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Introduction générale

Dans cette these, nous étudions deux modéles mathématiques issus de questions posées en
biologie. Ces modéles ont en commun ’étude de systémes d’équations aux dérivées partielles
de type parabolique fortement couplées et pouvant dégénérer. Dans chacune des situations,
nous cherchons a savoir si le probléme est bien posé au sens qu’il admet une solution globale
en temps.

La premiére partie de cette thése est consacrée a ’étude d’un systéme de deux équations
paraboliques non linéaires dégénérées et fortement couplées : la matrice de diffusion associée
au modele est dans ce cas pleine. Ce systéme est issu de la modélisation de la croissance
d’une tumeur cancéreuse.

La deuxiéme partie est consacrée a 1’étude d’un modéle mathématique décrivant le transport
d’une solution ionique & travers un canal d’'une protéine ouvert dans une membrane cellu-
laire. Les ions migrent soit par diffusion sous 'effet d’un gradient chimique, soit par électro-
migration sous l'effet d’'un gradient électrique ou par convection sous l'effet du mouvement
global de la solution. Ce phénomeéne est modélisé par des équations de Poisson-Nernst-Planck
généralisées. Ceci conduit & un systéme de deux équations de type dérive-diffusion couplées
a une équation elliptique.

Pour mettre en lumiére les points importants nous donnons, dans cette introduction géné-
rale, les résultats principaux et le plan de résolution des deux problémes. Pour des énoncés
plus complets et des preuves rigoureuses, nous renvoyons le lecteur aux chapitres suivants.

PLAN et RESULTATS PRINCIPAUX

PREMIERE PARTIE

La premiére partie comprend deux chapitres. Le premier est introductif, nous y parlons de
la description biologique des étapes du déroulement d’un cancer, des facteurs de risque ainsi
que des difficultés de la modélisation de la croissance tumorale. Nous y exposons aussi les
différentes méthodes utilisées pour obtenir un modéle macroscopique décrivant la croissance
tumorale, ot une attention particulére est portée & une méthode utilisant la théorie des
mixtures pour un modeéle multiphasique. Cette méthode, utilisée pour décrire les interactions
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entre les cellules cancéreuses et les macrophages (cellules du systéme immunitaire), conduit
a un modele a trois constituants : les cellules cancéreuses, les macrophages et les vaisseaux
sanguins. Pour élaborer le modele nous écrivons d’abord 1’équation de la conservation de
la masse pour chaque constituant individuellement. Nous les complétons, ensuite, par les
bilan de quantité de mouvement des différents constituants, sous I’hypothése que les cellules
cancéreuses et les macrophages se comportent comme des milieux élastiques et que la somme
des fractions volumiques est constante, le modeéle se réduit au systéme suivant, satisfait par
les fractions volumiques («(t, z), B(t,x)) pour (t,x) € @ := (0,400) x (0,1) = (0,4+00) x Q

;

Oov — O, (a <g — a> Orv + v <% — 6) 5’905) =q(a,p) dans Qr
0 -0.(3 (5 -) 245 (3~ 5)2u5) = i) dans Or "
a(t,0) = ap, B(t,0) = B, et Opa(t, 1) = 0,06(t,1) =0 sur (0, 400),

[ a(0,2) = ap(z), B(0,z) = By(x) dans (0,1)

avec :
o, Bg € HY(Q), 0 < ag, By, a0+ By < 1, Inag,In B, € L=(Q)

Qp , Bb GR, 0< Qp Bb? O41)_‘_61; < 1.
et les termes de sources ¢; et ¢» sont donnés par
{ @, B) = kia(l —a = f) = kya — kza (o + ) — ka3
@2(e, B) = ksB? — ke (1 — a) — kraf.
les constantes k; > 0 ¢ =1,..,7 sont données.
Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude mathématique du systéme (1). Les difficultés
essentielles sont liées au fait que la matrice de diffusion, associée a (1), est pleine, dégénérée

pour (=0 ou 5 = 0), et au fait qu’elle n’est pas positive méme si la contrainte
0 < a,B,a + B < 1 est vérifiée.

On observe qu’en multipliant formellement, la premiére (respectivement : la seconde) équa-
tion de (1) par l'entropie In () — In (ap) (respectivement : In (5) — In(5,)) et en intégrant
par parties puis en additionnant les deux équations, on obtient l'inégalité suivante : si
0 <a,f,a+ <1

[ @tawy+Gasemarr; [ [ (10.ar+10.57) drds < [ (Galao) + Galgp) o+
®)

avec C' > 0 une constante et G, Go sont les fonctions données pour tout s € R par :
Gi(s) = s(lns —Inay) — s+ ap, Go(s) = s(lns —In 3,) — s + G, (4)

avec G1(s) > 0 et Gy(s) > 0 pour tout s > 0.

Ceci suggere 'introduction de nouvelles variables d’état (Uy, Usy) définies par

a=e"", B=e" (5)



de sorte que (Uy, Us) satisfait, dans @7, le nouveau probléme

( x(eQUl 10, Uy + e l2(1 — eU2)8xU2> = q(e",e"?) dans Qr
— 0y (€U1+U2 —e")0, Uy + e22(3 €U2)8IU2) = qo(e"1,e"2) dans Qr

Ui(t,0) =1n (), Us(t,0) =1n(5,) et 0,Ui(t,1) = 0, Us(t,l) =0 sur (0,7)

(
( U1(0,.) = In () U>(0,.) = In () dans (0,1)
(6)

Cette technique a été utilisée par [12], [13], [24] et [25].
Le changement de variables d’état (5) permet de surmonter deux difficultés :

— La matrice de diffusion B associée & (6) n’est pas dégénérée si (U, Us) € L™ (Qr) .
— la matrice B est définie positive si (U, Uy) € L™ (Q7) et eVt + V2 < 1. Plus précisement,
pour tout ¢ € R? on a 'inégalité suivante :

1
€ B(ULU) € gmin (oWl o020 ] (7
Néanmoins, il reste trois difficultés

— la matrice B n’est pas positive pour tout (U, Us) € L (Qr). D’oul I'idée de la remplacer
par une autre matrice Dt définie positive, si (Uy,Us) € L (Qr), coincidant avec B si
et + %2 < 1. Le point central dans la résolution de (6) est de montrer d’abord que
I'ensemble (Uy, Us) vérifiant la contrainte eV + €2 < 1 est un ensemble invariant pour
tout temps.

— La matrice B, et donc D™, est dégénérée si [|Ui]|, ou ||Us]|,, tend vers oo (d’apres (7)).

— La non linéarité des termes 0;(e%") et 9;(eY?) suggere d’utiliser une discrétisation en temps.
Nous considérons des problémes discrets associés, que 1’on obtient a I’aide de la méthode
de Galerkin et d’une discrétisation temporelle de type Euler implicite.

Soient 0 < 7 < 1et U = (Ul, (72> eL>®(0,1), U = ([71, UQ> satisfait, dans = (0,1), le
probléme élliptique suivant :

1(eU1 — ) — 9, <D1+18 Uy + D50 U2> = qi(e"r, e"?) dans Q

-

1 _

—(e¥2 —e%2) — 9, <B;18 U, + By, Ug) = g (e, e"?) dans Q (8)
-

UL(0) = In (), Us(0) =1n(B,) et AU (1) = A,Us(1) =0

Pour la résolution de (8), nous montrons l'existence d’'une solution faible pour la version
linéaire associée, nous appliquons ensuite le théoréme du point fixe de Leray schauder. Mais,
la dégénérécence de D, lorsque ||Ui|, ou [|Us]|,, tend vers oo, rend lapplication d’un
théoréme du point fixe impossible, I'idée est donc de prouver en premier lieu 'existence
de solutions pour des problémes approchés, en remplacant la matrice D' par une matrice
régularisée B7. Puis, en utilisant un résultat de compacité de type Aubin, nous prouvons que
la suite des solutions de ces problémes converge vers une solution faible du probléme initial
quand le pas de discrétisation 7 tend vers 0.



DEUXIEME PARTIE

La deuxiéme partie est dédiée & un modele d’électro-diffusion pour le transport ionique a
travers une membrane biologique. Les équations de Poisson-Nernst-Planck (PNP) constituent
le modele qui gouverne la distribution du potentiel électrique et les flux ioniques, des cations
et des anions, dans un canal de protéine ouvert. Cette partie comprend deux chapitres :

Le premier chapitre débute par une introduction décrivant le mécanisme du canal ionique
ainsi que son role physiologique. Ensuite, nous présentons la dérivation d’un modéle PNP,
élaboré par Richardson et King dans[43], qui s’appuie largement sur les travaux de Liu [36].
Mais, avec trois innovations supplémentaires : La premiére consiste & prendre en considéra-
tion I’eau présente dans toutes les membranes biologiques. Mais, en se basant sur ’hypothese
que le milieu est saturé, ce qui permet d’éliminer ’équation de ’eau. La deuxiéme innova-
tion consiste & considérer la protéine comme un cone infini. Ceci provient du fait que nous
ne connaissons pas les valeurs des inconnues aux extrémités du canal. Mais, puisque nous
pouvons les calculer & 'interieur et a 'exterieur de la cellule, nous écrivons les équations
du modeéle dans le domaine occupé par le canal et les réservoirs. La troisiéme innovation
consiste & ne pas négliger le phénoméne de convection causé par la vitesse globale du fluide.
Ces innovations conduisent au systéme PNP non linéaire fortement couplé, dans le domaine
non borné Q = R™ x R, suivant :

(9% (2) Oin = 8, (¢° () Jn) dans Q
9% (2) Op = 95 (¢* (z) Jp) dans Q

9: (¢ () 0:0) = ¢* (x) (n — p + q(x)) dans Q (9)
Jim n(tx) =ng, lim p(t,z) =ps, lim ¢t z) =, sur RT
(0, ) = no(x), p(0,z) = polz) dans R

avec :
ne=ps ERT ny<1/2 | ¢, €R
q € L*(R) et g est une fonction réguliére vérifiant g(0) > 0 et lim,_, o, g(2) = +o0.
no,Po >0, ng+po < 1etng—py+q=0surR.
les flux ioniques J,, et J, sont donnés par :
Jn = ((k — K'n)oyn — k'ndyp — kn(1+p — n)0.¢) (10)
Jp = (—k'poyn + (k — k'p)0.p + kp(1 — p + n)0,9). (11)

ou k et k' sont des constantes données.



Le systéme (9) devient :

(

¢ (2) 0n = 0, (9 (&) (A (n,p) Bun + Ava (0, p) Oup + By (n,p) 0.6 ) dans Q

¢ (2) Op = 0. (9 (&) (Aa1 (0, p) D + Aoa (n,p) Oup + Ba (n,p) 0,6 ) dans Q

0. (9% (#)0:0) = g (@) (n — p+ 4(a)) dans Q
zgrilmn(t T) = z1—1>1:?oop<t’$) =N, Eliloo o(t,z) = ¢y sur RT
( 7(0,2) =no(x), p(0,x) = po(x) dans R.

la matrice de diffusion A est donnée par :

k—Ekn —EKEn
A(n,p) = N L (13)
—Rp —RP

et le vecteur B = (By, By) est donné par B(n,p) = (—kn(1+p—n),kp(1 —p+n))

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude mathématique de (12). Les difficultés principales
rencontrées sont liées au fait que le domaine d’étude est non borné, et au fait que la matrice
de diffusion, A, est pleine et n’est pas positive sauf si la contrainte 0 < n,p,n +p < 1 est
vérifiée.

Avant de parler de nos apports sur I’étude du systéme (12), faisons un bilan des résultats
existants sur le sujet. Dans un domaine borné, on dispose dans la litérature d’un nombre
considérable de résultats d’existence, d’unicité et de régularité; et cela pour divers types de
conditions aux limites. Dans [22], 'auteur a étudié le probléme (12) dans le cas o g = 1,
Jn = dVn — p, Vo et J, = d,Vp + 1, Vo. Dans [20], les auteurs ont considéré également
le cas ¢ = 1. Mais, ils ont pris des termes de diffusion généraux. Plus précésement, ils ont
supposé que : J, = VP (n) -,V et J, = VP (p) + 1,V avec P : [0, +o0o[ — [0, +oo] telle
que P (0) = 0, P’ est localement lipschitzienne sur |0, 4+o00[ et P’ > 0. Dans [49], les auteurs
ont gardé g = 1; mais, ils ont étudié le cas d’une diffusion rapide en traitant le probléme
(12) dans le cas ot J, = d,V (™) — 1, Vo et J, = d,V (p) + p, Vo avec 0 < m < 1.

Dans notre travail, nous considérons un systéme PNP général, dans la mesure ol nous
ajoutons les termes de convection dans les deux premiéres équations de (12), et traitons
ainsi un systéme PNP fortement couplé. De plus, nous traitons le systéme dans un domaine
non borné. Mais, on considére uniquement le cas unidimensionnel.

Pour un domaine non borné, des contraintes supplémentaires sont nécéssaires pour controler
le comportement des solutions a l'infini. Pour cela, nous introduisons les fonctions 0(z), ¥(z)

définies par
d , ,df d , ,di

=0d R
dx( d:zc) dm( d:L‘> 0 dans (14)
hrin 0(z) = nx, hIiIl I(x) = ¢,

Pour résoudre (12), nous utilisons des espaces de sobolev avec poids. L’idée sous-jacente a
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'utilisation de ces espaces a été initié par 'inégalité d’énergie (18).

En effet, en multipliant formellement la premiére équation de (12) par n — 6, la seconde
par p — 6, et en additionnant les deux égalités; ensuite en utilisant I'inégalité de Young, on
obtient le résultat suivant, si 0 < n,p,n+p<1:

1d
—— [ P*(n—0+p— 9|2)d:c+a/ 9% (10:(n = 0))* +10.(p — 0)°) dw < C—l—C/ 9°0,0|*dx
(15)
ou « et (' sont des constantes positives.
D’autre part, une dérivation de la troisiéme équation de (12) par rapport a ¢ donne :
O (92 ai,t¢) = 92 (Owp — Oym) (16)

En remplacant 0;p et Oyn par leur expressions, en multipliant la derniére relation par ¢, et
en utilisant 'inégalité de Young, on trouve

1d
2dt Ju

(0%

9%10,¢?dx < 5

/g2 (185(n — O) +10.(p — O)]?) dz + C(a) / 610,02z + C(a)
R
(17)
En additionnant (15) et (17), et en utilisant le lemme de Gronwall on obtient l’estimation
d’énergie suivante :

t
/ Pn— 0P + Ip— 07 +10.62)dz + a / / ¢ (10 — 0)> + 0, (p — 0)[2) dads < C.(18)
R 0 R

Malheureusement, cette inégalité ne suffit pas pour avoir une estimation pour ¢ dans
L?(0,T; HY(R)), puisque I'inégalité de Poincaré n’est pas valable dans le domaine non borné
R. Pour cette raison, nous introduisons les éspaces de sobolev avec poids suivants :

L2R)={u:R—R; gue L’[R)} (19)
H,(R) = {u ‘R —R; gu, gj—z € L? (R)} (20)
Hi,(R) = {u ‘R —R; u, g% € L? (R)} (21)

Ces éspaces ont été introduit par [29]. L’inégalité, de type Hardy, suivante joue un role
important dans la résolution de (12) (voire [31] ou [40] pour la preuve) :

I existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € Hj , (R) on a :

lull 2 < c' du (22)

L

En combinant (18) et (22), on déduit que ¢ € L> (0,T; H{ ,(R)) .
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Pour la résolution de (12), nous introduisons les nouvelles variables d’état (IV, P, @) telles que :

N=n—-0,P=p—0et®=0¢—1. (N, P, o) satisfait le probléme :

PN, P) = 0, ((A(N, PYO,(N + 0, P+6) + 0,(® + 0) B(N, P)))  dans Qr
0y <g28$<1>> = ¢° (N — P+ q(x)) dans Qr (23)
mgrfoo N(t,x) = Igrf P(t,z) = lirfoo@(t,:n) =0 sur (0,7)

L N(0,2) =ng(z) — 0(z), P(0,z) = po(z) —0(x) dans R

ol A est définie par : A(N, P) = A(N + 6, P + 0) et le vecteur B est défini par :
B(N,P)=B(N +6,P +90).

La matrice A n’est pas positive, et ses coefficients ne sont pas bornés. Nous la remplagons
donc par une autre matrice A+ definie positive, a coefficients bornés coincidant avec A si
N+ P+20<1.

Pour la résolution de la version linéaire de (23) nous la découplons en deux problémes
linéaires. En premier lieu, nous considérons, pour (N , P) € L?(Qr) x L* (Qr), le probléme :

{ ~0,(9°0,®) = —¢*(N = P +¢q) dans Qr
(24)

lim, 40 ®(t,2) =0 sur (0,7

Dans la formulation faible de ce probléme, il nous faut des fonctions teste v € L(0, T H;2 ;s (R)).

Mais, pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram, nous aurons besoin du terme [ g*®v. D’ou
I'idée de considérer, pour 0 < ¢ < 1, la famille de problémes approchés suivants :

{ —0,(g?0,®) +eg’® = —g*(N — P+4q) dans Qr
(25)

lim, 400 @(t,2) =0 sur (0,7)
En second lieu, nous considérons le probléeme linéaire :
§*0,(N, P) = 0,[¢*(A* (N, P) 0,(N + 0, P +0) + 0,(® + ¥)B* (N, P)] dans Qr
lim, 1o (N, P) = (0,0) sur (0,7)

(N, P)(0) = (no —6,po — 0) dans R

(26)
ou ® est la solution de (25). Comme A+ est définie positive, nous pouvons utiliser le théoréme
de J.L. Lions (voire [35]) pour montrer 'existence d’une solution pour (26). L’existence de
solutions pour les problémes non linéaires approchés est assurée par le théoréme du point
fixe de Leray Schauder, grace a la compacité de I'injection Hj(R) < L?*(R). Nous prouvons,
ensuite, en utilisant des résultats de compacité, que la solution de ces problemes approchés
converge vers une solution faible du probléme initial lorsque ¢ — 0.
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Chapitre 1

(Généralités sur les tumeurs et
modélisation mathématique

1.1 Introduction

Le cancer est une maladie trés dangereuse qui affecte de plus en plus d’organismes humains.
On estime le nombre de décés provoqué par le cancer a 20/100. Des efforts et des moyens
colossaux sont consentis a travers le monde pour lutter contre le cancer. Néanmoins, la
complexité des métabolismes intervenant dans son évolution rend la tache difficile. Dans la
premiére section de ce chapitre, nous donnons la définition d’une tumeur, nous expliquons
ses stades du dévellopement, ses facteurs de risque, les différentes thérapies pratiquées ainsi
que les difficultés liées a la modélisation mathématique de son évolution. Dans la deuxiéme
section, nous donnons un bref appercgu sur certaines méthodes utilisées pour écrire un modeéle
macroscopique pour la croissance tumorale. Le but de la troisiéme section est de proposer
un modele mathématique simplifié pour décrire les interactions, entre les cellules tumorales
et les macrophages, dans une tumeur vasculaire.

1.2 Le cancer, notions avancées de biologie

1.2.1 Qu’est-ce qu’une tumeur ?

Le corps humain est trés complexe, il est composé d’environ 60 000 milliards de cellules.
Chaque jour, 200 milliards d’entre elles meurent et autant naissent. La cellule est, sans aucun
doute, une des parties les plus compliquées du corps; les chercheurs s’entendent méme pour
dire que la cellule humaine est, en fait, beaucoup plus complexe que toute la technologie qui
a servi a conquérir la lune. Chaque cellule a un role et une forme propres (cellules sanguines,
hépatiques, épidermiques...etc.) ainsi qu'une durée de vie limitée (elle ne peut se multiplier
qu’un nombre fini de fois). A Dintérieur de chaque cellule se trouve un noyau comportant

13
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I’ADN. Ce dernier contient le plan de montage de la cellule. Lorsque ce plan se dérégle, la

cellule peut devenir maligne : elle se met alors a se diviser n’importe comment, rapidement et
infiniment en transmettant son erreur de montage a ses copies. Comme les cellules anormales
se multiplient beaucoup plus rapidement que les cellules saines, elle peuvent former un amas
appelé tumeur. Pour 'organisme, ce processus reste muet tant que les cellules affectées ne
sont pas totalement déréglées, le tissu affecté remplit alors sa fonction normalement jusqu’au
moment ot les cellules malignes provoquent une altération du comportement global du tissu.
Les moyens cliniques disponibles aujourd’hui ne permettent pas la détection précoce d’une
tumeur, c’est a dire avant le déréglement du tissu; il peut s’écouler plus de vingt ans entre
I'initiation de la maladie et le dysfonctionnement du tissu. Un moyen de pallier ce manque
est de s’intéresser directement a I'information génétique contenue dans les cellules du tissu.
D’autant plus que les techniques biologiques permettant aujourd’hui d’extraire les séquences
d’ADN des cellules d’'un méme tissu.

La tumeur peut controler son ampleur et ne pas migrer vers d’autres organes, dans ce cas,
elle est dite non cancéreuse ou bénigne. Elle ne présente alors aucune forme de danger pour
le malade. La structure de ces tumeurs est semblable & celle des tissus normaux et leur
croissance est lente. Chaque personne en a la preuve car les grains de beauté en sont.

Si la tumeur envahit les organes alentours, elle est dite maligne ou cancéreuse. Les tumeurs
malignes sont beaucoup plus dangereuses : elles causent le cancer et peuvent aussi développer
une résistance aux différentes formes de thérapie.

Lorsqu’elle n’est encore qu’un petit amas de cellules, la tumeur se nourrit par diffusion des
nutriments issus du milieu corporel & travers sa surface. Mais, au-dela d’une certaine taille, les
nutriments ne parviennent plus a ses cellules centrales et ces derniéres se nécrosent. Avant de
mourir, elles libérent des substances chimiques aboutissant a la création d’'un réseau sanguin
qui lui est dédié. Ce processus est appelé angiogenése, il permet de créer, a partir d’un
réseau vasculaire existant de nouveaux vaisseaux sanguins apportant l'oxygeéne requis pour
la croissance des cellules cancéreuses. Ce réseau permet a la fois d’alimenter la tumeur et de
disperser, dans certains cas, les cellules cancéreuses via le systéme sanguin, favorisant ainsi la
formation de tumeurs secondaires, une fois arrivées a destination, elles se développent comme
la tumeur originale. Ce processus est nommé métastase. A ce stade, les chances de guérison
sont plus faibles car les tumeurs disséminées sont plus difficiles & éliminer et elles sont treés
dangereuses. C’est pourquoi 'idée d’amoindrir la tumeur en lui coupant les vivres apparait
comme un moyen de lutte possible contre la maladie. Cette approche nécessite de mieux
comprendre et modéliser le processus d’angiogenése, afin de simuler les effets des molécules
thérapeutiques sur son évolution et celle de la tumeur.

1.2.2 Facteurs de risque

De multiples facteurs sont a 'origine du cancer. Ils peuvent étre :

— Génétiques : c’est a dire avoir une composante héréditaire (certaines maladies hérédi-
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taires, comme la polypose rectocolique, sont caractérisées par 'apparition fréquente de

cancers). Mais, la plupart des cancers ne sont pas héréditaires.
— Environnementaux :

— Pollution industrielle : son role exacte est difficile & préciser, mais il est prouvé que
certains polluants tels que : les substances bitumeuses, les plastiques bruts et I’amiante
sont résponsables du cancer de la plévre et du poumon.

— Alimentation déséquilibrée : une alimentation pauvre en fruits, légumes et en créales ou
riche en graisse, favorise I’apparition de certains cancers.

— Cancérogenes chimiques :
a) Le tabac : est a 'origine de beaucoup de cancers, notamment celui des poumons, de
la sphére ORL, de la vessie, du rien, du pancréas, du col de I'utérus...etc. On note que
le taux de mortalité di au cancer des poumons est dix fois plus élevé chez les fumeurs.
b) L’alcool : les grands buveurs, qui de plus fument, courent un danger bien plus grand
de contracter un cancer de la gorge que les gens sobres.

— Radiation et cancers : les radiations atomiques peuvent causer des cancers, notamment
des leucémies ; comme une longue exposition au soleil peut causer le cancer de la peau.

— Immunitaires : le systéme immunitaire est capable d’identifier quelques cellules cancé-
reuses ; mais, parfois, certains tissus ayant une déficience immunitaire favorisent le déve-
loppement d’un cancer.

1.2.3 Traitement du cancer

De la méme maniére que notre corps est composé de centaines de catégories différentes de
cellules, il existe des centaines de tumeurs (aucune tumeur n’est identique & une autre). Par
conséquent, chaque tumeur nécessite un traitement qui lui est propre. Plus la tumeur est
détectée précocement, plus les traitements pourront étre éfficaces. Les traitements utilisés
sont :

— La chirurgie : consiste a enlever la tumeur et, selon la localisation, les tissus ou les or-
ganes proches. Lors de 'opération chirurgicale, il est nécéssaire de protéger le reste du
corps d’une éventuelle contamination par les cellules cancéreuses (on pourrait sinon pro-
voquer des métastases). Malheureusement, de nombreuses tumeurs sont détectées a des
stades trop avancés pour étre opérables; on a alors recourt & d’autres thérapies.

— La radiothérapie : consiste a utiliser les rayons X ou, quelques fois méme, les rayons
gamma pour bruler le coeur de la cellule cancéreuse. Ces rayonnements, s’ils ne tuent pas
directement les cellules cancéreuses, détruisent leur appareil de reproduction de sorte a
interrompre leur prolifération. Cette méthode permet de supprimer des tumeurs ou des
métastases bien localisées, mais agit difficilement sur des cellules malignes entourées de
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cellules saines, dans de telles situations on fait appel aux traitements chimiques.

— La chimiothérapie : la chimiothérapie est le traitement du cancer par des substances
chimiques. Les médicaments administrés aux patients sont véhiculés dans tout ’organisme
par l'intermédiaire de la circulation sanguine. La chimiothérapie a pour but d’empécher
les cellules cancéreuses de se multiplier. Pour agir correctement, et pour ne pas détruire les
tissus sains, la substance doit étre suffisament dosée pour détruire uniquement les cellules
qui sont en prolifération rapide.

— L’hormonothérapie : certaines tumeurs sont sensibles a telle ou telle hormone présente
dans 'organisme, et qui active leur prolifération. On peut alors préscrire des médicaments
qui suppriment la source des hormones stimulantes.

— La thérapie cellulaire : désigne toute approche thérapeutique utilisant des cellules et
visant a remplacer, réparer, augmenter ou modifier I’activité biologique d’un tissu ou d’un
organe endommagé. Lorsque les cellules utilisées sont immunitaires elle est dite immuno-
thérapie.

1.2.4 Principales difficultés de la modélisation de I’évolution des
tumeurs

La modélisation est 'opération qui consiste & décrire par des relations mathématiques un
phénomeéne physique, biologique ou autre. Dans notre cas, le modele décrit les interactions
intervenant dans le processus du developpement d’une tumeur.

De nombreux modéles ont été élaborés pour décrire I’évolution d’une tumeur. Ces modéles
sont, généralement, partiels et ne s’intéressent qu’ a une étape du procéssus tumoral. L’objec-
tif principal de la modélisation est de construire des modeéles complets incluant le maximum
d’ingrédients possible afin qu’ils soient plus pertinent au niveau clinique. Néanmoins, plu-
sieurs difficultés empéchent la réalisation de tels modéles, dont :

— La multiplicité des échelles : le processus de developpement tumoral s’éffectue sur
plusieurs échelles : sous cellulaire, cellulaire et macroscopique :
L’échelle sous cellulaire : correspond aux activités principales & 'interieure de la cellule et
sur sa membrane ( changement génétique...etc).
L’échelle cellulaire : correspond aux activités principales de la cellule (prolifération, compéti-
tion avec le systéme imunitaire...etc).
L’échelle macroscopique : correspond a la condensation des cellules tumorales dans un
amas intéragissant avec les tissus environnants (la migration et la convection de cellules,
la diffusion des nutriments et des facteurs chimiques, et le détachement des cellules pour
former des métastases).
Selon I’échelle considérée, on distingue deux types de modeéles :
i) Modeles microscopiques : sont utilisés pour faire intervenir des lois d’évolution micro-
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scopiques pour chaque cellule ainsi que des interactions locales entre cellules. Ces modeles
utilisent, généralement, des équations différentielles ordinaires.

ii) Modeéles macroscopiques : décrivent I’évolution des quantités globales, ces modeéles uti-
lisent la mécanique des milieux continus qui conduit a des équations aux dérivées partielles.

— La multiplicité des populations : la tumeur est hétérogéne, elle est composée d’un
grand nombre de populations (cellules, nutriments, facteurs chimiques). Elle contient,
entre autres : cellules tumorales non proliférantes, cellules tumorales proliférantes, cel-
lules tumorales mortes, macrophages, cellules endetheliales, liquide extra-cellulaire, ma-
trice extra-cellulaire, vaisseaux sanguins (si elle est vasculaire), facteurs angiogéniques,
facteurs de croissance ...etc. Un modéle mathématique prenant en considération les in-
teractions entres toutes ces populations sera trés complexe. On préfére, en pratique, des
modeles simplifiés décrivant un monbre réduit d’interactions, en sélectionnant celles qui
jouent un roéle relativement plus relevant que les autres.

— Les lois de comportement des cellules : Les systéme biologiques doivent, certes,
obéir aux lois de la physique, mais des lois additionnelles interviendraient pour gouverner
le comportement des cellules (random motion, chemotaxis, hypotaxis). La modélisation
mathématique repose donc sur la détermination des lois de comportement des cellules, et
la compétition entre les différentes populations biologiques intervenant dans la composi-
tion et 1’évolution des tumeurs.

— La spécificité de chaque tumeur : chaque tumeur et chaque patient nécessite un
traitement particulier, c¢’est pourquoi on ne peut pas parler de véritable validation.

1.3 Modeéles macroscopiques de I’évolution tumorale

Le travail de modélisation macroscopique consiste & démarrer de la mécanique des milieux
continus pour chaque constituant de la tumeur pour aboutir & un systeme d’équations aux
dérivées partielles. L’outil nécéssaire a la modélisation est donc un ensemble d’équations de
conservation.

Il est nécéssaire alors de distinguer entre deux types de populations dans la tumeur :

- populations cellulaires (cellules, liquide extracellulaire et matrice extracellulaire),

- facteurs chimiques (nutriments, oxygéne, médicaments, facteurs de croissances).

Cette section est organisée de la facon suivante :

Dans une premiére partie, nous donnons les équations gouvernant 1’évolution des facteurs
chimiques qui sont, généralement, de type réaction-diffusion-convection. Nous y écrivons aussi
les bilans de masse pour les populations cellulaires, qui sont des équations faisant appel aux

champs de vitesses qui sont inconnus. Il faudra donc faire certaines hypothéses permettant
de fermer le systéme de ces équations.
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Dans la deuxiéme partie sont présentées plusieurs méthodes pour clore le systéme des bilans

de masse obtenu. Les trois premiéres méthodes supposent que la tumeur est un milieu mo-
nophasique, ne contenat que des cellules tumorales ayant une densité v» = constante : La
premiére méthode consiste & supposer que 1’évolution de la tumeur est unidimensionnelle et
symétrique par rapport & son centre. La seconde suppose que la tumeur est shérique et symé-
trique par rapport a son centre. La troisiéme consiste a clore le systéme par 'utilisation de la
loi de Darcy qui décrit les écoulements dans un milieu poreux. Les deux dernieéres méthodes
supposent que la tumeur est composée de plusieurs populations cellulaires. La quatrieme
méthode permet de clore le systéme par des lois phénomenologiques. Une attention particu-
liére est portée a la cinquiéme méthode traitant des modéle multiphasiques ot les bilans de
masse sont complétés par les bilans de quantité de mouvement. Les problémes obtenus sont
naturellement & frontiere libre puisque ’étendue de la tumeur est a priori inconnue.

1.3.1 Equations de conservation de la masse

Dans toute la suite nous supposons que la tumeur est composée de n populations cellulaires

de densité ¢; (i =1,...,n) et m facteurs chimiques de densité ¢; (i = 1,...,m). Nous posons

w = (¢1,¢27 7¢n) et ¢ - (¢17¢27 7¢m)

Facteurs chimiques

Une équation de conservation dans un volume de controle Eulérien V, délimité par la surface
S, pour la quantité ¢, est obtenue en considérant que la variation de la quantité dans le
volume, est sa production dans le volume moins le flux net de la quantité sortant hors du
volume, soit :

%/V¢idv:_/sji(¢)ds+/ri(qs)dv i=1,.,m

v
Ji(¢) : le flux de ¢ a travers S.

I';(¢) : est le taux de production de ¢, dans le volume V' (il peut dépendre de 7).

En appliquant le théoréme de Gauss au terme désignant le flux, nous obtenons :

d
E/ngidV:—/Vdiv(Ji(gb))dV—l—/Fi(¢)dv i=1,...m

\%

En faisant tendre le volume de controle vers dV', nous trouvons 1’équation de la conservation
locale de la masse :

%¢i +div(Ji(¢)) =Ti(¢) i=1,...m

I’évolution des facteurs chimiques est décrite, généralement, par des équations de type
réaction-diffusioin-convection ; le choix du flux J; ¢ = 1, ..., m est basé sur des lois phénoménolo-
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giques. D’une maniére générale

J’i = Jz dif fusion + Jz convection

avec

{ Jz dif fusion — f(¢z)v¢z

Ji convection — Ulqbi

ou f est une fonction positive donnée et v; est la vitesse du liquide extracellulaire.
Les équations des facteurs chimiques constituent donc un systéme de réaction-diffusioin (a

m équations et m inconnues), que nous pouvons résoudre une fois que les conditions initiales
et aux bords sont données.

Populations cellulaires

En ce qui concerne les populations cellulaires les bilans de masse s’écrivent

%% +div (viyy;) =Ti(,¢) i=1,...,n

Ces équations font appel aux champs de vitesses v; ¢ = 1, ..., n inconnues.

1.3.2 Fermeture de systéme d’équations

Pour les populations cellulaires nous avons obtenu un systéme a n équations et 2n inconnues
(les concentrations, les densités ou les fractions volumiques v, et les vitesses v; i = 1,...,n).
Pour clore le systéme, il est nécéssaire de préciser les vitesses v;. Autrement dit, il faut
modéliser le mouvement de chaque type cellulaire. Pour cela, il existe plusieurs approches
que nous présentons brievement dans ce qui suit; pour des exposés complémentaires nous
renvoyons le lecteur a [3] et aux réferences citées ci-dessous.

Approche considérant la tumeur comme étant unidimensionnelle

Cette approche a été utilisée, entre autres, par [1], [27] et [37]; et consiste & supposer que
la tumeur ne contient que des cellules tumorales ayant une densité ¢ = constante, et que
son évolution est unidimensionnelle et symétrique par rapport & son centre ; c’est-a-dire qu’a
I'instant ¢ la tumeur occupe le segment [—[(t),1(t)].

L’équation de conservation de 1 se présente sous la forme :

0 .
aiﬂ + div (Yv) =T(¢) (1.2)

v : la vitesse de transport des cellules tumorales.
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Comme ¢ = constante, (1.2) s’écrit

r
div (v) = L(@) (1.3)
(G
La solution v(¢,z) de (1.3), calculée par intégration, permet, en supposant que la vitesse
d’évolution de la frontiére [(t) est égale a la vitesse des cellules tumorales au point = = [(t),

de trouver [(t) ; autrement dit :

d
El(t) = V],

équation différentielle ordinaire.

Approche considérant la tumeur comme étant sphérique

Dans ce cas, on suppose que la tumeur ne contient que des cellules tumorales ayant une
densité 1) = constante et qu'elle est sphérique de rayon R(t) et symétrique par rapport a
son centre ( [46], [47] et [48]). Cette hypothese permet de réduire la dimension de 'espace a
un et le vecteur vitesse a un scalaire.

s ) - — — —
En utilisant les coordonnées sphériques, pour tout v = v, e, + vgeg + v, €, NOUS aVONS :

0 10 1 0 Vg Uy
di =—vu+ = _— — 0)+2—
iw(v) ar" * r o0 * rsin(0) 84,0% * r cos(f) + r
Grace a la symétrie par rapport au centre, v = ve,, nous pouvons écrire ’équation (1.3)
sous la forme : 5 ) r'($)
v
- 27 — — 20) = —~ 1.4
ﬁrv—i_ roor? 87"(T v) P (1.4)

Pour déteminer v on suppose que la vitesse d’évolution de la frontiére de la tumeur est égale
la vitesse des cellule tumorale au point = R(t), autrement dit :

d
En combinant (1.4) et (1.5), nous trouvons 1'équation intégro-différentielle :
1d 1 R0
~—R(t) = — T'(¢)d 1.6
S0 =3 [ T (1.6

Cette méthode est souvent utilisée avant la vascularisation puisque les tumeurs avasculaires
ont tendance & étre sphériques.

Approche utilisant la loi de Darcy

Utilisée par [8] et [28]. Elle consiste & supposer que la tumeur ne contient que des cellules
tumorales ayant une densité 1) = constante, et que le champ de vitesse découle d’un potentiel
U c’est a dire :

v=VV¥ (1.7)
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ou W est une fonction scalaire qui, grace a (1.2), vérifie

s 1O "

Nous sommes en présence d’une équation elliptique dans un domaine variable.

Remarque 1.1. la relation (1.7) ressemble & la loi de Darcy pour les milieux poreuz, ot W
est la pression exercée sur la masse tumorale qui vérifie, sur la frontiére de la tumeur T'(t),
la relation W = vk avec k : la tension de surface et v : une constante positive.

Remarque 1.2. Les méthodes précédentes restent valables dans le cas ot la tumeur contient
n populations cellulaires si on fait les hypothéses suivantes :

n

1/ la densité de cellules est constante : 1), = constante = 1.

i=1

2/ toutes les cellules ont une vitésse commune : v.

3/ les taux de production des cellules T'; sont indépendants des Y, j=1,..,n, c’est-a-dire

En effet, il suffit alors d’écrire ’équation de la conservation de la masse pour chaque popu-
lation, et d’additionner toutes les équations pour trouver les mémes résultats.

Approche basée sur une déscription phénoménologique

Approche utilisée, entre autres, par [26] et [39] ; et consiste a supposer que les cellules migrent

soit par :

— diffusion aléatoire (random motion).

— chimiotactisme, en réponse au gradient des facteurs angiogéniques produits par la tumeur.

— haptotactisme, en réponse au gradient de fibronectine, qui est une protéine de la ma-
trice extracellulaire avec laquelle certaines cellules se lient par I'intermédiare de récepteurs

membranaires spécifiques.
— convection, suivant la vitesse du liquide extracellulaire.

Le bilan de masse pour 1, s’écrit alors sous la forme
0 , .
a¢i+dlv (Jz<¢>) :FZ(¢7¢) = ]-7"'777'
ou le flux J; comprend quatre parties :

Ji = Jz random + Jz chemo T Jz hapto + Jz convection
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avec
( Jz random — f(wz)vwza
Ji chemo — f(C)%VC,
(1.9)
Ji hapto — dszMa
\ Jz convection — wz’vl
ou

f(¥,) : coefficient de diffusion,

C': concentration de TAF (facteurs angiogéniques produits par la tumeur),
f(C) : coefficient de chimiotactisme,

M : concentration de la matrice extracellulaire,

d : constante positive,

vy : vitesse du liquide extracellulaire.

Nous obtenons ainsi un autre systéme de réaction-diffusion-convection a n équations et n
inconnues.

Approche utilisant la théorie des mixtures

Des recherches récentes en biomécanique ont indiqué que les cellules exploitent des forces
pour controler la croissance tumorale. Ces forces, générées au niveau de la cellule, pourraient
étre impliquées par ailleurs dans la progression des cancers dans I'organisme. On note ici que
la capacité des cellules & migrer est centrale dans les métastases. De 1a est parvenue 'idée
de prévenir mécaniquement la progression du cancer. Les modéles de croissance tumorale
doivent tenir en compte les effets mécaniques, qui consistent & modéliser les interactions
entre les différents types de cellules, entre les cellules et la matrice extracellulaire, entre la
masse tumorale et les tissus avoisinants ainsi que toutes les autres contraintes. On peut donc
clore le systéme des bilans de masse par les bilans de quantité de mouvement. Pour cette
raison, nous supposons que la tumeur est un milieu multiphasique ou une mixture de fluides
miscibles. L’hypothése fondamentale des mixtures est le principe de co-existence qui stipule
qu’en tout point de ’espace, occupé par la mixture, il existe simultanément des particules
de chaque éspece; c’est-a-dire, chaque phase est considérée comme un milieu continu. Le
principe de co-existence suggeére 1'utilisation de la notion de fractions volumiques qui sont
des quantités locales caractérisant la composition du mélange.
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Pour un mélange de n constituants, nous définissons la fraction volumique 1/, du constituant

i dans le volume de controle V' (en un instant ¢, V = V3 U ... UV, avec V; = Vj(t) est le
volume occupé par le constituant i a l'instant ) par :

~ mes (Vi(t))
VY, (Vit) = Tes (V)

cette définition étant possible pour tout volume V' contenant un point x. En faisant tendre
la mesure de V' vers zéro, nous obtenons la fraction volumique au point x & 'instant ¢ ;

bot) = lim e i)

mes (V)—0 mes (V)
zeV

n
la fraction volumique est a valeurs dans I'intervalle [0, 1], et vérifiant la relation ) ¢, = 1.
i=1

Nous supposons que chaque constituant ¢ de la mixture posséde un champ de vitesse v; qui
lui est propre; la vitesse du mélange est définie par la moyenne volumique des vitesses :

n
Umiz = E %Ui
=1

I’outil nécéssaire a la modélisation est un ensemble d’équations de conservation pour le milieu
multiphasique. On note que les équations de conservation pour un milieu monophasique res-
tent valables pour un milieu multiphasique, & condition que le volume de controéle contienne
toutes les phases pour que leurs propriétés moyennes soient définies.

Ecrivons le bilan de masse pour le constituant ¢ :

0
E(Pz%) + div (p,vi) = p;Li(9, ) (1.10)

p; - la densité du constituant i,
p;¥,; : la masse du constituant ¢ par unité de volume.

Pour simplifier, nous supposons, dans tout ce qui va suivre, que toutes les phases ont une
densité commune : p constante, et que les I';(¢, ¢) peuvent étre déternimées par des lois
phénoménologiques.

n

Remarque 1.3. dans le cas ou Y T;(1), ¢) = 0, nous sommes amenés & considérer la tumeur
i=1

comme incompressible ; ¢’est & dire, en additionnant les équations (1.10), nous trouvons :

div (Upmiz) = 0.

Bilan de quantité de mouvement

La fermeture du systéme (1.10) peut s’effectuer par les bilans de quantité de mouvement ;
cette technique a été utilisée, entre autres, par [2], [4], [5], [9], [10], [19], [32], [41] et [45].
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La variation de la quantité de mouvement dans un volume de contrdle V', délimité par la

surface S, est donnée par

d
L ppdv =S+ / poiTi(th, B)dV — / prbys(vim)dS
il S5+ [ gl = [ pon)

avec :

7 : la normale & S,

/ p;¥;v;dV : la quantité de mouvement dans le volume V/,
v
Z F; : la somme des efforts appliqués sur V,

/ p; vl (1, @)dV : la quantité de mouvement produite, dans V', par changement de phase,
1%

p; v (vin)dS : le flux de quantité de mouvement causé par le déplacement des cellules a
S
travers la frontiére S.

Remarque 1.4. Les efforts appliqués sont de deux types :

— des forces volumiques qui sont :
i) la gravité, qui est négligeable ici car on a un écoulement & grande vitesse.

ii) les forces d’interaction entre les différentes phases, / M;dV'.
v

iii) les forces de chemotazisme ou d’haptotaxisme [ p,,B;dV .

— des forces surfaciques qui sont : v
i) la force normale de la pression — / v, P ndS, qui existe méme pour un fluide au repos.
Dans notre cas, c’est la pression du fqluz'de extracellulaire.

it) la force de viscosité ou d’élasticité / Y, o; ndS.
S

En remplacant dans le bilan de quantité de mouvement, nous obtenons :

d
— [ ppudV = —/ (pYvi(vin) — Y Py 4 ;0m) dS ‘|‘/ (0 B + M; + pv;T5(¢, ¢)) dV
dt Jy S v

En appliquant le théoréme de Gauss, nous trouvons

0
/V [— (pivi) + V. (pthv; @ v;) = V. (;03) + V. (¢, P) — pib; B = My — pvil's(9, ¢)} dv =0

ot
(1.11)
oll ® est le produit tensoriel.

Comme V est arbitraire, (1.11) conduit & la conservation locale de quantité de mouvement

0
It (pvi) + V. (phv; @ vi) = V. (;04) + V. (Y, P) — ptp; By — M; — pviTs(p, ¢) = 0 (1.12)
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En utilisant (1.10), (1.12) nous donne

% (pY0i) +v;.Vuy = =V (¢, P) + V. (Y;00) + pt; B + M; (1.13)

Pour un phénomeéne de croissance biologique le terme inertial est négligeable, autrement dit,
(1.13) se réduit a :

Généralement, M; peut étre décomposée en deux parties :

ou m; représente les forces d’interaction entre la phase i et les autre phases

m; = Zaij (Ui — Uj) .
j=1
Dans le cas ou B; = 0 la relation (1.14) devient :

j=1

Pour le choix de 0; nous distinguons les deux phases :

— le liquide extracellulaire :
- soit nous supposons qu’il se comporte comme un fluide parfait, dans ce cas o; = 0,
et(1.14) implique

VP + ) o (v —v;) =0 (1.16)
j=1

-soit nous supposons qu’il se comporte comme un fluide visco-élastique, mais cette hypo-
thése est rarement utilisée dans la litérature.

— la phase cellulaire : Des hypothéses sont émises sur o; selon le comportement des
cellules :
i) 0; = X;(v) si les cellules se comportent comme un fluide élastique.
ii) o; = M)V + 14;(¥) (Vi + (Vo;)') si les cellules se comportent comme un fluide
visqueux
ii) o = Si(¥) + Xi(¥) Vs + (1) (Vo + (V;)") si les cellules se comportent comme un
fluide visco-élastique.

Remarque 1.5. dans le cas ot nous supposons que la tumeur est essentiellement composée
du liquide extracellulaire et des cellules tumorales, la relation (1.16) est équivalente a

— ), VP = a (v —v) (1.17)

nous obtenons la loi de Darcy pour des milieux poreux : vi — vy = —kVP; ou k est un
coefficient relatif a la perméabilité.
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1.4 Modélisation macroscopique des interactions entre
les cellules tumorales et les macrophages

L’objectif de ce paragraphe, réalisé en collaboration avec K. Hamdache et D. Hamroun,
et qui a fait 'objet d’une partie d'une prépublication parue dans le centre de mathématiques
appliquées de I’école polytechnique en juin 2007, est de proposer un modéle mathématique
simplifié pour décrire les interactions entre les cellules tumorales et les macrophages dans
une tumeur vasculaire subissant une thérapie cellulaire ; ol nous nous sommes inspirés des
travaux de [10], [42] qui ont utilisé la théorie des mixtures.

1.4.1 Infuence des macrophages sur I’évolution et la survie des
tumeurs

Une tumeur avasculaire a tendance a étre sphérique. Elle recoit les nutriments et 'oxygéne
par diffusion depuis les tissus sains environnants. Mais, lorsque la taille de la tumeur croit,
les nutriments et 'oxygéne deviendront insuffisants et ne peuvent arriver aux cellules du
centre qui finissent donc par mourir, et on y peut distinguer alors trois zénes concentriques :

e Une zone centrale : composée de cellules tumorales mortes.

e Une zone intermédiaire : dite d’hypoxie, composée de cellules tumorales vivantes non
proliférantes, 'oxygéne et les nutriments y sont présents, mais en quantités insuffisantes.
Méme les tumeurs vasculaires contiennent des zones d’hypoxie, car si un vaisseau sangain
est entouré par beaucoup de cellules tumorales il devient dysfonctionnel vu la prolifération
rapide des cellules malignes (voir [7]).

e Une z6ne externe : composée de cellules tumorales vivantes proliférantes.

Lorsque la taille de la tumeur dépasse quelques millimétres, les cellules tumorales de la zone
d’hypoxie émettent des signaux chimiques pour attirer des vaisseaux sangains. Plusieurs
études ont prouvé que la présence des zones d’hypoxie favorise ’angiogénése qui est essentielle
a la survie et la croissance des tumeurs. De plus, il est difficile de détruire les cellules malignes
de la zone d’hypoxie pour deux raisons :

i) les cellules tumorales non proliférantes sont loins des vaisseaux sanguins, donc il n’y a pas
de moyens pour transporter les médicaments a ces derniéres.

ii) Pour ne pas détruire les cellules saines, les drogues (ou médicaments) anti-tumorales sont
distinées & détruire, uniquement, les cellules qui sont en prolifération rapide.

Récemment, les biologistes ont développé de nouvelles drogues ou génes capables de pénétrer
les zones d’hypoxie ([38]). Dans ce qui suit, nous parlerons d’une thérapie cellulaire utilisant
des macrophages, qui sont des cellules dérivées de certains globules blancs, qu’on trouve
dans tous les tissus. En fonction de leur localisation, ils sont connus sous différentes appela-
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tions, les macrophages présents les tumeurs sont appelés macrophages associés aux tumeurs
(TAMs). Les macrophages constituent le premier organisme de défense cellulaire contre toute
attaque venant de 'extérieur. Ils reconnaissent tout élément étranger a l'organisme. Mais,
comme les cellules tumorales proviennent de 'individu lui méme, il arrive que les TAMs ne
les connaissent pas comme étant anormales et leur fonction sera altérée. Plus précisement,
les tumeurs ont la capacité de détourner la fonction des TAMSs pour favoriser la croissance
vasculaire (angiogénése) et donc le développement des tumeurs ( voir [16]).

De plus, les TAMs se déplacent spontanément vers les sites d’hypoxie. Une nouvelle thérapie
exploite le potentiel des TAMs & se déplacer vers ces sites, ol il y a des cellules tumorales
non proliférantes, qui sont inaccessibles pour les autres thérapies. Cette thérapie consiste a
cultiver en laboratoire les TAMs du patient, puis a leur associer un anticorps spécifique de
la tumeur ciblée avant de les réinjecter au patient. L’anticorps permet aux TAMS de se fixer
a la surface des cellules tumorales et de les détruire ([38]).

1.4.2 Obtention du modéle

Dans ce qui va suivre, une tumeur vasculaire est considérée comme une mixture de trois
constituants : cellules cancéreuses, TAMs et vaisseaux sangains fonctionnels. Leurs fractions
volumiques sont notées «, (3, v respectivement, et nous supposons que la tumeur est saturées,
c’est a dire :

a+p+y=1 (1.18)
A chaque phase on associe une vitesse, une pression et un tenseur des contraintes, ces derniers
sont notés : (vy, P, 01) pour les cellules tumorales, (vy, Py, 05) pour les TAMs et (vs, P3,03)
pour les vaisseaux sangains.

Sous I’hypothése que toutes les phases ont des densités constantes et égales (p; = py = ps),
les équations de conservation de la masse pour les trois fractions volumiques dans le cas
unidimensionnel s’écrivent :

da  O(avy)
E—f‘ o = 1 (119)
9B 0(Bva)
ot = (1.20)
Oy, 9(we) _
ot + o7 = @ (1.21)

ol q1, g2 et g3 sont les taux de production relatifs & chaque phase.

De méme, en négligeant les termes inertiaux dans les équations de conservation de la quantité
de mouvement pour les trois phases, nous obtenons :

8(0&0’1) .

LR =0 (1.22)
d (Bos) _

oA F = 0 (1.23)
00099 | p _ (1.24)

ox
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avec F;, i =1, .., 3 est la force appliquée sur la phase 1.

Pour clore le systéme d’équations (1.19)-(1.24), nous introduisons les relations constitutives
pour q;, 0;, F; 1 =1,..,3.

1) Choix des taux de production : Le choix de ¢; i = 1, .., 3 se fait par des observations
phénoménologiques, ot les hypothéses suivantes sont émises :

a) Cellules tumorales :

e Les cellules tumorales se multipient, uniquement, s’il y a suffisament d’oxygéne. Autrement
dit, en présence des vaisseaux sangains ([6]).

e La mort des cellules tumorales peut étre naturelle (apoptose) ou die & une insuffisance
d’oxygeéne (nécrose).

e Les TAMSs peuvent détruire les cellules tumorales.

En résumé, nous choisissons

G = krary —ka  —k3(1—7)a — kyaf3
—~ ~— ‘—V—’( i e (1.25)
prolifération  apoptose nécrose destruction par les TAMs

oules k; , 7 =1,...,4 sont constantes positives.

b) Macrophages associés a la tumeur :

e Les TAMs se multiplient, et leur prolifération croit avec leur fraction volumique.

e [l y a un influx a partir des capillaires, qui croit lorsque les fractions volumiques des cellules
tumorales et des vaisseaux sangains décroient

e Les TAMs peuvent mourir. Mais, la présence des cellules tumorales favorise leur survie.
e Lorsqu’un macrophage détruit une cellule tumorale, il devient inactif.

Nous choisissons donc d’écrire

= k + ke (1 —0(a+ — k(1 —« — ksa
42 50 \66( z( 7))1 \75(\, Z s (1.26)
prolifération influx mort inactivation

ouo,k;,i=D5,..,8 sont des constantes positives avec o € [0, 1].

¢) Vaisseaux sangains :

Pour le choix de ¢3, nous supposons que le systéme est fermé, c’est & dire :

@ +q+q=0. (1.27)
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Remarque 1.6. Dans une tumeur avasculaire on peut supposer que g1 + g2 + q3 = 0. Mass,

dans une tumeur vasculaire, le volume peut étre introduit par le réseau vasculaire et éliminé
par le drainage lymphatique. Donc, en général, g1 + q2 + g3 # 0. Ici, Uhypothése (1.27) est
faite pour des considérations mathématiques, c’est a dire pour rendre le modéle plus simple.

2) Choix des tenseurs des contraintes partiels : Pour le choix des o;, nous négligeons
les effets visqueux, et nous supposons que :

01:—P1:—(P+21> ,UQZ_PQI_(P+22) etO'gz—Pg (128)

Dans les équations (1.28), P est la pression commune exercée sur toute la tumeur, et les
fonctions ¥; et ¥, représentent les pressions additionnelles diies aux interactions cellulaires
(compressions).

Pour choisir Y;, nous supposons que la pression exercée sur les cellules tumorales par les
TAMs est négligeable par rapport a celle exercée par les cellules tumorales sur elles mémes.
De plus, nous supposons que cette pression croit avec «, dont I’exemple le plus simple est le
suivant

S = A (1.29)

oll A est une constante positive.

En ce qui concerne Y5, nous supposons que la pression appliquée sur les TAMs croit avec
leur fraction volumique, et que la présence des cellules tumorales engendre une pression
supplémentaire sur les TAMs. C’est a dire, les TAMs deviennent plus compressés lorsque «
croit. En combinant ces hypothéses, nous prenons

Sy = p B(1+ 6a) (1.30)

ol 4 et 0 sont des constantes positives.

Concernant P3, nous supposons que 1’évolution de la tumeur est unidimensionnelle, paralléle
a l'axe des z, et que la tumeur occupe la région [1(t) < z < [3(t) au temps ¢. Sous cette

hypothése, nous choisissons
P;=P+F (1.31)

ou Py = constante est la pression externe exercée par le sang sur les vaisseaux sangains.

Remarque 1.7. L’extension du modéle a 2D ou 3D exige de tenir compte de la direction de
la circulation sanguine, autrement dit : Py = Py(x) (voir [5]).

3) Choix des termes source du mouvement : La force F; i = 1,..,3 se décompose en
deux parties la premiére est diie a la pression et la seconde aux frottements. Ainsi,

)

P o= PPyt Fiy (1.32)
ox
0

F, = P—ﬂ + Foy + Fos (1.33)
or
B

By = PS4+ Fy (1.34)

ox
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ou Fj; = —Fj; est la force exercée sur la phase ¢ par la phase j , on choisit donc
O
F1 = P% —+ leéB (Ug - ’Ul) + dgcw (’U3 — U1> (135)
0
F2 = Pa—i — dlaﬁ (Ug - Ul) + dgﬁ’y(Ug - Ug) (136)
0
Fy = PG_Z — dyary (v3 — v1) — d3fy (v3 — v2) (1.37)

pour construire un systéme d’équation d’évolution dans la région occupée par la tumeur,
nous procédons comme dans [4], [5], [10] et [45]. Posons

Vmiz = QU1 + (U9 + 3. (1.38)

Observons, d’abord, que la somme des trois équations de continuité (1.19), (1.20) et (1.21)
donne : 5

oz
De méme, la somme des trois équations de conservation de la quantité de mouvement (1.22),
(1.23) et (1.24), implique :

0 0 0
%(a01)+%(602)+%(703)+(F1+F2+F3:0) =0

Cette relation peut étre simpifiée, en utilisant (1.28), pour donner :

0 0
Ir (P) = o (a2 + % +vF) (1.40)
De plus, en utilisant (1.38) et (1.35), I’équation (1.22) sera réduite, dans le cas ou dy = dp =

dgzd,al

(Umiz) = @1 + @2 + q3 (1.39)

soit o = 0, qui est exclu car il ne peut étre que transitoire, sinon il n’ya pas de tumeur; ou

0 10
oz D)+ g g (0Fa) = —dui + dvnie
cette derniére relation conduit, d’apres (1.40), a
1 /0 10
—o + = (L (aS, + 85 + 4P — —— (aX 1.41
0 Umm—i_d(ax(& a_'_ﬁ B‘*"Y 0) Oéal’(a a)) ( )

En utilisant (1.28) ,(1.30), (1.29) et le fait que Py est constant, (1.41) devient :

0 o)
V1 = Umig + %Z {%(a) (2Xav + pfB* — Py — 2X) + %(5) (2uB (1 + 0a) — Po)] (1.42)

De méme, En utilisant (1.38) et (1.36) ’équation (1.23) implique que :

soit 8 =0 qui est exclu car il ne peut étre que transitoire, car les macrophages sot présents
dans tous les tissus; ou

1= i+ [ (@) (2 0 = Po— 85) + 3(5) (2 (5 = 1) (L+6) = )
(1.43)
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En substituant les relations (1.42) et (1.43) dans les équations de continuité (1.19) et (1.20)

nous obtenons les équations suivantes pour « et (3 :

v+ (WVic), — é ((22a (1 = a) = phaf® + Poa) ag + (—2pfa (1 +0a) + Poa) ), = @

By + (BUmiz), + é ((2/\046 —pfp* (1 —p) — POB) a, — (2u8 (1 = B) (14 0a) + Byp) Bx)x

Ici, les termes de diffusion non linéaires sont diis aux interactions cellulaires et a la pression
externe Fp.

Notre modeéle est donc a frontiére libre dont les inconnues sont les fonctions «, 5 et la frontiére
libre I5(t).

Remarque 1.8. Pour Py =0, le systéme précédent a été obtenu dans [45], dans le cadre de
[’élaboration d’un modéle mathématique décrivant [’évolution d’une tumeur solide.

1.4.3 Simplification du modéle

Une étude analytique des équations décrivant I’évolution d’une tumeur est rarement possible,
compte tenu des géométries (frontiéres libres), du caractére multiphasique et des équations
non linéaires pouvant dégénérer. Une simplification du modeéle s’avére souvent indispensable.

Pour cela, nous nous limitons & une situation non symétrique dans laquelle la tumeur est
unilatérale et évolue uniquement & droite, ¢a permet de prendre /;(t) = 0 pour tout ¢ > 0.
Nous supposons aussi que la vitesse d’évolution de la frontiére libre de la tumeur est égale a
celle des cellules tumorales, autrement dit :

Oly

E = Ul‘x:lg(t) (144)

Le modeéle peut étre simplifié d’avantage par un choix judicieux des conditions initiales et
aux bords.

a) Conditions initiales : Nous prenons

15(0) =1 >0, a0,.) =a9g >0, 5(0,.) =y >0 avec ap+ 5, < 1. (1.45)

b) Conditions aux bords :

Nous supposons qu’en z = 0,

af,0)=a' >0, B(.,0) =" >0avec o' + ' < 1.

Nous supposons aussi qu’il n’y a pas de flux a travers la frontiére libre [5(¢).

v =va=v3=0 enz=I[t) (1.46)

:q2
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En combinant cette relation a (1.44), nous obtenons

0
a(lg) = U |ymppy = 0 1le. lx(t) =1 pour tout t > 0.

qui signifie que la taille de la tumeur reste constante.

Par ailleurs (1.39), (1.27), (1.38) et (1.46), impliquent
Umiz =0 pour tout t >0, x € (0,1), (1.47)

De plus, en remplagant (1.47) et (1.46) dans (1.42) et (1.43), nous trouvons

0 0
(2Xav + pf* — Py — 2) %(a) + (2uB (1 4+ 6a) — Ry) a_x(ﬁ) =0 (1.48)
et 5 9
(2Xa + pb* — Py — p6) %(M + (2 (B —1) (14 0a) — Py) a—x(ﬁ) =0 (1.49)
par conséquent,
0 0
(=2A 4+ p0f) 5-(a) + 21 (1 + ba) 2 (6) = 0
Donc, si § = 0 et A = p, nous obtenons
0 0
—(a) = 5-(8)
ce qui implique :
0
A a+B) —2X —2FR) %(a) =0
Comme 0 < a+ 8 <1, il en découle

En résumé, notre modeéle s’écrit :

( oy — $<(2)‘a (1 - a) - M0a62 + POQ) o + (_2l’tﬂa (1 + 90{) + P0a> Bx)ac = (h(avﬁ)
) 8= L ((~2008 + 405 (1= ) + Pof) o + (208 (1= B) (14 60) + Pof) 5,), = (e )
af.,0)=a', B(.,0) =" et a,(.,1)=p,(,1)=0
. Oé(O, ) = Qo 5(07 ) = Bo

(1.51)

Dans (1.51) les termes :

(2Xa (1 — @) — phaf® + Poa) o et (2uB (1 — B) (1 + 0a) + PyB) B,
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sont appelés les termes de diffusion, et les termes :

(=2XaB + pubp* (1 — B) + PoB) ay et (—2pBa (1 + 0a) + Poar) B,
sont appelés les termes de diffusion croisée.
lz(t

Remarque 1.9. La condition (1.27) peut étre remplacée par / ¢ + g2 + q3)dz = 0 pour
0

tout t > 0.



Chapitre 2

An existence result to a strongly
coupled degenerated system arising in
tumor modeling

Le contenu de ce chapitre, réalisé en collaboration avec K. Hamdache et D. Hamroun,
a donné lieu & une publication. Il est paru dans Abstract and Applies Analysis journal en
novembre 2008.

Abstract In this work, we consider a mathematical model to describe the growth of a
vascular tumor including tumor cells, macrophages and blood vessels. The resulting system
of equations is reduced to a strongly 2 x 2 coupled nonlinear parabolic system of
degenerate type. Assuming the initial data far enough from 0, we prove existence of a
global weak solution with finite entropy to the problem, by using an approximation
procedure and a time discrete scheme.

2.1 Introduction

The theory of mixtures is used to develop a mathematical model that governs the interac-
tions of macrophages, tumor cells and blood vessels within a vascular tumor, focusing on the
ability of macrophages to both lyse tumor cells and stimulate angiogenesis. In recent years
a variety of macroscopic continuum models have been derived by [4], [5], [9], [10], [45] and
[42]. In their wake, we present hereafter a simplified model.

The vascular tumor is viewed as a mixture of three constituents : tumor cells, tumor asso-
ciated macrophages (abbreviated by TAMs) and blood vessels. We denote their respective
volume fractions by «, § and 7, and we assume that the mixture is saturated so we take

a+pB+y=1 (2.1)
We suppose that the tumor undergoes one dimensional and one side growth, parallel to

the x-axis, by occupying the region 0 < z < L(t). Each phase is associated with velocity,

34
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pressure and spatial stress denoted respectively by vy, P, 0 for the tumor cells, v, Py, 09
for the TAMs and v3, P35, 03 for the blood vessels. Formulating conservation of mass for the
three volume fractions, under the assumption that each phase has the same constant density,
we get

at(av)e=q , B+ (Bra)e=q2 , 7+ (V03)e = (2.2)

where the indices t and x are set for partial derivatives and ¢, ¢ g3 are the rates of production
related to each phase, satisfying ¢, + ¢2 + g3 = 0. We suppose that the volume fraction of
tumor cells increase by proliferation and decrease by apoptosis, necrosis or lysis, the volume
fraction of TAMs increase by proliferation and by influx from capillaries and decrease by
natural death or after lysing tumor cells. Thus, we write

(o, B,7) = kray — kaa — k3 (1 — ) a — kya 8 (2.3)
g2(a, B,7) = ksB(1 —o(a+7)) — keB(1 — @) — krafs (2.4)
where ¢ and k;,i = 1,...,7 are nonnegative constants. Assuming that the momentum is

conserved and the motions of cells and blood vessels are so slow that inertial terms can be
neglected, we can write

(050—1)93+F1:0 s (@02)x+F2:07 (70_3)x+F3:O (25)
where
Fy = Pa, +daf (v — v1) + day (v3 — vy) (2.6)
F,= PpB,—daS (vy —v1) + dfBvy(vs — vg) (2.7)
Fy= Py, —day(vs —v1) — dBy (v3 — v2) (2.8)

represent the momentum supply related to each phase, d is a positive constant and P is
assumed to be a common pressure. When neglecting viscous effect, the partial stress tensors
are given by

o, =—P=—(P+%;) ,i=1,2,3 (2.9)

where
EleC(,ZQZILLﬁ(l—i—eOZ),Eg:PO (210)

represent the pressures due to cell-cell interactions exerted on tumor cells, macrophages and
blood vessels respectively. A, © and 6 are nonnegative constants and F, > 0 is constant.
The following initial and boundary conditions are considered

L=1>0,a=a0>0, 6=0,>20, ag+ [, <latt=0 (2.11)

a=a,2>0, 6=0,>20, ap+5,<1 atax=0. (2.12)

We impose the no flux boundary condition at the free boundary that we suppose moving at
the same velocity as the tumor cells so

vp=vy=v3=0 atx=L(t) (2.13)

and
dL
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Adding the three continuity equations (2.2) and the three momentum equations (2.5), we
get using (2.13)
avy + fva+qv3 =0 , (aoq), + (Bos), + (y03), = 0. (2.15)
The last equality and (2.9) imply
P, =—(a%; + % +753), . (2.16)

Using (2.6), (2.9) and the first relation in (2.15), the first equation of (2.5) reduces to give
either a = 0, which we reject because it can be only transient, or

1
Px + — (O[El)m = —dvl
(0%

which together with (2.16) give

1 1
v =g ((aZl + B3 +v%3), — o (0421)35) . (2.17)
Using (2.10) and the fact that P is constant, (2.17) can be rewritten as follows

vy = % (e (2ha + 8% — Py — 2\) + B, (216 (1 + 6a) — Fy)) . (2.18)

Similarly, the second equation of (2.5) simplifies into

vy = clz (aw (2Xa + pbB> — Py — pbB) + B, (2u (6 — 1) (1 + o) — By)) . (2.19)

Thus, substituting the relations (2.18)-(2.19) into (2.2), the equations of o and  become

ap — 1( (2Xa (1 — @) — pbaf? + Poa) oy + (—2pBa (1 + 6a) + Poa) ﬁx> =q

d X
By~ é( (—22aB + ubB* (1= B) + Po) iy + (248 (1 = B) (1 + 60) + PoB) B, ) = o
(2.20)

Having regard to the saturation condition (2.1), we omit the equation of 7. The resulting
problem (2.20) is strongly coupled with full diffusion matrix which is generally not positive
definite. To simplify it, we reduce the number of biological parameters by setting

A=pu="P, 6=0.
In this case, (2.13), (2.14), (2.18) and (2.19) reduce the boundary condition at z = [ to
a, =B, = 0. (2.21)

2\
Without loss of generality, we set [ = 1, — = 1 and for technical reasons, to get the

maximum principle (see Lemma 2.4), we need to take ¢ = 1 in (2.4) and

ks < k. (2.22)
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In summary, denoting u = (a, 8),uo = (a0, By), u = (a, B,) and ¢ = (q1, ), the problem

(2.20) simplifies into

ur — (A(uw)ug), = q(u) (2.23)
with A and ¢ given by
o3 —a) alz-5)
Ala, B) = | 3 (2.24)
B(5—a) B(5-5)
{ @(a,B) =ka(l —a— ) — kea — ksa (o + ) — ksaf3
(2.25)
@(, B) = ks — ke (1 — @) — kzaf.
The system (2.23) is complemented with the boundary and initial conditions
u(t,0) = up(t), u,(t,1) =0
{ (2.26)
U(O,J?) = U’O(I)

and has to be solved in Ry x (0, 1).

In recent years, cross-diffusion systems have drawn a great deal attention. For example in [34],
the global existence was established, as well as the existence of a global attractor in a case
of triangular positive definite diffusion matrix. In [33], the well-posedness and the properties
of steady states for a degenerate parabolic system with triangular positive (semi) definite
matrix, modeling the chemotaxis movement of cells, were investigated. In [13] and [24], the
existence of global weak solution was shown for a nonlinear problem with full diffusion matrix.
The proof was based on a symmetrization of the problem via an exponential transformation
of variables, backward Euler approximation of the time derivative and an entropy functional.
Here, we use analogous arguments, but in our case, after the transformation of variables the
resulting matrix B is not positive definite. To overcome this difficulty, we approximate B
by positive definite matrices B™ which tend towards B as 7 — 0, if the condition 0 <
a, f,a+ 5 <1 is satisfied. This needs to prove that the set {(«, 5) € L>(2) x L>*(Q), 0 <
a,B,a+ [ < 1} is time invariant.

Throughout this paper, we use the following notations : let 7', 7 be positive real numbers,
we will denote by C' all the positive constants which are independent of 7. We set 2 = (0, 1),
Qr = (0,7) x Q and st = max(s,0) the positive part of the real number s. We write
Uy := Oyu and u; := Oyu for partial derivatives of a real-valued function u = u(t, z). Moreover
we will use the Sobolev space H5(Q) = {u € H'(Q);u(0) = 0} equipped with the norm of
H' and we denote as usual, by (H')" the dual of H'. In the case of vectorial functions, we
designate the corresponding Lebesgue and Sobolev spaces respectively by L2 1> H!, H},.
Finally we set In(r, s) = (In7,Ins) for r, s > 0 and e("*) = (e, ¢*) for r,s € R.

The remainder of this paper is organized as follows. In the next section, we introduce the weak
formulation of the problem and state our main existence result in Theorem 2.1. In proving



38

this theorem, we define and solve in Section 2.3, an auxiliary problem which will be useful
further. Then, in Section 2.4, we formulate a semi-discrete version in time of the problem,
using a backward Euler approximation, combined with a perturbation of the diffusion matrix.
This leads to a recursive sequence of elliptic problems depending of the small parameter 7.
Performing the limit as 7 — 0, with the help of Aubin compactness lemma and the Sobolev
embedding H'(0,1) — L*>(0,1), we get a weak solution to our problem. Finally, Section 2.5
is devoted to the proof of a technical lemma.

2.2 Main result

We set the following assumptions :
(H1) g, By € HY(Q), 0 < ag, By, a0+ By <1, Inag,Inf, € L>(Q)

(HZ) ab7ﬁb€Ra0<aba6b’ab+6b§1-

The matrix A(cq, ) is not positive even if 0 < «, 5, + f < 1, so the problem (2.23)-(2.26)
has no classical solution in general. A weak solution is defined as follows

Definition 2.1. Let (H1) — (H2) be satisfied ant let T > 0. u = («, 8) is said to be a weak
solution of problem (2.23)-(2.26) on Qr if

1. we L2(0, T; HY(Q)) N HY(0, T; (HY(Q))) NL=(Qr) with 0 < a, B,a+ 3 < 1

2. u(0,x) = up(z) a.e. in Q, u(t,0) =up a.e. in (0,7)
T
3. / (ug, @) dt + A(u) ug . @, dedt = / q(u) . pdxdt , Vo € L*(0,T; Hp())
0 Qr T
where (,) is the dual product between (H(2))" and H ().

Our main result is the following

Theorem 2.1. Assume (H1) — (H2) are satisfied. Then for every T > 0, there exists (at
least) a weak solution u = («a, 3) on Qr to the system (2.23)-(2.26) satisfying the entropy
inequality

[ @)+ Gaaen)ydot [ [ (ol +1,7) dods < [ (Gatan) + Galo)) de+

(2.27)
where C' > 0 depends on T, oy, By, kiyt = 1,...,7, G1,G2 being positive functions defined on
R, by

Gi(s) =s(Ins —Inay — 1) + ap, Ga(s) = s(lns —Inf, — 1) + G,. (2.28)

The proof of this existence result is based on the entropy inequality (2.27) which is formally

obtained by testing the equation (2.23) with (lng,lng) and integrating by parts (see
Ckb b
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section 2.3.3 for details).

This estimate suggests to use the change of unknown U = In(a, ) which transforms the
problem (2.23)-(2.26) into the following one

(€)= (BU)a): = QU)  inQr
U(t,0) = Up(t), Uy(t,1)=0 in (0,7) (2.29)
U(0,x) = Up(x) in Q2

with Uy = In(aw, 3,), Up = In(a, B,), Q(U) = q(eY) and the new diffusion matrix is B(U) =
A(eY) diag(ePr, eV?) and takes the form

1
e2r(§ . 67") 6r+s(§ _ 68)
B(r,s) = . 5 (2.30)
6T+S(§ —e") 625(5 —e°)

The matrix B(r, s) resulting of this transformation is still not positive definite. Nevertheless,
in the case ¢ + ¢® < 1 which is under interest, B(r,s) is positive definite. Moreover, this
change of variables leads to nonnegative solutions, without using maximum principle, since
a = e and 8 = 2.

2.3 Auxiliary problems

We shall use a time discretization scheme to study (2.23)-(2.26). In order to prove global
existence for the resulting stationary problem, it may be useful to introduce an artificial
perturbation of the diffusion matrix A of type eI, where € > 0 and [ is the identity matrix (see
the proof of Proposition 2.1 below and Lemma 2.3). Nevertheless, the choice of the parameter
¢ is technical and can not be done independently of the time discretization parameter 7. Here,
we take e = 7, this choice being dictated by the sake of coherency of the discretization scheme
proposed in Section 2.4. Indeed, in the case where ¢ is independent of 7, this procedure is
seriously compromised. More details on this question are given in Remark 2.1, at the end of
this section. In summary, we need to solve the following problem

1 N .
;(u — ) — ((A(u) + rI)m)z =q(u) in$ (2.31)

w(0) = up, u,(1) =0

where 7 > 0 is a small parameter and © = u(x) is a fixed function. Before giving the existence
result for this problem, let us define the solutions we deal with

Definition 2.2. v = (a,3) € HY(Q) is said to be a weak solution of problem (2.81) if
w0) =up, 0< o, B, a+B<1 inQ and if for every p € H (Q), it holds

% /Q (0 — i) pdz + /Q (Alw) + 7., dz = / o) oz

Q
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We have

Theorem 2.2. Let u, = (ay, 8,) € R? satisfying assumption (H2), u = (&, 3) € L>(Q) such
that 0 < o, B,a+ B <1 a. e. in Q and Inu € L*(Q). Then for all 0 < 7 < 1, there ezists a
weak solution u, = (a,,3,) € H'(Q) of the problem (2.31). Moreover Inu, € H'(Q) and it
holds

(@t + Gal)dn + 5 [ o + 18,u)de < [ (61(@) + GalBiz+Cr (232

where Gy and Go are defined by (2.28).

For the proof, according to the change of unknown introduced in Section 2.2, we will consider
the following stationary problem

(2.33)
U) =0, U,(1)=0
where U = In@, B7 is defined by B” = B+ + D", BT being given by
3 1
62’“(5 — min(e”, 1 — es)> e"+s(§ —e°)
BT (r,s) = ) 5 (2.34)
e”+5(§ —e") e (5 — min(e®, 1 — er)>
and D7 is a diagonal matrix with
D7, (r,s) = Diy(s,1) = (¥ 4+ 5e"(e" +e*))(e" +e —1)T + 1e”. (2.35)

The vector field Q" is defined by its components
Q (r,s) = kie"(1 —e" — ¢e*)™ —min(e", 1) <k2 + ks min(e” + €®,1) + kg min(e®, 1))

Q5 (r,s) = min(e®, 1) <k5 min(e®, (1 —e")") — k(1 — €")" — kymin(e”, 1))
(2.36)
Clearly if e" + e* < 1, then BY(r,s) = B(r,s), DI;(r,s) = Di,(s,r) = 7¢" — 0 when 7 — 0

) p—
and Q1 (r,s) = Q(r, s). In addition, we have for i = 1,2
Q. (r1,m2)| < C, |Q;F(r1,7m2)| < Ce™, V(ri,my) € R? (2.37)
where C' > 0 depends only on k;,2 =1, ..., 7. We shall prove the following result

Proposition 2.1. Assume that U € L™ (Q) is such that U, Uy <0 ace. in Q. Then for all
0 < 7 < 1, there exists a weak solution U, € H'(Q) to problem (2.33).

The proof of this result relies on the Leray-Schauder fixed point theorem, so we start by
studying the linear problems associated with (2.33).
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2.3.1 Linear problems associated with (2.33)

In the sequel, we get once for all 0 < 7 < 1 and U € L* () fixed. Let U € L (Q) be given,
we consider the linear problem : find U € H' (Q2) satisfying

U(0) = U, and Vo € H}, (Q),

N ~ ~ (2.38)
— eV — eV pdr T ) T = + odr.
L@ =g | OV = [ Q7 (0)pd

Q

We have
Lemma 2.1. For every U € L™ (Q), problem (2.38) has a unique solution U € H ().

Démonstration. We will apply the Lax-Milgram lemma. We set V = U — U,, so (2.38) goes
over into the following equivalent problem

V(0) =0 and Vo € H} (Q),

T(T7 __1 U_ U + (77
/QB (U) V. pde = . /Q(e e ).godx—i—/QQ (U).pdx.

Next, we define a bilinear form A on H} () x H}, (Q) and a linear form £ on H}, () by
setting

(2.39)

T

A(V,cp):/QBT(U)Vx.goxdx,E(gp) _1/( cpdx—i—/@ ) pdr. (2.40)

The continuity of A and £ follows from the boundedness of U and U. For the coerciveness
of A, it is sufficient to prove that the matrix D defined by

D(r,s) = BY(r,s) + e *(e" + ¢ — 1)Tdiag(e", e°)

is positive definite. Let us compute D(r,s)¢.€ for (r,s) € R? and € = (£,&,) € R?. We
consider first the case where " + e < 1 so that

N4 P(C NE P e - e, (241)

Dir, )6 € = ¢ (3 - :

2

The following elementary inequality

3 3
1—a—b§\/§—a\/§—b if 0<a,b,a+b<1 (2.42)
and Young inequality lead to

—e (e e = 1) > —% (62’“(2 — )&+ 628(2 )

SO

Dr €€ 2 3 (G - N+ (5 - )2 2 pmin(e, #)lelP
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In the case e" + ¢® > 1, we have

D(r,s)€. €& = 627"<1 +e’(e" 4 €%))Et + e2S<1 +e(e + )& — (e + e® — 1)§&,. (243)

2 2
From the inequality
r 5\2 9.1 S(,r s 1 r(_r s
(1—e" —e5)? < (e + ) SZ(§+€(€ +€>)(§+6(€ +e%)) (2.44)

we deduce that

3 /1 1
T s _ 1< = _ s(pT s _ T(pT s,
e +e _2\/2+e(e+e)\/2+e(e~l—e)
So thanks to Young inequality we get
1 2r 1 S(,T s 2 2s 1 r(_T 1 2
D(r,5)6.£ 2 7 (7 (G + e (e + N + (G + (e +e)6) = 2 min(e?, )l
Hence, we infer that for all ¢ € R2, U = (Uy, Uy) € L>°(Q)
_ _ 1 _ _
BT ()¢ = D(U)S & = gmin(e 10, em2lBh=m) ¢ (2.45)

so Lax-Milgram lemma implies the existence of a unique solution V' € H}, (Q) of problem
(2.39). Consequently U =V + U, is the unique solution of (2.38). O

2.3.2 Proof of Proposition 2.1

Lemma 2.1 and the embedding H*(Q2) C L*°(9) allow us to define the map S : L™ () —
L> () by setting S(U) = U the solution of (2.38). We will establish, using the theorem of
Leray Schauder, that S has a fixed point U, in L>°(Q), so U, € H*(Q) is a solution of the
nonlinear problem (2.33).

First, we prove that S is continuous. Let (Un)n be a sequence in L*>° () such that U, — U
strongly in L.*° (2) as n — oo and let S (Z_Jn) = U,. We use the test function ¢ = U, — U, €
H}, () in equation (2.38), estimate (2.45) and Poincaré inequality to get

Q

where C' > 0 is independent of n. So taking into account (2.37), we get thanks to Young
inequality

1Un = Usllfn gy < C(7). (2.46)

Thus, U, is bounded in H' (Q) and from the compactness of the embedding H'(Q) — L>(),
we deduce that there exists a subsequence of (U,),, still denoted by (U, ), and a function
U € H'(Q) such that

n?

U, — U strongly in L®(Q) , U, — U weakly in H' (Q).
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This implies the weak convergence B” (Un) Uy — BT (U ) U, in L? (), hence there exists

a subsequence of (U,), which converges towards S(U). Moreover thanks to the uniqueness
result for the system (2.38), we see that all the sequence (U, ), converges to S(U) which ends
the proof of continuity of S.

The compactness of S follows from the compactness of the embedding H'(2) into L>(£2) and
(2.46). Finally, let us check that the sets As = {U € L*(Q) / U =6S(U)} are uniformly
bounded with respect to § € [0,1]. Observe that Ag = {0} and if § # 0 the equation U =

S (U) is equivalent to U € H' (), U(0) = 06U, and Ve € H}, ()

l/ﬂ(eU_eﬁ),god;H%/QBf (0) Ux.%d;c:/Qm(U) pdr. (2.47)

-
The remainder of the proof is a direct consequence of the following lemma

Lemma 2.2. Under the assumptions of Proposition 2.1, there exists a positive constant C (1)
independent of § such that if U € H' (Q) satisfies (2.47), then it holds

1UzllL20) < C(7).

For the proof, we need the following technical result which will be checked in appendix
(Section 2.5)

Lemma 2.3. For all (r,s),(£,,&,) € R?, we have
B™((r,s),(£1,€2)) = Bii(r, s) (1 + 2764) 512 + Bay(r, ) (1 + 27678) fg +

(Biy(r,s) (L+27e™") 4+ B, (r,s) (1+27e7)) £,&, > T2(&5 + &5). (2.48)

Démonstration. (of Lemma 2.2) Testing the equation of (2.47) with ¢ = U —§Uy+27(e Y —
e V) € H} (Q) leads to

/QBT(U, U,) dv = —é/ﬂ(eﬁ—eﬁ).gpdaﬂ—é/g@* (0) . pdz. (2.49)

T

The left hand side is estimated using (2.48). The convexity of e® leads to

(U — U (T, — 6Uy) = <eUi(UZ- — Uy — 1) + ew’”) - (ﬁi(ﬁi — Uy — 1) + eww)

+ (7 = ) = (T = T)) = £:6,00) = (0, T,
(2.50)
where for i = 1,2, f;(,s) = e*(s — Uy — 1) + Y > 0, V(4,5) € [0,1] x R. Using the
elementary inequality e® > 1 + s valid for all s € R, we get

(eU" B eﬁi)(eisUbi _ eri) _ (eUﬁ6Ubi _ Ul + 5Ubi) — <€ﬁi*5Ubi _ [71 + (5Ubi>
- - (2.51)
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with g;(8,s) = 570 — s+ §Uy; > 1, V(6,s) € [0,1] x R. Combining (2.50) and (2.51), we
find
it

T

_ . 1 ~ - ~ ~
(eU - eU> pdr < —/ (fl(d, 0)) + fo(6, Ug)) dr + 2/ (Ql((s, 1) + 920, U2)> dz.
Q T Ja Q
B B (2.52)
We recall that a.e. in Q, —||Ui]lco < U; < 0 for i = 1,2 and since the functions f;, g; are

continuous on [0, 1] x [—||U;/|, 0], we deduce that the right hand side of (2.52) is uniformly
bounded with respect to 6. Now we infer from (2.37) and Poincaré inequality that

2
5/ Q* (0). (U — Uy)de < c/ 0~ Uildr < T [0 sy + C)
Q Q

and
5/ QY (U). (e — e U)dx < C.
Q

The result follows by combining all these inequalities. O]

2.3.3 End of proof of Theorem 2.2

Let U, be the solution to (2.33) provided by Proposition 2.1. Recalling that @ = ¢V and
up = e, we see that u, = eV satisfies the following problem

1 ~ T — + nu in
;(u,r — u) — (A (UT>UTm)z - Q (1 T> Q (253)

ur(0) = up 5 ure (1) =0

where the matrix A" is given by A™(r,s) = A*(r,s) + h™(r,s) I with

3 , 1
s 7"(5 — min(r,1 — s)) T(§ —3)
S(% —) 3(5 —min(s,1 —r))

™ (r,s)=(r+s—1)"(rs+5(r+s))+.

Note that if r + s < 1 then AT (r,s) = A(r,s) and h'(r,s) = 7.
We will focus on the L°° and H! estimates satisfied by the function u,. We begin with the
following L*° bounds

Lemma 2.4. Let the hypotheses of Theorem 2.2 hold and let u, = (o, 3,) € H'(Q) satisfying
to problem (2.53). We have

O0<ar B, a-+p,<1 inQ.

Démonstration. We write the equation satisfied by a, + [, and test it with ¢ = (a, + 3, —
1)t € H,(Q). We get using (2.22)

/ il CRz / (5 (s + B.) + (@, B.) o, [ < 0
Q T Q 2
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/ +4 8. —(@+3)) edx < 0. Consequently / p?dr < /(&—1—5— 1)pdx < 0 and hence
Q Q
<1

As a consequence of Lemma 2.4, we easily see that wu, is a solution to problem (2.31) in the
sense of Definition 2.2. Moreover, since Inu, = U, € H'(Q) then Inu, € L*(f2). In order
to check the entropy inequality (2.32), we test the equation (2.31) with ¢, = Inu, —Ilnu, €
HL(Q) to get

l/ﬂ(uT—E).@dewL/ﬂ(l—Off—ﬁr)aTwBTrdx+T/Q<|a””|2+ Wm|2>d$

T

+ [ (G=anlanl + G =818, )do = [ atu).p,de (2.54)

Then, from (2.42) and Young inequality, we get

1 3 3
- [+ B =anpdez =5 [ (G -alanl+ G =818 ) (255)

3

1
3~ B, > =, we see that

3
so, inserting (2.55) into (2.54) and using the fact that 5~ o 5

ot g [ onl Py do < [ gtu).pode (250

T

Using the boundedness of g(u,) and the fact that the function sln(s) is bounded in [0, 1],
we obtain fﬂ q(u,).o,dr < C, then the convexity of the functions G; and G; leads to

/Q (ur — 7). 0y do > / (Gy () + Ga (8,)) dir — / (Gi@) + Cu(B))de  (2.57)

which ends the proof.

Remark 2.1. All the results of this section remain valid if one consider, instead of (2.31),
the following problem

Y- - (A +eDus) =aw) 0

: (2.58)
w(0) =up, uy (1) =0

where 7 > 0 and € > 0 is independent of 7. In particular, the solution v to (2.58) satisfies
the L bounds and the entropy inequality given in Theorem 77, with the constant C > 0
independent of € (and 7). Thus performing the limit as e — 0 in (2.58), we get a function
v, solving the problem

%(u _w) - (A(u)um)z = q(u) inQ (2.59)

w(0) = up, u,(1) =0

which corresponds to the "natural” time discretization of our problem (2.23)-(2.26). However,
from there, the situation becomes complicated because the obtained solution v, to problem
(2.59) has its components which are only nonnegative and we no longer have Inv, € L°(Q)
(in fact, we can not even take the In of v, ). Therefore, the time discretization scheme based
on (2.59) can not be solved.
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2.4.1 The time discretization scheme

Let assumptions (H1) - (H2) hold and let 7" > 0. We will use the backward Euler approxi-

1
mation of time derivative u; ~ —(u(tx) — u(ty_1)). We divide the time interval (0,7") into N
T

T
subintervals (tx_1, tx] of the same length 7 = N Then, we define recursively u*, k =1, ..., N,

k—1
’

as the weak solution of (2.31) provided by Theorem ?? corresponding to the data u = u
that is

Sk = = (A +rDk) = ) n Qr

uk(0) = up, u¥ (1) =0

T TX

(2.60)

u® being the initial condition ug of problem (2.23)-(2.26). Let u(™, @(") be the piecewise

constant in time interpolation on (0,7T) of u!, u2,..., ul and u?, ul,..., u¥ ! respectively that
is
u (t,z) =uk(x) , @ (t,x) =uF N z) on (tp_i,tk] X Q, k=1,..,N, (2.61)
and let %) be the function defined on Q7 by
~ t— 1
a(t,z) = — =L ( u(t, x) — " (t,x))—i—ﬂ(T)(t,x) on (ty_1,te]xQ, k=1,...,N. (2.62)

-
With these notations, we can rewrite (2.60) as

- <(A(u(T)) + TI)U&”) =q(u™) inQ
z (2.63)
u(0) = u, , ud”(1) = 0.

Now, we set for u* = (¥, 5%)

= [ (G + ) e, k=0, N, =
Q

and
() =n" for all t € (ty_y,ti], k=1,...,N.

2.4.2 Uniform estimates with respect to 7

Lemma 2.5. Let u(”) = (o, 37 and a'") = (&(T),B(T)) defined by (2.61 ). We have

0<a®, BT o457 <1 qe inQr
i ) (2.64)
0<alm, 5(7)7 a™ + B(T) <1 ae. inQr

and there exists a positive constant C' independent of T such that

Ny o 4Pz @) 187 20 m@) < C. (2.65)
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Démonstration. We apply the results of Theorem 7?7 so the first part is immediate, then
(2.32) leads to

T

M T / (lab 2+ |85, P)de < Cr, k=1, N.
Q

Summing these inequalities from k =1 to k =m, for 1 < m < N, we get

T m
W=+ 3 Y [ (o |3 e < Cnr (2.66)
4 k=1
Therefore

N
1
meax 7+ 3 3 [ (ki + 55 Py <y + OT
k=17

1<m<N

which can be written as
1 [l [ .
7 ey + 5 [ 3 [ ok o+ 55 P <y + CT
Q th—1

k=1

This means that

1
97 lmoay + 5 [ (9P + 185 )dbdo <y + CT.

Qr

Coming back to (2.66), we deduce that

N—-1
S [l 415t e = [ a0 Pt~ [ e < 4Gy + CT)
k=1 Y« Qr Q

and we get the result.

]
We have also
Lemma 2.6. There exists a positive constant C' independent of T such that
1@ 0,7 @y, 187 2o mmey < C (2.67)
[a™ — U(T)Hp(o,T; ey < CT. (2.68)

Démonstration. We use (2.63) and the results of Lemma 2.5 to deduce that ||ﬁ§7) | 20,1 (11 (9)))

i t— th—t
is uniformly bounded. Now since ) = ﬁug) + k—ug) on (tg_1,tx] x Q then thanks
T T

to Lemma 2.5, we deduce that ||a(™||r2(07,m(q)) is uniformly bounded. Finally, to check
(268), we have from (262) that for ¢ € (tkfl, tk), Hﬁ(T) —U(T) H(Hl(Q))/ = (ka—t) H?j,gﬂ H(Hl(Q))/ <
T ]\77§T)\|(H1(Q))/. This leads to the result by using (2.67). O
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2.4.3 Passing to the limit as 7 — 0 : End of proof of Theorem 2.1

Using (2.67), we deduce the existence of a function u € L2(0, T;H' (Q)) N H*(0,T; (H'(2))")
such that, as 7 — 0, at least for some subsequence

u™) — u weakly in L* (0, T;H' () N H'(0,T; (H'(2))'). (2.69)

Then Aubin compactness lemma and the compactness of the embedding of H'(2) into L*
lead to the strong convergence

'™ — u strongly in L2 (0, ;L= (Q)). (2.70)

Moreover by lemma 2.5, we infer the existence of a function v in L?(0,T;H! (2)) and a
subsequence of u” such that

u™ — v weakly in L* (0, T; H' () (2.71)

and according to (2.68) and (2.69) we derive that v = u. Moreover, we have the strong
convergence

u'™  — u strongly in L? (Qr). (2.72)

Indeed
[0 = ull iy < I =Tl 2y + 17 — wlacar)

~(r) _ ()||2 ~(r) _ (|2 ~(7)
S C’||u — U HIZ/Q(O,T;Hl(Q)) ||u —u ||[2/2(0,T; (HY(Q))) + ||u - UH]L2(QT)

where C' > 0 is independent of 7. Using (2.65), (2.67), (2.68) and (2.70), it is straightforward
to deduce that (™) — u strongly in L?(Q7) and hence a.e. in Q7. Consequently, u = (o, 3)
satisfies

0<a, B, a+p<1, ae in Q7.
Finally, since H(0,T; (H*(Q2))) N L*(0, T;H'(2)) < C°([0, T}; L?(£2)), the initial condition
is satisfied and thus u is a weak solution of (2.23)-(2.26) in the sense of Definition 2.1.

Remark 2.2. The result proved in this work remains valid if we replace the condition \ =
1= Py by one of these conditions

oo

1 2
%max()\,,u) < B < 78()\ +p)  or gmax()\,u) < By < —min(\, p).

Indeed in these cases, direct calculations show that (2.42) becomes

(—=2ub — 2)a + 2P)* < % CAX1—a)+ FR) 2u(1=b)+F) if 0<a, b, a+b< 1.
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2.5 Appendix ’

In order to pass to the limite as 7 tends to zero we used the following lemmas :

Lemma 2.7. Let Q@ C R be bounded open set and let (f,) C L™ (), (g.) C LP (2) for
some 1 < p < oo be sequences such that f, is bounded in L> (), fn, — f p.p. dans Q and
gn — g in LP () ; then fog, — fg in LP ().

Lemma 2.8. (Aubin lemma) (see [44]) Let Ey, E5, E3 be three Banach spaces with Ey C
Ey C E5 and the injection of Ey into Ey being compact. If a sequence is bounded in LP
(0,T; Ey) and its derivative with respect to t is bounded in LP (0,T'; E3) for some 1 <p < 00 ;
then the sequence belongs to a compact of LP (0,T'; Es) .

Proof of Lemma 2.3 (2.48) is equivalent to say that for all (r,s) € R?
2
(B&(r, s)(1+27re™") + B3, (r,s)(1 + 27'6’3)) <

4(3{1(7; s) (1+27e") — 72) (B;2(r, s) (1+27e™) — 72). (2.73)
We write

((Bly(r, s)(1 + 27¢™") + By, (r, s)(1 4 27¢ %)) = Z I

I; denoting the successive terms of the equality

6
1
ZI = a?(a+b—1)> + 47%a%(a — 5)2 + 4722 (b —

=1

12
2t

$7%ab(a — 3)(b— 3) +47a%(a — 3)(a+b—1) + drab’(b— )+ b 1)

with a = €" and b = r®*. We split the proof into two cases :
Case 1- We suppose that a + b < 1 so that

4
Br(r,s) (14+2re™) =72 = a2(2 —a) + Ta+27a(2 —a) + 72 = Z J,
! (2.74)
By(r,s) (14 27¢) =2 =b*(2 = b) + 7+ 27b(2 — b) + 72 = ZKi

where J; and K; denote respectively the successive terms of the first and second second sums
n (2.74). To handle I;, we use (2.42) to see that

I < a2b2(g _ a)(g _b) = LK.

Next, to estimate the other terms, we use the inequality 0 < 1 —a — b < 1 together with
lc— 3| <3 < (3 —¢) valid for ¢ = @ and ¢ = b. We get successively

3 3 3
I, < 272(12(5 —a)=2 1Ky, I3< 2721)2(§ —b) =2 K, IL< 47'2ab(§ —b) =2J,K3
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Is < 4m2b(5 —a) =44 K,y, Ig< 4mb2(5 —b) = 4L K,

which concludes the proof in the first case.
Case 2- We suppose that a +b > 1 and set B,(r,s) (1 +27e™") — 72 = f(a,b) where

8

f(a,b) = ZLi = a2(% +b)+a’bla+b—1)+7a+5a(a+b—1)(a+b)+
=1

1
Qm(5 +b) +27ab(a+b—1) +107(a + b — 1)(a + b) + 7°.

8

Then, B, (r,s) (1+2re™*) — 72 = f(b,a) and we set f(b,a) = ZMZ Here again the
i=1

enumeration respects the ordering of the terms in each sum. First, we get from (2.44) that

9 1 1 9

1 1 1 1
Next, to estimate I, we distinguish two situations. If a < 54—— then (a— —)2 < 3 < —4b

1
V2 2 =2

and ]
I < 472 a2(§ +b) = 4L, M,

1
otherwise, we have a — 5 <6(a+b—1) and

36
I, <4.367*(a+b—1)*(a+b)* = 2—5L7M7.

1 1
Notice that I3 can be estimated in the same way. Now for I, since (a — 5)(b - 5) <
1

1
(a+ 5)(6 + 5), we see that
Iy < 2L5Ms.

3
To estimate I5, we consider first the case a < 5 so that we have
4
I5 S 4TCLb(CL +b— ].)(CL + b) = 5L3M4,

3 1
then if a > 2 the inequality a — 3 <6(a+b—1) leads to

12
Is < 247b(a+b)*(a+b—1)* < 55 LM

Ig can be estimated along the same lines as I5 and we get the result.
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CONCLUSION et PERSPECTIVES

Dans cette partie, nous avons proposé, en s’appuyant sur les travaux de [10] et [42], un modéle
mathématique simplifié de la croissance d’une tumeur vasculaire. Le modéle comprend deux
équations paraboliques fortement couplées pauvant dégénérées. Nous nous sommes restreints
a I’élaboration du modeéle dans le cas unidimensionnel pour ne pas le compliquer par les
détails de la morphologie des vaissaux sanguins, notamment la largeur de ces derniers et la
vitesse d’écoulement du sang.

Du point de vue mathématique, nous nous sommes intéréssés a des questions d’existence et
de positivité des solutions faibles pour un tel modeéle. Il ressort principalement de cette étude
les conclusions suivantes :

® L’écriture d’'un modele complet décrivant I’évolution d’une tumeur est rarement possible
et une simplification du modele s’avére souvent indispensable.

® Il n’y a pas de résultats généraux d’existence locale pour des problémes paraboliques
fortement couplés.

® Nous avons montré ’existence globale de solutions faible pour notre modeéle, malgré que
la matrice de diffusion n’est pas positive.

® Les résultats mathématiques établis dans cette partie pourraient s’appliquer a d’autre
types d’écoulement multiphasiques ot des modéles analogues sont utilisés.

Cependant les résultats mis en évidence dans cette partie laissent entrevoire une premiére
perspective qui est ’étude d’un probléme a frontiére libre. Une deuxiéme perspective qui
s’offre naturellement est d’étendre les preuves faites au deuxiéme chapitre de cette partie au
cas multidimentionnel. Il est également intéréssant d’envisager une étude concernant le cas
ol les cellules se comportent comme un fluide visco-élastique.



Deuxiéme partie

Transport ionique a travers une
membrane biologique
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Chapitre 3

Un modeéle du transport ionique dans
un canal de protéine ouvert

3.1 Introduction

Toute cellule est délimitée par une membrane dite membrane cellulaire ou membrane plas-
mique. Cette membrane est constituée de deux couches lipidiques (graisses) ; la partie centrale
de la bicouche est hydrophobe; cette hydrophobicité empéche la diffusion des substances
polaires a travers la membrane plasmique qui se comporte comme une membrane semi-
perméable ou & permeabilité sélective; elle laisse passer facilement 'eau grace a la petite
taille de ses molécules, mais elle est extrémement imperméable aux ions; ceci est du a la
charge et a I’hydratation des ions. La cellule a donc besoin d’un systéme de transport pour
régler la concentration ionique intracellulaire.

De nombreuses proteéines membranaires permettent le passage de composés de part et d’autre
de la membrane, certaines de ces proteéines conférent a la membrane la propriété de perméa-
bilité séléctive, et assurent soit le transport actif des ions soit le transport passif.

i) transport actif : la protéine fait traverser le composé contre son gradient de concentration,
cela necessite un apport d’energie. Les protéines responsables du transport actif fonctionnent
comme des pompes.

it) transport passif : ce type de transport ne necessite pas d’energie, les composés traversent
la membrane en suivant leur gradient de concentration (composés non chargés) et en sui-
vant leur gradient électro-chimique (composés chargés). Parmi les protéines responsables
du transport passif des ions figurent les protéines canaux qui sont appelées aussi canaux
ioniques.

53
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3.2 (Généralités sur les canaux ioniques

3.2.1 Définition et fonctionnement des canaux ioniques

Les canaux ioniques présentent une structure tridimensionnelle qui délimite un pore aqueux
a travers lequel passent séléctivement certains ions. Les canaux ioniques sont soit fermés
soit ouverts. Quand ils sont ouverts, ils sont actifs, fermés ils sont inactifs (voir fig 1). Lors
de leur ouverture (controlée) les canaux ioniques assurent le passage des ions a travers la
membrane. La plupart des canaux ioniques sont propre & un seul ion; il peut s’agir d’un
ion sodium (Na'), calcium (Ca*™), chlore (Cl7), potasium (K™)...etc (voir fig 2). Mais, il y
a des canaux moins spécifiques, responsables de ’activation musculaire, qui laissent passer
tous les ions positifs monovalents.

L’ouverture, c’est & dire le fonctionnment, du canal ionique peut étre régulée soit :

— Par un changement du potentiel de membrane (canaux sensibles au voltage) : 'ouverture
de certains canaux ioniques dépend de la polarité de la membrane : accumulation de
charges électriques, soit positives soit négatives, d’un coté ou de l'autre de la membrane
cellulaire. Une dépolarisation ouvre certains canaux ioniques.

On rappelle que le potentiel électrique ¢ représente la quantité de charges portée par les
ions positifs et négatifs en un point. La différence de potentiel transmembrane ¢,, est
donnée par la relation

¢m = ¢int - ¢e:pt

®int» DOtentiel du milieu interne de la cellule,
@t Potentiel du milieu externe de la cellule.
Une cellule au repos est caractérisée par un exces de charges négatives a l'intérieure par
rapport a ’extérieure. Le potentiel transmembrane est donc négatif, on dit que la cellule
est polarisée. Si le potentiel transmembrane devient plus positif la cellule est dépolarisée.

— Par la fixation d’un ligand (récepteurs canaux) : ces canaux s’ouvrent en réponse a la
liaison d’un neurotransmetteur ou d’autres molécules signal.
exemple : le récepteur canal de ’acétylcholine qui s’ouvre en réponse au ligand et laisse
passer Na™ et KT : pour une cellule musculaire, 'influx de Na™ dépolarise la cellule
et déclenche un potentiel d’action. Ce potentiel déclenche des canaux calciques voltage-
dépendants ce qui entraine une augmentation du Ca™" intracellulaire et la réponse est la
contraction du muscle.

— Par un stimuli mécanique (canaux mécano-sensibles)
exemple : les vibrations acoustiques générent au niveau des stéréocils (situés dans l'oreille)
des variations de tension de la membrane qui activent I'ouverture des canaux calciques.
Une entrée massive de calcium entraine une mort cellulaire, et par voie de conséquence
une surdité.
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3.2.2 Roébles physiologiques des canaux ioniques

Les canaux ioniques remplisent plusieurs fonctions dont :

1. En permettant de créer des mouvements d’ions et de dépolariser la membrane les
canaux ioniques provoquent la conduction et la transmission de I'influx nerveux.

2. Le calcium intracellulaire venant du milieu exétrieur, par l'intermédiaire des canaux
calciques, joue un role clé lors de la contraction cardiaque, et il controle plusieurs
fonctions physiologiques telles que la sécrétion, la mémoire, I’apprentisage...etc

3. Plusieurs maladies d’origine génétique,” comme ’ataxie, I’épilepsie, la migraine, la sur-
dité...” sont attribuées a une dysfonction de certains types de canaux potassiques.

4. Les canaux potassiques sont utilisés, entre autres, pour traiter le diabéte et pour ré-
gulariser le rythme cardiaque et la tension artérielle. Ils sont également utilisés en cas
d’insuffisance coronaire (fermeture des vaisseaux du myocarde).

3.3 Un modéle de Poisson-Nernst-Planck incorporant
la diffusion, 1’électro-migration et la convection

La bicouche lipidique de la membrane plasmique se comporte comme un condensateur élec-
trique capable d’accumuler les charges portées par les ions K, Nat,Cl™...etc; et de définir
ainsi une différence de potentiel électrique entre 'interieur et 'exterieur de la cellule. Les
canaux ioniques se comportent comme des résistences permettant le passage des ions. La
membrane cellulaire agit donc comme un circuit électrique. Premiérement, elle agit comme
un condensateur qui peut étre chargé électriquement de part et d’autre puisqu’elle possede
une grande surface et qu’elle est constituée de lipides trés imperméables aux charges élec-
triques (un diélectrique isolant). De plus, comme en électronique, la membrane cellulaire
obéit a la loi d’Ohm ou le voltage = la résistance x 'intensité du courant électrique (I). La
tension, ou voltage, est formée par la différence entre la distribution des charges électriques
de part et d’autre de la membrane cellulaire. La source de cette différence de répartition
des charges électriques provient des pompes échangeuses d’ions. Les courants électriques et
les résistances, sont fournis par des canaux ioniques. Ce sont les principaux acteurs de I'in-
flux nerveux. La membrane plasmique peut donc étre représentée par un schéma électrique
simple : une capacité et une résistance en circuit paralléle (voir fig 3). On peut alors appliquer
la théorie d’électro-diffusion en assimilant les ions & des électrons.

Les ions traversent la membrane selon le gradient électro-chimique, qui est la résultante du
flux lié au gradient chimique et du flux lié au gradient électrique. Le flux lié au gradient
chimique est appelé courant de diffusion Jy;, il est orienté du milieu de forte concentration
vers le milieu de faible concentration ; le flux lié au gradient électrique produit un courant
de conduction J,..,qs dans le cas ou il existe une différence de potentiel entre le milieu intra-
cellulaire et le milieu extracellulaire, c’est & dire si

¢ = it — Peat 7 0,
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$L" - le potentiel du milieu interne de l'ion,

¢ : le potentiel du milieu externe de ’ion.

Le flux global des ions traversant la membrane est donné par :
Jion = Jdiff + Jcond

Si le gradient électro-chimique de I’ion n’est pas nul, c’est a dire si les gradients chimique
et électrique sont différents, il y a passage d’ions. Si le gradient électro-chimique de I’ion est
nul, c’est & dire si les gradients chimique et électrique sont égaux et opposés, on aboutit a
un équilibre ; dans ce cas le gradient électrique est appelé potentiel d’équilibre de 'ion et
le courant ionique est nul. En deca de ce potentiel, les ions positifs (respectivement : né-
gatifs) diffusent vers l'intérieur (respectivement : extérieur) de la cellule (courant entrant
(respectivement : courant sortant)). En dela de ce potentiel, les ions positifs (respective-
ment : négatifs) diffusent vers l'extérieur (respectivement : l'intérieur) de la cellule (courant
sortant (respectivement : courant entrant)).

3.3.1 Equations d’électro-diffusion de Nernst et Planck

Dans ce paragraphe, nous introduisons les équations de Poisson-Nernst-Plank (PNP) générali-
sées, équations sur lesquelles repose le fond de notre travail. Les équations de Nernst-Planck
sont les plus utilisées dans la modélisation du transport des solutions chargées a travers des
membranes ; ces équations, formulées & la fin du 19°™¢ siécle par Nernst et Planck comme
modele de base de 1’électro-diffusion des ions dans un electrolyte, ont été utilisées & maintes
reprises pour écrire un modeéle du transport ionique a travers un canal ionique ouvert (voir
par exemple [15], [11], [18] et [36]).

Le flux J;,, est décrit par I’équation d’électro-diffusion de Nernst-Planck comme suit

Tiom = —kion (v fion] — %Hm lio] vq>) (3.1)
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Jion : la densité de courant de I'ion ( A/cm?),
H,,, : la valence de l’ion,

Kion : le coefficient de diffusion de 'ion (cm?/s),
[ion] : la concentration de l'ion,

® : le potentiel electrique.

F : constante de faraday (9.648 x 10*C).

R : constante des gaz parfaits (8.31j.k~ .mole™).
T : température absolue (°K = °C + 273.16).

L’équation de continuité pour une éspeéce ionique est donnée par :

0
5 lion] + div (Jion) = 0 (3.2)
La distribution du potentiel electrique est donnée par 1’équation de Poisson :
—div (o () V) = Z Hiop ion] + q (2) (3.3)

€o : la perméabilité électrique,
q : la charge permanente (dans les paroies internes du canal).

Dans ce qui va suivre on distinguera deux éspéces ioniques : les anions et les cations; leurs
concentrations seront notées respectivement par n et p et leurs flux ioniques par J, et J,.

Les équations (3.1)-(3.3) constituent le systéme de Poisson-Nernst-Planck (PNP) suivant :

(0 , F
an — k,div (Vn — ﬁhnnvfb> =0

0 4 F 3.4
pride kydiv (Vp + ﬁhppvfb) =0 (3.4)
| —div (e (v) V®) = hyp — hpyn + q (7)
avec h, = H, et h, = —H,. Le systéme (3.4) se rencontre aussi dans la modélisation des
semi-conducteurs.
Dans le cas ou h,, = h,, le systéme (3.4) devient :
0 ,
prie kndiv(Vn —nVe¢) =0
0 (3.5)

prid kydiv (Vp +pVe¢) =0

—div (0 () V@) = hpp — hypn + q ()
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3.3.2 Un modéle incorporant la vitesse du bulk (vitesse globale
du liquide)

Bien que les équations de Nernst-Planck soient les plus simples et les plus utilisées pour
écrire un modele de transport ionique a travers une membrane biologique, elles représentent,
néanmoins, certaines lacunes, qui sont :

— les équations de Nernst-Planck ne tiennent pas compte de ’eau présente dans toutes les
membranes biologiques.

— les équations de Nernst-Planck négligent tout phénomene de convection.
Pour surmonter ces carences, les auteurs de [43] suggérent de :

— tenir compte de la présence d’eau, et de supposer que : hy,p + h,n +w = 1 ot w est la
concentration de I'eau.

— compléter le flux J;,, dans (3.1) par une troisiéme composante J..,, = [ion]v ou v est la
vitesse globale du fluide donnée dans [43] par :

v = hn (kn — ko) Vo + hy (ky — k) Vp + (hpkyp — hoknn) Vo (3.6)

ou k, est le coefficient de diffusion de I’eau.

Le systéeme PNP que nous allons étudier devient donc :
(O = div[(ky, — hy, (kn — kyw) 1)V — hy (ky — ky) nVp—
n(ky + hypkpp — hypk,n)Ve@]  dans RT x Qy,
O = div|—hy, (ky, — ky) pVn + (kp — hy (kp — ky) p)Vp+
p(ky — hpkipp + hokan) V@] dans R x 37

div(eo(x)Vo) = (n — p+q(x)) dans R™ x Qy,

\

Les conditions aux limites sont données par la propriété d’'imperméabilité des parois
Jpn=Jp,n=Veon=0 sur I'

ce qui implique que :

on  dp 09

— = = =0 r
877 877 (977 sur 14
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et

n=a(); p=pF) et ¢=g¢,(r) surly

ol les données géométriques sont :

M, ={X = (21,20,23) ER® | —1<mz<1; 253425 <A%(z1,p)}

c’est a dire on suppose que la géométrie du canal est celle d'un cone de révolution fini
Iy =A{X = (21,29, 23) € OV, [ 23+ 25 = A* (x1, )}

Iy ={X = (21,29,23) € 0, / 1 =1 0ouz; = —1}

et les données fonctionnelles sont :

4 paramétre mesurant le rayon maximum des sections de coupes le long du canal.
0A
A(x1,0) =0 et M (21,0) =g (z1) >0
1L

On ne peut pas mesurer n, p et ¢ sur ['s, mais on sait qu’a U'intérieur et a lextérieur de
la cellule, loin des extremités du canal, il y a une électroneutralité; d’ou I'idée de prolonger
le domaine €2y, & ,; c’est & dire le probléme ( 3.7) sera considéré dans un domaine qui
contient le canal et son voisinage (les réservoirs), mais le diameétre du canal est de ordre du
nanometre et la longueur des reservoires est de ’ordre du millimétre ; le modeéle inclut donc
un paramétre microscopique dans un modele macroscopique. Pour surmonter cette difficulté
on suppose que la condition d’électroneutralité est vérifiée quand z — oco. Autrement dit, le
probléme sera posé dans le cone infini :

Q= {X = (v1,22,23) €R® | 25+ 25 < A (21, )}

Changement de variables

Pour se ramener & un domaine fixe € on introduit, comme dans [15] et [36] (technique des
domaines minces), la transformation suivante :

i) T3
= ——— et 2= 3.8
A2 (xlalub) A2 (xlalub) ( )

Q={x=(r,y,2) eR® /| y*+ 2> <1}.

T=213Y

Le parameétre p apparait alors dans les équations transformées.
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La matrice Jacobienne du changement de variables est la suivante
A2 (2, p) 0 0

—A(z,p) Az (z, )y Alz,p) 0
—A(:z:,,u) Ax (ZL‘,[L)Z 0 A(IL‘,N)

J0) = G (; 5

pour simplifier on écrit A% (z, ) = A% et J (x) = J.
1
det (J) = e et
Al —A3ALy —A3A, 2
1
JJT = YT —A3Ay Ar+ AZAZ2 A?A2y:
—A%A,2 A?A2yz A% 4 AA22°

Cherchons maintenant ce que devient le systéme (3.7) avec le changement de variable (3.8);
pour cela, le résultat suivant est indispensable :

Proposition 3.1. (voir [36]) Pour toute fonction réguliére a : R® — R telle que

o (X) = B(x) on a
Vx a(X)=J Y, B(x)

De plus, pour toute fonction réqulicre F' : R — R3 telle que F (X) = f(x) et pour toute
fonction v : R? — R wvérifiant les trois relations suivantes

( % (v (x) %) +% (7 (x) %) ( 8x1>
gx (7 (x) %—;) + % (7 (x) %—i> + 4 ( a@)
|z (0035) + 3 0 0as) + o (0035;) =0

YX)Vx - F(X)=V,. (v(0)J f(0)

on a

Pour v = A2, on obtient :
AVx . F(X)=V,. (42T f(x))-

Par conséquent :
1

Axa (X) = 5V, (421776 (x))

dans ce qui va suivre nous écrivons V,. =V.et V, =V .
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Le systéme transformé de (3.7), par le changement de variables (3.8), est alors :

( On 1 .
O o (A2 (e ) 7 [(k — o (ko — ) ) — hy (ky — )

—n(kn + hpkyp — hnk,n)Ve@])  dans RT x Q
dp |
5= ﬁdzv(A (, 1) JI[=hy (kn, — kw) pVn+ (ky — by (kp — k) p) VD

+p(kp — hpkpp + hnk,n)Ve])  dans RT x Q

1
Ediv (A% (z,p) JJ'VP) =n—p+ q(x) dans RT x Q
(3.9)

\

En faisant tendre p vers 0, on perd deux dimensions de I’espace, et on obtient le probléeme
unidimensionnel :

( On 1

pri ?0m(g2 () [(kn — hn (K — ki) n)0en — hy, (ky — k) nOLp
—n(kn + hpkyp — hnknn)0y¢]) dans RT x R

0 1
9t = 2006 (@) (o (= ) pa+ (i = Iy (ky = ) p)Or

+p(ky, — hpkpp + hpknn)0.¢)]) dans RT x R
1
?&D (9% (2) 0,0) = (n — p+ q(x)) dans RT x R

\

(3.10)
Dans la suite, on choisit comme dans [15] et [36], g (z) = 1 + 22 mais les résultats de cette

partie restent valables dans le cas ou g est telle que lim,_, o g () = +00.



Chapitre 4

Solutions to a nonlinear
Poisson-Nernst-Planck system in an
ionic channel

Le contenu de ce chapitre, réalisé en collaboration avec K. Hamdache et D. Hamroun, a
donné lieu & une publication. Il est paru dans Mathematical Methods in the Applied Sciences
journal en Février 2010, vol 33, n°15, PP1794 — 1806.

Abstract A limiting one-dimensional Poisson-Nernst-Planck (PNP) equations is
considered, when the three-dimensional domain shrinks to a line segment, to describe the
flows of positively and negatively charged ions through open ion channel. The new model
comprises the usual drift diffusion terms and takes into account for each phase, the bulk

velocity defined by (4.4) including the water bath for ions (see [43]). The existence of global
weak solution to this problem is shown. The proof relies on the use of certain embedding
theorem of weighted sobolev spaces together with Hardy inequality.

4.1 Introduction

Ton channels are proteins embedded in the cell membranes that surround all living cells ; one
of the interesting properties of ionic channels is their selectivity to different ions, they conduct
ions of one type much better than ions of another type, this ionic movement allows to conduct
electrical signals down nerves. Ion channels control many important biological processes that
involve rapid changes in cells such as the coordination of muscle’ scontractionincludingcardiacmuscle.

In this paper, we analyze a nonlinear electro-diffusion model for flows of two types of ions
through open ion channel of biological membrane and in surrounding electrolyte bath. The
unknowns are the electric potential ¢ = ¢(t, z), the concentration of positively charged ions
p = p(t,z)and the concentration of negatively charged ions n = n(t,x). Since the bath and
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channel in practice always include water characterized by the concentration w = w(t, x), if
we suppose that the channel is saturated, we take

hpn + hpp +w =1 (4.1)

where —h,, is the valence of negatively charged ions and h,, is the valence of positively charged
ions.

To make the paper reasonably self-contained, we present briefly the derivation of the model
following the PNP (Poisson-Nernst-Planck) theory as has been used many times in the
literature (e.g; [15], [11], [18], [36]). More precisely, we adopt the model proposed by Giles
Richardson in [43].

We suppose that the electric potential is governed by the Poisson’s equation with a source
term equal to the charge generated by the ions including the permanent charge along the
interior wall of the channel ¢ = ¢(z)

V. (20(X)Vxo(t, X)) = hun(t, X) — hyp(t, X) + q(X) (4.2)

with electrical permittivity o. Nernst-Planck equations are used to describe the migration
and diffusion of ions which will be treated as a continuous charge distribution. The continuity
equations for the two types of ions are
on dp
— +Vx.J,=0 and —
ot o m ot
The movement of ions depends on the electrical potential across the membrane, then the
flux densities J,, and J, are given by the following relations

+ V., = 0. (4.3)

Jn =kn(Vxn —nVxo¢) —nv , J,=k,(Vxp+pVxed) —pv

where k,, and k, are the diffusion coefficients of the respective ions and v is the bulk velocity
given by
v = hy(ky, — kw)Vxn+ hy(k, — ky)Vxp + (hpkpp — hpkyn)Vx o (4.4)

where £k, is the diffusion coefficient of the water.

The problem (4.2)-(4.3) will be considered in RT x €2, where 2 is the domain occupied by
the channel. We suppose that the channel can be modelled by

Q = {(X = (21,22, 33) € R® such that 0 < z; <1 and 23 + 23 < A*(z1, )}

where A is a smooth function satisfying A(z;,0) = 0 and %(azl,O) = ¢g(x1) and the pa-

rameter p measures the maximal radius of the cross-section of the ionic channel. We follow
the idea of [15] and [36] to derive a one dimensional approximation of (4.2)-(4.3). We set the
following change of coordinates
i) T3
r =2 5 y =, 7= —
' A(xla:u) A(xlnu)
when the radius of the cross-section p approaches zero, the open channel form a nearly one
dimensional path for electro-diffusion even if the electric field is not. To solve the problem
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we have to prescribe the boundary conditions at the ends of the channel but unfortunately
the values of the electric potential and concentrations are unknowns there; they are only
known at a macroscopic distance away from the channel, then we take into consideration the
ionic transport in the surrounding electrolyte bath. Therefore we suppose that the following
PDEs are considered in the whole real line

( ¢?0n = 0u[g*((kn — hu(ky — kuw)n)Oen — ( — kw)n0up
k(14 hpkop — hoknn)9.0)]

920ip = 0u[g*(=hn(kn — ku)p Oun + (K — hy(ky — Ku)p)0up

{ —kypp(1 — hypkypp + hnknn)0,0)]

where ¢ satisfies (4.2). At the ends of the baths we impose the conditions

lim n(t,r) =ny € RT lirf p(t,x) =pr e RT, teRT

r—+00
lirf dt,r)=¢,.€R | teR"

and we prescribe initial conditions (ng, po) for (n,p). We suppose without loss of generality
that h, = h, = 1, else we perform the change of unknowns n; = h,n and p; = hyp. For
simplicity, we suppose also that eo(z) = 1, k, = k, = k and we set k' = k — k,,. A remark
is given at the end of the paper about the general case k, # k,. The function g(z) grows
indefinitely with z into the baths, we take as in [15] and [36]

g(x) =1+ 22

In summary our model equations reads
[ g?0m = 0, [>((k — K'n)0yn — K'ndyp — kn(1 + p — 1n)0,0)] in R" x R

G?0p = 0, [¢*(—K'pOun + (k — K'p)0,p + kp(1 — p+n)dy¢)] InRT xR

$ 0, (g%0,0) = ¢*(n — p+ q(x)) in Rt x R (4.5)
331—1}:?00 n(ta £L’) = N4, hm p(ta .I') = P+, zl—l}:iloo ¢(t> £L’) = (b:t in R¥
| (0, 7) = no(x), (O x) = po(x) in R.

The two first equations in (4.5) can be rewritten in the compact form as

9*0,(n, p) = 0:(g°[A(n, p)0x(n, p) + 0,0 B(n, p))) (4.6)

where the diffusion matrix is given by
k—Fkn —kKn
A(n,p) =
—Kk'p k—Ep

B(n,p) = (=kn(14+p—n), kp(1 —p+n)).

and the vector field B by
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In view of (4.1) we will look for solutions satisfying n,p > 0, n+ p < 1. Note that in this

case A(n,p) is positive definite, that is
Aln,p)é. €2 allé]” . VE e R? (4.7)
for some a > 0.

In the last few years, Poisson-drift-diffusion models have been drawing great attention, but
up to now, only partial results are available in the literature concerning the well-posedness
of such problems. For example in [21], [22] and [23] Poisson-drift-diffusion model for semi-
conductors with linear diffusion was treated in a bounded domain of R"™ for n < 3, there the
diffusion matrix is constant and diagonal. In [17] the solvability and uniqueness of solution
were established for a degenerate Poisson-drift-diffusion problem with a non linear diffusion
describing semiconductors device, there the problem is considered in a bounded domain of
R" n < 3 and the diffusion matrix is diagonal. In [14] the existence of weak solution was
shown, for a non linear degenerate drift-diffusion problem with full diffusion matrix, also
there the problem is considered in a bounded domain of R™ for n < 3. The case at hand dif-
fers from the preceding models in the fact that our problem will be solved in the unbounded
domain R, then the situation becomes more complicated. Moreover the diffusion matrix A
is not diagonal and there are values for n, p for which the diffusion matrix is not positive.

The rest of the paper is organized as follows. In section 4.2, we precise the functional frame
of our work together with the assumptions and we give an a priori estimate which is the
key of the existence proof of a solution. In section 4.3, we define our notion of weak solution
and give the main result of this paper, that is the existence theorem of a weak solution to
the PNP problem. The proof is based on an approximating method via an introduction of
a small parameter ¢ > 0 and a regularization of the diffusion matrix, we set the approxi-
mated problems in section 4.4 solve them and give a maximum principle satisfied by the
approximated solutions. This allows to obtain a solution of our problem by letting ¢ — 0 in
section 4.5.

4.2 Assumptions and preliminary results

We begin with the notations that we will use throughout this paper. For any 7" > 0, we set
Qr = (0,T) x R. We define the positive and negative parts of a real number s by st :=
max {s,0}, s~ := max {—s, 0} respectively. The symbol C' will denote positive constants and
sometimes we will write C'(ay, as, ..., a,,) to precise the arguments on which depend C. The
norm in a Banach space FE will be denoted by |.||, if £ = L? (R) and ||.||, otherwise. The

T
Banach space F' = L?(0,T; F) will be endowed with the norm ||u||% = / | (t)]|%dt.
0

To take into account the behavior of the solutions in the baths x — F00 we introduce the
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functions 0(x), ¥(x) satisfying the stationary equations

d , ,do d , ,di

in R
) T ) =0 " (4.8)
llrf 0(x) = n, hljf[ﬂ I(x) = by

where ny, ¢, are real numbers satisfying assumption (H1) below, we easily verify the follo-
wing

Lemma 4.1. (0,9), are given by

b
+ g) , U(x) =+ §(arctanx + 3 —fﬁ + g)

with a = 2(ny —n_), b= 2(¢, — ¢_) and satisfy gdx,gdx € L (R) together with

O(z) =n_+ g(arctan:c +1 fﬁ

min(ny,n_) < 0(x) <max(n,,n_), Vr € R.

Note that 6 and 9 belong to L>(R) but not to L*(R).

Hypotheses : We will make use of the following hypotheses
(Hl) ni:pieRJ“, ni§1/2 , gﬁiER

(H2)  (3—=2V2)k <ky<(B+2V2k , k>0
(H3)  g(no—0),9(po—0) € L*(R)

(H4)  ng—po+q=0o0nRand ng,po >0, ng+po < 1.

In particular, hypotheses (H3) and (H4) imply that ¢ € L2(R). Note that in the PNP
theory, we usually take g of compact support, but in this work, we do not need to make this
assumption.

The main result of this paper is the global solvability of our problem in certain weighted
spaces. The key of the proof is the observation that the system (4.5) possesses an energy
functional which is uniformly bounded if n,p > 0 and n+p < 1. Indeed, multiplying the first
equation of (4.5) by n — 6 and the second one by p — 6 and adding the resulting equations
lead to the following formal equality

3
1
5% R92(|TL—9|2+|P—6’|2)dx—|—/Rng(n,p)8x(n—H,p_g).ax(n_ap_@)dm:_Z]i

i=1
where

/g (A11(n,p) + A12(n,p))0.0 Op(n — 0) dx
R

/92 (Ag1(n, p) + Aga(n,p))0.0 0, (p — 0) dx
R

/Rg (B1(n,p) Ox(n —0) + Ba(n,p) 0, (p—0)) 0.0 dx.
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(4.7) with the help of Young inequality, implies that

1d

2dt Jp

In the other hand, deriving Poisson equation with respect to t leads to
0z (9% 02,0) = g* (Owp — Oin)

thus multiplying this relation by ¢, using the equations of n and p, we obtain thanks to
Young inequality
1d 9 e
= O, b2dx < =
s | orae < [

therefore Gronwall inequality provides the energy estimate

t
/g2(|n O 4 |p— 0 + |0u0[2)dz + a/ /92 (19s(n — 0)* + |0 (p — 0)[?) dads < C.

: v (4.9)
In order to make energy estimate rigorous, we have to prove that n,p > 0 and n+p < 1 (see
section 4.3). Observe that unfortunately, (4.9) does not provide an L?(0,T; H'(R)) estimate
for ¢ since Poincaré inequality is not valid in the unbounded domain R. We overcome this
difficulty by using functions which decrease towards 0 at infinity so we introduce the following
weighted Sobolev spaces. For m = 0, 1,2 and positive functions o;,7 = 0, 1, 2, we set

(=0 +1p — OP)dz+a [ g (10uln = O + |01(p ~ O)F) do < C+C [ losoido
R R

¢ (10.(n — ) + |04(p — O)) d + C(w) / 2106 dr + C(a)

di
H! . (R)= {functions u:R—R; aid—u. c L*(R),i=0, m}
7777 m xl
endowed with the norm
" RTAIE:
2 — —
Il .., = D[z,

=0
If all the weight functions are equal to o, we will denote the corresponding space by H*(R)
if m > 1 and by L(R) if m = 0. Note that u € H,(R) if and only if gu € H'(R) with
Cillgullm < l[ullm < Coflgullm, (C1, Cs positive constants) and it holds

Lemma 4.2. (i)The dual space (H;(R))" of H;(R) is characterized by ¥ € (H,(R))" iff
g0 e HY(R) and

Cotllg™ W g < ([ Wllemzy < Cillg™ ¥l

(i1) Hy (R) is continuously and compactly embedded in L* (R)
(ii) (Hardy inequality) There exists a constant C' > 0 such that for every u € Hj , (R)

du

<
ful < ¢ | &

2
Lg

Démonstration. The first point is a consequence of the precedent remark. For the second one,
the continuity of the embedding is obvious while the compactness is a direct consequence of
[40], theorem 2.1 when choosing the different data p = ¢ = 2, by (z) = 1, by (z) = (1 + g(z))?,
w(z) =1, vg (z) = vy (x) = ¢*(x) and r(x) = 1. See also [31] (theorems 18.12 and 20.5).
For the last point, we refer the reader to [31] (theorem 21.8) or [40] (theorem 2.3 and
example 2.4). O



4.3 The main result o

First let us specify our notion of weak solution

Definition 4.1. Under hypotheses (H1)-(H}), (n,p, ¢) is a weak solution of (4.5) in Qr if
the following properties hold

(i)  n—0,p—0¢€L®0,T;Ly(R)) N L*0,T; Hy(R)), g°0n, g°0p € L*(0,T; (Hy(R))')

¢o—19€L> ((),T;H2 (]R)) ,0<n, p,n+p<1ae inQr

(1)  n(0,z) = no(z) , p(0,z) = po(x) a.e. in R.

(i) /0 (P0u(n,p), (6,)) dt + / A, ) — 0. p — 0) - B, (&, O)dandl

T

4 / B0, p)0s(6 — 9) - (€. ()ddt = 0

forall €,¢ € L*(0,T; Hy(R)) where (, ) is the dual product between (H,(R))' x (Hy(R))
and H}(R) x H)(R) and for all ne L'(0,T; H;(R))

/ G20, $0,ndxdt + / g>(n—p+q)ndrdt =0

The main result of the paper can be stated as follows

Theorem 4.1. Let T > 0, under the assumptions (H1)- (H4), there exists (at least) a weak
solution (n, p, @) to the system (4.5) in Qr. Moreover the following energy estimate holds for
te(0,7)

[ a2n =07+ lp =08 + jouto~ D))z + [ [ 100~ 0)F + 0o~ O)F dads < €
R 0 JR

The proof will be done in several steps. We consider an approximation of problem (4.5)
involving the additional term £g*¢ in the equation of ¢ and we prove the existence of weak
solution of the approximate problem using decoupling mapping and Leray Shauder’s fixed
point theorem. Finally, uniform bounds with respect to ¢ are obtained and the limit ¢ — 0
can be performed.
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4.4 'The approximated problems

First, we set the change of unknowns N =n — 60, P =p— 6, ® = ¢ — 9 which transforms
(4.5) into

( §*0,(N, P) = 0,[¢*(A(N, P)0.(N +60,P +0) + 0.(® +9)B(N, P))] inQr
0:(9°0:®) = g*(N — P + g(x)) in Qr
(4.10)
IETWN(t, x) = w1—1>I:Eloo P(t,z) = xgglooq)(t,x) =0 in (0,7)
L N(0,2) = ng(x) —0(z), P(0,x) = po(z) — 0(x) in R

where the matrix A is defined by A(N, P) = A(N +6, P+6) and the vector B by B(N, P) =
B(N 40, P+0). To solve the first equation, we need a definite positive matrix diffusion and
bounded coefficients, therefore we replace the diffusion matrix A by A* and the vector field
B by B* where A*(N,P) = A*(N +6,P +6), B¥*(N,P) = B*(N +6,P +6) and

( . +
k—FEmin(rt,1—st)+k,(rt4+s"—1)
ATI (7”, S) = A;r2 <S7T) = D+(T‘,S)
K'st
AE (Ta S) = A;rl <S7T) = _D+(’I“, S)
Ert [max(r™ +st,1) + s — 7™
Bl rs) = =B (s.r) =~ o |
[ DF(rs) =1+ (" +sT = 1)".

Then we define the approximate problem

( PO(N, P) = 0,[g*(AT(N, P)0,(N + 0, P +0) + 0,(® + ¥) BT (N, P))] in Qr
0:(g?0,®) — eg*® = (N — P + q(x)) in Qr
xkrinoo N(t,x) = xkrinoo P(t,z) = xErinooq)(t, z)=0 in (0,7)

[ N(0,2) =no(z) — 0(z), P(0,z) =po(x) —0O(x) in R

(4.11)
where € > 0 is a small parameter. We uncouple the problem (4.11) and consider two linear
problems. First, we solve for given (N, P) € L? (Qr) x L* (Qr) the problem

~0;(¢?0,®) +£¢'® = —¢g*(N = P+q) inQr

xl—i>I:II:loo®<t7 z)=0 in (0,7) (4.12)
then, we solve the linear problem
g*0i(N, P) = 0,[¢*(A* (N, P) 0,(N + 0, P+ 0) + 0,(® + 9)B* (N, P)] in Qr
mEIiloo(N’ P)=1(0,0) in (0,7)
(N, P)(0) = (no — 0,po — 0) in R

(4.13)
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where ® is the solution of (4.12). Note that for the fixed point procedure, we need to solve

the Poisson equation for (N, P) in (L*(Qr))? not in (L (0, T} L%(R)))?. For this reason, we
have introduced the regularization term £g*® in equation (4.12).

4.4.1 Solving problem (4.12)

We have

Lemma 4.3. Let (N,P) € (L*(Qr))? be given, for all e > 0 the problem (4.12) has a
unique solution ® € L*(0,T; H§2,g,1(R)) and it holds fort € (0,T)

[8(0)ll, < CEINE) ~ P) +all> (414)

Démonstration. We use the variational method so we set

b(®, V) :/ 928x¢>8xllfd:vdt+5/ g*'® Wdzdt , @,V € L*(0,T; Hy, ,(R))
T

T

(W) = _/ G*(N = P+q) Udadt , U € LX(0,T; H ).

T

Applying Lax-Milgram theorem, we get a unique ® € L*(0,T; Hy, ,) such that
b(®, V) = 1(T) for all ¥ € L*(0,T; Hp ). (4.15)

Taking ¥ = & in (4.15), we obtain

/R ¢ 10,8 (1, ) dr + /R G11®(t, 2)2dz < C(e) /R (N(t,2) — P(t, 2) + q()Pdz.  (4.16)

/

As usual, the regularity of 9?® comes from the equation since 9?® = —29—2 90, ® + cg*® +
g

(N — P+ q) and we get its L? estimate using (4.16). O

Moreover, the estimate (4.16) leads to

Lemma 4.4. The operator P : (L? (Qr))* — L*(0,T; H§279 (R)) defined by P(N,P) = ®
where @ is the solution of (4.12) is continuous.

Démonstration. Indeed let (Ny, Py), (Ny, P2) € (L*(Qr))?, ® = P(N;, P,), i = 1,2, we set
N = N1 - NQ, P = P1 - P2 and ® = CI)l - (I)Q. Since —8$(928m(1)) + 594(1) = —92(N - P), we
get using (4.14)

/0 ||<I>(t>||§{;2‘gdt < C(z—:)/o IN(t) — P(t)||3dt.
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4.4.2 Solving problem (4.13)

In order to solve problem (4.13), we need

Lemma 4.5. The matrix A% is positive definite, that is there exists a > 0 such that
At (u,v) €. > a||€|]” for all (u,v) € R? and € € R?. The same holds for A*.

The proof is technical and will be given in appendix at the end of the paper. This result
leads to

Lemma 4.6. Let ¢ > 0, (N,ﬁ) € (L?(Qr))? be given and & = (N,?) The problem
(4.13) possesses a unique solution (N, P) such that N, P € L? (0,T; H} s (R)) and it holds

t
IN@IE; + 1 P@)]3; + o / (10N ()72 + 10:P(s)]17)dls <
0 (4.17)

t
O, )+ Ino — 613 + llpo — 81135 + Clav,) / IN(s) — P(s) + qll3ds.

Moreover goyN, go, P € L*(0,T; H'(R)) and satisfy

T
||gatN||i2(0,T;H*1(R)) ) ||gatp||iQ(O,T;H*1(R)) < C(a,e,T) + 0(045)/0 IN(s) = P(s) + qll3ds.
(4.18)

Démonstration. We apply thorem of Lions for parabolic equations (see for example [35]) to
get existence and uniqueness of a solution. The solution (N, P) satisfies

1d

Lad [ NP+ |PR)de + 2 / (0N +(0,PP)dz < C(a) / PO+ 10+ 10,8[2)de

So for all t € (0,7,

t
/g2(|N|2+|P|2)dm+oz/ /92(|amN|2+|arP\2)dxdsg
R 0 R

t
[ %m0 =08 +1pa = 8Pz + 1C(0) [ 07 + 19 P)do +Cla) [ [ o0 duds
R R 0o Jr
(4.19)
which leads to (4.17) using (4.16) while (4.18) is a consequence of (4.17). O

The solution of problem (4.13) satisfies the following dependance with respect to the datum
(N, P)
Lemma 4.7. The mapping S : L*(Qr) x L*(Qr) — L*(Qr) x L*(Qr) defined by S(N, P) =

(N, P) where (N, P) is the solution of (4.13) provided by lemma 4.6, is continuous and
compact.
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Démonstration. Consider a sequence (N, P,,) in (L2 (Qr))? such that (N, Pr) — (N, P)
strongly in (L2 (Qr))? and set P(Np, Pr) = Py S(Npm, Pr) = (N, P). (4.17), (4.18),
lemma 4.2 and Aubin lemma yield to the existence of a subsequence (not relabelled) and
N,P e L*0,T; Hy(R)) N H'(0,T; (H,(R))") such that

2
(N P) = (N P)  weakly in (L2(0.T; HAR)) N HY(0.T: (HA(®))'))
(N, P) — (N, P)  strongly in (L*(Qr))”
and from lemma 4.4, we infer that
®,, — P(N, P) = ® strongly in L*(0,T; Hp ,(R)).

Since the coefficients of the matrices AT and B* are bounded, we easily pass to the limit in
the equation satisfied by (N,,, P,,) (at least in the sense of distributions) then we conclude
as in proof of lemma 4.6 that (N, P) = S(N, P) thus S is continuous. The compactness is a
direct consequence of (4.17), (4.18), lemma 4.2 and Aubin lemma. O

4.4.3 Solving the full problem (4.11)

Now we are ready to solve the coupling problem (4.11). We have

Theorem 4.2. Assume (H1)-(H4), then for all ¢ > 0 the approximated problem (4.11)
admits at least one solution (N., P.,®.) € L*(0,T; Hj(R) x H,(R) x H§27g’1(R)).

Démonstration. We use the previous results to perform a fixed point procedure. We have
proved in lemma 4.7 that the mapping S is continuous and compact. Let us prove that the

sets Ag = {(N, P) e (L2 (Qr))* ; (N,P)=6S (N, P)} are uniformly bounded with respect
to 0 € [0,1]. The set Ag = {(0,0)}; let § # 0, the equation (N, P) =S (N, P) is equivalent
to

G20,(N, P) = 0,(g*[A* (N, P) 0,(N + 60, P + 60) + 6B (N, P) 0,(® +¥9)]) in Qr

:vl—i>I:Eoo(N7 P) =1(0,0) in (0,7)
(N, P)(0) = 6(no — 0, po — 0) in R

(4.20)
Testing the equation of (4.20) with (IV, P), we get

1d

3o [ (V24 P+ [ AT (N P)ON. P 0N, P = —(1 + 1)
R

R

with

L =90 / g?A* (N, P)d,(N, P).0,(0,0) dx
R

IL=9¢ /92@5(@ +9)B(N, P).0,(N, P)dz.
R
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We have the following inequalities

Ll < Cle) [ @fde+ S [ 10N+ o.PRs
R R

|| < C(a) / 92 0.®|* dz 4+ C(a) / @ dx + % / g (|(9IN|2 + |8xP|2) dx.
R R R
Using (4.16) and inserting these inequalities in (4.21), we obtain

1d

Sdr G*(N? + P*)dx + Q/QQ(\(%NP + |0, PP)dx < C(a, ) + C(a, ) / P(N? + P)dz
R R

2 R

then Gronwal’s lemma implies the claim.

We deduce from the theorem of Leray-Schauder that S has a fixed point (N, P.) in (L*(Q7))?.
Thus (N, P.,®.) (with &. = P(N,, P.)) is a weak solution of problem (4.11) in Q7. O

In fact, we get more regularity for (N, P., ®.). We have

Lemma 4.8. The solutions (N., P., ®.) of problem (4.11) provided by theorem 4.2 are such
that
goN., g0, P. € L*(0,T; H'(R)) , 0,®. € L*(0,T; Hp, ,(R)).

Démonstration. The regularity of 0;NV,, 0, P. is a consequence of lemma 4.6 then the same
proof as for lemma 4.3 lead to the existence and uniqueness of a solution ¥, € L*(0, T} H;2 g(R))
to the equation

_ax(g2aa:\pa) + 594\118 = —92(0,5]\[5 — 0,5]35) n QT

(4.21)
liril U (t,z) =0 in (0,7)
But since 0;P, solves this problem, we get the result. O

These solutions satisfy the following maximum principle

Lemma 4.9. The solutions (N., P.) of (4.11) provided by theorem 4.2 satisfy

N, +60,P.+0>0, N.+P.+20<1 a.e. in Qr.

Démonstration. First, let us show that (N. +60)~, (P. +60)", (N. + P. +20 — 1) € L*(0,T; H}(R)).
We have

/ G| (N. +0)” [*dvdt = / G*(N? 4+ 2N.0 + 6°)dxdt < / g°NZ2dzdt < oco.
T N:<-0 N:+6<0

Moreover
/ 9% |0, (NE—|—9)7|2dxdt: / G*10,(N. + 0)|2dzdt < oo
T N:46<0
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because gf" € L*(R). Thus (N. +6)" € L*(0,T; H;(R)) and the same arguments lead to

_ . . + .
(P.+6)" € L*(0,T; H;(R)). Next let v = (N; + P. + 20 — 1)", we write

/ v dxdt = / G*(N. + P. + 20 — 1)*dwdt =
T N+P->1-26

(4.22)
/ G?((N. + P.)? = 2(N. + P.)(1 — 260) + (1 — 20)*)dxdt.

Using the fact that 6 < %, we get

/ g*v? dxdt < / G*(N. + P.)*dxdt < oco.
T Ne+P:>1-20

Moreover
/ G°|0,v|Pdwdt = / G%|0:(N: + P. +20)dzdt < oo
T Ne+P.>1-20

sov € L?(0,T; H; (R)). Now, multiplying the first equation of (4.11) by ((N. +60)", (P-+6)")

and integrating by parts, we get
1d ) _
_§E 92(‘(N6+0) | +|(P£+0) |2)d95:
(4.23)

/ (AL (N, P |0u (N2 + 0))[* + Ay (N, P) [0,((P- + 6)7)[*)dz > 0
R

Then since ng =p, =0 we get (N. +60)” = (P. +60)" = 0. Similarly, adding the equations
of N. and P. and testing the resulting equation with v = (N, + P. 420 — 1)", we obtain

1d

S [ g+ / (A + AL)(N., P.)0,N. + (Afy + AL)(Nz, P.)0, P.)]0yv da = —L
B R

(4.24)
where L = [, *((Bf + By )(N., P.)0,(®. + ) 0,v dx = 0. Since

/ G[(AH, + AL (N., P.)d, (N. + 0) + (A, + A3)(N-, P.)0, (P- + 0)]0,vdx =
R
ko / GHN. + P)OL(N. + P.) dyv dr —
Ne+P-+20>1

k:w/ g*(N. + P.)|0,v|*dx > 0
Ne+P-+20>1

we deduce that 4 [ g*v*dz < 0 then v = 0 because v(0,z) = (ng + po — 1)* = 0. Therefore
N.+ P.+20< 1 [l

Thus (Ne, P., ®.) also solves

( ¢?0i(N., P.) = 0,[¢*(A (N., P.) 0u(N. + 0, P. + 0) + B (N, P.) 0,(®. +9))] in Qr
—0,(9°0,®:) + £g*®. = —g*(N. — P. + q(x)) in Qr
lim N.(t,o)= lim P(t.2) = lim &.(t,2) =0 in (0,7

( Ne(0,2) = ng(x) = 0(x), F(0,z) = po(z) — 0(x) in R

(4.25)



[6)

In order to pass to the limit in problem (4.25) when e approaches 0, we need uniform
estimates on (IV,, P., ®.). Let us prove the following

Lemma 4.10. There exists a constant C (T') > 0 independent of ¢ such that fort € [0,

t
INCCE) 123 + PO + 19,0 (8) 122 + 19- (1) 3+ / (10, No(5)1135 + 18, P-()]135)ds < C(T)

(4.26)
1920 Nell 20,2 @yy) + 1970 Pl 2 0. myyy < C(T). (4.27)

Démonstration. We take back the formal calculus which have led to (4.9) and we use the
regularity of the solutions given in theorem 4.2 and lemma 4.8. First since (N, P.) € Ay, we
get as in the proof of Theorem 2

1d
2dt Jn

77/92(|8IN5]2+lamPE]Q)dx+C’n/92(]9’\2+]19'|2)dx+0n/92\8x<195\2d:v
R R R

G*(N2 + P?)dx + a/ G*(|0:N.|? + |0, P.|*)dx <
R

where 7 is any positive constant. In the other hand, as 0,®. satisfies the equation (4.21) then
testing it by ®@., using the equations satisfied by V. and P. and integrating over R, we get

1d
——(6/g4<1>§dx+/g2|ar<1>€|2dx> =Ji+Jy

with
Ji = / P((A1y — Aa))(Ney PO (N, + ) + (Aro — Ago) (N2, P.),(P. + 6)) 8,9 da
R
J2 = / 92(31 - 32)(]\[& Ps) ar((bg + 19) . 835(1)5 dx.
R

Using Young inequality, we obtain

BA gn/gz(|8$Ng|2+|8$P5|2)dx+Cn/gz|0’|2dx+Cn/92|8m<1>5|2dx
R R R

|5 Sn/g2|(9m<1>6|2dx+Cn/92|19'|2dx.
R R

Gathering all these inequalities and choosing judiciously 7, we obtain

1d
3 (6 [ge2e s [ 2024 P2 w0 piar) + S [ 0 + 10,0 s <
2 dt R R 2 R
Ch / (07 + |9')?)dx + Co / 9|0, ®.|*dw
R R
(4.28)

with C; > 0 independent of ¢. Integrating between 0 and ¢, we get using Gronwall inequality,
forall t € (0,7)

£ / g*®%(t)dw + / G (N2(t) + P2(t) + |0,®.(1)|*)dz+
R R
t
%/ /gz(faxNEIZ—FWIPEP)da:ds < (4.29)
0 R

Cexp(Cat) / g [Ino = 0" + [po — 0]* + 0,2 (0)* + £¢*|2-(0)*] da.
R
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From hypothesis (H4), we see that ®.(0) solves the equation —dz (%0, ®.(0))+eg*(9,$.(0)) =

0 with lirf ®.(0,2) =0 so ®.(0) = 0 and we infer that

t
: [ gedos [ POEOLP2O 020G [ [ P0NP 40P st < €(T)
R R 0 JR

for all ¢ € [0,T]. To obtain a uniform bound of ®. in L?, we use lemma 4.2 so we get for
tel0,T]

/R\@E(t)\?da: < O(T).

Now we set V. = (N., P.), © = (6,0) and U. = g(A(V.),(V. + ©) 4+ B(U.)0,(®. + 0;)). We
have 92575‘/5 = g'U. + g0,Uc so ¢0,V. = 9/9_1Ua + 0,U.. Therefore ||gat‘/aHL2(0,T;H*1(R)) <
CNUel|2(@ry < C(T) + C(10: Vel 2 + [[02P<||z2). The result follows using (4.26) and lemma
4.2. [

4.5 Passing to the limit

Thanks to (4.26) and (4.27) there exists subsequences (not relabeled) of N., P., ®. and three
functions N, P € L? (0,T; H;(R)) N H' (0,T; (H;(R))'), ® € L (0,T; H{ ,(R)) such that
ase — 0

N. — N weakly in L* (0,T; H;(R)) N H" (0,T; (H}(R))") (4.30)
P. — P weakly in L? (0,T; H;(R)) N H" (0,T; (H,(R))’) (4.31)
. — @ weakly-* in L (0,T; H ,(R)). (4.32)

In order to pass to the limit in the nonlinear terms we need some strong convergence result.
The compactness of the embedding H,(R) < L*(R) and Aubin lemma imply that

N. — N, P. — P strongly in L* (0,T; L*(R)) and a.e. in Qr
then thanks to lemma 4.9,
N+0,P+0>0, N+ P+20<1a.e. inQr.
Moreover since the operators A and B are lipschitz continuous, we get
A(N.,P.) - A(N,P) , B(N., P.) — B (N, P) strongly in L*(Qr).
Therefore (N, P, ®) satisfy in the sense of distributions the equations
§20,(N, P) = 9,[¢g*(A(N,P)9,(N +0,P+6)+ B(N,P)9,(®+1))] inQr

—0:(9?0,®) = —¢g*(N — P 4 q(x)) in Qr (4.33)

and we have the regularity N,P € L*(0,T;L2(R)), ¢*9;N,g*0,P € L*(0,T;(H}(R))),
g02® € L*>(0,T; L*(R)) which lead to a weak solution of our problem according to definition
4.1.
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Remark 4.1. The result of this work remains valid in the case where k,, # k,, and assumption
(H2) replaced by one of the following assumptions

kn Z kun kpz kwa kn+kp<4kw

Ak — &

e T T
2%, + k

by > ks ko < ks Ky > max(hy — 2hy, 0y
2%, + k

by < ks k> ks k> max(k, — 2k, %).

Indeed in these cases, one has
4(kn - (kn - kw)n)(kp - (kp - kw)p) > ((kn - kw)p + (kp - kw)n)z
so that the diffusion matriz A(n,p) is positive definite if 0 < n.,p, n+p < 1.

Remark 4.2. In the case where k' = 0, the diffusion matriz A is diagonal and constant so
the solution of the problem is more reqular and unique. In the general case, these questions
cannot be solved easily. With the dependence of the diffusion matriz on (n,p), we can not
obtain more reqularity on the solution. Indeed, we can see it without any difficulty by taking
the derivatives of the equations with respect to the space variable. And for lack of regularity,
we can not obtain uniqueness of the solution.
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4.6 Appendix °

Theorem 4.3. (Theorem of Lions) (see [35]) Let H be a Hilbert space provided with the
norm |.| and the inner product (.,.) and let V' be a subspace provided with the norm ||.|| such
that the injection of V' into H 1is continuous. We cansider the bilinear form B on H x V
satisfying

1. For every ¢ € V, B (., ) is continuous on H.

2. 3a>0;Y% eV, B(p,¢) > allely .
Then, for every continuous form L on V', there exists u belonging to H such that

B (u, ) = L(p) VpeV.

Proof of lemma 4.5 Let £ = (£,,&,) € R?, we distinguish two cases
1/ If ut 4+ vt <1 we have
At(u,0)€. &= (k= Kut) & + (k—Kv') & — K (um +0v)E &,

We use the elementary inequality

4ab — c® b(4ab — )
2 2 : 2, .2
azx® + by® + cxy > min ( S b1 > (2 +y*) foralla,b>0 (4.34)
to obtain Fuuwo) (k- Kot) Fi(u.0)
A+ &> i 1\, v — RV 1\u, v 2 | ¢2
(U, U)g 5 < min (8 (k _ klv+)7 Gl(u, U) (51 + 52)
where

Fi(u,v) =4 (k — Ku™) (k — Kv) — E?(u’ + vT)?
Gi(u,v) =4 (k — Ku®) (k— Kvt) + E?(u™ +ov1)2

We are proving that Fj(u,v) > ag > 0, for this we consider two cases. In the case k' > 0,
this inequality is equivalent to say that 4k? — k" — 4kk’ > 0 which is satisfied thanks to
(H2). Similarly, if ¥’ < 0 therefore (H2) implies that k% < 4k? — 4kk’ then £ (u™ +v") <
4k% (ut +vT) — 4kk' (u™ 4 v™) which gives

K2 (ut + ) < 4k 4kPutot — 4K (ut + o)

2/ Ifut + vt > 1 we have

1
ut + ot

AT (u,0)€.§ = ((ko* + kyu®) € + (kut + k") € — (k= k) (u” +01)6,8,) .

Once again applying the elementary inequality (4.34), we find

1 ) Fy(u,v) (ku™ + kyv™) Fy(u,v) 9 9
(8 (kut + kyot)’ Go(u,v) ) (51 + 52)
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where
Fy(u,v) = 4 (kv 4 kyu®) (kut + kyvt) — (k — ky)? (ut +v1)?
Ga(u,v) = 4 (kv + kyu™) (kut + kvt + (k= ky)® (u™ 4 v1)2
We see that
Fy(u,v) = w v [4(k* + k3) — (u*)® + (07)?)(K* + k7, — 6kky)] >
—((uF)? + (W) (K + K, — 6kky) > C((u™)? + (vF)?)
that is

F2(u7 1))
(ut 4+ o) (kut + ky,vt)

(ku™ + ko) Fy(u,v)
(ut 4+ vt) Ga(u,v)

> o and >aifut+0t>1

then matrix A* is definite positive.
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CONCLUSION et PERSPECTIVES

Les équations de Poisson-Nernst-Planck (PNP) constituent un modéle pour la description
des propiétés macroscopique d’'un systéme électro-chimique, sans ou avec flux de courant
dans la théorie des semi-conducteurs; ces équations ont été également utilisées avec succes
pour la description des flux ioniques & travers un canal dans une membrane biologique.
Dans la deuxiéme partie de ce travail, nous avons étudié un modele d’électro-diffusion, pour
le transport ionique & travers une membrane biologique, proposé par Richardson et King
dans [43] ou des équations PNP généralisées ont été utilisées pour décrire la distribution
du potentiel électrique et les flux ioniques. Le modeéle proposé tient compte d’un terme de
convection provenant de la vitesse globale de la solution, et il est complété par la relation
hpn + hyp +w = 1.

Le modele que nous avons étudié dans ce travail est un systéeme PNP non linéaire fortement
couplé posé dans R. Nous nous sommes intéréssés a des questions d’existence et de positivité
de solutions faibles pour un tel modéle. Il ressort principalement de cette étude les conclusions
suivantes :

® En raison du domaine non borné R, des propriétés de compacité et des inégalités utiles
(Poincaré et Hardy) ne sont pas assurées a priori. Cette situation défavorable a conduit
a 'utilisation des éspaces de Sobolev avec poids.

® Les résultats mathématiques établis dans cette partie pourraient s’appliquer a d’autre
types de solutions chargées ot des modeles analogues sont utilisés.

La premieére perspective, qui ressort de cette partie, serait d’envisager une étude concernant le
cas multidimensionnel. Une seconde perspective est d’étendre les résultats établis au cas ot v
est la vitesse du fluide, donnée par une équation de Navier Stokes dans le cas incompressible :
Vauw=0et

uV v — VP — (hyn — hyp)Ve =0

ol P est la pression du fluide, tout en tenant compte de la diffusion, 1’électro-migration et
la convection.
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