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Introduction générale

Cette these s’inscrit dans le domaine de I'optimisation non convexe, en particulier de la
résolution de probleme d’optimisation d’une fonction sur I’ensemble des solutions efficaces
d’un programme linéaire multi-objectifs en nombres entiers.

Beaucoup de problemes d’optimisation issus du monde réel sont complexes a résoudre.
De plus, les problemes d’optimisation rencontrés en pratique sont rarement mono-objectif,
et requierent souvent la prise en compte de plusieurs criteres conflictuels, notamment en
logistiques, qui souvent complexe et de grande de taille. D’autant que la complexité des
problemes multi-objectifs augmente en fonction de la taille du probleme a résoudre, aussi
bien en termes d’espaces de recherche qu’en termes de nombre de fonctions objectifs
a optimiser. En effet, contrairement au cas mono-objectif, il n’existe pas une solution
optimale unique, mais un ensemble de solutions efficaces, dites Pareto optimales. Une
solution est Pareto optimale si 'amélioration a 1’égard d’une fonction objectif entraine
invariablement une détérioration relativement a une autre fonction objectif. Ces solutions
représentent les compromis entre les différentes fonctions objectifs a optimiser. LL’union des
solutions Pareto optimales (solution efficace) forme I'ensemble Pareto optimal (ensemble
efficace), et I'image de cet ensemble dans I'espace des objectifs est appelé le Front de
Pareto. Ainsi, 'optimisation multi-objectifs s’intéresse aux particularités liées a 'existence
de ces solutions optimales multiples, et aux méthodes de résolutions dédiées a ce type de
problemes, bien souvent NP-difficiles.

La résolution d’un probleme multi-objectifs consiste a trouver une solution Pareto op-
timale qui répondant au mieux aux préférences du décideur. L’optimisation multi-objectifs
est donc étroitement liée au domaine de la décision multicritere. Les approches de réso-
lution initiales consistaient a réduire le probleme original en un probléme mono-objectif.
Néanmoins, depuis plusieurs années, une des questions fondamentales de 'optimisation
multi-objectif s’apparente a l'identification de I’ensemble Pareto optimal. Vu la dimen-

sion de l’ensemble Pareto optimal, qui est souvent grand et de temps en temps infini.
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De ce fait les problemes multi-objectifs aussi bien académiques que industriels sont NP-
difficile, et ne peuvent pas donc résolus en un temps de calcul raisonnable. Il s’avere donc
nécessaire de considérer d’autres alternatives, parmi elles celles de la prise de décision
multicriteres. Dans des applications pratiques de prise de décision a criteres multiples,
les décideurs doivent souvent choisir un certain point préféré de ’ensemble des solutions
efficaces ; ceci nous conduit a trouver les solutions efficaces en décrivant la structure de
I’ensemble efficaces. Comme, dans beaucoup de cas, les criteres sont en conflit, les déci-
deurs essayent alors d’optimiser un certain critere de compromis sur 1’ensemble efficace,
ce qui mene a rechercher une méthode qui optimise une fonction linéaire sur un ensemble
de solutions efficaces. Pour cela, 'optimisation d’une fonction sur ’ensemble de solutions
efficaces d’un probleme multiobjectifs & connu un intérét grandissant au cours des quatre
dernieres décennies.

Benson (1992)[7] a prouvé que dans quelques problémes de modélisation impliquant
des objectifs multiples, les modeles d’optimisation sur I’ensemble des solutions efficaces
sont les réalistes et appropries que les programmes® linéaires multi-objectifs plus habi-
tuels (MOLP) 2. En effet, dans certaines situations, les décideurs n’ont pas besoin de tout
I’ensemble des solutions efficaces d’un probleme multi-objectifs mais uniquement de solu-
tions efficaces qui réalisent 'optimum d’un objectif différent des objectifs déja fixés. Ceci
nous mene vers la recherche de la solution optimale d’un critere, appelé critere princi-
pal, sur ’ensemble de solutions efficaces du probleme multi-objectifs. L’intérét porté sur
ce type de probleme est d’éviter d’énumérer toutes les solutions efficaces du probleme
multi-objectifs, mais seulement un sous ensemble de solutions efficaces sera fourni.

On ne peut nier I'intérét et ’avantage acquis par cette fameuse alternative néanmoins
elle possede une difficulté, qui réside dans la non convexité de I’ensemble des solutions
efficaces. Cela dit, cette alternative appartient a la classe des problemes d’optimisation
non convexe ou bien d’optimisation globale.

Généralement, le développement des modeles théoriques et des techniques traitant
des problemes d’optimisation peuvent étre partagé en deux classes a savoir, la classe de
problemes convexes, et la classe de problemes non convexes. Cette classification a poussé
Rokhafollar a dire "the great watershed in optimization isn’t between linearily or non
linearity but between convexity and non convezity”, dont elle a connu une accélération

spectaculaire, particulierement apres la deuxieme guerre mondiale.

1. Notons que le mot "programme” n’a pas ici le sens usuel (élaboration d’un programme pour ordi-
nateur) ; il est utilisé car un ensemble de valeurs des variables satisfaisant les contraintes d’un probleme

de programmation mathématique est parfois appelé un programme.
2. MOLP :Multi Objective Linear Programming
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Dans ce travail, nous portons un intérét pour le cas ot le domaine de réalisabilité 3 est
non convexe et ou les fonctions a optimiser ainsi que toutes les contraintes du probleme
multi-objectifs sont linéaires. Cet intérét est dicté par 'aspect applicatif important de la
programmation mathématique ou dans bien des cas la présence des variables entieres est
inévitable. En effet, que 'on s’intéresse a 'optimisation d’un systeme de production, au
design de réseaux de télécommunication, a la bio-informatique ou encore a ’extraction de
connaissances, on sera confrontés a des problemes d’optimisation discrete. On aura alors
affaire a un probleme de programmation multi-objectifs linéaire en nombres entiers. Les
applications qui ont été faites de la programmation linéaire multi-objectif ces dernieres
années sont tres variées. Cela tient bien str au fait que le modele est relativement général
et permet de traiter une quantité de problemes de gestion scientifique. Mais cela est du
aussi d’'une part au fait que la programmation linéaire multi-objectif faisait appel a la
programmation linéaire mono-objectif dont on connait des algorithmes extrémement effi-
caces pour les résoudre a 'occurence la méthode du simplexe. Cette derniere développée
par G. B. Dantzig (vers 1947) a conduit a plusieurs algorithmes généraux qui permettent
de résoudre aisément des problemes de tailles considérables.

Organisation de manuscrit

Ce manuscrit est organisé en quatres chapitres :

Un chapitre étudie les concepts de base de [’optimisation, en donnant les principales dé-
finitions et propriétés lies a I'optimisation mono-objectif et multi-objectifs. Les propriétés
données dans ce chapitre seront utilisées constamment dans les chapitres ultérieurs.

Un apergu de définitions, propriétés et la classe générale des méthodes dédiées a la
programmation multi-objectif particulierement a la programmation linéaire multi-objectif
seront exposés dans le deuxieme chapitre. Ce dernier s’inscrit dans la continuité du pré-
cédent en s’intéressant cette fois ci aux méthodes exactes de résolution des problemes
d’optimisation multi-objectifs, particulierement dans le cas linéaire et en se basant plus
sur le cas ou les variables de décisions sont entieres, nous détaillons les méthodes ju-
gées intéressantes pour notre contribution, a savoir celles qui sont basées sur la théorie
de la norme de Tchebychev et celles basées sur la réduction progressive du domaine de
recherche. Vu la variétés théorique et applicative de I'optimisation non convexe, notre
travail sera restreint seulement a ’optimisation d’une fonction linéaire sur un ensemble de

solutions efficaces d'un probléme linéaire multi-objectif en nombre entiers*. Nous consa-

3. qui représente ’ensemble de solutions efficaces discrete
4. Le probleme d’optimisation sur ’ensemble des solution efficaces appartient a la classe d’optimisation

10
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crons le troisieme chapitre a la présentation d'un état d’art des méthodes de résolution
de problemes d’optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble des solutions efficaces
des deux cas continu et discret.

Dans le dernier chapitre, nous proposons un algorithme exact pour la résolution du
probleme d’optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble de solutions efficaces d'un
programme linéaire multi-objectifs en nombres entiers. Une évaluation numérique de 1’al-
gorithme proposé en I'implémentant sous ’environnement Matlab et utilisant CPLEX 12.2
Library a été présentée. Ce travail a fait 'objet d’une premiere publication dans la revue
“International Transaction in Operational Research (ITOR)", et une autre soumission
dans journal RAIRO-Operations Research (2015).

Enfin, une breve conclusion résume les principaux acquis de cette these et ouvre des

perspectives de recherche prolongeant le travail accompli.

non convexe

11



Optimisation : Concepts de base

Le premier chapitre, est un chapitre introductif a I’optimisation. Il contient un rappel
des notions fondamentales ainsi les principales définitions et propriétés de 'optimisation
mono-objectif et celles de 'optimisation multi-objectifs. Une présentation d’une variétes

de problemes réels, traités dans la litérature en optimisation, a été présentée.

1.1 Introduction

Le désir humain de perfection trouve son expression dans la théorie de I'optimisation.
Elle étudie comment décrire et atteindre ce qui est meilleur, une fois que 'on connait
comment mesurer et modifier ce qui est bon et ce qui est mauvais. ”... La théorie de 'opti-
misation comprend I’étude quantitative des optimum et les méthodes pour les trouver”[71].

A partir de la citation ci-dessus, on comprend la motivation d’un processus d’optimi-
sation. En fait, I'optimisation est une branche des mathématiques, cherchant a analyser et
a résoudre analytiquement ou numériquement, les problemes qui consistent a déterminer
le meilleur élément d’un ensemble, au sens d’un critere quantitatif donné. Ce mot vient

du latin optimum qui signifie le meilleur.

12



1.2. INTRODUCTION SUR LES PROBLEMES D’OPTIMISATION

1.2 Introduction sur les problemes d’optimisation

De nombreux secteurs de l'industrie sont concernés par les problemes d’optimisation.
En effet, que 'on s’intéresse a 'optimisation d’'un systeme de production, au traitement
d’images, a la conception de systemes, au design de réseaux de télécommunications ou a la
bio-informatique nous pouvons étre confrontés a des problemes d’optimisation. Plusieurs

problemes ont été traités dans différents domaines :

e Design de systemes dans les sciences d’ingénieurs (mécanique, aéronautique, chimie,...

etc.) : ailes d’avions, moteurs d’automobiles [34];

Ordonnancement et affectation : ordonnancement en productions, localisation d’usines,

planification de trajectoires de robots mobiles [33],... etc.

e Agronomie : programme de production agricole,... etc.

Transport : gestion de containers, design de réseaux de transport [32], tracé autoroutier,

etc.

Environnement : gestion de la qualité de I'air, distribution de ’eau, déchet ménagers,...

etc.

Télécommunications : design d’antennes, affectation de fréquences, radiotéléphonie mo-

bile,... etc.

1.2.1 Probleme d’optimisation

Un probleme d’optimisation est défini par :

1. Un espace de recherche (de décision) : ensemble de solutions ou de configurations

constitué des différentes valeurs prises par les variables de décision.
2. Une ou plusieurs fonction(s) dite objectif(s), & optimiser (minimiser ou maximiser).
3. Un ensemble de contraintes a respecter.

Dans la plupart des problemes, 'espace d’état (décision) est fini ou dénombrable. Les
variables du probleme peuvent étre de nature diverse (réelle, entier, booléenne,... etc.) et
exprimer des données qualitatives ou quantitatives. La fonction objectif représente le but
a atteindre pour le décideur. L’ensemble de contrainte définit des conditions sur 'espace
d’état que les variables doivent satisfaire. Ces contraintes sont souvent des contraintes
d’inégalité ou d’égalité et permettent en général de limiter 'espace de recherche (solu-
tions réalisables). La résolution d’un probléme d’optimisation consiste & trouver un point
de l'espace de recherche qui satisfait au mieux la fonction objectif. Le résultat est ap-

pelé valeur optimale ou optimum. Néanmoins en raison de la taille des problemes réels,

13



1.2. INTRODUCTION SUR LES PROBLEMES D’OPTIMISATION

la résolution optimale s’est souvent montrée impossible dans un temps raisonnable. Cette
impossibilité technique impose la résolution approchée du probléeme, qui consiste a trouver
une solution de bonne qualité (la plus proche possible de 'optimum). Il est vital pour dé-
terminer si une solution est meilleure qu’'une autre, que le probleme introduise un critere
de comparaison (une relation d’ordre). La plupart des problemes d’optimisation appar-
tiennent a la classe des problemes NP-difficile ou il n’existe pas d’algorithme qui fournit la
solution optimale en temps polynomial en fonction de la taille du probleme et le nombre
d’objectifs a optimiser. Dans la littérature il existe des problemes académiques utilisés
comme des benchmarks : sac a dos, voyageur de commerce, Flowshop,... et des problemes

réels (applications industrielles) : télécommunications, transport, environnement,...etc.

1.2.2 Face a un probleme d’optimisation

Dans un processus de résolution des problemes d’optimisations reflétant une situation
réelle, trois étapes a considérer :
~ Elaborer un modele (mathématique) : I'expression de 1'objectif a optimiser et les
contraintes a respecter (Modélisation).
— Développer un algorithme de résolution (Résolution).
~ Evaluer la qualité des solutions produites (Analyse).
Un probleme d’optimisation mathématique peut étre formulé comme suit :

r;gzcougg{lf(m) (1.1)

ou X est 'ensemble de solutions réalisables qui représente une partie de R™ qui dé-
crit 'ensemble des contraintes, généralement X = {z|g;(z) < 0, i = 1l.m} tel que

gi(z) : R" — R, m : le nombre de contraintes et f est la fonction a optimiser.

Un probleme d’optimisation est caractérisé par :

— Le domaine des variables de décision X : soit continu et on parle alors de probléeme
continu, soit discret et on parle donc de probleme combinatoire ;

— La nature de la fonction objectif f & optimiser et les contraintes (g;,7 = 1..m) : soit
linéaires et on parle alors de probleme linéaire, soit non linéaires et on parle donc
de probléme non linéaire ;

— Le nombre de fonctions objectifs a optimiser : soit une fonction scalaire et on parle
alors de probléeme mono-objectif qui sera discuté dans la section suivante, soit une
fonction vectorielle et on parle donc de probléme multi-objectifs, que nous aborderons

dans la section 1.4;
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— La présence ou non des contraintes : on parle de probléme sans contrainte ou avec
contrainte

— Sa taille : probleme de petite ou de grande taille ;

— L’environnement : probléeme dynamique (la fonction objectif change dans le temps).

et si en plus

— Le domaine des variables ainsi la (les) fonction(s) & optimiser soient convexe on
parle de probleme convexe ;

— Le domaine des variables ou la (les) fonction(s) a optimiser soient non convexe on

parle alors du probleme non convexe, qui fera 'objet de notre étude.

1.3 Optimisation mono-objectif

Le probleme général d’optimisation mono-objectif consiste & optimiser (minimiser ou
maximiser) une fonction objectif en tenant compte d'un certain nombre de contraintes

auxquelles le probleme est assujetti.

1.3.1 Concepts préliminaires

Nous allons ici rappeler brievement les définitions de quelques notions importantes
auxquelles nous ferons appel par la suite, ainsi que quelques propriétés.
1.3.1.1 Ensembles et fonctions

La notion de convexité joue un role tres important dans la théorie classique de I'optimi-
sation. Elle est un outil indispensable pour la recherche des conditions a la fois nécessaires
et suffisantes d’optimalité. En effet, la majorité des algorithmes proposés dans le cas de

I'optimisation convexe sont efficaces.

Définition 1 (Ensembles convexes) Soit ['ensemble X C R™. X est convexe si

M+ (1=NyeX, VryeX;VAe|0;1].

Définition 2 Soient les p vecteurs 2 € R, i = 1,2,--- ,p. L’enveloppe conveze de X,
notée conv(X), est l'ensemble des combinaisons convezes finies d’éléments de X, c’est-a-
dire conv(X) =30 N\ eRY 2t e X, Vi=1,2,--- ,petdr N=1.
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FIGURE 1.1 — Espace convexe (& gauche) et non convexe (a droite)

La convexité est le premier indicateur de la difficulté du probleme. En effet, certaines
méthodes sont dans I'incapacité de résoudre des probléemes non convexes de maniere opti-
male. Mais il existe d’autres indicateurs tout aussi importants, notamment la continuité,

la multi-modalité, la nature des variables de décision (entieres ou réelles), . . .

Définition 3 Soit X un ensemble convexe de R"™. On définit la variété linéaire engendrée
par X comme étant combinaison affine af f(X) = >0  Nwilh € Rox; € X, Vi=1,2,..,n
et YN =1.

Définition 4 On appelle intérieur relatif d’un ensemble convere X, son intérieur dans
af f(X), muni de la topologie induite de celle de R™. On le note int(X) = x € X il existe
r >0 tel que B(z,r)Naff(X) C X ouB(z,r) ={y: ||lz—y|| <r} estla boule de centre

x et de rayon r.

Propriété 1 Si Xy, -, X, sont des ensembles convezes, alors l'intersection N;_,X; est

convexe.

Définition 5 Soit f : X — R une fonction définie sur un ensemble convexe X de R™.

On appelle domaine de f ’ensemble
dom(f) ={z € X|f(z) < +o0}.

Définition 6 (Fonction convexe) Soit l’ensemble convexe X C R"™. Une fonction

f: X — R" est convexe si
fOz+ (1 —=Ny) < Af(x)+ (1 =N f(y),Vx,y € X,V € [0,1].

Une fonction f est concave si —f est convexe.Une fonction f est strictement convexe si

Uinégalité ci-dessus est stricte pour tout x;y € X tels que x # y et tout A €]0; 1].
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Définition 7 (Fonction quasi-convexe) On dit qu’une fonction (x) est quasi-convexe

sur un intervalle I(I C R™) si et seulement si :
V(zy,20) € 12, YA€ [0,1], f(Axy + (1 — N)ap) < max{f(z1), f(x2)}

On dit qu’une fonction f est quasi-concave sur ['intervalle I si et seulement si —f est

quasi-convexe.

1.3.1.2 Normes et distances

Définition 8 On appelle norme dans R toute application de R? dans R, notée x —

|||, et vérifiant les propriétés suivantes :
1. Pour tout v € R? ||z|]| > 0 et ||z]| =0 =z = 0;
2. Pour tout x € R? et tout y € RY, ||z + y|| < ||z| + ||yl];

3. Pour tout x € R? et tout A € R, || x| < |A| - ||z

On utilise généralement trois normes dites usuelles définies respectivement pour x =

L ..,z9) au moyen des formules ||z = ((z')2 4 ... + (27)?)2 (norme euclidienne),||z|| =

(x
1 q _ 1 q

max(|zt|, ..., |z?)), [|z|| = |zt + ... + |29

Dans la pratique on est amené a travailler avec la structure affine de RY. Disons, pour

simplifier, a considérer les éléments de RY comme des points sur lesquels operent des

vecteurs. On obtient alors la notion de distance :

Définition 9 Soit x — ||z|| une norme dans R?, a et b deuz points de R?. On appelle
distance de a a b déduite de la norme, et on note d(a,b), la norme du vecteur d’origine a
et d’extrémité b, soit d(a,b) = ||b — a|| = ||ja — b||.

La propriété de la fonction distance la plus intuitive, et la plus utilisée, est I'inégalité
triangulaire :

V(a,b,c) € RI x RY x RY, d(a,c) < d(a,b)+ d(b,c).

1.3.1.3 Boules, spheres

Définition 10 = — ||z|| une norme dans R?. Soit a un point de RY et r un nombre réel
strictement positif. on appelle boule ouverte(resp. boule fermée, resp. sphére) de centre a
et de rayon r, et le note B(a,r)(resp. Bl(a,r),resp. S(a,r)), l'ensemble des points x € R?
tels que d(a,x) = ||z — a|| < r(resp. d(a,x) = ||z —al|| <, resp. d(a,z) = ||z —al|| =)
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1.3.1.4 Rappels sur les normes vectorielles

Une norme vectorielle est une fonction notée ||.|| définie sur un espace vectoriel dans
R* et satisfaisant aux trois axiomes suivants :

1. ||z|| > 0 pour tout z et ||z =0 2 =0

2. ||ax|| = |al||z] pour tout z et scalaire a

3. |z +y|| < ||z|| + ||y|l pour tout x,y.

Exemple 1 1. dans R™ muni du produit scalaire z7y,||z| = (2Tx)z = VDo o7 est
une norme. C’est la norme euclidienne, les plus couramment employée.
2. ||z]|eo = 11]2;1<:><~{| z; |} est la norme du mazx(ou la norme de Tchebychev, ou la norme

o0 )

3. ||zl = Z |z;| est la norme [y

i=1

3=

n
4. les trois normes précédentes sont des cas particuliers des normesl, ||z, = ( E \xi|p>
i=1

1.3.1.5 Minima locaux et globaux

Soit I’ensemble X C R™ et une fonction f : X ~— R non linéaire de classe C'. Consi-

dérons le probleme :

min f(x). (1.2)

zeX

Les minima locaux et globaux de f sur X sont définis de la maniere suivante :

Définition 11 (minimum local). Intuitivement, un vecteur x* € X est un minimum
local de f sur X s’il a un cout plus faible que celui de ses voisins. Formellement, x* est
un minimum local de f sur X si

de > 0 tel que f(z*) < f(x), Ve X avec ||z — x| <e.

ou ||v|| désigne la norme du vecteur v.

Le minimum local est strict si
fl@*) < fle)Ve e X et x#x" avec |z —z*| <e.

Définition 12 (minimum global). Un vecteur x* € X est un minimum global de f sur
X sl a un cout plus faible que celui de tous les autres vecteurs dans X. Formellement,

x* est un minimum local de f sur X si
flz*) < f(x), VexeX
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Le minimum global est strict si
f@) < f(z), Voe X\{z"}.

Les maxima locaux et globaux sont définis de maniere similaire. Notons que z* est
un maximum local (respectivement global) de la fonction f sur 'ensemble X si z* est
un minimum local (respectivement global) de —f sur X. Il découle de cette observation
que tout probleme de maximisation peut étre réduit immédiatement a un probleme de

minimisation (et inversement) en multipliant la fonction objectif par —1.

Remarque 1 dans le cas d’une fonction objectif convexe, il n’y a pas de distinction entre
manimum local et global : tout minimum local est également global, comme [’établit le

théoreme suivant.

Théoreme 1 [4] Soit f : X C R™ — R une fonction convexe définie sur un ensemble
convexe X . Alors, tout minimum local de f sur X est également un minimum global. Si

f est strictement convexe, alors il existe au plus un minimum global de f.

Puisque notre travail sera consacré au probleme d’optimisation linéaire, alors dans la

section suivante nous allons étudie la Programmation Linéaire (PL).

1.3.2 Programmation linéaire

1.3.2.1 Introduction

La programmation linéaire peut se définir comme un outil mathématique qui permet
d’analyser divers types de situations dans laquelle nous retrouvons une fonction objectif
que l'on désire optimiser (max, min), et qui est exprimée en fonction des variables. Ces
variables appelées variables de décision (dont on veut déterminer les valeurs optimales)
sont soumises a des restrictions imposées par les ressources de la situation que 'on veut

analyser. Ces restrictions prennent la formes d’équations ou bien d’inéquations.

1.3.3 Définition et différentes forme d’un PL

Un PL est un probléme qui consiste a optimiser (max ou min) une fonction linéaire a

plusieurs variables soumises a des contraintes linéaires (inégalité ou égalité linéaire)
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Présentation d’un PL

Un PL est présenté sous la forme max (ou min) selon 'objectif
Z =111+ ...+ cprp (1.3)

soumises aux contraintes :

anzin + ... tapr,  ($,=,>) bh
anTo1 + ... + Q2o (<,=,2>) bo
(1.4)
Am1Tm1 + - + GmpTmn (S; =, 2) bm
et aux contraintes de non négativité
x; >0, Vj=1,...,n (1.5)

Remarque 2 1. Les (a;j) , représentent la quantité de la ressource i re-

1

m

INIA
ININ

n

quise par unité x;
2. Les (b;)1<i<m représentent les quantités des diverses ressources disponibles.

3. Les éléments (a;;), (bi) et (cj) sont des quantités connus du modéle(paramétres du

modele)

Dans la suite on suppose que la fonction objectif d'un programme linéaire est a maximiser.

On appelle forme standard d’un PL la forme suivante :

max z = Cix1 + GCyzeg + .. + Chxn,
2?21 aijxj - bi; bZZO, Z: 1..m, 9@20

ou encore

Probleme 1

mar 7= Clx
Az = b
T > 0

Propriété 2 Tout programme linéaire peut se mettre sous forme standard ou sous forme

canonique, a travers les transformations suivantes
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1. Si la fonction objectif est du type min Z, on résout le PL en remplagant (min Z =
max(—2)).

2. Siun b; <0, on multiplie la contrainte © par —1.

3. St la contrainte i est de la forme (> b;) on lui soustrait une quantité e; > 0

(e; :variable d’écart).

4. Sila contrainte i est de la forme (< b;) on lui ajoute e; > 0.

1.3.3.1 Espaces des solutions

On considere le PL précédent, on appelle
Solution du PL : c’est tout vecteur z € R" satisfait les contraintes 1.4

Solution réalisable : On appelle solution réalisable tout vecteur x € R™ qui satisfait les

contraintes 1.4 et les contraintes de non-négativité 1.5.

Solution optimale : On appelle solution optimale, toute solution réalisable qui optimise
I’objectif.

solution de base : On appelle solution de base composé de n — m variables, toute so-

lution satisfaisante (1.4) et telle qu’elle soit composée de (n —m) variables nulles et

m variables constitue une base.

Solution de base réalisable : On appelle solution de base réalisable toute solution de

base satisfaisant les contraintes de non-négativité (1.5).

Point extréme : Un point de I'ensemble X convexe est dit point extréme si x ne peut

pas s’exprimer comme combinaison linéaire convexe des éléments de X.

Hyperplan : Un hyperplan dans R™ est I’ensemble de la forme
H={zeR" ayz1+ ...+ apz, =}, (ay, ) ERxR
Demi espace fermé : 1'ensemble
H={zeR" oz +..+az,>p}

est appelé demi-espace fermé
Polyeédre : L’intersection de demi-espaces fermés est dit polyedre fermé
Ensemble borné : Un ensemble X C R” est dit borné si Vo € X ||z|| < a (aest fini)

Nous décrivons les conditions d’optimalités, les propriétés de la solution optimale et la

méthode du simplexe dans le chapitre 2 section 2.6

21



1.3. OPTIMISATION MONO-OBJECTIF

1.3.3.2 Dualité

La dualité est I'un des concepts les plus importants en programmation linéaire, en
effet & tout modele de PL (qu’on appelle programme primal) qui lui correspond un autre
modele de PL appelé dual.

L’étude de ce concept lié a la dualité permet :

— En résolvant le programme primal d’obtenir également du tableau optimal la solution

optimale du dual(et inversement).

— D’améliorer éventuellement le processus itératif de résolution, en résolvant I'un ou

I’autre des problemes, selon la structure du primal ou du dual
— La théorie de la dualité permet d’établir d’autres algorithme de résolution comme
I’algorithme dual du simplexe

— D’un point de vu pratique la dualité est fondamentale dans I'analyse de sensitivité

de la solution optimale et de la post optimale.

D’une maniere générale on écrit :

Forme standard :

Primal Dual
maxrZ = Cx minw = ub

Az =0 u € R™

x>0 uA>C

Forme canonique :

Primal Dual
maxrZ = Cx minw = ub

Axr <b u>0

x>0 uA > C

La procédure de 'algorithme dual simplexe, est décrite en détail dans le chapitre 5 de la

référence [65].

1.3.4 Programmation linéaire en nombres entiers

Dans de tres nombreuses applications, les variables considérées ne peuvent prendre que
des valeurs entieres, donnant ainsi lieu a la programmation linéaire en variables entieres
ou variables mixtes si deux types de variables, continues et discretes coexistent dans la

modélisation. La nature de ces problemes est alors radicalement différente car une solution
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optimale est bien difficile a caractériser.

En considérant un programme linéaire pour lequel on ajoute une contrainte d’intégrité
qui restreint les valeurs des variables aux seuls nombres entiers, on obtient un probleme
de programmation linéaire en variables entieres (PLNE ou ILP : Integer Linear Program-

ming). Un tel probleme se modélise donc comme suit :

maxr 2 = Cx
Ax = )
T e N

avec A d’ordre m x n, rg(A)=m

A cause de ce changement de nature des variables, I’ensemble admissible X n’est
plus convexe et les programmes linéaires en variables entieres nécessitent donc d’autres
méthodes de résolution, que celles des programmes linéaires en variables continues que

nous allons voir dans la deuxieme partie du chapitre suivant section 2.3.

1.4 Optimisation multi-objectif

De nombreux problemes d’optimisation issus du monde réel, notamment dans le do-
maine de la logistique, doivent faire face a beaucoup de difficultés. En effet, ils sont souvent
caractérisés par des espaces de recherche vastes et complexes, de multiples fonctions ob-
jectifs contradictoires, ce qui implique I'optimisation multi-objectifs.

L’optimisation multi-objectifs cherche a optimiser plusieurs composants d’un vecteur
de fonctions cotit. Contrairement a I’'optimisation mono-objectif, la solution d’un Probleme
multi-objectifs (PMO) n’est pas une solution unique, mais un ensemble de solutions, connu
comme l'ensemble des solutions Pareto Optimales (PO)!. Toute solution de cet ensemble
est optimale dans le sens qu’aucune amélioration ne peut étre faite sur un composant du

vecteur sans dégradation d’au moins un autre composant du vecteur.

1.4.1 Définitions

Un probleme d’optimisation multi-objectifs ne considere plus une unique fonction a
optimiser mais repose sur p fonctions objectifs, ¢’est-a-dire un vecteur de fonctions objectif.

On a donc le modele :

1. Cet ensemble est appelé aussi frontiere Pareto.
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Probleme 2
"optimiser” Z(x) = (z1(2), z2(2), ..., 2p(x)) (1.6)

t.q reX

Ou p > 2 est le nombre de fonctions objectifs,

— x = (21, ..., ,) est le vecteur représentant les variables de décision (ou l'action), X
représente l’ensemble des solutions réalisables associés a des contraintes d’égalité,
d’inégalité et des bornes explicites (espace de décision);

~ Z(z) = (z1(x), 22(x), ..., 2p(x)) est le vecteur des critéres a optimiser et p le nombre

de criteres.

Définition 13 On appelle espace des décisions X C R™ et espaces des objectifs Y =
{z(z) :x € X} CRP. Y, l'image de X par le vecteurs des objectifs, est appelé ensemble

réalisable. les vecteurs de R™ et Y sont respectivement appelés point et point réalisable.

Remarque 3 Dans la suite de ce chapitre, nous considérons, sans perte de généralité,

que toutes les fonctions objectifs sont a maximiser.

Z2
variables de décision o
x = (21, Ta, ..., Ty) Espace objectifs ou espace
z, Espace de décision des criteres: Y = Z(X)
Z
—
21
z3

x
FI1GURE 1.2 — Représentation de i’espace des décisions et ’espaces objectifs correspondant.

1.4.2 Points particuliers

En vue d’avoir certains points de références permettant de discuter de l'intérét des
solutions trouvées, des points particuliers ont été définis dans ’espace objectif. Ces points

peuvent représenter des solutions réalisables ou non.

1. Tout d’abord, le point idéal z/? est le point qui a comme valeur pour chaque

objectif la valeur optimale de I'objectif considéré.

2 tel que Vi € [1..n], Z]" = max Zi(z)
Te
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Ce point ne correspond pas a une solution réalisable car si c¢’était le cas, cela sous-
entendrait que les objectifs ne sont pas contradictoires et qu’une solution optimisant
un objectif, optimise simultanément tous les autres, ce qui ramenerait le probleme

a un probleme ayant une seule solution Pareto optimale.

2. De ce point idéal peut étre défini le point utopique 2V de la facon suivante :
V=2 eU
ou € > 0 et U est le vecteur unitaire (U = (1,...,1) € R"). 1l est clair, de par sa

définition, que ce point n’est pas réalisable.

3. Enfin le point Nadir qui est défini en bi-objectif par :

N . N . . .
2" tel que Vi € {1,2}, Z;(2") = min Zi(x)avec) # 1
11,2}, (") 2€X/Z;(x)=2;(2") (@)

Cela revient donc a affecter pour chaque objectif du point Nadir la meilleure valeur
possible parmi les solutions optimisant 1’autre objectif.

Une visualisation de I’ensemble de ces définitions est donnée sur la figure 1.3

%5

—————
= |
i & |
. |
1
x !
1
# : \ ]
1
* 1
1
1
i

«  Solution réalisable [0 Solution Pareto Z 1

Point Ideéal _ 2 Point Utopique /' Point Nadir

FIGURE 1.3 — Illustration des différentes définitions

1.4.3 Propriétés

En I’absence d’une décision optimale dans le probleme multicritere (1.6) qui optimise
toutes les fonctions objectifs, il est nécessaire pour identifier les meilleurs compromis de

définir une relation d’ordre entre ces éléments. Dans le cas des problemes d’optimisation
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multicritere, ces relations d’ordre sont appelées relations de dominance. Pour définir claire-
ment et formellement ces notions d’optimalité, les relations usuelles =, <, < sont étendues
aux cas des vecteurs.

Notations :

Contrairement aux problemes mono-objectifs, ou les relations usuelles <, <, ... suffisent
pour comparer entre des points, elles sont insuffisantes pour comparer des vecteurs issus
de problemes multicritere. Nous adopterons donc ces notations permettant de prendre en
compte tous les cas de figures rencontrés lors de la comparaison de deux vecteurs.

Pour deux vecteurs x = (x1, z2, ..., ;) et y = (y1, Y2, ..., ¥n) de R™ on note :

Yy x, Vi o€ {1,..,n};
Yy x; Vi € {l,.,n}, et y#zx
y > v <= y > z; Vi € {l,..,n}.

r < Y

ARV

>
T = Yy =

Efficacité et non dominance Les fonctions objectifs sont supposées conflictuelles. De
ce fait, il n’existe pas de solution admissible optimisant tous les objectifs simultanément.
Contrairement au cas des problemes mono-objectif la ou la notion d’optimalité est bien
définie dans 'optimisation multi-objectif cette notion ne s’applique donc plus. Il est alors

nécessaire de définir un contexte de résolution afin de donner un sens a "min” ou "max”.

Définition 14 (Dominance) Soient deux points y',y* € RP. On dit que
o y' domine faiblement y* siyi > y?, Vi =1,...,p. On écrit alors y* = y*.
e y' domine strictement (fortement) y? siyl > y2, Vi = 1...p. On écrit alors y* > y>.
2

o y! domine y? siyt 2 y?, ety # y* On écrit alors y' > y°.

Définition 15 (Solution efficace) Soit 2* € X
o 1 est dite efficace s’il n’exviste aucune autre solution admissible x € X telle que
z(z) > z(z*). On dit alors que y* = z(x*) est un point non dominé.
o z* est dite faiblement efficace s’il n’existe aucune autre solution admissible x € X
telle que z(x) > z(x*). On dit alors que y* = z(x*) est un point faiblement non

dominé.

Définition 16 (Ensembles efficace et non dominé) L’ensemble des solutions efficaces
est noté Xg et l’ensemble des points non dominés est Yy .

Yy peut alternativement étre défini par Yy :={y €Y : (y —RP)NY = {y}}.

Définition 17 (Equivalence) Deux solutions admissibles x et x° € X sont dites équi-

valentes si z(x) = z(x).
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1.4.4 Caractérisation des solutions efficaces continues

Il peut arriver dans la programmation mathématique multicritere que I’ensemble des
solutions efficaces, qui est une partie de ’ensemble des solutions admissibles, soit tres
vaste et parfois infini comme dans le cas continu. Dans une telle situation, il est souvent
impossible d’énumérer toutes les solutions efficaces et méme lorsque c’est possible, il est
nécessaire d’aider le décideur a faire son choix parmi les solutions efficaces. La sélection
d’une solution efficace spécifique comme candidat de meilleur compromis nécessite donc
une certaine connaissance de la structure de préférence du décideur. Les méthodes pour
aider un décideur a faire son choix parmi les solutions efficaces peuvent étre classées par
catégorie selon la facon dont le décideur articule ou incorpore ses préférences.

Chaque modele de préférence est généralement explicité en fixant un certain nombre de

parametres. Citons brievement les parametres qui sont fréquemment utilisés.

1.4.4.1 Parametres de préférences

— Un vecteur (Aq, ..., A,) (les A, étant appelés coefficients d’importance des p fonctions
criteres ou parametres de préférence).

— Des vecteurs de performances ayant des significations particulieres, comme le point
de référence qui est défini par des niveaux d’aspiration (valeurs souhaitables) sur
chaque critere et le point de réserve qui est défini par des niveaux de réservation
(valeurs non souhaitables) sur chaque critere.

Nous présentons dans la prochaine section quelques types de fonctions scalarisantes.

1.4.4.2 Fonctions scalarisantes

Etant donné un ensemble de paramétres de préférence A = {(\1,...,\,) € RP} (les
Ak, étant appelés coefficients d’importance des p fonctions criteres), nous définissons une

fonction croissante des criteres et agrégeons les valeurs des criteres pour chaque solution :
s: RRxA — R
(z,0) = s(zA)

ou A € A C R? est le vecteur de parameétres choisi.

Les fonctions d’agrégation les plus employées sont décrites ci-dessous.

Caractérisation a ’aide de poids — La somme pondérée (largement utilisée en op-
timisation linéaire multi-objectifs ou le probleme (MOLP) (MOLP :Multiple
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Objective Linear Programming) peut se ramener & un probléme de program-

mation paramétrique dans le cas linéaire),

> s (Z,N) =30 Nz d P =1, i >0Vie{l,..p}
> so(Z,A) =20 A | 2 — % |
Z1, est la k°™° composante du point idéal.

So(Z, A) mesure la déviation qui sépare ’évaluation des propositions, qui sont

généralement des points efficaces ou faiblement efficaces, du point d’aspiration.

1.5 Résultats théoriques sur la caractérisation

Nous présentons quelques caractérisations qui permettent de tester l'efficacité d'une

solution réalisable d’un probleme multi-objectifs.

Théoreme 2 [27] et [72] Soit x* € X un vecteur décision donné et & un vecteur quel-
conque de X . Le vecteur x* est Pareto optimal pour le probleme multi-objectifs (1.6) si et

seulement st x* est une solution optimale du probleme auziliaire suivant

{ maz Y1, z(x)

s.c. v € X avec zi(x) < z(z) Vie{l,..,p}

Théoréeme 3 [9] Soit x* € X une solution réalisable arbitraire donnée et soit le probléme

mono-critére suivant :

{ mazr © =)0 €

1.7
s.c. v € X et zi(x) + € = z(2*) avec ¢, >0 Vi e {l,...p} (L7)

Le vecteur x* est Pareto optimal pour le probléme (1.6) si et seulement si la valeur
optimale de la fonction objectif © est nulle dans le probléme (1.7). Si pour une solution

optimale Tdu probléme (1.7), la valeur de © est non nulle alors & est Pareto optimal.

1.6 Optimisation linéaire multi-objectifs

— Probleme de programmation linéaire multi-objectifs est un probleme de program-
mation mathématique multi-objectifs avec : les objectifs Zj et les fonctions g; sont

linéaires .

28
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Probléeme 3

“optimiser” Zp =Crx, k=1,....p

1.8
t.q reX (1.8)

(MOLP) {

OuCeR'™ X ={zeR"/Ax <b,x >0}, Ac R™™ et b c R™!

— Dans ce travail, nous nous intéressons au probleme de programmation linéaire multi-
objectifs en nombres entiers (MOILP : Multiple Objective Integer Linear Programming)
défini par :

Probleme 4 Un probleme de programmation linéaire multi-objectifs en nombres

entiers peut étre formulé comme suit :

“optimiser” Zy =Cix, k=1,...p

(MOILP) { (1.9)

t.q reD

Ou D=X NZ", Z étant I’ensemble des nombres entiers relatifs.

Définition 18 (Face) Le sous-ensemble non vide F' du polyedre X est une face s’il existe
un polyédre L tel que F = LN X et X est tout entier situé dans un demi-espace fermé

délimité par L mais non inclus a L.

Définition 19 (p-facette) Soit F un sous-ensemble du polyedre X et L un hyperplan
de support de X. Alors F' est dit une " p-facette”de X si et seulement si L(\X = F et F
de dimension éqale a p. Les points extrémes sont des faces de dimension 0, les arétes de

X sont des faces de dimension 1.

Définition 20 (Face Efficace) . Une face F' de X est dite face efficace si tout x € F

est efficace.

1.6.1 Quelques résultats de base

Considérons le probleme (MOLP). L’ensemble X g représente son ensemble de solutions
efficaces et X \ X l'ensemble des solutions non efficaces.

Soit. A I'ensemble de tous les vecteurs A = ()\;);i = 1, ..., p définis par :

P
A={XeR> N=1)\>0i=1.,p}
i=1
Pour A € A, on définit le probleme (P,) par :

(P.) { mes iy A Zi() (1.10)
tq Z = (Zl(x>7 '”7ZP<'I))\ S Q/}(S)
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1.6. OPTIMISATION LINEAIRE MULTI-OBJECTIFS

qui consiste en la recherche d’un élément Z € 4(S) tel que AZ > A\Z pour tout Z € 1(S).
Classification des solutions efficaces et des points non dominés

Une méthode bien connue pour calculer des solutions efficaces consiste a résoudre des
problemes dont la fonction objectif est une somme pondérée des p objectifs initiaux.

Citons 'un des théorémes de base dans la recherche des solutions efficaces.

Théoréme 4 [37] Etant donné le probléme (Py), alors Z est un vecteur non dominé si

et seulement si Z est une solution optimale du probléme paramétrique (Py).
Définition 21 Les vecteurs A € RP sont appelés poids.

Les problemes (MOLP) et (MOILP) sont de nature différente, la différence est due au fait
que I’ensemble X est convexe par contre I’ensemble D n’est plus convexe, pour cette raison
le principe de Geoffrion qui permet de caractériser ’ensemble des solutions efficaces par la
résolution du probleme paramétrique (Py) n’est pas valable pour les problemes (MOILP),
car certaines solutions efficaces peuvent ne pas étre obtenues pour aucun \ > 0.

En effet cette méthode de calcul, populaire grace a sa simplicité de mise en ceuvre, a
conduit a la distinction des solutions efficaces et des points non dominés en deux catégo-
ries :

— les points non dominés supportés, se trouvant sur la frontiere de ’enveloppe convexe
de Yy . Les ensembles de points non dominés supportés et des solutions efficaces
supportées correspondantes sont notés Ysy et Xgg. Ces points sont obtenus par la
résolution de sommes pondérées.

— les points non dominés non supportés, constitués des points de Yy situés a l'intérieur
de son enveloppe convexe. Les ensembles de points non dominés non supportés et
des solutions efficaces non supportées correspondantes sont notés Yyy et Xyg .

Par ailleurs, on peut encore distinguer deux types de solutions parmi Xgg :

— les solutions efficaces supportées extréemes dont I'image se situe sur un sommet de
conv(Y'). Ces solutions forment Xgp1 et Ysn1 = 2(Xgg1) est Uensemble des points
non dominés supportés extrémes;

— les solutions efficaces supportées non extrémes dont I'image n’est pas sur un sommet
de conv(Y). Ces solutions forment Xggs et Yoo = 2(Xspo) est 'ensemble des points
non dominés supportés non extrémes.

Une représentation graphique des solutions supportées et non supportées est donnée dans
la figure 1.4 La principale difficulté réside dans la détermination des solutions non sup-

portées (c’est-a-dire celles qui ne sont pas sur la “frontiere efficace “mais sont situées dans
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z, -
] ‘_ : =
\ .
'
x
: B
#
&
el. ~, WX
Enveloppe convexe * |I|
. | BT 4
El Solution Pareto supportée <« Solution dominée

"/ Solution Pareto non supportée

FIGURE 1.4 — Représentation des différents types de solutions en bi-objectif

(]

F1GURE 1.5 — Exemple de I'importance des solutions non supportées
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la région colorée en noir dans la figure 1.6) puisqu’'on ne dispose pas de méthode algo-

rithmiquement simple pour les calculer, comme c’est le cas pour les solutions supportées.

» Zi

FIGURE 1.6 — Région des solutions efficaces non supportées.

1.6.2 Détection graphique de ’efficacité

Soit le probléme de programmation linéaire multi-objectifs en nombres entiers (MOILP).
Pour tester Defficacité en un point z* € D, , Steuer, 1986 [61] a introduit le concept d’en-

semble dominant qui est principalement basée sur la notion du cone.

Définition 22 (Cone) Soit V€ R*, V # 0, V est un Cone si et seulement si av € V
pour tout scalaire o > 0 et tout v € V. Le vecteur d’origine 0 € R™ appartient en chaque

Cone.

Définition 23 (Céne polaire) Soit V € R"™ un Céne. Le cone polaire non négatif de V
(noté V=) est le cone convere V= = {y € R" | y'v > 0, Yv € V}.
C’est-a-dire, tous les vecteurs de V= font un angle inférieur ou égal a 90° avec chaque

vecteur de V.

2 D
T L

Définition 24 (Céne semi-polaire positif) Soit V un cone convexe généré par vt v
Alors, le cone semi-polaire positif (noté V=) est le cone convezre V> = {y € R" | y'v' > 0,

pour tout i et y'v' > 0 pour au moins un i} U {Og, }.

Définition 25 (Générateurs) Considérons vy, vs, ..., v,, un ensemble de p vecteurs de

R™ et l’ensemble V tel que :
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p
V={veR"|v :Zaivi,ai > 0}
i=1
V est l’ensemble de toutes les combinaisons coniques a coefficients non négatifs des v,

i =1,...,p et est le cone conveze engendré par l'ensemble vy, va, ..., Vp.

Définition 26 (Ensemble dominant)

x* € D et C” le cone polaire semi positif du cone C généré par les gradients des p fonc-
tions objectifs i.e. : V> = {y € R" | c'y > 0, pour tout i et c'y > 0 pour au moins un i}
U {Og, }

On définit l'ensemble de dominance de x* noté ED,«, comme étant la somme des en-

sembles x* et C~ :
ED, =x*@C~
C’est a dire :
EDp={zeR" |z =a"+y,y e C7}

L’ensemble dominant E D« contient tous les points dont les vecteurs criteres dominent
le vecteur critére de x* € D. Notons que la somme des ensembles x*et C~ effectue une
translation du cone polaire semi positif de ['origine vers le point en question. Le théoreme

sutvant montre ['importance de cet ensemble dans la détection des solutions efficaces :

Théoreme 5 [61] Soit ED,- ’ensemble dominant en x* € D. Alors x* est efficace si et

seulement si : ED,~ N D = {z*}

Exemple 2 Considérons le programme linéaire bi-objectifs en nombres entiers suivant :

max (z1, —x; + 2)

t.q x4+ 229 <10
T1+ 22 <6 x1,719 €72y
T <4

(MOILP)

e Les solutions efficaces du programme (P) sont {(4,2), (3,3),(2,4), (1,4),(0,5)}. Par
exemple le point ' = (4, 2) est efficace car ED, ND = z, tandis que le point z*=

(1, 1) n’est pas efficace car ED,- N D # z*
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fgoint idéal

21

Point—lﬁdir

0 1 2 3 4 X4
F1GURE 1.7 — Espace de décision FIGURE 1.8 — Espace des criteres

0 1 4 5 AT

F1GURE 1.9 — Solutions supportées et non supportées

Deux solutions faiblement non dominées sont détectées, c’est les points (4,-4) et
(47_3)'
Les solutions efficaces supportées sont : {(4,2),(3,3),(2,4),(0,5)}. Une solution

efficace non supportée est détectée, c’est le point (1, 4).
Le point idéal est le point :2"= (4, 5).
Le point utopique ZY=2%+(1,1)=(5,6).

Le point nadir est le point de coordonnées : 2 = (0,-4).

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, les aspects fondamentaux concernant I’'optimisation ont été présentés

et illustrés par des exemples, a savoir I’optimisation mono-objectif et ’optimisation multi-
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objectifs, et plus particulierement la programmation linéaires multi-objectifs en variables

continues ou discretes.
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Méthodes de résolution des programmes

multi-objectifs

Apres avoir présenté, dans le chapitre précédant, les principales propriétés et définitions
liées aux problemes d’optimisation mono-objectif et multi-objectifs dans le cas continu et
discret, nous consacrons ce chapitre a la présentation des différentes méthodes exactes de
résolution de ces problemes. Nous nous étendons plus particulierement sur les méthodes

dédiées aux problemes multi-objectifs en nombres entiers.

2.1 Approches de résolution multi-objectifs

La résolution de problemes multi-objectifs releve de deux disciplines assez différentes.

En effet, résoudre un probleme multi-objectifs peut étre divisé en deux phases :

1. la recherche des solutions de meilleur compromis : c’est la phase d’optimisation

multi-objectifs.

2. le choix de la solution a retenir : c¢’est la tache du décideur qui, parmi ’ensemble
des solutions de compromis, doit extraire celle(s) qu’il utilisera. On parle alors ici

de décision multi-objectifs et cela fait appel a la théorie de la décision.
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Dans les différents travaux, nous rencontrons deux classifications différentes des approches
de résolution de problemes multi-objectifs. Le premier classement adopte un point de vue
décideur, les approches sont classées en fonction de I'usage que 'on désire en faire. Le
deuxieme classement adopte un point de vue concepteur, les approches sont triées de

leurs fagons de traiter les fonctions objectifs.

2.1.1 Classification d’un point de vue décideur

La résolution d'un probleme multi-objectifs menant a la détermination d’un ensemble
de solutions Pareto, il est nécessaire de faire intervenir ’humain (décideur), pour le choix
final de la solution a garder.

Ainsi, avant de se lancer dans la résolution d’un probleme multi-objectifs, il faut se poser
la question du type de méthode d’optimisation a utiliser. En effet, on peut répartir les
méthodes de résolution de problemes multi-objectifs en trois familles, et cela en fonction
du moment ou intervient le décideur. Ainsi nous pouvons trouver les familles suivantes :

— Les méthodes d’optimisation a priori : dans ce cas, le compromis que 1'on désire
faire entre les objectifs a été défini avant I'exécution de la méthode. Ainsi une seule
exécution permettra d’obtenir la solution recherchée. Cette approche est donc rapide,
mais il faut cependant prendre en compte le temps de modélisation du compromis
et la possibilité pour le décideur de ne pas étre satisfait de la solution trouvée et de
relancer la recherche avec un autre compromis.

— Les méthodes d’optimisation progressives : ici, le décideur intervient dans le pro-
cessus de recherche de solutions en répondant a différentes questions afin d’orienter
la recherche. Cette approche permet donc de bien prendre en compte les préférences
du décideur, mais nécessite sa présence tout au long du processus de recherche.

— Les méthodes d’optimisation a posteriori : dans cette troisieme famille de mé-
thodes, on cherche a fournir au décideur un ensemble de bonne solutions bien répar-
ties. Il peut ensuite, au regard de I’ensemble des solutions, sélectionner celle qui lui
semble la plus appropriée. Ainsi, il n’est plus nécessaire de modéliser les préférences
du décideur (ce qui peut s’avérer étre tres difficile), mais il faut en contre-partie
fournir un ensemble de solutions bien réparties, ce qui peut également étre diffi-
cile et requérir un temps de calcul important (mais ne nécessite pas la présence du
décideur).

Donc il existe deux types de comportement. Le premier et de ramener un probleme multi-
objectifs & un probleme mono critere au risque d’enlever toute signification au probleme.

Le second comportement est d’apporter des réponses au probléeme au prenant en compte
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I’ensemble mono-objectif. La différence entre ces deux communautés s’exprime dans le
schéma présenté en figure 2.1. Soit le décideur intervient dés le début de la définition du
probleme, en exprimant sa préférence, afin de transformer un probléme multi-objectifs en

un probléme mono critere. Soit le décideur effectue son choix dans I’ensemble des solutions

proposées par le solveur multi-objectifs.

2.1.2

Ce classement adopte un point de vue plus théorique articulé autour des notions
d’agrégation et d’optimum Pareto. Les approches utilisées pour la résolution de problemes

multi-objectifs peuvent étre classées en deux catégories [6]

Probleme
Multi-objectifs

Résolution
Multi-objectifs

Intervention
du décideur

’le demdeur choisit %m poids
CK)our chaque objecit et les
combine tous ensemble

nsemble de Probléeme

plusieurs

olutions Pareto Mono-objectif

, le décideur choisit une
Cksolutlon parmi 'ensemble dg

Qgolutions Pareto obtenues

Intervention
du décideur

SOLUTION
UNIQUE

FIGURE 2.1 — Schéma de résolution

Classification point de vue concepteur

les approches Pareto (figure 2.2).

1. Les approches non Pareto ne traitent pas le probleme comme un véritable probleme

multi-objectifs. Elles cherchent a ramener le probléeme initial & un ou plusieurs pro-

blemes mono-objectif.
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2. Les approches Pareto ne transforment pas les objectifs du probleme, ceux-ci sont

traités sans aucune distinction pendant la résolution.

Approches de résolution
L multiobjectif
I

I n 1
[ Approche non Pareto [ Approches Pareto ]

[ Approches scalaires J Approches non scalaires
Agrégation ]* [ Sélection parallele
| s-contrainfe ]— [S élection lexicographique

t But Programmé ]_

FIGURE 2.2 — classification d'un point de vue concepteur

2.1.2.1 Approches non Pareto

Les approches non Pareto sont classées en deux catégories : les approches scalaires,
qui transforment le probleme multi-objectifs en probleme mono-objectif et les approches
non scalaires, qui gardent I'approche multi-objectifs, mais en traitant séparément chacun
des objectifs.

> Les approches scalaires : Ces approches sont de type a priori, a 'origine, les
problemes multi-objectifs étaient transformés en problemes mono-objectif. Plusieurs ap-
proches différentes ont été mises au point pour transformer les problemes multi-objectifs
en problemes mono-objectif : les approches agrégées, programmation par but, et les ap-
proches e-contraintes,...etc.

a) Approche d’agrégation : c’est I'une des premiéres approches utilisée pour résoudre
les problemes multi-objectifs. Elle consiste a transformer un probléeme multi-objectifs en
un probleme mono-objectif, en définissant une fonction objectif unique comme étant la
somme pondérée des différentes fonctions objectifs du probleme initial.

Fonctions scalarisantes : '’ensemble des méthodes agrégées repose sur I’axiome suivant :

tout décideur essaye inconsciemment de maximiser une fonction d'utilité U

U= U(Zh 2y euey Zk)

p

oulU : RPXA—-R A={NeRP: Z Ak = 1, A > 0} qui agrege les valeurs des criteres
k=1

pour chaque solution (A C RP est I’ensemble des parametres choisi). Il est possible de dé-
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finir une fonction croissante dite fonction scalarisante, qui agrege les valeurs des criteres

pour chaque solution : U(Z,\) : R?P x A - R

Les fonctions d’utilités les plus employées sont :

e Somme pondérée des objectifs (particulierement utilisée dans le cas linéaire) :

P
Ui(ZN) = MZi, A€ A,
k=1
ou bien,

p
U2<Zu)‘> = Z/\k | Zy — lefd |7 AEA
k=1

Ou Zj4 est la k™ composante du point idéal

e Norme L, pondérée :

-

p =
US(Zy)\):|:Z)\k’Zk_Z]id|p:| ,)\EA,pEZ*_i_.
k=1

e Norme L., pondérée de Tcheb:ychev :

Ui Z,\) = max {)\k | Z, — Z“ } AEA.
e Norme composée (Tchebychev pondérée augmentée) :
P
Us(Z,2) = max (M | Zi = Zi (Y4 p 3 M | 2= 22 |, p > 0.

b) Programmation par but : Dans les approcheks:clle ce type, le décideur doit définir
des buts T; ou références qu’il désire atteindre pour chaque objectif z;. Ces valeurs sont
introduites dans la formulation du probleme, on le transformant en un probleme mono-
objectif. La nouvelle fonction objectif est modifiée de facon a minimiser les écarts entre
les résultats et les buts a atteindre.

c) Approches e-contraintes : Dans cette approche, le probléme consiste a optimiser
une seule fonction objectif z; sujette a des contraintes sur les autres fonctions objectif
(Convertir (p — 1) des p objectifs du probleme en contraintes).

Conclusion sur Les approches scalaires : Ces différentes approches de résolution
transforment un probleme d’optimisation multi-objectifs en un ou plusieurs problemes
a un seul objectif. Que ce soit sous la forme d'une somme pondérée, ou sous la forme
d’une distance a un but, cette transformation permet d’utiliser facilement les méthodes

d’optimisation issues de 'optimisation a un seul objectif. Mais ces méthodes ont aussi des
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inconvénients. Certaines ne peuvent traiter completement des probléemes non convexes et
sont donc tres sensibles a la forme du front Pareto. Les autres, bien que pouvant traiter
les problemes non convexes, restent quand méme sensibles a la forme du front Pareto.
Un autre inconvénient important est qu’il faille relancer plusieurs fois les algorithmes
de résolution avec des valeurs différentes pour certains parametres (vecteur de poids par
exemple) pour obtenir plusieurs points distincts de la surface de compromis. Ces méthodes
nécessitent aussi souvent une bonne connaissance du probleme a priori, notamment pour
fixer les vecteurs de poids ou les points de référence.

> Les approches non scalaires non Pareto : ces approches sont de type a poste-
riori qui ne transforment pas le probleme multi-objectifs en un probleme mono-objectif,
mais utilisent des opérateurs qui traitent séparément les différents objectifs, elles n'uti-
lisent non plus la notion de dominance Pareto : sélection parallele, sélection lexicogra-
phique.

b) Sélection lexicographique Cette approche, proposée par Fouran, 1985 [31], elles
classent les objectifs en fonction d’un ordre d’importance proposé par le décideur. Ensuite
I'optimum est obtenu en optimisant tout d’abord la fonction objectif la plus importante
puis la deuxieme en intégrant les valeurs obtenues comme contraintes pour la résolution
sur des objectifs moins prioritaire et ainsi de suite. La solution obtenue a I'étape k sera
la solution du probléme. Le risque essentiel de cette méthode est la grande importance
attribuée aux objectifs classés en premier. La meilleure solution trouvée pour 'objectif le
plus important va faire converger 1’algorithme vers une zone restreinte de I'espace d’état

et enfermer les points dans une niche.

2.1.2.2 Approches Pareto

Les approches Pareto utilisent directement la notion de dominance dans la sélection des
solutions générées. Le principal avantage de ces approches, c’est 'optimisation simultanée
d’objectifs contradictoires.

Maintenant que les caractéristiques ainsi les approches de résolution principales de
I'optimisation multi-objectifs ont été abordées, la suite de ce chapitre présente quelques
méthodes exactes de résolution des problemes d’optimisation linéaire mono-objectif et

multi-objectifs.
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2.2 Résolution d’un programme linéaire

La programmation linéaire uni-critere reste une source d’inspiration fondamentale pour
le développement de méthodes multi-objectifs, nous allons présenté ici quelque caracté-

ristiques de la solution optimale d’un PL, ainsi la méthode du simplexe.

2.2.1 Résultats de base

Théoréme 6 [57] I'ensemble des solutions réalisables d’un PL détermine dans [’espace

des décisions un ensemble appelé domaine réalisable qui est
(i) soit un ensemble vide;
(ii) soit un ensemble polyédrique non vide ;

(iii) soit un polyédre conveze.

Théoreme 7 [57] S’il existe au moins une solution optimale finie du PL, alors il existe

une solution optimale qui est un point extréme

2.2.1.1 La méthode du simplexe

L’algorithme du simplexe a été développer par George DANTZIG en 1947 et permet

de résoudre un programme linéaire sous forme standard.

Le principe de I'algorithme est de démarrer a partir d’une solution de base réalisable,
puis se déplacer d'un sommet du convexe vers un autre sommet, le déplacement permet
un changement de base et chaque itération de 'algorithme améliore la valeur la fonction
objectif.

On répete cette procédure jusqu’a ce qu’il ne soit plus possible d’améliorer la fonction
objectif. La derniere solution de base réalisable obtenue constitue la solution optimale au
programme linéaire.

L’importance de cet algorithme réside dans le fait qu’il permet :

— de détecter si la solution optimale est unique

— ¢’il existe des solutions optimales multiples

— de détecter qu’il n’existe pas de valeurs finies pour la fonction objectif

Concepts de base
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2.2. RESOLUTION D'UN PROGRAMME LINEAIRE

On considere le programme linéaire sous forme standard

maxr 4 = Czx
Ax =
T > 0

avec A d’ordre m x n, rang(A) =m.

Pour caractériser un sommet et reconnaitre son optimalité, il est nécessaire d’utiliser le
concept de solution de base pour le systeme Az = b. On s’impose que rang(A) = m pour
garantir que les équations ne soient pas redondantes.

Notations :

I : ensemble des indices des variables de base

J : ensemble des indices des variables hors base

xp : variables de base

ryp : variables hors base

Ap = (a;)ier : la matrice formée des m vecteurs de base

App = (a;)jes : la matrice des coefficients des variables hors base

Cp = (¢j)jer : les coeflicients économiques des variables de base

Cup = (¢j)jes : les coefficients économiques des variables hors base

A= [AByAHBL r = [LL’B,LL’HB].

Le programme linéaire devient :

max 4 = CB.TB + CHB~77HB
Aprp + Agprup = b
x>0, xyp >0

xp est une solution de base = xxgp =0= Agzp=0>b
Ap matrice inversible alors xg = Aélb

La solution de base correspondant a la base B du systeme Ax = b est
rp = Aglb, g — 0

On obtient une solution de base réalisable lorsque zg > 0, xg # Ogm
Résultat fondamental :

Toute solution de base réalisable du systéeme Ax = b est un sommet du polyedre convexe :
X={zxeR" Az =b, x > 0}.
Le polyedre convexe X, possede un nombre fini de points extrémes.
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2.2. RESOLUTION D'UN PROGRAMME LINEAIRE

Théoréme 8 [57] Soit X un polyédre convexe fermé et borné X = {x € R", Ax = b, x >
0}, ayant N points extrémes s1, Sa, ..., Sy, alors tout points dans X peut étre écrit sous la

forme d’une combinaison linéaire convexe des points (S;)1<i<n, ¢’est a dire

N N
Vee X,z =) Nsi, » =1 N>0Vi=1..,N
i=1 i=1
Théoreme 9 [57]
La fonction objectif d’un programme linéaire atteint son optimum en un point extréme
de ’ensemble des solutions réalisables X. De plus si la fonction Z atteint son optimum
en plusieurs points extrémes elle prend, cette méme valeur maximale en tout point com-

binaison linéaire convexe de ses points extrémes.

On considere le PL sous forme standard

maxr JZ= Czx
Az = b
T > 0

On peut construire a partir de A deux matrices Ag et Agp pour obtenir une solution de
base on annule (n — m) variables.

A partir d’une solution de base réalisable on peut obtenir une autre solution de base
réalisable qui améliore la valeur de Z en transformant une variable hors base (variable
entrante) et au méme temps une variable de base actuelle en une variable hors base
(variable sortante) en effectuent un changement de base, dans le cas ou il n’est pas possible

d’améliorer la valeur de Z la solution courante est optimale.

Remarque 4 1. Dans chaque changement de base le nombre de variables de base est

constant égal a m = rang(A).

2. Pour appliquer cette méthode il est impératif d’avoir une solution de base de départ.

Représentation de la méthode du simplexe par les tableaux
Pour simplifier et mieux organiser les calculs , on utilise une représentation des différents
systemes par des tableaux du simplexe.

on considere PL
maxr J =Cx

(P1) Az = b
T > 0
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2.2. RESOLUTION D'UN PROGRAMME LINEAIRE

en transforme le probléeme (P1) sous forme standard

z; >0 j=1mn
On suppose que les variables de base sont 1, ..., x,, et les variables hors base x,, .1, ..., T,
On pose :
by Q1;
Py = . , Pj= ) j=1.n
bm amj

m m
Z() = E CiT; et Zj = E A5 Cj
i=1 =1

ou a;; représente le coefficient de la j°™° variable dans la i®™° contrainte
On donne le premier tableau du simplexe
Base | Cg | Py | P . . . . . . . P, | Pnia .. . P,
1 cg |by |1 0 . .0 ) 0 a1 m+1 . aiy
0
1 0
10
T Cm | bb 1O O O . . . . 0 1 U m+1 .
Z; cyo.oo L Com | Zma1 ... Zy
V; o . . .. . 0 Cos1—2my1 - - . Cup—2z,

Les itérations du simplexe représente le passage d’'un tableau a un autre tableau avec

les critere suivants :

a) Critére d’entré : La variable hors base x; candidate a entrer dans la base est celle
qui possede le coefficient économique le plus élevé dans la fonction objectif c’est a
dire

¢ — 2z =max{V; =¢; — z; > 0}

jedJ
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2.2. RESOLUTION D'UN PROGRAMME LINEAIRE

b) Critére de sortie : La variable de base x, devait quitter la base est celle qui verifie

bs b; .
— =min{—,a; > 0,1 € I}.
a/<

aST mr

Le changement de base correspond a un renouvellement de tableau soient r et s les indices
des variables entrantes et sortantes, a;; 1’élément de la ™ ligne et j°™ colonne du tableau
k, agﬁ) I’élément pivot du tableau k&

On aura : ligne pivot

ay'V = ag fay).

et autre lignes
(k)

(k+1) _ (k) (k) iy

Enoncé de P’algorithme du simplexe

Les étapes de l'algorithme du simplexe se résume comme suit :
1. Mettre le PL sous forme standard ;
Recherche d’une solution de base réalisable de départ ;

Construire le premier tableau du simplexe ;

= W N

Tester V; < 0 Vj € {l..n}, si oui la solution courante est optimale aller 8 sinon

aller a 5;

5. Soit V, = max;c;{V; | V; > 0}, la variable z, entre en base
-tester si a;. < 0Ve = 1...n, si oui, le programme linéaire ne possede pas de solution
optimale finie(modéle non borné) aller a 8 sinon aller a 6

by _

Asr

6. On détermine la variable sortante x, par min{:—?, ay, > 0,i €1}

ou ag, est le pivot aller a 7;

7. Obtenir le nouveau tableau du simplexe, on divise la ligne pivot par le pivot, on

obtient les autres lignes du tableau en utilisant

(k)
k+1 k k) Qg .
agj >:a§j>_a§j) (k),zsés, jel, ...,n+1;

8. Terminer.
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2.3 Meéthodes de résolution d’un programme linéaire

en nombres entiers

Les méthodes de résolution de probleme ILP ! & la fois tres différentes et plus complexes
que celles de PL en variables continues qui cependant souvent utilisées comme sous-
programimes.

Dans I'évolution de la programmation linéaire en variables entieres ou mixtes, il existe
trois étapes successives :

— les méthodes de coupure furent les premieres a étre proposées, suite principalement

aux travaux de R.E. Gomory en 1958 ;

— cette premiere approche fut ensuite supplantée au début des années 60 par celle
du “Branch and Bound”ou procédure par séparation et évaluation. La notion de
relaxation d’un probleme joue un role essentiel dans ce type méthode

— l'approche des méthodes de coupure connut vingt ans plus tard une seconde jeunesse
dans le cadre de la théorie polyédrale avec la notion d’inégalités valides.

Ce domaine est bien sur traité avec plus de détail dans les ouvrage spécialisés, en parti-

culier dans [75, 60] et [49].

Soit a résoudre le programme linéaire en nombres entiers suivant :

mar 4 = Cx
(ILP) (2.1)
t.q ze€D,D=XNN"

Dont le probleme relaxé est : (LP)Max{Z = Cz | x € X}.

Définition 27 (Inégalité valide pour un probleme (ILP)) Une inégalité ax > o
ou ax < ap avec o vecteur ligne (1 x n) et ag une constante, est dite inégalité valide pour

D si elle est vérifiée par tout point de D.

Une telle inégalité est donc une contraintes qui définit un demi-espace fermé contenant

entierement D.

Coupe fractionnaire de Gomory [38]

1. ILP :Integer Linear Program
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Définition 28 Soit o un scalaire quelconque, on désigne par :

— |a] le plus grand entier inférieur ou égal a a;
— [a] le plus petit entier supérieur ou égal a o ;

- (a)y =a—|a.

() est appelée la partie fractionnaire de « et || sa partie entiére.

Génération de la coupe de Gomory :
Soit le tableau optimal issu de la résolution de (LP) par la méthode du simplexe ou la
solution optimale est supposée non entiere (voir tab2.1). Sans perte de généralités, on
suppose qu’a Uoptimum, il y a un total de (m + n) variables ot m représente le nombre
de variables de base notées x;, (i = 1,m) et n représente le nombre de variables hors base

notées y; , (j = 1,n).

xg | A=B1A| b= B"1%

—Z|lé=c—mA| z—cgB™ '

TABLE 2.1 — Tableau optimal associé a la base B.

Ou :
7 =cgB~! : est dit vecteur multiplicateur relatif & la base B.
¢ =c—mA : est dit vecteur cout réduit relatif a la base B, avec ¢g = 0.
Dans cette méthode, le programme linéaire (LP) est résolu en premiere étape en utilisant

la méthode du simplexe. A 'optimum on a les conditions :

1

(@
IA

0
0

S
Vv

2

qui sont vérifiées. Si de plus :

3. best entier, alors la solution optimale de (LP) est aussi optimale pour (ILP). Sinon,
une ou plus des variables de base soumises a l'intégrité sont a valeurs fractionnaires.
L’idée principale de 'algorithme de Gomory [38] est de maintenir les conditions (1) et (2)
satisfaites et de rajouter des contraintes dites coupes de Gomory [38] une par une jusqu’a

ce que la troisieme condition soit vérifiée. A partir du tableau optimal, choisir une variable

48



2.3. METHODES DE RESOLUTION D’'UN PROGRAMME LINEAIRE EN
NOMBRES ENTIERS

de base dont la valeur est fractionnaire, soit z;. La ¢™¢ équation du tableau est donnée

par :

n
j=1
ou : a;; : est un élément de la matrice optimale des contraintes A

En décomposant chaque coefficient en la somme de sa partie entiere et de sa partie

fractionnaire, on obtient :

%*Z yj+z L ly; = (bi) + |bi]

Puisque 0 < (a;;) < 1, ceci implique :

T; + ZL%’J%‘ < (bi) + | bs)

Or le membre gauche est entier et 0 < (I;z> < 1. Par conséquent cette derniere équation

implique :

T +Z Laij)y; < Lbi)

et en soustrayant cette derniere inéquation de (2.2), on obtient :

n

> i)y > (b (2.3)
j=1
qui est bien valide. De plus (2.3) n’est pas satisfaite par la solution optimale de (LP),
donc (2.3) est bien une coupe. En ajoutant une variable d’écart = a (2.3), on obtient la

coupe de Gomory définie par

s = Y lag)y; = —(bi). (2.4)

j=1
Une fois la coupe est générée, les coefficients de (2.4) sont insérés dans une nouvelle ligne
du tableau (2.1).

Pour ce nouveau programme, la condition (1) est toujours satisfaite mais pas la condi-

tion (2). On effectue donc une ou plusieurs itérations de 'algorithme dual du simplexe,
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jusqu’a ce que la condition (2) soit satisfaite. Si b est entier, la solution courante est op-
timale pour (ILP), sinon on recommence le processus. Aprés un nombre fini d’itérations,

ou bien on obtient une solution optimale entiere, ou bien le probleme devient impossible.

Méthode "Branch and Bound™

Le principe de cette méthode est de découper (branch) 'espace initial de recherche en do-
maines de plus en plus restreints afin d’isoler 'optimum global (principe de séparation).
L’algorithme de recherche forme ainsi un arbre (voir la figure 2.3) dont chaque nceud
représente une partie de I'espace. Ensuite chaque noeud est évalué de fagon a déterminer
sa borne (bound) inférieure? en fonction d’un critere d’évaluation. Si cette borne n’est
pas meilleure que la solution courante alors la recherche sur ce noeud est stoppée, sinon
la séparation continue.

L’efficacité de cette technique dépend essentiellement du choix des criteres de séparation
et d’évaluation. Un bon choix permettra a 1’algorithme de réduire I’arbre de recherche en
évitant la construction de certaines branches. Dans le pire des cas, un mauvais choix peut
amener ’algorithme a explorer tout l'espace de recherche. Lutilisation de cette méthode
reste limitée a des espaces de petites dimensions.

Cette méthode est essentiellement utilisée sur des problemes discrets. Couplée avec une
méthode d’analyse d’intervalle [48] elle peut étre également utilisée dans le cadre de pro-
blemes continus avec 'avantage de ne pas exiger la continuité de la fonction et d’éviter

que la propagation d’erreurs numériques empéche la validation d’une solution.

|

FIGURE 2.3 — Arbre de "Branch and Bound™®

S1

Sy

2. Inférieure dans le cas d’une minimisation, supérieure dans le cas d’une maximisation.
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2.4 Meéthodes exactes pour la résolution des problemes

MOLP

De nombreuses extensions de ’algorithme du simplexe ont été proposées pour résoudre
les problemes multi-objectifs parmi lesquelles on cite : Philip, 1972[51] ; Zeleny, 1974 [77];
Gal, 1977 [36] ; Isermann, 1977 [41]; Philip, 1977 [52] ; Eker et Kouada, 1975 [27]; Steuer,
1986 [61]; Armand et Malivert, 1991 [5] et Trijbsch et al 1975 [69]. Tous ces algorithmes
ont pour principe d’énumérer toutes les solutions de base efficaces. Un de leur principaux
défauts provient de la nécessité d’énumérer plusieurs fois une méme solution si le probleme
est dégénéré, ce qui est un phénomene courant. D’autres méthodes s’appuient sur le fait
que ’ensemble réalisable Y est souvent bien plus petit que ’ensemble admissible X en
terme de dimensions et accomplissent donc leur recherche dans 'espace des objectifs citons
par exemple Dauer et Fosnaugh, 1995 [23]; Dauer et saleh, 1990 [20]; Dauer, 1993 [22];
Dauer et Gallagher, 1996 [21] et Benson, 1998 [10, 11, 12]. En se basant sur un espace
plus petit (en terme de dimensions), ces méthodes ne sont pas affectées par les problemes

de dégénérescence ou d’énumération de solutions équivalentes.

2.4.1 Simplexe multi-objectifs

Une premiere méthode de résolution des MOLP consiste en une extension de 1’algo-
rithme du simplexe servant a résoudre les problemes mono-objectifs.

Elle repose sur des notions d’adjacence entre les solutions. Soit G = (V, A) le graphe
d’adjacence d'un MOLP dont les sommets sont les solutions de base efficaces et les arétes
représentent les pivots permettant de passer d’une solution de base a une autre. Isermann,
1977 [41] a montré que ce graphe est connexe, ce qui signifie qu’il est possible de passer
d’une solution efficace a toute autre solution efficace en n’effectuant que des pivots passant
par d’autres solutions efficaces.

Cette méthode de simplexe multi-objectifs est décrite dans [26] et permet d’obtenir toutes
les solutions efficaces extrémes et, de facon implicite, toutes les faces efficaces de R" et

toutes les faces non dominées de RP.
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2.5 Meéthodes exactes pour la résolution des problemes

MOILP

Sur les dernieres décennies, plusieurs méthodes ont été développées pour résoudre des
problemes MOILP(MOILP défini dans la page 29), dans le sens de trouver ’ensemble
des solutions efficaces entieres, ou au moins une partie considérable, comme certaines
méthodes nécessite la présence du décideur (DM)(les méthodes interactives), dont elles
génere un sous ensemble de solutions efficaces et d’autres méthodes sans l'intervention du
décideur énumerent toutes les solutions efficaces. En général les approches de résolution
peuvent étre classées comme exactes ou heuristiques relativement au concept utilisé. Pour
les concepts employés dans les algorithmes exacts sont d’une nature diverse, y compris
la programmation dynamique (Villarreal at Karwan, 1981 [70]), “Branch and Bound"(
Marcotte et Soland, 1986[47] ; Ramesh et al, 1989 [56]), méthodes séquentielles ( Klein et
Hannan, 1982 [45] ; Sylva et Crema, 2004, 2007 [63, 64]), directions de référence (Karaiva-
nova et all, 1995 [43]) ; les normes pondérées ( Eswaran et al., 1995 [28]; Steuer et Choo,
1983 [62]) ; La somme pondérée avec 'ajout des contraintes ( Chalmet et al., 1981 [19];
Ferreira et al., 1994 [30]) ; et la programmation en 0-1 Bitran, 1977 [13]. Un état de l'art
de méthodes interactives publiées jusqu’a 2007 est présenté dans [2].

De la méme fagon que dans le contexte mono-objectif, les programmes multi-objectifs
en variables entieres ou mixtes nécessitent d’énumérer des solutions admissibles. Le cadre
de cette these étant les programmes non convexes, nous précisons des maintenant notre
propos aux problemes dont les variables sont discretes. Dans la suite de ce chapitre,
nous nous étendons plus particulierement sur les deux méthodes de résolution a savoir
I’algorithme multi-objectifs de Sylva et Crima et la méthode D. Klein et E. Hannan, car
ces deux méthodes et la méthode de Steuer et Choo (méthodes basée sur un point de
référence), qui sera présentée dans le dernier chapitre, sont centrales dans la proposition

algorithmique de la these.

2.5.1 Méthode de D. Klein et E. Hannan :

La technique proposée par Klein et Hannan [45] peut étre utilisée aussi bien pour
identifier ’ensemble de toutes les solutions efficaces que pour en caractériser une par-
tie seulement. Elle consiste a résoudre progressivement une séquence de programmes li-
néaires mono-objectif en nombres entiers avec des contraintes ajoutées a chaque étape.

Les contraintes supplémentaires éliminent les solutions efficaces déja trouvées, et font en
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sorte que les nouvelles solutions générées soient efficaces.

Algorithm 1: L’algorithme de D. Klein et E. Hannan

Etapel : Résoudre le probleme (P;) défini comme suit(L’indice 7 est pris

arbitrairement dans {1,...,p}) :
(P) : Max{Z' = c'z : v € D}

Cas 1. Si la solution optimale de (P), soit !, est unique alors elle est efficace

pour (P).

Cas 2. Sinon, déterminer toutes les solutions alternatives a x! et par comparaison
deux a deux des vecteurs critere associés, garder uniquement celles qui sont

efficaces pour construire 'ensemble Xgg(P;) des solutions efficaces générées a
I’étape 1.

Etape générale j : A T'étape j, soit le probleme (P;) & résoudre, il est défini

comme suit :

mar  Z; = C'x
(PJ) t.q x€D 25)
Necr (VI (€ = Oy + €)

Avec 0 < € <1 et Ty (k=1,...,r) les points efficaces obtenus aux étapes
Lo j—1.

Si Xgg(P;) est I'ensemble des solutions efficaces obtenues a I'étape j et
Y7 I’ensemble des points efficaces accumulés a la fin de 1'étape j, alors

Y =YI ' Xgp(P;) pour j > 2 avec Y! = Xgp(P1).

Etape finale : La procédure s’arréte lorsque le probleme (P;) est irréalisable.

2.5.2 Meéthode de Sylva et Crema (2004)

L’algorithme de Sylva et Crema génere tout les vecteurs non dominées, initialement
I’algorithme sélectionne un vecteur poids positive A > 0. I'algorithme s’arréte si le pro-

bleme (MOILP)) (défini dans la proposition 1) est irréalisable c’est-a-dire le probleme
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n’a aucune solution efficace. Sinon le modele (M OILP,) est mis a jour par l'ajout de p
variables binaires et (p + 1) contraintes qui réduit le domaine réalisable par la solution
non dominée obtenue par (MOILP,). Si on a [ solutions non dominées, alors on résout

le (MOILPyg)) pour trouver (I + 1) solution non dominée.

Proposition 1 [63] Soient x*, 22, ..., 2! des solutions efficaces du probléme MOILP. Po-
sons Dy = {x € Z"|C*x < C*x® Vs = 1,...,1}. Si 2* est une solution optimale pour le

probleme mono objectif :

Maz >0_ MCFa

tg xe€(D Ulsz1 Dy)

pour certaines valeurs du vecteur A € RP A > 0, alors x* est une solution efficace pour le
probleme MOILP.

(MOILPy\q) {

Proposition 2 [63] Soient x*, 22, ..., 2! des solutions efficaces du probléme MOILP. Po-
sons D, = {x € Z"|C*x < CFx%,Vs = 1,...,1}. Si x* solution efficace pour le probléme :

Maz C*zx
(Pl){ tg  we(DU. D) 20

alors x* est une solution efficace pour le probleme MOILP . De plus, si le probléeme
(2.6) est irréalisable, alors {(C*x®)._,} est I'ensemble de toutes les solutions non dominées
du probleme MOILP.

A la fin, on obtient I’ensemble de toutes les solutions efficaces ou seulement une partie

qui intéresse le décideur.

Pour les problemes de grande taille, la détermination de ’ensemble de toutes les so-
lutions non dominées devient tres couteuse en terme de temps de calcul. Pour cela, une
étape d’interaction avec le décideur peut étre intéressante de l'intégrer a la procédure.
Cette étape a pour objectif d’éliminer des solutions efficaces que le décideur juge insatis-

faisantes. Dans ce cas le probleme (P;) devient :

Max L
tq reD
Crz > (C*a® + fi)yp — Mi(1 - y})
Py >1 yp €{0,1} powrk =1,...,p, s=1,...,1

(Pat1))

Ou f;, représente 'amélioration minimale dans la i®™¢ fonction objectif fixée par le

décideur, fp > 1 (entier).
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Algorithm 2: Algorithme de la méthode de Sylva et Crema

Etapel : Apres avoir fixé le vecteur poids A = (A1, Ag, ..., Ap) a des valeurs
strictement positives et [ = 1, la premiere étape de 'algorithme consiste

en la résolution du probleme :

p
(P) - Max{z MCFx|z € D}.
k=1
Deux cas se présentent :

Cas 1. Si (P) n’admet pas de solutions, alors le probleme MOILP 'est aussi.

Cas 2. Sinon, une solution z' est trouvée et elle est efficace.

Ensuite, une suite de programmes linéaires en nombres entiers augmentés par

certaines contraintes sont résolus progressivement.

Apres k étapes du processus :

Cas 1. Si (P) est irréalisable, alors 'algorithme prend fin.

Cas 2. Sinon, une nouvelle solution efficace, soit x!, est trouvée et le nouveau
probléme (P, 1) est défini a partir de (P,) en lui éliminant toutes les solutions
vérifiant C*z < C*z!,Vk = 1,...,p. Ceci peut étre traduit par le rajout des

contraintes suivantes :

Cky > (C*al + 1)yt — My(1—4t), k=1,..,p
he Uk > 1, gk € {0,1}, k=1,..p

Ou — M, est la borne inférieure pour les valeurs réalisables de la £™¢ fonction
objectif (Par exemple, dans le cas ou la matrice des criteres C' est positive, My

peut étre fixée a 0 pour tout k).

Etape générale (I + 1) : Résoudre le probleme (Ppy;)

Max > r_, \MiCFa
tq reD
Crz > (Chz® + Dy — Mi(1 — )
Py >1 yp €{0,1} powrk =1,....p, s=1,...,1

(Pry1)

Etape finale n : La procédure continue jusqu’a ce que le probleme (P,) devient

irréalisable.
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2.5. METHODES EXACTES POUR LA RESOLUTION DES PROBLEMES MOILP

2.5.2.1 Exemple didactique :

Nous illustrons le fonctionnement de 1’algorithme sur un exemple numérique.

Exemple 3 Soit le probléme linéaire en nombres entiers a deux objectifs (BOILP) sui-

vant :
.

max zp
max 29
(
—21’1
41‘1
T

—31’1

Ty

\ \

= x1 + 329
= =371 — T2
+ dxy <23
+ 2, <31 (27)
— xzy <4
— 3z < -8
— X9 < =8
, Ty €17

I’espaces de décision et celui des criteres sont représentés dans la figure 2.4 On pose —M; =

2
T 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Vany
A\

Fn Fan Fan D D oD o
N4 N4 N4 A\ N A\ A\
1 2 3 4 5 6 7

FIGURE 2.4 — Représentation graphiques des espaces de décision et des criteres de

I'exemple 3.

,21

0, —My = —28, les bornes inférieures des fonctions objectifs 7y, f = 1Vket A = (1,1). La

fonction scalarisante est donnée par : zy = NCx = 1(x1+322)+1(—3x1 —22) = —221 4215

o6



2.5. METHODES EXACTES POUR LA RESOLUTION DES PROBLEMES MOILP

soit )

max 2, = —2r; + 219

p
—21‘1 + 51‘2 S 23
4, 4+ x5 <31

(PO) ry — X2 <4 (28)
Dy

—rT — 3.732 S —8
—31‘1 — X9 S —8
\ \ xrr o, To € Z+

On résout le probleme (Pp) et on obtient z! = (1,5) de valeur Zy(P,) = 8. Donc z' est
une solution efficace du probleme (P) correspondant au vecteur non dominé (16, —8)(voir

le point encerclé , qui correspond a la solution efficaces, dans la figure 2.5) Le deuxieme

T2
Q7
D6
P>
D4
@ 3
@ 2
D1
B R - 0 B
1 ) > 5 1 5 6 . T
FIGURE 2.5 — Solution optimale de (Fp).
probleme a résoudre est :
( max 2y, = —2r; + 214

(x1 , x2) € Dy

r1 + 3wz = (164 1)y —0(1 —y;)
Diq =3, — x> (=8+1)ys —28(1 —y3)
yi + oy =1

\ L ou o oy €{0,1}
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2.5. METHODES EXACTES POUR LA RESOLUTION DES PROBLEMES MOILP

La résolution de (P;) donne x1 = 2,25 = 5,91 = 1,y3 = 0 avec valeur optimale Z,(P;) =

6. Donc, 2 = (2,5)" est un autre point efficaces correspondant au couple non dominé

(17, —11), (le point z? encerclée voir la figure 2.7) Le troisieme probléme a résoudre est :

X2

3z +xo > 17

Vany
A2

D,

(

- @

(71
T
—31‘1

2
Y1
2

v @

+

)

5 4 s s 1 T
FIGURE 2.6 — Solution optimale de (Py).

max 2y, = —2x1 + 229

IQ) c D
Z (17 + 1) 0(1 - y%) (2‘10)

x2 > (=114 1)y3 — 28(1 — 3)
yg >1
y2 S {07 1}

\

Une solution optimale de (P,) est 2° =

\

Y1

(4,6),y1 = y? =1 et y3 = y5 = 0 correspondant

a Z\(Py) = 4 et le couple non dominé (22, —18)’

On ajoute les cing contraintes au domaine Dy et on résout le probleme :

;

(

(71
T

—31’1

y3

Y3

max 2y, = —2x1 + 2x9

Ty) € Dy

3wy > (22+ 1)y! — 0(1 — y7)
x> (=18 + 1)ys — 28(1 —y3)
yy  >1

ys {01}

(2.11)

58



2.5. METHODES EXACTES POUR LA RESOLUTION DES PROBLEMES MOILP

X2

3x1 + x2 > 18

15
- @

v @

© O
o)
o O
> ®
O

1

FIGURE 2.7 — Solution optimale de (), z* est la solution optimale.

La solution optimale de (P3) est z!

(B35 yt =yt =y =0etyy =uys =93 =1

avec Z(Ps) = 4. Le couple non dominé est (18, —14)". On définit le cinquieme probleme

comme suit :

4
(Il

X1

D4 —31’1

yt
h

\ \

)

_|_

+

)

max 2y, = —271 + 2x9
Ty) € Dy
3w, > (18 + 1)yt — 0(1 — y?) (2.12)
vy > (—14+ 1)ys — 28(1 — y3)
v =1
v, €101}

La solution optimale de (P;) est 2% = (6,7)" correspondant & Z(P5) = 2 et le couple non

dominé (27, —25)'

Le processus continue de la méme maniere jusqu’a ce que le domaine d’admissibilité de-

vient vide. I’algorithme s’arréte et donne I’ensemble des solutions efficaces ainsi ’ensemble

de solutions non dominés qui leurs correspondants. Ces ensembles sont donnés dans le ta-

bleau 2.2. la représentation graphique des points efficaces(supportés et non supportés)

ainsi leurs images dans ’espace des criteres est donnée dans la figure 4.3
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2.6. CONCLUSION

Solutions efficaces

Solutions non dominées

(1,5)
(16,-8)

(2,5)
(17,-11)

(3,5)
(18,-14)

(4,5)
(19,-17)

(4,6)
(22,-18)

(5,6)
(23,-21)

(6,7)
(27,-25)

(6,6)
(24,-24)

TABLE 2.2 — Ensemble des solutions efficaces/non dominées de 'exemple 3

14 16 18 20 22 24

-~ ®
S
w @

- @
o @

o @

~®

1

1

FIGURE 2.8 — Ensemble des solutions efficaces/non dominés de I'exemple 3.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre et en premier temps, nous avons présenté les principales approches de

résolution de problemes multi-objectifs. Puis quelques méthodes exactes de résolution de
probleme MOILP ont été présentées, a savoir la méthode de D. Klein et E. Hannan(1982)

et la méthode de Sylva et Crima (2004)[63], ces derniéres utilisent, dans leur processus de

résolution, une technique de coupe (d’ajout des contraintes) pour éliminer les solutions

dominées ainsi d’éviter les solutions non dominées déja trouvées. Dans le chapitre suivant,

nous allons présentés un état de I'art des méthodes de résolution de probleme d’optimi-

sation d’une fonction linéaire sur 'ensemble de solutions efficaces continu et discret du

MOLP.
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Optimisation d'une fonction linéaire sur

’ensemble efficace

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats de base sur l'optimisation d’un
critere linéiare sur ’ensemble des solutions efficaces d’un probleme linéaire multi-objectifs
en variables continues et discretes. Quelques algorithmes connus dans le cas continu et
discret sont alors décris, [76] pour le cas continu, celui de Abbas et Chaabane, 2006 [1] et
celui de Jorge, 2009 [42] et Chaabane et Pirlot, 2010 [17] pour le cas discret.

3.1 Optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble

efficace continu

3.1.1 Introduction

Depuis une trentaine d’années, le domaine de ’optimisation multi-objectifs connait une
évolution substantielle. Cette évolution a impliqué un développement de plusieurs tech-
niques, ce qui est percu comme une richesse incontestable de ce domaine. Les problemes de

programmation mathématique a objectifs multiples, consiste a optimiser simultanément
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plusieurs criteres non comparables sur un ensemble de solutions réalisables non vide. le
concept de points efficaces noté Xg joue un role important dans I’analyse et la résolution

de ces problemes.

Dans certaines situations, les décideurs n’ont pas besoin de ’ensemble des solutions
efficaces d'un probleme de programmation multi-objectifs mais uniquement de solutions
efficaces qui réalisent 'optimum d’un objectif différent des objectifs déja fixés. Ceci nous
mene vers la recherche de la solution optimale d'un critere sur l’ensemble de solutions
efficaces du probleme multi-objectifs.

Rappelons que un probleme linéaire multi-objectifs peut étre formulé comme suit

T
max ¢; i=1,...,p (3.1)

avec ¢; € R"\ {0} pouri=1,...,p,
X ={zeR": Az < b,z > 0}. (3.2)

A est une matrice de dimension m x n et b € R™

On note par C' la n x p matrice, et X I'ensemble réalisable de probleme (3.1), Notons par
Xg 'ensemble des solutions efficaces du probleme 3.1.

L’une les plus importante et intéressante approche en optimisation multicritere est consi-

dérée comme suit :

max{f(z):z € Xg}, (3.3)

avec f une fonction réelle. Sous les hypothese que X est non vide, alors Xg est non

vide, et supposons que f(x) est une fonction linéaire qui peut étre définit comme suit
f(x) = ¢ = d'z. Le probléeme (3.3) devient

(Pg) :max{¢p =d'z:x € Xg},

Notons que I'ensemble des solutions efficaces Xg est en général non convexe. Le pro-
bleme (IPg) rentre alors dans le cadre de 'optimisation global (ou la programmation non

convexe).

3.1.2 Notations et résultats de base

— RRP désigne I'ensemble des vecteurs colonnes réels d’ordre p
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- RE ={zeRP;z >0}, RE, ={z € RP;z > 0};
— R, désigne I'ensemble des vecteurs lignes réels d’ordre p
-~ Ry ={reR,,z>0},Rysy ={r € R,,z >0}

— e est le vecteur ligne de composantes égales a 1

— 1 est le vecteur colonne de composantes égales a 1

— X, désigne 'ensemble des sommets ou point extrémes du polyedre X ;
— X, : I'ensemble des solutions faiblement efficaces de (MOLP);

— Y : Pensemble des points faiblement non dominés de (MOLP);

Définition 29 — Rappelons que l'ensemble Y = CX ={y e RP;y =Cx |z € X} est
appelé l'itmage de X ;
~ L'ensemble Y= =Y + R? = {y € R?;y < Cx | x € X} est appelé partie inférieure
deY ;
~ Lensemble Y=< =Y +RY_ ={y e RP;y < Cx | x € X} est appelé partie inférieure

strictement de Y ;

Définition 30 Pour A € R, | et x € X, la fonction définie par gx(z) = maz{\Cx'|x" €
X; 02" > Cax} — A\Cx est appelé “fonction lacune”

Remarque 5 Soit € X. x € Xg si et seulement si g\(x) = 0, et de plus un point T

qui résout max{\Cx'|2" € X;Cx’ > Cxa} appartient o Xp.
Lemme 1 Si Cxz = Cx’ alors gx(x) = gr(2').

Le théoreme suivant rappelle quelques caractérisation bien connues de I’ensemble des

solutions efficaces X du probleme linéaire multi-objectifs (MOLP).

Théoréme 10 [76]

Xp={z|xze X :INeR, 14 tel que \Cx > \Ca',Va' € X'}
={z|ze X :Ax € R" tel que Cx' >0,Cx’ #0,Ax’ < b,z; >0 pour i avec z;, =0}
={zr|reX: 3\ pv) Ryt xRy, x Ry tel que \C' — pA+v =0}
={z|ze X 3\ u) €eRyiy xR, tel que N\C' — pA < 0;\Cx — ub =0}
={z ]z eX:g\(x) =0}

Considérons le probleme paramétrique (P())) suivant :

(P(A) {max AXCz|s.c x€ X} (3.4)
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La deuxieme propriété du théoreme 10 montre que toute solution efficace de I’ensemble

E est une solution optimale du probleme paramétrique (PA) pour tout A € A tel que :
A={ eR, ; tel que e\ =1}.

Soit x = (zp,xy) une solution de base réalisable de X ; A = [B, N] et C' = [Cp, Cn]
sont respectivement des partitions de A et C' qui correspondent respectivement aux parties

basique et non basique de .

Lemme 2 .

1. Soit x = (xp,xy) = [B7'b,0] une solution de base réalisable de X, r € Xg si et
seulement si A (Cy — CyB™'N)—vgB™'N < 0 pour un certain A € A et vg € R,

avec vgxg = 0

2. Siz = (xp,xy) = [B7'b,0] une solution de base réalisable de X non dégénérée la
propriété (1) de théoréme (10) est équivalente a X\ (Cy — CxyB™'N) < 0 pour un
certain A € A.

3. Soient ¢ et 27 deux colonnes respectivement de Cy et N correspondant a une va-
riable hors base x;. Si A(Cy — CyB™'N) < 0 et A(¢/ — CyB™ta?) = 0 pour un

certain A € A. Alors l'aréte obtenue par x; est efficace.

Le probleme (Pg) de 'optimisation d’une fonction ¢ sur I'ensemble des solutions effi-
caces X de probleme (MOLP) a été étudier pour la la premiere fois en 1972 par Philip
[51], qui a décrit un algorithme basé sur le déplacement sur les sommets efficaces adjacents
dans le cas ou la fonction a optimiser est linéaire. Depuis, un bon nombre de chercheurs
notamment dans le cas continu ont suivi cette voie. Plusieurs méthodes ont été dévelop-
pées ou plusieurs formulations équivalentes au probleme (Pg) ont été proposées. Il existe
dans la literature une diversité d’algorithmes pour résoudre ce probleme. Yamamoto, 2002
[76] a classifié ces méthodes en différentes catégories a savoir :

— les algorithmes de recherche de sommets adjacents;

— les algorithmes de recherche de sommets non adjacents;

— les algorithmes basés sur la méthode de "branch and bound”;

— les algorithmes basés sur la méthode de relaxation Lagrangienne ;

— les algorithmes basés sur la méthode duale;

— les algorithmes basés sur la bissection.

Nous présentons dans cette section quelques algorithmes, nous nous ne discutons pas
leurs avantages et inconvénients parce que nous ne possédons pas assez d’expériences

informatique pour les évaluer.
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3.1.3 Algorithmes de recherche des sommets adjacents

Les algorithmes proposés par Philip, 1972 [51]; Ecker et Song, 1994 [25]; Fulop, 1994
[35] concernent le cas ou la fonction objectif ¢ du probleme (Pg) est linéaire. Ceux proposés
par Bolintinenu, 1993 [14] et Yamamoto, 2002 [76] optimisent une fonction quasi-convexe
sur I’ensemble X . Tous ces algorithmes sont basés sur deux techniques : se déplacer d'un
sommet efficace a un sommet adjacent efficace par I'intermédiaire d’une aréte efficace avec
une grande valeur de la fonction ¢, la deuxieme technique consiste a isoler par des coupes
les parties de X ou la fonction ¢ prend des valeurs plus petites.

Nous allons présentés ici la méthode de Yamamoto, 2002 [76] pour optimiser une fonction

¢ quasi-convexe sur I'ensemble des solutions efficaces £ de (MOLP).

3.1.4 La méthode de Yamamoto, 2002[76]

Notons par H = {z € R" | ax = a} 'hyperplan déterminé par les deux demi-espaces
Hi={zxeR"|axr>a}let H  ={z €R" |ax < a}; Hy, et H__ sont respectivement
leurs intérieures.

Soit X, 'ensemble des points extrémes (sommets) du polyedre X. Pour z, 2’ € X, [z, 2]
dénote l'aréte qui relie z et 2’. Pour z € X, N Xg, on note par Ng(z) 'ensemble des

sommets liés & = par une aréte efficace tel que : Np(x) = {2’ | 2’ € X, N Xp; [z, 2'] C Xg}.

Lemme 3 Si ¢ est quasi-convexe et v € X, N Xg. Supposons que

{2’ | 2" € Ng(x);d(a') > ¢(x)} # 0 alors x est un mazimum local pour le probléme Prg.

Ce lemme caractérise la solution optimale de Pg si elle existe. Il est utilisé dans 1’algo-
rithme ci-dessous pour executer le cycle secondaire (Boucle sur k).
L’algorithme de la méthode
Etape (0) (Initialisation)
— Poser p=k =0, X° = X et Chercher 2° € X, N X5.
— Si Ng(z°) # 0 alors z° est optimale pour le probleme Pg. Sinon aller &
I'étape (p).
Etape (1) (Boucle principale (p) )
~ (p.1) Si{z | x € Ng(2?); p(x) > ¢(aP)} # 0 choisir 2™ dans cet ensemble
et poser p = p+ 1 et aller a I'étape (p.2).
— (p.2) Sinon. Poser P = {z | ¢(x) < ¢(2P)} et aller a la boucle secondaire
Etape (2) (Boucle secondaire (k) )
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~ (k.1) Chercher v* € argmaz {¢(z) | x € X*}. Si ¢(a?) > ¢(v*) — € , pour

une certaine tolérance fixée ¢ > 0 arréter avec P comme une v-approximation

de la solution optimale du probleme Pg.Sinon, aller a la sous-étape (k.2).

— (k.2) Chercher un hyperplan H* de L” tel que LP C H% et v* € HF_.

~ (k.3) Si elle existe une aréte efficace [1/, 1] tel que [i/, p"] N H* # 0 et
max {$(), (")} > B(a?) poser 2P+ = i avee o(u) = max {S(u'), (1))
et w e {p, "} et poser p = p+ 1 et aller la boucle principale (p). Sinon,
aller a aller a la sous-étape (k.4).

~ (k.4) Poser X*™ = X* N H* k =k +1 et aller & la boucle secondaire (k)

0

L’algorithme génere une séquence de sommets efficaces 2°, 2!, ... et les polytopes X9, X!, ...

tels que ¢(2°) < ¢(x!),...et X = XD X' D ...

3.1.5 Algorithmes de recherche des sommets non adjacents

Les algorithmes qui recherchent les sommets adjacents exploitent une étape pour énu-
mérer les sommets efficaces de I'ensemble de décision avec une dimension inférieure. Dans
cette section, nous mettons ’accent sur un algorithme de recherche de sommets non ad-
jacents proposé par Benson, 1992 [7] qui évite I’énumération des sommets adjacents.
Nous supposons que ¢ = d'z, d € R,, ¢ est linéaire et que le probleme (MOLP) possede
k + 1 solutions efficaces notées z°, 2!, ..., z¥. On pose a = max {dxj | j=0,1,..., k}, (P*)

dénote le probleme défini ci-apres pour chercher le couple (z,A) € R* x R, qui vérifie :

Aoz >\Cx7 j=0,1,..k
(P* ¢ 2 eX,\eA
de  >da/ j=0,1,... k

Lemme 4 Soient 2° 2, ...,2% € Xg, si (P*) ne posséde pas de solutions alors x* €

argmazx {dz? | 7 = 0,1,...,k} est une solution optimale du probléeme (Pg).
Remarque 6 Si (Z,)\) € X x A satisfait les contraintes \Cx > \Ca?  §j =0,1,....k du
probléeme (P¥), on dis alors T est une solution efficace de I’enveloppe convexe 2°, xt, ..., 2*.

Dans ce sens, le probléeme (P*) est équivalent au probléeme (Pg).

L’algorithme de la méthode
(0) (Initialisation)
Poser k = 0; trouver une solution efficace 2° du probleme (MOLP) et aller a
I'étape (k).
(k) (Itération sur k)
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— (k.1) Trouver une solution (z,\) € R™ x R, qui vérifie le probleme (P*).
Si elle n’existe pas de solutions z* € argmaz {dz’ | j =0,1,...,k} est une
solution optimale de probleme (Pg).Autrement poser (z571, Xkﬂ) la solution
trouvée.

— (k.2) résoudre le programme linéaire "Test” suivant

max eCz
(Test*){ Se¢ zeX
Cx > Czht!

Soit & une solution de (Test?). Si eCZ = eCT*! aller a I'étape (k.3). Sinon
aller a I'étape (k.5).

— (k.3) Si Z%*! est un sommet de X poser zFt1 = TF+l et k = k + 1 et aller &
I'étape (k). Sinon aller a ’étape (k.4).

— (k.4) Soit F une face de X tel que ZF! appartient a l'intérieur de la face F'

et résoudre le probleme linéaire "Face” suivant :

d
(Facek) max dz
Se¢ zeF

Soit 2! une solution de (Face). Poser k = k + 1 et aller a 'étape (k).
— (k.5) Résoudre le probleme P(XHI) défini dans (3.4), poser zF*1 sa solution
optimale, k = k + 1 et aller a I'étape (k).

O

Concernant l'itération (k.4), il existe plusieurs techniques pour trouver une face. Benson

a proposé d’utiliser les variables du dual tel que :

F={zx|ze X, (e+p)Cx=uv}.

k+1

ou p est la variable dual optimale qui satisfait la contrainte Cz > Cz"" du probleme

(Test*) et v =max{(e+p)Czx | r € X}.

Lemme 5 .
1. 2% € X, N X pour tout k = 0,1, ...
2. Mt g {2k | k=0,1,..}.

Ce lemme montre que toute solution efficace % est un sommet de X et que I’algorithme

génere une séquence distincte de sommets de I'ensemble X.
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3.1.6 Algorithme basé sur le dual

La dualité non convexe est un sujet prometteur dans I'optimisation globale. Dans cette
section, nous allons décrire brievement un algorithme pour résoudre le probleme (Pg) basé
sur le concept de la dualité proposé par Tatch et al., 1996 [66].

Soit
C= = {z |z € R": Cz < 0;c'z < 0 pour certains i = 1,2, ...,p} .
Lemme 6 [66] Xp =X\ (X +C%).
Remarquons de ce lemme que 'ensemble X g des solution efficaces de (M OLP) peut étre

exprimé comme différence de deux ensembles convexes. Par conséquent le probleme (Pg)

peut se reformuler comme suit :

@E){ o o) )
c zeX\(X+C=).

Notons par 1, la matrice p X p ayant tous ces élément égale a 1. Pour tout parametre

positif s, on définit les trois p x p matrice Cs, C= et X, tel que
Cs = (I+51,)C;
Cs={z]|C,z <0}
X, =X\ int(X + C3).

Avec I désigne la matrice d’identité de dimension p x p , et int(X + CS) représente

'enveloppe intérieure de X + C=.
Lemme 7 [76] X; ={z |z € X;3IN € R,y : \Csz > NCya!, Vi’ € X}.
Remarquons que X, est aussi une différence de deux ensembles convexes.
Lemme 8 [76] Il existe § > 0 suffisamment petit tel que X = Xp si 0 < s < §.
Considérons le vecteur ligne v € R,, soit

E(v) = sup{o(z) | v € X;vx > 1}.

Ou &(v) = —oo si sup{¢(z) | z € X;vx > 1} = (). Soit H une partie de R™, 'ensemble
H°={v|veR"vr <1;z € H} est appelé 'ensemble polaire de H.

Nous supposons que intC= # () et ¢ est une fonction concave. Thach et al., 1996 [66]
considerent le probleme dual de (Pg).

(Ds){ ISnaX £(v) .
c veX(X+C%)
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Théoréme 11 (Dualité)[76]
Si £(Dy) est la valeur optimale de la fonction objectif du dual (Dy) alors ¢(Pg) = £(Ds)

Théoréme 12 [76] Le probléme dual (Ds) de (Pg) est équivalent au probléme (Z(v)) tel

que

Oul =<7|7v€eR, supyCsz < 1} et (X +C=)° = {7C, | v €T}. Les auteurs de
cet algorithme exploite T’Ea);proche dual décrite dans les deux théoremes précédents et
proposent la methode suivante :

(0) (Initialisation)

Construire le polyedre I'° C I, le sommet de I' est facile & énumérer, poser

k = 0 aller a I'étape (k)

(k) (itération sur k)

— (k.1) Résoudre le probleme relaxé suivant :

max Z=(7v)
Sc ~ner*

pour avoir la solution ~*

— (k.2) Résoudre le programme linéaire suivant :

max ~*C,x
Sc zelX

pour avoir la solution z* qui est un sommet de I'* et poser sa valeur optimale
oF = ~+kCx
— (k.3) Si o® < 1 "qui signifie que v* € T et v* est une solution de max{=(y) |
v* € I'¥}” résoudre le probleme max {¢(z) | z € X;7"*Csx > 1}. Poser 2* sa
solution si elle existe. Arréter x* est une solution optimale du probleme Pg
— (k.4) Sio* > 1signifie que v* ¢ I'. Réduire v* 4 y*! = 'ykﬂ{v | Oy < 1}.
Poser k = k + 1 et aller a I'étape (k.4)

O

Puisque I' est un polyedre fini, défini par un nombre fini de contraintes, ’algorithme
converge vers la solution optimale de (Pg) et génere une séquence de sommets distincts

de X.
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3.1.7 Algorithme de recherche de faces efficaces

Dans cette section, nous décrivons un algorithme pour résoudre le probleme (Pg)
proposé par Sayin, 2000 [58] basé sur I’énumération des faces efficaces de X.
Soit € R", x € X, notons par I(z) = {i | i € {1,2,...,n};z; = 0}(i-e I'ensemble des
indices ou z est égal a 0). Pour I C {1,2,....n} soit F'(I) ={z |z € X;2; =0 pour i €

I}. Alors 'ensemble des solutions efficaces Xg peut étre décomposé comme suit :

Xg = U (Xp N F(I)).
rc{1,2,...,n}

Par conséquent, le probleme (Pg) se réduit en une famille de problemes (Pg(1)) tels que :

max  ¢(x)

(F=(1)) { Sc e XpnF(I)

Puisque Xgp N F(I) € X N F(I) = F(I) le probleme relaxé de (Pg(I)) dénoté par
(P(I)) est défini par :
= max ¢(z)
(P(1))
Sc zeF()

Le principe général de la méthode en question consiste a résoudre une liste finie de pro-
bleme (P(I)). Considérons une solution efficace 2* initiale, au début, la liste se constitue
uniquement du probleme (P())) identiquent & (Pg) puisque F(()) = X. Choisir un pro-

bleme (Pg(1)) et résoudre son probléme relaxé (P(I)), deux cas sont envisageables :

1 (I)) est irréalisable, le probleme (Pg (7)) sera examiné et retiré de la liste.

U
2. (P(I)) possede une solution optimale .
(a) o(z) < ¢(z*) le probleme (Pg(I)) sera examiné et retiré de la liste.
(b) ¢(z) > ¢(z*) on distingue deux cas :

(i) = € Xg le probleme (Pg(1)) sera examiné et retiré de la liste.

(ii) = & Xg le probleme (Pg(1)) sera examiné et retiré de la liste et pour tout indice
ke {1,2,..,n}\ I le probleme (Pr(l Uk)) est ajouté a la liste.

La question posée dans 'exécution de I’algorithme serait la gestion de la liste des pro-
grammes (Pg(I)) comme elle est le cas dans les méthodes "Branch and bound”. En par-
ticulier, lorsque n est tres grand, la liste des problemes a traiter se développe rapidement
et devient tres large pour la sauvegarder dans la mémoire. Pour cette raison, ’expérience

informatique de cette méthode est limitée dans la taille du probleme [76].
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3.1.8 Algorithme de la bissection

Phong et Tuyen, 2000 [53] proposent un algorithme basé sur la bissection pour ré-
soudre le probleme (Pg) ou la fonction a optimiser ¢ = d'z est linéaire. L’idée de base
est d’utiliser le principe de la bissection pour localiser la valeur optimale ¢(Pg). En ef-
fet, Palgorithme débute avec I'intervalle initial [¢g, o] qui contient la valeur ¢(Pg) puis
résoudre le probleme (P(a)) = {trouver = € Xg tel que d'z > a} avec a = M et
réduire ainsi l'intervalle [(g, ug] & [or, ug] ot (P(a)) possede une solution ou bien a [¢x, ]
si (P(«)) est irréalisable. Ainsi, I'algorithme génére une solution comme e-approximation
de la solution optimale du probleme (Pg).

Pour A € A soit () la valeur de la solution optimale du probleme paramétrique défini
dans (3.4) tel que

o(A) = max{\Cz |z € X}.
et
Toa(\) = max{\Cz | z € X;d'z > a}.

Lemme 9 /53]

(1)
(2) 7a
(3) Ta
(4) 7

Théoréme 13 [53]

A) = max{\Cv | v est un sommet efficace de X N{x | dz > a}}.
A) < () pour tout A € R,,.

) est une fonction convexe sur A.

o
(
(-
«(A) est une fonction non croissante en o € R.

(a) Xpn{x|dz>al}#0D siet seulement si 7(\) = o(A\) pour un certain A € A.

(b) 74(A) = o ()\) pour un certain A € A si et seulement s’il existe (A, Ti) de epi o tel que
n=oc(\).

Ou epi o dénote I'épigraphe de la fonction o tel que :
epi o = {0 p) | (A ) € AXR:0(A) < sl

Ce théoréme montre l'existante d’une solution optimale pour le probleme (Pg) .
Notons par w ’ensemble non vide des sommets de Xz N X, , X, étant I'ensemble des

points extréemes de X tels que :
0u(A) = max{\Cv | v € w}.
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Alors pour tout A € A on a: g,(\) < a(A).
La technique principale utilisée dans I’algorithme est de générer I'ensemble des sommets
de I'ensemble epi o, 5. Notons que o, est représenté par un nombre fini de contraintes

d’inégalité et chacune correspond a un sommet de de w tel que :
epio, ={(\p) | (Ap) e AXR: (u—ACv) >0 vew}.

Nous supposons que I’ensemble des sommets de ’ensemble o, est connu. 1l s’agit de trouver
un sommet T de X par la maximisation de A\C'z sur ensemble X, ce sommet ajoutera
une contrainte d’inégalité p — ACT > 0 ce qui éliminera le sommet (X, 7) de epi o,,. Pour
générer I'ensemble de sommets de epi 0,5, 'algorithme produit uniquement les sommets
de epi o, N{(\, 1) | o — ACT = 0}.

Pour une tolérance € > 0. Apres un nombre k de bissections on obtient l'intervalle [¢x, 1]
tel que (P,x) ne posséde pas de solution, tant que (Py) posséde une solution avec A € A
sur laquelle o coincide avec 74, On résout le probleme max{A\Cz | * € X : dv > (4}
pour avoir une solution z* considérée comme e-approximation de la solution optimale du
probleme (Pg), i-e z* € X et dx* > dx — ¢ pour tout = € F.

Les auteurs illustrent le fonctionnement de la méthode par un exemple bi-critere (p = 2)
avec 3 variable (n = 3) et 4 contraintes (m = 4), la méthode requit 11 itérations pour
e = 0.01.

3.1.9 Autres méthodes

Dans des contextes des méthodes basées sur la recherche de sommets adjacents, Ecker
et Song, 1994 [25] ont développé un algorithme dans le cas ou la fonction ¢ & optimiser
est linéaire en utilisant une technique de pivotage. En effet, étant donné un point efficace
2/, cette technique consiste & trouver les arétes efficaces adjacentes a 2'. s’il n’y a pas
d’arétes efficaces et 2’ conduit a 'amélioration de la valeur de ¢(Pg) alors z’ est une
solution optimale locale pour (Pg). La technique de pivotage utilisée permet de surmonter
ce probleme d’optimum local. Afin de réduire le domaine réalisable X, les auteurs ont

proposé de résoudre un probleme réduit MOLP tel que

max Cx

(MOLP) {

S.C .CL’EY

ot X = {x € X | dx > dx'} avec 2’ est une solution efficace déja trouvée. A chaque ité-
ration de l'algorithme en question, une solution = est testée pour l'efficacité en résolvant

un programme linéaire simple qui a été développé par Ecker et Kouada, 1978 [24]. Un
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exemple illustratif de la méthode se trouve dans le chapitre 4 de la référence [16].

White, 1996 [73] considere le probleme (Pg) avec une fonction objectif ¢ linéaire et pro-
pose plusieurs formulations équivalentes au probleme (Pg). Dauer [23] considere le méme
probleme avec ¢ quasi-convexe et ils se sont intéressés a résoudre une forme équivalente
au probleme basée sur la relaxation Lagrangienne en combinant la fonction objectif ¢ avec
un multiplicateur Lagrangienne et la fonction lacune g(x) telle qu’elle est définie dans la
définitions 30 page 63.

Benson et Lee, 1996 [8] proposent un algorithme pour optimiser une fonction ¢ semi-
continu sur l'ensemble des solution efficaces d'un probleme bi-criteére. Thoai, 2000[67]
considere le cas ou ¢(z) = p(¢(x)) et développe un algorithme approximatif.

Horst et Thoai, 1999 [39]; et Thoai, 2001 [68] ont proposé une variante de "Branch and
Bound” pour le probleme (Pg,) (i-e 'optimisation sur I'ensemble des solutions faiblement
efficaces) ou la fonction objectif ¢ est supposée concave. Les auteurs ont proposé une
formulation équivalente a ce probleme, I'idée de base de cet algorithme est de décomposer
I’ensemble réalisable dans I’espace des critéeres en un nombre fini de cones.

Horst et al., 2007 [40] ont proposé une forme équivalente au probleme (Pg) qui peut étre
représenté par une contrainte convexe renversée de la forme g(z) < 0, ou g est une fonc-
tion concave. Cette fonction est considérée comme prolongation de la fonction objectif
¢ ou différentes formes des probleme linéaire multi-criteres ont été discuté, y compris le

probleme de flot maximum comme exemple.
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3.2 Optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble

efficaces discret

3.2.1 Introduction

Comme nous l'avons constatés de la section précédente, le probleme de I'optimisa-
tion d’une fonction linéaire sur I'ensemble des solutions efficaces du probleme (MOLP) a
suscité une intention remarquable. Néanmoins, la majorité des méthodes proposées sont
basées sur la transformation du probleme (Pg) en formulations équivalentes qui peut
modifie sa propre structure. Malheureusement, le cas discret n’a pas recu une telle im-
portance, a nos connaissances il n’y a que trois méthodes exactes qu’ont été proposés a
savoir : la méthode de Abbas et Chaabane, 2006 [1] ; la méthode de Jorge, 2009 [42] et celle
de Chaabane et Pirlot, 2010 [17]. Cette derniere est une combinaison des deux premieres
méthodes. Dans ce chapitre, nous les présentons ainsi que quelques résultats de base et

notions préliminaires pour justifier leur fonctionnement.

3.2.2 Notations et notions préliminaires

Rappelons q'un probleme (MOILP) peut étre formulé par :

(MOILP){ max O (3.5)
s.c r e€D.

avec D = X N7Z, Z étant I'ensemble des nombres entiers relatifs. X est supposé borné et
convexe X = {z € R" | Az < b,}, A € R™" b€ R™ C est une matrice de dimension
p x n d’éléments enitiers, et ses vecteurs lignes ¢ € R", i =1,2,...,p.

Le probleme de 'optimisation d’une fonction linéaire (Pg) sur I'ensemble des solutions

efficaces F de (MOILP) est :

max ¢=duz
(Pr) (3.6)
sc x€ Xg

Le probleme relaxé de (Pg) est (Pg) défini par :
max ¢=du
(Pr) (3.7)
sc x€D
Soit le probleme mono-critere (P;(D)) , i € {1,...,p}
max c'z

(Pi(D)( (3.8)
sc reD
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Le probleme (P;(D)) peut avoir plusieurs solutions optimales, nous rappelons la notion

de solution alternative dans la définition suivante.

Définition 31 Soit z* une solution optimale du probléme (P;(D)), une solution réalisable

T € D est dite solution alternative d x* si C'z* = C'T).

Considérons le probleme paramétrique (Py) :

P
max 2z, = Z)\icix, 1=1,2,..p
(Px) =1

sc x¢€D

Ou A est un vecteur de

p
A={XeR”DY N=1XN2>0i=12 .p}
i=1
Théoreme 14 Si T est une solution optimale du probleme paramétrique (Py) pour un

certain A > 0, alors T est efficace pour le probléme (MOILP).

La réciproque de ce théoreme n’est pas vraie, puisque 'espace de décisions D n’est pas
convexe. Sur le front Pareto, deux types de solutions peuvent étre différenciées : les so-
lutions supportées et les solutions non supportées. Les premieres sont celles situées sur
I’enveloppe convexe de ’ensemble des solutions et peuvent donc étre énumérées a 1'aide
d’une agrégation linéaire des objectifs en résolvant le probleme paramétrique (P(\)). Par
contre, les solutions non supportées sont réparties a I’extérieur du convexe du front Pareto
et ne peuvent étre caractérisées pour aucun A > 0 (Voir I'exemple introduit par Bowman,
1976 [15]).

3.2.3 Test d’efficacité

Dans les deux algorithmes décrits dans cette section, a chaque itération, on est appelé a
tester l'efficacité d’une solution réalisable = par la résolution d'un probleme de program-
mation linéaire (P(x)) développé par Ecker et Kouada, 1978 [24] dont les parametres
restent inchangés, sauf le vecteur second membre des contraintes, qu’il faut remplacer par
le vecteur critere de la solution réalisable en question. Son principe est simple est décrit

dans le théoreme suivant.

Théoreme 15 [2/] Soit x* une solution réalisable de D, x* est une solution efficace du

(MOILP) si et seulement si la valeur optimale de la fonction objectif ©* est nulle dans
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le programme linéaire suivant :

(

max O =37
s.c cdx—i=cz*, i=1..p
) xeD

L ZDZ‘GR:, izl,...,p

Preuve

(=) Par labsurde, soit x* est solution efficace de (M OILP), on suppose que ©* #= 0,
alors 3 € {1,2,..., P} tel que ¢; > 0 et 3z € D tel que ¢’z > ¢'x) donc Cz domine Cz*
ce qui est contradictoire avec I’hypothese que x* est efficace.

(<) Soit maintenant ©* = 0, on suppose que x* n’est pas efficace , alors il existe x € D
tel que Cx > Cx* et Cx # Cx* alors 3 i € {1,2,...,p} tel que ¢z — c!z* > 0 donc ¥; > 0
ce qui contredit le fait ©* = 0.

3.2.4 Meéthodes de résolution
3.2.4.1 Méthode de Abbas et Chaabane[1]

Les auteurs ont développé une méthode exacte pour résoudre le probleme (Pg) dans
I’espace des criteres, dont la fonction objectif est donnée par une somme pondérée des
criteres du (MOILP). Le principe de la méthode est le suivant : Dans une premiére
étape la condition nécessaire du théoreme de Geoffrion est utilisée pour déterminer une
solution efficace initiale en résolvant le probleme paramétrique (P,), en chaque itération
k, la region d’admissibilité est réduite en ajoutant des contraintes qui se traduit par deux
types de coupes éliminant les solutions dominées par la solution efficace courante, pour
éliminer toutes les solutions moins bonnes sur le critere principal en résolvant un probleme
paramétrique (PY).

Notations et résultats préliminaires
Dans cette méthode nous adopterons les notations suivantes :

~ 21, %2, ..., 2, dénotent les criteres initiaux du (M OILP)

— Zopt est la solution optimale du probleme (Pg).

— Gopt st la valeur optimale de ¢.

— 2i(@opt) est I'évaluation du critere ¢ en la solution wp.

- H'=D=SnZz"

Pour k> 1on a:

76



3.2. OPTIMISATION D’UNE FONCTION LINEAIRE SUR L’ENSEMBLE
EFFICACES DISCRET

— I, : 'ensemble des indices de base du tableau optimal de I'itération k.

— Nj. : 'ensemble des indices hors-base du tableau optimale de 'itération k.
— Dy :la région tronquée a l'itération k.

— FEj :laréte incidente a x; a I'étape k.

Soit le probleme (P¥) définit par :

p
i max 2z = Z)\kzk(:)s), k=1,2,..p
(Py) k=1

sc zeDF

Ou A > 0 et DF est le domaine réduit définit par :

k—1
Dk — (Dk VU Ar> () Daoe-
r=0

ouD,, ,={xv|z€D;dr > dop + 1} et A, = {x |2 € Z;Cx < Cz,} avec 2°, 21, ..., xF 1

des solutions efficaces obtenues en résolvant les problemes (PY), (P3), ..., (Py~1). Ceci peut

Zopt

étre traduit mathématiquement par les contraintes additionnelles suivantes :

gt ﬂ { €D | zi(x) > zi(Top + 1)yF — M;(1 — yF), Vi=1,2,...,p }
PyF>1yF e {0,1}, Vi=1,2,..,p
Ou —M,; est la borne inférieure de la zeme fonction objectif dans le domaine D et a chaque
critére z; nous associons une variable binaire y¥ définie par :

r ) 1 silecritere z; est strictement amélioré par rapport a 2i(Topt) ;
Y = .
0 sinon.

Coupes de type I
L’algorithme proposé par les auteurs est basé principalement sur 1’exploration des arétes
incidentes a une solution trouvée et I'utilisation de coupes éliminant une aréte contenant

des solutions admissibles au lieu d’un seul point admissible.

Proposition 3 [1] Soit x;, une solution optimale du probléme uni-critére (Py(Dg)). Sup-

posons que jr € Ni. Une aréte Ej, incidente a la solution xy, est définit par [’ensemble

|z = @y — 05Uk, 0 € Ik

Ej, =1, €Dy |xj, = 0,
| To = Va € Np\ {ji}

Ou Dy, est la région tronquée a l'itération k, xy, est la i composante de la solution zy,

Yrij. est I'élément de la ligne ¢ de la colonne jj; dans le tableau optimale de z;, et 0, est
T
un entier positif tel que 0 < 6;, < min {ﬂ,ykﬂ-jk > O} et 0, X Yrj, est un vecteur

i€l ykﬂ]k
entier Vi € I, si de tels vecteurs existent.
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Théoréme 16 [1] Une solution réalisable entiére du probléme (P1(Dy)) qui n’est pas sur

laréte I}, et incident a xy, de la région tronquée Dy, se situe dans le demi espace fermé

Z T 21

FJENE\Jk
Ce théoreme montre que la coupe de type I peut étre considérée comme une généralisa-
tion de la coupe de Dantzig. L’avantage d’utiliser cette coupe est de tronquer toutes les
solutions réalisables entieres du probleme (P;(Dy)) qui se trouvent sur l'aréte Ej, issue
de la solution optimale xj, tandis que, la coupe de Dantzig ne tronque qu’un seul point
du domaine d’admissibilité a savoir le point xy.
Coupes de type II
Apres avoir trouvé une nouvelle solution efficace de (M OILP), qui améliore la meilleure
valeur de ¢ obtenue jusqu’a présent notée ¢,,, nous imposons une coupe dite coupe de
type I pour chercher une nouvelle solution efficace dont la valeur ¢ est meilleure ou égale
& Gopt

d'z > ¢opt

3.2.4.2 L’algorithme de la méthode

Etape 1

— Résoudre le probleme relaxé (Pr) défini dans (3.7) et soit z* une solution optimale
de ce probleme.
— Si a* est efficace, terminer x* est optimale pour le probleme (Pg)
— Sinon, aller a I'étape (2)
Etape 2
— Poser ¢,px = —00 et résoudre un probleme uni-critere (P;(D)), i € {1,...,p}, par

exemple, prendre i = 1 est poser sa solution x!.
2.1 SiJy={j€ N |Z;—C} =0} =0 alors la solution optimale trouvée est unique et
elle est efficace, poser o, = dx' | ., = x* et aller & 1'étape (3)
2.2 Si J; # 0, alors la solution optimale 2! peut ne pas étre unique, tester son efficacité,
si’elle n’est pas efficace, poser ¢ = dz! |z, = ' et aller a I'étape (3)
Etape 3
— Poser k=1 et executer les sous étapes suivantes

3.1 Construire 'ensemble I'y = {j € Ny | Zﬁj — C’jlxj >0 et qﬁg‘? —d; <0}
— Si I'y = 0 ajouter la coupe de Dantzig ),y x; > 1 et aller a I'étape (3.2)
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— Sinon, soit v = Iy, et aller a 'étape (a)

(a) Si vy = 0, alors, soit jp € [y, appliquer la coupe de type I ZjeNk\{jk} > 1 et
aller a 'étape (3.2). Sinon, sélectionner j € 7 et calculer Q?k la partie entiere
de

Lk

min{

i > 0},
i€ly, Zk,ijk |Zk’m }

- Si H?k alors il n’y a aucune solution réalisable entiere sur 'aréte E;

x> POSeEr

v =7\ {Jk} et aller a I'étape (a);
— Sinon, si 67 > 1 aller a I'étape (b).

(b) Si z* est efficace et da* > ¢, calculer Sy tel que

B = (dj, =Y dizkiz,)-
i€l
— Si By # 0 aller a I'étape (C);
— Sinon, poser v := 7\ {Jjx} et aller a I'étape (a);
— Si z* n’est pas efficace ou dz* < ¢ aller & 1'étape (c) (L’aréte E;, doit étre

explorée quelle que soit la valeur de fy).

(c) Explorer 'aréte Ej,, en cherchant des solutions réalisables de (P(Dy)) corres-
pondant a # et tester pour l'efficacité a partir de 6 = H?k jusqu'a 6 = 1 ( tel
que 0 € Z* ). Dés qu'une solution efficace T vérifie dT" > ¢, est trouvée pour
une valeur de 6, remplacer @,y par Z% et ¢, par dz* > et aller & la sous-

I'étape (3.2), s’il n’y a aucune solution efficace entiere sur l'aréte E;

x> DOSET

v =7\ {jk} et aller a I'étape (a).

3.2 Soit k = k 4+ 1. La nouvelle région tronquée D, est obtenue comme sous-ensemble
de Dy an appliquant la coupe de type Il (dz > ¢,,) puis en utilisant la méthode
dual de simplex et les coupes Gomory autant de fois nécessaire pour trouver une
nouvelle solution optimale ¥, poser z,,; = ¥ et o = dz* et aller & la sous-I’étape
(3.1).

3.3 Soit k = k 4+ 1. La nouvelle région tronquée D, est obtenue comme sous-ensemble
de Dy_1 (ou D si k = 1) an appliquant la coupe de Dantzig ou la coupe de type I
puis en utilisant la méthode dual de simplex et les coupes Gomory autant de fois
nécessaire pour trouver une nouvelle solution optimale 2, ¢* = da*

— Si 2 est efficace et Gopt < dx® poser Topt = zF et Gopt = dz* et aller a la sous-
I'étape (3.1);

— Sinon, aller a 'étape (3.1) sans mettre rien a jour.
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Etape terminale La procédure prend fin, ou bien & la premiere étape si la solution x°

est efficace, ou lorsque 'opération de pivotage indique que la région courante ne contient
aucun point entier réalisable. La solution optimale est alors x,,; et sa valeur sur le critere
¢ est Popt-

Pour plus d’éclaircissement le lecteur peut consulté des exemples illustratifs de la méthode

dans chapitre 5 page 123 de la référence [16] et dans [1].

3.2.4.3 Méthode de Jorge,2009 [42]

L’algorithme proposé consiste a produire une solution optimale globale de (Pg) sans
devoir énumérer I’ensemble de toutes les solutions efficaces Ex, la procédure commence
a résoudre le probleme relaxé (Pgr), sa solution est testée pour lefficacité, évidemment,
seulement dans un nombre limité de cas spéciaux la solution optimale de (Pg) fournit une
solution optimale de (Pg). Ainsi, si ce n’était pas le cas, une solution efficace qui domine
la solution optimale de (Pg) est alors générée par le programme linéaire de test d’effi-
cacité définit dans le théoreme(15). Par suite, dans chaque itération, le critere principal
est optimisé sur le domaine restreint D — D, en incluant progressivement des contraintes
pour éliminer les solutions dominées par la solution efficace courante, afin de fournir une
solution non dominée par les solutions détectées antérieurement jusqu’a ce qu'une solution

optimale et efficace soit finalement trouvée.

3.2.4.4 L’algorithme de la méthode

Etape 0 (Initialisation)
— Poser ¢y = —00, ¢sup = too et I =1
~ Résoudre le PL relaxé (Pg)
— Si (Pgr) est irréalisable, terminer le PL (Pg) est aussi irréalisable;
— Sinon, soit 2! une solution optimale de (Pg)
Etape 1
— Si &' est efficace. Terminer Topt = z! et Gopt = dx!
— Sinon, poser ¢, = dz' et aller a 'étape (2)
Etape 2
Soit 2! une solution optimale du test d’efficacité dont le vecteur critere domine celui de
z'. Dans I'espace des criteres, plusieurs solution peuvent avoir le méme vecteur critere que

2!, pour cela le probleme (7)) = max{dz! | f(x) = f(2'),z € D} est résolu pour trouver
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les solutions équivalentes & .

Soit 7' une solution optimale de (7;)

— Sidzt > Ging, POSET Qi = dzt et Topt = 7!

~ Ging = Gsup, terminer, x,, est optimale pour (Pg)
Etape 3
Résoudre le probleme (P;) = max{dz | z € D—{J._, D,y ou D, = {z € Z" | f(z) < f(@)}
avec T', 72, ..., 7' sont respectivement les solutions de optimales de (77), (73), ..., (T7).

— Si (P, n’est pas réalisable, terminer x,,; est optimale pour (Pg)

— Sinon, soit 2'*! une solution optimale de (B)

— Si dz"™! < @y p. terminer z,, est optimale pour (Pg)

— Sinon, poser | =1+ 1 et aller a I'étape (1)

3.2.4.5 [Illustration numérique

Considérant I'exemple a deux objectifs suivant :

max fi(x) = 21 = x1 — 2x9
max fo(r) = 29 = —x1 + 49
—2x1 + 425 <0
r1 <3

I2§2

T1, Ty € T*
L 1,42 +

On considere le probleme principale :

(Py) { max ¢ = —x1 — 2T
z € Xg

L’ensemble des solutions efficaces est : E' = {(2;0),(3;0),(2;1),(3;1),(1;2),(2;2),(3;2)}
les solutions (2;1) et (2;0) sont non-supportées.
les bornes inférieures des deux fonctions objectifs sont :—M; = —3 et — My = —3
Itération 1
Etape O : Ging = —00, Pgyp = +00, [ =1
Résoudre le PL relaxé (Pg) = max{—x; — 2z, x € D}

x! = (0;0) sa solution optimale et f(z') = (0;0) son vecteur critere.
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Etape 1 : tester l'efficacité de x' en résolvant le probléme

(

max O =y + 1
s.c (z1,22) €D

P(z")
T — 2[[)2 — @/}1 =0

—x1 +4r9 — 1y =0

\

© # 0 donc x' = (0;0) n’est pas efficace, on pose ¢g,p = (—1,—2)(0;0) =0
Etape 2:

2! = (2;1) est la solution efficace donnée par le test d’efficacité P(z!) et f(2!) =
(0;2)
S

oit a résoudre le probleme (77)

[ max O =—x1 — 219
s.c (xy,29) €D

(T1) 4

I1—25L’2:O

—T1 +4$2 =2

— La solution optimale de (T}) est ' = 2! = (2;1)
— P(T") = —4> inyp = —00 = Qi = —d et T =T = (2;1)
— Qinf F bsup, aller a 'étape (3).

Etape 3 : Résoudre le probleme (Py) défini par :

.
max ¢ = —x; — 219

X1, T2 € D
fi(@) > (fzope) + Dy — Mi(1 —y;),i = 1,2

2
doyiz1
=1

yl € {0,1},i=1,2

(
max ¢ = —x; — 29

T1,x9 €D
w1 — 2wy >y = 3(1 - yy)
—x1 + 4wy > 3y; — 3(1 — yy)
yi s > 1
\ yr, vz € {0,1}
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— 2% = (1;0) est la solution optimale de (P;), f(x?) = (1;—1)
— comme ¢(z?) = —1 > ¢y, aller & étape (1)

Itération 2 :
Etape 1:
— La solution z? = (1;0) n’est pas efficace car la valeur de la fonction objectif ©* % 0

de programme de test d’efficacité P(xz?).

- ¢sup =-1
Etape 2:

— La solution efficace donné par le programme de test d’efficacité est 22 = (3;1) et

F(#) = (1;1)

— On résout le probleme (75)
(Ty) =max{¢p = —x1 — 2w | 1 — 209 = 1; —x1 + 429 = 1; 21,29 € D}

— la solution optimale de (1) est 7% = 2% = (3;1)
= #(7%) = =5 < Py = —4
Etape 3:
— Résoudre le probleme (P,)

(
max ¢ = —x, — 29

r1,T9 €D
x1 =219 >y — 3(1 —yy)
—x1 + 4wy > 3y; — 3(1 — yy)
(Py) x1 — 229 > 2y7 — 3(1 —y7)
—xy + 4wy > 295 — 3(1 — y5)
yi+yp > 1
ity > 1

L Y192, 57,5 € {0,1}
— La solution optimale de (P») est 3 = (2;0) et y = (1;0;1;0), f(z3) = (2; —2)
— ¢(2®) = =2> ¢y =—4,1=3
Itération 3 :
Etape 1:
La solution z* = (2;0) est efficace puisque la valeur optimale de la fonction objectif © de
programme de test d’efficacité (P(x?)) est nulle.
L’algorithme prend fin,z,,; = (2;0) est optimale pour le probleme principal considéré et

la valeur optimale du critere est ¢op = —2
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3.2.4.6 Méthode de Chaabane et Pirlot, 2010 [17]

La méthode proposée par les auteurs est une combinaison entre les principes utilisés

dans les deux algorithmes présentés précédemment, le principe de la méthode est le sui-
vant :
Dans une premiere étape, on cherche une solution efficace initiale, on part de la solution
optimale du probleme relaxé (Pg), si elle existe, cette solution est testée pour l'efficacité,
pour voir si par hasard, on peut résoudre le probleme (Pg) juste en résolvant son pro-
bleme relaxé, autrement, le probleme de test d’efficacité fournit une solution efficace que
I’'on note z. Cette derniere est utilisée pour optimiser le critere principal sur les solutions
admissibles ayant un méme vecteur criteres en résolvant le probleme (7;)(défini a 1’étape
2 de 'algorithme de la section suivante), soit Z la solution optimale de ce probleme, est
considérée comme une premiere solution efficace, on initialise alors X,,; = = et ¢ = d7.
Ensuite, dans chaque itération, le domaine de recherche est réduit progressivement par
des contraintes éliminant toutes les solutions dominées par la solution Z en résolvant le
probleme (F}) la solution optimale trouvée, soit !, produit une valeur maximale du cri-
tere ¢ dans le domaine réduit, si elle est efficace, la procédure se termine avec z! une
solution optimale du probleme, sinon, en utilisant le tableau optimal correspondant, une
exploration des arétes incidentes a cette solution est réalisée pour chercher une solution
entiere alternative efficace. Si une telle solution existe, elle est la solution optimale de
(Pg), sinon, l'algorithme va poursuivre par une alternance des étapes de réduction et
d’exploration jusqu’a ce qu’une solution amliore la valeur de ¢ soit trouvée ou le domaine
de recherche devient vide.

Dans la suite, nous donnons une description formelle de 'algorithme.

3.2.4.7 L’algorithme de la méthode

Etape 0 : Résoudre le probleme relaxé (PR).
— Si (Pg) est irréalisable, alors la procédure prend fin, le probléme principal (Pg)
n’a pas de solution.

— Sinon, soit 2 une solution optimale de (Pg).

Etape 1 : Poser | = 0, ¢y = —00, H = D.
— Si 20 est efficace ; terminer, z° est une solution optimale de (Pg).
— Sinon, soit 2Y solution efficace dont le vecteur critéres correspond domine celui de

2%( solution optimale du test d’efficacité de z°).

Etape 2 : Résoudre le probleme (T}) défini par
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max ¢(x)
(T7) tq xebD.
Cr=C3¢!

Soit Z! une solution optimale de (7}).

- Si A(T') > Popt ; poser Xopr = T, Gopr = dT et aller & I'étape 3.

Etape 3 : Poser [ = [ + 1 et résoudre le probleme (P,) défini par

(Pz){ max  ¢(x)

tq x¢€ H.

xr e D|Zl(l’) > (Zi(Xopt> + 1)3/5 - MZ<1 - yl>

(2

pouri=1,2,....,p.

H =H" 10 P
> yi> 14 e{0,1}.
=1

~ Si H' = 0; terminer, X, est la solution optimale de (Pg).
— Sinon ; soit #! solution optimale de (F).
— Si ¢(x') < gopt ; terminer, X, est la solution optimale de (Pg).
— Sinon,
>> Si 2! est efficace; terminer Xopt = !, Gopt = daxt.

> Sinon, soit &' solution efficace domine x!( solution optimale du teste d’effi-

cacité de ') ; aller a 1'étape 4.

Etape 4 : Construire J; = {j € Nj|¢; — d; = 0}
Ou N; est I'ensemble des indice hors base dans le tableau optimal correspondant a

xl

(4.1) Si J, =0, aller a Iétape 2.

l

(4.2) Sinon, chercher une solution entiére efficace 2’ alternative a x! en explorant

les arétes incidentes. choisir j; € J; et calculer 6 = Lmlln{i, Yij > 0}].
Eh g,

- Si 9?1 = 0, aucune solution entiere ne peut étre existe sur l'aréte £}, poser
Jy=J\ {4} et aller a (4-1).

— Sinon, chercher une solution entiere efficace sur I’aréte F;, correspondant a
09 commencant de § = 1 jusqu'a § = 67 (6 est un entier positif) et tester
pour lefficacité.

— Si 3 2" solution entiere efficace alternative a x'; terminer,
Xopt = 33,17 ¢opt = da".

— Sinon, poser J; = J; \ {j;} aller a I'étape (4.1).
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Propriété 3 Soit 2" une solution alternative a x' la solution optimale du probléme (P)

avee $(a') > max {$(2")}-

Si 2" € E alors 2" est une solution optimale de (Pg).

Propriété 4 L’algorithme converge en un nombre fini d’itérations avec une solution op-

timale du probleme (Pg).

Preuve :

Par I'hypothese que la région d’admissibilité S est bornée (il y a un nombre limité de
solutions entieres) et D est supposé non vide, on aura au moins une solution entiere;
dans chaque itération de I'algorithme, ot bien une solution efficace améliore la valeur de
¢ est trouvée ou bien le domaine de recherche est réduit progressivement jusqu’a ce qu’il

devient vide.

3.2.4.8 [Illustration numérique :

Nous illustrons le fonctionnement de ’algorithme sur un exemple didactique.

Exemple 4 Considérons l’exemple proposé par Philip, 1972 [51]

.
max Zl = 2271 — X9

max Jo = —x1+ 219
t.q. x4+ 239 <8,
(P(D)) z <5,

9 <7,

1+ 22 < 10,

x1, 19 € NT

\

Le probleme principal est donné par

=—x1—3
(Py) max ¢ 1 To
t.q. x1,T9 € FE.

Etape 0 : Résoudre le probleme relaxé (Pg)

(
max ¢ = —x; — 32>

t.q. x1+2x9 <8,
r1 < 57
x9 <7,
x1 + x2 < 10,

X1, € N+
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La solution optimale de (Pg) est z° = (0,0), les bornes inférieures des deux fonctions

objectifs sont —M; = —7,—M,; = —5 respectivement. Etape 1:10=0,¢ppt = —00,

X

B les solutions
efficaces

e lez solutions
reahsables non
efficaces

(oo

FIGURE 3.1 — Le domaine d’admissibilité D

H° = D, la solution z° n’est pas efficace, 2 = (5,5) est la solution obtenue en résolvant
le probleme de test d’efficacité P(z°) dont le vecteur criteres correspondant est Z(2°) =
(5,5).

Etape 2 : Résoudre le probleme (7})

max ¢ = —x; — 32
t.q. , eD.
(To) q. (71,72

21‘1 — X9 = )

—X1 +2$2 =5

La solution optimale est 2 = (5,5), ¢(z%) = —20 > ¢opt,
faire alors X,y = (5,5), @opt = —20.
Etape 3 : [ =1+ 1 =1, résoudre le probleme (Py)

p

max ¢ = —x; — 32

t.q. (x1,29) €D
211 — w5 > 6y; — 7(1 —yy) (1)

(Pl) 1 1
—21 + 225 > Byy — 5(1 — 1) (2)
vitys =1
L (1’1,{[‘2) S N+7 (yiuy%) < {07 1}
La solution optimale de ce probleme est z! = (3,0),¢(z') = =3, Z(z') = (6,-3) et

y = (1,0).
Comme ¢(z') > ¢, tester Defficacité cette solution en résolvant le probleme
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K14
7 - .
)
6 % - - - ~10 ji (1)
x [/ "a
54 & = = @ /
__.I'
14 = = = » ol
3w . » . .f’x
i
2w LI . 4
I
1% & = = xf-
i
[0, 1 2 /3, 4 5 X1

FIGURE 3.2 — La région réduite D!

[ max O = U1 + Yo
t.gq. x1 <95,
Ty < T,
(P(x)) r1 + xy < 10,
221 — 19 — Y1 =6,
—x1 + 2Ty — Py = —3,
(x1,29) € NT o) e RT i =1,2.

\

On obtient ©* # 0 et 2! = (5,4) solution optimale de (P(z')) dont le vecteur criteres
correspondant Z(z') = (6, 3).

Etape 4 : I'ensemble J; = {j € Ni|¢; — d; = 0} = 0 (en utilisant le tableau optimale de
x1), aller alors 1'étape 2.

Itération 2

Etape 2 : Résoudre le probleme (7})

max ¢ = —x; — 32
t.q. , eD.
(1) q. (x1,72)

2.1'1 — Ty = 6

—I1 +2!E2 =3

' =(5,4), ¢(z') = 17 > Gopt, faire Xop = (5,4), popr = —17.
Etape 3:1=1041=2, résoudre le probleme (P)
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(

max ¢ = —x; — 32>
t.q. (z1,79) € D!
) 2wy — xy > Tyf — 7(1 — ui) (3)
—1 + 29 > 4ys — 5(1 — 3) (4)
vitys =1
| Gem)eNt ) e {01
La solution optimale est 2% = (4, 0) qui n’est pas efficace avec ¢(z?) = —4,

Z(z%) = (8,—4) et y = (1,0,1,0). Soit 2 = (5,2), Z(2?) = (8, —1) solution optimale du

test d’efficacité de z2.

FIGURE 3.3 — La région réduite D?

Etape 4 : Pensemble J, = {j € Ny|¢; — d; = 0} = 0, aller alors étape 2.
Itération 3

Etape 2 : Résoudre le probleme (T5)

max ¢ = —T1 — 3332
t.q. eD.
(TQ) q ($17x2)

21’1—1’2:8

—r1 + 21‘2 =-1

72 = (5,2), (%) = —11 > @y, faire alors Xpp = (5,2), popr = —11.
Etape 3 [ = [+ 1 = 3, résoudre le probléme (Ps)
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max ¢ = —x; — 32>

t.q. (r1,m9) € D?
211 — w9 > 9y} — 7(1 — y) (5)
—x1 + 225 > —5(1 — y3) (6)
vitys =1
(z1,22) € N™, (57, 3) € {0, 1}.

KI &

g 4
54
4
3
R
14

iy

FIGURE 3.4 — La région réduite D?

23 = (5,0),p(x®) = =5 > Popt, apres le test defficacité de 3 on trouve quelle est efficace,
la procédure prend fin avec X, = (5,0) et ¢opr = —5.

L’ensemble de toutes les solutions efficaces de ce probleme est

Ex ={(0,7),(1,7),(2,7),(3,7),(3,6), (4,6), (4,5), (5,5), (5,4), (5,3), (5,2), (5,1), (5, 0) }.
Tandis que I'algorithme proposé par les auteurs optimise le critére principal ¢ sans devoir

passer par toutes ces solutions mais seulement par Ex, = {(5,5), (5,4),(5,2),(5,0)}.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un état de 'art de quelques méthodes de ré-
solution du probleme d’optimisation d’une fonction linéaire sur l’ensemble de solutions
efficaces des problemes MOLP et MOILP. Les probleme sont tres difficiles vu la non
convexité du domaine ot on optimise la fonction linéaire ¢. Malheureusement nous n’avons

pas assez expériences informatiques pour les évalués et de faire une étude comparative.
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La norme augmentée de Tchebychev pour
optimiser une fonction Linéaire sur

I’Ensemble des Solutions Efficaces Discretes

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode exact pour la résolution du probleme
d’optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble de solutions efficaces discretes d’un
probleme linéaire multi-objectifs, qui présente la contribution principale de notre travail
[18]. Dans cette méthode, deux phases importantes sont a considérer : la phase d’ajout des
contraintes de coupes pour la réduction progressif du domaine réalisable, a fin de trouver
une solution optimale relatif a ce domaine réduit et la phase de génération d’une solution
efficace/non dominée qui domine la solution optimale trouvée déja en premiere phase.
La solution efficace/non dominée peut étre générée par la résolution du programme de
la norme augmentée de Tchebychev. Avant de présenter notre algorithme tout d’abord
nous aborderons dans la section suivante quelques concepts et méthodes liés a la norme

de Tchebychev pour la résolution de problemes multi-objectifs.
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DISTANCE AVEC UN OBJECTIF DE REFERENCE

4.2 Quelques méthodes de résolution multicritere ba-

sée sur la distance avec un objectif de référence

Rappelons qu’un probleme linéaire multi-objectifs en nombre entier peut étre formulé

comme suit
(P) max{Cx, x¢€ D} (4.1)

ouD=SNZavec S ={xeR"| Ar < b; x >0} est un polyedre borné et non vide;
AeZm™ " be ™!, C=(c)ief1 py € L™ et p > 2.

Comme nous I'avons mentionné, il existe plusieurs méthodes qui permettent de trouver
la frontiere de Pareto. Nous avons choisi la méthode basée sur la distance avec un objectif
de référence, ce dernier correspond dans notre travail au point idéal ou bien point utopique,
I’avantage principal de cette méthode c’est qu’elle génere ’ensemble des solutions efficaces
méme si la frontiere efficace (ou Paréto) n’est pas convexe (comme le montre la figure

4.1). La distance la plus communément utilisée par cette méthode est la distance de

id id

@ (b)

FIGURE 4.1 — Génération des solution efficaces par un méthode basée sur la distances :

(a) cas continu, (b) cas discret

Tchebychev. Cette distance minimise, sur tous les objectifs, la différence entre la valeur de
I'objectif et la valeur du point de référence. Cette fonction de distance peut étre pondérée
et les poids relatifs a chacun des objectifs peuvent étres variés pour énumérer I’ensemble
des solutions efficaces. Puisque notre objectif est d’éviter d’énumérer tout ’ensemble des

solutions efficaces, alors l'utilisation de cette méthode est restreinte seulement pour la
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caractérisation d’une solution efficace. Cette méthode peut également utiliser la distance

euclidienne.

4.3 Norme de Tchebychev et résultats préliminaires

La théorie de Tchebychev est originalement fondée par Bowman, 1976 [15] et ces
propriétés sont bien exploitées par plusieurs auteurs, telle que I'utilisation de la fonction
scalarisante, de normes de Tchebychev, par les méthodes de la programmation multi-
objectifs avec point de référence (voir par exemple dans Wierzbicki, 1980 [74]) et aussi par
une classe d’algorithmes interactives pour 'optimisation multi-objectifs (voir par exemple
dans Steuer et Choo, 1983 [62] et la version la plus récente a notre connaissance de Steuer
[46]), une autre catégorie particuliere dédiée pour les problemes bi-objectifs en nombre
entier et non linaire, on trouve les algorithmes de Eswaran et al., 1989 [29] ; Ralphs et al.,
2006 [54], et autres méthodes comme celles de Alves et Climaco, 2000 [3] ; Karaivanova et
al., 1977 [44] ; Neumayer et Schweigert, 1994 [50]; et celle de Schandl et al., [59].

Bowman, 1976 [15] prouve que la scalarisation de normes de Tchebychev est la plus
appropriée pour la génération de l’ensemble des solutions non dominées d’un probleme
multi-objectifs, particulierement celles qui sont non supportées.

L’ensemble de solutions non dominées dans 1’espace de criteres produit certains infor-
mations pour le MOILP, si les fonctions objectifs sont bornées sur la région réalisable.
Les bornes supérieures de ’ensemble des solutions non dominées sont données par le point
idéal Zi? € RP.

Rappelons que le vecteur strictement supérieur au vecteur idéal est appelé vecteur uto-
pique noté par ZY.

Soit I'espace des vecteurs de préférences noté § (appelé aussi vecteur poids) telque :

A:{BERP\O<@-<1,Z@:1}.
=1

La norme pondérée de Tchebychev relativement a un point de référence, le

point idéal est donnée par :
“Zz’d _ Z”B = Zir%axp {ﬂz|z;d _ Zz|} .

La norme pondérée de Tchebychev dans RP relativement a un point de référence,

le point utopique, est définie comme suit
HZU_zﬂﬁ :ig%}.(p {@’ZzU—ZZ’} (4.2)
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La norme augmentée de Tchebychev est définie comme suit :

D
12 = 2 llay= max {Bil=4% =z} +p (1 2 = =),
i=1

La norme augmentée de Tchebychev relativement a un point de référence, le point

utopique, est définie comme suit :

p
12 = 2 llg= max (B2l = al} +p Y0 2 = 2 ).
EARAS) Z:l

Avec p > 0 et suffisamment petit.
Ces deux normes caractérisent la distance entre n’importe quel point z € Z Soit a résoudre

le probleme suivant :

(MOILP) = max{c'z, z€D, i=12,..p}
qui équivalent a

(MOILP) =max{z', z€Y, i=12..p}

Etant donné un point non dominé z, pour déterminer un point non dominé dans le voisi-
nage de Z et plus proche du point idéal, par la résolution des programmes linéaire mixtes

appelés programmes de la norme pondérée de Tchebychev (WNP) suivant :
(a) Programme de la norme pondérée de Tchebychev :
(

Min w

w> B (Y —y;), 1 <i<pBeN

yEZ;
w > 0.
\

P(B) 4

(b) Programme de la norme augmentée de Tchebychev :

(

p
min w+p Y [y~ yl
i=1

w > By —y;),1 <i < p;
yi = c'z;

r € D;

w > 0.

Pour un p > 0 et suffisamment petit.
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tels que
1 P 1 !
Yt — i [Z yid — y.] , sl yi? # yivi;
B; = ¢ tli=1 70 i . (4.4)
L st yi? = yi;
07 si y;d#ylaajvy;d:y]7

Les résultats suivants fournissent quelques conditions sur la caractérisations de la solution

non dominée.
Théoréme 17 [61] Soit Y est fini et

M={yeY | (z,y,w) est la solution minimale du P(3) pour un certain B € A,}
alors, il existe un y € M tel que y € Yy.

Théoréme 18 [15] Soit y = Ci,& € D est une solution non dominée du probléme

MOILP si elle est optimale pour P(B), pour un certain 3.

Théoréme 19 [15] Si Y est uniformément non dominant alors chaque solution du P([)

est non dominée.

Dans plusieurs problemes pratiques les solutions faiblements non dominées sont in-
désirables. Pour surmonter une telle situation nous utiliserons dans notre algorithme la
norme augmentée de Tchebychev définie en 4.3.

p
Théoriquement, le terme pZ(yU — 7;) correspond a la destination souhaitable ou

i=1
acceptable pour avoir un compromis. Ce concept reflete le taux de changement dans les

valeurs des fonctions objectifs concernant ’augmentation d’une fonction objectif qui se
produit lorsque la valeur d’une autre fonction objectif diminue. En ce sens, le déplacement
d’un vecteur non dominé a un autre nécessite ce changement, ce mouvement indique
une "légere inclinaison” de quelque valeur des fonctions objectifs. Les valeurs exactes de
p qui fonctionne correctement dépend de la taille relative des valeurs optimales de la
fonction objectif et ne peut pas étre calculée a priori. Le principal objectif d’introduire le
programme Tchebychev pondérée augmentée est d’éviter d’obtenir une solution faiblement
non dominée. Une représentation visuelle de (P(f)) pour une valeur particuliere de 3 est
montré dans (fig.4.2). Le rectangle (ABCD) est appelé isoquant et y est dit sommet de
I'isoquant. (ABCD) représente les lignes de niveau optimal de la norme de Tchebychev.
y! et y? se trouvent sur les lignes de niveau optimal de la norme de Tchebychev. Les
solutions 4!, y? et y3 sont optimales pour P(3) (pour certaines valeurs de 3), mais 4!
est une solution faiblement non dominée(non supportée). y* et y> sont non dominées

(supportées).
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FIGURE 4.2 — Dominance faible et programme de la norme de Tchebychev

Remarque 7 Dans [’algorithme proposé nous utiliserons la norme augmentée de Tche-
bychev avec point un de référence, qui est le point utopique au liew de point idéal et cela

pour éviter la division par zéro dans la formule (4.4).

Dans la section suivante nous allons présentés deux méthodes basées sur la norme de
Tchebychev, la premiere dédiée a la résolution du probleme multi-objectifs en nombre
entier qui est La méthode de Steuer et Choo, 1983 [62] et la deuxieme est la méthode de
Ralphs et al.,2007 [55] pour la résolution des problemes bi-criteres.

4.3.1 La méthode de Steuer et Choo, 1983[62]

La procédure proposée consiste a échantillonner un sous ensemble de solutions efficaces
en déterminant les points non dominés associés les plus proches du point idéal z*¢ selon un
échantillon de poids de la norme de Tchebychev générés aléatoirement. A chaque itération,
une technique de filtrage est utilisée pour avoir des valeurs de poids dispersées de petit et
de plus petit sous-ensembles de points non dominés sont déterminés suffisamment bons
jusqu’a l'arréte du processus de décisions. Le décideur intervient pour donner sa solution
préférée, puis son voisinage est exploré pour déterminer un sous-ensemble de points non
dominés qui sont adjacents et plus proches du point idéal.

Les auteurs ont proposé de résoudre les programmes linéaire mixtes appelés programmes

de la norme pondérée de Tchebychev décrie dans la section précédente ’algorithme uti-
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lise trois parametres (t,s,r) dont leurs valeurs peuvent influencer sa convergence tel que
t =nombre d’itération maximale et s = la taille de I’échantillon a développer dans chaque
itération et r est le facteur de convergence dont le but est de réduire séquentiellement
I'espace de vecteur de poids A. Les auteurs ont discuté vivement leurs importance et
proposent I’algorithme suivant :

L’algorithme de la méthode
(1) Trouver le point idéal z%.
p
(2) Soit &° = {ﬁ cR0<B <1 fi= 1}.

i=1
Poser k = 0 et donner les valeurs des parametres ¢, s, 7.

k=k+1.

(3)

(4)

(5) Générer aléatoirement 100 x s vecteurs de poids dans A"

(6) Filtrer ces vecteurs pour avoir 2 X s vecteurs dispersés (représentatif).
(7)

Pour chacun de ces vecteurs résoudre le programme de la norme augmentée

de Tchebychev P, ().
(8) Filtrer les vecteurs obtenus pour avoir un échantillon de s vecteurs.
(9) Soit 2* le vecteur jugé préféré par le décideur dans cet échantillon.

(10) Calculer le vecteur 3* correspondant a z* qui définit le point isoquant de

la norme augmenté de Tchebychev.
(11) Si k < t aller a I'étape (12), si k =t aller a ’étape (14).

(12) Pour le vecteur 5* calculer dans I’étape (10) calculer

p
ZM”={5@M@€M¢¢XﬁF4}
=1

ou
[O,T‘k], si ﬁfk) — %rk <0;
) = 4 [L—7%.1], si B + Lk > 1
1 1
(6 = 5,8 + 577, sinon.

(13) Aller a I'étape (4)

(14) Calculer I'image inverse du vecteur(s) critere choisi (s) par le décideur.

Arréter.
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4.3.2 L’algorithme de Ralphs et al., 2007 [55]

Ralphs et al., 2007 [55] ont proposé un algorithme paramétrique pour énumérer l’en-
semble des solutions efficaces du probleme linéaire bi-critere en nombres entiers basé sur
la scolarisation de Tchebychev (Norme de Tchebychev). L’algorithme se focalise sur 1'idée
de Eswaran et al.; 1989 [29] qui ont développé un algorithme pour le méme probleme
mais pour le cas non linéaire. Le principe général de ’algorithme est simple. Etant donné
deux solutions non dominé z?, 29, la procédure génére une autre solution (si elle existe)
non dominé dans l'intervalle [27, z9]. Cet intervalle est retiré de la liste des intervalles a
explorer.

Un probléme linéaire bi-critere en nombre entier est formulé comme suit :
(BIP) = max{[fi(z), fo(x)], €D CZ"}; (4.5)

qui équivalent a
(BIP) = max{[z1, 23], z€ Z}; (4.6)

ou z; = f;, i=1,2. Et Z représente I'image de D selon f. et Zg dénote I'image de E.
Et | Zg |=| E |= N.

La norme pondérée de Tchebychev devient alors :
12" = 2| = max {B]21" — 21, (1 = B)|25" — 22|} -

Cette norme est utilisée pour calculer la distance minimale entre n’importe que point

z € Z et le point idéal 2*@, d’aprés Bowman, 1976 [15] cela revient a résoudre le probleme :

: id
min{|2" — 2|/} (4.7)
D’apres Bowman, 1976 [15], le probleme (4.7) est equivalent au probléme suivant :

P(B) =min{w | w > B2 — 21);0 > (1 — B) (24 — 2); 0< B <1}, (4.8)

zZEZ

(a) Pour tout point non dominé z? on a :

id _ p
f2 T %3
= — : . 4.9
P 2id — 20+ 28 — 2 (4.9)
(b) Pour chaque paire (2%, 27) de point non dominé on a :
id _ 4
2 — 2
S a—— (4.10)

Bra = '
Zid — 2P 4 Zid
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Théoréme 20 [15] Si les solutions non dominées sont ordonnées dans cet ordre
1 2 N 1 2 N
<y <...<z et zg>z>..>2y alors By > [ra> Pag > Psa > ... > Bvoin > B

Selon cet ordre les deux points 2?7 et 2P sont adjacents dans la liste Zg = {2, 22, ..., 2}

L’algorithme de la méthode

(0) (Initialisation) : Résoudre le probleme (Pf) pour = 0 et § = 1 pour trouver respec-
tivement les deux points non dominés 2! et 2V ( 2§ > 2V et 24 < 28 et déterminer
le point idéal 2 = (2}, 287). Poser I = {[2, 2]} et S = {(2', 1), (zV,2)}
Itération :Tant que I # () faire

(1) Retirer [z, 2V] de I.

2) Calculer 3,, selon I'équation (4.10), et résoudre le probleme P(j définit dans

. p.a
(4.8). Si sa solution est 2P ou 29 alors z” et z9 sont adjacentes dans la liste Zp =
{21, 22, ..., 2V}
(3) Sinon, une nouvelle solution 2" non dominé est trouvé.S = S U {(z", 2")} et ajouter

les deux intervalles [27, 2"] [2", 2] & 1.

4.4 Optimisation d’un critere linéaire sur ’ensemble
efficace discret basée sur la norme augmentée de

Tchebychev

Dans cette section nous allons décrire ’algorithme de la méthode proposée, qui résout le
probleme d’optimisation d’un critere linéaire sur I’ensemble de solutions efficaces discretes
d’un probleme linéaire multi-objectifs, en utilisant la norme augmentée de Tchebychev.

Rappelons que le probleme de I'optimisation d’une fonction linéaire Pg sur ’ensemble
des solutions efficaces Xg de (MOILP) est :

max ¢ =d'z
(Pr) (4.11)
sc z€Xg

Le probleme relaxé de (Pg) est (Pr) définit par :

max ¢ =d'x
(Pr) (4.12)
sc z€X
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Proposition 4 Soit § € A, pour un p > 0 et suffisamment petit, alors chaque solution
optimale du P,(/3) est non dominée pour le (MOILP).

Preuve Soit y une solution optimale du P,(5) et supposons que § est dominée, nous

supposons qu’il existe y € Y tel que y > 9.

y > 9(yi > 9, Vi € {1...p}, etTk € {1...p}tel queyy, > gi).

Pour un p > 0, nous avons

p p
Py Wt =) <pd G0
i=1 =1

et

—y;) < max fd— i
y)_ie{lu_p}(y 9i)

id

max (y;

€{1...p}

donc

|y —y||+pz — i) <[ y* —y||+pz

ce qui est contradictoire avec g est optimale pour le probleme (4.3) OJ .

Proposition 5 Soity €Y etﬁA € A, siy est non dominée alors y est la solution optimale

unique du Pp(ﬂA), pour un certain p > 0 est suffisamment petit.

Preuve : Soit § une solution non dominée du (MOILP) et supposons qu’il existe une

autre solution optimale 7 pour le probleme PP(B)

w+pz <w+pz ; (4.13)

on aura alors

et aussi

W > W(puisque y est non dominé pour plus de détail voir [61]) (4.14)

de 4.13 et 4.14 ona )
Y @i—9)>0= 3k e{l.p}y >

i=1

contradiction avec le fait que § est non dominée. []
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4.4.1 Description générale de I’algorithme

L’algorithme proposé produit une solution optimale globale du probleme Py et cela
sans I’énumération de toutes les solutions efficaces du probleme multi-objectifs, mais seule-
ment un sous ensemble de solutions efficaces sera fourni. Notre technique s’articule autour
de deux idées essentielle ; nous caractérisons la solution non dominée par la résolution de
programme de la norme augmentée de Tchebychev, la deuxieme consiste a réduire pro-
gressivement le domaine d’admissibilité par I’ajout des contraintes.

Initialement, la procédure détermine le vecteur utopique Z", puis le probleme relaxé Pg
est résolu, une solution optimale x est obtenue, dont la borne supérieure du critére prin-
cipal est mis a jour, et son image dans 1’éspace des criteres z = C'z est considérée comme
le sommet de référence de 'isoquant Z < Z*. Pour une petite valeur p > 0, le programme
de la norme augmentée de Tchebychev P,(3) est résolu afin de trouver un vecteur non
dominé Z le plus proche au point utopique, dans la direction déterminée par Z“ et Z.
Dans l'espace des décision plusieurs solutions efficaces peuvent avoir la méme image Z
dans ’espace des criteres, un autre programme est exigé pour trouver une solution efficace
équivalente (alternative), si elle existe, améliorant le critére principal. Alors une nouvelle
solution efficace est générée et ajoutée a la liste courante apres avoir évaluée la borne
inférieure du critere principal. Des nouvelles contraintes, pas seulement évite de régénérer
la solution efficace courante, mais aussi élimine un sous ensemble de solutions dominées,
sont imposées. L’algorithme s’arréte lorsque l'espace réalisable devient vide ou bien la
borne inférieure coincide avec la borne supérieure.

Supposons, que tout les composantes de la matrice des criteres sont entiers. A chaque
itération k, la région réalisable D est réduite graduellement par I’élimination de toute les
solutions dominées par CZ*, cette technique d’ajout des contraintes été utilisée la pre-
miere fois par Klein et Hannan, 1982 [45] et aussi par Sylva et Crema, 2004 [63]. Cette

élimination peut étre produite par la résolution du probleme suivant :

k
(Pr) = max{dx,z € D — U Dg}.

s=1
Lorsque Z(P) n’est pas uniformément dominante (I'image de D dans 'espace des critéres
contenant au moins une solution faiblement non dominée), le programme de la norme
de Tchebychev n’est pas approprié pour notre approche, cependant, la norme augmentée
de Tchebychev est l'alternative (voir [61]). L’utilisation de cette norme, nous permet de
caractériser les solutions non dominées, et a surmonter le cas délicat des solutions non

supportées (voir [15]).
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4.4.2 Dalgorithme de la méthode

Algorithm 3: Optimisation d’une fonction linéaire sur un ensemble efficace discret
Input

1 A@mxn) : matrice des constraintes;

1 banx1y : vecteur de second membre des contraintes ;
1 d(1xn) : vecteur du critere principal ;

1 C(pxn) : matrice des criteres;

Output

1 Zopt @ solution optimale du probleme (Ppg).

T @opt : la valeur optimale du critere principal ¢

Initialization

— Pour i =1,--- ,p, resoudre 2} = max{c'z,z € D}; avec z¥ = z* + 1 et poser la borne
inferieure M; := min{c'z,z € D}.

~ Qoup = +00 and @i, := —00 : les bornes superieure et inferieure de la fonction ¢ ;

~k=1,E,:=0;D:=D

— end = false

while end = false do

Résoudre (Pf) = max{d'z,r € D} ;

if (P};) est iréalisable ou ¢inr > ¢syp then x,, est la solution optimale de
(Pg); end := true : Terminer

else
soit z* la solution optimale du (P%).

Soit peyp = d'x¥, calculer le vecteur préférence 8% de zF = Ca®

soit (2%, 2¥) la solution optimale du P,(3%)

if di* = Osup then z,, = ", Gopt = Dsup ; end := true Terminer
else

Solve Q(2*) = max{dz | x € D,Czx = 3*}

Soit Z* la solution optimale Q(2%);

if d'T% > @iy then oy = %, ¢y = dT* and Gop := diny ; sOIt
Epiy = E,U{7*}, k=k+1and D := D\ U} D,;
Dy={x€Z"Cx <Cz% 7° € Ex_1}

else
if Gins > dsup then z,, est la solution optimale du (Pg) et ¢qp la

valeur optimale de ¢; end := true : Terminer

else
Topt := T, Ging := dT* and @op = iny; soit Epyy = Ep U{Z"},
k=k+1and D:= D\U"] D,;
Dy={z € Z"\Cx < A%2; z° € E}_,}
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Proposition 6 L’algorithme présenté précédemment converge en un nombre fini d’itera-

tions .

Preuve. Puisque D est un ensemble fini, le nombre de solutions efficaces |Xg| est
fini. A chaque itération de 'algorithme une nouvelle solution efficace est générée et la
region d’admissibilité est reduite jusqu’a que le domaine devient vide. Donc la procedure

converge vers une solution optimale du probleme (Pg) en un nombre fini d’iterations.

4.4.3 Exemple d’illustration

Nous reprenons 'exemple traité dans le chapitre 2 section 2.5.2.1 :

Exemple 5 Soit le probleme MOILP suivant

/

max 23 =T+ 31>

max Z9 — —3$1 — X9
(
—2x1 + dxy <23
<
(MOILP) Aoy o <3l (4.15)
1 — X2 S 4
D

—rT — 3$2 S —8
—31}1 — X2 S —8
\ | 1, 12 € YA

et le probleme principal

(Pg) = max{¢ = x1 — 4xy | (x1 x2) € X}
Le probleme relaxé (Pg) est donné par

(Pr) = max{¢ = x; — 4z | (z1 22)" € D}.

L’ensemble des solutions efficaces du probleme (MOILP) est donné dans le tableau 4.1,
ainsi en figure(Fig.4.3), dont 6 solutions efficaces non supportées parmi 8 solutions effi-
caces.
p est fixé a 0.004.
Step 0 Initialisation.
— Point ideal 2* = (27 —8); 2V = (28 — 7)’; les bornes inférieures des fonction
objectifs sont M; = 0,My = —25;
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Solutions efficaces

Solutions non dominées

(1,5)
(16,-8)

(2,5)
(17,-11)

(3,5)
(18,-14)

(4,5)
(19,-17)

(4,6)
(22,-18)

(5,6)
(23,-21)

(6,7)
(27,-25)

(6,6)
(24,-24)

TABLE 4.1 — Ensemble des solutions efficaces/nondominées de I'exemple 5

Z9
T 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

-~ ®
S
w @

- @
o @

o @
~®

1

FIGURE 4.3 — Ensemble des solutions efficeces/nondominés de 1'exemple 5.

— Ging 1= —00, Psyp = +00, k =1,Xp, =0 et end := false.

L’iteration 1

On résout le probleme relaxé Pj = max{¢|z € D}

La solution optimale est z' = (5 1)’. Soit 2! = Cx' = (8 — 16)’, son image dans l'espace

des criteres. ¢gyp = dz' = 1. Ding 2 ®sup- Nous calculons le vecteur de préférence Bl
associe a z!, 81 = (0.3103,0.6897).

On résout le programme Tchebychev généralisé P,(8') définit comme suit

( .
min

w — 0.004(—2z1 + 2x3)
w > 0.3103(28 — 21 — 31)

r1,T9 €D

w>0
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4.5. EVALUATION NUMERIQUE

La solution 2! = (17; —11) est un point non dominé avec une distance pondérée de Tche-
bychev minimal, nous obtenons &' = (2;5) et ¢(2') = —18 # ¢y Nous résolvons
Q(2") = max{dr,Cx = 2',x € D}, dont le but d’avoir une solution alternative amélio-

rant le critére principal. ' = (2;5) = &' ¢iny = —18 2 ¢dsup = 1 et X, = {T'}.

3z + a2 < 10

zZ2
T 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

z1

A2

-~ ®
S
w @
=~ ®
o @
> @
~ @

FIGURE 4.4 — Iteration 2.

Les résultats (pour k > 2) sont résumés dans le tableau (Table 4.2) et représentés dans
la figure Fig.4.5. (Topt, Popt) = ((4 5)’,—16) est la solution optimale obtenue a la 4™¢

itération.

4.5 Evaluation numérique

4.5.1 Implémentation et instances

La méthode proposée dans ce chapitre est évaluée sur un ensembles d’instances aléa-
toirement générées. L’algorithme est codé en environnement MATLAB et exécutés sur un
PC HP Compaq, avec un Pentium(R) dual CPU a 1.4 GHz, 1 Go de RAM et Windows
vista. Nous utiliserons le solveur CPLEX 12.2 library pour la résolution des programmes
linéaire en nombres entier et les programme linéaire mixte. Les instructions principales

de l'algorithme s’allonge dans la résolution de deux programmes linéaires spécifique en
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(Pr) Value | (P, (8%)) | (Q(zM) Dinf = Dsup OPT. SOL.

iter xk of Tk " or Topt
k P G Z" i (Pg) is unfeasible Gopt
1 (51 |03103] (25) (2 5) False (2 5)
(8 —16) | 0.6807 | (17 —11) | (17 —11Y ~18

2 (22)  |0.0476 | (1 5) (1 5) False (2 5)
8 —8)Y |0.9524| (16 —8) | (16 —8Y ~18

3 (64) |0.6000| (46 (4 6) False (2 5)
(18 —22) | 0.4000 | (22 — 18)' | (22 — 18’ ~18

4 45) ]05263| (45) (4 5) True (4 5)
(19 —17) | 04737 | (19 —17)' | (19 — 17) ~16

TABLE 4.2 — Résultats obtenus en chaque itération de I'exemple 5

zZ9
T 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

AV

v @
w @
=@

o @
~ @

.an

FIGURE 4.5 — Liste des solutions efficaces/non-dominées de 1’exemple 5

nombre entier, le probleme relaxé et le programme mixte de la norme augmentée de
Tchebychev. L’algorithme a été testé avec des problemes MOILP, aléatoirement générés
selon des distribution uniforme, tel que les composantes des matrice A, C' et le vecteur
de seconde membre b se varies respectivement suivant les intervalles [1,30], [—20, 20] et

[50, 150]. Le vecteur d est généré de méme que C. Pour éviter d’avoir un domaine de fai-

106



4.5. EVALUATION NUMERIQUE

sabilité vide, toute les contraintes de chaque probleme sont de type <”. De plus, puisque
tout les coefficient de matrice A et le vecteur b sont positive alors La région réalisable
est bornée. Le nombre de critere p prend les valeurs 3, 5 et 8. Les résultats obtenus sont
représentés dans les tableaux 4.3 et 4.4, dont La moyenne, le minimum et le maximum, du
temps d’exécution (CPU time en second) et de nombres d’itérations (Iter), sont obtenues

pour dix instances aléatoirement générées.
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p p=3 pP=35 p=8
mxn CPU(Sec.) Iter CPU(Sec.) Iter CPU(Sec.)  Iter
10 x 10 0.38 2 0.45 1 0.59 2
0.26, 0.54]  [1, 3] 0.36,0.64 [1,3]  [0.54, 1.13] [1, 5]

10 x 15 0.67 2.5 0.49 1 0.70 1
0.32, 1.76]  [1,7] 0.46, 1.07]  [1, 4] 0.64,0.82] [1,2]

15 x 15 0.36 1 0.49 1 0.63 1
0.28,0.70]  [1, 4] 0.42,0.67] [1,3]  [0.05, 14.86] [1, 5]

20 x 15 0.57 3.5 0.4715 1 0.67 1
0.28, 1.07]  [L, 5] 0.39,0.79]  [1,3]  [0.60,0.97 [1,1]

25 x 15 0.42 2 0.50 1 0.65 1
0.30, 0.56]  [1, 3] 0.40,0.71]  [1,3]  [0.58, 1.10] [1,2]

25 x 25 0.48 2 0.63 1.5 0.94 1
0.31,0.69]  [1, 3] 0.46, 1.62]  [1, 5] 0.71,1.93] [1, 8|

35 % 25 0.53 2 0.55 1 0.77 1
037, 1.31]  [2, 5] 047, 1.06)  [1,4]  [0.61,4.15 [2, 10]

35 x 30 0.66 3 0.58 1 0.92 1
0.40, 247 [1, 6] 0.47,1.27]  [1, 3] 0.70, 3.02] [1, 13]

40 x 30 0.56 2 0.82 2 0.85 1
0.40, 0.85] [, 4] 050,235 [2,7]  [0.71,238] [, 3]

40 x 40 0.88 3 0.92 2 1.1952 1.5
0.39, 2.64]  [1, 6] 0.54, 1.80]  [1, 4] 0.81, 2.60] [1, 4]

50 x 50 0.91 3 0.86 2 1.12 1
0.60, 1.54]  [L, 5] 0.56, 1.68]  [L, 5] 095254 [, 3]

50 x 60 1.01 2.5 2.00 3.5 2.04 1
0.57,5.38]  [L,7] 0.96,3.52]  [1,5]  [1.21,3.61] [L, 3]

60 x 60 1.07 2.5 2.13 2 1.85 1
0.49, 347 [1,7] 070, 4.02]  [1,5]  [1.04, 345 [1,3]

70 x 60 4.43 5.5 5.07 ) 3.50 1.5
[1.26, 11.41]  [1, 8] 2.33,8.67]  [2,7] [1.97,8.53]  [1, 5]

70 x 80 2.71 3 2.83 3.5 2.83 1
[1.26, 11.41] [1, § 2.33,8.67] [2.7  [1.97, 853 [L, 5]

80 x 80 5.60 4.5 8.39 4.5 4.65 2
4.06, 16.25)  [3, 7] [1.29,29.82] [1, 9] 3.23,9.10]  [1, 5]

80 x 90 1.40 1 2.33 1 3.29 1
0.93,10.24] [1,5]  [1.79,190.84] [1,7  [2.79, 14.95 [1, 5]

80 x 100 1.64 4 13866 1 6.62 2
[1.12,107.30] [1,15]  [1.70,167.83] [2,12]  [4.80,17.61] [1, 6]

TABLE 4.3 — Résultats obtenus pour : 10 < n < 100 et 10 < m < 100



4.5. EVALUATION NUMERIQUE

p p=3 pP=5 p=38

mxn CPU(Sec.)  TIter CPU(Sec.) Iter CPU(Sec.)  Iter

100 x 100 8.67 4 9.33 3.5 1.45 1
[4.21,21.51] [1,7  [L37,143.30] [1,13]  [L.33,14.18] [L, 10]

100 x 120 2.04 4 2.18 2.5 2.2659 1
[1.00, 2.74] [1, 5] 1.34,2.83] [1,3] [1.89, 4.20]  [1, 4]

120 x 120 2.02 2.5 2.0787 2 2.43 1
[1.00, 3.78] [1,6]  [1.45,436] [L4]  [2.12,40.11] [L, 32]

130 x 140 3.2147 2 3.33 2 3.84 1
[1.41, 6.56]  [L,5] [1.99,12.58]  [1,5]  [2.71,22.43] [1, 11]

140 x 150 3.80 2 2.87 1 3.52 1
[1.62,7.37] [1,5  [2.2418.22] [1,7]  [3.1226.93] [L, 3]

150 x 160 4.57 3.5 4.42 2 4.22 1
2.92,9.03 [1,5]  [2.76,13.51] [1, 5] 3.35, 5.48]  [1, 2]

160 x 170 5.41 2.5 5.92 2 4.51 1
3.27, 11.09] [2,6]  [3.31,10.90] [1,5  [4.20,7.33] [L, 2]

170 x 180 6.72 3 5.97 2 5.20 1
[2.65, 15.30] [1, 6] 3.54,0.90] [1,3]  [4.74,12.36] [1, 4]

180 x 200 5.20 2.5 9.04 3 6.28 1
2.97,10.94 [1,5  [4.28,33.63] [L,7]  [5.83,49.08 [L, 14]

200 x 200 7.7 3 7.24 2 9.35 2
5.70, 11.68] [2,5]  [4.64,10.24] [1,2]  [6.42, 1258 [1, 3]

200 x 220 9.66 3 8.99 2 10.54 2
[4.41,18.34] [1,5]  [5.67,15.83 [L,4]  [7.62,11.72] [L, 2]

TABLE 4.4 — Résultats obtenus pour : 100 < n < 220 et 100 < m < 200

4.5.2 Interprétation des résultats

Les résultats obtenus sont encourageants, ce qui confirmes l'efficacité de I’algorithme
proposé en terme du temps d’exécution relativement a la taille considérable des instances
traitées. Notons que 'exécution du programme de certaines instances n’aboutit pas aux
résultats qui est probablement di a la dégénérescence. Remarquons aussi que le temps
d’exécution n’est pas forcément proportionnel a la taille de l'instance, et ¢a est du a
notre connaissance d’une part aux nombres de solutions efficaces visitées(générées) par

I'algorithme et d’autre part par la structure de l'instance. Autrement dit, le nombre des
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solutions efficaces générées n’est pas proportionnel au cardinal de I’ensemble des solutions

efficaces d’une instance.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle méthode pour le probleme d’optimisation d’une fonction
linéaire sur I’ensemble des solutions efficaces discret a été présentée. C’est une méthode
exacte basée sur deux idées, la premiere consiste en premier lieu a la caractérisation de la
solution non dominée, et en second a la recherche de la solution efficace qui améliore la
fonction objectif principale. La deuxieme idée est un processus d’ajout des coupes pour
¢liminer les solutions dominées trouvées précédemment, par conséquent, réduire la région
admissible progressivement.

L’algorithme a été codé en utilisant ’environnement MATLAB avec I'intégration du
CPLEX 12.2 library. Il est testé sur plusieurs problemes aléatoirement générés. Les résul-
tats obtenues sont tres encourageants et montre que I’algorithme proposé est tres efficaces
en termes de nombre de solutions efficaces générées (ne dépasse pas en valeur médiane
5) avec des problemes d'une dimension considérables (200 contraintes, 220 variable et 8

objectifs).

110



Conclusion générale et perspectives

Dans ce travail, nous avons proposé un algorithme exact, permettant de résoudre un
probleme d’optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble des solutions efficaces d'un
programme multi-objectifs linéaire en nombres entiers.

Notre choix, de traiter un tel probleme, est justifié d’une part, par I'intérét grandissant que
les problemes multi-objectifs suscites dans la vie actuelle ou plusieurs objectifs concurrents
doivent étre satisfaits. La plupart du temps ces problemes, particulierement ceux qui sont
de nature discretes, sont NP-difficiles.

Et d’autre part, les techniques de résolution de tels probleme évite I’énumération de
toutes les solutions efficaces du probleme M OILP, car les décideurs ne sont pas souvent
intéressés par toutes les solutions efficaces, mais seulement par celles qui optimisent la
valeur d’un critere prédéterminé. Par conséquent les méthodes évitant d’explorer toutes
les solutions efficaces sont tres appréciables.

L’algorithme proposé opere en deux phases essentielles, la phase de caractérisation de
solution efficaces/non dominée et la phase de réduction du domaine d’admissibilité.

Dans la litérature, il existe plusieurs caractérisations de la solution efficace, particu-
lierement dans le cas continu par exemple comme celles données dans [76] et celle du test
d’efficacité. Ce dernier a été développé par Ecker et Kouada, 1978 [24] utilisé dans les
trois premieres méthodes [1, 42, 17] ayant étaient élaborées pour la résolution du pro-
bleme en question, dans notre contribution qu’on peut qualifier de quatrieme méthode, la
scalarisation de la norme de Tchebychev a été employé, cette caractérisation, et ce d’apres
Bowman, 1976 [15], est la plus approprié pour la génération des solutions efficaces/non
dominées, particulierement celle qui sont non supportées. La deuxieme phase consiste en
la réduction progressive du domaine réalisable ou de recherche de la solution optimale,
et cela par I'ajout des contraintes connu dans la litérature par “corner constraint”. Ces
derniéres éliminent les solutions dominées ainsi que les solutions efficaces/non dominées

générées déja. Cette technique a été utilisés dans les méthodes de Jorge, 2009 [42] et de
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Chaabane et Pirlot [17].

Nous avons implémenté la méthode proposée sous I’environnement Matlab, en utilisant
CPLEX 12.2 Library pour résoudre les programmes linéaire en nombre entiers. A travers
des expérimentations numériques, nous avons constaté 'efficacité de notre algorithme,
meéme lorsque la taille du probléeme considéré est importante.

Ce travail a fait 'objet d’une publication dans la revue "International Transaction in
Operation Research(2012) “et une autre soumission dans journal “RAIRO-Operations
Research (2015)".

Parmi les travaux qui peuvent présenter des perspectives et que nous souhaitons aborder
pour 'avenir, nous y trouvons par exemple :

— Résolution d'un probléeme d’optimisation d’une fonction non linéaire, sur I’ensemble
des solutions efficaces discretes, nous pensons plus particulierement au cas ou la
fonction est quadratique en variables discretes.

— Résolution du problemes d’optimisation sur 1’ensemble des solutions efficaces par

des méta-heuristiques.
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Résumé : Le but principal de ce travail est ’étude d’une classe particuliere de I'optimisa-
tion non convexe & l'occurrence le probléme d’optimisation d’une fonction linéaire (appelée
aussi critere principal) sur I’ensemble de solutions efficaces d’un probleme linéaire multi-
objectifs en nombres entiers(MOILP). Et pour la résolution du probléme en question, un
algorithme exact, basé sur la norme augmentée de Tchebychev et evite d’énumérer tout
I’ensemble efficace, a été proposé. Dans cet algorithme, deux phases importantes sont a
considérer : la phase d’ajout des contraintes de coupes pour la réduction progressif du
domaine réalisable, afin de trouver une solution optimale relatif a ce domaine réduit, et
la phase de génération d’une solution efficace/non dominée qui domine la solution op-
timale déja trouvée en premiere phase, et cela par la norme augmentée de Tchebychev.
Une évaluation numérique de ’algorithme proposé en l'implémentons sous l’environne-
ment Matlab utilisant CPLEX 12.2 Library a été présentée. Cette méthode développée
est motivée par des résultats intéressants et encourageants. Ce travail a fait une premiere
publication dans la revue “International Transactions in Operational Research(2012) et
une autre soumission dans journal "RAIRO-Operations Research (2015)".

Mots clé : Non convexe, Optimisation multi-objectifs en nombres entiers, norme aug-

mentée de Tchebychev.

Abstract : The principal aim of this work is the study of a particular class of non-convex
optimization problem and more specialy the case of optimizing a linear function (also cal-
led main criterion) over an integer effecient set of a multi-objective linear program. In this
way, an exact algorithm is proposed and used to obtain the global optimal solution. We
achieve this aim by combining two ideas : one consists of solving the augmented weigh-
ted Tchebychev program in the outcome space criteria to characterize non-dominated
objective solutions, a second stage of optimization is required to find an efficient solution
that improves the main objective. The second idea is a process of added cuts for eli-
minating the dominated solutions found previously, therefore reducing progressively the
admissible region. The algorithm was coded using the MATLAB environment utilizing the
CPLEX 12.2 library. the method developed is motivated by the interesting and encoura-
ging results. This work was first published in the journal "International Transactions in
Operational Research (2012)"and another submission in "RAIRO - Operations Research
Journal (2015)”

KeyWords : Nonconvex ;integer programming ; multiple objective ; Tchebychev metrics.




