N° d’ordre: 38/2016-C/MT

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET
DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE
HOUARI BOUMEDIENE
FACULTE DE MATHEMATIQUES

209 1g)lgm i ol o
Liog Jg iN illg ’ng_Ln_LI

USTHB

THESE

Présentée en vue de I'obtention du diplome de Doctorat LMD
en : MATHEMATIQUES
Spécialité: Analyse: Systemes dynamiques

par: Abdelkarim KELLECHE

Stabilisation de certains systémes en mouvement axial

Soutenue publiquement le 28/06/2016 a 10h30 devant le jury composé de

BEBBOUCHI R. Pr. USTHB Président
TATAR N-E. Pr. Université King Fahd Directeur
KHEMMOUDJ A. Pr. USTHB Co-Directeur
KESSAB A. Pr. USTHB Examinateur
DJEBABLA A. M.C.A.  Université d’Annaba Examinateur

MAZOUZI S. Pr. Université d’Annaba Examinateur




Résume

L’objet principal de cette these est de stabiliser certaines structures en mouvement axial
(corde, poutre, plate). En général, ces structures sont sujets a des vibrations indésirables
pendant leur fonctionnement. Ces vibrations peuvent réduire leur durée de vie, ou provo-
quer un dysfonctionnement ou meme detruire certaines composantes. Les vibrations sont
dues a différents facteurs tels que la non-uniformité de la matiere, les perturbations de
I’environnement, les grandes vitesses, etc.

Afin d’atténuer ces vibrations, on adopte la stratégie suivante: profiter de la pro-
priété d’amortissement dont jouissent les matériaux viscoélastiques plutot que d’autres types
d’amortissement utilisés dans des travaux publiés auparavant qui peuvent étre chers ou
inadéquats. Les matériaux viscoélastiques sont présents dans de nombreux domaines de
I'ingénierie. Ils sont capables de dissiper I’énergie mécanique des vibrations en chaleur.

Notre travail consiste a définir un “bon” controle qui permet au systeme d’atteindre son
équilibre le plus tot possible. Il s’agit donc de stabiliser le systéme rapidement en tenant
compte des efforts et du colt. Par conséquent, les résultats trouvés doivent améliorer les
résultats publiés auparavant. La méthode adoptée est celle des “Multiplicateurs” connue
aussi sous le nom de “Méthode de I'énergie”

La difficulté principale dans notre travail réside dans le fait que les structures considérées
se déplacent dans la direction de leurs axes en plus des vibrations perpendiculaires (verti-
cales) a leurs axes. Cela conduit a l'apparition de nouveaux termes aux bords dans la
dérivée de Iénergie (en comparaison avec les structures immobiles.). En effet, on a besoin
d’appliquer le “Théoreme de Transport de Reynolds”qui stipule que le taux net du flux de
la masse a travers la frontiere doit étre pris en compte lors du calcul de la dérivée totale.
Pour résoudre ce probleme on introduit de nouvelles fonctionnelles de type Lyapunov et

quelques estimations appropriées.
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Chapitre 1

Introduction

Les structures en mouvement axial se trouvent dans plusieurs domaines. Elles apparaissent
sous forme de scies a ruban, feuilles de papier au cours des processus de fabrication, de
traitement et d’impression, de bandes de textiles pendant la fabrication et de la transfor-
mation, de tuyaux de transport de fluides et de courroies de transmission. Dans toutes ces
applications, la vitesse de transport maximale ou la vitesse de transport est souhaitée en vue
d’accroitre 'efficacité et d’optimiser les couts d’investissement et de la performance des ma-
chines et ses installations sont parfois cotiteuses et complexes. Cependant le comportement
dynamique de ces systemes empeche souvent d’atteindre ces objectifs.

Les dynamiques des systemes en mouvement axial ont été étudiés depuis plus de 60 ans.
Les premieres publications concernant 1’étude des vibrations transversales d'une corde en
mouvement axial remontent a I'annee 1950. Les pionniers dans ce domaine sont Sack [94]
et Archibald et Emslie [2]. Le cas d’'une corde et d’une poutre en mouvement axial attire
I’attention de plusieurs scientifiques. Cet intérét est soutenu par 'apparition de nouvelles

applications dans plusieurs domaines.



1.1. Apercu historique

1.1 Apercu historique

1.1.1 Cas de la corde

Une corde en mouvement axial est un modele type largement utilisé pour représenter: des
fils, des bandes magnétiques, des ceintures, des scies a ruban et des cables; en particulier
lorsque 'objet concerné est long et étroit et a une rigidité a flexion négligeable.

L’une des premieres études consacrées a ’analyse des vibrations d’une corde en mouve-
ment axial est celle de Archibald et Emslie [2]. Elle traite le cas de vibrations transversales
d’une corde se déplagant avec une vitesse constante c le long de la direction longitudinale,
désigné par X.

Soient y(x,t) le déplacement transversal de la corde a la position x et I'instant ¢ et [ la

longueur de la corde entre les deux extrémités (voir Fig )
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Figure 1.1.1 : Corde en mouvement axial

ou T et p représentent la tension et la masse par unité de longueur de la corde, respec-

tivement. En partant du principe de Hamilton (voir [69]), on a

t1
to
ou
Lo, 2 L,
E..== [ p[+ (g + cyo)?] dz, B, == [ Tyldx.
2 Jo 2 Jo

Ici E, et E, désignent I'énergie cinétique et 1'énergie potentielle, respectivement entre x = 0
et x = [ a l'instant ¢. Intégrons par parties I’équation ((1.1.1)) en tenant compte du fait que
dy(z,to) = 0y(z,t1) = 0 et 0y(0,t) = dy(l,t) = 0 ou le symbole § indique qu'il est en fait
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une infime variation du trajet emprunté pour aller de 0 a [. Les vibrations transversales ou

le déplacement transversal de la corde sont donnée par

Pyt + 20¢ysr — (T — pc?) Yoo = 0 (1.1.2)

ol yy est I'accélération locale dans la direction transversale de la corde, ¥, est 'accélération
de Coriolis et c?y,, est 'accélération centripete. La solution de 1’équation est donnée
sous la forme d’une somme de fonctions harmoniques par
y(z,t) = C) cosw {t + (%) x} + Cycosw {t + (%) x} (1.1.3)
telle que
c<\T/p

(voir [76]) ou Cy, Cy sont des constantes et w est la vitesse angulaire des vibrations transver-
sales.

En supposant que la corde vérifie les conditions aux limites simples
y(0) =y(l) =0, (1.1.4)
les auteurs dans [2] ont donné la solution de I’équation sous la forme générale
y = Filx — (cw + O)t] + Bz + (¢ — 0] (1.1.5)

ou F et Fy sont des fonctions et
cw =VT/p.

L’influence de I'amortissement sur le comportement dynamique de la corde en mouvement
a fait 'objet de plusieurs études. Dans [77], un amortissement linéaire sous la forme de
Pwy, ou [ représente le coefficient d’amortissement a été introduit. Dans [68] et [I10] un
amortissement sous la forme de 5(w; +cw,) a été considéré. La quantité w; + cw, représente
la vitesse transversale de I’élément de la corde.

Dans plusieurs études, des modeles de cordes élastiques se déplacant avec une vitesse
axiale variable (¢ = ¢(t)) ont été étudiés (voir par exemple [3] et [81]). Dans ce cas, le

modele ((1.1.2)) s’écrit sous la forme

Py + ¢ ()ya + 2¢(t)yar) — (T — pc?) Yoo = 0. (1.1.6)
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Cette équation linéaire du mouvement est valable uniquement pour des petits déplacements
y et pour des grandes valeurs de 7. Dans [81] 1'équation a été résolue en utilisant la
méthode de Galerkin (voir [70]) en supposant que la vitesse est de la forme ¢(t) = ¢ sin wyt
oll ¢y et wy désignent 'amplitude de la vitesse axiale de la corde et la fréquence de la

variation de la vitesse, respectivement. Les auteurs ont obtenu une solution de la forme
y(o,t) =) q;(t) sin(im/l) (1.1.7)
i=1

ot sin(imx /1) est la i fonction propre de I'équation de la corde stationnaire (c(t) = 0) et
¢i(t),i=1,2,..., sont des fonctions a déterminer. Pour plus de détails on renvoie le lecteur
a la référence [81].

Dans [29], Fung et al. ont étudié, pour la premiere fois, la dynamique d’une corde
viscoélastique en mouvement axial. Le mouvement est modélisé par 1’équation aux dérivées

partielles
T
(Z + 0) Yzz T OxYy = P (ytt + 2¢Yqt + 02ym) (1.1.8)

ou A est la section en coupe de la corde et o la contrainte. Ils ont considéré le cas ou la
tension T est de la forme

T =Ty + T; coswt.

Les auteurs ont traité la cas de I’équation constitutive uni-dimensionnelle d’'un matériau de
type intégral (appelé matériau de Boltzmann) qui est donnée par le principe de superposition

de Boltzmann (voir [1§])
t .
o(z,t) =e(x,t)Go + / G(t — s)e(x, s)ds (1.1.9)
0
ot G(t) est la fonction de relaxation et e(xz,t) est donnée par

e(z,t) = %yg(x,t). (1.1.10)

En substituant les formules ((1.1.9)) et (1.1.10)) dans I’équation (1.1.8)), ils ont obtenu

_ 3
Yo 4+ 20(7)Yer 4+ (C*(7) — 1 — T'sinwt) Yee + C'(7)Ye = Ekfygygg

1 T o0 - TO -
~5Vie [ GnGr = V2 s)s = Ve [ Gl = 5)Yilw9)Veeg, s (1111
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ou

Y = y/l, G(t—s) :G(t—s)/pcg, T:Tl/TO, ki = c1/ca,

w = wlfcy, T=cot/l, c1 =\/Go/p, ca =+/To/pA.

Pour les petites oscillations, les termes non linéaires peuvent étre négligé, I’équation linéaire
devient

Yo, 4 2C(7)Yer + (C*(7) — 1 = T'sinwt) Yee + C'(7)Ye = 0. (1.1.12)

En raison de la complexité du probleme. La méthode de Galerkin a été utilisée ici pour
séparer les variableées spatiales de la variable temporelle. En se basant sur cette méthode,
le déplacement supposé satisfait aux conditions Y (0,7) = Y(1,7) = 0,. La solution est

donnée par
Y(6,7) =) q(t)sin(iré).
i=1

Pour plus de détails concernant cette méthode voir [29] et [30]. Le cas d’une corde viscoélastiques
avec une vitesse variable dans un état de contrainte uniforme a attiré plusieurs chercheurs
(par exemple [10] et [37] ).

Le cas d’une tension variable de la corde a suscité I'interet d’'un bon nombre de chercheurs.
On cite, en particulier, le travail de Mockensturm et Guo [75]. Une équation non linéaire
de mouvement pour une corde en mouvement axial composée d'un matériau viscoélastique
est obtenue. Dans [75], Les auteurs ont noté que si la corde est composée d’un matériau

viscoélastique, la tension est liée a la déformation par
T = A(Ee +ne) = A[Ee + (e + ce2)] -

Si e, = 0, alors la tension ne dépend pas de la vitesse axiale. Cependant, la tension dépend
encore de la vitesse de la déformation. Si e est de la forme ¢ = Asin(§2¢), alors la tension
est donnée par

T

i EAsin(Qt) + nAQ cos(£2t).

On désigne par U le déplacement axial de la corde, la déformation est donnée par

el 1) = U, (1) + %yi(az,t).
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Pour un matériau viscoélastique, la tension devient

T

Z - E (Ux<t) + %yi(x, t)) + 77 (Ua:t(t) + ym(J:?t)ymt(xvt) ‘I' Cywym;) .

L’équation du mouvement de la corde résultante est

Py + 20yt + (p¢? — EUy — nUst) Yo

— (yz BEyi(w,t) + 1 (Yo (@, ) yar (2, 1) + Cymym)Dx- (1.1.13)

La méthode de perturbation est appliquée directement a 1’équation aux dérivées partielles

(1.1.13). Pour plus de détails on renvoie le lecteur a la référence [75].

1.1.2 Controle d’une corde en mouvement axial

Differents type de controle, y compris le controle de domaine [118], le controle paramétrique
[89] et le controle de la structure variable [31], ont été étudiées. Le controle frontiere fournit
un moyen efficace pour supprimer les vibrations transversales car il est facile a implémenter.

Il est important aussi de citer le travail de [55] ou les auteurs ont étudié le systeme suivant

Pyt + 2pCynt — (T — pc?) Yoo = [(,1)
y:):(lat) = fc(t) ou — y:v(0>t) = fc(t)>

ou f(z,t) est une force distribuée. Ici, la corde est controlée a l'extrémité gauche et/ou
droite. Un schéma d’une corde en mouvement axial avec un contrdle frontiere actif a

I'extrémité droite est représentée par la Fig

F(Jntrﬁl_e _

(?- senseur I

Figure 1.1.2 : Controle actif

ou un amortisseur frontiere passif représenté par la Fig
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A — amortisseur

X

Figure 1.1.3 : Controle passif par un amortisseur visqueux

La méthode de Lyapunov a été employée afin de trouver le controle pour stabiliser
I’énergie des vibrations. Dans le cas ou le controle agit sur 'extrémité droite x = [ avec

Iextrémité gauche fixée, ils ont proposé le controle suivant

fet) = y:(1,1) = —kye(1, 1), k1 > 0. (1.1.14)

Dans le cas ou le controle est placé au point = = 0, et I'extrémité droite (z = [) est fixée,

les auteurs ont proposé le controle suivant

fc(t) = _y:c(07t) = _k2yt(07t); k2 >0

Fo(t) = =y2(0,1) = —ks {5 (1,t) + cya (I, 1)}, ks > 0.

Notons que dans les deux cas, la stabilisation a été obtenue sans taux de décroissance de
I’énergie.

Un autre type de controle: Masse-Amortisseur-Ressort (MAR), a été proposé dans [33].
Le mécanisme de controle MAR comprend une masse m, un amortisseur visqueux avec un

coefficient d,,, et un ressort de rigidité k,,. (voir la figure ci dessous)

Figure 1.1.4 : Corde en mouvement axial avec le systeme de controle MAR
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Les équations du mouvement sont

pYi + 2pcYar — (T — pc?) Yo + Co(Ye + €yz) = 0
y(0,t) =0
fo(t) = may + (dy, — pc)qi + kmq + (T — pc?) y. (1, 1)
ou q = y(l,t) et ¢, est le coefficient de dissipation interne. Les auteurs ont prouvé la stabilité

asymptotique du systeme en appliquant le controle

fot) = —(Ba; + aq) + (dw — pe)g + kg + (T - ,002) yu (1, 1)

ou m, a, B,a?/m, Ds l%m, T sont des parametres du systeme. La performance du controle
proposé a été vérifiée par des simulations numériques en utilisant la méthode des différences
finies.

Pour les modeles nonlinéaires, il existe tres peu de travaux traitant le probleme de controle.
En utilisant le méme mécanisme de controle “MAR "que celui utilisé dans [33], Fung et

Tseng [32] ont prouvé la stabilité du probleme nonlineaire

Py + 2pcYur — (To — pe*) Yo + co(Ye + ) — 222920, = 0

y(0,t) =0
fo(t) = mau + (dm — pe)gs + kmg + (To — p + B2y2(1,1)) ya (1, 1).
Ce systeme est caractérisé par le fait que la tension dans la corde n’est pas constante, c’est

a dire T est donnée par

3EA
T(z,t) =T+ Tyi(x,t), ze|0,l],t>0

ou Ty représente la tension initiale de la corde. La stabilité asymptotique du systeme a été
établie a I'aide de la théorie des semi-groupes. Enfin, un schéma aux différences finies a été
utilisé pour verifier les résultats théoriques.

Le méme systeme a été étudié par Li and Hou dans [59] mais en utilisant un mécanisme
de controle différent, il s’agit du méme mécanisme utilisé par Lee et Mote dans [55] (voir

(1.1.14))). Le systeme s’écrit sous la forme

Py + 2pcYar — (To — p*) Yow — 25242000 = 0

y(0,t) =0
fc(t) - (TO - pc2 + EQ_Ayz(lv t)) yz(l7 t)‘



1.1. Apercu historique

En utilisant la méthode directe de Lyapunov, avec le controle f.(t) = —ky(l,t),k > 0, les

auteurs ont prouvé que le controle frontiere linéaire assure la suppression des vibrations de

la corde. Ils ont démontré aussi que la solution du systeme est exponentiellement stable.
Dans [99], Shahruz a considéré un autre modele d’une corde en mouvement axial, connu

sous le nom de “Kirchhoff”, décrit par

PYit + 2pcymt - (TO - pCQ + bf(]l yid‘%) Yzax = 0
y(0,1) =0
u(t) = (TO — pc + bfol yﬁda:) v (1, 1).

Ce modele est caractérisé par le fait que la tension dépend seulement de la variable tem-

porelle X
T(t) =T+ b/ y2dx.
0

L’auteur a prouvé que cette équation non linéaire peut étre stabilisée par le controle suivant
uc(t) = _kyta?t)? k> 0.

Un modele nonlinéaire général a été considéré par Li et al. dans [60]. Les auteurs ont
adapté I'expression exacte de la déformation € pour décrire la nonlinéarité géométrique en

fonction de la déformation transversale. Dans ce cas la, I’énergie potentielle des vibrations

1 [ EA
Ep = 5/0 (T()&B + 752) dx
g, = lim

f;+m V1+y2(x, t)de — Az
Az—0 Az
= V14+9y2-1

Ils ont obtenu le systeme suivant

2 _ _To - =
P (Yst + 2¢Yat + CYr) {ym [\/Hyi +EA (1 Y ”y%)] }x >
000 (1.1.15)

|0 = 0.0+ {yx { A+ EA (1 - ﬁ)] } |

est donnée par

ol

;
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Dans des applications pratiques de I'ingénierie, on suppose généralement que y? < 1. Dans

ce cas, on peut écrire

— 11— -y 1.1.16
Cet approximation réduit ’équation du mouvement a
2 3 2
Py + 20¢ynr — (To — p°) Yuw — 3 (BEA —Ty) Y2ype = 0. (1.1.17)

En outre, la tension initiale est généralement est tres petite comparativement a la rigidité,

Ty < FA. L’équation (|1.1.17) peut étre simplifiée a
3
Pyt + 2p¢ysr — (To — pc*) Yuw — §EAyiym =0 (1.1.18)

qui est la méme équation que celle adoptée par Li et Hou dans [59]. Les auteurs ont prouvé

que le systeme ([1.1.17)) est exponentiellement stable sous le feedback linéaire
fe(t) = —ky(1,t), k> 0.

Leur preuve repose sur la méthode de Lyapunov.

1.1.3 Cas de la poutre

Le terme “poutre ”désigne un objet dont la longueur est grande par rapport aux dimensions
transverses. Autrement dit, on appelle “poutre ”un solide engendré par des surfaces finies,

appelées “sections droites”, telles que

Figure 1.1.5 : Modele d'une poutre

e [’ensemble des centres de gravité des sections droites est une courbe continue et
différentiable, appelée “moyenne”; son rayon de courbure est grand par rapport a

sa longueur.

10



1.1. Apercu historique

e Les sections droites sont perpendiculaires a la courbe moyenne ; elles “varient de

maniere continue et lente”.

e La racine carrée de la surface des sections droites est petite devant la longueur de la

courbe moyenne.

1.1.4 Quelques résultats de stabilité pour I’équation de la poutre

1) Cas de la poutre stationnaire (¢ = 0)

En 1980, une classe de poutres de type FEuler-Bernoulli avec un amortissement de flexion a
été proposée par Chen et Russell [14] et Huang [35]. La stabilité exponentielle d'une poutre
de type Euler-Bernoulli a été largement étudiée, par Chen et Russell [14] en premier et
ensuite par Huang [35] et [36]. Voir aussi Chen et al. [12] et Kim [47] pour une poutre avec
une dissipation visqueuse, Chen, Liu et Liu [I3] et Liu et Liu [66] et [67] pour une poutre
avec un amortissement de type Kelvin-Voigt. De nos jour on peut trouver plusieurs autres
dans la literature.

La question de la stabilité et la stabilisation frontiere a été étudiée par de nombreux
auteurs. On cite notamment B.Z. Guo et W. Guo dans [41] qui ont étudié la stabilisation
frontiere de I’équation de la poutre de type Euler-Bernoulli dans le cas ou une extrémité est

fixée et I'autre est controlée

y(07t> - ym(O, t) = ya:ac(la t) == 0,

Dans [41], il a été mentionné que dans le cas ou u(t) = —ky(1,1) et 6 = 0 le systeme est
exponentiellement stable. Toutefois, lorsque le systeme est soumis a une perturbation telle
que

u(t) = k(t)y(1,t) 4+ 0(t) sint,

K'(t) =ry?(1,t), k(0) =0, r >0,

0'(t) = ye(1,¢)sint, 0(0) = by,

11



1.1. Apercu historique

les auteurs, apres avoir prouvé l'existence et 'unicité de la solution, ont démontré que la so-
lution est seulement asymptotiquement stable sans aucune vitesse explicite de décroissance.
La stabilité d'une poutre avec deux extrémités libres a été étudiée par Guo et Huang dans
[40]. Tls ont établit des conditions suffisantes et nécessaires pour que le systéme soit stable
exponentiellement. Leur méthode est basée sur la technique des semi-groupes, la technique
des multiplicateurs. Littman et Markus [65] ont démontré la stabilité a 'aide d'un controle
dépendant de la vitesse (voir aussi Rao [90]). Conrad et Morgul [20] ont utilisé la méthode
des multiplicateurs pour démontrer la stabilisation exponentielle par le controle linéaire
(—kye(1,t) + Yzaat (1, 1)). Récemment, Guo [38] a obtenu la stabilisation exponentielle d'une
poutre de type Euler-Bernoulli non-uniforme par un controle frontiere linéaire.

Dans [39], les auteurs ont considéré I’équation d’une poutre de type Euler-Bernoulli avec

un stabilisateur de cisaillement au niveau du joint d

;

Yir + Yoz =0, 0 <z <d, d<z <1,

9(0,8) = y(1,1) = a0, £) = yue(1,) = 0,

y(d*8) = y(d ), a(d*,t) = yald™ ), yau(dF, ) = gual(d™, 1),
{ Yaaa (A1) = Yoaa(d ™, t) = ki (d, t).

Les auteurs ont démontré que les fonctions propres de ce systeme forment une base de Riesz

pour l'espace d’état. La stabilité exponentielle, ainsi que le comportement asymptotique des
valeurs propres ont été étudies. Dans le cas d'une poutre viscoélastique, Park et Kim dans
[85] ont considéré une équation de la poutre de type Euler-Bernoulli avec un terme mémoire,

fixée en une extrémité tandis que l'autre extrémité est soumise a une force nonlinéaire

Yit + Yozzz — /Ot h(t = $)Ypazz(S)ds + g(y:) =0, 0 <z < 1,
y(0,1) = ya&(07tt) = Yau(1,2) = 0,
a1 = [ B0 = s (55 = Flu(1,0),
En supposant que la fonction de relaxation h décroit exponentiellement, les auteurs ont

prouvé l'existence et la stabilité exponentielle de la solution. Les mémes auteurs dans [83]

ont étudié le méme probleme mais avec un controle frontiere vérifiant

u(t) = k(t)y:(1,1), k(0) >0
K'(t) =ry?(1,t), r>0

12



1.1. Apercu historique

et sous les mémes hypotheses sur la fonction de relaxation h. Ils ont prouvé 'existence de
la solution en utilisant la méthode de Galerkin et ont obtenu la stabilité exponentielle en
utilisant la technique des multiplicateaurs. Un résultat similaire a été obtenu dans [43] avec

une dissipation frontiere vérifiant
u(t) = k(t)y:(1,t) + 0(t) sint
K'(t) =ry?(1,t), k(0)=0, r>0
0'(t) = ye(1,¢)sint, 6(0) = by.

Pour plus de détails, on renvoie le lecteur a ( [42] 511, 62, 85]).

Cas de la poutre en mouvement axial

Le premier modele d’une poutre en mouvement axial qui a inspiré les chercheurs est celui

de Mote [76]. En appliquant le principe de Hamilton

t1
/ (6B, — 6E,)dt = 0
to
ol

1/ 1 /[ 1/
E, = —/ p [+ (g + cyz)?] da, E, = —/ Ty;da + _/ Ely;,dz,
2 Jo 2 Jo 2 Jo

p est la masse par unité de longueur de la poutre, T est la tension de la poutre (supposée
constante), ¢ est la vitesse axiale, E'1 est la rigidité a flexion de la poutre, F est le coefficient
d’élasticité et I est le moment d’inertie. En supposant que la poutre est soumise aux

conditions aux limites
y(0,8) = y(0,1) = y22(0,1) = y22(0, 1) = 0,
I’équation du mouvement résultante est donnée par
Py + 20¢yer — (T = pc?) Yz + Elysaga = 0. (1.1.19)

Le modele le plus général qui décrit la dynamique d’une poutre en mouvement axial est
celui obtenu par Wickert dans [I112]. L’auteur a traité les déplacements transversaux et

longitudinaux de la poutre et a obtenu le systeme d’équations suivant

1Y (utt + 2cuy + C2Umm> - (EA (um + %yg)>m =0

(1.1.20)

13



1.1. Apercu historique

ol u et y répresentent respectivement le déplacement longitudinal et le déplacement transver-

YA pEA
R

sal

Figure 1.1.6 : Déplacement transversal et déplacement longitudinal

Notons que dans ce cas I’énergie potentielle est définie par

1 [ 1/
E,= 5/0 Taxdx+§/0 Ely? dx,

la tension est donnée par la relation (voir [16] et [79])
Ly
T(I, t) =T+ EA | u, + §yx

et la relation déplacement-déformation est définie par

1
8(1’, t) = Uz + 5:%2:

Une vue schématique du systeme considéré est représentée par la Fig[1.1.6 |
En posant v = 0 dans I’équation ((1.1.20) puis en omettant les termes nonlinéaires d’ordre

supérieur, on obtient I’équation du mouvement transversal (voir [I1])

02 I
p (Yt + 2¢Yat + Yz) — ToYaw + Vi Yuzwe = éym/ y2dz. (1.1.21)
0

Ainsi, une autre forme simplifiée de I’équation du mouvement a été définie par (voir [I1])

EA
p (Yt + 2¢yat 4+ Yus) — { {Tg + Tyi} y} + E1Yyppe = 0. (1.1.22)

Notons que les deux équations réduites ([1.1.21)) et (1.1.22)) sont basées sur différentes hy-

potheses sur le mouvement longitudinal (voir [11] et [112]).
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1.1. Apercu historique

Quelques résultats de controle d’une poutre en mouvement axial

On commence d’abord cette partie avec le cas linéaire. Lee et Mote dans [56] ont considéré

une poutre de type Euler-Bernoulli dont 'une des extrémités est fixée

Pyt + 20¢Yst — (T — p) Yoo + ElYpzee = 0

L’objet de leur étude est de controler le mouvement transversal via un amortissement actif

ou passif appliqué a l'extrémité libre. Lorsque I'extrémité en x = 0 est fixée c’est a dire

y(O,t) = yx<0’ t) =0,

les lois de controle suivantes ont été proposées

D) uu(lt) = ke (1, 1)sgn (Tye(1,1) = Yara(1,1)), k1 > ¢,
2) yu(1,t) = —kayi (1, ) sgn (Tya(1,1) = Yawa(1, 1)), k2 > ¢,
3) Tyu(l,t) = Yawa(l, 1) = —ks (el 1) + cya(l, 1)) ks > 0.

Lorsque I'extrémité en x = [ est fixée, le controle suivant a été appliqué en x = 0.
Ty:(0,t) — Yuux (0, ) = kg (y:(0,8) + cy,(0,t)) , ky > 0.

IIs ont démontré la stabilité asymptotique de la solution du systeme. Lee et Rahn [61] ont
étudié un controle pour une poutre linéaire se déplacant axialement en divisant la partie
mobile en deux sous-systemes, une partie controlée par un régulateur constitué d’'un moment
de torsion 7.(t) et un moment d’inertie .J localisé au point © = a et une partie non controlée.
L’équation du mouvement s’écrit

(

Vst + 20Yer — (T — p*) Yoz + ElYppee = fuH(x —a), z € (0,a) U (a,l),
y(0,1) = y(l,t) = yla,t) = y(0,¢) = ya(l,1) = 0,

Yo(a™,t) = yu(a™, 1),

(Yot — B (You(a™,t) — yauula™, 1)) = 7e(t)

ou f, est une force de controle appliquée par le régulateur et H est la fonction de Heaviside.
Les auteurs ont tiré la conclusion suivante: En supposant un amortissement (ky;(z,t))
dans la partie non controlé, le controle adaptatif permet au déplacement transversal de

s’approcher de 0 de maniere exponentielle.
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1.1. Apercu historique

Pour le cas d'une poutre de type Euler-Bernoulli nonlinéaire, les auteurs, dans [15], ont
étudié le systeme, ci dessous, modélisant les vibrations d’une bande d’acier controlée par un
régulateur placé a 'extrémité x =1

(

PYtt + Qpra:t + Pc2ym - (TO + %yg(ﬂ% t)) Yz + Ejymcxx = 07

x € (0,1), t >0,

y(0,1) = y,(0,t) = yu(I,t) =0, t >0,

L u(t) = myu(l) + (de = pe) (1) + (T = pc + 5y2)ya(l) = ElYren(l), £ >0

ou
3FA
T(z,t) =Ty + Tyz(x, t)

m et d. désignent la masse et le coefficient de dissipation de I'actuateur, respectivement.

Les auteurs ont prouvé la stabilité exponentielle du systeme en utilisant le controle
u(t) = —kyu(l), k>0

avec d. > . Le méme systeme a été étudié par Yang dans [I16] mais avec des conditions
différentes sur la tension 7'(z, t). Les auteurs ont considéré un amortissement supplémentaire

agissant dans 1’équation elle méme

PYit + 20CYt + pCYse — (T(2,0)Ys), + ElYszze + co(ys + cyz) =0

ou la tension vérifie
0< Ts,min S TS(IE, t) S Ts,max

[(Ts(,1)),| < (TS)t,max
|(T5(:E,t))x| <(Ts)

T,max
pour tout z € [0,] , t > 0 ou ¢, désigne le coefficient de dissipation. Ils ont prouvé un

résultat de stabilité asymptotique du systeme avec le controle frontiere
u(t) = (de. — 2pc)wi(l,t) — kwye(1,t), k>0

a condition que T min est suffisamment plus grande que (T5) et (Ts)

t,max xr,max"’
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1.2 Organisation de la these

Le reste de cette these est organisé comme suit :

Chapitre 2 : Dans ce chapitre on présente des notions et des résultats de base d’analyse
fonctionnelle qui seront utilisés dans notre travail. En particulier, on donne des résultats
fondamentaux concernant des espaces fonctionnels et des théoremes d’existence pour des
problemes d’évolution.

Chapitre 3: Ce chapitre est divisé en deux parties

Partie 1: est consacrée a un rappel de quelques propriétés des matériaux viscoélastiques
et leur role dans 'atténuation des vibrations dans les systemes mécaniques.

Partie 2: Dans cette partie, on introduit la méthode da la dérivation d’une fonctionnelle
(énergie, fonction de Liapunov, etc.) associé a un systéme en mouvement axial.

Chapitre 4 : Dans cette partie on présente notre premiere contribution, notamment sur la
stabilisation d’une corde de type Kirchhoff en mouvement axial par un controle frontiere de
type mémoire (viscoélastique). Les résultats de ce chapitre ont fait 'objet d’une publication
parue dans la revue Journal of Dynamical and Control Systems, sous le titre:
Uniform stabilization of an axially moving Kirchhoff string by a boundary con-
trol of memory type.

Chapitre 5 : Dans cette partie, on présente notre deuxieme contribution concernant la
stabilisation uniforme d’une poutre en mouvement axial. Le contenu de ce chapitre a fait
I'objet de deux publications, I'une dans la revue Applied Mathematics and Optimiza-
tion, intitulée:

Uniform decay for solutions of an axially moving viscoelastic beam

et 'autre dans la revue: Journal of Dynamical and Control Systems

sous le titre :

Stability of an axially moving viscoelastic beam.

Conclusion et perspectives : Cette partie a pour but d’évaluer les résultats obtenus
et de présenter quelques perspectives pour les améliorer et d’introduire d’autres problemes

ouverts dans lesquels s’inscrit notre travail.
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Chapitre 2

Rappels généraux et définitions

Ce chapitre vise a présenter les notions essentielles d’analyse fonctionnelle, ainsi que certains
résultats concernant les espaces LP, les espaces de Sobolev et des théoremes d’existence pour
des problemes d’évolution qui seront utilisés par la suite.

Soit 2 I'intervalle défini par

Q=10,1[, [ > 0.

Dans la suite, on notera par

e — ((Q) I'espace des fonctions continues de 2 a valeurs dans R,
— (C(2))™ est 'espace des fonctions continues de © a valeurs dans R™,

— Cy(9) Tespace des fonctions continues et bornées sur , on le munit de la norme

Jull o = sup u(z)|
e

pour k > 1 entier,
o — C*(Q) est I'espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée

d’ordre k est continue sur €2,

— C*(Q) est I'espace des fonctions de C*(£2) dont le support est compact et inclus

dans (2,

18



2.1. Topologie faible et topologie faible*

— C§°(§2) est l'espace des fonctions indéfiniment différentiables, & supports com-

pacts qu’on appelle espace des fonctions test.

Définition 2.1 On dit qu’un espace vectoriel normé E est un espace de Banach s’il est

complet.

2.1 Topologie faible et topologie faible*

2.1.1 Topologie faible

Soit E un espace de Banach muni de la norme || ||; et soit £* son espace dual.

Notation 2.1 Le crochet de dualité est la forme bilinéaire définie par

(,): F*xFE—=R
(f,x) = (f,z) = f(x).

Définition 2.2 La topologie faible sur E notée o(E, E*) est la topologie la moins fine sur
E rendant continues toutes les formes linéaires sur E*.

Un systéeme fondamental de voisinages de la topologie o(E, E*) en un point xy € E est
donné par

‘/;:,U?:{SEGEﬂfi(fl?—xo” <e, Viel}

oue>0,1 fini, f; € E*.

Définition 2.3 On dit qu’une suite (x,), de E converge faiblement vers x € E si pour tout
f el ona
lim f(z,) = f(z).

n—oo
On note cette convergence par x, — T.
On parle de convergence forte quand on a convergence en norme
lim || z, —2 || =0

n—oo

on la note par x, — x.
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2.1. Topologie faible et topologie faible*

Proposition 2.1 (Voir [7]) Soit (z,), une suite de E. On a les propriétés suivantes
1. Si x,, — x alors z,, — .
2. Six, — x alors || z, |5 est bornée et || z || < liminf| z, | 5.

3. Six, — x dans E et si f, — [ dans E* alors f,(x,) — f(z) dans R.

Théoreme 2.1 (voir [7]) Dans un espace vectoriel normé, toute suite faiblement conver-

gente est bornée.

2.1.2 Topologie faible*

Soit £ un espace de Banach

Définition 2.4 La topologie faible® sur E*, notée o(E*, E) est la topologie la moins fine
sur E* rendant continues toutes les applications pour tout x € E. Un systeme fondamental

de voisinages de la topologie o(E*, E) en un point fo € E* est donné par
VI ={fe B |f(z:)— folz:)| <e, Viel}

ou [.| désigne la valeur absolue, € > 0, [ fini, x; € F.

On note "une suite (f,), qui converge vers f pour la topologie o(E*, E)” par f, — f.

Proposition 2.2 (voir [7]) Soit (f,), une suite E*. On a les propriétés suivantes
1. Si f, = f pour o(E*, E) est équivalente a f,(x,) — f(x) dans R, Vo € E.
2. Si fn, — f alors f, = f pour o(E*, E**),
si fo — f pour o(E*, E**) alors f, = f pour o(E*,E).
3. Si f, = f pour o(E*, E) alors || f.| est bornée dans E* et ||f|| < liminf | f,| .
4. Si f, = f pour o(E*,E) et x, — = dans E alors f,(x,) — f(x) dans R .

2.1.3 Espace réflexif

Définition 2.5 Soit E un espace de Banach et soit J l'injection canonique de E dans E**
(bidual de E). On dit que E est réflexif si J(E) = E**.
Lorsque E est réflexif, on identifie implicitement E et E** (a l'aide de l’isomorphisme

7).
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2.2. Espaces LP(2) : 1 < p < o0

2.1.4 Espace separable

Définition 2.6 On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe un sous-ensemble

D C FE dénombrable et dense dans E.

Théoréme 2.2 Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,,), une suite bornée dans E.

Alors il existe une sous-suite extraite (x,,) qui converge pour la topologie o(E, E*).

Preuve: Voir [7].

2.2 Espaces LF(2): 1 <p<
Soit p € R avec 1 < p < 00, on définit I'espace des classes de fonctions LP(2) par

LP(Q) ={u: Q2 — R, u mesurable et / lu(x)|” de < oo}
Q

folley = [ Tuter dx)’l’

L>®(Q2) = {u: 3C > 0,u mesurable : |u(x)| < Cpp.}

Sa norme est donnée par

et

muni de la norme

HuHLoo(Q) =inf{C € Ry, Ju(z)| < C pp.}.
Remarque 2.1 L’espace L?(Q) muni du produit scalaire
(u,v) = /qudx, u,v € L*(Q)
est un espace de Hilbert et 'espace LP(S2) est un espace de Banach 1 < p < oo.

Proposition 2.3 1. LP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo.
2. LP(Q)) est séparable pour 1 < p < o0.

Preuve: Voir [7]
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2.3. Espaces de Sobolev

2.3 Espaces de Sobolev

2.3.1 Dérivée faible

Définition 2.7 On dit que u est dérivable au sens faible dans L?(Q), s’il existe une fonction

w € L*(Q), telle que Vv € C°(Q) on ait

/Q u(x)dz(j)dx— - /Q v(@)w(x)d. (2.3.1)

du(z)
dx

Cela revient a dire que w(z) au sens des distributions.

2.3.2 Espace W'?(Q)
L’espace W1P(Q) est défini par
1 du
WhP(Q) =S u e LP(Q) : € LP(Q)
T
muni de la norme

d_u
dx

el = Nl oy + \
LP(Q)

ou dfl—(;) est la dérivée faible de u. désigne par

H'(Q) = W2(Q).

2.3.3 Espaces W"P(Q))

Soient m > 2, k € N, p un nombre réel tel que 1 < p < 0o, on definit W™P(Q)) par

dk
WP (Q) = {u e IP(Q) : d—;,j € LP(Q), k< m}

ou flkT}f est la dérivée faible d’ordre k de u au sens de la définition (2.3.1). L’espace WP ()

est muni de la norme
dFu
dxk

||“||Wm,p(§z) - Z

k<m

Lr(Q)
On pose
H™(Q) = W™2(Q).
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2.3. Espaces de Sobolev

Remarque 2.2 Les epaces H™(2), sont des espaces de Hilbert muni du produit scalaire

dku  dFo
(u, V) gm) = (—, —) , u,v € H™(Q).
( Z dzk’ daF .

k<m
2.3.4 Inégalités

Lemme 2.1 (Inégalité de Holder): Soient p et q deur nombres réels avec 1 < p,q < 00
vérifiant

—+-=1 2.3.2
s (2.3.2)

et soient u € LP(Q) et v € LI(Q). Alors uv € L' (Q) et
[uv| g1y < Null Loy 101 Laey - (2.3.3)
Sip=q =2 l'inégalité est appelée inégalité de Cauchy-Schwarz.
Dans la suite, on notera par
=11l 22
Lemme 2.2 (Inégalité de Poincaré)(voir [3]]]) Soit u € H*(Q) vérifiant la condition
u(0) =0, (2.3.4)
alors les inégalités suivantes sont vérifices
wix) <lug|?, Vo e0,1],
[l < 2 o ||

St de plus la fonction vérifie la condition

alors les inégalités suivantes sont vérifices
w2 < ugs|® Vaxel0,1],
luzl® < 2 fluge”
Lemme 2.3 (Inégalité de Young) Soient a, b >0 et 1 < p,q < oo vérifiant (2.3.9). Alors
a? bl

ab < —+ —.
p q
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2.3. Espaces de Sobolev

2.3.5 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Définition 2.8 Soit X un espace de Banach, 1 < p < 0o et |0,T[ un intervalle de R. On

appelle espace de Lebesque a valeurs dans X et on note

T
LP(0,T;X) = {f 10, T[ — X mesurable, telle que / ull5% dt <oo, 1<p< oo},
0

L=(0,T;X) = {f:]0,T[ — X mesurable, telle que sup esswejo.r||lullx < oo} .

munis des normes suivantes
1

. T D
i) [l ooz = (Jo ull ) 1< p < oo,

1) ||l oo o.7,x) = SUP €sstegory [|ullx -
Remarque 2.3 LP(0,7;X),1 <p < o0, est un espace de Banach.

Remarque 2.4 Soit (X,Y) un couple d’espaces de Banach, L (Y; X) désigne l’espace des
applications linéaires continues de Y — X

SiY =X on note L (X) au lieu de L(X, X).

Définition 2.9 On appelle espace des distributions sur 10, T] a valeurs dans X, [’espace
defini par
D' (10, T[; X) = L(D(]0,T); X) .

Remarque 2.5 Soit (X,Y) un couple d’espaces de Banach tel que X — Y (Injection
continue). Alors, on a LP (0,T;X) — LP(0,T;Y), 1 <p < 0.

A une fonction f € LP (0,7; X) on associe une distribution, notée f, sur |0, 7] a valeurs

dans X, définie par .
f(w):/o f(t)p(t)dt, o€ D(0,T).

Définition 2.10 Si f € D' (]0,T[; X), on définit df / dt par

L =t-0s(F) v oD,

Lemme 2.4 Soitv e LP(0,T;X); et dv/dt € L (0,7;X) (1 <p<o0)
Alors la fonction v est, aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle,

continue de [0,T] — X.
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2.4. Principe d’invariance de Lasalle

Preuve: Voir Lions-Magenes ([63, Chapitre 1]).

Lemme 2.5 (Inégalité de Gronwall)
(1) Soit n(t) une fonction positive, absolument continue sur [0,T], qui satisfait l’inégalité
différentielle suivante
' () < @(t)n(t) + ¢ (1)
pour presque tout t € [0,T], ot p(t),1(t) sont des fonctions positives et sommables sur [0, T
. Alors

t
o) < 205 [300) + [ w(s)as
0
pour presque tout t € [0, 7.
(2) Soit n(t) une fonction positive, absolument continue sur [0, T, qui satisfait I’inégalité
sutvante
t
00 <Ci [ n(s)ds + Co
0
pour Cy, Cy > 0 et pour presque tout t € [0,T]. En particulier, si
t
o) <€ [ n(s)ds
0
pour Cy > 0 et pour presque tout t € [0,T]. Alors

n(t) = 0 presque tout.

Preuve Voir Evans [26].

2.4 Principe d’invariance de Lasalle
Rappellons le principe d’invariance de LaSalle qui est un outil tres utilisé pour étudier le
comportement asymptotique des solutions d’équations différentielles.

Définition 2.11 Un ensemble invariant L, pour un systéme dynamique

dx
= fa()

est defini comme un ensemble de conditions initiales o, tel que la solution x(xo,t) reste

dans l’ensemble T ¥Vt > 0, c.-a-d

T ={x:x0€ I =>x(z,t)e L, Vt >0}
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2.4. Principe d’invariance de Lasalle

Théoreme 2.3 (Théoréme d’invariance de LaSalle)

Soit V : R" = R de classe C' et soit a > 0, on pose

Qp ={z:V(x(t)) <a}.

On suppose que

1) Q, fermé et borné

2) Yz € Q, on a £V (z(t)) <0

3)V CQ etV ={x: LV (x(t)) =0}

4) T est le plus grand ensemble invariant, T C 'V

alors

Vg € Qa, x(20,t)—> T lorsque t— oc.

Preuve: Voir [I11].
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Chapitre 3
Préliminaires

Ce chapitre est divisé en deux parties, la premiere partie est consacrée a un rappel de
quelques propriétés physiques et quelques avantages des matériaux viscoélastiques. La
deuxieme partie est réservée & la méthode de la differentiation d’une fonctionnelle associée

& un systeme en mouvement axial.
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Partie 1

Matériaux viscoélastiques
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Les matériaux viscoélastiques ont des applications dans tous les domaines de 'ingénierie
et des systemes mécaniques, de 1'électroménager au spatial en passant par ’automobile,

I’aéronautique ou le génie civil.

3.2 Définition da la viscoélasticité

Un matériau viscoélastique se caractérise par le fait qu’il possede a la fois un comportement
visqueux et élastique. L’élasticité se traduit par la conservation et restitution de I’énergie
apres déformation. La viscosité se traduit par la dissipation de 1’énergie. Les polymeres

représentent un bon exemple de matériaux qui ont un comportement viscoélastique.

3.2.1 Loi de Hooke

Pour une piece de matériau ayant une surface de section transversale A, et une longueur
initiale y, soumise & une force F' (de traction/compression), la réponse correspondante est
donnée par le déplacement Al. Le model de déformation le plus simple est la traction
(étirement) ou la compression. Pour les petites déformations, la variation de la longueur Al
est proportionnelle a la force F'

F=kxAl

ou k est la raideur de la piece. Le rapport de la force F' par I'aire S de la section droite de la
piece s’appelle “contrainte”. La contrainte est donc une grandeur homogene qui s’exprime
par

F

O = —.

S

Le rapport de 'allongement Al par la longueur initiale [y s’appelle “déformation” ou allonge-

ment relatif

On distingue les cas suivants
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3.3. Viscoélasticité linéaire

Matériau élastique: Toute I’énergie stockée au cours du chargement de la force F' est

retournée une fois la force enlevée. Dans ce cas la loi de Hooke s’exprime alors sous la forme
oc=F¢

ou F est le module de Young ou module d’élasticité, qui est une caractéristique du matériau;
c’est ’équivalent en mécanique des milieux continus de la raideur d’un ressort.

Matériau visqueux: Ce type de matériau ne renvoie aucune partie de ’énergie stockée
au cours du chargement. Toute I’énergie est perdue sous forme d’ ”amortissement pur” une
fois la charge enlevée. Dans ce cas, la contrainte est proportionnelle a la vitesse de la
déformation, et le rapport de la contrainte par la vitesse de déformation est connue comme
"viscosité”. Ces matériaux présentent ’amortissement sans aucune rigidité.

Matériau viscoelastique: On appele matériau viscoélastique, un matériau dont une
partie de 'énergie stockée dans le systeme est récupérée lors de la supression de la charge,

et I'autre partie se dissipe sous forme de chaleur.

3.3 Viscoélasticité linéaire

La viscoélasticité linéaire se caractérise par le comportement élastique et dissipatif d’un
matériau pour les petites déformations. Celle-ci peut étre considérée a différentes échelles.
En mécanique des structures, c’est le niveau macroscopique qui est retenu. Cependant,
quelques éléments d’'une approche & une échelle inférieure (ici moléculaire) permettent de
comprendre le phénomene physique de dissipation dans ces matériaux, ce qui permet de
déterminer ou d’expliquer 'influence de certains facteurs a prendre en compte.

D’un point de vue moléculaire, quand un effort est appliqué sur un matériau viscoélastique,
par exemple pour un polymere, deux mécanismes atomiques interviennent [93]. Les liaisons
atomiques changent de longueur et d’angle. Les atomes sont alors déplacés a de nouvelles

positions, avec une augmentation de I’énergie interne de facon extrémement rapide.
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3.3. Viscoélasticité linéaire

3.3.1 Principe de superposition de Boltzmann

Pour certains matériaux, la réponse a une déformation ou a une contrainte constante varie
au cours du temps. Ces observations se font plus particulierement dans les cas des essais
de fluage et de relaxation. Pour un essai de fluage, une contrainte constante est appliquée,
et il se produit une augmentation de la déformation au cours du temps. Réciproquement,
pour un essai de relaxation, c’est une déformation constante qui est imposée, et c’est alors
une diminution de la contrainte qui apparait au cours du temps. Ces deux phénomenes se
caractérisent par les courbes expérimentales présentées dans la Figure et la Figure

(3.3.2 ) qui caractérisent ces matériaux.

o

— =

t

Figure 3.3.1 : Courbe caractéristique de fluage

t

Figure 3.3.2 : Courbe caractéristique de relaxation

Dans le cadre de la viscoélasticité linéaire, la loi de comportement, donnant la relation

entre la contrainte et la déformation est donnée par le produit de convolution suivant

o(t) = / h(t — s)dii—(s)ds

oo S

avec h la fonction de relaxation.
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3.3. Viscoélasticité linéaire

o
1
o3
o2 I
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Figure 3.3.3 : Principe de superposition de Boltzmann

Si on considere qu’il y a équilibre jusqu’au temps ¢t = 0, dans un cadre mono-dimensionnel
en traction-compression, cette relation peut se mettre sous la forme

de(s)

ds.
ds °

o(t) = Epe(t) + /t E(t—s)

Les différents modeles viscoélastiques different par le choix du noyau (ou de la fonction de

relaxation) h.

3.3.2 Modeles mathématiques pour la viscoélasticité linéaire

Les modeles rhéologiques sont des éléments qui permettent de représenter les comportements
mécaniques de base. Deux comportements nous intéressent :

1. I'élasticité avec le ressort.

2. la viscosité avec I’amortisseur.

Leur combinaison permet d’obtenir des lois de comportement proches des celles des

matériaux.

Modeéle de Maxwell

Le modele de Maxwell décrit un matériau viscoélastique, c’est-a-dire ayant a la fois des

propriétés élastiques et visqueuses. Ce modele fut proposé par James Clerk Maxwell en
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3.3. Viscoélasticité linéaire

1867. Le modele de Maxwell est représenté par un amortisseur purement visqueux et un

ressort hookéen mis en série comme l'indique la Figure [3.3.4 |

k
+AAAR '

Figure 3.3.4 : Modele de Maxwell

Dans cette configuration, lorsqu’une contrainte axiale est appliquée, la contrainte totale

o et la déformation totale £ sont données par

O = 0p=0p

E = Ep+ER

ou 'indice A désigne I'amortisseur et 'indice R le ressort. Les contraintes de I'amortisseur

et du ressort sont données respectivement par :

oA = TMEa

OrR = /{ZER

ou k est le module d’élasticité associé au ressort et 7 le coefficient de viscosité associé a
I’amortisseur représentant un fluide newtonien.
En dérivant la déformation totale par rapport au temps, on obtient
o

. . . o
E=€Epa+Ep=—+—.
n k

En multipliant cette équation par k et en utilisant 7 = . L’équation précédente s’écrit

1
ke =0+ —0.
T

La solution générale de I'équation de Maxwell est donnée par

o(t) = 1 /t exp ﬂé(s)d&

T J_ T

Modele de Kelvin-Voigt

Le modele de Kelvin-Voigt peut étre représenté par un amortisseur purement visqueux et

un ressort hookéen mis en parallele comme l'indique la figure ci-dessous

33



3.4. Conclusion

viAd
k

Figure 3.3.5 : Modele de Kelvin-Voigt

Dans ce modele en parallele, la contrainte totale o et la déformation totale € sont données

par

0 = 0a+O0g,

€ = €4 =E¢pR.
Les contraintes de I’amortisseur et du ressort sont données respectivement par

Op = 7’]8,

Oorp = ke.

On en déduit alors que
o(t) = ke(t) + ne(t).

De méme que pour le modele de Maxwell, on en déduit un temps caractéristique de relaxation
T = %

Il existe d’autres modeles qui peuvent décrire le comportement d’un materiau viscoélastique
tels que: lemodele de Zener, le modele SLS type Kelvin-Voigt, le modele SLS de type
Maxwell et le modele de Maxwell généralisé. Le lecteur trouvera plus de détails autour de
ce sujet dans ([93]).

Ainsi, le modele viscoélastique de Kelvin-Voigt et celui de Maxwell restent parmi les

modeles les plus simples pour représenter exprimentalement le comportement de ces matériaux.

3.4 Conclusion

L’une des fonctions principales des matériaux viscoélastiques est de fournir un mécanisme de

dissipation de I’énergie mécanique des vibrations en chaleur. Par conséquent, ils permettent
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3.4. Conclusion

d’atténuer le bruit et les vibrations, et de plus augmenter de la durée de vie des structures.
Ces avantages nous encouragent a adopter ces matériaux dans notre étude comme un outil

pour stabiliser certaines structures en mouvement axial.
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Partie 11

Taux de variation de I’énergie d’un

systeme en mouvement axial
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3.5. Introduction

3.5 Introduction

Dans cette partie, en utilisant la version de la regle de Leibniz en trois dimensions, on
rappelle la méthode “correcte”de dérivation de I’énergie associée a un systeme en mouvement
axial (voir [I17]). On montrera que la méthode de [91], qui décrit la fagcon d’obtention du
taux de la variation temporelle d’'une énergie fonctionnelle dans la description eulérienne,
et les résultats antérieurs [57), [61] ne sont pas compléts. Le point clé est que les dérivées
temporelles aux frontieres dans la description eulérienne d’un systeme en mouvement axial
doivent tenir compte de la vitesse de la matiere en mouvement elle méme. Deux exemples,

de systémes en mouvement axial (corde et poutre), sont donnés pour illustrer cette methode.

3.6 Formulation du probleme

La Figure représente le schéma d’une corde se déplacant axialement. Elle sera utilisé
comme exemple représentatif pour I’élaboration d’une téchnique et la comparaison avec les
méthodes anciennes. Les deux rouleaux de support aux deux extrémités sont supposés fixes,

) N : 4 9. ) . . . N
c’est a dire fixés dans le sens qu’il n’y a pas de mouvement vertical, mais ils permettent a

la corde de se déplacer dans la direction horizontale

Y 4

e

O_—wer— (O
(—= g (

>'<:\|r

Figure 3.6.1 : Corde en mouvement axial

En utilisant le principe de Hamilton, I’équation et les conditions aux limites sont données

par (voir introduction, ((1.1.1)))

Pyt 4 2pCYnt — (T — p) Yoo = 0, 0 <z <1, £ >0,

y(0,t) = y(l,t) = 0. (3.6.1)
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3.6. Formulation du probleme

Comme la corde se déplace avec une vitesse constante ¢, I'opérateur de la dérivée totale

(dérivée particulaire) par rapport au temps est défini par

d 0 dxr 0

% = & + %% (3.6.2)
= 2 + cg
Ot ox’

L’énergie mécanique de la corde entre z = 0 et x = [ est donnée par

1

! 1

1

E.orde = 5/ p (y: + cym)Q dx + 5/ Ty2dw, t > 0. (3.6.3)
0 0

Dans le procédé de conception d’un controle, en utilisant la méthode de Lyapunov, il est
essentiel d’analyser et de traiter la dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov du systeme
considéré et en particulier 1'énergie mécanique. Renshaw et al. [01] ont présenté une
méthode pour obtenir la dérivée temporelle de 1’énergie associée a un systeme en mouvement
axial, ou seule une fonctionnelle eulérienne a été considérée comme fonction de Lyapunov
sous I’hypothese de définie positivitée et sans utiliser la fonctionnelle lagrangienne.

La description eulérienne de I'énergie mécanique de la partie dans la Figure est

1

!
Eoy = 5/ [p (ye + cyx)2 + Tygﬂ dz, t > 0. (3.6.4)
0

La description lagrangienne de 1’énergie mécanique de I’ensemble des particules entre x = ct
et v =ct+ [ est

1 ct+1
Elog = 5 / [p (ye + cyu)® + Ty2] dz, t >0 (3.6.5)
ct

4p . et %Elag sont distinctes. Les

ou Few = Ejay a linstant ¢ = 0. Mais, notons que -

assertions principales [91] se résument comme suit:

Pour %Eeul le résultat suivant a été “revendiqué*, en suivant la regle unidimensionnelle

de Leibniz
d [B® B(t) g / |
dt A f(t,s)ds = /A(t) af(t, s)ds + f(t, B(t))B'(t) — f(t, A(t))A'(¢t). (3.6.6)

La dérivée totale de 1’énergie se calcule comme suit

d 1 ("o 2

—FE.u = = — - Ty d 3.6.7

g Feu 2/0 BT [p (g + cye)” + Ty2] do ( )
!

= / 10 (yt + cyz) (Yt + cYaut) + TYsyut) dx, t > 0.
0
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3.6. Formulation du probleme

En substituant y;; de I’équation (3.6.1]) dans la relation précédente, on obtient

d

l
ZrEeu = / [(ye + cya) [(T = p¢%) Yaw — pCYat] + TYryut] da
0

l l !
= (T —pc?) / YiYzda + ¢ (T — pc?) / YuYuedr — pc / YiYda
0 0 0

l l
—PCQ/ yxymd:erT/ YsYurdz, t 2> 0. (3.6.8)
0 0

En utilisant une intégration par partie et en tenant compte des conditions aux limites
y(0,t) = y(I,t) = 0, on arrive a
d c

_Eeu:
at 2

l

, t>0. (3.6.9)

(T=p)ya| - 12

La premiere égalité de (3.6.7) peut également étre obtenue a partir de ’équation suivante

d 1 [to 5
_Eeu = 3 A, x T 2 d
gy Leut 2/0 P [0 (ye + cyo)” + Ty2] da
1 de|!
+§[P(yt+0yx)2+Tyi:|E L t>0 (3.6.10)
0

si Z—f est égale a zéroen z =0 et en z = (.

D’autre part, pour %Elag, les bornes d’intégration dépendent du temps. Le résultat
obtenu par Renshaw et al. [91] est

dE 1 /CtH [ ( n )2 +T 2} d
—FHli, = = = CYz x
dt l g 2 ot at p yt y yz

ct+l1

1 2
- o)+ T2l =
+2[,0(yt+cy) + Ty2] it |,

ct+l ct+1

Ll
ct 2

>0 (3.6.11)

= S (T—p?)

dx
2 2

T _
5 [p (g + cys)” + Ty2] 7

ct
ct+1
ct

= Ty

ou y; = 0 aux deux extrémités grace aux conditions aux limites fixées.

Renshaw et al. [91] ont observé que (3.6.11)) est valable uniquement en ¢ = 0 parce
que (3.6.1)) s’applique uniquement lorsque les particules associées a FEj,, comprennent la
partie de la corde [0,(] et donc (3.6.11)) est une énergie valable uniquement en t = 0 . Par
conséquent, leurs conclusions étaient les suivantes: Une fonctionnelle lagrangienne définie

positive, méme si elle est une dérivée particulaire, ne peut étre utilisée comme une fonction
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3.7. La méthode correcte

de Lyapunov, parce que sa dérivée temporelle n’est pas valable pour plus d’un instant.
Par contre, la fonctionnelle eulérienne de (3.6.9)) peut étre utilisée comme une fonction de

Lyapunov, méme si elle n’est pas une dérivée particulaire.

Remarque 3.1 La remarque dans [91] que la fonctionnelle lagrangienne ne peut pas étre
une fonction de Lyapunov est correcte. Mais, la facon d’évaluer la fonctionnelle eulérienne
est incorrecte. Dans la littérature de nombreuz résultats ([32], [33], [53)], [56]) se

sont appuyés sur la dérivée particulaire, et ont tous cru qu’ils sont corrects.

Remarque 3.2 L’affirmation dans [91] manque d’un élément essentiel dans [’évaluation
, c’est a dire que dx/dt ne doit pas étre considérée nulle en x = 0,1 méme si 0 et l
sont des constantes. Il semble que cette affirmation est due a la mauvaise interprétation de
la dérivée. En effet, dz/dt a été consideré comme represantant de la vitesse de la surface
de la partie [0,1] dans la description eulérienne. Alors que dx/dt dans représente
la vitesse du matériau en cours de transmission, et ne représente pas la vitesse du point

d’appus.

Par conséquent, 1’évaluation correcte de (3.6.9)) devrait étre donnée sous la forme suivante

d 1 /o )
_Eeu = = a, T T 2 d
= Beu 2/0 o7 [0 Wt cye)” + Typ] do
c 2 2 !
+3 [p (ye + cyu)” + Ty2] .
= T2, t>0 (3.6.12)

qui sera expliquée en détail dans la section suivante.

3.7 La méthode correcte

La dérivée temporelle de I'énergie d’une structure en mouvement axial a été obtenue en
utilisant la regle de Leibniz en trois dimensions . Pour cela, on introduit un volume variant
avec le temps U(t) de grandeur finie avec une surface variante avec le temps S(t) qui 'enferme

( & noter que “variant avec le temps” signifie “se déplacant et / ou se déformant” tandis
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3.7. La méthode correcte

que “invariant avec le temps ”signifie “fixe”, c’est a dire. “ne se déplace pas/ ne se déforme
pas”).

Notre attention se concentre sur ce qui se passe sur une région spécifique. Le volume
et la surface occupés par une région spécifique de la partie mobile devraient étre considérés
comme variant avec le temps puisque le systeme en mouvement axial vibre méme dans le

cas ol les deux conditions aux limites sont fixées.

On définit
w@z/ (2, t)dU, (3.7.1)
U(t)

ol Z est le vecteur position par rapport a une origine choisie et la quantité ¢ représente
les flux de masse, de quantité de mouvement, le moment angulaire, 1’énergie, 1’énergie
cinétique, etc. Notons que le vecteur position 7 est indépendant du temps dans la descrip-
tion eulérienne, tandis que le vecteur E dépend du temps dans la description lagrangienne
(voir [[101], pp 8-11]).

Dans la description eulérienne, 7 est appelé la coordonnée du champ et dz Jdt = 0
est appelée la vitesse particulaire donnée en coordonnées du champ (voir [[I0T], pp 8-11]).
En tenant compte de la dérivée particulaire telle que définie dans , la vitesse U peut

également étre obtenue par
d?_a7+
dt ot

on 07 /Ot = 0, puisque x et ¢ sont indépendants. D’autre part, la vitesse particulaire dans

UNT =

la description lagrangienne est donnée par

o

ot

oll 7 est une variable dépendante du temps qui est attachée au point qui se déplace (voir
0T, pp 9).

Maintenant, une expression pour dp/dt, c’est a dire, une version en trois dimensions de
la regle de Leibniz est obtenue:

Si U dans est invariante par rapport au temps, alors la dérivation par rapport a
t sous le signe intégrale, di/dt, peut se justifier pour tout ¢ sur un intervalle de temps ou v

et 0 /0t sont continues pour a <t < b et le domaine d’intégration.
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3.7. La méthode correcte

Plus généralement, lorsque U(t) varie avec le temps, ¢(t) peut étre considérée comme
une fonction de ¢t. A travers la variable intermédiaire S(t) qui désigne les bornes de U(t)
dans l'intégrale volumique. Notons que la région S(t) est occupée par des points matériels a
I'instant ¢ et chaque point sur la surface est également décrit comme le champ de coordonnées
7 A linstant ¢ dans la description eulérienne. Ainsi @ peut étre écrite comme gp(?, t). 1l

suit alors la dérivée totale
dp _ Oy
dt ot
Si les dérivées du second membre de (3.7.2) sont continues, alors dp/0t doit étre calculée

+ UV, (3.7.2)

en traitant U comme une région invariante par rapport au temps lorsque ¢ et 0y /0t sont
continues. Pour calculer 'autre dérivée partielle de ¢ dans (3.7.2)), 'utilisation du théoreme

de Gauss donne

Vo = /U VipdU = fi YrdS

ou v est le vecteur normal unitaire dirigé vers I'extérieur de S(t). Notons que la surface S(t)
est occupée par le matériau avec la vitesse U au cours du mouvement. Par conséquent, la

regle de Leibniz en trois dimensions est donnée par

%@(t) = % /U . YdU = /U . %deJr ]i . WipvdsS, (3.7.3)
ou le premier terme dans la deuxieme égalité de représente la variation ¢ qui se
produit a 'intérieur de U(t), tandis que le deuxiéme terme représente le transport de 1 qui
traverse la surface S(t). Notons que l'intégrale surfacique de désigne le flux net de
¥ qui traverse S(t) puisque la quantité de ¢ qui traverse une zone dS de S(t) par unité de

temps est 7¢Vd5.

Remarque 3.3 Le point le plus important dans application de est: Dans la régle
de Leibniz de , 0 désigne la vitesse du matériau donné en coordonnées de champ, et

non la vitesse de la surface S(t). De ce fait, méme si les conditions auz limites de la Figure

sont fizées, dx/dt dans ne doit pas étre considérée comme nulle.

Enfin, la dérivée temporelle de la fonctionnelle (énergie, fonction de Lyapunov, etc....)
d’un systeme en mouvement axial peut étre obtenue par la regle de Leibniz en trois dimen-

sions: Au cours des vibrations, la forme du volume change a cause du déplacement et a
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3.7. La méthode correcte

la déformation et prend successivement de nouvelles régions dans ’espace. Par conséquent
U(t) représente la région occupée par la partie mobile a l'instant ¢. Toutefois, la surface
S(t) est réprésentée par deux points dans le cas unidimensionnel (les bornes de U'intégrale).

Exemple 1: Pour la corde en mouvement axial introduite dans , la vitesse @
est remplacée par . Notons que dans ce cas les points x = 0,/ ont encore la vitesse Kl

malgré que des conditions aux limites sont fixées. Donc v dans les limites sont données

comme —cv pour x = 0 et +cv pour x = [ puisque v est le vecteur normal unitaire dirigé

vers l'extérieur de S(t). Alors la dérivée de (3.6.3) en appliquant (3.7.3)) est donnée par

d 1 /o
—F = = Ty?
dt corde / 8t [ (yt + C%:) + yac] dx

C !
+5 [0 e+ ew)” + Tyl

= Ty’ (3.7.4)

o-

Les calculs pour le premier terme dans la premiére égalité se font de la méme maniere que

dans (3.6.8)). Notons que est la méme que et tout a fait différent des résultats
de (3.6.9) et (3.6.11), qui sont obtenus dans [91].

Exemple 2: On applique maintenant (3.7.3) a la dérivée de ’énergie associée a une

poutre se déplacant axialement. L’équation du mouvement s’écrit
PYtt + Qpcyxt - (T - pC2) Yz + E[yacmcx = 07 O<z <l

L’énergie associée a ce systeme est définie par

1 /! 1 1/
Epoutre = 5/ p (v + cyp)? da + 5/ Tydr + = 5 / Ely? dx.
0 0

La dérivée de (3.6.3)), en appliquant (3.7.3), est donnée par
d outre / Y + ny)2 + Ty2 + Ely2 ] dx
dt Ey ot 7 e o

l
+2 [ (v + cy)* + Ty2 + EIy, ], - (3.7.5)
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3.7. La méthode correcte

En évaluant le premier terme du second membre de (3.7.5)), on obtient

d l
%Epoutre = / [(yt + ny) [(T - PC2) Yzz — PCYzt — Ejyac:cxx} + Ty:vya:t] dx
0

C l
+5 [p (g + cyu)? dx + Ty + EIy2,]

l l l
= (T —pc?) /O YeYsadz + ¢ (T — pc?) /0 Yuladr — pe /0 YeYord

l l l l
0 0 0 0

C l
+5 [0 (e + cye)” + Tys + Elyz, ]

Apres des intégrations par parties, on arrive a

d 2 L ¢ oy 2l PC o
%Epoutre = (T_pc)yty:t‘o—i_ E(T_pc)yxo_gyt‘o
Flc !
—EI (yt + ny) yxa:a:|f) + EI (yt + ny)x y:mli) - T y?;x 0
Cc l
+5 [0+ cye)” + Ty + Ely2, ]

Cas 1: Conditions aux limites fixées, c’est a dire, y(0,t) = y(l,t) = y.(0,t) = y.(,t) =0

d

_ 2 |t
— Epoutre = Elc Yoo

Cas 2: Conditions simplement supportées, c’est a dire, y(0,t) = y(I,t) = y..(0,t) =

Yz (1, 1) =0
d 211 l
aEpoutre = CT?/;B‘O _E]cyxy:ca:x|0 .

Remarque 3.4 De (3.7.4) et (3.7.5), la dérivée particulaire définie en peut étre

directement utilisée dans la dérivation (5.7.4) et (3.7.5) comme suit

d d [!- bd .
—F = — | Ex,tYdz= | —E(z,t)d
dt dt J, (z, t)dz /Odt (. t)de

1 [t/o - 0 -~
= 1/lQE( t)dx + ¢ Bz, t)]! (3.7.6)
—QOat:U,xcx,o .

o

E(x,t) = 5 [p (s, t) + eyo(,1)* + Tys (2,1) + EIy2, (x,1)]

1
2
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3.8. Conclusion

dans le cas de la poutre et
~ B 1 9 9
E(z,t) = 5 [p (ye(x,t) + cyu(z, 1) + Tyx(x,t)}

dans le cas de la corde.

3.8 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre la méthode “correcte”de calcul la dérivée de I'énergie. Cette
regle sera utilisée pour calculer la dérivée totale des fonctionnelles qui introduite par la

suite.
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Chapitre 4

Etude d’une corde en mouvement

axial de type Kirchhoft

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la stabilité d’une corde en mouvement axial de type Kirchhoff
par un controle frontiere viscoélastique. La corde se déplace entre deux ceillets avec une
vitesse constante v telle que 0 < v < 1. L’un des ceillets est attaché a un corps rigide, tandis
que 'autre est attaché a un corps ayant des propriétés viscoélastiques. La distance entre
les deux ceillets est supposée égale a 1 (voir Fig . La dynamique de la corde peut
étre représentée par le modele (4.1.1)) ci-dessous (voir [100]), qui est obtenu en utilisant le

principe de Hamilton généralisé (voir [48])

(

Yo + 20y = (1 — 02 +b Hyz||2) Yo, € (0,1), t>0,
y(Oa t) = 07 t> 07

(1= + bl o100+ [ b=t s)ds =0, 120
y(l‘,O) = f(l‘), yt(l'u()) = g(l’), LS [07 1]7

\
ou y(x,t) représente le déplacement transversal de la corde et b est une constante positive.

(4.1.1)

La premiere équation dans (4.1.1)) nous indique que ce modele se caractérise par le fait que

la tension de la corde est une fonction dépendante du temps (voir [99]), donnée par

T(t) =1+blyl*, vi>o0.
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4.1. Introduction

La premiere condition aux limites dans indique que la corde est fixée au point z = 0,
la deuxieme condition exprime le fait que la corde est attachée a un corps possédant des
propriétés viscoélastiques, décrite par le modele de Maxwell (voir chapitre 1) au point z = 1
et le terme de convolution représente le controle frontiere.

Les fonctions f(x) et g(z) représentent le déplacement initial et la vitesse initiale de la
corde, respectivement. On suppose au moins que 1'une des deux fonctions f et g n’est pas

identiquement nulle sur [0, 1].

Y 4

l'/ ly(ﬂj: m
T
=

X—

Ja A
N
=

]

Figure 4.1.1 : Corde en mouvement axial controlé par un modele de Maxwell

Le controle frontiere de type mémoire a été utilisé par plusieurs auteurs et de nombreux
résultats sur 'existence et la stabilité des solutions ont été établis pour des structures immo-
biles. Pour I'équation des ondes, voir [73, 06, 97] et pour un probleme en électromagnétisme
voir [27]. Pour des références plus utiles, on renvoie le lecteur a [87]. Des situations plus
avantageuses sont traitées par Cornilleau et Nicaise en [21], Lazzari et Nibbi en [53], Nicaise
et pignotti en [80], Wu et Li en [115] et Park en [82] ou d’autres types d’amortissement
frictionnels linéaires et non linéaires sont présents dans la frontiere. Dans d’autres ceuvres,
I'amortissement supplémentaire est ajouté a l'intérieur comme dans 1’équation [49] et [50].

Il est également intéressant de noter que d’autres types d’amortissement ont été utilisés
pour supporter le terme mémoire. En outre, une condition équivalente a la notre a été
discutée dans [4, O, [92] 5], 119].

La stabilité d’une corde en mouvement axial de type Kirchhoff en utilisant un controle

frontiere a attiré de nombreux chercheurs a cause de leur commodité dans les applications.
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4.2. Préliminaires

Shahruz dans [99] a étudié le modele (4.1.1) en utilisant le contrdle frontiere suivant
u(t) = —ky(1,t), Vt>0

ou k est une constante positive. Il a prouvé la stabilité exponentielle de la corde et a
noté que la corde reste stable sans controle frontiere lorsqu’une de ses extrémités se déplace
transversalement. Le méme modele a été étudié par Kim et al. dans [48] avec une dissipation
frontiere différente

u(t) = —k(t)y(1,t) — 0(t)sint, Vi>0

ot k,0 € C1[0,00). Tl est prouvé que ce controle frontiere est suffisant pour stabiliser la
corde de maniere exponentielle.

Le probleme a été considéré par Kelleche et al. dans [45]. Ici le probleme a été
de stabiliser le méme modele que celui de [48], en utilisant une dissipation plus faible, c’est
a dire un controle frontiere de type viscoelastique (terme mémoire). Lorsque v = 0, on
démontre que le controle frontiere est suffisant pour stabiliser asymptotiquement le systeme
(voir la section 3). Cependant, on n’a pas de taux de décroissance explicite.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit: Dans la deuxiéme section, on intro-
duit les hypotheses sur la fonction de relaxation (le noyau) et on donne quelques notations,
lemmes, definitions, etc, nécessaires pour la preuve de notre résultat. Dans la troisieme, on
prouve le théoreme d’éxistence et d’unicité de la solution du probleme. Dans la derniere,
on étudie la stabilité asymptotique dans le cas ou v # 0 en utilisant la méthode des multi-
plicateurs et la stabilité asymptotique dans le cas v = 0 en utilisant le principe d’invariance

de LaSalle.

4.2 Préliminaires

Dans cette section, on donne les hypotheses sur la fonction de relaxation et on introduit
quelques notations qui seront utilisées dans ce chapitre. On suppose que

Hypothese sur le noyau

(A1) h:R; — R, est une fonction continue
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4.3. Existence, unicité et régularité de la solution

(A2) II existe une fonction croissante «(t) telle que o/(t)/a(t) = n(t) est une fonction
décroissante vérifiant
/00 h(s)a(s)ds < oc.
0
Remarque 4.1 Notons qu’il y a une vaste classe de fonctions vérifiant I’hypotheése (A1 )-
(A2)
1) Soit h(t) = a(l+t)7?, ot a >0, p> 1.
Des calculs simples montrent que h vérifie les conditions dans (A) avec
at)=b(1+t)’, nit)=b8(1+t)  oub,p>0et p—f>1.
2) h(t) = a(1 +t)°e P, p >0 est également un exemple vérifiant (A) avec
at)=(1+t)Pe?, b>0,0<qg<petB>0,n1t) =0+t [B+q(l+1t)].
3) h(t) =€ a(t)=e?, 0<q<p,n(t)=q.
Pour d’autres exemples ainsi que pour d’autres types de fonctions vérifiant l’hypothese (A),

on renvoie le lecteur auz références [103, (104, (105, (106, [107, (108, [109).

4.3 Existence, unicité et régularité de la solution

Dans cette partie, on considere l'existence, l'unicité et la régularité de la solution du
probleme (4.1.1)). On note par
V ={ue H'(0,1), u(0) =0}.

Théoréme 4.1 Supposons que (yo, y1) € (VN H?(0,1)) x V, alors le systéme a une
unique solution (faible) y vérifiant

y € L>(0,00; V), y, € L=(0,00; L*(0,1)), yyu € L*(0,00; V*)
ou V* est le dual de V' et y(x,t) satisfait pour tout t € [0,T] et presque tout x dans
(0,1).

Preuve: Considérons le probleme variationnel associé a (4.1.1)) qui est donné par: trouver

y(t) € V telle que

1
(Y, 0) + 20(Ypr, w) + (1 — 0?4+ b/ yidw) (Y, W)
0
¢
—|—w(1)/ h(t — s)y,(1,s)ds =0, Yw € V.
0
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4.3. Existence, unicité et régularité de la solution

Soit {w'}2, un systéme orthonormal complet de V. Pour chaque m € N, on note par
Vi = span{w', w?, ...,w™} Pespace engendré par {w', w?, ...,w™}. On cherche une fonction

y"(x,t) de la forme

y" (@, t) =Y (hu'(x), x € (0,1), t >0, (4.3.1)
vérifiant, pour toute w € V,,, le probleme approximé

(i, w) + 20(y, w) + (1 =02 + b |y |*) (v, ws)

+w(1)/ h(t — s)y"(1,s)ds =0, Yw € V. (4.3.2)
0

y™(2,0) = yg*(z) — f(z) dans V; y*(z,0) = y{"(x) — g(2) dans L*(0,1) .

Ces équations conduisent a un systeme d’équations différentielles ordinaires dont les in-
connues sont ¢ (t). D’aprés le théoreme d’existence standard des ODE, on peut prou-
ver l'existence d'une solution y™ de sur un intervalle [0,t,,), pour chaque m € N.
L’estimation a priori ci-dessous permet de prolonger la solution a l'intervalle [0,7), pour
tout 1" > 0 donné.

Estimation a priori : On définit la fonction E™(t) par

1 1 b t
E™(t) = 5 lym|I” + S1=v%) ly||” + 1 (" + B/ Ho(t —s) [y (1,5)ds, t >0
0

H,(t) = a(t)™! /too h(s)a(s)ds et B > 0.

La dérivée totale de E™(t) peut se calculer par la formule (3.7.3)) (voir aussi [3.7.6, chapitre
4)

d d (!
—E™(t) = —
(t) o

dt B, tyde + %/a Ho(t — 5) [y (1, 5)]" ds (4.3.3)

0
11— Or 8 — d [ me1 Q)2
= /0 |:§E (:L‘,t) + 8_8_ZL‘E (l‘ t } dx + —/ Ha(t - S) [yt (175)] ds

1
= / gEm(a: tydr + v Em (z, t / H,( (1,8)]2 ds, t €[0,t,)
0

ou

Em<x>t>=§[y?<x7t>12+§(1—v+ 102 1) e ¢ € 0,8,
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4.3. Existence, unicité et régularité de la solution

Ensuite, d’aprés la définition de /E\Tﬁ(x, t), on a

— 1
Em(x,t)‘

1. 1
R Y SR U [ CR) S LR CE )
Dans (4.3.2)), En posant w = y;* et en inteégrant par partie, on obtient
(it ") + 20( ") + (1= 02+ b ) (s i) s
t . .
(1) [ e = s (1 s)ds =0,
0

Il en résulte que

/ 9 T t)d = —y,{”(l)/oth(t (1 s)ds — po (L1, € (0.4, (4.3.6)

D’autre part, on a

G| = o ds = Ha b0 + [ H(e— ) (1,0 s

= AR - [ TS PR - [ b9 bR (43)

< Ha(0) [y (1,0))° —77(15)/0 Ho(t - s) [yl”(LS)fds—/o h(t — ) [y (L, s)]" ds, t € [0, 4,0).

En substituant les relations (4.3.4), (4.3.6)) et (4.3.7) dans (4.3.3)), la dérivée totale de E™(t)

est estimée par

S0 <~ (1) [ bl )i

v v b
+(8H.0) - 2) o+ 5 (1= G 1) L, o
—6n(t / H,( ) [yt (1, s) ds—ﬁ/ (t —s) [y (1, 5)]* ds. (4.3.8)
En tenant compte des conditions aux limites dans , on obtient

. [ At = $)y(L s)ds

)
< 2
- 2

oo+ 15 [ a9 s Pas (439)

et

—_

(1= ol ) B0 < = ([ o= s, shas)
7, /th(t —3) [yzn(l,s)]z ds. (4.3.10)

1 — 0?2

IN
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4.3. Existence, unicité et régularité de la solution

pour tout t € [0,%,,). En remplagant (4.3.9) et (4.3.10) dans (4.3.8)), la dérivée totale de

E™(t) est estimée comme suit

e (5Ha<o> —5+ g) (1,0
*—(QEWW;>+”@§1—¢QU£fwt—s>wru,@fds (4.3.11)

pour tout ¢ € [0,%,,). En prenant § = § dans (4.3.11)), pour assurer que la dérivée totale de
E™(t) soit négative, on doit avoir

vllpll, . [15dl v

<B< —. 4.3.12
n—v) v P I (43.12)
Pour cela, on a besoin de
v (1 —v?)
H,0)||h|; < =+
( )H ||1 2(2—U2>
Ce qui implique que
E™(t) < E™(0) < K4 (4.3.13)
ot K1 = (||lu1ll, 9oz ll)- L'estimation (4.3.13)) implique
y™ est uniformément bornée dans L>(0,7;V),
(4.3.14)
Y™ est uniformément bornée dans L>(0, T; L*(0, 1)).
Passage a la limite:
Par conséquent, il existe une sous suite de y" vérifiant
#—qin L*>(0,T;V) faible étoile ,
vy ( ) (4.3.15)

Y — y, in L>(0,T; L?(0,1)) faible étoile.

On déduit aisément de que y™ et yi" sont bornées dans L?(0, T; V') et L*(0,T; L*(0, 1)),
respectivement.

Comme l'injection H'(0,T;V) — L*(0,T;L?*(0,1)) est compacte, on déduit que y* — y
forte dans L?(0,T; L*(0,1)). Donc y* — y fortement et presque partout dans (0,7) x (0, 1).
On peut maintenant passer a la limite dans le probleme que ’on utilise pour m = p
pour obtenir une solution faible du probleme . D’aprés

(Yt ) + 20(y, w) + (1= 0%+ b |y |*) (g, ws)
t
+wﬂ%/h@—sMﬂLsMs:O,WueV
0
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4.3. Existence, unicité et régularité de la solution

On suppose que ||[y#||> y# — x faible étoile dans L>=(0,7; V'), on va prouver que ||y*||* y* —

1y |I” ¥ quand p — oo faible étoile dans L>°(0,T; V), on a

T
| 0=l g
OT T
_ / (0 — bl 2o wa)dt + / Il (4 — o )t (4.3.16)
0 . 0
b / (12 = 1yall?) (' s ).

On déduit de (4.3.15) que le premier et le deuxieme terme de (4.3.16]) tendent vers zéro

quand g — oo. Pour le terme nonlinéaire, on peut écrire

T T
2 2 2 2
/0 (g l” = llyall”) (w2, wa)dt - < /0 (g™ = Nyl Nl lwe | dt

IN

T
2
01/0 Uzl + 1yl lys = vell™ oy | e | dt

IN

T
Cz/ " — o |* dt = 0 quand p — oc.

0
Il suit que

(1—v*+0 Hyg‘HQ) (vt wy) = (1—0v* +b ||yx||2) (Y2, w,) dans L>°(0,T") faible étoile,

(y', w) — (yi',w) dans L>(0,T) faible étoile,

donc

(v, w) = (yur, w) dans D'(0,T) faible étoile,

et
(y, w) — (yy, w) dans D'(0,T) faible étoile,

Par consequence

(Yot ) + 20(Yar, w) + (1= 0% + b |ya®) (v, w2)
¢
+w(1)/ h(t — s)y(1,s)ds =0, Yw € V.
0

D’ou y vérifie la premiere équation de (4.1.1)).
Unicité: Soient u et z deux solutions du probleme (4.1.1), on pose y = u — z. Alors, y
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4.4. Stabilité asymptotique

satisfait
(W1, w) + 20(yor, w) + (1= 02 + 0|y ”) (Yo, we)
¢
+w(1)/ h(t — s)y,(1,s)ds =0, Yw € V. (4.3.17)
0
y(IE,O) = 07 yt(m70) = 0
On définit

1 1 b t
V() = gl + 50 =) sl + el 48 [ Hale = 5) 1, s, ¢ > 0.

En raisonnant de la méme maniere que pour le cas de ’estimation a priori, la dérivée totale

de Y (t) vérifie

%Y(t) < (BHQ(O) - % + g) [ye(1, 1))

* (22)1'@’;2) + H];J;h - 5) /O h(t —s) [ys(1,8)]*ds, t €[0,7)

pour tous ¢t € [0,T) ou § est donné par (4.3.11]). D’apres la condition (4.3.12)), Y'(¢) < 0,
t € [0,7). Ce qui implique que
Y(t)=0, t€[0,T)

et © = z. Ceci acheéve la démonstration du théoréeme.

4.4 Stabilité asymptotique

On définit 'énergie classique associée a (4.1.1]) par
1 o 1 s b 4
B(t) = 5 Il + 50— )l + 3 Iyl £ 0

Lemme 4.1 Pour toute solution y de , la dérivée de E(t) satisfait

d 1 1 1 v t
— < —=(v—08)y? - - —5)y? 4.
SE(t) < —5(0 @%@w+2ww(5+l_w)4h@ R, s)ds,  (44.1)

pour toutt >0 et § > 0.

Preuve: La dérivée totale de E(t) est égale a

d Vd ~ Lr7g~ ~
CE() = /O B, t)dr = /0 (EE(x,t)> o+ B (e, 1)

1 1 1 ~
= / ytyttdx + (1 - U2 + b/ yzdl') / y:}cyxtdx + UE(%, t)
0 0 0
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4.4. Stabilité asymptotique

ol
~ 1 1 b
E(z,t) = iyf(a:, t)+ 3 <1 —v? + 5 HymH2> y2(x,t), t > 0. (4.4.3)

En tenant compte des conditions aux limites dans (4.1.1]) et de la définition (4.4.3)), il en

résulte que
~ 1 1 1
E(x,t)‘o < UL + 5 (1= 0+ b [al?) 2(10), £ > 0. (4.4.4)

En substituant yy de (4.1.1) dans (4.4.2)), en tenant compte de la relation (4.4.4) et en

utilisant une intégration par parties, on trouve

d

1
Doy < (1—v2+b / yidx) (1 0 (11) — Ly (1 0)
dt ; 2

b 1
+g (1 — % 4 5/ yidx) y2(1,t), t > 0. (4.4.5)
0
Notons que )
1—v2+b/ yidxz 1 — 02
0

Les conditions aux limites de (4.1.1)) permettent d’obtenir I'estimation

(1 —v2+b/01y§da:> y2(1,1) < 1_102 (/Oth(t—s)yt(l,s)ds>

1711y

< 1_—02/0 h(t — s)y?(1, s)ds. (4.4.6)

2

L’estimation du premier terme du second membre de (4.4.5) donne

1
Lo [ oz 1m0
0
2

) 1 !

2
9 [P N
< Qyt(l,t)—i— % h(t — s)y;(1,s)ds, 6 >0, t > 0. (4.4.7)
0

Une combinaison de (4.4.5)), (4.4.6) et (4.4.7) acheve la démonstration du lemme.

On observe que %E (t) n’est pas de signe constant et explicite. Maintenant, on introduit les

fonctionnelles
1
O, (t) = / Y (yp + vy )dx, t >0
0
et
¢
Dy (t) = / H,(t — s)y?(1,s)ds, t >0
0
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4.4. Stabilité asymptotique

ol

et la fonctionnelle modifiée
F(t) = E(t) + M ®1(t) + Mo ®o(t), t > 0.
La proposition suivante montre que F(t) et E(t) + ®4(t) sont équivalentes.
Proposition 4.1 Il existe des constantes 3; > 0, i = 1,2 telles que
PLIE(t) + @2(1)] < F(t) < B2 [E(t) + o(1)] (4.4.8)
pour tout t > 0.
Preuve En appliquant I'inégalité de Young, la fonctionnelle ®4(t) est estimée comme suit
0u(t) < 5 Il + (54 0) Il ¢ 20

On obtient pour t > 0

A A
Pt) < B+ 5 lul® + 5 (14 20) gl + 2a22(1)
1 1 b
< SO Dl + 5 [ =0+ 2 (4 20)] lwall” + 5 llye* + Aa®a(2)
< B [E(t) + Do(1)] (4.4.9)

ou

22
BgzmaX{A1+1, [1 Y +)\1(1+2U)]7 /\2} .

1 — 2

D’autre part

v

1 1 b
P) = 5= lwll +5 1= = A (04 20)] ge* +  lgell” + 20 (1)
> B2 [E(t) + o(t)] (4.4.10)
est vérifiée, si 'on prend

A <min{l, (1-v*)/(1+2v)}

avec

1 — 2

£1 = min {1 — A,
et A suffisamment petit.

La relation (4.4.8]) est obtenue en combinant (4.4.9)) et (4.4.10)).

[1— 02— A\ (14 20)] AQ}'
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4.4. Stabilité asymptotique

4.4.1 Stabilité asymptotique dans le cas de mouvement (v # 0)
Dans cette section, on énonce et on démontre le résultat de décroissance. On commence par
estimer la dérivée de D4 (t).

Lemme 4.2 Pour toute solution de , la fonctionnelle ®,(t) satisfait

%(I)l(t) < —E(t)+ % [1 + %} /0 h(t — s)y7(1,s)ds

(1+v)yi(1,t), t > 0. (4.4.11)

N | —

_l’_
Preuve: La dérivée de ®4(t) de (4.1.1)) est égale a

g L ndr— [ (26w0) de+ 0bi (o)
= 1(t)—/0 Z01(a,1) :v—/o (& 1(x,t)) z+ v 1(95,75)‘0

1 1 ~ 1
= / Yz (Yt + VY )dx + / Yt (Y + vy )dx + vPy (2, 1)
0 0

L t>0  (4.4.12)
0

ol

Oy (x,t) = zy.(z,t) (ye(x, t) + vy (x, 1)), t > 0. (4.4.13)

En tenant compte des conditions aux limites dans (4.1.1) et de la definition (4.4.13]), on
obtient
~ 1

(131(.1',t) 0

En substituant gy, de (4.1.1) dans (4.4.12) et en tenant compte de la relation (4.4.14]), la

dérivée totale de ®;(t) est estimée par

1
< ﬁu¢y+§u+2w%a¢ytzo. (4.4.14)

DN | —

d

1 1
acbl(t) < —21}/ LY Yprdr + [1 —v24b HyIHﬂ / TYpYuzdT
0 0

1 1
v v
+ﬂv/:wwﬂwﬁx/x%wﬂm+§ﬁﬂi%+§ﬂ+QW£ﬂJ%tZO
0 0

Une intégration par partie et les conditions aux limites dans (4.1.1)) impliquent que

L)

1 ! 1
o < —Elt)+ = {1 —? +b/ yfcdx] yi(l,t) + 3 (1+0) ytz(l,t)
0

2
+§u+2mﬁu¢%t20. (4.4.15)

Enfin, l'assertion (4.4.11)) découle des relations (4.4.6)) et (4.4.15).
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4.4. Stabilité asymptotique

Théoreme 4.2 On suppose que les hypotheses (A1)-(A2) est satisfaite.
Si limy o n(t) =1 =0, alors

E(t) < Ae o n(sds 4> ()

et sim # 0, alors
E(t) < Ae™, t>0

02 (1—22
a condition que H,(0) ||h]|; < % ot A ety sont des constantes positives.

Preuve: La dérivation de ®4(t) donne

iCIDQ() H,(0)y2(1,1) / H! (t — s)y?(1,s)ds (4.4.16)

dt
— HO0)(L1) - / O (e 18— [ (e 9 5)ds
< H,(0)yi(1,1) / H,(t —s)y?(1 s)ds—/th(t—s)yf(l,s)ds, t>0

ou l'on a utilisé I'hypothese que o/(t)/a(t) = n(t) est une fonction décroissante.

En utilisant (4.4.1)), (4.4.11]) et (4.4.16)), la dérivée totale de F(t) est estimée par

%F(t) < _ME() - B(v ) = ApHL (0) — A . “)] W21, 1)

- (5 7 5) - Mg 115
></Oth(t—s)yf(l,s)ds—Aer;(t) /OtHa(t—s)yf(l,s)ds, £>0. (44.17)

On prend § = § et on choisit Ay telle que

1 2 v v
Sl (2 A .
2| ||1(U+1—U2)< 2= 1H,(0)

Pour cela, on a besoin

v (127
h CIT IR
Haf0) 1] < G5
Ensuite, en prenant le parametre \; assez petit, on obtient
d
th() —ME(t) — Xan(t / H,(t — s)y7(1,s)ds, t > 0.
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4.4. Stabilité asymptotique

Si limy,0 7(t) = 0, alors, pour tout C; > 0, il existe t,.(Cy) > 0 tel que n(t) < Cy. D’apres

la proposition [4.1} il resulte

%F(t) < =Con(t)F(t), t > t, = t.(Co) (4.4.18)

ou C5 est une constante positive. Une intégration de donne
F(t) < Cye @l n9)s ¢ > ¢,
ou (3 est une constante positive. Par continuité et d’apres la Proposition 4.1}, il en découle
E(t) < Ae o n(s)ds 4>

ou A et v sont des constantes positives.

Si limy_,00 n(t) # 0, alors il existe £ > 0 et Cy > 0 telles que 5(t) > Cy pour t > £. Ainsi

%F(t) < —CsF(t), t>1

pour Cy; > 0. Ceci qui conduit &
Et)<Ae™, t>0

ou A et v des constantes positives. Ceci achéve la démonstration du théoreme.

4.4.2 Stabilité asymptotique dans le cas v =0

Dans cette section, on traite le probléeme (4.1.1]) dans le cas ou la corde est immobile (v = 0).

C’est a dire, on va considérer le systeme suivant

v = (L4 blyal®) w7 €(0,1), >0,

y(0,t) =0, t>0,
) ¢ (4.4.19)
(1+bllyal) y(1,86) = [ h(t —s)y(1,s)ds, ¢>0,

\ y(x,0) = f(x), wy(x,0)=g(x), xe€]l0,1].

[en]

Comme on I’a mentionné dans les sections précédentes, la corde en mouvement produit
un amortissement supplémentaire représenté par le terme —%yf(l,t). Pour cela, on va

considérer la condition dans (4.4.19)) qui est équivalente a la méme condition que celle de

29



4.4. Stabilité asymptotique

I’état en mouvement. On aura encore la stabilité asymptotique mais sans taux explicite.

On définit I'énergie classique associée a ([4.4.19) par
1w 1. 5 b, .,
E(t) == “Myall® + = lly|I*, t > 0.
(1) = g Il + 5 el + 5 el >

I’énergie classique sera modifiée par

£(t) = B(t) - (/0 h(s)ds) (11 + % (hoy)(L1), t>0
(hoy) (u) :/0 h(t — s) |u(t) — u(s)[2ds, t > 0.

On suppose que le noyau est tel que
h(t) >0 and A'(t) <0 forall t >0

avec
1-— / h(s)ds > 0.
0

Comme y(0,t) = 0, alors y%(1,t) < ||y|°, ce qui implique que £(t) > 0 pour tout ¢ > 0.

Proposition 4.2 La dérivée de l’énergie modifiée E(t) satisfait

d

CE(t) = ¢ (W ou) (11) — h(DW(L,1), 120,

Preuve: En multipliant (4.4.19) par y; et en intégrant sur (0, 1), on obtient

1 1
/ yuypdr = (1+ bllnyIQ)/ Yozpd, t > 0.
0 0

Une integration par parties donne

1d

1
2 2
—— =(1+0|y, seledr, T > 0.
s Il = (01 [ e

L’assertion est obtenue immédiatement en utilisant une intégration par partie sur (0, 1) et

I’égalité suivante
w(1,1) (/Ot h(t — s)y(1, s)ds — y(l,t))
(W oy) (1,1) + (/Ot h(s)ds) (1, (1, )

- % (hoy) (1,t) — %h(t)yQ(L t) +

5 (hoy) (1)

([ o))

N[~ N -

(R oy)(1,1)

N | —
SRS
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4.4. Stabilité asymptotique

Théoréme 4.3 En vertu de la nouvelle hypothése sur le noyau h, le systéme est

asymptotiquement stable.

Preuve: La Proposition montre que toutes les orbites sont bornées dans V' x L%(0,1).
De plus E'(t) = 0 si y(1,t) = 0, t > 0. Sil'on considere £(t) = £(y), alors un simple

argument comme dans la proposition donne

d 1, 1
%5(%) =5 (R oy,) (1,1) — §h(t)yt2(1,t), t>0.

L’estimation du deuxieme ordre de I'énergie et le premier implique la précompacité des
trajectoires (voir [25] ). En utilisant le principe d’invariance de Lasalle, les trajectoires

convergent vers le plus grand ensemble invariant B, tel que

B:{y;%m):o}.

Maintenant, on montre que B se réduit a la solution nulle. Pour cela, on va prouver
que la seule solution de (4.4.19) avec y(1,t) = 0 est la solution triviale. On considére la
fonctionnelle suivante

F(t) = E(t) + \®i (1), t >0

1
(1) :/ xyyedx, t > 0.
0
Des calculs similaires a ceux du lemme et en tenant compte de y(1,t) = 0, conduisent a

d

—F(t) = =ME(t), t > 0.

dt

Ceci implique que F'(t) décroit exponentiellement vers zéro, c’est a dire

E(t)=E(t)=Cst < Me ™ t>0.

On conclut alors que E(t) = 0. Autrement dit, on a la solution nulle.
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Chapitre 5

Etude d’une poutre viscoélastique de
type Euler-Bernoulli en mouvement

axial

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considere une structure viscoélastique en mouvement axial modélisée
comme une poutre d’Euler-Bernoulli (voir [102]). La poutre se déplace dans la direction de
son axe (voir Figure . L’extrémité gauche de la poutre est fixée. L’extrémité droite
est libre, mais elle est soumise a une force non linéaire agissant sur cette extrémité. Le

probleme est modélisé par

¢

¢

P (Yo + 20Yur + V*Yuz) + ElYprz — E]/ h(t — $)Ypzaz(8)ds =0, x € (0,1), t >0,
0

Y(0,1) = 4:(0,1) = yau(l,t) =0, t >0,

po?ys(1,t) + Elypa(l,t) EI/ (t = 8)Yaua(l, 8)ds = f(y(l, 1)), t >0,

y(r,0) = yo(), y:(x,0) = yi(x), z € (0,1)

(5.1.1)
ouy = y(x,t) est le déplacement transversal de la poutre, v est la vitesse axiale (supposée ici
constante ), EI est la rigidité flexurale de la poutre et p est la masse par unité de longueur
de la poutre. Les fonctions yo(z), yi(x) sont données et la fonction positive h et le terme

nonlinéaire f seront précisés ultérieurement.
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5.1. Introduction

Yi

PEI s

v

E}/ fy(iﬂz D .

[

-
- -

Figure 5.1.1 : Poutre en mouvement axial soumise a une force.

Le premier terme décrit la force d’inertie ou y;; est accélération locale dans le sens
transversal de la poutre, y,; est 'accélération de Coriolis, et 1., est I'accélération centripete.
Le second terme represente la rigidité a la flexion (voir [I02]). Le terme intégral représente
le terme mémoire ou 'amortissement viscoélastique. Il est obtenu de la relation entre la
contrainte et I’historique de la déformation selon le principe de Boltzmann (voir chapitre 1).
Pour plus de détails, on renvoie le lecteur a [I8|, 19, 28]. Notons que I'existence, I'unicité et
ainsi la stabilité de la solution du probleme ont été etudiés dans [44] [46].

Concernant ce modele, Zhang et al. dans [120] ont étudié la stabilité et la stabilisation

d’une poutre décrit par

P (Yet + 20Yat + V*Yaz) + ElYgnea = 0, 2 € (0,1), t >0,
Ely,,(1,t) = fo(t).

Ils ont démontré que, sans les controles frontieres, c’est a dire, f1(t) = fo(t) = 0, la structure
est stable. En outre, ils ont prouvé sous des controles frontieres appropriés, que la solution
décroit comme O(7).

Dans ce chapitre, on démontre l'existence et 1'unicité de la solution en utilisant la
méthode de Faedo-Galerkin, on prouve la stabilité du probleme . On démontre que,
lorsque la vitesse axiale de la poutre est inférieure a une valeur critique, la dissipation pro-
duite par le matériau viscoélastique est suffisante pour atténuer les vibrations transversales

qui se produisent lors du mouvement axial de la poutre. On démontre que le taux de
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5.2. Préliminaires

décroissance est arbitraire: si on veut un ordre de décroissance ~y(t) le noyau doit étre du
méme ordre.

Ce chapitre est organisé comme suit: Dans la section suivante, on formule les hypotheses
sur la fonction de relaxation et sur le terme non linéaire, on présente quelques notations et
des lemmes qui seront utilisés dans la suite. Dans la section 2, on démontre l’existence et
I'unicité de la solution. La section 3 est consacrée a la présentation de notre résultat de

stabilité.

5.2 Préliminaires

On présente d’abord les notations suivantes:

Pour chaque ensemble mesurable A C R, on définit pour tout ¢ > 0

h(A) = %/Ah(s)ds (5.2.1)
tel que
k::/ h(s)ds
et
Ay = ANJ0,¢.

L’ensemble “plat "et le taux de “platitude ”"de h sont définis par
Frn={s€Ry:h(s)>0eth(s)=0} (5.2.2)

et
Ry = h(F),

respectivement. On définit aussi

Frn={s€R,: h(t—s)>0eth(t—s) =0}

On formule maintenant les hypotheses sur la fonction de relaxation h(t) et le terme non

linéaire par

(A1) h(t) > 0 pour tout t > 0et 0 < k = / h(s)ds < 1.
0
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5.2. Préliminaires

(A2) K'(t) <0 p.p tout ¢t > 0.
(A3) Il existe une fonction croissante y(t) > 0 telle que sup, % et H, = /000 h(s)y(s)ds

sont bornés.
(A4) f vérifie les hypotheses suivantes

fO) =0, [f(u) = f(0) <m(1+[ul* + [[*) [u—v], Vu,v€R, acRy
0< F(u) <uf(u), VuelR
ou F(z) = /Z f(s)ds.
0

t*
Soit t, > 0 un nombre réel tel que / h(s)ds = h, > 0. Pour des raisons de simplicité, on
0

considere des noyaux continus partout et contintiment différentiables presque partout.

On définit 'énergie classique associée a (b.1.1]) par
2
P 2 pv o EI 2
B() = £ 1l = 2 i 4+ 5 o+ (1), 22 0
et ’énergie modifiée par

2 t
p pv El
e(t) = Slwll® = 5 lyell® + =- 1—/h(8)d8 [
2 2 2 0

L o) (0o + P, £ 0 (523

olt ||.|| est la norme de L?*(0, 1)
(how) (t) = /t h(t — s) |lw(t) —w(s)| ds, t > 0.
0
Proposition 5.1 Siv? < EI(1—k)/pl? on a
e(t) >0, t>0.
Preuve: Comme y(0,t) = y,(0,¢) = 0 il en résulte de l'inégalité de Poincaré que
lyell* < 2 llyaal* ¢ 20
ce qui implique que
) 2 Llud®+ 5 [B1- - B [ 0] o
EI !
2 Jo

Siv? < EI(1 — k)/pl?, assertion de proposition est satisfaite.

(h oY) (t)dx + F(y(l)), t > 0. (5.2.4)
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5.3. Existence et unicité de la solution

5.3 Existence et unicité de la solution

L’existence et 1'unicité de la solution du probleme (j5.1.1]) se fait en utilisant la méthode de

Faedo Galerkin. Pour cela, on définit les espaces suivants
V = {ue H*0,1), u(0) =u,(0) =0}

et
W ={ueVnH0,0), uz(l) =0}.

Théoréme 5.1 Soit (yo,y1) € V x L*(0,1). Sous les hypothéses (A1), (A2) et v? <
EI(1—k)/pl?, le probleme admet une unique solution (faible) telle que

y € L (0,00; V), y € L (0,00; L*(0,1)) , yu € L* (0, 00; V*) (5.3.1)
ou V* est le dual de V.

Preuve: Soit le probleme variationnel associé a (5.1.1)) donné par: trouver y(t) € V telle
que

p<ytt7 U)) + zpv(yrb w) - pU2<yza w:p) + EI (ymzp w:pm)
t
—E]/ h(t = 3) (Yuu(8), War) ds + f(y(l,t))w(l) =0, YVw € V.
0

Soit {w'}22; une base orthonormale de W. Pour chaque m € N, on note
W,, = span{w*, w?, ...,w™}

I'espace engendré par {w', w?, ..., w™}.
On cherche une fonction

k
y () =Y, (twi(x), 2 €(0,1), t>0 (5.3.2)

=1

vérifiant, pour toute w € W,,, le probleme approché

p(y, w) + 2pv(yl, w) — pv* (Y, wy) + ET (Y2, wyy)
Bl / Bt — 8) (4™ (), was) ds 1 (™ (0. 1))w(l) = 0 (5.3.3)

y"™(2,0) = yom(z) = yo dans V, y"(z,0) = y1.m(x) — yi dans L*(0,1) .
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5.3. Existence et unicité de la solution

Cette suite de problemes conduit a un systeme d’équations différentielles dont les inconnues
sont ¢! (t). D’apres le théoreme standard d’existence pour les ODE, on peut conclure
I'existence d’une solution y™ de sur un intervalle maximal [0, t,,,), pour chaque m € N.
L’estimation a priori ci-dessous permet de prolonger la solution a l'intervalle [0,7"), pour
tout 7" > 0 donné.

Estimation a priori : On définit la fonction E™ par

2 t
m Poomy2 PV w2 BT m
B = S+ 5 (1= [ woias) e
0
EI [
7 (hoy;gc) dr + F(ym<l7t))7 le [Ovtm)
0
et X™ par
X7t = DI+ 5 [BI0 =0 = o] i + 5 [ oy ds
0

+F(y™(l,t)), t €[0,t,).
Comme y"™ € V| il en résulte de 'inégalité de Poincaré que
lyz|1* < P llyzell* . ¢ € 10,8m)
ce qui implique que, pour v? < EI(1 — k)/pl?
0< X™(t) < E™(t), t €[0,t,)

ou y™ est une solution de ((5.3.3). La dérivée totale de E™(t) est calculée par la formule
(3.7.3) (voir aussi chapitre 4)

d m d L d m
EE (t) = E/o E (x,t)dac—l—EF(y (1,1))
! 0 — or 0 — d m
- /0 [EE (m’t)jLa%E (m,t)] dm+EF(y (1,1))

— l

l
_ d
— [ ZEn ) o t‘ LR, te 0.,
| 5B o+ 0 B+ PGP L0), € (0.t

ol

Eret) = BP0 = 2 b0 + 5 (1= [ aods) oo
—i—% (hoyl) (x,t), x € (0,1), t €[0,t).
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5.3. Existence et unicité de la solution

Ensuite, en tenant compte de la définition de y™ et E”/l(x, t), on a

Bt = Sl - A bl - 5 (1= [ nds) .o
L hou) (0.1), t€[0,t) (5.3.4)

11 est facile de vérifier que

oy (houz) (0 = (o) (=2 [ bt =) G, o) ds

+2 (/Ot h(s)ds) ym () ym(t), t €0, t,). (5.3.5)

Dans ([5.3.3), en prenant w = y;* et en intégrant par parties, on obtient
¢

plyi, u™) — po* (Y, yi) + ET (y, yi,) — Ef/ h(t — 8) (Yre(5), Ypee) ds (5.3.6)
0 LO.

(1) = —pv [y (LA, € [0,1).
En utilisant la relation (5.3.5) dans (5.3.6)), on déduit que

/0 O Fr(et)de + PGy (11)

ot
ET

Er, ., .
= —pu [y OF = S-h®) W5 + = (o yl) (1), t € [0, tm).

Par conséquent, en tenant compte de la relation précédente et la relation ({5.3.4]), on obtient

d EI o EI [ pU )
_Em = m _ / m T, m
B0 = =S I+ 5 [0 ou o= B )
v? Elv ! FElv .
L renf - 5 (1 [ nos) bo.of - 5 e um 0.0
0

pour tout t € [0,¢,,). Cela signifie, en utilisant (A2), que, pour une constante positive K
indépendante de t et m

X™(t) < E™() < E™(0) < K, (5.3.7)
ot K1 = (|lull, |ozell , |Y0z])- Lestimation (5.3.7) implique que

y™ est uniformément bornée dans L>(0,T;V), (5.35)

Y™ est uniformément bornée dans L>(0,T; L*(0,1)).
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5.3. Existence et unicité de la solution

Passage a la limite

Par conséquent, il existe une sous-suite de y"™ vérifiant

y* — y dans L>(0,T;V) faible étoile ,
yl — 1y, dans L>(0,T; L2(0,1)) faible étoile.

On déduit aisément de (5.3.8) que y™ et 3™ sont bornées dans L?(0,T; V) et L*(0,T; L*(0,1)),
respectivement.

Comme l'injection H*(0,T; V) < L?(0,T; L*(0,1)) est compacte on déduit que y* — y forte-
ment dans L?(0,T’; L*(0,1)). Donc y* — y fortement et p.p. dans (0,7) x (0,1). L’hypothese

(A4) et I'inegalité de Poincaré conduisent a

F@m @) < k(™ + v 0])

3(a+1)

3 m =17 m (0%
b (0 ol + 05 1) e f0.).

IN

En tenant compte de (5.3.8)), la relation précédente implique (voir [64] )
fly™(,t)) — f(y(l,t)) dans L>(0,T) faible étoile.

On peut maintenant passer a la limite dans le probleme approché pour obtenir la
solution faible du probleme ({5.1.1)) (voir [64]).
Unicité:
Soient u et z deux solutions du probleme . posons y = u — z. Alors, y vérifie
Py w) + 200 (e, ) = PV (Yo We) + ET (Yo, Wez)
—EI/O h(t = 8) (Yuu(S), waes) ds + [f(u(l,t)) — f(2(L,8)] w(l) =0, (5.3.9)

y(l‘70) = 07 yt(l’»o) = 0.

On définit
p 2 pv? »  EI ' 2
Y(t) = Slwl” == gl + = (1= [ As)ds ) [|yzll
2 2 2 0
EI [
+7 (hoyu)dz, t €[0,T).
0
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5.4. Stabilisation

Notons que si v? < EI(1—k)/pl?, on a Y (t) > 0. D’aprés un raisonnement similaire a celui

de 'estimation a priori, la dérivée totale de Y'(¢) vérifie

YO = =0l + 5 [0 0y do = a0, = P
_ETI“ (1 - /0 h(s)ds) V22(0.1) = 220 (ho y.) (0.1)
FU (1) = Pl D) wll. 0, t € [0.7). (5.310)

Ensuite, 'hypothese (A4) et I'inégalité de Poincaré impliquent

[FED) = flul, )] (1) < k142101 + [u(@, %) [y( )]yl 1)l

3a «a 3a a\ g2
< (VT Wl 05 ) 22 e (0, 1)
K
< K ||aell [ye(1, 1)) < pEsy7(1,t) + —4: yeel® (5.3.11)

ou K3 et p sont deux constantes positives et t € [0, 7).

En injectant ((5.3.11)) dans (5.3.10)) et en intégrant sur (0,¢), on obtient
t t
v K.
Y@s@m—&)/ﬁ@mwwﬁ/mmwwammfy
27 Jo 4p Jo
Maintenant, pour p suffisamment petit, il est clair que
t
V() <K [ Y(s)lds, t e 0.1)
0
ou K est une constante positive. En utilisant I'inégalité de Gronwall, on déduit que
Y(t)=0,te|0,T),

ce qui signifie que u = z. Ceci acheve la démonstration du Théoreme |5.1

5.4 Stabilisation

On commence cette partie par I'introduction des fonctionnelles suivantes

l
v
Uy (1) = p/ ydaz + %ym), £>0,
0

%@:—gA%Ahu—$mw—mw@m»za
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5.4. Stabilisation

et )
)+ > NWi(t), t >0

ou A;, 1 = 1, 2. sont des constantes positives.
Le premier résultat consiste a établir I’équivalence entre I’énergié modifiée e(t) et la fonc-

tionnelle L(t).

Proposition 5.2 Siv? < EI(1 — k)/I?p, alors, on a
1
SL() < elt) < 2L(1), ¢ 0.

ou N\, i = 1,2 sont suffisamment petites.

Preuve: L’inégalité de Young conduit a

L) < <>+¥||yt||2+¥||yu 22 P
2 (] h(t—s)(y(t)—y(s))ds) dx + 02

Les inégalités de Cauchy-schwarz et de Poincaré permettent d’obtenir ’estimation suivante
2

[ ([ 1= 500 - stspas) a
- | | (/ R IR () - y(s))dsf s
< (/Oth(t—s)ds) /Ol (h o yas) (£)dz < %14/01 (hoyw) (t)dz, £ >0

ce qui donne

Al
L) < e®)+5 O+ %) lll* + Sl +0) e

Aophkl?
S

/l (h oY) (t)dz, t > 0.

Notons que
2e(t) — L(t)
> £ = O+ )] lwnl® = £ [0? + Ml + )] Il

EI t s 1 o !
+5 1L— [ h(s)ds ) [|ye|” + 5 [ET — Xopkl®] | (hoys,)(t)ds
0 0

+ F(y(l)), t > 0.
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5.5. Comportement asymptotique

t
D’autre part, 'inégalité de Poincaré et le fait que 1 — / h(s)ds > 1 — k impliquent
0

2e(t

\/

L(t)

2= ot il + 5 |5

12

D

(1= ) — po? — Aup(1 + vﬂ sl

b F@0) + 2 [BI = Moph] /l (h 0 yue) (t)dz, t > 0.

2

En tenant compte de '’hypothese v? < EI(1 —k)/pl? et en choisissant \;,7 = 1, 2. suffisam-
ment petits, c’est & dire A\; < min{l, [E1(1 — k) — >pv?] /I®p(1 + v)} et Ay < min{l — Ay,
EI/pk}, on trouve que

2e(t) — L(t) >0, t > 0.

Des calculs et des raisonnements similaires conduisent a
L(t) — =e(t) >0, t > 0.

Ceci acheve la preuve de la proposition [5.2

Le deux lemmes suivants seront utilisés dans la suite.

Lemme 5.1 (Inégalité de Young). Soient f € LP(R) et g € LY(R) avec 1 < p,q < o0 et
L=141 Alors (fxg) € L'(R) et

1+ gl < 1 Flleellgll o

Lemme 5.2 (Voir [109]) On a pour h € C(0,00) et w € C ((0,00); L*(0,1))

/ / (t — )w(s)dsdz
- 5(/ h(s)d )nwn +;/Oth<t—s>/Olw2<s>dxds—§/ol<how>dx, (>0

5.5 Comportement asymptotique

Dans cette section, on démontre notre résultat de décroissance de 1’énergie.
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5.5. Comportement asymptotique

Lemme 5.3 Soit y la solution du probléme . Alors, Uénergie e(t) vérifie

2 2
_% (1 - /0 h(S)dS) Yaa(0) — % (B0 Yaa) (0), t > 0. (5.5.1)

Preuve: On remarque que si A’ < 0, I'énergie e(t) est décroissante et bornée uniformément

par e(0). La dérivée totale de e(t) est donnée par (3.7.3) (voir aussi chapitre 4)
d d ' d “d d
Celt) = %/0 2, )i + 5 Fly(l)) = /0 S, e+ S F(y(0)
"To or 0 _ d
= / {Ee(x t)+ E%e(x,t)] dx + %F(y(l))
_ / 9 s )z +v &, )]+ L F(y)), ¢ > 0. (5.5.2)
, Ot dt

ou

2

o) = i) = Sen + 5 (1 [ hois) o)

EI
+7 (h oY) (x,t), z€[0,], t >0.

L’utilisant de la premiere équation du probleme ([5.1.1)) donne

l t
0 0

) l t l E.[ )
—pv / YolYuedr + BT (1 — / h(s)ds> / YowtYpedT — 7h(t) 1Yl
0 0 0

L;I gt (h 0 Yua) (t)dzx + v, (1) f(y(1)) + v &(z, )], t > 0.

En intégrant par parties et en tenant compte des conditions aux limites dans (5.1.1)), on
obtient

Cet) = ot 1) — (D) [p0uel0) + BTy ()

EI/ h(t = $)Yuaa(l S)dS] +E1/ ym/ (t = 5)Yua(s)dsd
0

_E1<

7 0

l
EI

h
g; (o ) () + S (D) + v 2l Dy, 120
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5.5. Comportement asymptotique

Ensuite, a partir des conditions aux limites dans (5.1.1)) et de la définition de e(z,t), on a

2 t
Dl = Byfm—ﬂyim—ﬂ(l— / h<s>ds>) 2. (0)
2 2 2 ;
Loy ). 10 (5.5.3)
Clairement
0

B! (hoyee) (T, t) = (N 0oyps) (x,t) — 2yput(x, 1) /0 h(t — 8)Ype(z, 8)ds

+2 (/Oth(s)ds) Yout (T, ) Ype (2, 1), >0, (5.5.4)

Par conséquent, en tenant compte de (5.5.3)), (5.5.4)) et des conditions aux limites de ([5.1.1)),
on obtient (5.5.1)).

Lemme 5.4 Soit y la solution du probléeme . Alors, la fonctionnelle U1(t) vérifie
pour tout t > 0

d k
G0 < 20l + 20 el = B7 (1= 5 )
EI [ EI [
L = ) P ds = 2L [ (ho ) (0 — w000, (555)
0 0

Preuve: La dérivée totale de Wy (t) est donnée par

l

Ly = /lifﬂ Bd —/l O G (2,0) ) de + v ( ol
dtl _Odtlx’ l‘—oatlx, T T VT,

0

—~ l

l
= ol + o [ yuds = pon(d) + i) 120 (550)
0

ou

Uy (z,t) = py(x, t)ye(z,t), t > 0.

En vertu des conditions aux limites dans (5.1.1]) on voit que
— !
\Ifl(a:,t)‘o — pu(Dy(D), t> 0. (5.5.7)

On utilise la premiére équation du probleme (5.1.1)) et on intégre par parties, on arrive a

d [
() <p lyell* + ZPU/ yetedr + po? |[ye||” — BT ||y’
0

+EI/O ym/o h(t — 8)yupe(s)dsdz — y(1) f(y(1)), t > 0. (5.5.8)
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5.5. Comportement asymptotique

On estime maintenant le second terme du membre de droite de (5.5.8)) par

l
2p“/ Yeyedz < p vl + pv? |y, t > 0. (5.5.9)
0

L’injection de (5.5.9)) dans (5.5.8)) et l'utilisation du Lemme [5.2]achévent la preuve du Lemme
b4l
Lemme 5.5 Soit y la solution du probléme . Alors, la dérivée de la fonctionnelle
Wy (t) vérifie
d O -
a(t) < =200 [0 o) (4 p (=t ot 2+ ()
4 0

+pv? (—h* +n3 + kﬁ(}—)> yal|* + {2m (1 — h.) EI + 2158

l
FEI(1— h) ()} aall? + melh / (h o yas) ()da
0

1 kEI 22k 40022k Pk ¢
4= ((1—h*) NI +—)/ Bt — ) |yae(s)|| ds
4 m UE Ui 0

+(1+n2)Elkﬁ(f)/0/Fh(t—s)|ym(t)—ym(s)|2dsdx+k:{(1—h*)ﬂ

4y
1 2l2
+ (1 + —) El+ Py }/ / (t — 3) |ypa(t) — ym(s)|2dsdx
72 3 4775 Ar

+RA(F)y() f(y(1)) + 4%7% (1), t >t >0. (5.5.10)

oi f=2m? |1+ (27%: ).
Preuve: Une différentiation de Wy(¢) donne

4y ld\p d l 8517 d 0, l
Cws(t) = /d (1) x—/o (E 2(:5,15)) z 4 v g(w,t)‘o

= o [ [0 w0~ ot ([ s ot

—p/o yt/o W (t—s)(y(t) — y(s))dsdz + vUs(z, 1) ;, t>0. (5.5.11)
ou

Us(z,t) = —pys(, t) /t h(t — s)(y(z,t) — y(z,s))ds, t > 0. (5.5.12)
D’autre part, les conditions aux limite[; dans impliquent

\E(x,t)‘; — () /Oth(t — )yl t) —y(l,5))ds, ¢ > 0. (5.5.13)
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5.5. Comportement asymptotique

En intégrant par parties et en tenant compte (5.5.13), la dérivée totale (5.5.11]) est donnée

%\pg() - E[( / ds)/ym/ (t = 8)(Yaw(t) = Yau(5))ds
+EI

/Oh<t_5)(yxx<t) Yuu(8))ds

par

d:c

o1 |
o0 [ [ 0= ) 0at0) - s s
<20 [ [ 00~ 5)0l0) et
o [ [ = 900t~ stsasde = ([ is1as)
F10) [ B = )(0000 — 0 ))ds

() /Oth(t S (wt) — y(l,s))ds, £ > 0. (5.5.14)

On estime maintenant les termes de (5.5.14)). Soient A et F des ensembles mesurables tels

que A =R, \F alors, on a

/ e / Bt = 5) an (1) — ua(5)) sl
B /ol Yo (/A Al = )b () = Yas(s))ds + /f Il =) (umal0) - ym<s>>ds) da
< /l Yaa /At h(t — 8)(Yuz(t) — Yuu(8))dsdx + (/ft h(t — s)ds) eI
- [ f = st 519

En utilisant I'ingalité de Young. Il est facile de voir que

/ol Yo /At h(t = $)(Yoa(t) = Yuu(s))dsdz

k l
< el e [ [ B9 nalt) = i) s, > 0
771 0 Ay

/ Yo / )y (5)dsdz
Fi

t
< el [ b= 9) lyaa(o) s, £ 2 0.
mJo

et
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5.5. Comportement asymptotique

Par conséquent, la relation (5.5.15)) est estimée par

/ol Yas /Ot h(t = $)(Yr2(t) = Yaa(s))dsdz

l
. k
< (m o+ b)) el + o [ [ b= 8) lya®) = e (9 ds
7710 Ay

k' t
+— h(t — 5) [|yax(5)]* ds, t >0
4m

ot h(F) est défini par . De méme
L] pt
/ / Bt = 9)(0alt) = 1i(s))ds
o IJo

< (1o 1)) | [ 1) ) ) s

SR [ [ B = 8 slt) = g (0) s, 2 > 0.

2
dx

Pour le troisieme terme, on peut écrire

/yx’/ (t = 5)(Yu(t) — ya(s))dsdz
= _</ h(s)d )HZ/zH +/y$/ (t — $)yz(s)dsdx

< =) el + / h(t = 5) lyza(s)|* ds. 1> 0, 12 0.
M3 Jo

Comme pour le premier terme, le quatrieme s’écrit comme

ey / " / Bt — ) (ya(t) — ya(s))dsda

(5.5.16)

(5.5.17)

(5.5.18)

— o /y /A (= ) () + /ﬂh(t—s><yx<t>—yz<s>>ds)dw

( )(y
_ —2pv/olyt/ h(t — 8)(yalt) — yals))dsda — 2pv (/F h(t—s)ds) /Olytyxdx

Ay

I
+2pv/ yt/ h(t — s)y.(s)dsdx
0

hy

7

(5.5.19)
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et les différents termes du second membre de ((5.5.19)) sont estimés par

20 / " /A Wt — ) (ya(t) — ya(5))dsda

0212k [
< molul? + 2 / /A Bt — ) [ysalt) — you(s) dsdz, > 0,
0 t

I
—2pv (/ h(t — s)ds) / yyedz < pkh(F) ||lyl|” + pv*kh(F) ||ly.l* (5.5.20)
Fi 0

et

pv21%k

l t
20 / " / Bt — 8)ye(s)dsdz < nsp ]2 + / Wt — ) Jya()|Pds  (5.5.21)
0 Fi 0

pour tout ¢t > 0.
En substituant ((5.5.20]) et (5.5.21)) dans (5.5.19)), on obtient

l t
opu / " / Bt = 5)(ya(t) — ya(s))dsda

. 9 _ 5  pvlPk [ 2
< p (2773 + kh(F)) [yell™ + pv"kh(F) lly=|I” + / h(t = s) [y ()] ds
0
2l2k, l
+2 / / Wt — 5) |Yzo(t) — Yuu(s)|* dsd. (5.5.22)
713 0 JA

Le cinquieme terme est estimé comme suit

l t
= / " / W (t — $)(y(t) — y(s))dsdz

h

< 2 _ PO lh’ d 0.t>0 23
< mp |yl T, 0( 0 Yga) (t)dx, ny >0, t > 0. (5.5.23)

Estimation du terme nonlinéaire

Maintenant, on passe au terme non linéaire, on a
F0) [ e = 9)(t.0) = y0.)ds
= sty ([ ate = .0 - . snas+ [

Fi

(v(1)) /A Wt — 5)(y(0.1) — y(l. 5)ds — Fy(D) /f Wt — s)y(l, s)ds

Wt — )y 1) — y(l, s))ds)

S
+ </f h(t — S)dS) y()f(y(1)), t=0. (5.5.24)
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Alors, les deux premiers termes du second membre de (5.5.24]) sont estimés par

e0) / Bt — s)(y(l.t) — y(l, s))ds

B ,
< wlFW)P + 5 //A (t = ) 9o (1) — o (s) dsda, t >
et
3
i) /f 0= )yt ) < s S (0(D) +% / Wt — 5) [yea(s) [P ds, ¢ > 0.

D’apres 'hypothese (A4), de (5.2.4) et I'inégalité de Poincaré on peut écrire

@) < 2wy + (O
2 -
< 200 (Il + (O] ool = 8l 020

Par conséquent, la relation ([5.5.24]) devient

e0) / Bt — s)(u(l. 1) — y(l, ))ds

Bk
< 2058 el *H / it~ ) lueas) [ ds (5525

A l3k
+ER(F)y(D)f / / (t— ) [you () — ua(5) [ dsdz, £ > 0.
Ay

Pour le dernier terme, on peut écrire

) At = $) (0, 6) — (L, 5))ds

l
< Py 4 n7l3k/ (h 0 ype) d, t > 0. (5.5.26)
4y 0

L’insertion de (5.5.16)-(5.5.18)), (5.5.22)), (5.5.23)), (5.5.25) et (5.5.26)) dans ((5.5.14]) termine
la preuve de Lemme

Théoreme 5.2 Supposons que les hypothéses (A1)-(A4) , v? < EI(1 —k)/I?p sont satis-
faites. Si Ry, < 5, SUPg<.<s W < M et H, et sup; % sont suffisamment petits ot

M est une constante positive, alors il existe une constante positive A telle que
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Preuve: L'utilisation des Lemme [5.3}Lemme dans la dérivée de la fonctionnelle L(t),

nous donne
d EI hOY*N 1,
L - xx
r < (B -0M08Y [y ()i

)} lwl?

(F
+pv? {2/\1 + A (—h* + 15 + kh(F )} yall? + Dha[2m (1 — hy) EI + 258

+B1( =) ()] - (15 ) el

EI ! EI  \k EI
{—/\17+>\2n7l3k}/ dx + {Al— + 22 <(1—h*)—
0
)

+p{2)\1+)\2< h +774+2773+k

2l2 4 2l2 l3 t R
pro v /h(t—s)|yym(s)\|2ds+A2(1+n2>E1kh(f)
0

3
! ) EI 1

X / / h(t — 8) |Yzz(t) — Yz (s)|" dsdz + Xk S (1 — hy) — 4+ (1 4+ — | EI
0o Jr 4m 2

1 2l2
+ (1 + —> EI+ }/ / (t — 8) |Yua (L) — ym(s)|2dsd:z;
12 3 4775 A

+ {—Al + )\Qkﬁ(}")} y(DF (1)) + 7 (;—;7 - 1) (D), t> 1. (5.5.27)

+

On choisit
Ao < min{nsET/h(0)I*, 2n;}

pour que
B Ot 529
et
2)\—7727 —-1<0. (5.5.29)

En multipliant les deux membres de (5.5.27)) par v(t) et en intégrant sur [t,,t], on trouve
t El ) l .
SO ~5)L) < [ YL+ EL [0 [ 00y deds
tx t 0
~ t 2
+p {2A1 + X (—h* + ER(F) + 4 + 2773) } / 7(s) lyll” ds
t*
t
0t {200 g (<4 (F) )} [ 9(6) s
t

2 {200 (1L~ ) BT + 258 + B (1 - h) Kh(F)] A EI (1 _ g) } /:ﬂs) Ny 2 ds
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EI t l
+ {—)\17 + )\277713k} / 'y(s)/ (h 0 Yyz) (s)dzds
t. 0

EI Aok EI  p?l2 4po%® P
+{A1—+i((1—h*)—+pv + 2 +—)}
2 4 m "3 73 M5

9 /:ws) [ s =) st s

e (14 1) ETKL(F) / o (s) / / Bt — 3) |ysa(S) — You(7)|? drdids

ETI 1 212 3
k(= h)—+ (14— ) Br+ 222 4 —
4ny 12 13 4ns

X/:v(S) /Ol/ h(t = 5) [Yas(5) = Yau(7)[* drdds (5.5.30)
- {_Al + A?’fﬁ(f)} /ttv(S)y(l)f(yU))d& t>t..

Pour le premier terme du second membre de ((5.5.30]), en utilisant la proposition , on peut

écrire

/tt v (s)L(s)ds = /tt’y(s)vl(S)L(s)ds < Fl/t v(s)L(s)ds
< 204 /t’y(s)e(s)ds (5.5.31)

/
N t
ot 'y = sup;> 77(—(”)., on remarque que

/&(S) / (5 — ) e ()| drds

= /t /05 h(s —1)y(s — 7)%7(7) ||ya:a:(7')||2 drds

IN

Fg/t /OS h(s —1)v(s — 7)y(7) ||ym(7)||2 drds (5.5.32)
)

ou I'y = supy, <, ﬁ

le Lemme implique que

[0 [ bl =) lalr) P ards < T [ s ()ds [ 206) Dyaa(s) s, 0 1.
b 0 0 ta (5.5.33)
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En substituant les relations ((5.5.31))-(5.5.33|) dans (5.5.30) on déduit que

Y()L(t) < y(t.)L(ts) + ETI /t ’y'(s)/o (I © Yus) dzds

t
o {2h 4 e (<he o K(E) 4 2m) 11} [ 2(6) il ds
t

t

0 {2004 da (< + KBE) ) =T} [ 2(6) o ds

+ {AQ[zm (1 — h,) EI + 2058 + EI (1 — h,) kh(F)]

]{,’ t
MET (1 _ 5) CrELG rQHWU} JRCIRE
t*

EI t l
+ {—)\17 + )\27]7l3k' + FlE[} / "}/(S)) / (h e} yx:p) (s)d:cds
t*

0
¢ !
+Xo (14 1m2) Elkh(}")/ ’7(8))/ / h(t — 8) |yze(s) — ym(7')|2 drdxds
ty 0o JF,
272 3
+/\2k{(1—h*)ﬂ+ <1+i) prafl ! }
47}1 T2

_|__
13 4ns
<[ AN [ =9 ) = () s
+ {—)\1 + Nokh(F) + 2r1} / t’y(s)y(l) Fly())ds, t>t.. (5.5.34)

ou

EI Xk EI  p?l>  4po*2 I3
i((l—h*)—erv + = +—).

U=\—+2=
2 U 3 73 5

Comme dans [86], on introduit
A, ={seR,:nh'(s)+h(s) <0}, neN

et
Ay ={s€R :0<s<t,nh(t—s)+h(t—s) <0}, neN.

Notons que

A, =RA{FLUN,}

tel que N}, est Pensemble ot i/ n’est pas définie et Fj, est donnée par (5.5.7)), si 'on note
Fn =R\ A,, alors lim,,_, iL(Fn) = iL(}—h) car F,11 C F, pour tout n et (| F, = F, UN,.
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Dans (5.5.34), on prend A, := A, , F; := F,; et pour h, suffisamment large (he > k‘ﬁ(}"))
on prend \; = 2 <h* — kh(F) — 5). I en découle que

VL) < ALILE) +p o (—= + 14+ 2g) + Ty} / ) el ds
pu (A (= +1) = T }/ ) Iy 2 ds
n {Ag[zm (1= hy) EI+ 2058 + EI (1 — h,) kh(F,,)]
~MEI (1 — g) +T\EI + FQHWU} /ttv(s) Yz || ds

EI A

X /t*t v(s) /Ol (h 0 Yue) (s)dxds

ET 1
Aok < (1 — h, 1
A {( )4 +( * Up) 13 4ns 4dnk

/ //n (t = ) Y2 (8) — You(7)|? drdads

{ >\1+)\2k:h(}"n)+21“1} / () fly())ds, t > t..  (5.5.35)

[

272 3
)E1+pvl+l E]}

On sélectionne )\, suffisamment petit de tel sorte que

EI 22 B EI
Azk{(l—h*) <1+ >EI+ P +—} .
2

Am n3 4ns 4n
Il est claire que

MET
2

+ o (14 1m2) ETkh(F,) + AanelPk + T/ ET < 0

et
— A1 + Mokh(F,) 4+ 2T, <0

pour &, 1y, 17, 'y suffisamment petits et h(F,) < £ et h, suffisamment large (b, > 5kh(F)).

Il suffit maintenant de vérifier si

(1= h) kh(F) — Ay (1 _ g) <0

pour n € N suffisamment large et on choisit les différents parametres n;, i = 1...7, I'y, H, et

Ao suffisamment petit pour s’assurer que les coefficients dans (5.5.35]) sont négatifs ou nulle.
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IT est clair que cette inégalité est satisfaite si on choisit ¢, suffisamment large telle que

he > kh(Fp) (3 - g) / (2%@) F1- g) |

Ces choix conduisent a

() L(t) < Cy, t >,

ou (' est une constante positive. Le second membre de I'inégalité de la proposition [5.2
implique que
C
e(t) < —=, t>t,
(1)

ou Cy est une constante positive. La continuité de e(t) et le fait que U'intervalle [0,¢,] soit

fini, nous permettent de conclure.

Remarque 5.1 Notons que si Uinégalité de (A2) est stricte alors Ry, = h(Fy) = 0 et la

preuve devient plus courte.
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5.5. Comportement asymptotique

Conclusion et perspectives

Dans cette these, on a abordé le probleme des vibrations transversales produitent lors
du fonctionnement d’une structure en mouvement axial (corde, poutre, plate). Notre but
était d’apporter des nouveaux mécanismes capables d’atténuer ces vibrations et d’améliorer
les résultats antérieurs. Notre contribution dans ce sujet concerne la stabilisation de deux
systeémes (corde et poutre) a l'aide d’un amortissement de type viscoélastique. Dans la
premiere contribution ’amortissement engendre par un controle frontiere. Ce résultat a
été obtenu sous la condition de négligence de l'effet du déplacement longitudinal et des
conditions d’approximation de la tension. Ce résultat peut s’améliorer si 'en adoptant

I’expression exacte de la tension, notamment

T
y(07t) =0,

0= =t + {ue [ Ao pa (1- )]
0.7) = f(2). u0,2) = gla)

(

ou
t
fe(t) = / h(t — s)y,(s)ds
0
ou I’en tenant compte de l'effet du déplacement longitudinal, ¢’est a dire le probleme suivant

(

p (g 4 2cug + Pugy) — [EA (ug + 2yw)} =0,

P (Yet + 2t + Yaz) — { [TO +EA (uw zyz)} }

y(0,t) = u(0,t) = 0,

fit) = =pcPug () + EA (up(1,t) + 3920, 1))

faot) = —pcy.(1,t) + [To + FEA (ux(l t) + 3y2 (l,t))} v (1, 1)

( ¥(0,2) = g1(x), 5(0,2) = g2(2),u(0,2) = g3(x), w(0,7) = ga(x).

ou f1 et fy sont des controles de type viscoélastique.
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5.5. Comportement asymptotique

Dans la deuxieme contribution qui se trouve dans le chapitre 6, on est parvenu a stabiliser
une poutre en mouvement axial a l'aide de matériaux viscoélastique incorporant dans la
poutre elle meme. Notre résultat a été obtenu sous la condition que la vitesse de la poutre
ne doit pas dépasser une certaine valeur critique qui dépend des parametres du systeme et
ainsi sous certaines conditions sur la fonction de relaxation.

Il serait intéressant d’améliorer ce résultat si I’on parvient a améliorer la condition sur

la vitesse et d’élargir la classe des fonctions de relaxation.
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