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Introduction

L'émission laser sous forme d'oscillations pulsaeété observée dés la premiere
démonstration de I'effet laser en 1960 par Mainia][dans le laboratoire Hughes Research
Laboratory en Californie. Ce laser «a état solidgant comme milieu amplificateur un cristal
en rubis pompé par des lampes flash, délivraitsigmal pulsé avec un fond de bruit
considérable. En faisant varier le pompage, cesafiohs persistaient pour certains niveaux
alors que pour d'autres elles disparaissaient is¥guient sous forme de relaxations vers un
état stationnaire stable.

Ce comportement avait initialement été attribué’agigine stochastique de I'émission
spontanée, mais les larges fluctuations que prais€irtensité de sortie de certains systemes
dépassaient largement le niveau d’émission spoatathéa donc fallu trouver d’autres
origines physiques a ce comportement intriguantusNsavons maintenant que ces larges
fluctuations, sous formes de pulses intenses, igkgulbu chaotiques, ont une origine
déterministe et que le laser est un systeme dynenpquvant exhiber une grande variété de
comportements. Il est intéressant de noter I'évmhutles diverses approches théoriques qui
ont jalonné le cheminement des causes physiquémlement attribuées [3-5] a ces
pulsations.

Statz et De Mars [6] avaient des 1960 construitmodele simple, celui des "rate
équations” ou "équation cinétiques". Ce modele,déorsur un bilan énergétique de
I'interaction rayonnement—matiére, reproduit biamlortissement régulier des oscillations de
relaxation mais ne peut prédire l'instabilité [7ef]i se présente sous forme de pulsations
permanentes [9-10]. Cela laissa supposer alorgguemportement est d( au caractére pulsé
des lampes flash. Mais cette hypothese a été wittée suite aux observations
expérimentales de Nelson et Boyle [9] d’'un compuget pulsé pour le laser a rubis avec un
pompage continu.

Ces résultats suggéraient une révision des condegiase, plus précisément de considérer le
laser comme un systeme dynamique fortement noaifméRestait a €laborer les contours
d’'un modéele théorique approprié [11-14].

Bien que les instabilités dans les Masers etdesr$ avaient été observées dans les
années soixante et que plusieurs études sur deslasatthéoriques [15-26] avaient prédit
numeériguement des instabilités intrinseques, lasipdgé que le laser puisse engendrer un
signal pulsé chaotique tel que I'avaient mentiorBidsy et Cummings [27] sur la base d’'un

modeéle semi-classique avait été rapidement migsart du fait d’'une grande restriction du
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domaine d’applicabilité de ce modele. Il a fallteatre 1975, pour que les prédictions de
Buley et Cummings trouvent une explication thécgigonsistante, grace essentiellement aux
travaux de Haken [28] qui démontrent de facon umisol'équivalence mathématique entre
les équations du laser et les équations de Lo@9zijitialement concues pour simplifier des
modéles mathématiques complexes, notamment lesiéugiae Navier Stokes décrivant les
phénomeénes de turbulence atmosphérique. C’est@imrsie terme de chaos déterministe fait
son apparition en physique des lasers, alors caraugnt ce type de fonctionnement
chaotique était qualifié de "bruit sans intérétédion cherchait plutoét a éliminer. Depuis, les
chercheurs ont trouvé dans les lasers un outilade pbour I'étude au laboratoire des diverses
routes qui ménent vers le chaos et qui ont falij€bd’'une production scientifique trés riche,
incluant de nombreux ouvrages a caractére scigmgifet pédagogique [30-33].

La singularité des travaux d’Edwards Lorenz [29,B8side dans I'élaboration d’'un
modele simple de faible dimension pouvant aboutiesitrajectoires complexes et engendrant
une dynamique chaotique avec seulement trois ‘asabétat. L'utilisation de I'ordinateur est
essentielle pour la résolution de ce systéme demtsoblutions sont fortement sensibles aux
conditions initiales. Ces solutions dépendent adsgparametres de contréle caractéristiques
de chaque systéme dynamique. Pour certaines valeurss parametres, le modéle de Lorenz
avait, des les premiers calculs, mené a des sofutichulentes donnant la forme d’attracteur
étrange dans I'espace des phases du systéme. 3de kerme de "chaos déterministe” est
adopté faisant entendre que les interactions méailies peuvent, sans I'intervention d’aucun
parameétre stochastique, conduire a l'imprédictébidians un cadre strictement déterministe :
un petit changement dans les conditions initialestraduisant, a long terme, par des
trajectoires différentes. De ce fait, toute prauisest limitée dans le temps par la précision de
I'information sur les conditions initiales et toustabilité surgissant a partir de perturbations
infinitésimales dégénére en structure étrangemegdanisée dans un espace conventionnel
appelé espace des phases et construit a partiadables dynamiques du systéeme.

Suite a ces prémices, le domaine de la dynamigodin@aire connait une grande explosion
sur le plan scientifique (élaboration de modeéles) technique (ordinateur, calculs
numeriques). La dynamique non linéaire fait padda physique, de la chimie mais aussi des

domaines aussi variés que les sciences humainas)dgie ou encore I'économie.
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Dans tout ce progres, la physique des lasers acipartpour une grande part dans les
bouleversements scientifiques qui en découléerergser ayant été reconnu comme dispositif
expérimental propice aux études expérimentalescadlle du laboratoire.

Le modele le plus simple du laser est celui d'ysteame monomode a élargissement
homogene. Il est décrit par un systeme de troisatéans différentielles analogues aux
équations de Lorenz et que l'on désigne communémpantmodéle de Lorenz-Haken ou
Laser-Lorenz. La simplicité de ce modele n’enléea a la complexité des solutions instables
gu’il contient, comme en témoignent le nombre iogkdble de publications qui lui sont
consacrées depuis plus de 30 ans. Par contregb&son étude numérique soit simple, son
étude analytigue a toujours été limitée a I'analgeepetits signaux, telles que I'analyse de
stabilité linéaire, qui permet I'obtention d‘infoations sur les conditions d’émergence de
solutions instables (seuil d’instabilité et cormtitide mauvaise cavité) notamment. De plus,
les résultats de telles études se limitent a I'étahsitoire qui caractérise la solution
stationnaire perturbée. On ne peut donc en extlaireoindre information sur les solutions
pulsées permanentes.

La théorie de Floquet permet néanmoins d’écrisesldutions périodiques émergeant,
toujours de facon perturbative, du second seudrlas de déduire leur stabilité. On relévera
sur le plan théorique les études entreprises pginlZehe et Mandel[70,72], sur les équations
Laser-Lorenz avec ou sans detuning (désaccord Enfréquence de pompage et celle du
laser), ainsi que les travaux de C.Z.Ning et H.hiadeec detuning [77,79] Ces études ont été
vérifiées expérimentalement par I'équipe de Carls4/§60,63]. [60,63].

Nadurcci et al.[38] ont aussi rapporté des solgtianalytiques, au premier ordre pour le
champ électrique, dans le domaine de fonctionnersiatie ou instable du laser avec des
taux de relaxation de I'inversion de populationsplaibles par rapport aux parameétres utilisés
par Lorenz.

Il est a noter que du point de vue Mathématiquasgyues équations de Lorenz constituent
un Challenge répertorié par Smale [65,66] dans ist® ldes quatorze problémes qui

constituent, selon lui, de sérieux défis aux Mathigcrens du 2dme.

L’'objet de cette thése est de présenter une méthaodlytique originale basée sur un
développement en séries de Fourier, dont la traneatu troisieme ordre permet I'obtention
d’expressions analytiques adaptées aux solutiomagmentes dans le régime périodique et
quasi-périodique du systeme. En particulier, notgpgsons une formule analytique qui
permet I'évaluation directe des fréquences de ckgiens pulsées en termes des parametres

de contréle du systeme dynamique. Cela conduit mattirellement a la construction de
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solutions analytiques avec une analogie frappavee ks solutions numériques. Ce type de
solutions permet de délimiter la zone des paraméteecontrdle pour lesquels le systéme est
prédictible de celles ou I'imprédictibilité semlaeminante.

Le premier chapitre de ce manuscrit est dédié a étnde qualitative de I'interaction
rayonnement-matiére pour un milieu atomique a déwsaux d’énergie placé dans une cavité
en anneau (unidirectionnel) dans le but de conmsttas équations du systeme Lorenz-Haken.
On montre que ce systeme d’équations communémeigrn#epar «équations de Maxwell-
Blochx» décrit les trois classes de laser rencositléas les expériences.

Par une simple analyse de stabilité linéaire onaiidra dans le chapitre IlI: i) que les lasers de
classe B, qui sont décrits par les équations dm@hergétique (systéme a deux degrés de
liberté), ne peuvent fonctionner qu'en régime awntguel que soit le taux de pompage
appligué et quelles que soient les valeurs dessatede relaxation des variables dynamiques
du systéme; i) que les lasers de classe C possedef™degré de liberté (la polarisation du
milieu) qui évolue avec une constante de temps eoalpe aux deux autres et dont les
solutions en régime instable sont décrites pay&eme de Lorenz-Haken (systéme a trois
degrés de liberté). L’interaction non-linéaire erlx champ laser, I'inversion de population et
la polarisation donne naissance a un fonctionnemésé régulier ou erratique a partir d'un
niveau de pompage appelé deuxieme seuil laser whdSmstabilité, le premier seuil étant
celui de mise en route du laser (fonctionnementticon en intensité, a la fréquence
sélectionnée par la cavité, par ailleurs égaleecéll milieu atomique si le désaccord en
fréquence est nul).

Dans le troisieme chapitre nous exposerons la pgroeéde résolution de ces équations afin
de caractériser le régime auto-pulsé des lasersclagse C. Nous montrons qu’un
développement des solutions en séries de Fourigrddesrses variables conduit a une
méthode itérative qui se contente de I'harmonigoedde trois pour I'expression du champ
laser. Cette approche nous a permis pour la prenfigégs de démontrer I'existence d’une
fréquence propre au systéme laser dans un domaipardmetres de contrdle ou le champ
électrique oscille périodiqguement autour de zérousNdevons signaler que ce résultat n’a
jamais été proposé auparavant dans aucune comdrilsdientifique ou ouvrage traitant de la
théorie laser. Ces oscillations propres peuvest@itenues pour un niveau de pompage bien
défini. Grace a notre approche, des expressionb/tapuees relatives aux fréquences de
pulsations dans le domaine stable et instable dguneétransitoire ou du régime permanent
vont étre déduites. La comparaison entre les valdannées par ces expressions et celles

obtenues par résolution numérique du systéme denkefaken donnera un caractere
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authentique a notre procédure analytique et détemailes conditions de sa validité ainsi que
les causes des écarts entre les résultats numgrquamnalytiques lorsqu’ils subsistent. Nous
établirons a la fin de ce chapitre I'expressionlgitauue du champ électrique lorsque ce
dernier effectue des oscillations périodiques autewzero.

Nous proposons enfin, dans le chapitre IV de ce useit, d'utiliser notre approche
analytique afin de localiser la frontiere entreztme de pulsations réguliéres et celle ou le
laser exhibe un fonctionnement chaotique, un régione le laser peut atteindre apres une
cascade sous harmonique passant d’un signal delpérne a un signal de période 2 puis de
période 4 ainsi de suite jusqu’a ce que le signésgnte une évolution irréguliere dans le
temps. Les résultats présentés dans ce dernieitrehapnnent une vue d’ensemble des
solutions analytigues obtenues jusqu’ici tout eritamé en relief des pistes inexplorées qui
dépassent le cadre de cette these et dont I'éeudeitsd’étre envisagée au-dela de la zone des

parametres de contrbles caractéristique des sotupiériodiques, objet de nos travaux.



Chapitre |

Analyse self consistante de linteraction rayonnenms

matiere dans le laser monomode

I.1 Equations du laser de Maxwell-Bloch

L'étude semi-classique de [linteraction rayonndémetiere entre un milieu

amplificateur et le champ électrique d’'une cavégonante fait appel, d'une part a I'équation
de Schrodinger pour décrire les transitions emseniveaux d’énergie dans la matiére et aux
équations de Maxwell pour le rayonnement du chaserloscillant dans la cavité.
L'évolution de la polarisation et de la populatides différents niveaux du matériau sous
I'influence d'un champ électromagnétique est olgtepar le formalisme de la mécanique
quantique (équations matérielles). Tandis que korib classique de Maxwell étudie
l'influence du matériau sur le rayonnement a pddita polarisation du milieu, cette derniére
apparait comme un terme de source dans les égsiatien propagation des ondes
électromagnétiques.

Par cette analyse on constate un couplage récipreatre le champ électromagnétique
et la polarisation. Le champ électrique induit dénsnilieu une polarisation, qui constitue,
elle-méme, une source pour ce champ.

Ce couplage matiére rayonnement se traduit parcheénsa "self-consistant” illustré ci-

dessous.

Mecanique Sommation Equationde

E(r.ty 0 8% - ()OO - Pry oMM m - Er.y)

Auto-compatibilité

Cette approche semi-classique conduit a un systBégeiations différentielles non linéaires
qui couple les variables atomiques au champ laspemnet d’en décrire le comportement

dynamique.
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[.1.1 Equation pour le champ électrique

[.1.1.a Equations de Maxwell

Un milieu atomique peut étre excité en lui fousaist une énergie suffisante pour que
ses atomes soient portés aux niveaux d'énergieisurs de durée de vie finie.

La désexcitation de ces atomes, qui se comportentme des dipbles, s'accompagne
d'émission d'un rayonnement électromagnétique Eaisé& par un champ électriqie et un

champ magnétiqu@ obéissant aux équations de Maxwell :

rFtE+a—B:o 1.1
ot

— oE - 9P

rotB —& . —= +— 1.2
oHo ¢ Ho( ] at)

= 1 -

divE=—(p—-divP) 1.3
‘90

divB=0 1.4

Considérant une onde électromagnétique qui se geoghans un milieu homogene et isotrope,

les vecteursE et P sont colinéaires. Etant donné que dans une dasiéé la propagation du
champ électrique se fait le long de I'axe de ldatéawn négligera la divergence du faisceau.
Cela revient a considérer un champ électrique veasal et a poser

divE=0 1.5
Les pertes dans le milieu et vers I'extérieur dealdté sont représentées pprces pertes

sont uniformément distribuées et sont caractéris@es une conductivitey qui lie j a

Eselon la loi d'ohm

j=0E .6
Dans le but d'obtenir I'équation de propagation/'alede électromagnétique on élimine le
champ magnétiqu@ selon la procédure habituelle en calculant letianael de la premiére

équation 1.1 et en utilisant l'identité :
rot(rot E) = grad (divE) - AE 1.7

Compte tenu de 1.5, le second membre de cette iéquse réduit au laplaci®xE selon

I'équation 1.2:
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AE = Zrot(otE) = ot =2 (7o B) 1.8
ot ot

9%°E dE %P

= Cotl gz T MO T 9
- 0’E 0E _ = 10°E 0E
AE-gpfy—F+ UOo—=AE-——F-,0— 110
oo THO o %%
0’P
= Uy —5 .11
Hy o2
et I'équation de propagation pour le champ élaatrimvec second membre s'écrira:
= 10°E 0E _  0°P
AE-———-Uo0—=U,— .12
2 or 9% THGe
Avec 2=_1
EO/'IO

L'équation 1.11 représente I'équation de propagatione onde qui se propage a la vitesse c,

modifiée en chaque point par la polarisation dieuitraversé. Selon I.1P apparait comme

une source pour le champ électrique.
[.1.1.b Champ dans une cavité résonante

Dans un résonateur vide (cavité résonante viderd&s) le champ électrique de l'onde
se propageant a l'intérieur se décompose sur k& dess vecteurs orthogonau}(;() (modes

propres de la cavité) et prend la forme suivante:

E(xH=> E()u(} 113
A
reflétant ainsi I'établissement d'un systeme d'sredationnaires en accord de phase dans la
cavité.
Les vecteursl, (x) vérifient 'équation d'onde:

@,

Aa;(;() = _sz ‘U;(;@ = _?

e .14

En insérant .13 et .14 dans I'équation 1.12, ipliint le résultat obtenue paTg(}) et enfin

en intégrant sur le volume de la cavité on trouve:
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2 2
F B+ By T 0 1 0°F 115
ot T & Ot &, Ot
L'orthonormalité de la base a éte utilisée selon :
S = [w (Y (R dv .16
J,, e€tantle symbole de Kronecker, ainsi que lestiuots suivantes:
0, = [Uotrdv .17
et
2 2D
an;: uAal?dV 1.18
ot ot

Si on suppose que les pertes sont uniformémenttiepaur les modes donzindépendant
de xalors:

O, :UJ.CIA[I/]’dV:Uer .19
et I'équation de propagation .12 prend la forroergchague composante du champ:

2 2
#g + 2B, 0B 10°F
o g ot &, ot

1.20

[.1.2 Equations décrivant la matiére

La polarisation qui apparait dans le second mendbrééquation 1.12 n'est pas une

source fixe, puisque le champ électriqiequi se propage engendre a son tour une
polarisation dans le milieu. On se propose dangatagraphe de calculer cette polarisation
via I'étude de linteraction du champ électriquend’ onde classique et d'un atome a deux
niveaux d'énergie, décrit de facon quantique pdomisetion d'onde obtenue par I'équation de
Schrédinger.

[.1.2.a Equations pour la matiére en absence daamp électrique

Les fonctions propres et les énergies correspdagdaux états occupés par I'atome a

I'équilibre thermodynamique sont obtenues pardaludion de I'équation de Schrédinger:

Hop =E¢ 1=12 1.21
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H,: 'Hamiltonien de I'atome
E : niveau d’énergie occupé par I'atome.
@, est la fonction propre de ['étai»«ayant I'expression ci dessous apres résolution de
I'équation 1.21

¢i(;<,t)=exp(—j%t)¢i(;<) i=12 et j2=-1 .22
Explicitant la dépendance temporelle.

[.1.2.b Interaction rayonnement matiere

Dans I'hypothese (tout a fait réaliste) ou l'iat#ion de I'onde électromagnétique avec
I'atome ne met en jeu que deux niveaux d'énergidares le cas ou la fréquence d'oscillation
du champ laser est proche de la fréequence de timmsitomique entre les deux niveaux de

I'atome (quasi-résonance), la fonction progreéle I'Hamiltonien H s'écrit sous forme de

combinaison linéaire des états proprgs

Y=cpi+ch, .23
obéissant a I'équation d'évolution:
oY
Hy =1h— 1.24
v ot
ci(t) etcy(t) sont des coefficients dépendant du temps vérikaabndition de normalisation
G G+c =1 .25
L'Hamiltonien H du systeme se compose d&,et deH ' qui schématise linteraction du
champ électrique et du dipble atomique:
H=Hy+H' .26

Dans le cadre de I'approximation dipolaire électié ' est donné par

H'=-pE 1.27

tel que :
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p=-ex .28
p: l'opérateur vecteur moment dipolaire atomique.
x: déplacement de l'oscillateur local (déplacememtl'dtome par rapport & sa position
d'équilibre).
En reportant I'équation 1.23 dans 1.24 et aprésgges transformations adéquates on aboutit a

deux équations différentielles couplées a deuxtions inconnues;(t) etcy(t) :

dc, _ 1 |

— =—E([t)HC

Fralaie (t)H1.C, 1.29
dc, _ 1 |

2 = — E(t)H

Fralie (OH . .30

ou
H' 10 = [ #1090 €8 o 3 dVexp(i ) 131
1
a‘}nnzg(Em_Er) 1.32

L'atome ne possédant pas de moment dipolaire pemhan admet que:
Hi;=H3=0 .33
La résolution des équations 1.29 et .30 détermlaee amplitudescy(t) et cy(t)qui nous

permettront de calculer le moment dipolapele I'atome

p= Iw*(i, t)(—eXw (%) dv (valeur moyenne) .34

Pour simplifier le traitement des équations onattfe la décomposition suivante:

p=p +p 1.35
ou on adopte les relations suivantes:

P =¢,510 .36

p = F* = ¢,1921 1.37

B =21 =C1C8XPL i) .38

c_a:a)n:%(Ez—E]) 1.39

Emn :e}mn _).(mn:'[¢*m_).(¢ndv metn=1,2 .40
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L'évolution temporelle deo se raméne & I'étude de I'évolutionggequi s'obtient en dérivant

la relation 1.38

—==< = —lw@,, —C, —=exXplwt )—Cc,——= expfliawt .41
ot $1,—Cy ot p( )-C, ot pE ,
En introduisant les équations suivantes dans .41
oc, _ 1=, .2 —
—=—E(t)J2expliwt 1.42
Fralies (DS12expiwt ),
oc, _ 1=, 5 —
—= =—E(t)FJ21explwt .43
% i (H)F21expwt )X
on aura pour .41
2 = —jw@,, ——E(1)F21|c,|” +— E(1)F .44
p b~ —EO) 21/cy —E( 21/¢]
_ 1=.3 2 1.2
- |a)¢12+ihE(t)z921[|c2| o | 1.45
Soit encore :
0f, _ _.— Y
—L22 = —jw@,, +—E(t)F1d(t 1.46
5t P12 m (1)F21d(1)
2 2
avec d(t) =|c,|" -|q .47

d(t) est la difference entre nombres d'occupation deausupérieur et du niveau inférieur de

I'atome. Elle représente linversion de populatiens le milieu laser. Cette grandeur

atomiqued(t) indique que I'énergie va étre absorbée si l'atesh@ans son état inférieur et

émise dans le cas ou il est dans son état supéigupremiere remarque on voit bien

apparaitre dans l'équation de mouvement 1.46 heeE(t)d(t) caractéristique de l'interaction

atome-champ. Ce terme de couplage véhicule unelinéarité qui est la base de la
dynamique du fonctionnement des lasers.

Pour une description complete de I'évolution depdéarisation atomique, l'effet de
I'environnement est pris en considération en ajguttune maniere phénoménologique a
I'équation 1.46 un terme de relaxation (désexatatie I'atome vers le niveau inférieur) dQ
aux interactions collisionnelles que subit I'atoavec les autres atomes dans le cas d'un gaz
ou les phonons dans le cas d'un solide, constituanperte pour le processus de polarisation.

Ceci nous méne a
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0, __— LEws
gtlz =-lwg,, -0 D¢12+EE(t)l921d(t) 48

On obtient I'évolution du moment dipolaire en npliéint 1.49 par le vecteufos :

p
at

— —+ 312 2 .
=—(iw+0,)p +‘ h‘ E(®)d(1) 1.49
|

Arrivés a ce stade ou on a décrit la matiére gaplution temporelle de son moment
dipolaire atomique il est judicieux de rajouté&vblution de l'inversion de population qui
génere l'amplification de I'onde dans le cas dsesra Pour cela on va dériver I'équation 1.47
par rapport au temps :

*

od _ . ac2 ac ,_ +0¢_ 0C,
+ —L-g—1 .50
£ % Ta Ta
2 — - —
= E E(t) [¢122912 - ¢217921] 1.51

L'influence du milieu ou baigne notre atome seéurapar la désexcitation de celui-Ci

vers un état stationnaidg. Cet effet va étre rajouté aussi d'une maniéraqménologique a

I'équation 1.51
ad 2e g 5
=+ [d, —d(t)] + o E(t)[¢12’912 - ¢zf921] 52
‘2‘3 +0do ~d©] +-= E(t)[ 53

Les équations 1.49 et 1.53 dénommées les équatieriloch (optiques) se rapportent a

un seul atome gu'on pourra distinguer individuelatndes autres par un indipeet qui se

trouve & la positiorx, . Suite & cette remarque on aura pour 1.50 et 1.54

ad

T_-H:I //[d d (t)] E(X,uit)[p,u _p,u ] |54
OTO/: = -+ ‘512‘24 -

T—_(|W+D D)py + ™ E(X,u,t)dy(t) .55

Avant d'entreprendre toute autre procédure de katésumons les résultats importants

présentes :
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- L'effet du milieu atomique sur la propagation champ laser dans une cavité est pris en
compte par la relation 1.20

- La matiére irradiée par un champ laser évoluensiels relations 1.54 et .55

En conséquence on a trois équations différentielteglées non linéaires pour décrire le

fonctionnement des systemes lasers:

od 2 = _ o
a—t”:+D”[d0—dﬂ(t)]"‘EE(X#-t)[p/_{ — Py ] .56
— + a |2
a&:_(ia+m 2)p ++‘79 ‘ E(Xy, )d,, (1) .57
ot H i% H
2 2
0 0

Pour faciliter le traitement de ces équations on apgliquer deux approximations: i)
I'approximation du champ tournant et ii) celle tenveloppe lentement variable. Il nous
parait aussi fondamental de signaler que ces dgwehoents sont exclusivement attribués au
laser unidirectionnel dans une cavité en anneaulecmaitement du champ dans une cavité

résonante est plus complexe.

[.1.2.c Approximation du champ tournant

La polarisation atomique selon I'équation .36 38 oscille a la fréquencE), il est tout
a fait justifiable de considérer que le champ darsavité en anneau figurant dans I'équation

[.57 comporte deux types de composantes, «tourmemsgens inverse.
E;()=E,(D+E ()= A, (YexpCiw, t)+ A, () explw, t; 1.59

Ou les fréquencea), sont celles longitudinales de la cavité, vide dfeds

En introduisant la relation 1.14 dans les équatidsis et 1.58 on aura:

od
a_t”:+D”[dO—dﬂ(t)]+%{2E/](t)UA(T(ﬂ)f)/,J'—ZEA(t)UA()"(/,)r)ﬂ_} .60
A A
65/; — — + ‘3‘12‘2 —
3t =-(iw+0p)p, +——D E;()u;(x)d, () .61
in 5

Compte tenu de 1.59 et 1.60 il résulte les relatide proportionnalité suivantes:
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¢1oE") O exp[—i W+, )t] $nE") O exp[i w-w, )t]
$nE 4 O exp[i W+, )t] $E ) O exp[—i W=, )t]
Les termes en(c_a+aa)oscillent rapidement par rapport aux termes (Eyr@)qui ne
changent appréciablement pas pendant la périede par conséquent ils s'annulent en
w

moyenne et peuvent étre négligés. Ceci revient @amsidérer que les composantes des
dipbles et du champ tournant dans le méme sena (@ppellation de champ tournant) tout

en négligeant les composantes tournant en sensstav®n ne retiendra donc, dans nos

, . ., . — = _— + . .
équations que les termes croisés suivafsp, etE™ p, ce qui revient:

- pour l'atome

ad# — [ ] 2 — o - = + O + -

?""D yldo —d,(t) "‘E ZUA (X,)E, (1) Py _ZUA (X,)E, (1) Py .62

2 A
P, — — 4 ‘7912‘201#(0 A
a—:_('w"ﬂm)py "'-—ZE AU (%) 1.63
t 17 3

- pour l'onde

2t + 2pt
7 +OEL 0B __10°F,

.64
o> g ot g, ot

[.1.2.d Approximation de I'enveloppe lentement vaable

Conformément a I'équation 1.59 les grandeS, sont les enveloppes complexes

associés aE;. Ces enveloppes varient moins rapidement daner®s par rapport a
I'exponentielle complexe ew, (fréquences optiques). Ceci permet d’introduire éokelle
de temps plus lente associée a I'évolution temfmude I'amplitude du champ (origine : le
matériau).

Ceci se traduit par les inégalités:

dA*,

<< e, A4

<w’|A%)| .65

En dérivantE , par rapport au temps:
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dE,” , + dA” .
=(-lwAy7 + expiw;t |.66
ot (A dt )exptiwgt)
= -, A" expEiagt ) .67
dg," . N
=-lwE 1.68
dt ZEA
La dérivée seconde dE 4 donne:
d’E,* 2rs o dAT AT .
=l —w A 2w ——+ exptiw)t 1.69
a2 A A A Gt 47 pCiwyt)
. dA” :
= {— w,’A," - 2w, dd: }exp(—lwAt) .70
2 + +
w,°E," + ddIth” = 2w, dAf[ exp(iw,t) .71
+
a partir de I'expression d%g”t— donnée par I'équation 1.66 on a :
d’E,” dE,”
2 + A . ‘A . +
w,"E, + =-2w +iw,E .72
h Ea a2 i ( at WEr)
Le membre de gauche de I'équation .64 se raméne a
d’E*, o dg . dg* . .o
W EE 4+ A+ —— 2 = Qiw, (—2-+iwE,")-iw,—E* 1.73
A= dt2 g, dt ) ( dt ZE)7) /150 Y
En appliqguant la méme procédure pour la polarisatiotrouve:
azpai 25 *
PR P, .74
Ce qui permet de récrire I'équation 1.20
. 0E; . o. 1 9°P*
2w, (2t +iwE*))-—iwE*, =-— A 1.75
/I( at A /1) go A A 50 atz
oEF w
d'ou A+(iw, +k,)E*, =—P* 1.76
at ( A /1) A 250 A
avec K, =2
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[.L1.3 Traitement macroscopique du laser unidiregonnel

Les équations 1.62 et 1.63 décrivent l'interactamtre le champ laser et les variables
atomiques du milieu. Il reste maintenant a lesriéga I'échelle macroscopique compte tenu

des relations :

P=Y0(x-%)p,=P + P .77
7%
=3 0(x=%)(P 4+ P ) .78
7]
D(X,,t) =Y a(X = %,)d, (t) .79
u

d(x-xy) est la fonction delta usuelle, définie par

O(x— %) =1 X=)
(X %) e 1.80
O(X—x4)=0 XZ Xy
On obtient pour la matiere et le champ (relatio62,11.63 et 1.12) :
DY _ 4[Dg - D]+_3 E(x,t)[l3+ - 5‘] .81
ot if
E:—(i5+m )BH@E(}, t)D .82
ot T i '
2E e 2 LD
AE 10°E OE_  0°(P +P) 183

-_ 0'—_

2oz 0% THT o
Ce systeme (1.81, 1.82 et 1.83) est constituéidg équations différentielles réelles. L’étude
analytique et numérique seront plus aisées moyérneandeux approximations enveloppe

lentement variable et approximation du champ taurna
[.1.4 Equations finales

Notre derniére étape de calculs consiste a simplés équations 1.81, 1.82 et 1.83 en
appliguant les deux approximations développées temparagraphes 1.1.2.c et 1.1.2.d a
I’équation pour le champ d’abord puis celles paumiatiére.

Commencons d'abord par le membre de gauche dati@ne.83

E(x)=E (x9+E (%9 .84
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=Eo (% t)expi Kx-wt)+ Bo (x t)exp i kKx-wt .85
AE" =expi (R"x-wt)[-kzg* + 2i(00)E" +AT%+J 1.86
1 9°E - o —+  2iwdE, 10°E,
-—— —expl Kx—at) — + -— 1.87
¢ ot? Pl & )! c? = ¢ ot ¢ ot
6E+ “ . = +
= U0 o = expi(kX — at) 4yoiak, 1.88
-, 10%E" =
pE -2 = o=
2 oz %y

2iwdE,” 1 9%°E," =
- + 1,0 o 1.89
C2 at CZ atz luO 0

expi (kx — m){+ 2i (KD)E," +AE," +

L'approximation de I'enveloppe lentement variatg@eient a négliger les variations par

rapport a x et a t des termes du second ordrevenifales termes du premier ordre on aura

ainsi:

.. 109%" OE" = e o, 2Aw0E, R
AE" ———— -0 = expi (kX —at)| +2i (kO +———+ Y4, 0 1.90
Le vecteur nombre d’'ondek = kg ol g : vecteur unitaire de la direction de

polarisation du champ.

On opere d'une facon similaire avec le second merdb I'équation de propagation
pour avoir:

P’ =expi Kx-wt)Ry (% 1) .91

PP
ot?

= —2)2301 expi (kx—Z)t) 1.92
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L'équation de propagation se réécrit :

o I iw0E," = _ -
expi (k- at) +21 (KB + 22504 ygiay” | =Ry expi (Bx-a) 193
C
avec w=w k=-2 et i:cz,u0
2¢, &
S iwdE," . = _
+2i (I<D)Eo++2'—,f')a a? + UoOiGEy" =~ Py’ .94
C
==y 2iwdE, = =
+2|k(ekD)EO++C—2 as + UOiGE," = —yw* Py’ .95
c@ME," + 5 ke, =i P B .96
S50 T © T 2g, ° '

Avec l'approximation du champ tournant I'équattiem mouvement de l'inversion de

population 1.81 revient & ne garder que les teroneisésE" P~ et E"P*

On aura:
oD 2. _
— =0(D,-D)+—|EP"-E'P .97
ot (B, =D) ih[ ]
avec Dy =Y dy = Nd, .98
7

En effectuant la méme chose pour I'équation 1.8 dapproximation champ tournant:

P’ ~ + 19 2”+
_a;) =(iw-iw-0,)P, oLl il;J E,'D .99

Afin d'alléger les calculs nous nous (intéressgiagons dans ce qui suit dans le cas

résonant @:ZJ). (Ceci n'affecte en rien la description et la gélisation au cas non
résonant et ne pose pas de difficultés de principe)

Pour simplifier la forme du modéle, les équatio®$,1.97 et 1.99 vont étre normalisées par
rapport a I'état stationnaire de chaque varialissraie en annulant les membres de gauche de

ces équations:

W _+
= 1.100
260k °
D, = 26Ms 1101
@5y
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E*E" :@(&_g
s s _ 2 D
45, \Ps

En introduisant les variables sans dimension st@gan

1.102

+ +
E= =0 P= R D - D avec r =&—1 (le taux de pompage)

ES+ F)S+ DS Ds
on aura:

0 0 3

(——+—=+KE(xD=KkR x? 1.103.a
ox ot

(240 )P(X 9 =00, E(x (% ) 1103
0 _ Oyr o 0

(E +0,)D(x,t) =0, @+r) - E-(x,t)P(x,t) + E(x,t)P~(x,t) 1.103.c

o oE : :
Dans le cas d'un laser monomode longitudinal nmeea— est identiquement nul (on
X

extrait la partie «propagation» par une séparat®nariables du type E(x,t)=E(X)*E(t) avec

E(x)=exp(-ikx ) par exemple, ou x est la variable qui décriptapagation dans la cavité)

ceci donne:
% E(t) = -k E(t) + k P(t) 104.a
%p(t) = -0, P@) +0 ,E(t) D(t) 1104.b
%D(t) =-0, D@y +0,, (1 +1)—D%r ES(t) P(t) + E(t) P(t) 1.104.c

Pour écrire ces équations, on suppose que le chasep est résonant avec la transition
atomique. Dans ce cas on peut prendre le champriélex et la polarisation réels sans perte
de généralité [34] et on obtient le systeme difiet qui gouverne la dynamique du laser

monomode dans une cavité unidirectionnelle (en anne

% E(t) = —k E(t) + K P(t) 105.a
%p(t) =-0, P(t) +0 ;E(t) D(t) 1.105.b
d D(t)=-0,D(@)+d, (r +)-0O,rE(t) P(t) 1.L105.c

dt
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En plus des solutions stationnaires non osciltaatetriviales:

E.=0 .106.a
D, =r+1 1.106.c

le systeme 1.105 possede les solutions statiomsaingantes qui s’écrivent sous la forme tres

simple :
E =1 .107.a
P =1 1.107.b
D, =1 1.107.c

Ou leffet de la normalisation des variables apptar&€es solutions sont purement
mathématiques, pour obtenir des solutions physigpesadopte une autre forme de

normalisation.
.2 Autre forme normalisée des équations semi @daiques

On propose dans ce qui suit une autre forme destiégs semi classique généralement
adoptée pour introduire des variables normalisgsss dimension. Cette forme ne change en
rien les solutions du systeme dynamique mais peumetinalyse numeérique plus conviviale.
En effectuant un changement de variable supplénnerpaur le systeme d'équations 1.96,
1.97 et .99 comme suit :

2C g,ky[0,0
i .108.a
‘:912‘0)
p - 2056 1.108.b
@3.,|
0 O
S S Ll .108.c
31
ou 2c=20=1 41
D

S
Avec I'hypothése que le champ laser est résonaat lavtransition atomique, on dispose ainsi
pour décrire la dynamique des systemes lasers mma®rdans une cavité en anneau des

eéquations différentielles linéaires adimensionrsegantes:
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% = -K{E(t) + 2C P} 1109.a
S =-0.{P0 +EODE) 1109.b
d D(t) = -0 ,,{D(t) -1- E(t) P(t)} .109.c
dt Il B

Cette forme standard permet aussi une étude tmgdestdu comportement dynamique du laser

et le nouveau (c’est le méme, écrit différemmet#) stationnaire non trivial du systeme est:

E, =+J2C-1 1.110.a
1
D.=— 1.110.b
S 2C
J2C -1
PS:$2C—C 1.110.c

Ces états stationnaires dépendent du taux de p@n@iageésultat tout a fait réaliste
1.3 Les trois classes de lasers

Le comportement dynamique des lasers tel qu'ofewir dans le chapitre suivant
dépend fortement des ordres de grandeur des ctesstda relaxatiotk du champ dans la
cavité,0, de la différence de population @t, de la polarisation. Ces taux déterminent la
vitesseavec laquelle les variablds D et P relaxent vers I'état d'équilibre du systeme. On
distingue habituellement trois classes de laselsnskes valeurs relatives de ces trois

constantes de temps [35,36]

i) Lasers de classe A

C'est le cas des lasers He-Ne; ér les lasers a colorants. Les variables atomiBusts
D relaxent tres vite vers leur état d'équilibre goé se traduit par des taux de relaxation trés
supérieurs a la relaxatidndu champ, [ |, O ->> Kk : le champ subit de faibles pertes dans la
cavité) de tel sorte qu® etD suivent instantanément les variations temporelleshampE.

Les deux dernieres équations du systeme s'élimdeefacon adiabatique.
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dpP dD L . .
En posantazo et E:o, le laser est alors régi par une seule équatian lim@aire

donnant I'évolution temporelle du champ électriqu®n peut retrouver facilement a partir du

systéme 1.105.

I5=O donne P=ED

_ 1+t

D=Oonaura D= ol | =E?
1+l
La relation 1.105.a se réécrit pour l'intensiteta
LEL I 1111
dt 1+l

Cette equation présente deux solutions statiormdiret 1, et décrit le passage d'un état

d’équilibre instable (1=0) a un état d’équilibraiste (1=1)

i) Lasers de classe B

C'est le cas des lasers a état solide, du typs, ND:YAG, a gaz tels le CQCO, et
les semi-conducteurs.

La relaxation de la polarisation du milieu esstrapide par rapport a celle des 2 autres
variables puisque >>0 |, k . La polarisation peut étre considérée commeostadire et suit
de facon adiabatique les autres variables. L'asggeamique de ce type de laser est décrit
par deux équations non linéaires couplées, rdigacthamp a l'inversion de population et deux
échelles de temps. Ces équations communément désigréquations aux bilans» se

déduisent facilement du systeme 1.105 et feromtgly paragraphe suivant:

I5=0 donneP=ED

On aura pour 1.105.a

A - k(-1 +1D) .112.a
dt

et pour 1.105.c
@=D,,[1+r—D—r|D] 1.112.b
dt

Parmi les lasers faisant partie de cette clasgeonciter Nd-YAG:
0=10s* 0 )=10's* k=1¢’s*

Les oscillations en intensité sont possibles.
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iii) Lasers de classe C

C'est le cas des lasers infra rouge lointain coroeh@ a gaz ammoniac (NH Toutes
les variables évoluent avec des échelles de t@ngobes, aucune simplification ne peut étre
effectuée et le fonctionnement dynamique du lasedécrit par le systeme complet 1.109 ,
.110 et 1.111.

Pour Nbona: [O=10Fst 0,=10°s* k=10"s"

.4 Conclusion

Nous avons consacré ce chapitre au rappel dessétgpentielles de la construction des
3 équations non-linéaires couplées du systeme devilBBloch ou Haken-Lorenz (la raison
de cette dénomination est donnée au chapitre dyiidécrivant I'interaction rayonnement-
matiére entre un champ laser résonant dans urécavitanneau et un milieu atomique a deux
niveaux placé a l'intérieur de cette cavité. Cerfalisme de base fait appel aux équations de
Maxwell pour la description du signal laser et arl@canique quantique pour la prise en
compte des transitions entre les niveaux d’énediie milieu. L'application des deux
approximations classiques «champ tournant» et J{@ope lentement variable» nous a
permis de donner une dérivation compléte du systdidquations de dimension 3 qui
gouverne le fonctionnement dynamique du laser maena élargissement homogene.

Ce systeme permet de retrouver les équations quivegnent le comportement
dynamique des trois classes principales de laseoyennant le principe de I'élimination
adiabatique des variables rapides. Ce principengewesimplement a remplacer les variables
rapides par leurs valeurs a I'état stationnairedadra des modeles stables qui décrivent les
états stationnaires des lasers de classe A ehdsecB. La suite de ce manuscrit s’'intéressera
essentiellement au laser de classe C pour leguéldis variables dynamiques, -champ laser -
polarisation - inversion de population, relaxent@des vitesses de méme ordre de grandeur.
L’étude dynamique des lasers de classe C, sujetltigstres suivants, sera précédée aussi
d’'une étude des oscillations de relaxation quirinémnent a I'allumage des lasers de classe B

afin de bien insister sur le caractere stable dysteme de dimension 2.



Chapitre Il

Hierarchie de comportements dynamiques des lasers

L'étude dynamique du systeme non linéaire lasers rapporte des éclaircissements
simples et performants relatifs aux types de femctement adopté par ce systéme et permet
de dégager les conditions de leur apparition. &ttde met en évidence les zones de stabilité
et d'instabilité des difféerents régimes dynamicoleservés sous l'influence des parametres de
contrble du laser.

Dans le domaine instable, I'émission laser n'emt pontinue mais présente un
comportement pulsé parfois périodique mais le plusvent fort irrégulier, voire chaotique.
Pour expliquer ces comportements, il est commoé&albrer des modeles dynamiques
susceptibles de décrire son évolution dans le te@®psa déja vu (voir chapitre 1) que
l'inventaire des différents mécanismes responsatdebeffet laser et la considération des
ordres de grandeur des temps de relaxation pragpresaque variable dynamique: champ
électrique, polarisation et inversion de populatidonc de la classe du laser, permet de
dresser des modeles qui peuvent servir de basdqaeranalyse dynamique.

La richesse de comportements dynamiques dansakeysl (continu, oscillations
régulierement amorties, périodique, quasi périogliguchaotique) est incontestablement due
a la non-linéarité et au nombre de variables négessa la description de son fonctionnement
dynamique intrinseque.

Un laser de classe A faisant intervenir une segleaton ne peut délivrer qu'une intensité
constante (I=0 ou I=1).qui sera représentée paoint fixe dans I'espace des phases.

Le systéme de classe B a deux degrés de libegitation régime stationnaire aprés une
période transitoire de train d'impulsions réguieat décroissantes en fonction de la valeur
des taux de relaxatidnet [0 ;. On observe dans l'espace des phases une évatutispirale
atteignant un point fixe (intensité continue), sell® pompage.

Le laser de classe C affiche une dynamique plugerifonctionnement périodique, quasi
périodique et chaotique (faisant bien souvent weteér deux fréquences incommensurables,

comme il sera démontré dans ce travail pour la gmenfois en théorie laser). Ces solutions



26 Chapitre Il Hiérarchie de comportements dynamiques des lasers

diverses sont représentées dans l'espace des phasés dimensions par des cycles limites
(signaux périodiques) et des attracteurs étraraem$ déterministe).

Toutes ces indications vont étre développées danshapitre. Nous entreprendrons
d'abord le modéle le plus simple qui, celui durbidgergétique et conclurons par un systéme

plus complet qui est le modéle semi-classique.
1.1 Modéle du bilan

Le modele le plus simple pour décrire le fonatiement d'un laser monomode se base
sur le bilan des échanges d'énergie entre le rayoent et la matiere. Ce modele caractérise
I'évolution temporelle de l'inversion de populateir'intensité du signal laser.

Sachant que les équations du bilan ou les "ratat@ms” ont été dressées et étudiées dans
plusieurs ouvrages fondamentaux [34,37], nous mom$entons dans ce chapitre d'exposer
une étude de stabilité linéaire des états d'égedilen vue de prédire un changement de

fonctionnement du laser.
[I.L1.1 Equations cinétiques

Comme déja mentionné les équations du bilan teliewersion de population et le
nombre de photons dans la cavité laser. Cette@hiast formulée sous forme d'équations non-

linéaires de la forme [31]:

(jj—?:—Z\NnD—D ”(D—DO) Il.1.a
%:WnD— kn I1.1.b
dt

D : la différence de population entre les niveaukadgansition laser (sans dimension)
n: le nombre de photons dans la cavité laser (@mmsnsion)
() o E(t)*a 1]
D, : la différence de population en absence d'énélgitromagnétiquen(=0)
W : mesure le taux d'absorption et d'émission steu(s)
0, : le taux de relaxation de la différence de popoiafs’)

k :le taux de relaxation de l'intensité dans leitgalaser (3)
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Par le changement de variables suivant:

p_-%p I1.2.a
K
no2Vg I1.2.b

n

On retrouve les équations normalisées de State é&'s [6,34,37] :

%:_D//(_zcu)ml)) 3.2
%:kn(D—l) 11.3.b
dt
Tel que
D, W
2C=—"=""D. =r+1
o =y D Il.4.c

[I.1.1.a Stabilité linéaire du régime stationnaie

L'état stationnaire du systéme 11.3 est obtenararulant la dérivée par rapport au temps
de chaque variable soit:
D, =1 II.5.a

n,=2C-1 I1.5.b
Le nombre de photons croit avec C et le seuil detfonnement correspond a=Cl/2
L'étude de stabilité linéaire de I'état d'équilibr® du systeme I1.3 revient a imposer a cet état
une perturbation infinitésimale et voir si le sys& revient a, ou s'écarte de son état
stationnaire:

n=n+on I1.6.a
D=D,+0D 11.6.b

En introduisant ces derniéres variables dans lestiéms I1.3.a et 11.3.b et en négligeant

ensuite les termes croisés de second ordi@neYD par rapport aux termes linéaires on aura:

d

adﬁ):DN[éD—nsaD—Dsm] 1.7
Suite aux identités Il.5.a et II.5.b on obtient:

d

—dD=-0,[d +2cH| 1.8

dt
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Opérant de maniére équivalente pour la perturbataative au nombre de photons on

obtient:
%Jn:kJnDS—kdm kno C 1.9
d
—n=kdD[2C -1] 11.10
dt

On aboutit finalement aux équations linéaires agtupbations :
d
adﬂde[ZC—l] I11.a
d
D=0 s +2ca] I.11.b

Pour résoudre ce systéme on procede par sulmstitut
On remplacedD figurant dans la relation 1l.11.a par sa valeauvée a partir de I'équation

[1.11.b Ce qui donne

d? d
Fd’]*‘D”ZCam'FD”k(ZC_l)&]:O 11.12

équation typique de l'oscillateur amorti, dont tdugion générale est de la forme:
on=onyexpAt) 11.13

En reportant dans I'équation 11.12 on obtiermjuation caractéristique du second ordre:

A*+0,2CA+0,k(2C-1) =0 1114
qui admet les solutions suivantes
0,2C A
Ap=——"—+— 1.1
12 2 2 S
ou
A=0,%(2C) 2- 4k , (2C -1) .16

«2C» représente le paramétre de pompage quieséitiondition d'oscillatiodC >1.
Deux situations se présentent selon que les raciomeisréelles ou complexes et suivant la

valeur dek.

Pourk <O, (les pertes dans la cavité sont inférieures alaxatons atomiques) on a

4K (2C - 1) << (2C)* et les deux racines:
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k(€ -1)
2C

sont toujours négatives. La solution stationnase stable et le retour a I'équilibres (Ds)

s‘accompli sous forme d'une décroissance expofier{tiégime fortement amorti)
Dans le cask >0 ,, ce qui est vrai pour la plupart de lasers sol{des pertes dans la
cavité sont supérieures aux relaxations atomicoes) 4k(2C -1) =~ 2C2 et les deux racines

sont complexes conjuguées

An:-9§§¢nmmﬂac—n:aim, 11.18

La partie réelle de ces racines est toujours négati la solution stationnaire est stable. La
partie imaginaire Q,de A représente la fréquence propre de retour vers latiGo
stationnaire. Le retour a I'équilibres(Ds) s'effectue donc par des oscillations de relaxaiion
la fréquenc®, =.,/kO , (2C -1), aspect similaire a l'oscillateur harmonique amg@égime

sous amorti ou faiblement amorti).

En conclusion la solution de I'équation 1l.11.alblil.b peut avoir un comportement
transitoire présentant, ou non, des oscillationanawd'atteindre I'état d'equilibre. Ces
différentes allures sont liées au signe du discrami de l'équation caractéristique du

deuxiéme ordre et dépendant précisement du rapptvg les quantit& et , .
Dans le cas ok <[1, la solution est
n=n+ Aexp(At)+ BexpEA,t; 11.19

Le régime transitoire s'amortit et tend asymptaigant versn, avec deux constantes de

temps/]i et/}i voir figure 11.1 effectué poufd ; =10’ s*, k=10* s* et 2C=2.
1 Ao

Dans le cas ok >-[1, la solution est de la forme:

n=ng+a, exp(—%t) cos(/ kI , (2C - 1t) [1.20

qui décrit des oscillations de relaxation autourlaleolution stationnaire\, de frequence
Q, . L'amplitude de ces pulsations décroit suivantlanexponentielle avec une constante de

2

tempS{a = ﬁ
/i



30 Chapitre Il. Hiérarchie de comportements alyriqgues des lasers

1.008

n(t)

1.004+

1.000+

T T
0 100 200 300 400 500
th

Fig.ll.1: Simulation numeérique du systeme 1.3 qui montneleur a I'état stationnaire par
décroissance exponentielle,= 10’ s*, k=10 s et 2C=2

On a représenté sur la figure 1.2 les pulsatiansorties obtenues a partir d'un
programme de simulation numérique utilisant lesafiquns de bilan I1.3 pour le laser O

avec les constantes suivantég=10"s", k=10" s* [37] et 2C =2.

1.04

1.02

n(t)
1.004

0.984

0.96+

0 2 to 4 6

Fig.1l.2: Simulation numérique des oscillations de relaxattn systéme II.37//=104 s,
k=10"s' et 2C=2
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Pour ce cas on trouv@, =3162 10*s™ett, =10™s.

La figure 1.3 illustre I'évolution du signal lasde maniere oscillatoire amortie vers son
état d'équilibreris,Ds) dans I'espace de phase correspondant, en déanivarspirale qui tend

vers un point fixe qui est I'état stationndixe=1 et n, =2C -1.

1.05

n(t)

1.00- @

0.95

T T T
0.999 1.000 D(t) 1.001

Fig.11.3: Projection des oscillations de relaxation de iglf.2 dans I'espace des phases
(n ,D). Le systéme 11.3 retourne vers son étajudlidre (n=1,Ds-1) en décrivant une spirale

D'apres cette breve étude asymptotiqgue et aunagsi de la solution stationnaire on
percoit qu'un laser modélisé par les équationgigineés ci dessus, et plus précisément par un
systeme d'équations a deux degrés de liberté neepbiber un comportement dynamique
autre qu'un régime de relaxation généralementnabdel’allumage avant de se stabiliser en

signal continu et cela quelles que soient les valdas parametres de contride] , et 2C.

Ce qui est d( aux pertes présentées par les deiables. Ces équations ne peuvent donc
décrire le régime pulsé qui s'installe de facomparente dans certains types de lasers selon
leurs configurations et particulierement apres dandnstration de Nelson et Boyle[9] d'un
fonctionnement fortement bruité du laser a rubecawn pompage continu.

Pour une meilleure description dynamique du famctement d'un laser qui est I'objet
de nos travaux, on a recourt aux équations semmssitjue donc aux équations de Maxwell-
Bloch. Un tel systéme d'équations a trois degreditagté prédit le régime de pulsation

régulier ainsi que les régimes irréguliers obsedasss certains systemes.
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II.2 Systeme Lorenz-Haken de dimension 3

Le systeme de Statz et deMars décrit bien ledlatsmns de relaxation observées dans
la plupart des lasers continus mais présente ufalldgce pour décrire le régime pulsé
caractéristique de certains systemes. En faitédemtions cinétiqgues ne tiennent pas compte
d’'une variable fondamentale dans le milieu amg@liicir, a savoir la polarisation du milieu,
dont I'évolution, dans certains lasers ne peut étmainée de facon adiabatique. Celle-ci
évolue avec une constante de temps différente ke de I'inversion de population et son
introduction dans I'étude de [linteraction rayonrmrtmatiére conduit a un systéme
d’équations différentielles qui posséde des sahgtiastables.

Le modele semi classique développé dans le ckapittonne lieu a trois équations
différentielles non linéaires qui couplent ['éqoati de propagation d'une onde
électromagnétique et deux équations qui décrivennilieu amplificateur dans une cavité
résonante. Ces équations ne peuvent étre résoloalytiquement mais ['‘étude du
comportement asymptotique des solutions a I'égeilitous renseigne bien sur leurs différents
régimes de fonctionnement.

Les équations de Maxwell Bloch, adaptées au IpaerHaken, et qui décrivent les
lasers monomodes a élargissement homogéne sonfaaalau systeme élaboré par Lorenz
pour une description simplifiée de la turbulencmadphérique. Ceci laisse présager que le
laser sera sujet a des instabilités et donc subteptentreprendre un mouvement chaotique
conditionné par les valeurs des parameétres dedatest Ce comportement irrégulier est di a
la présence d'un troisieme degré de liberté danédeations laser alors que les équations aux

bilans représentent un systeme dynamique non tandaidimension 2.
[1.2.1 Equivalence formelle du systeme de Lorenet des équations laser

Des 1963 Lorenz propose un modele basé sur unglifitation des équations de
Navier-Stokes qui rendent compte des mouvement&atheosphere au-dessus du sol. Ces
simplifications conduisent a un systeme de 3 équatidifférentielles non linéaires qui

couplent les variables principales et décrivantithulence atmosphérique:

X : L'amplitude du mouvement de convection de lgphéere
Y : La difféerence de température entre les courdesgendants et ascendants
Z: L'écart entre la température donnée par le neo@®lcelle qui résulte d'une loi de

décroissance en fonction de l'altitude.
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Selon :
dx
—=0Y-0oX I1.21.a
dt
d_\f:-xz+2cx—v I1.21.b
dt
dz
—==XY-bz I1.21.c
dt

ouo, 2C et b sont des paramétres de contrdle.

Comme on peut le constater ces équations sonlimé&aires par la présence des termes
croisésXY et XZ, cela sous entend qu'on ne peut avoir de soluinalytiques exactes pour le
probleme. Comme voie alternative Lorenz proposaidgealiser les évolutions temporelles
des variable¥, Y,Z par résolution numérique de ces équations swrdimateur. Cela lui a

permis de dégager les importantes découvertesraas/a

% Sensibilité aux conditions initiales : une petit@riation sur les valeurs initiales donne
lieu a une prédictibilité aléatoire de I'évolutidn systéeme.

Il suffit de 3 degrés de liberté pour entrevoiraomportement chaotique irrégulier dans
le temps (aspect chaotique).

s Si le systeme parait chaotique dans l'espace séeteprésentation dans l'espace des
phases fait apparaitre un ordre sous forme géaguétrcomplexe appelé " attracteur
étrange" (terminologie proposée pour la premiere ém 1971 par David Ruelle et Floris
Takens)

D'une facon ingénieuse, Lorenz avait découvert Has premiers exemples de chaos

déterministe dans les systemes dissipatifs. Mdlgréginalité des travaux de Lorenz son

modéle ne peut étre utilisé dans le domaine de éééonologie et son systéme servit
seulement d'outil pour I'étude du chaos. Jusqu'guee Haken prouva 1975 [28] que le
systeme d'équations de Lorenz n'est pas excludif adeecanique des fluides mais pouvait
aussi refléter une expérience physique dans le identes systémes lasers a deux niveaux
d'énergie et modélisés par les équations semiiglass

Afin de faire apparaitre cette similitude entresysteme de Lorenz et les équations de
Maxwell-Bloch, Haken remplaca les variables desaéquos 11.21.a, 11.21.b et Il.21.c par les

nouvelles grandeurs suivantes:
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X=¢ Y=pet Z=r-¢

il obtient le nouveau systeme:

d&

— =01 — O 22.
' n-oé 1.22.a
dg _ .

dt,—ZE n 11.22.b
d

d—tZ,=b(2C—Z)—Z/7 1.22.c

qui sont analogues aux équations semi-classiqu&seus (voir chapitre 1) :

EE=—k E+ kP 11.23.a
dt

d

—P=-0_P+0,ED 11.23.b
dt

d_

des lors que I'on effectue les transformations auiies :

g

t—»t'?, E—»O’f, P—»O’/], D—»Z
1
avec a=— 6 2C>1 ,D,,:@ ,DD:5 ,r=2C-1
Jb(2C-1) o o

Il apparait ainsi que le laser peut étre considéréme un systeme dynamique dont les non
linéarités peuvent aussi engendrer un comporteatamtique.

Afin d’extraire les propriétés dynamiques du lagereffectue une analyse de stabilité
linéaire de l'état stationnaire. On établit d'abtasl solutions a I'état d'équilibre que l'on
soumet a de petites perturbations afin d’extrag® donditions d’émergence des solutions
(nouvelles stables ou instables) et d’en délimigsr zones en fonction des parameétres de

contrdle qui gouvernent le systéeme.



Chapitre Il. Hiérarchie de comportements dynamicdes lasers 35

[1.2.2 Solutions stationnaires. Analyse de stalii¢

L'étude de stabilité des états stationnairesistena déterminer |'évolution d'un écart
infinitésimal par rapport a cet état. Si I'état iestable le systéme s'en écarte d'une maniére
irrévocable et dans le cas ou cet état est staldgsteme y retourne de fagon systématique.
L'état stationnaire du systéme est obtenu en annildadérivée par rapport au temps de

chaque variable du systeme 11.23. Ce qui donne:

E. =1 [1.24.a
D, =1 11.24.b
P=1 I1.24.c

S

La linéarisation du systeme se fait en posant:

E=E,+& 11.25.a
D =D, +Jd 11.25.b
P=R+dp 11.25.b

ou Je, dd etdp les petites variations autour de I'équilibre.
En reportant ses variables dans le systeme Il.28 aggligeant les produits croisés du second

ordre ded petdedd, on obtient le systeme linéaire suivant :

g5ez—k5e+ 0 11.26.a
dt

%5p=DD{5e—5p+5(} 11.26.b
%&:I =0,{~&d-rdp-rag 11.26.c

Apres avoir utilisé les identités 11.24. Le systlinéaire 11.26 est de la forme:

NEOANEL +K 0)(&
P o) =] O, —Ug Oy || .27
a)) (-O,r —0,r -0, J\o
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La résolution de ce systeme revient a cherchesdkgions sous forméx = dx, expAt pour

chaque perturbation autour de I'état stationnags.valeurs del sont les valeurs propres de
la matrice

-k +k 0

O -04 Oq 11.28

O

=0 yr =0yr =0y,

et solution du déterminant et de I'équation carestigue ci-dessous :

-k-/ +Kk 0
0. -0,-4 O, 11.29
=0,r -0,r -0,-4
~(k+ D@ 5+ )0 +A)+0 0 yr]=K-0 + A0 5 +0 0 ,r]=0 11.30
A+k+0,+0 )% +0 ,(k+05@+r)A+2k0,0,r=0 11.31

C'est une équation di™ degré, dont I'expression explicite poumn'est pas assuré. On
peut s'affranchir de cette tache vu que notre ctibjest I'étude de stabilité de I'état
permanent, il suffit simplement de connaitre Iensigle la partie réelle des racines. Si les
parties réelles des racines de I'équation caratitgre sont négatives I'état est stable. D'autre
part sil'une au moins des racines posséde utie pasitive cet état est instable. Pour savoir
si toutes les racines ont leurs parties réelleatinéggs on va s'appuyer sur le critere de "Routh

Hurwitz" (voir Annexe A).
Les racines de I'équation d'ordre «34#*+a,A%+a,1+a,=0 ont toutes une partie réelle
Re(l) négative si les conditions :

a, -0, ad—a3>-0, a; >0

sont satisfaites. Appliqué au polynédme 11.31, d&oe conduit a :
1-0 11.32
0,0, +0+k0@+r)+k)-2kdd,r =0 11.33

r>o0 11.34



Chapitre Il. Hiérarchie de comportements dynamicdes lasers 37

La premiére condition est toujours Vvérifiée, lani@re inégalité indique le taux de pompage
nécessaire pour le fonctionnement laser couramommtu sous le nom du seuil d'oscillation

laser. La deuxiéme inégalité apres remise en fa@eecrit comme suit:
Oy +0o+00 s+ +rP @, 05 -K)]>0 11.35

et véhicule les informations suivantes:
si k<O, +0 ,la relations 11.35 est toujours vérifiée et la dmo stationnaire est toujours
stable.

En revanche sk ~0 5 +00, [18-21] les lasers présentent une solution statioe instable

pour un niveau de pompage

(k+0)(k+05+0,)
U IZI(k_D O _D//)

11.36

Dans I'hypothese d'une mauvaise cawte[l; +0 ,, qui se traduit par des pertes
subies par le rayonnement laser plus importantesllas cumulées de la polarisation et la
différence de population, I'état de fonctionnem&ationnaire sera donc instable lorsque le

pompage excede une valeur critique-r, tel que:

= k+p)(k+0p+0,)

c 11.37
U D(k -0 O _D//)

représente le deuxieme seuil du laser. Cettelitiséade "Lorenz-Haken" qu'on ne rencontre
gue dans les lasers de classe C , et n'apparailgyasles lasers de classe B régies par les
équations du bilan. A I'neure actuelle, seuls laseds moléculaires fonctionnant dans
l'infrarouge lointain comme le laser a ammoniac JNHésente cette instabilité. Pour situer
l'ordre de grandeur du®?® seuil laser on prend les valeurs suivantes a ttexemple
0=10°s* O,=1Fs' k=10"s* qui donnent. = 16.5 , il faut pomper & 16.5 fois au dessus
du premier seuil laser pour déstabiliser le fomziement continue du laser, un second seuil

trés éleve.
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Cherchons maintenant la valeur minimale que pgarigyer. en fonction d&k pour un

taux de relaxation de l'inversion de populatiop fixe. Cela revient a annuler la dérivéerde

par rapport au paraméike(% =0) . On obtient:

Ky =1+0 +4/2(2+31 +02) 11.38
et
r,=4+30 +2,/22+3] +0?) 11.39
avec 0 v ot kL
O, O,

En utilisant les valeurs précédentes on trokpye=5.46 etr.=16 . Cette valeur relativement
élevée est en général difficile a atteindre expénitalement, ce qui rend l'instabilité de
Lorenz-Haken difficile a observer pour les laseslhsse C.

On a illustré dans les figures 11.4,11.5 et ll& domportement dynamique du laser dans
le cas d'une mauvaise cavité, obtenues par résolutimérique du systéme 1.108 (ou le
systeme [1.23) au moyen de la méthode de Rung&kut'ordre 4 ,et en prenant comme

conditions initiales les valeursE=E;+d, D=D,+dd et P=R+Jp. On remarque

d’aprés ces figures que le comportement dynamiguiaser dépend de la valeur du taux de
relaxation de l'inversion de population. On corestat'au dessus du deuxiéme seuil lagtr
régime continu se déstabilise et le laser fonceoalors en régime pulsé périodiqguement (en
intensité) pour des valeurs dé faibles et pour des valeurs plus élevées le sigsal
chaotique .

On rapporte aussi en figure 11.6 un scénario d#odBlement de période qui s'exécute
pour des valeurs dé faibles, qui commence d'abord par un champ étpetrsymétrique de
période une, passe par une allure asymétrique rikedpéune qui donne une apparence d'un
dédoublement de période si on considére lintérdit champ qui n'en est pas un si on
prospecte la trajectoire dans l'espace des phageese(ll.6.e), ensuite le champ expose une
évolution asymeétrique de période deux qui refletesdai dédoublement de période (figure
[1.6.) . Il est incontestable que l'accroissem@mi! entrainera I'évolution du systéme vers un

comportement chaotique qui n'a pas été illustre.
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Le méme scénario de dédoublement de période gahéve par un régime chaotique
peut étre obtenu par augmentation du taux de poepag dessus du deuxieme seuil laser
(voir chapitre IV) ou par diminution du parameétfextitationr selon les valeurs de [38]

A la différence des courbes précédentes le réedenienctionnement continu donné par
les relations 11.24 reste stable (figure.ll.7) démas ou la condition de mauvaise cavité est
satisfaite et le taux de pompage inférieur au dsugiseuil. (Bassin d’attraction de la solution
stationnaire et Conditions initiales tres procheislg stabilisent)

3.0

2.5

2.0

20)
1.5

1.04

T T

T
0 200 400 ¢ 600 800

Fig.1l.7 : Comportement transitoire du champ électrique goxrd+0 , k=4[] =0.5 et
r =2C-1=3

Le changement de comportement observé dans ld¢idonement du laser lorsqu'on
varie le parameétre de pompes'interprete bien dans le cadre de la théorieifdechtion. En
r=r . (point de bifurcation) on observe une bifurcatae Hopf sous-critique (désaccord en
fréquence nulle) [70,72], qui fait passer le lad'en fonctionnement continu (point fixe dans
I'espace des phases) a un fonctionnement chadttfugcteur étrange).

Nous verrons plus loin qu'un fonctionnement enimég pulsé (cycle limite dans
I'espace des phases) est cependant possible pusgquescillations de grandes amplitudes
arrivent a étre stabiliser selon la valeur de gar(pett).
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[1.2.3 Fréquence d'oscillation au second seuiludaser

Pour des valeurs du parametre de pompage r supérigla partie réelle négative des
deux racines complexes conjuguées (systeme steb&)ge de signe et devient positive
(systéme instable) en passant par une valeur glentient nulle au point bifurcation r .

La fréquence d'oscillation au seuil s'obtientcerchant une solution purement imaginaire

A =iw,. Lintroductiod dans le polyndme caractéristique 11.31 et en séyptales parties

réelles et imaginaires, on obtient le systeme diops suivant:

wy’ =0,0@+r)+kO, 11.40
2k ,0
=0 1141
O,+05+k

L'égalité de ces deux équations permet de retrolavgrosition de bifurcationcret les
oscillations se manifestent pour la bifurcatienHbpf au seuil a la fréquence:
o 2kO,(k+0p)

11.42
(k-0,-0p)
qui prend la forme en normalisant par rappart &:
~» _2kO (k+1
w -0 -1 11.43

ko X p=2n
DD DD

1.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une étudstaddité linéaire des états
stationnaires des lasers de classe B et C. Lesslae classe B dont le comportement
dynamique est décrit par les équations de bilanrgétigue, impliquant l'intensité et
I'inversion de population, sont stables a I'égaedtdute perturbation. De ce fait, le signal
laser revient toujours aprés une période transitairson état d’équilibre en effectuant des
oscillations de relaxation ou par une simple désiamce exponentielle suivant les valeurs des

vitesses de relaxation de l'intensité et de I'isi@n de population.
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En revanche le laser de classe C dont le fonatimemt est décrit par le systéeme
d’équations de Lorenz-Haken peut afficher un congpoent oscillatoire périodique ou
chaotique au dela d'un certain seuil d’excitatioatégeure appelé®?® seuil laser ou encore
seuil d’'instabilité. En plus de la condition liéd'@citation, I'apparition d’'un comportement
instable est aussi tributaire d’une condition laex caractéristiques de la cavité, donc du
coefficient de perte du miroir de sortie, c’estcandition de mauvaise cavité. Le régime de
fonctionnement obtenu est ainsi intimement lié &dkeur des parametres de contréle qui
apparaissent dans le systéme d’équations. Par éxelfgugmentation du parametre de
pompe au dela du seuil d’instabilité peut se ftiradpar I'apparition d’un régime erratique a
travers une série de dédoublement de période medhaniére discontinue selon les valeurs
précises des autres parametres. En deca de cersiglie le laser est stable et fonctionne en
continu. Nous consacrons le chapitre suivant adastcuction de solutions analytiques
périodiques du laser de classe C dans certainbnuiéss qui se traduisent par des solutions
régulieres dont le régime pulsé se caractérise dear oscillations autour d’une valeur
moyenne nulle pour le champ électrique et la gA#ion et autour d’'une valeur moyenne
différente de la valeur stationnaire pour I'inversde population.

L’approche analytique est basée sur une méthodatiité pour laquelle chaque variable
dynamique est décomposée suivant une série decFaaiaptée aux solutions numériques.



Chapitre Il

Approche analytique

[11.1 Etat de 'art

Les divers comportements dynamiques qui peuvenprésenter dans les lasers a
élargissement homogene ont été largement étudiésuale plan expérimental que théorique
faisant objet d’'une production scientifique abortdadepuis la premiére observation des
pulsations lasers [1]. Nul besoin de citer toutss dtudes entreprises jusqu'a aujourd’hui et
énoncons simplement les plus importantes pour uetide contexte dans lequel s’inscrit
I'originalité de notre apport dans le domaine dgstesnes dynamiques en général et celui de
la physique des lasers en patrticulier.

Le modele semi classique a été utilisé par plusipionniers de la physique du laser
dans le but d'élucider les phénomeénes physiquesrafs expérimentalement. La premiere
étude théorique relative a l'interaction rayonnetyreatiere dans une cavité contenant un
milieu amplificateur avait été faite par Lamb (pNobel de Physique 1955 pour ses travaux
sur la structure fine du spectre d’hydrogéne) &64)[39]. La théorie de Lamb est basée sur
une analyse auto-compatible (self-consistant) maisatervenir l'interaction d’'un champ
électromagnétique oscillant dans une cavité avemilieu excité dont les atomes subissent
des transitions a la fréequence d’oscillation dunghadans la cavité. L'une des limites du
modele de Lamb est qu'il considere la polarisadammilieu comme une variable qui suit de
facon adiabatique les variations du champ éleari@i ce schéma correspond bien a ce qui
se passe dans de nombreux systemes stables, isten pour les systemes instables pour
lesquels I'évolution de la polarisation suit desiatbons propres caractérisées par une
constante de temps typique. De ce fait, ces systesuet caractérisés par trois variables
d’état: le champ électrique, la polarisation atvérsion de population du milieu. Ces limites
sont contournées par la formulation quantique duétesemi classique par Haken (1966)
[23] et Risken Schmidt et Weidlich (1966) [24] quimt permis de retrouver les mémes

conditions de fonctionnement instable déja indigupar Uspenskiy (1963) [18] Korobkin
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et Uspenskiy (1964)[19] Uspenskiy (1964)[20] Grdsyat Orayevskiy(1964)[21] en
effectuant une analyse de stabilité linéaire. lrtéisles de Risken et Nummedal (1968)[25,26]
sur le comportement «self-pulsing» intrinseque abet (pulsations sans aucune contribution
d’'une modulation extérieure) révelent les condgiate transition d’'un signal continu a un
signal pulsé dans le cas d’'un fonctionnement moltien

Par un choix approprié des parametres de contiélagésolution numeérique des
eéquations semi-classique réalisée pour la prerfogsgar Buley et Cumming [27] montre un
signal pulsé erratique, I'évidence méme de I'exisée d'un chaos déterministe pour les lasers
chose qui a été mise a I'écart par les scientiigqiéen que le chaos était percu dans le
domaine de I'hnydrodynamique a travers les inveitiga de Lorenz en 1963[29].

Il a fallu attendre 1975 et l'identification paraken [28] d’'une équivalence formelle
entre les équations semi-classiques qui décriventoimportement dynamique d’un laser
monomode a élargissement homogene et les équal®risorenz, dont I'étude avait été
I'objet d’'une attention particuliére puisque gweidnstituait la premiére preuve de I'existence
d’'un systeme physique non linéaire sujet de corepueht chaotique déterministe.

Cette reévaluation a permis l'utilisation du lasemme outil d’étude dans le domaine des

systémes dynamiques non linéaires et de confréegerésultats trouvés théoriquement avec
ceux observés dans les laboratoires, tout pagi@mient pour I'étude des routes qui méenent
vers le chaos, un sujet qui reste d’actualité.stl @ noter que l'ordinateur a été d’'une tres

grande contribution pour le perfectionnement desles faites durant toutes ces années et
méme aujourd’hui vu sa grande capacité de stockhga rapidité pour effectuer des calculs

de plus en plus nombreux sur des durées de plpkisrcourtes. .

L'instabilité¢ dans les lasers se manifeste a mpdftine valeur critique du taux de
pompage au-dela de laquelle ils passent d’un foncgment stable (intensité constante) a un
signal pulsé régulier ou sans aucune périodicifen &'éviter toute confusion, ce point est
appelé «deuxieme seuil laser» par opposition aumipre seuil qui indique le niveau
d’excitation nécessaire pour que l'effet laserst@tie dans une cavité résonante contenant un
milieu amplificateur. Dans le domaine de I'études dgstemes dynamiques ces deux points
font référence a un phénomene de transition degphas

Conformément au modele Lorenz, le laser devrass@ad'un état stable a un état
chaotique d’une facon discontinue a travers unerdation Hopf sous-critique[40,41,32,33].
Une telle discontinuité n'a pas été tout a faitnbmbservée dans les expériences. Cette
difficulté provient du fait que le seuil d’'instaibd du laser a élargissement homogene, dans

des conditions les plus favorables, se situe ademux supérieurs a 10 fois le premier seuil
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laser. Ces niveaux extrémement élevés rendentelfehgon de ces instabilités des lasers
monomode a élargissement homogéne quasiment irbfmsBiaralléelement a I'évolution du
sujet de dynamique laser en élargissement homogksgyes observations expérimentales
relatives a un fonctionnement pulsé, avec desssbieh plus bas, avaient été rapportées par
Casperson et Yariv des 1972 [42] dans les systeanésargissement inhomogeéne. Ces
observations avaient été d’'abord attribuées a dedlations de relaxation a faibles pertes,
signature de tout état transitoire qui accompagnétat perturbé stable. Mais il a fallu vite se
rendre a I'évidence que ces oscillations tradumgai® comportement dynamique qui allait
bien au-dela du simple phénomeéne de relaxation.

De nombreuses années se sont écoulées avant qmuauglisation théorique
convaincante ne soit élaborée. Il est clair masténque les lasers a élargissement
inhomogene sont des systemes dynamiques dont ileddastabilité est bien plus bas que
celui des lasers a élargissement homogéne, cexpligee I'observation de signaux pulsés
bien avant une modélisation théorique adéquate Gmperson [42,43]. En plus de la
condition sur le seuil d’instabilité, les constantke temps des trois variables dynamiques
doivent aussi satisfaire la condition contraignadée mauvaise cavité. D’ou la difficulté
d’'observation d’états instables dans les lasers.

En revanche les lasers moléculaires qui émettans dlinfrarouge lointain, selon les
études sur la classe des lasers, sont les sealsvaipveérifier les deux conditions d’instabilité
relatives a la mauvaise cavité et au fort taux @egage sans réajustement expérimental [44-
48,60,71,69,75]. Néanmoins des mesures de prénawipérimentales [49,50,71,69] sont a
prendre pour éviter I'apparition d'effets qui foolbstacle a l'observation des instabilités
propres au modele de Lorenz [51]. La plupart dgsee&nces illustrent le passage d'un
fonctionnement continu vers des régimes pulsésgiéues [52,53].

Parallelement a ces travaux expérimentaux slaskr de Lorenz, on cite | ‘apport de
Zeghlache et Mandel[70,72] sur le plan théoriqwecaou sans detuning (désaccord entre la
fréquence de pompage et celle du laser). Ces éardesté vérifiées expérimentalement par
I'équipe de Carl Weiss [60,63] qui ont confirméclancordance entre les résultas théoriques
et expérimentaux.

Sargent et Hendow [54,55] en optant pour la méméhadé de décomposition dans le
domaine des fréquences qu’avait employé Caspe®@i58] dans son étude sur le
phénomene des pulsations observées dans les daskngissement inhomogéene, ont retrouvé
les mémes conditions d’instabilités que celles greeure I'analyse de stabilité linéaire et

attribuent I'origine physique des régimes pulséseoles a I'unique pulsation de la différence
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de populations [59,54,55]. Il est a noter que tesstvariables qui gouvernent la dynamique
des lasers, a savoir le champ électrique, la @aitoin et I'inversion de population ont le
méme poids dans le modéle de Lorenz-Haken. Deiteattibuer les régimes périodiques
observés a I'unique fluctuation de la différencegpdpulation parait tres insuffisant.

A partir de ces résultats peu concluants, Nadeicai.[38] ont réexaminé le modeéle de
Lorenz pour les lasers en considérant des taurlderation de I'inversion de population plus
faibles par rapport aux parametres utilisés paehprdans son étude en météorologie. Leurs
études dévoilent une zone de paramétres de comtdles solutions se traduisent par un
régime pulsé périodique et qui peut s’obtenir ades niveaux d’excitation situés bien en
deca du seuil d’instabilité.

Ces solutions ne peuvent étre obtenues avec déedajerturbations mais nécessitent
I'application d'un niveau de pompage bref et integsii a pour effet de forcer le systeme a
s’installer sur un régime non-adiabatique, commur@nmdésigné par régime de «hard
excitation». Cette zone est le lieu ou deux fomcte@ments stables peuvent coexister
simultanément. Le premier est I'état stable tel lguprévoit la théorie d’analyse de stabilité
linéaire et qui renvoie au signal d’intensité canst, le second fonctionnement peut étre
obtenu en imposant une forte perturbation au systglacé dans I'état précédent et qui réfere
a un signal chaotique ou pulsé selon le taux dexatibn de I'inversion de population. En

conséguence un état stable par rapport aux pétisations peut devenir instable suite a
une forte perturbation. (Notion de bassin d’aticagt

Pour des taux de relaxation de l'inversion de petpan y normalisés par rapport aux
taux de relaxation de la polarisation supérieurd).?, l'état stationnaire qui est le
fonctionnement continu et le signal chaotiqgue cdkab ensemble dans une région en
dessous du deuxieme seuil laser. De ce fait urakigmaotique peut étre obtenu bien en
dessous du seuil prévu par la théorie de pertaratassique.

Pour des faibles valeurs geentre 0 et 0.2 le laser enclenche un signal pudsiodique a
partir du deuxieme seuil qui peut aussi se présemntelessous de ce point si I'état continu est
fortement perturbé. Cette analyse théorique paradccord avec les résultats expérimentaux
de [48,52].

Le plus notable apport de Narducci et al [38]. Bstpression analytique de la
fréquence de pulsation de l'intensité laser powrydees faibles, obtenue par décomposition
spectrale du champ laser au premier ordre uniquemienui s’avere semblable a celle

obtenue par résolution numérique.
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A notre connaissance jusqu'a aujourd’hui aucundeéapprofondie n'a été engagée
dans le cadre d’'une résolution analytigue du modéld.orenz Haken en régime de «self-
pulsing», a I'exception des travaux de H.Zeghlat®72,73,74] et C.Z.Ning et H.Haken
[77,79]. La plupart se contentent de vérifier, pgoport aux résultats numeriques, les résultats
obtenus pour diverses configurations expérimentgléspeuvent engendrer des pulsations
périodiques et faire I'étude des routes vers leshentreprises par chaque dispositif [60-63].
Il est utile de noter que I'analyse de stabilitgéhire ne donne des informations analytiques
que sur I'état transitoire du systéeme et que tolgesentatives analytiques se sont heurtées a
une algébre complexe et fastidieuse qui n'a gu&mnis d'aller au-dela de lI'analyse au
premier ordre proposée par Narducci et al [38].

Ce chapitre propose une approche analytique Faséen développement en séries de
Fourier tout en s’inspirant de I'analyse aux petsighaux, initialement proposée par
Casperson et largement améliorée par Hendow ete@adpans le cadre des systemes a
élargissement inhomogene.

Une décomposition sur une base harmonique du chaenlp, polarisation et de I'inversion de
population permettra d’étendre les résultats abssi au régime transitoire qu’'au régime
permanent numériqguement. En particulier, la comatd# d’'un développement au dela du
premier ordre nous permet d’obtenir la fréquenceralaxation du régime transitoire en
fonction du parametre de pompage aussi bien ay-delan deca du deuxiéme seuil laser,
expression qu’on pouvait obtenir auparavant quaisimage du point de bifurcation a partir
de l'analyse de stabilité linéaire. De plus, lanferdes solutions périodiques nous permettra
de proposer un développement aux grands signaux@us amenera a extraire pour la
premiere fois une expression analytique de la #8&qge de pulsations des signaux en régime
permanent.

Pouvoir prédire le comportement dynamique d’'urtesye modélisé par des équations
couplées fortement non linéaires de dimension sais I'utilisation d’'un ordinateur et d’une
programmation fastidieuse est le grand souhaibdedhercheur et représente un grand pas
d’avancement dans le domaine de la prédictibilité g tant intrigué la communauté
scientifique.

Dire si le systeme Lorenz-Haken peut présenterodeslations périodiques dans le
temps est possible a partir de notre approche gus @ permis d’accéder a une deuxieme
fréquence propre qui peut nous renseigner sankit@uonumérique sur cette éventualité. On
peut maintenant envisager de parler de prédi¢éhuin but que s’était fixé Lorenz en mettant

en place son modeéle pour la prévision météo.
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Toutefois une parfaite similitude entre les réssltexpérimentaux et théoriques reste
toujours un champ de recherche ouvert nécessitemare de nombreuses contributions, tant
la richesse des solutions d’un systeme aussi siquaecelui de Lorenz semble immensément

vaste.

l11.2 Approche analytique

Dans ce chapitre nous décrirons étape par étdfpeeméthode décrivant les signaux de
grande amplitude et examinerons les résultatsrgdeeoulent.

L'analyse linéaire de stabilité appliquée aux éqnatde Lorenz Haken faite au chapitre Il

prédit un fonctionnement instable a partir d'unkewacritique du parametre de pompage et
dans des conditions de fonctionnement de mauvamgec Cette étude permet aussi d'obtenir
la frequence des oscillations au voisinage du deoei seuil laser. En clair, I'analyse de
stabilité linéaire est limitée au voisinage du kdlmstabilité, aucune information ne peut étre
obtenue pour des taux de pompage supérieurs aiedeuseuil laser, hormis, bien sar, celles
fournies par l'intégration numeérique directe desadpns differentielles.

Une premiere approche analytigue aux petits sijnea permettre une étude
approfondie du régime transitoire tandis que I'gsalaux grands signaux est adaptée au
régime pulsé permanent numériquement qui prenck @da suite du régime transitoire. Nous
ne nous contenterons pas seulement de donner gesssons analytigues, mais nous
tenterons, au moyen de cette approche, d’expligegains comportements dynamiques que

le laser monomode exhibe selon les valeurs desngdires de controle.
[11.2.1 Régime transitoire

[ll.2.1.a Reésultats numériques

Avant d’entamer le calcul analytique nous allpnésenter quelques résultats obtenus
par intégration numérique du systeme d'équationségit la dynamique du laser monomode
a élargissement homogene [38], déja évoqué daokaitre | (équations 1.108), que nous

allons réécrire:

%E(t)?k{ E(9)+2C A(f} .l.a
2 () =-P(y+ (9 D) 11
9 b(t) = -y{D@) +1+ EQPE) 1.

ot
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Ou E(t) représente le champ électrique dans la caagtér] P(t) et D(t) sont respectivement
la polarisation et I'inversion de population;(N,) du milieu atomique. Les taux de relaxation
du champ électriquk et de l'inversion de la populatigf ont été normalisés par rapport a

celui de la polarisatioy:

k_)L'yzﬁ,t_)tyD

I Yo

2C =r +1 désigne le taux de pompage.

L’évolution temporelle des variables dynamiqug), P(t) et D(t) soumises a des
petites perturbations autour de I'état stationnaire

1 J2C -1
Eo =+v2C -1 ll.2.a, Dy =(N;=Ny)o=—— 1ll.2.b, By =- © n.2.c,
2C 2C
juste au-dessus du deuxiéme seuil laser:
2C2th=(k+1)(k+1+y)+1=rc+1 1.3,
(k=1-p)

obtenue moyennant la résolution numérique du systéin? par la méthode de Runge-Kutta

a lordre 4, en prenant comme conditions initialessEy, +Jde, D =D, + et

P=PR,+Jp, avec les paramétres de controle k=B.1 et 2C=10 > 2&=9.63 (figures
lll.1.a,b,c), révele que le laser effectue desxagians périodiques autour de I'état d’équilibre

(E; =3,F,=- 03, et D, =— 0.1) avec accroissement de I'amplitude de la pertisbat

avant d’atteindre un régime périodique d’amplitwd@stante autour d’'un état différent de
I'état stationnaire.

D’apres la figure 1.2, ou seulement les prenseoscillations du régimeansitoireont
été représentées, on constate que le champ lageo)drisation et I'inversion de population
oscillent a la méme fréquence angulaire qu’on péilleurs évaluer en utilisant une régle de
mesure, ou en effectuant la transformée de Forapde (figure 111.2.d) pour les trois tracés
temporels. Selon cette figuig(t), P(t) et D(t) oscillent périodiquement en déployant un
déphasage entre eux. Ce sont ces points qui sobada de notre modele qui va nous

permettre d’établir une solution analytique appéstu systeme IIl.1
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Fig.lll.1: Reégime transitoire et régime permanent:a) le chadegtrique , b) la polarisation
et d) | 'inversion de population obtenus par intgyn du systéme Ill.1 pour k=3),=0.1 et

2C=10
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Fig.lll.2: Premieres oscillations périodiques du régime titmie de la figure IIl.1: a) le
champ électrique, b) la polarisation et c) I'ing@n de population pour k=3,=0.1 et
2C=10 ainsi que d) la FFT des trois signaux
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11.2.1.b Procédure

La résolution analytigue du systeme Haken- Lor@lans le régime transitoire
commence par établir une expression analytiqueoappe des variables dynamiques),
P(t) et D(t) en supposant une perturbation qui évolue pepemment autour de ['état
stationnaire au lieu d'une exponentielle (smalleb@hd approach) comme [|'avaient
antérieurement fait les auteurs des articles [58857], a la seule différence que le
déphasage existant entre les trois variables dynesiest pris en compte. Ces expressions
analytiques, solutions approchées du systeme diégsadifférentielles 1.2, vont étre
insérées dans ce dernier pour obtenir un systémgudtions algébriques ne faisant pas
intervenir les dérivées temporelles des variali€g, P(t) et D(t) C'est la résolution

analytique du systeme obtenu qui va permettreettialite notre but.
[11.2.1.c Reésolution analytique

En se basant sur les commentaires et les résujtatgiécoulent de la résolution
numérique (paragraphe 111.2.1.a) et conformémertcumportements transitoires des figures
[11.1 et 1.2 nous formulons les expressions li#@s des variablds(t) , P(t) etD(t), solutions

approchées du systéeme l1ll.1 dans le régime traresiti précede I'état permanent comme

suit:
E(t) = K + ecosA t) l.4.a
P(t)= R+ pcos@t)+ p, sinfit) l.4.b
D(t) = D, +d, cosAt )+ d, sin{At ) ll.4.c

ou E,, R, D, représentent les valeurs des variables a I'@toshaire du systeme IIl.1 (voir
relations II.2), et «e» fait référence a I'ampdé de la perturbation du champ électrique.
p, et d;sont les perturbations respectives de la polapisadt de la différence de population
en phase avec «e» alors qus et d,désignent respectivement la perturbation de la

polarisation et de la différence de population épléisage par rapport a l'oscillation «e».
A est la fréquence angulaire avec laquelle les gmtions engendrent un mouvement
oscillatoire autour de I'état d'équilibre.
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En insérant les équations lll.4.a, b et ¢ danyseeme Haken-Lorenz 111.1 on obtient:
- Aesin(At) = —«{E, + ecos{At) + 2CP, + 2Cp, cos{it) + 2Cp, sin(At)}  lIl.5.a

- Ap, sin(At) + Ap, cos{it) = -R, — p; cos{t) — p, sin(At)

) .5.b
+ (EO + ecos@t))(D0 +d; cosAt) +d, sm(At))

- Ad, sin(At) + Ad, cos@t) = —{D, +1+ d, cos{t) +d, sin(At)}

~ J{Es +ecos@t))(P, + p,cos@t) + p,sin@t))

En égalisant les coefficients ayant le méme cosiusinus on aboutit a un systeme

algébrique de six équations a six inconnues qea gsoudre par la méthode de substitution

Ae = k2Cp, 1.6
e=-2Cp, .7
~Ap, = —p, +E,yd, 1.8
Ap,=-p + E,d+ D,e 1.9
Ad, = yd, + yE,p, 111.10
Ad, =-yd, - yE,p, - yPRe .11

Dans ce qui suit nous verrons que la résolutioncelesysteme donne I'expression
analytique de la fréquence de relaxation du lasemamode a élargissement homogéne dans

le domaine stable et instable

[11.2.1.d Expression analytique de la fréquence & relaxation

Afin de parvenir a I'expression littérale de l@duence d’oscillation pour le laser dans
son régime transitoire on se propose de résoudsydme précédent par la méthode de
substitution, tache qu’on peut aussi accomplircetuéer en se servant du logiciel de calcul

symbolique Mathematica [78].

Commencons par extraire les expressiong, e d, a partir [11.10 et 111.11

2

_ % A
d,=—-——"—<E +E,e——E .12
1 y2+A2{ 0Pt Eg v opz}

2

_ /4 A
d, = E +—(E + P,e 11.13
2 )2 92{ ) y( oP1tFo )}
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En introduisant ces deux équations dans II1.81% Hous en déduisons

Ay o 2 ol _ Dy
{_A+y2+A2 Eo}pl +{1+WEO p2 —_WEOPOG 111.14
2 2
A
{1+ 2}:_A2 Eg}pl_{_A"'/]z +VA2 Eg}pz =(_ﬁEOPo + Doje 11.15

y
% Ay o e (Y%
e E,P, + D, —A+y2+A2 B2+ 1+7y2+A2 E G E,P,
A+ BV g2 T 1+7y2 E2 2
A2ep yr+n? 0
% y: 2 Ay o\ Ay
_(_ ik +D°]{1+ Y2+ 02 E°}+{_A+A2 +O EO}[VZ O EOP"J

p, = e .17

-A+ Ay E22_1+ y2 E22
A2 en yr+n?

Le rapport des deux relations 111.6 et Il1.7:

e .16

+

2 2
14 Ay 2 /4 2 Ay
- EoPy + Dy f—A+ Egp+e1l+ E EoR | 11118
( y2 N2 00 0){ y2+A2 0} { y2+A2 0}(y2+A2 0 OJ

2 2
/4 /4 2 Ay 2 Ay
- E,P, +D, K1+ Eir+<—-A+ E E,P
( y2 N2 00 Oj{ y2+A2 0} { 22 4+ N2 O}(y2+A2 0 Oj

et I'introduction des expressions de I'état stat@ire I11.2 nous conduit a la fréquence de

+

pulsation du transitoirA=A, formulée comme suit:

At:\/(ZC—l)zyZ+(2C—1)ky(2+y)— (+ 1) 1115

(2C-1y+ (k+1)
Cette expression est singuliére et représente suitaé original du fait qu'elle nous permet
d'avoir la pulsation des oscillations transitoige®l que soit le taux de pompage 2C donc en
dessous et au-dessus du deuxiéme seuil d'inséahiliins le domaine stable et instable, a la
différence de I'expression trouvée par I'analyses@dilité linéaire (11.43):

2/k(k+1)
= =7 111.20
o=\ k-1-p)



Chapitre Ill. Approche analytique 56

L’expression 111.19 est plus générale que IlIl.2h effet, on remplace le taux de
pompage 2C par sa valeur au seuil d’instabilité 2Gi (111.3) ce qui revient a:

(k+1)2(k+1zy)2 2 (KEDKELHY) o1 )) - (k+1) 2
» _ (k-1-yp) (k-1-y)
AZ(2C,) = DKL) l.21.a
Yyt (+1)
k-1-))

A2= (kK+D(k+1+ ) y* +(k=1=-Y)(k+1+ Pky2+y) = (k-1-))* y° .21.b
t (k=1- P)(k+1+ p)y+(K-1-)> o
a2 = KFDK+1+ )2y +(K=1= (K +Dy Rk +ky+y* +) I1.21.c
t (k=1- Pk +1+p)y+(k-1-)?
a2 2 KDk +1+p)°) + (k=1 p)(k + D2k + (k1= p)(k+ D)y’ (k +1+) .21.d
t k-1- )k +1+p)y+(k-1-9)° o
p 2 = 2KED[(k+1+ )y + (k=1-y)] .21

" (k-1- Pk 1+ Yy + (k-1-p)]

A (2Cy) = ,/% =D N1.21.f

Ceci fait au seuil d’instabilité, confrontons maimant la relation 111.19 aux résultats
numeériques du paragraphe 111.2.1.a effectués aeewaleurs suivantels=3ety = 0.1 pour
2C =10.

L’état transitoire du systéeme Ill.1 est indiqué [es figures Ill.2.a, b et ¢ ou seulement
les premiers pulses ont étés représentés pour urgassd'avoir une pulsation
monochromatique, en effet le systéeme s'écarte &t stationnaire en effectuant autour de
ce dernier des oscillations transitoires pseudmg@iues. La transformée de Fourier de ces

signaux (figure Ill.2.d) montre un pulse a lagiuénce angulaird, = 11 est quasiment

identique a celle obtenue par la formule 1114,9= 114
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[11.2.1.e Comparaison analytique numérique

Afin de prouver I'exactitude de lI'expression an@ye 111.19 pour toute valeur de
I'énergie d’excitation 2C nous allons tracer suméme courbe (figure 111.3) les valeurs des
fréequences de relaxation des oscillations en deaa dela du seuil d’'instabilité dans la zone
stable et instable, trouvées par intégration numéridu systeme Ill.1 (points en cercles) et
ceux obtenus par la relation 111.19 (trait plein).

La Figure IlIl.3 dévoile une parfaite similitudentee les valeurs analytiques et
numeriques et démontre ainsi que la relation aigalgtlll.19 est une bonne voire méme une
trés bonne approximation et de ce fait cette apwast bien supérieure a celle de I'analyse
de stabilité linéaire.

2.0

L Zone stable Zone instable
,'.’—/’

05F — A
L . AtN

0.0 L | L | L l L | L | L |

0 5 10 15 20 25 30
2C

Fig.lll.3: Fréquences des premieres oscillations du régirasitoire en fonction de 2C pour
k=3 et y=0.1. Les fréquences correspondant a I'équatioril®l(trait plein), approchent
parfaitement les valeurs obtenues par intégratiaomérique du systeme IlIl.1 (points en
cercles).
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La résolution de | ‘équation 11.31 suivante:
A+ (k+0 5 +0 )% +0 ,(k+0 @+ r)A+2k0,0 r =0
a l'aide du logiciel de calcul Mathematica, nougpermis d’obtenir les fréquencds en

fonction de r = 2C-1, que nous avons reportéefadigure.lll.4 par des points en cercles.

20 r °

16 1

Y

0,8+

04r

0'0 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

r=2C-1

Fig.lll.4: Fréquences des premieres oscillations du régirasitoire en fonction de 2C pour
k=3 et y=0.1. Les fréquences correspondant a I'équatiori@isont en trait plein et les

valeurs obtenues par I'analyse de stabilité linéasont en points en cercles.

Cette figure montre un bon accord entre les fégas analytiques (trait plein) et celles
issues de I'analyse de stabilité linéaire, pourtdes pompages 2C inférieurs a 15. Au dela
de cette valeur les solutions obtenues par I'aeabys stabilité linéaires sont Iégerement
supérieures a celle de I'approche analytique.

On en conclut que la fréguence analytique lll.Exrid parfaitement les premiéres
oscillations périodiques du régime transitoire, tukaser modélisé par le systeme laser Il.1,

effectue autour de son état stationnaire avantei‘aire un état permanent.
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[11.2.2 Régime auto pulsé

Il est & noter que I'expression 111.19 ne représen aucun cas la fréquence de pulsation
dans le régime qui s'installe aprés le transitalta]leurs on voit bien apparaitre des figures
[ll.1.a et lll.1.b pour le régime permanent quetamp et la polarisation oscillent autour de
zéro alors que dans le transitoire les oscillation$ lieu autour de I'état stationnaire.
L’inversion de population oscille autour d'une piosi moyenne difféerente de ['état
stationnaire (figure Ill.1.c). A partir de ces distions on va adopter un autre raisonnement
pour retrouver l'expression de la fréquence deagiols du champ laser lorsque ce dernier
présente des oscillations périodiques autour deaédela du seuil d’instabilité 26

[ll.2.2.a Reésolution numérique

La figure 1lIl.5 présente un type de fonctionnemenisé obtenu par résolution
numeérique du systeme lll.1 avec les parametre®ddie k=3 y = 0.1 pour 2C= 10. A c6té
de chaque évolution temporelle on a représentpdetie de Fourier qui lui correspond. On
note tout particulierement des figures Ill.5.a d®olution périodique du champ laser et de
la polarisation qui s’effectue autour d’'une valewsyenne égale a zéro différente des valeurs
stationnaires 111.2

<E(t)>=0# E, =3 1.22.a

<P(t)>=0#P, =-03 11.22.b

On constate d'aprés les spectres de fréquencdH.5igl et e la présence d’harmoniques
d’ordre impaire en plus de la fréquence fondamen@lautre part la différence de population
(figure 111.5.c) oscille périodiqguement autour daumaleur constante différente de celle de son
état stationnaire

<D(t) >2 D, =-01 11.22.c

en révélant des harmoniques d'ordre pair dansneohe spectral (figure 111.5.1).
La présence de ces harmoniques est signe de I'ienmma de I'interaction non-linéaire qui a

lieu entre ces trois variables dynamiques qui gmerd le fonctionnement de ce laser.
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Fig.lll.5: Evolutions temporelles a) le champ électriqué lalpolarisation et ¢) I'inversion
de population obtenues par intégration du systéth& hinsi que les FFT e) , f) et d)
correspondant a chaque signal pour k=§50.1 et 2C=10. On souligne la présence d'une

composante continue a f=0 dans le spectre d), dimsaillation de D(t) autour d’'une valeur
différente de zéro.
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[11.2.2.b Résolution analytique

Dans ce qui va suivre nous allons étendre notréhadé analytique au-dela du
transitoire dans le but d'acquérir plus d'inforimasi possibles sur le fonctionnement du laser.
La démarche consiste a décomposer les variabtesmgues du systeme laser sur la base de
ses harmoniques. Ceci est possible dans le cassgrial émis par le laser est sous forme de
pulsations périodiques.

Les grandes lignes de notre procédé se baseneswbbkervations préalablement faites au
paragraphe l111.2.1.c qui suggerent d'écrire lesitsmis analytigues du systéeme Ill.1 sous
forme d'une sommation d'harmoniques d'ordre impaur le champ et la polarisation et
d'ordre pair pour l'inversion de population sanblien de mettre en évidence la constante

autour de laquelle ces pulsations évoluent, cequiluit a:

E(t) = Y E, cosat) n=1,3,5, 11.22.a
Pt) = (R,), codnat) +(R, ), sin(nAt) n=1,3,5, 1.22.b
D(t) =d. + > (D,), codnAt) +(D, ), sin(nAt) n=2,4,6, 1.22.c

Ces relations vont étre introduites dans le systéinke et on doit résoudre le systéme

algébrique qui en découle par identification desnimes ayant le méme sinus et cosinus.
Amorcons d'abord les calculs en se limitant a t@@ pour le champ et la polarisation, et a
I'ordre 2 pour l'inversion de population ce quiieex a poser:

E(t) = E, cos(At) + E; cos@At) l1.23.a
P(t) = P, cos(At) + P, sin(At) + P, cos@At) + P, sin@At)  111.23.b
D(t) = d, + D5 cosRAt) + D, sin(2At) [1.23.c
On souligne que le fait de se limiter a l'ordrep@ur le champ 111.23.a limite le
développement a I'hnarmoniqueé) dans I'expression de linversion de population2Blb

ceci n'est que le résultat de battement de fréguente I'ordre un et 'ordre trois qui figurent
dans I'expression du champ électrique 111.23.a.



Chapitre Ill. Approche analytique 62

L’insertion des relations 111.23 dans le systémelltionne:

_ AE, sin(At) ~ 3AE, sin@At) = _K{El cos(At) + E; cos@At) + 2CP, cos{t) + } .24.a

2CP, sin(At) + 2CP; cos@At) + 2CP, sin(3At)

— AP, sin(At) + AP, cosAt) — 3AP; sin(3At) + 3AP, cos@At) =
-P cos(it) — P sin(At) - P3 COos@EAt) - Py sin(3At)

1.24.b
+d¢E cos@it) + E1;3 (cos(At) + cos(BAt)) + E1§4 (sin(At) + sin(3At))
- 2AD, sin(2At) + 2AD,, cos@At) =
d, +1+ D, cos@At) + D, sin(2At) +(E, cos@t) + E, cos@At))
- y{ (P, cos@t) + P, sin(At) + P, cos@At) + P, sin(BAt))} lll.24.c

et I'identification des coefficients ayant le mégsinus et sinus nous conduit a ce systeme

d’équations a résoudre

- AE, = -k2CP, 111.25
E, =-2CR, 111.26
E, =-2CP, .27
-3AE, = -k2CP, 111.28
—AP1=—P2+ﬂ 11.29
_anp, = -p, + E2Pa 111.30
AP, =-P, +d E, + E,Ds .31
3AP, = -P, +% 11.32
d =-1-51 _Eh 1133
2 2
E,P
20D, = )| D, + EF  ER_ER 111.34
2 2 2

2AD, = —V(Dg + E12P1 + E12P3 + Ezplj 111.35
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[11.2.2.c Détermination de la fréquence de pulsabn

On adopte la méme méthode et le méme cheminenerdpas dans le régime
transitoire pour résoudre le systéme précédentarfirpgdes 3 derniéres équations on trouve
les composantes de linversion de population @mction des différents ordres de la

polarisation et du champ,

20y y E .,V E;
D, =— I Z(P+P)-(P,+P) |2 +(-%—P +P,)— 111.36
3 y2+4y2 {(ZA( 1 3) ( 2 4)} 2 (ZA 1 2) 2

_ 2ny y E, Y o4 Es
D, =— L (P,+P)+(P +PR) | =+(P --L-P)—= .37

L’introduction de ces composantes et 111.33 darss rigations 111.29, [11.30, 111.31, [11.32

procure:
E3
P=-T4E +TTy (y2 (1—A2)—4yA2)7l 11.38.a
E3
P,= —Al4E, + 27 T,y A(1+D —AZ)Tl 111.38.b
E3
Py =g Ty {VZ (1-34%) —8VA2}71 . 38.c
E3
P, =l Tay 2Ay{1+ ZV-SAZ}Tl . 38.d
ou

=+ 111.39.a

d Elz

1+07 + 2

2
T 1 111.39.b

- (1+94%) (Y + 410%)

1

T, = 111.39.c
@+ 0%) (y +4Y)

A partir de 111.26 et 111.38.a on arrive a:

3
E, = —2({— ME +T, T (2 a-02) - ayn )ET;} 111.40
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de 1a, on obtient

2C = ! g .41
E
M 4T Ty (P a-0%) - ayn )4l

Le rapport des relations 111.25 sur 111.26 et IB.a sur 111.38.b conduit a

-A+2T, yA(1+ y—AZ)E412

P
%:_32:_ = I11.42
P (P a-ah)-apnl)
A partir 111.42 et 111.39.c on retient I'expressi@lu premier ordre du champ:
2 2 2
E° _ (k+1) (* +40%)(1+A?) .43

5
4 2ky(1+ y—AZ) +)2(1-A?)- 4yA?

et en utilisant cette relation et 111.41, 111.391#,39.c on obtient I'expression de la fréquence

de pulsation en fonction du parametre d’excitation

Az\/(20—1)ky(2+y)—3(k+1)y2 .44
8k+1)-yRk+y+4)

qui dépend du niveau de pompage et des vitessedadation des variables dynamiques. On
attire 'attention qu'une telle expression anabgiq'a jamais €té donnée jusqu'a présent et ne
figure dans aucun livre qui traite la physique thesers, étant donné que cela n'est possible
que par notre méthode originale basée sur le déwetnent harmonique des variables
dynamiques qui rentrent en interaction dans leemilaser.

A notre connaissance aucune approche analyticueété, jusqu'a présent, entreprise
pour obtenir I'expression de la fréequence de pudeatlans le domaine de fonctionnement

stable ou instable du laser a I'exception de Naidwt al [38]. qui sont parvenus a

p= [BC-Dky I11.45
4(k +1)

I'expression:
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qui est exclusivement valable dans le domainealmstpour des valeurs de tres faibles
gu’on peut d'ailleurs retrouver a partir de notxpression en considérant dps<< 1.

On vérifie que la fréquence des pulses représemtdigure Il1.5.a peut étre évaluée par
I'expression analytique 111.44. Le spectre de fréaees de la figure 111.5.d indique que les
oscillations se font a la fréquence anguldife= 0.39 valeur trés proche de celle évaluée a
partir de 111.44 qui vauh = 0.42. On conclut que I'expression 111.42 donndréguence de

pulsation du laser dans un domaine des paramedresndréle au dessus du seuil d’instabilité.
[11.2.2.d Comparaison numeérique analytique

Le tracé de la fréquence analytique I11.44 (tpditin) en fonction du niveau de pompage
2C pour les taux de relaxations k=3ye0.1 (Figure 11.6) s’accorde parfaitement avec les
valeurs des pulsations trouvées par intégrationémigme du systéme Ill.1 (points en cercles)
au dessus du deuxieme seuil lases;20.63 dans le cas d’'une perturbation infinitésimale

15

10k Petites perturbations

A hN
05 F

N Fortes excitations
T B S R

0 5 10 15 20 25 30 35
2C

0.0

Fig.lll.6: Fréquences du régime permanent évaluées a patieduation 111.44 (trait plein)
approchent bien les valeurs obtenues par intégnatiomérique du systeme Ill.1( points en
cercles) pour des taux de pompage supérieurs,a 2ans le cas k=3 gt=0.1.
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D’autre part pour des taux de pompage en desseu g, dans le cas d'une forte
perturbation, les valeurs analytiques sont infégsua celles trouvées numériquement.
Rappelons que le laser peut fonctionner en régmisé en dessous du deuxieme seulil
d’instabilité prévu par I'analyse de stabilité kane si le systeme est fortement déstabilisé de
son état stationnaire [76] (hard excitation), geeut justifier 'emplacement des points en
cercle en dessous de la courbe en trait pleinéCat en fréquence est probablement dd a la
dissipation d'énergie dans le systeme Ill.1 quraguit par une intensité moyenne inférieure
a la valeur stationnaire du champ électrique arédat qu’on le percoit dans la Figure 111.7.a.
Les valeurs moyennes de I'énergie du systéme @arggjime pulsé sont positionnées sur une
droite paralléle a celle de I'énergie du systentiétat stationnaire, cela renvoie en dessous du
seuil d’instabilité au phénoméne d’hystérésis owideabilité (voir Annexe B ) qui a lieu a
l'intérieur d’'un domaine des paramétres de contodl@eux attracteurs peuvent coexister : la
solution stationnaire représentée par un point faes I'espace des phases et la solution
périodique ou chaotique qui n'est autre que leechwtlite ou l'attracteur étrange dans le plan
des phases. Au dessus du seuil d'instabilité i@ du systeme est inférieure a l'intensité
dans I'état stationnaire (Figure 111.7.b).

Cette décroissance d'énergie est clairement déassar la courbe lll.1.a. En effet le
champ électrigue s'éloigne de son état stationeaireffectuant des oscillations de relaxation
autour de cet état, pour enfin entreprendre aprdaps de temps des oscillations périodiques

autour de zéro.
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Fig.lll.7: Intensité en fonction de 2C poyx0.1 et k=3. Valeur moyenne de lintensité
inférieure a la valeur stationnaire du champ au réara) en dessous du g€ (hard
excitation) b au-dessus duRC
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[11.2.2.e Validité de I'approche analytique

La représentation graphique des deux frequenaegngue et théorique (Figure.lll.8.a)
réalisée pour k=4 gt=0.1 affiche un écart aussi bien au dela et qdega du deuxieme
seuil laser et dévoile qu'a partir d'un certaimeau du taux de pompage la fréquence
analytique 111.44 est supérieure a celle obtenuamgagration numérique du systeme I111.1.
Donc on ne peut conclure que la dissipation d'éeeffigure.lll.8.b) est la seule source de
divergence. Il faut aussi mentionner que notre pughrouve sa validité pour des valeurs de
I'excitation 2G proche du deuxieme seuil laser g2)C(voir les paragraphes qui suivent) et
précisément autour de la valeur de k qui miniméssduil d’instabilité (chapitre VI ), pour ce
cas on a 2£-10.52 (111.48) , 2G+=9.79 (I11.3) et kin=3.24 (11.38).Sans oublier de préciser
que cette méthode itérative est basée sur I'intriolu des ordres du champ électrique ordre
apres ordre donc voir ce que peut fournir notrer@gpe en introduisant tous les ordres en

bloc serait intéressant.

1.07 40 b)
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Fig.lll.8: a) Fréquences de pulsation déduites de I'équatiofd (trait plein) différent de
celles évaluées par intégration numérique (poimtscercles) b) Moyenne de lintensité
inférieure a la valeur stationnaire du champ auréapour k=4 ety =0.1
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l11.3 Fréquence de pulsation propre et zone dergdictibilité

Une autre expression aussi originale que la frécgiele pulsation 111.44 qui découle
des termes au premier ordre peut étre obtenueede®s au troisieme ordre en faisant le
rapport de 111.38.c sur 111.38.d et le rapportltle27 sur 111.28. L'égalité de ces deux rapports

donne;:

30 _ Py 2AQ@+2y-30°%) 1146
k P, y (L—30%) - 82 '
Ces identités menent a I'expression d’'une fréquenaere au systeme Laser- Lorenz:
A, = 3y+ 2k (L+ 2) 1147
24+ 6k +9y

Cette frequence ne fait intervenir que les paragsdtrtrinseques du laser a savwoét k et ne
présente aucune dépendance en 2C, aspect déjantrénen faisant I'analyse de stabilité
linéaire ol on a pu soustraire la fréquence deaélan A, qui est une fréquence propre au
systéme.

Cette frequence propre au systethg va nous permettre de delimiter une zone ou ler lase

effectue des oscillations périodiques et d’accéddes informations concluantes relatives au
régime auto pulsé. Commencons d’abord par trouverideau de pompage pour lequel le

systeme entreprend des pulsations périodiquesrédaence propr&,, . Ce niveau est obtenu
en mettantA (relation 11l.44)égale aA , (expression 111.47. Apres des lignes de calcul $&mp

a faire on parvient a I'expression du taux de p@emaractéristique;:

_Ak+1+2y)(2k + 3y +4ky)

2C
P 3ky(8+ 2k + 3y)

111.48

qui dépend uniqguement des taux de relaxation k dit est a noter que le couple (@)
réfere aux propriétés propres du systeme lorsqlesés effectue des oscillations périodiques

permanentes de la méme maniére que le couplen(28,) caractérise le debut des

oscillations autour de I'état stationnaire dangme transitoire.
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Afin de connaitre I'écart existant entre les troiseaux de pompage le seuil de
fonctionnement laser 2¢=1, le deuxiéme seuil laser ZLet 2G, relatif aux pulsations
periodiques a la fréquence progyg on trace sur la méme figure (figure 111.8) laf@tents
taux d’excitation en fonction de k, pour quatreevabs dey propre au milieu atomique
choisies arbitrairementy.= 1, y=0.12,y = 0.1 ety = 0.05. k schématise les pertes que subit
le champ laser a l'intérieur de la cavité, choinecne paramétre de contrble du fait qu’on
peut manuellement 'accommoder en changeant laatéflté des miroirs ou la longueur de la
cavité,

Dans un souci de simplicité nous avons représ@@g, pour les trois cas d’étude=
0.12, y= 0.1 ety = 0.05 par une seule courbe moyenne étant dorséguracés des trois ne
different que de peu. Cette approximation est aussifiée par le fait que la valeur de k
(11.38) qui minimise les trois taux de pompage sisiment identique et vaut environ 3.

On souligne d'apreés la figure 111.9 que les deuxxtde pompage 24 et 2G sont toujours au
dessus de 2% résultat prévisible puisque ce dernier représenselil d’obtention de I'effet
laser, contrairement a 3Qui peut se trouver en dessous deg€klon la valeur de

En augmentan a partir de 0.05, I'écart entre g€t 2G diminue et les deux courbes
finissent par se couper en deux points pour uneuvatley avoisinant 0.11. Ces deux
intersections délimitent une zone ou,2QCy, a l'intérieur de laquelle le laser peut osciller
periodiguement autour de zéro a la frequence prapmans difficulté. A I'extérieur de ce
domaine 2G < 2Gy mais reste encore proche l'un de l'autre. Cetngeanent rend les
pulsations a la fréquence propre envisageablesnivgas il faudrait appliquer une forte
perturbation (hard excitation) pour déstabilisegtdt stationnaire au lieu d’'une simple
perturbation infinitésimale.

Pour des valeurs desupérieurs a 0.11 mais proches de cette valewopostate aucun
croisement pour les deux courbes ep € trouve emessousiu seuil d’instabilité. Tant que
I'ecart entre les deux niveaux d'énergie ,2& 2G, n'est pas considérable un pompage le
long de 2@ laisse I'état stationnaire stable a I'égard ddggseperturbations et le laser peut
osciller périodiquement en forcant le systeme agyypar le mécanisme de hard excitation.
Pour des faibles valeurs g€y inférieur a 0.11) le niveau de pompagg, 8€ trouve au-
dessus du deuxieme seuil d’instabilité;@@our toute valeur de k >1yet les deux niveaux
de pompage se croisent en un seul point, dansorelitions le laser soumis a des faibles
perturbations affiche un régime de pulsations @egour toute excitation egale a,38ar
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conséquent le laser manifeste aisément un conmpentepulsé a partir du seuil d’'instabilité
2C .

En augmentant la valeur ggusqu'a la limite radiativeg =1, le niveau de pompage 2C
se retrouve proche du premier seuil laser (apprattu@ment a 3 fois 2fg,), et on est tenté de
conclure qu’on se trouve ici face a un résuhli@btique original: Pour un taux de pompage
égal 2G pas loin de 2G, notre laser peut pulser a la fréquedgell suffit seulement de
trouver le mécanisme approprié qui rend ceci ptessillalheureusement ceci n’est pas
possible vu que I'écart entre ZCet 2G est trés important et ce dernier se trouve bien en
dessous du deuxiéme seuil laser de sorte questensyg laser Ill.1 ne peut se mettre a pulser
périodiquement quelle que soit I'amplitude de latypdation appliquée et toute perturbation
aussi faible et méme aussi importante soit-ella sge annihilée et ne fera pas délocaliser le
laser de son état de fonctionnement continu.

Maintenant si on pompe le laser juste ou au deskusseuil d’instabilité il ne
fonctionnera plus en continu et exhibera automatigent un régime chaotique puisque il se
trouve dans un domaine bien au dessus de son rélgipelsation périodique étant donné que
le seuil de pulsation propre g@st trés inférieur au seuil d'instabilité (€ 2Gy). En
conclusion le domaine des oscillations périodiciiesaser peut étre délimité par la position

relative des deux taux de pompage caractéristiqget2G, du laser.

25 .
2C, (y= 0.05

207

15] 2C, (y=0.1)

v ///T//
_ 2C,(y= 0.12)
. Zcp‘ (y=1)

0 T T g T T T T T T T
K 6 8 10

Fig.lll.9: Taux de pompage en fonction de k pour différgnt®our 2G > 2Cyy, le laser
effectue des oscillations périodiques
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Pour localiser la zone ou le laser peut oscilermet en égalité les taux de pompage
2C,et2C,, (2C, =2C4,):

4k +1+2y)(2k +4ky +3y) _k(k+3+p)

11.49
3ky(B+ 2k +3y) (k=1-y)
Cette identité mene apres quelques étapes de édiégjuations au troisieme ordre ¥n
(4+32k +9k?) )® + (36+52k +35k? +15k>) y* + 150

(L2+ 40k +52k? +36k> + 6k*) y+8k(1-k?) =0

La résolution de cette équation en s’aidant diclefgde calcul Mathematica donne une
seule racine physiquey( positive) fonction de k qu'on a évité d’écrire ga complexite,
gu’on peut en contrepartie représenter par unebeoffigure 111.10). Le domaine a l'intérieur
de cette courbe (ECyt) ayant un maximum & =0.11 désigne la zone de prédictibilité du
systéeme Laser-Lorenz ou le laser fonctionne erépalec une fréquence qu’on peut évaluer a
partir de I'expression 111.44, en dehors de cetteezle laser a des allures variées allant du
pulsé au chaos. Ceci représente un premier pasavprédictibilité de I'évolution du systeme
de Lorenz Haken.

0.12- i/y—k-l
0.08{ !
Y
0.04
Cp> C2th
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Fig.I11.10: Zone de fonctionnement périodique poyr>Can
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lll.4 Comparaison analytique numérique des frégences de pulsations

Afin de vérifier la validité de nos résultats bigglues on se propose de faire une étude
comparative entre les trois fréquences analytiqgement : la fréquence de pulsation propre du
réegime transitoirelg (111.20), celle du régime permaned, (111.47) et la fréquence de
relaxation; (111.19) avec celles évaluées numeériquement peggmation du systeme lIl.1.
cette etude est effectuée en fonction du pararkédneec un taux de pompage 2Cz2@our
deux vitesses de relaxation de l'inversion de pajpah:y = 005ety = 0.1.

Cette analyse est illustrée dans deux figureglla et b. Elles montrent un parfait

accord entre les valeurs analytiqués (trait plein) et les fréquences numériques des

transitoires (points en cercles). Ceci montre lojea les oscillations du régime transitoire au

dela et en dessous du seuil d’instabilité ne pedtea évaluées a parfir,, (111.20) qui trouve

sa validité uniqguement au voisinage du seuil ddbsité. On peut donc affirmer que cette
approche est plus crédible que I'analyse de stéHiliéaire. En contrepartie on constate a
travers les figures lll.11.a et b que les valews ftéquences propres du régime permanent
obtenues numeériquement (points en cercles) prédsemteux déviations par rapport a
I'expression analytiqud , (trait plein).

Pour toute valeur de k correspondant awcas (figlre.lll.11.b) et notamment pour
les valeurs k=3,7 et 8 relatives o= OQigure.lll.11.a) les fréquences propres évaluées
numériquement (points en cercle) se situent enodesdeA | (trait plein), cet écart peut étre
expligué par la diminution de lintensité moyennear prapport a ['état stationnaire

:EO2 ¢<E2>(Figure.lll.12.a). Cette dissipation d’énergie, alépentionnée auparavant, non

prise en compte dans notre approche et qui suegis de systeme en raison de la forte
interaction non linéaire entre les variables dympres (E(t), P(t) et D(t)) est a I'origine de
cette divergence entre nos valeurs analytiqueslielscobtenues numeériquement.

Il faut ajouter a cela que nos résultats analgsqont étés obtenus en tronquant le
développement harmonique a l'ordre 3. Par conségoanespére pouvoir obtenir cet

abaissement en fréquence analytiquement, a partia delationA , en considérant dans

p 1
notre modélisation la décroissance d’énergie papad a I'état stationnaire et étendre notre
approche aux ordres supérieurs a 3. On percoit téephénoméne d’abaissement sur la
figure Ill.1.a: au fur et @ mesure que le systefémigne de son état stationnaire I'amplitude

des oscillations s’amplifie et la fréquence d’dstibn diminue.



73 Chapitre Ill. Approche analytique

La deuxiéme déviation qu’'on observe (figure llld)lest celle ou les pulsations du
régime permanent sont au-dessus des valeurs toanédytiquement (l11.47) dans le cgs
0.05 pour k= 4,5 et 6. Ceci apparait parce quednp laser n'oscille pas autour de zéro et
peut étre interprété en terme de blocage entrigdgaences du régime transitoire et celle du

régime permanent.

20T
a, y=0.05

1.5] zft. o e
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Fig.lll.11: Comparaison des fréquences évaluées des expressiatytiques 111.19, 111.20 et
[11.47 (trait plein ) et celles obtenues par intdion numérique du systeme Ill.1 (point en
cercle): a)y=0.1 et b)y=0.05 pour 2C=2G
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Tel gqu'on peut le percevoir de la figure lll.1leaapport entreA et A , est 2 pour les

cas k=4,5 et 6 et ce rapport est de 3 pour k=&ib8j le régime permanent est verrouillé par
le régime transitoire et empéche le champ lasescdler autour de zéro dans le régime

permanent.

Intensité

24

121 b)

Intensite

10.0 10.5 11.0 11.5 12.0 12.5 13.0
2C,

Fig.lll.12: Intensité en fonction d&C, pour différentsy. La valeur moyenne de lintensité
est inférieure a la valeur stationnaire du chamgecélique au carré.

La figure 1l.13.a illustre un exemple d’oscillatis autour d’'une valeur moyenne égale
a zéro dans le régime permanent et autour de keuwatationnaireE, dans le régime
transitoire pour le champ électrique dans le cé&sdty= 0.05. On note qu’aucune relation ne
lie A; et/ alors que dans le cas de la figure 111.13.b (k=¢=20.05) le champ laser dans le
régime permanent effectue des oscillations autawnedvaleur moyenne peu différente Eg

qui indique que le transitoire domine et verroul@égime permanent a une fréquence.
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Les spectres de fréquences des évolutions tengmrdhns le régime permanent
correspondant aux figures 111.13.a et b montrestaamposantes d’ordre impair aux positions

N, 3D, 5, dans le cas d'oscillations autour de zéro (figlikdé4.a ) et des composantes

A
d'amplitudes dominantes A,= 2A ;, 2A; = 4A,...etc. et d'amplitudes plus faibles-étzl

=A p,gAt ... etc. (figure Ill.14.b ), dans ce cas (k=4yet 0.05) on souligne un blocage qui

s’effectue &\, = A /2

A travers ces travaux on peut affirmer qu’on anba@malysé I'aspect dynamique du
systeme Lorenz-Haken dans un large domaine desnptrtes de contréle. Ceci n’a pu étre
possible qu’'a travers cette approche analytiguéeéasr un développement jusqu’a I'ordre
trois de I'expression du champ électrique laser. dette étude on peut conclure que toute
solution présentée par le systeme peut s’'intenppételes effets de compétition ou de blocage
entre les fréquences du permanent et du transi@aes une zone de parametres de contréle
ou I'amplitude du transitoire (donnée par la transie de Fourier du champ électrique) est
élevée, les oscillations ne s'effectuent pas autteirzéro (phénomeéne de blocage). Pour
d’autres valeurs de ces parametres c’'est le régenmanent qui domine et les oscillations

s'effectuent autour de zéro. Pour ces deux casappoart entre les deux fréquences est

rationnel.
15
a) y=0.05 k=3 b) y=0.05 k=4
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Fig.lll.13: a) Oscillations périodiques autour de zéro dansélgime permanent :le régime
permanent domine le régime transitoire. b) le pmda@oe de blocage entre les deux
fréquences propres du régime permanent et du t@insia 4, = 4 /2 conduit a des
pulsations autour d’'une valeur différente de zéro
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On peut aussi affirmer que les oscillations irti€gas dénuées de toute périodicité c’'est
a dire chaotiques peuvent prendre place pour aesmgtres de contrle ou le phénomeéne de
compétition entre les deux fréquences est tres litapodans ce cas les deux fréquences ont
un rapport irrationnel.

44
p a) A= ZAD
3] b)
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R R 3At
] g
2]
L2 51, 8 o
2 2
= =
£ 70, £
< 1 < 1]
A,
11A
L 7 130 150,
0] e - T T 1 J T : T 0
0 1 2 3 4 5 6 0

Fréguence angulaire normalisée Fréquence angulaire normalisée

Fig.lll.14: Spectres de fréquences des évolutions tempoddl&sfigure 111.13 poun= 0.05
a) k=3 Db) k=4. On distingue de b) le phénoménédldeage qui s’effectue &, = 4 /2.0n
souligne la présence d’'une composante continueQad&ns le spectre b), due a l'oscillation
de E(t) autour d’'une valeur différente de zéro.

1.5 Expression analytique pour le champ électique
[11.5.1 Expression du champ électrique a I'ordre3

Dans ce paragraphe on va établir I'expressiorytapa¢ du champ du signal laser en
fonction des parameétres de contrdle sachant qyad'ssion du champ au premier ordre a été
déja formulée par la relation 111.43.

Nous continuons la méme démarche déja mise en auwébut de ce chapitre afin d’obtenir
amplitude du champ a l'ordre trois. Ceci reviergudbstituer les relations 111.38.c et 111.41

dans la relation I11.27 pour enfin parvenir &
E3
Tag (1 (1-30%)-8/0% )~
E,=- 4 I11.51
3 E2 '
1T (y *(10%)-4yA%) -




77 Chapitre Ill. Approche analytique

avec

E1:2\/ (k+D) (7 +40%)(1+ A7) 111.52
2ky

(1+ y—AZ) +)2 (1= A%)- 4y2
Les parametres présents dans I'expression [IbBildonnés par 111.39.b, c.
En premiere vue on constate que I'amplitueie donnée par la relation [lI1.51 est
fonction deE;. Sans oublier de mentionner la dépendanceéget E; du parametre de

pompage 2C, a travers l'expression de la frequdaneée par I1.44 qui n'est autre qu'une

propriété propre aux oscillateurs non linéaires.

De ce fait I'expression du champ au troisieme ostéerit:

E(t) = E, cos(At) + E; cosBAt)
24— an?) a2y o
Ty (y° (1-347) -8 )T
E cos{At) - 5 COS@AL) .53

2 2 2 El
L-Tyy (v 0= ) - )

Vérifiant notre procédure pour un choix arbittades parametres de contrble en se

placant au dessus du seuil d'instabiliké= 3, y=0.1 et 2C=10 ( 2¢+=9.63). Ces valeurs

introduites dans les expressions 111.44, 111.521e51 donnent :

A=0.42, E =519 et E;=1.72

Ainsi I'expression 111.53 prend la forme :

E(t) =5.19¢c0s(0.42 + 1.72cos(1.Re 111.54

La représentation graphique de ce champ a I'@diigure 111.15.a) montre une certaine
similitude avec le tracé du champ laser donné gaésolution numérique de systéeme |IIl.1.
L'évolution temporelle du champ électrique (figuhies.a) s'accomplit de facon périodique
avec/y =0.39. Conformément a sa transformée de Fourigguidi I1l.5.e). Cette valeur est
proche deA =0.42, obtenue analytiquement par la relation 111.44.deefait en se limitant a
l'ordre 3 I'expression de la fréquence de pulsationen découle approche trés bien la valeur
trouvée numériqguement (résultat déja annoncé aagpaphes I11.2.2.c et d).

Mais on ne peut dire autant pour I'amplitude dunghatel qu'on le voiEy =7.69 pour la

figure 111.5.a, alors que la valeur analytiqueérde la figure I11.15.a edf, = 6.95.
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I va de soit que cette dissemblance est liée thenestriction a l'ordre 3 dans

I'expression du champ et on se propose donc diétetre approche aux ordres supérieurs.
[11.5.2 Deéveloppement d'ordre supérieur

Evaluons I'amplitude du champ a l'ordre 5. D'apeesystéme 111.22 on aura a l'ordre
cing pour le champ:

E(t) = E, cos(At) + E; cos@At) + E; cosbAt) [11.55.a
P(t) = P, cos(At) + P, sin(At) + P, cos@At) + P, sin (3At) + P, cosbAt) + P sin(5At) [11.55.b
D(t) =d, + D; cos@At) + D, sin(2At) + D cos@At) + Dy sin(4At) [11.55.c

L’introduction de ces expressions dans I11.22 donne

E, cosAt) + E; cos@At) + E; cospAL)
+ 2CR, cos{At) + 2CPR, sin(At)

+ 2CP, cos@At) + 2CP, sin(3At)

+ 2CR, cospAt) + 2CPR, sin(BAt)

- AE, sin(At) — 3AE, sin(3At) — 5AE, sin(BAt) = —k [11.56.a

- AP, sin(At) + AP, cos(At) — 3AP, sin(3At) + 3AP, cos@At) — 5AP; sin(GAt) + 5AP, cosbAt) =
— P, cos{At) — P, sin(At) — P, cos@At) + P, sin(3At) — P, cospAt) — P, sin(BAt) + d E; cos{it)

+ EfS. (cos(At) + cos@AL)) + % (sin(At) + sin(3At)) + % (cos@At) + cosBAL))
1.5

+ _Elsﬁ (sin(3At) + sinGAL)) + d E, cos@At) + % (cos{it) + cosEAL))

+ E32D4_ (sin(At) - sin(At)) + % (cos{t) + cos(At)) + % (sin(At) + sin(7At))

- 2AD, sin(2At) + 2AD,, cosAt) — 4AD; sin(4At) + 4ADg cos@At) =
d. +1+ D, cos@At) + D, sin(2At) + D cos@At) + D sin(4At)
+ (E, cos(At) + E; cos@At) + E; cospAt)) (P, cost) + P, sin(At) + P, cos@At)
+ P, sin(3At) + P, cosbAt) + P, sin(BAt)
[11.56.c
Apres identification des coefficients ayant le mésiris et cosinus, hous sommes conduits a

résoudre le systéme suivant :
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- AE, = -K2CP, .57.a
~3AE, =—«2CP, 11.57.b
~5AE, = -k 2CR .57.c
E, =-2CR, 1157.d
E, =-2CP, 1157
E; =—2CR .57.f
AR =-Ry+ Elzd4 _ E32d4 + E32d6 11.57.9
AP =d g - g+ 0%, B%, BG 1.57.h
2 2 2
_3A%=_3+El_d4+El_2d6 1.57.i
3P, = -R+ Ed +%+E1_2d5 1157 ]
_5A|%:_|:>6+E1_d6+E3_2d4 11.57.k
6AR, :_|:5+E17d5+%ds 111.57.]
d =-1-5° _ER 11.57.m
2 2
ond, = yld, + e o BR BB 157.n
2 2 2
ond, = -pid, + oty B BR 1157.0
2 2 2
2Ad5=y{d6+ﬂ+—E3P2} 11.57.p
2 2
2Ad :—y{d5+%+i2a} 11.57.q

La résolution de ce systeme a la main est longuastidieuse pour se simplifier la
tache on utilise le logiciel Mathematica. L'expiessa l'ordre cing pour le champ prend la

forme:

E, = —2CT,T{f (8)E? + g()E2E, + h(A)ELE, +q(A)E,E2 + S(A)E’E?} 111.58
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ou
1 ya 5y° Aa
f(A) = —ETM r4(4—A3 -2yAa, -50a, —T“j 111.59.a
g@) =-|r[ - ven+ 2B ir [~ Y 1o+ YA 11.59.b
4 4A 4 4N 4

ya, 52 Aa y
—I'4T1d(4—A1—2yAaz—5Aal— > = W P ~BA+—T

1 5
he) =+ +2r2T1da2yA(1+7yj 111.59.c

—rzngag(—Smﬁj + 20, Ty, a4yA(1+ 25—2”J

q)=r,| Y -a+50Y 111.59.d
8A 8
s(8) :%{— Fled(Zl—Ay+2yAaz —SA(al—azyz)ﬂ III.59.e
FZ:%, r4:%, M= 1 - 111.60
y© +4A y® +16A 1+25A
a, =y?(1-0?) -4y, @, =l+y-&° .61
a3 =y* @-30%) -8y a?, a,=1+2y-3N 111.62

A ce stade le champ s'exprime par:

E(t) = E, cosAt) + E; cos@At) + E; cosBAt) 11.63
aveck, , E; etEs évaluées a partir de 111.52, 111.51, 111.58.
Pour k=3y=0.1 et 2C=10 on aura:

E(t) = 519cos(042t) + 1.72cos(126t) + 123cos(2.1t) 11.64
dont la représentation graphique est indiquée gdigure 111.15. On releve une différence
frappante entre I'évolution temporelle de I'expiesslil.64 (figure I11.15.b) et celle de la
figure lll.5.a. En se rapprochant de l'axe du temlmlure des deux courbes n’est pas
exactement la méme et 'amplitude du champ élaarig'éléve a&Ea = 8 pour la figure
[1.15.b
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A partir de ces remarques on espere que les omirpérieurs a 5 établiront une
meilleure similitude, on va donc explorer cette dtjyg@se. Vu que les calculs algébriques sont
tres difficile & entreprendre au dela de l'ordreo®,se voit donc contraint de continuer les
calculs en s'aidant du spectre de Fourier représent figure 111.5.d pour extraire les
amplitudes du champ correspondant a I'ordre 7oedite 11.

D’apres les figures 1ll.15.c et d on peut conclgwétendre les calculs aux ordres
supérieurs donne une meilleure similitude entreékolution numeérique et notre approche
analytique.

On constate de la figure 111.15.d réalisée a paleil'expression analytique 111.22.a que
le champ électrique évolue symétriguement par nagpdaxe du temps, alors que la figue
[ll.5.a obtenue par intégration numeérique du systéthl dévoile I'existence d’'une faible
asymétrie. Cette asymétrie est occasionnée paéphagage qui a lieu entre les difféerents
ordres du champ et non considérés dans I'expresdi@@.a ou on a supposé que tous les
ordres sont en phasg (=0).

A titre de comparaison utilisons les valeurs desngar la transformée de Fourier
rapide (Figure 111.5.d), résumées dans le tablékdl, Ipour tracer I'expression analytique du

champ électrique en fonction du temps.

Tab.lll.1: Valeurs des fréquences, des amplitudes et des phadisesignal fig.lll.5.a.
Obtenues a partir de fig.ll1.5.d

AV} Az As A7 Ag Aqq JAVE

0.394 1.184 1.973 0.43088] 2.706 4.341 5.130
=) Es Es = Eo = Eis
3.12453 | 2.15978 | 1.21408 0.59629 0.26652 0.111{13 4360
b1 b3 bs b7 bo b11 $13
217.56578280.88724336,7167 389,67926442,27686135.46644-170.65655

Sur la figure.lll.22.a on a tracé le champ élecign supposant que les différents ordres sont
en phase (expression Ill.22.a) et sur la figure22la on l'a tracé en tenant compte du
déphasage entre les différents ordres du champs Bandernier cas on suppose que

I'expression du champ est sous forme:
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E=)E,cosn+D)A, t+@]l  n=o012.. 111.66
n

On reléeve d'aprés la figure 1ll.16.a qu'en suppbsme tous les ordres sont en phase
(prendre tous leg ; =0) on obtient un signal parfaitement symétriquengsdistorsion par

rapport a I'axe des t), différent de l'allure dgnsl représenté dans la figure 111.5.a.

17T

0 20 40 t 60 80 100

A
i

0 20 40 t 60 80 100

Fig.lll.16: Tracés temporels de l'expression analytique du ghaétectrique I111.66 en
s’appuyant sur les valeurs du tableau Ill.1: a) ayg= 0 et b) aveagp =0.
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D'autre part en considérant le déphasage (figufes.b) on parvient a une parfaite
similitude entre les courbes: figure 1ll.5.a etufig 111.16.b. Ceci prouve que le déphasage
joue un role sur l'allure du champ et n'est pasmemt essentiel dans le cas ou on veut

obtenir I'amplitude du champ et la fréequence dedllations.

[11.6 Conclusion

Nous avons expose, dans ce chapitre, notre appracalytique qui S'appuie sur un
développement en série de Fourier des variableamp électrique, inversion de population
et polarisation. Notre démarche appliquée danédeme transitoire nous a permis d’extraire
I'expression analytigue de la fréquence des osicila de relaxation qui approche
parfaitement les fréquences obtenues par résolatiomérique du systeme de Lorenz-Haken
dans le domaine stable et instable. Le développehsmonique aux grands signaux jusqu'a
I'ordre trois pour 'amplitude du champ électriqueus a amené a démontrer pour la premiere
fois I'existence d’'une deuxieme fréquence propresgstéeme de Laser-Lorenz qui dépend
uniquement des variables intrinseques du laseravairsles vitesses de désexcitation des
variables dynamiques. L’obtention de ces pulsatiprigores exige un taux de pompage
caractéristique dont I'expression a été aussiiétdbns ce chapitre. Si ce niveau d’énergie se
trouve bien en dessous du deuxieme seuil laséglee d’'oscillations propres dans le régime
permanent devient inaccessible et le laser affiahtomatiquement un fonctionnement
chaotique au-dessus du seuil d’'instabilité.

Ces études approfondies sur le fonctionnemenbgiiére du laser nous opermis
d’identifier un phénomene de blocage entre les d&@guences propres des régimes
transitoire et permanent, si le rapport entredses< fréquence est commensurable on obtient
un signal périodique dans le cas ou ce rapporinestmmensurable le signal est chaotique.
Notre résolution analytique nous a permis de dreaselytiquement une frontiere entre la
zone périodique et la zone chaotique et de dormearession analytique du champ électrique

qui oscille périodiquement autour de zéro.



Chapitre IV

Route vers le chaos:
Scénario a dédoublement de période ou cascade sous-

harmonique

L'identification expérimentale du chaos détermaigeut étre réalisée en étudiant les
itinéraires entrepris par les solutions périodggpeur parvenir a un état chaotique. Il est
généralement admis qu'il existe uniquement troitesode scénarios (routes) qui peuvent
conduire au chaos [31,32]. Ces routes sont: le wlddment de périodes (cascade sous-
harmonique), quasi- périodicité (I'appariation degliences incommensurables), et
I'intermittence.

Dans le chapitre précédent nous avons mis en risédda tendance du systéme
dissipatif Haken-Lorenz a adopter un comportemeénipdique pour 2€voisin de 2Gy ety
inférieur a 0.11. En accroissant le taux de pompadaser perd sa stabilité en entreprenant
une cascade sous harmonique qui le méne droit leehaos. Dans ce qui suit nous
étudierons cette route de facon précise en indiquaur quelle condition le chaos s’installe.
Les résultats révéler dans ce chapitre donnentvuaeed’ensemble des solutions analytiques
obtenues, et portent a conclure combien il esicddéfde dresser analytiquement une frontiére
entre les différentes zones périodiques du laser.

IV.1 Dédoublement de période

Un régime périodique de fréquentcgui subit une instabilité sous harmonique donne

naissance a un autre régime peériodique de périodelel cela va entrainer I'apparition dans
. . f . : . .
le spectre de Fourier de la frequengede ses harmoniques |mpa|rs-;( ,5%, ect...) et pairs

it
2— ,4—,ect...).
(25,45 )
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IV.1.1 Résultats numériques

La résolution numérique du systeme lll.1 faitecavie =3 ety = 0.1 atteste que la
cascade sous harmonique ou le scénario a dédoutiledm@ériode s'amorce d’abord par une
rupture de symétrie des oscillations du champ laspartir de 2C = 18.5 (figure 1V.1.b)
faisant paraitre des harmoniques d'ordre pair asgectre de Fourier correspondant en plus
des ordres impairs (figure IV.1.d). Le portraitlease d’un tel fonctionnement est un cycle
limite a deux boucles asymétriques dans I'esp@;B) (figure IV.1.f) a l'inverse du signal
symétrique de période une (figure 1V.1.a) qui loirespond un cycle limite a deux boucles
symeétriques dans l'espace des phases (figure.cVdt un spectre de fréquences ne
contenant que des harmoniques d’ordre impair @durl.e).

En augmentant le pompage jusqu’a 2C=27.9, la g@érdu signal se dédouble et une

fenétre de période 2 prend place (figures IV.2)1&¥ &.b) , ceci se refléte par la présence de la
. f : . 3f 5f :
frequenceE et de ses sous harmoniques |mpa2#s7, etc.... en plus des ordres pairs et

impairs def dans le spectre de frequences (figures IV.2.0/&t.d ). La projection des
solutions dans le plan de pha&e)) sont des cycles limites avec des boucles asiqués
(figures IV.2.e et IV.2.1).

Cette série a dédoublement de période continus'ateroitre (figure IV.3.a) et se
termine par un régime chaotique (figure IV.3.b) pon taux de pompage 2C supérieur a 32.
Le portrait de phase de chaque signal est illddrés les figures 1V.3.c, 1V.3.d, tel qu'on le
voit les attracteurs du systéme sont des cyclegebndans le cas d'un fonctionnement
périodique et dans le cas d’'un signal chaotiqua an attracteur étrange. On a représenté en
figure IV.3.e et figure IV.3.f les spectres de Heurrelatifs aux champs électriques des

figures précédentes. On souligne aussi la prés#one composante non nullefa= 0sur les

spectres de Fourier: figures IV.1.f, IV.2.e, Ne&t IV.3.1, signifiant que le signal n’est plus

symétrique.
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Fig.IV.1: Evolution temporelle du champ électrique ppu0.1 et k =3 avec : (a) 2C=18.4, (b)2C=20 . (c}d) portraits de phase de (a)et (b)

(e) et (f) spectre de Fourier d e(a) et (b) .
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IV.1.2 Zone de dédoublement de période

Dans ce paragraphe nous nous efforcerons de darpression analytique des taux

de pompage €, qui conduisent le laser a entreprendre des ooilka régulieres, qui se

succedent suite a la hausse du pompage, suivdmérarchie de dédoublement de période.
Nous tenterons de délimiter chaque zone périodigueliffere qualitativement par rapport a
une autre dans des cas bien précis.
Pour accomplir ceux ci nous allons supposés gueétpuence de pulsation dans le
régime permanent I11.44 est proportionnelle a égérence propre I11.47 qui revient a écrire:
A=a A, VI.1

a étant un nombre rationnel. Apres quelques étdpeslculs faciles a exécuter, on aboutit a:

o o (@k+3ye aky)a[B(k +1) - y(@k + y + 4)] + 3y(B+ 2k + 3p)}

2
“ 3ky(2+ y)(8+ 2k + 3y)

V1.2

La figure V1.4 illustre les différents tracés d€2 poury = 0.1 en fonction de k pour les

valeurs dex suivantes: a =1, 1.25, 1.5, 1.75 et 2.
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45 a=1,79

30 —
2C LT 1y Ak
o5 a=1.2

20
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10

o=1

3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48
k

Fig.IV.4: Représentation de 2Cen fonction de k pour= 0.1 et différentes valeurs de.
On note une série de dédoublement de période pauik
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La résolution numérique du systéme Ill.1 pour learameétres ci-dessus, par
augmentation du niveau de pompage 2C et conformémen courbes de la figurelV.4,
procure les résultats suivants:
pour k=3= kmin (11.38) qui correspond au minimum du deuxiéme ldasgier on parvient a une

série de dédoublements de période repartie comine su

Régime pulsé symétrique de période une 963<2C<184 et 1l<a< 15
Régime pulsé asymétrique de période une 184<2C< 27 8t a< 175
Régime pulsé asymétrique période deux et plus 279<2C <29 e8 175<a< 2
Régime chaotique 2C =32 et a> 2

Suite a cette étude on constate que di a I'acagectles deux fréquendeetA; I'une

sur I'autre on observe un régime de dédoublemepédede qui se manifeste pour un rapport

rationnel entre les deux fréquences. Le premiendéeément de période a lieu pour un
rapport proche de% pour 2C=27.9 produisant un pic a la positiefzn et des sous

harmoniques d’ordre pair et impair dans la reprédiem spectrale du champ électrique
(figure 1V.2.e). En augmentant le taux de pompagedénario a dédoublement de période
s’'achéve par un signal chaotique pousupérieur a 2 (figure IV.3). En conclusion, poar u

rapport supérieur a 2 entre les frequentetA ; un régime chaotique s'installe.

Examinons maintenant d’autres cas et vérifionsnsrapport supérieur a 2 entre les deux

fréquenced etA , implique un fonctionnement irrégulier pour ledas

» Casy=0.05

Pour y =0.05 et kin = 3.12 le taux de pompage 2€2C, =17.6 est largement
supérieur a 2&, = 9.3 (voir figure 1V.5.a) on en conclu qu’une é&g perturbation suffit pour
amener le champ laser a osciller périodiquem®@nt releve de l'intégration numérique du

systéme Lorenz-Haken les évolutions suivantes:

Régime pulsé symétrique et asymétrique de périnde u 93<2C< 75 et a<?2
Régime pulsé asymétrique de période deux 755 2C < D a>2

Régime chaotique 2C >80 et a> 2
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D'apres ces résultats on constate que le réginaigha s'instaure pour un rapport supérieur
a deux entre les deux fréguences du systéeme.
Pour desy supérieurs a 0.1 et pour des valeurs de k quinnigeint le seuil d'instabilité

on constate les cheminements ci-dessous:

» Cas y=0.15

2C,=3.37 est inférieur au deuxiéme seuil,#€9.88 pour ki,=3.37 et 2G supérieur a
2C. Les résultats des simulations numériques effestifgon représentés graphiquement)
révelent que le régime chaotique surgit juste ail dénstabilité puis on observe une cascade
sous harmonique inverse entre 2C=10.6 et 2C=22dgbhute par un signal asymeétrique
doublement périodique qui se termine par un sigagbériode une, puis redevient chaotique

poura supérieur a 2.

» Casy=0.2

2G,=6.22 est inférieur au seuil d'instabilité ,4€10.194 pour kin=3.49 et 2G
supérieur a 2&, (voir figure IV.5.c).
Au voisinage du seuil on a un signal asymétrique péeode une comportant 4 pics
d'amplitude différente (Figure 1V.6.a). La représdion spectrale (Figure 1V.6.b) indique que
I'hnarmonique d'ordre 3 est supérieur a I'ordreettecallure temporelle du champ n'est pas
prise en compte dans notre méthode itérative ogomsidére que l'ordre 3 est inférieur a

| 'ordre 1. N'empéche que le systéme est chaotiquea supérieur a 2.

» Casy=0.3

2C,=4.98 est inferieur au seuil d'instabilité ,4€10.78 pour kin=3.74 et 2G supérieur
a 2Gu (voir figure 1IV.5.d) .
On observe un signal chaotique juste au seuil @kté suivi d'une fenétre de périodicité et

le signal redevient chaotique pauE 2
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» Casy=0.5 ety=1

2G, et 2G sont inférieur a 2g, (voir figure 1V.5.e et figure IV.5.f). Le systémest

chaotique dans un large domaine du parametre debtacC.

Il ressort de cette bréve étude qu’il semble lguggime chaotique surgi pour un taux
de pompage de valeur 2@our un large domaine des parametres de conRéakeconséquent
il apparait que dresser analytiqguement une frantatre les différentes zones périodiques
semble difficile. Toutefois cela n’est pas étonnatént donné que la non-linéarité de
I'interaction rayonnement-matiére I'emporte surslenplicité de la forme des équations de
Lorenz- Haken a faible dimension. Des travaux cé@mgntaires s’averent donc nécessaires
afin de mieux cerner les zones de parametres dérdobEsr avec les comportements

dynamiques associés a chaque zone.
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IV.2 Zone de fonctionnement chaotique

Les deux taux de pompage »C(Ill.3) et 2G (a = 2) (IV.1) nous permettent de
délimiter une zone ou le fonctionnement du lasenonoode a élargissement homogene ne
peut étre que chaotique. Il suffit de résoudrguidion caractéristique ded'ordre 4 en

fonction de k:

64k —64k> + 96+ 208k +92k? — 40k® +12k*) y + (120+ 242k + 274k? + 70k® + 6k *) )

+ (24+ 41k +76k? —5k3) ) + (L5 + 29K ?)y* =0 V.2
qui découle de I'égalité 2= 2G soit:

(2k + 3y +4ky){4[8(k +1) - p(2k + y+4)]+3y(8+ 2k+3y)} _k(k+3+y)
3ky(2 + y)(8+ 2k +3)) ~ k-1-y

V.3

La résolution de I'équation IV.2 a été faite exidsint du logiciel de calcul Mathematica
afin de retrouver les expressions analytiques demes qui ne peuvent étre réécrites étant
donné leurs complexités. En ne retenant que ledigns physiquesy(positif) , on obtient la
courbe illustrée par la figure IV.7. Cette courlépare la zone de pulsation périodique de
celle ou le laser affiche un régime chaotiqe>Coy .

Ceci est un grand pas dans le domaine de la pi#liié dans la mesure ou on peut
connaitre a l'avance quelles sont les parametrescatdrdle qui garantissent un

fonctionnement chaotique.

0.6

05~ y=k1

Zone chaotique

0.1 |

0.0 T T T T
0 20 40 k 60 80 100

Fig.IV.7: Zone de fonctionnement chaotique pouCot,
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IV.3 Expression du champ électrique

On peut adopter la méme démarche entreprise ldankapitre Il afin de trouver
I'expression analytique du champ électrique darageou celui ci effectue des oscillation de
période 2, il suffit de noter d’aprés les figur&s2.e et IV.2.f , qu ‘en plus d’harmoniques
d’ordre impaire (8 5f,...) il faut tenir compte des harmoniques pairds 4f...) et des sous
harmoniques (1.§ 2.5f,...) dans I'expression du champ électrique 111.22.a.

On se propose de tracer I'expression du changirigjee dans le cas ou ce dernier
entreprend des oscillations de période 2. Pour nelas allons extraire les valeurs des
différents ordres du champ du spectre de fréqeeillesstré sur la figure IV.2.f avec les
parametres k = 3 t=0.1 et 2C= 29. On percoit une certaine simiktedtre les deux tracés
(figures IV.2.f et 1V.8), ces légeres différencemisdues au déphasage qui existe entre les

différents ordres dans I'expression 111.22.a, dtrga pas été pris en compte dans nos calculs.

15
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Fig.IV.8: Tracé temporel du champ électrique déduite I'egpi@n 111.22.a avec les
parametres de la figure 1V.2.b et en s’appuyantlewgpectre de Fourier de la figure IV.2.f
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Remargue

Il a noter que le spectre de Fourier (figure IVd® l'inversion population avec les
parametres utilisées pour illustrer les figureIW.et IV.2.f (oscillations de période 2 pour le

champ électrigue) montre des harmoniques d’ordiies gt impairs ainsi que des sous
harmoniques (1.6et 2.5f.....)
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Fig.IV.9: Spectre de Fréquences de l'inversion de populatiorrespondant aux figures
IV.2.b et IV.2.f
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IV.4 Conclusion

Ce chapitre démontre l'applicabilité du développatmen série de Fourrier aux
équations de Lorenz dans les domaines de param@greontroles qui vont au-dela de
simples solutions périodiques d’'ordre 1. La ménwe@dure nous a permis de construire des
solutions analytiques convenables des premierseterde la tres célébre cascade sous-
harmonique ou scénario a dédoublement de période.

Par ailleurs, les résultats présentés dans cethapus portent a conclure combien il
est peu aisé de dresser analytiguement une frergigre les différentes zones périodiques du
laser, toutefois ceci n'est pas étonnant étant édannature non-linéaire de linteraction
rayonnement-matiére. Nonobstant ces difficultésnalysse, nos résultats permettent une
localisation satisfaisante des zones chaotiques®tzones périodiques méme si les contours
précis entre ces différentes frontieres restentablié de facon mathématiquement plus
rigoureuse.

Il est utile de signaler a ce stade que du pantwke Mathématiques pures, les équations
de Lorenz constituent un Challenge répertorié panlg§[65,66] dans sa liste des quatorze
problemes qui constituent, selon lui, de sériedisdiux Mathématiciens du e Méme si
notre approche ne s’inscrit pas dans une démarehglathématiques pures, nos résultats
peuvent constituer une piste d’analyse a ne palkgeégC’est dans cette optique que nous

envisageons de poursuivre ces travaux dans untfesiproche.
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Ce travail fat consacré a la mise en ceuvre d'ymgraghe analytique du régime
d’oscillations périodiques qui se présentent danslaser monomode a élargissement
homogéne dans une cavité en anneau selon les valearparametres de contrdle du laser.
Cette approche basée sur un développement end&®urier de I'amplitude du champ
électrique jusqu'a l'ordre 3 nous a permis poupramiére fois en physique des lasers de
trouver une seconde fréquence propre au systemeommz-Haken en plus de celle qui
caractérise le régime de relaxation du laser, & spn expression littérale ne fait intervenir
qgue les vitesses de relaxation des trois variatyesmiques a savoir le champ électrique,
I'inversion de population et la polarisation, damse zone de parameétres de contrble ou
I'amplitude du champ laser effectue des oscillaipériodiques autour de zéro.

Moyennant cette approche aux grands signaux guskprdre 3, qui s’inspire de
I'analyse aux petits sighaux tenant compte du degode qui existe entre les trois variables
dynamiques, on a pu déduire le taux de pompagéome le laser a effectuer des oscillations
périodiques a la fréquence propre dans des conditjai favorisent un tel fonctionnement.

Un tel comportement dynamique nécessite que ledaypompage appliqué soit supérieur ou
proche du deuxieme seuil laser de telle sorte guader peut étre délocalisé de son état
stationnaire et atteint un autre état permaneniogi§ue par une simple perturbation
infinitésimale de I'état d’équilibre ou par le métane de «hard excitation». Sur la base de
ces résultats nous concluons que si le seuil deapoh propre se situe tres au-dessous du
seuil d'instabilité, voire méme proche du premieuik le laser ne peut entrevoir des
oscillations périodiques propres et retourne irdl@ment a son état stationnaire quel que soit
le mécanisme de perturbation, et 'augmentatiortadix pompage au dessus du deuxiéme
seuil 'emporte loin de son état équilibre versatat chaotique.

Le régime auto-pulsé qui est d0 a I'interaction tinéaire entre le rayonnement laser et
le milieu amplificateur peut étre expliqué parflience de deux fréquences:

i) Une fréquence propre de pulsation qui caraaéias solutions dans le régime permanent
dont on évoque l'existence pour la premiere foismues travaux et ii) une fréquence propre
au régime transitoire avec laquelle le systémerla®carte de son état de fonctionnement

continu au dessus du seuil d'instabilité. Cettesgiidn transitoire s’obtient par une simple
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analyse de stabilité linéaire si on se trouve xiprdé du seuil d’instabilité ou par notre
approche ou seulement les termes au premier oaldfaillle amplitude dans les expressions
du champ électrique, de la polarisation et dediawn de population jouent un role essentiel
durant les interactions. Cette derniére expresginne se limite pas au seuil d’instabilité
mais trouve sa validité au deca et au dela du dénstabilité.

Nos études faites sur le systeme Lorenz-Haken mmispermis d’expliquer sa
dynamique dans un domaine de parameétres de contedle rapport de ces deux fréquences
caractéristiques: pour un quotient rationnel unnphgene de blocage a lieu et la solution est
périodique en contrepartie pour un rapport irratedes effets de compétitions entre les deux
fréquences menent le systeme vers le chaos.

On peut affirmer a travers ces travaux que le pemas vers la prédictibilité a éte
franchi dans le sens ou on peut déduire la fréequdecpulsation et 'amplitude du champ du
laser sans résolution numeérique et le plus impodast qu’on a pu délimiter analytiquement
la frontiére qui sépare le régime périodique (jmtdale) de la zone chaotique (imprédictible).
Soulignons que le systeme d’équations différdiegehon linéaire «Lorenz-Haken» sert de
base pour toute étude dynamique envisageable sulasers ou autre systéme physique
équivalent étant donné que plusieurs expérienaedigers systemes dynamiques révéelent un
fonctionnement auto pulsé, de ce fait on espérecqtie approche analytique jusqu'a I'ordre
trois puissent servir de guide pour expliquer lggibnts comportements dynamiques qu’on
rencontre lors des expériences.

En effet le Pr. B. Meziane a déja appliqué cettthode itérative sur un systéme
dynamique plus complexe qui est le laser monomoélargissement non homogéne [67] qui
affiche un comportement auto pulsé dont l'existerzcecté veérifiée tant sur le plan
expérimental et théorique. Par cette méthode #hikté de Casperson[68] a pu étre pour la
premiere fois démontrée théoriguement malgré laptexité du systeme qui fait apparaitre

une intégrale sur la polarisation dans les équsatitiifierentielles.

Ce travall offre les perspectives suivantes:

++ Etendre notre approche au dela du troisieme orains t& développement harmonique de
I'amplitude du champ laser pour contourner les ques insuffisances qui découlent de
cette troncature et pouvoir aussi traiter parigraiment des solutions périodiques autres
que celles qui sont de période une.
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s L'extension de cette approche a d'autres systéngsigues dont le comportement
dynamique peut étre décrit par des équations anedog celles du systéme Lorenz-Haken
Prouver expérimentalement l'existence de cette ugdge propre dans le régime
permanent et démonter ainsi par application d’'ueelutation extérieure a la fréequence
propre que le laser ne peut entrevoir des pulsafioopres quelle que soit I'amplitude de
la modulation dans le cas de1 (limite radiative)

s Approfondir I'étude analytique du scénario du délalement de période au moyen de
cette approche.



Annexe A

Critere de Routh-Hurwitz

A.1 Polynbme d’Hurwitz

Un polynédme d’Hurwitz de variablk est un polynéme a coefficients réels, tel que la

partie réelle de tous ses zéros est négative\; =Si; +jw est un de ses zéros, nous avons:
Re Qi) <0 Al

quel que soit compris entre 1 et le degnélu polynéme.

Le critéres de stabilité qu’on peut déduire deppétés mathématiques des polyndmes
d’Hurwitz s’énonce comme suit:
Un systeme physique régi par une équation diffekatinéaire a coefficients constants, sera
stable si I'équation caractéristique est un polyadiiHurwitz. En effet, écarté de sa position
d’équilibre, il y reviendra exponentiellement emé¢tion du temps.

Une condition nécessaire mais pas suffisante goeitout polynéme:

f(A)=ao\" + aA" ™+ A" +... ... +a, A2

soit Hurwitzien est que tous ses coefficients dosénctement positifs.

Par exemple:
N+2A2+18\+104 = p+4)(A-1+5))(A-1-5j) A3
n'est évidement pas un polynéme d’Hurwitz , vu gae deux racines complexes conjuguées

A2= 1+5j eth, = 1-5j ont des parties réelles positives.
A.2 Critére de Routh-Hurwitz

Le critere de Routh permet de déterminer si leses de I'équation caractéristique du
systéme sont a parties réelles négatives ou nacsdculer explicitement ces racines.

Un polynéme f}) a coefficient réel (20) s’écrivant sous la forme:

f(A)=aoA"+ a\" "+ &\ +....... +&h a>0 A4
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sera dit hurwitzien s'il vérifie les conditionsdé@ssous:

a, a, O
& d
A =a,>0 : Azza a =0 : Ay =la; a, &|>0,
> a a8, a3
aq a 0 O 0
a; a, 0
a; a, a3 a, 0
A =la, a a; a, 0|>0. A5
i1 &,
Ces inégalités portent le nom de critere de Rddthwitz
A.3 Exemples
> fON)=A+203+50%+ 20 1+2 A.6

=1 a=2,a5 a=2, a=2
Tous les coefficients deX] sont positifs, vérifiant le critere de Routh-Hutzy

& 8

a=1>0, A=a=2>0 et A,=
a3 &

2
:‘ j:8>0 A7
2

Le coefficient @ n’est pas utilisé. Il suffit qu’il soit positif:a4=2 > 0.
On en déduit que les racines de I'équatioR) §u systeme sont a parties réelles négatives et

le systeme physique décrit par cette équationtaistes

> f(N=A+20%-3\+1 A.8
f(A\) n’est sGremenpas un polynédme de Hurwitz car il possede un cdefft négatif il s’en
suit que le systeme physique décrit par cette é@quatest pas stable:
x0=1, a=2,3=-3, a=1
Vérifions le critére de Routh- Hurwitz:

3y (2 1
3a=1>0, Ai=a4=2>0 et A, = = =-8<0 A9




Annexe B

Notion de bifurcation

Le comportement des systémes non linéaires dépemrativement de leurs
paramétres de contréle et I'étude de ces systéegmesrdques fait apparaitre une notion tout a
fait fondamentale qui est la bifurcation. En effetant de devenir chaotique, ces systemes
présentent des changements de comportements bettgualitatifs pour des valeurs précises
d’'un parametre (ou des paramétres), dites valeiigues, on dit alors qu’une bifurcation se
produit a chaque changement. Un point de I'espasegpdrametres ou survient un tel fait est,
par définition, un point de bifurcation. La repnétion d’'une telle propriété en fonction du

parametre de bifurcation, constitue un diagrammieifdecation.

B.1 Bifurcation de Hopf

La bifurcation de Hopf donne naissance a dedisakioscillantes, telle que pour une
valeur critique du parametre de contréle une smhustationnaire représentée par un point fixe
dans I'espace des phases donne naissance a urimytge Une telle bifurcation s’écrit dans

le plan complexe et dans la forme normale la piuple:

zZ=pz- |z|2 z B.1
ou z est une variable complexe.
En posant i = p+ipi, et z=Ae? on aura selon B.1:

A= A- A3 B.2

0=u B.3
Nous obtenons ainsi une bifurcation fourche (pamalge B.3) pour 'amplitude tandis

que la phase tourne a la vitegge La solution est de ce fait périodique et legetimires
décrivent une spirale attirée vers une courbe agyigpe nommeée: cycle limite. Les

solutions stationnaires de B.1 soit B.2 sont:

A=0 (soitz=0) et|d” = A2 =y,.
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En posantz=x+iy on aura|z|2 =x?+y?= U, et cette solution définit dans le plan (x,y) un
cercle de rayon/ y, (figure B.1).

<D
—
B
L —

Fig.B.1: Diagramme de la bifurcation de Hopf. Les flecheprésentent quelques lignes de
force du champ de vecteurs.

B.2 Bifurcation sur-critique et sous-critique

La bifurcation ayant la forme normale B.1 est dite-critique (normale). Le cycle
limite nait avec une amplitude nulle ceci est ditenme non Iinéairez|z|2 qui a un effet
opposé a celui de l'instabilité engendrée par ées\é¢s d’ordre moins élevé. Le terrrzliq2

sature l'effet de linstabilité linéaire p0L||z|2 = u. Par suite la solution stationnaire ne subit
pas de transformation brutale a la bifurcation,sntéiange progressivement. Naturellement la

bifurcation de Hopf peut étre également sous crdtigi le coefficient du termdz|2 est de

signe positif menant a 'amplification de linstétd, il faut alors un terme négatif eq\z|4

pour obtenir une saturation non- linéaire et sisduilles oscillations de grande amplitude.

La bifurcation de Hopf sous critique ou encore m3eea la forme normale suivante:
i=u2+|z|zz—|z|4z B.4
En posanft = +ili, etz = Aé’ on obtient alors:
A= A+ AS - AS B.5

9= U B.6
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La solution trivialeA=0 est stable poyr, < 1, et se déstabilise pouy = 4, . Les

solutions non triviales se calculent facilement@trespondent aux racines ge + A* - A%,
elles sont au nombre de quatre quaud <y, < U, et de deux lorsque = i . En

linéarisant autour de ces solutions on peut détenmieur stabilité, par conséquent pour

U, > U, les solutions non triviales sont stables, et denségion u,. < 4, < U, , les

1, 14y,
2

solutions telles queA® = > sont stables. En revanche, celles qui correspuride

_1_\1+4y,
2

A? sont instables. De ce fait il existe un domaine parameétre

U < U, < U, dans lequel il y a coexistence de la solutiondlévet des solutions qui ne le

sont pas (voir figure B.2).

gFB.2: Bifurcation inverseou sous-critique

Si on fait varient depuisy, < ;. continGment vergy, > 0, le systéme choisit d’abord
la solution triviale et ne se déstabilise que pgur 1/, en ce poinA prend brutalement une
valeur finie. En reprenant la méme procédure mais'&trétant au;., on obtient la solution

triviale qui est linéairement stable pour cetteeualdu parametre. Toutes fois si on soumet

notre systéme a une perturbation assez importeénteydtéeme se déstabilise et atteint la

1, irap,
2 2

branche telle qua? = . En opérant une rampe descendante sur le paramgtre
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R 1 J1+4u, . N , .
le systéme reste sur la branché = 2 +T/Jr jusqu’au moment oy, = /., le systeme

effectue un saut brutal. Entre la montée et laatgsg il apparait donc un hystérésis dans le
comportement du systéme, caractéristique des hifores sous-critiques. A lintérieur du

domaine d’hystérési{sugr,ucr] coexistent deux solutions stables : l'une statioengpoint
attracteur), l'autre oscillante (cycle limite). Eaisant varier le paramétrg, de gauche a
droite le cycle limite stable apparait au point avec une amplitude non nulle et se trouve a

une distance finie de la solution stationnaire dgwvient instable. Ce cycle limite disparait

aussi avec une amplitude non nulle au pgifitsi on fait varier le paramétrg, de droite a
gauche. On note bien gn, qu’un point instable donne naissance a un cycigdiinstable et

a un point stable, c'est I'inverse de la bifuroatde la figure B.1.
L’apparition d'un cycle limite d’amplitude d’osttion non nulle en plus de
I'hystérésis, attribue a la bifurcation sous-cueqdes propriétés spécifiques distinctes de

celles d’une bifurcation de Hopf sur-critique.
B.3 Bifurcation fourche

Souvent les systemes dynamiques renferment unétsgniu typex — —x, c.a.d que
ces systémes possedent une invariance pour lafdmaraionx — —x. Dans ce cas la

premiére linéarité a apparaitre est cubique airlaé normale de la bifurcation symétrique est
L 3
X=UX—=X B.7

dont les points critiques sont donnés par0 et x = +,/u 1> 0( figure B.3).

LT
Fig.B.3: Diagrammede la
bifurcation fourche x I |
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ABSTRACT

This paper aims at revisiting the basic Lorenz-Hhakguations with two-fold harmonic-
expansion approaches, yielding new analytical midron on both the transient and the long
term characteristics of the system pulse-struaguriRirst, we extend the well-known
Casperson Hendow-Sargent weak-sideband analydexitee a general formula that gives the
value of the transient frequencies, characteristithe laser relaxing towards its long-term
state, either stable or unstable. Its validityhswn to apply with a remarkable precision at
any level of excitation, both beyond and below thstability threshold. Second, we put
forward a strong-harmonic expansion scheme to asatiie system long-term solutions.
Carried up to third order in field amplitude, thetimod allows for the derivation of a closed
form expression of the system eigen-frequency védrihere for the first time in three
decades of laser dynamics) that naturally yieldstemative algorithm to build, analytically,
the regular pulsing solutions of the Lorenz-Hakgoagions. These solutions are constructed
for typical examples, extending well beyond the rimtary region of the instability domain,
inside which the laser field amplitude undergoegila pulsations around zero-mean values.

Keywords: Laser Physics, Non-linear dynamics, Instabilifed Chaos

INTRODUCTION

Despite their simple structure, the Lorenz-Hakemagigns that illustrate the dynamic
properties of single-mode homogeneously broadereseérd have been challenging the
scientific community for more than three decadesr elemanding for clearer insights in
connection to the fundamental properties associatdite physics of light-matter interactions
inside an amplifying medium.

This paper aims at delimiting the extent of validif the usual small sideband analysis before
applying a strong signal procedure to the singleleniaser equations. Such small and strong
harmonic-expansion analyses have recently beenopedpto light up some analytically
unexplored aspects of laser dynamics for both thadgeneously and the inhomogeneously
broadened systems [1-4]. Here, it is conclusivelsndnstrated that, in their pulsing regime of
operation, these equations are characterized layumah pulsing frequency which, to the best
of our knowledge, has never been put forward inldker literature. The derived closed-form
expression of this basic eigen-frequency is relatedusively to the three relaxations rates of
the interacting variables, nameky for the electric fieldJ, for the polarization and, for

the population inversion. The system enters itsinaatperiod-one pulsing regime with this
fundamental driving frequency at a correspondinfpked pumping level. This naturally
brings us to define a typical excitation level, efhidepending on the exact values of the three
relaxation rates, may be situated above or belogv gbacond-laser threshold (onset of
instability).
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The following section gives a brief outline of thiandard small sideband analysis, originally
proposed by Casperson [3] and readjusted by HeratwvSargent [4] to handle the laser
instability problem. In particular, it is shown théne method only describes the transient
properties of the laser signal when relaxing towdsdpermanent state, either stable or
unstable. Leaning on the structure of the long teamtions of the Lorenz-Haken equations
pulsing-regime, we put forward a strong harmonipagsion procedure that distils new
analytical information that the small sideband apph fails to provide. The findings
presented in Se@ directly allow for the construction of analyticsblutions, provided these
consist of periodic pulse trains.

BRIEF OUTLINE OF THE LORENZ-HAKEN EQUATIONS

The single-mode homogeneously broadened lases@ided with a set of three non-linearly
coupled differential equations that relate the dassd E(t), oscillating inside a resonant
cavity, to the population inversidp(t) and polarizatiorP(t) of the amplifying medium. For
the simple case of a unidirectional ring cavitysedf-consistent analysis along with some
simplifying, physically acceptable, hypotheses ltssin a set of three non-linearly coupled
differential equations which, in the absence otidetg between the resonant cavity mode and
the frequency of the medium’s emitting-dipoles gskin real space, the following form [2, 5]

0, E(t) = —«{E(t) + 2CP(t)}, (1a)

9,P(t) =0 .{- P() + E()D(®)}, (1b)
and

9,D(t) =-0,{D(t) +1+ E(t)P(t)} . (1c)

Where «, O,, andO, are, respectively, the field, polarization, and population inversion
decay rates. Each variable is a normalised quantity.

For simplifying purposes, a scaled time t is usually defined while the cavity and
population-inversion decay-rates are both normalised to the polanizataxation rate. These
normalisations amount to solely replacirgd , andO, /0, in the above set of equations

with x« andg respectively.

Self-pulsing solutions characterise the above equations when opeegtatd the instability
threshold. The development of such solutions from an initistiple state consists of a
transient part undergoing an exponential growth before the final persaghal sets in,
typically following the representations of Fig. 1.

15
y=0.05 k=3

10 4

ERRARA
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Fig. 2. Full structure of an unstable solution simgaboth the transient (exponentially growing) pafthe time
trace and its final long-term regular pulses.
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SMALL SIDEBAND ANALYSIS: EXTENT OF VALIDITY

Small signal analysis of Eqgs (1) is rooted on thgliaation of a small perturbation to each of
the three variables around their stationary vakges, , and D, .

Projected onto an adapted analytical framework ldker-field transient signal of the above
figure follows a small harmonic expansion of thenio

E(t) = E, +ecosnv,) (2a)

While the polarization and population inversion variables, thagtrtake into account some
out of phase evolution with respect to the driving field, write

P(t) =R, + p, cos@nv,) + p, sin@2rv, ) (2b)
and
D(t) = D, +d, cos@nyv, ) +d, sin@2nv, ) (2¢)

Wheree is a small perturbation of the field-amplitudg, and p, represent, respectively, the
in-phase and out-of phase components of the polarization perturlztibd, and d,, the in-

phase and out-of-phase components of the population inversiomngaeicn.
Inserted into Egs (1-3), the above expansions yield a closed fomassign for the transient
pulsation, as a function of the system control parameters, whitds 5]

vz L (2C-1)’0%+40(2C-1)(2+0) - (k +10°2
Coom K +1+(2C-10

3)

At the onset of instability, this relation yields the wellolmn pulsation (obtained from
standard linear stability analysis) characteristic of the transienaldigat develops from its

stable state
2«0 (k +1)
A, = ———~ 4
A i (4)

2,0

1,57

A 1.0

0,51

0,0 T T T T T
0 2 4 k 6 8 10

Fig. 2. Representations of the analytical expressagithe transienty =2, ) and permanentA() zz,ﬂp) pulsations

with respect to the cavity decay rate, obtained wit=0.1. The dots were obtained with direct numerical
simulations of Egs. (1). The curvg () represents the pulsation values at the instaitilieshold (Eg. 4).

The transient properties of the unstable solutisessammarized in the upper curve of Fig. 2,
showing a clear match between the analytical foar(@) (solid curve) with the results of
direct numerical simulations of Eqs (1) (dots alding curve). The corresponding excitation
level is chosen to correspond to the long termddbat gives period-one pulsing-solutions, as
will be clarified in the following section.
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The curve 4, ), representing the pulsation values at the intalhreshold, given here as a
mere reference, also indicates how the transiesuéncies of the unstable signal relaxing
towards its permanent state, may depart from iigevat the instability threshold.

These simple elements indicate the limits of thealusmall side-band method, as originally
introduced by Casperson, since the original metlostrictly equivalent to linear stability
analysis, thus limiting its validity to the onsdtinstability. On the other hand, our method
takes into account out-of-phase components thatrides unavoidable competing effects
between the three interacting variables that gagaleith light-matter interactions inside the
lasing medium. Such competing effects are completeérlooked if one ignores the out-of
phase components in the developments of Egs. (Zbj2x).

Beyond the representations given in Fig. 2, nunerexamples were studied, both
numerically and analytically and in all the casepeafect match between the transient
frequencies of the developing signals as obtaingld the closed form expression Eg. (3)
precisely match the numerical simulations obtaiwgti Eqs (1). These results convincingly
demonstrate that the validity of the readjustedlksideband method extends to the whole
domain of control parameter space, both below aybid the instability threshold, whereas
the original method proposed by Casperson [3] &adljusted by Hendow and Sargent [4]
and which ignores the dephasing processes thatdo between the interacting variables, is
limited to the onset of instability.

STRONG SIDEBAND ANALYSIS: SELF-PULSING PROPERTIES

As one may see from the signals of Fig. 1, thera fandamental difference between the
transient and the long term signals. While thediemt trace develops with small oscillations
around the steady state laser-field vakle the permanent pulses oscillate around a zero

mean value. As a consequence, an analytical exgangithe corresponding solution must
evolve according ta g(t) >=0.
Adapted to the permanent time trace of Fig. 1esftiowing harmonic Fourier-expansion

E(t)= > E, cospa t) (5a)

In opposition to the perturbation temnn Eq.(2a), the harmonic amplitudes are no longer
small quantities. In particulag,; is of the same order of magnitude as the statyoineld E, .
Driven by the fieldg(t) , the medium’s variables evolve according to

sin(m t), (5b)

pn

P() =Y {R, cosm t)+ R
D(t) =d,, + > {d,,,cos (M t)+ d,,, sin(n t). (50)

Where the indexep andop refer, respectively, to the in-phase and out-afsghcomponents.
When the above expansions are inserted into Eqg®1i&)finds a hierarchical set of algebraic
relations. These show that the field and polamragxpansions (5a) and (5b) both contain
odd terms while the population inversion developinébc) contains even terms, in
conformity with the non-linear coupling of Eqs (Here, we limit the calculations to third
order for the field and polarization, for they alléor the determination of the operating long-
term frequencies. The first and third-order terros the polarization, are derived, after
lengthy, but straightforward calculations, and tdieform

P, =-T,E +, T, p20-m)- o n)E (6a)

ipl —

P, = —AT,E, + T, T 0 AlL+0 - )€ (6b)

0

P

ip3

=T, p20-30)-a )2 (6¢)
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P =T A1+ 20 -3 |E (6d)
Where, for simplifying purposes, we introduced filklowing parameters
2 -1
r, = [1+ S +EZlJ (6e)
T =( &) 07 v an)? (6)
and
T =L+ 00707 +42) (69)

In addition to the above relations, the set of lalge expressions obtained with Eq. (1)
contain the following relationships between thetfaind the third-order field and polarization
amplitudes

El = _ZCPipl (7a)
AE, = 2CKkP, (7b)
E,=-2CR, (7c)
3AE, = 2CkP, (7d)

An expression for the operating long-term frequefatpws from the ratio of Eqgs (7c¢) and
(7d)

N ®)
K Pip3
Yielding, with Egs (6¢) and (6d)
2@+ 20)+ 3]
po — 9
24+ 6k + 9]

For k=3 andO =01, we obtaina ,, =0.418, which excellently matches the long-term time-

trace pulsation value.

This natural frequency characterizes the laser-matteraction when the field third-order
term E,, that scales ag?, plays an essential role. A beat note betweeffigteand the third
order field amplitude carries intensity informatianhtwice A thus giving its signature to the
population inversion first componends and d, . Furthermore, closed form expressionsipf

and d,, show, in addition to the usual second-order fiaidplitude g7 (laser intensity)
dependence, an additional term that scales todhethforder field amplitudes® (intensity

square). The emergence of this last term enhaneesaftlinear nature of set (1). However,
the third-order electric field, that contains thestforder laser intensity, seems to play the
leading role, at least inside the parameter spdcpenod-one solutions. These physical
elements explain and justify the expansion-forrthefpopulation inversion in (5c).

As one may notice, the ratio between the transéat the long-term time periods of the
signals is less than three. Further investigatioseal that when the transient solution
approaches the permanent periodic state, thebatiween the transient pseudo-period and the
long-term period is always two, in the regular pdrone pulsing zone.

We insist on the fact that Eq. (9) represents thg lerm eigenpulsation of the system, since
it does not show any dependence on excitation lbuelis exclusively related to the three
interacting-variables decay-rates. Indeed, theesyst response is closely related to the level
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of excitation as demonstrated in Eq. (3) for tlasrent solution. The above procedure also
gives a closed form expression for the long terfsaiion in terms of the excitation parameter
2C. The ratio of the first-order relations (7a) ant)(Yields

(D 2+4A2)(1+A2)—D (1+D —Az)52

A__R__, 4 (10)
kK P E;
1 [0 2+48%)(1+4%)-[0 *@-1%)- 4 AZ}T
That easily transforms into
E? (1+£)(07 +40%)(1+4%) an
4 240 (1+0 -0%)+07(1-2%) - 4 A2
The excitation parameter links to the first ordeapéitude through
2C = 1 (12)

r, {1—T1d [0*a-5%)-4 Az)if}

From a straightforward combination of the aboveatrehs, we readily extract an expression
for the long-term pulsation, showing an additiot@bendence on excitation level

_\/(20—1)/@(2+D)—3(/(+1)j2
P\ 8k +1)-0O(2«+0 +4)

(13)

In short, the third-order relationships has ledhe extraction of an eigenfrequency of the
periodic state, while the first order one has ledhte above relation. Indeed, both relations
(i.,e. Eqs 9 and 13) must be consistent with eachrothrequires one more little step with
little more effort to derive a closed form expressthat gives the excitation-level locus that
corresponds to period-one solutions.
Equalizing (9) with (13) yields

e = Ak +1+ 2|2« + 4xk0 + 31|

Pt 3«0 [8+ 2« + 3] (14)

Let us point out that, in comparison to the indtgbthreshold well-known relation, this last
expression gives the excitation level for the exlaperiod-one solutions in terms of the
system decay ratesand 0 only. As a consequence, it is also considerednastainsic

property of the system’s long term evolution, jastthe instability threshold is an intrinsic
property of the system’s transient development.
accordingly, the first set of valuegd,,,, A,) characterises the development of the transient

signal, while the second seed,, A,) typifies the intrinsic properties of the unstable

permanent state.

A typical representation of the long-term pulsati@ues is given in the lower curve of Fig.
2. We have deliberately chosen to draw the curvigés mespect to the cavity decay rate,
because for a given sealed system, the amplifyiegimm parameter: usually remains

fixed, while one may more easily adjust the cawgcay rate by modifying the mirrors
reflectivity or the length of the unidirectionahg-cavity. The analytical locus for period-one
solutions follows the lower solid-line of Fig. 2hie de closer dots correspond to pulsation
values obtained numerically with Egs (1). One mayae@uite satisfactory match between the
numerical and the analytical results, especiallyhm region of small cavity decay rates. As
the cavity decay rates increases, small deviatioma the analytical curve do occur. These
can easily be understood, since a decay-rate seraiso increases the dephasing processes
between the interacting variables, thus resultmthe necessary inclusion of higher than the
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third order components of this section. As a consage, a better match could be obtained if
the field expansion takes into account the higheobntribution. However, the third order
structure gives a fairly good account to the phg/sicvolved in pulse formation inside the
unstable regime of the Lorenz-Haken equations.

Once, for a given set of control parameter valdles, long-term pulsation is evaluated, it
becomes an easy task to obtain the corresponditgingusolution. The first order field
amplitude is computed from Eq. (11), while thedhorder component is derived to take the
following form

E, =21, T, [ 2(1-38?)-a0 AZ]ET13 (15)

Showing an explicit cubic dependence on the firdebpamplitude as expected from the non-
linear nature of the field-matter interactions. pigs such a cubic dependenag, always
remains lower tharg;, as imposed by the saturating terpn(see Eq. (6e)).

Let us focus on a typical example of pulse strustuwith increasing field-order components.
The long term operating frequency is estimated fiégn(13), while the first and the third
order field components are evaluated from Eqs &bil)(15), respectively.

For k = 3,0 =0.1 and 2C=10, the values of these componentgare5.2 andE ;= 1.73,

while the corresponding long term frequencyis 0.42. Thus, to third order, the analytical
field expansion writes

E(t) = 5.2cos(042t) + 1.73cos@x 042) (16)

This third-order expansion is represented in Fay.@ne may see that the global features of
the numerical counterpart of Fig. 1 are recovernddwever there still remain a few
differences between the analytical and the numlecmanterpart. For example, the pulse peak
values of Fig. 1, = 7.96, are higher than those of Fig. 3a, for Witg= 6.95.
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or E(t)=E cos(4 t)+E cos(34 )
1 It It

10 20 t 30 40 50

2
10 b) E(t)—ngoEznﬂcos((Zml)Altt)

0 1‘0 2‘0 t 3‘0 4‘0 5‘0
3
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It
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= 0
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Fig. 3. Typical example of a hierarchy of analytisalutions with increasing accuracy, obtained)tthard-order, b)
fifth-order, c) seventh-order, and d) eleventh-ordelaser-field amplitude.

In order to obtain a better fit, we extend the ghlttons towards fifth order in field
amplitude; the strong-harmonic expansion technicae indeed be extended to extract the
fifth order component which is obtained in terms tbé first and the third-order field
amplitudes in the form

E, = —2CT, M| f (B)ES + g(A)E2E, + h(A)E/E, + q(8)E,E2 + S(A)EZE2} (17)
Where the weight functions (a), g(2), h(d), q(&), and sa) can be evaluated through

straightforward but time-consuming applicationtod strong harmonic procedure.
For k = 3,0 =0.1 and 2C=10, the fifth-order value & = 0.8, and to fifth order, the

analytical field expansion writes:

E(t) =5.2cos(042t) + 1.73cos@x 042t) + 0.8cosbx 042t) (18)

and is represented in Fig. (3b). As compared tosigeal of Fig.(3a), the time trace of
Fig.(3b) shows thinner and higher peak values, aagring those of the numerical
counterpart of Fig. 1. However, the solution hadargone some distortion that rules out any
improved resemblance. Higher order terms arerstjlired to achieve much better accuracy.
The very lengthy and time consuming calculationgh(\an increased rate of error-occurrence
with increasing order term evaluation) requiredotatain the fifth order terms is of no
encouragement to attempt higher-order-terms detetion any further. Instead, a much more
convenient way to find the amplitudes of high-ortemms consists in a direct evaluation of
the components peak-height from the frequency speat the corresponding numerical
solutions. Such a procedure directly yields thdydital solution, up to the desired order. The
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highest order term is dictated by the importancéhefcorresponding frequency component
emerging from the frequency spectrum. The examplé-ig. 1, shows a spectrum that
contains field components up to thé"itérm. Limiting the expansion to the ninth ordelyon

shows some differences with the exact numericalt®ol, as demonstrated in (Fig. 3c). The
adapted expansion requires taking into accounthallterms, including the eleventh-order.

This demonstrates the importance of each term lsemiructuring.
The final analytical counterpart of the period-geemanent trace of Fig. 1 thus writes

E() = 5" E,p cod(2n+ DY) (19)

n=0

It is represented in Fig. 3d. A one-to-one comperiwith the solution of Fig. 1 demonstrates
an almost perfect match between the two signals.

CONCLUSION

We have revisited the well-known small-sidebandyaigto extend its validity to the whole
control parameter space of the Laser-Lorenz equatlofirst closed form expression was
obtained to describe, with an extraordinary precisthe small oscillation frequencies of the
transient part of the solution which develops frisgninitial stationary state, either stable or
unstable, when subjected to a small perturbatiarthErmore, we have adapted the side-band
procedure to a strong harmonic expansion procetiatehas led us to extract a second closed
form expression adapted to describe the self-pylfiaquencies of the permanent unstable
solutions. Such a closed form expression has ldéd psopose an analytical description of the
hierarchical structuring that characterizes a @psolution in the self-pulsing regime of the
single-mode homogeneously broadened laser operatireg bad-cavity configuration. The
method presented here is fairly general to be egiple to other differential sets of equations
that qualitatively possess the same pulsing saistidn particular, the well-known integro-
differential “Maxwell-Bloch” equations adapted testribe the pulsing behavior of a single-
mode inhomogeneously broadened laser have beeveladandled with the same approach
[6]. However, the involved algebra is much more pboated, and the analytical calculations
do not exhibit simple closed form expressions asdtobtained in this contribution.
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