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Chapitre 1
Introduction

Les équations non linéaires, de tout type, sont beaucoup plus difficiles & résoudre
analytiquement que les équations linéaires. Les deux principaux critéres de satisfaction

d’une méthode analytique sont :
1. La méthode peut toujours donner une approximation analytique de la solution,
de "maniére efficace".
2. La méthode garantit que 'approximation est "suffisamment correcte" pour
toutes les valeurs des paramétres physiques de 1’équation.

Citons, parmi les principales méthodes analytiques de résolutions des EDP et ODE :

1. Les techniques de perturbation
Elles sont tres largement utilisées, surtout en technologie et en sciences appliquées.
Elles sont basées sur des développements en séries entiéres en des (petits ou grands)
parametres de perturbations apparaissant dans 1’équation ou bien dans les condi-
tions initiales ou aux bords. Le point faible des techniques de perturbation est que

la majorité des équations non-linéaires n’ont pas de paramétres de perturbation.
2. La méthode du petit parametre artificiel de Lyapounov [2]
3. La méthode de la §-expansion [2]

4. La méthode de décomposition de Adomian [2]
En général, ces méthodes satisfont bien le premier critére, mais pas le second car elles
n’assurent pas la convergence des séries obtenues.

La méthode d’homotopie de Shijun Liao satisfait aux deux critéres et est particuliére-

ment adaptée aux problémes hautement non-linéaires. Trés succinctement, elle consiste
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a plonger I'équation E dans une famille d’équations (E,), <4<1 OU l'on a E; = E et Ej est
une solution approchée de départ. La solution ® (7,¢q) de I'équation E, est développée
en série entiére en le parameétre ¢; pour ¢ = 1, ® (7, 1) doit étre une solution de E; = E,
c’est a dire de I’équation initiale.

Le plan de ce travail est le suivant :

1. Résumé de la méthode HAM
2. Détails de la méthode HAM

(a) Propriétés de la dérivation homotopique
(b

Les équations de déformation d’ordre supérieur

d

)
)
(c) Exemples
(d) Théoréemes de convergence
)

(e) Expression de la solution

i. Choix de I'approximation initiale

ii. Choix de l'opérateur linéaire auxiliaire

3. Programme Mathematica BVPh2.0 et exemples pratiques

4. Applications de HAM a plusieurs types d’équations



Chapitre 2

Résumé de HAM

La notion d’homotopie est synonyme de "déformation continue"; c’est un concept
purement topologique. Soient f et g deux applications continues entre les espaces topo-
logiques X et Y'; elles sont dites homotopes s’il existe une application continue F' :
X x [0,1] — Y telle que F (2,0) = f(z) et F(z,1) = g(z),Yz € X. On peut
remplacer l'intervalle [0,1] par un intervalle [a,b], a # b, car ils sont tous homéo-
morphes entre eux. On regarde généralement F' comme la famille continue de défor-
mations (f; = F(.,t) : X — YY), , qui démarre en fy = f et aboutit en f; = g.

Soit o

N (u(r))=0 (2.1)

une EDP non-linéaire ou u (7) est la fonction inconnue de la variable 7 et N un opéra-
teur différentiel non-linéaire. La premiére étape de HAM est de construire 1’équation de

déformation d’ordre O :
(1=q) L[®(7,q) —uo ()] = cqH (1) N [®(7,q)] (2.2)

ou g € [0, 1] est le parameétre de déformation appelé parameétre de plongement, ¢ # 0
est un parameétre auxiliaire qui permettra d’avoir un controle sur la convergence des séries,
L est un opérateur linéaire vérifiant L (u) = 0 = u = 0, H (7) est une fonction auxiliaire
qui ne s’annule pas, et enfin, ug (7) est une solution approchée de 'EDP. En pratique,
on a1 = (z,t) o x est une variable d’espace et t le temps. L’auteur de cette méthode
I’a qualifié d’homotopie car, pour le parameétre ¢ variant de 0 & 1, on a toute une famille

d’équations, indexée par ¢, démarrant , pour ¢ = 0, par 'équation L [® (7,0) — ug (7)] =0



ayant pour solution ® (7,0) = wug (7), et aboutissant, pour ¢ = 1, en 1’équation initiale
N [®(7,1)] = 0. HAM utilise le dévelopement de ® (7, q) en série entiére en le parameétre

d’homotopie ¢ :
B (1,q) = o (1) + 3 i (7) " (2.3)
m=1

1 9m®(r,q)

ou Uy, (1) = |22 . Si le choix de L, de ug(7), de ¢ et de la fonction
m!  9q q=0

auxiliaire sont convenables, alors la série (2.3) est convergente en ¢ = 1, donnant u (1) =

ug (1) + Zum (7) qui doit étre une solution de I’équation initiale (2.1).
m=1

Remark 2.0.1 1. En toute rigueur, qualifier cette méthode "d’homotopie” est un abus

de langage car, dans le présent contexte, on ne dit pas ce que signifie "la continuité”
de la famille

(L=q) L[®(7,q) —uo ()] = cqH (1) N [®(7,)]) s (0. -
2. Si l’équation initiale a plusieurs solutions, HAM posséde la propriété de pouvoir les

détecter et donner leur expression analytique [Abbasbandy et al.[5]] .



Chapitre 3

Détails de la méthode HAM

3.1 Propriétés de la dérivation homotopique :

La derivée d’homotopie est utilisé dans le cadre de HAM.

Ici, nous donnons d’abord une définition rigoureuse de la dérivée d’homotopie puis
prouvons certaines de ses propriétés en géneéral. Grace a ces propriétés, il est facile de
déduire les équations de déformation d’ordre supérieur correspondantes de toute équation

de déformation d’ordre zéro donnée .[1]

Notations :
Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :

L un opérateur linéaire auxiliaire qui a la propriété L(0) = 0 et indépendante du
parametre d’homotopie ¢ € [0,1].

N un opérateur non linéaire.

up(z,t) la valeur initiale de I’équation original N (u) = 0.

¢ le parametre de controle de la convergence indépendant de q.

H(xz,t)  une fonction auxiliaire indépendant de q.

r  représente un vecteur de variable spatiale.

t  est la variable indépendante temporelle.



Définition 3.1.1 Soit ¢ une fonction du parameétre d’homotopie q, alors :

1 dmg
m! dgm =0

Dy (0) (3.1)

est appelé la dérivée d’homotopie d’ordre supérieur de ¢ , o m > 0 est un entier, et D,,

est appelé ['opérateur de dérivée d’homotopie d’ordre m.

Théoréme 3.1.1 Pour deux séries d’homotopie de Maclaurin arbitraires

+00 +oo
¢=> wdg" =3 wd",
k=0 k=0
ot ¢ et Y sont analytiques en q € [0;a] , on a :
Dp(d) = upm (3.2)
k B  Jumr st 0< kE<m,
Dold"¢) = Dsl@) = { : ke (33)
Do(¢9) = Y Di(@) Do (1) = Y gt (3.4)
k=0 k=0
= D Du k(@) D)) = Y sy (3.5)
k=0 k=0
Dp(@") = > Di(§)Dini(¢") = Y D () Di(¢") (3.6)
k=0 k=0

oum>0,n>1et0<k<m sont des entiers.

Preuve.

— D’aprés le théoréeme de Taylor (Fitzpatrick, 1996), le coefficient unique u,, de la
série de Maclaurin ¢ = ZZ:O) urg®  par rapport au paramétre d’homotopie q est

donné par :

q=0
ce qui donne (3,2) o Uaide de la définition (3,1) de Dy,(¢).
- Ona:

“+o00 “+o00 “+o00
k. _ k J itk __ m
q°0=q E ujq—E u;q —E Um—kq",
=0 j=0 m=k



ce qui donne & laide de (3,2) :

Dy (¢°0) =tk = D i (¢),  si0<k<m,

et
Dy, (¢"¢) =0 si k> m.

— D’aprés la régle de Leibniz pour les dérivées de produits, on obtient

m! 9% omre
(m — k) dgk dgm—F’

m! 9ok Z
k\(

I &
agm kz; El(m — k)! OgF Ogm—*

ce qui donne selon (3,1) et (3,2) :

1 o™

y

1 am—kw
o0/ | (m —Fk)! 9gm—F

D Dk (0) Dynere (8) = Y sty

De méme : " N
Dy (¢9) =D D (§) Dy (@) = Y 0.
k=0 k=0

— Posons ¢ = ¢" .D’aprés (3,5), on a :

Dy (6"1) = D (6¢") =Y D () D1 (67).

De méme :

Dy (6"') = D (6¢") = Y D (") Dy (9)
k=0

[
+o00o
et Y = Z wiq® sont deux séries d’homotopie de

Théoréme 3.1.2 Si ¢ = Z urq”
—0

Maclaurin , ou ¢ et sont analytiques pour q € [0,1], f et g sont indépendantes du

paramétre d’homotopie q € [0, 1].

Alors :
(3.7)

Din(f¢ +109) = [Dm(9) + gDm(¢) = fum + gwm
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Preuve. Comme lopérateur D,, défini par (3,1) est linéaire, et f et g sont indépen-

dantes de q, on obtient :
Dy (fo+1g) = [ D (¢) + gD (1)
D’aprés (3,2), on a : Dy (¢) =ty et Dy () = wyn, done
Dy (f¢ +19) = [ D (¢) + 9Dm () = ftim + gtim,-
n

Théoréme 3.1.3 Pour deux séries d’homotopie de Maclaurin :

+oo +oo
6= upg" Y=Y wig"
k=0 k=0
ot ¢ et 1p sont analytiques pour tout q € [0, a).
Alors :
Dp[L(¢)] = L[Dn(8)] = L(um), (3.8)
et . .
D[ L($)] = > Do) L[Dn(0)] =Y wmnL(uy) (3.9)
n=0 n=0

ou m > 0 est un entiers.

Preuve.

Puisque L est linéaire et indépendant de q, en utilisant le théoréeme 3,1, on obtient :

L(p)=1L (Z uqu> = ZL(uk) q~.

En utilisant la formule (3,2), on a : Dy, [L(¢)] = L (um) .
D’un autre coté, selon (3,2), on obtient : L[D,, (¢)] = L (uy,) .

Ainsi :



Ensuite, d’aprés le théoréme 1, on a :
DAWL(@)] = % Duven () DalL ()]
= 3 Dun )LD @) = 3wl (u).
|

Théoréme 3.1.4 Soient les séries d’homotopie de Maclaurin :

+00 ‘ +00 '
¢=Zuz'qz wzz:quj
i=0 Jj=0

ot ¢ et 1p sont analytiques pour tout q € [0,al, si ¢ =1 pour tout q € [0, al.
Alors :
Uy, = Wiy et Dy (¢) = Dy (¥)

pour tout entier m > 0 et réel a > 0.

Preuve. Puisque ¢ =1, on a :

+oo

Z (up — wy) g% = 0.

k=0

L’expression ci-dessus est vérifiée Vq € [0, al, ssi :
U = Wy, m 2 0,

ce qui donne, vu (3,2),

Théoréme 3.1.5 Soient [ et g deux fonctions réelles C™, et

400 +oo
¢=> uq et Y= wg
i=0 §=0
deux séries d’homotopie de Maclaurin.
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Si f(¢) = g(v) pour tout q € [0,a] alors :

Preuve.

Posons :

Selon le théoréme 4, on a :

ce qui donne :

Théoréme 3.1.6 Pour une série d’homotopie de Maclaurin arbitraire ¢ =

a

m

Dm(¢2) = Zum—nuna

n=0
m n
Dm(¢3) = Z Um—n Z Up—kUk,
n=0 k=0
m n k
Dm(¢4) = Z Um—n Z Un—k Z Up— Uy,
Dm(¢5) = Z Um—n Z Up—k Z Uk—j Z Uj—iUi,
n=0 k=0 =0 i=0

m T1 T2 To—2
Din(¢°) =Y ey D Urymry D Uy D Ury gy Upy
r1=0 ra=0 r3=0 To—1=0
oum >0 eto>2 sont des entiers positifs.

Preuve.

— Selon (3.2) et (3.4), on a :

Dy () = D (8) D () = Y _ thm iy,
n=0 n=0

13
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— et :

Dn (¢2) == Zunfkuka
k=0

de méme :

n=0 n=0 k=0

— D’aprés (8.11) on a :

n k
Dn (¢3) = Z Up—k Z Up—5Uj ,
k=0 J=0

et selon (3.4) on a :

m m n k
Dy, (¢4) - Z Dy, (¢) D, (¢3) = Z Um—n Up—k Z Ug—Uj -
n=0 n=0 k=0 j=0

— Selon (8.12) on a :

n

k J
D, (¢4) = Z Up— Z Ug—j Z Uj_iUy,
=0 =0

k=0

et selon (3.2) on a :

m m n k J
D, (¢5) = Z Diyn (¢) D, (¢5) = Z Um—n Z Up—k Z Uk—j Z Uj—iUyj
n=0 n=0 k=0 =0 i=0

etc....

Théoréme 3.1.7 Pour toute série d’homotopie de Maclaurin :

+00
¢ = Z quk
k=0

14



on a :

D0(6a¢) = eauo’
Dy(e°?) = aji (1—£) Dy (6) D) = aT:Z_: (1= &)y Dy(e®?).

o m est un entier positif, et a # 0 est indépendant du paramétre d’homotopie q.

Preuve.

D’aprés la définition (3.1) de l'opérateur D,, , on obtient évidemment :
DO (eau) — eozuo7

En outre puisque a est indépendant de q on a :

Oe®¥ ou

au

= Qe

dq g’

Ainsi, selon la régle de Letbniz pour les dérivées de produits, on a :

Lameau o i om—1 aeau@ o a Tnz_l 1 8keau 8m7k:¢
m! dg™ T ml 9gm—1 Oq - m = kl(m—1—k)! 8qgk Oqm—F
m—1 -
_ a Z m—k [ 1 9% 1 9m ke
T m =™ k! Oqgk (m—k)! Ogm—Fk

On pose ¢ = 0 dans ’expression ci-dessus et en utilisant la définition (3.1) et la

propriété (3.2) on obtient :

D (e99) — a’:z — ) D, i (6) Dy ()
= aTZZ::: (1 — %) Uk Dy, (60«15) )

oum > 1.

Théoréme 3.1.8 Pour une série d’homotopie de Maclaurin arbitraire :

+oo
o= Z quk
k=0

15



on obtient les formules de récurrence :

Do(sing) = sin ug
DO(COS gb) = COS U
Dy(sing) = 7:2”( — £ Dy i(6) Di(cos )
-0
= Y (1= )tk Di(cos 0)
0
Dufcosd) = ' (1= ) D()Dilsing)
=0
= % (1 &) vaesl0) Dyfsino)
=i
oum > 1 est un entier.
Preuve.
Selon la définition (3.1), on a :
Dy (sin ¢) = sin ug Dy (cos ¢) = cosuyg,

En utilisant la formule d’Euler et le théoréeme 2, on obtient :

it _ o—it A .
D,, (sin¢) = D,, <T) = 2% [Dm (euﬁ) — Dy, (e—wﬁ)]

e’ 4 e

D, (cos ¢) = D,, <T) = % [Dm (ei‘z’) + D, (e_i‘z’)} )

D’apres le théoréme 7 et le théoréme 2, on a :

m—1

Dm (6i¢) - k=0 (1 B %) Dk (€i¢) Dm*k (Z¢)
_ TZ (1= £) Dy (69) Dy (6),

et de méme :

16
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En remplagant les deux expressions ci-dessus dans (3.15) et (3.16), puis en utilisant le

théoréme 2 et la formule d’Euler, on a :

D,, (sing) = % > (1 — %) D (9) [Dk (€i¢) + Dy, (eiw)}

= mz (1= %) Dyi (¢) Dy, (cos ¢)

= > (1= £) tp Dy (cos ¢)
de méme :

D,, (cos¢) = % ( - %) Dy (9) [Dk (ei¢) — Dy (eim)}
(1= £) Do (6) Di (<57°)
_ =S (1= &) Dy (6) Dy (sin )

= — mz: (1 — %) um,ka (SiIl ¢)

Les résultats (3.6), (3.10) et (3.14) ont été prouvés par Molabahrami et Khani
(2009)[34]. La plupart des autres ont été prouvés par Liao (2009a)[8],[1]. En utilisant ces

théorémes, on peut calculer les dérivées d’homotopie de toute fonction C*° donnée par

+o0o
série d’homotopie de Maclaurin . Par exemple, pour ¢ = > u,q¢® , on a :
k=0

Dy, (3¢ +4e7°?sin @) = 3> up_ju +4 > Dy, (€7°) Dyy (sing),
k=0 k=0

ou Dy (6_5¢) et D,,_i (sin ¢) sont données par le théoréme 7 et le théoreme 8. Mola-
bahrami et Khani (2009)[34] et Liao (2009a)[8], Turkyilmazoglu (2010) ont prouvé

le théoréme suivant :

17



Théoréme 3.1.9 Soit D un opérateur défini par :

. 1 0m

pour toute fonction f € C* ([a,b]), et pour tout série d’homotopie :

“+oo

o= Zuqu
Ona:
Do [f(¢)] = f(9), (3.17)
Dul@] = 3 (1= ) Duoslo)gy (e} .19
et
Dl ()] = { D [F(0)]}] (3.19)
Preuve.

Il est clair que Do [f(¢)] = f(¢).Si m > 0, et par la régle de Leibniz pour les dérivées
de produits, on a :

Dalf 6] = % = i [ %25
m—1 ] m—1—k k[ ¢
= # = k!((rzl—_llzk)! aaqulfk (g—?) % [%f)}
m—l_mi ik ok (320)
- k;() ( mk) [(mil)!gqm*f} {%g_qk [%@ }
m—1 .
= S -5 Do i [22].
De la relation of (6) p
D | LA — 2 (butr o).
ona:
5 m—1 k’ 5 a 5
Dy, [f (#)] = (1 - E) Dy (¢) 9% {Dy[f (9)]}

pour m > 1.Ensuite, selon la définition de D,, on a facilement :

Do [£(8)] = { D [f ()1}],_o -

18



Théoréme 3.1.10 Pour une fonction C*® f(u) et une série de Maclaurin d’homotopie

+o0
¢ = upg®, on a:
k=0

Dolf(#)] = [f(uo), (3.21)
Dulf(9)] = Sy (1= L)y, 22O (3.22)

et
Dulf(9)] = Yite (1= &) um i Di[f/(9)), m =1 (3.23)

Preuve.
On peut vérifier facilement, de la définition (3.1), que la relation (3,27) est vraie.
Pour ¢ =0, 0n a:
Dy (¢) = Dt (6) =t

D’ailleurs si ¢ = 0, nous avons ¢ = ug et donc a%s = a%O.Puis, selon le théoréme 9, on a :

Dulf @)=Y (1 2 ) w2 LE,

ou
k=0 0

Si ¢ = 0 dans (3.20), nous obtenons :

Notons que les théorémes 7 et 8 sont des cas particuliers de (3.23) du théoreme 10. A
l'aide de la formule de récurrence (3.22) du théoreme 10, il est facile d’obtenir les dérivées

homotopiques d’ordre supérieur d’une fonction C'* arbitraire et une série homotopiques
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+oo
de Maclaurin donnée ¢ = >_ upq® . Par exemple si f (¢) = ¢ alors

k=0
Do(¢%) = g,
Di(¢7) = aug ™ uy,
D20 = b (o — 1) g + gy,
D3 (¢%) = gala—1)(a—=2)ug " uf + o (a — 1) ug *uruy + aug ™ us,

ou a # 0 est indépendant du paramétre de d’homotopie gq.

De méme, il donne quand f (¢) = a?, que :

Dy (a¢) = ato,

D () = (In o) a™ouy,

Dy (a?) = L(lna)? a®u? + (Ina) auy,

D3 (a?) = 1(nae)’a"u+ (Ina)® a®ouius + (Ina) aous,

ol a > 0 est indépendant du parametre d’homotopie q.

Ces résultats sont exactement les mémes que ceux donnés par le théoreme 9.

En général, au moyen de la formule de récurrence (3.22) du théoréme 10, nous avons

pour toute fonction C*° donnée f (¢) [1] :

Dylf (6)] = J (o),
Dilf (6)] = 1 (o),

Dy [f(9)] = 3.J" (o) uf + f (uo) us,

D3[f(¢)] = & " (uo) ud + f" (uo) ugug + f' (uo) us,

Dilf(8)] = %S (wo)ut + 3" (uo) wduz + f" (o) (wrs + %5 ) + f' (o) s,

Dans la pratique, au moyen de systéme de calcul formel comme Mathematica et Maple

il est facile d’obtenir D,, [f (¢)] pour m assez grand .

Par exemple, en utilisant les commandes Mathematica suivantes :[1]
GetD[0] := f[ul0]] ;
GetD[m_] := Sum[(1-k/m)*u[m-k]*D[GetD[k],ul0]],{k,0,m-1}] ;

On peut obtenir D,, [f (¢)] pour toute fonction C* donnée f (¢) d’une série d’homotopie
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+o0o
de Maclaurin ¢ = Y uq®. Donc, pour tout fonction C* f (¢) donné, ol ¢ est une série
k=0
d’homotopie de Maclaurin, on peut toujours obtenir sa dérivée d’homotopie d’ordre m :
Dy, [f (¢)] au moyen des théorémes ci-dessus.

En outre, les théorémes suivants peuvent étre démontrés de maniére similaire.[1]

Théoréme 3.1.11 Pour une fonction C* f(u,w) et pour les deux séries de Maclaurin

d’homotopie

+00 400
o= uq" V= wg"
k=0 k=0
on a
Dolf(¢,9)] = f(uo,wo), (3.24)
Dy, - moly kY, DG
o) krio—l( "/l)u * o e (3.25)
20000 (1= ) wmk =500
et

Dulf(¢,9)] = S0y (1= %) tm-iDy [%@}

- (3.26)
P (1 &) w Dy [2LLE0]

pour m > 1.

Théoréme 3.1.12 Pour une fonction C* f(u,u’',u") et la série de Maclaurin d’homo-

topie
+o0
o= Z urg"®
k=0
Avec la définition :
“+oo “+o0
‘?5/:2“2‘1]6 //:Zulquk
k=0 k=0
Ona:
Dy [f (¢,¢,¢")] = f (uo, up, ug) (3.27)
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roan _ _k {Dy[f (9,0 ,0")]}
Dm [f (¢7¢ 7¢ )] - = ( m) Um—Fk - dugp
m—1
k Dy [f(8,¢",¢")]}
+5 (1= &) uf,  HDleg ) (329)
m—1
k v {Dylf (4,90}
+ = ( - E) Uppp—k; - ouy
et )
_ X k 0f(6.0.0'")
Dm [f (¢> ¢/7 ¢//)] - k:Z::O (1 - E) Um_ka |: o¢ ]
m—1
k f(¢,¢",¢")
F0 (1) Dy |26 (3.29)
m—1
k " Af($,9",¢"")
+ = (1 — E) umkak [T}
Pour m > 1.

Notons que les théorémes ci-dessus ne sont pas valable pour les fonctions qui contiennent
explicitement le paramétre d’homotopie, comme f(¢, 1, q).
Dans ce cas, il est plus efficace de développer directement la série de Maclaurin d’homo-

topie puis utiliser le théoréme suivant [1] :

Théoréme 3.1.13 Soit :
+o0o ) +oo ‘
e o
i=0 j=0

sont deux séries de Maclaurin d’homotopie qui sont analytiques pour q € [0;al soit :

la série de Maclaurin d’homotopie de N(¢,v,q),

Alors :
1 dk +oo

Preuve.
La formule (3.30) vient directement de la définition (3.1). A Uaide du théoréme 13, nous

pouvons obtenir la dérivée d’homotopie de tout opérateur non linéaire donné.

(3.30)

q=0
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+oo
Par exemple, soit ¢ = > u,q" une série d’homotopie de Maclaurin. A 'aide de sys-

n=0
téme de calcul formel comme Mathematica, il est facile d’obtenir la série d’homotopie de

Maclaurin de sin (¢¢) /q, i.e :

—Sin(qW) ~ ug+ug + (up — gud) ¢ + (us — udus) ¢3
+ (ua — gugus — suoui + 135ug) ¢* + -
Donc on a :
Dy [sm (ng)} — w. D [sm (qqﬁ)} . Dy [Sln (QCb)} = Uy — 6“3 (3.31)
q q q

et ainsi de suite. Pour plus de détails, on peut voir Liao (2009b)[8]. En utilisant les
théorémes mentionnés ci-dessus, on peut dériver des formules explicites de dérivées d’ho-
motopie de nombreuses fonctions complexes.

Par exemple, 'autre fagon pour obtenir D,, [sin (¢¢) /q] est donnée par le théoréme sui-

vant. A

Théoréme 3.1.14 Pour une série d’homotopie de Maclaurin :

+oo
¢ = Z uquv
k=0

ot ¢ est analytique pour q € [0;a] ,alors :

sin(qp)| .
Dm[ q ]—Dmﬂ[mn(qm, m>0,
Dy [sin(g¢)] = 0,
Doleos(ad)] = 1
Dulsnao] = 'S (1 4) Durroi01Dseosta)

— (1= &) wp_1_k Dy [cos(go)]

D, [cos(qp)] = — :_: (1= %) Dy1-1(¢) Dy [sin(q)]
_ k:: (1= £) 1 D [sin(qe)]
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pour n > 1.
Preuve.
Selon la définition de (3.1), on a :

Dq [sin (g¢)] =sin0 =0, Dy |[cos (¢¢)] = cos0 = 1,

Selon la définition (3.1), on a :

sin (q¢) = ZDk sin (q¢)] q

ce qui donne

Sll’l

ZDk sin (q¢)] q Z Dyyi1 [sin (q9)] ™

de sorte que

D. {Sin (g9)

q]wmmw»

D’apres le théoréme 8,on a :

D,, [sin (¢¢)] = i (1 — %) Dk (q9) Dy [cos (g9)] ,

k=0
ce qui donne d’apres le théoréeme 1 que
n—1
D, [sin(gd)] = > (1) Dyry (8) Difeos (40)

k=0
n—1

= X (1= %) un1-4(9) Di [eos (9)]
pour n > 1, De méme :

n—1

D,, [cos (qo)] Z (1 — —) Up—1-k Dy, [sin (qo)], n>1.
k=0
Ceci termine la preuve. m

En utilisant le théoréme (14), nous obtenons exactement les mémes résultats que
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(3.31). En utilisant Mathematica, il est facile d’obtenir D, [sin (¢¢) /q] ou 0 < n < 4, par

les commandes suivantes [1] :

Dsin[0] = 0;
Dcos[0] =1;
Dsin[n_] := Sum[(1 - k/n)*ul[n-1-k]*Dcos[k],{k,0,n-1}] ;
Dcos[n_] := -Sum[(1 - k/n)*ul[n-1-k]*Dsin[k],{k,0,n-1}] ;

For[k = 0, k<=4, k=k+1, Dsin[k+1] // Print]

3.2 Les équations de déformation d’ordre supérieur :

Dans cette section, nous donnons les équations de déformation d’ordre supérieur pour

les différents types d’équations de déformation d’ordre zéro.[1]

Lemme 3.2.1 Soit : .
¢ = Z umqm
m=0
une série de Maclaurin d’homotopie, ot q € [0,1] est le paramétre d’homotopie, on a :

Do [(1 = q) L (¢ = uo)l = L (tm — Xopthm—1)

ou

0 ss m<1
_ =L 3.32
Xom {1 st m > 1. (3:32)

Preuve. Puisque L est un opérateur linéaire indépendant de q, alors :

(1—q) L(¢—uo) =L(¢—q¢+ quo— uo)
D’aprés le théoréme 3, le théoréme 2 et l’état (3.2) du théoréme 1, on a :

D [(T—q) L (¢ —uo)] = Dy [L (¢ — q¢ + uoq — uo)]
L [Dr (¢ — q¢ + uog — uo)]

LDy (¢) = D (¢9) + uoDin (q)]
= L [ty — U1 + oD (q)]

qui est égal o L (uy,) sim =1, et L (U, — upm_1) sim > 1, respectivement.
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Ainsi selon la définition (3.32) de x,, on obtient :

D [(1 = q) L (¢ = uo)] = L (tm = Xottm—1) -

||
Théoréme 3.2.1 Si .
6= tm(z,t)g"
m=0

est la série d’homotopie de Maclaurin de [’équation de déformation d’ordre zéro
(1= q)L(¢ — uo) = cqH (x,1)N(¢) (3.33)
alors ’équation de déformation d’ordre m correspondante est :
Lium(z,t) — Xpptm—1(z,t)] = cH(x,t) D1 [N (9)] (3.34)

ot Dy, est définie par (3.1) et x,, est définie par (3.32).

Preuve. D’apreé le théoréme 5, on a :
D [(1 = q) L (¢ = uo)] = D [qeH (1) N (9)]
Selon le lemme 1, on obtient :
D [(1 = q) L (¢ = uo)] = L (tm — Xy lim-—1)
Selon le théoréme 2 et (3,3), il détient :
Dy, [qeH (2,8) N (¢)] = cH (2, ) D1 [N (9)]
Ainsi, on a l’équation de déformation d’ordre m :

L (um - Xmum—l) = CH(I> t)Dm—l [N (¢)]

La liberté dont nous disposons sur le choix de I’équation de déformation d’ordre 0

nous permet d’introduire dans sa définition un nombre arbitraire de paramétres constants
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de controle de la convergence cy, c1, Ca, ...

Théoréme 3.2.2 57 la série

+oo

chqk =cy+ 19 + 02q2 + ...
k=0

converge en q = 1, ot cg, c1,... sont des paramétres constants de controle la convergence
+oo
avec cg # 0, et Y cp # 0, et si
k=0

+oo
¢= un(x,t)g"
m=0

est la série d’homotopie de Maclaurin de ’équation de déformation d’ordre zéro

(1 —q)L(¢ — uo) = qH(z,t) (Z quk> N(o) (3.35)

alors I’équation de déformation d’ordre m correspondant est :
Lt (,) = Xpttm—1 (2,1)] = H(2,1) > cx1Dpi [N (6)] (3.36)
k=1

0t Dy, est définie par (3.1) et x,, est définie par (3.32).
Preuve. On pose :
+oo
=g,
k=0

On a d’apres (3.2) :
Do (¢) =0, D (¢) = cp,

Pour k£ > 1, selon la théoréme 5, on a :

D [(1 = q) L (¢ = uo)] = D [H (,8) N (¢)]
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Selon lemme 1 on obtient :

D [(1 = q) L (¢ = uo)] = L (tm = Xottm—1) -

Puis, en utilisant le théoréeme 2 et (3.5) du théoréme 1, on a :

Dy [H (2,) N (6)] = H (2,£) 32 Dy () Dy [N ()]

Ainsi, ’équation de déformation d’ordre supérieur correspondant est :

L (um - Xmum—l) =H (Iv t) Z Ch—1Dm—i [N (¢)] :

L’équation de déformation d’ordre zéro (3.33) est un cas particulier de I’équation de
déformation d’ordre zéro (3,35) pour le cas ou ¢, = 0 avec k > 1.
De plus, les parameétres de controle de convergence cg, ¢, ¢5... peuvent étre généralisés en
des parameétres non-constants, et ainsi, en combinant la fonction auxiliaire H(z,t) avec
le parameétre de controle de convergence ¢, mnous avons une équation de déformation

d’ordre zéro plus générale .

Théoréme 3.2.3 57 la série

+o00
Z ﬁk (.73, t)qk
k=0

converge pour q = 1, vers une fonction non nulle, ot B, (x,t), B, (x,t),..., sont appelées

fonctions de contréle de convergence et de plus, si

est la série d’homotopie de Maclaurin de ’équation de déformation d’ordre zéro,

(I —q)L(¢ —uo) =q (Z Bi(, t)Q'“) N(¢) (3.37)
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alors l’équation de déformation d’ordre m correspondant est :
+oo
Llup(z,t) = Xpptm-1(z, )] = Zﬁk—l(za t)D—i, [N (9)] (3.38)
k=0

0t Dy, est définie par (3.1) et x,, est définie par (3.32).

Preuve.

On pose
—+00
TP = Zﬁk (.73, t) qurlv
k=0

et d’apres (3,2) on a :
Dy (?ﬂ) =0, Dy (¢) = ﬁk—l (xvt)

pour k£ > 1, et d’apres le théoréme 5 on a :

Dy, [(1 = q) L (¢ — uo)] = Dy [YN (9)] .

Selon lemme 1 on a :

Ensuite, en utilisant le théoréme 2 et (3.5) du théoréme 1, nous avons :

D, [YN (¢)] = Dy () Dy [N ()]
Dy () Dy [N ()]

= 22 By1 (@,8) Doy [N (9)]

k=0

Ainsi, ’équation de déformation d’ordre supérieur correspondante est :

L [ty (2, ) = Xt (2,0)] = D Bry (2,) D [N ()]
k=1

Notez que I’équation de déformation d’ordre zéro (3,35) est un cas particulier de

I'équation de déformation d’ordre zéro (3,37) en cas de 5, (z,t) = ¢, H (z,t) pour k > 0,
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Donc le concept de fonction de controle de la convergence est plus général : il contient non
seulement les paramétres de controle de la convergence constante mais aussi la fonction
auxiliaire H(x,t) .

Ceci indique 'essence (le role) de la fonction auxiliaire H (z,t).

Définition 3.2.1 Une fonction f analytique du paramétre d’homotopie q € [0,1] est

appellée une fonction de déformation, si f =0 quand ¢ =0, f =1 lorsque q=1, et

+oo
f= Z aqu
k=0

sa série de Maclaurin

converge absolument pour q = 1,

ol «ay, peut étre une constante ou une fonction des variable spatio-temporelle indépen-

dante.

Lemme 3.2.2 Soit : .
6= tm(z,t)g"
m=0

une série de Maclaurin d’homotopie, ot q € [0, 1] est le paramétre d’homotopie.

Si a(q) est une fonction de déformation, c’est a dire a(0) = 0, (1) =1 et sa série de

a(q) = Z arg”

existe et converge absolument pour ¢ = 1, avec «y, est constante, alors :

Maclaurin est :

Dy, {[1 - a(Q)] L (¢ - UO)} =L (um - - anumn)

n=1

Preuve. On pose :

+oo “+oo
d=g—u=> ug", V=alg)=> ad"
k=1 k=1
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Selon (3.2) du théoréme 1, on a :
Dy(®)=Dg(¥)=0, D,(¥)=wu,, D,V)=«q, n>1

Ensuite, en utilisant les théorémes 1- 3, on obtient :

D {1 = (@] L (¢ —uo)} = Dm[(1—V)L(®)] = Dy, [L(®) - VL (P)]

Théoréme 3.2.4 Soit a(q) une fonction de déformation, i.e. a(0) =0, a(l) =1 et sa

a(q) = Z arg”

k=1

série de Maclaurin

eziste et converge absolument si ¢ = 1 ot k est constante, si la série :

+o00
Z ﬁk (.73, t)qk
k=0

converge pour ¢ = 1 & une fonction non nulle, ot By(x,t),5,(z,t),..., sont appelées des

fonctions de controle de la convergence, si

+oo
¢= un(x,t)"
m=0
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est la série d’homotopie de Maclaurin de ’équation de déformation d’ordre zéro,

[1 = a(q)]L(¢ — uo) = ¢ (Z Pz, lt)(J'“) N (o) (3.39)

Alors I’équation de déformation d’ordre m correspondant est :

Ly, (x,t) Zanum n(z,1)] Zﬁk (2, 8) Dy [N (¢)] (3.40)

ot Dy, est définie par (3.1) .
Preuve. On pose :
+o0o
w = Z quk+17
q=0

d’apres (3.2), on a :
Dy (?ﬂ) =0, Dy (¢) = Br—1 (xvt)

pour k£ > 1, selon le théoréme 5, nous avons :

D {[1 = a(q)] L (¢ — uo)} = D [N ()]

D’aprés le lemme 2, on a :

Dy {1 = (@) L(6—u)} = L <m - Zanum_n> .

Ensuite, en utilisant les théorémes 1, 2 on obtient :

Dy, [N (¢)] = é Dy, (¥) Dp—i, [N (9)]
— é Dy (¢) Dy [N ()]
— g:l Br_1(x,t) Dim—i [N (¢)]
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Donc I’équation de déformation d’ordre supérieur correspondante est :

U, (x,1) — Zanumn:ﬁt Zﬁklxt &[N (9)].

L’équation de déformation d’ordre zéro (3.37) et 1'équation de déformation d’ordre
supérieur correspondante (3.38) sont des cas particuliers de (3.39) et (3.40), pour le cas

oua; =1,et ap =0 et k> 2, respectivement.

Définition 3.2.2 Un opérateur A(p,x,t,q) est appelée opérateur de déformation , si
Alp,z,t,0) =0 enq=0et q=1, A(p,x,t,q), ot q € [0,1] est le paramétre d’homoto-

“+o0

pie, et ot ¢ = > upq® est une série de Maclaurin d’homotopie.
k=0
Théoréme 3.2.5 Soit a(q) représente une fonction de déformation, i.e. a(0) = 0,

a(l) =1 et sa série de Maclaurin

a(q) = Z arg”

k=1
existe et converge si ¢ = 1, ot «ay, est constante. Soit A un opérateur de déformation i.e.
A((p, z,t, 0) = A(‘P> x,t, 1) =0,

Si la série
—+o0
Z Bk(x> t)qk
k=0

converge pour q = 1 vers une fonction non nulle, ou By(xz,t), 5,(x,t), By(x,t),...sont des

fonctions appelées les fonctions de controle de la convergence, et si

+oo
¢ = Z um(xa t)q
m=0
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est la série d’homotopie de Maclaurin de ’équation de déformation d’ordre zéro :

[1—a(q)]L(¢ —uo) = q (Z Bi(z, t)Q'“) N(¢) + Ap,z,t,q) (3.41)

alors I’équation de déformation d’ordre m correspondante est :

Lty (x,t) Zanum 1(z,1)] Zﬁk (2, ) Dy [N (9)] + DA, x,t,q)  (3.42)

ot Dy, est définie par (3.1) .

Preuve. On pose

+oo
Y = Zﬁk (z, 1) ¢"*,
k=0

d’aprés (3.2), on a :
Dy (w)zov Dy (w):ﬁk—l (xvt)

pour k > 1, selon le théoréme 5, on a :
Selon le lemme 2, on obtient :
m—1
n=1
Ensuite, en utilisant les théoréme 1,2 , on a :

Dy [UN (¢) + A(9,,t,q)] = km; Dy (4) Din- [N (9)] + Din [A (6, 2,1, 0)]
_ é Dy, () Dyoi, [N (6)] + Dy [A (6, 7,1, )]

Donc, l’équation de déformation d’ordre supérieur correspondant est :

L <m By am> = 3 Bua (20 Dt IV (0)] + D [A (60 .0
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Notez que I’équation de déformation d’ordre zéro (3.39) et son équation de déforma-

tion d’ordre supérieur (3.40) sont des cas particuliers de (3.41) et (3.42) en cas de

A(¢?$?t’Q) :0

Bien que (3.41) et (3.42) soient générales, une équation de déformation d’ordre zéro plus

générale encore peut étre donnée par le théoréme suivant.

Lemme 3.2.3 Soit

la série de Maclaurin d’homotopie, si a(x,t,q) est la fonction de déformation, i.e a(x,t,0) =

0, az,t,1) =1 et sa série de Maclaurin

xtq Zakxt

existe et converge pour q =1 .
Alors :

Dy {1 — a(z,t,q)] L(¢ — up)} = L(uy,) Z (2, ) LU —p).

Théoréme 3.2.6 Soit a(x,t, q) une fonction de deformatzon, i.e. a(x,t,0) =0 et a(z,t,1) =

1, et sa série de Maclaurin

alz,t,q) = Zakxt

existe et converge pour ¢ = 1, ot ay(x,t) est dépendant de x et t ,soit B un operateur

dépend de ¢, .t et le paramétre d’homotopie q € [0,1] qui vérifie :

B(¢ax>ta0) = 0>
B(¢,x,t,1) = ~(z,t)N(9)

ot y(x,t) #0 ,si
+oo
6= um(z,t)g
m=0
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est la série d’homotopie de Maclaurin de ’équation de déformation d’ordre zéro,

[ —alz,t,q)]L(¢ —uo) = B(¢,z,t,q) (3.43)

Alors ’équation de déformation d’ordre m correspondante est :

m—1

Luy,(x,t)] — Z (2, ) L[ty—n(x,t)] = Dy, [B (6, 2,1, q)] (3.44)

n=1

ot D,, est définie par (3.1) .

Preuve. Selon le théoréme 5, on a :

DAL — a(z,t,q)] L (¢ — uo)} = Dm [B (9, 2,1, q)]

D’apreés lemme 3 on a :

m—1

Dy AL = a (@, t,q)] L (¢ = uo)} = L (um) = Y () L (tynn)

n=1
Ainsi, ’équation de déformation d’ordre m correspondant est :

m—1

L [ (2, t)] = Y an (,8) L[t (2,1)] = Dy [B (¢, 2,t,9)]

n=1

Les équations de déformation d’ordre zéro (3.33), (3.35), (3.37), (3.39), (3.41) et (3.43)
sont de plus et plus générales comme les équations de déformation d’ordre supérieur cor-
respondant aux (3.34), (3.36), (3.38), (3.40), (3.42) et (3.44).

Parce que nous avons trés grande liberté pour construire ’équation de déformation
d’ordre zéro dans la définition générale.

Les équations de déformation d’ordre supérieur ont des propriétés communes :

1. Les équations de déformation d’ordre supérieur sont toujours linéaires par rapport

a 'inconnu u,,,

2. Les conditions sur le coté gauche de I’équation de déformation d’ordre supérieur
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sont assez similaires i.e.

ou

ou ay, est constante, ou :

m—1 +oo
L(Um) - Zam—k (l’,t)L(Uk) Si Oé(.T,t,Q) :Zak (.T,t) qk>
k=1 k=1

ou oy, (x,t) est dépendant du z et ¢. Tous sont complétement déterminés par I'opé-

rateur auxiliaire linéaire L et la fonction de déformation «.

Notez que nous avons une grande liberté de choisir I'opérateur auxiliaire linéaire L

et la fonction de déformation « (¢q) ou a(x,t,q) .

. Pour I’équation de déformation d’ordre m : ug, u; ug, ..., up—1 sont connus et donc
le terme droite de ’équation de déformation d’ordre supérieur est considéré comme
connu .

Dong, il est souvent pratique de résoudre successivement 1’équation de déformation
d’ordre supérieur linéaire en particulier a I’aide de systéme de calcul formel comme
Maple et Mathématica .

. Etant donné le type d’une équation de déformation d’ordre zéro, alors I’équation
de déformation d’ordre supérieur correspondante est obtenue directement a 1’aide
des théorémes prouvés ci-dessus.

Généralement, il est nécessaire de calculer la dérivée d’homotopie D,, [N (¢)] Comme
on I’a dans [1] pour toute fonction C* donnée f (¢) ou ¢ est une série de Maclau-
rin d’homotopie, nous pouvons toujours obtenir sa dérivée d’homotopie d’ordre m :
Dy, [f (¢)] & l’aide des théorémes prouvée dans la section précédente notamment
par la formule de récurrence (3.22). De méme pour toute équation non linéaire don-
née N (u) = 0, nous pouvons toujours obtenir le terme D,, [N (¢)] peu importe la
complexité de 'opérateur non linéaire N. Cela indique I'importance de 'opérateur

d’homotopie de dérivée D,, défini par (3.1), et révele la raison pour laquelle les
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théorémes sur D,, sont prouvés dans la section précédente.

Notez que, comme montré dans [1] en utilisant la trés grande liberté de construction
I’homotopie d'une équation nous pouvons exprimer un parametre physique inconnu
comme une série de Maclaurin d’homotopie dans I’équation de déformation d’ordre
Z€10.

Donc tous les théorémes ci-dessus sont valables quand nous remplagons Dy, [N (¢)]

par Dy [N (¢,9,q)] ou ¢ € [0,1] est le parameétre d’homotopie et

+00
Q= Zwqu
k=0

est une série de Maclaurin d’homotopie d’un parameétre physique w.
En outre, nous pouvons traiter des conditions initiales ou aux limites d’une équation

non linéaire d’'une maniére similaire a celle mentionnée ci-dessus.

3.3 Exemples :

Ici, nous utilisons quelques exemples simples pour montrer comment appliquer les
théorémes ci-dessus pour déduire les équations de déformation d’ordre supérieur de pro-

blémes non linéaires.

Example 3.3.1 Considérons un probléme de transfert de chaleur non linéaire
(Abbasbandy, 2006)[5]

u+ (14 eu)u’ =0, u(0) =1

Posons L(u) =u' +u , et

Nigt,q)] =(1+ed)¢' +¢

ot : .
6= u(t)q"
k=0

est une série de Maclaurin d’homotopie, on construit I’équation de déformation d’ordre
z€ro

(1 —q|L[o(t, q) — uo(t)] = cqN [o(t, q)]
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Soumis & la condition initiale :

¢(0,q) =1

uo(t) est la valeur initiale vérifiée la condition initiale u(0) = 1.D’aprés le théoréme 3.2.1.

Alors I’équation de déformation d’ordre m correspondant est :

Lt (z,t) = Xptm—1(2,t)] = cDp1 {N[o(t, q)]}
Soumis & la condition initiale :
um(0) =0

D’apres les théorémes 1,2 et 3, on a :

Dm—l {N [¢(ta Q)]} = Dm—l (¢/) + Dm—1(¢) + 5Dm—1(¢¢/)

m—1
/ /
= U1 + Um—1 T € § Uy —1—k Uy,
k=0

La solution exprimée par la série d’homotopie :

ult) = ui(t),

est convergente pour tout paramétre physique 0 < € < 400 si l’'on choisit le paramétre de
controle de la convergence ¢ = —(1+4¢)~1. Pour plus de détails, voir(Abbasbandy, 2006)[5]

Example 3.3.2 Considérons une équation d’oscillation non linéaire (Liao and
Tan, 2007)
u"(t) + Mu(t) +eu(t) =0
u(0) =1, /(0) =0,
ou A et € sont des paramétres physiques.
Soit w désignant la fréquence inconnue de la solution périodique. Posons T = wt, l’équation

ci-dessus devient :

ot v = w? est un paramétre ( physique) inconnu. Posons :
N[¢(7,9),T(q)] = T(0)¢" (7, 9) + (7, q) + 26°(7, q)
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et

+oo +oo
o(r,q) = > ur(t)q" L(q) =Y nd",

k=0 k=0

sont des séries d’homotopie de Maclaurin, et prenons l’operateur auxiliaire lineaire comme
L(u) = u" + u,
On construit l’équation de déformation d’ordre zéro :
(1 - Q)L [¢(T7 Q) - u0<T)] = CQN [¢(7—7 Q)u F(Q)] qc [07 ]-]7
soumis & la condition initiale :
¢(0,9)=1  ¢'(0,q9) =0,

ot ug(t) est la valeur initiale satisfaisant aux conditions initiales.Selon le théoréme 15,

I’équation de déformation d’ordre m correspondant est :

Ltm(7) = XmUm-1(7)] = ¢Dp1 {N[&(7,q), T'(q)]}

Soumis aux conditions initiales :

D’aprés les théoremes 1, 3 et 6, on a :

Dy 1 AN [6(7,9), T(q)]} = Dy 1(T¢") 4+ ADpy1(4) + €Dy 1 (¢7)
m—1 m—1 k
= Z Vin—1—kUp, T A1 + € Z Um—1—k Z Ug—;iUsg,
k=0 k=0 i=0

La série d’homotopie de la solution correspondante est donnée par :

) = 3 (et . (z%) |

sont convergentes si le paramétre de controle de la convergence c est choisi correctement.
Par exemple, lorsque N = 0, les série de solutions d’homotopie sont convergentes pour
tout parameétre physique 0 < & < +oo, en utilisant ¢ = —(1 + &)~L. Pour plus de détails
voir chapitre 2 de [1].
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Example 3.3.3 Considérons une équation différentielle non linéaire avec des

coefficients de variables

A(z)u"(z) + A'(x)u/(z) + ysinu(z) = 0,
' (0) = 0,u'(w) = 0,u(0) = a,

ot A(x) est une fonction donnée,y est une valeur propre inconnue, a est un constant
donné.
Posons ug (x) = acosx , L(u) =u" +u et :

sin(q¢)

N(¢,T,q) = A(x)¢" (x,q) + A'(x)¢' (2, q) + T(q) .

on construit ’équation de déformation d’ordre zéro :

(1 —=q)L[¢ —uo] = cqgN(¢,T,q) q €[0,1],
¢'(0,9) =0, ¢'(m,q) =0, ¢(0,q) =a,

Selon le théoréeme 3.2.1, l’équation de déformation d’ordre m correspondante est :

L[um(T) — XmUm-—1 (7—)] =Dy {N(¢> Fa Q)}

Soumis aux conditions initiales :

D’apres les théoremes 1, 2 et 3, on a :

Dy sN(O.T,0)] = Dyucs [A@)0" (2, )] + Dopor [A@)6 (2,0)] + Dy [1a) 22

=A@ @) T A@ @) + 3 YDy )]

ou le terme Dylsin(qp)/q] est donné par (3.31), qui est obtenu par le théoréme 13. Pour
plus de détails voir Liao (2009b)[8].
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3.4 Théorémes de convergence :

Dans le chapitre 2 de [1], deux théorémes sur la convergence de la série d’homotopie
d’une équation d’oscillation non linéaire sont donnés.
Qualitativement parlant, ces théorémes ont significations générales.

Ici, deux théorémes similaires sont prouvés en générale.

Théoréme 3.4.1 Soit vy est un paramétre physique inconnu. Soit a(x,t,q) une fonc-

tion de déformation, i.e. «(x,t,0) =0 et a(x,t,1) = 1, et supposons que la série de

Maclaurin :
az,t,q) Zak x,t)q
“+oo
converge absolument pour q = 1, telle que Y ay(x,t) =1, soit :
k=1

+o00o
Z Bk(xu t)qurl
k=0

une série qui est absolument convergente si ¢ = 1 & une fonction non nulle f(x,t), i.e

ot Bo(x,t), B1(x,t),...dites des fonctions de contréle de la convergence.

Soit :
—+o0
I'= Z%qu
k=0

une série de Maclaurin d’homotopie d’un paramétre physique inconnu v, et

+o00
¢ =Y (. t)g"
k=0

est la série d’homotopie de Maclaurin de ’équation de déformation d’ordre zéro :

[1 - Of(:lf, t, Q)] - UO [Z 6k Z, t k+1] N(¢a F) VS [0> 1] (345)
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ol U, est régie par ’équation de déformation d’ordre m correspondante :

L [t (2, )] — Z_an(x,t)L[um 1(z,1)] Zﬁk (@, )8 (0, 1) (3.46)

avec la définition :

5k($,t) = Dy, [N (¢7 P)]

et la définition (3.1) de Dy. Si les séries d’homotopie :

+oo +oo
t):ZUk(JJ,t), VIZVM
k=0 k=0

+oo
convergent, et d’ailleurs Y L [u(z,t)] aussi converge.
k=0
Alors :
+oo +oo
> du(z,t) = D[N (¢,T)] =0 (3.47)
k=0 k=0
Preuve. Selon (3.43), on a :
+o00 +o0o0 m
Z{ [t (z,1)] Zan:ﬂt umnxt} ZZBklxtmk(zt)
m=1 m=1 k=1
+o00
Puisque Z ag (x,t) est absolument convergente et > L[uy, (z,t)] est convergente, a
m=0

l’aide de theoreme de Cauchy de produit on a :

;z: {L fun (2,1)] — :: o (2,1) L [t (x, t)]}

— T:i:j[,[um (z,1)] —::mizzl an (2, 8) L [tm—n (2,1)]
_ ;z: L [, (2,1)] — :g o (2,1) L [ug, (, 1)

— ;Z:L[um(x,t)]— E:an( t) {EL[uk(m t)]}
- [1—204“(:8,75] {T:ZjL[Uk(%t)]},



400
ce qui donne a cause de Y a, (x,t) =1 :
n=1

{L [t (z,1)] — z_: ap (2, 1) L [tm—n (z,1)] }

m=1 n=1
+o00

De méme, on a aussi Y Bi_; (x,t) est absolument convergente d’aprés le théoréme de
k=1

Cauchy de produit, on obtient :

+oo m
> 3 Bt (506 (@1
+00 400

= E : E : ﬁk—l ('Iat) (smfk: ('Ivt)
k=1 m=k
+00 +00

= E: E: 6k_1($,t)5n($,t)

k=1n=0

- Lji@“ (m,t)} Eién (m,t)}
- L:ziﬁm (a:,t)} {gén (:B,t)}-

d’otl : . .
[Z B (z, t)] [Z O (, t)] =0,
k=1 n=0
> B (@) 0= 0, (2,t) =0
1.€. .
> [DuN (¢,1)] = 0.
_ =

Théoréme 3.4.2 Soient p(z,t,q) et I'(q) représentent la solution de l’équation de dé-

formation d’ordre zéro (3.42), dont les séries d’homotopie de Maclaurin :

+00 +oo
6= um(z,t)g", =D V"™
m=0 k=0
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Supposons que les séries d’homotopie :
+oo +oo
U(Iat) = Zum(m>t) Y= Z'yma
m=0 m=0

+00
convergent, et d’ailleurs Y, L [um(x,t)] aussi converge, de sorte que le théoréme 21 a

m=0
vérifié. Si N(¢,T') est analytique pour q € [0, 1].

Alors :
+oo +oo
D um(wt) et Y
m=0 m=0

vérifient ’équation N (u,~y) = 0.

Preuve. Depuis les deux séries d’homotopie :

400 +oo
u(z,t) = Z U (x, 1) v = Z Yoms
m=0 m=0

+oo
convergent, et > L [uy, (x,t)] aussi converge d’aprés le théoréme 21 on a
m=0

+o0 400
> on(@,t) =Y Du[N(6,T)] =0.

On remarque que
Do [N (¢,T)] = N (uo, 7o)

est le résidu de [’équation originale régissant pour les approximations initiales ug et o,
donc N (¢,T') peut étre considéré comme le résidu de l’équation gouverner pour q € [0, 1]

Selon le théoréeme 10 sa série de Maclaurin d’homotopie est :

+o0
N(¢,T)=> 6 (x,t)q"
k=0

il en resulte :

+o0 +o00 +o0
¥ (S ) - S
m=0 n=0 k=0
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+o00
Pour g =1 et on utilisant > 6, (x,t) = 0 on obtient :
n=0

+oo +oo +oo
N (Zum,nyn) = 25k (x,t) =0.
m=0 n=0 k=0

donc, les deux séries d’homotopie convergentes satisfont ’équation d’origine. ™

3.5 Expression de la solution :

Pour une équation non linéaire donnée, la clé de la HAM est de construire une bonne
équation de déformation d’ordre zéro par le choix d’une approximation (valeur) initiale
appropriée ug, et un opérateur linéaire auxiliaire approprié L.

Comme indiqué ci-dessus, nous avons extrémement large de liberté pour choisir I’approxi-
mation initiale ug, et 'opérateur auxiliaire linéaire L : ce type de liberté fantastique qui
difféerée HAM a d’autres techniques analytiques.

Cependant, toute chose ayant deux faces, la liberté trés grande de construction de ’équa-
tion de déformation d’ordre zéro est donc difficile d’appliquation lors de I’apprentissage
de HAM.

Ainsi, pour des applications multiples de la HAM en science et ingénierie, nous avons
besoin de régles pour le choix de 'approximation initiale uq et 'opérateur linéaire auxi-
liaire L. Il est bien connu que le point de départ de techniques de perturbation est les
parameétres physiques petit ou grand i.e. quantité de perturbation.

Cependant, HAM est indépendante des grands ou petits parameétres physiques (c’est 'un
des avantages de HAM). Donc, nous avons besoin d’'un nouveau mais différent point de
départ de la HAM.

En essence, pour approximer analytiquement la fonction f(¢) dans un domaine 2 est

d’exprimer par un ensemble complet des fonctions de base, par exemple :

F(t) = arer(t),

ol eg(t) désigne la fonction de base et aj est un coefficient, le choix de fonctions de
base appropriée est déterminé non seulement par la propriété de f(¢), mais aussi par le

domaine.
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Par exemple, si f(t) est périodique, alors les fonctions de base e (t) sont périodiques .
Par ailleurs, selon le théoréeme de Weierstrass, pour toute f(¢) donnée en Cla, b] donnée

et pour tout € > 0, il existe un polynéme P, pour un certain n suffisamment grand tel

que || f(£) = Pu(t) [[< e
Par conséquent, pour une fonction u(z,t) donnée, le point clé est de trouver un ensemble

approprié de fonctions de base ey (x,t) pour s’adapter, c’est a dire

+o00
u(z,t) ~ Z ager(z,t)
k=1

ou ex(z,t) représente la fonction de base.

Définition 3.5.1 Soit ex(z,t) la fonction de base, u(z,t) est la solution de l’équation
non linéaire N(u) = 0.
Alors :

u(x,t) = ager(z, 1) (3.48)

est appelé expression de la solution de u(x,t), si

m—00

+oo

lim || u(z,t) =Y axex(x,t) [0 (3.49)
k=1

Notez que cette fonction peut étre exprimée par des fonctions de base différentes.

Par exemple, une fonction continue arbitraire f(¢) € C[1,1] a une meilleure approxima-

tion en série de Chebyshev, i.e. :

f(t) = Z bnTn(t)

ou T,,(t) est un polynéme de Tchebychev de degré n, défini par la relation (Mason et
Handscomb, 2003) :
T, (t) = cos(nd)
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avec la formule de récurrence :

To(t) — 1, Tl(t) — t,
Tn(t) = QtTn_l(t) - Tn—2> n = 2, 3, 4,

En outre, I'expression de solution de f € Cf[a,b] peut étre un polynome, d’aprés le
théoréme de Weierstrass, ou une série de Fourier (Mason et Handscomb, 2003).
En fait, la recherche de I'expression de la solution d’une équation donnée N(u) = 0 est
I’objectif de la résolution de I’équation.
Autrement dit, il est le point final pour nous. Toutefois, ce genre de point final est utilisé
comme point de départ de HAM.
Etant donné une équation différentielle non linéaire N(u) = 0; on doit d’abord poser
une question importante : quels types de fonctions de base peuvent étre utilisés pour
approximer la solution inconnue u?

Pour certains types d’équations, comme les équations avec des solutions continues
définies dans un domaine fini, il est facile de répondre & cette question.
Cependant, la réponse a cette question n’est pas toujours évidente, surtout pour les
nouveaux types d’équations dont les motifs de retour physique ne sont pas trés claires.
Dans ce cas, il est utile d’avoir certaines propriétés asymptotiques des solutions, le plus
sera le mieux.
Ces propriétés asymptotiques nous fournissent souvent des informations précieuses sur
I’expression de la solution d’'une équation non linéaire.

Quelques régles sont données ici pour le choix de I'expression de la solution d’une

équation donnée N(u) = 0.

1. Equations définies dans un domaine fini :
— Les polyndomes et les séries de Fourier peuvent étre toujours utilisés comme
I’expression de la solution,
— la série de Tchebyshev donne la meilleure approximation des solutions continues
arbitraires de N(u) = 0.

2. Equations définies dans un domaine infini :

— Les fonctions de base périodiques doivent étre utilisées, si la solution est pério-
dique,
— Les fonctions de base non périodiques doivent étre utilisées, si la solution n’est

pas
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périodique,
— L’expression de la solution vérifie aussi des propriétés asymptotiques de solution

que possible, si la solution n’est pas périodique.

On notera que les régles ci-dessus ne sont pas absolues, en particulier en cas ou la
solution est inconnue non périodique et définie dans un domaine infini.
Heureusement, comme mentionné précédemment, on peut exprimer la solution unique de
I’équation N(u) = 0 par différents types de fonctions de base.
Donc, méme si on a un peu d’informations sur ’expression de la solution d’une équation
donnée N(u) = 0, on peut toujours deviner certaines formes de son expression de la
solution, puis vérifier si ces suppositions sont correctes ou non.
Le concept d’expressions de la solution des équations non linéaires est facile & com-
prendre pour les mathématiciens appliqués qui ont une connaissance physique riche. Par
exemple, il est bien connu que les oscillations d’un systeme dynamique conservateur sont
pour la plupart périodiques, bien que sa période et I'amplitude des oscillations ne sont
pas connues.
En outre, il est bien connu que les flux laminaires visqueux une connaissance varient
énormément a proximité d'une frontiére solide (c’est a dire le débit de la couche limite)
mais ont tendance & ’écoulement uniforme de facon exponentielle & 'infini.
Ainsi, les expressions de la solution des équations différentielles non linéaires lié aux flux
laminaires visqueux en mécanique des fluides contiennent les fonctions exponentielles qui
exponentielle tendent vers zéro & I'infini.
En outre, toutes les vagues de déplacement périodiques peuvent étre exprimé par des

fonctions de base périodiques.

Toutes ces connaissances physiques, si possible, sont plutot utilisées pour le choix de
I’expression de la solution d’'une équation non linéaire donnée.
Le concept de I'expression de la solution mentionnée ci-dessus est important dans le cadre
de HAM, car il est le point de démarrage pour que nous choisissons ’approximation

initiale et 'opérateur auxiliaire linéaire L.

3.5.1 Choix de ’approximation initiale :

Supposons qu’une expression de la solution (3.45) est choisie pour une équation donnée
N(u) =0.
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Notre objectif est de trouver une approximation initiale ug correcte et un bon opérateur
auxiliaire linéaire L tel que la série d’homotopie correspondant convergent.

De toute évidence, 'approximation initiale ug doit obéir & ’expression de la solution
(3.45). Puisque nous avons la liberté de choisir 'approximation initiale, on pourrait choisir
de ce type de 'approximation initial :

no

uo(z,t) =) ager(z,y), (3.50)
k=1

ou ex(x,t) est la fonction de base, a; des constantes inconnue, et ng est égal ou supérieur
au nombre de conditions initiales / aux limites linéaires désignés par k.

Puis, I'application de 'approximation initiale ci-dessus pour satisfaire les conditions li-
mite/initiale linéaire, nous avons ny — x coefficients inconnus laissés.

Ainsi, lorsque ng = k , alors tous les coefficients de ’approximation initiale sont connus
de sorte qu’il est complétement déterminé.

Toutefois, lorsque ny = ng — k > 0, nous avons n; coefficients inconnus, notés par
b1, ba, ..., by, , pour obtenir une approximation initiale optimale, nous définissons le carré

résiduel de I'équation qui régit par :
Eo(by, b, ..., bn,) = / [N (ug))” d2 (3.51)
Q

Il est bien connu que le minimum du carré résiduel Fy(by, ba, ..., b,,) est déterminé par

un ensemble d’équations algébriques non linéaires

aa—i) =0, 1<k<ny,

dont la solution donne les valeurs optimales b7, 05, ..., des coefficients inconnus.
De cette facon, on obtient une approximation optimale uyg.
Evidemment, le nombre plus grand est n; , c’est-a-dire il ya des coefficients (en plus)
inconnus, ’approximation initiale optimale est meilleure, mais il a besoin de plus de temps
CPU pour résoudre ’ensemble des équations algébriques non linéaires plus compliquées.

En cas de n; trés grand , ’ensemble des équations algébriques non linéaires deviennent
difficiles & résoudre, et il devient la méthode des moindres carrés.
Ainsi, un équilibre est nécessaire.

Dans la pratique, il est souvent suggéré d’avoir un coefficient inconnu dans ’approxima-
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tion initiale (ie ny = 1), dont la valeur optimale est déterminée par le minimum de valeur
de carré résiduel défini par (3.48).

La plupart du temps, ce genre d’approximations initiales optimales avec un coefficient
optimal sont assez bonnes, comme illustré dans le chapitre 2 dans [1].
Donc, tant que 'expression d’une solution d’une équation donnée N(u) = 0 est connue,
il est direct d’obtenir une approximation initiale optimale de uy de maniére mentionnée

ci-dessus.

3.5.2 Choix de 'opérateur linéaire auxiliaire :

Pour obéir a l'expression de la solution (3.45) d’une équation donnée N(u) = 0, ug
la valeur initiale et 'opérateur auxiliaire linéaire L doit étre choisi de telle sorte que la
solution um de I’équation de déformation d’ordre élevé existe et obéit (3.45) , et d’ailleurs

la série d’homotopie :
+oo
Ug + E U
k=1
converge.
Le choix de 'opérateur auxiliaire linéaire L est principalement déterminé par ’expression
de la solution (3.45), mais parfois aussi par les conditions aux limites / initial.

Par exemple, si la solution u(t) est une fonction périodique avec une fréquence de w

connue, alors 'opérateur linéaire auxiliaire doit étre
L(u) = v 4 w?u,

ou le prime dénote la différenciation par rapport & t.
Si la solution u(t) est une fonction périodique de fréquence inconnue w, nous utilisons

d’abord la transformation 7 = wt et choisir un tel opérateur linéaire auxiliaire :
Lu)=4"+u

ou le prime dénote la différenciation par rapport a 7 , si I'expression de la solution de

u(t) est polynomiale, alors on peut tout simplement choisir 'opérateur linéaire auxiliaire

d°u

L) =G

(3.52)
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ou 'entier o > 0 représente 'ordre le plus élevé de dérivé de N(u) = 0.

En général, soit le nombre entier o > 0 représentent le degré le plus élevé de la
dérivée d’une équation différentielle ordinaire N[u(t)] = 0, u,,(t) une solution spéciale de
I’équation de déformation correspondant d’ordre m, respectivement.

Soit :

L(u) = ul) +> "y (Hyuls™ (3.53)
k=1

désigne P'opérateur linéaire auxiliaire inconnu, ou u®) désigne la dérivée d’ordre k de
u(t), est le plus élevé afin de dériver, et le coefficient inconnu p; est déterminé plus tard.
Soit

um(t) = ufn(t) + Zl Akek(t) + ZZ Bkék(t) (354)

désigne la solution commune de I’équation de déformation d’ordre m, ou o} + o, = o,
Ay, By, sont des coefficients inconnus, e (t) sont les fonctions de base, mais éx(t) ne sont
pas, i.e:

ex(t) & {ex(t), ea(t), e3(t), ...}

Evidemment, pour obéir a ’expression de la solution, il faut tenir :

By =0, 1<k<oay (3.55)
Ainsi, la solution commune est :
!
U (£) =l (8) + ) Apex(t) (3.56)
k=1

L’opérateur auxiliaire linéaire inconnu L doit étre choisi de fagon que les coefficients in-
connus A, de 'expression ci-dessus sont uniquement déterminés par le biais de toutes
conditions limites / initiales liées de ’équation de déformation d’ordre m , disons, la

solution u,,(t) existe uniquement et obéit & 1’expression de la solution ailleurs.
Si cela est pas vrai, alors nous avons dt changer le nombre o) jusqu’a ce que satisfait

, si elle devient réalité, alors les coefficients inconnus p;, (1 < k < 0) de Popérateur linéaire

auxiliaire correspondant L est déterminé en résolvant 1’ensemble d’équations algébriques
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linéaires :
Llex(t)] =0 1<k<oaf,
Liex(t)] =0 1<k <oay.

De cette maniére, on obtient 'opérateur auxiliaire linéaire L défini par (3.49).

Par exemple, s'il vous plait se référer a Liao et Tan (2007)[X].

Notez que, bien que I'on peut choisir 0 = ¢’ dans la plupart des cas, ce n’est cependant
pas absolument nécessaire [1], principalement parce que nous avons extrémement large
liberté de choisir 'opérateur linéaire auxiliaire L.

De méme, la méthode ci-dessus peut étre utilisée pour trouver un opérateur linéaire
auxiliaire bon pour les équations aux dérivées partielles non linéaires, aussi.

Il est intéressant que ’équation de déformation d’ordre zéro :

(1—¢q) L[¢ —uog) = cgN [¢] c#0,q€[0,1]

peut étre réecrite sous la forme :

(1—¢q)L[p—uo) = qN[¢]

o L = L/c, et c est appellé le paramétre de controle de convergence , Donc en substance,
le choix du parametre de controle de convergence ¢ est une partie du choix de 'opérateur
auxiliaire linéaire.

Par conséquent, le parameétre controle de convergence optimal correspond a 'opérateur
linéaire auxiliaire optimal! Soit || L™ || désignent la norme de opérateur inverse L.
Ensuite, nous avons || L=! [|=| ¢ ||| L7 || .

Ainsi, nous pouvons ajuster la norme de L~ ce qui est la raison essentielle pour laquelle
nous ne pouvons garantir la convergence de série d’homotopie au moyen de choisir un
bon parametre controle de convergence c .

De méme, plus I’équation de déformation d’ordre zéro :

+oo
(1—Q)L[¢—U0]=q<26qu>N[cb] c#0,q€10,1]
k=0
peut étre réécrite sous la forme "de base" :
(1—q) L[¢ —uo) = gN [¢]
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ou ¢ sont des parameétres controle de convergence et :

+o00 -1

Par conséquent, le choix des paramétres de controle de convergence ¢, est essentiellement
une partie de choisir I'opérateur linéaire auxiliaire L.

Evidemment, la norme || L~ || est déterminée par les parametres de controle de conver-
gence ¢, et les parameétres de controle de convergence optimaux c; correspondent &
lopérateur linéaire auxiliaire optimal.

Autrement dit, nous choisissons 'opérateur auxiliaire linéaire en deux étapes : 'opéra-
teur auxiliaire linéaire L "de base" est d’abord choisie en fonction selon que I'on appelle
I’expression de solution , puis 'opérateur linéaire auxiliaire est modifié par le choix des
parameétres controle de convergence optimaux .

Par conséquent, méme si la "base" de 'opérateur auxiliaire linéaire L n’est pas parfaite,
nous pouvons toujours garantir la convergence des séries d’homotopie en choisissant les
parameétres de controle de convergence optimaux c.

En résumé, I'expression de la solution est un concept important de HAM, qui nous four-
nit un point de départ pour choisir 'approximation initiale et la "base" de I'opérateur

auxiliaire linéaire L.
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Chapitre 4

Programme Mathematica BVPh2.0

et exemples pratiques

4.1 Introduction :

La méthode d’analyse d’homotopie (HAM) a été proposé par Liao pour obtenir des
approximations analytiques des problémes fortement non linéaires.
La HAM a quelques avantages par rapport aux méthodes d’approximations analytiques
traditionnelles. Tout d’abord, contrairement aux techniques de perturbation, la HAM est
indépendant de petits grands parameétres physiques, donc elle est valable dans les cas
plus généraux.
En outre, différente de toutes les autres techniques analytiques, la HAM nous offre un
moyen pratique pour garantir la convergence de série de solution.
De plus, la HAM offre une grande liberté du choix de I’estimation initiale et ’équation de
type sous-problémes linéaires.
Il se trouve que beaucoup de problémes aux limites non linéaires en sciences, en ingénierie
et en finance peuvent étre résolus facilement par la HAM en cas ou 'intervalle est fini ou
pas.
Basé sur la HAM. le package Mathematica BVPh1.0 utilisé pour les problémes aux limites
non-linéaires et de valeurs propres avec singularité (et/ou) conditions aux limites mul-
tipoint a été écrit par Liao en mai 2012. Comme illustré par Liao [1], le BVPh 1.0 est
valable pour beaucoup de problémes aux limites BVP non linéaires .

Cependant, le BVPh 1.0 est valable pour les équations différentielles ordinaires uniques
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(ODE), il ne peut pas résoudre des systémes des équations différentielles. Maintenant,
la nouvelle version de BVPh, le BVPh 2.0 peut faire face & de nombreux systémes des
équations différentielles ordinaires couplées (EDO) définies dans des intervalles finis ou
semi-infinis. En outre,de nouveaux algorithmes sont utilisés dans certains modules de
BVPh 2,0.
Par conséquent, BVPh 2.0 est beaucoup plus rapide que BVPh 1.0 dans la plupart des cas.
Dans ce chapitre, nous allons montrer 'utilisation de BVPh 2.0 pour résoudre différents
types de systémes d’équations différentielles ordinaires, y compris un systéme d’équa-
tions différentielles couplées dans un intervalle fini, un systéme d’équations différentielles
couplées dans un intervalle semi-infini, un systéme d’équations différentielles couplées
a la propriété algébrique a l'infini, un systéme d’équations différentielles avec un para-
meétre inconnu & déterminer et un systéme d’équations différentielles sur des intervalles
différents.

Ce chapitre est organisé comme suit :
Nous avons expliqué (montrons) comment charger le paquet BVPh 2.0.
Puis, un exemple illustratif est pris pour I'utilisation de BVPh 2.0 en détail.
Et nous prenons un coup d’ceil sur les modules, d’entrée, de sortie et paramétres de
controle dans le paquet.
D’autres exemples sont donnés dans [3] pour expliquer 1'utilisation du package.
A la fin, certaines conclusions sont données.
Il convient de souligner que tous les exemples de ce chapitre ont été résolus analytique-
ment (par la HAM) et numériquement avant. Le paquet BVPh 2.0 donne des résultats
acceptables lorsque les mémes parameétres physiques sont donnés.
Le paquet BVPh 2.0 est développé sur Mathematica 7.0. Comme une nouvelle fonction
de Mathematica 7.0 sont utilisés, nous vous recommandons fortement d’utiliser le BVPh

2.0 dans Mathematica 7.0 ou version supérieure.

4.2 Modules clés

BVPh : Le module BVPh[K_,m_] donne les approximations d’homotopie d’ordre k a m
d’un systéme des équations différentielles ordinaires (EDO) soumis & des conditions aux
limites.

Le systéme peut avoir un parameétre inconnu (lorsque TypeEQ=2) & déterminer ou ne pas

avoir un parameétre inconnu (lorsque TypeEQ=1) & déterminer.
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C’est le module de base.

Par exemple, BVPh[1,10] donne les approximations d’homotopie d’ordre lere — 10eme.
D’autre part, BVPh[11,15] donne encore I’approximations d’homotopie d’ordre 11 jus-
qu'a 15 .

Pour les problémes avec un parameétre inconnu, ’estimation initiale du paramétre in-
connu est déterminé par une équation algébrique.

Ainsi, s’il n’y a plus d’estimation initiale du parameétre inconnu, il est nécessaire de choisir
I’'un d’entre eux en introduisant un nombre entier, une telle 1 ou 2, correspondant a la pre-

miére ou la deuxieme estimation initiale , respectivement.

iter : Lemodule iter[K_,m_,r_] nous fournit des itération d’approximations d’ho-
motopie d’ordre k£ & m a ’aide de la formule d’itération d’ordre r , il appelle au module
de base BVPh.
Par exemple, iter[1,10,3] donne des itérations d’approximations homotopiques du pre-
mier au dixieme ordre par la formule d’itération de 3eme ordre. En outre, iter[11,20,3]
donne les itérations d’approximations d’homotopie du 11 au 20 .
L’itération s’arréte lorsque le carré résiduel du systéme est inférieur & une valeur critique

de ErrReq, dont la valeur par défaut est 10 =20,

GetErr : Le module GetErr[K_] donne le carré résiduel de 1’équation régissant de
I’approximation d’homotopie d’ordre k£ obtenue par le module BVPh.
on remarque que errer[i,k] fournit le résidu de ¢ — eme de 1’équation régissant a
I’approximation d’homotopie d’ordre K obtenue par BVPh, et ErrTotal[k] donne le
moyenne totale de carré résiduel du systéme & ’aprroximation d’homotopie d’ordre K

acquise par BVPh.
hp : Le module hp[f_,m_,n_] donne I'approximation d’homotopie de pad’e [m,n]
d’une liste d’approximations d’homotopie £, ot f[[i+1]] désigne I'approximation d’ho-

motopie d’ordre ¢ de méme équation .

GetBC : Le module GetBC[i_,K_] donne la condition aux limites "¢" de I’équation

de déformation d’ordre k .
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4.3 Paramétres de controle :

TypeEQ : un paramétre de commande pour le type d’équations régissant :
TypeEQ=1 correspond a un probléme non linéaire sans un parametre inconnu, TypeEQ=2
correspond & un probléme non linéaire avec un parameétre inconnu (appelée probléme aux
valeurs propres ou un probléme de valeur propre).

TypeL : Un parametre de controle pour le type de 'opérateur linéaire auxiliaire :
TypeL = 1 correspond a ’approximation polynémiale, et TypeL=2 correspond a une ap-
proximation trigonométrique ou une approximation de base hybride, respectivement.

ApproxQ : Un parameétre de commande pour rapprochement (approximé) des solu-
tions.

Lorsque ApproxQ=1, le terme de droite de toutes les équations de déformation d’ordre
supérieur ont approximé par un polynéme de Chebyshev , ou par approximation en focn-
tion de base hybride.

Lorsque ApproxQ=0, il n’y a pas ce type d’approximation.

Le TypeL=2, ApproxQ=1 est valable seulement pour des problémes sur un intervalle fini

z € [0,al], ou @ > 0 est un constant.

HYBRID : Un parameétre de commande pour les fonctions de base hybrides.
Lorsque HYBRID=1, fonctions de base hybrides sont utilisés dans ’approximation. Lorsque
HYBRID=0, fonctions trigonométriques sans polynomes sont utilisées dans I’approximation.
Ce paramétre est généralement utilisé en conjonction avec TypeBase, et est valide unique-

ment si TypeL=2 et ApproxQ=1 pour les problémes définis sur un intervalle fini z € [0, al.

TypeBase : Un parameétre de commande pour le type d’approximation en série de
Fourier : TypeBase=1 correspond a ’approximation de Fourier impaire, TypeBase=2 cor-
respond a ’approximation de Fourier paire.

Ce parametre est généralement utilisé en conjonction avec HYBRID, et est valable seule-

ment si TypeL=2 et ApproxQ=1 pour les problémes définis dans un intervalle fini z € [0, a.

Ntruncated : Un paramétre de commande pour déterminer le nombre de termes
tronquées utilisés pour approximer I’équation de déformation d’ordre supérieur .
les meilleures approximations est pour Ntruncated plus grand, mais le plus temps de
CPU.
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Il est valable seulement que si ApproxQ=1. La valeur par défaut est 10.

NtermMax : Un entier positif utilisé dans le module truncated, qui ignore tous les

termes du polynéme dont I'ordre supérieur & NtermMax. La valeur par défaut est 90.

ErrReq : Une valeur critique de carré résiduele de 1’équation régissant pour arréter

le calcul. La valeur par défaut est de 10720,

NgetErr : Un entier positif utilisé dans le module BVPh.
Le carré résiduel d’équations régissant est calculé lorsque 'ordre d’approximation est di-

visible par NgetErr. La valeur par défaut est 2.

Nintegral : Nombre de points discrets equidistant, qui sont utilisés pour calculer
I'intégrale d’une fonction numériquement . Il est utilisé dans le module int. la valeur par
défaut est 50.

ComplexQ : Un parametre de controle pour des variables complexes.
ComplexQ=1 correspond a l’existence des variables complexes dans les équations régissant
avec des conditions aux limites.

ComplexQ=0 correspond a I’absence des variables complexes. La valeur par défaut est 0.

FLOAT : Un paramétre de controle pour calculer point flottant.
Lorsque le flotteur = 1, nombres de points flottante sont utilisés dans le calcul.
Lorsque le flotteur = 0, les nombres rationnels sont utilisés dans le calcul.

La valeur par défaut est 1.

4.4 Input :

NumEQ : Le nombre d’équations régissant.

fli ,z ,{u_,..},lambda | : les "i" équations régissant avec ou sans parameétre in-
connu, correspondant a F;[z,u,...] ou F;[z,u, ..., \] dans un intervalle fini z € [a, b] ou un
intervalle infini z € [b, +00), ol a et b sont bornées.

Notez que le parameétre formel lambda désigne le paramétre inconnu A a déterminer,ou
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la valeur propre A\ pour les problémes de valeurs propres, mais n’a pas de sens pour les

problémes sans un parametre inconnu A, ou des problémes n’ont pas des valeurs propres.
NumBC : Le nombre de conditions aux limites.

BC[k_,z ,{u_..}] : La condition aux limites correspondant & Bi[z,u,...],ou 1 <
k <NumBC. A noter que le symbole infinité représente oo dans les conditions aux limites.

U[i,0] : L’approximation initiale u;o(z).

c0[i] : Le parametre de controle de la convergence cy;, correspondant a I’équation
1eme.

H[z_,i_] : La fonction auxiliaire correspondant a ’équation iéme gouverner.
La valeur par défaut est H[i _,z | :=1.

L[f_,i_] : L’opérateur linéaire auxiliaire correspondant a I’équation i-éme gouver-
ner.

zL[i] : Le point gauche de l'intervalle de la solution correspondant a 1’équation
régissant .
Notez que les intervalles des solutions ne sont pas nécessairement les méme en particulier
pour les problémes d’écoulement & plusieurs couches.

zR[i] : Le point droit de I'intervalle de la solution correspondant & I’équation régis-
sant .

zLintegral[i] : Le point gauche de l'intervalle intégrant pour calculer le carré
résiduel de I’équation gouverner.
Lorsque le point gauche de I'intervalle de solution pour léquation régissant est un nombre
fini, zZLintegral [i] est automatiquement réglé sur zL[i]. Sinon, I'utilisateur doit spé-
cifier la valeur de zLintegral [i].

zRintegral[i] : Le point droit de l'intervalle intégrant pour calculer le carré résiduel
de I’équation gouverner. Lorsque le point droit de I'intervalle de solution pour I’équation
gouverner est un nombre fini, zZRintegral[i] est automatiquement réglé sur zR[i]. Dans

le cas contraire, I'utilisateur doit spécifier la valeur de zRintegrall[i].

4.5 Output (sortie) :

U[i,k] : L’approximation d’homotopie d’ordre K de la solution de ’iéme équation

régissant donnée par le module de base BVPh .
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V[i,k] : L’itération de ’approximation d’homotopie d’ordre k de solution de I’équa-
tion iéme régissant donnée par le module d’itération iter.

Lambdal[k] : L’approximation d’homotopie d’ordre k de valeur propre A ou le para-
meétre inconnu A donnée par le module de base BVPh .

LAMBDA[k] : L’itération d’approximation d’homotopie d’ordre k£ de la solution de
I’équation iéme régissant donnée par le module d’itération iter.

error [i,k] : Lerésidu de I’équation ieme régissant donné par I’approximation d’ho-
motopie d’ordre k (obtenue par le module de base BVPh).

Err[k] : Une liste de carré résiduel de chaque équation régissant donné par 1’ap-
proximation d’homotopie d’ordre k& (obtenue par le module BVPh).

ErrTotall[k] : Le carré résiduel total pour chaque équation régissant, donnée par
I'approximation d’homotopie d’ordre k (obtenu par le module BVPh).

ERR[k] : Une liste moyenne du carré résiduel de chaque équation régissant donné
par l'itération d’approximation d’homotopie d’ordre k (obtenu par le Module d’itération
iter).

ERRTotal[k] :Le carré résiduel total pour chaque équation régissant donnée par 'ité-

ration d’approximation d’homotopie d’ordre k (obtenu par le module d’itération iter).

4.6 variables globales :

Tous les paramétres de commande et les variables de sortie mentionnés ci-dessus
sont globales. en plus de ceux-ci, les variables et les parameétres suivants sont également
mondiaux.

z : La variable indépendante z.

uli,k] : La solution de I’équation de déformation d’ordre k de I’équation ieme
gouverner .

lambdal[k] : Une variable constante, correspondant a .

delta[i,k] : Une fonction dépend de z, correspondant au terme droit de d;.x(z)
dans I’équation de déformation d’ordre supérieur.

L[i,w] : L’opérateur auxiliaire linéaire iéme L, appliquée aux w.

Linv[i,f] : L’opérateur inverse de L; :L; ', appliqué a f.

sNum : Un entier positif pour déterminer laquelle estimation initiale Ay est choisie

quand il ya plusieurs solutions de \g.
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4.7 Exemples :

4.7.1 1.Un systéme d’équations différentielles dans un intervalle
fini :

Considérons un systéme d’équations différentielles couplées ODE’s :

(1+K)f® —ReMf"+2Reff" — Kqg" =0, (4.1)
K
(1+ 3)9” —Re K29 — f"] +Rel2fg" — f'g] = 0, (4.2)
Soumis aux :
f(0)=0,f(1)=0,f(1) =0, f"(0) =0, (4.3)
g(0) =0,9(1) =0, (4.4)

ou K est le rapport des viscosités, Re est le nombre de Reynolds et M est le nombre de
Hartman. Hayat 9 [12] a résolu ce probléme par la HAM.
Ici, nous résolvons ce probléme en BVPh 2.0. Comme il ya deux équations différentielles
en Systéme (5.1) - (5.2) sans un inconnue & déterminer, nous avons NumEQ = 2 et TypeEQ
= 1.
Le systéme est entré en tant que

TypeEQ = 1;

NumEQ = 2;

fl1,z_,{f_,g_},Lambda_] :=(1+K)*D[f,{z,4}]

-Rey*Mx*D [f,{z,2}]+2*Rey*f*D[f,{z,3}]-K*D[g,{z,2}] ;

f[2,z_,{f_,g_},Lambda_] :=(1+K/2)*D[g,{z,2}]

-Rey*Kx* (2%g-D[f,{z,2}])+Rey* (2xf*D [g,z] -D[f,z] *g) ;
Les conditions aux limites sont donnée par :

NumBC = 6 ;

BC[1,z_,{f_,g_}] :=f/.z->0;

BC[2,z_,{f_,g_}] :=f/.z->1;

BC[3,z_,{f_,g_}] :=(D[f, z]-1)/.z->1;

BC[4,z_,{f_,g_}] :=D[f,{z,2}]1/.2->0;

62



BC[5,z_,{f_,g_}] :=g/.z->1;
BC[6,z_,{f_,g_}] :=g/.z->0;
Maintenant, nous allons entrer les intervalles de solution
zL[1]=0; zR[1]=1;
zL[2]=0; zR[2]=1;
Puisque tous les intervalles de solution sont dans un intervalles finis, nous n’avons pas a
préciser 'intervalle intégrant pour calculer le carré résiduel .
Les estimations initiales sont choisies comme fo = (2*—2)/2 et gy = 0. Elles sont entrées

comme

UlL,0] = (2°3—2)/2;
Ul2,0] = 0;

, « o, . aqs » . . 4 2
Les opérateurs linéaires auxiliaires sont choisis comme [, = % et Ly = % Ils sont

définis comme

Ll,u_] : = Dlu,{z,4}];
L[2,u ] . :D[U,{Z,z}];

Notez que nous utilisons la cession retardé SetDelayed ( : =) pour définir ces opérateurs
linéaires.
Sans perte de généralité, nous considérons le cas o Re = M = 2 et K = 1/2. Ces

parametres physiques sont :

Rey = M =2
K = 1/2;

A cette époque, nous avons toutes les données d’entrée pour ce probléme, & ’exception

des parametres de controle de convergence c0[k].

Hayat 9[12] choisir les parameétres de controle de convergence c0[1] = ¢0[2] = —0,7
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par h — courbe.
Ici, nous minimisons ’erreur de carré résiduel des approximations d’ordre 4 pour ob-

tenir des valeurs optimales pour c0[k]

GetOptiVar([4,{},{c0[1],c0[2]3}] ;
Les parametres de controle de la convergence c0[1] et ¢0[2] se trouvent & environ
—0, 5825 et —0.721452 respectivement.
Ensuite, nous appelons le module principal BVPh pour obtenir les approximations d’ordre
20e

BVPh[1,20] ;

Les approximations d’ordre 20e sont stockés dans U[i,20],i=1,2, alors que 'erreur de
carré résiduel correspondante est ErrTotal [20].

Nous pouvons utiliser :

Plot[{U[1,20],U[2,20]1},{z,0,1},AxesLabel->{"z",""},
PlotStyle->{{Thin, Red}, {Dashed, Bluel}},
PlotRange->{{0, 1}, {-0.2, 0.2}}]
pour tracer les approximations d’ordre 20 , ce qui est représenté sur la figure 3.
Cette figure d’accord avec Hayat[12]. Fig9 et Fig. 12 [3] lorsque M = 2, Re = 2 et
K =0,5.
Les approximations d’ordre 20 donnent les valeurs de f”(1) = 3.61076396287 et ¢'(1) =
—0.738463496789 qui sont la méme chose avec le résultat de Hayat, L’erreur totale du
systéme a chaque deux ordre d’approximations est tracée sur la figure. 4 par la com-

mande :

ListLogPlot [Table[{2 i, ErrTotal([2*i]}, {i, 1, 20}],
Joined -> True, Mesh -> All,
PlotRange -> {{2, 20}, {10°(-34), 1}},

AxesLabel -> {"m", "error"}]
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Nous pouvons voir dans ce que l'erreur diminue magnifiquement.
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Fig. 3 : La courbe de f(z) (solide), g(z) (en pointillés) pour ’exemplel.
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Fig. 4 :Erreur totale en fonction de I'ordre d’approximation pour I'exemple 1.

4.7.2 2.un systéme d’équations différentielles couplées a la pro-
priété algébrique a Pinfini :

Considérons un ensemble de deux équations différentielles non linéaires couplées :

F"(n) +0(n) — f?(n) =0, (4.5)
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0"(n) = 30 f'(n)6(n), (4.6)

Soumis aux :
f(0)=f(0)=0, 0(0)=1, f'(+00)="0(+00)=0, (4.7)

ol le premier représente la différenciation par rapport a la variable de similarité n, o est
le nombre de Prandtl, f(n) et 6(n) rapporter le profil de vitesse et la distribution de
température de la couche limite, respectivement.

Liao [1] a utilisé la HAM pour résoudre ce systéme analytiquement.

Maintenant, nous utilisons la BVPh 2.0 pour le résoudre.

En vertu de la transformation

E=1+Xy,  F(&)=f(n), SE&=0n), (4.8)

Egs (5.5) et (5.6) devient :

NF'(€) + 5(€) — F*(€) =0, (4.9)
A2S"(€) = 30 F(£)S(8), (4.10)

Soumis aux
F(1)=0, S(1)=1, F(4+o00)=S(+o0)=0. (4.11)

Car il ya deux équations différentielles dans le systéme (5.9) et (5.10) sans une inconnue
a déterminer, nous avons NumEQ = 2 et 1 = TypeEQ.
Ce nouveau systéeme est défini comme :
TypeEQ = 1;
NumEQ = 2;
f[1,z_,{F_,S_},Lambda_] :=1a"2+#D[F,{z,2}]+S-F"2;
f[2,z_,{F_,S_},Lambda_] :=1la"2xD[S,{z, 2}]-3*sigma*xFxS ;

Les quatre conditions aux limites sont définies comme :

NumBC = 4 ;
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BC[1,z_,{F_, S_}]
BC[2,z_,{F_, S_}]
BC[3,z_,{F_, S_}]
BC[4,z_,{F_, S_}]

F/.z->1;
G-1)/.z->1;
F /. z -> infinity;

G /. z -> infinity;

Puis,nous laissons entré les intervalles de solution et les intervalles intégrales pour

calculer 'erreur de carré résiduel :

zL[1] = 1;
zR[1] = infinity;
zL[2] = 1;
zR[2] = infinity;

zRintegral[1l] = 10;
zRintegral[2] = 10;
Les estimations initiales sont choisies comme Fy = v(£ 72 —¢7?), Sy = € * et sont entrées
comme :
U[1, 0] = gammax(z~(-2) - z7(-3));
U[2, 0] = z7(-4) ;
52

Les opérateurs linéaires auxiliaires sont Ly = §W + ai et Lg=

% qui sont définis

A%
[S31 72,0

comme :
L[1, u_] := D[u, {z, 2}]*z/3 + D[u, z];

L[2, u_] := D[u, {z, 2}]1*z/5 + D[u, z];
Sans perte de généralité, nous laissons considérer le cas o 0 = 1,7 =3 et A = 1/3. Ces

parameétres physiques et les parameétres de commande c0[k| sont définis comme :

sigma = 1;
gamma = 3 ;
la = 1/3;
cO[1] = -1/2;
c0[2] = -1/2;
Ensuite, nous appelons le module principal BVPh :
BVPh[1,20] ;

pour obtenir les approximations d’ordre 20éme.

Si nous ne sommes pas satisfaits avec la précision de I'approximation d’ordre 20e ,
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nous pouvons utiliser BVPh [21,40], au lieu de BVPh [1,40], pour obtenir les approxi-
mations d’ordre 40e ou des approximations d’ordre supérieur.

Notez que U[1,40] et U[2,40] sont les approximations d’ordre 40e du systéme trans-
formé (14), (15) et (16). Pour tracer la courbe des approximations d’ordre 40e pour le
probléme initial, nous remplagons premierement z par 1 4+ An pour obtenir les approxi-
mations d’ordre 40e pour f’(n) et g(n), puis tracer la courbe que nous voulons.

Ceci est fait en Mathemcatica par la commande suivante :

trans = {z -> 1 + lax\[Etal};

Plot[Evaluate[{U[1, 40], U[2, 40]} /. trams],

{\[Etal, 0, 10},PlotRange -> {{0, 10}, {0, 1}},

AxesLabel -> {"\[Etal", ""},

PlotStyle -> {{Thin, Red}, {Dashed, Blue}}]
et la courbe est représentée sur la Fig. 5. Voici trans={z>1+1ax*\ [ETA]} est la transfor-
mation correspondante, \ [ETA] est le symbole 77 dans Mathematica .
L’erreur totale ErrTotal [k] du systéme transformé pour toutes approximations d’ordre

deux est tracée sur la figure. 6 par la commande suivante

ListLogPlot [Table[{2 i, ErrTotall[2+il}, {i, 1, 203}],
Joined -> True, Mesh -> All,
PlotRange -> {{2, 40}, {10°(-10), 0.01}},
AxesLabel -> {"m", "error"}]
Notez que ErrTotal [k] ne mesure pas seulement la précision des approximations d’ordre

K pour le probléme transformé, mais aussi mesure les approximations correspondant pour
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le probléme d’origine.
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Fig. 6 : Erreur totale en fonction de I'ordre d’approximation pour ’exemple 2.

Les approximations d’ordre 40e de f(0) et g(0) sont 0,693268 et —0, 769879, respec-

tivement. Résultat numérique de Kuiken est f”(0) ~ 0,693212 et ¢(0) ~ 0, 769861. Pour
obtenir des résultats plus précis, nous avons deux choix.

Le premiér consiste & appeler le module BVPh pour obtenir des approximation d’ordre

plus élevé comme on a vu précedament, 'autre est d’appliquer I’approximation de Pad’e
aux approximations actuelles.
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hp[Table[D[(U[1,i]/.trans),\[Etall/.\ [Eta]l->0,

{i,0,403}],20,20]

hp[Table[D[(U[2,i]/.trans),\[Etal]/.\ [Etal->0,

{i,0,40}],20,20]
qui donnent 0.693212 et 0.769861, les approximations de Pad’e-d’homotopie [20,20] de
f"(0) et ¢'(0), respectivement.
Notez que nous pouvons comparer la courbe de 'approximation d’ordre 2nth et la courbe
de 'approximation de Pad’e-d’homotopie [r, n] d’une maniére simple et efficace. ici, nous
comparons U1, 40] et ’approximation Pad’e-d’homotopie [20,20] de U[1,i],i=0, ... ,40,

dans le Mathematica par la commande suivante :

Plot[{U[1, 40]/.trans, hp[Table[U[1,i]/.trans,
{i, 0, 40}1,20, 201},{\[Eta]l,0,10},PlotRange->Full,
AxesLabel->{"\[Etal", ""},
PlotStyle->{{Thin,Red},{Dashed,Blue}}
La comparaison est représentée sur la Fig. 7 De la, nous pouvons voir que les deux sont
presque les mémes.
Cette validation de la convergence des approximations dans une certaine mesure.
La commande ci-dessus est trés efficentte, car la commande du terrain dans Mathematica
substitue d’abord les points d’échantillonnage dans I’expression, puis applique hp de la
liste de valeurs numériques, plutdt que s’applique hp a une liste d’expressions et alors

substitue les points d’échantillonnage dans I’expression résultante.
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Chapitre 5

Applications de HAM a plusieurs

types d’équations

Les applications suivante sont issues d’articles publiés; la référence est en début de
chaque exemple.
En effet chaque probléme a été fait d’'une maniére abrrégée, nous allons faire tout le

détail qui manque.

5.1 Exemple 1 (Article de Shijun Liao 1)

On consideére le prbléme de shijun liao [13] :
f'(z) +22f% () =0

avec la condition initiale :

f(0)=1

qui a la solution exacte[13] : f(2) = =45
Ici, nous résolvons ce probléme en BVPh 2.0. Comme il ya une équation différentielle
sans une inconnue & déterminer, nous avons NumEQ = 1 et TypeEQ = 1.

Le systéme est entré en tant que :

(* Filename : Illustrative.m *)

Print["The input file ",$InputFileName," is loaded !"] ;
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(* Modify the control parameters in BVPh if necessary *)
(* Define the governing equation *)

TypeEQ = 1;

NumEQ = 1;

f[1, z_, {f_}, Lambda_] := 2xzxf~2 + D[f, {z, 1}];

(* Define Boundary conditions *)

NumBC = 1;

BC[1, z_, {f_}] :=f -1/. z -> 0;

(* Define solution interval and integral interval for

error *)
zL[1] = 0;
zR[1] = infinity;

zRintegral[1l] = 10;
(* Define initial guess *)
U[1, 0] = 1/(1+2) ;
(* Define the auxiliary linear operator *)
L[1, u_] := D[u, {z, 1}];
(* Print input data *)
PrintInput [{f[z]}] ;
(* Get optimal cO *)
GetOptiVar[3, {}, {cO[1]1}];
(* Gain 10th-order HAM approximation *)
BVPh[1, 10] ;
la courbe est représentée sur la Fig :
(* Plot the solution curves *)
Plot[{U[1,20],1/(z"2+1)},{z,0,10},AxesLabel->{"z",""},
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PlotStyle -> {Thin, Red}]
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L’erreur totale ErrTotal [k] du systéme transformé pour toutes approximations d’ordre
deux est tracée sur la figure suivante par la commande suivante :

(* Plot the error vs. m (order of approx) *)

ListLogPlot[Table [{2i,ErrTotal[2*i]},{i,1,10}],Joined -> True,

Mesh -> All,PlotRange->{{1, 10},{0,.1}},

AxesLabel -> {"m", "error"}]
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5.2 Exemple 2 (Article de Shijun Liao 2)

On considere le probléme suivante [1],[6] :

Pu 2 0%u 0*u 0*u ou 2

Soumis aux conditions

u(0,t) = 0
2(0,1) =
% (00,t) = 0

Ici, nous résolvons ce probléme en BVPh 1.0. Comme il ya une équation différentielle
sans une inconnue a déterminer, nous avons TypeEQ = 1.

Le systéme est entré en tant que [6] :

(* Install BVPh 1.0 for Mathematica 5.2. *)

(* For Mathematica 8.0, please replace BVPhl_ 0.txt by

BVPh1_ 1.txt *)

<<BVPh1_0.txt ;

(* Define the physical and control parameters *)

(* TypeEQ = 1 -> BVP in a finite domain [0,a] *)

(* TypeEQ = 2 -> eigenvalue problem in a finite domain
[0,a] *)

(* TypelL = 1 -> Chebyshev polynomial as base function *)
(* Typel = 2 -> Hybrid-base approximation *)

(* TypeBase = 1 -> sine + polynomial *)

(* TypeBase = 2 -> cosine + polynomial *)

(* ApproxQ = 0 -> do NOT approximate the function *)
(* Appprox = 1 -> approximate the function *)

TypeEQ = 1;

ApproxQ = 0

ErrReq = 107(-10) ;

NgetErr = 100 ;

zRintegral = 10;

(* Define the governing equation *)
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flz_,u_,lambda_] := Module[{temp},
temp[1] =D[u,{z,3}]+(1-t)*z/2*D[u,{z,2}]-t*(1-t)*D[u,z,t] ;
temp[2] = uxD[u,{z,2}] - D[u,z]"2;
temp[1] + t* temp[2] // Expand
13

(* Define Boundary conditions *)
zR = infinity ;
OrderEQ = 3;
BC[1,z_,u_,lambda_]
BC[2,z_,u_,lambda_]
BC[3,z_,u_,lambda_]
(* Define initial guess *)
ul0] = 1 - Expl[-z];

(* Defines the auxiliary linear operator *)
Llu_] := D[u,{z,3}] - D[u,z];

(* Define output term *)

Limit[u, z -> 0] ;
Limit[D[u,z] - 1, z -> 0] ;
Limit[D[u,z] , z -> zR ] ;

output[z_,u_,k_] := Print["output =
" Dlulk],{z,2}]1/.{z->0,t->03}//N] ;
(* Define Getdeltalk] *)
Getdeltalk_] :=Module[{temp,il},
uz[k] = D[ulk],z]//Expand ;

uzz[k] = D[uz[k],z]//Expand ;

uzzz[k] = D[uzz[k],z]//Expand ;
uzuz k] = Sum[uz[i]*uz[k-i],{i,0,k}]//Expand ;
uzzulk] = Sum[uzz[i]*ulk-i],{i,0,k}]//Expand ;

uzt [k] = D[uz[k],t]//Expand ;

temp[1] = uzzz[k] +

(1-t) *z/2xuzz [k] -t* (1-t) *uzt [k] //Expand ;
temp[2] = tx(uzzulk] - uzuzl[k]) ;
deltalk] = temp[1] + temp[2]//Expand ;
13

(* Print input and control parameters *)
PrintInput[ulz,t]] ;

(* Set convergence-control parameter cO *)
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cO = -1/4;

Print["cO = ",c0] ;

(* Gain 6th-order HAM approximation *)
Print[" cO = ",c0] ;

BVPh[1,10] ;

(* Calculate the squared residual *)
For[k=2, k<=10, k=k+2,

GetErr(k] ;

err[k] = Integrate[Err([k],{t,0,1}];

Print[" k = ", k, " Squared residual = ", err[k]//N];
1;

pour tracer les approximations d’ordre 10 et la soution exacte, qui est représentée sur la
figure suivante, nous pouvons utiliser :
Plot3D[{U[10]},{z,0,1},{t,0,1},PlotRange->Full,AxesLabel->{"z",""}, PlotStyle
-> {{Thin,Brown},{Dashed,Blue},{DotDashed, Blackl}}]

L’erreur totale du systéme & chaque deux ordre d’approximations est tracée sur la figure

suivante par la commande :
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5.3 Exemple 3 (Article de Shijun Liao 3)

On considere le probléme suivant [1] :

u® (2) + azu® (2) + 30" (2) + Ru (2) u® (2) — /' (2) " (2) = 0,

Ou «a et R sont des parameétre physiques donnés, soumis aux conditions aux limites :

w(©) = 0, u"(0) = 0
w(l) = 1, d (1) = 0
Ici, nous résolvons ce probléeme en BVPh 1.0. Comme il ya une équation différentielle
sans une inconnue a déterminer, nous avons NumEQ = 1 et TypeEQ = 1.
Le systéme est entré en tant que :

by BVPh1_ 1.txt *)
<<BVPh1_0.txt ;

TypeEQ = 1;
Typel = 1;
TypeBase = 2;
ApproxQ = 0;
NgetErr = 1;
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(* Define the governing equation *)
flz_,u_,lambda_] := D[u,{z,4}]+alpha*(z*D[u,{z,3}]+
3#D[u,{z,2}])+R(uxD[u,{z,3}]1-D[u,z]*D[u,{z,2}]) ;
alpha = 3/2;

R =-11;

(* Define Boundary conditions *)

zR = 1;

OrderEQ = 4;
BC[1,z_,u_,lambda_]
BC[2,z_,u_,lambda_]
BC[3,z_,u_,lambda_] u-1/. z—>zR;
BC[4,z_,u_,lambda_] D[u,z] /. z->zR;

(* Define initial guess *)

Limit[u, z->0] ;
Limit[D[u,{z,2}], z->0 1 ;

ul0] = sigma*z +(5-4*sigma)/2*z"3-(3-2*sigma)/2%z"5 ;

sigma = . ;
(* Define output term *)

output[z_,u_,k_] := Print["output = ",D[ulk],z]/.z->0//N] ;
(* Defines the auxiliary linear operator *)

omegal[l] = Pi/zR;

omega[2] = Pi/zR;

L[f_] := Module[{temp,numA,numB,i},
If [Typel == 1,

temp[1] = D[f,{z,0rderEQ}],

numA = IntegerPart[OrderEQ/2] ;
numB = OrderEQ - 2* numA//Expand ;
temp [0] = D[f,{z,numB}] ;

For[i=1, i<=numA, i++,

temp[1] = D[temp[0],{z,2}] + (kappa*omegali]) ~"2*temp[0] ;
temp[0] = temp[1]; J1;];
temp[1]//Expand] ;

(* Print input and control parameters *)
PrintInput[ul[z]] ;

(* Set cO and sigma *)

c0 =-1/2;
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sigma = 2;
Print[" cO = ",cO, " sigma = ",sigma] ;
(*Gain HAM approximations by the 3rd-order iteration approachx)
iter[1,40,3] ;
Les approximations d’ordre 40e sont stockées dans V[i],i=1,40, alors que l’erreur cor-
respondante est ERR[40]. Nous pouvons utiliser :
Plot[{V[40]},{z, 0, 1}, PlotRange->Full,AxesLabel->{"z", ""},
PlotStyle -> {{Thin, Red}}]
pour tracer les approximations d’ordre 40 et la solution exacte, qui est représentée sur la

figure suivante :

L’erreur totale du I’équation a chaque deux ordre d’approximation est tracée sur la figure

suivante par la commande :

(* Plot the error vs. m (order of approx) *)
ListLogPlot[Table[{2 i, ERR[2*i]}, {i, O, 20}], Joined -> True, Mesh -> All,
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PlotRange -> {{0, 42}, {0.00000000001, 10°5}}, AxesLabel -> {"m", "error"}]

5.4 Exemple 4 (Article d’Abbasbandy) :

On consideére ’équation de Riccati quadratique [19] :

avec condition initiale u (0) = 0 , La solution exacte est :

1 V21
u(z) =1+ +/2tanh (\/§t+§log (\/§+1>>

On choisit 'opérateur linéaire : ‘fl—? —2u et on prenons comme une approximation initiale

u(0) = 2. L’équation de déformation d’ordre m est donc :

L [um - Xmum—l] = cRy, (U;_l)

ou o
R, (u;,l) = aau—zm — 2uy, + Z UgUm—1-k — 13
k=0

La solution de I’équation de déformation est :

U, (2) = XonUm—1 +cL ™ [Rm (un_{_l)]
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Usant des CI : u,, (0) = 0, nous obtenons :

1 1 1 V2 -1
=t+2 4+ -t — ... = =1 2tanh | V2t + =1 2= 1.
u(z)=t+ +3 3 u(2) +J_m1(J_+2(g(v§+1>>

Le systeéme est entré en tant que :

(* Filename : Example.m *)
Print["The input file ",$InputFileName," is loaded!"] ;
(* Modify control parameters in BVPh if necessary *)
ErrReq=10"-30 ;

(* Define the governing equation *)

TypeEQ = 1;
NumEQ = 1;
TypelL = 1;

fl1,z_,{f_},Lambda_] := D[f,{z,1}] - 2%f + £°2 -1
(* Define Boundary conditions *)
NumBC = 1 ;
BCl1l,z_,{f_}] :=f /. z->0;
(* Define solution interval *)
zL[1]=0;
zR[1]=1;
(* Define initial guess *)
U[1,0]= z;
(%27°2-5/2 z+7/2 *)
(* Define the auxiliary linear operator *)
L[1,u_] :=D[u,{z,1}] - 2%u;
(* Print input data *)
PrintInput [{f[z]}] ;
(* Get optimal cO *)
GetOptiVar[2,{},{c0[1]3}] ;
(* Gain 10th-order HAM approximation *)
BVPh[1, 15] ;
Les approximations d’ordre 10e sont stockées dans U[i,10],i=1,10, alors que l'erreur

de carré résiduel correspondante est ErrTotal [10].
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Nous pouvons utiliser :

Plot[{U[1,15],1+Sqrt [2] *Tanh [Sqrt [2] *z+1/2*Log[(Sqrt [2]-1)/(Sqrt[2] +1)11},{z,
0, 1}, PlotRange->Full,AxesLabel->{"z", ""},

PlotStyle -> {{Thin, Red}, {Dashed, Blue}}]

pour tracer les approximations d’ordre 10 et la solution exacte, qui est représentée sur la

figure suivante :

L’erreur totale du systéme a chaque deux ordre d’approximation est tracée sur la figure

suivante par la commande :

(* Plot the error vs. m (order of approx) *)
ListLogPlot [Table[{2i,ErrTotal[2*i]},{i,1,8}], Joined->True,Mesh->All, PlotRange
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-> {{1, 17}, {10°-7, 0.1}}, AxesLabel -> {"m", "error"}]

5.5 Exemple 5 (Article de Jeffry)

1. On considére le probléme :

FP(2) =2f%(2) — 6f (2) — 22° 1<2<2

Soumis aux conditions aux limites :

S

—~
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N—

|
ot DN

qui a la solution exacte[14] : f(z) = z + .

Ici, nous résolvons ce probléme en BVPh 2.0. Comme il ya une équation différentielle

sans une inconnue & déterminer, nous avons NumEQ = 1 et TypeEQ = 1.

Le systeme est entré en tant que :
(* Define solution interval *)
zL[1]=1;

zR[1]=2;

(* Define initial guess *)
U[1,0]= 1/2 z+3/2;

(%272-5/2 z+7/2 *)

(* Define the auxiliary linear operator *)
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L{1,u] :=D[u,{z,2}];

(* Print input data *)

PrintInput [{f [z]}] ;

(* Get optimal cO *)
GetOptiVar[2,{},{c0[11}] ;

(* Gain 10th-order HAM approximation *)
BVPh[1, 30] ;

la courbe de solution obtenue par HAM et la solution exacte est représentée sur la Fig
suivante :

(* Plot the solution curves *)

Plot[{U[1,30],z+1/z}, {z, 1, 2},AxesLabel->{"z",""},
PlotStyle -> {Thin, Red}]

L’erreur totale du systéme a chaque deux ordre d’approximation est tracée sur la figure
suivante par la commande :

(* Plot the error vs. m (order of approx) *)

ListLogPlot [Table[{2i,ErrTotal[2*i]},{i,1,10}],Joined->True,
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Mesh->Al11,PlotRange->{{1,30},{0,1}},AxesLabel->{"m","error"}]
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qui a la solution exacte[14] : f (2) = 2% (1 — 2)2.
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Ici, nous résolvons ce probleme en BVPh 2.0. Comme il ya une équation différentielle

sans une inconnue a déterminer, nous avons NumEQ = 1 et TypeEQ = 1.

Le systeme est entré en tant que :

(* Filename : Example.m *)

Print["The input file ",$InputFileName," is loaded !"] ;

(* Modify control parameters in BVPh if necessary *)

ErrReq=10"-30;

(* Define the governing equation *)

TypeEQ = 1;
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NumEQ 1;
Typel = 1;
fl1,z_,{f_},Lambda_] := D[f,{z,4}]+f"2-z"(-5/2)/16 (9+30z+105z"2)-z"3

(1-z)"4;

(* Define Boundary conditions *)

NumBC = 4 ;

BC[1,z_,{f_}] := f-2 /. z—>0;
BC[2,z_,{f_}] := D[f,{z,1}]/. z->0;
BC[3,z_,{f_}] :=f /. z—>1;

BC[4,z_,{f_}] := D[f,{z,1}] /. z->1;
(* Define solution interval *)
zL[1]=0;

zR[1]=1;

(* Define initial guess *)

Ul[1,0]= z74-2z"3+z"2;

(%¥z72-5/2 z+7/2 *)

(* Define the auxiliary linear operator *)
L{1,u] :=D[u,{z,4}];

(* Print input data *)

PrintInput [{f[z]}] ;

(* Get optimal cO *)
GetOptiVar[2,{},{c0[113}] ;

(* Gain 10th-order HAM approximation *)
BVPh[1, 10] ;

Les approximations d’ordre 10e sont stockées dans U[i,10],i=1,10, alors que

I’erreur de carré résiduel correspondante est ErrTotal [10].

Nous pouvons utiliser :

(* Plot the solution curves *)
Plot[{U[1,8],z"(3/2) (1-2)"2},{=z,0,1},AxesLabel->{"z",""},
PlotStyle->{Thin,Red}]
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pour tracer les approximations d’ordre 10 et la solution exacte, qui est représentée sur la
figure suivante :
L’erreur totale du systéme & chaque deux ordre d’approximation est tracée sur la figure

suivante par la commande :

(* Plot the error vs. m (order of approx) *)
ListLogPlot[Table [{2i,ErrTotal[2*i]},{i,1,10}],Joined->True,
Mesh->Al1, PlotRange -> {{1, 8}, {0, 1}},

AxesLabel->{"m", "error"}]
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5.6 Exemple 7 (Article de D.D Ganji et Miansari)

1.0n consideére le probléme :

=
WS NS =~

<

Soumis aux :

qui a la solution exacte [18] :

/N N /N
N W W
S~— ~—
I

<
w
—
I\
N
|
a
183

n(0) = 1

Y2 (0

y3(0) =
n(z) = e
y2(2) =  sinz
ys(2) = cosz+ e€?

Ici, nous résolvons ce probléme en BVPh 2.0. Comme il ya trois équations différentielles

en Systéme sans une inconnue & déterminer, nous avons NumEQ = 3 et TypeEQ = 1.

Le systéme est entré en tant que :

(* Filename : Example.m *)

Print["The input file ",$InputFileName," is loaded !"] ;

(* Modify control parameters in BVPh if necessary *)

ErrReq=10"-30 ;

(* Define the governing equation *)

TypeEQ = 1;
NumEQ = 3;
fl1,z_,{f_,g_,h_},Lambda_]
f[2,z_,{f_,g_,h_},Lambda_]
f[3,z_,{f_,g_,h_},Lambda_]

:=D[f,{z,1}]-h+Cos[z] ;
:=D[g,{z,1}]-h+E"z;
:=D[h,{z,1}]-f+g;

(* Define Boundary conditions *)

NumBC = 3;

BC [1 ,Z_,{f_,g_,h_}] :=f-1/.z->0 5
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BC[2,z_,{f_,g_,h_}] :=g/.z->0;
BC[3,z_,{f_,g_,h_}] :=h-2/.2->0;
(* Define solution interval *)
zL[1]=0;
zR[1]=1;
zL[2]=0;
zR[2]=1;
zL[3]=0;
zR[3]=1;
(* Define initial guess *)
U[1,0]=2z+1;
U[2,0]=z;
U[3,0]=2z+2;
(* Define the auxiliary linear operator *)
L[1,u_] :=D[u,{z,1}];
L[2,u_] :=D[u,{z,1}];
L[3,u_] :=D[u,{z,1}];
(* Print input data *)
PrintInput [{f[z],glz],h[z]}];
(* Get optimal cO *)
GetOptiVar[4,{},{c0[1],c0[2]1,c0[3]1}] ;
(* Gain 10th-order HAM approximation *)
BVPh[1, 10] ;
pour tracer les approximations d’ordre 10 et la solution exacte, qui est représentée sur la
figure suivante, nous pouvons utiliser :
(* Plot the solution curves *)
Plot[{U[1,6], U[2,6], U[3,6], E"z, Sin[z], Cos[z]+E"z},{z,
0, 1}, PlotRange -> Full, AxesLabel -> {"z", ""},
PlotStyle -> {{Thin, Red}, {Dashed, Blue}, {DotDashed,

90



Blackl}}]

L’erreur totale du systéme & chaque deux ordre d’approximation est tracée sur la figure

suivante par la commande :

ListLogPlot [Table[{2i,ErrTotal [2*i]},{i,1,20}],Joined->True,
Mesh -> All, PlotRange -> {{2, 6}, {107(-42), 1}},

AxesLabel -> {"m", "error"}]
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2.0n considere le probléme [18] :

Y1 (2) = 295 (2)
Yy (2) e *y (2)
ys (2) = w2 (2) +ys(2)

Soumis aux :

() =1
y2(0)
ys(0) = 0
qui a la solution exacte [18] :
yi(z) = €
ya(2) = €
ys(z) = ze€*

Ici, nous résolvons ce probléme en BVPh 2.0. Comme il ya trois équations différentielles
en Systéme sans une inconnue & déterminer, nous avons NumEQ = 3 et TypeEQ = 1.

Le systeme est entré en tant que :

(* Filename : Example.m *)

Print["The input file ",$InputFileName," is loaded!"] ;

(* Modify control parameters in BVPh if necessary *)

ErrReq=10"-30 ;

(* Define the governing equation *)

TypeEQ = 1;

NumEQ = 3;

fl1,z_,{f_,g_,h_},Lambda_] :=D[f,{z,1}]1-2*g"2;

f[2,z_,{f_,g_,h_},Lambda_] :=D[g,{z,1}]-E"-z*f ;

£[3,z_,{f_,g_,h_},Lambda_] :=D[h,{z,1}]1-g-h;

(* Define Boundary conditions *)

NumBC = 3;

BC[1l,z_,{f_,g_,h_}] :=f-1/.2->0;

BC[2,z_,{f_,g_,h_}] :=g-1/.z->0;

BC[3,z_,{f_,g_,h_}] :=h/.z->0;

(* Define solution interval *)
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zL[1]=0;
zR[1]=1;
zL[2]=0;
zR[2]=1;
zL[3]=0;
zR[3]=1;
(* Define initial guess *)
U[1,0]=z+1;
U[2,0]=z+1;
U[3,0]=z;
(* Define the auxiliary linear operator *)
L[1,u_] :=D[u,{z,1}];
L[2,u_] :=D[u,{z,1}];
L[3,u_] :=D[u,{z,1}];
(* Print input data *)
PrintInput [{f [z],g[z],h[z]}] ;
(* Get optimal cO *)
GetOptiVar[4,{},{c0[1],c0[2],c0[3]1}] ;
(* Gain 10th-order HAM approximation *)
BVPh[1,30] ;
pour tracer les approximations d’ordre 30 et la solution exacte, qui est représentée sur la

figure suivante, nous pouvons utiliser :
(x Plot the solution curves *)

Plot[{U[1,20],U[2,20],U[3,20] ,E~(22),E"z,z*xE"z},{z,0,1},
PlotRange ->Full, AxesLabel -> {"z", ""},
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PlotStyle ->{{Thin,Red},{Dashed,Blue},{DotDashed,Black}}]

L’erreur totale du systéme a chaque deux ordre d’approximation est tracée sur la figure

suivante par la commande :

(* Plot the error vs. m (order of approx) *)
ListLogPlot [Table [{2i,ErrTotal[2*i]},{i,1,20}],Joined->True,
Mesh -> All, PlotRange -> {{2, 20}, {10°(-10), 10}},

AxesLabel -> {"m", "error"}]
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3.0n considere le probleme [18] :

Soumis aux :

Ici, nous résolvons ce probléme en BVPh 2.0 en deux methodes. la premiére est :

Comme il ya une équations différentielles sans un inconnue & déterminer, nous avons
NumEQ = 1 et TypeEQ = 1.

Le systeme est entré en tant que :

(* Filename : Example.m *)

Print["The input file ",$InputFileName," is loaded!"] ;

(* Modify control parameters in BVPh if necessary *)

ErrReq=10"-30 ;

(* Define the governing equation *)

TypeEQ = 1;
NumEQ = 1;
TypeL = 1;

fl1,z_,{f_},Lambda_] := D[f,{z,3}] -1/z*f-D[f,{z,1}] ;
(* Define Boundary conditions *)
NumBC = 3;

BC[1l,z_,{f_}] := £/. z->0;
BC[2,z_,{f_}] := D[f,{z,1}]-1/. z->0;
BC[3,z_,{f_}] := f-E/. z->1;

(* Define solution interval *)
zL[1]1=0;

zR[1]=1;

(* Define initial guess *)

U[1,0]= (E-1)*z"2 +z;

(* Define the auxiliary linear operator *)
L[1,u_] :=D[u,{z,3}];
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(* Print input data *)
PrintInput [{f [z]}] ;
(* Get optimal cO *)
GetOptiVar[2,{},{c0[113}] ;
(* Gain 10th-order HAM approximation *)
BVPh[1, 20] ;
pour tracer les approximations d’ordre 20 et la solution exacte, qui est représentée sur la

figure suivante, nous pouvons utiliser :

(* Plot the solution curves *)
Plot[{U[1, 12], z*E"z},{z,0,1},AxesLabel->{"z",""},
PlotStyle->{Thin, Red}]
L’erreur totale du systéme & chaque deux ordre d’approximations est tracée sur la figure

suivante par la commande :
(* Plot the error vs. m (order of approx) *)

ListLogPlot [Table [{2i, ErrTotal[2*i]},{i,1,10}],
Joined ->True,Mesh->All, PlotRange ->{{1,10},{0,1}}, AxesLabel -> {"m",
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"error"}]

La deuxiéme methode a transféférée cette équation en systéme d’équation différentielle,

si on pose :

ys(2) =

n(z) = v (2) =v2(2)
Yo (2) Y (2) = ys ()
vi(2) = ¥ (2) =1 (2) +ys(2)

Comme il ya trois équations différentielles en Systéme sans une inconnue a déterminer,
nous avons NumEQ = 3 et TypeEQ = 1.

Le systéme est entré en tant que :

(* Filename : Example.m *)

Print["The input file ",$InputFileName," is loaded !"] ;

(* Modify control parameters in BVPh if necessary *)

ErrReq=10"-30 ;

(* Define the governing equation *)

TypeEQ = 1;

NumEQ = 3;
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fl1,z_,{f_,g_,h_},Lambda_] :=D[f,{z,1}]-g;
f[2,z_,{f_,g_,h_},Lambda_] :=D[g,{z,1}]1-h;
f[3,z_,{f_,g_,h_},Lambda_] :=D[h,{z,1}]-1/z*f-h;
(* Define Boundary conditions *)
NumBC = 3;
BC[1,z_,{f_,g_,h_}] :=f/.z->0;
BC[2,z_,{f_,g_,h_}] :=g-1/.z->0;
BC[3,z_,{f_,g_,h_}] :=h-2/.2->0;
The input file $InputFileName is loaded !
(* Define solution interval *)
zL[1]=0;
zR[1]=1;
zL[2]=0;
zR[2]=1;
zL[3]=0;
zR[3]=1;
(* Define initial guess *)
U[1,0]=z;
U[2,0]=2z+1;
U[3,0]=2z+2;
(* Define the auxiliary linear operator *)
L[1,u_] :=D[u,{z,1}];
L[2,u_] :=D[u,{z,1}];
L[3,u_] :=D[u,{z,1}];
(* Print input data *)
PrintInput [{f[z],gl[z],h[z]}];
(* Get optimal cO *)
GetOptiVar[4,{},{c0[1],c0[2]1,c0[3]1}] ;
(* Gain 10th-order HAM approximation *)
BVPh[1, 10];
pour tracer les approximations d’ordre 10 et la solution exacte, qui est représentée sur la

figure suivante, nous pouvons utiliser :

(* Plot the solution curves *)
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Plot[{U[1, 10], U[2, 10], U[3, 10],

zxE"z, (1+z)E~z, (2+2)E"z},{z, 0, 1}, PlotRange -> Full,
AxesLabel -> {"z", ""},

PlotStyle -> {{Thin,Red},{Dashed,Blue},{DotDashed,Black}}]

L’erreur totale du systéme & chaque deux ordre d’approximation est tracée sur la figure
suivante par la commande :

(* Plot the error vs. m (order of approx) *)

ListLogPlot [Table [{2i,ErrTotal[2*i]},{i,1,10}],Joined->True,
Mesh->A11,PlotRange->{{2, 10},{10°(-6),10}},AxesLabel->
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5.7 Exemple 8 (Article de R.Rajaraman)

On considére le probléme suivante :

0*u o*u ou
@ (Z,t) — W(z,t) —45 (Z,t) —4U(Z,t) =0

Soumi aux conditions
u(0,t) = 1+e 2
u(0,t) = -2

La solution exacte de ce probléme est [11] : u(z,t) = e 2 + e~ 2.
Ici, nous résolvons ce probléme en BVPh 1.0. Comme il ya une équation différentielle
sans un inconnue & déterminer, nous avons TypeEQ = 1.

Le systeme est entré en tant que :

(* Install BVPh 1.0 for Mathematica 5.2. *)

(* For Mathematica 8.0, please replace BVPhl_ 0.txt by
BVPh1_ 1.txt *)

<<BVPh1_0.txt ;
(ks stk ok sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk skok sk sk sk ok ok sk ok ok skokskok skokok sk kokok )
(* Define the physical and control parameters *)

(* TypeEQ = 1 -> BVP in a finite domain [0,a] *)
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(* TypeEQ = 2 -> eigenvalue problem in a finite domain
[0,a] *)
(* TypeL

1 -> Chebyshev polynomial as base function *)

(* Typel = 2 -> Hybrid-base approximation *)

(* TypeBase = 1 -> sine + polynomial *)

(* TypeBase = 2 -> cosine + polynomial *)

(* ApproxQ = 0 -> do NOT approximate the function *)

(* Appprox = 1 -> approximate the function *)
(esteskokokok skt ook sk okokok ok sk sk ok ok sk ok skok sokokok skokokokok sk ok ok )
TypeEQ = 1;

ApproxQ = 0;

ErrReq = 107 (-10) ;

NgetErr = 100 ;

zRintegral = 10 ;

(* Define the governing equation *)
flz_,u_,lambda_] := Module[{temp},

temp[1] = D[u,{z,2}] -4*u;

temp[2] = - D[u,{t,2}] - 4xD[u,t];
temp[1] + temp[2] // Expand

13

(* Define Boundary conditions *)
zR = 1;

OrderEQ = 2;

BC[1,z_,u_,lambda_]
BC[2,z_,u_,lambda_]
(* Define initial guess *)

ul0] = 1-2%z + Exp[-2*t] ;

(* Defines the auxiliary linear operator *)
Llu_] := D[u,{z,2}];

(* Define output term *)

Limit[u -1-E~(-2%t), z -> 0] ;
Limit[D[u,z] +2, z -> 0] ;

output[z_,u_,k_] := Print["output =
" Dlulk],{z,2}]1/.{z->0,t->03}//N] ;
(* Define Getdeltalk] *)
Getdeltalk_] :=Module[{temp,il},
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uz[k] = D[ulk],z]//Expand ;

uzz[k] = D[uz[k],z]//Expand ;

ut [k] = D[ul[k],t]//Expand ;

utt[k] = D[ut([k],t]//Expand ;

temp[1] = uzz[k] //Expand ;

temp[2] = - 4xul[k] -uttl[k] - 4*ut[k] ;
deltalk] = temp[1] + temp[2]//Expand ;
13

(* Print input and control parameters *)

PrintInput[ulz,t]] ;

(* Set convergence-control parameter cO *)

cO = -1;

Print["cO = ",c0] ;

(* Gain 6th-order HAM approximation *)
Print[" cO = ",c0] ;

BVPh[1,50] ;

(* Calculate the squared residual *)
For[k=2, k<=50, k=k+2,

GetErr[k] ;

err[k] = Integrate[Err([k],{t,0,1}];

Print[" k = ", k, " Squared residual = ", err[k]//N] ;
1;

pour tracer les approximations d’ordre 50 et la solution exacte, qui est représentée sur la

figure suivante, nous pouvons utilisers :
(x Plot the solution curves *)

Plot3D[{U[50], E"(-2 t) + E"(-2 2)}, {z, 0, 1}, {t, 0, 1},
PlotRange -> Full, AxesLabel -> {"z", ""},
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PlotStyle -> {{Thin, Red}, {Dashed, Bluel}}]

L’erreur totale du systéme & chaque deux ordre d’approximations est tracée sur la figure

suivante par la commande :

(* Plot the error vs. m (order of approx) *)

ListLogPlot [Table[{2 i, err[2*i]}, {i, 1, 25}], Joined ->
True,

Mesh -> All, PlotRange -> {{2, 50}, {0, 1}},

AxesLabel -> {"m", "error"}]
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5.8 Exemple 9

On considére le probléme suivante :

3u 0%u ou u 0%u ou
ag(z t) 82’2( t) 82(2 t>_ﬁ(zvt)_ﬁ(zut) at (Z t)_O

Soumi aux conditions
u(0,t) = t3

gu0,t) = 3t2
Pu0,t) = 3(t+1)

La solution exacte de ce probleme est [X] : u(z,t) = (z +1)°.
Ici, nous résolvons ce probléme en BVPh 1.0. Comme il ya une équation différentielle
sans un inconnue a déterminer, nous avons TypeEQ =

Le systeme est entré en tant que :

(* Install BVPh 1.0 for Mathematica 5.2. *)

(* For Mathematica 8.0, please replace BVPhl_ 0.txt by

BVPhi_ 1.txt *)

<<BVPh1_0.txt ;

(* Define the physical and control parameters *)

(* TypeEQ = 1 -> BVP in a finite domain [0,a] *)

(* TypeEQ = 2 -> eigenvalue problem in a finite domain
[0,a] *)

(* TypelL = 1 -> Chebyshev polynomial as base function *)
(* Typel = 2 -> Hybrid-base approximation *)

(* TypeBase = 1 -> sine + polynomial *)

(* TypeBase = 2 -> cosine + polynomial *)

(* ApproxQ = 0 -> do NOT approximate the function *)
(* Appprox = 1 -> approximate the function *)

TypeEQ = 1

ApproxQ = 0

ErrReq = 107 (-10) ;

NgetErr = 100 ;

zRintegral = 10 ;

(* Define the governing equation *)
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flz_,u_,lambda_] := Module[{temp},
temp[1] = D[u,{z,3}] + D[u,{z,2}] +
temp[2] = - D[u,{t,3}] - D[u,{t,2}]
temp[1] + temp[2] // Expand

13

(* Define Boundary conditions *)
zR = 1;

OrderEQ = 3;
BC[1,z_,u_,lambda_]
BC[2,z_,u_,lambda_]
BC[3,z_,u_,lambda_]
(* Define initial guess *)
ul0] = 3/2%(2t+1) %z~ 2+3%t " 2%z+t"3 ;

Limit[u-t~3,
Limit [D[u,z]
Limit [D[u,z]

D[u,z] ;

Z

D[u,t] ;

-> 0] ;
3*%t"2, z -> 0] ;
3(1+t)"2, z -> zR 1;

(* Defines the auxiliary linear operator *)

Llu_] := D[u,{z,3}];

(* Define output term *)
output[z_,u_,k_] := Print["output =
" Dlulk],{z,2}]1/.{z->0,t->03}//N] ;
(* Define Getdeltalk] *)
Getdeltalk_] :=Module[{temp,il},
uz[k] = D[ulk],z]//Expand ;

uzz[k] = D[uz[k],z]//Expand ;
uzzz[k] = D[uzz[k],z]//Expand ;

ut [k] = D[ul[k],t]//Expand ;

utt[k] = D[ut([k],t]//Expand ;

uttt[k] = D[utt[k],t]//Expand ;
temp[1] = uzzz[k] + uzz[k] + uz[k]//Expand ;
temp[2] = - uttt[k] - uttlk] - ut[k] ;

deltalk] = temp[1] + temp[2]//Expand ;

1;

(* Print input and control parameters *)

PrintInput[ulz,t]] ;

(* Set convergence-control parameter cO *)
cO0 = -0.699999999999999952851957010060070505201399394770
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602498012487757478163076497554382089814342853722112¢100. ;
Print["cO = ",c0] ;

(* Gain 6th-order HAM approximation *)

Print[" cO = ",c0] ;

BVPh[1,30] ;

(* Calculate the squared residual *)

For[k=2, k<=30, k=k+2,

GetErr(k] ;

err[k] = Integrate[Err([k],{t,0,1}];

Print[" k = ", k, " Squared residual = ", err[k]//N];
1;

pour tracer les approximations d’ordre 30 et la solution exacte, qui est représenté sur la
figure suivante, nous pouvons utilisers :

(x Plot the solution curves *)

Plot3D[{U[30], (z+t)"~3},{z,0,1},{t,0,1},PlotRange->Full,

AxesLabel -> {"z", ""},

PlotStyle -> {{Thin, Red}, {Dashed, Blue}}]

L’erreur totale du systéme a chaque deux ordre d’approximations est tracée sur la figure

suivante par la commande :

(* Plot the error vs. m (order of approx) *)
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ListLogPlot [Table[{2i,err[2*i]},{i,1,20}],Joined->True,
Mesh -> All, PlotRange -> {{2, 30}, {0, 13}},
AxesLabel -> {"m",

100D -

0.0

"error"}]
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