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Chapitre 1

Introduction

Dans ce mémoire on étudie un probléme de coagulation-fragmentation avec dif-
fusion, qui modélise plusieurs phénoménes de la nature : en astronomie, hématologie ,
chimie des polymeéres, ... etc.

Le premier modeéle de ce genre fut considéré par Smoluchowski [5]. Depuis lors, le
processus de coagulation-fragmentation a attiré ’attention de nombreux chercheurs.

Ainsi , a titre d’exemple, le modéle discret sans diffusion a d’abord été considéré par
M. Aizenman , T. A. Bak [8], . W. Stewart [10], [11]. Le cas discret avec diffusion a été
traité par D. Wrzosek [12].

D’autre part le modéle continu avec diffusion , que nous envisageons dans ce mémoire,
est beaucoup plus délicat et n’a été étudié que récemment par H. Amann [4] en considérant
I'espace tout entier R™ | ainsi que par Christophe Walker [7] sur un domaine borné.

Le modéle mathématique du processus de coagulation-fragmentation avec diffusion, est
caractérisé par un nombre infini d’équations de réaction-diffusion et c’est ce nombre méme
qui en fait représente la difficulté majeure dans la résolution. Car méme une approximation
d’un tel modéle par un systéme fini ou dénombrable d’équations de réaction-diffusion, ne
permet pas d’aboutir a un résultat optimal.

La méthode, suivie dans ce mémoire, consiste a transformer le systéme infini d’équa-
tions en considération en un probléme de Cauchy abstrait, de type parabolique semi-
linéaire, c.a.d. de la forme :

ut+At)u=R(tu), t>0,
04 u(0) = o

Le probléme ainsi transformé est posé sur un espace de distributions a valeurs dans
un espace de dimension infinie. Cela veut dire que 'opérateur de diffusion-convection
approprié A posséde un symbole a valeurs opérateurs i.e. dans un espace de type L (E, F)
, I/ et F' étant des espaces de Banach appropriés .

Généralement dans ce cas on fait appel a des résultats sur les multiplicateurs de
Fourier de type Mikhlin pour établir que —A est générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique. Mais ce procédé n’est pas valide si [’ n’est pas isomorphe a un espace
de Hilbert - résultat di a G. Pisier - et c¢’est bien le cas dans notre situation.
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C’est pourquoi on utilise les espaces de Besov Bj [1]sur lesquels les résultats précé-
dents [3] sont valides.

Concernant le terme de réaction R , on montre qu’il posséde une certaine ré gularité
sur les espaces de Besov. Cela nous permet de résoudre I'existence locale. On montre en
outre, sous certaines conditions, ’existence globale, la conservation du volume, ainsi que
la positivité des solutions.

Plus précisément le probléme modélisant le processus de coagulation-fragmentation
avec diffusion est de la forme suivante :

@) Ou—+ A(x,t,y)u= R(x,t,y,u),x € R" t € RT,
u(z,0,y) = v’ (z,y),r €R"y €Y,

oun=17213;

Y : est le support du paramétre y qui caractérise le volume des agrégats de particules
(clusters). Par la suite on désignera ce type de regroupements par "faisceaux de parti-
cules". Ces derniers, représentés donc par y, peuvent coaguler entre eux pour augmenter
de volume ou se fragmenter en particules de plus petite taille.

A : représente I'opérateur de diffusion-convection du processus,

R : est le terme de réaction caractérisant le mouvement cinétique du processus,

u, enfin, désigne la fonction distribution caractérisant la densité .

D’autre part , comme l'indiquent plusieurs domaines d’application du processus décrit
ci-dessus, ( astrophysique, physique athmosphérique,...), il est généralement trés difficile,
voire impossible, de délimiter les bornes ainsi que les conditions aux limites du domaine ot
évolue ce processus. C’est pourquoi on suppose généralement que la fonction distribution
de densité u évolue sur 'espace tout entier R tout en admettant qu’elle prenne des valeurs
trés petites a l'infini .

Notons qu’on peut considérer en méme temps le cas continu et le cas discret . En effet,

si on note par
Y1
//U(M,y)dydm,
X %o

le nombre de particules de volume variant dans l'intervalle [yo,y;1] C R, et contenues
dans le domaine X C R & chaque instant ¢ , alors cette quantité considérée dans le cas
continu prend dans le cas discret la forme suivante

/ [Z u (.’L’,t, y)] dl’, {yo, ..... yl} C N

Afin de mieux préciser le phénoméne en question, nous allons dans la suite décrire
explicitement les termes de diffusion convection et de réaction .
Commencons d’abord par I'opérateur A. Il est défini par

Az, t,y)u = —div(a(z,t,y)grad (v) + @ (v, t,y)u) + T (x,t,y) - grad.u + ag(x, t,y)u,

ou div, et grad sont pris pour x € R™ .
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La matrice de diffusion a est une fonction suffisamment réguliére pour les variables
(x,t), mesurable pour y € Y. On suppose en outre qu’elle est symétrique et définie positive
uniformément pour (z,t,y) € R x RT x Y (Y = R" dans le cas continu et N—{0} dans
le cas discret).

_)
D’autre part, le taux d’absorption ag, les vecteurs @ et b, décrivant respectivement
le transport des particules et la vitesse du fluide ot les particules sont en suspension, sont
suposés suffisamment réguliers pour (z,t), et mesurables pour y € Y.

Remarque 1.1 : A propos de la vitesse du fluide 7

La modélisation du processus de coagulation-fragmentation est obtenue généralement
en faisant les considérations suitvantes :

on observe l’ensemble des particules en interaction comme étant un mélange de fluides
(supposé de type Newtonien) : chaque particule est alors un fluide de type y avec une
vitesse propre et le fluide ou baignent ces particules est lui-méme considéré comme étant
I’élément de type y = 0.

On prend en considération les mouvements de ces différents types. On fait le bilan tout
en écrivant la conservation de masse (la densité totale du mélange doit étre constante) et
[’équation de continuité.

Le modéle est alors décrit par les équations de Navier-Stokes couplées avec des systemes

de réaction diffusion.
H

En particulier en notant par v la vitesse barycentrique du mélange, alors on a v = b
avec divv = 0.

Donc en fait le systeme (2) devrait étre complété par les équations de Navier-Stokes
pour le vecteur ?

On suppose qu’on est dans une situation ot l’on peut résoudre ces équations en ? et
par suite considérer que ce dernier est un vecteur donné.

Il y a en fait plusieurs cas de figure ou cette situation a lieu, comme dans les cas de
faible concentration dans les aérosols.

Le terme de réaction R est décrit comme suit :
R (x7 t’ y’ u) = C($7 t? y? u) + f(':E? t? y7 u) _l— h(x7 t? y)’

c , étant le terme de coagulation et prend la forme :

y o0
1
C(wyt,y,U)Z§/v(x,t,y—y’,y’)U(y—y’) (y)dy — u(y /7 z, oy, y u(y)dy,
0 0

ou vy désigne le taux de "coalescence" c-a-d. le nombre moyen de coagulations entre les
particules de volumes y & y 4+ dy et ceux de volumes ' a 3/ +dy’, dans I'intervalle d’espace
[,z + dz] et lintervalle de temps [t,t + dt]. 11 vérifie :

0 < Az, t,y,y) =7z, t,y,y) <0,
(z,t,y,9) € R"xR" x Y2
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La premiére intégrale dans le terme de coagulation ¢, exprime que les particules de
volume y se forment uniquement si deux particules de volume y — v’ et i/ se coagulent
(y' < y), étant entendu que le facteur 1,72 assure que chaque coagulation est comptée
seulement une fois. Tandis que la deuxiéme intégrale exprime que les particules de volume
y disparaissent en se coagulant avec celles de volume supérieur (y' > y) .

Le terme de fragmentation f s’écrit :

ft g u) = / o, b,y y)uly )y — d(a, t,y)uly)

La premiére intégrale dans f représente la production des faisceaux de particules de
taille y die a la fragmentation de faisceaux de particules de taille 3’ plus grande. Dans ce
cas ¢ est le taux de fragmentation et vérifie :

0 < ¢(@,ty,y) <B,
pour 0 < y<y <oo, y,y €Y, (v,t,y,y) € R" x Rt x Y?

Le dernier terme dans f tient compte de la disparition des faisceaux de particules de
taille y par leur fragmentation en faisceaux de taille inférieure. On a en fait, dans ce cas :

Y

d(x,t,y) = 1/y/90(f£,t,y,y’)y’dy’,
0
On supposera également :

¢(xvt7y)§67 ($,t,y)€R”><]R+><Y,
Finalement, le terme source h vérifie :
h(z,t,y) >0, yeY

et décrit la formation de faisceaux de taille y a I'instant ¢ et & la position x, provenant
par exemple de l'infiltration de particules externes.

L’étude du processus de coagulation-fragmentation décrit ci-dessus porte essentielle-
ment sur Pexistence locale , 'unicité , I'existence globale et la positivité de la fonction
distribution u, ainsi que la conservation de la masse.

On peut énoncer le résultat principal de la maniére suivante :

ﬁ
Théoréme 1.1 On suppose b =0 et que ug > 0 vérifie :

// 10%uo(z, y|(1 4+ y)dydr < oo avec |af <2

R Y
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Alors il existe T > 0 mazimal, tel que le systéme de fragmentation-coagulation — (2)
possede une unique solution u  sur [0, T]  positive et vérifiant :

(3) //u(t,x,y)(l +y)dydr < 0o, 0<t<T
R™ Y
De plus w est réguliere pour tout t > 0 et dépend continiment de la donnée initiale

D’autre part s’il n’y a ni absorption, ni infiltration de particules externes, alors le
volume total est conservée :

(4) //U(t,:c,y)ydydxz//uo(r,y)ydyd:c, 0<t<T
R? Y R Y

EnfinT = oo , c¢’est-a-dire u est globale, sin =1, ouy = 0 ou bien a est indépendante
de y.

La relation (3) exprime que le nombre total de particules ainsi que leur volume total
demeurent finis durant I’évolution dans le temps.

L’espace de base qui contient la solution u pour tout t € [0,7") , tel que suggéré par le
résultat précédent, serait le suivant :

Li(R™,TF)

F=L(Y,(1+y)dy)>v < / [w()[(1+ y)dy = ||v][g

On sera amené, comme signlé plus haut, a considérer plutot les espaces de Besov, pour
pouvoir appliquer la théorie des multiplicateurs de Fourrier et montrer précisément que
I'opérateur —A, défini sur W2 (R, F), est générateur d’un semi-groupe analytique sur
I’espace :

WP (R™F) = By {(R",F),s € R\Z

Enfin il faudra montrer que le terme de réaction R est un opérateur régulier, plus
précisément :

R: WoRMF) —  WI(R™F),

avec :
T<o, —-1<s<T<0o<s+2

Ainsi il sera loisible d’établir 1’existence et I'unicité de la solution u(t) dans I’espace
WP (R™F), s<0,
et en utilisant les injections

Wit2(R™ F) — Li(R",F) — WF(R",F), —1<s<0,
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on en déduit que
u(t) € Li(R™",F), pour tout ¢, 0<t<T.

On suivera dans notre étude le plan suivant, composé essentiellement des chapitres
suivants :

Apres 'intoduction , on rappelle dans le chapitre 2 des notions fondamentales, no-
tamment celles des espaces de Besov et leurs propriétés. On étudie ensuite la théorie
de l'interpolation, objet du troisiéme chapitre. Le quatriéme sera consacré a 1’étude de
la théorie des multiplicateurs de Fourier, notamment le théoréme de type Mikhlin pour
les espaces de Besov. On abordera ensuite, dans le cinquiéme chapitre, ’étude de 'exis-
tence et de I'unicité des solutions pour les problémes semi linéaires paraboliques abstraits,
comme préalable a la résolution du probléme de coagulation fragmentation avec diffusion,
laquelle résolution est établie dans le sixiéme chapitre. Ce dernier est subdivisé en quatre
parties :

- la premiére est consacrée a 1'étude de l'existence, l'unicité et la régularité de la
solution,

- la deuxiéme concerne ’étude de la positivité de la solution , en supposant celle de la
donnée initiale ,

- la troisiéme et la quatriéme sont respectivement consacrées a I’étude de la conserva-
tion de la masse et I'existence globale sous certaines conditions.



Chapitre 2
ESPACES DE BESOV

2.1 Préliminaires

On désigne par E un espace de Banach et on note par F la transformation de Fourier.
On pose

c,% =Fyp, pour ¢ € L1 (R" E).

Le lemme de Riemann Lebesgue assure que
FeLlL(l(R,E),Cy(R",E)),
Pour ¢ € S (R") et u € S’ (R"), on pose
ﬁ(gp) =u (g@) et Fu = .

on a alors :

nn

F € Laut(S(R" E))N Laut (S"(R", E)),

—

= (2m)™ (1),

)<

Flu = @2n)™"

ou
Laut(X) est 'ensemble des automorphismes dans X,

b () = p(—a) et u(p) = ().
Posons D; := —i0; pour 1 < j <n.On a:
Doy = €97, €ou = (—1) DG, pour u € S'(R",E) et a € N™.
On définit 'homothétie o, pour ¢t > 0 par

owp(x) == p(tz), (ow)(p) ==t "u(o1p), pour ¢ € S(R", E),et ue S'(R™, E).
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L’ensemble { o;,t > 0} est un groupe d’automorphisme sur (S(R", £)) et sur S’(R", E),
avec les propriétés suivantes :

(Ut)_l = 01/t

Foo, = t"oypo0F, oo =tg,00% aeN't>0 |
L,(R",E) : estinvariant par le groupe {oy,t >0}

ovull, = /P [ull,,u€ L,(R",E),1<p<oo, t>0

Soit u € D'(R, E), vérifiant supp(u) C RT. Supposons qu’il existe w € R tel que
e 8y e S'(R,E) pour tout &> w, ol (£,z) = Ex.

Alors la transformation de Laplace de u :

¢ =&+ inr—u(C) = (e, u)(n),

est bien définie et analytique sur [Re ¢ > w] , de plus elle est a croissance polynomiale
dans le sens ou il existe deux constantes c et k telles que

G(¢)] < e(1+[¢)*F, Re¢ > w.

Réciproquement , si u est une fonction analytique borné polynomialement sur [Re ¢ >
w] pour un certain w € R | elle est alors la transformation de Laplace de la distribution
u) € D'(R, E) dont le support est contenu dans R™ (¢’est un cas particulier de la théorie
de Paley Wiener).

Définition 2.1 .
1) Partition de l'unité dans R™ et R" {0} :
Soit Y une fonction radiale et B la boule unité dans R™ telles que :

v € DR"),y/B" =1, supp(y) C 2B" =: Q.

On pose
Vo =Y — oy =19 —¥(2),
Yo 1 == oot = p(27%) — (2771, ke N,et
no =0 = P(277) +9(277T), je,
soient
QO 1 =2 < gl <2, keN,et
S =< <2, jex
Alors on a

Ui, m; € D(R™), supp(yr) C Qu,, supp(n;) C Zj, pour k€N et jeZ,
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D k() = w2, €RY, meNet
k=0
doni€) = v~ Y27, EeRmom €N,
j=m

par conséquent
(€ =1, E€R" et Y () =1, £€ (R,
k=0 j=—00

dou ( Yr) == ( Yr)ke v et (nj) = (n))je z sont respectivement les résolutions de

Videntité sur R™ et sur (R™)* , les résolutions dyadiques de Uidentité induites par 1.
2) Posons
Xk = Uk—1+ Uk + Urr1, keEN.

tel que ¥_1 := 0,

On a
¢k = kakv ke N7

En effet :

UeXe = UVrr—1 + Upthr + Yrthes
= W) =) {wE@ ) — 27"
+ @) =@+ ) — w27}
= Uy

or : pour & € supp(¢y) C Q. c.a.d 2P < €] < 281
ona: 272< 2Rl < let2<27M2 ¢ <23
et puisque ¢/B" = let supp( 1) C 2B", on obtient

Y27 =1, et Y(27F%) =0,
ce qui donne Y xr = ¥, k € N et ¢’est bien le résultat cherché.

Définition 2.2 Soient S(E) l'espace de Schwartz des fonctions réguliéres a décroissance
rapide, définies sur R" & valeurs dans E et S'(E) = L(S, E), Uespace des distributions
tempérées a valeurs dans E définies sur S = S(K) ot K = R ou C.

St X est un espace réel localement converse , on note par X¢ = X + 11X sa complexi-
fication.

Alors X¢ est un espace complexe localement convexe et l'injection canonique de X
dans Xc est R -linéaire, continue.

S1 Y est un autre espace localement convexe réel et

T:X —Y,



14 ESPACES DE BESOV

est une application linéaire, alors
T e £<X, Y) SS1 T(C S £(Xc,Y(C),
ot Tc, la complezification de T, est définie par

Te(z+iy) = Tx+1Ty pour x+iy € Xc,de plus

L(Xc,Ye) = [L(X,)Y)c.
Si X est un espace de Banach réel alors Xc, est un espace de Banach complexre muni de
la norme
|z + iyl x. = sup [lzcosa+iysinaly, z+iy€ Xc.
O<a<2m

On note que

S(Ec) = [S(B)lc et S'(Ec) = [S"(E)c.

2.2 Distributions a valeurs vectorielles

Soit X un sous ensemble non vide de R™ et E un espace de Banach. On note par :

D(X, E) l'espace des fonctions tests sur X a valeurs dans £ , muni de la topologie
limite inductive,

E(X,FE):=C>®(X, E), muni de la topologie de la convergence compacte de toutes les
dérivées,

S(R™, E') I'espace de Schwartz des fonctions réguliéres a décroissance rapide sur R" &
valeurs dans F, muni de la topologie de Fréchet standard.

O (R, E) Pespace des fonctions réguliéres a croissance lente sur R™ a valeurs dans
E, cad

© € OM(R", E) si pour tout a € N" | il existe C,, et m, € N.tel que

|0%p(2)] < Co(l + [z[)™, 2 € R,

O (R™, E) est un espace localement convexe muni de la topologie induite par la famille

des semi-normes
{o— 10} i € SR™,K),a € N"}.

Dans la suite on utlisera les notations suivantes :

F(X,E) : =F(R"E),Fe{S 0Ouy} et
F(X) : =F(X,K),Fe{D,E,S Oy}

On définit 'espace dual
F(X,E):=L(F(X),E),Fe{D,E,S, Oun},

tandis que
F(X,K) = F(X).
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Ainsi on note par D'(X, E) lespace des distributions sur X a valeurs dans F | et
S'(R"™, E) T'espace des distributions tempérées sur R™ | le support d’une distribution &
valeurs dans E est défini de la méme fagon que dans le cas scalaire, en outre £'(X, F) est
I’ensemble des distributions a valeurs dans F a support compact dans X .

On identifie la fonction u € Ly j,.(X, E) avec la distribution a valeur dans E suivante

o ulp) = / o(@)u(z)dz, o € D(X),

alors Ly jo.(X, E) est Pespace des distributions réguliéres sur X a valeur dans E .
On a les injections suivantes (d=dense) :

D(X,E) <% Ly io(X, E) <5 D/(X, E),
D(X,E) <% (X, E) % D'(X,E), D(X,E) % £'(X, E) <% D/(X, E),
et D(R",E) <% S(R",E) <5 Oy(R™, E) < S'(R", E) <% D'(R", E).
Pour we D'(X,E) et «€ N" on définit 0%u par
(0°u) () == (=1)*u(8°¢), ¢ € D (X).

Le produit d’une distribution a valeurs vectorielles par une fonction est défini de la
maniére suivante :

(au)(p) :==u(ap) pour a€&(X),ue D'(X,E), et ¢e DX),
alors I'application

E(X)x D'(X,E) — D'(X,E),

(a,u) — au,
est bilinéaire, hypocontinue, en plus on a la propriété suivante

[(u— au) € L(S'(R", E))] <> [a € On(R™)].

2.3 Espaces de Sobolev et de Slobodeckii

Définition 2.3 1) On définit I'espace W) (X, E) pour m € N et p € [1,00] , dit espace
de Sobolev, comme étant :

{u:D'(X,E)/0% € L,(X,E), pour |a] <m},

c’est un espace de Banach muni de la norme

|U|| Z ||8au||LpXE 1/p’

la|<m
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ou encore de la norme équivalente

|UH Z HaaUHL (X,E)

la|<m
2) Pour p € [1,00] et s € R"\N, l'espace W3 (X, E), défini par
WX, E) : ={ue W[S](X E)/[0%s—sp < 00 ,pour |a| =m} ol

)P
u
[u]g,p D= / [ ( n+9p‘ d(z,y),pour 6 € (0,1),et pe[l,00),

ou [s] désigne la partie entiére de s,
W3(X, E), est un espace de Banach muni de la norme

wr— Jlull,, = (lullfy, + Y [0%u?_, )7

lar|=[s]
en plus , on a les injections suivantes
D(X,E) — W3(X,E)< D'(X,E),

S(X,E) <5 Wi(X, E) <> §'(X, E),
Pour s € RV 1<p<oo

8) Soitp € [1,00] et s € RT\N, alors W, (X, E) est défini comme suit
W, (X,E) + ={u:D'(X,E)/3(ug € W (X, E) pour |a| < [s]+1)
vérifiant u = Z 0%Ugy ¢,
o] <[s]+1

c’est un espace de Banach muni de la norme

u— Jull_,, = inf{ Y ally_eyr, u= D, 0%u},

o] <[s]+1 || <[s]+1
et on a les propriétés suivantes
W3 (X,E) S WYX, E), —o0 < t<s< o0,
o s+|a s n
0” € LW:H(X,E),W:(X,E), ae N, se R.
4) On note par BUC™(X,E) ,m € N | lespace de Banach défini par
BUC™(X,E) :={ue CR", E),/0%, bornée, u.c sur X, pour |a|<m },

muni de la norme ||.|[,, .
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Si s € RM\N, alors BUC*(X, E) est l’espace de Hélder caractérisé par
BUC*(X,E) := {u € BUCY(X,E)/[0u]s_1y < 00, pour |a| = [s]},

ot

(8o == [slox = sup Ju(z) —u(y)]
’ (@weX oty |z —y|°

si [ulg < oo, cette dérniere propriété montre la continuité de u de Holder uniforme de
type 6.
L’espace BUC*(X, E), est un espace de Banach muni de la norme

U Jull; o = llullig o0 + max [0%u]s—s),

de plus on a

BUC*(X,E) — WUE(X E)— D'(X,E), seNT,
BUC*(X,E) — BUCYX,E), 0<t<s < oo.

5) maintenant on définit 'espace buc®(X, E) comme suite
st s € N alors

buc®(X, E) == BUC*(X, E),

et si s € RM\N,alors buc®(X, E) est le sous espace fermé de BUC*(R™, E) suivant

buc®(X, E) = {u € BUC*(R",E)/ max [0U|s_qy — . 0} :

laf=[s] dyam(Y)

6) Enfin, on note par C5(X, E) la fermeture de D(X, E) dans BUC*(X, E) , alors on a
les injections suivantes

S(R", E) < Ci(R™, E) — buc*(R", E) — BUC*(R",E) — S'(R", E); pour s € R",

en outre on note que

ue C'(X,E)]

—

[ue C™(X,E),/ V> 0,3K (compact) C X; |0%u(x)] < e,Vo € X\ K;|a| <m].

2.4 Espaces de Besov

Soit ¢ € D (R™), une fonction radiale vérifiant ¢/B" =1 , supp( ¢) C 2B".
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Définition 2.4 Soient s € R et p,q € [1,00] , l'espace de Besov , By (R", E) est défini

par
b3.)

By, « =(({ve S®" B lulls,, < oo}l

lullsy, + =||(2* ln(D)ull g )

Y

keNlly,

ot : () est la résolution de l'identité sur R™ induite par v,
Ye(D) = F>F
et lyp) = {a,a = {a}ken, ax € B, |lall,m) = (X lax]|P)'/? < oo}
L’espace By (R", E) est un espace de Banach muni de la norme ||.|| 5. .
’ p,q

Différents choiz de 1 donnent des normes équivalentes et c’est le cas effectivement
pour tout ¥ € D(R™).

Dans toute la suite on notera, quand il n’y a pas de confusion a craindre :

B: (R",E)=B:, et S(R",E)=S5.

p,q’

Remarque 2.1 Soient : Ay =7, —1,t € R, p € [1,00] , ¢ € (1,00) et § € [0,1], on
pose :

n
o —9
[Wopg - _;Ht ||Ate.7u“Lp(R"»E)H@(R{dt/t)’
n
S
[u]1,p,q ; te; Ly(R",E) L;(Rﬂdt/t)
alors : s € RM\N
1/p

we— | > oulb+ > 0y,

|| <[s] |ar|=[s]

est une norme équivalente sur B, et pour s € N,

1/p

we |3 oty Y [, |

|| <s—1 |a|=s—1

est une norme équivalente sur B,
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2.4.1 Propriétés

Si:—00 < sy <81 <00, etp,q,q € [1,00], alors :

S— Byl — B¢ —S B < B

p,q1 P,q0 pair S € R, 1<gq <q <o0.

Si en outre : S} —n/pl = Sy — n/py, alors :

BSl [N BS()

P1,q o 00 < 8o < 81<00, el po,p1,q € [1, 0]

Enfin on peut identifier les espaces de Besov, de Nicolsckii et de Holder comme suit :

BS

p

B We p=1,s e RIN\Z
P 1 BUC®, p=o0,5scR\N

ol <:) signifie I’équivalence des normes,
tandis que pour 1 < p < ocet k€ Non a

k k
Bp:p # WP )

excepté le cas o : p = 2 et I/ un espace de Hilbert .
D’autre part on a

B +£ BUC*, pour keN.

Définition 2.5 On note By, = By (R" E) := la fermeture de S dans B, ,, s € R

p,q’
1 <p,q < oo,en outre b5 , == b  (R", E) := la ferméture de B3!'dans B .

2.4.2 Propriétés

On a .
{ oB;’q:B;’q’ seR,1<p,qg< o

B;,(I = 87 s € R+\N y Pyq = OQ,

S

p.q

B? . 1<p,g< o0
:{ o1 , s €R.

B, 1<p<oo,q=00

p,00?

Les injections canoniques suivantes sont valides

00,007

d d ° d J
B;I;,l — W]ﬁc — BF, ., 1<p<oo, B];o,1 < BUCF < bF

En outre :

o

(o]
d d
Bkoql — C[’f — Bkoopo, ke N

et

d d d ° d
S1 S0 S0 __ 1,80 !
S;)Bp,ql(_)Bp,qo(_)B p,oo—bp,oo(_>57p<00-

)
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a condition que

s1 = spetl < g < qo < 00, 0u
So < S, et Qo V q1 < 0.
De plus on a
s B b B §. seR
- 00,00 - 00,00 - 00,00 - S € .

Finalement ,on note que les deux injections dense suivante sont d’une importance dans
les applications, et surtout dans les problémes d’évolution dont nous nous intéressons, et
o

. . . s s
pour cette raison on a introduit les espacesB®,; ,b;

S d d ot
Bpg = Bpg: by g = by
pour —oo<t<s<oo et p,qé€[l,o0].Et pour la dérivation on a

(ue B;,) < (0% e B; ™, |a| <m),

ur— Y [0%ul

la|<m

et

Bpq"

est une norme équivalente dans By , pour s € R et 1 < p,q < oo.
Remarque 2.2 Les propriétés de dérivations précédentes sont valides dans les espaces
éSM et by, pour s €ER et 1 < p,q < oo.

Supposons maintenant que E; — FEj , alors on a pour s e Ret 1 <p,q < o0

By, (R", Er) — B, (R, Ey),

B, (R" Ey) — B%,(R" Ey),et
b;q <Rn7 El) - b;,q (Rna EO) )

Remarque 2.3 Si en plus linjection E1 — Ey est dense alors les deux derniéres injec-
tions sont aussi denses .

2.4.3 Reésultat de dualité

Si E est réflexif ou E’ séparable ou encore en général, si £’ posséde la propriété de
Radon Nicolym alors le résultat de dualité suivant est valide

° /
(Bsp:q (Rn7 E)) = Bg;fq’ (Rn7El) 8 € R: 1 S b, q S o0.

avec le produit de dualité entre S’ et S

/ /
< U,UuU>o =u,u > n
; By (R, E) 5 S(R™,E)»

W € B (R"E)uecSR"E).

Remarque 2.4 Sip = 00, le résultat de dualité précedent est valide lorsque E un espace
de Banach quelconque .



2.4 Espaces de Besov 21

2.4.4 Interpolation dans les espaces de Besov

La théorie de l'interpolation sera examinée dans le chapitre suivant. Toutefois on
peut déja affirmer que les espaces de Besov sont stables par 'interpolation réelle et plus
précisément :

sid<f<let—00<sy< s <oo, alors

(B;?QO’ B;}QI)Q,(] = BI(Jalq_g)SO—i_eSl? P,q.,49 ,q1 S [17 OO] 5

ou (.,.)g,p est le foncteur d’interpolation réel de type 6 .
En plus, si 0 < s <m et m € N, alors

Bls’vq = (LP’WI;H)(S/m)’qvl <p<oo, 1<qg<oo.

Pour le foncteur d’interpelation continu on a pour 0 < # < 1 et —oo < 59 < 81 < 00

(B B ) = (b b

- (1—9)80+951
P.90° U Pa1) 9,00 P,q0° pm)a,oo - bp,oo » Py Go; @1 € [1,00],

tandis que pour le foncteur d’interpelation complexe on a pour —oo < 55 < 7 < 00, le
résultat suivant

(1—9)80+981

[By: Byll, = B D4 qo, @ € [1,00],0 € (0,1) et

P90’ T P,q1 p.q
[b;?%’b;}th}e = bl(iq_e)so—’—gSl’ P, 4, Go, q1 € []—a OO] ) 0 S (O, ]-)7

ou [.,.]s est le foncteur d’interpelation complexe standard de type 6 .
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Chapitre 3

Interpolation

Soient E; , F;, j = 0,1 des espaces de Banach et X, Y deux espaces localement convexe
tels que

E; — X, F; =Y, j=0,1 (— injection continue ). On dit dans ce cas que (Ey, ),
(Fy, F1) sont des couples d’interpolation.

La théorie de l'interpolation nous donne la possibilité de construire des espaces d’in-
terpolation E, F tel que si T' € L(E;, F}), j = 0,1 alors T € L(E, F). Pour construire ces
espaces on peut procéder de deux maniéres.

La premiére consiste & trouver un "constructeur" qu’on appelera "foncteur" F per-
mettant de former "des espaces interpolés" de type : F[(FEo, E1)] & partir d’'un couple
(Eo, F1) donné, de facon que la propriété suivante, dite d’interpolation, soit vérifiée :

(T e L(X);T € L(E}, Fy),j =0,1) = T € L(E,F)

La deuxiéme consiste a trouver tous les espaces F, F' vérifiant la propriété d’interpo-
lation ainsi que toutes les constructions F.

Il est évident que la premiére procédure est plus pratique que la deuxiéme, c’est pour
cela qu’on se basera sur elle surtout.

3.1 Foncteurs d’interpolation

Définition 3.1 1)Un couple (Ey, E1) d’espaces de Banach est dit couple d’interpolation
st’l existe un espace localement convere X tel que E; — X,j = 0,1. Dans ce cas FoN
FEy et Ey + Ey sont bien définis. Observons que si By — FEy alors on a By N Ey = Ey et
FEy + Ey = Ey,ainsi on peut choisir X = Fy.

2) Si (Ey, E1) est un couple d’interpolation et Fo N Ey — E — Ey+ FEy alors E est
dit espace intermédiaire relatif a (Eo, E1).

3) Soit B la catégorie dont les éléments sont les espaces de Banach. Les morphismes de
B sont les opérateurs linéaires bornés, et la composition dans B est la composition usuelle
des applications. On note par By la catégorie des couples d’interpolation, un morphisme
B est éléments A de L(Ey+ Ey, Fo+ Fy) vérifiant : A € L(E;, F}),j =0,1 ot (Ey, E4) et
(Fo, F1) sont des couples d’interpolation ; la composition dans By est aussi la composition
usuelle des applications.
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On notera par A : (Ey, E1) — (Fo, F1) , si (Eo, Ey) et (Fo, Fy) sont des couples
d’interpolation et A un morphisme de Bj.

4) Soient (Eo, E1),(Fy, F1) des couples d’interpolation. Alors E et F sont des es-
paces d’interpolation relatifs a (Eo, Ey) et (Fy, F1) respectivement si E et F sont des
espaces intermédiaires relatif o(Eo, E1) et (Fy, F1) respectivement, et A € L(E,F) si
A (E07E1> — (F(),Fl).

De plus, E,F sont des espaces d’interpolation d’exposant 6, ou 0 < 6 < 1, relatif a
(Eo, E1) et (Fy, Fy) s’il existe c(0) > 0 tel que

1-6 0
||A|| L(E,F) < 0(9) ”AHE (Eo , Fo) ||A||L (E1, F1)

pour A : (Ey, B1) — (Fy, F1). Si C(0) =1 alors E et I sont des espaces d’interpolation
exacte d’exposant 0 relativement a (Eo, E1)et (Fo, FY).

5) Finalement, un foncteur covariant F' de By dans B est un foncteur d’interpola-
tion [exacte], [d’exposant 0], si pour (Ey, E1) et (Fy, F1) des couples d’interpolation don-
nés, alors F(Ey, E1) et F(Fo, F1) sont des espaces d’interpolation [exacte], [d’exposant
0] relativement a (Ey, E1) et (Fo, F1) et si F(A) = A € L(F(Ey, Ev), F(Fo, F1)), avec
A€ L((Eo, Er), (Fo, F1)).

3.1.1 Inégalité d’interpolaion

la proposition suivante montre que les normes des espaces intermédiaires possédent
une propriété de convexité importante.

Proposition 1 Soit Fy un foncteur d’interpolation d’exposant 6. pour (Eqy, E1) un couple
d’interpolation donné, posons Eg = Fo(Fo, E1). Alors

0 1-0
(3.1) lally, < Collzl, el * , « € Bon By,

Preuve. puisque (Ik, [k) est un couple d’interpolation et F5 un foncteur d’interpolation
d’exposant, 0, alors Fy(lk,lk) est un espace d’interpolation relatif a (Ik,lk) c’est & dire
Fo (lk, k) est un espace intermédiaire relatif a (Ik, (k) d'ou Ik = Ik N1k — Fp(lk, k) —
Ik + 1k =k < Fo(lk,lk) = lk.

Soit = € EyN Ej, on définit Vopérateur A : (lk,lk) — (Ey, E1) par A\ = Xz .
Observons que

A = sup ||Ax =|z||, ,7=0,1
s, 5y = 308 1l = el

d’ou on déduit de 3.1 I'existence d’une constante C'(6)>0 telle que

Ci(0) [lx]l5, < A?uplllmHEQ—|!A\Ig(lk9,E@)S0(6’)||96||L£9HfﬂlleEl:>
Ko~
C ()

1-60 110 1-0 110
lelle, < m—y 12lle 2lle = Collzllg, 1=l -

- G (9)
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I’estimation ci dessus est dite aussi I'inégalité d’interpolation. Il s’ensuit de I'inégalité de
Young
0<2%'" " <b0r+(1-0)y, =zycR"0c(01),

que
lzllz < cenxué—euxnf
G g% % |2 ) 0 (0% |2
L L _ _
< [CF 0T ver T || )0 e )]
< (1—0)CF 95 en |z, + 66~ |lz]],)
L
< e710(0) ||zl + < |12,
donc

|z, < e llell, +C )7 |lally, = € EnEy, >0, avec C() = (1-0)”/1-0¢y/0,

O

3.1.2 Reétractions

Un objet Y dans une catégorie donnée est un rétracteur de 'objet X s’il existe des
morphismes 7 : X — Y (rétraction surjective) et r“: Y — X ( corétraction pour r)

tel que le diagramme suivant
id

Y — Y
r¢ N\, S
X

soit, commutatif.
D’une autre facon, le morphisme r: X — Y est un rétracteur de X dans Y ¢’il
est surjectif et s’il admet un inverse & droite dans une catégorie donné.

Lemme 3.1 soit 1 € L(X,Y) une rétracion dans la catégorie des espaces localement
converes et soit r¢ € L (Y, X) la corétraction de r. Alors p :=r" r € L(X) est une
projection et X est représenté par une somme topologique directe,

X=X,X1_, X,:=1im(p) Xi_p=tm (1 —p).
De plus ¢ € Lis (Y, X,) et X,_,= Ker(p)= Ker(r).
Preuve. Observons que
2 C.\(,C

p> = (rr)(rr) = ¢ (rr)r = v Idyr = v = p,

de plus
m(1 —p) = Ker(p) D Ker(r),
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puisque
c

p(x) = 0= 0=rp(x) =r(r"r(z)) = r(x),
il s’ensuit que
Ker(p) C Ker(r), dou Ker(p) = Ker(r).

Montrons maintenant que
r¢ € Lis (Y, X,), sachons que r% est injectif car c’est 'inverse a droite de r, c’est a
dire :

r € Ker(r)=r“z)=0=r(r=)=2=0
= Ker (r) = {0},

il suffit donc de montrer que X, := im(r?),
* soit
y€ X, =im(p)=Ir € X :y=p)= () =ycim(°).
* soit
y1 € im(r9) cad I €Y iy =r% ) e X
= r(y) = rr9(x)) = 11 = 21 € im(r),
donc
y1 =7r(y) = plyr) = w1 € im(p) = X, = im(r).
D’ou

r¢ e Lis(Y, X,).
O

Proposition 2 Soit r : (Ey, E1) — (Fy, F1) une rétraction dans la catégorie By des

couples d’interpolation, et soit r¢ : (Fy, F1) — (Eo, E1) la corétraction de r. Supposons
que F est un foncteur d’interpolation de By dans B. alors

re L(./T(E[),El),‘/f(Fo, Fl)),
est une rétraction et r¢ est la corétraction pour r = F(r).

Preuve. d’aprés les propriétés du foncteur d’interpolation, puisque (Fy, E1) et (Fy, F})
sont des couples d’interpolation alors F(Fy, E1) et F(Fy, F1) sont des espaces d’interpo-
lation et

F(r)=r € L(F(FEy, E1), F(Fy, F1)) pour r : (Ey, Ey) — (Fy, F).
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On veut montré maintenant que r € L(F(Ey, E1), F(Fo, F1)) est une rétraction c-a-d

¢ € L(F(Fy, F1), F(Eo, B1)); 1€ = idg . Fy)-

On a

ro: (E();El) — (F07F1)77’C : <F07F1) E— (E();El)
c.a.d

r e E(EO + ELFQ + Fl)ﬂ“c - ,C(F() + Fl,EO —+ El)
et

re L(E;, Fy),r° € L(F;, E;) pour j = 0,1
de plus on a

EoﬂEl C f(Eo,El)CEo‘FEl
FbnFy C F(ky, Fy) C Fo+ F,

donc pour x € F (Fo,Fl) C FO + F1

Y (2) = rr9(zo 4+ 1) = 1% (20) + 17 (21) = 2o + 11 = 2, 0uT € Fy, 11 € Fy
car 7 : (Ey, Ey) — (Fy, F}) est une rétraction et r¢ est la corétraction de r, d’ot le

résultat. O
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Proposition 3 Soient (Fo, E1) et (Fo, F1) des couples d’interpolation tels que Ey — Ey
et Fy — Fy. soit F un foncteur d’interpolation de By dans B . Alors (Ey x Fy, By X FY)
est un couple d’interpolation, et

E1 X Fl %f(Eo,El) X F(Fo,Fl) :f<E0 X F07E1 X F1> > EO X Fo.

Preuve. puisque (Ey, E1) et (Fo, Fy) sont des couples d’interpolation alors il existe
deux espaces localement convexe X et Y tels que

E; — X, F;—Y pourj=0,1,

donc
EoxFy—XxYet Ey X F|, — X XY,

ainsi (Ey X Fo, Fy x F}) est un couple d’interpolation avec Ey x Fy — Ey x Fj.
soit rg 1 By X Fy — Ej la projection naturelle et i : gy — Ey X Fj I'injection naturelle.
Observons que
rg (EO X F07E1 X Fl) — (EO>E1> et
g (Eo,El) — (E() X F(),El X Fl)

de plus, rg est une rétraction et i est la corétraction pour rg dans la catégorie By ,
car on a

g . (Eo X F07E1 X Fl) — (E(];El)aiE : (E(],El) — (Eo X F07E1 X F1)7
soit zo+ x1 € Ey + B4 ,

rpig(zo +x1) = rplip(zo) + ig(z1))
= re((zo,y0) + (x1,11))
= re(zo+ 21,90 + 1) = 0 + 21, avec (Yo + 1) € Fy X F,

donc 4
. 1
TElE . E()—f-El —>E0+E1
avec
. id . id
Tl EO S Eo, TElg - E1 — E1
d’ou

reig : (Eo, EY) 4, (Eo, E1)

par conséquent 7 est une rétraction et ig la corétraction pour rg.et d’aprés la
proposition 2
e = f(’f'E) S E(F(EO X Fo, El X Fl),f(Eo, El))

est une rétraction, et ip = F(ig) est la corétraction pour rg, et d’aprés le lemme 3.1

on a
F(Ey x Fo, By x Fy) =1im(p) @ Ker(p),
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ou

D 1ETE € ﬁ(f(Eo X FO; E1 X Fl)), et ip € EZS(?(E(), El),zm(p))

Soit rp : Ey X Fy — Fy , la projection naturelle et ip : Fy — Ey X Fy
I'injection naturelle.

rr et 1 ont les mémes propriétés que rg et ig , respectivement , de plus
iprp =1 —p , et puisque Ker(p) =im(1 — p), ainsi

ip € ACZ‘S(JT(F(),Fl), K@T(p)),
d’ou
<€,f> — ZE'(€> +’lF(f) S ,CZS(f(Eo,El) X f(Fo,Fl),f(Eo X F(],El X F1>>
Car

F(Ey x Fy, By x F1) = im(p) ® Ker(p), et
Ker(p) Nim(p) {0}

Effectivement

r € Ker(p)nim(p) = p(x) =0 et z=p(y)
= 0=p(@)=p"(y) =ply) =y € Ker(p) = = =p(y) = 0.

Et puisqu’on sait que F (Ey, E1) et F(Fp, F1) sont des espaces d’interpolation relatifs a
(Eo, E1) et (Fy, F1) respectivement alors on a

El = EQﬂElcﬁf(Eo,El)%Eo—f—El:Eg
et F1 — F(F(),Fl)%Fm

d’ou

E1 X F1 %f(Eo,El) x F (Fo,Fl) :f(EO X F(),El X Fl) — E() X F().

3.1.3 Foncteurs d’interpolation standard

Dans ce qui suit on introduit briévement les foncteurs d’interpolation classiques qui
sont importants pour des applications concrétes.
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3.1.3.1 Foncteurs d’interpolation réels

Soit (Ep, E1) un couple d’interpolation. Pour x € Ey + E; ,on définit la fonctionnelle
k par

k(t,x) == k(t,x, Eo, B1) = inf{||zollg, +tl21llg, ;2 =20+ 21}, pour t >0,

posons

lly,, = ||tk = 0<fh<1, 1<q<oo,

)HLq(lRJr,%)’
et

(Eo, E1)oq == ({7 € Eo + Ex; [z, < oo} |llly,) spour 0 <8 <1,1<gq < o0.

Soit Fp 4 (Eo, Ev) == (Eo, E1)oq et F 94 (A) := A pour A : (Ey, E1) — (Fo, F1). Alors
en donnant ¢ € [1,00] et 0 € (0,1), ce qui fait de F 4, un foncteur d’interpolation exacte
d’exposant 6, notée (.,.)g, et appelé foncteur d’interpolation réel d’exposant 6 et de
parameétre q.

3.1.3.2 Foncteurs d’interpolation complexe

Soient (Ejp, £1) un couple d’interpolation, F(Ep, £) 'ensemble de toutes les fonctions
bornées, continues f de S dans Fy + Fy ,ou S := {0 < ReZ < 1} tel que

f /S est holomorphe et f/S; € Co(S;,E;),j =0,1.

Ou S ; = [ReZ = j] et Cy est Pespace des fonctions continues s’annulant a l'infini.
Alors F(FEy, F1) est un espace de Banach muni de la norme

1 flp o,y = sl f ()], Vsup | f (1+it)|z pour 6 € (0,1),
telR telR
Posons
[E(]a El]@ = ({ZI}' € EO + Elu f(e) =T pour f € F(E07E1)}7 ||||9)7
ou

zlly == inf{“fHF(EO,El) ; f(0) =},
et

f 9(E07E1) = [Eo,El]g et f 9(A> = A pour A: (Eo,E1> — (F[),Fl)

Ainsi F 4 est un foncteur d’interpolation d’exposant 6, plus précisément c’est un
foncteur d’interpolation exacte.
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3.1.3.3 Foncteurs d’interpolation continue

On note par B; la sous catégorie de B; des couples d’espaces de Banach a injection
dense. Soient (Ey, E1) et (Fo, F1) deux couples de Bs . 1l s’en suit du théoréme du graphe
fermé que A € L ((Ey, E1), (Fo, F1)) si et seulement si A € L(Ey, Fy) et A(F1) C F.

Effectivement il suffit de montrer 'implication :

Ae L:(E(),Fo) et A(El) Clhh=A€cLl ((E(), El), (Fo, Fl)),

et pour montrer que A € L ((Fo, E1), (Fo, F1)) , il suffit de montrer que A € L(E, Fy),
car on a déja A € L(Ey, Fp).

Pour cela montrons que G(A /E;) est fermé.

Soit (x,,yn) € G(A/Ey) tel que

F1 F1
Tp — T €t Yy, — Y,

Puisque G(A) est fermé, car A € L(Ey, Fy), alors du fait que (z,,y,) € G(A) on a
(z,y) € G(A), c’est a dire y = Ax avec x € Ey. Mais z,, € E; Vn et E; est un espace de
Banach, donc

xr € By ety = Ax € Fy,donc (x,y) € G(A,/E;). D’ou on en déduit, grace au théoréme
du graphe fermé, que A € L(E, Fy).

Sur la catégorie Bs.
On définit maintenant un autre foncteur d’interpolation important.
Soit (Ep, £71) un couple d’espace de Banach a injection dense. Pour 6 € (0, 1) posons

(Eo, E1)gy o, = la fermeture de Ey dans (Eo, E1),cc-

Soit (Fo, F1) un second objet de By et supposons que A € L ((Ey, E1), (Fo, F1)).
Puisque A(FE7) C Fi, on obtient
A€ L ((Eo, E1)goer (Fo, F1)g.o0)

6,007
effectivement on a

—(E0,E1)8,00

Fo,F1)6.00
(B0, B0 =T i

et (Fg, Fl)g,oo = Fl

on veut montrer que

AeLl ((EO; EI)O (FOa Fl)S,oo)

6,00

c.a.d B o
A - El( 0,£1)8,00 N Fl( 0:F1)6,00
est continue, pour cela il suffit de montrer que pour (x,) C E; (muni de la topologie

induite par celle de (Eo, E1), ), on a
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cv cv
r, — r — Ax, — Az,

soit (z,) C E1 C Ey t q

(E07E1)9,<>o
T, —
alors .
Ay, = gy
Car
AeLl ((Eo, El)@,ooy (F07 FI)G,OO)
c.a.d

A c E <E17E(FO,F1)6,00)

avec Fy muni de la topologie induite par celle de (Ey, E1)p0, ainsi en appliquant le
théoréme de prolongement par continuité on obtient le résultat cherché. D’ott on posant
F o(Eo, Ey) = (Eo,El)g’oo et F ¢(A) := A, on obtient un foncteur d’interpolation exact
d’exposant 6. on le note par

(5 Jooe

et on 'appelle le foncteur d’interpolation continue. L’espace (Ey, El)g,oo est caracté-
risé par

(Eo, Er)g o ={z € Eo;tlimot’ek(t, z) =0

3.1.4 Injections continues

Supposons que (Ey, E7) soit un couple d’interpolation. En donnant 6 € (0, 1), on définit
un espace d’interpolation relatif & (Ey, £7) par

(Eo, E1)y o = fermeture de Ey N E; dans (Eo, By ).
alors les injections importantes suivantes sont valides
d d d
(32) E() N E1 — (E(), El)qu — (E(), El)n,l — [Eo, El]”]

d
— (Eo, B\), o = (Eo, E1), oo = (Eo, B¢, = Eo + B
pour 1 < g<oo et 0<(<n<é<l

on a aussi

d d
(33) (E07 El)H,q — (E(): El)aﬂ“ - (E07 El)g,oo
pourl < g<r<oo,0<6l<l.
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De plus

(3.4) (Eo, Er)og = (Ev,Eo)i—eg »  [Eo, Eile = [E1, Eoli-e
pour 0 < 0<1 et 1<q< 0.

3.1.5 Propriétés de dualité

Pour ¢ € [1, 0], on définit 'exposant dual ¢’ € [1,00] par % + L =1. Alors on a les

q
propriétés de dualité suivantes

(EU’El),G,q - (E07 E/1>9,Q’70 <0< 171 < g < o0, [(EOv El)g,oo] = (E;)7E/1>9,1

avec les crochets de dualité naturelle induite par < .,. >gng, , pourvu que
d .
EyNE, — E; pour j=0,1

Si Ey ou Ej est réflexif et Fy N E; < i+ 7 =20,1 alors

[Eo, B\, = [E,, Ejls. 0< 0 <1,

les crochets de dualité induite naturellement par < .,. >pg g, ,de plus [Ey, E1]q est réflexif
pour 0 < 6 < 1.

3.1.6 Compacité

On pose dans ce qui suit
(EO>E1)j,q = jajzoalalgqgoo

Supposons que l'injection E; — Ej soit compacte, alors (Eo, E1)a,.q0 — (Eo, £1)00.40
est une injection compacte pour 0 <6y <6, <1,1<¢q,q1 <
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3.1.7 Propriétés de réitération
Supposons que
(*) (o, Er)ejo1 — Fj — (Eo, E1)gje » J=0,1,
ou 0 <0; <1et by +#0;.Alors
(35) (Fo, Fl)n,q = (EO, E1)(1—77)00 + 7]917,1.0 <n< 1. 1< q < o0
On pose
(36) [E(), El]j = j 7j = O, 1

alors en supposant, pour simplifier, que (Ep, E;) est un couple d’espaces de Banach a
injection dense, on a

(37) [[E07 El]@o? [E07 El]el]n = [EOa El](l*ﬁ)@QﬂLn@l?eOa 017 n € [07 1]

Observons que 3.3, (¥) et 3.5 impliquent

(3.8) ([Eo, Erlog: [Eos Erloy )i = (Eoy E1) o _nyotnr .

Effectivement si on montre que Fy = [Ey, E1lg, et Fi = [Eo, E1]p, vérifient
(Eo, Er)o; 1 — Fj — (Eo, E1)gjcpourj = 0,1,

alors on obtient le résultat, de 3.3 cette condition est vérifiée d’ou le résultat pour 6, 61,
n € (0,1); Oy # 6, et 1 < ¢ < 00, d’autre part on a

(39) [(EO’ E1>90,QO7 (EO’ E1)91,Q1]77 = (EU’ El)(l—ﬁ)90+7791,q
1
pour 0y,01,m € (0,1) avecy#6, et 1<qg<oo, ou —:=(1-n)/q+n/qa
q

ou lecas gy=¢q =00 estexclu.
Soit (*) satisfait. Alors 3.5 implique que

(Fo, F1)y o = la fermeture de FyNF, dans (Eo, Ev) (10804161 ,001

0, oo

De 3.3, 3.4 et 3.5 on déduit que

d X d
Fo N Fy = (Fo, Fona = (Bo, EV)a-mae M1 = (Eoy 1) y04061 00
D’ou

(3.10) (Fo, F1 ) oo = (Bos B1)(1—ppggingro0: 0 <1 < 1
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3.1.8 Foncteurs d’interpolation admissible

Supposons que 0 < 0 < 1

Par foncteur d’interpolation admissible , noté par (.,.)s , on entend un foncteur d’in-
terpolation d’exposant 6 pour la catégorie des couples d’espaces de Banach & injection
dense vérifiant £ dense dans (Ep, E)g ,c.a.d.

(E(), El) verifiant E1 ‘i) EO — E1 ‘i (E(), E1)97

Observons que le foncteur d’interpolation réel (.,.),p, 1 < p < 00, le foncteur d’interpola-

tion complexe [., ] , et le foncteur d’interpolation continu (.,.)§ ,sont admissibles.

S’il n’ya pas de confusion on pose Ey := (Ey, E1)g et on note la norme dans Ej par ||.||,.

Théoréme 3.1 si (Ey, E1) est un couple d’espaces de Banach & injection dense,

(3.11) BSE S Bl B 0<B<a<l.
En donnant o, 3,7,[0,1] avec 0 <y < < o < 1, il existe ¢ := c(a, B,7) tel que
(3.12) lzll5 < el 2| PO e B,
de plus
(Ey — Ey injection compacte) = ( E, — Eg injection compacte), 0 <[ <a <1

réciproquement

(Fa,e|0,1;E, — Ez injection compacte avec < )
— (Ey — Ey injection compacte)

Remarque 3.1 Soit (Fo, E1) un couple d’espaces de Banach a injection dense. Alors
l’ensemble des espaces de Banach {E,;0 < a < 1} posséde la propriété de réitération
sutvante
St

0<a<f<1l etl0<n<n<n.<l1

alors
(B Eg)ny = Ea—na +ns = (Ea, Eg)y_.
3.2 Exemples et applications

Vu que notre travail se base sur les espaces de Besov B, , ainsi que les les espace [, on
donne dans ce qui suit deux applications pour la théorie d’interpolation dans ces espaces.
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3.2.1 Interpolation dans les espaces [, (F)

Si E est des espace de Banach, alors

oo 1/p
(E) ={a/a={a;}}2; ;a5 € E;|al, (5 = (Z Hajl\p> < oo}, avec 1 <p < oo,
j=1

et
lo(Ej) ={a/a={a;}72, ;a5 € E;|lall,_g;) = sup||la;|| 5 < oo}
j

sont aussi des espaces de Banach.
Soit (E, F'),un couple d’interpolation, alors (,,(E), l,, (F')) sont aussi pour 1 < p,,p, <
oo des couples d’interpolation.

Théoréme 3.2 s0it 1 <p,,p, <00,0<0 <1, et J%ZIP;0+%' Alors

(oo (E), s (), =1y (B, ), )

et
[lpo(E): lm(F)]a,p =1ly (&, F]e)

3.2.2 Interpolation dans les espaces B,  (R")

Théoréme 3.3 (a) soit — oo < 59,51 < 00,50 # 1,1 < p<o0, 1<qo,q1,q9 <00, et
0<6<1. Alors
(B> (R"), B3}

oo S (R"))og =B, (R")  ou s=(1-0)so+0si.
(b) Soit —o0o < 59,51 < 00,1 < qo,q1 < 00,1 < po,p1 < 00, et 0 < O < 1. Alors en
posant
1— 6 1 1-60 0

1 0
- = + et — = + =
q qo e P P P

Sip=q, alors
(Bpo.ao(R"), Byl 4, (R"))g,q = By ,(R").

Po,q0 P1,91
(¢ ) Soit —00 < sp,81 < 00,1 < qop<00,1 <Py, P <00, et0<b <.
Alors
B3, (B"). By

P0,q0 P1,q1 (R")]e = B;,q (R™") ou s=(1-10)so+ 0s1,
1 1— 6 N 6 ) 1 1-06 N 0
- = —. et — =
q do ¢ P R P

(d) soit —00 < 50,81 < 00,8, # 51,1 <p<oo, et0<f<1. Alors

[B;?oo (R™) >B;1 (R")]o = B%po0 (R") 00 s=(1—6)sp+ 0s;.

,O0



Chapitre 4

Multiplicateurs de Fourier

Dans ce chapitre on montre que si on fixe deux espaces de Banach E et F' et un
symbole a € S™(R"L(E, E)), l'opérateur a(D) := a(D) := F~! a F, vérifie

a(D): BY™R", E) —B; (R", F), seR et p, ge[l, o]

est continu . De plus le résultat reste vrai si on remplace ces espaces par des sous espaces
fermés.

4.1 Multiplication

Soit a € £(X, E1), on définit la multiplication de a par une distribution u réguliére
a valeurs dans FEj par

(4.1) (a-u)(x): =a(x) u(r) ppxreX.

On remarque que a - u est une distribution réguliére a valeurs dans Ej.

Les résultats qui vont étre énoncés dans cette premiére partie montrent que méme si
u est une distribution général, alors on peut donner un sens a la multiplication définie
ci-dessus, et cela par le moyen du produit tensoriel.

Pour u; € D(R", E;) , j = 1,2, on définit le produit de convolution induit par la
multiplication 4.1 par

(r +. 1) () := / w(z— y). ualy) dy = / wn(y)uslz— y) dy pour z € R"

Rn R™

Dans cette méme partie on montre que cette définition peut étre étendue aux espaces
de distributions & valeurs dans des espaces de Banach et en particulier pour u; € S(R", E))
et uy € S(R”, Ey).

Soient Fi, Ey, Ey trois espaces de Banach munis de la norme notée pat :

| gy d = 0, 1, 2.
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On définit 'application
(*) E1 X E2 — E()
(61, 62) o (61 . 62) .
On dit que 'application définie ci-dessus est une multiplication si cette derniére est

bilinéaire, continue et de norme inférieure a un.

4.1.1 Examples de multiplications

1. Multiplication par un scalaire
IKxE — FE
(a,e) — ae;
12. Produit de dualité
ExE — Ik
(€e) +— (e.e)p;
12¢. Valeur d’une application en un point
E(El,Eo) X E1 — EO
(Aje) — Ae;
1v. Composition
;C(El,EQ) X £(E0, El) — L(Eo, EQ)
(S, T) — ST.

Remarquons que la relation bien connue :

(Ul X, UQ)A = al : ﬂQ,

établit un lien entre la convolution et la multiplication définie précédemment.
Pour a € Oy(R™, E') on pose
a(Dyu:=F 'a  Fu:=F a-a), ue S'(R" E).
Alors, on a
a(D)u = Fra- Fu:=F a)* u
a(D)u:=F ta-Fu:=F (a)* u

Il s’agit dans la suite de trouver les conditions sur a pour que a(D) vérifie

a(D) e H( B}}"™(R", E), B; (R", E))
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Soit Y € {D,D,E, E,S,S,0)}, avec :
Y(X, E): =Y(R", E)si Y € {3, Oy}

et
Y(X):= Y(X, Ik)siY e{D¢E, S, Oy}X CR"
On pose p ® e := e pour p € Y(X) et e € E.

Par suite, le produit tensoriel Y (R")®FE := s.e.v engendré par{p @ e ;o € Y(R"), e € E}
a un sens. Ici le sous espace est pris dans Y (R"™, F). On a alors le résultat suivant

D(X)® E L Y(X,E)

car le s.e.v cité avant est dense dans D(R", E) et de plus

DR", E)<% S (R, E) < Oy(R", E)

Soient maintenant a:=p®e; et W= ey ot p, Y € D(X) et ey ,e5 € F.
On pose a- w:= @ ® (e - e3).

Le but du théoréme suivant est d’étendre cette définition a tout (a,u);
(a, u) € E(X, E1) x D'(X, E3), par des arguments de densité et de continuité.

Théoréme 4.1 Il existe une unique application bilinéaire hypocontinue
E(XJ El) X D,(Xv E2) - D,(Xv EO)
(a,u) — a-u
dite multiplication point par point induite par la multiplication (%), telle que

(p®e) (V®ey) =ph @ (e1-e2),

pour a:=pRe € D(X)R@FE; et u:=1vRe € D(X) X Es.
Elle est le prolongement des applications bilinéaires hypocontinues suivantes

f1<X1 X El) X FQ(X, EQ) — .7:0<X, Eo)

ot (F1,Fe, Fo) est U'un des triplets suivant
(&, D; D), (£,&,&), (O, S; 9), (Onr, Or; Ong), (E,E5E), ou (O, S5 9).
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4.2 Convolution

Pour u; € D(R", E}),j = 1,2, on définit la convolution induite par la multiplication
(%) par :

(4.2) (ur. ug) (x): :/ul(x — y). us(y) dy :/ul(y).uQ(x — y)dy x €R"”

De plus :

(pr®@e)*. (p1®e) = (p1x2) (e €2) ;
01, oo € D(R"), e; € E; pour j = 1,2

Théoréme 4.2 Supposons que uy € D'(R™, Ey) et uy € E'(R™, Ey), ou bien
U € S(Rn,El) et ug € S’ (Rn,Ez) .

Alors il existe une distribution unique dans D'(R™, Ey) ou dans Oy (R™, Ey) respec-
tivement, qui est la convolution de uy et ug relative a la multiplication (%) et notée par
Uy * Ug, c.a.d. application :

(Ul, Ug) e (u1 * . Ug),
D/(Rn, El)X g/(Rn, Ez) — D/(Rn, _Evo)7
S (R", B)) xS' (R, By) — Oy(R", E,)
qui de plus est bilinéaire et hypocontinue.
Théoréme 4.3 Supposons que (Fi, Fa, F3) soit l'un des triplets suivants :
(BUC, Ly; BUC),(Cy, L1; Cy) , (Ly, L1; Lyy), (Leo, L1; BUC), (Ly, Ly, Cp), ot 1 < p<oo et
1<g<oc.

Alors la convolution relative a la multiplication (%) se prolonge de Fy(R™, Ey)x D(R™, E»)
en une multiplication de :

fl (Rn, El) X fg (Rn, EQ) — fo (Rn, EO) ,
donnée par 4.2 .

Théoréme 4.4 On suppose que les hypothéses du théoréeme 4.3 sont valides . On a l’in-
égalité :

lur % w2l gy @y < llnll ey @,y 2l myn )5 w5 € F5(RY ), 5 = 1,2
(qui est Uinégalité de Young pour la convolution)
Théoréme 4.5 Siuy € S'(R", Ey) et uy € S(R™, Ey) alors

(uy *. ug)" = uf - uj



4.3 Multiplicateurs de Fourier 41

Remarque 4.1 Soit a € Oy (R", Ey), on pose
a(D):=Fta-Fu:=F* <a : 1//\J> , ue S (R, Ey).
Sachant que
F € € Laut(S(R", E) N Laut(S'(R", E)),

le théoreme 4.1 garantit alors que
a(D) S E(S(Rn, EQ), S(Rn, Eo)) N £(S,<Rn, EQ), S/(Rn, E(]))

De plus,
a(Dyu=F tax.u pour wu€ SR", E,).

4.3 Multiplicateurs de Fourier

On pose
FLi(R" E) = ({ue SR E); Flue LiR" E)}, || . lr,),

ou
ull 77, = Hf_“%

Il est clair que FL;(R™, E) est un espace de Banach (puisque L; est)
De plus : le lemme de Riemann Lebesgue, la densité de S dans L; et le fait que
F € Laut( S'(R™, E) N Laut( S(R™, E)) impliquent que

(4.3) S(R", E) <% FL(R", E) <% Cy (R™, E)

D’autre part si I/ est un espace de Hilbert et & 2 %, alors

(4.4) WER®, E) <% FL, (R®, E),

Enfin, puisque le théoréme de Planchrel est valide dans Lo(R", ) avec E un espace
de Hilbert et on a I'estimation :

1-6 0 n
ullpr, < cllully™ (Maz |0%all,)” < cllully;,, ou =
la|=k 2k

L'introduction de I'espace FLjest motivée par le résultat suivant :
Supposons que F € {BUC, Cy, Ly; 1 < p < oo}, alors
la — a(D)] € L(FL1(R", Ey), L(F(R", Ep), F(R", Ey))),
de plus
la — a(D)] € LIFL1(R", Er), L(Loo(R", Es), BUC(R", Ey))),
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Remarque 4.2 Les normes des applications précédentes sont bornées par un.

Lemme 4.1 Supposons que a € D'((R"), E) et que toutes les dérivées d’ordre < n + 1
sont régqulieres,
(i) pour j € Z et pj := ‘é\égfl 11€]" 0 a||oo,2j < 00. 0N @

nja € FLi(R™ E) , et [[n; all 7, < cp;

avec ¢(n, V) indépendante de a et j
(ii) Sia € W2(Qo, E), alors

Va € le(RnaE) ’ et ”\Ija”FLl S C||a|ln+1,oo,QO

ol ¢ est une constante indépendante de a, |£]"u : & — |€]"u (§).

Proposition 4 Supposons que ¥ € D (R") avec ¢»/IB"™ =1 et , sup (¢)) C 21 B™,
et soit (V) la résolution dyadique de lidentité sur R™ induite par 1. De plus supposons
que

F e {BUC,Cy,L,, 1< p<oo}.
Alors

(Yra) (D) € L(F(R" Ey), F (R, Eo)),
(Yra) (D) € L(Lso(R", Ey), BUC(R™, Ep)) pour a € S°(R", Ey),

et
sup (e a) (D)]| < Cllallgo,a € S"(R", Ey),
(S

ot C est une constante indépendante de a.

Preuve. d’apreés le lemme 4.1 on a
sia € WiH(Qo, E) alors Ya € FLi(R", E) = ¢ya € FL;(R", E) car

Y=o = ¢ (27F) =g (27,
de plus si a € S°(R", E) alors

el lallso

lallgo, pour j €N,

n+1,00
Hj

IA A

donc Yra € FLi(R", E) et d’apres le théoréme 4.3 on a
(Yra) (D) € L(F (R", Ep), F (R", Ey)) -

de plus
(Yra) (D) € L(Lw(R", Ep), BUC(R", Ey)),
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et d’aprés le lemme 4.1 on a

Wallyy, < Cllalmg,
be i mope b= 0 (27R) — (27,
= o allry, < Cllalli g, < C llallgo, Yk € N

or :

U a— (Yy a)(D) € L(F Ly, L(F(R", Ea), F(R", Ey))),
donc 3M > 0 tel que
[(¥ra) (D) < M ¢k allgp, < Cllallgo,

d’ou le résultat. O

4.4 Espaces de Besov

Supposons que F' € {BUC,Cy, L,,1 < p < oo} et posons :
LF =LFRE) = {uec S'R", E); (vp(D)u) € [;(FR", E))},
127 = [ (r(D)u)

On définit CgF de la méme fagon, notons que By , =71, .
On munit I'espace ( S")Yavec la topologie de la convergence simple.
Alors du fait que pour a € Oy (R™, Ey)

a(D) € L(S(R™, B5), S(R™, Ey) N L(S'(R™, Es), S'(R™, Ey)

|u 137) Pour s € Ret g € 1, 00].

on peut dire que ’application
RS —(9)
u — (Yr(D)u)y

est bien définie, linéaire et continue. Notons que le diagramme

s’ i (S/)N

U 1

S R* S

LF — 2(F)
est commutatif. On considére de plus I'application

R SEJql; (F) — &'
(vg) — ZX’“ (D) vy,
k

Le lemme suivant montre que R est une rétraction bien définie,continue c.a.d qu’elle
posséde un inverse a droite continu noté R°.
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Lemme 4.2 L’application R est une rétraction continue de I3(F) dans I;F et de C§(F)
dans C3F respectivement.

Preuve. R est évidemment linéaire, posons ¢ = 0 pour k 5 0.

Puisque on a
xy =0 pour |k — 1] > 3,

on trouve
2

Yr(D)Ro = Z¢k(D)Xl(D>Ul = Z V(D) Xj+x(D)vjyx pour v = (vy) € 3 (F).

! j=—2

Dans la proposition 4 on pose a = 1g

Z Ue(D) (Xk+ja) (D)vk;

j=-2

14 (D) Rolly =

f

< D k(D) Orrsa) (D)l gy llowssl -

j==2

2 2
C Y lallg loksslly = C Y lokslly ok € Nov € (F).

j=—2 j=—2

IN

Ca implique que R € L(I3(F), 15F) N L(C§(F), C5F). De plus, sachant que

Z@Dk(D)u =u
k=0
dans S'(R™, E)) pour v € S'"(R™, E)), on trouve

RRuw =" xr(D)xe(D)u="Y (dpxr)(D)u = tp(D)u=u

k

Pouru € I;F C S'. Par conséquent R est une rétraction et R° est la corétraction associce
a R. O

Lemme 4.3 On a les deux identités suivantes

L. = I;BUC,
CiLe = C3BUC.

Preuve. D’une part on a [JBUC C I7L (C ie s,e,v) et d’autre part on montre
que I5Lo C I;BUC Soit u € [JLoe = Yp(D)u € Loe = xi(D)u € Ly,et puisque
Yrxe = U, on a Yp(D)u = (Yexe) (D)u = (D) (xx(D)u) € BUCainsi [;Lo, =
[;BUC Maintenant et puisque CgF est un s,e,v fermé de [;F le résultat obtenu pour
[;F est valide pour C3F c,a,d CjLo, = C5BUC. O
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Proposition 5 Les identités suivantes sont valides

B} s 1 <p, g<o0

B% B C5L,y,1 < p<oo, ¢ =00

e ZZCOJP = 00, 1< q<o0,

C5Co, p=q= 00.
Preuve. Puisqu’on sais BS est la ferméture de S dans B, , en outre on a C§L,, I5C et
C'SC’O sont des sous espaces hnealres de lSL = Bp ” ainsi pour démontrer cette proposition

il suffit de montrer que S est dense dans ces espaces. Notons que le Lemme 4.2 nous
donne la possibilité de travailler sur I’espace l;;’ (F), puisque R est une rétraction de l; (F)
dans [ F.Soit u € { lqgg]__l ?iiio ou F = { Lgo’ 1 Eﬁzzo
'ensemble des suites a support compact noté S, est dense dans [ (F)sil < g<oo et dans
I5(F) 1< g<o0

C5(F) g=o00
sachant que S est dense dans F et (v) € FY alors on peut prendre (v) € SV, et d’aprés
ce qui précéde on peut dire que (D) € L(S,S), ainsi Rv € S. Montrons maintenant
l;]—" 1 < g<oo
C§F q=00
I5(F) 1<g<o0

Co (F) q=o

LLF 1<g<o0
C§F q= o0

,d'une part on saisque

C§ (F) siq = oo, ainsi 3 (v) € S, tel que (v) converge vers R°u dans {

que Rv converge vers u dans{ ,on au— Rv= R(RU—v), puisque v

converge vers R°u dans { et d’aprés le Lemme 4.2 on peut dire que

R (R°u — v) converge vers zero dans { , ¢,a,d Rv converge vers u dans

l;]—" 1 <g<oo
C§F qg=o00
O

Proposition 6 les identités suivantes sont valides :

p,q’ i
b;q_ B;,ocﬁ ].§p<OO, q = o0,
CsBUC, p=qg=00
De plus
S t s
(4.5) b, sest la fermeture de B, ,dans B, ,,—00 < s <t < 00, et p,q € [1,00]

Preuve. SipV g <00, —00 < 89 < §1 < 00, Po,P1,q € [1,00] :

S1 S0
Bphq Bpo q’
on en déduit

t S
Bp ‘—>qu, j:s
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ce qui implique
o
S . S _ S
bp,q o Bp,q o Bp,q’

et by jest la fermeture de B;q dans B, ,pour pV g < oo, t 2 s. D’autre part, compte tenu
de

(5) 15(B) <5 I(E) <5 1L(E) <5 C(E) — I (E),
pour —oo <t <s<oo,1 <p<ooetl <qg<r<oo,0na
B, =1L <> B
,q q ,q

pour s <t ,1 < g < oo.Caprouve que b5, , = B5, également 4.5 est vérifié si 1 < g < oo.
De (#x) on déduit que

It (L) <% C3(Ly),t > s.

Par conséquent on obtient by ., = CgL, et 4.5 est vérifié si 1 < p < oo et ¢ = co par
le fait que CFL, est un sous espace linéaire fermé de I3 L, = B, .
On conclut grace au lemme 4.3 et la proposition 5. U

4.5 Multiplication dans les espaces de Besov

Dans cette partie on fixe n € N, F est un espace de Banachet et on omettera (R", )
dans la notation des espaces. On pose

JP=AD)=(1-A)?¥? ,scR"

Théoréme 4.6 On a

Lis (Bst!, B )
J*e Lis (Bgzt, Bz,q ;
Lis (b5HE 0 )
et (J5) = J5 pour s,t € R et p,q € [1,00].

Preuve. On montre d’abord que :

J e L (B}, B,).

p,q

et idem pour les espaces B et b.
Grace a la formule de leibnitz on a :

07 (A9e)] < e (o 5) max (A" Py ) o € N7,

Sachant que
s/2

A (&)= (14167,
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et du résultat donné précédemment
Mol |9y, | < C (a, ) Xy, k € N, € N
on déduit que

A|Oé‘ |aa (Aswk”
C (Oé, S) Igng'”“AS*lBIkammeQ

IA A

s+la|=|6lg—kla—p|
. Cl(a,s) fﬁiﬁA 2 X

ou
Q= [27 < [¢| <2M] keN

de plus

€| <2k eN
1+22k‘—2 S 1+ |£|2 S 1+22k‘+2

<

=

N (1_|_22k72)1/2 < (1+’£‘2)1/2 < (1+22k+2)1/2
N (1+22k—2)1/2 <A®E) < (1+22k;+2)1/2’

2/671

d’ou

AsHlel=I81 (¢)

IN

(1 + 22k+2)1/2(8+|a\—|ﬁ|)

IN

(2 4 22k+2) 1/2(s+|a|=18])

o(k+3)(s+al=18D ¢ 4 10| — 18] > 0,

IA

et
AsHlal=181 (g} < (1 +22k—2)%(s+\al—lﬁ\)
< QU= D(sHl=I8) g 4 || — | <0
(car 1+ 2%72 > 22k=2) et puisque
s+ o) — |68 = 0,alors:
<

(1 +2%-2) 3 (s+lal=18]) o(k=1)(s+al-181)

donc si
8+‘Oé‘ - |B‘ 2 07

on a
Astlal=1Blg=Kla=pl < o(k+3)(s+lal=I8) g~ Kla=p|

et puisque on a

oo = 6| = [le| = [B]] = |a] = |51,

Qp
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alors on obtient
Astlal=I8lg—Kla—8] < o(k+3)(s+lal=18) g—k(la|-I5)
_ 2k523(8+|a|—\ﬁ|)’
et si
s+lal =6/ £0
alors on a
Astlel=1Blg=kla=5l < o(k=1)(s+lal~I6])g—kla—p]

< 2k=1)(s+lal=IB)g—k (la] = 18])
= gksg—(s+lal=I8)

d’oul on obtient
AT10% (Asy)| < C (a, 5) 2%, 0 € N" k € N,
ainsi

—lo]

0% (A*y) (O)] < C(a,8) 2" (1+1¢)*) ® ,aeN" keN
< C(o,8) 2" 1+ )7 a e N" k€N,

ce qui montre que
Ay € S,
et pour a = 0 I'inégalité précédente donne

H2_K5AkaHSO — Mazx HA|a|aa (As¢k)}}m < C(s),pour k € N,

la<nt1|

Supposons que pour
Y e {BUC,Cy, L,;1 <p 5 o0o}.

Alors la proposition 4 implique
sup [(WeA k) (D)l gy < ClIN kg0,

donc
1A t58) (D)l ey < C 1AWl go . VE € N,

alors
1
275 (A*gene) (D>HL(Y) < jzz—l 1275 (ki) (D)H[:(Y)

1
< DA < O(s).
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d’ou alors H2‘K$ (A*eyxk) (D)HE(Y) < C'(s); k € N. Sachant que

VY = Vi, alors
U = (Vrxw) Xk = VrXG

ainsi

[k (D) Joully = 2% (|27 (A*vexe) (D) xk (D) ul|,,
< 2%|277 (A®4rx) (D>H£(y) X% (D) ully
< C () 2% |Ixe (D) ully

1
= (O (s)2" Z Vk+j (D) u
Jj=-1 Y
1
<C(s) Z 2040 ||y (D) ully
j=—1

pour k € N, pourvu que
Ui (D)u €Y (cad. : x, (D)u € Y)pour;k € N.

Alors de .
[ (D) Fully < C(s) 3 2079 by (D) uly

on obtient si ¢ 5 0o
[ ullly = 10 (D) Fu)f iy = 5 250 s (D) Sl

1 0 .
< C(s) B % MWy, (D) ullf,

- j=—1K=0

1 [e%s) R
<CO(s) B S o®HEH0 |y (D)ull.

- j=—1k=0
en posant k + j = £ ,on obtient
s g 1 oo {stt)g .
[7Pullgy < C(s) X X2 [¥e (D) ully
J=—U=j
et on a

oo

3 ol(s+t)q 4—02£(s+t)q HW (D) u||Y ,j=—105car i1 =0
Z 20y (D)ully = {1 -« N
=j E12£(S+t)q HW (D) UHY < EOZZ(SH)(J HW (D) UHY csij =1,

d’ott on a

||Jsu||%y < C(s)|u ety U € ey,
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et pour g = 00; on a
[Sullgy == o (D) Sully vy = Sgpf’“ [ (D) Joully
et puisqu’on a

1 .
2% |l (D) Joully < C(s) B 20 gy (D) ully

j=—1
alors on obtient
1 .
sup 2 [l (D) J*ully < C (s)sup % 20 g (D) ully
< C(s)sup 20 ||y (D) )y,
i
d’ou
||Js“||egoy < C(s) ullggrey s u € (Y.

Finalement on a
[ Fullyy < C () lullgrey u € 1Y, 1< q < o0
et de méme pour l'espace C{Y on obtient,

[T ull gy < € (s) |[ul

Cg+ty 5 u E Cg+ty
Du Lemme 4.3 ,les propositions 5 et 6, on déduit que

J* e L(B B;.q) :

p-q 7
J el (B;;t, B;’q) ,
JS e E(bS—H bt )’

p-q’ "p.q

et cela pour
s,t € Ryet.p.q € [1,00].

Théoréme 4.7 Soit m € R, On a :
(a—a(D)) € L(S™(R", Ey),L (B} (R", Ey), B (R", Ey)))

pour s € R;etp,q € [1,00],

[¢]
la méme propriété est vérifiée si on remplace ’espace B;_q par [’espace B;q ou encore par
) t
lespace b, ,.
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Preuve. Puisqu’on a
aeS™ (Rn, El) .

il vient que
0%a (&) < C L+ )™ e e R, Jal <n+1

en calculons |0*A~"a ()| ,on trouve :
A @) <CA+IED™ € R a<n+1
d’ou
A"a € S°(R™, Ey),

on remarque que
a(D)=J"(A"™a) (D).

Si on considere S° (R", E), on obtient
ar—a(D) e L (S (R", Ey),L (B, (R", Ey), Bs (R, Ep))),
d’apres le Lemme précédent on a

J" e Lis (B, B, ),

pq 7

sachant que
aeS™ (Rn, El) s

et de
a(D)=J"(A""a) (D)

on obtient

S n (A_ma)(D) S n Jm S—m n

prq <R ’EZ) - Bp.q (R ’E(]) - Bp,q (]R 7E0) )
POSONS
s =s—m;cads=s+m

PULSQUE

(A7"a) (D) € £ (B (R By) By ™ (R, By) ).
et

Jme L (B;f;m (R", Ey), BY, (R, E0)> ,

alors on obtient
J™ (A"a) (D) =a(D) € L (Byi™ (R", Ey), B; (R, Ey))

d’ou, il suffit de prendre dans le théoréeme m = 0.
Supposons que Y € {BUC,Cy, L,,1 < p s oo}, alors, en prenant a € S°(R™, Ey), la
propositions et le fait que

Yra = Praxy
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donnent :
[x (D) a (D) ully <Cllallwllxx (D)ully, K €N

pourvu que
Xe(D)ueY (R" Ey), K €N,

alors on obtient
la (D) ullpy < Cllallgo llull gy ,u € GY (R, Es).
Par ailleurs
la (D) ullggy < Cllallgo llullcgy »u € CoY (R", Er).
le Lemme 4.3 et ["inégalité
la (D) ully < Cllallgo lulloy  u € (Y (R, E»)
impliquent
la (D) ullgy, < Cllallgo llull gy, u€ By, (R™, ).
Puisque a (D) et J° commutent, alors on a pour
ue B,y (R" Ey),J*u e Bg.q (R", E»)
la (D) F*ull . < Cllallo [Tullyy
et puisque le théoreme précédant donne;

I e L(B, B,
J e L(BY, B,

p.q’

alors, on obtient
la (D) Tull gy < C llallgo |7l
7% (D) ull . < C lall o 17 oy g Il
d’un autre coté on a

la(D)ully,, =77 (J°a (D) w)

<[]~
By — ‘C(Bg-q’B;-q

d’on
la (D) ul

B; 4 < ¢ HaHSO Hu’ B, U € B;.q (Rn, Eg) .

Et pour les espaces B, , et b, ., des propositions 5 et 6et de

p-q’

la (D) ully < Cllallso llull gy ,u € Y (R, Ey)

ainst que

la (D) ullegy < Cllallpllullcgy u € CoY (R", E»)
on obtient

la (DWHBQQ < Cllallg |IUHB§q ,u € By, (R", Ey),

la (D) ully < Cllallgo llullyg, u € by (R, E).

17 (D) ull g,
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4.6 Théorémes fondamentaux

Avant d’énoncer le théoréme principal de ce chapitre on commence par donner la
définition suivante

Définition 4.1 Soient Ey, Fy deux espaces de Banach, pour ¥ € [0,7], on note par Sy
la fermeture dans C du secteur

{z € C; |arg z| < ¥} ,notons que Sy := {0} .

1) On dit que Uopérateur A € L (Ey, Ey) appartient & P (Ey, Ey; k,0) si.Sy C p(—A)
et

@+ AT+ A)”
On pose

P(EI,E(), UP El,E07k 19) GtP(El,EO . U P El,E(],ﬁ).

k>1 0<d<n

2) Siw+ A€ P (Ey, Eo;k, %) avec E, SN Ey , on dit que A € H (Ey, Ey).

Notons que H (E1, Ey) est un sous espace vectoriel ouvert de L (FEy, Ey) qui contient
les générateurs infinitésimauz des semi groupes analytiques fortement continu sur Ejy.

||L(EE <k,\Ne€Spetj=0,1.

Remarque 4.3 Supposons qu’il exite deux constantes : k > 1 et w > 0, tel que A €
L (FEy, Ey), vérifie

w+A € Lis(Ey, Ey) et [Mullg, <EIA+A)ullg, ReA>w ou
w+ A € Lis(Ey, Ey) et |lullg, <k[(A+A)ullg , Red>w,ue€ B,

Alors A € H(Ey, Ey) .

Théoréme 4.8 Soient s € R", p,qg€[l,00], m; E R E; — Fy,1<i</{
Supposons que

b € S™ (R™, L (E;, Ey)),1 <i<{(

et posons
b = b1 —|— .. + bg.

Supposons encore qu’il existe k > 1,w € R et; 0 € [%,7‘(‘] , tel que
())w+ Sy C p(=b())
(id) L+ D™ [+ 0 | gy + LD +BE)) ) < .
EeRM,1<i<l et AeEw+Sy.

Alors

w+b(D eP(ﬂBSW (R", E;), B i c ,19),

ot C := C (k) est indépendant de b .
De plus on a

A+b(D) ' =A+b)"(D),New+ Sy
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Preuve. On a

b:=0by + ...+ by avec: b, € S™ (R", L(E;, Ep)),1 <i</,

alors d’apres le théoréeme précédent
b (D) € L(B:t™ (R", E;), B, (R", Ey)), 1 <i</,
d’ot alors

!
b(D)e L (ﬂ Bt (R, Ey), B, (R, E0)> .

=1

Puisque application inverse B — B™! est analytique, on a
A4+ e C™L((RY)®, L (Ey, Ei)), 1 <i<lA€Ew+ Sy.

Sachant que
A+D) " =—A+b) (@D AN+

on en déduit que 8 (A +b) 'est pour tout o € N'avec, |o| < n+ 1 une somme finie de
termes de la forme :

+ A+ b)) (D) (A + b)) (%) A+ b) 7

ot les a; € N™ wérifient oy + ... + oy, = «.
On a

A1) 07: (€) A+ b)) gy < A€ 1070i (€)oo [(A+ )
= AP () (0761 (€)] 2, gy A™ (A +0)

’L‘,EOE)
}E(E By

d’apres Uypothese (ii),et en utilisant la propriété

1+ <@+1gh™,
on obtient :

A (E) [N +b)” < k.pour;§£ € (R") et;1 <i </

‘E(E Ei)

en plus on remarque que
AT () 100 (6) 25, ) < Wllgme = CLE € (RM)" o] <n+1,1 <0 <4,
d’ot alors

AT () 107 (&) (A + b (€)™ <C(k),la]<n+1,6€ R, 1<i< L,

}L(Eo)
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ainst
AT E) (0% A+ 07 O] gy ) < C (R [A )

pour : £ € (|[R")*et;1 < j </,

’ﬁ(Eo,EJ) Jal <n+1

cette derniére inégalité est valide grace a
N+ =2 A+ (M) (A +b) . (8%b) (A +b)
¢ ¢
=YX+ (A+ b)_1 (E}lﬁo‘lbi) (A + b)_1 (glaak@) (A + b)_1
(X signifie une somme finie ). Puisqu’on a , d’une part
A+b0) e CMTH (R, L(Eo, Ey)),1<j < lAEw+ Sy,

Par ailleurs

p0u73|oz\ §n+1,£e (R")',et:0<j <Y,

sachant que mg = 0,alors on trouve
(A+b) 7 e ST (R L(Ey, E))),0<j <4,

en plus ,on remarque que :

[ | = Jup [AlTFm g (XN + )7 < C (k)
ainst que

L+ A | +0) HSO(Rnﬁ(Eo)):(1+|)‘D| |sngHAm@a A0,
de (ii),sachant que

Ia\ ‘aa (A+0)" |E(E gC(k)|()\+b |£(E
on trouve
(1+ DA () [0" A+ 5) |y < C ) A+ D [ +5)
< C(k),lo| <n+1,¢€ (R,
d’ou
L+ AD[[(x+ b_l)HSO(R",E(Eo)) <C(k).
D’ou alors
HO 07 ey T A+ PO IO+ Yo,y < € R
1 < i</liet; N €w+ Sy.
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Puisque
A+ es™ (R, L(Ey, E;)),0<i<{,

alors le théoréeme précédent garantit que

A+b)71(D) € L(B:,,Bym™),0<i<I, alors

p-q’

l
A+b)7" (D) € E( pq,ﬂB;;mi> :
=1
ainst que
I+~ (D) : + L PDIO+B) (s,
L(B;'q,mBHmi)
i=1
<G H (A+0)" ” —mi (R, L(Eo,E;)) + G (14 [A]) H (A+0)" HSO(]R" L(Eo)) — <C(k),
d’ou alors
|(A+0)"" (D) l + @+ AN x+b)7 (D)HE(B;q) < C(k),\ €w+ Sy.
L(BS ﬂB”mZ)

Maintenant on montre que

A+b(D) ' =A+b) (D), Aew+ Sy,

A+b(D) (A+b)"(D)=A(A+b) " (D) + iélbi (D) (A+b)~" (D)

l
=F AN+ F+ BF (A +b) T F
=F A+ AN+b) ' F
= 1B1§'q7

et de la méme maniére on trouve

A+ " (D)N+b(D) =1, A€ w+ Sy

Ainsi
w+ Sy C p(=b(D))
et
A4+b(D) "= \+b)""(D)pour; A € w+ Sy.
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Finalement, les résultats obtenu, c.a.d

l
b(D) e L (ﬂ B;;mf,B;q> , w+ Sy C p(=b(D))
i=1

et ||[(A+b)" (D) . + (@A) [A )7 <D)Hc(35,q) <C(k),A€w+ Sy.
c (BM, ﬂ B;fgmi)
=1
montrent que
l
w+b(D)eP (ﬂ Bstm B i C, 19) :
=1

O

o

Remarque 4.4 Le théoréme précédent reste valide si on remplace lespaces B, , parB; jou
encore par by .

Théoréme 4.9 Supposons que les hypothéses du théoreme précédent sont satisfaites avec
!

d
la condition ¥ > %, supposons en outre que m B, — Ey .

=1

l ° o
b(D) e H (ﬂ B, B;’q> .

i=1

Alors :

Preuve. D’aprés le théoréeme précédent :

l o .
w+b(D)eP (ﬂ Bstm B i C, q9> ,
=1

l o

o
st on montre en plus que ﬂ B;J;mi est dense dans B, ,, on déduit alors que
i=1

l o R
b(D)eH (ﬂ B, B;7q> .

i=1

D’apres les hypotheses on a

l l
ﬂEi$E07 et ﬂEZ‘—>E1, ]_SZS&
=1 =1
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alors on a

l o o
B, (R”, N E) < Bl (R",E;) — BSimi1<i </

(0] d (o]
et; B;Q (R“, m Ez) — By ,,pour;t > s+ max.m;,

i=1
effectivement, sachant que

y n d Os n
B;J,q (R ’EO) - Bp,q (R 7E0) , pour
—00 £ s$tsooet;pqell, oo,

alors on a

d’ot alors

(R" ﬂE) Nsim @5,

=1
B, (R", ﬂE) < B (R", Ey),t > s+ maxm;,

etﬂ Bsim (R", E;) < Bj, (R", Ey) ,

ce qui tmplique
!

so m; n d ?9 n
() Bii™ (R", E;) < By, (R", Ey)
=1

d’ou le résultat .

g

Remarque 4.5 le théoreme précédent reste valide si on change

o]
Y S ) S
l’espace B, , par l’espace b, .



Chapitre 5

Problémes paraboliques linéaires

Dans ce chapitre, on étudie quelques résultats fondamentaux sur les problémes
d’évolution de type parabolique linéaire, comme préliminaire a I’étude du cas non linéaire.
On examinera plus particuliérement 'existence et 'unicité des solutions, via la théorie des
semigroupes.

5.1 Probléme de Cauchy

5.1.1 Notions de solution

Définition 5.1 Soient : J C R, un intervalle parfait (i.e. contenant plus qu’un point) ;
s= min J; A (t) (Vt € J): opérateur linéaire dans E et [ : J — E .
l’equation

ut A)u=f(t), teJ/ {s},
est dite équation d’évolution parabolique si

— A (1) est le générateur infinitésimal d’un semi groupe analytique fortement continu,
le probleme de Cauchy associé avec la condition initiale u (s) = z,est le suivant :

ut+ A u=ft), teJ/ {s}, u(s)=uz.
On dit que u : J — E, est une solution du probléeme de Cauchy précédent si

{ weC(J,E) n C'(J/{s},E)
u(t) €dom (A®t)) etut+At)u=f(t), teJ/ {s} , u(s)=un,

Si de plus :
AeC(J, H(E, Ey)), ca.ddomA (t)=FE, NtelJ
alorsu e C(J,/{s},E) .

Soit J C R un intervalle parfait. On pose Ja;= {(t,s) € J x J, s<t},
et JA;=A(t,s) € J x J/ s <t}

Si ¢ est une fonction sur J3 a valeurs opérateurs et ¢ une fonction a valeurs opérateurs
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définis sur J, on pose :

o (ts) 2 = ¢ (1) ¢(s) , ei(ts): = @ (8) P(s)

si ces compositions ont un sens.

5.2 Opérateurs d’évolution paraboliques

Définition 5.2 On suppose que F — E et que A : J — C(E) avec dom (A(t)) C F,
t € J. On dit que l'opérateur
U:Jx — L(E)

est un opérateur d’évolution parabolique (solution fondamentale) pour A avec espace de
réqularité F' si les conditions suivantes sont vérifiées :

1/

(5.1) UeC(Ja,Ls(E)NC(JA, L(EF)),

2/

(5.2) Ut,t)=1U(t,s)=U(t,7)U(1,s), s<71<t,

3/

(5.3) Im (U (t,s)) C dom (A(t)) C F, pour (t,s) € Jx

4/

(5.4) AU € C(JA L(E)),
avec(ti’)tgiz (t=s) AU (. 8)llpmy < oo, ICC

5/

(5.5) U(,s)eC'(JN(s,00),L(E)), s€J,

6/

(5.6) U =—-AU

7/

(5.7) U(t,)e C'(JN(—o0o,t),Ly(FE)), teJ,

8/

(5.8) oLU D UA.
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Remarque 5.1 Supposons que (Eo, Ey) est un couple a injection dense et que A €
H (E, Ey) . Posons

Uy (t,s) = e 94 (¢t 5) € Ja, avec J:=RY.
Alors Uy est un opérateur d’évolution parabolique pour [’opérateur constant
J—C(E), t— A,
avec By comme espace de régularité.
Remarque 5.2 (a) Soit u solution du probléme de Cauchy
ut+A)u=f(t), teJnN(s,00),u(s)==z

avec f € C(JN[s,00), E).
Supposons encore que , V € C (Ja, Ls (E)) vérifiant

V(t,t)=1, V(t,.)eC (JN(st),L(FE))

ot O,V D VA, pourte JN(s,00) . Alors

u(t):V(t,s)u(s)+/V(t,r)f(7)dr, e Jn[s 00).

S

(b) On suppose que A posséde un opérateur d’évolution parabolique U,soit (s,x) € J X E
et feC(JN[s,x),E), on remarque que U vérifie les propriétés de V dans (a),
d’ou alors le probléme de Cauchy posséde au plus une solution définie par

u(t)=U(t,s)u(s)+ /U(t,T)f(T)dT, teJnNls, 00),

S

car si le probleme posséde une autre solution, elle s’écrira de la méme maniére que préce-
demment,d’ou l’égalité des deux solutions.
(¢) Il existe au plus un opérateur d’évolution parabolique pour A plus précisément,si
U; est un opérateur d’évolution parabolique pour A avec espace de régularité F; pour
7=1,2 ,alors on a Uy = Uy, :=U ,en plus Fy N Fy est un espace de régularité pour U.
(d) Soit Ua un opérateur d’évolution parabolique pour A avec espace de régularité F
,soit o € K on pose

Uy sa(t,8) = e Uy (t,5)e*, (t,8) € Ja,

alors U, 14 est un opérateur d’évolution parabolique pour o+ A avec espace de régularité

F.
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(e) Supposons qu’il existe un opérateur d’évolution parabolique Uy pour A soit
(2, f) € EX Lijoe (J,E) , 0t (JCRY) etO€ J,
PoSons

t

u(t,x, A, f) :=Ua(t,0)x +/UA(t,T) f(r)ydr, teJ.
0

Alors u(.,z, A, f) est une bonne solution du probléme de Cauchy linéaire défini dans
(a) avec (s =0). De plus on a :

u(,z,A f) e C(JE) .
et

u(,x, A f) = eatu(.,x,a+A,e_°‘tf) , a €R ,avec

vt e (t).

Preuve.
(a) Puisque u est solution du probléme de Cauchy, alors on a

ueC(JN[s,00),E) N C'(JN(s,00),E),

en outre, sachant que
V eC(Ja, Ls(E)) ,

alors on obtient :

V(.)€ C(JN (—00,t], L (E))NCH(I N (5,1), Ls (F,E))

d’ou alors
V(t,JueC([st],E)nC" ((s,t),E),t € (s,00),

si on calcule Jy (Vu) (t,7), on trouve

Oy (Vu)(t,7)= &V (t,T)u(r)+V (t,7)u(r)
= RVt n)u(r)+V(t,7)[-A(T)u(r)+ ()],

ainsi

Oy (Vu)(t,7) =0V (t,T)u(r) =V (t,7)A(T)u(r)+V (t,7) (1),

parmis les propriétés de V,on a

RV DVA,

dom (VA) C dom (0,V)
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et VA(v) =9,V (v) si v € dom (VA),dou alors

Oy (Vu) (t,7) =V (t,7) f (1) pour s <7 <t

d’ou encore

¢ t
/V(t,T)f(T)dT = /(92 (Vu) (t,7)dr, s< <t <t

= V(E,Hul) =V (s u(s),s< s <t <t,

et en faisant tendre ¢’ vers t et s’ vers s, on obtient

t

Vi, Hut) = V(t,s)u(s)+ /V(t,T)f(T)dT,c.EL.d

u(t) = V(t,s)u(s)—I—/V(t,T)f(T)dT.

(¢) Soit (s,z) € (J x E) , les propriétés 5.1, 5.2,5.5 et 5.6 montrent que U, (.,s)x
est une solution du probléme de Cauchy homogéne ( f := 0 ) dans (a) pour (j = 1,2).
La remarque 5.2 (b) montre que le probléme de Cauchy homogéne posséde au plus une
solution, d’ou alors Uy (.,s)z = Us(.,8)z,¥(t,z) € J N [s,00[ x E ,ainsi on obtient
U, =U,. O

Dans les théorémes d’existence et d’unicité, on donnera des conditions suffisantes sur
f pour que la bonne solution soit en fait une solution pour le probléme de Cauchy.

5.2.1 Equations integrales

Aprés cette étape de préparation, on détermine dans ce qui suit deux équations
intégrales, possédant la méme solution, et mettant en relief "'opérateur d’évolution para-
bolique A.

Soient : (Fy, F1) un couple d’espaces avec injection dense , J C R un intervalle parfait
avec 0 € J et un opérateur A vérifiant : A € C? (J,H (E4, Ep))pour un certain p € (0,1).

Considérons également : U, , un opérateur parabolique pour A ,avec F; comme sous-
espace de régularité. On a alors

7 — Ua(t,7) e 940 ] e C([s, 1], Ls (Eo)) NC ((s,1), L (Ep))
En effet, d’aprés la remarque 5.1
(t,s) — e (t=9)A

est un opérateur d’évolution parabolique pour A avec comme espace de régularité F; c.a.d

[(t,5) — eI € C(Ja, Ls (Eo)) N C (J4, £ (Eo, En))
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donc
[r— e 1] € C(JNs,00), L (Eo)) N C (J N (5,00), L (Eo, 1)),
sachant que
[(t,7) == Ua(t,7)] € C(Ja, Ls (Ep)) NC (JX, L(Ep, Er)),
donc
[T Ua(t,7)] € C(J N (—00,1], Lo (Ey)) N C (J N (—00,t), L (Eo, Ev)) .

d’ou alors

[r— Ua (t,7) e 94O € O ([s,1], Lo (Eo)) N C ((s,1), L (Eo, Ey)),

d’aprés les propriétés 5.5 et 5.7 sur les opérateurs d’évolution paraboliques. En outre, et
d’aprés les propriétés 5.6 et 5.8 on trouve

0, [UA (t,7) e_(T_S)A(S)} =[Ua(t,7)][A(T) — A(s)] e~ (T=8)Als) (t,s) € Jr,et,s <T <1,

par integration, on obtient
t
Uy (t,s) = e =946 _ / Uy (t,7)[A(T) — A(5)] e” 948 dr, pour (t,s) € Ja,

de méme pour

0- [e_(t_T)A(t)UA (1,8)] = e AW TA () — A(T)|Us(1,8), pour 0 < s <7 < t,t € J,
qui donne aprés intégration entre s et ¢t ’équation intégrale
t
Uy (t,s) = e =940 4 /e(tT)A(t) [A(t) — A(T)|Ua (7, 5)dr, pour (t,s) € Ja
dans L (Ep).
On voit que Uy est solution pour les deux équations intégrales ci dessus, et c¢’est bien

Popérateur d’évolution parabolique pour A. Autrement dit on peut établir I'existence et
I'unicité pour les problémes de Cauchy de type parabolique linéaire .

5.3 Equations intégrales de Volterra

On commence par donner quelques propriétés pour les équations intégrales de
Volterra.
Soit J C RTun intervalle parfait avec 0 € J , on définit

(Jr) :=J N[0,T],T € R*.
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On définit 'espace
K (B,F,a) = {k € C(Ja, L(E.F)) / |[kllz < 00,T € J} ,

ou
||k||(a),T = ||k||(o¢),T,£(E,F) = sup (t—s)" |k(t S)HL(E,F) T e J,
0<s<t<T

(K (E,F,a), {||.||(a)7T;T € j})est un espace de Fréchet avec : {H.H(Q)’T;T € j}comme

famille de semi normes |,
On note par K (E,«) , lespace K (E, E, «) . Soit

1kll0y == sup (¢t =5)" [[k(E 5)lzmm
(t,s)eJX

lespace K (B, F,a) := {k €EK(E, Fa)/|kl, < oo}est un espace de Banach muni

de la norme |.[[ -
Les espaces définis juste avant possédent les propriétés suivantes :
Soient o, § € R

1
: K(E,F,p) — K(E,F,a) ,a >0
avec .
I Mz < TPl e o >8, TeJ
2/
Ky (E, F,a) — K (E,F,a)
et

Ko (E,F,0)= BC (Ji,L (E,F)).

3/ Si a <0, alors pour tout k € K (E,F,«), si on pose k (t,t) =0,t€J ,ona keC
(Ja , L(E,F)),d’ou alors

K(E,Fa) < C (Ja, L(E,F)) ,a <0
4/ Si (E =K) , on identifie £ (K, F) avec F' via
L(K,F) 5 B < Bl €F.

On a alors

ke C(JLF),et
Sup (t—s)"||k(t,s)]|p <o0,T €]

0<s<t<T

(ke K (K, F,a)) ssi
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En plus de l'identification de C (J, F) avec C' (JX, F)
via
[C <J,F) Su[(t,s) — u(t)] € C’(JZ,F)} ,

il en résulte

BC <JF) — K. (K,F,00 = BC(JL,F).

5/ Soit G un espace de Banach , on pose pour a , f € (—o0,1)
t
kxh(t,s) : = /h(t,T)k(T,s)dT , (t,s) € Ja,ou
k € K (K,F,a)e he K (F,G,[3),
on a alors
hxke K (E,G,a+(—1)

et _

1h*kll i1y r <(BA=a,1=08)) (Al lElgr T €7,

ou B est la fonction beta d’Euler.
Enfin, en veru du théoréme de Fubini, 'opération * est associative.

5.3.1 Noyaux résolvants

Remarque 5.3 Soit k € K (E,«a) avec « € [0,1) , alors on a pour n € N

C(1=a) [kl ]

koskx .ox (k)(t < t—s)" < s<t<T.
N * *v * (Z(7S> — F(n(l—a)) ( 8) ) =S -~
n L(E)
En posant

(e.0)
wzzg kx ... x k,
—
Jj=1 J
on a

we K(F, a),

et pour € > 0 donné , on a

(t=5)" N (t)llewy <C (o, ymel 209, 0< s <T et T €

pl1+e)m!” (=) (1) (ml/ A=) pe)(t—s)

ot m:=TI(1—a)lk[, ,. avec peut étre remplacé par e

Il est maintenant loisible d’énoncer les résultats d’existence et d’unicité pour les équa-
tions integrales linéaires abstraites de Volterra.
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5.4 Existence des opérateurs d’évolution

Théoréme 5.1 Supposons que o , B € [0,1) et k € K (E,«), alors chaqu’une des équa-
tions de Volterra linéaires suivantes :

u=a+uxk, v=0b+kxwv,

posséde pour tout a € K (E,F,3) et be K (E,F,() une solution unique, soit respec-
tivement : u € K (E,F,3) etve K(F,E,(3), données par

u=a+axw, v=b4+wxb

respectivement |
o0
sachant que w = z; k * x k.
j= J
Preuve. La preuve est identique pour les deux équations , il suffit donc de donner la

preuve pour la premiére.
o

Soient w := z; kx ... xk, et u=a+axw , daprés la derniére remarque, on a :

i= j
w € K (E, ) et puisqu’on a vu que ax w € K (E, F,a+ (3 — 1) en outre, on a :
K(E,F,f+(a—1)) — K (E,F,[3), puisque a € [0,1) donc 5+ (o —1) < fet alors
u € K (E,F, (). De plus

uk = (at+axw)xk=axk+axwxk

= a*k—i—a*(Zk* *k)*k

j=1
= axk+axkxk+ .. +axkxk
= a*w,

donc u est solution de I'équation u = a + u * k.

Ainsi l'existence de solution est vérifiée,il reste & montrer 'unicité de cette solution.

Pour cela, on fixe ' € J et on remplace J par (Jr) . Sachant que :
11—
Ihskllgyr, < T 0kl s 5 nm,

< T YB(1-a.1-8) |Bllgym IElwm - To€J N[0,T],

sup (t—s) |h=k(t, e m.r)

0 <s<t<Tp

11—«
T B —a1=B)kllayg s (=97 [0S, gr
0<s<t<T

IN

TyeJ N0, 7],
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et puisqu’on a remplacé J par J N[0, 7], on déduit que

||h*k||(g) L= sup (t_s)ﬂ ||h*k(t>3)||L(E,F)
(t,s) € (J N[0, T])A

= sup (t—s)° [hxk (ts)llppry < 00, (s,1) € Ja,
0<s<t<Tp

car hxk € K (E,F,(3), cad

sup (t—9)" [hxk(t, )| pp < 000 € J,
0 <s<t<Tp

d’ou alors
hxke Ky (E,F,(3),

on retourne a l'inégalité

sup (t—s)" |hxki(t, ) em.r)
0 < s< t <Tp

11—«
< VY BA-a,1-B) |kl g s (E—s)" (s, e
0<s<t<T

YTy € JN0,T],

et puisque 1" € J, 'inégalité précédente est vraie pour 7', d’olt encore

|7 kHKm(E,F,,H) < T B (1—a,1-p5) Hk?“(a),T 1A (2, S)HKOO(E,F,B) )
ce qui implique
x k € L (Ko (E,F,03)).

De la propriété déja vue

T (1=a) Kl

_ gnli-a)-1
Ty 7Y

[k ks ox (k) (4 8)||l g <

I

’I’LEN,OSS<t§Tg
on en déduit que le rayon spectral de 'opérateur xk ,est égale a zéro, d’ou alors

I’équation intégrale de Volterra u = a+wuxk, posséde au plus une solution sur Jp,V1I' € J.
Alors v = a + u * w est la solution unique de I’équation de Volterra définie ci-dessus. [

Maintenant, on passe a la construction d’un opérateur d’évolution parabolique associé
a AeCr(J,H(F, Ey)), vérifiant quelques conditions qu’on va voir aprés. Si on revient
a I’équation intégral déja vue

t
UA (t) 5) — e*(t—s)A(s) _ /UA (t, 7.) [A (7_> — A (5)] e*(T*S)A(S)de
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et si on pose

(5.9) ay(t,s) :=e DA Ky (t,s) = —[A(t) — A(s)] aa(t,s),

on remarque que
Ua (ta S) = a4 (t,S) +Usx Ka (tv S) )

c.a.d
Ua=as+Us* Ky,

ou encore si on veut rendre les choses un peu plus clair, on dit que U, vérifie I’équation
intégrale de Volterra

Us = ayq + Uy x Ky, pour laquelle on a montré dans le théoréme 5.1, I'existence et
I'unicité d’une solution de la forme

u = aA—i-aA*wA,oiL

= g kax* .. *k:A,
j

et cela pour aa, k4 vérifiant quelques conditions qu’on va confirmer dans le lemme qui
suit , et puisque Uy vérifie 'équation de Volterra u = a4 + u x K4 ,alors Uy s’écrit sous
la forme Uy = aa+as*xwy ,

Si on montre que Uy ainsi défini, vérifie les conditions désirées pour qu’il soit un opé-
rateur d’évolution parabolique pour A , alors il sera 'opérateur d’évolution parabolique
recherché, et c’est effectivement ce qu’on va montrer dans la suite.

Remarque 5.4 Dans la définition de K (E,F,a) on peut remplacer ['hypothése k €
C(JAL(EF)) par (k € Looioc (JA, L(E, F))) . Alors tout ce qui précede reste valide pourvu
que
(1) sup  est remplacé par sup -ess .
0<s<t<T 0<s<t<T
(2)  le résultat
K(E,F,a) — C(Ja,L(EF)) , a <0,
est remplacé par
K(E,F,a)NC(JA\,L(E,F)) — C(Ja,L(EF)) , a <0.

)
(3) dans la définition de K (K, F,«a),C (JX, F)est remplacé par Lo joc (JA, F) .
(4) KOO (E7F70) BC(‘]A7 ( ))7

BC (J, F) — K (K, F,0) = BC (Jx, F), sont remplacés par :
Ko (E,F,0) = Lo (JA,L(E,F)) et Lo (J,F) — Ko (K, F,0) = Lo (JX, F).
Ainsi, on obtient par cette nouvelle définition de K (E, F, ),
K(F,G,0)« K (E,F,a) — K(E,G,a+8—-1)NC (Ja,L(E,G)), si a+ [ < —1.
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Le théoréme suivant, donnant 'inégalité de Gronwall généralisé, est en fait une appli-
cation du théoréme 5.1.

Théoréme 5.2 Soient o, f €[0,1) ete >0, tel que

u : J—R;[t—t"u(t)] € Locjoc (J,R), et
t

u(t) < At_ﬁ—l—B/(t—T)_au(T)dT, p.ptEj,
0

ot A, B sont des constantes positives.
Alors il existe une constante positive ¢ := ¢ («, 3, ) ,telle que

u(t) < AP (14 cBto0HmeB) oyt e,
ot u(a,B):=T(1-a)B)t/ G-

Preuve. Posons E := F :=R et k(t,s) :== B(t —s) “ pour (t,s) € JX, alors on a :
ke K(E,a)et |kllr=B pour T¢€ j,

En outre, soit a (t) := At~?, on remarque que a € C (J, E) , ainsi en identifiant
t —a(t) avec [(t,s) +——a(t)] € C(JA,E),

on déduit que a € K (E, ) et ||al| 5, = A pour T € J,
puisqu’on a déja vu dans la remarque 5.4 qu’on peut remplacer la condition

keC (JXA,L(E,F)) par k € Lo joc (JA, L (E, F)) dans la définition de K (E, F, «),
ainsi et puisqu’on a

[t — t%u(t)] € Lootoe (J,R) , par conséquent u € K (E, ).

Donc
k*xu €K<E,OK+6_1);>K<E75)7

et par suite on a
b=a+kxu—ueK(E/p)

d’ou
u=a—b+kxu
Maintenant en appliquant le théoréme 5.1, on obtient

u=(a—b)+w=*(a—0),

et d’aprés nos hypothéses on a
t
u(t) < At +B /(t —7) “u(r)dr,ppteJ,
0
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ainsi
(a(t)+k*u(t)—u(t)) >0, par conséquent b > 0, et puisqu'on a & >0 alors w > 0,

dot u=(a—b)+wx(a—b)<a+wxa, c.ad

t
u(t) < At™P + A/w(t—T)T_ﬁdT,p.p teld.
0

en outre, la remarque 5.3 implique
w(t) < cla,e) (BEoe M) 150 e 50,

par conséquent

t
At_’g+A/w(t—7')7'_ﬂdT , p.-p tE€ J

0

u(t)

IN

IN

AtP 4 A/ c(a,e)B(t—1)" €(1+€)H(a,B)(t7-r)] B s

IN

At™ ﬁ—i—Ac (o, B/ 0‘6(1+€)u(a7B)(t—7)} +Bdr

t
At 4 Ac(a, ) Bell+en(e.B)t /t—T 7 hdr

0
At + Ac(a,€) BT [B (1 — o, 1 — ) #7277,

IA

IN

d’ou finalement
u(t) < AP (14 eBE o m@B T n e T,
O

Corollaire 5.3 Sous les hypothéses du théoreme 5.2, on a : pour tout € > 0, il existe une
constante ¢ := ¢ (g, a, 3, B) ,tel que :

u(t) < ActPBelHomaB)t ¢ e J.
On fait la notation suivante :

' s T
E = [[argz\ < 9+ 5| pour VANS [0, 2]



72

Problémes paraboliques linéaires

Lemme 5.1 Soient v € [0 ;5 ]ﬁxé , I une courbe simple arbitraire réguliére par mor-

ceaur dans Zw définie de oo e—z‘(19+g) a 00 ei(ﬁ”rg),enﬁn X est un espace métrique.
Supposons que ’application

f :ZﬁxXxR+—>E

vérifie les propriétés suivantes :
(B f(,z,t): Zﬁ — E : holomorphe pour (z,t) € X x R+,

(i1)  f (z,.,.)€C (X X R+,E) pour z € 219-

(13i) il existe deux constantes o € R et M > 0,telles que :

If (z,2,0)] < M|z|* " e (2,2,1) Z x X x R

Alors on a

(z,t) > /f (z,2,t)dz € C’(XXR+,E>,et

/f (z,2,t)dz < cMt™™ (zw,t)GZﬁxXfo

Le lemme 5.1 est essentiel pour la suite.

5.4.1 Estimations des semi-groupes

Soit (Eg, E1) un couple d’espaces de Banach a injection dense, J C R™ un intervalle
parfait avec 0 € J et
€ (0,1). On suppose que
1/

A CC? (J,H(E, Ey)).
2/ IM,ne Rt et e (0,7/2), tel que

< n, Ae A.

A, = s A =40

(s,t)eJ? |S - t|p
sF#t

3/ Y, C p(—A(s)) avec

1A gpmy + E+ DT+ A@s) <M,

‘C’(EO’Ej)
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pour (s,\,A) € J x> ,xA et j=0,1
Les trois conditions précédentes impliquent

(5.10) M7zl < AGs) 2lly < Mzl (s.2,4) € x Erx A
Dans ce qui suit, on notera les trois conditions précédentes par (D).
La condition (>_) assure des estimations uniformes pour les semi-groupes ayant —A (s)

comme générateur infinitésimal, ainsi que leur dépendance continue pour s € J, comme
il est indiqué dans le lemme suivant.

Lemme 5.2 Soit A C C? (J , H(E1, Ey)), vérifiant la condition (>), alors on a

| (s))F et

+t H[m (s)]F (e=t46)) H <c(k),

L (E)) L (Eo,E1)

pour k € N (t,s,A) e RT x I x A,j=0,1,
en outre on a

[(t,8) — e 4] e O (RT x J, L, (Ey, E;)) NC (R+ xJ, L, (Ej,Ek)) ,

pour j.k € {0,1} ,j < k.

Preuve. D’apres la théorie des semi groupes analytiques, on a

_ 1)k
A (5) ¢~1A6) — <2 3 /Aketw FAGE) AN L (t> 0) L EEN,
T
T

i(0+7/2) 19+7r/2)7

ou I' une courbe réguliére par morceaux , allant de oo e~ a oo el

danszﬂ.

Posons (f (A, s,1)) := Ae? (A + A(s))™", on remarque que

i) f (.,s,1) :Zﬂ — L (FEy) est holomorphe pour (s,t) € J x R,
i) f(\.,)eC (JxR+ : LEO) pour A ezﬂ ,

(111) Hf ()\,S,t) HL(EO) <M ‘)“k_l etReA ’ ()\,S,Zf) € Zg X J X R+7
Effectivement on a, grace a la troisiéme hypothése de () pour j =0 :

AN A gy < MAG lemmy + @+ D O+ A gy <M.
d’ou alors

1f ()\,S,t)HL(EO) = H)\ket)‘()\ —|—A(s))_1||£(E0) < M|)\‘k—1€tRe/\’
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d’ou la validité de (iii) avec o = k.
En appliquant le lemme).1 ,on trouve

e (5) ) = /f asnd| < allewyit - e,

ainsi

<c(k), (t,s,A) eR*xJx A , keN.,

tA (s)]" e tAG)
Y0 .

On établit dans la suite cette inégalité pour la norme |||, gz, -
pour cela, soit x € E7, d’aprés la propriété 5.10 on remarque que

[tA (s)]F e A0y [tF AR () e MO A () 2|
| |

Eq

ceci résulte du fait que le semi groupe commute avec son générateur infinitésimal pour
x € dom (A(t)) , ainsi on trouve

|24 )t 4|

o = HtkAk_l(x)e_tA(S)A(s)xHEl

< [JAs) AR (2) A0 A (s) ]|,
< |raenteraas|,

< |[[tA (s))F e A cy 14 () 2,
< c(k)|A(s) 2] g < Me(k)||z]|g, .

d’ou alors
tA (s)]F e tAC) <c(k) ,
ieas) iy SC)
et maintenant, on montre que
tH tA (5)]F e~ tAG) <c(k),
LA (s)] oy =)

pour cela on a

t”[tA (s)]ke_m(s)x) = |[tF1 AR (s) e_ltA(s)ﬂcHE1 pour = € Ey

Eq

< M||A(s) [tFT A" (s) e Mg ] HEO
< H [tA ()] e*tA%‘

Eo
< Mce(k+1) ||lzlg,
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d’ou alors
thAs P e tAGs) <ck+1),
[tA(s)] . (k+1)
ainsi on a établit que l'estimation
tA (5)]F e tAC) —|—tH tA (s)]F (e7tA®) H <c(k),
|4 o) iy THEAGEE) ] <eh)

est valide pour k € N, (t,5,A) € RT x J x Aetj =0, 1.
Il nous reste & montrer que

.+
[(t,8) — e 4] e C (RT x J, L, (Ey,Ey)) NC (R x J, L, (Ej,Ek)>,

pour j € {0,1},5 < k.
Pour cela on a

AeC?(J,L(FEEy)) ,alors Ae C(J,L(EE)) (du fait que A € C? (J,H (E1Ey)))
et puisque I'application B +—— B~ lest réguliére, alors on a
[s— (A + A (5))_1} e C(J,L(Ey, Er))

En outre en utilisant la propriété E; — Ej et grace a 5.10 on trouve pour s € J

[ +A@) 2l < M[A®s) [ +A@) " 2]l
< M|(A +A(s) T Als) 7|,
< MH(/\ +A(3))71 ||L(EO,E1) ||A(S>x||EO
< MaM|zl|g <cllzllg,

(sachant bien sir qu’un opérateur linéaire fermé commute avec sa résolvante). De méme

I +A(s) |y < |V +AG) T 2l <cllally o sed

[puisqu’on a déja [s — (A —l—A(s))_l] € C (J, L(Ey, Ev))],
ce qui donne enfin

[s — (N +A®s)7] €C(J, L(BLEy) , 4.k € {0,1} ,j<k

Ainsi, puisque f (), s,t) := e (A + A (s))_lvériﬁe les hypothéses du lemme 5.1, alors on
a

[(t, 5) s e A } eC (R+ x J, E(Ej,Ek)> pour 7,k € {0,1} avec j <k.
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Enfin, on montre que
[(t,s) — e_tA(s)} eC (R+J, E(Ek,Ej)) pour j,k € {0,1} avec j<k.

Pour cela, soit x € E;. On a

t

t
eftA(S)(,E —r = /azeTA(S) xdr = — / eiTA(S) A (8) xdr ;
0 0

on a en outre

t
He—tA(S)x_:EHEO < /HG—TA(S) A(S)‘THEO dr
0
t
< [11A6) ™ 0)|, ar
0
<

t
M [l ], dr
0

(d’aprés 'inégalité 5.10) ,et grace a 'inégalité suivante, déja vue,

k _—tA(s) k (o—tA(s)
[rawrte@] et @ )|, e,
pour k € N, (t,s,A) e RT x J x A,j =0,1,
on obtient pour k=0, j =1
He—tA(S)HE(El) < He—tA(S)HE(El) +¢ He_tA(S)HC(EO,El) c,

ce qui permet d’établir

| | e—tA(s) T

VAN

t t
—allg, < M [ e 0l g dr <01 [ e o ol b
0 0

< telzllg,  t €RY, s €,

e =l < telel b€ R s €
= [ M) R, LG E).
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7

De plus
HAG) _ tAG) QLm / A FAG) = (A +A(s'))ﬂ A
- L / [+ AE) A A +AE) ]

ce qui donne d’aprés le Lemme 5.1, la condition() ) et I'inégalité 5.10

<ctls—4§" ,teR s, s €,

H o—tAG) _ o —tA®)
L(E1,Eo)

Par suite, en écrivant :

r— e VA, = (e_tA(S) — e_tA(S/)) x + (e_tA(S/) xr — x) - (e‘t/A(s/) x — x)

et compte tenu de

e—tA(s)

[(t,8) — e e C(RY x J, L(E},Ey)) pour jk € {0,1} avec j <Kk,

on en déduit que
[(t,s) — e_tA(S)] € C(R" x J, L, (E\, Ey)),
Maintenant, en utilisant cette propriété, et puisqu’on a déja montré que
e e L(Ey) , (t,s) eRY x J,
et compte tenu du fait que Ejest dense dans Ey, pour = € Fy , 3 (x,) C E; tel que =z,

cv .
— z, pour z, € E, on obtient
Ey

H et g, — AL anE Sclt=t] [s=5] |lzally, , Vn€bbN,
0

d’ou alors
[(t,5) — e O] e C(RT x J, L, (Ey)),

Finalement, on remarque que pour z € Fy

o4 — o], < M A )2 = A 5) a0

t—0

car si x € Ey, alors A(s)x € Fy,en plus on a
[(t,s) — e_tA(s)] € C(R* x J, L, (Ey)) ,

en outre, puisque on a déja vu que

[(t,s) — e ™M) eC (R+ xJ, L (El)) ,
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et que
e tAB) VA — (eftA(s) _ eftA(s/)) v 4 (eftA(s/) v a:) _ (eft’A(s’) r— x) ’

on en déduit que
[(t,s) — e’tA(S)} e C(R* x J, L, (Ey)).

Enfin et d’aprés tous ce qui précéde, on a
[(t,5) — e ] eC <R+ X J, £(Ej,Ek)) NC (RY x J, L, (Ey, E)),

pour j, k€ {0,1} avec j <k. O
5.4.2 Construction des opérateurs d’évolution

En fait, ce dernier lemme avec la condition(})et I'inégalité suivante
M allg, < IA ()l < Mllally, , (5,2,4) €7 x By x A,
assurent les propriétés suivantes (voir 5.9 pour les notations)
ay € Ko (Fy,0)N Ky (E,0)N Ky (Eo, B, 1), avece
laall < ¢ , A€ A

ou la norme|| . ||désigne la norme dans l'espace Ko, (Fo, 0)N K (E1,0)NKy (Eo, Eq, 1) et
ka € K (Ey,1—p)NK(Ey, Ey,—p),
avec
(t—s)"77" |k (t,s)||£(Ej7E0) <c, pour (t,s) €Jy , Ae A, j=0,1.

Ce qui nous permet effectivement, comme on la déja remarqué, d’appliquer le
théoréme 5.1 qui confirme que I’équation de Volterra u = a4 + u* k4 admet une solution
unique u = a4 + aq * w4 ol

o0
Wy = ZkA x ... xky.
—— ——
Jj=1 j
En fait, U4 qui vérifie I’équation intégrale
t

UA (t’ S) — 6—(t—s)A(s) _ /UA (t, 7.) [A (7_) — A (S)] 6—(T—S)A(8)d7_’

S

est la solution de 1’équation de Volterra c.a.d Uqg = as + aq *xwy.
Maintenant, il nous reste a montrer que U4 est un opérateur d’évolution parabolique pour
A, c’est 'objet des lemmes suivants.
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[ee]
Lemme 5.3 On suppose que 0 < B < p ,alors la fonction wy = ZkA x ... kxka,est
— ——

n=1 n

bien définie, et satisfait
wy € K <E07 1- 10) NK (E17E07 _p) , avec
— ) TP wy (¢, , < cl(e)e “he> 0,(t,s) e JA,Ae A, 5 =0,1.
t—s) tos) o, ) < (ute)(t=s) 0, (t JLAEA =01
En outre wa vérifie l'inégalité

||wA (t, 8) — W4 (7'7 3)||L(Ej,E0)

< c(e) {51& t—1) +(t—71) B (7._S)J‘rﬁ*ﬁfl}e(wrzf)(lt—S)7
poure> 0,s<7<t,Ac A, j=0,1.

Preuve. D’apreés la Remarque 5.3, et puisque

ka € K(Eo,l—p)ﬂK(El,Eo,—p) 5
avec (t—s)"77" ||ka tS)lgp my < cpour (ts)€Jy, A€ A j=0,1,
on a
wa € K (Eo, 1 —p)et, (t - 5)1_p Jwa (¢, S)HL(EO,EO) < c(e) el

pour e > 0,(t,s) € J;, A€ A,7=0,1
ot p= (T (p)en)”.
Ceci affirme la premiére inégalité de ce lemme pour j =0 .
Maintenant, on remarque que
wa =kat+kaxwy =ka +wax ks, enoutreon a ky € K (Eo,1 — p)NK (Ey, Ey, —p),
et puisqu’on a déja vu que wy € K (Ey, 1 — p), alors on trouve
wy * kA eK (Elu E07 _2p> - K(E17 E07 _p) ’

d’ou

wpg =kag+kagxwy € K(El,EO,—p) .

Maintenant, on montre que pour 0 < 3 < p
|wa (t,s) —wa(r, S)”c(Ej,EO)
< c(e) {0 =7V +(t=7) 7 (1= syt e,
poure > 0, s<7<t,Ae A j=0,1.0napour 0 <s<r7<t,
kat,s) —ka(r,s) = [A() = AWM]aa(t,s)— [A() = A(s)] [aa(t,5) — an(r,5)],
sachant que

laall <co , avec an € Ko (Fo,0)N Ko (F1,0) N K (Eo, E1, 1),
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ou || . ||est la norme de ce dernier espace, et puisque on a
IA(T) = ADl e py < 07—t
sachant que ¢ > 7, on trouve

(t =) MA® — A aa(t; )l g, my) Sclt—71” =c(t—7)" pourje {0,1}

Puisqu’on a
t

aA <t7 S) — QA (7_, S) = — / A (3) 6_(U_S)A(S)d0’

T

d’aprés le lemme 5.2, on trouve pour j € {0,1}
t
llaa(t,s) —aa (T, s)||£(Ej7E1) < M/ (0—5Y%de <M({t—71)(r—s) "7,

d’ou alors

A (T) = A(9)] [aa(t,s) = an (7,9 gy my) < €t =7) (1= 5)"7 7 pour j € {0,1}.
D’autre part on a

1[4 () = AGs)] [aa (t5) = @ (7:9)] L,
cr=5) {laate,m + laa(9)low,m )

< ¢ ((t — s N —8) 4 (1 — S)p_Hj) <c(r—s)H,

IN

puisque
ay € Koo (E0,0)H Koo (E1,0) N Koo (EQ,El,l), et ||CLA|| SCO
¢.a.d
Sup (t—s)[laa(t, S)HE(EO,El) < <o,
(t,s)eJX
Sup |laa(t, S)HL(El) < <o,
(t,5)eT%

ce qui donne

Co (t—8>_1 ) (t78> E‘]Z et
co, (t,s) € Jj,

laa (t, )l 2oz 20)
laa(t,9)l )

IA A
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Si on pose

NA() ~ A(3)] [aa(ts) = aa (r.5))l cgs, )
= JIA() ~ A() [aa(t.5) — an(r9)Ioa05)

et puisqu’on a

I[A(F) = A(s)] [aa(t,5) — aa (7.8)]|2p, ) < c(t—7)" (7 —s5) 07
et
A () = A(s)] [aa(t,s) —aa (7 8)]ll gk gy < c(r—s) 70,

on déduit que

IA(r) = A(s)] laa(t;s) —aa (7, 9)lll o, m) <

Pr— S)P(P*2+]') (7_ _ S)(pflﬂ')(lfp)

IA

o
—
~

|

5 9
SN~— ~—
R}
\]

|

Va)
N~—

<
L

Alinsi, on obtient
(=)' lka(t,s) = ka(78)ll g,y Sct=7)" , j€ {01}
D’un autre part et puisqu’on a
1—j— * .
=) Nkat,s) o, m) <c pour (t,s)e JA,Ae A j=0,1,

on trouve

hea (t.8) = ka (7.8)ll gy S € [(E=5)"" +(7=9)""] <e(r—s)"

puisque p—1 <0
d’ou alors

1ka(t,s) = ka (T, 8)ll oy = Nka(t;s) —ka(r, S)Hfﬁ(/fg;_ (1=6/p)

clit—7) (- s)_l}’g /e (1 — )P~ D=8 /0)
c(t—r)7(r =9,

VAR VAN

On note encore une fois que wy = ks + ka *x wy,donc
walt,s) —wa(rys) = ka(t,s)—ka(r,s)+ / lka (t,0) — kia (7,0)] wa (0, 5) dO

s
t

+ /kA (t,0)wa (o, s)do.

T
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En utilisant la premiére inégalité de ce lemme déja démontrée et la derniére inégalité
vue juste avant c.a.d

ea (t,5) = ka (7, 9)llgmyy < elt=7)7 (7 =),
on trouve

lwa (t,s) —wa (7, S)HL(EO)

< c@{t-7 (s
¢
+ / t—7)(r—0) " o —s) " do+ / (t—0)""" (0 —s)" " do| erta)t=s)
< ¢(e) [ (t — 7' (1 —s)"" A-1 (1+(t—35)")+ (t— 7-)6 (1 — 5)9—1 plpte)(t—s)
< c(e) |( [ t— 7' (1 — s)p_ﬁ_l et pour >0,

De méme et en utilisant 1'inégalité

(1 —8) 7 ||ka (t,s) — ka (T, s)||£(Ej7EO) <c(t-7),7=0,1,

on obtient
lwa (t,8) —wa (7, 9)l £, 10
< c(e) {(t 7+ (t=7) (=¥ 4+ (t—T)(t— s)p} elirte)(t=s)

< ¢(e) {(t -7 + (t— T)ﬁ (r — S)P—f‘} plute)(t=s)

d’ot finalement
lwa (8) = w0a (7)o < €€ {0y (6= ) 4 (6 =) (r = st elesaleos),
pour ¢ > 0,s<7<t,AeAj=0,1.
O
Lemme 5.4 Posons
At s) = At)e =40 _ A (5) e =94 (4 5) e J.
Alors

€A € K<E071_p)}
et (t—s)"""|lea Sy < ¢ 5 (Ls)edy, A€ A
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Preuve. On a d’apreés la condition(} )

A +A@)™ = (A +A(3))_1H5(E0)
= [ +AE) T AG = AE) (A +AE)
< | + At 1H£(E 1A @) = A 2y, o) (A +A(3))_1H£(EO,E1)
< c(t—s) A", pour )\Gzﬁ,0§8<t§T,et Ae A

En utilisant ce résultat, on déduit d’apres le lemme 5.1 que

HA —(t—s)A(t) _ A(S)e (t—s)A(s HE B

S /AeW—S) [+ A@) ™ — (A +A(s)™] dA
r L(Eo)

< ct—s)", (t,s)eJi , AcA,

Maintenant il nous suffit de montrer que e4 € C (JX , L(Ep)) effectivement, puisque
AeC(J,L(E, Ey)), et d’apreés le lemme 5.2

[(t,5) +—— e 4O ] eO<R+xJ,£(Ej,Ek)) j ke {0,1} , i<k

[(t—s),s) e 9] e O(RT x J, L(E}, Ey)) j.ke {0,1}

J < kpusquet —s > 0
d’ou alors
ea €C (Jr, L(Ey)) ,ainsieq € K (Ey,1—p).

Posons
t—e

0. (1, 5) ::/aA(t,T)wA(T,s)dT, 0<e <t—s,

S

et
d.(t,s):=0 pour s<t<s+e ,

On remarque que

d. (t,s) — ap*wy (t,s) dans L(E)) qde—0 ,
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de plus, on a
t—e
O d.(t,s) = e Dy,(t—e 5) — / A(T)aa(t,7)wa (1,s)dr

S

—eAlt=e)yy, (t—e,s) — [efsA(t) _ ef(tfs)A(t)] wa (t,s)

= €
t—e

+ / ea(t,T)wa (1,s)dr

S
t—e

— / Al(t) e~ (t=T)A®) [wa (1,8) —wa (t,s)]dr,

dans L (Ey) pour t > s+e¢,

ce dernier résultat est valide du fait que A (t) e~ =740 = g e~ (t-1A®),
Maintenant, on pose

t t

dy = e~ t=9AWy, (t, s)+/ ea(t,T)wa (1,8)dr +/A (t) e DA [y, (t,5) — wa (1, 5)] dr.

S S

Des lemmes 5.2, 5.3 et 5.4,et en posant 3 = £ dans le lemme5.3, on déduit que

dAEK(EjaEOal_j_p>7

et

(t— )" |lda(t,s) < cle) (et
E(Ej,Eo)

poure > 0, (t,s)eJr , Ae A, 7=0,1,

ainsi que
Oyd: — dy dans C(JX,Ls(Fo)) qde — 0,

et puisqu’on a déja vu que

d.(t,s) — aa*wy (t,s) dans L(E)) qde—0,
alors on a
ap*wa(,s) € C'(JN(s,00) , Ls(Ey)) , s€J et
O (ag *xwy) = dya,
ainsi
t
apxwa (t,8) —agxwa (t',s) = /dA(T,s)dT , s<t' <t , dans L, (Ey).

t/
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D’autre part, et puisqu’on a

dy € K (Ey,1—p),et

(t—s)"" |da(t,s) < cfe) (e® )

L (Eo)
on en déduit que

¢
ap*xwa (t,s) —axxwa(t',s) = /d.A(T,S)dT , s<t' <t , dans L(Fy),

t/
ainsi as x wa (,8) € CH(J N (s,00), L (Ep))
Lemme 5.5 Soit A€ A. Alors

Ua(,8) = aa(,8)+as*xwa(,s)€CH(JN(s,00) , L(E)) , s€J et
Uy = —AUy .

De plus

arxws € K(E;,Enk—j—p) et

(t— S)kijip laa*wa (t,s)ll, BBy = C (€) (e(“+€)(t_s)) )
pour € >0, (t,s)eJy , Ae A , etjke{0,1}.
Preuve. Posons
Us(t,s) =e U4 g _(ts) , 0< e <t—s.
Alors, on a

0, U (t,5) + A(t) U3 (¢, 5)

t—e

= —kA(t,s)—|—e_€A(t_6)wA(t—5,3)—/k‘A(t,T)wA(T,s)dT, 0<e <t-—s.

S

Puisqu’on a déja vu que :
d.-(t,s) — aaxwa(t,s) dans L(E;) qde—0,

alors

Ui (t,s) — Uy (t,s) dans L(Ey) qde—0,

sachant que A (t) est fermé, alors on obtient

AU (t,s) — A(t)Ua (t,s) , qde—0,
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sachant encore que

Ovd. — dy dans C(J5Ls(Ep)) qde — 0,

O (ag*xwy ) = d;4, c.a.d
O d. — 0O1(aa*xwy ) dans C (JA,Ls(Ep)) qde — 0,

on en déduit alors que
UG+ AU — hUs+ AUy sur Jy qd ¢ — 0,
d’autre part

UL+ AUy — wa —ka —kaxws sur Jy qd e —0,

d’ou alors

UL+ AUy = wy — kg —ka*xwy :0,(car wyg = ka+ka*xwy )

Puisqu’on a

a A - Koo (E(),O)m Koo (El,O) N Koo (E(),El,]_), et ||CLA|| SCO,

et d’aprés le Lemmeb.3

wa € K(Ey,1—p)NK(E, Ey,—p),avec

(t - S)lijip ”wA (t7 S)HL(EJ-,EO) S c (6) e(lﬁ_a)(t_S); € > 07 (ta S) € ‘]Zv A € Aa] = 07 1a
alors
aA*wAEK(Ej7EOJ_j_p) pOU.I'j:O,].,

et
laall (t - 3)1_j_p ||wA||c(E]-,EO)

<
< coc(e) elute)(t=s) — . (¢) elute)(t=s)
> 0, (t,s)eJr , Ae A, et j€{0,1},

(t—s)7"" [laa* wAHﬁ(E]-,EO)

pour &

ce qui montre la deuxiéme assertion pour k£ = 0.
Pour £k =1 ,on a

A(aA*wA) = AUA—ACLA:—alUA—ACLA

— O1aq — Aay — 01 (aax *xwy)

= kA—al(aA*wA).

D’aprés I'inégalité qu’on a souvent utilisé

Mzl < [AGs) 2lly, < Mzl L(sz,4) €T xEix A,
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on trouve
laa *wa(t, 3)||£(Ej7E1) <M <||kA (t, 3)||£(Ej,EO) + 101 (aa *wa) (¢, S)HL(EJ-,EO)> ;

pour (t,s)eJy , Ae A, etje{0,1}.Sachant que

a1(&./4>I<U)A) :dA GK(E]7E071_]_p)a

avec

(t—s)' 777 d;‘ (t,s) <c(e) e =) poure >0,(t,s)eJy , Ac A, etje{0,1},

L(EjvEO)

et que

kA € K(E071 —p)ﬂK(El,EO,—p),avec
(t—s)"7777 |lkalt, S ep, py < ¢ pour,(t,s) € Jy, A€ A j=0,1

on en déduit alors que

Sup (t— 5>1_j_p laa *wa(t, 8)||L(Ej,E1)
0<s<t<T
1—j—
<  Sup (t—s)"777" |katt, S)Hc(Ej,Eo)
0<s<t<T
+  Sup (t— )77 1|0y (aq * wa) (t, ) z(5,,m0) < 00, VT € J,
0<s<t<T
avec
1—j— s
(t—s)7"" llaaxwa(t, S)HL(EJ-,El) < c(e) el
pour € >0 (t,s)e Jy , Ae A, etje{0,1}. O

5.4.3 Théoréme principal

Maintenant, on donne le premier résultat principal de ce chapitre

Théoréme 5.4 On suppose que la condition (DY) est vérifiée. Alors pour tout A € A,
il existe un opérateur d’évolution parabolique unique Uy, avec espace de régularité Ey, et
satisfaisant

1/
Us e C(J5 Lo (EY) NK (Ep,0)N K(Ey,0) N K (Ey, Br,1) .

2/ Il eziste une constante c(p) > 0,indépendante de n ,tel qu si on suppose que i :=
w(n) = c(p)n'/?alors on a

1Ua (¢, S)HL(Ej) + (=) [[Uat, S)HE(E‘O,El) <c(e) elret=s),

pour e >0 ,(t,s)eJy , Ae A, et je{0,1}.
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Preuve. On définit U, par
Ug:i=aq+as*xwy.

on montre que Uy ainsi défini st 'opérateur d’évolution parabolique pour A
Puisqu’on a

K(E,F,a) = C(Ja ,L(E,F)) , a< 0,

et d’aprés les lemmes 5.2 | 5.5 on a
ap*wa € K(Ej7Ek7k_]_p) ) ]7k € {Oa]-}

de plus
[(t,85) — e ] e C (RY x J, L, (Ey,E))) NC <R+ X J, L, (Ej,Ek)) ,

pour ]7k S {Oal}a] < k.

c.a.d
ar*xwy € K (Ey,—p) — C(Ja,L(Ep)) (puisque p < 0),
as € C(JA ,,CS (Eo)),
et
ap*Wy € K(Eo,El,l—,O) CC(JZ ,E(Eo,El)),
aA - C(JZ ,£ (E(),El)),
donc on a

Ui € C(Ja Ly (Eo)) NC (T4 L (Eo, EY)).

Ainsi, Uy vérifie la premiére condition d’opérateur d’évolution parabolique pour A
avec espace de régularité Fjp, il nous reste maintenant & montrer que U, vérifie les sept
autres conditions.

Les conditions 5.5 et 5.6 résultent directement du lemme 5.5.

Puisqu’on a

AeC? (J,ﬁ(El,E(])) et Uy € C(JZ ,E (Eo,El)),
alors on obtient

AU, € C(Jj L(Ey)),

avec Sup (t — ) [|AUA (L, 8)|l oy < 00,1 CCJ
(t,s)eIX

puisqu’on a

Us : =asa+ag*xwg,an € Ky (Ep, Eq,1) et
aaxwa € K (Ey, Ei,1—p)— K(Ey, E,1),
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c.a.d
Ug € K (Ey, Ey,1)

ce qui prouve la condition 5.4,en plus
Im (U4 (t,s)) Cdom (A(t)) C By , (t,s) € Jr,
et c’est la condition).3 qui est valide.En outre, on a d’aprés le lemme 5.5

aaxwy € K(Ey,—p) — C(Ja,L(E)),
arxwy € K(Ey,—p) — K(E,0),et
apnxwy € K (Ey,—p) — K (Ep0),

en outre, et d’apres le Lemme 5.2
as € C(JN ,Ls(EL))
sachant encore que
as € Ky (Fo,0) N Ko (E1,0) N Ky (Eo, By, 1),
on déduit que
Ua €C (Jx ,Ls(Ey)) NK(Ey,0)NK(E,0)NK (Ey, Ey,1),

ce qui donne la premiére assertion du théoréme.
D’apres I'inégalité démontrée dans le lemme 5.5, ainsi que le lemme 5.2, on trouve que

1Ua (8, 9) |,y + (=) [1Ua (88| gy < () ePFIE)

est valide pour ¢ >0, (t,s) € JA , A€ A | et je€ {0,1},ce qui prouve la deuxiéme
assertion du théoréme.

Maintenant on montre que U, vérifie les conditions 5.7 et 5.8 d’opérateur d’évolution
parabolique pour A.

On suppose en plus de A € A que A€ C'(J, L (FEy, Ey)), et que J est compact. Alors

AN +AQO e CHJL(EY)),et
OMN+A" = —(A +A4)70AN +A) 7" pour A ezﬁ.

En utilisant la condition (), on montre que

00 N +AG)] oy, ST L (s € Y %

ainsi, d’aprés le lemme 5.1 on a

mt.s) = 1/2mi [ &9 0, (0 + A(s)

T
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vérifie
[(tv S) = m (ta S)] eC (JZ 7‘C (EO)) ; avec ||m (ta S)HL(EO) < CM’

c.a.d
m & Koo (E(), 0) R

en outre, sachant que dsaq (t,s) = A(s) (e”"94E)) 4 m (¢, s) ,on déduit que
Ohan € C (JX L (Ep)) .
D’ou le théorémeb5.1 assure 'existence d’une solution unique

RS Koo (EQ,O),

pour ’équation intégrale
V="M +V*x1Mm.

Posons maintenant
Vi=as+vx*ay,

sachant que as € K, (Ep,0),v € K (Ep,0),alors on a

vkay € K(Ep —1)— C(Ja ,L(Ep)) et
V*kay € K(Eo,—l) (—>K(E0,0),

d’ou
Ve K (Ey,0),

de plus, et d’aprés le lemme 5.2, on a
ay € C (JA ,ﬁs (EO)) ,
ainsi
V e C(Ja,Ls(Ey))NK(Ep0),et
V(tt) = 1,tel

Soit t € J, alors on a

Vt,) € C'((0,t) L, (Ey, Ey)),et
0V = 0Owap—v+ (vkaa) A+vsm
= (aat+v*xas)A+m+vsxm—v
= VA dans L,(E1, Ep).

On a Uy (t, s) x est pour tout (s,z) € J x Ep,une solution du probléme de Cauchy

u+At)u = 0, teJn(s,00),

u(s) = =x.
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Puisqu’on a

V € C(JA ,,CS(EO)),
Vi(t,t) = 1,V(t.)eC ((0,t) ,Ls(Er, Ep)),et
oV = VA

Alors la remarque 5.2 (a) montre que V = Uy,

ce qui donne les deux conditions 5.7 et 5.8, en outre la condition 5.2 résulte de la re-
marque 5.2 (a) qui montre que le probléme de Cauchy cité avant admet une solution
unique.Ainsi Uy est I'opérateur d’évolution parabolique pour A avec sous espace de régu-
larité Ey,pourvu que A € C' (J L (E, Ey)) .

Maintenant pour supprimer la condition A € C' (J ,L(E, Ey)), on suppose que J est
compact.

Pour l'opérateur A € A, on fait un prolongement par zéro sur R, et on pose

Aa = (906 *A)\J,

ou {p.;e > 0}est une suite régulariante sur R. Alors (A.) € C*(J,L(Ey, Ep)) et par
I'inégalité de Young, on a

||A€||C(J,L(E1,Eo)) SHAHC(J,E(El,Eo)) , € >0,

de plus

implique

Maintenant, puisqu’on a
A, — A dans C(J,L(E, Ep)) qd € — 0,
[[2]Théoréme 1.1.3.1(i)] avec le fait que [Ac], ; < m;montre qu’il existe € > 0, tel que
AE eCr (J,H(El,Eo)) , 0< < g

Notons que la borne spectrale de —A ,s (—A) est négative.
Puisqu’on a déja vu que

A, — A dans C (J,L(Ey, Ey)) qd e — 0,

[[2]corollaire 1.1.4.3] cela montre qu’il existe M’ > 0, ¢ € (0,7/2) , et € > 0 tel que la
famille
A ={A;0< e< €},

vérifie la condition (D) (avec M et 0 sont remplacés par M’ et 9 respectivement).
Ainsi, sachant qu’il existe un opérateur d’évolution parabolique uniqueU,, pour A, , 0 <
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e<é,
soit (t,s) € JX, on a

O U-(t, 7)U (1,8)] = U (t,7) [Ac (1) — A(7)| U (1, 5),

aprés intégration, on trouve
t
Ult,s) —U.(t,s)= /U8 (t,7)[Ac (1) — A(7)]| U (7, s) dr,

ce qui donne

Ve = Ulloga ez my < €14 = Allog e gy - 0< €< €,
en outre on a
A — A dans C(J,L(E1, Ey)) qd € — 0,

et puisque U, est uniformément borné dans £ (Ey) pour 0 < € < €', et E; est dense dans
Ey, on trouve

U.— U dans C (Ja,Ls(Ey)) qd ¢ — 0,
en plus on a

S S

U.(t,8)e —U.(t,s e = | 0,U.(t,7)xdr = | U.(t,7) A (T)zd7 , pour s’ <s<t
(7) (’ Y Y )p Y

/ /

S S

on obtient alors

S

U(t,s)—U(t,s’):/U(t,T)A(T)dT , 0<s <s<t, dans, L, (Ey, Ey),

S/

du fait que

A. — A dans C(J,L(F1,Ey)) qd € — 0,et
U. — U dans C(Ja,Ls(Ep)) qd € — 0,

par conséquent la deuxiéme et derniére condition pour que U4 soit un opérateur d’évolu-
tion parabolique pour A, résulte de la remarque 5.2 (a). O

Corollaire 5.5 Supposons que 3p € (0,1) tel que
AeCP(J,H(E, Ey)).

Alors, il existe un opérateur d’évolution parabolique pour A unique avec sous espace
de régularité E.
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Preuve. Si J est compact, alors[[2]théoréme 1.1.2.2 et Corollaire I1.1.4.3] impliquent
lexistence de o € R, tel que {o + A } := A vérifie la condition (D). Dot en utilisant
la remarque 5.2 (d) et le théoréme 5.4, on déduit que A admet un opérateur d’évolution
parabolique unique.

Dans le cas ot J n’est pas compact,on applique ce résultat pour chaque sous intervalle
compact de J,ce qui donne la validité de I’assertion. 0

5.4.4 Théoréme d’existence pour les problémes paraboliques li-
néaires
Maintenant, on peut énoncer le théoréme d’existence et d’unicité suivant
Théoréme 5.6 Soit (Ey, E1) un couple d’espaces de Banach a injection dense et
(2, A, f) = (x,(A, f)) € Ey x C? (J,H (E1, Ey) X Ey) ,pourp € (0,1).
Alors le probleme de Cauchy

ut+At)u = f(t), teJ/ {s},
u(s) = .

posséde une solution unique
u(ss,@, A f) e C(1/ s}, E))NCH (I / {s}, o).

Preuve. Soit J CRt avec 0 €J ,ets=0,
A = {A}satisfaisant ala condition (}_). D’aprés la remarque 5.2 (a) et (b), il suffit de
montrer que la bonne solution

u:= (Usz +Uas* f)(.,0)

est la solution du probléme de Cauchy

ut+At)u = f(t), teJ,/ {0},
u(0) = =z,

D’aprés les les propriétés sur les opérateurs d’évolution parabolique, U, vérifie
Ua(,,0)x € C(J, Ey) N CH (IN\ A0}, Ey),
et
81UA (., 0) r = —AUA (., 0) Z,

Ua(.,0)z € C(J, Ey) N CH (N A0}, Ep)
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avec

QUL 0z + AD U4 0z =0 , te {0} ,Us(0,0)z=2x

d’ott Uy (.,0) z,est la solution du probléme homogéne

ut+At)u = 0, teJ,/ {0},

u(0) = =,
ainsi si on montre que Ug * f := Uga * f (.,0) est la solution du probléme non homogéne
u+At)u = f(1), teJ/ {0},
u(0) = =,

alors u := (Uaz + U x f) (.,0) sera la solution du probléme de Cauchy
utAt)u = f(t), te {0},
u(0) = =z

Pour cela rappelons que Uy = a4 + as * wya. Ainsi d’apreés le lemme 5.5, on a

ay*wa € K (Eg,—p) — C(Ja ,L(En)),
et puisqu’on a déja vu que
01 (agxwa) =da
donc
(t =) )00 (aa x wa)ll gy < cle) et
pour (t,s) € Jyr , € >0

ainsi on obtient
t

o / (aaxwa) (t,7) f (7)dr = / Oy (aa *wa) (t,7) f (7)dr,

en outre,et d’aprés 'inégalité notée juste avant, on déduit que

[(aq xwa) * f](.,0) € C*(J, Ep).

Maintenant, on va montrer que

laq* f](.,0) € C* (J, Ey),
pour cela posons
t—e
ve (t) @ = /e_(t_T)A(T)f(T)dT , €>0, ted, t>c¢e avec

0
ve(t) : =0 pour 0<t<e,
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on remarque que

on a en plus

v (t) = eeAl=e) ¢ (t—e)— / A(T) e~ (t=NA) ¢ (1)dr

= Aty (t—e)+ [ e(t,7)f(r)dr— | A(t) e~ (=AW ¢ (1)dr
/ /

+ [e—aA(t) _ e—tA(t)] f (t) :

puisqu’on a f € C? (J, Ep),et d’aprés le lemme 5.2 et le lemme 5.5, on trouve qu’il existe
w e C (J, Ep), tel que

puisquef € C* (J, Ey), et d’aprés les lemmes précédent il existe w € C (J, Ey) tel que
Ov. — w dans C (J,Ep) , qd ¢ — 0,

sachant que
Ve (t) — v (t) :=aa*x f(.,0) dans Ey qde— 0,

on en déduit que
v E Ol (J, Eo) s

et puisqu’on a déja montré que

(aa*wa) * f(.,0) € C* (J, Ey),

alors

Uax f(.,0)€CH(J Ey).

Maintenant, on montre que Uy * f (.,0) vérifie le probléme de Cauchy

Wt A u=f(t), teJ/ {0}, u(0) =z
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puisque Uy est un opérateur d’évolution parabolique pour A alors on a
WUy = —AUy,

et puisque A (t) est un opérateur fermé, alors on obtient
t—e

8t/UA(t,T)f (T)dT+A(t)/UA(t,T)f (r)dr = Us(tt—2) f(t—¢).

0

car
t—e

/UA(t,T)f (T)dT:UA(t,t—s)f(t—E)—l—/alUA(t,T)f (1)dr.

Enfin,puisque A (¢) est fermé et Uy est fortement continu sur Ja, et en faisant tendre
e vers 0, on en déduit que
Uax f(.,0) est la solution de

ut+At)u=f(t), teJ/ {0}, u(0)=0,
ce qui pouve le résultat de 'existence et 'unicité d’une solution pour le probléme

Wt A u=f(t), teJ/ {0}, u(0)=ur.

5.5 Stabilité

Dans ce qui suit on donne quelque résultats de régularité,en outre on donnera des
estimations a décroissence rapide pour la solution du probléme de Cauchy cité avant.

Soient Fy,E;deux espaces de Banach,tel que E; est dense dans Fy, J un intervalle
parfait de R* | tel que 0 € Jet p € (0,1).

On suppose que A C C? (J, L (E1, Ep)) et qu’il existe des constantes n >0, w >0
k>1let o€ tel que

A, < n, AcAet
o + A c C” (J,H(El,Eo,k?,u}))
On notera I’ensemble de ces hypothéses par(X).

5.5.1 Estimation des opérateurs d’évolution

Théoréme 5.7 Supposons (X)) vérifiée.
Alors il existe une constante co (p) indépendante de n tel que pour tout A € A, il eriste
un opérateur d’évolution parabolique unique pour A, avec sous espace de régularité E et
vérifiant

1Ua (8 8) 2y + (= 8) 10U ()| iy < e,

pour (t,s) € J5, A€ Ajet j=0,100 v:=cy(p) n'/* + o+ w.
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Preuve. D’aprés 'hypothése (X) ,[[2]la propoition 1.1.4.1 et le corollaire 1.1.4.3],il existe

&<w,19€(0,§) et M >0 tel que

oD+ Y Cop(—A(s)) et
~ 1—j ~ -1
lo+&+ A6z gm0+ A+ TNN + (0+T+ AN, gy < M,
pour (s, \,A) € J x> ,xA j=0,1.
ainsi le Théoréme5.4 implique Pexistence d’une constante ¢ (p) ,indépendante de 7 , tel
que

pour tout A € A , il existe un opérateur d’évolution parabolique unique U,z apour
o+ w+ A, possédant F; comme sous-espace de régularité et vérifiant

Usizra € C(Ja, Ls (Er))
et en prenant € = w — w on trouve

Ustavall gy + (6= ) 1Usizrall oy myy < celhro=0)(t=s)

pour (t,s) € Jx, A€ Ajet j=0,1, 0l pu:=cy(p)n/*.
D’aprés la remarque5.2 (d)

Ua (t,s) := el s (t,s),(t,s) € Ja,

est un opérateur d’évolution parabolique pour A , avec sous-espace de régularité Fy, alors
U4 est 'unique opérateur d’évolution parabolique pour A avec
||UA||L(E,-) + (t — s) ||UA||L(EO7E1) < celitotw)(i=s) _ Ceu(t—s)7
d’ou le résultat voulu. 0
On notera dans la suite : v := co (p) 7'/ + 0 + w,

Lemme 5.6 On suppose que 0 < f_ < < a<l,etque f_ < ssi0<f<a<l,et
qu’il n’existe pas de foncteur d’interpolation F d’exposant B/« tel que F (Ey, E,) = Ej.
Alors

UseC (JA, L (Ea)) ncC (JZ, L (Eg, Ea)) ,

et

[UA (& 8)] iy + (8 — $)* 7 ||UA <t7S)H£(E5,Ea) < e’ pour (t,s) € Ji, A€ A

Preuve. Si «, f € {0,1}, alors le résultat découle du théoréme 5.7, sachant qu’on a
mentionné dans la preuve de ce théoréme que Uy (¢, 5) := e@TOE)U_ o0 4 (t,5), (L, s) €
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JInset que Uyizia € C(Ja, Ls(Er)), dou le résultat voulu. Maintenant pour {a, 3} ¢
{0,1} et puisqu’on a

Us € C(Ja,Ly(E))NC(JL, L(Ey, E)),cind
V(t75> S JA,UA (t,S) E,C(El,El), et
V(t,S> < JZ,UA (t,S) G;C(Eo,El),

ce qui donne par interpolation pour 0 < 3 < 1
Ua(t,s) € L(Eg, Ey),V(t,s) € Jx

ainsi on a

Ua € C(Ja, Ls (E1)) N C (Ja, L(Ep, Er)),

d’autre part, on a

Ur € C(Ja,Ls(Eo)NC(JA, L(ED)),
Ua € C(Ja,Ls(E))NC(JA, L(Eo, Er)),

V(t, S) c JZ,UA (t, S) S L:(Eo,El), et
V(t, S) € JZ,UA (t, S) & ;C(Eo,Eo),

Par interpolation pour 0 < a < 1, on obtient

UA (t,S) c £<E0,Ea),

ainsi

Ual(t,s) € C(Jx, L(Ey, Ey)),
en outre et puisqu’on a F; 4 FE,,alors on obtient

V(t,s) € Ja,Ua(t,s) € Ls(E,)
ainsi, on déduit que

Uy € C(Ja,Ls(Ey))NC(JA, L(Ey, E,)) pour 0< a <1 et
Ur € C(Ja,Ls(E1))NC(Jx, L(Eg, Er)) pour 0< § <1

En ce qui concérne l'inégalité
104 (85 e,y + (= )" 104 (1)1, ) < e pour (1) € T, A € A
dans les deux cason a=1et 0 < < 1, ainsique F=0¢et 0 < a < 1, elle résulte de

I'inégalité d’interpolation.
Supposons maintenant que 0 < o < 1, par interpolation du morphisme

Ui (t,s): (Eo, Bn) — (Ea, Ea)
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(puisqu’on a déja vu que Uy € C (Ja, Ls (E,)) NC (JX, L (Ey, E,)) pour 0< a < 1),
et grace au foncteur d’interpolation d’exposant &, on trouve
Us € C(JN,L(F(FEo, E.),Ey)),et
(t —s)79|U, S er (B paymy < ce’=%) pour (t,s5) € J5, A€ A0<E<]
S’il existe un foncteur d’interpolation F d’exposant(3,a)tel que F (Ey, E,) = Eg, si

on pose £ = 3/« , alors 'assertion est valide, sinon on pose F := (., ')E ,avec & == [0_«
et on obtient le résultat par la propriété de réitération dans[[2] Remarque 1.11.2]. O

Lemme 5.7 On suppose que 0 < 3 <1 et 0 < a<1. Alors

(t — 5)’6_04 H(UA — UB) (t, S)Hﬁ(Ea,E,B) < Cel’(t—s) max ||A (T) - B (T)”ﬁ(El,EO) )

s<7<t
pour (t,s) € Ji,et A, Be A

Preuve. Puisque U, et Ug sont des opérateurs d’évolution parabolique pour A et B
respectivement alors on a

O- [Ua(t,7)Ug(1,8)] =Ua(t,7)[A(T) — B(7)]Up(1,s),

par intégration, on obtient
Ua(t,s) —Ug(t,s) = —/UA (t,7)[A(T) — B(1)|Ug (1,8)dr,pour (t,s) € Ja ,
s = Us) (o) = | [ Uatt.D)IAG) = B () Va7, 5)dr
s L(Ba,Ep)

< 108 ) 1A G = B

1Us (7, 8)|| (g ) AT
t

< ee’t9) / (t— T)_ﬁ (T — 5)a_1 drmax |(A — B) (T)“ﬁ(El,EO)

s<7<t
s

= cB (CY, 1- ﬁ) max ”(A — B) (7—)H£(E1,EO) (t _ S)Q*B €V(t_s)7

s<7t<t

ol B est la fonction béta d’Euler, et la derniere inégalité résulte du lemme 5.6 . D’ou

(t — s)ﬁfaf (U4 — Up) (1, s)HE(Ea’Eﬁ) < e’ max ||A(r) — B (T)”L(El,ED) :

s<7<t
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pour (t,s) € Jx,et A, Be€ A. O
Pour(z, A, f) € Ey x A X Ly 0. (J, Ep), on considére le probléme de Cauchy linéaire

U+ A)u=f(@t), teJul0)=z
D’aprés la remarque 5.2 (e), la bonne solution de ce probléme s’écrit sous la forme

U(.,l’,A,f) = (UAx—l—UA*f)(,O)

Dans lasuite, on donne deux théorémes assurant la continuité par rapport aux données
initiales pour la bonne solution indiquée ci-dessus.

Théoréme 5.8 Supposons que 0 < f<a<laveca >0 et 1>pFet 0<vy<1.Alors
||u<t,{[‘07140,f0) - u(tvmlaAbfl)Hﬁ
c {ta_ 7 ]lAg - Aillcqos | £Brm0)) [||1f0||a + T foll o | E.,)] }

e {llo—aally +17% 1o fillioion , my €}
pourt &€ J, (ili'j,Aj,fj) € FE, X A x Loo,loc (J, E,y) .

IN

Preuve. Posons u; :=u (., 5, 4, f;), et U;j :=Upy,,on a

up—ur = (Upzo + Us* fo) — (Urzy + Uy * f1)
= (Uo—U1)5E0+(Uo—Ul)*f0+U1<900—$1)+U1*(f0—f1),

d’ou alors et d’aprés les lemmes 5.6 et 5.7 on a

HU(t,I'(],AQ,fo) - u(t7x17A17f1)||,8 S

(Uo = Uh) (£, 0) 2ol 5 + [[(Uo — Ur) * fo (£,0) |5

+ UL (£,0) (w0 — 21) |5 + U1 (fo — f1) (£,0)l 5
puisque

1(To = U) (1, 0)wolls < et [l Ao = Aill ooy, ceer.imy ) 190lla
t

/Wr%@@ﬂhUMT

0 8

[(Uo — U1) * fo (£,0)]]5

< 10 = 00 e ) 1o Ol d

t

J 10 =0 €Dl 10 (7,

0

IA
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(cette derniére inégalité résulte du fait que (E, — Ej)),
ainsi

(T =T)* fot,0)ll; < cllfollr. ommyt'™ @7 140 = Aillcon , cemmo ) »
1UL (£,0) (o — x1)[l; < ce”|lwg —al,, et

A

t
O o= Oy < Wo— File o [ 103l )
0

t

< fo=Flloe 0.5 /Ctﬂeyth
0
= " 7| fo— fillp, (0.6).50) €
ce qui achéve la démonstration. O

5.5.2 Estimation de Holder

Théoréme 5.9 Supposons que 0 < < a<1. 8 x€E, et f€ Lo (J,Ep).
Alors
wi=u(.,x A f)eCP(J Ep),

avec
Ju®) - u@lly < et -7 e (Joll, + 1 lomqons):

pour (s,t) € Ja,et(x, A, f) € E, X A X Lo joc (J, Ep)

Preuve. On a

”A (t) Ua (t, S)H,/:(EQ,EO) < HA (t)HL:(El,EO) HUA (t, 5)”1:(}3&,}31) )

ainsi
1UA (¢, S)HC(Ea) + (- 3)1_a 1A () Ua(t, S)HL(EQ,EO)
< |Ua(t, S)HE(Ea) + (- 3)1_a |A (t)Hﬁ(El,EO) U (t, S)”L(EQ,E‘l) )

rappelons que dans la preuve du théoréme 5.7 on a pris € = w — w, si on remplace ce €
par gq tel que g < w — W, et d’aprés le lemme 5.6 il existe e = w — ¢y — w, tel que

1UA(t )l 2, + (= ) NADUAL, 8|5, 1, < ™9,

pour (t,s) € JX,etA € A.
D’apres cette derniére inégalité on trouve

1UAt, $)] 2y < =9 (t=s)
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si de plus on utilise le lemme 5.6 avec 3 = 0 et le fait que Uy est fortement continu, alors
I’assertion est valide pour a = 0.
Maintenant on suppose que a > 0, avec a > (3,posons

v (t,s) :=Ux(t,s)x pour (t,s) € Jaetx € E,.
D’aprés le lemme 5.6 on a
v(,s)eC(JN][s,0),E,),
et d’apres les propriétés d’opérateurs d’évolution parabolique on a
v(,s) € CHJIN((s,00),Ey),c.a.d
v(,s) € C(JN[s,00),E,)NCHJN(s,00), Ep),

avec
Ou(t,s) = —At)Ua(t, s)z,
d’ou
t
v(t,s) —v(r,s) = — /(T — ) AT UA(T, 8)x(T — 8)* LT, et
loft, s) = v(r,s)lls, < e(t— )7 |z, pour (1,5) € Jas <7 <1,

cette derniere inégalité résulte de l'inégalité

1UA(t, $)l| gy + (&= ) NAR U ) £ ) < €7,
qui implique aussi
lo(t, ) = o(r, )|l g, < ot 9) g, + N0(r, )]s, < e 2|, -
En appliquant I'inégalité d’interpolation en prenant v = 0 dans | théoréme3.1, on trouve

10t ) = Ua (. 9)ll g,y < (1) ),

pour s <r <t (t,s)€ Ja,et A€ A Posons maintenant w = Uy * f(.,0), alors on a

t s

w(t)—w(s) = / Un(t,7)f (r)dr + / [Un(t,7) = Un(s,7)] f(r)dr,

s 0
pour (t,s) € Ja,

d’aprés le lemme 5.6 on trouve

. t
/ Ua(t, ) f(r)dr| < e / (t = 7)o
s Eg ®

< et — 5) P 11 e 0,00, 0)

< et = 9) P N fll o 0.).80)
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puisqu’on a (t — s)' 7 < 1ot — 5)* P,
toujours d’aprés le lemme5.6 on trouve
[Ua(t, 7) — UA(SaT)HL(EO,EB) < \Ualt,s) — UA(SWS)HE(EQ,E[;) ||UA(577)||L(EO7EQ)
< C(t . S)Oéiﬁ(s . 7_)7046(1/75)@77')6(1/76)(tfs)
<t — ) P(s — 1) pour T <5<t

ainsi
/[UA(t, )= Ua(s, D) f (1) dr| < et =) | fllpo o) »
0 Eg
pour (t,s) € Ja,A€ Ajet [ € Logioc(J, Ep).
D’ou alors
[u(t) = uls)llp, = (Ua(t,0) = Ua(s,0))x + Ua* f(£,0) = Ua = f(s,0)l|g,
< [[(Ua(t,0) = Ua(s, 0)zll g, + |Ua = f(£,0) = Ua* f(s,0)] g,
< et =) P x| g, + et — )P N Il 0).0)
< et — ) e (2l g, 4 1 0).0))-

Dans le cas ot . = 3 on a
v(.,s)€c(JNIs,00),Ey)
d’ou
Ua(t,0)z € C(J, Ej).
D’autre part on montre que w € C(J, Ez) pour a = 3 ,
onaw(t)=Usx* f(t,0), en posant =0 et a = (,dans le lemme 5.6 ,on trouve

Uy e C(JZ> ‘C(EQEﬁ))a

ainsi on obtient
t S

) = w(s)lp, < | [Uattr)s s+ | [ Water) = Uats ) s0r |
s Eg 0 Eg
en outre et d’aprés le lemme 5.6 on a

t t

/UA(t,T)f(T)dT < HfHLoo((O,t),EO) /(t—T)_Be(V—a)(t—T)dT < HfHLoo((O,t),Eo) e(u—a)t(t_s)l—ﬁ’
s Eg s
de plus

S

/[UA(t»T)—UA(S»T)]f(T)dT < ||f||Loo((o,t),E0)/||UA(t»T)—UA(S»T)HL(EO,Eﬁ)dT
0 Eg 0

el/(tfs)

< CHfHLoo((O,t),Eo) ’
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ce qui montre que w € C(J, Eg). On en déduit finalement que u € C(J, E) pour o = f3.
U

5.6 Invariance et positivité
des opérateurs d’évolution paraboliques

Dans cette partie le résultat qui nous intéresse le plus est celui de la positivité de
lopérateur d’évolution parabolique associé & A € C* (J, H (E1, Ey)), et pour cela on fait
quelques hypothéses sur A assurant ce résultat.

5.6.1 Positivité

Définition 5.3 (Approzimation de Yosida)
On suppose qu’il existe w > 0 tel que

Ae C(E) et (w,o0) C p(—A).

Alors

A=Al +eA) € L(E) pour 0< ¢ < 1/w,
et on note {A;;0<e <1/w} Uapproximation Yosida de A.
Proposition 7 (a) Supposons que
<k A > w.

)

N+ A)
Alors
lin%)(]—f—sA)_lx = x , x€dom(A),

et limOAsx = Az, z €dom(A).

(b) Soient Ey, By deuz espaces de Banach tels que Fy < Ey, supposons que
A€ H(Ey, Ey,k,w)
pour un certain k >1 et w > 1. Alors
AeC(Ey) et (w,o0)C p(—=A),
ainsi A. € L (Ey) est bien défini pour 0 <e <1,/w. Sachant que
H(I+€A)_1HL(E07E1)§/€/€ , 0 <e<l/w

alors on obtient

HAEHL(EO) S 871]{ HAH[:(El,Eo) B O<e< 1/&),
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d’otu
A € H(Bo Bo,2,1+ 267k | All e, iy )
(¢) Supposons que A € C(Ey) et qu’il existe w,k € RY| tels que
-1
[Red > w] C p(—A) et [[A (N + A) HL(EO)gk , ReA>w.
Alors

Rez > w/(1—- cw)] C p(—A.),
et ||A(X —i—Aa)_lHan) < k+1LRed > w/ (1— cw),pour 0<e<l1/w.
(d) Supposons que A € C (Ey),[Rez > 0] C p(—A),et qu’il existe k > 0, tel que

XA +A4)” <k,ReX >0

1
e

Alors il existe v :=wv (k) € (0,7,2) et ¢ :=c (k) > 0 tel que

A (A +A5)71H£(EO) <ec, N € Zﬁ pour € >0 .

Soient maintenant Ey, F/j,deux espaces de Banach tels que E <, Ey, J un sous in-
tervalle parfait de R contenant 0 , et supposons que p € (0,1) ,k>1, et w >0 ,avec
A eC”? (J, H(El,EQ,k’,w)) .

Alors I'ensemble des approximations de Yosida {A. (s) € L(Ep);0 < e <1 w}est bien
défini pour s € J.
et puisque les applications
H (Ey, Eo, k,w) — L (Ey, Ey),B — (I+eB)™"
sont analytiques pour 0 < € < 1w , alors le fait que A € C? (J, H(E4, Eo, k,w)),
implique
A, €C? (J,L(Ep)) pour0<e<l1/w.
D’ou, grace au corollaire 5.5, il existe un opérateur d’évolution parabolique unique Uy,
possédant Fy comme un sous espace de régularité.
Dans ce qui suit on va montrer que

Ui ay.—w (t,8) == Ua (t,s), dans L, (Ey) qd ¢ — 0.

Posons
B:=w+ A,

puisque (w, 00) C p(—A), alors
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[Rez> 0] € p(=B(s)), seJ ,

en outre A € H (Fy, Ey, k,w), donc H()\ + A(s < X Red>w VselJ,

))_1||L(Eo> B
d’ou

P\i | < ﬁ, ReA >0 , seJ.
w

A+ B <S))_1H£(EO) = N
Ainsi 'approximation de Yosida{B: (s) := (B (s)).;€ > 0 }est bien définie pour s € J.
Dans le lemme suivant on examine quelques estimations uniformes pour les semi
groupes ayant pour générateur infinitésimal — B (s)

Lemme 5.8 ] existe une constante c (k) > 0,et w ,tel que

H[BE (s)]F e B <ct™* pour t>0,5€ Je>0et ke{0,1}.

L(Eo)

Preuve. D’aprés la propriété (d) des approximations de Yosida, et puisqu’on a

XA + B(s < k,Rex >0,s¢€ J,

-1
D P
on en déduit qu’il existe ¥ := vy € (0,7,2) et ¢ :=c (k) > 0, tel que

H)\()\ + B. (s SC,)\EZﬁ,SEJ, pour € > 0.

—1
) P
Sachant que

_1\k
[B. (s)]" e 150 = % / et (N 4 B (s)) T d),

T

. . AU —i(0+Z) o
ou [' est une courbe simple réguliére par morceau dans E ﬂtraversant de oce i(9+3) a
ooei(“%),

on applique le Lemme 5.1 qui garantit que

<ct™" pour t>0,s€J ,e>0 , et ke {0,1}.

B. (s)]F e t5=()
.ol

Remarque 5.5 puisqu’on a A € C? (J, H(Ey, Eo, k,w)), et d’aprés les propriétés de
H (E1, Eo, k,w) ,on obtient

w H(w +A(S))71H£(Eo) =w HB;l (S)HL(EO) <k , sedJ,
d’ot

0€ p (B.(s)) et Bl'(s)={+eB(s)B'(s), s€J , e>0,

£

Ainsi [B. (s) — B. (t)] B (s) est bien défini pour s,t € J , >0 .

£
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Lemme 5.9 Soit s,t € J , alors

[[B: (s) — B- (t)] B!

gy SFIAL Is—t", e >0,

Preuve. On remarque que eB. = I — (I +eB) 'pour £ > 0, d’on

B.(s)=B.(t) = e'[I+eB®)" — (I +eB(s) ']
= e ' [(I+eB(t))" (¢B(s) —eB(t)) (I +£B(s)"']
= (HEB()) "(B(s) = B(t))(I+eB(s))™
= (I+eB(1) 7 [A(s) =A@ (I +B(s)™"

Puisqu’on a déja vu que

_ k
[0 +BE) ow,y < - Rer 20, s e,
Alors on obtient
[T +eB0) Npm <k >0, ted,

en outre, grace aux propriétés de H (Ey, Ey, k,w)et sachant que B € H (Ey, Fo, k,0) ,on a

|B~! <k

t)”L(EO,El) ="

ainsi

<k

H<I+5B (t)) ' )HE(EO,El) =

ey V187 :

revenons maintenant a 1’égalité

Bofs) = Bo(t) = (I+=B(1)" [A(5) - A<>J<I+sB<>> cad
1B () = Be O B ()| pyy = T +eB (@) [A(s) = AB] B ()] o
< ||(I+€B(t)> Hz:(EO) [A(s) —A (t)Hﬁ(El,Eo)HBil(S)HL(EO)’

d’ou

1B (5) - B (1)) B <k [A], s — 1"

S)“ﬁ(Eo) =

O

Le lemme suivant donne une estimation uniforme pour l'opérateur d’évolution para-
bolique Up..

Lemme 5.10 On suppose que [A]p <n . Alors il existe deuzx constantes positives

c:=c(k,w,n) et p:=pk,wmn ,_tel que

Uz, (t,8)llpgmy < e, (ts) €Ja,e >0.
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Preuve. D’aprés le Lemme 5.8, il existe une constante (co := ¢ (k,w)) tel que
ap, € K (Eo,0), et [lap. (. 8)|l gy < cos (8,8) € Ja, e >0,
on rappelle que
ag, (t,s) = e IB() et que kp_(t,s) == — [B. (t) — B. (s)] B-! (s) B (s) e~ 7980
Ainsi les Lemmes 5.8 et 5.9 garantissent que

kBe S K(E071_p)7
et (t—s)"""| kg, ey < olts) €Ji, € >0.

Maintenant on pose po := (I (p) con)"””. D’apres le lemme 5.3 on a

wp, € K (Ey,1—p) et (t—s)""|ws. () oimy) < et (t,s) eJi, e >0,

ou pt = po + 1. Ainsi

ap.* wp, € K (Ey,—p), et (t—3s)"" |lap, *x wp, (t,9)| 2z < cett=9) (ts) €Jy,e >0,
puisque
||aBE * wBEH(—p),T S ||aBE||(0),T ||wBE||(1—p),T ) T S J .

Finalement on a
Up. = ap. +ap, *wp,,

ainsi la preuve du Théoréme 5.4 garantit que

|Ub.

£(Ey) S ce"=9) (t,s) € Jn,e >0.

Théoréme 5.10 Soit (t,s) € Ja, alors
Ut ). —w (t,8) —> Ua(t,s), dans L, (Ey) gd € — 0 .
Preuve. D’aprés la remarque5.2 (d), on a

Up._w(t,s) : =e'Up, (t,s)e™, (t,5) € Ja
et Up_o, (t,8) : =e“'Up(t,s)e™, (t,s) € Ja

c.a.d pour montrer que

Up.—w (t,8) = Uga).—w (t,8) — Ua(t,s) = Up_w (t,s), dans L, (Ey) qd € — 0

il suffit de montrer que

Ug. (t,s) — Ug(t,s), dans L4 (FEy) qd ¢ — 0,
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de plus,on suppose que (¢, s) € JX, et que J est remplacé par [0,t] , c.a.d J compact. En
utilisant les propriétés des opérateurs d’évolution parabolique, on trouve

0, [Up, (t,7) U (r,5)] = U, (t,7) [B- (1) — B(r)|Up (r,5), s <7<t
en intégrant cette égalité sur [s, ], on trouve
Up. (t,s)x —Ug(t,s)z = —/UBS (t,7)[B: (1) — B(1)]Ug (1, 8) xdr, pour x € Ej.

D’aprés le Théoréme 5.4 on a

I[Be (1) = B()]Us (7, 9)| £, 0 [[((T+eB(r ) 1—1) B(1)] U (7,9)|| £y 09
< |[((T+eB(r))" —1)B( T)HE(ELEO) 1UB (7, )|l £
< ||(I +eB (T ]”5 (Eo) ||B (T)||£(E1,Eo) |Us (7, S)“L(E
< <k+1)||B()||LE1EO)CG(t O s<T<t
< (k+DIBlleuep .y, <7<t

Ainsi, et d’apreés le lemme 5.10, on remarque que la norme de I'intégrant

1Us. (t,7) [B: (1) = B(7)|Up (7, 5) x| g, ,

est uniformément bornée par rapport a ¢ € (0,1 /w) , pourvu que z € Ej, on a

Up. (t,s)x — Up (t,s)x, dans Ey qd ¢ — 0,

et ceci en appliquant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. Grace aux pro-
priétés de 'approximation de Yosida on a

limOBE (rYr=B(r)z, x€ Ej.

Finalement, puisqueF; est dense dans Ej le lemme 5.10 garantit que

1Us. () oy < e, (t,5) €Ja, & >0,

alors

Up. (t,s) — Ug (t,s), dans Ls(Ep) gd ¢ — 0.

5.6.2 Invariance

Dans cette partie on va donner des conditions garantissant le résultat suivant

Ua(t,s)(X)C X, (t,s) € Ja

ou X est un sous ensemble convexe fermé de Fj.
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Lemme 5.11 Soient Q2 un ensemble non vide, ;1 une mesure de probabilité sur 2 et X
un sous ensemble conveze fermé non vide de E  (espace de Banach).
Sifeli(QFE) et f(w)eX pourpresque tout w € Q , alors

Q/fdu €X.

Preuve. Soient ¢’ € E' et a € R, tels que X C [Re(e/,z) < @], alors

Rete, [ fau) = [ Rele'.f)d < a,

Q Q

c.a.d /fdu € [Re(e,z) <qa],

en outre le Théoréme de Hahn-Banach implique que X est l'intersection de tous les demi
espaces [Re(¢’, z) < a], d’ou alors

/ fdp e X.

Q

Théoréme 5.11 Supposons que A € G (E, M, o).
Alors

_ 1
e (X)C X, t>0] ssi {([JrsA)l(X)cX, 0<e<0—+

Preuve. D’aprés la théorie des semi groupes on a
[e.e]
1
(I+cA)” :/_’_EAt , reX, 0<e< —,
o+
0

en outre, et puisqu'on a e 4 (X) C X, t >0, alors en prenant u := e~‘dt sur Q := R,
le lemme 5.11 implique

o0 [e.9]

/e_ie_aAt:rdt = /e_aAtxdpJ e X, VrelX,
0 0

ainsi (I +eA)™" (X) € X,V € X.D’autre part

—k
t
e g = lim (I—I——A) r, 120, zek,

—00 k‘
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sachant que (I + £A) FreX VreX, VEk/0 < £ < -, et puisque X est fermé alors

e (z) € X ,VzeX, Vt>0,cad
cad e (X) ¢ X, t>0,

en fait le résultat (1 + £LA) FreX VreX,Vk/0< L < L, est obtenu de la maniére
suivante,
puisqu’on sait que (I + %A)fl reX , Vre X, Vk/0< é < a% ,alors

(I+£4) Po= (1 +£4) " [(T+24) " 0] € X car o/ = (14 £4) Twe X,

et ainsi de suite on trouve

—k
t t 1
(I—'_EA) IEX,V!EEX,V]C/O<E<O_—+.

O

Dans ce qui suit, on suppose que Ejy, E'; sont deux espaces de Banach tels que Fy — Ej,
J un sous intervalle parfait de RT contenant 0 et X un sous ensemble non vide convexe
fermé de Ejy, on note par s(—A) la borne spectrale de A € C (Ep) .

Le résultat suivant, est en fait une extension du Théoréme précédent pour les opéra-
teurs d’évolution paraboliques.

Théoréme 5.12 On suppose que
dpe(0,1); Ae C?(J,H(E, Ey)) et que s(—A(t)) < —o< 0, te
Alors

[(T+cA®) " (X)CX, ted, ¢ >0 =[Ua(t,s)(X)CX, (ts) €Ja

Preuve. On fixe (1, s) € JX,et on remplace J par [0, 1] noté encore par J. Alors A (J)
est compact dans H (Ey, Ep), ainsi [[2|Corollaire 1.1.3.2] garantit Pexistence de k& > 0,
wo > 0, tel que

A c c’ (J, H (El, E(], k,u)())) .

Posons maintenant w := 0,2, alors pour un t € J fixé, [[2] proposition 1.1.4.2] garantit
lexistence de k; = 1, et d’un voisinage V; de A (t) dans L (E1, Ey) tel que

—w + Vi C H(EL, Ey, kt,w)

puisque A (J) est compact et {V;, t € J} est un recouvrement de A (J), alors on peux
extraire un sous recouvrement fini, c.a.d il existe tq, ..., t, € J, tel que

A c v,
§=0
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ainsi en posant k := max kg, on trouve
A(t)=—-w+ A(t) € H(EL, Ey, k,w),t € J,
le théoréme 5.10 et la remarque 5.2(d) impliquent que
Ua. (t,s) = U(w+A)E (t,s) — U, 5(t,s) =Ua(t,s), dans L, (Ey)qd ¢ — 0,
alors il suffit de montrer que
[(T+eA) " (X)CX, tel, ¢ >0 = [Us (t,s)(X)CX, (t,s) €Ja,e>0],

pour cela posons u (., ) := Ug_ (., s) x, alors on remarque que u (., ) est I'unique solution
du probléme de Cauchy

ut+ A (Hu=0, s<t<t, u(s)=ux,
et puisque A, = e~} (I — (I + EA)_I), alors on déduit que u (., z) resoud le probléme
utetu=ce"(I- (I+5A(t))71) u, s<t<t,u(s)=ux,

d’ott u (., z) est donné par la formule de la variation des constantes pour le semi groupe
{e*t/EIEO it > O},c.a.d

t
u(t,x) =e 9 5 4 71 /e_(t_T)/8 (I+cA)  u(r,x)dr, s<t<t.

s

Posons v (t) := e "9z pour t € I := [s,1,] et on note par K , I'opérateur intégral de
Volterra dans C (I, Ey) avec le noyau

k(t, 1) := gl (=) /e (I +cA (7'))_1, (t,7) € Ia,

puisque ||k (¢, 7)| z(g,) < k€ pour (t,7) € Ia.et puisqu’on a

_ [Pa-a) Wl '
= T(n(l— )

[k koo ke (8, 7) | £y t_T)n(lfa)fl

9

pour n € N et (t,7) € Ia,

alors K est quasi-nilpotent. D’ou (I — K)_1 existe et est donné par la serie de Neumann,
ainsi

u(o)=I-K)lvo=> K.
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En posant
f(w):=v+ Kw, weC(I,E),

on en déduit que
u(.,x) =lmug, dans C(I,E),

ou uyp=v ,uy = f(ux) , k € N. Notons que

f(w)=ar+ (1 —-a) Mw,

at) @ =al(ts)=e 9% et Mw(t) = /gp (t,7) (I + A () w () dr, avec

o(t,7) : =[1—a()) ele e s<r <t

D’ot en posant p; := ¢ (t,.) dr sur Q := [s,t] pourt € I , sachant que (I +cA ()" (X) C
X, et en utilisant le lemme 5.11, on trouve Mw (t) € X pour t € I | pourvu que
we C(1,X), ainsi

fCI,Xx)cc(,X),si xe€X,

par conséquent
u(.,x) =limu, € X,pour te€l,si ve€X,
et puisque cette propriété est vraie pour t € [s,t1], V(t1,s) € J5,d’on alors

Ua. (t,8)x € X, pour (t,s)€ Ja,si x€ X, ainsi
Ua(t,s)(X) C X,pour (t,s)€ Ja.

O

Définition 5.4 Un ensemble non vide C' d’un espace vectoriel est dit cone si RTC C C,
Ainsi chaque cone contient 0 .Si en outre C N (—C) = {0} , on dit que le cone est propre.

Théoréme 5.13 On suppose que A € C* (J,H (E1, Ey)) pour un certain p € (0,1).
Si X est un cone , alors

[e7 O (X)C X, t>0, s€J] = [Ua(t,s)(X)C X, (t35)€ Jal

Preuve. Si on fixe (t1,s) € Ja, on peut supposer que J est compact (J := [0, t],alors
A(J) est compact dans H (Ey, Ey), ainsi le [[2]corollaire 1.1.3.2]garantit Pexistence de
k>1,w>0tel que A€ C?(J,H(E, Ep; k,w)))

Puisque s (—A) < w, on obtient s (— 2w+ A(t))) = 2w+ s(—A(t)) < —w, t € J,
posons maintenant B := 2w+ A, puisque e 8 = e=20et4®) gachant que X est un cone
et que e ) (X)C X, t >0, s € J, on obtient

B (X)X, t>0,s€J
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ainsi le Théoréme 5.11 garantit que

(I+eB(t) ' (X)C X,

et le théoréme 5.12 garantit que
UB (ta S) (X> - X7
Ainsi, puisque

UB (t, 8)
UA (t, S)

e Uy (t,s) e,

e Ug (t,s) e >,
sachant que R X C X,d’ou alors
Ua(t,s)(X) C X,

et puisque ceci est valide V¢, € J, alors

Ua(t,s)(X) C X,

ted, >0,

(t,S) € Ja.

(t,s) € Ja,c.ad
(t,s) € Ja, (t,s) € Ja

(t, S) c JA,

(t, S) € Ja.



Chapitre 6

Probleme de
Coagulation-Fragmentation avec
diffusion

Le présent chapitre est le but de notre mémoire et concerne I’étude du processus de
coagulation fragmentation avec diffusion. Il s’agit essentiellement de trouver une fonction
distribution

=u(t,z,y): [0,T) xR"xY — R; T € (0,00],Y =|0,4+00[ (cas continu),
solution du probléme de Cauchy suivant

{ O — V. (aVu+ au) + D Vu+ aou = C (u,u) (y) + fo(u)(y) + h

(61) u(O,.,y)ZUO (7y) ) yEY’

pour n =1,2,3,

avec
e terme de coagulation :

Y

C, (v,w) (y) = 1/2/7(y—y’7y’)v(y—y’) Ny —v( /7 y')dy',

0

pour 7y € Kcoaga CRAUAS F, avec
F:=L (Y,(14+y)dy),

Keoag = {7 € Loc(Y*,d*y) /v (y,4/) =7 (¥ y), pp y, ¥ €Y},

K oag €tant un sous espace linéaire fermé de Lo (Y2, d%y);
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e terme de fragmentation :

fo(v)(y) = /@(y’,y)v(y’)dy’ — ¢ (v (y), vEFpp yeY, pour ¢ € Kypqq
Yy

ou
Y
ou(y) = 1/y/90(y,y/)y’dy’, pp yeY, et ¢,(0)=0,
0
vérifie ((P — (b@) € L (Loo (YA27 d2y) 7L1,loc (Y7 dy)) )
avec Y = {(y,y) eV’ 0<y <y},
et

Kfrag = {90 € Loo(YAQa dzy)/qsgo € Loo (Y7 dy)} 9

Kfrqq étant un espace de Banach muni de la norme

= [Pl + 190l -

Notons que Y est le support du paramétre y qui caractérise le volume des regrou-
pements (ou des faisceaux) de particules obtenus soit par coagulation soit par frag-
mentation. Dans le cas continu,celui que nous envisageons ici, Y = R (dans le cas
discret Y = NT)

e h, enfin, est un terme source

On énonce maintenent le résultat principal :

6.1 Enoncé du théoréme principal
Théoréme 6.1 Supposons que les applications

a : R"XR* XY SR> T .R'xR*xY —R", b :R"xR"xY —R",

sym?

a : R"XRt'xY —R, ¢o:R"xRt*xY? —R, 7:R"xRfxY? —R,

sont des fonctions suffisamment réguliéres par rapport a (z,t) € R" x RT, mesurables par
rapport a y € Y. De plus :

(1) la matrice de diffusion a est définie positive uniformément par rapport a (z,t,y) €
R" x Rt x Y, telle que

a(z,ty)&-E>ale’, (aty) eR" xR xY, £€R,
(i) les tauz de coalescence v et de fragmentation @ vérifient

1) 0 <~y(x, t,y,y) =z, t,y,y) < B, (2,t,y,y) € R* x R x Y?
2) 0§90($at7yay/)§5; (x,t,y,y’)ER"XR+xYA2
y

3) 1y [y, y)y'dy’ <5, (z,t,y) € R" x RT x Y.
0

36 > 0;



6.1 Enoncé du théoréme principal 117

Concernant le terme source on suppose
(13i) h : R* x R xY — R, est une fonction suffisamment réguliere par rapport a t,
mesurable par rapport a y € Y, vérifiant

h(z,t,y) >0, yeV.

Alors :
pour u® € W7 [F] := W7 (R",F), le probleme 6.1 posséde sur lintervallemazimal de
temps J = 1[0,T) une solution unique u telle que

) €€ (7 () W) O () e ) e (S W 8]

vérifiant
//u(x,t,y)(1+y)dydx<oo, tel0,T).
R Y
avec
(st+n)/2<o<nA(s+2), s<n
s§<o0<s+2, s>n,
o ¢ N.

En plus on a (positivité)
(u* > 0) = (u(.,u’) >0),

_>
Si de plus b =0, alors on a (conservation de la masse) :

(1)
//U(Lty)yddeC—//uo(w,y)ydydx, 0<t<T,
R™ Y R™ Y

pourvu que ag = h = 0.
(2) T = o0, (c.a.d u est une solution globale) si n =1, ou bien a ne dépend pas de vy,
ou encore si Y =0 (i.e. dans le cas ow il n’y a pas de coagulation)

La preuve du théoréme précédent s’appuie essentiellement sur la transformation
du systéme 6.1 en un probléme de Cauchy semi-linéaire parabolique abstrait de la forme

u+At)u=R(t,u), t>0u0)=u’sur W] (R F)

Pour cela on suivera les étapes suivantes :

6.1.1 Préliminaires

Posons
F:= L (Y,(1+y)dy),

notons par K., le sous espace linéaire fermé de Loo(Y?, d%y) suivant

Keoag = {7 € Loc (Y, ) /v (y,t/) =7 (4 y) .00 y,y/ €Y},
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pour ¥ € Keouq,v,w € IF, on pose

O, (v,w) (y) = 1/2/7(y—y’,y’)v(y—y’) Ndy' —v(y /7

vérifiant

(v, v,w) — C’y( w)) € L( Keoag, F, TF; F),
en plus on a

/C’,Y(v,v)ydy =0, pour v €F.
Soit

Yi={(y,y) eY?/0<y <y},

on définit 'application

(90 - ¢s@) €L (Loo (YA27 d2y> aLl,loc (K dy)) )

par
Y

bu(y) = 1/y/<p(y,y’)y’dy’,p-p yeYet ¢,(0) =0,
0

on définit :
Kfmg = {90 € LOO(YA27 d23/)/¢go € L (Y7 dy)}

Krqq est un espace de Banach muni de la norme

@ = [lello + [0l
Posons pour ¢ € K44

Fow)(y) = / o))y — 6, (W) v(y), vEF pp yev,
)
On a alors :

((p,v) = fo(v)) € L(Kfrag, F;  TF) et /fgp(v)ydy =0, pour ¢ € Kfqg et vETF .
Y

Définition 6.1 .
(1) Soient E, Ey, Er, ...., E,, des espaces de Banach. On considére L(E, ..., En; Ep)
l’espace des applications multilinéaires continues :
Ei x..xE,— Ey (€1,€2, ccim) —> €1 - gy () .
Sim > 2 les éléments de L(E\, ..., En; Ey) sont appelés multiplications.
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(2) Siu; € LR, Ej) on définit : uy - ug-...-un, € L(R™, Ey) comme étant le produit
point par point induit par la multiplication (x) :

Up - U+ oo Uy () = wg () - un() - v U ()

(3) Cy~ (Ey, Ey) est lespace suivant :
{f : Ey — Ey uniformément lipshitzienne sur les sous-ensembles bornés de E1},
munt de la famille de semi normes

f—sup||f(x)]|,+ sup —”f(x):f(y)uo; B borné dans E ¢,
0 llz—yll
z€eB z,yeEB/ x#y Yl

(c¢’est un espace localement conveze).

Lemme 6.1 Soitp : 1 <p<oo, ona:

1) Vapplication : BUC*(R", Ey) x WH(R", Ey) — W}(R™, Ey) , (u1,u2) — uy - ug,
0 <t<s<oo, est une multiplication point par point.

2) Uapplication : BUC™(R", Ey)x W3 (R", Ey) x W3 (R", E3) — WER™, Ey) , (u1, ug, ug) —
uy - Us - uz, est une multplication point par point,

pourvu que n <t+n<2s<2nett<r,

tandis que pour n < s<r

3) Uapplication BUC™(R™, Ey)x W3 (R", Eo) x W3 (R™, E3) — W2(R", Ey) , (u1, ug, us) —
Uy - Us - Uz, est aussi une multiplication.

6.2 Termes de coagulation et de fragmentation

Lemme 6.2 On a
(i) Si

0<7T<r<n, 7T+n<20<2n

alors
(v, u,v) — cy(u,v)) € LIBUC"(R", Kcoag), WY (R, ), WY (R", F); W] (R",F)),

et st
n<T<r<oo,

alors
(7, u,v) — ¢y (u,v) € LIBUCT(R", Keoag), W7 (R™, ), WT (R", F); W] (R",F)).

(i1) Supposons que
0<7<r <o,

alors

(0, u) — fo(u)) € LIBUCT(R", Kjrag), WT (R", F); W] (R", F)).
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Preuve. On vérifie facilement que

((’77“71}) — Cv(uvv))EE(Kcoag>F7F5F)a
((p,u) — fo(u)) € L(Kfrag, F;F),

Dfautre part en adoptant la notation suivante
cy(u,v) () == cy@y(u(x),v(x)), pour (v,u,v) : R" — Kepqg x F x F.

et
f<p(u) (I’) = fS@(I) (u (33)), pOUI‘(gO,U) R" — Kfrag x
on vérifie que
(7, u,0) — ¢y(u,v), et (p,u) — fo(u)

sont des multiplications induites respectivement par

(v,u,v) — cy(u,v)) € L(Keong, F,F;F) et
((pyu) — fo(u)) €  L(Kfrag, F;F),

On achéve la démonstration par application du lemme 6.1. U
Corollaire 6.2 Supposons que
7€ (—=1,7)\N avecr >0

et que
ThT4+n<20<2n siT<n, Ti=08 n<T.

Supposons encore que
t— (7(1), () € C°(J, BUCT(R", Keong X K prag))
pour un certain p € RY. Alors
(t = (ex, fo)) € €7 (J, £2 (W] (R™,F), W (R", F)) x £ (W} (R", F), Wy (R", F)).

Preuve. D’apreés le lemme 6.2 on a pour t fixé dans J

siT<mn:
(7(t),1,0) > ey (w,0)) € LBUCT(R", Kopay), WY (R™, F), W7 (R", F); W7 (R", ),
et sin<T:

(1), u,v) — cypy(u,v)) € L(BUCT(R", Keoaq), WY (R™,F), W7 (R", F); W7 (R", F)),
De plus

((p(t),u) — fomy (1)) € LIBUCT(R™, K frag), Wi (R",F); W7 (R",F)),
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Sachant que 77 +n < 20 < 2n, alors
(tTT4+n<20<2neto<n)= (tt+n<oc+o<o+n)= (77 <o).

Donc on a
Wi (R, F) — W7 (R",F),et WI(R",F) — W7 (R",F).

D’ou alors
((e(t),u) = fony(u) € LIBUCT(R", K rag), WY (R", F); W (R", F)),
Or, par hypothése :
(t— (v(1), 0(1))) € C°(J, BUC"(R", Kcoag X Kprag)),
on obtient finalement
(t— (e Jotw) € CF (J,£2 (Wi (R F), WY (R", F)) x £ (W} (R", F), Wy (R", F))).

O

Dans la suite on pose : x (z,t) := x (t) (), x (z,t,y,y) := x (x,t) (y,y!) , pour x
€ {v, e}, (r,t) eR" x J, et (y,y/) €Y XY,

On pose également ¢ (27, 12572 U) = Cy(ayt) (U,, u) (y) ,f(([E, Y, U’)) = ftp(z,t) (u) (y) ,pour
(,t) eR" xJ,yeYetuck.

Finalement on dénote par C(t,.), F(t,.) les opérateurs de Nemytskii induits respecti-
vement par c(.,t,.,.), f(.,t,.,.) , définis par :

C(t,u) (z) := c(x,t,,u(x)), F(t,u)(z) = f(x,t,.,u(x)), pour u : R* — F et
(x,t) € R" x J.

Alors, sous les hypothéses du corollaire 6.2, on a

(t— (C(t,.)+ F(t,.))) € C°(J,Cy2 (WY (R™, F), W[ (R", F))).
6.3 Opérateur de diffusion convection

On note par E?,0 > 0, 'espace suivant

E := BUC(R", L") x BUC®(R", L") x BUC®(R", L") x BUC“ V" (R", L),

00,5ym

ﬁ
on note également e := <a,?, b ,ao) (€ E7concrétement), et :e(x,y):=e(x)(y) pour
reER"etyeY.
Concernant 'opérateur de diffusion-convection , on adoptera la notation suivante :

Ale]u = —-V.(aVu + a'u) + D Vu+ apu.
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6.3.1 Cas de la diffusion constante

Pour fixer les idées il sera commode de considérer d’abord le cas ou le terme de
diffusion : @ € L(E™) et '@ = 0. Dans ce cas 'opérateur de diffusion convection s’écrit :

A= —divoaograd=—> a;0.
2%
Le but est alors de trouver des conditions sur a afin que

Aqg €H (B;y, B;q) pour p,q € [1,00] et s € R

On aura besoin d’introduire les notations suivantes

Définition 6.2 (1) Pour M > 1 fizé on pose

acL(E")/{\eC;Re) >0} C p(—Sa(E)), }

ElL(E; M) = EIL (M) := { (14 D A+ S (€) iy < MoRA 0, € € 57"

on S"li={z eRY|z|=1}, et
Sa:R"— L(E), {+— ¢ al =) & ay,

est le symbole de a.

(2) Pour @ € Ly, (Y,R2:") on a

sym
ell (ag) := {a € L, (Y, ngig) ;Jdag > 0,/a (y) ;= min {5 ca(y) &€ e S"_l} > ag;
a2 0 ppy €Y}

On a alors

Proposition 8 Pour ag > 1, il existe M = M (ag) tel que pour E = L1 (Y; (1 + y) dy)
ell (ap) — EUL(E; M) .
Preuve. Supposons que a € ell (ag), c.a.d
min {¢-a(y) &€ S} >ap ppy ey,

ainsi

A+E-a(y)] c(Al+&-a(y)§) = clag+[A])

M (ag) (1 +|A]), ReA >0, £ € S™°1

(AVARVS

ce qui prouve d’une part que
{AeC;ReA >0} Cp(=54(8)), £ €57,
et d’autre part

(L D A+ Sa (€)Ml sy < M (a0), Red >0, € € 5™,

en plus on aHaHL(E") < H@“Loo(Y,R?;,,';)
d’ou alors le résultat recherché. O
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Proposition 9 Supposons qu’il existe M > 1 tel que
a € EU(E; M), et |al gy <M.
Alors pour w > 0, il existe k = k (M,w) tel que
Aq = —div o aograd € H (B;ff, B, ;i k,w) , pour p,q € [1,00) et s € R.

Preuve. Puique le symbole S, : £ —— S, (§) est un polyndéme homogéne de degré
deux, alors il vérifie

16" Sa (€)llem) < c(L+ 16D, € e R™,
signifiant que S, € S? (R™, F) .D’autre part on a @ € &Il (E; M), ainsi on a
(L+ M) [|(A+ S (g))—1||L(E) <M, ReA>0, £ € S" !
si on pose £ = ¢ |£] alors on obtient
_ _ _ iy —1
IO+ Sa @) lgmy = 77| (VET+ 50 (€))

< M(IEP+A) ", ReA>0, €€ (R

L(E)

Ainsi pour w > 0 fixé, 3 ¢ (w) =1+ < > 0 tel que
(1 A+ ) O+ Sa ()| gy < (@) M, ReA > w, €€ (R
d’ou dk > 1 tel que
(116D [0+ Sa (€)™ |y H(1 + A [[A+ Sa (€)™ [ ) < v pour Red > w, € € (R,

cadew+ 9y.
Ce qui nous permet d’appliquer le théoréme 4.9 sur le symbole S,, assurant que ce
symbole est un multiplicateur de Fourier, et puis

Aq=F 'S F = 5, (D) € H (B2 B} ;i kyw) .

2 e

0J
Les résultats suivants sont bien connus pour les générateurs des semi groupes analy-
tiques

Lemme 6.3 (1) Supposons que G € H (Ey, Eo; k,w) et B € L (E1, Ey) vérifiant
[Bullg, < e llullg, +cllullg, ,u e B,

pour un certain € € (0, %) ,c>0. Alors

G + B € H(Ey, Eo; k*,w"),

* c x . _k
avec W* == wV (6) et kY =

(2) Si A€ H(Ey, Eo)et s’il existe 0 € [0,1) tel que B € L (Ey, Ey),
alors A+ B € H (E1, Ey) .
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6.3.2 Cas particulier de la diffusion variable

Nous allons étendre le résultat précédent au cas variable, plus précisément on suppose :
a € BUCY™ (R", &Il (M)) et @ = 0.

Pour cela on a
Théoréme 6.3 Pour M > 1 fizé, il existe k > 1 et w > 0 tel que

la — Ag) € C'~ (BUC (R™, ELL(M)) , H (B3}, BS i k,w)) |

p,q TP’

avec p,q € [1,00),t € (—1,1] et s € (—1,1).

Preuve. On suivera plusieurs étapes
On commence par construire un recouvrement ouvert de R"”

U = {Uj;; jeN} :={R;+¢Q, R; €cZ"} ¢ € (0,1]
onQ = {xER”; || <\/ﬁ}
Posons
pj:Uj—Q, x+— (v —R;) /5, jEN
notons que
dk=k(n) card{j e Nyz € U;} <k, ze€R"
Soit m € C* (R™,[0,1]),x € C> (R™,[0,1]) tel que

supp(m) CC Q , 7= 1sur Q 2, et supp(x) CC Q et x = 1 sur supp (7).
On définit les suites

~1,2

T, 1 =Top; Z(ﬂogpj)2] :

ieN

m; € C*(R",[0,1]), supp (m;) CC U;,j € Net ij () =1,z € R",
ieN

X5 + = Xo@; cC™ (Rna [07 1])
avec supp (x;) CC U;,x; = Llsursupp (m;),m <x; <1,7€N.
Alors I'application suivante
S N S
r (Wp) — Wy, (u) — Zﬂjuj
jEN

est une rétraction dans £ (lp (W;’) ,W;) ,
de corétraction :

r W — (W), w— (myu),
ree L (W;,lp (Ws)) , avec 1 7o’ = idys,

p
d’autre part

€Ll (W), W5),

[u+— (xu)] € L (W]f, L (W]‘f)) , et [(u]) — ijuj

jEN
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pourp € [1,00),s € [—1,00). On aura besoin des définitions suivantes.
Soit p € BUC™ (R™,R™) avec

r sizesupp(m) CCQ
p(x) x,/ |z si € RM\Q ’

on définit

Py 1w p;i(Ry) = R;

On pose en outre

{a— A :=[vr— awv:=[z+—a(x)v(z)]]} € L(BUC' (R, L(E")),L(B;,(R",E"))),

€ (0,t),
et

5 fAlﬁw =

a L

T g a;j(x) v (x

2,7=1

zr— Y () w;(z)|,
j=1
pour a;j, B; : R" — L (E) et v;;,w; : R" — E. Alors on a

p.q

[a »—MZG} € L(BUC'(R",L(E™), L (B, (R", BV, B)),

[@ — 25} € L£(BUC'(R",L(E"E)),L (B, (R",E"),B:)), p,q€[l.og],s €

On peut alors réécrire 'opérateut A, de la maniére suivante
Aa = _/z{a o D2 - A\diva © grad
avec
n
D%y = (822]11) , diva = (Z @aij) ,
j=1
On remarque que

(6.2) |[a— A,0D?| € L(BUC'(R",L(E").L (B B;,)) .

p.q 7’

p,q

[a s Agiva O grad} e L (BUC”rl (R*, L(E™)),L (Berl B, )) , pour s € (0,%),

de plus

l[a— A, = —divo Agograd] € L (BUC™ (R", L (E™)), L (B B:.))

p.q 7’

pour p,q € [l.oo], t € (—1,00) et s € (—1,1).
D’abord, grace a la proposition 9 , on a pour @ := a o p}, et a; := a o p;

Ago € H (B2 BS i ko,wo), j EN,

pq TP

(0,1).
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et puisqu’on a
Ag; = Aag? + A

aj—a?'
il suffira d’étudier le dernier opérateur dans I'égalité ci-dessus. Pour r := 1 A (1 + 1), et
ro € (0,7) fixé, on a
[(a; = a2) (2)]] sy < clps (@) = Byl = c=" |p (5 (2))] < e,
et pour z,y € R" /7€ Non a

[(a; — aj) () = (a; — a3) W) sy < clps(@) = p; W]
ce” p(p; (x)) —p (o (W)™
(Io (@i (@) +|p (25 ()"

T0

ce” [ (x) = 0 (W) = e |z —y[",

IN

IN

d’ou alors

<ce" j€EN,

Hai B CL?’’BUC""o(lR“,L(E")) -

Maintenant on peut estimer A, — Aa? comme suit.
Dans le cas ou ¢ € (0,1], on sait que

- , o~
Ag; — Aag_ = Aaj_ag; =—— Aaj_ag_ o D* — Agiva, © grad,

ainsi, si on fixe tg € (s,t) avec 0 < to, d’aprés 6.2 et le résultat d’interpolation suivant :

s s+2 _ Rs+1
(Bp,q’ Bp,q )%,q - Bp,q
on aura

0
HAaj—a?u B < c Haj - a’j”BUCto(Rn’L(En)) Hu| B2 +c “a’j”BUctH(Rn,/;(En)) HU| Byt
P,q

< g |ul

gt + () Jull gy < = gz + ¢ () Il
ue B jeN, e>0.
Dans le cas : t € (—1,0], on écrit que
A 0= —div o Zaj,a? o grad,

a;—

et on conclut de la méme que 'étape précédente.
Ainsi si on fixe € < 1,/kg, le lemme 6.3 assure 'existence de k, et w, tel que

p,q TP’

Aq; = Aa? +Aaj—ag? eEH (B“’Jr2 B’ 'k*,w*) , J €N,
par suite
A (W) — (W)™ () — (Aayu) | € H (0 (W32) 10y (W) 1)

Maintenant on construit un inverse a droite et un inverse a gauche pour A + A,
respectivement dans les cas : A > wy et A > w, . Pour cela soit

B:W:*? — (W;)N,u — Bju = (1;Aqu — Aq, (Tju)),
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notons que
Bju := (div o Ag,) (u gadr;) + gadn; - [(Aq 0 grad) u] , j € N,

vérifie B € £ (W1, (W5)).
Ainsi le lemme 6.3 assure I'existence de k; > 1 et wy, > 0, tel que
A+Bore™ (I, (Wt?) 1, (W;);kg,w,) , en particulier on a

A+ A+Bore Lis (lp (W;“) Ay (W;)) , ReA > wy,

ainsi Popérateur G == ro(A+ A+Bor) 'ort Re\ > wy est 'inverse a gauche recherché
pour A+ A, .
Maintenant on pose

C: (W;+2)N — W; y (Uj) [— ZCjuj = Z (Aa (7Tju]') — '/TjAajuj) s
jeEN jEN
notons que

Cju = — (div o Ag) (u gadn;) — gadr; - [(Aq, o grad) u] , j € N,

sachant que C' € L (1, (W), W2) , et puisque (I, (W3),1, (W:t?))
déduit du lemme 6.3 qu’il existe k; > 1 et wy > 0 tel que

=1, (W;“) , on

1
§7p

AtrtoC e H (L, (W3H2) 1, (W) s kaywa)

ainsi l'inverse a droite pour A + A, recherché est
Dy:=ro A+ A+roC) " or®, Re) > wy.
remarquons que G = Dy = (A + Aa)_l , alors on obtient que

A+ A, € Lis (Wlf“, W;) , Red > w = wy V wy,
de plus on a I’estimation

|A| ||(/\+Aa)7 = |} H[TO()\"‘A"‘BOT)ilo’I"C} u”W}f

< ck, ||rCqup(W§) <c HuHWp , u€ W), Red > w,

il
W

Notons que si Ik > 1, w > 0 tel que A € L (Fy, Ey) , et w+A € Lis (E, Ep) satisfaisant
l'une des conditions suivantes

A lullg, < KN+ A)ullg, s, < EIO+A)ully,, w € B Red > w.

on aura

A€ H(F, Ey),

ainsi

Ag e H (W2 W),
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pourvu que s € (—1,t) ,
ainsi on a pour (t —s)A(s+1) > >0,

Ag € H (WP WEt0) et Ag € H (W02 WET0),
et par interpolation

(W2, Wst?) = Bog DA€ [1,00), s € R,

1
27
D’ou I'on déduit finalement que :

Aa € H (B2 Bs,).

p,q 7’

6.3.3 Diffusion-convection : le cas général

On généralise dans cette partie ’étude précédente au cas de 'opérateur de diffusion-
convection :
N —
Ale]u:=—=V.(aVu+ au)+ b - Vu+ aou.

ou R
e:= (a,?, b ,a0> c E°

Lemme 6.4 S0 —1 <s<o—1< 00, alors
(e — Ale]) € £ (E7, L (Wi (R, F), W7 (R",F))) .
Preuve. Notons d’abord que ’application suivante est une multiplication
Lo (Y,dy) x F—F, (a,u) — au; au(y) :=a(y)u(y),
Sachant que V € L (W7 (R",F), (W (R",F))") et d’aprés les hypothéses on a 0 <

s+ 1 <0< oo,
on déduit alors du lemme 6.1 que

(@, V) — aVu) € £ (BUCT(R", LI0,), Wit (R F™)) s Wi+ (R, ™),

ainsi que

(@, u) — @u) € £ (BUCT(R", L), Wit (R", F)) s Wi (R™, F),

. . d .
et puisque on sait que W;T?(R", F) — W (R F), alors on obtient

(@, u) — Tu) € £ (BUCT(R™, L), Wi (R, F)) s Wi (R™, F),
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Idem pour
- - o n n s+1 n ) . s+1 n
((b,vu) — -vu) € L (BUC(R™, L), WsH (R, F")) ; Wit (R" F),
D’autre part, concernant l'application (ag, u) — aou,
on note que 0< st < (0 —1)" <o00,8i (0 —1)20,cad0<st <o —1< o0,
d’apreés le lemme 6.1 on a
(a0, 1) — agu) € L <BUC(”’1>+(R", LL), W (R™, IF)) WS (R, ),
et compte tenu de
(s>-1)=(s+2>120)= (s+22s" >s),
on obtient . .
WE2(RY F) <5 W (R, F) < W (R, F),
d’ou alors
(a0, ) — agu) € £ (BUCD" (R", LL), Wi H*(R", F) ) ; Wi (R", F),
tandis que si(c — 1) < 0, on refait les démarches précédentes,
d’otu finalement
(e— Ale]) € L (E7, L (W{T(R™, F), W (R",F))).
O

Le théoréme suivant précise les conditions pour qu’un opérateur soit générateur d'un
semigroupe analytique et il est fondamental pour la méthode suivie dans ce mémoire.

Théoréme 6.4 Supposons que s € (—1,0 — 1) \N, et o, M 2 0. Alors il existe k > 1 et
w > 0 tels que
Ale] € H (WS (R, F), W (R", F); k,w)

— 77 .
POUTVU que € = (a, a,b ,ao) € E7 vérifie |le]|ge < M et

a(z,y)&-€>alef,(2,§) eER"xR", ppyeY.

Preuve. On remarque que pour z dans R” fixé on a a (z) € L, (Y, dy; R"X”) et vérifie

sym
a(z,y)é-E>al¢’, E€R, ppyeY,
SEER/IE[=1,ona alr,y)é-&>aVeeR/[E =1,
d’ou alors : min{a (z,y)¢-& ¢l =1}>a 20,
ce qui prouve que a (x) € ell (o,0),Vzr € R"
sachant que
ell (a,0) — &l (F; M («,0))
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on déduit que
a(x) el (F;M(a,0)),Vz € R"™.

D’aprés les propriétés des espaces de Besov on a
BUC? (R, ell (a,0)) — BUC? (R", €Il (F, M («,0))),

et compte tenu des hypothéses on a a € BUC” (]R", Lrxn ) ,

00,8Yym
en fait(d’aprés ce qui précede ) on a @ € BUC? (R", £l (F, M (a,0))) .
On peut alors appliquer le théoréme 6.3 et donc il existe : W 2 0 et k > 1, tels que

—divoaograd € H (W(R",F), W(R",F); k,©).

Maintenant pour montrer que Ale] € H (W (R, F), W (R",F); k,w)
il suffit de montrer, d’apres le lemme 6.3, que I'application
B . BUC° x BUC® x BUC™ V" —, £ (W;(R",F)),
- = - =
(a,b,ao) — VT4 b -V +a,

vérifie les deux conditions suivantes :

1/
B (7, b, a0> € £ (WiH(R™, F), Wi (R", F))

2/

_>
1B (@, a0) o < & [Jullypsen g + Cllullye g v € Wi2(R",F)

W3 (R™,F)

pour un certain € € (O, %) et ¢>0.

La premiére condition est vérifiée grace au lemme 6.4
Pour la deuxiéme condition on suit les étapes suivantes :
on pose B = Bl + B2+ B3 avec

B, (d@):=-V.du, By <€>> w=1b -Vu et Bs (ag) = apu, u € Wi (R F).
Tout d’abord, concernant Bj, on a d’aprés le Lemme 6.1 :

(@, u) — @u) € £ (BUCT(R", L) x Wi+ (R, F)) s W3 (R, F™),

et sachant que W72 (R™, F) — W (R™, F) , ainsi que —V. € £ (W (R", F"), W} (R",F))
on obtient
B e L (BUOU(an L&)E(Werl(an F)) ) WlsGRna F)))u

plus précisément on a
||_V~7U||Wf(Rn,]F) =B (@) u“Wf(]R”,IF) <a ||E>||BUCU(R",LQO) ||u||Wf+1(R”,IF) :

Concenant By :
pour u € Wit (R™, F) on a Vu € Wit (R™, F?) et d’aprés le lemme 6.1 :

(5, Vu> —b-Vu e £ (BUC (R", L)) x W (R", "), Wi+ (R™, ) ,
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et sachant que Wt (R, F) — W2 (R", F) ,on en déduit que
B, € L(BUC? (R", L) x WPR", F; W; (R, F)) ,

de plus on a

H b vu”ws R™F) = HB2 (3) u”wls(Rn,F) =6 H b HBUC’" R™,L2,) HUHWISH(R"’]F) '
Finalement pour Bs on a
Bye £ (BUCTV" (R LL), £ (Wi (R, F), W} (R".F))),
d’ou alors :

laoullwsgn gy = 1Bs (a0) wllws @y < s llaoll gyoe-t @,y X Nullis 2 gy -
1 1 (R™,LY,) v (REF)

On déduit alors de ce qui précéde :
pour u € W2 (R" FF)

| (@ .00)
W (R",F)

IA

|31 (@)l 132 () iy 08 a0

IA

HuHWfH(R”,JF)

N
11]lQ
BUC?(R™,L%,)

+e2 || b H X ull ez g )

BUC? (R™,Ln)

+C3 HGOHBUc<a—1>+(Rn,LgO) HUHWf“(Rn,JF) )

Or: (W; (R"F), W+ (R",F)) SR ) et [leflg < M,

par suite on a

1/21

BUCe ||u||Wf+1(R",IF) < aM ||u||Wf+1 (R",F)
1/2 1/2
< My luliy g s el g g,
<

€ ||u||Wf+2(Rn,JF) + M, (¢) HUHWf(JR",IF) ;

( 'avant derniére inégalité est celle de I'interpolation, et la deniére résulte de I'inégalité
de Young ). D’ou

|8 (@0 0)ul o < = Wiy + lulhwpnsy . w € W™ ®7F)
ainsi on peut appliquer le Lemme 6.3 c.a.d 3k >1et w 2 0, tels que

Ale] == —divoaograd + B (E, b, ao) e H (W2 (R™F), Wi (R, F); k,w) .
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Considérons maintenant 'applicaton ¢t +—— e (t) : J — E7,
on pose

(a,E,g,a()) (x,t) = =e(t)(x), zeR"te Jet
A) :+ =Ale®t)], ted
Le théoréme suivant est fondamental pour notre étude

Théoréme 6.5 Soit s € (—1,7)\ N, avec r 2 0
et supposons que t+— e (t) € CP (J EM),
pour un certain p € RT |

ainsi que Uezistence de o 2 0 tel que

a(r,t,y)E &> ale], (v,t) eR" x JEER" ppy €Y

On a :
(t— A(t) € C* (J,H (W (R™F), Wy (R, F))) .

Preuve. D’apres le théorem 6.4 , on a
A(t) e H (WS (R, F),W; (R",F)), Vt € J,
et puisque le Lemme 6.4 assure la propriété
(e(t)— A(t) € L (EHT, L (V[/'f+2 (R™,TF), W7 (]R”,F))) ,Vt e J,

alors la propriété
(t—e(t) e C?(JE"),

implique

(t— A(t) € C* (J;H (W (R™, F) , W7 (R, F))) .

6.4 Existence, unicité et régularité de la solution

Pour I’étude de D'existence, I'unicité et la régulatité de la solution, on aura besoin du
théoréme fondamental suivant (voir : Amann |2| )

Théoréme 6.6 Supposons qu’il existe p € (0,1) tel que
(z, (A, f)) € C” (J, H(Ey, Eo) X Eq).
Alors le probléme de Cauchy
ut)+ AR ut)=f@),vte N\ {s}, u(s)=ux
possede une solution unique u :=u (., s,z, A, f) telle que

ue CP(IN\A{s},E) N O (NN {s},Ep).
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Remarque 6.1 Supposons que 0 <3< a<1. Siu® € E, et f € Loo (J, Eo) alors la
solution du probléme de Cauchy

U+ A u=f@), teJ, u(0) =1’

verifie
ui=1u (.,uO,A,f) c CP(J Ep),

c.a.d
o 6) =)y < et = 97 e (], + 1 o)

pourt € J ,t >0 et (U A f) € Eo X AX Loojoe (J, Ey), v étant une constante
convenablement choisie.

On adapte maintenant le théoréme précédent au cas d’un second membre dépen-
dant de la solution. Pour cela on a :

d
Théoréme 6.7 Supposons que Ey — Ey, que 0 £ v < [ S a s 1, et que (.,.)g sont des
foncteurs d’interpolation admissibles pour 6 € {«, 3,7} ,
Posons

Ey = (Eo, E1)y
et supposons encore que pour p fixé dans (0,1)

(t— (A(t),g(t,.) € C* (J,H (Ey, Eo) x Cy~ (Eg, E,)) .

Alors pour ug € E, donné , le probléeme de Cauchy

U+ A u=g(tu), teJu0)=1u,

admet une solution maximale unique

uu’) = (. u, A, g) € CT(), Ba) N O(T(u). B) N CHI (), By).
L’intervalle mazimal d’existence J(u®) := J (u°, A, g), est ouvert dans J.Si en plus

Sup Hu (t,uO)HE s o0, VT € J,
teJ(u0)N[0,T] @

Alors u(.,u°) est une solution globale , c.a.d J (u®) = J.
Preuve. soient .
d:=pA(a—p0) et Ty € Jfixé
On définit la fonction g, par

gv (t) =g (t,v(t)),0 <t < Ty, pourv € ol ([0,70], Eg)
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D’une part on a
gu(t) =g (t,v(t)),0 <t <Ty

et
g () € C°(J, E,),
puisque
g (" ) eCr (‘]7 OI;I_(EB7 EW)) )
9u(t) := g (t,v(t)),si,v € C°([0,Tp], Es) avec § = min(p,a — 3),
en outre
t—g(t,.) € C?(J,C} (Eg, E,)) — C° (J,Cy (Eg, E,)),
d’ou alors

g0 (-) € C°(J, E,),

alors le théoréme 6.6 d’existence et d’unicité, montre qu’il existe une solution unique
u(.,v) € C*((0,To], Eo) N C((0,Tp), Er),
en plus le Remarque 6.1 assure que
u(-,v) € C*7([0,To), Ea) = C ([0, To] , Ea)

d’ou
u(.,v) € C([0,Ty], Ey) NC((0,Tp], E1) N C* ((0,Tp] , Eo)

ou u(.,v), est la solution du probléme
u+ At)u = g,(t),0 £ t < Ty, u(0) = u".
Maintenant pour montrer que le probléme de Cauchy
u+ Alt)u = g(t,u), 05t< Ty u(0)=1u’
admet une solution unique
u(.,u’) € C([0,To], Ea) NC((0,To], Er) N C*((0,To], Eo) ,

il suffit de montrer que 'application

X =C(0,T0], Ey) = C(0,T0] . Ep) . v+ ul;0),
admet un point fixe, et pour cela il faut montrer que S est une contraction stricte, c.a.d

3k 5 L 150) = Sw)lx <kllv—wlx, Y(v,w)eX,

ainsi

1)~ Sy = ul:0) — w0l eom.z,)-
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puisqu’on a d’aprés la remarque 6.1

lut,v) = u(t,w)| 5, < CTy ™ [lv = wlgq 0 <t <Tp

0,T0],Ep)

ou C est indépendant de v et w dans le cas ot v ([0, Ty]) et w ([0, Tp]) restent dans un sous
ensemble borné de Ej, si on prend 7j suffisamment petit pour que C’TOPB < 1, alors le
théoréme du point fixe implique I'existence d’un point fixe unique

uwed ([07T0] 7Eﬁ)
pour l'application S. D’aprés la remarque 6.1on trouve que
a € C([0,Tp], E,) NCP([0,Ty], Ep)

et puisque
CP([0,To], Eg) — C°([0,To], Es) (6 <a—p),

alors on obtient
ueC(0,To], E.)NC°([0,Ty], Ep) .
Dot w = u(.;u), et d’aprés ce qui précede :
u(;u) € C([0,Ty), E,) N C((0, Ty, E1) N CH((0, Ty) , Eo)

(puisque @ € C? ([0,Tp], Es), comme on a déja vu pour v) , d’oi alors % est la solution
unique du probléme

u+ Alt)u = g(t,u),t € (0,Tp],u(0) = u°, sur [0, Tp],

ce qui assure l'existence locale de la solution.

Maintenant pour obtenir une solution maximale on suit la procédure suivante :
puisqu’on a vu que u € C ([0, To], E,) , alors u(Tp) existe et elle est dans E,. Soit T} 2 T,
et posons le probléme

u+At)u=gtu), Tost<T,u(Ty =u',
la procédure qu’on a suivi avant, nous assure l’existence d’une solution unique
Uy (-7 ul) eC ([T07 TI] 7E04> ne ((T07 Tl)a El) N Cl ((T07 TI] 7E0) ’

ainsi le probléme
w+ Altyu = g(t,u), 05t<T,u(0)=u’

admet une solution unique
0= U, 0 é t S TO
o w, T <t<T
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en répétant la méme démarche autant de fois qu’il le faut, jusqu’a ce que I'intervalle
d’existence soit maximal dans J ,
on prouve finalement que le probléme

u+ A(t)u = g(t,u),t € j,u(O) =0,

admet une solution maximale unique
u@dﬁéCU@%E@ﬂC(ﬂM%&)ﬂ@(ﬂﬁ%%).

Maintenant on montre que I'intervalle maximal d’existence J (u°) ,est ouvert.
Supposons que J (u®) soit fermé, c.a.d

J (uo) = [07T] )

d’aprés ce qui précéde u(T') existe, et elle est dans E,
de plus, 37" 2 T tel que la solution du probléme

W+ Alt)u=g(t,u), teJ,ul0)=u

existe sur [0, ﬂ , ce qui contredit le fait que u est une solution maximale, ainsi l'interval-

lemaximale d’existence, J (u®)est ouvert..
Supposons maintenant que la condition

sup Hu(t,uo)HE so0, VIeJ
teJ(u)N[0,T] ¢

soit vérifiée, et que J(u®) # J,
alors prendant t* tel que, |bj — t*| £ €, avec € suffisamment petit, ou bj est la borne droite
del’intervalle J(u°), alors Passertion

sup  ||u(t, u”)
teJ(u9)N[0,T)

implique lexistence de la solution du probléme de Cauchy avec la condition initiale
u(t*,u’), ce qui permet une extension de la solution sur un intervalle strictement plus
grand que J(u°) et cela contredit le fait que J(u°) est I'intervalle maximal d’existence,
d’ou finalement
J(u®) = J.
0

Le résultat suivant (voir Aman |[2|) affirme la dépendance continue des solutions par
rapport aux données initiales

Théoréme 6.8 Soit u(.,u’) la solution du probleme de Cauchy

i+ Alt)u = g(t,u),t € J,u(0) = u®.
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Alors VT € j(uo), il existe dans lespace
Eo x C? (J,H(E1, Ey)) x C* (J,Cy~ (Ep, Ey)),

un voisinage V de (u°, A, g), tel que

0,7]c J (ao,fx,g) R (a”,[l,g) cv,

((ﬂO,A,gN]) = (uO,A,g) dans V) — (u(.,ﬂo,ﬁ,g) o (.,uO,A,g) dans C’([O,T],Ea)> :

Maintenant on peut énoncer le résultat principal concernant la résolution du probléme
de coagulation-fragmentation. On a le :

Théoréme 6.9 On suppose que r,p 2 0, et (—2+ 2)V (=1) £ s$r,s¢ N, de plus
(t — (e,(7,¢),h) (t) € C? (J,E'" x BUC" [Keoag X K prag) x WY [F])
pour un certain (r 2 7 3 S), tel que pour un certain a 2 0, on a
a(r,ty)-E2alel’, (v,t)eR" xJ ppyeY, (€R,
SUPPoOSONs encore que

(st+n)/25s0snA(s+2), pour ssn
s 0% s+2, pour sz n, o ¢ N.

Alors pour u® € W7 [F] fizé, le probleme de coagulation fragmentation
u+At)u = R(t,u),t€J,u(0)=1u’ tel que
R(t,u) = C(t,u)+ F(t,u) + h(t),

admet une solution mazximale unique
u(.u) € C (7 (), Wi 1) N C (J (u), W52 [F)) N ¢ (j(u0>, Wi [IF])

ot Uintervalle maximal d’existence est ouvert dans J.
Cette solution, notée :
u('? uO? e7 77 (107 h) = u(" uo)

vérifie la propriété de continuité par rapport auz donnée initiales, c-a-d. :
VT € J (u°), il existe un voisinage V de (u° (e, (v,¢),h)) dans
WY [F] x BUC* (J, E'" x BUC" [keoag X K frag) X WY [IF])

0 ul €., @, h) existe sur [0,T] et

tel que : u(.,u

<<ﬁ0,é, ¥, 9, ﬁ) LN (uo,e,'y, ©, h) ds\/) - (u(.ﬁo,é, ¥, 9, ﬁ) s u(,ul ey, 0,h), ds C([0,T], W
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Preuve. Notons que dans les hypothéses de ce théoréme s vérifie

(—2+g>v(—1)§savecs¢N

c.a.d

sz —1lsin=12 et si—ési;n:?),
qui assure l’existence de o vérifiant
g <
(s +2), si,s < net Javec o &N

N
+2,s0,s 2 n

donc les conditions précédentes ne sont pas vides de sens,
de plus :

(tP4+2),/250<nA(s+2) si ssn, etTS0 si sz,

est vérifiée si 7 est choisi convenablement (suffisamment petit , si nécessaire),
on remarque encore que la condition précédente c.a.d.

garantit 'existence de o7 tel que
(tt+n),2=7V(rT+n),/ 250 5s05nA(s+2)s5sn, 25n
(car 7 est suffisamment petit )et
SETSO0150, 52N

On peut supposer encore que 7,01 ¢ N, 7 2 s 2 —1.
Maintenant en posant
Ey = Wi [F] et By = Wi+ [F],

alors la théorie d’interpolation étudiée dans le premier chapitre implique que
Ey := (Eo, By)g, =W [F], 5 + 20 ¢ Z.
Or on a vu que s € (—1,7)\N, avec r 2 0, de plus d’apreés les hypothéses on a

S 2 05(t— e(t)) € C/(LE),
Ja z Oa(zt,y)E-E>alef, (z,t)eR"XJ, ppyeY, (R,
ce qui montre que les hypothéses du théoréme 6.5 sont vérifiées, d’out par application de

ce dernier

(t — A(t)) € C? (J, H(WT2 [F], W7 [F])



6.4 Existence, unicité et régularité de la solution 139

D’autre part on a vu que pour 7 € (—1,7)\N, r 2 0, et pour

I

TH4+n$20 5 2n,80,T S0,
T I=T,s,T N,

avec

(t— (y(), (1) € C?(JW[I[F]),
et (t—h(t)) € C°(J, W)

alors on a

(t — R(t,.)) € C* (J,Cy° (WY [F] W7 [F]))

et puisque on a
Ol} (E17 EU) — OI}_ (E17 EO) y

on en deéduit que
(t— R(t,.) € C?(J,C,~ (WY [F], WY [F])) .

En appliquant ce résultat pour @ = 01 et 7 = 7, ¥ = r , qui vérifient les hypothéses de ce
résultat avec le fait que 7 5 n, alors on trouve

(t— R(t,.)) € C* (J,C;~ (W [F], W] [F]))
par suite les hypothéses du théoréme 6.7 et 6.8 sont vérifiées avec
a:=(c—35)/2 f:=(0c1—5),/2, ety:=(1—58),/2

et cela achéve la preuve du théoréme .
O

On montre dans la proposition suivante que la solution u (,u°) est indépendante du
choix de o et s a t 2 0. Autrement dit on établit un effet régularisant

Proposition 10 On suppose que les hypothéses du théoréme 6.9 sont vérifiées et on fixe
7 dans (g,n A 2) . Alors pour u® € WY [F] , le probleme

w4+ At u=R(tu), teJ, u(0)=u’
admet une solution mazimale unique
u(u®) € C (7 (), W IF)) N C (J () Wit [B]) n O ( (u°), W5 [F))
et J(u®) est indépendant de s vérifiant

(—24+n2)v(-1)$ssrs¢N.
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Preuve. On fixe 5 €(-1,0) tel que & £ n A (5+2),
alors puisque § 5 0, (57 =0), c.a.d. § £ n, on aura

n 5T 4+n

2 2

1
< nA(5+2), et (—2+g>v(—1)§—§§§§r,

Qi
HA

par suite 0 et 5 vérifient les hypothéses du théoréme 6.9. D’oul’existence d’une solution
unique

u(,u0) € C (J (), W7 [F]) NC (J (), Wi+? [m) nel (J (), WF []F]) ,
D’autre part si § 5 s,alors on fixe t* € J (u°) et posons
ut =u (t*,uo) )

On considére o := 5+ 2 — 24§, pour un certain § € (0, p) suffisamment petit et on choisit
s1 € RM\N, tel que

(st +n) 250$nA(s14+2) sisi$n

ou S1 5058 +2 sis z2n.
Posons

Jo={teR t+t e J(u)}, A" (t) = A(t,t7) , avec;t € J*, et
R (t) := R(t—i—t*,u (t—i—t*,uo)), avec t € J*,

et considérons le probléme de Cauchy

v+ A (v =R(t),t € J,v(0) =u".
Sachant que Ey = W2 s+ 20 ¢ 7Z, et puisqu’on a

(t—u(t+tu°) e C(J WP F)nCt (J*, WP [F]),
d’aprés [[2], proposition, I7.1.1.2], on a
(t— u(t+,00)) € C (7 Wi F]) 1 CH (77, W [F]) = €7 (77, Wi [F])

donc si on prend # =1 — 9 on aura

(t— u(t+t,u") € CO(J*, WY [F]),
de plus, puisqu’on a

(st +n) /250 $n pour s; $n
S1 520581 +2 pour sy 2n

c.a.d. : les hypotheéses du Corollaire 6.2 avec 7 remplacé par s;. Par suite on a :

(t— R(t,.) € C”(J,C> (WY [F], Wi [F))),
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de plus (C} (E1, Eo) — Cy~ (Ex, Ey)) , c.ad
(t— R(t,.)) € C° (J,C}~ (WY [F], W [F])) puisque 6 € (0, p),
de plus on a vu que
(t—u(t+t",u") € CO(J*, WY [F)),

donc on obtient
(t— R*(t)) € C° (J*, W' [F]),

ainsi et d’aprés le théoréme 6.6 on constate que le probléme semi linéaire
v+ A* (v =R*(t),t € J,v(0) = u*,

admet une solution unique

véCUﬁWﬁWDmC(COiW?“WOﬂC“«?)iW“WO.

En outre on remarque que 5 vérifie 'hypothése

(57 +n) /250 SnAG+2), 55050
+ .
. _ _ +n)/2505nA(s14+2),s,5 £n
>0> = — (81 += Y = A 2) £
puisque s;1 >0 35, 0:=5+2—-20 et{ oS0 S s+ 2 sh, 5 2 n,
c.a.d N
ST +n n
%:§§(3T+n)/2§a§n/\(§+2) pour s; £ n,
et si s; £ n, on a
=+
U>Sl>n>§:w
=+ =+ :|:2 2 )

d’ou ?% <o <nA(5+2). Donc , par application de ce qui précéde a la résolution du
probléme :

VA (v =R (t), teJ, v(0)=u

on trouve, en remplacant s; par s et d’aprés le théoréeme 6.6 que
vec@qumpmcahw¢”WOmcl(ﬁw¢m0.

Or, la solution u(t, u®) vérifie :
t—s u(t+t*,u%) € CO(J*, Wi (F)),
d’ou alors par unicité de la solution

v(t)=u(t+t,u’), teJ,
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par conséquent (¢t — u (¢t + t*,u°)) posséde la propriété d’effet régularisant suivant
(t — u(t+t,u)) € C (J*, W [F]) N C (J st []F]> nol (J e [IF]) S

Par ailleurs dans le cas ou : s; < s, on répéte le procédé précédent de "bootstrapping" un
nombre fini de fois jusqu’a s , c.a.d. jusqu’a ce qu’on ait

(t— u(t +t*u°)) € C(J* Wi [F]) N C (J s+ [IF]) net (J Wf []F])

Corollaire 6.10 On suppose que p >0 et
(t— (e, (7,9) 1) (£)) € CF (], B x BUC™ [Kopag X K frag) x Wi [F]),
On suppose également qu’il existe o >0 wvérifiant
a(r,t,y)&6>alél’, (vt)eR"xJ ppyeY, (R

Alors , si u® € W7 [F]  pour un certain o € (%,n/\ 2), la solution mazimal du
probléme

Wt A u=Rtu®), teJ, u()=u
vérifie

u(,u®) e’ (j(uO),cgo [m) .

Preuve. On a

E* : = nE™ BUC*:= N BUC™IF|
m>0 m>0
We[F] 5 = 0 WPE], O [Fl= 0 P IF),
et
(t— (e,(7,¢),h)(t) € CP(J, E> x BUC™ [Kcoag X Kfmg] x Wre [F))
alors

(t — (e,(7,¢),h) () € C? (J,E™" x BUC" [Kuoag X Kpragl x W [F]), 70, 730,

par application de la proposition 10 on obtient que

u(,u) € C(J (W), W [F))nC (J (@0), s+ [IF]) not | g (@0), W [F]
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pour tout s vérifiant

D’autre part on a

W [F] <% Cm [F], s>m+n,meN,
donc
u(.,u’) et (J(uo), o [IF]) , pour s >m+n, m €N,
tant que

u (.,uo) et (J(uo),Wf [IF]) ,
et puisqu’on a
u(,u’)ed! (J (u®), Wy [F]) , §>0,
alors
u(.,u’)ect (J(uo),an [F]) , m>0
Or  pour tout m > 0 il existe s >0 tel que m+n <s, c a d : il existe s> 0, tel que
d
W [F] — Gy [F]
d’otu alors
u(.,u’)edt (J(uo) ,OF° [F]) :
O

Remarque 6.2 Les équations de type parabolique possédent la propriété d’effet régulari-
sant. Plus précisément la solution du probleme de Cauchy associée est plus réquliere que
la donnée initiale

6.5 Positivité des solutions

Le but de cette partie consiste & montrer que la solution du probléme de coagulation
fragmentation avec diffusion u (¢, u°) reste positive pour ¢ € J, si la donnée initiale u° est
positive. Avant cela on donne quelques définitions concernant les espaces ordonnés.

Définition 6.3 (cone)
Un ensemble non vide C' d’un espace vectoriel est dit cone si RTC' C C. Ainsi chaque
cone contient{0} . En outre un cone est dit propre si C N (—C) = {0}.
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Définition 6.4 (espace vectoriel ordonné)
Soit E un espae vectoriel réel et C' un cone convexe dans E. On définit la relation
d’ordre partielle notée (<), par

x < y si et seulement si v —y € C
C’est une relation linéaire, c.a.d
r<y=z2+2<ytz,et ar<ay pour z€FE, acR".
Réciproquement, soit une relation d’ordre partielle dans FE , on pose
C:={reFEx>0}.

Alors C' est un cone convexe dans E , dit cone positif de E.

Une relation d’ordre partielle et d’ordre total si elle est antisymétrique c.a.d x < y,y <
r=r=y,

st et seulement si le cone positif associé est propre.

Un espace ordonné(E, <) ,est un espace vectoriel réel E muni d’une relaion d’ordre
totale linéaire (<) .On note (E, P) a la place de ( E, <), ou P est le cone positif propre
de E.

On note par x >y la relation y < x et on écrit
(r<y) & @<y z#y).

Définition 6.5 (espaces vectoriels topologiques ordonnés)

Soit E = (E,C) un espace vectoriel ordonné. On suppose également que E est un
espace topologique.

E est dit un espace vectoriel topologique ordonné si son cone positif est fermé.

Si E est d’une part un espace vectoriel topologique ordonné et d’autre part un epace
localement convexe ( respectivement espace de Fréchet, espace de Banach )muni de sa
topologie usuelle, alors E est dit espace localement convere ordonné(respectivement espace
de Fréchet ordonné, espace de Banach ordonné)

Définition 6.6 (application positive)

Soient (E,C) et (F, D) deuz espaces vectoriels ordonnés par une relation d’ordre par-
tielle. L’application T : E — F est dite positve , notée T > 0, s T(C)C D c.a.d
Tx >0 stz >0.

Si (E,C) et (F,D) sont deux espaces vectoriels topologiques ordonnés , on a

LY (E,F)={TeL(EF); T>0}

c’est un cone fermé de L(E,F) induit par la relation d’ordre partielle dans L (E, F) et

c’est un cone propre si C' est total c.a.d C —C=F .
On note LT (E) := LT (E,E).
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Soit E un espace localement convexe ordonné, alors C':= LT (E,R) est le cone dual
de E' . Ainsi (E',C") est un espace localement convere ordonné si et seulement si C' est
total.

Soit A € G(E) (i.e. A est le générateur infinitésimal d’un semigroupe sur l’espace E ).
Si E est un espace de Banach ordonné partiellement par son cone convexe fermé , alors
le semi groupe {e"4;t >0} est dit positif si e™** >0 pour t > 0.

On dira aussi qu’un opérateur linéaire A dans E est résolvant positif si (w,o00) C
p(—A) pour un certain w >0 , et

1 1
(I+cA) >0, 0<e<—.
w
En fait ces deux derniéres notions sont les mémes comme on va le voir dans les deux
théorémes suivants.

Théoréme 6.11 Soit E un espace de Banach ordonné partiellement par un cone convexe
fermé et A € G(E). Alors le semi groupe {e_tA;t > 0} est positif si et seulement si A
est résolvant positif.

Preuve. c’est une conséquence du théoréme 5.11 du chapitre précédent. 0

Théoréme 6.12 Soient Ey, FE, deur espaces de Banach tel que FE, — FEy et Ej
ordonné partiellement par un céne convexe fermé , J un sous intervalle parfait de Rt
contenant 0 . On suppose que 3p € (0,1) tel que

A€ (JH (B, Ey)).

Alors Uopérateur d’évolution U, associé a A est positif pourvu que les semi groupes{e’m; t> O}
le soient.

Preuve. c’est une concequence du théoréme 5.13 du chapitre précédent. 0
On dédduit de ce qui précéde que les espaces L, (M, ;s E), 1 < p < oo, et BUC*® [E], W} [E],
seRT
sont des espaces de Banach ordonnés pourvu que E soit ordonné.
En particulier IF est un espace de Banach ordonné, avec son cone positif F™ = L] (Y, (1 +y) dy) .
Le Lemme suivant est utile pour 'approximation des cone positifs.

Lemme 6.5 D" (R") ® C (Y) est dense dans W [F]™ pour s € R*.

. : . d
Preuve. On peut réduire la démonstration au cas ou s € N, du fait que W7 [F] —

Wi [Flpour —oo <t < s < 00.

Sachant d’une part que D (R")®F est séquentiellement dense dans D (F) et d’autre
part DV [F] est dense dans W [F] *, on voit que DT (R™) ® F* est dense dans D [F]
qui lui méme dans W7 [F] *.
en outre C'7 (Y) est dense dans F*. Donc
DT (R") @ C+ (Y) est dense dans W [F]*, pour s € R*. O
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H
Proposition 11 On suppose que s € (0,7) \ N et e:= (a, @, b ,a0> c EM" quec

a(r,y)éE&>alfff 7 €R", ppycY ,LeR" et a>0 fiaé
Alors Ale] est résolvant positif sur W; [F]

Preuve. Par application du théoréme 6.4 avec ¢ = r + 1 on déduit qu’il existe k > 1
et w > 0 tels que
Ale] € H (I/Vf+2 [F], Wy [F]; k,w) ,
Ainsi Ale] est un opérateur linéaire fermé dans W7 [F] avec [w,00) C p(—Ale]).
(i) Supposons que s>mn et posons Fo, := L (Y, dy) . D’aprés la preuve du théoréme
6.4 , on trouve
A:=Ale] e H(WT [Foo) , W} [Ful)

cad dkye >0,ws >0 tels que
AeH (Wit [Foo], Wy [Foo]; koo, weo) -

Par suite [weo,0) C p(—A),0u Ay est Popérateur A considéré sur W7 [F.] .
Posons

Ao =WV Weo V (HGOHBUC[L;} + HV-E)HBUC[L&]) ’

on considére : A > \g et v € DT (R") @ Cf (V). On pose : u := (A + Ax) ™"

comme on a A > ws, et A€ H (Wi [Fo], Wy [Fu]), alors

u€ Wit [Fy] et AN+ Az, y))u(r,y)=v(r,y), t€R", pp.ycyY
Sachant que (s>n) = (s+2>n+2) et puisqu’'on a

W7 [E] i>C’6”[E] ,pour ¢ >m+mn, m €N,
alors en prenant 0 = s+ 2 et m = 2 on trouve
Wi+ [Foc] < GF [Fae]

ainsi u € C¢ [Fuo] ,
ce qui montre que wu (.,y) € C2(R™) pour presque tout y € Y et de plus u (.,u’) vérifie
I'inéquation differentielle elliptique

v(hy)=—al,y):Vul,y)+ ¢ (y) Vul,y)+d(,y)u(,y) >0 pp yeY

sur R*, ot d=A+ag—V.a@ >0.

Dans cette inéquation V2w represente le Hessien de w, A : B est la trace du produit
de matrices ABT et enfin @ = b — @ — V.a.

Comme par hypothése

e = (a,?,?,ao) € BV = BUC™ [L" |x BUC™ (L™ |x BUCY™ [L1.]x BUC™ [LL] ,

00,5Yym

alors les coeffitients de I'inéquation differentielle précédente sont uniformement bornés sur
R™.
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De plus u (., y) s’annulle & 'infini , p.p y € Y . Par application du principe du maximum
classique on voit que wu(.,y) n’est pas négative pour presque tout y € Y et donc u €
Wls—i-Q [Foo]+ )
Sachant que

DY (R @ CF (Y)c W;F*

alors v € W7 [F]". On en déduit, avec le fait que A > A\ > w et grace au théoréme 6.4
que u€ Wt[F].
Par conséquent

A+ (DFRY @ CF(Y)) CWPET, A=
De plus le Lemme 6.5 montre que
D*(RY) @ CF (v) < Wi [,

Par suite en utilisant le fait que (A + A)~' est continu sur W} [F] et que W} [F]" est
fermé dans W7 [F], on déduit que

(A+A)7 (W [F]) Wy [F]°

cad Ale] est résolvant positif sur W7 [F].
(ii) Maintenent on suppose que s<n .
Soient t € (n,r;) avec 1 <oo et t ¢ N avec r <r . Alors e € B — EM" et
I'étape (i) montre que A est résolvant positif sur W} [F] .
le Lemme 6.5 montre que
DY (RM) @ CF (V) <L W2 [F]* et DY (R") @ CF (V) <5 W [F]*
enoutreona t>s,
par suite
Wi [F]" — W7 [F]T,
d’ou alors .
WEF)T < W F]T.
Puisqu’on a déja vu que (A + A):l existe et est continu sur W7 [F] pour A > w, alors
d’aprés le théoreme 6.4 dw0 >0, k> 1 tel que

A€ H (Wi [F], Wi [F]; k@)

cad (A\+A)"" existe et est continu sur W [F] pour A\ > @.

Si on prend wy = max (w,@), alors (A + A)~" est continu sur W![F] et W [F] pour
A > wy,

Comme

(A+A)" (Wi [F]") € Wy [F]T

et
Wi E]" < Wy [
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alors on obtient
A+ A" (We[F]") c Wy [F]*,

ce qui montre que A est résolvant positif sur Wy [F].
Maintenant dans le cas ou ry >, on fixe 19 € (s,r), ainsi

ec E1+7’ SN E1+T07

alors il existe une suite (e;) C E'*™ qui converge dans E'™ vers e, en outre le Lemme

6.4 montre que
(e — Ale]) € £ (BY, £ (W* [F), W7 [F])),

cette propriété avec la continuité de 1’application inverse B — B~ !'montre que pour
A > )\ suffisamment grand on a

A+Alg) ™ — A+4)7,

quand j — oo dans £ (W7 [F]), dans la mesure ot l'on peut supposer que e; vérifie
pour tout 7 € N

aj(r,y) - E=aléf, TR, ppycY, E€R"
avec o > (0 suffisamment petit.
D’on alors d’aprés I'étape (ii)
A+ Ale) " (WPFIT) CWEFIT, A=A
ainsi
A+ A7 (W FY) c Wi [F]T, A > N

ce qui montre que A est résolvant positif dans ce cas aussi. [0 Aprés cette
préparation on peut prouver le résultat principal de cette partie, celui de la positivité de
la solution wu (.,ug) du probléme

U+ At u=R(tu), ted, u(0)=u
pourvu que u’ >0 et (v,p) et h > 0.

Théoréme 6.13 On fait les hypothéses du théoréeme 6.9, c-a-d :
(1)  rp>0 et (—2+2)V(-1)<s<r,s¢N
(2) (£ (e, (o) h) (1) € C¥ (J ¥ x BUCT Ky % Ko,
pour un certain r >7 > s , tel que da >0 vérifiant

| x W7 [F]Y)

a(z,t,y)E-€>ale)’, (z,t)eR"xJ, ppycy, EeR”
(3) (S*J")<J<ﬂ/\($—i—2),pour s<n,et s<o<s+2, pour s>n , aveco ¢ N.
de plus on suppose :
(4) (v,¢) >0 eth>0.
Alors
W > 0= u(,u) >0
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Preuve. (i) Supposons que s >n , ainsi (n < s < ¢), et puisqu’on a vu que
WeE] <% M [E], S>m+n, meN
alors en prenant s = o et (m =0) on voit que
Wy [E] < Co [E]
De plus le théoréme 6.9 garantit que
u=u(.,u’)eC(J ), WyF),

ainsi

u (.,uo) eC (J (uo) ,Co [F]) .

Soit T' € j(uo) fixé, posons wy = ||7|| é\icyjq [[w ()| ¢y - Alors

/v(x,t,y,y’)U(I,t,y’) dy'| < |IVIIOO/IU(w7t,y’>|dy’
0

< Hwnmsﬁu¢/ku<x,uyvrdy
rER"

IN

Il AMw5w1/hwmtwvuwx03t31ﬂ

0<t<T eR

< 7l MMHU()HcOm

0<t<T

car on a

(t— (1) € C*(J,BUCT (R", Keoag)) ,

et Keoag €st un sous espace linéaire fermé de Lo, (Y2, d*y), plus précisément v est borné
par rapport a x car 'application

(x — v (x)) € BUC" (R", Keoag) »
de plus elle est bornée par rapport a t sur [0,7] car
(t— (1) € C?(J,BUC" (R", Keoug))

¢ a d localement bornée par rapport & ¢ et donc bornée sur un compact,
de plus Cy [F] est pris comme un sous espace fermé de BUC'[F] | c.a.d

Maz llu ®lleyr = Mazllv ®)llpyop = SupMaz | (t)lle

0<t<T 0<t<T n0<t<T
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Ainsi on a trouvé que
/v(fv,t,y,y’)U(w,t,y’) dy'| < wo
0

pour (z,t) € R" x[0,7] et p.p y €Y. Posons

Y

Pww) W)= [ 10~y o= y)w i) df

et

& (0,0) () = v () / Y (0,9) w (o) df

pour y €Y et v, w € F.On remarque que si on pose w :=wy+ ||dp|l, et
G (t,v) == Pyuy (v,v) — ¢y (v,u) + wv + F (t,v) + h(t)
pour 0 <t<Tetvel,ontrouve
G(t,u(t)=R(t,u(t) +wu(t),0<t<T,

on remarque alors que si on prend v € C ([0,7],C™ [F]), et en utulisant I'inégalité

/fy(x,t,y,y’)u(x,t,y / 6y, y ) u(x, t,y') dy'| < wo,
on trouve
G(tv(t) + =P @(t),v(t) —agyp (@), ut)) +wut)+F o) +h(E)
> Py (v(t),v(t) —wov (t) + (wo + gyl ) v (t) + F (t,v (1) + h(t)
> Py (v(t),v(1) + [|@pll v () + F (t,v (1) +h(t)

et puisqu’on a

z//y(1—‘%><ﬁ(y,y’)dy’v(t)dy20

Y O

puisque 1 > 1— % > 0 sur [0,y], en outre du fait que ¢ > 0, v > 0,
sachant que v > O h >0, on en déduit alors que

G (t,v (1) =0,

pour v € C([0,T],CT[F]),0<t<T.
Si on pose A, := w + A ,on remarque que u est 'unique solution du probléme de
Cauchy
v+ A,v=G({tv), 0St<T, v(0)=u’
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dans W} [F]
Le Corollaire 5.5 du chapitre précédent montre que A, admet un opérateur d’évolution
parabolique unique U. Posons pour (v € WY [F])

V@@y:/U@ﬂGﬁmﬁ»Mﬂgtgﬂ

0

puisque u est la solution du probléme
v+ A, (Hv=G(tv), 035t<T, v(0)=u"
sur W [F] , alors u résoud I’équation de Volterra non linéaire
u="U(,0)u’+V (u)

dans WY [F] .Cette équation peut étre résolu par la méthode des approximation succéssives
si T' est suffisamment petit, c.a.d si on considére la suite

on trouve que cette suite converge vers v dans C ([0, 7], WY [F]). Puisque la proposition
11 montre que A, est résolvant positif, alors en appliquant les Théorémes 5.11, 5.12 du
chapitre précédent on peut montrer que U est positif.

Puisqu’on a ¢ > s > n, alors I'injection

WP E] — CJ'[E],s>m+n,m €N
montre que
WY [F] — G [F],

et puisqu’on a
Unpr :=U (,0)u’ +V (u,),n €N,

en outre on a pour v € W7 [F]

V (v) (t) ::/U(t,T)G(T,v(T))dT,OStST,

avec G (t,v (t)) > 0, puisque
ve C([0,T],CT[F]), 0<t<T.

d’ou alors
up = U (,,0)u’ +V (ug) >0

car

up =u’ € C ([0,T],Cy [F])
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cad
up € C([O,T],Co* [F])=

ce qui implique
uy = U (.,0)u’ +V (uy) >0

et ainsi de suite, ce qui montre que wu, > 0 pour tout n € N, par conséquent u > 0.
Ainsi on a montré que
T e; (u>0) = (u(t,u’) >0),

pour 0 <t <T. Posons

T := Max {T S j(uo) U (t,uo) >0, sur [O,T]}.

Pour montrer que 7% = SupJ (u"), on suppose le contraire et on montre que c¢’est absurde.
Si T* <sup(J(u®) alors on refait le raisonnement précédent sur le probléme

v+A(t+TYHv = R({t+Tv),teJ (W), {T},
v(0) = u(T*u0)
pour aboutir a u (£,u°) > 0, sur [0,7* + T**] pour un certain 7** > 0,ce qui contredit
le fait que 7™ := Max {T € j(uo) cu (t,u’) >0, sur [O,T]} :
d’ou alors T* = SupJ (u°), ainsi u (t,u’) > 0 dans W7 [F].
(ii) Maintenant on suppose que s <n et r = oo . Fixons oy, s; vérifiant

n<s <o <s1+2, T3>85

(1) si
n<T = W] [F* S W F",

alors

heCr (J, W] [F]Y) < c° (LW [\,

o < oy car 0 <n. D’aprés les hypothéses, si on suppose que v’ € W' [F]* | alors I'étape
(i) implique que wu (t,u®) > 0 dans W7 [F]. De plus, puisque

W [F <5 Wy Ry

comme on I’a montré dans la preuve de la proposition 11,

ainsi si on prend u° € WY [F]™, alors

il existe (u?) € W7 [F]* tel que u® — u® dans W{ [F], avec u (t,u°) > 0, sur W{ [F],
Vn € N,

en outre le théoréme 6.9 garantit que u (., u") dépend contintiment de (u°, ) dans W{ [F]



6.5 Positivité des solutions 153

Y
par concéquent

dans WY [F], d’ou u(.,u®) > 0 sur W¢ [F] pour u® € W [F]*.
(2) Maintenant on étudie le cas oi 73 > 7. Supposons que

0<u(,up) — u(.,u’)

heC?(J,Wt[F|"),

I'étape précédente montre que w(.,u’;h) > 0 sur W{ [F], pour (u’,h) € W{ [F]™ x
Cr (J, W [F]7).
Sachant que
d
Wi [F]" < W [F]
on en déduit que
Cr (J, W [FT) <5 ¢ (J, W7 [F]*) .

Soit h € C?(J,W] [F]") alors il existe (h,) C C?(J, W[ [F]") tel que h, — h
dans C* (J, W7 [F]").

Ainsi et puisque (., u°, h,) >0 sur W¢ [F] (car (u°, h,) € WY [F]" x C° (J, W] [F]7))
le résultat de dépendence continue de w par rapport a h nous permet de conclure que

0<u (.,uo, hn) — u (.,uo,h)

dans W7 [F] ,cad u(.,u’ h) > 0sur WY [F] pour (u’, h) € W¢ [F]" x C* (J,W] [F]7).

(iii) Finalement on suppose que s <n et r > s
on remarque que s <<n et §<<r<r; = oo . Par application de Pétape (ii) & s<<n, r; = oo
, on obtient
u( uo,e,%go,h) >0

sur W¢ [F] , pour
(u®, (e, (v, ), b)) € WY [FV x CP (J,E* X BUC™ [Keoag X Kfrag) x WT [F]),
sachant que [E* := QOEm , BUC* = QOBUCm, cad dm, tel que

E*® —E™ | m;>r+1, e BUC® — BUC™!,

Autrement dit on a
u(u e, v,p,h) >0 sur W7 [F],
pour (u°, (e, (v,9),h)) € WY [F]" x C* (J,E™ x BUC™ ! [K}, x K},

coag frag

| < W [F]F),

ainsi si on prend

(40, (e, (7, 9) b)) € W [F]" x CF (JE™" x BUC™ [Kiopy x K] x WI [F]')

il existe une suite

(42, (€ns (Y 00) 1)) © WY [BTF 5 €7 (JE™ x BUC™ " [K,, x K}

coag frag

] x W F]7)
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telle que

(1, (ens (V> n) b)) — (u, (e, (v, 0) , ),
dans WY [F]" x C (J,EY*" x BUC" [K},, x K}, ,,] x WT [F]"),

par conséquent la dépendence continue de u (u’, (e, (v, ¢),h)) pour (u°, (e, (v,¢),h))
garantit par le théoréeme 6.9, nous permet de conclure que

0 < u(u’, (en, (Y ipn), B)) — u(u®, (e, (7,9),h)),

d’ou finalement
u (u (e, (v,9),h)) >0

sur WY [F],
pour (u°, (e, (v,),h)) € WY [F]" x C” (J,E"" x BUC" [Kf,, X K}, x W [F]")
cadsi s<n,s<r,ona
U (.,uo) >0
sur WY [F] si (u® € W7 [F]). O

6.6 Conservation du volume global

Supposons que
) e 20, et (t— (e (7.9),h) (1))

€ C* (JJEM" x BUC™ [K},, % K}, x W [F]T)
(Y) 2)  JFazOa(ntyf-E>all, :
(x,t) e R" x J,ppy € Y, € R"

3) b =0 n<o<nu e W F,
Fixons s € (0,7 A (20 —n) A1), avec 0 = s+ 2,
on remarque que(s S 7,5 S ret,s 20 —n),
c.a.d

n
s§7,s§r.et,0§8+n:s o (s 20),et

2 2
2n—sz20—-—szn=s%n,(0cxn),

ce qui donne

(=24 n/2)V(-1) 50 r
et (sT+n)/2505nA(s+2),s

ce qui montre que les hypothéses du théoréme 6.9 sont vérifiées, ainsi

w4+ At)u=R(tu), teJ, u0)=u’
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admet une solution maximale unique
u(u®) € (7 (), Wi IF)) N C (), W2 F]) n ¢t ( (), Wi [F])
Sachant que
Wi F] <5 WF], —00 £ 5 s £ oo,
on déduit que
ueC (J (u°), W7 [IF]) nct (J (u°), Ly [IF]) ,
et le théoréme 6.13 guarantit que u > 0.

Lemme 6.6 Si v € WZ[F], alors
//A(t) vy dydr = //aovyjdyd:v,pourt € J,je{0,1}.
R" Y Rn Y

Preuve. Soit x € D (R™),avec x (z) = 1, si || < 1,et posons

Xe () = x (ex) ,pour;x € R".et : € 2 0.

Alors
//V (aVv + av) v dyx.dr = / / (aVv + av) v/ dy.Vx.dx
lz[>1 Y
<IVul. [ [@vosayidys << 9xl. [ [ @Vo+an) iy
o[22 Y o> ¥
d’ou alors

— / / V. (aVv + av) y dydr = lintl) — / / V. (aVv + av) y dyx.dr = 0,
R Y R Y

// ijdydm—//aovy]dydm,,j 0,1.

R™ Y

par conséquent

Dans le théoréme suivant on aura besoin des notations suivantes

// ydydxtEJ( )

qui est le volume total des particules a I'instant t,

/ / ao ( t) ydydx

R™ Y
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volume total des particules absorbées a l'instant t, et

/ / £) ydyds

volume total des particules venant de ’extérieur.

Théoréme 6.14 On a

+/ o (7)) dr,t € J(u’)

Cela signifie que le volume total des particules est conservé s’il n’y a pas de particules
absorbées ni de particules venant de ’extérieur.

Preuve. On a
w(t)+A)u(t)=R(t,u(t),t 20

en intégrant cette équation sur R™ X Y, muni de la mesure dr ® ydy on trouve

// ydydx—l—// ydydx—// (t,u(t)) ydydx,

R® Y R® Y

sachant que

/fgo (u) ydy = /Cv (u,u) ydy = 0,

Y Y

et en appliquant le lemme 6.6, puisque u € C (J(uo) W2 [IF]) nct <J (u®), Ly [IE‘]) , on
trouve

V(t)=H(t)— A (t).

ainsi
t t t

/V(T)dr:/H(T)df—/AO(T)dT, 0stost, ted(u)

to to to

et en faisant tendre ¢y vers 0 on trouve
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Corollaire 6.15 Posons a* = HaOiHOO Alors

¢ t
et v (0) + /éa+(tT)H (T)dr <V (t) <e* 'V (0)+ /ea(tT)H (1)dr
0 0

Preuve. Observons que
// t) ydydx < //ao( Yu (t) ydyde < //a t) ydydz,
R™ Y R®

et puisqu’on a

//a t) ydydzr < H% H // t) ydydz,
R* Y
et
//ao t)ydydx > — Hao || // t) ydydz,
Rn
c.a.d

—a~ V() <Ay (t) <at V()

en outre grace au fait que :

on a

par conséquent

+/H(t)dt—/a+v(t)gv(t)gv(0)+/H(t)dt+/a‘v(t)dt,

0 0

Par application du lemme de gronwall, on obtient

t t
etV (0) + / e UIH (r)dr <V () < e 'V (0)+ / e " H (1) dr.
0 0

6.7 Existence globale.

Dans le théoréme qui suit on donnera trois cas pour lesquels ’existence de la solution
maximale du probléme de coagulation fragmentation est en fait globale c.a.d, les cas ou
J () = J.
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Théoréme 6.16 On suppose que hypothese (V) est valide. Alors la solution u(.,u®) du
probléeme de coagulation fragmentation

Wt AW ut)=RE), teJ, ul0)=1d

est globale dans les trois cas suivants
(i) le processus de coagulation n’existe pas : c.da.d. v =0,

(i )n=1,

(iii ) A est indépendant de y € Y.
Preuve. ( i) dans le cas ou vy = 0, 'équation
U+ A u(t) =Rtu(t)), teJ
se réduit a une équation d’évolution parabolique linéaire et admet une solution globale

(ii ) Posons F; := Ly (Y, y’dy) ,pour j=0,1.
par intégration de I’équation

u(t)+ A u(t) = R(t,u(t))

sur R x Y, on trouve

// dydm—//A dydx+//R ) dyd,

et puisque u (t) > 0, d’aprés le théoréme 6.6, on a

Il =// f) dyda,

de plus, d’aprés le lemme 6.6

// dydx— //aou dydx
R Y
//A @M<WM|// £) dydz = aoll o Il (8) 5,
R Y
en outre

[ [reawyats ~ [ [-Sumsuw fyﬁ//]l—yw (.) A/ (1) dy

0

ainsi
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ceci résulte du fait que

Rt u(t) = Cy(ult),u®) + fo (u®) + (),

- /Cv(“(t)aU(t))dyz—%/vu(t)@@u(t)d?y,
et
/ //1—?//1/ o () dy'u (t) dy,

ainsi, puisqu’on a

720,u20;alors:—/'yu(t)®u(t)d2y§0,
Y2

et que

/ fo  (8)) dy = / / (=o' /y) o (0,9 dy'u (t) dy < gl / / (1~ o/ fy) dy'u (1) dy

Y O
1 1
— el [ e dy < 5 Il v @),
Y

on en déduit I'inégalité

. ]l oo :
e (N o) < Nlaollog D)L,y + =522V &) + IR @)y gyy £ € T (7))

En appliquant le corollaire 6.15, on trouve pour t € J (u°),

t

. ||()0|| aq, aq —T
la Ol < Naoll 1 (B)]1 e + =5 ellollet v 0y + [ elloo et g (7) a7
0
+ A Oz, g -
ou
t

ool = aset, 12 el v 0) 4 [l O (e | + 1 @) = 50

0

on remarque que « 2 0,3 € C*(J), et |lu ()|, [, vérifie l'inégalité différentielle

1w ONZ, o) < @l Ol + 8 (#) 1€ T (u).
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et puisque
we € (J () Li[F]) N C (I (") Ly [F))
alors
i Oll ey € € (7 (02)) € (F ()

ainsi on trouve

()l ey < C (7)1 € (@) N [0,T), T

De plus, en posant
V() = llu Ol e,

et en appliquant le corollaire 6.15 on trouve

ainsi on a
()l < C(T) 4 €. (&) N[0.T), T €
Or on sait déja que

(v, u,u) — Cy (u,u)) € L(Kcogag, F,F;F),
et ((gp,u) L ftp (u)) €L (KfragaF7]F) )
et que
C(t,u) == C, (u,u), F (t,u) == f, (u)

on obtient alors

J et ulzde < [ lu@l- Ju@ de,

Rn

et puisqu’on a u € C (J (u®), W [F]) , alors grace aux injections de Sobolev, on a

kE—1

WEF] = Wi [Fsi, o2 =22 =

=
=
S

avec k=2/(=0,p=1,gq=cctn=1,dou
W7 [F] — W, [F],

ainsi

uecQuwngmD,

Par application de ce résultat a I'inégalité précédente, on trouve

1C (& u ()l L, = / 1€ (& w () g dz < w (@)l gy - e Ol gyt € T (7))
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en outre

IF () = [ IF Cul)lpde < € [ Ju@)ldo=Cla®l,p € T (0).

Ainsi en appliquant le résultat suivant
lu ()|, e < C(T),t € T (u°) N[0, 77,
on trouve
182 (8 ()] gy < NC (@ w O ey + 11 & w ) g,y + 12 O],
< c(T) (Hu(z)an[F] + 1) +C(T),teJ (W) N[0,T],T 20
<) (@)l g +2)

ot C(T)=max{c(T),C(T)}.
En fixant § € (—1,0)et,0d € R\N/1 £7 £ 5+ 2, alors on a

Ly [F] — W7 [F],
soit donc

1R (1 () ey < IR (1 () ey < € (T) (Nult)] ey +2)

de plus, sachant que

WE[F] <% G [F),5 2 m +n;m € N,

et en prenant s=07 ,doncg 21 =0+n=1,o0na
WY [F] < Co [F] = Loo [F],
ainsi on trouve
IR (&0 (D)lhwge < C @) (e @ llwg +2) . ¢ (@) N[0,T], Te .
Considérons le probléme de Cauchy linéaire suivant
OV+A)v=R(tu(t), te J(uo) , v(0) =,
ot R(.,u(.)eC(J®,WT[F]) avec0 27T 2 5

alors le théoréme 6.9, montre que u est une solution pour ce probléme sur J (u°), avec

weC (W), Wy [F) nC (J (), Wi 1) n et (J () Wi K]

par conséquent u satisfait sur W7 [F] 'équation intégrale

u(t) :UA(t,O)uO—i-/UA(t,T)R(T,u(T))dT,tE J (u”).
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D’ou, et d’aprés le Lemme 5.6

t

||u(t)||571 < 107 HUOHW{’[F] —|—C(T) / (t — 7‘)¥ (HU(T)Hng[F] + 2) dT,t eJ (u0> N [O, T] ,

0

ainsi d’aprés le lemme de Gronwall on a pour t; € J (u®) ;sachant que % soxlso0,
lu (O)llwe < Cllu Ollwe < C(T), te ()Nt T), VT € J; T 2 to,

Dans le théoréme 6.7 on a montré que si  sup  |lu(t,u’)|z 5 oo,VI' € J, alors
teJ(u9)N|[0,T)
u (., u’)est une solution globale et d’aprés le théoréme 6.9 on a pris E, := W/ [F], d’ou
alors u (., u°) est une solution globale.
iii)On revient a 1’équation

w(t)+ At)u(t) = R(t,u(t)),
en intégrant cette équation sur Y muni de la mesure dy, on trouve

/u(t)dy+/A(t)u(t)dy:/R(t,u(t))dy,

Y Y Y

puisqu’on a A indépendante de y alors

Jatway+am [uway< [nray+ 3ol [ ol

Y Y

~
>~<

puisque

du fait que u (t) > 0,et,v(t) > 0, de plus on a

[P [ / (1= L) et asute)ay
< el [ / (1= L) aruwy = 5ol [ vy

ainsi @ := [ udy, vérifie 'inéquation différentielle parabolique
Y

i+ A () < h(t)+ % HgOHOO/u(t)ydy,t e J (u),a(0) = /uody

Y Y
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sur R™, ol h(t) := [ h(t)dy. Dans le cas ou & € CZ (R"),
Y

le principe du maximum implique et le corollaire 6.15,

w1 ) = 18 Oy < C (D)t € T (u?) N[0, TT,

tandis que dans le cas général, on utilise un argument d’approximation comme celui utilisé
dans la preuve du théoréme 6.6, pour obtenir cette estimation. Ainsi on a d’une part

4 )l og < C (D) .£ € T () N[0.7].
d’autre part, si on pose V (t) = [lu (t)|| . et en appliquant le corollaire 6.15, on trouve
i (B),_ gy < C (T),t € T (u) N[0,7],T € .
ou la premiére inégalité résulte du fait que u (¢) > 0, et puisqu’on a

1 (& u )y < € @) (Ju @)l +2) - t€ T () N[0,T], T Z0,

d’ou
IR (t.u ()|l < C(T), teJ(@)n[0,T], T el
D’ou alors .
la Ollwgm < ¢ 1]y +/(t ~ &) o) dr,
0
ainsi

lu (W)l < llu @l < C(T), te (W) Nte,T], VT € J; T 2 to,

enfin et comme dans la partie (ii) on déduit du théoréme 6.6 que u (., u’) est une solution
globale. U
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