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Chapitre 1

Introduction et
énoncé du théoréme principal

Ce mémoire a pour objet I’étude d’un article intitulé "Local solutions to a model of piezoelectric
materials" de K. Hamdache et D. Hamroun [1].

1.1 Présentation du contexte physique
1.1.1 Généralités sur la piézoélectricité

La piézoélectricité est la propriété physique que posseédent certains matériaux de se polariser

électriquement lorsqu’ils sont soumis & une contrainte mécanique (effet direct) et de se déformer
mécaniquement lorsqu’ils sont soumis & un champ électrique (effet inverse). Cet effet combiné
peut étre observé sur de nombreux matériaux; parmi les plus classiques, citons les milieux
cristallins (quartz, titane de baryum, oxyde de zinc, monocristaux PZN-PT (Niobate de Plomb
et Zinc-Titanate de Plomb)), les céramiques PZT (Titano-Zirconate de Plomb) et les polymeres
PVDF (Polyfluorure de vinylidéne).
Tous les matériaux piézoélectriques ont une structure cristalline qui ne posséde pas de centre de
symétrie. Dans certains cas, cette abscence de symétrie crée un déséquilibre de charges dans la
maille élémentaire et entraine ’apparition d’une polarisation électrique spontanée. Les cristaux
correspondants sont dits polaires. Si cette polarisation varie avec la température, ces cristaux
sont pyroélectriques, de plus, si cette polarisation peut étre inversée sous ’action d’un champ
électrique externe, ils sont ferroélectriques.

Depuis leur découverte, il y a un siécle, le nombre d’applications de ces matériaux a été
en continuelle augmentation. On les trouve dans I'industrie informatique ( mémoire non volat-
ile), dans 'industrie médicale (biocapteurs), dans les MEMS (Microelectromechanical System),
dans de nombreux capteurs (vapeur, température, humidité, pression). Mais le secteur des télé-
communications est le plus gros consommateur de circuits piézoélectriques hautes fréquences:
filtres, duplexeurs, ....

1.1.2 Les équations constitutives de la piézoélectricité linéaire [7]

Les matériaux piézoélectriques étant anisotropes, leurs propriétés seront représentées par
des tenseurs. Les équations de la piézoélectricité relient les variables mécaniques (déformation
S ou contrainte T') aux variables électriques (induction électrique D ou champ électrique E).
L’état de contrainte est décrit par le tenseur symétrique 7;; et il s’exprime comme le rapport
d’une force sur une surface (on utilise la convention de sommation sur les indices répétés)
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De maniére générale, le tenseur des déformations s’écrit

1 <8uk ou;  Ou; 8ui)

S =5\ oz, T am T om0

ou u représente le déplacement. Dans I’hypothése de petites déformations, on pourra négliger

g—;"l"% devant les termes linéaires. Le tenseur des déformations est alors réduit & sa partie

linéaire L /o 5
Uk Uy
Sp=- (2, T _ g
B <8xl * 8xk) e

La relation entre contrainte et déformation est donnée par la loi de Hooke généralisée et s’écrit
Tij = CijkiShi

ou les cefficients ¢;jp; sont les composantes d'un tenseur d’ordre 4 appelé tenseur de rigidité
élastique. Cette loi met en évidence la linéarité (proportionnalité des contraintes et des déform-
ations) et 1'élasticité des solides soumis a de petites déformations. En fonction des déplacements

mécaniques, on a
auk

or l '

Les solides piézoélectriques ayant la capacité de coupler le champ électrique et la déforma-
tion mécanique, leur comportement peut étre modélisé par un terme de couplage électrique-
mécanique introduit dans les équations de Maxwell qui régissent les phénomeénes électromag-
nétiques et dans la loi de Hooke qui régit les phénoménes mécaniques. Ce terme, appelé tenseur
piézoélectrique (d’ordre 3), caractérise la linéarité entre la déformation élastique et le champ
électrique dans toutes les directions du repére. Ce couplage conduit aux équations suivantes,
appelées équations constitutives de la piézoélectricité linéaire

_ B
Ty = Cijklskl — ek By
— s
Dj = ejlekl + 6jkEk

T = Cijri

ou D désigne I'induction électrique, £ le champ électrique et ¢;ji, exij, €1 représentent respect-
ivement les tenseurs de rigidité, de piézoélectricité et de permittivité électrique; 'exposant E
veut dire "déterminé sous champ électrique constant" et ’exposant S veut dire "déterminé &
pression constante". Ce type de systéme d’équations couplées via le tenseur de piézoélectricité
est difficilement soluble sans approximation.

1.1.3 Retournement de domaines en piézoélectricité

Ce phénomeéne de retournement de domaines est observé dans certains matériaux piézoélec-
triques dits ferroélectriques tels que les céramiques polycristallines.
Dans les céramiques polycristallines, chaque grain est composé de domaines séparés les uns
des autres par des parois. Chaque domaine peut avoir son axe de polarisation différemment
orienté par rapport au domaine qui lui est adjacent, donc, comme la répartition des domaines
est aléatoire, le matériau est globalement non polaire.
La ferroélectricité est définie par la mobilité de ’axe polaire de la structure sous l'action d’un
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champ électrique extérieur appliqué et I'existence d’une polarisation macroscopique a champ
nul. L’application d’un champ électrique sur des matériaux ferroélectriques conduit & une
réorientation de la direction de la polarisation spontanée dans les domaines ferroélectriques,
appelée retournement de domaines et responsable de la dépolarisation des céramiques et donc
de la variation des propriétés macroscopiques. Le changement dans la direction de la polarisa-
tion spontanée de ces matériaux peut également induire un comportement non linéaire.

Ce comportement a fait ’'objet d’investigations expérimentales et a conduit au développement
de modeéles théoriques pour décrire les observations et établir des relations entre les grandeurs
macroscopiques (polarisation et déformation) et les paramétres microscopiques (pourcentage de
domaines ayant basculé), en particulier dans le cas oil un champ électrique est appliqué dans
la direction de la polarisation macroscopique.

1.2 Le modéle mathématique

Dans ce travail, on s’intéresse a un modele 1-D de matériaux piézoélectriques avec retourne-
ment de domaines proposé par F. Davi dans [2], en considérant un domaine filiforme.

La modélisation mathématique conduit & un systéme non linéaire couplé composé d’une
équation de diffusion décrivant la dynamique du nombre f de dipoles électriques alignés et d’une
équation des ondes modélisant la dynamique du champ des déplacements u, (le déplacement
électrique étant alors donné par d,u, suivant [2]). Ces deux équations sont complétées par des
conditions initiales pour obtenir le systéme

Oif — 0% f = —0,u dans (0,7) x R
f(0,2) = fo(x) dans R @)
OPu— 0, [(1+ f)Opu] =0 dans (0,7) x R '

u(0,2) = ug (z),0u (0,2) = uy (x) dans R

ol t >0 estla variable de temps et © € R est la variable d’espace (toutes les constantes
physiques ont été prises égales a 1, pour simplifier). On fera observer que ce couplage fait que,
dans 1’équation des ondes, la vitesse dépend du temps et de la solution de ’équation de la
chaleur.

On fera aussi remarquer que cette derniére peut étre résolue et que le probléme (1.1) peut alors
étre réécrit sous la forme suivante, obtenue en remplacant la solution f de I’équation de la
chaleur par son expression (voir chapitre 3)

t
Otu — 0, {(1 + (H (t,.) = fo) (x) +/ H(t—s,x—".)*dul(s, .)ds) &Eu} =0
0
L’énergie associée a I’équation des ondes est donnée par

E(t) = (10uf3 + | (1 + f)? d,ul3)?

et elle vérifie
dE? (t)
dt

= / O, f|0pu|*dx
R
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de sorte qu’il n’y a pas de conservation de I’énergie.

Cette difficulté, ajoutée au fait que 'opérateur de I’équation des ondes dépend du temps et
n’est pas linéaire, ne permet pas de donner un résultat général du probléme (1.1). Néanmoins
I’énergie est décroissante si 0,f (t,x) < 0 p.p. et la vitesse des ondes est positive si f (t,z) > 0
p-p- Le signe de 0,u n’étant pas fixé, la solution f de I’équation de la chaleur est alors telle
que f(t,r) > 0 et O:f (t,2) < 0 pour un temps fini dépendant de E? (0) lorsqu’on suppose la
condition initiale f (0,x) > Fy > 0 et 0,f (0,2) < —Fy < 0 p.p.

On cherchera une solution u d’énergie finie c’est-a- dire E (t) finie; par conséquent on cherchera
une solution f bornée ainsi que sa dérivée en temps. On montre le résultat d’existence locale
énoncé dans le théoréme suivant:

Théoréme 1 Sous les hypothéses,

foe Wi (R), f? (2) existe p.p. dans R
up € H' (R),uy € L2(R), fy = f¥ —u) € L™ (R), (1.2)
fo(x) 2 Fo >0, fi(z) < —Fy p.p. dans R

il existe T > 0 dépendant uniquement des données fo, ug,uy, Fo tel que (1.1) admette une
solution faible définie sur (0,T) dans le sens suivant :

fewb=((0,T)xR) ,9%f € L= (0,T; L* (R) + L™ (R))
ue L>®(0,T; HH (R)) nWhH>(0,T; L? (R)), d?u € L™ (0,T; H' (R))
f(0,2) = fo(x) , u(0,2) =uo(z) p.p. dans R
Of —0%f = —0,u p.p. dans (0,T) x R
— [ [ Oudipdrdt+ [ [, (1+ f) dud,édadt = [,ui ()6 (0,x)dz, Yo € D ([0, T[xR).

En particulier 'équation 0?u — 0, [(1+ f) Oyu] = 0 est vérifiée dans D’ ((0,T) x R).

De plus, on a
f>0et 0,f <0 p.p. dans (0,7) xR

Pour montrer ce théoréme, nous introduisons un probléme approché obtenu en ajoutant le
terme —e0? (Oyu) a I'équation des ondes satisfaite par u, le paramétre e > 0 étant destiné a
tendre vers 0. Ce nouveau probléme est résolu en utilisant un schéma itératif qui découple le
systéme, ce qui nous améne a résoudre séparément une équation du type de la chaleur dont
le terme source est connu et une équation des ondes "visqueuse" dont la vitesse des ondes est
connue.

1.3 Le plan du mémoire
Il est composé de six chapitres.

Le chapitre 2 rassemble quelques rappels d’analyse et les inégalités utilisées.
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Dans le chapitre 3, on considére I'équation du type de la chaleur satisfaite par f issue
du probléme (1.1). Apres avoir donné explicitement la solution, on établit ses principales
propriétés, notamment la régularité et le principe du maximum.

Le chapitre 4 est consacré a I’équation des ondes provenant du probléme (1.1) dans laquelle
on introduit le terme —ed? [O;u] qui représente une viscosité artificielle, € étant positif. En
utilisant la méthode variationnelle, on montre ’existence d’une solution puis son unicité, apres
avoir établi une estimation d’énergie.

Dans le chapitre 5, on définit le probléeme approché du systéme couplé (1.1) en introduis-
ant le terme de viscosité —ed? [0yu] dans I’équation des ondes comme indiqué ci-dessus.
Pour tout € > 0 fixé, on démontre 'existence d’une solution de ce probléme en utilisant un
schéma itératif dont la convergence est prouvée au moyen des résultats établis dans les chapitres
3 et 4. Les solutions (f¢, u%) ainsi obtenues sont toutes définies sur un intervalle [0, T'] indépend-
ant de ¢.

Le sixiéme et dernier chapitre achéve la preuve du théoréme 1. En utilisant les estima-
tions uniformes sur (f¢,u°) et des résultats de compacité, on établit ’existence d’une solution
locale du probléme (1.1) par passage a la limite lorsque ¢ tend vers 0.

Nous terminons cette introduction en précisant les notations utilisées tout le long de ce
mémoire.

1.4 Notations

E' espace dual de F
(.,.) produit dans la dualité E', E
0y, Oy dérivées partielles par rapport a t et a x

02,0202, dérivées partielles secondes

f' @ dérivée premiere et seconde d’une fonction f:xz— f(z), z € R
p.p. presque partout

. norme des espaces de Lebesgue L? (R) ou L? ((0,7) x R)

fx*g produit de convolution

— injection continue

— convergence faible

.1 norme de 1'espace L™ (0,T; L? (R))
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Chapitre 2

uelques rappels d’analyse
Quelq PP y

Ce chapitre a pour but de rappeler un certain nombre de définitions et d’outils d’analyse
qui seront utilisés. Ils sont développés dans [3], [4] et [5].

2.1 Les espaces de Sobolev W' (Q)

Soient {2 C R™ un ouvert. On pose

LP(Q) = {u : Q — R; u mesurable et / |u(x) [Pdx < oo} , sipe|l,+oo]
Q

et L*(Q) = {u:Q— R; umesurable et 3C' > 0 telle que |u (z)| < C p.p. sur Q}.

On note

||u||p = (/ lu (x) |pdx) ’ et |lull, =inf{C;lu(x)| < C p.p. sur Q} = supess|u.
Q Q

[, et ||l représentent les normes usuelles de L” (€2) et de L™ (£2) respectivement.

Définition 2.1.1 Soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev WP (Q) est défini par

W (Q) = {u €L(Q) /2 elr(Q).Vi=1, n}

ot la dérivée partielle % est a prendre au sens des distributions.

On désigne en particulier par H* (Q) I'espace W2 (Q) .

WP () est muni de la norme

i=n P ;
(g + S %)) a<p<so
e = el
Jull + 55 122 (b = +o0)

L’espace H' () est muni du produit scalaire

— [ Ou Ov
(uvv)Hl = (U,U)2 + E : (axj ax.)
i i/ 9

i=1
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( (.,.), désigne le produit scalaire dans L? (2) ) et de la norme associée

i=n 2 %
2
[ull g = <||U||2 +> )
i=1 2

Proposition 2.1.2 L’espace WP () est un espace de Banach pour 1 < p < +oo; WP (Q)
est réflexif pour 1 < p < 400 et séparable pour 1 < p < +o00. L’espace H' () est un espace de
Hilbert séparable.

ou
8%

Remarque 2.1.1

Les espaces de Sobolev sont aussi des espaces de Banach, ils possédent donc toutes les pro-
priétés issues des théorémes de Banach telles que le théoréme de prolongement des formes
linéaires (de Hahn-Banach), le théoréme de I’application ouverte et son corollaire: le théoréme
d’isomorphisme de Banach.

Remarque 2.1.2

Compte tenu de la structure hilbertienne de I’espace de Sobolev H! (£2), on pourra lui appliquer
tous les théorémes fondamentaux de ’analyse hilbertienne dont:

Théoréme 2.1.3 (de représentation de Riesz-Fréchet)
Soit H un espace de Hilbert, H' son dual. Etant donné ¢ € H', il existe f € H unique tel que

(6, 0) iy = (fv) , YveH

De plus, on a

1 = Ml e

Théoréme 2.1.4 (de Laz-Milgram)

Soit a une forme bilinéaire sur H, continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H' il existe u € H
unique tel que
a(u,v) =(p,V) gy , YvEH

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ueH et %a(u,u) — (D, u) gy = Min{%a(v,v) - <¢,U>H,H}

veEH

2.2 Espaces abstraits contenant le temps
2.2.1 Espaces contenant le temps a valeurs dans un espace de Banach

Soient 7" > 0 et X un espace de Banach réel de norme ||.|| ; dt désignera la mesure de Lebesgue
sur |0, T7.
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Définition 2.2.1
a) On désigne par LP(0,T;X), (1 <p<oo) lespace des (classes de) fonctions
1
t €]0,T[—— u(t) € X telles que u est mesurable pour dt et ||ul|, = <fUT llu ()% dt)p < 00.

b) On désigne par L*(0,T;X) l’espace des (classes de) fonctions u de 10, T[ dans X
vérifiant u mesurable pour dt et bornée presque partout sur (0,7T).

On pose ||ul|, =inf{M >0, ||u(t)[|y <M p.p. sur (0,7)}.

Proposition 2.2.2

Pour 1 <p < +4o0, L?(0,T; X), muni de la norme ||.||,,, est un espace de Banach.

Définition 2.2.3
On désigne par C ([0,T]; X) l'espace des fonctions continues u : [0,T] — X avec

= t <
||“||C([0,T];X) tgﬁ% [u(t)lly < oo

dite norme de la convergence uniforme.
Définissons, & présent, la notion de dérivée au sens faible.

D' (]0,T[; X') designe I’espace des applications linéaires continues de D (]0,7) dans X.
Soit u € LP (0,T; X), Papplication F, définie pour tout ¢ € D (]0,T]) par

fu@——[;ww%ﬁ

est linéaire continue de D (]0,T]) dans X, autrement dit F,, € D’ (]0,T[; X).

Définition 2.2.4 On dit que F, est la dérivée de u (au sens des distributions) et on note

— ) — du
Fy=u = %.

Définition 2.2.5 Soit p € R avec 1 < p < co. L'espace de Sobolev WP (0,T; X) est défini
par
W (0,T; X) ={u€ L (0,T; X);u € LP(0,T; X)}

On pose
1

(Jo I + e ) R)de)™ (1< p < o0)

Sup ess ([ Ol + llv" O x) (p = o)

Hulllwrrorx) =

Proposition 2.2.6

Pour 1 < p < oo, W' (0,T; X), muni de la norme |||.|||w1.», est un espace de Banach.
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Proposition 2.2.7 Pour 1 <p < oo, on a

i) WHP(0,T; X) s’injecte contindment dans C ([0, T); X ), lespace C ([0, T]; X) étant muni
de la norme de la convergence uniforme

i) Pour tout u € WP (0,T; X), u(t) = u(s) + fstu’ (r)dr,0<s<t<T
2.2.2 Espaces contenant le temps a valeurs dans un espace de Hilbert

Soient 7' > 0 et H un espace de Hilbert; on notera (.,.) son produit scalaire et |.||;; la norme
associée.

On désigne par D (]0,T[; H) V’espace des fonctions de classe C*° sur |0,7[ a valeurs dans H
et & support compact contenu dans |0, T'[ et par L? (0, T; H) 'espace des (classes de) fonctions
défini par

L?(0,T;H) = {u:)0,T[— H mesurable / t — [ju (t)||, est dans L*(]0,T)}

Proposition 2.2.8 Muni du produit scalaire

(0, 0) oo zory = / (w(t), v (), dt

Iespace L*(0,T; H) est un espace de Hilbert.

Du fait de sa structure hilbertienne, L? (0, T; H) est concerné par la remarque 2.1.2.

On considére & présent deux espaces de Hilbert réels H et V' . On note ||.||, |.| et ||.||« les
normes respectives dans V, H et V', (.,.) le produit scalaire dans H et (.,.) la dualité entre V'

et V',
En outre, on suppose que V est dense dans H si bien qu’en identifiant H et son dual H’, on a

V — H — V.

densité densité
Proposition 2.2.9 Soit W = {u € L*(0,T;V); v =% € L2 (0,T;V")} alors

1) W est un espace de Hilbert pour la norme

e = ([ (w0l = 1o @12) chf)é

2) D ([0,T]; V) est dense dans W
3) W s’injecte continiment dans C ([0, T); H)

| est absolument continue et

4) Uapplication t — |u (t)
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5) pour u,v € W, on a

/0 (' (), 0 (1) + (v (1), u (D)) di = (u(T), v (T)) = (u(0),v(0))

Une propriété tres utile est donnée par la

Proposition 2.2.10 Pour ue W,v eV, on a

<u/(.),v>:%(u(.),v) dans D' (]0,T))

2.3 Convergences faibles

Définition 2.3.1 (convergence faible)
Soient E un espace de Banach, E' son dual et (.,.) la dualité entre E' et E. On dit que la
suite (uy,), d’éléments de E converge vers u € E, dans E muni de la topologie faible, lorsque
n — —+00, st

nhlfoo (L,u,) = (L,u), VLeFE.
Définition 2.3.2 (convergence faible )
Soient E un espace de Banach, E' son dual et (.,.) la dualité entre E' et E. On dit que la suite
(Ly), d’éléments de E' converge vers L € E', dans E' muni de la topologie faible *, lorsque
n — 400, St

lim (L,,u)=(L,u), Yu€E.

n—-—+00
On remarquera que, si E est un espace de Banach réflexif, les topologies faible et faible x
coincident.

Précisons, en particulier, les convergences faibles * suivantes:

-dans L*® (), € étant un ouvert quelconque de R :
soit (uy), une suite d’éléments de L™ (Q2); dire que (uy), converge faiblement * vers v dans
L*> (Q) signifie que

/unvdxdt — uvdzdt, Vv € L' (Q)
Q

n—-+4o0o Q

- dans Wt (Q):

Soit (uy,),, une suite d’éléments de W (Q) ; (uy,), converge faiblement * vers u dans W (Q)

si la suite (u,), converge faiblement * vers u dans L™ () et les suites (%Z’%) ,i=1,.,N
t/n
ou

convergent faiblement * dans L™ (£2) vers g*respectivement.

Rappelons un résultat de compacité faible * trés utile lorsqu’on travaille dans les espaces de
Banach L* (0,T;V) et L (0,T; H); ces espaces n’étant pas réflexifs.
Proposition 2.3.2

Soit E un espace de Banach séparable. Soit (L,), une suite bornée d’éléments de E'. Alors,

on peut extraire de (L), une sous-suite (Ly,) qui converge faiblement * dans E'.
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2.4 Quelques inégalités utiles
2.4.1 - Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un K -espace vectoriel et (.,.)p un produit scalaire sur E. On a alors

N

|(u,0) | < ((u,w) )2 (v, v) )
2.4.2 - Inégalité de Young

Soient 1 < p,q < oo, Il)+%: 1. Alors

p q
ab< =+ L (a,b>0)
p q

On a ausst

ab < ea? + C (e) V! (a,b>0, €>0)
ou C(g) = (5p)7% q~!, appelée inégalité de Young avec ¢.
2.4.3 - Inégalité de Gronwall

Premiére forme: Soit 1 une fonction positive, absolument continue sur [0,T] telle que

n () <a(t)n(t)+4() pp. tel0,T]

ot « et [ sont des fonctions positives intégrables sur [0,T]. Alors

00 (10+ [ s exp ([ a(o)a)

Deuxiéme forme: Soit 1 une fonction positive, intégrable sur [0,T] telle que

n (t) Sa—l—b/otn(s)dsp.p.te [0, 7]

n(t) < aexp (b/otb(s) ds)

avec a,b > 0. Alors



3 - Equation du type de la chaleur 12

Chapitre 3
Equation du type de la chaleur

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’équation de la chaleur du systéme (1.1) dans le but de
montrer que, pour certaines données initiales, la solution correspondante f satisfait f (t,z) >0
et 0,f (t,x) < 0. Le premier résultat permet d’obtenir la positivité de la vitesse dans I’équation
des ondes et le second d’obtenir la dissipation de l’energie du systéme & travers l'inégalité

Jo 0ef|0zuf” < 0.

Un principe du maximum pour f et ses dérivées est également établi.
3.1 Enoncé du résultat

Pour T' > 0 fixé, on consideére:

{ Of —0*f = —0,v dans (0,7) xR 31)

f0,2)=fo(z) dans R

ou v est une fonction donnée. Le résultat principal du chapitre 3 est la

Proposition 1 Soit v dans W (0,T; L? (R))NL> (0, T; H' (R)) telle que 82,0 € L*((0,T) x R)
et v(0,.) = ug. Alors, sous les hypothéses du théoréme 1 (donné en page 4), il existe une
unique solution f € WhH* ((0,T) x R) du probléeme (3.1). En outre, il existe deux constantes
C1,Cs > 0 indépendantes des données et telles que les estimations suivantes soient réalisées

flt.x) > Fy—CT|0w| p.p. dans (0,T) x R (3.2)
Ouf (t,x) < —Fy+ CyT7 8| p.p. dans (0,T) x R (3.3)
[flo < Ifoloo + C1T7 || 000 (3.4)
0:floo < |filoo + CoT5 (|00 (3.5)
0 floe < |faloo + C2T1 |0y (3.6)

3.2 Résolution de I’équation de la chaleur

On considére 1’équation générale :

Oq— 0%¢=p dans Ry xR
q(0,z) =qo(xr) dans R

Pour résoudre cette équation écrite sur ’espace entier, on fait habituellement appel a la trans-
formée de Fourier (TF). On désigne par ¢ (t) la transformée de Fourier, pour t fixé, de ¢ (t, .).



3 - Equation du type de la chaleur 13

Pour des données ¢ € S’ (R) et p(t) € S’ (R), V¢t > 0, par TF partielle par rapport a x, on
obtient le systéme suivant équivalent au sytéme ci-dessus:

FA() +ATEG() =P (1)
7(0) = qo
dont la solution est donnée par :

q(t,x) =qo(§)exp (—4ﬂ2§2t) + /0 exp (—47?252 (t— S)) p(s)ds

On obtient alors par la TF inverse

q(t,z) :H(t,.)*qo(:ﬂ)+/0 H(t—s,x)xp(s,x)ds

()

oun H(t,z)= ime_% est le noyau de la chaleur et * désigne le produit de convolution (en la

variable d’espace).

7

3.3 Estimations uniformes

Dans cette section, on établit, successivement, les estimations L> de la solution f et de ses
dérivées.

Estimation (3.2):

La solution de (3.1) est donnée par :

f(t,x)=H(t.)* fo(x) —/0 H(t—s,)*0v(s,.)(x)ds, (t,z) € (0,T) xR (3.7)

Comme fy(z) > Fy p.p. dans R alors
+o0 +oo

H(t ) * fo () = H(tay)fo(x—y)dyZFo/ H (t,y) dy

—00 —00

Sachant que fj;o e~ dy = VI (a>0), on en déduit que :
+o0 +oo 1

2
H(t,y)dy = / \/4—me’37dy =1

H(t,.)* fo(x) > Fy p.p. dans (0,7) x R
H(t—s,)x0,v(s,.)(x)= [t H(t—s,x—y)dw(s,y)dy

D’ou :
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne:

/WH«v—am—yw%v@J»uy < |H(t -5 )]ald0 (s,) |2
R
< JH(t -5, ]0.0]

22
Comme |H (t,.)[3 = [z ¢ 2 da = 2\/12? il s’ensuit que

/0 |H (t —s,.) % 0,v(s,.)(x)|ds < 0] /0 |H (t — s,.) |2ds

[N
2
=

—
VR
W i~
~

N[N
~~

\'H-

m
—
VO
3

On obtient finalement :

f(t,z) > Fy — C1T% ||0yv], p.p. dans (0,T) x R

Ol\l Cl - 4 T
3(8m)4

Estimation (3.4):

|f (t,x)] < |H (t,.) = fo(x)] + ‘ng(t—s,.) * 0,0 (s,.) () ds

or [(H(,.)* fo) (@) = | [g H (t,y) fo (z —y) dy| < [x [H (t,9)|1fo (x — )| dy < |fol Jo | H &, y)| dy

D'ou :

|H (t) * fo| < |foleo P-p- dans (0,7) x R.

Comme on a montré que

[ H(t—s,.) %00 (s,.) (x) ds‘ < C1T1||0,v]], on déduit que
FED) < Nfolae + OTH 90 pp. dans (0,T) x R

de sorte que \
[floo < [folo + C1T% || 0p0] -

Estimation (3.3):

Considérons a nouveau I’équation générale

Oiq— 0% =p dans R, xR
q(0,2) =q(z) dans R
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qui admet 'unique solution dans S’ (R) donnée par

t
q(t,z) =qo(x) x H (t,x) +/ H(t—s,x)*p(s,z)ds
0
puis le probléme
Oz — 022 = Oyp dans R. xR
2(0.2) = g5” () +p(0,2) dans R

qui admet également une unique solution dans §'.
On pose

q(t,z) = q(x) +/0 z(s,x)ds

alors on a 0,q = z et ¢ vérifie I’équation générale la chaleur.
g

En effet:
02q(z) = Q(()z) (v) +/0t 0%z (s,r)ds
= ¢ (z) + /0 (O — ) (5,) ds
= @ (@)t 2(t2) —2(0,2) —p(t,z) +p(0,)
= z(t,x) —p(t,x)
d’ou

AT 0=~ G- =p o 705 =a

Ainsi ¢ = g et 0,q veérifie le second probléme.
On peut donc affirmer que, pour f solution de (3.1), J;f est une solution du probléme

Oy (O f) — 02 (0 f) = —0% v dans (0,T) xR
0 f(0,2) = fi(z) dans R

oun fi(x)= féz) (x) — uy (x) p.p. dans R.

Par conséquent, 0, f est donnée par

8tf(t,x):H(t,.)*f1(ac)—/o H(t—s,.)*02v(s,.) (x)ds, (t,2) € (0,T) xR

Comme H(t—s,.)x02v(s,.)(x)=0,H(t—s,.)* 0w (s,.)(x) alors

Ouf (ta) = H () % fi (. /aH V0w (s, ) (x)ds

Comme, par hypothése, f; < —Fy p.p. dans R alors
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H(t,)* fi () (@)= [T H(ty) fi(x—y)dy < —Fo [ H (t,y) dy, donc
H(t,)xfi(.)(x) <—=Fy p.p. dans (0,7) xR

D’autre part, par 'inégalité de Cauchy-schwarz, on a :

/ O.H (t —s,y) 0w (s,x —y) dy' < OLH (t—s,.)|y |0 (s, )],
R
< |0:H (t—s,.)l, [[0w]l

2
et |8$H (ta )|§ = % erOO $2€_TtdI

16782 J—co 't
Une intégration par parties donne :

/ 7675(1:6 = [—xeiﬁ} +/ e 2tdr = V2rt

00 —00

Dou: |0,H (t,.))2 = -5V21t et

16mt2

JNOH (t =5, )yds = —Lr [ (t—s) T ds = —Lrdth < (2)3T%, 1€ (0,T)

(27m)1

Il s’ensuit

t :
/ O.H (t —s,.) 0w (s,.)(x)ds| < CyT'3 |0ww] ou Cy = (z)
0 7r

ou Cy = (%)% , ce qui implique (3.3) .

Estimation (3.6):

10:f (t,2)| < |H (t,.)* f1 (z)] + /0 O.H(t—s,.)x 0w (s,.)(v)ds

Comme
|H (t,.)* fi(z)] = AH(t,y)fl(x—y)dy‘ SAIH(t,y)||f1(x—y)|dy
< Uil [ 1 ()l dy = £
et .
/OamH(t—s,.)*ﬁtv (s,.) (z) ds| < CoT7 ||Op]|
alors

\fil., + CoT3 [|8]| p.p. dans (0,T) x R
|fil. + CzT% O] .

|8tf (ta .I‘)’
100 |

IA A
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Estimation (3.5):

On revient & (3.7).
Par dérivation par rapport & =z, il vient :

Ouf (t,x) = H (t,.) % fy (x) — /0 O.H (t—s,.)*0v(s,.)(x)ds
On obtient comme pour (3.6)

100 f 10 < | folo + CoT7 0,0

ce qui termine la preuve de la proposition 1.
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Chapitre 4

Equation des ondes
avec une viscosité artificielle

Ce chapitre est consacré a la résolution de ’edp des ondes, comportant un terme de viscosité
artificielle, en utilisant la méthode variationnelle. La démarche est la suivante: dans la section
4.1, aprés avoir énoncé le résultat principal de ce chapitre, on met au point les outils nécessaires
a sa démonstration; dans la section 4.2 on commence par établir une formulation variationnelle
de ’edp des ondes puis on démontre 'existence d’une solution variationnelle; on prouve que
cette derniére vérifie bien le probléme étudié (4.1) dans la section 4.3 et on termine avec la
preuve de I'unicité apres avoir établi une estimation d’énergie.

4.1 Enoncé du résultat et outils de démonstration

Soit ¢ (t,z) une fonction fixée. On considére le probléme de Cauchy pour I’équation des ondes
avec une viscosité artificielle :

{ OPu— 0, [(1+ g) Opu] —ed? [Ou) =0 dans (0,T) x R

u(0,2) =uo () , Ou(0,z) =u (z) dans R (4.1)

Pour T' > 0 et € > 0 fixés, on a le résultat suivant :

Proposition 2 Soient wg, ui, fo, fi définis comme dans le théoréme 1 (voir page 4) et
soit g € W (0,T; L> (R)) tel que g(0,z) = fo(z), g > 0, &g < 0 p.p. dans (0,T) X
R. Alors le probléeme (4.1) admet une solution unique w € C([0,T]; H' (R)) telle que u €
CH([0,T];L? (R))NH* (0,T; H' (R)),02u € L*> (0, T; H ' (R)). De plus, pour chaque t € [0,T],

I’énergie vérifie l'inégalité suivante:
t
F2(t) + 2 / 102 0 () 2ds < E2 (4.2)
0
ot E2(t) = |0u (t) |34 |1+ g0.u(t) |3 et Ey = E(0)

La preuve de ’existence d’une solution est basée sur un théoréme de J. L. Lions qui est rappelé
ci-apres [8].

Théoréme 2 Soit H un espace de Hilbert muni d’une norme |.| et d’un produit scalaire (.,.).
Soit 'V un sous-espace de H muni d’une norme préhilbertienne |.|| telle que l'injection V C
H soit continue. On considére une forme bilinéaire B

B:HxV>(U¢)— B(U,¢) eR
telle que B (., ) soit continue sur H pour chaque ¢ fixé dans V et
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B(¢,¢) > allo)?*, VeV

avec « > 0. Etant donnée une forme linéaire L dans V', il existe alors une solution U dans
H du probleme
B(U,¢)=L(¢), VoeV

On notera que ce théoréme ne donne pas I'unicité de la solution.
On a également besoin du lemme suivant dont la preuve est donnée ci-aprés.
Lemme 1 Pour k > 0 et sous les hypothéses de la proposition 2, l'opérateur (—0, [(1+ g) 0.] + k1)
réalise un isomorphisme de L?(0,T; H* (R)) dans L*(0,T; H* (R)) et de H'(0,T; H' (R))
dans H'(0,T; H*(R)).
Démonstration du lemme 1: elle est basée sur 1'utilisation du théoréme de Lax-Milgram.
1

. . , . T 2 2

Soit V = L*(0,T; H' (R)) muni de la norme définie par [jul|,, = (fo [Jw () gy dt) et

, . e
V' son dual. On considére la forme bilinéaire sur V:

T
b(u,v) = / / (14 g) (Opu) (0v) + kuv) dxdt (4.3)
0o JR
Montrons que b est continue et coercive sur V x V.

Soit (u,v) € V x V, on a
/ 11+ g| |0pu| |0p0] de < (1 + |g|oo)/ |0,u| |00 dx pour p.p. t € (0,7
R R

et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
T T
Jo Ja 1+ gll0zul|0svldzdt < (14 |glso) fo NIt Ol v ()l ) dt

En appliquant une deuxiéme fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

llly llvlly

T
/0 et )y 10 ()l gy

IN

IN

T
/ / 11+ gl1,ulldyvldzdt < Crlfullylolly
0 R

avec C1 =14 |g|co-

De la méme maniére, on a :

T T
/O / juloldedt < / et () 1 ()l oy

< iy ol

A
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D'ou :
10 (u,v) [ < (Cr+ k) [Jully o]y, Vu,0 eV

b est donc continue sur V x V.
Soit u € V, b(u,u) = fOT Jo (1 + g) (0,u)* + ku?) dwdt
Comme g > 0 alors (1+ g) (9,u)* + ku? > min (1, k) ((E)gcu)2 + u?)

Il s’ensuit:

buu) > min(l,k)/OT (/R(|8$u(t,x) 24 fult,2)P) dx) dt
> min (1, k) [[u]l},

b est donc coercive sur V x V.
Par conséquent, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, pour tout L € V' il existe une unique
solution u de I’équation variationnelle:

b(u,v) = (L,v)yy, , YWeV (4.4)

Montrons alors que u est bien I'unique solution dans V' de 1’équation :

—0,[(1+ ¢) 0] + ku =L (4.5)

Soient D = D (]0;T[xR), D" son dual et < , >pp la dualité entre D et D', D (]0,T[xR)

étant 1’espace des fonctions indéfiniment différentiables & support compact dans 0, T[xR. Soit
v € V. D étant inclus dans V, on peut alors écrire:

b(u,v) = /0 /R (1 + g) (Ou) (Oyv) + kuv) dxdt

(1+ g) Oy, aa;U>D’D + k (u, U>D’D
= — (am [(1 + g) &cu] 7U>D'D +k <u7 U>D'D
= (=0, [(1 4 g) Opu] + ku,v)

Par ailleurs:

(L, v}y, = /0 (L), v () g dt = /o (L(t),v (t)>D’(R)D(]R) dt = (L, v)prp

(4.4) implique
(=0, [(L 4 g) Opu] + ku,v) ypy = (L,0) ypy , Yo ED

c’est-a-dire
-0, (14 g)0pu]l + ku=L dans D'.
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Comme L € V' alors ’égalité ci-dessus a lieu dans V’. Réciproquement, toute solution v de
I'équation (4.5) vérifie I’équation variationnelle (4.4) donc 'opérateur P = —0, [(1 + g) 0,] + kI
est bijectif de V' dans V’. Vérifions la continuité.

Soient u € V et L € V' tels que L = Pu. On a

<L7 u>V’V =0 (u’ u)

2
Or b(u,u) > alluly et (L,u)yn < [|Llly [[ully
Il sensuit: ||ull,, < L ||L[|;, ouencore |[[P7'L|,, < L|L|,

Ainsi opérateur P est linéaire, bijectif de V' dans V'’ et d’inverse continu; c’est donc un
isomorphisme de L? (0,T; H' (R)) dans L* (0,T; H~* (R)), d’aprés le théoréme d’isomorphisme
de Banach.

On passe, a présent, a la deuxiéme partie du lemme 1 pour montrer que 'opérateur P est un
isomorphisme de H' (0,T; H' (R)) dans H' (0,T; H* (R)).

Soit L € H'(0,T; H* (R)) et ueV vérifiant (4.5). En dérivant (au sens des distributions)
par rapport au temps dans (4.5), on obtient:

—05 (1 + 9) 0x (Opu)] + kOyu = O, L + 0, [(019) (Ozu))] (4.6)

Vérifons que 0L + 0, [(0rg) (O,u)] € V.

Comme g € W1 (0,T; L (R)) et u € L? (0, T; H' (R)) alors d;,g € L= ((0,T) X R) et (Q,u) €
L2((0,T) x R). Dot (9:g) (0,u) € L?((0,T) x R) ou encore L?(0,T; L* (R)).

On en déduit que 9, [(0rg) (O,u)] € L*(0,T; H* (R)). De plus O;L € L?(0,T; H* (R)) car
L e H(0,T; H* (R)); donc 0, L+0, [(9,9) (O,u)] € V' et d’aprés la premiére partie du lemmel,
on conclut que dyu € V.

On aainsi u € V et Qu € V; par conséquent u € H* (0,7, H' (R)) est 'unique solution de
I'équation (4.5) avec L donnée dans H' (0,T; H~! (R)).

Montrons a présent la continuité de P de H*' (0,7; H' (R)) dans H'(0,T; H™! (R)).
Soient f € H' (0,T; H (R)) et w € H' (0,T; H' (R)) tels que Pu = L, on a alors:

1Pull o im-1y = 1Pully: + 110 (Pu)lly = LIy + 10 LI[y
La continuité de P de V dans V'’ implique que

1Pully, < Clully

avec C' > 0.
On a, par ailleurs, 1’égalité (4.6) que 1'on peut réécrire sous la forme:

Oy L = Poyu — 0, [(0:g) (0,u)]
Dans cette derniére égalité, on a, d’une part

| POully, < C|Opully,
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et d’autre part, Vv € V

(=0, [(B19) (Ost)] 0| = / (D19) (D) 0,0 1

IN

T

I@tgloo/ |0,u|2| 0,0 o dt
0

< |0glso Jully llvlly

d’ou
=02 [(0g) (Oxw)] Iy < |0egloo lully -

On obtient ainsi:

IPull gy < (C+10glso) llully + CllOully,
<

K ||u”H1(0,T;H1)

avec K > 0. On conclut, comme précédemment, en utilisant le théoréme d’isomorphisme de
Banach.
4.2 Solution variationnelle

4.2.1 Cadre fonctionnel

Considérons le probléme (4.1) et posons dyu = v et (u,0) = e ¥ (u,v) ot k > 0 est une

constante que 1'on précisera plus loin. (4.1) est alors équivalent au systéme:
ou+ku—v=0 dans (0,7) xR
00— 0, [(1+9)0.u] —ed*v+ kv =0 dans (0,7) xR (4.7)
u(0,2) =up (z) ; v(0,2) = uy (x) dans R

Avec les notations précédentes, on considére ’espace de Hilbert H =V x V muni de la norme
||.|lg définie pour tout U = (u,v) € H par:

U115z = [l + ol (4.8)

ou
T
lalll? = / / (1 +g) |oul® + KJuf?] deds (4.9)

Comme g € L ((0,7) x R) et ¢ > 0 p.p., cette norme est équivalente a la norme usuelle de
V.

On définit & présent V = (D ([0, T[xR))? ou D ([0, T[xR) est I'espace des fonctions qui sont
les restrictions a [0, 7[xR des fonctions de D (] — a,T[xR), a > 0. V est muni de la norme
suivante: V& = (¢,9) € V,

of =12l + 5 ([ (19 00)/0.00.00 P+ Ho 0.0 F)do 4 [0O)B) (110
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Pour cette norme, l'injection V C H est continue.

On introduit une forme bilinéaire B sur H x V et une forme linéaire L sur V définies par :

[ [ s panito oo o) 0 @) de
// (14 ) (D, (ku — 0)) (By6) + k (ku — v) ) dardt (4.11)

+ / / (—0dib + (1 + g) (0,u) (0u0) + & (Byv) (Buth) + kvep) dd

L(®) = / (14 9.(0,2)) Dyug (2) 0uh (0,) + kg () 6 (0,2) + uy (1) (0, 2)] dr (4.12)

oun U= (u,v), ®=(¢,9).
4.2.2 - Continuité de B et de L

Montrons que B (., ®) est continue sur H pour chaque ® = (¢, ) fixé dans V.

On désignera par K une constante positive qui ne dépend que de @, g, T et k et qu’on utilisera

pour majorer tous les termes dans la preuve de la continuité de B.
Soit U = (u,v) € H

T
BU,3)| < / / (14 9) 05| 2.0| + E[ul|0ud| + 01l Orul |Ou)
T
1 0, (ku — Oy klku — dxdt
+/0 /R[( T 9)10, (ku — ) [19,] + klku — v]|g]] da

T
T / / 0110 + (1 + ) [0,ull0ut)] + £lAuvl|anes] + kloll] dedt
0 R

On a successivement, par application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

T
/ /(1+g)|@xu||8fw¢|dxdt _ / /\/1+ 10,]) (/T F 9102 6| daclt
0 R

< (/0 /R(l—l-gﬂaxu\zda:dt) (// 1+ 9)|0%9 d:cdt)

< llulllv (14 19ls0) ? 107,02
< K ||Ullg

[ [t < vi([ [ Wzdﬁ)% (/'] Wdt)%

VE[[ulllv |00l
K (|U]lg
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T T 3 T 3
/ /\atg||8xu||8x¢|da:dt < 10l (/ /|amu]2da:dt) (/ /|8xq§|2dmdt>
0 R 0 R 0 R

IN

T 3
10¢9 |00 (/ (1+g9) \@uﬁdwdt) |0, 0|2
0

1069150 | O l2[[ul| v
KUl

IA A

T
/ / (1+ )10 (ku — v) ||0gldedt
0 R

IA

T T
/ /(1+g)k\8zu]|82¢|dxdt+/ /(1+g)\8mv||8x¢|da:dt

< B0 +]gle) (/ / 1+ 9) [0 u|2dxdt) (/OT/mengdxdt)%
+ (14 |g]oo) (/0 /R|8mv|2dxdt> (/0 /R|3m¢|2dxdt)é

k(14 1gloo)? [0u@lall[ulllv + (1 4 [gloo) [0ufl2[v]lv
K [|U]lg

/OT/Rk|ku—UH¢|dxdt < kQ/OT/R\qudedt +1k/OT/R\vH¢|d:cdt |
< ([ o) ([ o)
h </OT/R|U|2dg;dzs>é (/OT/RWWW);

3
k2|9lall[ulllv + Klolal[v]lv
K (|Ullg

[

IAIA

VARVAN

T
/0 / (011808] + (1 + g) |0l 8] + £|0u010st0] + o[t ])dxdt

[wl210etbla + (1 + 19l.0)? [/ + 90stulal Dbl + £[0uv]2|0s0 2 + Klv]al]:

02 [lvlly + (14 19leo)? [Oxt0la]l|ulllv + |0z lol[v]lv + El¢l2 [[0]ly
K (U]l

IN N IA
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En sommant les six inégalités ci-dessus établies, on obtient
B(U.0)] < K |[Ully.¥U € H

pour tout @ fixé dans V donc B (., ) est continue sur H.

Montrons maintenant que L est continue sur V. Dans les calculs qui suivent, on désignera par
C' une constante positive qui ne dépend que de g, ug, u1 et k. Soit & = (¢,9) € V,

1L (®)] S/R[(lJrg(Oyfv))laxuO(x)|I3x¢(0,5€)|+kluo($)|\¢(0,$)|+\ul (@) |4 (0, 2) [] de

Sachant que ¢ (0,z) € L (R) et uy € H' (R), il s’ensuit que

/R (149 (0.2)) [Dotts () |9 0, 2) |de
= [ T 9(0.0)]00u0 () VI T 9(0,2)[0:0 (0, 2) |da

< (14 19(0)]w)* [Osuols ( [ 50010600 Wm)
< C|P|v

\/E</R|u0 (z) |2dac)% </Rk\¢(0,a:) |2czgc)é

< C|olv

/R Kluo (2) |6 (0, ) |de

IN

/R juy (@) [[6(0,2) [dz < Juus|oled (0) |
< C ’(I)|V

Par sommation des 3 inégalités obtenues ci-dessus, il vient :

IL(®)| < C|P|v,
L est donc continue sur V.
4.2.3 - Coercivité de B

Montrons que B est coercive sur I'espace V. = (D ([0, T[xR))*. Pour (U,®) € Hx V, on
définit:

By (U, ®) = — /O ' /R (1 + 9) Byud2 + kudyd + (9rg) (9o11) (Da) + vy dardt (4.13)
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Démontrons alors que, pour tout (U, ®) € V x V, on a:

Bi(U.9) = ~Bi@U)= [ [ (0) 00 0:0) dua (4.14)
+ /R [(1+¢(0,2))0,u(0,2) 0,0 (0,2) + ku(0,2) ¢ (0,2) + v (0,z) ¥ (0, )] dz

Partant de (4.13), on intégre par parties chacun des termes:

—/OT/R(l—l—g Ol ddudt — _/R(/OT< )aua2¢dt)

_ /Ra +9(0,2)) 8yu (0, 2) 8y (0, ) dz

+/UT/R(1+9) 8t2xu8x¢dxdt+/0T/R(8tg) (Opu1) (0,0) dzdt
/OT/R—k;uatqﬁdxdt _ /R(/OT—ku@@dt> .

T
= /Rk;u (0,z) ¢ (0,2) da:—i—/o /Rk:@tuqzﬁdxdt

/O ' /R —vdpbdadt — /R 0 (0,2) 0 (0, ) da + /0 ' /R Syviduds

= / ' / (1+ g) 02 ud,pdwdt + / : / (0,9) (0,u) (0,0) dxdt
/ / koyupdrdt + / / oipdxdt — / / (0rg) () (Ox¢) dadt

/R(l—i—g(o )) 011 (0, 2) Dy (0, :c)da:—i—/ku(o )6 (0,) dz
—l—/RU(O,I)@/)(O,a:)dx

D’ou :

On obtient bien (4.14).
En particulier, pour U =® € V,on a:

T
B (#,8) = —B, (®,d) / / (019) |0, 2dudt
0

+/R [(1+9(0,2))[0:0(0,2) | + Kl$ (0, 2) |* + [ (0, 2) |*] dz
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D’ou :
B (0,8) = —- / / (Oug) 0,0 drdt
w3 [ 10+ 90.0)10:00.0) P+ Ko 0,0) P+ |6 (0,2) ] da

= %/R[O +g(0,2))]0:0 (0,2) > + k|¢ (0, ) [> + [ (0, ) |*]dx (4.15)

car 0;g < 0 p.p. Posons alors: By (U, ®) = B(U,®) — B, (U,®), (U,®) c HxV
Pour ® € V, on a

Ba@.®) = [ [ [k01+0)10:0F = (1+9) 00)(0.0) + 1o = ko) duc

+ /0 /R (14 9) (0:6) () + el + k| P)dadt

= k/oT/R (1 + 9) [0:0]* + k|9]?] dxdt—k:/OT/Rqﬁwdxdt
+s/OT/RWmlzdxdtJrk/OT/R|¢|2d:cdt

Or gb¢< (gb —l—w) ou encore —@i) > —% (¢2+¢2) , d’ot:
T k T
2 _k 2 2
Ba@.0) = k[ [ (g oePana—5 [ [ (108 + o) da

T T T
k:2/ /|¢|2dxdt+8/ /|8x1/1|2dxdt+k/ /|1/J|2dxdt
o Jr o Jr o Jr

T T
@) = k[ [aropopdas (2-3) [ [P
0 R 2 0 R
T l{? T
+g/ /|&Ew|2da:dt+—/ /]w|2dxdt
0 R 2 0 R
E (T 1\ (7
—/ /(1+9)‘3x¢|2d1’dt+ (k——)/ /k]q§|2da:dt
2 0 R 2 0 R
T k? T
—l—s/ /|3x¢|2dxdt—|——/ /]¢|2dxdt (4.16)
0 R 2 0 R

Par conséquent, en choisissant k£ > 1, on obtient

B(®,®) = B (®,®)+ B, ()

/ / +9) |0:0)*dwdt + - / /k\¢| dxdt
~|—e/0 /R|(‘9x¢|2d:vdt+§/o /R|¢|2dxdt

/R((l +9(0,2))10:6 (0, 2) * + kl¢ (0,2) |* + ¢ (0) [3)dr

v

_|_

N | —
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Posons a = min (5; g; 1). On obtient alors :
B(®,®) > a|®f, VeV (4.17)

d’ou la coercivité de B sur V.

4.2.4 Conclusion

Les hypothéses du théoreme 2 étant vérifiées, il existe donc une solution U= (u,v) dans H de
I’équation variationnelle

B(U,®) = L(®), V& e V. (4.18)

4.3 Retour au probléme (4.7)
4.3.1 Les équations

Soit U = (,7) € H solution de (4.18).0n applique (4.18) avec ® = (¢,0), ¢ € D (]0, T[xR),
on obtient alors:
T
[ [0+ 0 @mato koo~ 09 @) (0.6)) dea
0 R

+/0 /R((Hg)az(ka—a)(ax¢>+k(ka—5)¢)dmt:o

On a successivement:

/0 /R— (1+9) (0.u) (O7.¢0)dxdt = (= (1+ g)dut, 07,0) ),

I L —kudpdrdt = (—ki, 0,8) popp = (kO &) ppy

/O / — (849) (8,7) Dy bt = (—(Brg) (9T) , 0 prp = (s [(919) (D], B)

/ / 1+ 9) (B (KT =) (0u) dadt = ((1+g) Dy (KTl = D), 000 1
= _<a$ [(14‘9)81 (ka_ﬂ)]7¢>D’D

Ainsi

< =0, [(8:9) (0,0)] — 0, [(1 + g) (OL7)] + koyu
+0, [(019) (O11)] — 0:[(1 4 g) O (ku — V)] + k (ku —v) , ¢ >pp=10
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ou encore :
(=0, [(1+ g) 0, (04t + ki — 0)] + Kk (0 + ki — D), ) pyy = 0, Vo € D(]0, T[xR).
On en déduit que:
—0, [(1 4 ¢) 0, (04 + kT — 0)] + k (9 + ki — ¥) = 0 dans D' (J0, T[xR). (4.19)

A présent pour ® = (0,v), ¢ € D(]0,T[xR), (4.18) s’écrit:

T
| [ 500+ 0+ 9) 0u7) 0u) + 2 (0.7) (0u0) + k) e = 0
o Jr
ce qui se traduit dans la dualité D'D par

(00 — 0, [(1+ g) (O,1)] — €020+ kv, ), , =0, Vip € D(]0,T X R)
D’ou :
00 — 0, [(1 + g) (0,0)] — 0?0+ kv =0, dans D' (]0, T[xR) (4.20)

On reconsideére (4.19) que l'on réécrit de la maniére suivante:

—0: 01 [(1 + 9) (0:1)] = (0i9) (O2u)] = 0x [(1 + g) Ou (Kt — V)] + kOyu + k (ki — v) = 0

ou encore

Oh (=0, [(1+ 9) (8,)] + kil = 0, [(1 + g) D (il — )] + k (it — 0) + O, [(Dhg) (0]

Comme u € L*(0,T; H' (R)) et g € Wb (0,T; L> (R)) alors (d;9) (0,u) € L*(0,T; L* (R))
et par suite 9, [(0,9) (0,u)] € L*(0,T; H~* (R)).

Par ailleurs ku — v € L*(0,T; H' (R)) donc (1+g)d, (ku—7v) € L*(0,T;L*(R)) et par
suite 9,[(1+ ¢) 0, (ku — )] € L*(0,T; H ' (R)), de sorte que 9; [0, [(1+ g) (0,u)] + ku] €
L*(0,T; H* (R)).

Comme de plus —0,[(1 + g) (0,u)]+ku € L? (0,T; H~* (R)), il s’ensuit que —,[(1 + g) (9,u)]+
kue H' (0,T; H ' (R)). D’apres le lemme 1, on conclut que u € H* (0,T; H (R)).

On en déduit que du € L?(0,T; H' (R)) et par suite que d;u + ku —v € L?(0,T; H' (R)).
L'opérateur —0, [(1+ g)d,] + kI étant aussi un isomorphisme de L?(0,7; H' (R)) dans
L?(0,T; H ' (R)), de (4.19) on conclut que :

du+ku—v=0 dans L*(0,T;H" (R)) (4.21)
Considérons a présent (4.20) qui s’écrit sous la forme

07 = 9, [(1+ g) (9u70)] + €020 — kv
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On a 9,[(1+g)d.u] € L*(0,T;H*(R)) et 0% € L*(0,T; H '(R)), par suite 0,0 €
[2(0,T: H (R)).
Ainsi 8, (%,7) € L2 (0, T: H'(R)) x L2 (0, T: H-1 (R)).

4.3.2 Les conditions initiales

On s’intéresse a présent aux traces w(0,.) et v (0,.) pour montrer, dans un premier temps,
qu’elles sont bien définies dans H' (R) et L? (R) respectivement.

Tenant compte du fait que v € L? (0, T; H* (R)) et 9,0 € L* (0, T; H~' (R)), on peut appliquer la
proposition 2.2.9 pour déduire que 'espace W = {v € L? (0,T; H' (R));0,v € L*(0,T; H ' (R))}
s’injecte contintiment dans C ([0,7]; L? (R)). Donc v (0) est bien défini et v (0) € L? (R).

Concernant u, u € H' (0,T; H' (R)); on peut donc appliquer la proposition 2.2.7 qui donne que
H'(0,T; H' (R)) — C([0,T]; H* (R)) donc @ (0) est bien défini et w(0) € H' (R).

Il s’agit maintenant de prouver que :
w(0,2) =ug(z) et v(0,2) =uy(x) p.p. dans R (4.22)
Pour cela, on considére (4.19) que 'on rappelle ci-dessous

—0, [(1+ ) 0y (B + kil — )] + k (04t + ki — 7)) = 0 dans D' (J0, T[xR).

Posons F' = (14+¢)0, (Qu+ku—v) et G=0u+ku—7v. F € L*(0,T;L*(R)) et 0,F €
L*(0,T; H ' (R)).

On multiplie & présent (4.19) par une fonction ¢ € D ([0,7[xR) dans la dualité V'V, (noté
(,))ou V=L2(0,T; H (R)).

On a donc
(=0, F + kG, ¢)yn, =0
Or
(—0uF 4+ kG, @)y = (F,0:0) 12 + k (G, ¢) 12 -
Comme

/0 ) /R (1+g) 0, (0,0) Oy bdadt = /R ( /0 " @0 (1 + g)@xgzﬁ)dt) i

.y

R
T
0

+9(0)) 821 (0) 9,0 (0) dax

1
/R [(0,0) (1 + g) 02,0 + (0:1) (Drg) (000)] ddt

et

@ion = | ' [ oibaza

_ _Aa(0)¢(0)dx—/oT4aat¢dxdt
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On obtient alors I’égalité suivante pour tout ¢ € D ([0, T[xR):

/(1+g()) 7(0) 9,6 (0 dm—// [(0,) (1 + 9) 626 + (0,7) (Dug) (0,6)] dvdt

/ / 1+g9)0, (ku— ) axgbdwdt—/ku dx—/ /k:u@taﬁdxdt
+/0T/Rk(kﬂ—5)¢dxdt:0

On consideére & présent 'identité (4.20)
00 — 0, [(1+ g) (9,u)] — €020 + kv = 0, dans D’ (]0, T[xR)

dans laquelle v € V et 9;v € V', puis le produit de (4.20) par une fonction i) € D ([0, T[xR)
dans la dualité V'V. Alors:

(05 — 0, [(1+ g) (0,0)] — 2020 + kv, ¢b) 0, = O

La proposition 2.2.9 nous permet de poursuivre les calculs

<3t57¢>v/v = (5(T)7¢(T))L - ) <3t1/’ ~>v'v

= / dx—/ /v@twdxdt

(=10: (1 +9) (Be)], )yy = (14 9) (050), 0u)) 2 = /0 /R(l +9) (0xu)Oppdudt

T
<—60§5,@Z)>V,V = €(0,0,0,%);2 :5/ /&Cﬂ@l@bdwdt
0o Jr

— /R v (0) ¢ (0) dx — /0 ' /R GO dadt + /0 ' /R (1+ g) (3,0)0,0dadt

T T
+e / / 0,00, dxdt + / / kowdadt =0, Yap € D ([0, T[xR).
0 R 0 R

Par sommation des égalités ci-dessus établies, on obtient : V (¢, 1) € V = (D ([0, T[xR))?,

On a donc:

B ((u,0),(¢,9)) = /R[(l +9(0)) %,:u (0) 8, (0) + ki (0) ¢ (0) + v (0) ¢ (0)]dz
Or, d’aprés (4.18), on a:

B((u,0),(¢,¢)) = L),

par conséquent
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L(¢,¢) = /R[(l +9(0)) 0:1 (0) 0:6 (0) + ku (0) ¢ (0) + v (0) ¥ (0)lde, ¥ (4, ¢)) € V.

On en déduit que: VY (¢,9) € V

/R [(1+9(0)) (821 (0) = Bau0) 02 (0) + k(w (0) — o) (0) + (v (0) — ur)y (0)] dx = 0.

On prend tour a tour ¢ = 0 puis ¢ = 0 dans 1’égalité précédente pour obtenir

/R[(l +9(0)) (821 (0) — D2u0) 826 (0) + k(1 (0) — uo) (0)]dz = 0, V¢ € D ([0, T[xR)

/R(G(O) —u1)® (0)dx =0, Vo € D ([0,T[xR)

En prenant a présent ¢ = ¢, ® ¢, avee ¢, € D ([0,T]), ¢, € D (R) et 6,(0) £0 (6 = 6, ® 6,
étant définie par ¢ (t,z) = ¢4 (t) ¢, (z) ), on obtient:

/]R (14 9(0)) (021 (0) = zu0)0xpy + k(1 (0) — uo)¢y]dx = 0, V¢, € D (R)

puis par densité pour tout ¢, € H' (R). Cette derniére égalité s’écrit sous la forme:

bo (@ (0) , ¢1) = bo (uo, é1) , Vo, € H' (R)

ou by est la forme bilinéaire définie sur H! (R) x H' (R) par:

bo (u,v) = /R [(1+ ¢(0)) dpudyv + kuv] dx

Comme by est continue et coercive sur H! (R) x H! (R), ’équation précédente admet une unique
solution dans H' (R), d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, d’ou on conclut que @ (0) = uy dans
H'(R).

De méme, en considérant 1) = 1, ® 1, avec ¥, € D ([0,T[), ¥, € D (R) et 1, (0) # 0, on
obtient:

/}R (7(0) — w)wnde = 0,4, € D (R)

d’ot ¥ (0) — uy = 0 ou encore v (0) = u; dans L? (R) .

k

En conclusion, (u,?) est une solution du probléme (4.7) et « = €% est une solution de (4.1)

satisfaisant les propriétés de la proposition 2.
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4.4 Unicité de la solution

On commence par établir 'estimation d’énergie (4.2).
Pour cela, on mutiplie 'équation (4.1) par d;u dans la dualit¢ H~' (R), H!(R) (on notera (., .)
cette dualité) :

(07w, Opu) + (0, [(1 + g) Opu] , Ou) + (—£02 [Oyu] , Opu) = 0

D’aprés la proposition 2.2.9, on a successivement:

(Ofu, )y = 2dt’8tu’2
(=0, [(1+9) 0vu], 0w} = (1 + 9) Foi, By (D)) 2

_ %/R(Hg) 0 [(0,0)?) du

1

=3 / (0 [(1+ 9) (B,0)%] — (Dug) (Ds0)?)

_ th]\/l—i— () | /(@tg) (0,)? d
<—58§ [6’tu],8tu> = ¢(0; (Oyu), 0, (8tu))L2—€| Ik
Finalement on obtient:

1d
310+ 3 EVIT 90 =5 [ (09) 0.0 do +el0hul} =0

ou encore:

\0tu|2 + [/1+ g (Opu) |3] + 22|02 ul3 = / (8hg) (9pu)? dx (4.23)
R

Posons E?(t) = \atu ()13 + |v/T+ gou(t) 3.
Comme 0yg < 0 p.p. dans (0,7) x R alors de (4.23) on déduit que

d
o {EQ —1—25/ 07, |2ds] <0.

Il en résulte l'estimation d’énergie (4.2)
+25/| s)|5ds < Ej , vt € [0,T]

Montrons & présent le résultat d’unicité.
Soient w; et vy deux solutions de (4.1) possédant la régularité donnée dans la proposition 2.
Comme le probléme est linéaire alors on a:

07 (01 = v2) = 0 [(1 4 9) 0y (v1 — )] — €05 [0; (v1 — v2)] = 0
(v1 —wv2) (0,2) =0, (O (v1_v2)) (0,2) =0
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On en déduit qu'il est suffisant de montrer que si ug = 0 et u; = 0 dans (4.1) alors u = 0.
Pour cela, on utilise I'inégalité (4.2)

t
O (8) [5 + [V/1 + g0su (1) | + 25/ |05z (5) [2ds < Jualy + |\/1+ gugl*, ¥t € [0, 7]
0

Si ug =0 et uy =0 alors:

t
10 (1) I+ |/ + g0 (t) |2 +25/ 1020 (s) [2ds < 0, Vi € [0, ]
0

En conséquence, il vient : du(t) = 0 et dyu(t) = 0, V& € [0,T], p.p. = € R; u est donc
constante sur [0,7] x R. Comme u(0,2) =0 alors u=0 sur [0,7] x R.

Ce qui conclut la preuve de la proposition 2.
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Chapitre 5

Le Probléme couplé
avec une viscosité artificielle

Dans cette partie, on considére une approximation du probléme (1.1) construite en introduis-

ant, dans ’edp des ondes, le terme de viscosité artificielle —¢d? [9yu] ou € > 0. Un théoréme
d’existence et d’unicité d’une solution faible du probléme approché est énoncé dans la section
5.1.
La preuve de ce théoréme est basée sur un schéma itératif décrit dans la section 5.2. Dans
la section suivante, on prouve, en utilisant les résultats des chapitres 3 et 4, la convergence
du schéma itératif vers une limite (f¢,u®), pour tout ¢ > 0 fixé. Dans la derniére section, on
vérifie que (f¢, u®) est bien une solution faible du probléme approché, on établit des estimations
uniformes ( indépendantes de ¢ ) sur la solution et on termine avec un résultat d’unicité.

5.1 Le probléme approché

On définit un probléme approché de (1.1) comme suit:

Of — 0% f = —0.u dans (0,7) x R
f(0,2) = fo(x) dans R
O2u — 0,[(1 + f)Opu] — €d?[0u) =0 dans (0,T) x R
u(0,z) = ug(x), Ou(0,x) = uy(z) dans R

ol € >0 estfixé. On a alors:

Théoréme 3 Sous les hypothéses du théoréme 1 (voir page 4), il existe T > 0 indépendant de

e et vérifiant \ )
Fo—C\T1Ey >0, Fy —CT1Ey >0 (5.2)

(ot Ey = (w3 + |m%|g)% et C1, Cy sont les constantes positives données dans la pro-
position 1 du chapitre 8 ) tel que, pour tout ¢ > 0, le probléme (5.1) admette une unique
solution faible (f%,u®) définie sur lintervalle de temps [0,T]. Cette solution satisfait

ut € C([0,T); H'(R))nC*([0,T]; L*(R)) N H'(0, T; H'(R))

fe e wWhe((0,T) x R) (5.3)

f© > 0,0 f <0, pp.dans(0,7)xR

De plus, on a les bornes uniformes indépendantes de € suivantes:

[/ loe < [foloo + Fo, 102" | < [foloo + For 10070 < | il + Fo (5.4)
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|I? (ol + E3T) exp T (5.5)

E2, vt e [0,T] (5.6)

lu

<
[0 ()5 + 100" ()5 <

La démonstration sera faite en plusieurs étapes. On prouve d’abord ’existence d’une solution
en utilisant le schéma itératif suivant.

5.2 Le schéma itératif

On pose u° = 0 et f° = 0. En supposant u” et f connus & l'itération n, n € N, on définit
f*! comme étant la solution de I’équation linéaire du type de la chaleur

Ouf™ = 0" = —0,u"  dans (0,T) xR, f*(0,2) = fo(z) dansR  (5.7)

+1

puis on définit «"" comme la solution de ’équation des ondes

{ OPumtt — 0, (1 + fr) 0,um ™) — ed? [0 =0  dans (0,7) xR 58)

w0, 2) = up (x), ut(0,2) = uy (x) dans R
Ce découplage du probléme (5.1) permet d’obtenir & chaque itération deux problémes linéaires

qui ont été étudiés dans les chapitres précédents. Les résultats qui suivent donnent des estim-
ations uniformes de la suite des solutions (f™,u"),,.

Proposition 3 Sous les hypothéses du théoréme 1, soit T > 0 défini par (5.2). Alors la suite
des solutions (f™,u"), est bien définie sur [0,T] et on a pour tout n,

fre Wt ((0,7) x R),uv" € C([0,T]; H*(R)) N C*([0,T]; L*(R)) N H*(0, T; H'(R))

fa(t,x) >0, Oy f" (t,x) <0 p.p. dans (0,7) x R pour tout n

et les bornes uniformes suivantes indépendantes de n et de €, sont réalisées:

/"o < Loloo + Fos 020 < [ fo|  + Fo 10/ o < If1loo + Fo (5.9)
2
lu"|* < (Juol5 + EST) exp T, [dpu(1)]; + \w + )0t
t
+2¢ / |8t2xu"(s)‘2ds < Ej, Vte|0,T] (5.10)
0

Preuve:
La preuve de la proposition 3 est réalisée par récurrence sur n.
1- Pour n=0on a (u’, f°) = (0,0) satisfait les résultats de la proposition 3.

2- Supposons, a présent, que les résultats de la proposition 3 sont vérifiés par (f™, u"). Alors u”
satisfait les hypothéses de la proposition 1 (voir page 12), on peut donc appliquer la proposition
1 a I’équation (5.7) pour déduire que f"*' est bien définie, que f"*1 € WH=((0,T) x R) et
qu’elle vérifie les estimations (3.2) a (3.6) de la proposition 1. Ainsi
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Yt 2) > Fy — Oy || 0pu”|

et
O f Ut 1) < —Fy + CoT1 ||9,u”|

p.p. dans (0,7) x R. Or (5.10) (a Pordre n) implique que ||0,u"|| < Ep, d’ou
FY(t, ) > Fy — CyT3Ey p.p. dans (0,T) x R
Par ailleurs, d’aprés (5.2), T' vérifie Fy — C’lT%EO >0 donc

f"(t,x) >0 p.p. dans (0,7) x R
De la méme maniére, on établit :
Buf "t (t,x) < —Fy + CyT1 By et 0,f"™(t, ) <0 p.p. dans (0,T) x R

Toujours d’apres la proposition 1 et (5.2), on a successivement :

1" < [foloo + C\Ti 100 || < | foloo + ClT%EO < foloo + Fo

1 1
10" Moo < | foloo + CoT3 |0pu"]] < | filoo + CoT5 Ey < | filoo + Fo
‘atfn+1|oo < |file + CzT% [0cu™]] < [fi]oo + CZT%EO < | filoo + Fo

Donc f"*! vérifie (5.9).

Montrons maintenant que u™*! vérifie les résultats de la proposition 3. Sachant que f"*!
satisfait les hypotheéses de la proposition 2 (voir page 18), on conclut que le probléme (5.8)

n+1

admet une solution unique u"** vérifiant:

e ([0, T); H'(R)) nCY([0,T); L*(R)) N H'(0, T; H*(R)); 02u™ € L*(0,T; H *(R))

et
E2 —I—ZE/\ u"t(s)|3ds < EZ  pour tout t € [0,

ot B2, (t) = |0u" ()3 + |\/1+ frT10,u™T1(t)]3, ce qui donne la 2/™¢ inégalité de (5.10).

Il reste & montrer que la 1°7 inégalité de (5.10) est vérifice par 1. On utilise le fait que
t

(u" T (t,2))* = (u"(0,2))* + 2/ u" (s, 2) 0" (s, 2)ds

0

t
/|u”+1(t,x)\2d:c:/ |u0(x)]2da:+2/ /u"“(s,x)&tu”“(s,a:)da:ds
R R 0 R

d’ou :
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or  2u"M(s,x)0u" (s, z) < (u(s, 1)) + (Ot (s, x))?, dou
¢ t
/|u"+1(t,x)|2dx§/|uo(a7)|2dx+/ /|u"+1(s,x)|2dxds+/ /|8tu”+1(s,x)|2da7ds
R R 0 Jr o Jr
ou encore t
OB < fuolf+ [t )ds + B3t (5.1)
0

obtenue en utilisant (5.10). En posant n(t) = [u™**(¢)|3, (5.11) implique

t
o) < Juols + TE; + [ n(s)ds. t€ 0.7
0

qui S'6crit aussi n(t) < K+ [, n(s)ds Vt € [0,T] avec K = |ug|3+TEZ. En utilisant 'inégalité
de Gronwall, on obtient 7(t) < K exp( fot ds) < KexpT ou encore

|u”+1(t)|§ < (|u0|§ +TE§) expT, Vt € [0,T]

d’ou
[u" Y| < (uol? + TEZ) exp T,

ce qui achéve la preuve de la proposition 3.
5.3 Convergence du schéma itératif

On introduit I’espace de Banach £ défini par:
E=C(0,T); HY(R)) N CY([0,T]; L3(R)) N H*(0,T; H*(R)), muni de la norme
2 2 2 2 r
o =l + ol + ol + [ 02l

Nous allons montrer que (f"), et(u™), sont des suites de Cauchy dans WH>((0,T) x R) et £
respectivement. Dans ce but, on pose

¢" = " — f" et 0" = u"t — u" pour tout n € N.
Alors pour tout n, g™ vérifie I’équation du type de la chaleur
og" — 929" = —0,v™ dans (0,T) xR, ¢g"(0,7) =0 dans R (5.12)
et v" ’équation des ondes avec second membre

P — 0, [(1 + frH)0,0"] — e0?[0p0™] = Dp[g"0pu™] dans (0,T) x R

v"(0,2) =0, 0" (0,2) =0 dans R (5-13)

Tenant compte du fait que d;v™ € L? (0, T; H' (R)) et que tous les autres termes de 1’edp sont
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dans L?(0,T; H ' (R)), on peut multiplier (5.13) par d;v" dans la dualit¢ H ' (R), H' (R)
notée (., .)

< 02", 0" > — < Ou[(1 4 fMH00"], 0™ > — < €02[0"], O™ >=< 0,[g"Ou"], O™ >

Comme, d’aprés la proposition 2.2.9, on a < 9fv"(t), dv"(t) >= 1 4|9,0™ () |2 alors:
(=0 (L4 £7) 00", 00" ) = (L4 F"7) 0a0™, 0v") o
1

— 5/}R(ljtf’“rl) 0y (0,0™)* dx:

o |,/1+fn+1a U"|2dx——/8f”+1 81}

th

D’un autre coté, on a
(—£d2 (00", 00" ) = (€0, [O0"], O, (00™)) 2 = e|02 0" |3

et
(0 [gn (0u)],00") = = (g7 (02"}, By (D0")) oy = — Agn(@ﬁ)a;vndx

On obtient finalement:

|8tv 5+IV1+ frtto ™ (t)]3]+el 020" ( /8f”+1|8 V" ?dr— /g”(@xu”)ﬁfxv"dm
R

Comme 0, f"** <0 p.p. dans (0,7) x R, alors:

|8t |2 + |1+ frtioo" —I— 26|82$v”(t)|§ < — / 29"(8xu”)8t2$v”dx.
R

2dt

On applique & présent I'inégalité de Young avec ¢ aux fonctions | — 29™(9,u™)| et |02,0™| et on

obtient 1
IMW@MWW%WWSEMW@MW2+Q%W”Q

D’ou:

latv W5+ [V 1+ frrto™(t)|3) + | 02.0™( /|g (Opu™)|)?dx

puis, tenant compte du fait que v™(0) = d;v™(0) = 0,

o O + VT P00+ [ s < & [ lgraar o)ds

Par ailleurs, en utilisant (5.10):

197 (5)0uu" ()I3 < 19" (5)[3100u™ ()3 < 19" (5)]5 Eo
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On obtient ainsi:

0" (B2 + /T F frion(t |2+5/|32 "(s)2ds < E2/|” (s).ds

Considérons I'équation (5.12) dont la solution (voir chapitre 3) est donnée par:

— /0 H(t—s,.)* 00" (s,.) (z) ds.

On procéde alors comme dans le chapitre 3 pour obtenir le méme type d’estimations. On
montre que

1
t 2
lg"(t, x)| < CsTi (/ ]&Cv”l(s)@ds) p.p. dans (0,7) x R
0

ou (5 = e D’ou finalement
)4
1 ¢ %
19" ()]0 < C3T% (/ |8$v”_1(s)|§ds> , Vtel[0,T],Vn € N*. (5.14)
0
Tenant compte du fait que "' > 0, en utilisant (5.14), on obtient:
t 1 t s
o0 O + 100708+ = [ 02 (s)ds < 188 [ (e} [ o (n)Bards
0 € 0 0
| ' n—1 2 '
< —E;C3T2 | |00 (s)|3ds [ ds
€ 0 0
1 t
< EciT / 10,07 (5) s (5.15)
0
pour tout n € N*/ ¢t € [0,T]. En particulier:
(2 < C2T: .
|0, 0™ (t)]5 < E§ |0 s)|2 Vvt e[0,T] Vn e N* (5.16)

Posons V() = |0,0™(t)]2 et C. = & rt 2 (5.16) devient:

t
V() < O / Vn1(s)ds, Vit € [0,T],¥n € N*

0

On a ainsi successivement:
V(s

[ v
[vie)
)

Vi)

IN

C. ds, t € [0,T]
Vit) <

C. ds
Vi) < C*t | VOs)ds
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On vérifie alors, par récurrence sur n, que:

n—1

t
Vne N, V() < Cn / VO(s)ds, Vt € [0, T]. (5.17)
(n—=1)!Jo

Par ailleurs:
VO (s) = |0, (u' —u)(s)[3 = |Ou' (s)|5 < EE,

d’apres (5.10). D'ou [; VO(s)ds < TE} et

Vi) <O (g, t€[0,T]

(n—1)

et finalement
(CeT)n1

m, Vn € N*.

Haxu"“ — 0xu"H2 < C.TE}

On pose w,, = d,u™, K = C.TE? et a= C.T. Alors I'inégalité précédente s'écrit

N

b =l < VR (55

ce qui implique que (w,) est une suite de Cauchy dans C([0,T]; L*(R)). En effet, pour (p,q) €
(N*)2, p > ¢, on a:

pr - qu < quﬂ - qu + qu+2 - wq+1H +ot pr - wple

() ) o))

< \/E(Sp B Sq)

IN

k=n k—1 5

a

oun S, = E (W) ,Vn € N* est le terme général de la suite des sommes partielles
k=1 ’

n—1

a 3
)'> . (Sp)n est donc une suite de Cauchy et par

associées a la série convergente E <(—1
n—1)!

n>1
suite (wy,), lest aussi.

De (5.15), on déduit que:

C2T
£

< O.T |0 Y*, vt € [0,T],¥n € N*

0" ()], <

t
Eg/ ]axv"—l(s)@ds, vt € [0,T], Vn € N*
0

d’ou
2

[0t — g ||* < C.T || ™ — 8pu” ||, Vi € N*
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Comme la suite (9,u"), est une suite de Cauchy dans C([0,T]; L>(R)) alors on déduit que
(Ou™) est une suite de Cauchy dans C'([0,T]; L*(R)).
De (5.15), on déduit aussi que: Vt € [0,7], Vn € N*

C2T3
62

C.T
g

t t
/ .0 (s)ds < E? / 0,071 (s)2ds ¥t € [0,T],¥n € N*
0 0

<

0.0 — o,

En particulier:
C.T
€

T
/ |02 0™ (s)|5ds < |0pu” — (‘Lu”_lH?, Vn € N
0

de sorte que la suite (9%,u™),, est de Cauchy dans L?((0,7) xR)). En utilisant la méme démarche

que pour montrer (5.10), on établit I'inégalité

[v"]]> < Texp T ||00" || ,¥n € N* (5.18)

c’est-a-dire
|utt — u”H2 <TexpT ||ou™" — ﬁtu”HQ , Vn € N*,

On peut alors conclure que (u"), est une suite de Cauchy dans £.

On s’intéresse maintenant a la suite (f"),. Il vient de (5.14) que

19" (t)|oo < C5TAT2 || 00" ||, ¥n € N*, ¥t € [0, 7]
D’ou:
19" o0 < CsT'1 |00 — Opu™ ||, Vn € N*.

Par ailleurs, v" = u"™ — u" ! vérifie les hypothéses de la proposition 1 (voir page 12), on peut
donc appliquer a g" les résultats (3.5) et (3.6) de cette proposition avec uy = fo = f1 = 0. On
a ainsi:

109" 00 < CoT1 || 00" Y| |0:g" |00 < CoT1 ||00™ 2|, ¥n € N™.

On obtient finalement:

||g”||W1,Oo((O7T)XR) < CgT% H@xv”_lH + C'QTi ||8xv"_1H + CQT% H@tvn_lﬂ ,Vn € N*

ou encore
174 = £l < (GSTR + CTE) [0 — Y| + CoTH [0y — |

d’ott on conclut que (f™), est une de Cauchy dans W1>((0,T) x R.
E et W1°°((0,T) x R) munis de leurs normes respectives étant des espaces de Banach, il s’ensuit
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que les suites de Cauchy (u"), et (f™), convergent fortement respectivement dans £ et dans
W1e((0,T) x R) vers des limites notées u® et f¢, pour tout € > 0 fixé.

On a donc uf € £ et f¢ € WH> ((0,T) x R), pour tout ¢ positif
5.4 Solution du probléme approché
5.4.1 Existence

Soit € > 0 fixé. Nous allons & présent prouver que (f¢, u?) est une solution faible du probléme
(5.1). On revient aux problémes (5.7) et (5.8) ou l'on effectue un passage a la limite lorsque n
tend vers l'infini. Rappelons I’équation (5.7)

O f"t — 92 f = —9,u™ dans (0,7) x R, f""(0,2) = fo(xr) dans R

La convergence forte de (") vers f¢ dans W1*°((0,7) x R ) implique que:
quand n — +oo, Oy f"t — O, f et 0, f"T — 0, f° fortement dans L>°((0,7) x R ). De
plus, comme W1>(0,T; L=(R)) < C([0, T]; L>°(R)) alors, en particulier, on a

lim f"**(0,7) = f°(0,x) p.p. dans R,

n—---+o0o

d’ou
f°(0,2) = fo(z) p.pdansR

De méme u" — u dans & fort implique d,u™ — d,u° dans C([0,T |; L*(R)) fort.

n—+00 n—s-—+00

Par ailleurs, 92 f"™! € D'(]0, T[xR) et la convergence de f™"! dans L>((0,7) x R) entrainant
la convergence dans D'(]0, T[xR), on en déduit que 92 f" 1 — 92 dans D'(]0, T[xR).

n—--+

Ainsi, le passage a la limite dans (5.7) donne:
O f — 02f° = —0,u° dans D'(]0, T[xR) et f°(0,7) = fo(x) p.p. dans R.
On s’intéresse a présent au probléme (5.8) rappelé ci-dessous
OPumtt — 9,[(1 + )0, um ] — ed2[Ou™ ] = 0 dans D'(]0, T[xR)
{ u"H0, z) = ug(z), Ou" (0, z) = uy(x) dans R
La convergence forte de (u"), vers v dans £ implique que

du"tt — 9 dans C ([0,T]; L*(R)) et dans L*((0,T) x R) fort

n—-+o00

OEu" — 92w dans L? ((0,T) x R) fort

n—-+0o00

on en déduit la convergence suivante dans D’ (]0, T'[xR)

00" — 0;[0n]

n—-+oo
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De plus comme (f"), converge vers f¢ fortement dans L> ((0,7") x R), on obtient que

(L4 ") put! o (14 ) 0,u° dans L*((0,T) x R) fort

——400

En effet, on a:

(1 4 fnJrl) axunJrl o (1 + f&) arua — (1 4 fnJrl) (axunJrl _ @xue) + axua (fn+l _ f&)

d’ou:

(L4 £ O™t = (1 f2) Qa® |y < L+ F ool O™ — 0o + |0 o 4 = £

d’ou le résultat. Par conséquent

0 [(1+ " Hou™  —  9,[(1+ f9)0,uf] dans D’ (]0, T[xR)

n—-+o0o

et on a:

O — 0,[(1 + f9)0,uf] — e02[0uf] = 0 dans D'(J0, T[xR)

Par ailleurs, la convergence forte de ™! vers u® dans C* ([0, T]; L? (R)) entraine que

lim v (0,2) = v (0,2) et lim G (0,2) = u® (0,7) p.p. dans R

n—-+o00 n—-+00

d’ou
u®(0,2) = up(x) et Ow(0,x) =wus(x) p.p. dans R

Ainsi, par passage a la limite dans (5.8), on obtient

O2uf — 0.[(1 + f9)0,uf] — ed2[Oyuf] = 0 dans D'(]0, T[xR)
u®(0,x) = up(x), Ous(0,x) = uy(x) p.p. dans R
Montrons maintenant que (f¢,u°) vérifie les assertions (5.3) a (5.6). La convergence forte

de (f™), et de (u"), respectivement dans W1H>((0,7) x R) et dans £ vers f° et u® permet
d’affirmer:

f">0 p.p.dans (0,7) xR, Yn € N implique f¢>0 p.p. dans (0,7) x R
O f" <0 p.p. dans (0,7) x R, ¥n € N implique 0, <0 p.p. dans (0,7) x R.

Par ailleurs, la continuité de la norme |.| permet le passage a la limite, quand n — +o00, dans
(5.9) et on obtient alors les inégalités:

|f€’oo S ‘f0|oo +F07 |8$f€|oo S |f6|oo +F07 ’atf€|oo S |f1|oo +FO
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De méme, aprés passage a la limite dans (5.10), on obtient:
°|I? eXpT(|u0|§+E§T)
E2, vt e [0,T].

Jus|]” <
O ()3 + [ ()3 <
5.4.2 - Unicité
Soit € > 0 fixé. Considérons (f°,u®) et (h®,w®) deux solutions du probléme (5.1) satisfaisant
les propriétés données dans le théoréme 3 et posons ¢° = f© — h® et v° = u® — w®. Il s’ensuit
que ¢° vérifie ’équation du type de la chaleur:

0ig° — 0%¢° = —9,v° dans (0,7) xR
g (0,z) =0 dans R
et v° ’équation des ondes avec second membre

O2v° — O, [(1 + f°) 0,v°] — €02 [0pv°] = O, [¢°0,w®] dans (0,T) x R
v¢ (0,2) =0, O (0,2) =0 dans R

Rappelons qu’alors

g (t,x) :—/Ot (/H{H(t—s,x—y)(?xvg(s,y)dy) ds,

et on a

oo —

t
o (D2, < C2T /0 10,07 (s) [ ds, Vit € [0, 7] (5.19)

que l'on obtient comme dans la preuve de (5.14).

En utilisant la méme démarche que dans la preuve de (5.15), on établit I'inégalité suivante:

t 1 t
00 (O + 1007 O +2 [ 10807 ()3 s < ZEICET [ 1o 5) s vt € 0.7]
0 0

d’otul les deux inégalités suivantes

, _C3T: , [
10,07 (1)5 < 36 Eg/ 10,0 (s) |3ds, ¥Vt € [0, T] (5.20)
0
C2T3 t
o0 (1 < B / 10,0° (s) [2ds, V¢ € [0,T] (5.21)
0

11 s’ensuit, d’apres 'inégalité de Gronwall appliquée a (5.20), que:

|0,0° (t) |3 =0, Vt €[0,7].
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Revenant a (5.21), on déduit que
|0,0° (t) |2 = 0,Vt € [0,T]
ce qui permet de conclure, puisque v (0,z) =0 dans R, que
v® =0 p.p. dans (0,7) x R.
L’inégalité (5.19) permet alors de déduire que
g° =0 p.p. dans (0,7) x R.

La solution du probléme (5.1) est donc unique ; ce qui conclut la preuve du théoréme 3.
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Chapitre 6
Solution du probléme initial

On dispose a présent de tous les outils indispensables pour achever la preuve du théoréme 1.

Dans la premiére section, en exploitant les bornes uniformes sur les solutions approchées (f€, u®)
et des résultats de compacité, on prouve, par passage a la limite lorsque € tend vers 0, I’existence
d’une solution faible du probléme initial. Des résultats de trace ainsi que des propriétés de la
solution sont établis dans les sections suivantes.

Signalons que par abus de terminologie, on appellera "suite" une famille de fonctions indexées
par un parameétre € > 0, destiné & tendre vers 0.

6.1 Convergence des solutions approchées

Soit (f¢,u®) la solution de (5.1) donnée par le théoréme 3 (voir page 35), pour tout £ > 0. On
rappelle que

feoe Whe((0,T) x R) et
v e C([0,T];H (R) nC ([0,T]; L* (R)) n H' (0,T; H' (R))

On considére ’espace de Banach
F =Wt ((0,T) x R) x (L>(0,T; H* (R)) N W (0, T; L*(R)).

Les estimations (5.4) & (5.6) données par le théoréme 3 nous permettent d’établir que:

HngWLOO((O,T)xR) = |f5|oo + |8wf8|oo + |8tf€|oo < |f0|oo + |f(l)|oo + |f1|oo + 3FO
2 2 2 2
19510 0.7 22ynz o 0mmy = MU+ 10| + 11000 |1° < exp T (Juols + TEG) + Eg
En conséquence la suite (f¢, u®). est uniformément bornée dans F. D’apres la proposition 2.3.1,
il existe une sous-suite de (f€)_ (notée encore f) convergeant faiblement * dans W> ((0,T) x R)
vers une limite f.
De la méme maniére, il existe une sous-suite de (u®)_ (notée encore u®) convergeant faiblementx
vers u dans L (0, T; H' (R)) N W (0,T; L* (R)).
On obtient ainsi une suite extraite de (f¢,u®), qui converge faiblement * dans F vers (f,u).
Par ailleurs, (f¢,u°) étant une solution du probléme couplé (5.1), il vérifie:

O f¢ — 02f° = —0,uf dans (0,7) x R
(0, 2) = fo(x) dans R
O2uf — 0,[(1 + f)0,uf] — ed?[Ouf] = 0 dans (0,T) x R
u®(0,2) = up(z), Ou(0,x) = uy(x) dans R

La convergence faible * dans F de ( f¢, u®) vers (f, u) entraine la convergence dans D’ ((0,7") x R)
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de f¢ vers f et de u® vers u. Ainsi, par passage a la limite quand € tend vers 0 dans la premiére
edp de (5.1), on obtient:

Of —02f=—0,u dans D' ((0,T) x R)

Dans la deuxiéme edp de (5.1), le passage a la limite dans le terme non linéaire (1 + f¢) d,u®
est rendu possible grace a l'injection compacte de W ((0,T) x R) dans L2, ((0,T) x R).
A ce titre, comme F° = 1 + f¢ converge fortement vers F' = 1 + f dans L{ ((0,7) x R) et

G° = 0,u° converge faiblement * vers G = d,u dans L> (0,T; L*(R)) alors

loc

F°G* — FG dans D'((0,T) x R).

e—0
En effet, pour tout ¢ € D ((0,7) x R):

/ (F*G¢ — FG) ¢pdadt = / (F° — F) G=¢dxdt + / F(GF — G) ¢dadt
Qr Qr Qr
ou Qr =(0,7) x R. Soit K compact, K C Qr tel que supp ¢ C K, on a

[ - Py Gepdudt] = | / F) G= pdad|

Qr

< S = Fll oo ey (G W poo 015220 191 220,322y

comme || F¥ — F'l| ;o g tend vers 0 quand € tend vers 0 et <||G€||LOO(07T;L2(R))> est bornée alors
lim [ (F*— F)G*¢dudt = 0,%6 € D ((0,T) x R).
=0 Jo,
D’autre part,
lim (G° — G) Fodxdt =0

e—0 Qp
car F¢ € L'(0,T; L* (R)), d’ou la conclusion.
Ainsi (1+ f°) 0pu® = (1 + f)O0,u dans D' ((0,T) x R)

On obtient finalement, aprés passage a la limite:
OPu— 0, [(1+ f)Opu) =0 dans D' ((0,T) x R)
En conséquence, (f,u) vérifie:

{ Of — O2f = —d,u dans D' ((0,T) x R) o)

Pu— 0, [(1+ f)d,u] =0 dans D'((0,T) x R)
6.2 Signes de f et de 0,f

Concernant  f, il reste a prouver que f > 0 et que 0,f < 0 p.p. dans (0,7) x R. La
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convergence forte de (f¢)_ vers f dans Ly ((0,7') x R) entrainant la convergence p.p. dans
(0,T7) x R, il s’ensuit que, par passage a la limite lorsque ¢ — 0, dans l'inégalité f© > 0, on
obtient:

f>0 pp. dans (0,7) xR (6.2)

Nous allons maintenant montrer que d;f < 0 p.p. dans (0,7) x R. Nous savons que (0 f°).
converge faiblement * vers 0, f dans L™ (Qr) ou Qr = (0,7) x R c’est-a-dire

O f°¢ = /Q O fodxdt, Yo € L' (Qp)

Qp

Or 0,f¢ <0 p.p. dans (0,7) x R, Ve > 0 donc pour ¢ > 0, fQT 0 ff¢ <0, Ve > 0.
D’ou, par passage a la limite

/ Oifpdxdt <0, Vo € L' (Qr) avec ¢ > 0 p.p. sur QO
Qr

On pose F' = 9, f et pour tout compact K de Qr, on considére ¢ = F"1g, F'" étant la partie
positive de F' i.e. FT = max (F,0). Alors ¢ € L' (Qr) et donc fQT FFt1gdzdt < 0. Or
fQT FFtlg = [, FF" = [ |F*|>. Ainsi
0> / FF*ededt = / |F* 2,
Qr K

d’ou F* =0 p.p. dans K et comme K est arbitraire, il s’ensuit que F'* =0 p.p. dans Q7 et
par conséquent

Of <0 p.p.dans (0,7) x R. (6.3)

6.3 Les conditions initiales

L’injection continue de W' ((0,T) x R) dans C ([0, T]; L= (R)) permet de déduire que f (0, .)
est bien définie dans L* (R). Montrons a présent que f (0,x) = fo ().
Comme f¢ € WH> ((0,7) x R) alors pour tout ¢ € D ([0, T[xR), on a

/OT/R@tfeqzﬁdxdt — /R<[fe¢]oT—/0Tfeatqbdt> i
_ —/fa(o,x)gb(o,x)dx_/T/f58t¢dxdt

= /fo 60,z dm—/ /faatgbdxdt Vo € D ([0, T[xR)

On a également

/OT/Rathfcdt: —/Rf(O,xM(O,x) dSC—/OT/Rfﬁtgbda:dt, V¢ € D ([0, T[xR)



6 - Solution du probléme initial 50

d’ou

/R(f(o,x)—fo() ¢ (0, ) dx—/ / (O f° — OLf) qﬁdmdt—k/ / f) Orpdzdt.

Comme

O ff — 0Of dans L™ ((0,7) x R) faible x
f& — f dans L™ ((0,7) x R) faible

et D([0,T[xR) C L'((0,T) x R) alors:

liII(l] / / 8t¢da:dt—hm / / (Opf° — Ouf ) pdxdt

Ainsi, par passage a la limite, quand ¢ — 0, dans 1’égalité ci dessus, on obtient:

/fOx Omdx—/fo ¢ (0,z)dz, Yo € D ([0, T[xR)
D’ou f(0,z) = fo (z) dans D’ (R) et comme fy € L™ (R) alors:

f(0,2) = fo(z) dans L*(R) (6.4)
Concernant la trace de u a ¢ = 0, I'injection continue de W (0, T; L* (R)) dans C ([0, T ; L* (R))

permet d’affirmer que u (0,.) est bien définie dans L? (R). Pour prouver que u (0, ) = ug (z)
dans L? (R), on procéde comme précédemment pour obtenir

u (0, ) = ug (v) dans L*(R).

On considére, a présent, la deuxiéme équation de (5.1):

O2uf — 0, [(1+ f°) 0] — 0% [0u] = 0 dans (0,T) x R

ou u® e€C([0,T]; H' (R))NC([0,T]; L*(R)) N H' (0, T; H' (R)) et fc € WhH>((0,T) x R).
On déduit que

0, [05,u°] et 0, [(1+ f°) O,u] sont dans L* (0,T; H " (R)) et donc d;fu® € L* (0,T; H ' (R)) .

On peut alors multiplier 1'équation par ¢ € D ([0, T[xR) dans la dualite L*(0,T; H* (R)),
L?(0,T; H' (R)) pour obtenir pour tout € > 0

T T
/0 (O 6), L dt = /0 (00 (D) 6) g1y
T
= — /0 <8t(b, 8tu€>H,1H1 dt — (3tu€ (0) 3 ¢ (0))L2(R)

T
= —/ /@usatgbdazdt — / w16 (0) dz, Vo € D ([0,T[xR),
o JR R
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on a également:
T
| 010+ 19000 = 02 0 0,1
0

T
= / /((1 + f) 0,u" 0, + 07 ut O, ¢)dadt, Vo € D ([0, T[xR)
0 R

_/OT/RatuE@tqﬁdxdt—Auld)(O) d“/oT/R(HfS) 0" D, bt

T
+g/ /afmus Lddrdt =0, Vo € D ([0, T[xR)
0 R

d’ou:

On procéde maintenant au passage a la limite quand ¢ — 0. La convergence faible * de u° vers

u dans L> (0,T; H* (R)) N W (0, T; L? (R)) entraine
T T
o Jr e=0Jo Jr

T T
lim /O (O, 8, ot = /0 (00, D) dt — (s, & (0))

Ainsi
e—0

La preuve de la page 48 montre qu’on a aussi:
T T
/ /(1 + f°) O,uf 0, pdxdt —>0/ /(1 + f) Opudpdadt, Yo € D ([0, T[xR)
0o JR =% Jo JR

Pour le dernier terme, on écrit:

T T
€ / / 02 uf O, pdrdt = \/2 / / VEDZ uf O, pdxdt
0 R 0 R

et comme ’fOT J VEORUE xgbdxdt‘ < Ve |0 ut), 10,0, et que (/e |0Fuf|,), est bornée, alors on
déduit que

T
5/ /8fxu€8x¢dxdt - 0, Vo € D ([0, T[xR).
0 JR e
On conclut alors que:

T T
—/ /@u@tqbd:cdt—l—/ /(1+f) &ruam(éda:dt:/ulqﬁ(O) dx, Yo € D ([0,T[xR). (6.5)
o Jr 0o Jr R
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Remarque:

Revenons 4 (6.1) dans lequel on a:
O*u— 0, [(1+ f)Ou] =0 dans D' ((0,T) x R)
ou dyu € L®(0,T; L% (R)) et (1+ f) € L® (0, T; L™ (R)) et par suite,
(14 f)0,u e L* (0,T; L* (R)) .

Ainsi 0, [(1 + f) O,u] € L>® (0,T; H ' (R)), ce qui permet de déduire que 2w € L> (0,T; H~' (R)).
On aainsi dyu € L? (0,T; L* (R)) et 9?u € L?(0,T; H ' (R)), c’est-a-dire d,u € H' (0,T; H~* (R)).
Or, d’aprés la proposition 2.2.7, on a H' (0,7; H™* (R)) — C ([0,T]; H™* (R)), donc du (0, .)
est bien définie dans H ! (R) et la relation (6.5) définit la condition initiale

Oyu (0) = uy, dans un sens faible.

Ce qui termine la preuve du théoréme 1.



Conclusion

Nous avons vu au cours de cette étude de article [1] que énergie du systéme couplé
d’équations aux dérivées partielles non linéaires (1.1) n’était pas conservée du fait de la dépen-
dance de la vitesse des ondes du temps et de la solution de I’équation de la chaleur. Pour des
données initiales assurant la décroissance de 1’énergie et la positivité de la vitesse des ondes,
mais uniquement pour un temps fini, un résultat d’existence locale de solutions du probléme
(1.1) a pu étre établi.

Cependant on ne sait rien de 'unicité de ces solutions. Par ailleurs, comme il existe des so-
lutions locales en temps, on pourrait se demander si celles-ci peuvent étre prolongées en des
solutions globales.

Ainsi la question de 'unicité et celle de I’existence de solutions globales en temps de ce probléme
peuvent étre présentées comme d’éventuels développements des travaux de cet article.

Nous avons précisé, dans U'introduction, que le systéme (1.1) concernait un modele 1-D
de matériaux piézoélectriques avec retournement de domaines proposé par F. Davi [2]. Pour
certaines applications, par exemple la conception de résonnateurs piézoélectriques, les modeéles
1-D sont insuffisants car ils ne permettent pas de rendre compte de certains comportements
électriques et acoustiques. La simulation 3-D par la méthode des éléments finis constitue alors
un complément nécessaire des techniques 1-D.
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