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Résumé

Cette thése est une contribution aux équations d’évolution non linéaires. Elle est compo-
sée de cinq sections :

La premiére section présente une introduction aux modéles présentés dans la thése. Elle
consiste a situer nos résultats et faciliter leur compréhension globale.

La second section, intitulée : " Absence de solutions positives pour une classe de systémes
elliptiques" est une contribution dans le domaine des équations et systémes d’équations
elliptiques. Dans cette section, on étudie trois systemes contenant des opérateurs non locaux
s’écrivant comme des puissances fractionnaires du Laplacien. Nous montrons sous certaines
conditions que les seules solutions positives pour ces systémes sont les solutions nulles.

Dans la troisiéme section, on étudie un systéme de réaction-diffusion avec des non-
linéarités de type gradient. On présente notre étude dans le cas d’'un domaine infini puis
dans le cas d’'un domaine fini avec des conditions au bord de type Neumann. Pour ce sys-
téme, on démontre un théoréme d’existence et d’unicité de solutions globales. Puis, on donne
un résultat sur le comportement asymptotique de ces solutions lorsque la variable temporelle
tend vers 'infini.

La section quatre est composée de trois parties : la premiére partie est consacrée aux
solutions "ondes progressives" du systéme étudié dans la troisieme section. On donne un
résultat d’existence de solutions. Ensuite, avec la méthode Tanh due & Malfiet, on détermine
explicitement ces fronts d’ondes pour certaines équations d’évolution tirées de la mécanique
des fluides et la dynamique des populations.

La derniere partie de cette section est consacrée & un autre probléme d’évolution tiré
de la mécanique des fluides; nous appliquons la méthode décompositionnelle d’Adomian &
I’équation de "foam drainage" avec dérivée fractionnaire. Nous traitons deux cas différents :
le premier cas est celui de I’équation du drainage avec dérivée fractionnaire par rapport a
la variable temporelle et le deuxiéme cas est celui de I’équation du drainage avec dérivée
fractionnaire par rapport a la variable spaciale.

On termine cette thése par I’étude d’une famille & un paramétre d’équations différentielles
perturbées singulierement dont le probléme réduit n’a pas unicité de solutions; les solutions
du probléme perturbé qui arrivent pres de 1’axe des t ( ensemble des points de non unicité)
ont la possibilité de suivre cet axe ( on dira qu’elles perdent du temps) ou d’avoir plusieurs
directions possibles. En utilisant ’analyse non standard, on démontre que pour certaines
valeurs du parameétre, les solutions " lentes " du probléme perturbé passent pres de 'axe des
t sans perdre du temps et pour d’autres valeurs du parametre, elles y restent indéfiniment.

Mots-clé : Comportement asymptotique, dérivée fractionnaire, équation d’évolution non
linéaire, existence globale, méthode d’Adomian, méthode Tanh, non unicité, onde voyageuse,
réaction-diffusion, perturbation singuliére, principe du maximum, puissance fractionnaire
d’opérateur.



Abstract

This thesis is a contribution to the study of non linear evolution equations. It is composed
of five sections :

The first section presents an introduction to the models presented in the thesis. It is to
situate our results and facilitate their overall understanding.

In the second section, we consider the question of nonexistence of non trivial solutions for
nonlinear elliptic systems involving fractional diffusion operators. Using a weak formulation
approach, we derive sufficient conditions in terms of space dimension and systems parameters,
we presented three main results associated to three different classes of systems.

In the third section, we are concerned with a non linear gradient dependant system with a
balance law. Results on the existence and large time behavior of the solutions are presented.

The fourth section is composed of three parts : The first part is devoted to travelling
wave solutions of the system studied in the third section. We give an existence result of
solutions for this system. Then, we use the Tanh method to formally derive travelling wave
solutions of some evolution equations having applications to fluid mechanics and population
dynamics.

The last part of this section is devoted to another problem of evolution equation having
applications to fluid mechanics, we apply the Adomian decomposition method to the foam
drainage with time and space fractional derivative. As a results numerical solutions are
obtained in a form of rapidly convergent series with easly computable components.

In the last section, we are concerned with a singularly perturbed problem such that the
reduced problem has not uniqueness of solutions in several points. For this problem, the usual
approximation techniques ( Tikonov Theorem, Short Shadow Lemma ) can not occur and
we have to find other argumets to study the problem; that is the behavior of the solutions
of the perturbed problem in the neighborhood of the points of non-uniqueness.

Key-words : Adomian Method, asymptotic behavior, fractional derivative, fractional
diffusion operators, global existence, maximum principle, reaction-diffusion system, non-
uniqueness, singular perturbation, Tanh method, travelling wave solutions.
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Chapitre 1

Introduction générale

Les équations d’évolution interviennent dans de nombreux domaines de recherche tels que :
la physiquo-chimie, la biologie, I’écologie, la mécanique des fluides, etc,...

Dans cette thése nous nous intéréssons a l’étude de quelques équations d’évolution non
linéaires ainsi qu’a leurs applications en physico-chimie, en mécanique des fluides et en dy-
namique des populations.

1.1 Exemples d’équations d’évolution non linéaires

1.1.1 Modéle MRCM

A la suite des travaux de R. H. Kraichnan sur la turbulence [56], U. Frish et M. Lesieur [34]
ont introduit un modéle de turbulence dit modéle MRCM ( Markovian Random Coupling
Model ). Ce modeéle est applicable a ’équation de Burgers ( qui admet des solutions ondes
progressives), a 1’équation de "foam drainage" et a d’autres équations de la physique.

Le modele MRCM associée a I’équation de Burgers est remarquablement simple sans toutefois
étre standard : la fonction (¢, x) qui joue le role d’une covariance est solution de I’équation :

ou OPu(t,z)  0?

E(t’@ Y Ox? + 0x?

ol v > 0 est un parametre de viscosité.

(u(t,0) —u(t,z))*>=0, t>0, z€ R (1.1)

1.1.2 Modéle de génétique des populations

L’équation

Up — Uy = f(00) (1.2)

a été introduite a la fin des années 30 par Fisher [33] comme modele de génétique des
populations (f(u) = u(l —u)) et par Zelodovich et Frank-Kamentskii [100] en combustion.
L’inconnue u représente une densité de géne dominant dans le premier cas et la température
dans le second. Cette équation est considérée comme 1’équation type de la théorie des ondes
progressives. Elle a donné lieu au travail pionnier de Kolmogorov, Pitrovsky et Piskunov qui
ont posé les bases de la théorie de la réaction-diffusion.



1.1.3 Modéle de 'optique non linéaire

L’équation de Schroedinger non-linéaire

U+ Ugy +2|u|2u =0 (1.3)

s’obtient naturellement comme équation d’évolution de I’amplitude complexe u d’un paquet
d’ondes dans un environnement faiblement non-linéaire comme un plasma, un milieu optique
ou hydrodynamique.

Cette équation admet des solutions ondes voyageuses. Ces solutions " particuliéres" suscitent
beaucoup d’intérét pour les télécommunications a base de fibre optique.

1.2 Objectifs de ce travail

Cette these est organisée en quatre parties essentielles :

Le chapitre [T intitulé : "Absence de solutions positives pour une classe de systémes el-
liptiques" est une contribution dans le domaine des équations et systémes d’équations el-
liptiques. On étudie une classe de systémes elliptiques contenant des opérateurs s’écrivant
comme des puissances fractionnaires du Laplacien [27]. Le premier systéme s’écrit :

On étudie aussi les sytémes :

et

On donne des conditions suffisantes sur N, u, v, u,, v;, p et ¢ pour que ces systémes n’ad-
mettent que des solutions triviales [27].

Dans le chapitre /11, on s’intéresse a 1’étude du systéme de réaction-diffusion :

u — Au = —u™ |V’
v — dAv = u™ |V’
posé sur R, x €2, sous les hypothéses n > 0, d > 0, 1 < p < 2, avec les conditions initiales :

u(0,2) = ug(z) > 0,v(0,2) = vo(z) > 0;2 € Q et les conditions aux bord : 2% = 2 = (.

=5 =



Dans cette étude, on généralise des résultats antérieurs de M. Pierre [4], N. Alaa [2] et N.
Boudiba [3,4] : on démontre un théoréme d’existence et d’unicité de solutions globales dans
le cas d’'un domaine €2 infini puis dans le cas o €2 est fini. Enfin, on étudie le comportement
asymptotique en temps de ces solutions.

Dans le chapitre IV, on s’intéresse dans un premier temps aux solutions ondes progressives
du systéme de réaction-diffusion étudié dans le chapitre précédent. Au niveau théorique, on
présente un résultat d’existence de solutions a l’aide d’un théoréme de V.V. Gudkov [36].
Puis on présente une étude numérique pour déterminer les solutions ondes voyageuses pour
certaines équations d’évolution non linéaires tirées de la mécanique des fluides [3,91] et la
dynamique des populations [36]. L’outil fondamental utilisé est la Méthode "Tanh", voir
([63,64,93,94]).

Les équations qu’on étudie sont de la forme :
up — Dugy = (Bo + Biu) uy + P(u),
ou By, B; sont dans R et P(u) est un polyndme de degré inféreur ou égal a 3.

Le reste de ce chapitre est consacré a ’étude numérique de I'équation de "foam drainage"
avec dérivée fractionnaire spatio-temporelle [29].

Dans le dernier chapitre de cette thése, on étudie une famille & un parameétre d’équations
différentielles perturbées singuliérement dont le probléme réduit n’a pas unicité de solutions
en plusieurs points.



Chapitre 2

Absence de solutions positives pour
une classe de systémes elliptiques

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la question de non-existence des solutions positives pour une
classe de systémes elliptiques contenant des opérateurs s’écrivant comme des puissances
fractionnaires du Laplacien.

Le premier systéme s’écrit

(~A)2 u = o]
o .

v=ul", sur RV,

ou p et g sont des nombres positifs, p > 1,¢>1,0< p<2et 0 < v < 2.

La puissance fractionnaire du Laplacien (—A)2 ; 0 < o < 2 intervient dans la modélisation
des phénomeénes dans des milieux avec impuretés. Cet opérateur est défini de la maniére
suivante :

(=8)% v (z) = FHE]" F () (€)] (),

ot F' désigne la transformée de Fourier et F'~lest son inverse.
On adopte la définition suivante :

Définition 2.1 On dit que (u,v) est une solution faible positive du systéme (2.1) si

(u,v) € L¥ (RN) ,

loc (RN) X Lq
et

loc

{fRN u(—A)2 Udy = Jan [v]|? Wdz
Jan v (—A)% Vdr = [on |u]’ Vdz,

pour toute fonction test positive ¥ € C§° (RN ) )

Le systeme (2.1) est "formellement" équivalent, sur RY | au systéme d’équations intégrales :
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{u (@) = cu fo |z — y[" V07 () dy (2.2)

v(z) =0 fon lz =yl N wr (y) dy,

ou ¢, et ¢, sont deux constantes de normalisation.

Dans le cas ou 4 = v = 2, le probléme (2.1) s’appelle le systéme de Lane-Emden. On note
ici 'apparition de deux valeurs critiques pour chacun des parameétres p et g. Ces valeurs sont
42 et -2 (appelées nombres de Serrin) .

Dans le cas d’une seule équation

Au+|uf’ =0; u>0 sur RY, (2.3)

LA. Caffareli, B. Giddas et J. Spruck [16,35] ont montré que lorsque 0 < p < %J“g, la seule
solution classique de (2.3) est la solution nulle. Puis, D. G. De Figueiredo, P. L. Felmer,
M. A. Souto, J. Serrin, H. Zou ont généralisé le résultat de L. A. Caffareli, B. Giddas et J.

Spruck & un systéme d’équations du type :[30, 78, 80]

Au+ |v|T=0
Av+ ulf =0, sur RN,

N+2

Is ont montré que si 0 < p < 242 et 0 < ¢ < {42,

positives.

alors ce systeme n’admet pas de solutions

LorsqueN22,0<,u:1/<N,NL_u <p< %—J_“l’jetNL_M<q<%—f/’j,enutilisantune
nouvelle méthode du plan mobile introduite par Chen- Li- Ou [19], D. Chen et L. Ma [20]
ont généralisé le résultat de D. G De Figueiredo et P. L. Felmer [30], mais leur résultat ne

couvre pas lecas: "1 <p < N > l<g< NN””.

Dans [27], on donne des conditions suffisantes sur NV, y, v, p et ¢ pour que le systéme (2.1)
n’admette que des solutions triviales.

En s’inspirant des travaux de Mitidieri et Pohosaev [67,68], on présente aussi des résultats
en utilisant une approche différente de celles adoptées précédemment.

On étudie aussi le systéme :

{ (V A)%U—AU:|U|(I
(—A)2

v—Au=|ul’, sur RV.

(2.4)

Motivé par le travail de M. Kirane et M. Qafsaoui [54], on étudie la question de non existence
des solutions faibles positives et on donne des conditions suffisantes pour lesquelles le systéme
(2.4) n’admet que des solutions triviales [27].

Le dernier probleme de ce chapitre est de la forme :
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M1

{ (—A)% [ul + (—A)7 [o] = [o]f
(~A)

vy vy » (2.5)
> ol 4+ (=A)7 Jul = |ul", sur RY

ou 0 < p; <2et0<v; <2sont des constantes (i = 1,2).
En utilisant les mémes techniques que précédemment, on démontre que : si N < max (7, ) ;

I

— : vap Ha M1 p — ; Had | 2) Vi Pq
v = mm{pfl,ul + 21 < ; —|—I/1) qul} et 0 = mlﬂ{q,pﬁh + 7 <p —i—ul) pqil}, alors

toute solution (u,v) du systéme (2.5) est triviale [27] .
2.2 Reésultats préliminaires

Proposition 2.1 [45] Supposons que § € [0,2], 3+ 1> 0 et § € Cg° (RY) ;60 > 0.

Alors, on a

+1 g 1 s +2
[0 (@) (=4) 0(2) 2 27 (=4) [0 ().

Lemme 2.1 [54] Soient X,Y,T'1, Ty, F 1, F o des fonctions positives et soient «; et 0; (i = 1,2, 3)]
des nombres réels positifs tels que ag < i, 0 < 01, 01,03 > 1 et azlls < O1aq. Si

X0 < T X% 4 Y%
Yo < FQXO‘3 + 1"2}/02,

alors il existe une constante C' > 0 telle que

f1a7 61603 0101

X01a1 S C |:F{!1—a2 + ]_'\291—82 F?l + (F§1F33) 011 —0303

2.3 Résultats principaux

Théoréme 2.1 [27] Soit (u,v) une solution faible positive du systéme (2.1). Si

N<max{(l/+ﬁ) P ,(/L—i—z) = }, (2.6)
q) pqg—1 p)pg—1

alors (u,v) est triviale.
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N N

Remarque 2.1 (i) Dans le cas ot u = v, la condition (2.6) s’écrit p < gjﬁ ou q < ]’\’:Z ;
N
il suffit de voir que l'inégalité p < ;\’::: est équivalente a N (1 — piq> < -+ % et I'négalité

E'HI . 1
D 7 \ I H
1< N est équivalente a N <1 pq) <pt+5

Sil<p< N% et l <qg< N%, alors la condition (2.6) est vérifiée. Pour démontrer ¢a,
p 1
on peut supposer que q < p; alorson a N — i < %et donc N < %+ud’oﬁq<p< NL—M<
Ny
9

N—up*
(1) Si pu=v et p=gq, la condition (2.6) s’écrit p < NL_M

(1ii)  Pour la démonstration de mos résultats, on introduit la fonction de troncature
standard Wy i.e. Uy € CF°(R) est une fonction décroissante telle que 0 < ¥y < 1,
r WG (r)] < C, pour tout >0 et :

1; str <1
\IIO(T):{O; sir > 2.

Démonstration du Théoréme 2.1
De la définition, on a

{IRN u (_A)% Vdz = [on [v]* WPdx (2.7)
Jow v (—=A)2 WBdz = [, |ul? $Pda, '
pour toute fonction test positive ¥ € C§° (]RN ) et > max(p,q).
En tenant compte de la proposition 2.1, on a

(—A)? TP < BTP1 (—A)2 0. (2.8)

En utilisant (2.8) et I'inégalité de Holder, on obtient

/ w(—A)2 TPy < ﬁ/ WO OIS (—A) S Udy
RN K

<3 ( / [uf? m)p ( / p(B-p'=5%
K K

ou K :=suppV¥ et p+p = pp'.

1
v

NS d:p) " < oo,

De la méme maniére, on estime la deuxiéme intégrale :

/ v(—A)% WPds gﬁ/ VTP (—A)F Wda
RN K
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1 ) 1
<p (/ |v|q\115du)q (/ A N (YN ER da:) < 00
K K
, 1
! S s T/
Si on pose Ag (r,0) (fRN T (=A)2 dx) :
alors, on peut écrire :
1
/ lulP WPdx < Ag (q,v) (/ lv]? \I/ﬁd:v> (2.9)
RN K
et
1
/ [v|! WPdr < Ag (p, 1) (/ lul? \Ifﬁdx)
RN K
D’ou

Q=

(2.10)

(/RN’”'WB‘“”> (/. ’“""I’Bdw) (45 (1)

De (2.9) et (2.10), on obtient :

Q=

/RN lul? ¥Pdx < </K|u|p \de);q (A5 (q,v)) (Ag (p, 1))

Par conséquent,

Q

(/RN Jul” \1/%1;)1;1 < (A5 (q,v)) (A5 (p, )

Avec un raisonnement similaire, on obtient :

LA

1—L1
([ 1 wae) ™ < (Ao (s (0
Maintenant, on pose ¥ (z) = ¥, (|y|2) avec y = 5, 2> 0.

Alors, on obtient :

Et donc on a :
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Ag (p.p) =5 (/ g g N ‘(—A)% wl
RN

tel que

(B-1)p/—BL u v\
c=a( [ W ) ot (o) )"
1<]y[<2

Par conséquent,
1—L
Prq
(/ lul? \Ifﬁdx> < CR"
RN

1—L1
(/ |v]? \I/de> < CR’,
RN

- — N_ b, N
{7— v+t

et

ou
p'q’
0= — N_ v, N
M—i_p’ p+q’p

Maintenant, en utilisant (2.6), on peut voir que si 7 < 0 ou 6 < 0, alors on a :

{I%E};o Jon [l ¥Pdz = [o |ul” dz =0
I%LH;O Jox [0 OPdr = [on [v]" dz =0,

d’ou (u,v) est triviale.

Remarque 2.2 Dans le cas d’une seule équation

©

(=A)2 u = |ulf; u>0 sur RY,

utilisant les mémes techniques que celles du théoréme2.1, on peut démontrer que si p <
alors u est triviale.

e

2‘2 S

_Mﬂ

Le deuxiéme résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant :

Théoréme 2.2 [27] Soit (u,v) une solution faible positive du systéeme (2.4). Si

N < max {v,0}, (2.12)
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alors (u,v) est triviale.

Démonstration du Théoréme 2.2

Supposons que (u, v) soit une solution faible positive du systéme (2.4) .
On a

/ u(—A)g\Ilﬁdx—/ vAlllﬂdx:/ |v|? WP dx
RN RN RN

et

/ v(—A);\Iﬂde—/ uA\II’Bd:U:/ Jul? ¥Pd,
RN RN RN

ou 0 < ¥ e Cg° (RY), avec 8 > max {p, ¢} .

Avec le méme raisonnement que précédemment, on obtient :

1 1
/ lulP WPdr < Ag (q,v) </ lv]? \Ifﬁdx) ' + Ag (p, 2) (/ |ul” \Ilﬁd:c>p :
RN K K
1 1
/ ]! WPdx < Ag (p, 1) (/ |ul? \pﬁdaz) g As(q,2) (/ |v]? \Wda:) a
RN K K

Maintenant, on pose :

et

{X = (fo [uff UPdz) ¥
Vo= (fon [v]* \Ilﬁd:v)% :

et donc les deux derniéres inégalités s’écrivent :

{Xp <As(p2) X + Ag(qv)Y
V< Ag(pp) X+ Ap(q,2) Y.

En utilisant le lemme 2.1, on obtient :

X1 < C{(As (. 2)7 + (A (0,0))" (A5 (0,2))77 + (As (0,0)) (As (p, )77 }
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et

Y7 < 0 {(As (0. 2)7 + (A (0. (A5 (1. 2)77 + (A3 (0,10 (43 (0,) 77}

Maintenant en utilisant 'inégalité (2.11), on déduit que

XPa S C(R71 + R2 + R73)7

ou
T = ( +§>p—ql
e v Bas (0 D)
W[ (o)
et
Y? < C(R™ + R” + R")
avec

o= (—2+2) 2,
02 = (—,u-l—g)p%— (—2
05 = [(-/ﬁL %)er (—1/ g)] g

En utilisant la condition (2.12), on voit que si max {7;, 7,73} < 0 ou max{6y,62,03} <0,
et par passage a la limite lorsque R tend vers +oo, on conclut que (u,v) est triviale.

Le dernier résultat de ce chapitre est le théoréme suivant :

Théoréme 2.3 [27] Etant donneé une solution faible positive (u,v) du systéme (2.5). Si

N < max {77 9} ) (213)
oy = min {7251+ 25 (1 ) 24

alors (u,v) est triviale.
Démonstration du Théoréme 2.3

Soit (u,v) une solution faible positive du systéme (2.5). Avec la méme méthode que celle
utilisée dans la démonstration du Théoréme 2.2, on a :

/ lulP WPdx < Ag(q,v1) (/ |v]? \Ilﬁdx) "y Ag (p,v2) (/ |u|? \Iiﬁd:ﬁ> v |
RN K K
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et

/ 0|? WPdz < Ag (p, 1y) </ Jul” ‘I’Bdfr>p + Ap (g, p12) (/ Iv\q‘lfﬁdx) y
RN K K

Il s’ensuit que

( / i ruwd;ﬁ)pq < C{ (A5 (9,v2)) P + (A (0,00)) (A5 (4, 12)) 7T + (A (,0))" (As (p, )77 } |

et

( / ol wdx>” < C{(As (0, 1)) T + (Ag (0, 10))” (As (b, 72)) 7T + (As (b, i) (A (q,00)77 | \

Avec les méme arguments que ceux du Théoréme 2.2 ( en particulier le lemme 2.1), on
obtient

pq
(/ ul? \wd:p) <C (R”'l LR+ Rvé) ,
RN

ou
_ N
71 = <—V2 =+ F) I%’
= (—n+ ) g+ (-t ¥) 5
(e 8o (e )]
et
pq ! ! A
(/ lv]? \I/Bd:z:) <C <R01 + R% + R93> ,
RN
ou

Prenons max {7},75, 74} < 0 ou max{67,05,05} < 0, alors lorsque on fait tendre R vers
+00, on conclut que u = v = 0.



Chapitre 3

Un systéme de réaction-diffusion avec
nonlinéarité dépendant du gradient

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’étude d’un systéme de réaction-diffusion du type

u — alAu = f(u,v) *
{ vy — dAv = g(u,v), )

ol les non-linéarités f et g dépendent du gradient Vu.

Les systémes du type (*) ont été largement étudiés dans la littérature, voir par exemple
[12,15,18,23,37,43,46,47, 48, 52,55, 65, 72| et autres.

Sur un domaine borné 2 et g(u,v) = — f(u,v) = uv™, avec m > 1, dans le cas des conditions
homogenes de Dirichlet ou de Neumann, les solutions de (%) sont globales, et lorsque ¢
tend vers +oo, la solution (u (t,7),v (t,7)) converge uniformément dans  vers un vecteur
constant (kq, ko) vérifiant k; > 0, ks > 0 et k1ko = 0, voir K. Masuda [66] .

Aussi, sur un domaine borné €, le systéme ( & matrice de diffusion triangulaire) :

up — alAu = f(u,v)
{ vy — bAu — dAv = g(u,v), (K1)

avec les conditions au bord de Neumann

ou  Ov

tels que ug(z) = u(0,x), vo(z) = v(0,2),b >0, a > d, vy > ﬁuo >0, g(u,v) = —f(u,v) =

uh(v) et h(s) est une fonction différentiable positive ou nulle sur R, vérifiant lim M =0,

a été étudié par M. Kirane. Il a démontré I'existence globale des solutions de (K1) — (K3).
Aussi, il a démontré que les solutions convergent uniformément dans {2 vers un vecteur
constant (kq, ko) vérifiant k; > 0, ke > 0 et kyh(ky) = 0, voir [51].

18
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J. I. Kanel et M. Kirane [47] ont étudié le systeme (K;) — (K3) avec les conditions suivantes :
d—a>b, d>a, 0<u(0,z) <M, 0<v(0,z) <M, g(u,v)=—f(u,v) <0, f(0,v)=0,
fu,v) < K®(u)e®; K,0 € R et ®(s) est une fonction continue positive ou nulle et locale-
ment lipschitzienne sur R. Ils ont démontré l'existence globale des solutions de (/) — (K3) .
Ils ont aussi démontré que les solutions convergent uniformément dans § vers un vecteur
constant (0, k2) tel que f(0, k2) = 0. (Voir aussi [46] pour le cas : a > d, f(u,v) = h(u)g(v)) ]

L. Berlyand et J. Xin [12] ont étudié le systéme () pour une classe étroite des données
initiales.

J. Bricomt, A. Kupiainen et J. Xin dans [15] ont étudié le systéme (x) avec g(u,v) =
—f(u,v) = uv? sur l'axe réel. Ils ont montré, pour des données initiales ug, vy positives
décroissant spacialement vers zéro avec une vitesse suffisamment grande, que les solutions
(u,v) de (*) convergent, pour t — 400, vers la solution du systéme réduit

U = —uv?
vy = uv?.

Dans le cas g(u,v) = —f(u,v) = ww™, P. Collet et J. Xin [23] ont démontré l'existence
globale de la solution du systéme

Uy — aAu = —uv™, x € R"
vy — dAv = uv™, x € R”,

sous les conditions initiales :
u(z,0) = ug(x), v(z,0) = vo(z); e R,

oua > 0,d > 0,n>1,m > 0 est un entier naturel, uy et vy sont positives, bornées et
uniformément continues sur R”.

Dans le cas de la réaction d’Arrhenius ( g = —f = ue ’; E > 0), il ya beaucoup de travaux
sur les solutions globales et la bornitude uniforme de v, voir J. Avrin [8], S. Badraoui [10],
B. Larrouturou [59].

Dans le cas ou les non-linéarités f et g dépendent des gradients, N. Boudiba [13, 14] a étudié
le probleme

w — diAu = f(x,t,u,v, Vu, Vv); sur Qr
vy — doAv = g (x,t,u, v, Vu, Vo)

u(z,0) =wug, v(z,0)=1vy(x); sur Q
u=v=0; sur Xr,

avec les conditions suivantes :

a) § est borné dans RY.

b) (f +9)(z,t,u,v,r,8) < Li(u+v+1), Vu,v >0, Vr,s € RY (2,t) € Qr et L; est un
réel positif ou nul.
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¢) flz,t,u,v,r,8) < Ly(u+v+1), Vu,v >0, Vr,s € RY et Ly est un réel positif ou nul.
d) (|f]+1g]) (x,t,u,v, Vu, Vo) < C (Jul, [v]) [1 + |Vu|" + |[Vo["], 1 <m < 2 et

C' : [0, 00[x[0, 00[— [0, 0o[ est une fonction vérifiant : C (v, 2')—C' (y,2') > C (v, 2)—C (y, 2)
pour tout ¢y > 0,2 >0,y >0,2> 0,y >yet 2 > z.

Elle a démontré 'existence des solutions faibles dans le cas ot ug et vy sont L.

Dans le cas d’une seule équation (d; = ds, f = g), des résultats d’existence ont été démontrés
pour le cas elliptique, voir [7] et [11]. L’équation parabolique correspondante a été étudiée
par beaucoup d’auteurs, voir par exemples [6, 13, 58] .

Notre travail traite un systéme de réaction-diffusion donné sur un domaine Q de R ou f et
g dépendent de V.
Le systéme est le suivant :

u — Au = —u™ |V’
{ v — dAv = u™ |[Vol?, (3.1)
avec les conditions initiales
u(0,2) =up (z), v(0,2) =vy (z), x€Q, (3.2)
et les conditions au bord ( dans le cas ot § est borné de RY )
ou Ov
% = % =0, sur R+ X 89, (33)

sous les hypothéses :

n>0,d>01<p<2, uy et vy sont positives et bornées.

L’étude de ce systéme est délicate car elle nécéssite des estimations a priori sur u et v ainsi
que sur |Vu| et |Vo].

On va s’intéresser, dans un premier temps, a 'existence globale des solutions classiques de
ce systéme dans le cas ou 0 = RY. Puis, on démontre I'existence globale des solutions dans
le cas ol Q est borné dans RY. Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, on étudie le
comportement asymptotique en temps de ces solutions.

3.2 Existence globale des solutions classiques

Dans ce paragraphe, on établit ’existence globale de la solution classique pour le systéme
(3.1).
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L’existence locale des solutions classiques et positives sur un intervalle maximal (0, Ti,ax) est
standard, voir par exemple [40, 72] . Pour montrer I'existence globale, il suffit de montrer que
les solutions et leurs gradients restent bornées sur (0, Tiax)-

Remarque 3.1 Par solution classique, nous entendons une solution (u,v) appartenant

C2(Q % [0, Thnax]) X C* (2 x [0, Thnax|) €t vérifiant (3.1) — (3.2).

3.2.1 Probléme de Cauchy

Positivité de la solution

Théoréme 3.1 [26] Sous les hypothéses ug (z) > 0,v9 (z) > 0; x € RY, la positivité de
la solution classique (u,v) du probléme (3.1) — (3.2) est preservée au cours du temps. Plus
précisément, nous avons :

u(t,x) >0, v(t,z)>0; t>0,z¢ecRYN,

Démonstration
Comme g (z) >0, v (z) >0, f(0,v) =0, f(u,0) =0; x € RY on a alors u (t,7) > 0, et
v(t,z) >0;t>0,z€RN

Majoration de la solution

Théoréme 3.2 [26] Soit p = 2 et soit (u,v) la solution classique du probléme (3.1) — (3.2)
telle que

7’) Uop (l’) 2 07 Vo (Z‘) 2 07
et

i) ug (z),vo (z) sont bornées sur RY, telles que Oy := supug (z), Co := supup ().
RN RN
Alors sous la condition 4wrCPCyI? (8) < T2 (5) d, la solution (u,v) est globale.

Démonstration
On va chercher des estimations a priori sur u et v ainsi que sur |Vu| et |Vo|.
On considére le probléme auxiliaire suivant :

Lyw : =w— Mw=bVw; t>0 zcRY (3.4)
w(0,2) = wg(x)e L™, (3.5)

oll A est un parameétre réel a choisir convenablement par la suite,
bl = (by (t,x) by (t, ), ....,bx (t,x)) ;b; (t,2) sont continues pour (t,x) € Ry x RN et w est
une solution classique de (3.4).
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Lemme 3.1 [79]On suppose que : wy, Vw, Wy,.,; = 1...N, sont continues, telles que
Ly(w) <0, sur Ry xRY

et w(t,x) satisfait (3.5).
Alors, on a

w(t,z) < C:=supwy (z), (t,z) € Ry x RY,
RN

Maintenant, on considére le probléme (3.1) —(3.2) . D’apreés le principe du maximum [74, 79],
on a
u < Cy = supug () .
RN
Donc u est bornée uniformément.
Passons maintenant a la recherche d’une estimation sur v.

On pose
w=e —1.
Alors, on a :
wy = ey,

Wy, = /\eA”vxi,

Wz, = A2 |V, |2 + XMy
et donc

Aw = N?eM |Vo|* + Ae A,
d’ou

wy — dAw = AeMv; — dN2e |Vol? — dAe Av
= XM (v, — dAV) — N2deM |Vl
= e [u” Vol — d\ \VU|2] :
En choisissant A tel que d\ > C7, alors d’aprés le lemme 3.1, on a
w(t,r) < C = sup @ — 1 (t,z) € Ry x RV,
z€RN

D’otu lestimation de v.

Cherchons maintenant une estimation a priori pour |Vo|.
On réécrit la deuxiéme équation de (3.1) sous la forme
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Lgv + kv = kv +u" |Vo|*

k

On pose w = e**v, on a alors

wy = keFto + eFlu,,

et
Aw = e Av.
Donc, on a
Lyw = w; — dAw

= eM (kv + v, — dAv)

= ekt (kv + Lqv)

=M (kv +u" |Vu]?); t > 0,2 € RV,
De plus,

w (0,7) = % (0,7) = vy (7).

Soit maintenant

1 _lz—2|?
Gy =G\(t—T,x—2) = e -1
(ArA (t — 7))

vl

la solution fondamentale de L.

On a alors

w(t,z) = v (t,z) =" (t,2) + / Gyt —7,0—2) e (kv +u"|Vo|?) drdz.

t

Cette formule est équivalente a

v(t,r) =e M0 (t,z) + /e_k(t_T)Gd (t—7,2—2) (kv+u" |Vv|2) drdz,
Q¢

(3.6)

(3.8)

(3.9)
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ou Q; = (0,t) x RY et v° (¢, z) est la solution du probléme homogene

{ Lyd =0
g(O,x) = (2).

De (3.9), on obtient

Vo = e MV + /e_k(t_T)Vde (t—7,2—2) (kv+u" |Vv|2) drdz.
Q1

Maintenant, on pose v; = sup |Vo| et 10;1 = sup ‘Vg‘ , sur Q.
De (3.10), on obtient

t
v < 01+ (kCs + CTo}) /ek(tT) / |V.Gq(t — 1,2 — 2)|dz | dr.

0 RN

Comme

g [P E e
/|V$Gd(t o z)|dz—/2d(t_7_)|Gd(t = 2)|dz,

RN RN

alors, si on pose r = |z — z| = \/(xl — 22 4 (22 — 2) 4 .+ (ay — 2n),
on obtient :

N 2d(t—T) (4md(t—7)) o T(NV/2)
0

Maintenant on pose
2+/d(t—T)

Alors, on obtient

o)

N

/|Vde|dz — / wyp e dp
N2\ /d(t —T)

RN 0

WN /pNe_"de
N2\ /d(t —T) A
wnT' (534)

o2\ Jd(t — 1)

oo 2
o N/2
f |V.Gqy|dz = / TUN L N7z€ ) rNldr, wy = 25,

(3.10)

(3.11)

(3.12)



25

Par conséquent,

—k(f )

A
‘ Z

N

~—

dr, oux—

/\
oz
~—

U1<v1+(/€C’2—|—C'" %/
0

On sait que

t
—k(t—T)
/;mchg % (3.13)

Alors, si on pose Vk = s , on aboutit a :

n,,2
(%1 < gl + (SCQ + OISUI> X g (314)

Maintenant, on minimise le second membre de (3.14) par rapport & s. On obtient

vy < 0y + 2Xf (CoCy0?) 2. (3.15)

Par hypothese, on a :

40,CT < drty 2 (3.16)
D’ou I'estimation de |Vo|.
Avec le méme raisonnement, on obtient de la premiére équation de (3.1) que

uy :=sup |[Vu| < C + 201X\/§U1 < K, ou K est une constante. (3.17)
Q¢

Les estimations sont indépendantes de ¢, donc Ty, = +00.

3.2.2 Probléme de Neumann

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au probléme :

— _n 2
{ut—AU— u™ |Vl (3.18)

— dAv = u" |Vo]?,

posé sur R, x . ot  est un domaine borné de RY, avec :
- les conditions au bord de Neumann
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ou  Ov
il v 0; sur R, x 09, (3.19)
- et les conditions initiales
u(0,2) =wug (z),v(0,2) =vg (z); x €. (3.20)

On supose, que ug, vg sont dans P'espace de Holder C** ().
Théoréme 3.3 [26] Soient (ug,vg) dans C*<(Q) x C*(Q), 0 < e < 1. Alors le systéme
(3.18) — (3.20) admet une solution globale.

Remarque 3.2 Pour démontrer ce théoréme, il suffit de borner uniformément u et v ainsi
que |Vv| et |Vul.

Lemme 3.2 [26] Pour tout t € |0, Thsaz], 0n a

0<u(t,x) <M; ze€Q,
et
0<w(t,x) < M; x €.

Démonstration
Comme ug (x) > 0 et f(0,v) =0, on a alors u > 0.

On a aussi v > 0, du fait que vy (z) > 0 et f(u,0) = 0.
De plus,on a u; — Au < 0, alors d’apres le principe du maximum, on conclut que
u(t,xr) < M, sur Qr.
Posons maintenant w = e* — 1, avec d\ > M?P; M, := ]\;[e%xuo (7) et wy(z) = e 0@ —1
Alors, on obtient :
{ wy — dAw = X\ |Vol? (u” — d\) e, sur Qr
9w — 0, sur ]0,T[x 0N
Comme d\ > M7, alors d’apres le principe de maximum, on a

0<w(tz) < |wl, -
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D’ou
v (t, ) < +In(Jwo|, +1) < Cste. < .

Pour obtenir des estimations sur |Vuv|, on utilise les techniques de Tomi [82] et von Wahl
186] .

Lemme 3.3 [26] Soit (u,v) une solution du probléme (3.18) — (3.20) sur son intervalle
mazimal d’existence [0, Thyaz[. Alors il existe une constante C' telle que

||u||L°°([O,T[,W2"1(Q)) =C

et
HUHLOO([O,T[,W2"1(Q)) =C.

Démonstration
On introduit la fonction

e+ |Vol?

ve(t,x,u, Vo) =ou” (t,x ,
f,E( ) ( )1+€’vv‘2

0<e<l, O0<o <.

Il est clair que

|fore (t,z,u, V)| < C (1 + ]Vv|2) ,
et le probléeme
v —dAv = fo . (t, z,u, Vv)

admet une solution globale v, . différentiable par rapport a o, de plus, lorsque o tend vers
1 et € tend vers 0, v, . tend vers la solution v uniformément sur tout compact de l'intervalle
[0, Thrax[, voir [58] .

Vo,

. a - ) .
La fonction w, := =52= vérifie 'équation

£+ |V, Ly . (g2 = 1) Vv, .Vuw,

Ow, — dAw, = u" (t, ) 5 ou R
1+ €|V, (1+¢|Vos|)

De plus, on a

||wa||Loo([o,T[,w2,p(Q)) <C (1 + ||Ua||w2,p(9)) :

Par application de I'inégalité de Gronwall, on obtient
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||U0'||L°°([O7T[7W2,p(ﬂ)) S C@CU.

Par passage a la limite (0 — 1 et € — 0), on obtient

||U||L°°([O,T[,W2’p(9)) =C.

D’autre part, le théoréme d’injection de Sobolev implique que v € C1%(Q) et donc |Vv| €
L™ (Q).

De la méme maniére, on peut borner uniformément |Vu.

En conclusion, la solution (u,v) du probléme (3.18) — (3.20) est globale; Thu, = +00.

3.3 Comportement asymptotique

Dans ce paragraphe, on étudie le comportement asymptotique en ¢ de la solution globale du
probléme (3.18) — (3.20). On a

Théoréme 3.4 [26] Sous les hypothéses du théoréme 3.3, la solution (u,v) converge unifor-
mément en x vers un vecteur constant (ki, ks) lorsque t — oo, et

1
b= é o () + vo ()] de.

Démonstration du Théoréme 3.4
Remarquons d’abord que

(i) [ |Vul*dedt < oo,
Qr
et

(i) [ |Vol’ dedt < .
Qr

Pour démontrer (i), il suffit d’intégrer la 1°¢ équation de (3.1) sur Q7 pour obtenir

/u” IVo|* dedt < oo.
Qr

Multiplions cette 1¢¢ équation par u et intégrons sur ()7, on obtient
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1
/u2dx—|—/ \Vu|? dzdt < —/ugd:z:,
Q T 2 Ja

/|Vu|2d:cdt < 00.
Qr

N —

et donc

(77) Méme raisonnement.

Remarquons aussi que

/(u (T.2) + v (T, 2)) dz — / (o () + vo () da; T > 0. (3.21)

Q

Pour obtenir (3.21), on additionne les deux équations du systéme (3.1), on intégre sur Qr,
et on utilise le théoréme de Gauss pour transformer les termes Au et A (dv) a la lumiere de
la condition de Neumann (3.3).
On intégre la premiére équation du systéme (3.1) sur €2, on constate que la fonction :

t— ﬁgu (t,x) dx est décroissante.

Comme cette fonction est bornée, donc elle admet une limite :

t—o00

1
lim ﬁ/u (t,x)dx = k. (3.22)
0

L

La fonction t — o [v (t,z)dz est croissante et bornée.
Q

Donc

t—o0

1
lim @/v (t,z) dx = ko existe. (3.23)
Q

D’autre part, Y {(u(t),v(t))} sont relativement compactes dans C () x C' () , (voir [10]);

dong, il existe une suite (t,),~, , telle que, pour ¢, — oo, on ait :

lim u (t,) = u, dans C (Q2) , (3.24)
lim v (t,) = v, dans C (Q). (3.25)

On a w (ug, vg) = (us,vs) o0 w' (ug, vg) est 'ensemble w — limite de (ug, vg). Donc (us, vs)
est la solution stationnaire du systéme (3.18) — (3.20) .( Voir [51, 53]).
On sait que la solution (us, vs) satisfait au systéme elliptique :

—Au, = —u® |Vu,|?; sur Q, (3.26)
—dAv, = u” |Vo,|*; sur Q, (3.27)
Ous,  OJvs
5 Dy 0, sur 012, (3.28)

on multiplie donc I’équation (3.26) par us et on intégre sur 2, on obtient :



30

/ V| do = —/u?+1 Vo, | de,
Q Q

|Vus| = |Vus| =0,

et donc :

ce qui implique que u, = kq et v, = ko.

Comme (3.21) est vérifiée, on a alors

1
ki + ke = @é [up () + vo ()] dx.



Chapitre 4

Ondes voyageuses et Dérivées
fractionnaires

4.1 Introduction

Ce chapitre est composé de trois parties : la premiére partie est consacrée a une classe spé-
ciale de solutions des équations d’évolution non linéaires; ce sont les ondes progressives. On
s’intéresse, dans un premier temps, a l'existence de ces solutions pour le systéme de réaction-
diffusion (3.1). Ensuite, avec la méthode Tanh [63,64,94], on détermine explicitement ces
fronts d’ondes pour les équations d’évolution suivantes [28] :

Uy — Dugy = Bouy + Asu® + Aju; (4.1)
A1 >0,D>0,A3<0,By € R, '
Ut — Dumx = Bo'U,x -+ A2'U/2 -+ Alu -+ Ao, (4 2)
D>O,A%—4A0A220,A2%0,B0€R7 ’
g — Dugy = (B + Biu) u, + Asu? + Aju + Ag; (4.3)
D>O7A%_4AOA2ZOaAQ#OvBl%Oa ’
et
g — Dy, = (B + Biu) u, + Asu® + Aqu?; (4.4)
D>O,B%—8A3DZO,Bl%O,Ag%O,BoeR. ’

Ces équations sont tirées de la dynamique des fluides [3,91] et la dynamique des populations
[96] . Elles incluent en particulier I’équation de Newell-Whitehead [70] (Fq.1: By =0, A3 =
—1,A; = —1), I'équation de Fisher [96] (Fq.1 : By = Ay = 0,4y = —1,4; = —1) et
I'équation de Fisher-Burgers [94] (Fq.3: By = Ag=0,B; = A = —Ay; = —1).

31
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La troisiéme partie de ce chapitre est consacrée a un autre probléme d’évolution tiré de la
mécanique des fluide ; nous appliquons la méthode décompositionnelle d’Adomian & I’équa-
tion de "foam drainage" avec dérivée fractionnaire spatio-temporelle [29] . Nous traitons deux
cas différents :
(1) 'équation du drainage avec dérivée fractionnaire par rapport a la variable temporelle.
(2) léquation du drainage avec dérivée fractionnaire par rapport a la variable spatiale.

4.2 Reésultats préliminaires

On considére le probléme

7y By (tz,2)
Ty E (t,z,2)

r = :F(t,x,xl>: ' teR, 2 (—00) = A, z(4+00) =B,
x;'n F,, (t,.x,x/)

et on suppose que

1) A, B € R",m € N*.
2) F; € C(R x R?*™) pouri=1,2,....,m.

Soient maintenant «, 3,y des fonctions réelles.
Pour a < 3, on pose :

a; y<ao
(o, By) =14 v; as<y<p
By B<uy.

Lorsque a, 3,y sont des fonctions m-dimensionelles, on note par § («, 5, y) la fonction :

0 (ala Bla yl)
0 (042, ﬁQv 3/2)
d (e, B,y) =

5 (O B )

Théoréme 4.1 [36] Soient o, 3, ¢ et b des fonctions m-dimensionnelles bornées vérifiant
a;, B; € C*(R) et p;,1; € C(R) et telles qu’on ait :
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(Cl):a<B,o<a <4, p< B <, sur R, et les inégalités suivantes

Q
v

!

F; <t,x1, ey Tim 1y Oy Ty vy Ty Yy wevy Oy ....,ym)
!

/Bi S F’i<t7$1a'---axi—175iaxi+la'-'7$may1>"'aﬁi?"'wym)

sont vérifiées pour oy < Tk < B, 0 Sy < Uy, kFi,i=1,.....metteR.

(C2) : Si une fonction x vérifie :

a<z<pfetzr =F (t,x,é(@,x',w)) , pour t € R,

alors o < x <, sur R.

(C3) : Les inégalités

a<A<pB et a<B<fp

sont vérifiées sur R.

Alors les conditions (C1),(C2) et (C3) sont nécessaires et suffisantes pour que le pro-
bléme (4.5) admette une solution.

De plus, sous ces conditions, on a

a<z<pf et p<z <, surR.

4.3 Ondes progressives

Les ondes progressives du systéme (3.1) sont les solutions particuliéres qui s’expriment sous
la forme

—N—
N
—~
~
8
SN—
I
>
O
N
I
8
|
@)
ks
o
V
(e}

ou 4,0 : R — R sont des fonctions réguliéres admettant des limites finies & 'infini :

lim 4(z) = wuy, lim 0(2) =0y,
Z2—+00 zZ—+00

lim u(z) = w_, lm?(2)=10_.
Z——00 Z——00

Une solution onde progressive correspond a la propagation d'un front d’onde (u,v) suivant
la direction x a la vitesse constante c. Le systéme d’équations différentielles vérifié par le
profil (4, d) est alors

(4.6)

i 1" I
{ —cu =u —utv?

! 1" !
—cv =dv +uv2.
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ou’ = d% désigne la dérivée par rapport a la nouvelle variable z = x — ¢t et ol on a omis les
chapeaux (") .
Il est clair que (u,v) = (, 3) € R? sont des solutions pour le systéme (4.6) ; donc par onde

progressive du systéme (3.1) nous entendons une solution (u,v) non constante de (4.6).
Lemme 4.1 Soit (u,v) une solution du systéme (4.6). On a alors

a) u (2) >0; pour tout z € R, lim u(z) emiste et lim u (2)=0.

|2 =00 |z|—o00

|2|—00 |2|—o00

(
(b) v (2) <0; pour tout z € R, limwv (z) ewiste et lim v’ (z) = 0.
(

¢) lim v (2) = lim v" (2) = 0.

Démonstration
(a) On réécrit la premieére équation du systéme (4.6) sous la forme

’

<ul (2) ecz> =y 2, (4.7)

Comme le second membre de (4.7) est positif, donc par une intégration entre —oo et z, on
obtient :

u (z) e = /u”v/2eczdz >0, (4.8)

—00

et donc u (z) > 0.

On a u (z) > 0, pour z € R; car sinon, supposons qu'’il existe un certain z; € R tel que
u (z20) = 0. Alors par une intégration entre —oo et zp, on a

20
/ czo n. '2 cz
u (29) e = [ u"v=e®dz =0.

—00

/ . . o . . .
Donc u™v'? = 0, pour z € |—00, zp] . Mais, comme u n’est pas une solution triviale, il existe
! .
donc z1; 21 < 2o tel que v (2) = 0 sur |—00, z1] . Donc v est constante, ce qui est absurde.

La démonstration de lexistence de lim wu (2) est évidente car par définition, ’onde voyageuse

|2|—00
admet des limites finies a 'infini.
Pour démontrer que lim u' (2) = 0, il suffit d’utiliser la définition des points stationnaires

|z]—00

du systéme différentielle (4.6) .

(b) On réécrit la deuxiéme équation de (4.6) sous la forme :
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’

(e“l_lzvl (z)) — —d et 2 (4.9)
Le second membre de (4.9) est négatif. Par une intégration entre —co et z, on obtient :

z
/ —d ez = e (2) <0,

— 00

et donc v' (2) < 0.

Avec le méme raisonnement que celui de (a), on montre que v (z) < 0.

Lemme 4.2 Soit (u,v) une solution du systéme (4.6). Alors il existe My, My € R tels que

(a) M <v'(2)<0; pour z €R.
(b) 0 ( )< My ; pour z € R,
Démonstration

La deuxiéme équation du systéme (4.6) peut s’écrire sous la forme :

= — +d " 4.10
" S tdu (4.10)
Avec le changement de variable w = v—l,, on obtient :
—cdw +w' =d " (4.11)
L’équation (4.11) est équivalente &
(we_Cd_l ) = dLyre—ed 2, (4.12)

Une intégration entre z; et 2o, tel que z; < 29, donne :

u™ -1 -1 -1 -1 u”t -1 g |
u_ <€fcd 22 _efcd z1> S’LU(ZQ)@iCd 22 —w(zl)e cd™ 21 S __4(-: (6 cd™ " zo —e cd 21> .

On a donc :
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vh (e*Cd_l(@*Zl) — 1) <w(z) —w(2) eed M (z2m2) < i (67“1_1(@7'21) — 1) .

c e
Par conséquent,

un

c C

=+ (e_Cd_l(Z2_Zl) - 1) +w (29) e ) < () < (e‘Cd_l(ZQ‘Zl) — 1>+w (22) e‘Cd_l(Z2—Zl>.|

—cd™ !

La quantité w (z3) e (22=21) est négative. Alors on a :

w(z) < o= (e_“rl(”_zl) - 1> : (4.13)
c

Quand zy — 400, on obtient

w(z1) < = <o (4.14)
c
D’ou
—C /
— <0
<0 (2)

La partie (a) est démontrée.
(b) Maintenant, on démontre qu’il existe My € R% tel que 0 < u' (z) < My :

La formule (4.7) implique que :

!

(u, (2) ecz> < ultv'?e, (4.15)
En utilisant (@), on peut avoir :
’ ' C2
(u (2) ecz> < ul—-e”. (4.16)
u

Par une intégration entre —oo et z, on obtient :

0<u'(z)§c2<

S
o]

)n. (4.17)
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D’otu la démonstration du lemme 4.2.

Proposition 4.1 Le systéme (4.6), avec les conditions

u_ #0,

U—7

u(—o0) =

v(—o0) =

admet une solution onde voyageuse (u,v) vérifiant

U(—f-OO) = Uy,
v (+00) = vy #0,

, n
u- <u(z)<uy, 0<u <02<Z—§>

et
vy <v(z) <o, =£<v <O
Démonstration
On pose

I !
_ Fl (taxla-r%xlaxé)
_— / ! 9
F2 (taxlyx%xlaxQ)
ou

! n /2
—CT| + 2,25,

1n/2

! ’
Fl <t,x1,x2,$1,x2> -
-1/ —
< —cd ry—d Tz,

I !
F2 t7x17x27x17x2> =

On pose :

et on prend

Il est clair que

(4.18)
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De plus, les inégalités

’ n —C
61 < _Cﬁ1+61y§§ u_§y2§07

n

By < —cd'By—d a7 0<a <uy,

sont vérifiées sur R.

Donc la condition (C'1) du théoréme 4.1 est vérifiée.

La condition (C2) est assurée par les lemmes 4.1 et 4.2, et La condition (C3) est triviale.
D’otu la démonstration de la Proposition 4.1.

4.4 La Méthode Tanh

La recherche des solutions pour les équations d’évolution a longtemps été un théeme central
pour les mathématiques et la physique.

Pour un traitement numérique fiable des équations d’évolution non linéaires, W. Malfiet a
introduit la méthode Tanh [63, 64]. Cette méthode a été largement utilisée dans de nombreux
travaux comme dans [92,95]. Plus tard, une extension de cette méthode a été développée
par Wazwaz [93, 94]. Elle se résume en ceci :

Soit I’équation d’évolution suivante

P (u, ug, Uy, Uy -...) = 0. (4.19)

ol P est un polynome.

Avec le changement de variable z = x — ct, ’équation (4.19) s’écrit sous la forme

Q (u,ul, u', ) =0. (4.20)
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Le but est de trouver des solutions exactes sous forme de tangente hyperbolique. Introduisons
donc la nouvelle variable

Y =tanh (uz),p € R. (4.21)
On a alors
d o d
—=r(1=Y) (4.22)
d2 2 2 d 2 d2
@_u(l—Y)(—QYd—YjL(l—Y)m). (4.23)
On pose
U(z) =S(Y) =) aV"+) by ™" meN, (4.24)
0 1

ol m est un entier naturel. En substituant (4.24) dans I’équation (4.20), on aboutit & un
systeme d’équations algébriques. En résolvant ce systéme algébrique, on determine ainsi les
parameétres ax; 0 < k < m, by; 1 <k < m, p et ¢, puis la solution u(z,t) en découle.

4.5 Applications

4.5.1 Equation 1

Le changement de variable z = = — ¢t transforme ’équation (4.1) en

DU" + U + BoU' + AsU® + AU = 0. (4.25)

En comparant le degré du terme linéaire dominant U" avec celui du terme non linéaire U2,
( remarquer que U dépend de Y ), on obtient alors m = 1.
Puis on pose :

U(z)=ao+ayY +bY (4.26)

En remplacant (4.26) dans (4.25), on obtient un systéme d’équations algébriques en fonction
de ag,aq,by,c et u. On résout ce systéme, on obtient les ensembles de solutions suivants
(voir [28]) :

i) Le 1¢" ensemble :
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— Ay Ay
ap ) ai + Ag 3 1 5 & 0 M 2D
ii) Le 2°¢ ensemble :
Ay 4ABo£/T2A:D
Va1 — A4, 4By + \/T2A,D
6L0::|: s a1 = F 1 s b1:0, Cc= 1 R
3Azy/ = 3
iii) Le 3™ ensemble :
—A A
ag=a; =0, b = Al, c=—DBy, p= i
3

iv) Le 4 ensemble :

\/ 55/ T2A,D -y
L V2P 4 =0, b =405 A—l,
343,/ 3

v) Le 5°¢ ensemble :

A\ ./ —A
== - j: . 1/2 e
ao 0, a 0.5 ( ; ) oAy

vi) Le 6°¢ ensemble :

\/ ?Dl V 72 11[ _Al B _Al

_ _ 1/2

ag = *x—F a3 ==x0.5 ,
3A3 ;él 3 245

—A | Ay
by = =+0. =—-B = 10.54/ —.
1 0.5 A3 ) c 05 2 0.5 2D

Ay

=%\ 55

2D
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D’ou les solutions ondes voyageuses suivantes :

[ Ax [ Ay
uy (x,t) = =+ — tanh [ 2D (x + Bot) |,
[ A 4Bo:t\/m
ug (x,t) = =+ 2D tanh
\/ —A3

34, *Al

Us (.I', t) = 4y / _Af;g coth [M ;D (LC + Bot)

/ A1 4Bo:t\/m
ug (z,t) = = As coth
/, —A, \/ —
As

os / ;45 ( 4B, + \4/72A1Dt)] |

4By + /T2A,D
+ ,/ t
05\ 2D ( 4 )] ’

—A —A A A A
us (z,t) = £0.5 < Agl) —12) —A1 34, tanh |4/ ﬁ (x + Bot) | £ _23 coth [ ﬁ (x + Bot) | ,
| A1 4Bo:V72A:D
2D 4 —Al 1 _Al Al Al
= =+ + 0. ¥ h — B +
ug (1) e O5(A3) ”2A3 tan \/ZD(x+ ot) _
3
Ay
coth [\/ 5D (x + Bot) | ,
4.5.2 Equation 2
Le changement de variable z = = — ¢t transforme ’équation (4.2) en
DU" + cU' + BoU' 4 AyU? + AU + Ay = 0. (4.27)
En utilisant la méme technique que précédemment, on obtient m = 2.
On pose alors
U(z) =ao+a1Y +aY?+bY t+bY 2 (4.28)

En remplacant (4.28) dans (4.27), on obtient un systéme d’équations algébriques en fonction
de ag, ay, as, by, be, c et p. On résout ce systéme, on obtient les ensembles de solutions suivants
(voir [28]) :
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i) Le 1¢" ensemble :

e — —4ApAs — c— B,
2
ay = — \ A%Q_AjAOAZ, = 0.5¢ w, by=by=a; =0
ii) Le 2°¢ ensemble :
ap = 0. 5\/m c=—By+0.5D ¥ —A% ;6Z§0A2,

iii) Le 3¢ ensemble :

VA2 — 4AA —A o] A2 —4AA
apg = 05 0772 l blzl)g:(), C:—B0—5D e Sl

362
/A —4A0A2 _05é A2 — 4ApA,y VAT - 4AA,
@ = 44, p=r 3602 = 24,
iv) Le 4°" ensemble :
20/ A? —4A5A; — A
ap = ! 2A202 17 by =a; =ay =0,
3\ A2 —4A0A, 1| A2 — 4 Ap A,
b2 = — 2A2 s ,LL:O5 T, C:—BO
v) Le 5"¢ ensemble :
0.5\/A2 —4A0Ay — Ay 1| A2 — 4 Ag A,y
= =—By—5D\| ————
0 24, y e=—Ho=5 36D

G1:G2:O.

- VAT =44y A, 62:_\/A§—4A0A2 M:O54A%—4A0A2,

24, ’ 4A, ’ ' 36D?
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vi) Le 6°¢ ensemble :

0.5y/A2 —4A0Ay — Ay 1| A3 — 4Ap A,
= — —By— 5Dy 02
“ 24, T s 36D2
A%~ 4 A A, A2~ 4AgA,
bl = — 2142 :2b2, M:O5 W, aq :GQZO.

vii) Le 7¢¢ ensemble :

VAT A4 A, — 24,

ay = 1A, ay=b =0, c=—DB,,
as = by = 3y A%&_SAOAQ, 1=0.25¢ W'
viii) Le 8¢ ensemble :
o - A§—4A0A2—2A17 a1:b1:m7
4A, 4A,
¢ = —By-— SDC/—%, ap = by = —0'5\/W, ju=0.25¢ Al — ddods ;6ﬁ0A2.

ix) Le 9°¢ ensemble :

0.5y/ A2 —4AgAy — 24, VA2 —4A5A,
) a; = bl = - )

1
1A, 1A,
A2 — 4A A 0.5v/AZ — 44, A JAZ — 4A,A
— _By- 5Dy L0 by = — L 20 o/ AL 200l
¢ 09 36Dz 0 2T 8A, y #=020 362

D’ou les solutions ondes voyageuses suivantes :
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uy (z,t)

ug (x,t)

ug (z,1)

uy (z,1)

us (x,t)

ug (x,t)

ur (z,t)

/7~ AA AL — 7 Az
2V AT~ 4Aods = A1 3y AL — oAy tanh? [0-5 i (x + Bot)

24, 24, D2
0.5V/AF —4dgdy — Ay | A}~ 444,
2142 2A2
A2 —4A,A A2 —4A,A VA2 —4A,A
tanh |0.5¢/ —L— 22 By — 5Dy 22| | - X2 02
anh 0.5 oE z+By—5 6D v
A2 —4A,A [A%2 —4A,A
2 4 1 0412 4 1 0412
0.5\/A —4A0A; — Ai /AT~ 4AA,
2142 2A2
JAZ — 4AA, — 4404\ | VAT 4AOA2
tanh |0.54/ === (= — B — 5D4 36D2 il bt
A2 —4A,A —4A,A
2 4 1 0412 O 2
2\ A2~ 4AgA; — A1 3AT—4AgA, — 44y A,
— coth —_ Bt
24, 24, 0.5 D2 (v+Bot) |,
0.5\/A% — 4ApAs — Ay n \/A% — 4A,As
24, 24,
A2 —4A,A A2 —4A,A VA? —4A,A
th |0.51) L——2 Bo+5Dy) L2 || - Y1072
co 0.5 e z+ By+5 36D? 14,
A2 —4A,A A2 —4A,A
coth? |0.5¢ 1T202 (:c + By + 5Dy, 136—D2°2t> :
0.5\ /A2 —4AgA; — A, JAZ — 44,A,
2142 2A2
A2 —4A,A A2 —4A,A VA2 —4A,A
th [0.5{/ 2—22 By — 5Dy A2 ) | - X2 02
coth 105 pr \“tPd 36D? 14,

b

A2 —4A,A [A2 —4A,A
2 4 1 0412 4 1 0412

VAT —4AA; — 24, 3\AT —dAuA,

4A, 8A,
[A? — 4A,A 3/ A? —4A,A
2 4 1 0412 1 0412
tanh [05 T (I + Bot) — 8A2
4 A2 —4A0A
COth2 [05 1D—2O2 (iL’ + Bgt)
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ug (w,1) = Of’@‘ 24; | \/W
tanh |0.54 w (m + By — 5D4 —A% ;6ﬁ0A2t> _ Oﬁ\/W
tanh? [0.5 Y w <a: + By — 5Dy A= 440d, gﬁﬁoAQ > + \/W
coth [o.5 y # <x+ By — 5Dy A= 4o ;6‘;';0’4%) _ 05@
coth? [o.5 ) W (.76+Bo _spi Az A, ;é;ﬁofbt) :

0.5y/ A2 —4A0A; — 24, _ VA2 —4A5A,

up (@,1) = 1A, 1A,

[A? — 4A0A A2 —4ApA
4 1 0412 4 1 0412

0.5v/A7 — 44,4,

tanh

8A,
tanh? lo.5 o AL~ 4404, _;f°A2 (:c + By + 5Dy At — 444, gggﬁo"l%) - \/W
coth [0.5 o/ AL 4404 _;2140142 (:c + By + 5Dy S ;6%420’4%) - 05@
4.5.3 Equation 3
Le changement de variable z = = — ¢t transforme ’équation (4.3) en
DU" +cU + (By + BiU)U + AU? + AU + Ay = 0. (4.29)

En utilisant la méme technique que celle utilisée dans le paragraphe 4.5.1, on obtient m = 1.
On pose alors

U (Z) = ag + G1Y -+ blyil. (430)
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En remplacant (4.30) dans (4.29), on obtient un systéme d’équations algébriques en fonction
de ag,aq,by,c et u. On résout ce systéme, on obtient les ensembles de solutions suivants

(voir [28]) :
i) Le 1°" ensemble :

Ay VA2 —4ApA,
S -+ _
ag 54, a o, , b1 =0,
. 4DA3 + B?A; — 2BoB1A27 P VA2 — 4A0A2'
2B1A2 4DA2
ii) Le 2°¢ ensemble :
Ay A2 — 4ApA,
p— —_——— pr— pr— :t
4DA3 + B?A; — 2ByB A e A2 — 4ApA,
C — —
2B1A2 ’ ! 4DA2
iii) Le 3¢ ensemble :
Al \/ A% — 4A0A2
p— —_—— pr— pr— :*:
ag 24, a; = by 1A, )
. 4DA3 + B?A; — 2ByB; A _ 4B VA2 — 4A0A2'

2B1A2 ’

D’ou les solutions ondes voyageuses suivantes :

8D A,

(s
(1
(s

_ADA3+ BIA - 2ByBi Ay
2BlA2

2B A

)

 4DA}+ B}A, — 2ByBiAy t)

ADA3 + BIA — 2By Bi Ay
231142

up (z,1) = 21212 + A%;AiAOAQ oth |+£B; \/AZ??AQ
uz (v,t) = ;}412 + A%4AjA0A2 tanh | £B; \/14%8?;40142
+ \/T;%AQ coth | +B; \/A%ST;% (x

?

2BlA2

)

?

Y
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4.5.4 Equation 4

Le changement de variable z = x — ¢t transforme ’équation (4.4) en

DU" + cU' + (By + BiU) U' + AsU® + A,U? = 0. (4.31)

Cette fois ci, on obtient m = 1.
On pose alors

U(z) =ag+a Y +bY 1. (4.32)

En remplagant (4.32) dans (4.31), on obtient un systéme d’équations algébriques en fonction
de ag,a1,by, c et p. On résout ce systéme et on pose

~Bi++/BI—843D ,  Bi+\/B2— 843D

R. = A
+ 4DAs ’ 4DAs ’

on obtient les ensembles de solutions suivants (voir [28]) :

i) Le 1¢" ensemble :

Ay Ay (1+2DA3RY)
Gy = —Zz,, a1 = 5 1= 07
2143 214331Ri
 (=Bo+DA;BiRY) —2ByDAsRE AR,
€= 1+ 2DAR2 BT
ii) Le 2°¢ ensemble :
A, Ay (1+2DA3Z2)
Gy = —S 7, a1 = ) 1= OJ
2A3 2A3B 7+

(=By+ DAyBy Z2) — 2By D A3 Z2 AsZs
1+ 2DA,Z2 BT

iii) Le 3 ensemble :
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Ay Ay (14 2DA3R%)
Gy = —Z ap =Y, 1 )
2A3 2A3B1Ri
_ (=Bo+ DAyBR%) — 2ByDA3R2. AR
= 1+ 2DA,RY R

iv) Le 4°¢ ensemble :

Ay Ay (14+2DA;Z3)
apg = ——, a1 = 0, b1 = 5
2A3 2AgBlz:|:
L (=Bo+ DAB,Z%) — 2ByD A3 Z3 L AZy
B 1+2DA3Z32 A R

v) Le 5"¢ ensemble :

Ag Ag — ZBoAgRi + AgBlRi AgRi
a0:2a1 :261:——, = s = .
24, 2A3R= 2
vi) Le 6°™¢ ensemble :
A Ay —2ByAsZy + AyBy 7 AsZ,
ag — —2G1 = —2b1 = ——, = s = .
24, 2A57 2
D’ou les solutions ondes voyageuses suivantes :
Ay Ay (1+2DA3R? [ AR — By + DAy B R%) — 2By D A3 R?
924, 9A5B; Ry 2 1+ 2DA,RY.
Ay Ay (142DA3Z2 [ A,7 —By + DAyB, Z3) — 2ByD A3 72
uy (z,t) = — 2 4 2( 3i)tanh 22 x—( ¢ 2 1i) 5 07 9y
24, 9A3B, 2 2 1+ 2D A 72
A, Ay (142DAsR? [ AR —By + DAyBR%) — 2By D A3 R?
us (z,t) = — 2 2( i j[)(:oth 2 a:—( 0 271 i) 5 07874y
245 2A3B1 Ry 2 1+2DA3R%
Ay Ay (1+2DA372) [Ayzy (=Bo + DAy B Z2) — 2BoD A3 Z3
ug (z,t) = — coth T — 5 t
924, 9438, 7 2 1+2DA, 22

)
)

Y
)



49

4.6 Calcul fractionnaire
Il existe plusieurs définitions mathématiques sur les dérivées fractionnaires. [73], [77]. Ici,
nous adoptons la définition au sens de Caputo. Pour plus de détails, on se réfere a [61, 73].

Définition 4.1 Soit une fonction f(x),z > 0. On dit que f est dans l'espace C,,, pp € R, s’il
existe un nombre réel p > p tel que f (x) = 2P f1 (z) ou f1(x) € C (]0,00).

Définition 4.2 Soit une fonction f(z),x > 0. On dit que f est dans l’espace Cu,n €N, si
fmec,.

Définition 4.3 Soit f dans C,. On définit l’opérateur de l'intégrale fractionnaire de Riemann
Liouville par la formule

Jof (@) = ﬁ/(m—t)“lf(t) dt: a>0, 250 (4.93)
Jf(x) = f(z).
Propriétés :
(1)
JUJPf(2) = JTPf (). (4.34)
(2)
app_ L(B+Y
JoP = NCEESY 8, (4.35)

Définition 4.4 Soit f € C",. On définit la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la
fonction f comme suit :

n—a—1 p(n . *
Daf(t): p(nl,a)f@—T) f()(T)dT, n—1<a<n,n€N (436)
d” ;= n.

t
0
dtm (t)?

Propriétés :

(1)
D*K =0, K est une constante. (4.37)

(2)

L(B+1) ,8—a. -1
e (139
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4.7 La Méthode ADM

La méthode de décomposition d’Adomian (ADM) a été introduite par Adomian [4,5] au
début des années 1980. Elle a été largement utilisée pour résoudre les équations différentielles
tirées de la physique, ( voir par exemple [4], [5],[9], [25], [49], [87], [89], [90], [91] , [96]). Avec
cette méthode, on peut facilement obtenir la solution sous forme d’une série qui converge
rapidement [1, 2, 22].
Soit le probléme

Fu=g (4.39)

ou F' représente un opérateur différentiel non linéaire.

La méthode ADM consiste a décomposer la partie linéaire de F en L + R, ou L est un
opérateur "facilement" inversible et R est la partie restante.

Si on désigne par N, le terme non linéaire, alors I’équation (4.39), dans sa forme simple,
s’écrit :

Lu+ Ru+ Nu=g. (4.40)
Si on note par L~!, I'inverse de L, on obtient I’équation équivalente suivante :
L 'Lu=L"'g—L'"Ru— L 'Nu. (4.41)
On pose L~ 'Lu = u. On obtient :
u=L"'g— L '"Ru— L 'Nu. (4.42)

On cherche maintenant la solution « sous la forme suivante :

U= iui, (4.43)
=0

avec uy = f + L7 1g, o f est la condition initiale.
Ensuite, on décompose 'opérateur N comme suit :

Nu = ZA’L (Uo, Upy ... y U/z) y (444)
i=0
ou les A; sont les polynomes d’Adomian [4, 5] (ils dépendent de wg, uq, ....., u;).

En remplagant (4.43) et (4.44) dans (4.42), on obtient :
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iui =L 'g— Riui — iAl} (4.45)
i=0 i=0 i=0

On choisit u;; (1 = 1,2, ...n), comme suit :

( Up = f + Lilga
Uy = —LilRuo — Lile,

— _7-1 71
Ug = L Ru1 L A1> (446)

Up = _LilRun—l - LilAn—la

\

Pour calculer les polynémes d’Adomian, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.3 [5]

Les polynomes d’Adomian, pour N = Nu, se déterminent par la formule

A; = [d/\’ (ZA’“WM g i=0,1,... (4.47)

Remarque 4.1 Généralement, la convergence de la méthode ADM est trés rapide.

Pour plus de détail, on se réfere a [1, 2,22, 42].

4.8 L’équation du drainage avec dérivée fractionnaire
spatio-temporelle

Au cours des dix derniéres années, les équations d’évolution avec dérivée fractionnaire ont at-
tiré beaucoup d’attention et elles étaient largement utilisées dans les domaines de la physique
et de I'ingénierie [38,44, 60,62, 73,77]. A aide des dérivées fractionnaires, des phénomeénes
en électromagnétisme, en électrochimie et en science des matériaux peuvent étre bien décrits
[38,73,77,99].

Dans ce paragraphe, on considére I’équation de drainage d’une mousse avec dérivée fraction-
naire spatio-temporelle :

D — gum + 2u? Dy — (Dfu)2 =0,0<a,<1, 0<t,zeR (4.48)

ot DY et D? désignent les dérivées fractionnaires et ils sont définis par (4.36) .
Pour a = 8 = 1, I’équation (4.48) se réduit a I’équation suivante :
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Uy — gum + 2utu, — (ux)2 =0. (4.49)

Cette derniére équation modélise I’écoulement du liquide dans un bord de Plateau ( cas du
bord rigide) en tenant compte des différentes forces intervenant dans ce probléme ( force de
dissipation visqueuse, force de gravité et force de capillarité ) [97]. Elle a été étudiée par
plusieurs auteurs [39,41, 60, 84,85, 98]. Par contre dans notre cas [29], I’étude de I’équation
(4.48) n’a pas encore été abordée.

Pour résoudre le probléme (4.48) , avec la méthode ADM, on la réécrit sous la forme

Doy = %u — 2u?Dbu+ (DPu)?, (4.50)

et on prend comme condition initiale

u(z,0)=f(x). (4.51)

On applique J*, Popérateur inverse de D, a ’équation (4.50) et en tenant compte de (4.51),
on obtient

u(z,t) = f(x) = 2%, (u(z, 1)) + %JQ% (u(z, 1)) + T3 (u(z,1)), (4.52)
ot ¢y (u) = uDPu, ¢y (u) = utiy, et ¢z (u) = (Dgu)2 :

Avec la méthode d’Adomian, la solution u (z,t) s’écrit sous la forme de la série (4.43).
On décompose ensuite les opérateurs ¢, (u) , ¢, (u) et ¢4 (u) comme suit :

1 (u) = ZAi, (4.53)
¢y (u) = ZBu (4.54)

¢y (u) = ZC (4.55)

D’apres le lemme 4.3, on a
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. . . 2
o ]_ dl > k o 1 dl > k B = k
A = AN o Z)‘ Uk ~ildn (Z/\ uk) Dy <§)‘ Uk , (4.56)

d =0 k=0

(4.58)

1 < 1d [ (& <
B = TN Py ];_0)\ Uk AN (g_ A Uk) (E_ A Ulm)] , (4.57)
L = da=0 k=0 k=0 A=0
T 00 7 T 0o 2
1 d 1 d
Tax |98 Zk_o i iy ( Izk_o u’“)

En effet, on peut facilement calculer ces polynomes. En voici quelques un :

Ay = unguo,

A = 2u0u1D§u0 + ungul,

Ay = U%Dqu + 2u0u2Dfu0 + 2u0u1D£u1 + ungug,
As = U%Dful + 2u1u2Dfuo + 2u0u2Dfu1 + 2u0u1D5u2

+2u0u3Dfu0 + ungug + Dfu;),.

Les quatre premiers termes de B,, sont :

et ceux de C,, sont donnés par

Co
Ch
Cy
Cs

UoUozz,
UoUlzy + U1UOzz
UoUogz + UoU2zr + UTULZgs

U3Uz s + UoU3zx + U2Uzg + U1 U2z

= (Dfu)"

= 2D§U,OD5U1,

= (D‘,ful)2 + 2D uy Dl sy,
2D5U1D£U2 + QDQUODf'LL:J,

(4.59)

(4.60)

(4.61)

On substitue (4.53 — 4.55) et (4.43) dans (4.52), on obtient la formule de récurrence suivante :

ug (z,t) =

Unp+1 (l’, t) -

f(x)

1
—2J%(A,) + §J°‘ (B,) + J*(C);n > 0.

(4.62)
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4.9 Reésolution numérique de I’équation du drainage
avec dérivée fractionnaire temporelle

On consideére I’équation du drainage avec dérivée fractionnaire en ¢ (voir [29]) :

1
Dfu = 5 Wlles — 2, + (ug)? 30 < a0 < 1, (4.63)

avec la condition initiale

uo (2,0) = f (z) = —y/ctanh (Vex), (4.64)

ol c est la vitesse du front d’onde [39].
La solution exacte de I’équation (4.63), pour le cas v = 3 = 1, s’écrit sous la forme

w (@, 1) = { —y/ctanh (v/c(x —ct)); x <ct (4.65)

0; x> ct.

Pour obtenir des solutions numériques de 1’équation (4.63) , on substitue la condition initiale
(4.64) et les polynomes d’Adomian (4.56) — (4.57) — (4.58) dans lexpression (4.63). On
obtient

ug = f (x)7
up = —2J%(A) + %Ja (Bo) + J* (Cp)
= —2J° (uguos) + %Ja (uotiors) + J* (ug,)
1o
I'(a+1)
ug = —2J%(A;) + §Ja (B1) +J%(Ch)

- hee—o (4.66)

1
= —2J° (2uouruo, + ujui,) + EJO‘ (UgU1ze + Ui Uoze) + J* (2uopt1s)
t2a

= Tt I'(2a+1)

ou
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f@) = —vetanh (V).

i) = = =20 fet g feat 2
Fola) = ~2(2f fufu+ P2) + 3 F Fres b 3 fifoe 2L
r r
fa(@) = _2f$ff%_4ffxf2_4fflflx% (4.67)
1 1 1 T (2a+1)
_2f2f21‘ + §fx1‘f2 + Eff%m + §f1f1xzm
I'(2a+1)
+f12xm + 2fo fou-
La solution numérique de I’équation (4.63) s’écrit alors :
a 2a 3a
w(t) = f () + fi (x) ﬁ T 2 (2) m T 5 (2) m F o (468)

Simulation

Pour montrer I'efficacité de la méthode d’Adomian, nous tragons la solution numérique pour
Péquation (4.63) avec o = 3 ainsi que la solution exacte (4.65) lorsque o = 3 = 1. La Figurel
représente la solution numérique de 1'équation (4.63) vérifiant la condition initiale (4.64) .
La Figure2 représente la solution exacte (4.65). On voit clairement que le comportement est
fort similaire.

Figure 1
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Figure 2

4.10 Reésolution numérique de I’équation du drainage
avec dérivée fractionnaire spaciale

On considére I’équation du drainage avec dérivée fractionnaire en x (voir [29]) :

1
Up = Uy — 2u?DPu + (Dfu)2 ;0<pB <1 (4.69)

Pour simplifier les calculs, on prend comme condition initiale :

u(z,0) = f(2) = 2% (4.70)

Pour estimer la solution numeérique de 1’équation (4.69), on substitue (4.53 — 4.55) et la
condition initiale (4.70) dans I'expression (4.52).
Les trois premiers termes de la série (4.62) sont donnés par :
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ug = %

w = =27 (o) + 5 (Bo) + 7 (Co)
= —2J (ugDluo) + %J (uoUozz) + J (Dfuo)2
= (flxﬁ_ﬁ + 2%+ f2x4_25) t,

w = —2J(A) + %J (B) + 7 (Ch) (4.71)
= —2J (2upu1 DPug + uDluy) + %J (UoUtze + Urtogs) + J (2D5ug, Douy)

t2
— (f3x10_25 + f4[L‘8_3’B + f5x6—ﬁ + f6x6—4,3 + f7l,4—2,8 +..'l§'2) —,

2
PR i C) (e T
R = =

_[ra-p) _, TE)
oo F<7—2ﬁ>_4r<3—6>]f“

_ T6-29) , TE) rE) I-p)
fo = (F(5—35) _4F(3—B))f2+2(1“(3—B)F(?—Zﬁ))fl’
fo = (6-0)6-9+ 2% -3 0

L(3) IG-20),
I'(3—B)T(5—38)""
f

fr = ((4=28)3-20) +6)5.

fo = 2

Par conséquent, la solution de ’équation (4.69), vérifiant la condition (4.70) est donnée par
la formule :

u(z,t) = 22+ (f1z% P + 27 + for' 2Pt + (f32'07% + fa® 70 4 (4.72)
t2
—|—f5ZL'6_B —+ f6$6_46 + f7$4_26 + 172)5 + ...
Simulation
La Figure3 représente la solution numérique (4.72) de 'équation (4.69) avec 8 = 1 et la

Figure4 représente la solution (4.72) avec 8 = 1. On remarque que le comportement est fort
similaire.
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Chapitre 5

Un probléme de perturbation
singuliére

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a ’étude du probléme de perturbation singuliére suivant :

ey =y — vy’ +a, (5.1)

tel que a ~ 0, ~ 0.
L’équation réduite s’écrit :

y = yg. (5.2)
Elle n’a pas unicité de solutions sur tout ’axe des t.
La comparaison des solutions de (5.1) avec celles de (5.2) est 'un des points importants
dans ce type d’étude. A cause du défaut d’unicité, les techniques d’approximation usuelles (
théoréeme de Tikonov [81], lemme de I'ombre courte [31]) sont insuffisantes pour répondre au
probléme posé, & savoir le comportement des solutions du probléme perturbé prés de 'axe
des t.
Dans ce travail, en utilisant I’Axiomatique de Nelson [69] et les méthodes qui en découlent,
on démontre que pour certaines valeurs du parameétre a, la solution "lente" du probléme
(5.1) passe pres de axe des ¢ sans perte de temps et pour d’autres valeurs de a, elle y reste
indéfiniment.

5.2 Rappel de 'analyse non standard

Notations

1 : le symbole € désigne un nombre infinitésimal strictement positif fixé.
2 : Le symbole X désigne un nombre réel infiniment grand (i.g.) positif.
3 : Le symbole £ désigne un nombre réel limité positif.

On note de méme :

4 : @ un nombre infiniment petit.

5 : @ un nombre appréciable.

6 : x ~ y signifie x — y est infiniment petit " ou encore x — y ~ 0.

59
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7 : x =~ oo signifie x est infiniment grand.

8 :x 3 y signifie x est appréciablement inférieur & y "; ainsi 1 5 2.

9 : Pour x limité, °z désigne 'ombre de x. C’est I'unique nombre réel standard infiniment
proche de z.

Champ de vecteurs lent-rapide :

Soit le champ de vecteurs suivant :

{y:f(y,U)

ew = g(y,u),

ou0<eg, e~0et fetgsont supposées de classe C1.

La terminologie du champ lent-rapide s’explique par les deux observations suivantes; appe-
lons variété lente ( ou courbe lente) la courbe (C') d’équation : g(y,u) = 0.

1. En dehors du halo de la courbe (C') : la vitesse u = @ est non limitée; notons aussi
que 7 = %. Ceci montre que les trajectoires du champ ci-dessus sont quasi-verticales et
sont parcourues a vitesse grande.

2. Dans le halo de la courbe (C') : lorsqu’une solution est rentrée dans un voisinage infiniment
petit de la courbe (C), elle y reste jusqu’a avoir atteint les points "critiques". Le mouvement
en y est lié a celui de u par la relation g(y,u) = 0. Or pour (y,u) limité, vy = f(y,u) est
limité : le mouvement est dit lent.

5.3 Plan de phases

Dans le plan de phases (y,u = y), le probléme (5.1) est équivalent &

{ y=u (5.3)

ew =y? —ud+a.

C’est un champ lent-rapide presque vertical sauf au voisinage de la courbe lente

v —u® =0, (5.4)

qui est attractive et singuliére a l'origine.

Définition 5.1 On appelle trajectoire lente (y(t), u(t)) toute solution issue d’un point (yo, uo)|

limité tel que yo 5 0 et yg ~ uj.

Définition 5.2 On dit qu’une trajectoire (y(t),u(t)) perd du temps a lorigine s’il existe t,
et ty tels que ty = ty et y(ty) ~ y(ts).
5.4 Reésultats principaux

Théoréme 5.1 Pouras® = + X, les trajectoires lentes du systéme (5.3) ne perdent pas de
temps au voisinage de (0,0).

Remarque 5.1 Pour démontrer ce théoréme, on a besoin des lemmes suivants :
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Lemme 5.1 Siacs =+ x, alors pour toute trajectoire lente (y(t),u(t)), u(t) présente un
minimum d = Kaé; K ~1.

Lemme 5.2 Siac~5 = + x, alors pour toute trajectoire lente (y(t),u(t)), on au(y)y?2 ~ 1,
pour tout y; Yo °<o y < 0 et tel que a%ly sott 1.g.

Démonstration du lemme 5.1

Soit (yo, up) un point limité tel que yo T 0 et ug > 0. On veut étudier la trajectoire (y) issue
de ce point.

Soit le changement de variable de parametre [ suivant :

y=p2Y, u=pU, t=pT; pelolf. (5.5)

Le sytéme (5.3) s’écrit alors :

v=U (5.6)
U'=2(Y?-U*+aB™"). '

Comme a > 0, alors I'axe u = 0 est une barriére inférieure [71] et on a u(t) > 0, pour tout t.
On note d := inf u(t) réalisé au point M de coordonnées (Y, Ups). On a
i —ud, +a=0,
ou encore
vy —d*+a=0.
Il est utile de préciser que si la distance a I’échelle initiale entre le point M et ’axe horizontal
est d, elle devient d3~" sous l'effet du changement de variable (5.5) .
Maintenant, on prend S = d. On a alors
Yi—14ad3=0, Uy=1
D’ou
Yi=1—ad3 < 1.

Donc, avec le changement de variable du parametre d, le point M se transforme en un point
d’ordonnée égale a 1 et d’abscisse limitée. Le systéme (5.3) devient :

Y'=U (5.7)
5 .
U = d?? (Y2 - U3 +ad™3).
Il est équivalent a :
Y'=U
U= ()% ()" (vt = 0P+ ad ).

[

(5.8)

a

™
Oﬂcsl@
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Comme ad~3 est limité et ac~5 est supposé égal & + X , alors le systéme ci-dessus est
toujours lent-rapide. Sa variété lente s’écrit :

Y2 U3 +° (ad™?) = 0. (5.9)

On suppose ( par Pabsurde) que ad> n’est pas proche de 1. Il s’ensuit que la demi droite
(A) d’équation U = 1 — Y;Y < 0 est un piége [71]. En effet, le champ en un point de (A)
s’écrit :

Y =1-Y
U = dﬁ (Y2—(1=Y)> +ad3). (5.10)
Donc, on a :
U dsY2—(1-Y)?+ad>®
A T G (5:11)
soit
Uods (Y(Y —1)2+2)—1+ad3
7= = — ). (5.12)

On a deux cas :

x Si Y est limité, alors le rapport % est un 7.g. négatif, il est donc inférieur & —1; la
demi-droite est donc un piege; ce qui est absurde.

x% S 'Y est un 7.g., alors avec des calculs simples, on montre aussi que, % est un ¢.g. négatif,
il est donc inférieur & —1 ; la demi-droite est donc un piége. Ce cas est aussi absurde.

Donc on a ad 3 ~ 1.

Démonstration du lemme 5.2

Reprenons notre trajectoire (7y) issue du point (yo,uo) limité tel que yo % 0,ug > 0.
Comme, sur l'axe u = 0, la composante u* = y?+a est strictement positive ( car a > 0), alors
cet axe est une barriére inférieure et on est sir que (vy) vérifie partout v > 0. Par conséquent,
la, composante y est strictement croissante et la trajectoire () peut s’écrire comme le graphe
d’une fonction (y). On veut démontrer que @(y)ys ~ 1, pour toute valeur de y vérifiant
Yo 3y <0et a7y est i.g.

Calcul préliminaire
Soit 1 un réel positif. Le changement de variable :

y=nY, w=n*U t=nT (5.13)

transforme le sytéme (5.1) en

Y'=U
{ 577—5[]/ — Y2 _ U3 + an—ﬁ. (514)

De plus, avec ces notations, on a :
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U(Y)Y5 = a(y)ys. (5.15)
Soit k un réel positif tel que (k + 1)° < 2. On définit ensemble :

B = {3/; Yo <2y <0 et )ﬁ(y)y%g — 1) > k}
On choisit 7 = max {a%, (— min Ek)%} .

. 1
x Si 7 =as, on a alors

()=

Dans ce cas, le systéme (5.14) s’écrit sous la forme :
Y'=U
{ en U =Y?2 U3+ 1. (5.16)

C’est donc un champ lent-rapide.
La variété lente s’écrit :

Y2-U?+1=0. (5.17)
Pour Y = —1, on a y = —7n3. Mais, comme 7 > (— min Ek)%, donc on a y = —n* < min E},.
Il s’ensuit que :

’U(—1) - 1‘ <k (5.18)

Alors le point (Y = —1,U = U(—1)) est un point limité du plan (Y,U) et il appartient a
notre trajectoire.

Mais 'étude du champ lent-rapide montre que (Y = —1,U = U(—1)) appartient au halo de
la courbe lente (5.17) et donc on a U(—1) ~ 23, d’olt une contradiction.

Donc le seul cas qui reste est ) = (— min F)3

5
comme as < 7, alors (aén_l) est un 7.p. et donc la valeur :

6. —

5
en™ = (acs )% (a%n_l) est un i.p.
Dans ce cas, le systéme (5.14) est un systéme lent-rapide. Sa courbe lente prend la forme :

Y2 - U? 4% (an~%) = 0. (5.19)

Avec le méme raisonnement que ci-dessus, on montre que la trajectoire () longe cette courbe
et donc au point (Y = —1,U = U(—1)), on a a la fois :

)U(—l) — 1‘ <k
et

U(=1) =~ (1+an°)s.

w\»-A
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Ceci ne peut se produire que si :

U(=1) =~ (1+an™®)3,
c’est a dire :
an b~ (k+1)>—1.

=

Donc on a :

-1
0P = —min B, = a2 [k (3+3k+k%)] 2 (1+0), (5.20)
o ) est un réel 7.p.
D’otu le démonstration du lemme 5.2.

Démonstration du théoreme 5.1

Soit [c1, ¢o] un intervalle de y tel que ¢; >~ 0,¢0 ~ 0, et ¢; < 0 < ¢s.
On va evaluer le temps perdu par la trajectoire () dans [c1, ¢o] .
On choisit, comme point de découpage, un point ¢ tel que ¢ s’écrive sous la forme :

c=a"; % STS %, (5.21)

et on suppose que :
< —c<c¢<cs.
t; étant fixe,

to c2 dy —c dy c dy c2 dy

Zdt:Z@:Z@—I—_/éu(y)—f-[u(y). (5.22)
On calcule d’abord B, = /%
D’apres le lemme 5.1, on aéu(y) >d = Kas. Alors B, < I?GC% ~ 0.
On calcule maintenant A; = %.

C1
D’apres le lemme 5.2, on a

~ d_y ~ d_y — _~l — i ~
Al —= / u(y) — / y% =3 ( C3 C3> ~ (.
c1 c1

De la méme manieére, on calcule I'intégrale C; = / .

c2

u(y)
La valeur t5 — t; est donc proche de 0.
D’ou la démonstration du théoréme 5.1.
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Théoréme 5.2 Pour ac s limité positif, les trajectoires lentes du systéme (5.3) ne perdent

pas de temps au voisinage de (0,0).

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 5.3 Soit a = bet tel que b soit un réel limité positif. Alors on a u(y)y%2 ~ 1, pour

tout y vérifiant e% lyl| i.g.

Lemme 5.4 Siacs est limité, alors pour toute trajectoire lente (y(t),u(t)), u(t) présente

. 2
un minimum d = Kes; K ~ 1.

Démonstration du lemme 5.3

Soit y; fixé tel que y; s’écrive sous la forme : y; = — X €5, ol X désigne un i.g. positif.

Le changement de variable :

y=e"Y, u=e*U, t=¢e"T

transforme le systéeme (5.3) en

Y'=U
gl=bayy = Y2 _ U3 4 ge—6,

On choisit le paramétre « tel que Y; = 3%y, soit égal a —1.

Autrement dit :
~MeiBe —
On a alors

Cette valeur est infinitésimale, et donc % — « est positif.
De plus, par hypothése, on a

_ 6_
ag % = pes 62 ~ (.

(5.23)

(5.24)

Dans ce cas, le systéme (5.24) est un systéme lent-rapide. Il admet comme variété lente la

courbe d’équation :

Y2 - U3 =0.

Ce qui veut dire que, pour y nettement supérieur a la valeur initiale yo (yo < 0) et y < yy,

y% est une bonne approximation de u. D’ou la démonstration du lemme 5.3

Démonstration du lemme 5.4
Méme raisonnement que celui du lemme 5.1.

Démonstration du théoréme 5.2

On considére [d1, d5] un intervalle de y tel que 6; ~ 0,d; ~ 0, et §; < 0 < §; et on évalue le

temps perdu par la trajectoire () dans [d1, Jo] .
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Cette fois-ci, on choisit, comme point de découpage, un point 5 tel que 5 s'écrive sous la
forme :

= 3 . oy

0 =X £5; avec X est un i.g. positif,
et on suppose que :

51 < —0 <6 <6y

t, étant fixé,

[o- [ [ [l om

5
On calcule d’abord By = / d—y).
-5

uly

D’apres le lemme 5.4, on a u(y) > d = Kes, et donc By <

l
i)

Ke

P
On calcule maintenant Cy = / %.
)

Comme yg_?g > 55_?3, donc yg_?s est 1.g.

Alors, d’apres le lemme 5.3, on a
02

02:/;—;:%(55—53> ~ 0
5

-5
De la méme maniére, on calcule Ay = / ‘z—
51
2.

D’otu la démonstration du théoréme 5.

Remarque 5.2 Pourb ~ 0, b > 0, on a le méme résultat que celui du théoréme 5.2.

6
5

Théoréme 5.3 Pour a = — X €5, alors les trajectoires lentes de (5.3) restent indéfiniment

au voisinage de (0,0).

Remarque 5.3 Pour démontrer ce théoréme, on a besoin des lemmes suivants :

6

Lemme 5.5 Si ac™5 = — X, alors la trajectoire lente vérifie u(t)y%2 (t) ~ 1, pour tout y;
Yo 3y <0 et tel que (—a) =y soit i.g.

Lemme 5.6 Il existe un ; § = —Q(—a)? tel qu’on ait 3 <
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Démonstration du Lemme 5.5
On utilise les mémes techniques que celles du lemme 5.3, la seule différence c’est que u n’est
plus fonction de y.

Démonstration du Lemme 5.6

D’apres le lemme 5.5, on a :

u3(t)
y2(t)

On a alors

~ 1, pourvu que LY soit un i.g. négatif.

(~a)2
w (1)

y2(t)
Donc pour % = — X, ona

— 1‘ ~ 0; pour y(t) = — X (—a)2.

u3(t) 1
20 1‘ < 5

N

Par le principe de permanence [69], cette inégalité reste vraie pour un certain § = —Q(—a)2,
avec @ est un nombre appréciable positif.
D’ou la démonstration du lemme 5.6.

Démonstration du Théoréme5.3

On reprend le changement de variables (5.13) et on choisit o = In(~a)

6lne -
D’apres le lemme 5.6, on sait qu’il existe un ;7 = —@(—a)% tel qu’on ait % < Zzgg < %
On cheche maintenant a démontrer que la trajectoire lente reste indéfiniment au voisinage
de (0,0).
On a:

i) le point (37, U) est un point limité dans le plan (Y = ¢73%y, U = ¢72%u) . En effet,
d’une part on a :

N

V=cy=y4(3)".

C’est une valeur appréciable( donc limitée).
D’autre part, on a

s _ @t

Y2 g2t

La valeur de U est donc limitée.
i1) Le systéme

Y'=U
{ 6175aUl — Y2 . US -1 (526}

est lent-rapide ( grace au choix de «).

De i) et ii), on déduit qu’a I’échelle Y = 3%y, U = 2%, la trajectoire étudiée rentre dans
la région limitée du plan (Y, U) et elle sera donc attirée par le foyer stable (—1,0) ou elle
reste indéfiniment. D’otl la démonstration du Théoréme 5.3.
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Conclusions et Perspectives

Dans ce travail de these, on a étudié des systémes elliptiques contenant des opérateurs non
locaux s’écrivant comme des puissances fractionnaires du Laplacien.
Comme poursuite de ce travail, il est intéréssant d’étudier le probléme :

{(—A)“f [ul + (=8) % Jo] = f(w,w) |o|" + F(z,u)

(=2) % [o] + (=2) % Jul = g(z,v) [u]" + C(z, v).

Peut - on avoir des conditions sur f, F,g,G, N, u,v,p et ¢ pour que ce systéeme n’admette
que des solutions triviales ?

On a aussi étudié un systéme de réaction-diffusion avec la non linéarité u" |Vv|2 . Nous avons
résolu le probléme d’existence et d’unicité de solutions globales a ’aide des estimations sur
u et v ainsi que sur |Vu| et |Vul.

Parmi les points nécessitant un travail complémentaire, on peut envisager, dans un premier
temps, d’étudier le systeéme (3.1)-(3.3) avec une linéarité du type v |Vv|”,p > 2. Puis dans
un second temps, I’étude pourrait étre approfondie en passant a ’étude des ondes voyageuses
pour ces systémes.

Et en ce qui concerne le probléme de perturbation singuliére du chapitre 'V, il est maintenant
clair, par valeurs intermédiaires, qu’il existe une valeur du parameétre a telle que la solution
lente de (5.1) reste un temps appréciable au voisinage de 1’axe des ¢ puis en sort. Pour
calculer le temps ¢ (a), ce cas reste un probléme ouvert. Une piste d’amélioration de ce
résultat serait de relier le temps perdu, par la trajectoire lente avec la distance ( notée d (a) )
entre la séparatrice du col et le fleuve. L’étude numérique de ce cas donne la valeur a* =
—0.2597084¢. Pour cette valeur, le fleuve coincide avec la séparatrice du col au point associé.
Il est & noter que : " pour que le temps perdu soit apprécible, il faut que cette distance soit
exponentiellement petit ". On peut commencer par démontrer que la fonction d (a) est de
classe C'! ou au moins Lypchitziennes ( pour pouvoir relier le temps a la valeur a — a*).
On peut aussi s’intéresser a I'unicité de la valeur pour laquelle le fleuve coincide avec la
séparatrice du col; c’est a dire on démontre que 1’équation d(a) = 0 admet une solution
unique. En rassemblant ces ingrédients, on pourra conclure que :

Pour a = —As_?ﬁ, tel que A soit un réel appréciable négatif, alors les trajectoires lentes de
(8) restent un temps appréciable au voisinage de (0,0) puis en sortent.

Le calcul de Melnikov permettra de calculer le temps perdu ( en fonction de ¢,a et des
valeurs propres).

On peut aussi s’intéresser a un probléme plus général. On considére par exemple le systéme :

Y = €u
ew =y* —ud+a+ P(y,u,e)
e =0.

Comme hypotheése, une condition sur "le poids" du polynome P suffit. Une vision dans
R? des variétés centrales et des plans invariants est indispensable et une discussion sur les
parameétre est nécessaire pour achever cette étude.
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