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Chapitre 1 : GENERALITES

1.1 Introduction générale

Les thémes de cette thése, en deux parties, concernent 1’aspect algébrique et analytique
des équations différentielles et des équations aux dérivées partielles.

Le chapitre (I) est consacré d’abord a présenter un apergu sur la théorie de 'indice et
de la régularité dans le cas d’une variable. On décrira ensuite 1’algorithme d’Abramov,

qui calcule toutes les solutions polynomiales de I’équation différetielle linéaire :
an () u™ (2) 4+ ap_1 (2)u" () + ... 4+ ao(x)u(x) = 0

ott u(? désigne la dérivée d’ordre i par rapport a x et les a;(z) € Clx].

Le célebre algorithme du polygone de Newton qui permet le calcul des solutions
formelles de certaines classes d’équations différentielles fera ensuite 'objet d’une descrip-
tion détaillée.

Dans le chapitre (II), notre travail consiste a caractériser toutes les solutions méro-

mophes sur C, de I’équation différentielle non linéaire :

by' = cny™ + Cn1y" T+ Y + o (1)



ot m est un entier, m > 3, b, ¢; € Clx] , b # 0, et ¢,,, # 0.

Notre étude, consiste en utilisant la théorie de Malmquist-Yosida, (voir [20]), &
ramener le probléme du calcul des solutions méromorphes sur C de (I), & un probléme
de calcul de solutions polynomiales d’une équation différentielle associée a (I).

En suite, on s’inspire des méthodes de Newton et d’Abramov, et on propose un
algorithme pour calculer toutes les solutions polynomiales de I’équation associée; et on
établira que (I), admet un nombre fini de solutions méromorphes sur C. La mise en
oeuvre de notre algorithme est aussi illustrée au moyen d’'un programme Maple.

Dans le chapitre (III), on introduit la notion de régularité pour les opérateurs aux
dérivées partielles, ensuite on construit, en utilisant la théorie de W.Chow, (voir [7]), une

classe réguliére d’opérateurs aux dérivées partielles; enfin, on généralisera aux systémes.

1.2 Indice d’un opérateur

Soient F et F' deux C—espaces vectoriels et

L: FE—F
un homomorphisme. On dit que 'opérateur L est & indice si dimcker L < +o0o et
dim¢ Coker L < 400 et dans ce cas on appelle indice de L. le nombre

X(L, E, F) = dimc ker L — dim¢ Coker L.

Si E = F, on écrit simplement x(L, E)

1.2.1 Indice analytique

Soit € un ouvert connexe de C.
m

H(2) désigne I'espace des fonctions holomorphes sur €. Soit L = Z a; D" un opéra-
i=0



d
teur différentiel ou D = S0 @i € H(), (0 <i<m). L’opérateur L définit un endomor-
T

phisme de C-espaces vectoriels :

L. HEOQ) — HEQ
u — Lu=)> a;Du

=0

Théoréme 1 (voir[17])
Si le premier nombre de Betti b; = dim¢ H'(2) est fini, et si le nombre de zéros
v(am, Q) de a,, dans Q (comptés avec leur multiplicité) est fini alors 'opérateur L est a

indice et on a

X(Lv H(Q)) = m<1 - bl) - U<am7 Q)

Corollaire 1

Si a,, € Clz] \ {0} et Q = C alors
X(L, H(C)) = m — deg(am)

1.2.2 Indice formel

C[[z]] désigne 'anneau des séries formelles en I'indéterminée x & coefficients dans C.
Soit a = c;x' € Cl[x]], alors la valuation v(a) de a est donnée par v(a) = inf{k € N
;e #0} etli%O) = +00.
Théoréme 2 (voir[17])

L’opérateur différentiel

L: Clz]] — Cl«]]

m
u — Lu=)> a;Du
i=0

ou a; € C|[z]], est & indice et on a



X(L, Cl[z]]) = sup (i —v(ai))

0<i<m

1.2.3 Reégularité

Soient L = ZaiDi, a; € Clz], s € Clz], W ={x € C; s(z) =0}, Y = {z € C;
am(x) = 0}, ;OU un disque ouvert non vide de C. On suppose que a,, et s ne sont pas
identiquement nuls.

Notons M (U) V'espace des fonctions méromorphes dans U et, pour A C C, M4(U)
I’ensemble des fonctions analytiques dans U \ A et éventuellement méromorphes le long
de A qu’on suppose fini, (U) P'espace des fonctions analytiques dans U et pour f € 6(U)
et xy € U, on note v,,(f) la valuation de f en g, c’est-a-dire que si f(z) = > cp(x—x0)"
dans un voisinage de o, alors v,,(f) = inf{n € N ; ¢, # 0 } et v,,(f) :n%z—ooo si f est
identiquement nulle dans un voisinage de .

Clz], désigne anneau localisé en ¢ € Clz] \ {0}.

Considérons 1’équation différentielle

L(u) =g

ue M), g € Clz]s
Le théoreme suivant donne la dimension du noyau de 'opérateur

(E)

Notons d°a; le degré de a; et soit Z =W \ W NU.
Théoréme 3 (voir[5))
a)SiY €U et W C U, alors
M
dim ker (L, Cm[/;][s])) =m — w%;] Vg () — ogl?gfm(l —d%;) >0
b)SiY CcUet W ¢ U, alors
M
dim ker (L, W(U)) =m — d%a,, — inf (i —d%;)+m Card Z >0
Clx]s 0<i<m
¢)SiY U et W ¢ U, alors




My (U)

dim ker (L, =m — vy(am) — inf (i —d%a) + L,Cllx —x]]) >0
(L2 = m = 3 wlaw) = inf (= )+ 3 A(LClfe ~ 2]

d) SiYUW C U, alors

dim ker(L, MW(U)) =m —d%a, — inf (i —d%).

Clx]s 0<i<m
Corollaire 2

Sim — d%,, = inf (i —d%;) et siue M(C) et Lu=0 alors u € C|x]

0<i<m

Corollaire 3
SiYUW C U et si m—d%,, = 0<in<’f (i — d°a;) alors toute solution u de I’équation
(E) est dans C[z]g,,, - o

Théoréme 4 (voir[5])

Si m — d%a,, = inf (i — d%a;) alors Popérateur
0<i<m
L M(© _ M(©)
- C(z)  C(a)

est injectif. Dans ce cas on dit que L est régulier.

1.3 Solutions polynomiales

Le calcul des solutions polynomiales d’équations différentielles homogénes a coefficients
dans C[z] a été étudié par Liouville, voir [16]. En 1995, Abramov, Bronstein et Petkovsek,
(voir [1]), ont donné un algorithme performant du calcul de ces solutions.
Nous rappelons ici le principe de ce calcul en considérant le probleme sous trois points
de vue.
Soit
P(u(z)) = an(z)u™(z) + ... + ag(z)u(z) = 0

une équation différentielle linéaire homogene a coefficients dans C|z].
Rechercher les solutions polynomiales de P(u(x)) = 0 revient & résoudre des systémes
linéaires et aussi & rechercher des suites finies solutions de relations de récurrence.

Les trois assertions suivantes sont équivalentes :



1) Le polynome z(z) = 29 + ... + zgz? est solution de I'équation P(u(x)) = 0.

2) La suite finie (2o, 21, ..., z4) satisfait une relation de récurrence du type :
ao(D)yi + ... + ap()yirs =0 (1)

avec (i) € C (par convention z; est nul si k est dans {—b, ..., —1})
L’entier b est appelé alors ordre de la relation de récurrence.

Plus généralement, si (Q;);en est une base de polynomes de C[z] telle que

Qi | Qiy1 et deg(Qi) =i (2)

alors les coefficients u; d’une série u(z) = > u;Q;(), vérifiant P(u(z)) = 0, satisfont
une relation du type (1). Z

Définition 1

Soit P un opérateur différentiel linéaire et (Q););eny une base de polynomes du type
(2).

On appelle relation de récurrence associée a (P, (Q;)ien) la relation de récurrence
satisfaite par les coefficients d’une série . u;Q;(z) solution de P(u(z)) = 0.

3) Le vecteur Z = (2, 21, ..., 24) est solution du systéme linéaire :

AaZ =0

ou la matrice A, est une matrice a coefficients dans C ayant d + b + 1 lignes et d + 1
colonnes.
Le coefficient de la i-éme ligne et la j-éme colonne de la matrice Ay est défini comme

suit ;
aj_ip(i—b—1)sil1 <i<d+b+1et max(i—b,1) <j <min(i,d+ 1)

0 sinon
La recherche des solutions polynomiales peut se diviser en deux étapes : recherche

des degrés possibles puis résolution d’un systéme linéaire.



Si d est le degré d’une solution polynomiale, alors d’aprés (1) on a

ap(d)zg+0+...+0=0.

Comme, par définition du degré, z; est non nul, nous obtenons «g(d) = 0.

Définition 2

L’équation ap(i) = 0 est appelé équation indicielle pour la relation de récurrence (1).

Les solutions dans N de ’équation indicielle donnent les degrés possibles des solutions
polynomiales recherchées.

Pour trouver les solutions polynomiales il suffit alors de chercher les solutions d de

I’équation indicielle, puis de résoudre les sytémes linéaires

AdYZO

Remarque 1
La procédure Maple [polysols] calcule les solutions polynomiales d’équations différen-
tielles linéaires & coefficients rationnels.

Exemple 1

22" —3zu' +3u=0

> with(DEtools) :
> ode:=x"2xdif f(u(x),x$2) —3xx«xdif f(u(x),x) + 3 *u(z) :

> polysols(ode,u(x));

Réponse



1.4 Polygone de Newton

On décrira dans cette partie, une méthode de calcul des solutions séries formelles d’équations

différentielles linéaires, utilisant la notion du polygone de Newton (voir [19]).

1.4.1 Classification des singularités

On considére des équations différentielles d’ordre n de la forme

Y (@) + paa(@)y" Y+ po(a)y(x) =0 (7)

ou les p; sont des fonctions rationnelles de la variable complexe .

11 est bien connu depuis Fuchs, que les seules singularités possibles de (7) sont celles
des coefficients p;.

Définition 4

Un point zy (79 # 00) est un point singulier régulier si toutes les fonctions (z—x0)" 'p;
sont analytiques au voisinage de xy. Autrement, on dit que zy est un point singulier
irrégulier.

Et pour le point a Uinfini, on utlise la transformation x = 1/t : la nature du point

ro = oo est donnée par celle du point ¢ = 0 pour I’équation transformée.

1.4.2 Nature des solutions

Considérons une équation différentielle la forme (7). Supposons qu’elle présente une
singularité en 0 (on peut toujours se ramener a ce cas). La nature des solutions dépend
de la nature des singularités.

Six = 0 est un point singulier régulier, il existe n solutions linéairement indépendantes

de la forme :



ou les ¢, sont des séries de Taylor, le rayon de convergence de ces séries est au moins
égal a la distance de 0 & la plus proche singularité des coefficients p;.

Ces solutions peuvent étre calculées en utilisant I’algorithme de Frobenius.

Si x = 0 est un point singulier irrégulier, les solutions sont d’une nature plus com-
pliquée.

La théorie classique montre qu’il existe un systéme fondamental de solutions de la
forme :

s—1

y(x) =2y " (logz)',(x) (9)

=0

ol les 1; sont des séries de Laurent

dila) = Y agat

Mais il n’y pas d’algorithme pour calculer les solutions sous la forme (9) ( il est pra-
tiquement impossible de travailler avec les séries de Laurent ). Pour pouvoir effectivement
calculer les solutions, on est obligé de passer par ce qu’on appelle les solutions formelles,
que l'on sait calculer. Les solutions formelles décrivent parfaitement le comportement
asymptotique des vraies solutions au voisinage de points singuliers.

La théorie classique nous donne un systéme fondamental de solutions formelles de la

forme :

@/ t“ng (logt)’ (10)

avec t" = z pour un entier r convenable, @ € C[t], p € C, s € N*, et les ¢, € C[[t]],
C[[t]] désignant ’anneau des séries formelles & une indétérminée sur C.

Ces solutions sont dites formelles car les séries qui interviennent dans (10) divergent
généralement.

On dispose d’un algorithme, dit algorithme de Newton, qui permet de calculer une

11



base de solutions formelles.

1.4.3 Polygone de Newton

Nous noterons C((z)) ( =C|[z]][x!] ) le corps des séries formelles méromorphes & une
indéterminée sur C.

Pour a = Y a;a?, a € C((z)), a # 0, on pose v(a) = inf{j/a; # 0}. Et pour a = 0
on pose v(a) = +00.

Nous considérons des opérateurs différentiels a coefficients dans C((z)) de la forme

"o d = ‘
L= a0 0=— aj= ) a2l €C((x))
=0

j=v(a;)
Le polygone de Newton de 'opérateur L est défini de la maniére suivante :

On note Q" (u,v) = {(z,y) € R*/z < u,y > v}, le deuxiéme quadrant de R? translaté
en (u,v).

On considére alors 'ensemble

ML) = | Qi — i),

Oéi’j7£0
Le polygone de Newton de L esr ’enveloppe convexe inférieure de M*(L). Nous le

noterons N (L).

-1 -

Le polygone N(L) peut étre décrit par la suite de ses sommets :

SO = (UO,U0>, Sl = (Ul,’Ul), ceey Sp = (up,vp).

12



ol les uy, et v, sont des entiers vérifiant

u = 0<uyy <uy<..<u,=n

v < v < <. < .

On associera a N (L) la suite strictement croissante des pentes

V1 — Vg Vo — U1 v

Up—1

0<d=——"ch=——L < < =221

Uy — Ug U — U Up

des diverses arrétes

AO = [‘90751]7 ey Ap—l = [Sp—hSp]

On notera I()\;) la longueur de la projection sur I'axe des abscisses de l'arréte A; de
pente \; .
Pour les opérateurs différentiels & coefficients séries formelles méromorphes, on peut

donner la définition suivante :

Définition 5

L’opérateur L est dit a singularité réguliére (en x = 0), si pour tout i, v(a;) — i >
v(a,) —n. Sinon L est dit a singularité irréguliére.
La nature réguliere ou irréguliere de 'opérateur L, se lit directement sur son polygone

de Newton N(L).

En effet on a la caractérisation suivante :

L’opérateur L est & singularité réguliére en zéro, si et seulement si son polygone de

Newton N (L) n’a qu'une seule pente, égale a 0.

Exemples 2
a) L =120* + 20 + 2 — v* (Bessel)

13



1 2
X

Dans cet exemple, 'opérateur L est & singularité réguliére.

b) L=2?0+1 (

3

Euler)

Dans cet exemple,

1.4.4 Algorith

Nous décrirons I'algo

type (7) , la méthode se généralise pour les équations de degrés supérieurs.

Soit L un opérate

réguliére en 0. Quitte & multiplier L par une puissance de x on peut écrire L sous la

forme

lopérateur L est a singularité irréguliére.

me de Frobenius

rithme seulement pour les équations différentielles d’ordre 2 et du

ur différentiel de degré 2. On suppose qu’il posséde une singularité

L = 2°by(x)0” + xby (x)0 + by ()

ou les b; € C[z] avec by(0) # 0.

14



Premiére étape : Action de L sur z*.

On forme

L(z") = p(p — 1)bo(z) 2" + patby (x) + bo(x)z"

que nous écrivons sous la forme

L(z") = 2 f(z, )

f(x, 1) étant un polynéome qu’on peut écrire sous la forme

fla,p) = folp) + frlw)a + ..+ fa(p)z?

ot d = max{degré(b;), i = 0,1,2}

si ’on note

d
bl(l’) = Z biijj, (Z = 0, 1, 2)
7=0

il est facile de voir que

f](:u) :b2,]M(:u_ 1)+b1,jlu’+b0,j7 j :Oalaad

Deuxiéme étape : Formation du développement des solutions :

L’algorithme de Frobenius consiste seulement & chercher des solutions formelles sous

la forme

+oo
y(x,p) = 2" > gir', (g0 #0) (11)
=0

On peut écrire formellement

L(y) = Z giL(x")

15



“+o0o “+o0o
=2 7MY il o)
=0 v=0
Donc y(z, i) satisfera 'équation L(y) = 0 si les g, vérifient les relations
(
gofo(p) =0

(S) gifo(p+1) +gofi(p) =0

. gvf()(ﬂ + U) +gv—lfl(:u +v - 1) +...+ gOfv(,U) =0
avec fj(p) =0, pour j > d.

On en déduit que p doit étre une racine de ’équation algébrique fo(u) = 0. Cette
équation est appelée ’équation indicielle.

D’une maniére générale, étant donnés gy # 0 et pu quelconque, on peut chercher les
gu,v > 1, comme fractions rationnelles de p de telle sorte que y(z, i) soit solution de

I’équation non homogene

L(y(z, 1) = gofolp)z" (12)

En particulier, si p est tel que fo(p + i) # 0 pour tout @ > 1, alors les g,,v > 1
peuvent étre déterminés d’une maniére unique par le systéme linéaire (S). On obtient
ainsi une solution formelle de ’équation (12) sous la forme (11). Dans toute la suite
y(x, 1v) désignera cette solution de I’équation non homogene (12)

Troisiéme étape : Description des solutions :

Soient pyet i, les deux racines de I’équation indicielle fo(p) = 0. Supposons que
Re(py) >Re(py), alors fo(uy + 1) # 0 pour tout i > 1, donc y(x, u11) est solution formelle
de 'équation L(y) = 0.

Nous dirons que nous sommes dans le cas générique si p,et p, ne different pas d’un
entier.

Dans ce cas yi(x) = y(z, p;) et yo(z) = y(x, uy) sont deux solutions formelles linéaire-
ment indépendantes.

Et pour le cas non générique (i.e. (py — i) € N) :

Considérons d’adord le cas simple ol ji; = . Dans ce cas nous avons naturellement

16



une premiére solution formelle y; = y(z, 11y)
Pour obtenir une deuxiéme solution formelle, on dérive par rapport a p les deux

membres de 1'équation (12) :

0 0
L(a_z> = w“goa—];f(u) + 2t go fo(p) logx
Comme
o
8_:(M1) = folpy) =0
on en déduit que
_ Y _ p i
ya() = o (@, 1)), = y(@ ) logz + 2 2 Dy (by)

est une solution formelle de L(y) = 0.

L’existence du terme logarithmique dans ys(z) assure I'indépendance linéaire des
deux solutions formelles y; () et yo(x).

Supposons maintenant que (p; — p15) = n € N. Dans ce cas nous avons une premiére
solution formelle y; = y(x, f1y).

go étant arbitraire nous pouvons I’écrire sous la forme :

9o = (1 — p3)Co, (Co # 0)

Avec ce choix de gg ’équation (12) s’écrit

L(y(w, 1)) = (1 — p9)Co fo(p)z"

Remarquons que pu, est racine double de (p — p9)fo(1), et donc si nous
dérivons relativement & p les deux membres de 1’équation précédente puis remplagons p

par fo, NOUS aurons

17



0

=z =0
o

L(m=y(z, 1))

et

Nous obtenons ainsi une deuxiéme solution formelle qui s’écrit

0 o2 =9
va(@) = gov(@ ), _,, = a"(oga) D gulpp)a’ + 2ty A
v=0 v=0

et qui est indépendante de y;(x) a cause du terme logarithmique.
Les séries qui interviennent dans ces solutions sont convergentes dans un voisinage de

0 (voir[13]).

1.4.5 Algorithme de Newton

Nous décrirons 'algorithme seulement pour les équations différentielles d’ordre 2 et du
type (7) , la méthode se généralise pour les équations de degrés supérieurs.

Reprenons 'opérateur

L = ay(2)0* + a1(x)0 + ao(z)

ou les a; € Cl[z], et supposons qu’il posséde une singularité irréguliére en 0.

Cas de deux pentes entiéres : Cas générique :

Nous allons d’abord étudier le cas, dit générique, ot le polygone de Newton de L présente
deux pentes distinctes. Ces deux pentes sont alors entiéres.

a) Calcul d’une solution formelle dans le cas d’une pente nulle :

Supposons tout d’abord que le polygone de Newton de L posséde une pente nulle. Elle
est forcément de longueur 1, sinon la singularité serait réguliére. Dans ce cas l'opérateur

L peut s’écrire sous la forme
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L = 2" 2by(2)0* + xby ()0 + bo(x)

avec n € N* et b1(0)by(0) # 0.

L’autre pente du polygone de Newton de L a donc pour valeur n.

icin=4
Comme dans le cas de singularité réguliére, on cherche une solution formelle sous la

forme

—+00
y(o, ) = 2" gia', (go #0)
=0

On peut écrire formellement

+o0o “+o0o
L(y) =Y 2™ g fiso(p+v)
=0 v=0

ou les f; sont des polynomes en .
On peut déterminer recursivement les g,, v > 1, de telle sorte que y(x, 1) soit solution

de I’équation non homogeéne

L(y(x, 1)) = gofolp)z"

fo(p) = pbr(0) 4 bo(0)
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I’équation fo(u) = 0, s’appelle 'équation indicielle. C’est une équation en p de degré

Pour obtenir une solution formelle, il suffit de prendre

Nous obtenons ainsi une solution formelle réguliére de 1’équation différentielle

L(y) =0

b) Calcul d’une solution formelle dans le cas de deux pentes strictement positives :
Supposons que N (L) posséde deux pentes distinctes strictement positives. L’opérateur

L peut s’écrire sous la forme

L =2"by(2)0* + 2™ by (2)0 + bo()

avec by(0)b1(0)b2(0) # 0, n, m € Net n > 2m > 0.
La condition n > 2m, nous assure ’existence de deux pentes différentes :

M=m<A\=n—m

5__
y .
4__
3__
2__
1__

0 +————

o 1 2

icim=2etn=0>.

Considérons la plus petite pente \g = m, et posons

a

_ m
y_e mr Z,

ol a est un nombre complexe non nul. Alors
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a

(= )
yl —e max™ [Z,+

a

:L‘m—i—lz]’
——) 2 2 (m+1)
no__ N m’r I a a —\m a
y =e mr [z + xm—i—lz + <x2(m+1) m+2 )Z]’

Si on remplace y dans I’équation L(y) = 0, on obtient une nouvelle équation différen-

tielle en z

Lam(2) = {2"2by(2)0* + 2™ 1Oy (2)0 + Co(z) }(2)

ou

Ci(xz) = bi(x)+ 2az"by(x),

Co(z) = bo(x) +aby(x) + {a®x" 2™ — (m + 1)az™ " }by(z)
L’équation, dite équation caractéristique associée a la pente m, est

Co(x) = bo(ilf) + abl(x) = O,

Cette équation est du premier ordre en a. Elle a une unique racine

_ by(0)
A, = _bl(O)'

Si a # a,, le polygone de Newton de L, ,, coincide avec celui de L.
Sia = a, le polygone de Newton de L, ,, a une pente entiére p strictement inférieure

a m, et une autre pente A\ =n —m. Il a la forme :
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icim=2etn=5etp=1
Ainsi, en choisissant a = a,,, on réduit la pente m a une pente plus petite.
Posons L' = L, . L’étape suivante de P’algorithme consiste & faire, dans 1’équation
L'(x) = 0, le changement de fonction inconnue

(=—)
2=e¢ DT’y

I

1

a,p» PUIS choisir a racine de I'équation caractéristique associée a la

former 'opérateur L
pente p. On itére le processus jusqu’a obtenir un opérateur dont le polygone de Newton
posséde un coté de pente nulle. On se retrouve alors dans le premier cas traité, on peut

donc ainsi déterminer une premiére solution formelle de la forme :

—a
+...+

1
[ + — ] +o00 .
yi(z) =e ma™  (m —1)zm=1 L gt ngl
=0

c¢) Calcul de la deuxiéme solution formelle :
Pour obtenir la solution formelle associée a la deuxiéme pente n — m, on procéde de
la méme fagcon : On forme 'opérateur L, .. L’équation caractéristique associée a la

pente n — m, est

b1(0) + aby(0) =0

En choisit a = a;,—, = —b1(0)b2(0), le nouveau polygone de Newton a deux pentes

po et pp telles que : 0 < pg < m —m = p;. On recommence ces transformations sur la
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pente la plus petite pg, jusqu’a la rendre nulle. On obtient ainsi une deuxiéme solution

formelle de la forme

—Qpm —x

1

[ n—m ot ] = .

(n—m)z T § :himz
=0

ya(z) =€

Cas d’une unique pente non nulle : cas dégénéré.

Nous allons supposer maintenant que le polygone de Newton de L possede une unique

pente non nulle. Dans ce cas 'opérateur L s’écrit

L = 2" ?by(2)0* + 2™ by (2)0 + by ()

avec by(0)by(0) #0,n, m € Net 0 < n < 2m.
On peut remarquer que soit la pente est entiére (n est pair), soit elle est rationnelle
(n est impair).
y*°]

15T

1.0

05T

0.0 —t— T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

icin =2
Comme dans le cas générique on effectue le changement de fonction inconnue

a

g2y

Y= Z,

L’opérateur L, /o s'écrit

La,n/2 - xn+2b2(l‘)82 + l‘n/2+101 ([E)a + C()(I)
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avec

Ci(z) = 2™ "2by(x) + 2ax"by(x)

Co(z) = bo(x) 4+ az™ ™2by(z) + {a® — (n/2 + 1)az™/*}by()

L’équation caractéristique est alors

Co(0) = by(0) + aby (0)[z™™/?],,_, + a®by(0) =0

C’est une équation du second degré en a.
Deux cas sont alors a considérer :

a) Le cas dégénéré simple : m # n /2

Dans ce cas I’équation caractéristique s’écrit

Co(0) = by(0) + a*by(0) = 0

Ella a deux racines distinctes. Il est alors essentiel de remarquer que

Soit a; 'une des racines de I’équation caractéristique. Supposons d’abord que n est

pair. Le polygone de Newton de l'opérateur L,, , /o est alors de la forme

icin=4etpy,=1
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C’est a dire qu’il a une pente entiére py strictement inférieure a
n/2. Si la pente py n’est pas nulle alors on peut comme dans le cas générique la

réduire & une pente nulle. On obtient ainsi une premiére solution formelle de la forme :

+oo
y(z) = eQ/2) Zgz‘Ii
i=0

avec degré(Q) = n/2
Et avec la deuxiéme racine de I’équation caractéristique, on obtient de la méme fagon
I’autre solution formelle.

Si n est impair, on effectue d’abord la ramification

r = t?
d 1td
r— = —t—
dx 2 dt

5 d? 1,d> 1.d
?— e
dz? 4 dt> 4 dt
L’opérateur L,, /o se transforme en un opérateur dont le polygone de Newton présente

une pente entiére inférieure strictement & n et une autre de valeur n. On est donc ramené

au cas précédent. On peut alors construire une solution formelle de la forme
+o00
y(x) = Q1O g
=0

avec z = t* et de_gré(Q) =n.

Et avec la deuxieéme racine de I’équation caractéristique, on obtient de la méme fagon
l’autre solution formelle.

b) Le cas hyperdégénéré : m =n/2 :

Dans ce cas I’équation caractéristique s’écrit :

Co(0) = bo(0) + aby (0) + a®b(0) = 0
Il est alors trés important de remarquer que
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%00(0) = b1(0) + 2aby(0) = C1(0)

Nous avons alors deux possibilités :

bl) L’équation caractéristique a deux racines distinctes :

Les racines de I’équation caractéristique sont simples. Si a;désigne I'une de ces racines
alors, d’apres la remarque précédente le coefficient C(0) est non nul et donc le polygone
de Newton de I'opérateur L,, ,/» a une pente enticére strictement inférieure a m et une
autre pente entiére égale & m. On se retrouve dans la cas générique. Nous avons donc

deux solutions formelles de la forme :

+o0
y(z) = eQ(1/z) 11 Zgﬂi
i=0

avec degré(Q)) = m =n/2
b2) I’équation caractéristique admet une racine double :

Soit a; cette racine, on a

b1(0)
~ 2b5(0)

a)p =

Dans ce cas le coefficient C(0) est nul, le polygone de Newton de I'opérateur Lg, /2

a I'une des deux formes suivantes :

4
y
3
24
1
0 +——+——
0 1 2
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(2)

Dans le premier cas (cas (1)), la pente s’est cassée, on se retrouve dans un cas générique
sans ramification et on a donc deux solutions formelles.

Dans le deuxiéme cas on a une unique pente X' < m, et donc :

Soit il n’y a pas de point d’abscisse 1 sur la face du polygone et on se retrouve dans le
cas dégénéré simple. Donc, aprés ramification éventuelle, on retombe sur le cas générique.

Soit la pente est entiere et il y’a un point d’abscisse 1 sur la face du polygone et
nous nous retrouvons donc dans le cas que nous sommes en train d’étudier. Mais il faut
remarquer que d’une part on’a pas introduit de ramification et d’autre part la pente a
diminué. Donc en itérant le processus nous tomberons (aprés au plus m itérations), dans
le pire des cas, sur une pente nulle de longueur 2, dans ce cas ’algorithme de Frobenius
nous fournira les parties réguliéres des solutions.

Remarque 2

La procédure Maple [formal sol| calcule les solutions formelles d’équations différen-

tielles linéaires homogenes.

27



Chapitre 2 : Solutions méromorphes
d’une classe d’équations

différentielles non linéaires

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre travail consiste a caractériser toutes les solutions méromophes

sur C, de I’équation différentielle :
by = cny™ + Cr1y™ 4 . 4y + co (I)

ol m est un entier, m > 3, b, ¢; € Clx] , b # 0, et ¢,,, # 0.

Notre étude, consiste en utilisant la théorie de Malmquist-Yosida, & raméner le prob-
léme du calcul des solutions méromorphes sur C de (I), & un probléme de calcul de
solutions polynomiales d’une équation différetielle non linéaire associée a (I), qu’on ex-
plicitera.

On s’inspire des méthodes de Newton et d’Abramov, et on dévellope un algorithme

pour calculer toutes les solutions polynomiales de 1’équation associée; et on montrera
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aussi que (I), admet un nombre fini de solutions méromorphes sur C. Enfin, on écrira

notre algorithme dans le langage de programmation Maple6.

2.2 Solutions méromorphes

Un résultat classique da a Malmquist, généralisé par Yosida, dit :
Théoréme 1 (voir [20])
Soient R(x,y) une fonction rationnelle et v € N*. Supposons que l’équation différen-

tielle :

()" = R(z,y)

admet une solution méromorphe sur C qui n’est pas rationnelle. Alors R(x,y) est poly-
nomiale en y et d)R(x,y) < 2r.

Une conséquence immédiate, (prendre r = 1), du théoréme précédent est le corollaire
suivant :

Corollaire 1

Toute solution méromorphe sur C de (1) est rationnelle.

2.3 Solutions rationnelles

Le théoréme suivant permet de caractériser les solutions rationnelles de (I) :
Théoréme 2
1. Toute solution rationnelle de (I) est de la forme y = L ot u est un polynome.
2. L’équation (I) admet un nombre fini de solutions de 77clette forme, et on peut les
déterminer par un algorithme.
Preuve du théoréme 2

Posons

by = cny™ + Cny™ ey +co = Pla,y) ()
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Soit y une fraction rationnelle et o un pole de y d’ordre k. Si ¢,,(«) est non nul,
alors la valuation de P(x,y) en « est exactement —mk alors que la valuation de by’ est
au moins —k — 1. Comme m > 3, I'égalité by’ = P(z,y) n’est donc pas possible et donc
nécessairement ¢, () = 0.

u
Posons y = — et u rationnel, de (I) on tire
Cm

équivaut a
b2 = " 4 ™ 4 (e T4 b3 Yu A+ A ey,

m

posons

A, = b2
Am,1 = Cm-1
AJ = czilijcﬁ (] 27 y T — 1)7
Ay = 24 bd 3
AO = Cﬁ_ Co,

I'équation (I) devient
A =u™ 4+ Apu™ 4+ Ay (IT)

qu’on appellera ’équation réduite, d’aprés ce qui précéde, toute solution rationnelle
de I'équation (II) est un polynome, donc u est un polyndéme d’ou la preuve de la partie

1) du théoreme 1.
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2.4 Solutions polynomiales

On considére ’équation réduite
Apt =u™ + Ay u™ P+ Ay (1)

ou A; € Clz|, (i =0,...,m), A,, #0 et m > 3.

Cherchons les solutions u de (II), de la forme
u(r) = upz" + Up_12" "+ ..+ w4+ up ott u; € C
Posons

Ax) = AWz 4 AD oty APz 4 AP

ona; = d°A;et Ag-i) €eC,(i=0,....,m),(j =0,...,a;).

Soient f; les fonctions définies pour n > 1, par :

<
Il
S8
<
BN
3
:\
I
S
3
+
S
|
—

Jin(
fura(n) = d’(u™) =mn

filn) = d°(Au’) =a; +in, (i=0,...,m—1).

Proposition 1

Soit

Q={k,k € N* /3(i,j) € A*, (i < j),Vt € A, fi(k)= fi(k) = fi(k)}

ou A={0,1,2,...,m,m + 1}

1. Pour qu’un polynéme wu non constant de degré n, soit solution de (II), il est

nécessaire que n € Q.

2. Q) est fini.
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L’ensemble QU {0} s’appellera ’espace fondamental de (1I).
Preuve de la proposition 1

(1) Soit u un polynome de degré n > 1, tel que n ¢ Q, donc

V(i,j) € A%, (i < j), 3t € A, filn) # f;(n) ou fi(n) = f;(n) < fi(n). (+)

Soit A = {fi(n), i € A }, comme A est fini, Jip € A tel que

fio(n) = max(A). (%)

Soit j € A — {ip}, de (%) et (xx) on en déduit que,

fio(n) > fi(n).

et en remplacant u dans (II), par

U™ + Un_ 12" L+ . 4+ w4+ U

un terme de degré f; (n) apparait, dans (II), une et une seule fois, donc

U, = 0.

(2) La résolution en x du systéme d’équations :

filz) = f;(x) ou (i,5) € A = {(L,m)} et (i <)

donne un nombre fini de solutions entiéres, mais 1’équation

fi(z) = fm(z)
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c’est a dire

at+zr=a,+zx—1

n’a pas de solutions si

a1 # apy — 1,

sinon elle est vérifiée pour tout entier x, et si de plus

vt € A, fi(x) = fn(x) 2 fil2)

alors = est dans €2, et en particulier pour :

t=m-+1

on trouve

mt+r=a,+r—1>mz

équivaut a

Remarque 1
Pour que
u(z) = up = constante

soit solution de

Apt = u™ + Ay u™ 4 Aju+ Ay = P, y)
il est nécessaire et suffisant que le polynome P(z,ug) soit identiquement nul, et la
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détermination de ug revient & résoudre le systéme d’équations issu de

P(z,u9) =0

dont la premiére équation est

ul + A2+ L+ AP =0

donc si ug existe il ne peut pas prendre plus que m valeurs.

2.5 Algorithme

Notre algorithme, en quatre étapes, consiste & déterminer une équation polynomiale notée
(P;), pour chaque u;, sauf dans le cas dégénéré, ou notre algorithme donne tous les u; &
la fois.

1" étape Détermination de n et de u,.

1" cas 2 est vide.

L’équation (IT), admet la solution constante u(x) = wug, si et seulement si, Vo € C
: P(x,up) =0

2°m¢ cas () est non vide.

On prend

n = max ()

donc

El(iOij) € A27i0 < jO>Vt € A?fzo(n) = fjo(n) Z ft(n)

on remplace u par

U™ + U1 2" 4 ...+ w4 uo
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dans (IT), et en identifiant les coefficients des termes de degré f; (n), on forme I’équation

pn(“ﬂ) =0 (Pn)

oup, € Clz] et d°p, < m.
On distingue trois sous-cas du 2°™¢ cas

1¢" sous-cas

d’p, > 1

la résolution de (P,,) donne les valeurs de u,, et on passe & la 2™ étape.

2°"¢ sous-cas

pn(z) est identiquement nul

qu’on appellera le cas dégénéré, et on passe a la 4°™¢ étape.

3¢ sous-cas

dopn =0

u, n’existe pas, donc (II) est sans solutions.
2¢7¢ étape Détermination de u,_1, ..., u;.
Posons

v D (2) = u(x) — upa”

de I’équation (II), on tire

A (0 a2y = (00D fua™)™ L A0 Fua) + Ay (IT)

donc ils existent BZ-(l) € Clz], (1 =0,...,m — 1), tels que (II’) soit équivalente a
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Ap[v® ) = e D) 4 BY [pe-0)t g pWy-h o B (g.1)

(n—1)

on remplace v par v, 12" '+ ... + v dans (a.1), et en identifiant les coefficients des

termes du plus haut degré, on forme I’équation

oup, 1 € Clz] et d’p,_1 < m.
Si p,,_1(x) est identiquement nul, alors on passe & la 4™ étape.
Si d’p,_1 = 0, alors v,,_; n’existe pas.
Si d°p,_1 > 1, alors la résolution de (P,,_;) donne les valeurs de v,_;, donc de u,_1,

et pour chaque valeur de v,,_1, on pose
U(”’Z)(x) = v(”’l)(z) Y
de (a.1) on tire
A" 0, 12" = 0D o2 ) 4+ BP0 1,2 )+ B (a1)
donc ils existent BZ-(2) € Clz], (i =0,...,m — 1), tels que (a.1’) soit équivalente &
A 2] = [ D)™ 4 BY [y 2)t o BPy(2) g B (q.9)

on remplace v("~? par

—2
UpoX “ 4+ ...+ 19

dans (a.2), et en identifiant les coefficients des termes du plus haut degré, on forme
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I’équation

ol p,_s € Clz] et d’p,_o < m.

De proche en proche, on arrive a
Ap[v®) = [0 4 BO Dp®)m=t 4 BO DM o gD (g — 1)

ou

v (z) = 0P (2) — vea? et Bi(n_l) € Clz]

on remplace v") par vyz + vy dans (a.n-1), et en identifiant les coefficients des termes du

plus haut degré, on forme 1’équation

oup; € Clz] et d°py < m.
Si py () est identiquement nul, alors on passe & la 4°™¢ étape.
Si d%p; = 0, alors v; n’existe pas.
Si d%; > 1, alors la résolution de (P1) donne les valeurs de v; donc de u;.
3°me étape Détermination de ug

Pour chaque valeur de v, on pose
v (z) = vW(2) — vy, v = vy € C
ils existent BZ-(n) € Clz], i =0,...,m — 1), tels que (n-1) soit équivalente a
An 0] = [0 4 B (@)t 4 BMy© 4 B (ap)

par conséquent
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v+ B (2)0e™ 4+ B (v + BV (2) =0, (am+1)

I’é6quation (a.n), admet la solution constante v(), si et seulement si, le systéme d’équations
issu de (a.n+1), admet la solution vy.

4°me gtape

2.5.1 Etude du cas dégénéré

Le cas dégénéré, se pose dans la situation ou 'un des p;, (j = n, ..., 1), est identiquement
nul, donc ’équation (P;) corréspondante, ne suffit pas pour déterminer les u;.

En remplagant v) par v;z7 + ... 4+ vy dans ’équation

ApD) = (@) 4 B D=t 4 BrTy0) 4 B (ap — j 4 1)

et en identifiant les coefficients des termes du plus haut degré, on obtient I’équation
Ov; =0 (P;)
Changement de notations
Pour simplifier les notations, on pose Bi("fj )= A;pouri=0,...m—1et v =y et

J = n, et on retrouve ainsi les notations de départ, c’est a dire

A = w4+ Ay w4+ Aju+ A, (IT)
Ai(x) = Ag?xa" + Al(l?fla:“i*l +...+ Agi):c + Ag), (i=0,...m),(j=0,..,a),
oua; = d°A;et Agi) e C.

T) = UpZ" + Up_12" 4 A urr +ug ot y; € C

fm+1

= d°(A) =a, +n—1

d°(u™) = mn

d0<AZUZ) =a; + Z.TL, (Z = 0, ceey M — 1)
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Soit QU {0} lespace fondamental (II), (donc celui de (a.n-j+1), avant le changement
de notations), on a vu que nécessairement n € €Q.

Donc

3(i,j) € A%, (i < j),Vt €A, filn) = f;(n) > fi(n)

hormis le cas ou

filn) = fu(n) > fi(n)
vt € A—{l,m} et nA" = AP

al

tous les autres cas donnent des p,, non identiquement nuls, il en résulte que

A — 1
n

m—1
eta;, < a,—(G-1)n—-2,(j=0,2,3,...,m—1)

Théoréme 3
Dans le cas dégénéré, la détermination des solutions polynomiales de (II) est possible.
Preuve du théoréme 3
de (II) on tire
am—1

(A gem 45 A™ i) (S juatl) = (D wr))™ + (3 A V) (3wt 4
i=0 i=1 i=0 i=0 i=0

S AP i ST AU pam—1 am_QA(l) NS i R A i
(0 A7) (X wir )P+ (nds,, w0 Y AT ) (DD wat) )0 A
i=0 i=0 =0 i=0 1=0

et par suite
n—1 am—1

(3 (i = n)u AL a1y = (3 wa)™ + (3 APVt (30 ey
i=0 =0 i=0 =0
H(E AT (3 win')” + (
1=0 1=0

ao )
> Al (F)
i=0
on tire de (F) les coefficients de z*, (t =n — 1,...,0)

Am—2 am—1

AN (S wrt) — (5 A (S i) +
1=0 1=0 1=0 =1
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_A((zcnn)un—lle<unaunfla "'aulau0> (dl)
_2Agrz)unf2:R2(un7 Up—1,y -y U, UO) (d2)

—ZA(m)Un_Z:RZ (un, Up—1y ..., U, UO) (dZ)

Am

—nAng)uo:Rn(um Up—1; e U1, Uo) (d.n)
Q1(Upy Up—1, -y Uz, Up)=0 (don+1)

L Qam,l(un, Up—1y ..., U, Uo)IO (dam +n— 1)
ou R;, Q; € Clxy,xa, ..., Ty)

Proposition 2

Chaque R; est indépendant de w,—;, Up—i—1 ..., g ,( 1 =1,...,n).

Pour démontrer la proposition 2, on aura besoin du lemme technique suivant :

Lemme 1

Le terme du plus haut degré de (zn: w;z')? qui contient uy # 0 est jugul ~tamU~DH o
t=0,..,n—1 et j € N* =

Preuve du la proposition 2

Supposons qu'’il existe un entier ¢, (0 < t < n — i), tel que R; dépend de uy; quatre

cas se présentent :

n
1°"cas u,; provient de (> ux")™.
i=0
n

D’aprés le lemme 1, ma,u? 2™ D+ est le terme du plus haut degré de (3 uz®)™
i=0
qui contient wu;, mais I’équation (d.i) du systéme (T), provient des coefficients du terme

zomtr=i=lde Péquation (F), donc n(m — 1) +¢ > a, +n —1—1ort < n — i donc

Ay — 1 . . .
1 , Ce qui est 1mp0881ble.

n >

5 & PN L
2°Mccas uy provient d’un (D Agj)xz)(z wz'), (j=2,3,...,m—1).
i=0 i=0

. , , o o
Du lemme 1, AEB} Jugud =g+ egt le terme du plus haut degré de (3 AP 29) (S wsa),
i=0 i=0

qui peut contenir wu;, mais I’équation (d.i) du systéme (T) provient des coefficients du
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terme z*m"~~1 de léquation (F), donc aj+n(j — 1)+t >an+n—i—lort <n—i
donc a; > a,, — (j — 1)n — 1, ce qui est impossible.

3mecas u; provient de (%ij Agl)xi)(ﬁg u;xt).

A((llnz_gutx“m’”t est le terme du plus degré de (ai2 A )(Z u;z") qui peut contenir
ug, mais 1’équation (d.i) du systéme (T) provient des coefﬁClents du terme z% "=~ de
I'équation (F), donc a,, — 24+t >a,+n—i—lort<n—idoncn—i—1>n—1,ce

qui est impossible.

am—1 n )
42mecas u, provient de (> Az (3 iwziL).
i=0 =1
am—1 n .
Agﬁlltutm“m”” est le terme du plus degré de ( Z A )(Z iw;z"1) qui peut con-

=1

tenir u;, mais ’équation (d.i) du systeme (T) prov1en1: des coefficients du terme g@m+7—t1
de l’équation (F), donc a,, +t —2>a,, +n—i—lort<mn—idoncn—i—1>n—i,
ce qui est impossible, d’ou la preuve de la proposition 2.

Preuve du lemme 1

La preuve est par récurrence sur j.

Pour j =1, c’est évident.

Supposons que le terme du plus haut degré de (i u;x')? qui contient u; est juul tamUTDF
Montrons le résultat a 'ordre j + 1

(3w = (3w (3 wia)

- :Z:[Z%x”j%— i]':stuﬁfla:”(j’l)” +0(x)|[unx™ + wa’ + w(z)]

ou 0(z) = (zn% wizt)? — (ula™ 4+ jupud "t ITDE

et w(z) = (i u;x?) — (up " +ugzt)

par conséquzgr(l)t

(i wz YT = wd M, + ud st + ud e w () + jutu%_lx”(j_l)“unw”

- +jugud a0y gt g Tt D e (2) + 0(2)u,
+0(x)upx’ + 0(z)w(z),

on aura alors

(3" u®y T = w1z 4 (5 Dyl 2™+ wl 2™ w(x)
i=0
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+juad LU D (1) + O(2)unz™ + 0(z)uat + 0(z)w(z), (G)

posons d = nj + t, et on regardons les termes de (G) contenant u; on a

1) d°(juaud~tan =D+ (2)) <nj +t—1< 4,

2) ’hypotheése de récurrence nous permet de conclure que le terme du plus haut degré
de 6(z) contenant u;, a un degré au plus égal a n(j — 1) +t — 1, et par conséquent :

a) le terme du plus haut degré de 0(z)u,x™ contenant u;, a un degré au plus égal a
n(j—1)+t—1+n=nj+t—1<5,

b) le terme du plus haut degré de 6(x)u;z' contenant wu;, a un degré au plus égal a
n(j—1)+t—1+t=n(j—1)+2—1<3,

c) le terme du plus haut degré de 6(z)w(z) contenant u;, a un degré au plus égal a
n(j—1)+t—14+n—-1=nj+t—2<9.

Les conditions 1), 2a), 2b) et 2c) entrainent que le terme du plus haut degré de
(znj u;z’)’eontenant u; est (j + 1)ugud 2™, d’ou la preuve du lemme 1.
ZZOLe systéme (T) devient
( — A w1 =Ry (uy,) (d.1)
~2A8 5= R (U, 1) (d.2)

—ZA((ZTn)Un,Z:Rl(Un, ceey un,iﬂ) (dZ)

—TLAELZZL)U():Rn(unyun—h ceey Ul) (dn)

Q1(Up, Up—1, .oy Up, Ug)=0 (dn+1)

L Qam—l(um Up—1, .-+, UL, UO):O (dam +n— 1)
ou Rz S C[xnfiJrla 7$n] et Ql € C[xbw% 7'7771}

Résolution du systéme (S)

Puisque A{™ £ 0, deux étapes se présentent

1¢"étape Dans ’équation (d.2), on remplace u,_; par sa valeur en fonction de wu,
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donnée par ’équation (d.1), on obtient alors I’équation (d.2’), qui donne u,,_, en fonction
de u,,.

Dans ’équation (d.3), on remplace u,_1 et u, o par leur valeur en fonction de w,
données par les équations (d.1), et (d.2’), on obtient alors I’équation (d.3’), qui donne
u,—3 en fonction de w,,.

De proche en proche on arrive a ug en fonction de u,,.

Le systéme (S) devient
(
un,lel(un) (dl)

un_QZFQ(Un) (d2’)

Up—i=F;(uy) (d.0”)
(L)

wo=Fy, (uy,) (d.n)

Q1(Uny Up—1, .., U, Up)=0 (dn+1)
Qo (Up, Up—1, ..., Uy, up)=0 (dn+2)

\ Qa'm—l(uﬂn un—h ey ul) UO)ZO (dam + n — 1)
ou les F; € Clz] et Q; € Clxy, 2o, ..., Ty]

2¢me¢tape On remplace les u;, (i = 0,...,n— 1), par leur valeur en fonction de u,, dans

les (a,, — 1) derniéres équations du systéme (L), et on pose

gi(x) = Qi(x, Fi(x), ..., Fo(x),i=1,...,a, —1),xr € C

Deux cas se présentent

1% cas Tl existe ig, (1 < ig < a,,—1), tel que d°q;, = 0.

Le systéme (L) est impossible, et les u; n’existent pas.

2°mecas 1l existe ig, (1 < ig < a, — 1), tel que d°¢, > 1, et pour tout i, (i =
1, ..,am — 1), d°q; # 0.

Soit
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B () = PGOD(g1 (), ¢a(2), s a1 ().

Trois sous-cas du 2°™“cas se présentent
1" sous-cas d°®(z) = 0.
Le systéme (L) est impossible, et les u; n’existent pas.
2°m¢ sous-cas d°®(z) > 0.

La résolution de

O(z)=0

donne les valeurs de u,, et les Fj, (i=1,...,a,, — 1), donnent les u;, (i =0,...,n — 1).
3°mesous-cas Tous les ¢;(z), (i = 1, ..., a,,—1), sont identiquement nuls.

Posons

U, =X, AeC

et par suite

Uj = Fn—l()‘)u (Z =0,...,n— 1)

et par conséquent les solutions de (F) s’écrivent
u(z) = X" + FL(\)z"t + .+ F,(\), e C

Proposition 3

Le cas ou tous les q; sont identiquement nuls n’existe pas. (i =1,...,a, — 1)
Preuve de la proposition 3

L’idée consiste & travailler dans C[\].

Posons
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donc

u(z) = Fo(N)z™ + FL(N)z" 4 ..+ Fo(\)

Soient

h; = d°F; et h = max h;, (h > 1 car d°Fy = 1).

Il exite xqg, 2o € C, tel que

d®u(xg) = h, (u(z) € C[N)).

On tire de (F), pour z = x

n—1 n Am—1

(T (6 = mudlay = D=(S wad)™ + (£ A" V) (S )™+

i=0 =0 =0
Ay —2 n

+<§]A§%a><iuwa> +(E Al xz))(z%w)

am—1 a

(£ A %)(M N+ z Az,

L’égalité (F’) est impossible dans C[A], car

dO(Z u;wh)™ = mh
i=0

mais que
n—1
X:Z—nuZ Jgdmti=) < h < mh,
=0
Z ZJ) ‘ Zua:o < jh<mh,(j =2,3,...m—1)
=0
a—2 n
(> Cixh) (O wih)] < h < mh
i=0 i=0
et

am—1

do[(z A§ Zzux )] < h <mh
i=0
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d’ou la preuve de la proposition 3.

Conclusion

Dans le cas dégénéré, 1’étude précédente permet de déterminer toutes les solutions
polynomiales, et de prouver qu’elles sont en nombre fini, d’oul la preuve du théoréme 2.

Vu que le degré des solutions polynomiales est inférieur ou égal & max(£2), qui est
fini, on constate alors que dans tous les cas (dégénéré ou non dégénéré), I’équation (II)
admet un nombre fini de solutions polynomiales u, (car les u;, ne prennent & chaque fois

qu’un nombre fini de valeurs), d’ou la preuve de la partie 2) du théoréeme 1.

2.6 Exemples
1) Un cas dégénéré
Soit
(2°+ 1)y =y* — 2% + (22" + 2)y — 2° + 22 (1)
un calcul donne

Q= {1,2} et max(Q) =2

Cherchons les solutions polynomiales de la forme

y(r) = Yo1® + 17 + Yo

On constate qu’on est dans le cas dégénéré, de (I) on tire
(=u3 +y3 +y1)2° + (290 — 2y12 + 3y1y3)2°+
(=41 + 3y + 3yiy2 — 2yoy2)2” + (—2y0y1 + 6yoyry2 — 1+ 2 + i)z
+(3ytyotyr+3y2y8 —u3) 22+ (3ygy1+2—2p+y0) v+Hyg —y1 = 0

3

le systeme (S) est
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~Yi+ys =0 (1)
290 — 24192 + 315 = 0 (2)
—yi + 3yoy3 + 3yiye — 2yoy2 = 0 (3)
(S)4 —2yoy1 + 6yoyaye — L+ 42+ 45 =0 (4)
3ytyo + y1 + 3yaug —yg = 0 (5)
3Ydy1 +2 —2y2 +yo =0 (6)
Yo —y =0 (7)

\
On tire de (1), y1 en fonction de yo, et on tire de (1) et (2), yo en fonction de y et
on les remplacent dans (3), (4), (5), (6) et (7), on trouve

[ u=w-w)
vo=(3v5—5us+u3) (2
q1(y2) =0 (3)
(L)S G2(y2) =0 4
g3(y2) =0 )
ga(y2) =0 (6)

q5(y2) = 0 (7)

(4)
(5)

ol

01(y2) = —5us + Sys — 1395 + 35

@2(y2) = 10y5 — 30y5 + 32y5 — 1493 +2y3 — yo + 1

g3(y2) = —Pys" + 120" — Blyd + By — 11y] + 5 + 43 — 43

Qa(y2) = Fys® — Hlys® + 2yt — 2050 + 1843 — 3y — 3y5 + Sus — y3 + 2y — 2
B (y2) = =5 U+ 00y =2y 2y = R s Ry s~y

par conséquent

®(x) = PGCD(q1,¢2,G3,qa,95) =« — 1,

et parsuiteys =1,y =0etyo =0
On en déduit que y(z) = 2? est 'unique solution méromorphe sur C de (I).

2) Un cas non dégénéré
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Soit
vy =y + 42> + (6x6 —I—:E) y? + (4x9 —|—2x4) y+a? 42" 32 —x—1 (I)
un calcul donne

Q= {3} et max(Q2) =3

Cherchons les solutions polynomiales de la forme
y(x) = ysa® + y21® + y12 + Yo

de (I) formons (P;)

Ys + 4y +6y5 +4ys +1=0 (Py)
équivaut a
(y3+1)*=0
donc
Ys = _17
posons

v(r) = y(r)+ a2

v(x) = 12’ + v+ vy

de (I) on tire

o =vt a1 (1)

de (II), formons (Ps)
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donc

Vg = 0
de (II), formons (P3)
vi=0 (P
d’ou
v = 0

Cherchons v(z) = vy =constante, de (II) on tire
vy +avg—x—1=0

équivaut a

v — 1+ z(vg —1) =0

donnevg = —louvyg =1
On en déduit que —z + 1 et —2® — 1, sont les solutions méromorphes C de (I).
3) Un cas mixte.(non dégénéré, dégénéré)
25y =y + 102%y* + (402* — %) y3 + (802° — 62% — 1) y*+
(802 — 1225 + 2° — 42?) y + 32210 — 828 — 227 —dat + 22 ()
donc

Q= {2} et max(Q2) =2
y(x) = 122”4+ 112 + Yo

de (I) formons (P;)
ys + 10y, + 40ys + 80ys + 80y, +32 =0  (P,)

équivaut a
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(2 +2)°=0

donc

I
o

Y2

posons

v(z) = y(z) + 222

de (I) on tire

2% = v° — 2?0 — v® + 2%v + 2* (1)

on est dans le cas dégénéré.

v(z) = vz + v
et de (II), on tire

2% = (v12 + v9)® — 22 (v1r + v0)® — (V1T + vo)? + 2° (V12 + Vo) + 22
équivaut a
(V2 — V¥ + vo)2® + (Bugvt — 3vgv?)at + (100208 — 3vdv; )2+
(—v}+ 10030} + 1 — v3)2? + (Bvjvr — 2vgv1)x + v5 — V3 = 0

le systeme (S) est

.

v) — v} + vy =0 (1)
5upv; — 3vpv? = 0 (2)
) 100303 — 3vdv; =0 (3)
—v? + 100302 + 1 —v3 =0 (4)
Sugvy — 2vgv; = 0 (5)
\ vg—vE =0 (6)

de (1) on tire vy en fonction de vy, et on le remplace dans (2),..., (6)
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;

vo = (v} —v}) (1)
q1 (Ul) =0 (2)
(L) g2(v1) =0 (3)
g3(v1) =0 (4)
C]4(U1) =0 (5)
\ gs(v1) =0 (6)
q1(v1) = —5v) + 8 — 3vP

(v1)
q2(v1) = 10013 — 23v{! + 160v) — 307

(v1) = —100]7 + 31v{° — 33v$3 + 13v;! — v —v? +1

(v1) = 503 — 20019 + 30017 — 2001 + 5vf% + 208 — 20}
qs(v1) = —v?° + 5uP — 100! + 1001% — 5017 + 015 — vf% + 20 — ¢
par conséquent

®(z) = PGCD(q1, 42, 03, 41, 65) = 2° — 1
d’ou (v1,v9) = (1,0) ou (v1,v9) = (—1,0).
Finalement, y(z) = —22% + z et y(x) = —22% — x sont les solutions méromorphes sur
C de (I).
2.7 Programme Maple

Considérons 1’équation réduite
Ap () = u™ + Ap_1(2)u™ -+ Aj(z)u + Ag(z) (1)

ol ou m est un entier, m > 3, P; € C[z] et A,, # 0.

Le programme suivant, écrit en Maple6, permet de déterminer les solutions polyno-
miales de I’équation (II), (A[m] désigne le polynome A,,) :

> ode := Alm| x dif f(u(z), ) — (u(z) m + sum('Ali] x u(z) '/ = 0..m — 1)) :
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for i from 0 tom do

ali] := degree(Ali], x) : od :

A= ((seq(alf)/(m — ), j = 0m — 1)), (alpm] — 1)/(m — 1)]:

k= max(A[]) : J :=trunc(k) +1:

G = [((seqlalf] + j* (7 1), = 0m — 1)), afm] +(J — 1) = 1), m (J - 1)]:
kappa(J — 1) := max(G][)) :

S := subs(u(x) = sum("uli] x "'/ = 0..J — 1), ode);

for i from 0 to kappa(J — 1) do
Eli] := Coef f(S, x, i) : od :
solve({seq(Eli], i = 0..kappa(J — 1))});
Exemples
1) Soit
2% = v’ + 102%u* + (402* — 22) w3 + (802° — 62* — 1) u?+
(802% — 1225 + 2° — 42?) u + 32210 — 82 — 227 — 4a* + 2% ()

On rajoute seulement les instructions suivantes au début du programme précédent

> m:=35H:
Al0] : =32%2"10—8%xx"8—2x*x"7T—4dxx 44272
Alll @ =80%2"8—12%x2"6+ 25 —4%x"2:
A2l + =80%x26—-6%xx"4—1:
A3l : =40xz"4—2"2:
A4l : =10xz2"2: A5 :=2"6:

Réponse :
{uo =0, w1 =1, up = =2}, {ug =0, w = ~1, up = —2}

2) Pour ’équation
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v = ud + xu? — 2 — 2 + 42?,

Réponse

{ug =0, uy =0, us =0, ug =0, uy = 1}.

3) Pour I’équation

(z+ D' = u® — 2%* + v + 3u — 2 + 322,

Réponse

{up =0, uy =0, up =0, ug =1}

3) Pour I'équation

51:401/ — U2O + u2 4 23339’21, - 1’40 _ .734

Réponse

{UOZO, U1 :0, Uy = ]_},

{UO = O, Uy = 07 U = —]_}
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Chapitre 3 : Systémes d’équations

aux dérivées partielles

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre travail consiste a introduire d’abord la notion de régularité pour
les opérateurs aux dérivées partielles, ensuite on explicitera, en utilisant la théorie de
W.Chow, une classe réguliere d’opérateurs aux dérivées partielles, agissant dans ’espace
des fonctions méromorphes sur C". Enfin, on généralisera nos résultats a une classe de

systémes d’équations aux dérivées partielles.

3.1.1 Définitions et notations

On désigne par H(C") Pespace des fonctions holomorphes sur C"et M(C") I'espace des
fonctions méromorphes sur C".

Soit :
X: L—=L

f=> adf

li|=0

avec L = M(Cn> ou H((Cn), 1= (il,ig, ...,in), | 1 |: i1+ i+ ... + iy, q; € (C[Il, ,l’n]
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l4]
Ozi....0xin
Ker(X ,L) est l’espace {f € L / Xf = 0}.

L
Soit T est un sous espace de L, X est dit T-régulier sur L si: Ker(X ’f) = (0).

i 0
E = Z T a_xl est 'opérateur classique d’Euler.
i=1

Kl

Le symbole du binéme | = ————.
|4] Zl‘ 7/2' ) |

ot = 2l i,

"rA
Clzr, .y 20] = {E/A € Clzy, ..., xp), g € Clay, ...,z \ {0}, et g homogéne} .
P"(C) I'espace projectif standard.

3.2 Equations aux dérivées partielles

3.2.1 Enoncé du Théoréme fondamental

Le théoreme suivant nous permet de construire des opérateurs réguliers de tout ordre.
Théoréme 1
Soient bo, by, ..., by, , (m + 1) nombres complexes non tous nuls. Si a; = by C\iﬂ !
m
pour tout i, alors l'opérateur Z a; 0" est Clzy, ..., mn) -régulier sur M(C").

|i|=0
Corollaire 1

L’opérateur précédent est Clxy, ..., x,|-régulier sur H(C").

La preuve du théoréeme 1 est basée sur les trois lemmes suivants :

Lemme 1 (Chow, voir[7])

Toute fonction méromorphe sur P™(C) est rationnelle.

Lemme 2

Pour tout polynome P de Clz]\ {0} Uopérateur P(E) est Clxy,...,x,]-régulier sur
M(C").

Lemme 3

Soient bg, by, ..., bm, (m + 1) nombres complexes non tous nuls, alors il existe un
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polynome P de Clx] \ {0}, tel que Zai O = P(E) ot a; = by Cy o' pour tout
li|=0
i (0<|i|<m).

Preuve du lemme 2

Comme C est algébriquement clos, on a :

ou les r; sont les racines de P(x) comptées avec leur multiplicité et a € C*; et pour
que P(E) soit Clry, ..., z,]-régulier sur M(C") il suffit que chaque (£ —r;) le soit.

-Un calcul direct donne :

E(aPa . .aim) = (iy + iy + .. i)zl al (%)
-Soient ¢ € Clz1, ..., z,] \ {0} homogene de degré A et u € M(C"), de () on tire :

E(qu) = Aqu + q¢E(u) ()

Montrons maintenant que chaque (E —r) est Clxy, ..., z,]-régulier sur M(C")

Soit y
EFu)—ru=—
(u) .
et
u € M(C")

ou A € Clzy,...,x,] et ¢ € Clzy,...,x,] \ {0} homogene de degré .
D’aprés (kx),

E(u) —ru =

|

s’écrit

E(qu) — (A +1)qu = A.

56



Posons v = qu et @« = A+ r, on aura :

EWw)—av=A (1)

Etudions I’équation (1) suivant les valeurs de «.
1°cas: o €N

En utilisant (), on voit que pour un B € C[zy,...,x,], on a

E(B)—aB=4,  (2)

Ay = A — A; ou A, est la somme de tous les termes de A de degré a.

Posons w = v — B, de (1) et (2) on tire :

E(w) — aw = A4 (3)

Changement de variables :

Posons

1 T; .
hh=—cety=— 122
T T
et
O(y1, -y Yn) = w(xy, ..., Ty).
La fonction 6 est méromorphe sur : 0 <| y; | .

Pour y; # 0, en utilisant le changement de variables, on a :
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et

00
_ — €
1 o2, 1
= gjl
équivaut a
00
XT1—— ey
! 81’1
et pour ¢ > 2,
00
Ty
8@
parce que
d’ou
E@)—ab =
finalement de (3), on obtient
Y1
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ou S € Clya, ..., Yn].

Par suite
S Log(y1) + ©(y2, -, Yn)
7y

9<y17 7yn) =

ol ¢ est une fonction arbitraire.
Mais sur tout voisinage pointé de 'origine de C la fonction Log n’est pas uniforme,
voir[8], S est nécessairement nul.

Il reste

©(Y25 s Un
9(y1,-.-,yn):——( = )
U1

Comme « est entier, # est alors méromorphe le long de y; = 0, voir [12], la fonction
D (21, ., 1p) = —x] WX, .oy Tyy)

est méromorphe sur P"~1(C), donc elle est rationnelle d’aprés le lemme de Chow, ® est
homogene de degré 0, elle appartient & Clxy, ..., x,], on en déduit que u € Clxy, ..., z,].
2°m¢cas o€ Z\ N

En utilisant (x), on voit que pour un B € C[xy,...,x,], on a :
E(B)—aB=A (4)

Posons w = v — B, de (1) et (4) on tire :
E(w)—aw=0 (5)

Changement de variables :

Posons :
1 xT; .
y1=—ety;,=—,12>2
T T

et

O(Y1, -y Yn) = w(xy, ..., Ty).
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La fonction € est méromorphe sur : 0 <| y; |.
Pour y; # 0, on tire de (5) :

y1% +af=0
oy

par suite :

Q(ylv ) yn) = go(yg, SE) yn)yl_a
ol ¢ est une fonction arbitraire.
Comme (—«) est entier, f est méromorphe le long de y; = 0, la fonction

D (21, m,) — 2] “W(T, .oy Tp)

est alors méromorphe sur P"1(C), donc elle est rationnelle d’aprés le lemme de
Chow, ® est homogene de degré 0, elle appartient a C [1,...,x,], on en déduit que
u € Clay, ..., Ty

3°mecas: o ¢ 7

En utilisant (%), on voit que pour un B € Clzy, ..., x,], on a

E(B)—aB =A (6)

posons w = v — B, de (1) et (6) on tire :

E(w)—aw=0 (7)
Changement de variables:
Posons
1 T; .
h=—ety=—,1>2
I T
et

O(y1, -y Yn) = w(xy, ..., Ty).
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6 est méromorphe sur: 0 <| y; | .

pour y; # 0, on tire & partir de (7) :

y1% +af = 0.
oy

par suite

01, s Yn) = (Y2, o, Yn) Y1

ol ¢ est une fonction arbitraire.
Mais sur tout voisinage pointé de l'origine la fonction : y; ~» y; “ n’est pas uniforme,

nécessairement

O(y1y s yn) =0

donc u € Clzy, ..., ).
ﬁ
Preuve du lemme 3

Notons ElFl = Z Ciz'o'.
|i|=k
Pour démontrer le lemme 3, on aura besoin du sous-lemme technique suivant :

Sous-lemme

E(EWY = W 4+ EEF pour tout k € N.

Du sous-lemme on obtient les relations :

E0 = g,
E' = EW.
E? = B 4 gl

B3 =Bl L 3pR 4 phl,

EF = EW 4 dy o BV 4dy g o EFA 4 dy B, avee dy,; € N,
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Ces relations peuvent étre écrites sous la forme :

10 0 0 0 E E°
0 1 0 0 0 EM E?
0 1 1 0 0 E E?
0 1 3 1 0 EBl | =| B3
0 dp1 dro dps . . 1 E¥ E*

notre matrice est visiblement inversible, donc il existe des f;; € Z, tels que
EM = B¥ 4 i i EF Y b fir oE" 2+ L+ i B,

d’ou

b EM = b (B + fip EM '+ frpoBY 2 + o+ fraE)

finalement

D 0 EM =Y (B + ot BF + fun2EY T+ L+ friE) = P(E).
k=0 k=0

ou P € C[z] \ {0}.
Preuve du sous-lemme
On a
EY = Y e,
li|=F

donc

00> Cia') 00> Cia'd)
li|=k li|=k
r———————

E(EW) = o R e
1 n
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malis

(
T
n
\
on a

21+1
E C’ka:

ound) =i+ 1let?

obtient :

11+1 2
E Cra a2 g

o> Cia'or)

li|=k
8.731

|i|=Fk
or,

Zcz ') +Zc,g il

a(> _ Cia'or)

ZCZ 7’0" +Zc,g

olil+1

in
B

’i1+1
Oz

. .
= (i}, 12, ..., i

Plil+1
i1+1
Ox

x’ﬁn

), et en changeant les indices (i = i et ¢} = i), on

:L"‘"

o
'51 L.in i1 4o in
E Cy x{xy..x)

|i'|=

k+1

-2 G

=k+1

de méme pour les autres indices, on aura ainsi :

X1

n

li|=k
8.751

Z OZ Zal
li|=k
oz,

o> Cia')

lil=k

=in()_ Cia'd') +

lil=k

li|=k+1

li|=k—+1
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yeeyin

i1—1,..,%
Cﬂl sesln
§ : k

ilv--ain_l
2. G

zn—l—l

Hlil+1

21+1 ;
Oxy ™ ....0xkr

olil+1

Ozt ....0xintl

o'l
8:17i/1 Oxin
1 ceee n

i
Ll g2 pin 0"
1’2 ...xn 8 7:1 a in
x]....0xl
o , ol
1 2 )
e
Oxi...0xin
o ‘ olil
xiwy ..

n i1 i
Oxt...0xk



il vient par addition

o olil
E(EW) = (iy+ ... +i,) O Cla'd) + Y Cf,aiay. aly

1 2 n 21 Zn
ik P Oxt....0xk

car

t1—1i2,.in 5,02 —1,.in 11,8250 yin—1 __ ¥01,02,000n
ot +C +t O = O

(formule classique)
finalement

E(EW) = pEW 4 gl

3.2.2 Preuve du Théoréme fondamental

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoreme 1. D’apres le lemme 3 :

Z b|i| Cr” xi 81 = P(E)

|i|=0

pour un P € Clz] \ {0} et bg,b1,...,bm, m + 1 nombres complexes non tous nuls. Et

d’apres le lemme2: P(E) est C[x1, ..., z,]-régulier sur M(C"), pour tout polynome P de

Clz] \ {0}, donc Z b Cfy @ 0" est C[a1, ..., z,)-régulier sur M(C").

li|=0
3.3 Systémes d’équations aux dérivées partielles

3.3.1 Premier ordre
Soit

P (M(CY))™ — (M(C))™

1<i<m, 1<j<n i=1

F=(frs o )t = Pf = (Pif)iciam = ( S APy by, )
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o ¥ b € Clxy, ..., Tp).

ij i
Le théoréme suivant nous permet de construire des systémes d’opérateurs réguliers
d’ordre un.
Théoréme 2

Soient M, ... ™ m nombres complexes, cgk), (1 < i,k <m), m? polynomes ho-
(k)

mogenes de C[xy, ..., x|, tels que pour chaque k, deg ;" soit indépendant de i. L’opérateur

P est régulier, pourvu que
0 3

b — b))

1

a

det((cgk))(lgi,kgm)) non trivial
pour tout i, 7, k.

Preuve du Théoréme 2
Soit

P.f = A
(S) 4 femecm)m
1<k<m
ou A, € Q[xl, ey Ty

Pour k = 1, on obtient du systéme (S)

Yty S WA ()
j=1 J i=1

=1

1)
afi
8$j - Ci E(fz)

= E(cz(l)fi) - nlcgl)fi (utiliser la relation (xx))

soit ny = degc

ORS
mais ¢; lecj
j:

de (8), on a
EQ i)+ (W —n) Y dVfi= A (9)
=1 i=1
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m
La fonction ) 02(1) fi est méromorphe sur C", et grace au lemme 2, 'opérateur £ —
i=1
m
(ny — rM)) est régulier, et on en déduit que > cgl)fi € Cloy, .., @] -
i=1
Du systéme (S), on obtient :

>V = By
=1
(879 £ em(cn
1<k<m
ou By, € Q[xl, ey T

Mais det((cgk))(lgi,kgm)) est non trivial, donc f; € Clx1,..., ,] pour tout .

3.3.2 Ordres supérieurs

On peut obtenir, par composition, des systémes réguliers de tout ordre :
Proposition 1
Lopérateur Q = Po Po...o P, (s fois), ou s € N* est régulier d’ordre s, pourvu que

P soit régulier et d’ordre un.
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