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Chapitre 1 : GENERALITES

1.1 Introduction générale

Les thèmes de cette thèse, en deux parties, concernent l�aspect algébrique et analytique

des équations di¤érentielles et des équations aux dérivées partielles.

Le chapitre (I) est consacré d�abord à présenter un aperçu sur la théorie de l�indice et

de la régularité dans le cas d�une variable. On décrira ensuite l�algorithme d�Abramov,

qui calcule toutes les solutions polynomiales de l�équation di¤éretielle linéaire :

an(x)u
(n)(x) + an�1(x)u

(n�1)(x) + :::+ a0(x)u(x) = 0

où u(i) désigne la dérivée d�ordre i par rapport à x et les ai(x) 2 C[x].

Le célèbre algorithme du polygone de Newton qui permet le calcul des solutions

formelles de certaines classes d�équations di¤érentielles fera ensuite l�objet d�une descrip-

tion détaillée.

Dans le chapitre (II), notre travail consiste à caractériser toutes les solutions méro-

mophes sur C, de l�équation di¤érentielle non linéaire :

by0 = cmy
m + cm�1y

m�1 + ::+ c1y + c0 (I)
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où m est un entier, m � 3; b; ci 2 C[x] , b 6= 0, et cm 6= 0.

Notre étude, consiste en utilisant la théorie de Malmquist-Yosida, (voir [20]), à

ramener le problème du calcul des solutions méromorphes sur C de (I), à un problème

de calcul de solutions polynomiales d�une équation di¤érentielle associée à (I).

En suite, on s�inspire des méthodes de Newton et d�Abramov, et on propose un

algorithme pour calculer toutes les solutions polynomiales de l�équation associée; et on

établira que (I), admet un nombre �ni de solutions méromorphes sur C. La mise en

oeuvre de notre algorithme est aussi illustrée au moyen d�un programme Maple.

Dans le chapitre (III), on introduit la notion de régularité pour les opérateurs aux

dérivées partielles, ensuite on construit, en utilisant la théorie de W.Chow, (voir [7]), une

classe régulière d�opérateurs aux dérivées partielles; en�n, on généralisera aux systèmes.

1.2 Indice d�un opérateur

Soient E et F deux C�espaces vectoriels et

L : E ! F

un homomorphisme. On dit que l�opérateur L est à indice si dimC kerL < +1 et

dimCCo kerL < +1 et dans ce cas on appelle indice de L le nombre

�(L;E; F ) = dimC kerL� dimCCo kerL:

Si E = F , on écrit simplement �(L;E)

1.2.1 Indice analytique

Soit 
 un ouvert connexe de C.

H(
) désigne l�espace des fonctions holomorphes sur 
. Soit L =
mX
i=0

aiD
i un opéra-
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teur di¤érentiel où D =
d

dx
, ai 2 H(
), (0 � i � m). L�opérateur L dé�nit un endomor-

phisme de C-espaces vectoriels :

L : H(
) ! H(
)

u ! Lu =
mP
i=0

aiD
iu

Théorème 1 (voir[17])

Si le premier nombre de Betti b1 = dimCH
1(
) est �ni, et si le nombre de zéros

v(am;
) de am dans 
 (comptés avec leur multiplicité) est �ni alors l�opérateur L est à

indice et on a

�(L;H(
)) = m(1� b1)� v(am;
)

Corollaire 1

Si am 2 C[x] n f0g et 
 = C alors

�(L;H(C)) = m� deg(am)

1.2.2 Indice formel

C[[x]] désigne l�anneau des séries formelles en l�indéterminée x à coe¢ cients dans C.

Soit a =
P
i�0

cix
i 2 C[[x]], alors la valuation v(a) de a est donnée par v(a) = inffk 2 N

; ck 6= 0 g et v(0) = +1:

Théorème 2 (voir[17])

L�opérateur di¤érentiel

L : C[[x]] ! C[[x]]

u ! Lu =
mP
i=0

aiD
iu

où ai 2 C[[x]], est à indice et on a

5



�(L;C[[x]]) = sup
0�i�m

(i� v(ai))

1.2.3 Régularité

Soient L =

mX
i=0

aiD
i, ai 2 C[x], s 2 C[x], W = fx 2 C ; s(x) = 0g, Y = fx 2 C ;

am(x) = 0g, et U un disque ouvert non vide de C. On suppose que am et s ne sont pas

identiquement nuls.

Notons M(U) l�espace des fonctions méromorphes dans U et, pour A � C, MA(U)

l�ensemble des fonctions analytiques dans U n A et éventuellement méromorphes le long

de A qu�on suppose �ni, �(U) l�espace des fonctions analytiques dans U et pour f 2 �(U)

et x0 2 U , on note vx0(f) la valuation de f en x0, c�est-à-dire que si f(x) =
P
n�0

cn(x�x0)n

dans un voisinage de x0, alors vx0(f) = inffn 2 N ; cn 6= 0 g et vx0(f) = +1 si f est

identiquement nulle dans un voisinage de x0.

C[x]q désigne l�anneau localisé en q 2 C[x] n f0g:

Considérons l�équation di¤érentielle

(E)

8<: L(u) = g

u 2M(U), g 2 C[x]s
Le théorème suivant donne la dimension du noyau de l�opérateur

L :
MW (U)

C[x]s
! MW (U)

C[x]s

Notons d0ai le degré de ai et soit Z = W nW \ U:

Théorème 3 (voir[5])

a) Si Y * U et W � U , alors

dimker(L;
MW (U)

C[x]s
) = m�

P
x2U

vx(am)� inf
0�i�m

(i� d0ai) > 0

b) Si Y � U et W * U , alors

dimker(L;
MW (U)

C[x]s
) = m� d0am � inf

0�i�m
(i� d0ai) +m Card Z > 0

c) Si Y * U et W * U , alors
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dimker(L;
MW (U)

C[x]s
) = m�

P
x2U

vx(am)� inf
0�i�m

(i� d0ai) +
P
xi2Z

�(L;C[[x� xi]]) > 0

d) Si Y [W � U , alors

dimker(L;
MW (U)

C[x]s
) = m� d0am � inf

0�i�m
(i� d0ai):

Corollaire 2

Si m� d0am = inf
0�i�m

(i� d0ai) et si u 2M(C) et Lu = 0 alors u 2 C[x]am.

Corollaire 3

Si Y [W � U et si m� d0am = inf
0�i�m

(i� d0ai) alors toute solution u de l�équation

(E) est dans C[x]sam.

Théorème 4 (voir[5])

Si m� d0am = inf
0�i�m

(i� d0ai) alors l�opérateur

L :
M(C)
C(x)

! M(C)
C(x)

est injectif. Dans ce cas on dit que L est régulier.

1.3 Solutions polynomiales

Le calcul des solutions polynomiales d�équations di¤érentielles homogènes à coe¢ cients

dans C[x] a été étudié par Liouville, voir [16]. En 1995, Abramov, Bronstein et Petkov�ek,

(voir [1]), ont donné un algorithme performant du calcul de ces solutions.

Nous rappelons ici le principe de ce calcul en considérant le problème sous trois points

de vue.

Soit

P (u(x)) = an(x)u
(n)(x) + :::+ a0(x)u(x) = 0

une équation di¤érentielle linéaire homogène à coe¢ cients dans C[x]:

Rechercher les solutions polynomiales de P (u(x)) = 0 revient à résoudre des systèmes

linéaires et aussi à rechercher des suites �nies solutions de relations de récurrence.

Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
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1) Le polynôme z(x) = z0 + :::+ zdx
d est solution de l�équation P (u(x)) = 0:

2) La suite �nie (z0; z1; :::; zd) satisfait une relation de récurrence du type :

�0(i)yi + :::+ �b(i)yi+b = 0 (1)

avec �j(i) 2 C (par convention zk est nul si k est dans f�b; :::;�1g)

L�entier b est appelé alors ordre de la relation de récurrence.

Plus généralement, si (Qi)i2N est une base de polynômes de C[x] telle que

Qi j Qi+1 et deg(Qi) = i (2)

alors les coe¢ cients ui d�une série u(x) =
P
i

uiQi(x), véri�ant P (u(x)) = 0, satisfont

une relation du type (1).

Dé�nition 1

Soit P un opérateur di¤érentiel linéaire et (Qi)i2N une base de polynômes du type

(2).

On appelle relation de récurrence associée à (P; (Qi)i2N) la relation de récurrence

satisfaite par les coe¢ cients d�une série
P

i uiQi(x) solution de P (u(x)) = 0:

3) Le vecteur Z =t (z0; z1; :::; zd) est solution du système linéaire :

AdZ = 0

où la matrice Ad est une matrice à coe¢ cients dans C ayant d+ b+ 1 lignes et d+ 1

colonnes.

Le coe¢ cient de la i-ème ligne et la j-ème colonne de la matrice Ad est dé�ni comme

suit :8<: �j�i+b(i� b� 1) si 1 � i � d+ b+ 1 et max(i� b; 1) � j � min(i; d+ 1)

0 sinon
La recherche des solutions polynomiales peut se diviser en deux étapes : recherche

des degrés possibles puis résolution d�un système linéaire.
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Si d est le degré d�une solution polynomiale, alors d�après (1) on a

�0(d)zd + 0 + :::+ 0 = 0:

Comme, par dé�nition du degré, zd est non nul, nous obtenons �0(d) = 0:

Dé�nition 2

L�équation �0(i) = 0 est appelé équation indicielle pour la relation de récurrence (1).

Les solutions dans N de l�équation indicielle donnent les degrés possibles des solutions

polynomiales recherchées.

Pour trouver les solutions polynomiales il su¢ t alors de chercher les solutions d de

l�équation indicielle, puis de résoudre les sytèmes linéaires

AdY = 0

Remarque 1

La procédure Maple [polysols] calcule les solutions polynomiales d�équations di¤éren-

tielles linéaires à coe¢ cients rationnels.

Exemple 1

x2u00 � 3xu0 + 3u = 0

> with(DEtools) :

> ode := x^2 � diff(u(x); x$2)� 3 � x � diff(u(x); x) + 3 � u(x) :

> polysols(ode; u(x));

Réponse

[x3; x]
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1.4 Polygone de Newton

On décrira dans cette partie, une méthode de calcul des solutions séries formelles d�équations

di¤érentielles linéaires, utilisant la notion du polygone de Newton (voir [19]).

1.4.1 Classi�cation des singularités

On considère des équations di¤érentielles d�ordre n de la forme

y(n)(x) + pn�1(x)y
(n�1) + :::+ p0(x)y(x) = 0 (7)

où les pi sont des fonctions rationnelles de la variable complexe x:

Il est bien connu depuis Fuchs, que les seules singularités possibles de (7) sont celles

des coe¢ cients pi:

Dé�nition 4

Un point x0 (x0 6=1) est un point singulier régulier si toutes les fonctions (x�x0)n�ipi
sont analytiques au voisinage de x0. Autrement, on dit que x0 est un point singulier

irrégulier.

Et pour le point à l�in�ni, on utlise la transformation x = 1=t : la nature du point

x0 =1 est donnée par celle du point t = 0 pour l�équation transformée.

1.4.2 Nature des solutions

Considérons une équation di¤érentielle la forme (7). Supposons qu�elle présente une

singularité en 0 (on peut toujours se ramener à ce cas). La nature des solutions dépend

de la nature des singularités.

Si x = 0 est un point singulier régulier, il existe n solutions linéairement indépendantes

de la forme :

y(x) = x�
s�1X
i=0

(log x)i'i(x) (8)
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où les 'i sont des séries de Taylor, le rayon de convergence de ces séries est au moins

égal à la distance de 0 à la plus proche singularité des coe¢ cients pi:

Ces solutions peuvent être calculées en utilisant l�algorithme de Frobenius.

Si x = 0 est un point singulier irrégulier, les solutions sont d�une nature plus com-

pliquée.

La théorie classique montre qu�il existe un système fondamental de solutions de la

forme :

y(x) = x�
s�1X
i=0

(log x)i i(x) (9)

où les  i sont des séries de Laurent

 i(x) =
+1X
k=�1

�ikx
k

Mais il n�y pas d�algorithme pour calculer les solutions sous la forme (9) ( il est pra-

tiquement impossible de travailler avec les séries de Laurent ). Pour pouvoir e¤ectivement

calculer les solutions, on est obligé de passer par ce qu�on appelle les solutions formelles,

que l�on sait calculer. Les solutions formelles décrivent parfaitement le comportement

asymptotique des vraies solutions au voisinage de points singuliers.

La théorie classique nous donne un système fondamental de solutions formelles de la

forme :

eQ(1=t)t�
s�1X
i=0

'i(t)(log t)
i (10)

avec tr = x pour un entier r convenable, Q 2 C[t], � 2 C, s 2 N*, et les 'i 2 C[[t]],

C[[t]] désignant l�anneau des séries formelles à une indétérminée sur C.

Ces solutions sont dites formelles car les séries qui interviennent dans (10) divergent

généralement.

On dispose d�un algorithme, dit algorithme de Newton, qui permet de calculer une
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base de solutions formelles.

1.4.3 Polygone de Newton

Nous noterons C((x)) ( =C[[x]][x�1] ) le corps des séries formelles méromorphes à une

indéterminée sur C.

Pour a =
P
�jx

j, a 2 C((x)), a 6= 0, on pose v(a) = inffj/�j 6= 0g: Et pour a = 0

on pose v(a) = +1:

Nous considérons des opérateurs di¤érentiels à coe¢ cients dans C((x)) de la forme

L =

nX
i=0

ai@
i, @ =

d

dx
, ai =

+1X
j=v(ai)

�i;jx
j 2 C((x))

Le polygone de Newton de l�opérateur L est dé�ni de la manière suivante :

On noteQ+(u; v) = f(x; y) 2 R2/x � u, y � vg, le deuxième quadrant de R2 translaté

en (u; v).

On considère alors l�ensemble

M+(L) =
[
�i;j 6=0

Q+(i; j � i):

Le polygone de Newton de L esr l�enveloppe convexe inférieure de M+(L). Nous le

noterons N(L):

1 2 3 4 5

­1

0

1

2

3

x

y

Le polygone N(L) peut être décrit par la suite de ses sommets :

S0 = (u0; v0); S1 = (u1; v1); :::; Sp = (up; vp):
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où les uk et vk sont des entiers véri�ant

u0 = 0 < u1 < u2 < ::: < up = n

v0 � v1 < v2 < ::: < vp:

On associera à N(L) la suite strictement croissante des pentes

0 � �0 =
v1 � v0
u1 � u0

< �1 =
v2 � v1
u2 � u1

< ::: < �p�1 =
vp � vp�1
up � up�1

;

des diverses arrêtes

A0 = [S0; S1]; :::; Ap�1 = [Sp�1; Sp]

On notera l(�j) la longueur de la projection sur l�axe des abscisses de l�arrête Aj de

pente �j :

Pour les opérateurs di¤érentiels à coe¢ cients séries formelles méromorphes, on peut

donner la dé�nition suivante :

Dé�nition 5

L�opérateur L est dit à singularité régulière (en x = 0), si pour tout i, v(ai) � i �

v(an)� n. Sinon L est dit à singularité irrégulière.

La nature régulière ou irrégulière de l�opérateur L, se lit directement sur son polygone

de Newton N(L).

En e¤et on a la caractérisation suivante :

L�opérateur L est à singularité régulière en zéro, si et seulement si son polygone de

Newton N(L) n�a qu�une seule pente, égale à 0.

Exemples 2

a) L = x2@2 + x@ + x2 � v2 (Bessel)
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­1 0 1 2

1

2

3

4

5

x

y

Dans cet exemple, l�opérateur L est à singularité régulière.

b) L = x2@ + 1 (Euler)

­1 0 1

1

2

3

x

y

Dans cet exemple, l�opérateur L est à singularité irrégulière.

1.4.4 Algorithme de Frobenius

Nous décrirons l�algorithme seulement pour les équations di¤érentielles d�ordre 2 et du

type (7) , la méthode se généralise pour les équations de degrés supérieurs.

Soit L un opérateur di¤érentiel de degré 2. On suppose qu�il possède une singularité

régulière en 0. Quitte à multiplier L par une puissance de x on peut écrire L sous la

forme

L = x2b2(x)@
2 + xb1(x)@ + b0(x)

où les bi 2 C[x] avec b2(0) 6= 0:
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Première étape : Action de L sur x�.

On forme

L(x�) = �(�� 1)b2(x)x� + �x�b1(x) + b0(x)x
�

que nous écrivons sous la forme

L(x�) = x�f(x; �)

f(x; �) étant un polynôme qu�on peut écrire sous la forme

f(x; �) = f0(�) + f1(�)x+ :::+ fd(�)x
d

où d = maxfdegré(bi), i = 0; 1; 2g

si l�on note

bi(x) =
dX
j=0

bi;jx
j; (i = 0; 1; 2)

il est facile de voir que

fj(�) = b2;j�(�� 1) + b1;j�+ b0;j; j = 0; 1; :::; d:

Deuxième étape : Formation du développement des solutions :

L�algorithme de Frobenius consiste seulement à chercher des solutions formelles sous

la forme

y(x; �) = x�
+1X
i=0

gix
i; (g0 6= 0) (11)

On peut écrire formellement

L(y) =
+1X
i=0

giL(x
i+�)
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=

+1X
i=0

xi+�
+1X
v=0

gvfi�v(�+ v)

Donc y(x; �) satisfera l�équation L(y) = 0 si les gv véri�ent les relations

(S)

8>>>>>><>>>>>>:

g0f0(�) = 0

g1f0(�+ 1) + g0f1(�) = 0

:::

gvf0(�+ v) + gv�1f1(�+ v � 1) + :::+ g0fv(�) = 0

avec fj(�) = 0; pour j > d:

On en déduit que � doit être une racine de l�équation algébrique f0(�) = 0: Cette

équation est appelée l�équation indicielle.

D�une manière générale, étant donnés g0 6= 0 et � quelconque, on peut chercher les

gv; v � 1; comme fractions rationnelles de � de telle sorte que y(x; �) soit solution de

l�équation non homogène

L(y(x; �)) = g0f0(�)x
� (12)

En particulier, si � est tel que f0(� + i) 6= 0 pour tout i � 1, alors les gv; v � 1

peuvent être déterminés d�une manière unique par le système linéaire (S). On obtient

ainsi une solution formelle de l�équation (12) sous la forme (11). Dans toute la suite

y(x; �) désignera cette solution de l�équation non homogène (12)

Troisième étape : Description des solutions :

Soient �1et �2 les deux racines de l�équation indicielle f0(�) = 0. Supposons que

Re(�2)�Re(�2), alors f0(�1 + i) 6= 0 pour tout i � 1, donc y(x; �1) est solution formelle

de l�équation L(y) = 0:

Nous dirons que nous sommes dans le cas générique si �1et �2 ne di¤èrent pas d�un

entier.

Dans ce cas y1(x) = y(x; �1) et y2(x) = y(x; �2) sont deux solutions formelles linéaire-

ment indépendantes.

Et pour le cas non générique (i.e. (�1 � �2) 2 N) :

Considérons d�adord le cas simple où �1 = �2: Dans ce cas nous avons naturellement
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une première solution formelle y1 = y(x; �1)

Pour obtenir une deuxième solution formelle, on dérive par rapport à � les deux

membres de l�équation (12) :

L(
@y

@�
) = x�g0

@f0
@�
(�) + x�g0f0(�) log x

Comme

@f0
@�
(�1) = f0(�1) = 0

on en déduit que

y2(x) =
@

@�
y(x; �)j�=�1 = y(x; �1) log x+ x�

+1X
i=0

@gi
@�
(�1)x

i

est une solution formelle de L(y) = 0:

L�existence du terme logarithmique dans y2(x) assure l�indépendance linéaire des

deux solutions formelles y1(x) et y2(x):

Supposons maintenant que (�1 � �2) = n 2 N. Dans ce cas nous avons une première

solution formelle y1 = y(x; �1).

g0 étant arbitraire nous pouvons l�écrire sous la forme :

g0 = (�� �2)C0; (C0 6= 0)

Avec ce choix de g0 l�équation (12) s�écrit

L(y(x; �)) = (�� �2)C0f0(�)x
�

Remarquons que �2 est racine double de (� � �2)f0(�), et donc si nous

dérivons relativement à � les deux membres de l�équation précédente puis remplaçons �

par �2, nous aurons
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L(
@

@�
y(x; �))j�=�2 = 0

Nous obtenons ainsi une deuxième solution formelle qui s�écrit

y2(x) =
@

@�
y(x; �)j�=�2 = x�2(log x)

+1X
v=0

gv(�2)x
v + x�

+1X
v=0

@

@�
gv(�)j�=�2 x

v

et qui est indépendante de y1(x) à cause du terme logarithmique.

Les séries qui interviennent dans ces solutions sont convergentes dans un voisinage de

0 (voir[13]).

1.4.5 Algorithme de Newton

Nous décrirons l�algorithme seulement pour les équations di¤érentielles d�ordre 2 et du

type (7) , la méthode se généralise pour les équations de degrés supérieurs.

Reprenons l�opérateur

L = a2(x)@
2 + a1(x)@ + a0(x)

où les ai 2 C[x], et supposons qu�il possède une singularité irrégulière en 0.

Cas de deux pentes entières : Cas générique :

Nous allons d�abord étudier le cas, dit générique, où le polygone de Newton de L présente

deux pentes distinctes. Ces deux pentes sont alors entières.

a) Calcul d�une solution formelle dans le cas d�une pente nulle :

Supposons tout d�abord que le polygone de Newton de L possède une pente nulle. Elle

est forcément de longueur 1, sinon la singularité serait régulière. Dans ce cas l�opérateur

L peut s�écrire sous la forme
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L = xn+2b2(x)@
2 + xb1(x)@ + b0(x)

avec n 2 N* et b1(0)b2(0) 6= 0:

L�autre pente du polygone de Newton de L a donc pour valeur n:

0 1 2
0

1

2

3

4

x

y

ici n = 4

Comme dans le cas de singularité régulière, on cherche une solution formelle sous la

forme

y(x; �) = x�
+1X
i=0

gix
i; (g0 6= 0)

On peut écrire formellement

L(y) =
+1X
i=0

xi+�
+1X
v=0

gvfi�v(�+ v)

où les fi sont des polynômes en �:

On peut déterminer recursivement les gv; v � 1, de telle sorte que y(x; �) soit solution

de l�équation non homogène

L(y(x; �)) = g0f0(�)x
�

où

f0(�) = �b1(0) + b0(0)
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l�équation f0(�) = 0, s�appelle l�équation indicielle. C�est une équation en � de degré

1.

Pour obtenir une solution formelle, il su¢ t de prendre

� = �b0(0)
b1(0)

Nous obtenons ainsi une solution formelle régulière de l�équation di¤érentielle

L(y) = 0

b) Calcul d�une solution formelle dans le cas de deux pentes strictement positives :

Supposons queN(L) possède deux pentes distinctes strictement positives. L�opérateur

L peut s�écrire sous la forme

L = xn+2b2(x)@
2 + xm+1b1(x)@ + b0(x)

avec b0(0)b1(0)b2(0) 6= 0, n, m 2 N et n > 2m > 0:

La condition n > 2m, nous assure l�existence de deux pentes di¤érentes :

�0 = m < �1 = n�m

0 1 2
0

1

2

3

4

5

x

y

ici m = 2 et n = 5:

Considérons la plus petite pente �0 = m, et posons

y = e
(�

a

mxm
)
z;

où a est un nombre complexe non nul. Alors

20



y0 = e
(�

a

mxm
)
[z0 +

a

xm+1
z];

y00 = e
(�

a

mxm
)
[z00 +

2a

xm+1
z0 + (

a2

x2(m+1)
+
�(m+ 1)a
xm+2

)z];

Si on remplace y dans l�équation L(y) = 0, on obtient une nouvelle équation di¤éren-

tielle en z

La;m(z) = fxn+2b2(x)@2 + xm+1C1(x)@ + C0(x)g(z)

où

C1(x) = b1(x) + 2ax
nb2(x);

C0(x) = b0(x) + ab1(x) + fa2xn�2m � (m+ 1)axn�mgb2(x)

L�équation, dite équation caractéristique associée à la pente m, est

C0(x) = b0(x) + ab1(x) = 0;

Cette équation est du premier ordre en a. Elle a une unique racine

am = �
b0(0)

b1(0)
:

Si a 6= am, le polygone de Newton de La;m coïncide avec celui de L:

Si a = am, le polygone de Newton de La;m a une pente entière p strictement inférieure

à m, et une autre pente �1 = n�m. Il a la forme :
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0 1 2
0

1

2

3

4

5

x

y

ici m = 2 et n = 5 et p = 1

Ainsi, en choisissant a = am, on réduit la pente m à une pente plus petite.

Posons L1 = Lam;m. L�étape suivante de l�algorithme consiste à faire, dans l�équation

L1(x) = 0, le changement de fonction inconnue

z = e
(�

a

pxp
)

u;

former l�opérateur L1a;p, puis choisir a racine de l�équation caractéristique associée à la

pente p. On itère le processus jusqu�à obtenir un opérateur dont le polygone de Newton

possède un coté de pente nulle. On se retrouve alors dans le premier cas traité, on peut

donc ainsi déterminer une première solution formelle de la forme :

y1(x) = e
[
�am
mxm

+
�am�1

(m� 1)xm�1 +:::+
�a1
x

]

x�1
+1X
i=0

gix
i

c) Calcul de la deuxième solution formelle :

Pour obtenir la solution formelle associée à la deuxième pente n�m, on procède de

la même façon : On forme l�opérateur La;n�m. L�équation caractéristique associée à la

pente n�m, est

b1(0) + ab2(0) = 0

En choisit a = �n�m = �b1(0)b2(0), le nouveau polygone de Newton a deux pentes

p0 et p1 telles que : 0 � p0 < n �m = p1. On recommence ces transformations sur la
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pente la plus petite p0, jusqu�à la rendre nulle. On obtient ainsi une deuxième solution

formelle de la forme

y2(x) = e
[

��n�m
(n�m)xn�m

+:::+
��1
x

]

x�2
+1X
i=0

hix
i

Cas d�une unique pente non nulle : cas dégénéré.

Nous allons supposer maintenant que le polygone de Newton de L possède une unique

pente non nulle. Dans ce cas l�opérateur L s�écrit

L = xn+2b2(x)@
2 + xm+1b1(x)@ + b0(x)

avec b0(0)b2(0) 6= 0, n, m 2 N et 0 < n � 2m:

On peut remarquer que soit la pente est entière (n est pair), soit elle est rationnelle

(n est impair).

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

x

y

ici n = 2

Comme dans le cas générique on e¤ectue le changement de fonction inconnue

y = e
(�

a

(n=2)xn=2
)

z;

L�opérateur La;n=2 s�écrit

La;n=2 = xn+2b2(x)@
2 + xn=2+1C1(x)@ + C0(x)
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avec

C1(x) = xm�n=2b1(x) + 2ax
nb2(x)

C0(x) = b0(x) + axm�n=2b1(x) + fa2 � (n=2 + 1)axn=2gb2(x)

L�équation caractéristique est alors

C0(0) = b0(0) + ab1(0)[x
m�n=2]jx=0 + a2b2(0) = 0

C�est une équation du second degré en a:

Deux cas sont alors à considérer :

a) Le cas dégénéré simple : m 6= n=2

Dans ce cas l�équation caractéristique s�écrit

C0(0) = b0(0) + a2b2(0) = 0

Ella a deux racines distinctes. Il est alors essentiel de remarquer que

C1(0) = 2ab2(0) 6= 0

Soit a1 l�une des racines de l�équation caractéristique. Supposons d�abord que n est

pair. Le polygone de Newton de l�opérateur La1;n=2 est alors de la forme

0 1 2
0

1

2

3

4

x

y

ici n = 4 et p0 = 1
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C�est à dire qu�il a une pente entière p0 strictement inférieure à

n=2. Si la pente p0 n�est pas nulle alors on peut comme dans le cas générique la

réduire à une pente nulle. On obtient ainsi une première solution formelle de la forme :

y(x) = eQ(1=x)x�
+1X
i=0

gix
i

avec degré(Q) = n=2

Et avec la deuxième racine de l�équation caractéristique, on obtient de la même façon

l�autre solution formelle.

Si n est impair, on e¤ectue d�abord la rami�cation

x = t2

x
d

dx
=

1

2
t
d

dt

x2
d2

dx2
=

1

4
t2
d2

dt2
� 1
4
t
d

dt

L�opérateur La1;n=2 se transforme en un opérateur dont le polygone de Newton présente

une pente entière inférieure strictement à n et une autre de valeur n: On est donc ramené

au cas précédent. On peut alors construire une solution formelle de la forme

y(x) = eQ(1=t)t�
+1X
i=0

git
i

avec x = t2 et degré(Q) = n:

Et avec la deuxième racine de l�équation caractéristique, on obtient de la même façon

l�autre solution formelle.

b) Le cas hyperdégénéré : m = n=2 :

Dans ce cas l�équation caractéristique s�écrit :

C0(0) = b0(0) + ab1(0) + a2b2(0) = 0

Il est alors très important de remarquer que
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@

@a
C0(0) = b1(0) + 2ab2(0) = C1(0)

Nous avons alors deux possibilités :

b1) L�équation caractéristique a deux racines distinctes :

Les racines de l�équation caractéristique sont simples. Si a1désigne l�une de ces racines

alors, d�après la remarque précédente le coe¢ cient C1(0) est non nul et donc le polygone

de Newton de l�opérateur La1;n=2 a une pente entière strictement inférieure à m et une

autre pente entière égale à m. On se retrouve dans la cas générique. Nous avons donc

deux solutions formelles de la forme :

y(x) = eQ(1=x)x�
+1X
i=0

gix
i

avec degré(Q) = m = n=2

b2) L�équation caractéristique admet une racine double :

Soit a1 cette racine, on a

a1 = �
b1(0)

2b2(0)

Dans ce cas le coe¢ cient C1(0) est nul, le polygone de Newton de l�opérateur La1;n=2

a l�une des deux formes suivantes :

0 1 2
0

1

2

3

4

x

y

(1)
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0 1 2
0

1

2

3

4

x

y

(2)

Dans le premier cas (cas (1)), la pente s�est cassée, on se retrouve dans un cas générique

sans rami�cation et on a donc deux solutions formelles.

Dans le deuxième cas on a une unique pente �0 < m, et donc :

Soit il n�y a pas de point d�abscisse 1 sur la face du polygone et on se retrouve dans le

cas dégénéré simple. Donc, après rami�cation éventuelle, on retombe sur le cas générique.

Soit la pente est entière et il y�a un point d�abscisse 1 sur la face du polygone et

nous nous retrouvons donc dans le cas que nous sommes en train d�étudier. Mais il faut

remarquer que d�une part on�a pas introduit de rami�cation et d�autre part la pente a

diminué. Donc en itérant le processus nous tomberons (après au plus m itérations), dans

le pire des cas, sur une pente nulle de longueur 2, dans ce cas l�algorithme de Frobenius

nous fournira les parties régulières des solutions.

Remarque 2

La procédure Maple [formal_sol] calcule les solutions formelles d�équations di¤éren-

tielles linéaires homogènes.
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Chapitre 2 : Solutions méromorphes

d�une classe d�équations

di¤érentielles non linéaires

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre travail consiste à caractériser toutes les solutions méromophes

sur C, de l�équation di¤érentielle :

by0 = cmy
m + cm�1y

m�1 + ::+ c1y + c0 (I)

où m est un entier, m � 3; b; ci 2 C[x] , b 6= 0, et cm 6= 0.

Notre étude, consiste en utilisant la théorie de Malmquist-Yosida, à ramèner le prob-

lème du calcul des solutions méromorphes sur C de (I), à un problème de calcul de

solutions polynomiales d�une équation di¤éretielle non linéaire associée à (I), qu�on ex-

plicitera.

On s�inspire des méthodes de Newton et d�Abramov, et on dévellope un algorithme

pour calculer toutes les solutions polynomiales de l�équation associée; et on montrera
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aussi que (I), admet un nombre �ni de solutions méromorphes sur C. En�n, on écrira

notre algorithme dans le langage de programmation Maple6.

2.2 Solutions méromorphes

Un résultat classique dû à Malmquist, généralisé par Yosida, dit :

Théorème 1 (voir [20])

Soient R(x; y) une fonction rationnelle et r 2 N*. Supposons que l�équation di¤éren-

tielle :

(y0)r = R(x; y)

admet une solution méromorphe sur C qui n�est pas rationnelle. Alors R(x; y) est poly-

nomiale en y et d0yR(x; y) � 2r.

Une conséquence immédiate, (prendre r = 1), du théorème précédent est le corollaire

suivant :

Corollaire 1

Toute solution méromorphe sur C de (I) est rationnelle.

2.3 Solutions rationnelles

Le théorème suivant permet de caractériser les solutions rationnelles de (I) :

Théorème 2

1. Toute solution rationnelle de (I) est de la forme y =
u

cm
où u est un polynôme.

2. L�équation (I) admet un nombre �ni de solutions de cette forme, et on peut les

déterminer par un algorithme.

Preuve du théorème 2

Posons

by0 = cmy
m + cm�1y

m�1 + ::+ c1y + c0 � P (x; y) (I)
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Soit y une fraction rationnelle et � un pôle de y d�ordre k. Si cm(�) est non nul,

alors la valuation de P (x; y) en � est exactement �mk alors que la valuation de by0 est

au moins �k � 1: Comme m � 3; l�égalité by0 = P (x; y) n�est donc pas possible et donc

nécessairement cm(�) = 0:

Posons y =
u

cm
et u rationnel, de (I) on tire

b(
u0cm � uc0m

c2m
) = cm(

u

cm
)m + :::+ c1

u

cm
+ c0;

équivaut à

bcm�2m u0 = um + cm�1u
m�1 + :::+ (c1c

m�2
m + bcm�3m c0m)u+ cm�1m c0;

posons

Am = bcm�2m

Am�1 = cm�1

Aj = cm�1�jm cj; (j = 2; :::;m� 1);

A1 = c1c
m�2
m + bcm�3m c0m

A0 = cm�1m c0;

l�équation (I) devient

Amu
0 = um + Am�1u

m�1 + :::+ A0 (II)

qu�on appellera l�équation réduite, d�aprés ce qui précéde, toute solution rationnelle

de l�équation (II) est un polynôme, donc u est un polynôme d�où la preuve de la partie

1) du théorème 1.
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2.4 Solutions polynomiales

On considère l�équation réduite

Amu
0 = um + Am�1u

m�1 + :::+ A0 (II)

où Ai 2 C[x], (i = 0; :::;m), Am 6= 0 et m � 3.

Cherchons les solutions u de (II), de la forme

u(x) = unx
n + un�1x

n�1 + :::+ u1x+ u0 où ui 2 C

Posons

Ai(x) = A(i)ai x
ai + A

(i)
ai�1x

ai�1 + :::+ A
(i)
1 x+ A

(i)
0

où ai = doAi et A
(i)
j 2 C; (i = 0; :::;m); (j = 0; :::; ai):

Soient fi les fonctions dé�nies pour n � 1, par :

fm(n) = d0(Amu
0) = am + n� 1

fm+1(n) = d0(um) = mn

fi(n) = d0(Aiu
i) = ai + in; (i = 0; :::;m� 1):

Proposition 1

Soit


=fk; k 2 N* / 9(i; j) 2 �2, (i < j), 8t 2 �, fi(k)= fj(k) � ft(k)g

où �=f0; 1; 2; :::;m;m+ 1g

1. Pour qu�un polynôme u non constant de degré n, soit solution de (II), il est

nécessaire que n 2 
.

2. 
 est �ni.
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L�ensemble 
 [ f0g s�appellera l�espace fondamental de (II).

Preuve de la proposition 1

(1) Soit u un polynôme de degré n � 1, tel que n =2 
, donc

8(i; j) 2 �2; (i < j);9t 2 �; fi(n) 6= fj(n) ou fi(n) = fj(n) < ft(n): (�)

Soit � = ffi(n); i 2 � g, comme � est �ni, 9i0 2 � tel que

fi0(n) = max(�): (��)

Soit j 2 �� fi0g, de (�) et (��) on en déduit que,

fi0(n) > fj(n):

et en remplaçant u dans (II), par

unx
n + un�1x

n�1 + :::+ u1x+ u0

un terme de degré fi0(n) apparaît, dans (II), une et une seule fois, donc

un = 0:

(2) La résolution en x du système d�équations :

fi(x) = fj(x) où (i; j) 2 �2 � f(1;m)g et (i < j)

donne un nombre �ni de solutions entières, mais l�équation

f1(x) = fm(x)
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c�est à dire

a1 + x = am + x� 1

n�a pas de solutions si

a1 6= am � 1;

sinon elle est véri�ée pour tout entier x, et si de plus

8t 2 �; f1(x) = fm(x) � ft(x)

alors x est dans 
, et en particulier pour :

t = m+ 1

on trouve

a1 + x = am + x� 1 � mx

équivaut à

x � am � 1
m� 1 :

Remarque 1

Pour que

u(x) = u0 = constante

soit solution de

Amu
0 = um + Am�1u

m�1 + :::+ A1u+ A0 � P (x; y)

il est nécessaire et su¢ sant que le polynôme P (x; u0) soit identiquement nul, et la

33



détermination de u0 revient à résoudre le système d�équations issu de

P (x; u0) = 0

dont la première équation est

um0 + A
(m�1)
0 u20 + :::+ A

(0)
0 = 0

donc si u0 existe il ne peut pas prendre plus que m valeurs.

2.5 Algorithme

Notre algorithme, en quatre étapes, consiste à déterminer une équation polynomiale notée

(Pi), pour chaque ui, sauf dans le cas dégénéré, où notre algorithme donne tous les ui à

la fois.

1er étape Détermination de n et de un:

1er cas 
 est vide.

L�équation (II), admet la solution constante u(x) = u0, si et seulement si, 8x 2 C

: P (x; u0) = 0

2�eme cas 
 est non vide.

On prend

n = max(
)

donc

9(i0; j0) 2 �2; i0 < j0;8t 2 �; fi0(n) = fj0(n) � ft(n)

on remplace u par

unx
n + un�1x

n�1 + :::+ u1x+ u0
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dans (II), et en identi�ant les coe¢ cients des termes de degré fi0(n), on forme l�équation

pn(un) = 0 (Pn)

où pn 2 C[x] et d0pn � m:

On distingue trois sous-cas du 2�eme cas

1er sous-cas

d0pn � 1

la résolution de (Pn) donne les valeurs de un, et on passe à la 2�eme étape.

2�eme sous-cas

pn(x) est identiquement nul

qu�on appellera le cas dégénéré, et on passe à la 4�eme étape.

3�eme sous-cas

d0pn = 0

un n�existe pas, donc (II) est sans solutions.

2�eme étape Détermination de un�1; :::; u1:

Posons

v(n�1)(x) = u(x)� unx
n

de l�équation (II), on tire

Am(v
(n�1) + unx

n)0 = (v(n�1) + unx
n)m + :::+ A1(v

(n�1) + unx
n) + A0 (II 0)

donc ils existent B(1)
i 2 C[x]; (i = 0; :::;m� 1), tels que (II�) soit équivalente à
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Am[v
(n�1)]0 = [v(n�1)]m +B

(1)
m�1[v

(n�1)]m�1 + :::+B
(1)
1 v(n�1) +B

(1)
0 (a:1)

on remplace v(n�1) par vn�1xn�1 + :::+ v0 dans (a.1), et en identi�ant les coe¢ cients des

termes du plus haut degré, on forme l�équation

pn�1(vn�1) = 0 (Pn�1)

où pn�1 2 C[x] et d0pn�1 � m:

Si pn�1(x) est identiquement nul, alors on passe à la 4�eme étape.

Si d0pn�1 = 0; alors vn�1 n�existe pas.

Si d0pn�1 � 1; alors la résolution de (Pn�1) donne les valeurs de vn�1, donc de un�1,

et pour chaque valeur de vn�1, on pose

v(n�2)(x) = v(n�1)(x)� vn�1x
n�1

de (a.1) on tire

Am[v
(n�2)+vn�1x

n�1]0 = [v(n�2)+vn�1x
n�1]m+ :::+B

(1)
1 (v

(n�2)+vn�1x
n�1)+B

(1)
0 (a:10)

donc ils existent B(2)
i 2 C[x], (i = 0; :::;m� 1), tels que (a.1�) soit équivalente à

Am[v
(n�2)]0 = [v(n�2)]m +B

(2)
m�1[v

(n�2)]m�1 + :::+B
(2)
1 v(n�2) +B

(2)
0 (a:2)

on remplace v(n�2) par

vn�2x
n�2 + :::+ v0

dans (a.2), et en identi�ant les coe¢ cients des termes du plus haut degré, on forme
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l�équation

pn�2(vn�2) = 0; (Pn�2)

où pn�2 2 C[x] et d0pn�2 � m.

De proche en proche, on arrive à

Am[v
(1)]0 = [v(1)]m +B

(n�1)
m�1 [v

(1)]m�1 + :::+B
(n�1)
1 v(1) +B

(n�1)
0 (a:n� 1)

où

v(1)(x) = v(2)(x)� v2x
2 et B(n�1)

i 2 C[x]

on remplace v(1) par v1x+ v0 dans (a.n-1), et en identi�ant les coe¢ cients des termes du

plus haut degré, on forme l�équation

p1(v1) = 0 (P1)

où p1 2 C[x] et d0p1 � m:

Si p1(x) est identiquement nul, alors on passe à la 4�eme étape.

Si d0p1 = 0; alors v1 n�existe pas.

Si d0p1 � 1; alors la résolution de (P1) donne les valeurs de v1 donc de u1.

3�eme étape Détermination de u0

Pour chaque valeur de v1, on pose

v(0)(x) = v(1)(x)� v1x; v
(0) = v0 2 C

ils existent B(n)
i 2 C[x], (i = 0; :::;m� 1), tels que (n-1) soit équivalente à

Am[v
(0)]0 = [v(0)]m +B

(n)
m�1[v

(0)]m�1 + :::+B
(n)
1 v(0) +B

(n)
0 (a:n)

par conséquent
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vm0 +B
(n)
m�1(x)v0

m�1 + :::+B
(n)
1 (x)v0 +B

(n)
0 (x) = 0; (a:n+ 1)

l�équation (a.n), admet la solution constante v(0), si et seulement si, le système d�équations

issu de (a.n+1), admet la solution v0.

4�eme étape

2.5.1 Etude du cas dégénéré

Le cas dégénéré, se pose dans la situation où l�un des pj, (j = n; :::; 1), est identiquement

nul, donc l�équation (Pj) corréspondante, ne su¢ t pas pour déterminer les uj.

En remplaçant v(j) par vjxj + :::+ v0 dans l�équation

Am[v
(j)]0 = [v(j)]m +B

(n�j)
m�1 [v

(j)]m�1 + :::+B
(n�j)
1 v(j) +B

(n�j)
0 (a:n� j + 1)

et en identi�ant les coe¢ cients des termes du plus haut degré, on obtient l�équation

0vj = 0 (Pj)

Changement de notations

Pour simpli�er les notations, on pose B(n�j)
i = Ai pour i = 0; :::;m� 1 et v(j) = u et

j = n, et on retrouve ainsi les notations de départ, c�est à dire

Amu
0 = um + Am�1u

m�1 + :::+ A1u+ A0; (II)

Ai(x) = A(i)ai x
ai + A

(i)
ai�1x

ai�1 + :::+ A
(i)
1 x+ A

(i)
0 ; (i = 0; :::;m); (j = 0; :::; ai);

où ai = doAi et A
(i)
j 2 C:

u(x) = unx
n + un�1x

n�1 + :::+ u1x+ u0 où ui 2 C

fm(n) = d0(Amu
0) = am + n� 1

fm+1(n) = d0(um) = mn

fi(n) = d0(Aiu
i) = ai + in; (i = 0; :::;m� 1)
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Soit 
[f0g l�espace fondamental (II), (donc celui de (a.n-j+1), avant le changement

de notations), on a vu que nécessairement n 2 
:

Donc

9(i; j) 2 �2; (i < j);8t 2 �; fi(n) = fj(n) � ft(n)

hormis le cas où

f1(n) = fm(n) > ft(n)

8t 2 �� f1;mg et nA(m)am = A(1)a1

tous les autres cas donnent des pn non identiquement nuls, il en résulte que

n <
am � 1
m� 1

et aj � am � (j � 1)n� 2; (j = 0; 2; 3; :::;m� 1)

Théorème 3

Dans le cas dégénéré, la détermination des solutions polynomiales de (II) est possible.

Preuve du théorème 3

de (II) on tire

(A
(m)
am x

am +
am�1P
i=0

A
(m)
i xi)(

nP
i=1

iuix
i�1) = (

nP
i=0

uix
i)m + (

am�1P
i=0

A
(m�1)
i xi)(

nP
i=0

uix
i)m�1 + :::

+(
a2P
i=0

A
(2)
i xi)(

nP
i=0

uix
i)2+(nA

(m)
am x

am�1+
am�2P
i=0

A
(1)
i xi)(

nP
i=0

uix
i)+

a0P
i=0

A
(0)
i xi;

et par suite

(
n�1P
i=0

(i� n)uiA
(m)
am x

am+i�1) = (
nP
i=0

uix
i)m + (

am�1P
i=0

A
(m�1)
i xi)(

nP
i=0

uix
i)m�1 + :::

+(
a2P
i=0

A
(2)
i xi)(

nP
i=0

uix
i)2 + (

am�2P
i=0

A
(1)
i xi)(

nP
i=0

uix
i) � (

am�1P
i=0

A
(m)
i xi)(

nP
i=1

iuix
i�1) +

a0P
i=0

A
(0)
i xi; (F)

on tire de (F) les coe¢ cients de xt, (t = n� 1,...,0)
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(T)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�A(m)am un�1=R1(un; un�1; :::; u1; u0) (d.1)

�2A(m)am un�2=R2(un; un�1; :::; u1; u0) (d.2)

:

�iA(m)am un�i=Ri(un; un�1; :::; u1; u0) (d.i)

:

�nA(m)am u0=Rn(un; un�1; :::; u1; u0) (d.n)

Q1(un; un�1; :::; u1; u0)=0 (d.n+ 1)

:

Qam�1(un; un�1; :::; u1; u0)=0 (d.am + n� 1)
où Ri, Qi 2 C[x1; x2; :::; xn]

Proposition 2

Chaque Ri est indépendant de un�i, un�i�1;..., u0 ,( i = 1; :::; n):

Pour démontrer la proposition 2, on aura besoin du lemme technique suivant :

Lemme 1

Le terme du plus haut degré de (
nP
i=0

uix
i)j qui contient ut 6= 0 est jutuj�1n xn(j�1)+t où

t = 0; :::; n� 1 et j 2 N*.

Preuve du la proposition 2

Supposons qu�il existe un entier t, (0 � t � n � i), tel que Ri dépend de ut; quatre

cas se présentent :

1ercas ut provient de (
nP
i=0

uix
i)m.

D�aprés le lemme 1, mutum�1n xn(m�1)+t est le terme du plus haut degré de (
nP
i=0

uix
i)m

qui contient ut, mais l�équation (d.i) du système (T), provient des coe¢ cients du terme

xam+n�i�1de l�équation (F), donc n(m � 1) + t � am + n � i � 1 or t � n � i donc

n � am � 1
m� 1 , ce qui est impossible.

2�emecas ut provient d�un (
ajP
i=0

A
(j)
i x

i)(
nP
i=0

uix
i)j, ( j = 2; 3; :::;m�1).

Du lemme 1, A(j)aj jutuj�1n xaj+n(j�1)+t est le terme du plus haut degré de (
ajP
i=0

A
(j)
i x

i)(
nP
i=0

uix
i)j,

qui peut contenir ut, mais l�équation (d.i) du système (T) provient des coe¢ cients du
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terme xam+n�i�1 de l�équation (F), donc aj + n(j � 1) + t � am + n� i� 1 or t � n� i

donc aj � am � (j � 1)n� 1, ce qui est impossible.

3�emecas ut provient de (
am�2P
i=0

A
(1)
i xi)(

nP
i=0

uix
i):

A
(1)
am�2utx

am�2+t est le terme du plus degré de (
am�2P
i=0

A
(1)
i xi)(

nP
i=0

uix
i) qui peut contenir

ut, mais l�équation (d.i) du système (T) provient des coe¢ cients du terme xam+n�i�1 de

l�équation (F), donc am � 2 + t � am + n� i� 1 or t � n� i donc n� i� 1 � n� i, ce

qui est impossible.

4�emecas ut provient de (
am�1P
i=0

A
(m)
i xi)(

nP
i=1

iuix
i�1):

A
(m)
am�1tutx

am+t�2 est le terme du plus degré de (
am�1P
i=0

A
(m)
i xi)(

nP
i=1

iuix
i�1) qui peut con-

tenir ut, mais l�équation (d.i) du système (T) provient des coe¢ cients du terme xam+n�i�1

de l�équation (F), donc am + t� 2 � am + n� i� 1 or t � n� i donc n� i� 1 � n� i,

ce qui est impossible, d�où la preuve de la proposition 2.

Preuve du lemme 1

La preuve est par récurrence sur j.

Pour j = 1, c�est évident.

Supposons que le terme du plus haut degré de (
nP
i=0

uix
i)j qui contient ut est jutuj�1n xn(j�1)+t:

Montrons le résultat à l�ordre j + 1

(
nP
i=0

uix
i)j+1 = (

nP
i=0

uix
i)j(

nP
i=0

uix
i)

= [ujnx
nj+ jutu

j�1
n xn(j�1)+t +�(x)][unx

n + utx
t + w(x)]

où �(x) = (
nP
i=0

uix
i)j � (ujnxnj + jutu

j�1
n xn(j�1)+t)

et w(x) = (
nP
i=0

uix
i)�(unxn+utxt)

par conséquent

(
nP
i=0

uix
i)j+1 = ujnx

njunx
n + ujnx

njutx
t + ujnx

njw(x)+ jutu
j�1
n xn(j�1)+tunx

n

+jutu
j�1
n xn(j�1)+tutx

t + jutu
j�1
n xn(j�1)+tw(x) + �(x)unx

n

+�(x)utx
t + �(x)w(x);

on aura alors

(
nP
i=0

uix
i)j+1 = uj+1n xn(j+1) + (j + 1)utu

j
nx

nj+t + ujnx
njw(x)
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+jutu
j�1
n xn(j�1)+tw(x) + �(x)unx

n + �(x)utx
t + �(x)w(x); (G)

posons � = nj + t, et on regardons les termes de (G) contenant ut on a

1) d0(jutuj�1n xn(j�1)+tw(x)) � nj + t� 1 < �;

2) l�hypothèse de récurrence nous permet de conclure que le terme du plus haut degré

de �(x) contenant ut, a un degré au plus égal à n(j � 1) + t� 1, et par conséquent :

a) le terme du plus haut degré de �(x)unxn contenant ut, a un degré au plus égal à

n(j � 1) + t� 1 + n = nj + t� 1 < �;

b) le terme du plus haut degré de �(x)utxt contenant ut, a un degré au plus égal à

n(j � 1) + t� 1 + t = n(j � 1) + 2t� 1 < �;

c) le terme du plus haut degré de �(x)w(x) contenant ut, a un degré au plus égal à

n(j � 1) + t� 1 + n� 1 = nj + t� 2 < �:

Les conditions 1), 2a), 2b) et 2c) entraînent que le terme du plus haut degré de

(
nP
i=0

uix
i)j+1contenant ut est (j + 1)utujnx

nj+t, d�où la preuve du lemme 1.

Le système (T) devient

(S)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�A(m)am un�1=R1(un) (d.1)

�2A(m)am un�2=R2(un; un�1) (d:2)

:

�iA(m)am un�i=Ri(un; :::; un�i+1) (d:i)

:

�nA(m)am u0=Rn(un; un�1; :::; u1) (d:n)

Q1(un; un�1; :::; u1; u0)=0 (d:n+ 1)

:

Qam�1(un; un�1; :::; u1; u0)=0 (d:am + n� 1)
où Ri 2 C[xn�i+1; :::; xn] et Qi 2 C[x1; x2; :::; xn]

Résolution du système (S)

Puisque A(m)am 6= 0, deux étapes se présentent

1erétape Dans l�équation (d.2), on remplace un�1 par sa valeur en fonction de un
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donnée par l�équation (d.1), on obtient alors l�équation (d.2�), qui donne un�2 en fonction

de un.

Dans l�équation (d.3), on remplace un�1 et un�2 par leur valeur en fonction de un

données par les équations (d.1), et (d.2�), on obtient alors l�équation (d.3�), qui donne

un�3 en fonction de un:

De proche en proche on arrive à u0 en fonction de un:

Le système (S) devient

(L)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

un�1=F1(un) (d.1)

un�2=F2(un) (d.2�)

:

un�i=Fi(un) (d:i�)

:

u0=Fn(un) (d:n�)

Q1(un; un�1; :::; u1; u0)=0 (d:n+ 1)

Q2(un; un�1; :::; u1; u0)=0 (d:n+ 2)

:

Qam�1(un; un�1; :::; u1; u0)=0 (d:am + n� 1)
où les Fi 2 C[x] et Qi 2 C[x1; x2; :::; xn]

2�emeétape On remplace les ui, (i = 0; :::; n�1), par leur valeur en fonction de un dans

les (am � 1)�eme dernières équations du système (L), et on pose

qi(x) = Qi(x; F1(x); :::; Fn(x)); (i = 1; :::; am � 1); x 2 C

Deux cas se présentent

1ercas Il existe i0, (1 � i0 � am�1), tel que d0qi0 = 0.

Le système (L) est impossible, et les ui n�existent pas.

2�emecas Il existe i0, (1 � i0 � am � 1), tel que d0qi0 � 1, et pour tout i, (i =

1; :::; am � 1), d0qi 6= 0.

Soit
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�(x) = PGCD(q1(x); q2(x); :::; qam�1(x)):

Trois sous-cas du 2�emecas se présentent

1er sous-cas d0�(x) = 0:

Le système (L) est impossible, et les ui n�existent pas.

2�eme sous-cas d0�(x) > 0.

La résolution de

�(x) = 0

donne les valeurs de un et les Fi, (i=1; :::; am � 1), donnent les ui, (i = 0; :::; n� 1).

3�emesous-cas Tous les qi(x), (i = 1; :::; am�1), sont identiquement nuls.

Posons

un = �, � 2 C

et par suite

ui = Fn�i(�), (i = 0; :::; n� 1)

et par conséquent les solutions de (F) s�écrivent

u(x) = �xn + F1(�)x
n�1 + :::+ Fn(�); � 2 C

Proposition 3

Le cas où tous les qi sont identiquement nuls n�existe pas. (i = 1; :::; am � 1)

Preuve de la proposition 3

L�idée consiste à travailler dans C[�]:

Posons

F0(�) = �
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donc

u(x) = F0(�)x
n + F1(�)x

n�1 + :::+ Fn(�)

Soient

hi = d0Fi et h = maxhi; (h � 1 car d0F0 = 1):

Il exite x0, x0 2 C, tel que

d0u(x0) = h; (u(x0) 2 C[�]):

On tire de (F), pour x = x0

(
n�1P
i=0

(i� n)uiA
(m)
am x

am+i�1
0 )=(

nP
i=0

uix
i
0)
m + (

am�1P
i=0

A
(m�1)
i xi0)(

nP
i=0

uix
i
0)
m�1 + :::

+(
a2P
i=0

A
(2)
i xi0)(

nP
i=0

uix
i
0)
2 + (

am�2P
i=0

A
(1)
i xi0)(

nP
i=0

uix
i
0)

�(
am�1P
i=0

A
(m)
i xi0)(

nP
i=1

iuix
i�1
0 ) +

a0P
i=0

A
(0)
i xi0: (F�)

L�égalité (F�) est impossible dans C[�], car

d0(
nX
i=0

uix
i
0)
m = mh

mais que

d0(
n�1X
i=0

(i� n)uiA
(m)
am x

am+i�1
0 ) � h < mh;

d0[(

ajX
i=0

A
(j)
i x

i
0)(

nX
i=0

uix
i
0)
j] � jh < mh; (j = 2; 3; :::;m� 1)

d0[(

a�2X
i=0

Cix
i
0)(

nX
i=0

uix
i
0)] � h < mh

et

d0[(
am�1X
i=0

A
(m)
i xi0)(

nX
i=1

iuix
i�1
0 )] � h < mh
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d�où la preuve de la proposition 3.

Conclusion

Dans le cas dégénéré, l�étude précédente permet de déterminer toutes les solutions

polynomiales, et de prouver qu�elles sont en nombre �ni, d�où la preuve du théorème 2.

Vu que le degré des solutions polynomiales est inférieur ou égal à max(
), qui est

�ni, on constate alors que dans tous les cas (dégénéré ou non dégénéré), l�équation (II)

admet un nombre �ni de solutions polynomiales u, (car les ui, ne prennent à chaque fois

qu�un nombre �ni de valeurs), d�où la preuve de la partie 2) du théorème 1.

2.6 Exemples

1)Un cas dégénéré

Soit

(x6 + 1)y0 = y3 � x2y2 + (2x5 + x)y � x3 + 2x (I)

un calcul donne


 = f1; 2g et max(
) = 2

Cherchons les solutions polynomiales de la forme

y(x) = y2x
2 + y1x+ y0

On constate qu�on est dans le cas dégénéré, de (I) on tire

(�y22 + y32 + y1)x
6 + (2y0 � 2y1y2 + 3y1y22)x5+

(�y21 + 3y0y22 + 3y21y2 � 2y0y2)x4 + (�2y0y1 + 6y0y1y2 � 1 + y2 + y31)x
3

+(3y21y0+y1+3y2y
2
0�y20)x2+(3y20y1+2�2y2+y0)x+y30�y1 = 0

le système (S) est
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(S)

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

�y22 + y32 + y1 = 0 (1)

2y0 � 2y1y2 + 3y1y22 = 0 (2)

�y21 + 3y0y22 + 3y21y2 � 2y0y2 = 0 (3)

�2y0y1 + 6y0y1y2 � 1 + y2 + y31 = 0 (4)

3y21y0 + y1 + 3y2y
2
0 � y20 = 0 (5)

3y20y1 + 2� 2y2 + y0 = 0 (6)

y30 � y1 = 0 (7)
On tire de (1), y1 en fonction de y2, et on tire de (1) et (2), y0 en fonction de y2 et

on les remplacent dans (3), (4), (5), (6) et (7), on trouve

(L)

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

y1 = (y
2
2 � y32) (1)

y0 = (
3
2
y52 � 5

2
y42 + y32) (2)

q1(y2) = 0 (3)

q2(y2) = 0 (4)

q3(y2) = 0 (5)

q4(y2) = 0 (6)

q5(y2) = 0 (7)
où

q1(y2) = �15
2
y72 +

35
2
y62 � 13y52 + 3y42

q2(y2) = 10y
9
2 � 30y82 + 32y72 � 14y62 + 2y52 � y2 + 1

q3(y2) = �45
4
y112 +

165
4
y102 � 231

4
y92 +

151
4
y82 � 11y72 + y62 + y32 � y22

q4(y2) =
27
4
y132 � 117

4
y122 +

201
4
y112 � 171

4
y102 + 18y

9
2 � 3y82 � 3

2
y52 +

5
2
y42 � y32 + 2y2 � 2

q5(y2) = �27
8
y152 +

135
8
y142 �279

8
y132 +

305
8
y122 �93

4
y112 +

15
2
y102 �y92�y32+y22 ,

par conséquent

�(x) = PGCD(q1; q2; q3; q4; q5) = x� 1;

et par suite y2 = 1; y1 = 0 et y0 = 0

On en déduit que y(x) = x2 est l�unique solution méromorphe sur C de (I).

2)Un cas non dégénéré
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Soit

xy0 = y4 + 4x3y3 +
�
6x6 + x

�
y2 +

�
4x9 + 2x4

�
y + x12 + x7 � 3x3 � x� 1 (I)

un calcul donne


 = f3g et max(
) = 3

Cherchons les solutions polynomiales de la forme

y(x) = y3x
3 + y2x

2 + y1x+ y0

de (I) formons (P1)

y43 + 4y
3
3 + 6y

2
3 + 4y3 + 1 = 0 (P1)

équivaut à

(y3 + 1)
4 = 0

donc

y3 = �1;

posons

v(x) = y(x) + x3

v(x) = v2x
2 + v1x+ v0

de (I) on tire

xv0 = v4 + xv2 � x� 1 (II)

de (II), formons (P2)

v42 = 0 (P2)
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donc

v2 = 0

de (II), formons (P3)

v41 = 0 (P3)

d�où

v1 = 0

Cherchons v(x) = v0 =constante, de (II) on tire

v40 + xv20 � x� 1 = 0

équivaut à

v40 � 1 + x(v20 � 1) = 0

donne v0 = �1 ou v0 = 1

On en déduit que �x3 + 1 et �x3 � 1, sont les solutions méromorphes C de (I).

3)Un cas mixte.(non dégénéré, dégénéré)

x6y0 = y5 + 10x2y4 + (40x4 � x2) y3 + (80x6 � 6x4 � 1) y2+

(80x8 � 12x6 + x5 � 4x2) y + 32x10 � 8x8 � 2x7 � 4x4 + x2 (I)

donc


 = f2g et max(
) = 2

y(x) = y2x
2 + y1x+ y0

de (I) formons (P1)

y52 + 10y
4
2 + 40y

3
2 + 80y

2
2 + 80y2 + 32 = 0 (P1)

équivaut à

49



(y2 + 2)
5 = 0

donc

y2 = 0

posons

v(x) = y(x) + 2x2

de (I) on tire

x6v0 = v5 � x2v3 � v2 + x5v + x2 (II)

on est dans le cas dégénéré.

v(x) = v1x+ v0

et de (II), on tire

x6v1 = (v1x+ v0)
5 � x2(v1x+ v0)

3 � (v1x+ v0)
2 + x5(v1x+ v0) + x2

équivaut à

(v51 � v31 + v0)x
5 + (5v0v

4
1 � 3v0v21)x4 + (10v20v31 � 3v20v1)x3+

(�v21 + 10v30v21 + 1� v30)x
2 + (5v40v1 � 2v0v1)x+ v50 � v20 = 0

le système (S) est

(S)

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

v51 � v31 + v0 = 0 (1)

5v0v
4
1 � 3v0v21 = 0 (2)

10v20v
3
1 � 3v20v1 = 0 (3)

�v21 + 10v30v21 + 1� v30 = 0 (4)

5v40v1 � 2v0v1 = 0 (5)

v50 � v20 = 0 (6)
de (1) on tire v0 en fonction de v1, et on le remplace dans (2),..., (6)
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(L)

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

v0 = (v
3
1 � v51) (1)

q1(v1) = 0 (2)

q2(v1) = 0 (3)

q3(v1) = 0 (4)

q4(v1) = 0 (5)

q5(v1) = 0 (6)
où

q1(v1) = �5v91 + 8v71 � 3v51
q2(v1) = 10v

13
1 � 23v111 + 16v91 � 3v71

q3(v1) = �10v171 + 31v151 � 33v131 + 13v111 � v91 � v21 + 1

q4(v1) = 5v
21
1 � 20v191 + 30v171 � 20v151 + 5v131 + 2v61 � 2v41

q5(v1) = �v251 + 5v231 � 10v211 + 10v191 � 5v171 + v151 � v101 + 2v
8
1 � v61

par conséquent

�(x) = PGCD(q1; q2; q3; q4; q5) = x2 � 1

d�où (v1; v0) = (1; 0) ou (v1; v0) = (�1; 0).

Finalement, y(x) = �2x2 + x et y(x) = �2x2� x sont les solutions méromorphes sur

C de (I).

2.7 Programme Maple

Considérons l�équation réduite

Am(x)u
0 = um + Am�1(x)u

m�1 + � � �+ A1(x)u+ A0(x) (II)

où où m est un entier, m � 3; Pi 2 C[x] et Am 6= 0.

Le programme suivant, écrit en Maple6, permet de déterminer les solutions polyno-

miales de l�équation (II), (A[m] désigne le polynôme Am) :

> ode := A[m] � diff(u(x); x)� (u(x)^m+ sum(0A[i] � u(x)^i0;0 i0 = 0::m� 1)) :
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for i from 0 to m do

a[i] := degree(A[i]; x) : od :

A := [(seq(a[j]=(m� j); j = 0::m� 1)); (a[m]� 1)=(m� 1)] :

k := max(A[]) : J := trunc(k) + 1 :

G := [((seq(a[j] + j � (J � 1); j = 0::m� 1)); a[m] + (J � 1)� 1); m � (J � 1)] :

kappa(J � 1) := max(G[]) :

S := subs(u(x) = sum(0u[i] � x^i0;0 i0 = 0::J � 1); ode);

for i from 0 to kappa(J � 1) do

E[i] := Coeff(S; x; i) : od :

solve(fseq(E[i]; i = 0::kappa(J � 1))g);

Exemples

1) Soit

x6u0 = u5 + 10x2u4 + (40x4 � x2)u3 + (80x6 � 6x4 � 1)u2+

(80x8 � 12x6 + x5 � 4x2)u+ 32x10 � 8x8 � 2x7 � 4x4 + x2 (I)

On rajoute seulement les instructions suivantes au début du programme précédent

:

> m := 5 :

A[0] : = 32 � x^10� 8 � x^8� 2 � x^7� 4 � x^4 + x^2 :

A[1] : = 80 � x^8� 12 � x^6 + x^5� 4 � x^2 :

A[2] : = 80 � x^6� 6 � x^4� 1 :

A[3] : = 40 � x^4� x^2 :

A[4] : = 10 � x^2 : A[5] := x^6 :

Réponse :

fu0 = 0; u1 = 1; u2 = �2g; fu0 = 0; u1 = �1; u2 = �2g

2) Pour l�équation

52



xu0 = u3 + xu2 � x12 � x9 + 4x4;

Réponse

fu0 = 0; u1 = 0; u2 = 0; u3 = 0; u4 = 1g:

3) Pour l�équation

(x+ 1)u0 = u6 � x6u4 + u3 + 3u� x9 + 3x2;

Réponse

fu0 = 0; u1 = 0; u2 = 0; u3 = 1g

3) Pour l�équation

x40u0 = u20 + u2 + 2x39u� x40 � x4;

Réponse

fu0 = 0; u1 = 0; u2 = 1g;

fu0 = 0; u1 = 0; u2 = �1g:
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Chapitre 3 : Systèmes d�équations

aux dérivées partielles

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre travail consiste à introduire d�abord la notion de régularité pour

les opérateurs aux dérivées partielles, ensuite on explicitera, en utilisant la théorie de

W.Chow, une classe régulière d�opérateurs aux dérivées partielles, agissant dans l�espace

des fonctions méromorphes sur Cn. En�n, on généralisera nos résultats à une classe de

systèmes d�équations aux dérivées partielles.

3.1.1 Dé�nitions et notations

On désigne par H(Cn) l�espace des fonctions holomorphes sur Cnet M(Cn) l�espace des

fonctions méromorphes sur Cn:

Soit :
X : L! L

f !
mX
jij=0

ai @
if

avec L =M(Cn) ou H(Cn), i = (i1; i2; :::; in), j i j= i1 + i2 + :::+ in, ai 2 C[x1; :::; xn]
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et @i =
@jij

@xi11 ::::@x
in
n

:

Ker(X ;L) est l�espace ff 2 L = Xf = 0g:

Soit T est un sous espace de L, X est dit T-régulier sur L si: Ker(X ;
L
T
) = (0):

E =
nX
i=1

xi
@

@xi
est l�opérateur classique d�Euler.

Le symbole du binôme Cijij =
j i j!

i1! i2!:::in!
:

xi = xi11 x
i2
2 :::x

in
n :

C�![x1; :::; xn] =
�
A

q
=A 2 C[x1; :::; xn], q 2 C[x1; :::; xn] n f0g , et q homogène

�
:

Pn(C) l�espace projectif standard.

3.2 Equations aux dérivées partielles

3.2.1 Enoncé du Théorème fondamental

Le théorème suivant nous permet de construire des opérateurs réguliers de tout ordre.

Théorème 1

Soient b0; b1; :::; bm , (m + 1) nombres complexes non tous nuls. Si ai = bjij C
i
jij x

i

pour tout i, alors l�opérateur
mX
jij=0

ai @
i est C�![x1; :::; xn] -régulier sur M(C

n):

Corollaire 1

L�opérateur précédent est C[x1; :::; xn]-régulier sur H(Cn):

La preuve du théorème 1 est basée sur les trois lemmes suivants :

Lemme 1 (Chow, voir[7])

Toute fonction méromorphe sur Pn(C) est rationnelle.

Lemme 2

Pour tout polynôme P de C[x] n f0g l�opérateur P (E) est C�![x1; :::; xn]-régulier sur

M(Cn):

Lemme 3

Soient b0; b1; :::; bm, (m + 1) nombres complexes non tous nuls, alors il existe un
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polynôme P de C[x] n f0g, tel que
mX
jij=0

ai @
i = P (E) où ai = bjij C

i
jij x

i pour tout

i: (0 �j i j� m).

Preuve du lemme 2

Comme C est algébriquement clos, on a :

P (E) = a(E � r1):::(E � rm)

où les ri sont les racines de P (x) comptées avec leur multiplicité et a 2 C�; et pour

que P (E) soit C�![x1; :::; xn]-régulier sur M(C
n) il su¢ t que chaque (E � ri) le soit.

-Un calcul direct donne :

E(xi11 x
i2
2 ::::x

in
n ) = (i1 + i2 + :::+ in)x

i1
1 x

i2
2 ::::x

in
n (�)

-Soient q 2 C[x1; :::; xn] n f0g homogène de degré � et u 2M(Cn), de (�) on tire :

E(qu) = �qu+ qE(u) (��)

Montrons maintenant que chaque (E � r) est C�![x1; :::; xn]-régulier sur M(C
n)

Soit 8>>>><>>>>:
E(u)� ru =

A

q
:

et

u 2M(Cn)

où A 2 C[x1; :::; xn] et q 2 C[x1; :::; xn] n f0g homogène de degré �:

D�aprés (��),

E(u)� ru =
A

q

s�écrit

E(qu)� (�+ r)qu = A:
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Posons v = qu et � = �+ r, on aura :

E(v)� �v = A (1)

Etudions l�équation (1) suivant les valeurs de �:

1ercas: � 2 N

En utilisant (�), on voit que pour un B 2 C[x1; :::; xn], on a

E(B)� �B = A2 (2)

A2 = A� A1 où A1 est la somme de tous les termes de A de degré �:

Posons w = v �B, de (1) et (2) on tire :

E(w)� �w = A1 (3)

Changement de variables :

Posons

8>>><>>>:
y1 =

1

x1
et yi =

xi
x1
, i > 2

et

�(y1; :::; yn) = w(x1; :::; xn):

La fonction � est méromorphe sur : 0 <j y1 j :

Pour y1 6= 0, en utilisant le changement de variables, on a :

E(�) =

nX
i=1

xi
@�

@xi
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et

x1
@�

@x1
= x1

nX
i=1

@�

@yi

@yi
@x1

= x1
@�

@yi

(�1)
x21

+ x1

nX
i=2

@�

@yi

(�xi)
x21

équivaut à

x1
@�

@x1
=

�1
x1

@�

@y1
� 1

x1

nX
i=2

xi
@�

@yi

= �y1
@�

@y1
�

nX
i=2

yi
@�

@yi

et pour i � 2,

xi
@�

@xi
= xi

nX
k=1

@�

@yk

@yk
@xi

= xi
1

x1

@�

@yi
= yi

@�

@yk

parce que
@yk
@xi

= 0 si i 6= k

d�où

E(�)� �� = �y1
@�

@y1
�

nX
i=2

yi
@�

@yi
+

nX
i=2

yi
@�

@yi
� ��

= �y1
@�

@y1

�nalement de (3), on obtient

y1
@�

@y1
+ �� = �y��1 S
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où S 2 C[y2; :::; yn]:

Par suite

�(y1; :::; yn) = �
S Log(y1) + '(y2; :::; yn)

y�1

où ' est une fonction arbitraire.

Mais sur tout voisinage pointé de l�origine de C la fonction Log n�est pas uniforme,

voir[8], S est nécessairement nul.

Il reste

�(y1; :::; yn) = �
'(y2; :::; yn)

y�1

Comme � est entier, � est alors méromorphe le long de y1 = 0, voir [12], la fonction

� : (x1; :::; xn)! �x��1 w(x1; :::; xn)

est méromorphe sur Pn�1(C), donc elle est rationnelle d�aprés le lemme de Chow, � est

homogène de degré 0, elle appartient à C�![x1; :::; xn], on en déduit que u 2 C�![x1; :::; xn]:

2�emecas � 2 Z n N

En utilisant (�), on voit que pour un B 2 C[x1; :::; xn], on a :

E(B)� �B = A (4)

Posons w = v �B, de (1) et (4) on tire :

E(w)� �w = 0 (5)

Changement de variables :

Posons : 8>>><>>>:
y1 =

1

x1
et yi =

xi
x1
; i > 2

et

�(y1; :::; yn) = w(x1; :::; xn):
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La fonction � est méromorphe sur : 0 <j y1 j.

Pour y1 6= 0, on tire de (5) :

y1
@�

@y1
+ �� = 0

par suite :

�(y1; :::; yn) = '(y2; :::; yn)y
��
1

où ' est une fonction arbitraire.

Comme (��) est entier, � est méromorphe le long de y1 = 0, la fonction

� : (x1; :::; xn)! x��1 w(x1; :::; xn)

est alors méromorphe sur Pn�1(C), donc elle est rationnelle d�aprés le lemme de

Chow, � est homogène de degré 0, elle appartient à C�![x1; :::; xn], on en déduit que

u 2 C�![x1; :::; xn]:

3�emecas: � =2 Z

En utilisant (�), on voit que pour un B 2 C[x1; :::; xn], on a

E(B)� �B = A (6)

posons w = v �B, de (1) et (6) on tire :

E(w)� �w = 0 (7)

Changement de variables:

Posons 8>>><>>>:
y1 =

1

x1
et yi =

xi
x1
, i > 2

et

�(y1; :::; yn) = w(x1; :::; xn):
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� est méromorphe sur: 0 <j y1 j :

pour y1 6= 0, on tire à partir de (7) :

y1
@�

@y1
+ �� = 0:

par suite

�(y1; :::; yn) = '(y2; :::; yn)y
��
1

où ' est une fonction arbitraire.

Mais sur tout voisinage pointé de l�origine la fonction : y1  y��1 n�est pas uniforme,

nécessairement

�(y1; :::; yn) = 0

donc u 2 C�![x1; :::; xn]:

Preuve du lemme 3

Notons E[k] =
X
jij=k

Cikx
i@i.

Pour démontrer le lemme 3, on aura besoin du sous-lemme technique suivant :

Sous-lemme

E(E[k]) = E[k+1] + kE[k] pour tout k 2 N:

Du sous-lemme on obtient les relations :

E0 = E[0]:

E1 = E[1]:

E2 = E[2] + E[1]:

E3 = E[3] + 3E[2] + E[1]:
...

Ek = E[k] + dk;k�1E
[k�1] + dk;k�2E

[k�2] + :::+ dk;1E
[1], avec dk;i 2 N;
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Ces relations peuvent être écrites sous la forme :26666666666666664

1 0 0 0 : : 0

0 1 0 0 : : 0

0 1 1 0 : : 0

0 1 3 1 : : 0

: : : : : : :

: : : : : : :

0 dk;1 dk;2 dk;3 : : 1

37777777777777775

26666666666666664

E[0]

E[1]

E[2]

E[3]

:

:

E[k]

37777777777777775
=

26666666666666664

E0

E1

E2

E3

:

:

Ek

37777777777777775
:

notre matrice est visiblement inversible, donc il existe des fk;i 2 Z, tels que

E[k] = Ek + fk;k�1E
k�1 + fk;k�2E

k�2 + :::+ fk;1E;

d�où

bkE
[k] = bk(E

k + fk;k�1E
k�1 + fk;k�2E

k�2 + :::+ fk;1E)

�nalement

mX
k=0

bkE
[k] =

mX
k=0

bk(E
k + fk;k�1E

k�1 + fk;k�2E
k�2 + :::+ fk;1E) = P (E):

où P 2 C[x] n f0g :

Preuve du sous-lemme

On a

E[k] =
X
jij=k

Cikx
i@i;

donc

E(E[k]) = x1

@(
X
jij=k

Cikx
i@i)

@x1
+ :::+ xn

@(
X
jij=k

Cikx
i@i)

@xn
:
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mais8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

x1

@(
X
jij=k

Cikx
i@i)

@x1
= i1(

X
jij=k

Cikx
i@i) +

X
jij=k

Cikx
i1+1
1 xi22 :::x

in
n

@jij+1

@xi1+11 ::::@xinn

:

:

xn

@(
X
jij=k

Cikx
i@i)

@xn
= in(

X
jij=k

Cikx
i@i) +

X
jij=k

Cikx
i1
1 x

i2
2 :::x

in+1
n

@jij+1

@xi11 ::::@x
in+1
n

on a

X
jij=k

Cikx
i1+1
1 xi22 :::x

in
n

@jij+1

@xi1+11 ::::@xinn
=

X
ji0j=k+1

C
i01�1;::;in
k x

i
0
1
1 x

i2
2 :::x

in
n

@ji
0j

@x
i
0
1
1 ::::@x

in
n

où i01 = i1 + 1 et i0 = (i01; i2; :::; in), et en changeant les indices (i
0 = i et i01 = i1), on

obtient :

X
jij=k

Cikx
i1+1
1 xi22 :::x

in
n

@jij+1

@xi1+11 ::::@xinn
=
X

jij=k+1

C
i1�1;::;in
k xi11 x

i2
2 :::x

in
n

@jij

@xi11 ::::@x
in
n

de même pour les autres indices, on aura ainsi :8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

x1

@(
X
jij=k

Cikx
i@i)

@x1
= i1(

X
jij=k

Cikx
i@i) +

X
jij=k+1

Ci1�1;::;ink xi11 x
i2
2 :::x

in
n

@jij

@xi11 ::::@x
in
n

:

:

xn

@(
X
jij=k

Cikx
i@i)

@xn
= in(

X
jij=k

Cikx
i@i) +

X
jij=k+1

Ci1;::;in�1k xi11 x
i2
2 :::x

in
n

@jij

@xi11 ::::@x
in
n
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il vient par addition

E(E[k]) = (i1 + :::+ in)(
X
jij=k

Cikx
i@i) +

X
jij=k+1

Cik+1x
i1
1 x

i2
2 :::x

in
n

@jij

@xi11 ::::@x
in
n

car

Ci1�1;i2;::;ink + Cii;i2�1;::;ink + :::+ Ci1;i2;:::;in�1k = Ci1;i2;:::;ink+1

(formule classique)

�nalement

E(E[k]) = kE[k] + E[k+1]:

3.2.2 Preuve du Théorème fondamental

Nous sommes maintenant en mesure d�établir le théorème 1. D�après le lemme 3 :

mX
jij=0

bjij C
i
jij x

i @i = P (E)

pour un P 2 C[x] n f0g et b0; b1; :::; bm, m + 1 nombres complexes non tous nuls. Et

d�après le lemme2: P (E) est C�![x1; :::; xn]-régulier sur M(C
n), pour tout polynôme P de

C[x] n f0g, donc
mX
jij=0

bjij C
i
jij x

i @i est C�![x1; :::; xn]-régulier sur M(C
n):

3.3 Systèmes d�équations aux dérivées partielles

3.3.1 Premier ordre

Soit

P : (M(Cn))m ! (M(Cn))m

f = (f1; :::; fm)
t ! Pf = (Pif)

t
1�i�m =

 P
1�i�m; 1�j�n

a
(k)
ij

@fi
@xj
+

mP
i=1

b
(k)
i fi

!t
1�k�m
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où a(k)ij ; b
(k)
i 2 C[x1; :::; xn].

Le théorème suivant nous permet de construire des systèmes d�opérateurs réguliers

d�ordre un.

Théorème 2

Soient r(1); :::; r(m), m nombres complexes, c(k)i , ( 1 � i; k � m), m2 polynômes ho-

mogènes de C[x1; :::; xn], tels que pour chaque k, deg c(k)i soit indépendant de i. L�opérateur

P est régulier, pourvu que8>>><>>>:
a
(k)
ij = xjc

(k)
i

b
(k)
i = r(k)c

(k)
i

det((c
(k)
i )(1�i;k�m)) non trivial

pour tout i; j; k.

Preuve du Théorème 2

Soit

(S)

8>>><>>>:
Pkf = Ak

f 2 (M(Cn))m

1 � k � m

où Ak 2 C�![x1; :::; xn]:

Pour k = 1, on obtient du système (S)

mX
i=1

(c
(1)
i

nX
j=1

xj
@fi
@xj

) + r(1)
mX
i=1

c
(1)
i fi = A1 (8)

soit n1 = deg c
(1)
i

mais c(1)i
nP
j=1

xj
@fi
@xj

= c
(1)
i E(fi)

= E(c
(1)
i fi)� n1c

(1)
i fi (utiliser la relation (��))

de (8), on a

E(
mX
i=1

c
(1)
i fi) + (r

(1) � n1)

mX
i=1

c
(1)
i fi = A1 (9)
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La fonction
mP
i=1

c
(1)
i fi est méromorphe sur Cn, et grâce au lemme 2, l�opérateur E �

(n1 � r(1)) est régulier, et on en déduit que
mP
i=1

c
(1)
i fi 2 C�![x1; :::; xn] :

Du système (S), on obtient :

(S�)

8>>>><>>>>:

mP
i=1

c
(k)
i fi = Bk

fi 2M(Cn)

1 � k � m

où Bk 2 C�![x1; :::; xn]:

Mais det((c(k)i )(1�i;k�m)) est non trivial, donc fi 2 C�![x1; :::; xn] pour tout i.

3.3.2 Ordres supérieurs

On peut obtenir, par composition, des systèmes réguliers de tout ordre :

Proposition 1

L�opérateur Q = P �P � ::: �P , ( s fois), où s 2 N* est régulier d�ordre s, pourvu que

P soit régulier et d�ordre un.
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