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Le résumé

Cette these est composée des principaux themes nécessaires a 1’étude de la convergence
en loi des systemes de files d’attente via la théorie du renouvellement.

Les modeles que nous considérons sont ceux décrits par un processus X* = (X?),, vérifiant
Iéquation X* = f(X* |)Y,) ou f est une fonction borélienne et (Y,), est une suite
stationnaire de variables aléatoires.

Afin d’éviter les difficultés rencontrées généralement dans ’étude d’un régime transitoire,
notre approche repose essentiellement sur 'existence d'un régime stationnaire qui apres
un temps fini se confond avec le régime transitoire.

Cette these comporte différentes méthodes de démonstration de la convergence en loi
pour plusieurs types de files d’attente dans le cas stationnaire et le cas stationnairement
périodique.

Mots clés : convergence en loi, convergence étroite, convergence vague, couplage de
processus stochastiques, files d’attente, files d’attente stationnaires, files d’attente station-
nairement périodiques , processus ponctuels, processus régénératifs, le théoreme de Birkoff,
la théorie du renouvellement, le théoreme classique de renouvellement , le théoreme de

renouvellement de Smith.

Abbréviations

L(Z) laloi de la variable Z
PAPS premier arrivé premier servi
PP processus ponctuel

PPM  processus ponctuel marqué

p-p presque partout

p.s presque surement
SP simple
ST stationnaire

DI doublement infini
VA variable aléatoire

VAIE variables aléatoires indépendantes équidistribuées



Abstract

This these is compound of main topics required study of the convergence of the distri-
butions systems. Model that we consider are those described by the process X* = (X7%),
verifying the equation X?* = f(X? ,,Y,,) where f is a measurable function and (Y,), is a
stationary sequence of random variables.

In order to avoid difficulties encountered generally in enticipation of the transitory regime,
our approach is based primarly on the existence of a stationary state that after a finite
time to be confused with the transitory regime.

This these encludes different methods of demonstration of the convergence in terms of
laws for several type of queues in the stationary case and in the stationarily periodic case.
Keywords : Convergence in distribution, tight convergence , vague convergence , cou-
pling, queues, stationary queues, stationarily periodic queues, renewal theory, point pro-

cesses, regeneratif processes, Birkoff theorem, the classical renewal theorem, the key re-

newal theorem.
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Introduction

L’étude des files d’attente a été introduite par Erlang [39] au début du siecle dernier,
juste apres I'invention du téléphone et avant méme que la théorie des probabilités ne soit
completement fondée.

Le progres technologique, en particulier dans le domaine des télécommunications et dans
la conception des systemes informatiques ou apparaissent différents types de réseaux, a
entrainé ’extension des applications des files d’attente .

Le probleme principal qui se pose en files d’attente est celui de la modélisation de
I’évolution de I'état du systeme au cours du temps, le calcul de la loi transitoire et des
caractéristiques du systeme(voir [58], [47], [78]).

Seulement, le calcul de la distribution dans le cas transitoire est difficile et dans la plupart
des cas impossible. Une des solutions adoptée face a cette difficulté consiste a montrer
qu'’il existe un unique régime stationnaire( voir [11], [44], [66], [75] ) vers lequel le systeme
converge(voir aussi, [19], [23], [36] [50], [56], [82], [71], [90], [92], [101]).

Le cas stationnaire

Lindley [61] fat le premier a proposer une approche systématique au probleme de conver-

gence en loi, en posant la formule de récurrence suivante :

Wn+1 - (Wn + Bn+1 - An+1>+; <1>
ou (By), est la suite des temps de service , (A,), est la suite des inter-arrivées , toutes
deux supposées constituées de variables aléatoires indépendantes équidistribuées , et ou

W, est le temps d’attente du nieme client dans une file a un serveur. Il montre aussi que
n

en loi \
W, P W = Sup{S,,n >1} ou S, ;:0 (B; — A;) (2)

Quelques années plus tard, Loynes [66] exploite la formule de récurrence définie par (1)
pour montrer la stabilité de la file G/G/1 sous des hypotheses plus naturelles que celles
citées ci dessus : pour une file a un serveur a flot d’entrée stationnaire défini sur un espace
ergodique, il montre 'existence, la finitude et 'unicité du régime stationnaire.

Son résultat se généralise a tous les systemes de files d’attente qui vérifient une formule

de récurrence du type
wrr = F(W5, Xoa) (3)
ou f est une fonction strictement croissante par rapport a la premiere coordonnée et (X,,)

est une suite stationnaire.



En parallele, Takacs[90] montre la convergence en loi du processus de la charge du serveur
et du processus du temps d’attente pour une file GI/GI/1, et donne I'expression de la loi
limite a partir du processus observé.

En 1972, Miller et al [71] ont établit la convergence en loi du processus de la longueur de
la file dans le cas d’un systeme d’attente a une file avec plusieurs serveurs.

Charlot et al [21], [22], [23], ont traité la question de la convergence en loi pour différents
types de files avec impatience, pour les files GI/GI/s et pour les files a plusieurs classes
de clients.

La théorie du renouvellement est a la base des résultats de convergence en loi obtenus par
[21], [22], [23], [90]. Cette théorie traite la situation suivante : une piece est éclairée par
une ampoule électrique, des que I’ampoule brule celle ci est instantanément remplacée par
une autre ampoule. Les ampoules sont appelées individus et les durées de fonctionnement
des différentes ampoules sont appelées durées de vie. Ces dernieres sont représentées par

une suite de variables aléatoires (X;);>; supposées indépendantes équidistribuées, la suite
n

constituée des sommes partielles S = (S,,),( ou S, = Z X;) est appelée suite de renou-
vellement . -

Le problemes principal de la théorie du renouvellement est 1’étude du comportement
asymptotique du nombre moyen (que nous noterons U(t)), de sommes S,, se trouvant
dans l'intervalle [0,t] . Ce probleme a été posé et étudié en premier lieu par Erdos et al
[38] dans le cas ou la loi commune des X; est latticielle, puis par Blackwell [15] dans le

cas ou la loi des X; est non latticielle. La résolution de ce probleme est exprimé dans le

cas non latticielle par la limite suivante :

lim (U(t+h) — U(t)) = —. (4)

t—-+o0 1

Cette limite est connue sous le nom du théoreme classique de renouvellement ou le
théoreme de renouvellement de Blackwell.

Tacklind [89] a donné des estimations de U(t) quand le kiéme moment de X existe ou
k > 2 et la loi de X; est non latticielle, son résultat entraine le théoreme de renouvelle-
ment de Blackwell.

Doob[34] a montré que le théoreme de renouvellement de Blackwell est une conséquence
de la loi des grands nombres. Nous montrons dans [68] que le théoreme de renouvellement
peut étre obtenu a partir d’'une convergence étroite sur ’espace des mesures ponctuels
muni de la topologie de la convergence vague.

Le théoreme de renouvellement n’a pas cessé d’étre 'objet d’intérét de grands chercheurs :



Athreya [8] Iglhart[50] et Jacod [51] ont étudié le théoréme de renouvellement dans le
cadre des chaines de Markov, Blanchard [16] et Totoki[97] dans le cadre des systemes
dynamiques, Delasnerie [30] a donné une extension du théoréeme de renouvellement en
supposant les variables (X;); équidistribuées définies sur un flot (Q, o, P, (0,,x € R))
vérifiant une propriété de mélange. Alsmeyer [3] a établit un théoréeme de renouvellement
dans le cas de variables équidistribuées deux a deux indépendantes. Geluk [45] a amélioré
les résultats de Tacklind.

Le développement de la théorie du renouvellement a entrainé la naissance de deux no-
tions de processus régénératifs( voir définition 3.2.1). Un processus Z = (Z(t)); est dit
régénératif, s’il existe une suite de renouvellement S = (S,,), telle que pour tout n la loi
du processus translaté g, o Z ne dépend pas de n.

Smith [86] a introduit une nouvelle classe ¢ de processus régénératifs dont la loi des durées
de vie F', soit telle que dn € N* tel que F*" possede une partie absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Pour cette classe de processus régénératifs, il montre

que : VE €det 0 <y < +ooon a,

Jim_P(Z(1) € 4) = i/Au _ F(s))ds, , VA € Ba. (5)

D’autres auteurs se sont intéressés au théoreme de renouvellement de Smith comme
Lalley [59] qui a donné une généralisation de (5) dans le cas d’'une suite de variables
équidistribuées non nécessairement indépendantes définies sur un flot possédant une pro-
priété de perte de mémoire.

Malgré les innombrables travaux effectués sur le renouvellement, cette théorie reste en-
core un champs de recherche fertile, récemment De Saporta [33] a montré (5) pour des
processus vectoriels dont les composantes sont des processus régénératifs. La théorie du
renouvellement ne résoud pas totalement le probleme de convergence en loi puisqu’il existe
des processus décrivant le régime transitoire de systemes d’attente qui ne possedent pas
une structure régénérative. Dans ce cas I'application de la technique de couplage permet
la résolution complete de notre probleme .

L’idée de couplage revient & Doeblin [32], cette technique a connu un grand nombre d’ap-
plications( voir [46], [63], [64], [80], [81], [93], [94], [3], et d’autres). Pitman [81] a été le
premier a appliqué cette technique pour établir des résultats sur les vitesses de conver-

gence des transitions de probabilité d’une chaine de Markov vers la loi stationnaire. Si



P est la matrice de transition d’'une chaine de Markov a espace d’états X, pour toutes
mesures de probabilité A\, u définies sur X, on a :

|| AP" — ulP" ||< 2P(T > n) ol pour toute mesure v sur X || v ||= Z | v; |

J

et T est 'instant de la premiére rencontre des chaines X = (Xj) et X' = (X %); indépendantes
de matrice de transition P et de lois initiales A et u respectivement.
La technique de couplage intervient aussi en théorie du renouvellement. En effet, elle four-
nit un moyen d’analyse du comportement asymptotique de la fonction de renouvellement
et permet d’éviter le passage par I’équation du renouvellement. Grace a cette technique,
Lindvall [62] a donné la premiere démonstration purement probabiliste du théoreme de
renouvellement juste en bornant la différence entre la fonction de renouvellement et sa

limite par le reste de la loi d’un instant de couplage convenablement choisi.

Le cas stationnairement périodique

Une hypothese plus proche de la réalité est de supposer le flot d’entrée stationnairement
périodique, Dans ce cas, la limite (5) n’existe pas en général. Cependant, s’il existe une
suite de renouvellement a valeurs dans dZ par rapport a laquelle le processus qui décrit
le systeme d’attente, noté (Z(t)); est régénératif, alors : pour tout ¢ appartenant a un
intervalle de longueur d le processus (Z(t+d.n)), converge en loi vers un état dit station-
nairement périodique.

Harisson et al [48] ont étudié le probleme de convergence en loi de la file Mperiod /G/1,
ot les temps de service constituent une suite notée (B,,),,>1 de variables aléatoires indépen-
dantes équidistribuées de loi générale indépendante du processus des arrivées qui suit une

loi de Poisson de parametre une fonction du temps A(t) définie par :

A(t) = /Ot Au)du avec A(n +t) = A\(t),Vt € [0,t].

Sous I'hypothese F(B1)A(1) < 1, les auteurs ont montré 'existence de deux suites de

variables aléatoires (), et (5,), telles que :

a(w)—1
1
li P(Z < =—— [ P 1 ; =H .
Jm P+ S0 = i [ P 3 deien =il ©
1 Blw)—1
lim P(Wn < 33) = ——— / P(dw) Z 1{W,(w)<x} = G(x) (7)
n—-+00 - E(ﬁ) Q = FACOAS
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1
i [imomts 2 [ ag )

t t— 400
1 . Pa.s
> Lzv(sthyzey ———— Hy(x). 9)
n n—-+0o0
k=1
P a.s
- Z Lgwyen —22 G(a) (10)

Harisson et Lemoine ([48]) ont démontré les deux formules suivantes connues dans le cas

stationnaire par la relation de Takacs et la relation de Hooke reliant les deux lois limites :
1

/ Hy()ds =1 — p+ pG = F(x) (11)
0

ot F(z) = % /OIP(B > 1) dt et p=E(By).A(1) < 1.

B)
1

= /0 Hy(z)v(ds) (12)
Les travaux portant sur le cas stationnairement périodique se classent selon les deux
approches suivantes : la théorie des chaines de Markov (([9]),[95]), et la théorie des pro-
cessus ponctuels ([14],[24], ). Ils ont donné lieu & des résultats de convergence en loi pour
différents types de files d’attente. Ces résultats restent dans le cas du processus de la
charge du serveur des résultats d’existence de la loi limite et donc ne constituent pas
la généralisation des résultats de Harrisson et Lemoine [48]. L’importance des résultats
obtenus via la théorie du renouvellement réside dans le fait que la loi limite est calculée
a partir de I'observation du processus au cours d’un cycle et les caractéristiques de la loi
limite possedent des estimateurs sans biais, d’ou la nécessité de construire la structure
régénérative de la file. Nous avons exploité cette lacune dans la littérature pour écrire

notre deuxiéme article.

Apport.

Nos objectifs de recherches sont orientés principalement sur deux directions.
1. La premiere direction concerne ’apport de la théorie des processus ponctuels a la

théorie du renouvellement.

2. La deuxieme direction porte sur le probleme de convergence en loi de la file a un

serveur a flot d’entrée stationnairement périodique .

Notre premier résultat est inscrit dans la premiere direction, il consiste a montrer que le

théoreme classique de renouvellement peut étre obtenu a partir d’une convergence étroite

11



des processus ponctuels.

Dans [30], on trouve une généralisation du théoreme de renouvellement, dont la formula-
tion est la suivante :

pour toute mesure aléatoire N du second ordre d’intensité Ay non nulle , definie sur le

flot (Q, o, P, (0, v€ R)) tel que la probabilité P soit N— mélangeante, on a

vaguement

Ep(o 0 N(-)) Aymol(-) (13)

r—to0

ol P est la mesure de Palm associée au flot (Q, o, P (0., x € R)) et N et mg est la
mesure de Lebesgue et Ep(.) est 'espérance sous P.

La convergence (13) signifie que pour tout f € Cx(R) on a :

/Qﬁ(dw)/RN(exw,dS)f( ) ——— Ay /f mo/(dt)

r— 300
et donc pour tout A € Bg tel que mo(A) =0, on a

1

= [ Plaw) /R N(w, A+ ) ——— Aymo(A). (14)

r—+o0

Soient P(-) = ﬁﬁ() la probabilité de Palm et Ep(-) ( resp , Ep(-)) 'espérance par rapport
a la probabilité P ( resp ,P).
Grace a la théorie des processus ponctuels, la limite(13) devient

Ep(N(A+x)) ———  Ep(N(A)). (15)

r—+o0

Dalley et al [28] ont montré que le théoréme énoncé ci-dessus contient bien le théoreme
classique de renouvellement(voir theoreme 12.V.5 et corollaire 12.IV.6 dans[28]). Dans le
méme article [30], on trouve un théoreme de convergence étroite des mesures aléatoires
formulé comme suit : pour toute mesure aléatoire sur R, du second ordre, définie sur un

flot (Q, o, P, (0., x € R)) fortement N —mélangeant, alors :

= étroitement

Ty © (]P)N

(P)n.

r—st00
olt (P)n( resp, (P)y est laloi de N sous P (resp, sous P).
Cette limite signifie :
pour toute fonction F' définie sur {y / p mesure sur R a valeurs dans R, } a valeurs dans
R, bornée, continue par rapport a la topologie de la convergence vague, on a

/Q PN (0,0)P(dw) ——— /Q F(N () Pldw). (16)

r—+oo

12



Certainement la convergence (13) implique la limite (16). Nous montrons que (16) entraine
(15), en d’autres termes nous montrons que le théoreme classique de Blacwell qui est un
résultat de convergence dans L' est conséquence d’une convergence étroite des processus
ponctuels

Notre deuxieme apport qui se situe dans la seconde direction est la généralisation de tous
les résultats publiés dans [48].

Dans le cas stationnairement périodique un processus Z = (Z(t);) régénératif par rapport
a une suite (o), ne vérifie pas nécessairement 1’équation de renouvellement et donc la
limite (5) n’est plus valable pour un tel processus. Cependant, si la suite («,), est a
valeurs entieres, les deux notions de processus régénératifs ( voir déf 3.2.1 page 49, et déf
7.0.5 page 103) coincident et le processus satisfait le théoreme de Smith.

Harrisson et al [48] ont démontré sous I'hypothese E(B;)A(1) < 1 qui assure l'existence du
régime stationnairement périodique pour une file a loi d’entrée Poissonienne périodique,
que les temps entiers de retour du processus de la charge du serveur en zéro, représentés
par la suite (), sont finis. Dans le cas d’une file G périod /G périod /1, Thypothese
d’existence du régime stationnairement périodique assure le passage de la file par zéro
mais en des instants qui ne sont pas nécessairement entiers .

Nous avons émis les hypotheses nécessaires pour l'existence et la finitude des instants

entiers de retour de la file G périod /G /1 en zéro.

ériod
Nous avons montré que les résultats (6)1,) (7), ..., (11), établis dans [48] dans le cas de la
file M périod /G /1, sont encore valables dans le cas d’une file G périod /G périod /1. De
plus, nous avons donné I'expression des moments d’ordre p, p € N associés aux lois limites
et des estimateurs asymptotiquement sans biais des lois limites et du premier moment
associé aux lois limites obtenues. Nous avons aussi écrit la formule de Takacs et une ex-
tension de la formule de Little dans le cas stationnairement périodique.

Nous avons présenté aussi une analyse comparative entre les deux cas de files d’attente a

flot d’entrée stationnaire et files d’attente stationnairement périodique.
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Présentation de la these :
Cette these est composée de 7 chapitres.
Nous commencons par un chapitre ou nous présentons le cadre approprié a notre étude
qui est celui des flots et nous rappelons quelques propriétés des flots.
Le chapitre 2 est consacré a la théorie des processus ponctuels ol on trouve les résultats
fondamentaux de cette théorie, comme le théoreme d’existence de la mesure de Palm, la
construction d’un processus ponctuel simple double infini, ’espace de Palm indexé par un
flot discret.
Le chapitre 3 contient différentes versions du théoreme de renouvellement et quelques
relations existant entres ces théoremes.
Le chapitre 4 contient la description de quelques systemes de files d’attente, la construc-
tion du régime stationnaire associé a ces systemes et de leurs structures régénératives.
Au chapitre 5 nous présentons quelques notions liées a la technique de couplage, les
démonstations détaillées de couplage dans les cas suivants : processus a temps discret, pro-
cessus a temps continu. Nous citons les conditions suffisantes de couplage pour quelques
files d’attente.
Le chapitre 6 est réservé aux différents résultats de convergence en loi des systemes de
files d’attentes décrits au chapitre 4 dans le cas stationnaire.
Au chapitre 7, nous traitons le probleme de convergence en loi dans le cas des files sta-

tionnairement périodique.
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Chapitre 1
Généralités

En introduisant les flots, Von Neuman a montré que le théoreme ergodique de la
moyenne est valable pour des systemes dynamiques ne vérifiant pas nécessairement les
fortes conditions de régularité imposées habituellement. Depuis, la théorie de la mesure
et en particulier les flots constituent le cadre probabiliste pour ’étude des systemes dyna-
miques. En outre, les marches aléatoires interviennent dans la représentation d’un systeme
d’attente et les fonctions de vecteurs aléatoires indépendants équidistribués permettent
la description des processus régénératifs. Pour ces raisons, nous commencons ce chapitre
par présenter quelques notions liées aux flots et nous consacrons la deuxieme section a

quelques propriétés des marches aléatoires.

1.1 Flot mesurable
Dans toute la suite (£, o) représentera un espace probabilisable et T sera R, ou Z.

Définition 1.1.1

Un flot mesurable sur (), <) est un goupe & un parametre (6;, t € T) de bijections
bi-mesurables de Q0 dans lui méme tel que l'application (t,w) — 0;(w) définie sur T x Q a
valeurs dans 0 soit mesurable pour les tribus T Q) o et &/ respectivement ; T étant une

tribu sur T.

1. 51 T =R le flot est dit réel.

2. Si'T =7 le flot est dit discret.
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Le quadriplet (Q,Qf P, (0, t € T)) est aussi appelé flot, ou P est une probabilité sur
(7, Q).

1.1.1 Flot stationnaire

Définition 1.1.2
La probabilité P est dite stationnaire pour le flot (0,,t € T) si la relation suivante
Jo f (0w) P (dw) = [, f (w) P (dw) est vérifiée pour tout t dans T et toute fonction me-

surable positive ou bornée f sur Q. Dans ce cas on dit aussi que le flot est stationnaire.

1.1.2 Flot ergodique, flot mélangeant, K-systeme

Définition 1.1.3

1. Un événement A € &, est dit invariant si pour toutt € T , on a 0; ' (A) = A

L’ensemble des événements invariants forme une sous tribu I de < .

2. Un flot stationnaire est dit ergodique si la tribu
I={Acd J0;"(A)=AVtecT}={0,Q} P ps

Définition 1.1.4

Soit (Q, o/ P (0, t € T)) un flot stationnaire, la probabilité P est dite mélangeante pour
le flot (6;,t € T) si P(AN6;"(B)) — P(A)P(B) quand t — +oo pour tous A et B
dans </, Une probabilité P mélangeante est a fortiriori ergodique pour le flot.

On dit dans ce cas que le flot (Q, o, P, (0, t € T)) est mélangeant.

Définition 1.1.5 : Soit (Q,Jz%, P, (0, t € T)) un flot sur T.

Tribu invariante : la tribu G C & est dite invariante si 0, *(G) = G pour tout t € T.
Tribu filtrante : la tribu F C o est dite filtrante si 0, '(F) C F pour tout t < 0.
Filtration du flot stationnaire (Q,JM,P, (0, t € R)) csoit F C & une tribu filtrante
et posons Fy = 0, (F). Alors, la suite (F;,t € T) de sous tribus de o/ est appelée une
filtration du flot.

Le flot (Q,M, P, (6, t € T)) est appelé un K-systéme s’il existe une sous tribu B C of

vérifiant les trois conditions suivantes :
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1. 0, (B) C O (B)sit <s on dit que B est croissante.
2. \1er 0(#B) = & , dans ce cas, on dit que & est génératrice.
3. Nier O (B) est la tribu triviale.

Exemples de K-systemes :

1. Un schéma de Bernoulli.

Soit (F, &) un espace probabilisable, v une probabilité sur (E,£) posons
N_. N_ N
(Q, o/, P)=(E,E,v) % =(E*E %v %)

Soit (X,,), la famille des coordonnées de 'espace €2, c’est a dire que si w = (wy)n,
Xpn(w) = wy, (Xn)n est une suite de VAIE de loi v.

On pose o, = o{X;,i < 1}, et 6 : Q — Q application telle que X, 060 = X1, 6
est appelée le shift de €2. On pose 0y = Idg, 0, =60, 0, =6,,_1080.

(Xn)n est la représentation canonique d’une suite de VAIE.

Le flot (Q, o, P, (0,,n € Z)) est appelé schéma de Bernoulli, ¢’est un K-systéme.

2. Flot sous une fonction.

Le cas continu.

Soit (X, Bx, i, (0, n € Z)) un flot stationnaire, et A; une variable aléatoire stricte-
ment positive d’espérance finie. Soit ((NZ, yz P, (0:,t € R)) le flot sur R défini comme
suit :

Q={(z,s),zeXet0<s< A}, o = B ® Br/Q, la probabilité P est définie sur
(2, ) par

~ 1 Ay
/ﬁf(x,s)P(dx,ds): EM(Al)/xM(dx) i f(z,s)ds

ot E,(A;) est Iespérance de A; par rapport a la probabilité p. On définit la suite
de variables aléatoires (ﬁ, n € 7Z) par

( i=n

ZAi(x)—s sin>0,
i=1

T.(z,s) =1 —s sin=0,

i=—1

—ZAi(x)—s sin <0.
\ i=n
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Le flot (0y,t €€ R) est défini sur 1'espace mesurable ((Z, o ) par

oy (z,8) = (O’k (z),t =Ty (m,s)) si Ty (z,8) <t < T (z,5).

Alors (€, 42?,/ P, (0y,t € R)) est stationnaire et est appelé flot bati sous la fonction
Ay au dessus du flot (X, Bx, i, (0., n € 7))

Le cas discret.

Dans le cas ou A; est une variable a valeurs dans N le flot sous A; bati au dessus
de (X, Bx, i, (on,n € 7)) soit (Q, o, P, (0, € Z)) est défini comme suit :

Q= {(z,k)/z € X, k €[0,A]} et o =By ® Br/S . On garde la méme définition
pour T; et pour les 0,, mais on remplace s par la variable k , et la probabilité P est
définie sur (@, 427) par

A—-1

~ 1
/Qf(x, E)P(dz, k) = () /)(u(dx) > flak).

0

Théoréeme 1.1.6 [97] Tout flot bati au dessus d’un schéma de Bernoulli sous une fonc-

tion de loi non latticielle est un K-systeme.

Propriété de perte de la mémoire :

Soit (€2, 47, P) un espace de probabilité, x un espace métrique complet séparable. (X,,),
une suite stationnaire ergodique définie sur (2, 7 , P) a valeurs dans y.

Notons (X, Bx, P) = (XZ, B, (PXl)®Z> I’espace canonique associé & la suite (X,,),,., et

A, la n'™¢ projection définie par

Ayix® — x
(e, k €Z) — A, (w) =wy,
Soit A I'opérateur de translation vérifiant A, o0 = A,,.1 . On pose 8, = 0,0, =fo...00,

n fois

0_1 = (6)"". On définit deux suites de sous tribus de By par :

~ Ft° =0{A,, Ani1, Ao, ...} le futur & partir de Uinstant m.
— " =0{An, An_1, Am_2,...} le passé jusqu’a l'instant m.
Soit £ : X — R une variable aléatoire telle que £ > 0, 0 < E () < +o00. On pose
Yo & si. n>0
€n (W) =€ (Opw) et S (w)=1¢ 0 si n=20

-1 .
imnp1 & 81 n <0
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Définition 1.1.7 On dit que la suite (S,,n € Z) vérifie la propriété de perte de mémoire

si les deux propriétés suivantes sont vérifices :

- lim F (Sup ’(Sn+m —Sn— FE (Sner — Sm ‘ Floo))l) =0

m——+00 n>1

_ hm E (Sup ‘(anfm — S,m) — E (anfm - S,m | FEOO) ‘) - O

m——+00 n>1

Exemples :

1- (X,,), VAIE

On pose &, = f (X,,n—k <p<n)

2- (X,,),, chaine de Markov ergodique.

3- (X,,),, est une suite stationnaire ergodique régénérative, ie il existe une suite d’en-
tiers aléatoires (7,),., tel que les vecteurs aléatoire (Ty — Typ—1,(X;, Trp—1 <1< T})),

soient indépendants équidistribués.

1.2 Marches aléatoires
Soient (Q, P, (0,,n € N)) le schéma de Bernoulli défini par
N * * N * N *
(Q.,P)=(E,Ev) Y =(EV,E Vv )

et (X,), la famille des coordonnées de I'espace €2 ;| (,), la filtration de 7 définie par
@Zn = O'{Xl, XQ, ...,Xn}.
Lemme 1.2.1 [25]

1. Pof™ ' =P

2.Vn>1, 0,4 =0{X,1;, j > 1} est une o algébre indépendante de .

Soit 7" un temps d’arrét par rapport a la filtraction (27, ),>1 et X une variable aléatoire
sur (2, o).

Sur 'évenement {T' < +o0}, on pose

(X7)(w) = Xr@)(w)
(67) (w) = Ore)(w)
op ={AJA e o etVn e N, AN{T =n} € 4,}
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Lemme 1.2.2
Soit T un temps d’arrét tel que P(T < +o00) = 1. Alors

1. Pof;' =P
2. (0r) W) = 0{X74n, n > 1} est une o algébre indépendante de <.

3. La suite (XT+n) est une suite de VAIE de loi v indépendante de /.

n>1
On pose
T() == O
T1 - T

T2:T1+T09T1

Tn = T1 +TO QTn_l

Lemme 1.2.3
Les (Tn)

o1 sont des temps d’arrét ps finis et les variables Z; définies par :

Zl — (Tl, Xl; e >XT1)

Zn = (Tn - Tn—la XTn_l—i-la s 7XTTL)

sont indépendantes équidistribuées , vérifiant Z, = Zy o 0r, _,

Lemme 1.2.4 .

Soit ¢ : (E,E) — (R",Brn) mesurable, alors les v a ( Z go(Xi)> sont des
i=Tp—1+1 n>1

VAIE.

Considérons dans la section précédente £ = R, £ = Br, Sy = 0 et pour n > 1,

S, = En:Xi. (Sn)n>0 est une marche aléatoires de loi v.
Notonis:élue Sp o0, = S,1r — Sk et que pour tout temps d’arrét T

Sn 007 Lir<tooy = (Sntr — S7) - LT <100}
Soit Ty = inf{n > 1, S, > 0}, T,, = inf{k > T,,_4, Sk — Sr,_, > 0}.
Soit M, = Orglagb Siet M= sup (S,) = lim M,.

0<n<+oo n—+00

M, et M sont des variables aléatoires positives.
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Théoréme 1.2.5 [25]

1. Les assertions (a), (b), (¢) sont équivalentes :
(a) P(Th < +o0) =1
(b) P(lim, S, = +oc}) =1
(¢) P(M =+400) =1
2. Les assertions (a'), (I'), (¢) sont équivalentes :
(a') P(Ty < +00) < 1
() P(lign S, =—o0}) =1
() P(M =+400)=0
Théoréme 1.2.6 [25]
Pour une marche aléatoire sur R, il y a 4 possibilités mutuellement exclusives :
1.Vn>0,5,=0 P p.s
lim S,=40c0 P p.s .

n—-+o0o

lim §,=—-0c0 P p.s .

n—-+o0o

lim S, = 400 et lim, S, = —o0.

Lemme 1.2.7 (Lemme de Wald)

Supposons que E(X1) ait un sens (i.e. E(XT) < 400 ou E(X™) < 4o00) que T soit un
temps d’arrét p.s fini i.e. P(T < 400) = 1 et que E(T) ait un sens. Alors E(Sr) a un
sens et on a E(Sr) = E(T)E(X;)

Définition 1.2.8 Le support d’une mesure p définie sur (R, Br), noté S (i), est le plus
petit fermé F tel que u (F) = 1.

S(p)={xeR/Ve > 0,u(Jr —e,z+¢[) >0}

Définition 1.2.9 : Soit v une probabilité sur (R,Br) de fonction de répartition F et
x € R. x est dit un point d’accroissement de F (différent du point de saut) si Ve >
0,F(x4+¢e)—F(x—¢)>0. Doncsiv(Jt —e,z+¢[) >0 ssix €S (v)

v est dite en treillis ou encore latticielle s’il existe a > 0 (a un réel) tel que :

{points d’accroissement de F'} C aZ donc S (v) C aZ

Le plus grand nombre a qui vérifie ceci est appelé "pas de v 7.

v est latticielle de pas a ssi G () = aZ ou G (u) est le sous groupe additif fermé
engendré par S (v) .
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Conclusion : Les notions présentées dans ce chapitre sont indispensables pour 1’étude
des processus ponctuels 'objet du chapitre suivant et pour la construction du régime

stationnaire ’objet du chapitre quatre.
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Chapitre 2

La théorie des processus ponctuels

La théorie des processus ponctuels peut étre considérée comme étant la généralisation
de la théorie du renouvellement. En effet, un processus de renouvellement est un cas
particulier de processus ponctuel, plus précisément la donnée d’un processus ponctuel de
renouvellement du second ordre défini sur un K — systeme équivaut a la donnée d’une
suite de renouvellement a loi non arithmétique, de plus les principaux théoremes de re-
nouvellement trouvent leurs extensions dans la théorie des processus ponctuels.

La théorie des processus ponctuels fournit un moyen de représentation des systemes de
files d’attente plus puissant que les marches aléatoires et donne une condition nécessaire
et suffisante pour qu'un flot non homogene soit ergodique. Notons que tous les résultats

de ce chapitre sont tirés du cours de Neveu [74]

2.1 Mesure aléatoire, processus ponctuel

Soit (€2, @7, P) un espace de probabilité, F un espace localement compact a base
dénombrable, £ la tribu des boréliens de F, &. la classe des boréliens de E relativement
compacts, M (E) 'ensemble des mesures de Radon positives sur (£, £). (Une mesure
est dite de Radon si elle est finie sur tout compact de E).

M, (F) la plus petite o algebre sur M, (E) rendant les applications m —— m(f) =
/ f(z)m(dz) mesurables, ou f € Cg(F) (Ck(E) est I'ensemble des fonctions définies
E

sur E continues a support compact).

Définition 2.1.1 (Mesure aléatoire)

Une mesure aléatoire positive sur E définie sur (2, 47), soit N, est une application me-

surable de (2, o) dans ( My (E), M (E) ).
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Pour chaque w € Q, N(w, .) est une mesure de Radon sur (E, &) positive, on notera
par N(w, F') ses valeurs (qui peuvent étre infinies) sur les boréliens F' de E.

Une mesure m dans M (E) est dite entiere si pour tout borelien F de £, m(F) € N.

On note par M,(E) I'ensemble

M,(E)={m, m € M (E) et m(F) €N, VF € £}.

Toute mesure m € M,(E) s’écrit comme une somme localement finie de masses de Dirac,
c’est a direm = Z dz, OU (x;);es est une suite de points de F non nécessairement distincts
iel
et telle que tout compact de E contient un nombre fini de ces points.
On appelle processus ponctuel (PP) sur £ défini sur (2, </, P) toute VA mesurable

de (Q, &) dans (M,(E), M,(E)) ol
My(E) = M (E) N My(E).

Le nombre m({m,}) est appelé la multiplicité de x;, m peut s’écrire comme suit

Z m({z;})0,,.

{zi, m({scz})>0}

La mesure est dite simple si Vz;, 'inégalité m({z;}) <1 est satisfaite.
De méme, un PP est simple si Vw € Q, N(w) est une mesure simple sur E.
Dans toute la suite, on prendra F un sous groupe fermé de R?. Donc on peut définir

sur E le groupe des translations 74, t € E ou
Vte E, n:EFE — FE

S — s—1

application mesurable.
(1, t € E) est aussi un groupe d’automorphismes sur (M, (E), M (E)) qui vérifie la
définition 1.1.1 et qui est défini par :

7: M (E) — M,(E)

m +—— T;0m

application mesurable ou
nom(F)=m(F+t), VEFEe€fet F+t={s+t, s F}

En particulier, nous avons 7; 0 04 = 0,4, Vs, Vt.
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Une mesure m € M, (F) est dite invariante par translation si

wom(F)=m(F), VFe& VteE.
ou encore V f : E — R, mesurable positive, nous avons

[t 9mias) = [ 1) moms) = [ 5) mids)

E étant un sous groupe fermé de R?, il existe sur £ une mesure de Radon ) invariante
)
par translation et unique a une constante multiplicative pres appelée mesure de Haar.

Exemples :
. Si E =R, X est la mesure de Lebesgue, elle vérifie A({n}) =0, Vn € Z.
. Si £ =7, X est la mesure de comptage, elle vérifie A({n}) =1,VneZ.

Sur un espace produit, la mesure de Haar est le produit tensoriel des mesures de Haar
définies sur chacun des espaces.

Notons que la mesure de Haar est invariante par symétrie i.e.

[ -t = [ #e) xga

pour toute fonction mesurable.

2.2 Mesure aléatoire stationnaire et mesure de Palm

2.2.1 Mesure aléatoire stationnaire

Soit E un sous groupe fermé de R? localement compact.
(1¢, t € E) le groupe des translations sur £, défini ci dessus, soit A la mesure de Haar sur
E Dans toute la suite, les flots (6;, ¢t € E) considérés seront des flots qui préservent la

mesure.

Définition 2.2.1
Une mesure aléatoire stationnaire N définie sur le flot stationnaire (Q,%,P, (04t €
E)) est une application mesurable définie sur (0, ) d valeurs dans (M, (E), M, (E))

vérifiant la relation N o6, = 1, 0 N, pour tout t dans E.
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Théoréme 2.2.2 ([74]),
Soient (Q, o, P, (0t € E)) un flot stationnaire et N une mesure aléatoire stationnaire
sur B définie sur (Q, o/, P). Alors il existe P mesure o finie sur (2, .2) appelée mesure

de Palm définie par :

~

e[P(dw)N(w,ds)} — P(dw)\(ds), od

O(w,s) = (Osw, s) d'inverse 071 (w,s) = (_.w, s)

La formule 2.2.2 signifie que pour toute application f : E x Q) — R, mesurable positive,

on a !

/Q P(dw) /E N(w,ds) f(Bs(w), s) = /Q P(dw) /E Ads)f(w, s)

preuve
On pose

Q(B) = / P(dw)/ N(w,ds)lp(w,s), BeoaE.
Q est une mesure positive S?ll" Q x E.E
Q(dw,ds) = P(dw)N (w, ds).
() est invariante par les transformations 0; ® ;.

En effet, soit f: Q2 x F — R, pour tout t € E on doit démontrer que

/Q(dw,ds)f(@t(w),n(s)) = /Q(dw,ds)f(w,s).
D’abord remarquons que
/N(w,ds)f(@t(w),n(s)) = /Tt o N(w,ds) f(0:(w), s)
_ /N(@t(w),ds)f(et(w),s).

La premiere égalité est due a la définition méme d’une mesure image : en réalité la
définition démarre du deuxieme membre et fait obtenir le premier.

La deuxieme égalité est conséquence de la stationnarité de V.
[@o.ds s ns) = [ Paw) [ N6 dr(6).5)
Q E
= /Qt oP(dw)/ N(w,ds)f(w, s)
Q E
= /Q(dw, ds)f(w,s).

car 0,0 P = P.
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La transformation 8 vérifie la relation suivante :
90(0t®7—t> = (iQ@Tt)Oe.
En effet, soit (w,s) € QA x E

Oo (0, @7)(w,s) = 0

= (ia®m)o0(w,s)

La mesure () est invariante par les transformations 6, ® 74, t € F i.e. 0, ® 1,0 Q) = () donc

o) = Ho (9t®TtOQ)
= (90(0t®7't)) 0@
= (ig®m)obo@
d’ou 0 o () est invariante par les transformations iq ® 7.
Soit A € &7, 6 o Q(A x .) est une mesure sur (F, &) invariante par les translations
(¢, t € E).
On montre Pexistence d'une suite (A,)nen telle que A, 7 Q et 6 o Q(A, X .) soit une
mesure de Radon sur £.
En effet, soit G un voisinage relativement compact arbitraire de 0 dans E.
Posons A, = {w, N(w,G) < n}, (An)n / Q (évident) puisque YVw € Q, N(w,G) <
+ooet A, C Ayya.
Montrons maintenant que sur A,, 6 o () est une mesure de Radon.
G étant un voisinage relativement compact de 0, alors il existe F© C E non vide tel que

F — F C G. En effet, I'application :

h-ExE — E
(x,y) — x—y

est continue en (0,0) donc,
Ve>0,35>0, V(z,y) € EXE:||(z,y)] <d=|h(x,y)| <e

si, pour tout voisinage G de 0, il existe F' C E tel que FF — F C G, d’ou
00 Q(A, x F) / P(dw) / N(w, ds) 14, ()
Q F
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or :
N(w,F) = 1507, 'N(w, F)

= 7,0N(w,F —5s)
= N(w, F —s).
Comme F'— F C G, donc F — s C G pour tout s € F, donc

N(w,F) = NOsw, F —s) < N(bs(w),G)
car N est une mesure, or 64(w) € A,, donc N(Osw,G) < n, d’ou
0oQ(A, x F) = /P(dw)/ N(w,ds) 14, (0sw)
Q F

< /Q 4P N(F) Ly ()

Sn/dP
Q

= n.

La mesure 6 o Q(A, x .) est invariante par translation et est finie sur les compacts. Tout
compact est recouvert par un nombre fini de translatés de F' (F' ouvert non vide).

0o Q(A, X .) est finie sur F' donc finie sur tout compact de E donc c’est une mesure de
Radon sur E.

On en conclut que # o Q(A x .) est égale & un multiple de la mesure \. Soit Gy un ouvert
relativement compact fixé, posons

:HOQ(BXG())

PB) = =G

P ainsi définie est une mesure positive sur (Q,.%7), finie sur les (A,), / Q donc o finie
sur (§2, .4).
De ce qui précede, il résulte que o () = P® A

Corollaire 2.2.3 [7}]

Pour toute fonction borélienne u: E — R, et pour tout A € of :

/ A(ds) u(s)(0_, o P(A)) = / N(u)dP.
E A
Cette formule signifie que la fonction positive

E — R+
s — 0_,0P(A)
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est la densité de la mesure sur (E,E) définie par

(E g — R+

Fi—>/N dP/N dw)

par rapport a la mesure A.

Démonstration :

D’apres la premiere formule du théoreme sur ’existence de la mesure de Palm 2.2.2 :
/ A(ds) u(s)f_g o ﬁ(A) = / ﬁ(dw)/\(ds) u(s) 14(0_sw)
E QxE
_ / P(dw)N (w, ds) u(s) 14(w)
QxE

_ /Q | PlasL) /E N(w,ds) u(s)

_ /A N(u)dP

Pour une mesure m et une fonction f on note m(f) = / f(x)m(dx

Cas particulier :

Soit E est un sous groupe discret de R%. Prenons u(s) = 1yp(s), on a
/ Mds) u(s) 0, P(A) = / Mds) 0, o P(A) = P(A). (2.1)
E {0}
Le deuxieme membre vaut

/Q  Plde) N ds) oy (9)1a) = /Q P(dw) N (0, {0}) La(w)

Calcul explicite de P lorsque E est discret.

Dans le cas ol E est un sous groupe discret de R9, P est reliée & P par la formule

P=N({0})-P

Cas particulier du cas particulier :

Si de plus N est un processus ponctuel simple, donc N ({0}) € {0,1} donc
N (w, {0}) = Liv(op20-
PU) = [ PN 0D)14)
= / P(dw) Tngoy)20y 1a(w)
- p(A N {N({0}) # o})
= P(a/N({0}) #0) - P({N({0}) #0})
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D’autre part,

B(N({0}) = / N({0}) 1, oy 0y PI)
P({N({0}) #0})

car N ({0}) € {0,1}. D’autre part,
E(N({O})) = / P(dw) N(w,ds)1gy(s) (d’apres la 19 formule du théoreme)
QxE

— /Q i N(ds)P(dw) Lioy(s)

~

= P(2) puisque /E)\(ds) Ligp(s) =1

Conclusion : La formule

1 —~
T W= P(A/N({0}) £0)

est vraie lorsque £ est un sous groupe discret et N un pp simple.

Cas particulier oi1 £ est un sous groupe fermé de R? qui n’est pas discret :
Lemme 2.2.4

1. ﬁ(N({O}) = O) =0 (sous P N charge Uorigine).
2. P et P sont étrangeres.

3. N est ps simple ssi ]3<N({0}) # 1) = 0.

Démonstration
Soit u : E — R, borélienne positive A\ intégrable d’intégrale égale a 1.

Soit k un entier positif
ﬁ(N({O}) - k) - /913<dw) nop=c} @)
= [ Py @) [ o) Nt

= /P(dw) N(w,ds) 1{N(0):k} (Osw) u(s)
/ P(d)N (@, ds) L (@) -uls)
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1{N(o):k}(95w) = 1{N(s):k}(w) car 7,0 N = N o 6,

/m(ds)l{m({s}):k} = 0sik = 0 ou bien k > 2 avec m simple. D’out ﬁ(N({O}) = 0) =0.

Donc P est portée par I’évenement {N({O}) + 0}. Ce dernier est P négligeable (i.e. sous
P, N ne charge pas l'origine).
Si P(N({0}) #0) > 0, alors Vs € E, P(N({s}) #0) >0 car 6,0 P = P, d'oi

P(N({0}) #0) = 6,0 P(N({0}) #0)
= P(N({s}) #0).

Or si N chargeait tous les points de E, N ne serait plus une mesure de Radon sur F, i.e.

perdrait la propriété de finitude sur les compacts.

Mesure aléatoire du premier ordre, la mesure intensité

Définition 2.2.5

A toute mesure aléatoire N sur E on associe une mesure 1 sur E définie par la formule
p(F) = [, P(dw)N(w, F) appelée la mesure intensité associée d N.

Dans le cas ou N est stationnaire la mesure p est proportionnelle a la mesure de Lebesgue

et vaut
(QA(F) si A(F) < 400

HF) = si AM(F) =400

Sl v

La quantité iy = ﬁ(Q) est appelée lintensité de la mesure ; si l'intensité est finie on dit
que la mesure est du premier ordre, dans ce cas la probabilité obtenue a partir de P et

définie par @() = %ﬁ() est appelée la probabilité de Palm associée a N pour P.

Mesure aléatoire du second ordre, La mesure spectrale

Définition 2.2.6 Une mesure aléatoire est dite de carré intégrable ou encore du second

ordre si E(N*(F)) < +oc pour tout F € £.

Proposition 2.2.7 [7}] Une mesure aléatoire N est de carré intégrable si et seulement
si sa mesure spectrale o définie sur (E,€) par o(F) = [, P(dw)N (w, F)est une mesure
de Radon.
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2.2.2 La relation entre les mesures de Palm de deux processus

ponctuels

Proposition 2.2.8 [7}]
Sotent N1, et Ny deux processus ponctuels sur E définis sur le méme espace de probabilité
(Q, o, P) et stationnaires pour le flot (6;, t € E). Les mesures de Palm ﬁl, P, de ces

deuz processus sont alors liées par la relation :
ﬁ2(dw)N1(Wa ds) = p ﬁ1(dw)N2(Wa ds)

o
p:OAxE — OQxXE
(w,s) — (bsw,—)
Démonstration

définissons sur © x E? une mesure positive notée @) par la relation suivante : pour B €
G RERE
QB) = [ Pldo) [ Nifw,ds) Nafw,dh) 15, 5.0)
Q

E2
Soit
0:QOx B2 — Qx E?

(w> S, t) — (‘gt(w)7 Tt(s>7 t)
On montre que

00 Q = Py(dw) Ny(w,ds)A(dt). (2.2)
Soit f:Q x E? — R, mesurable.
[ Minds)f o8(e,st) = [ Natw,ds)f(6o.m(s),0)
— /TtoNl(w,ds)f(Qtw,s,t)
_ / N, (6w, ds) (B0, 5, )

D’autre part,

/ fodd(Q) = /P(dw) Ny (w, ds) No(w, dt) f 0 (w, 5. 1)
QOx E? 9] E?
_ / P(dw) Ny (w, dt) / Ny (6h0, ) (o, 5, 1)
OQOxE E

_ /QXE ﬁQ(dw))\(dt)/ENl(w,ds)f(w,s,t)
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Soit
c:ExFEF — FExEFE

(s,t) +— o(s,t)=(t,9)

Montrons la relation suivante :
(ig®0) o [P(dw) No(w, ds) Ni(w, dt)] — P(dw) Ni(w,ds) Na(w,dt)

iq ® o, ce qui signifie que iq ® o échange les roles de Ny et Ny dans Q.

La transformation
0:QOx E2 — Qx E?

(w,s,t) — (O(w), 7(s),1)
est inversible et d’inverse 671 (w, s,t) = (6_,(w), 7_(5), 1).
Posons ¢ = f o (iqg ® a) 0§71
Montrons la relation suivante :

~

Po(dw) Ny (w, ds)A(dt) = ¢ o [ﬁl(dw) Na(w, ds) )\(dt)].

o [ﬁl(dw) Na(w, ds) )\(dt)] = 0o (iq®0) 001 [Py(dw) Ny(w, ds) \(dt)]

= 0o (iqg®o0) [P(dw) No(w,ds) Ni(w, dt)}

= B[P(d) Ny(w.ds) Nafw, )]

~

= By(dw) Ny (w,ds) \dt)

g_l[ﬁl(dw) Na(w,ds) A(dt)] = P(dw) Na(w,ds) Ni(w,dt)

et
(i ® 0)[P(dw) Na(w,ds)Ny(w,dt)] = P(dw) Ny(w,ds) Na(w, dt)

Montrons que

Po(dw) Ny (w, ds) = p o (P (dw)Na(w, ds)).
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En effet, pour toute fonction mesurable f : Q@ x E — R, et toute fonction positive

g: E — R, ) intégrable avec / gdh=1ona:
E

/ Py(dw)Ny(w, ds) f o p(w,s) = / Py (dw) Ny (w, ds) f (Osw, —s)
OQOxE OxE

~

Py (dw) No(w,ds) g(t) f(Osw, —s)A(dt)

~

Py (dw) No(w,ds) \dt) f(Ouw, —s) g(t + s)

~

»(dw) Ny(w, ds) f(w,s)-/Eg(t))\(dt)

J
J
[
J

_ / _Pod) No(w, ds) f(w9)

Les égalités précédentes sont conséquence de l'invariance de la mesure A par translation, de

I’hypothese / gd\ = 1 et du fait que ¢(w, s,t) = fo(ig®0c )0l (w, 5,t) = (Bsw, —s, 5+1).
E

Proposition 2.2.9 [7j]
Soit N : (Q, o) — (My(E), #,(E)) une application mesurable stationnaire par le flot
(0, t € E) définie sur 2 au sens ou N(Qyw,.) =10 N(w,.).

(I) Pour toute probabilité P sur Q) invariante par le flot (0;, t € E), la mesure de Palm
P de N relativement o P est portée par l'évenement {N(O) # O} et la mesure
P(dw)N(w, ds) sur Qx E qui lui est associée est invariante par Uinvolution p(w, s) =

(Osw, —s) de Q2 x E.

(IT) Réciproquement, pour toute mesure positive o finie P sur portée par {N(E) =+ 0}
telle que ﬁ(dw)N(w, ds) sur Q x E soit invariante par p, il existe une probabilité P
sur § portée par {N(E) + O} invariante par (0, t € E) telle que P soit la mesure
de Palm de N relativement a P.

Démonstration de (II) :

Soit a : {2 x E — R, une fonction mesurable strictement positive telle que

X(w) = /EN(w,dt)a(w,t) =1 sur {N(,, E) # 0}.

Donc, X = 1 presque partout pour 6_; o P pour A presque tout ¢.
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Définissons une mesure positive P sur (2, .27) par la formule

~

P(A) = /Q EP(dw) A(dt) 1a(0_w) a(f_w,t), A€o oub(w,s)=(6ss).

1%7¢ étape : Montrons que A[P(dw) N (w,ds)] = P(dw) A(ds).
SOithQXE—>R+-

/Q ) N(w,ds)f o (B.0.5) = /E Adt) /Q Pdw)a(0_yw, ) /E N (0w, ds) [ 0 0(0_ 1w, 5)
_ /Q Plde) Nty a(0-1.1) [E o N(w,ds) f 0 (6o, 5)
= /Q . P(dw) M(dt) N(w, ds) f o 0(0_y(w),s + ) a(f_w,t)

_ /E Adt) /Q P(d) N(@.ds) f(B.0,5 -+ 1) 0601

Posons g(w, s,t) = a(0_w, ) f(Osw, s + 1)
[ [ Pe) N ds) f(Bus 1) a0 o)
:/JEA(dt)AXEﬁ(dw)N(w,dS)g(p (w,s),1)
=[x [ Pld) N ds)gl (6.0, =5).0)

_ /E Adt) / | P(d) N(w,ds)a(O-1(6,),0)f(0-s(6,), = +1)
:iéxuw[;Emmgwwﬂﬁma%wxwﬂ%—s+w
:/E)\(dt)/QXE}A?(dw)N(w,dS)a(Q—tW,tJrs)f(wat)

= [ Mdt) fo P(dw) f(w,t) [ N(w,ds)a(0_w, s + )

_ [E Adt) / P(dw) f(w,1),

/N(w,ds)a(é’_tw,t+ s) = /N(G_tw,ds)a(Q_tw,s) =1

Comme 0, @ , =0t oig® 7,00, Dou

car

(0; @ 1) o [P(dw)N (w,ds)] = P(dw)N (w, ds)

montrons que P est invariante par le flot (6;);.

Soit t € Feta: ) x EF — Ry, une fonction mesurable strictement positive telle que
/N(w,ds)a(w, )1 N(w,E)z0y = 1, P p.s
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Comme
/N(w,ds)a(@tw,n(s)) = /N(Gtw,ds)a(etw, s)=1,Pp.s

Donc, pour toute fonction mesurable positive f: 2 — R, on a

[ P@)s6w) = [ PN @, d5) (Ow)albw. ()
:/P(dw)N(w,ds)f(w)a(w,s)
:/P(dw)f(w).

2.2.3 La construction d’un processus ponctuel stationnaire simple
sur R doublement infini
Lemme 2.2.10 [74]

Etant donné un flot réel (0y, t € R) sur un espace de probabilité (2, o7, P), pour toute

fonction mesurable positive f : Q@ — R localement intégrable sur les trajectoires du flot,

l’ensemble
+oo +00
Ir=qweQ/ f(Ow) dt = 400 = f(O_yw)dt
0 0
+oo
est invariant par le flot et fob,dt =0 ps hors de I.
Démonstration :

—+o00
Pour a € R, posons f, = / fobdt:Q — [0,400].

Dire que f est localement fntégrable sur les trajectoires du flot équivaut a dire que pour
tout w, f(6,w) est localement intégrable en ¢ donc J, = {w € Q, f,(w) < oo} est
indépendant de a. Il est clair que f, 00, = f, s, donc 6 ({fa < —i—oo}) = {fars < +o0},
ie. 0;1(J,) = J, dou J, est invariant.

Ve > 0,Jy Nn{f. > ¢} \\ 0 quand a ,/ 400 car f, \, 0 quand a , +o0o0. Donc
{fo=e} .0 quand a /" +oo dou J, N{f, > e} \, 0 quand a / +oc.

Pour tout s € R, on a

P(J+ N{fa> 5}) = 0,0 P(J+ N{fa> 5}) car P est invariant sous 6,
= P(J+ N {fa+s > 5})

quand s — 400, {fars = €} \, 0, d’apres la propriété de continuité de monotonie

séquentielle on a
P(JoN{fars = €}) \\ 0 dou Va, P(JoN{f.>¢e})=0, Ve>0.
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En faisant tendre a — —oo et € — 0, on trouve

+00 +oo

+00 +0oo
Donc sur J, fob,dt = 0. De la méme maniere on montre que fob,dt=0

—00 —00

sur J_.

Posons I; = (JJr U J_)C. Iy est un évenement invariant de probabilité nulle. Sur IF,
+00 too
fobdt=0 = /dP/ fob;dt=0
—o0 I —00
[t oo
= / dt | fob,dP =0
—00 IS

+oo
= / dt [ fdP=0
—00 Ij%'
n’a pas de sens que si f = 0 sur 5.

Etant donné un processus ponctuel stationnaire N sur R, soit
f:Q — Ry
w — f(w)=N(w]0,1])
f est positive et localement intégrable car nous avons supposé que N € M,(E) (N est

une mesure de Radon), donc N est fini sur les compacts. En effet,

/+GN(9tw,}o,1])dt = /+aN(w,]t,t+1])dt

a ia
< / N(w,] —a,a+1])dt

= 2aaN(]—a,a+1])<—|—oo
+0o0 +0o0
f(Ow)dt :/ N (w,Jt,t+1]) dt

0

+oo +o0o
N(J0,400) =Y N(In,n+1]) =Y N(J0,1] 0 6,) = +oo.
n=0 n=0
Donc sur Iy qui est un évenement de probabilité égale a 1, N est doublement infini.

Définition 2.2.11

Toute mesure ponctuelle m simple et doublement infinie sur R s’écrit sous la forme

m = E Ety,

neZ
(tn, n € Z) est une suite de réels strictement croissante telle que lirJlra t, = +00 et
lim ¢, = —o0.

Cette suite est unique si nous lui imposons la condition tg < 0 < ty.
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2.2.4 L’écriture d’un processus ponctuel stationnaire simple et

doublement infini

Tout processus ponctuel simple doublement infini s’écrit sous la forme :

N = Z er,, ou (T,), une suite de VA vérifiant

nez

T < Ty <0< T <Ty < -

lim T, =+
n—-4oo
lim 7, = —oc0
n——oo

Les va (T5,),, sont mesurables grace aux relations suivantes

{T, <t} ={N(0,t]) >n} si n>0,t>0
{T, >t} ={N(t,0]) >n} si n<0,t<0

Le processus ponctuel N vérifie :

Pour toute application mesurable S : ) — R

Os : Q@ — € est mesurable (composée de deux applications mesurables).
N(fs(w),.) = Ts(w) © N(w) = D e, (w)-5(w)-

Cas particulier :

N (07, (w), .) est la mesure ponctuelle obtenue en translatant I'origine au premier point qui

soit a gauche de la mesure V.
Y erw() =Nw, ) =70 N(u(w), ) = Y certuonnw)(-)
z z
donc
s+ T,(0w) =Thin(w) st Thlw) <s<Thpi(w).
Tm + Tn o eTm = Lm4n-
Identification d’une mesure de Palm P et reconstruction de la mesure P &
partir de P

Proposition 2.2.12 [7}] Processus ponctuel(PP) stationnaire (ST) simple (SP) dou-
blement infini (DI)
Soit N'= Y e, PP ST SP DI sur R. = {w, Ty = 0} = {w, N({0}) #0}.

z

38



1. Op, : 2 — Q surjection.
2. 0p, 0o P="1T; - 13, donc P est portée par Q.

Réciproquement, la probabilité P peut étre récupérée a partir de la mesure de Palm P par

la formule

-~

/ P(dw) f(w) = / P(dw) /TI(W) fOsw)ds, f:Q— R, mesurable.
Q ) 0 7

Démonstration :

Le support de N(67,,.) est la suite de points (T),(w) — To(w), n € Z). Donc N (6, .)
charge le point 0, donc 67, (w) € €.

Inversement, si w € €, alors Ty(w) = 0, donc Oz, (w) = w. i.e. O, 0 = idy.

0. (Q) C Qet Q Q0 =07(Q) C 1, (Q), dot : 0z,(Q) = Q.

On montre la formule suivante : pour tout g :  x R,

~

[ P (on e, 1) = [ P [ gt

o
On considere la fonction
ao . Q X R — R+

(w,8) — ao(w,s) = L{ny(w)<s<i(w)}

ao(Osw, =) = L{1y(0sw)<—s<T1(0.0)}
= (o4 To(w)<0<s 4T (W)}
comme
THiw) <s<Ti(w) <« s+TH(lw)<0<s+Ti(0w)
donc

ap(Osw, —s) = ag(w, s). On applique la formule du théoreme 2.2.2 a la fonction

f(wa t) - g(wv _t>a0<w7 _t)
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o~

H[P(dw)N(w, ds)} — P(dw) - \(ds).

P(dw) N(w,ds) f(Osw, s)

S~

Il
— \\?{0\{0\%
)

P(dw) N(w,ds) g(0sw, —s)ag(w, s)

X
Py

P(dw) N(w,ds) g(0sw, —s)ag(Osw, —$)

X
Py

(dw) A(ds) g(w, —$) ag(w, —s)A

P(dw) M(ds) g(w, —5) {1y (w)<—s<Ti(w)}, car est invariante par symétrie

~

P(dw) A(ds) g(w, 5) 11y (w)<s<Ti ()}

~

T1(w)
P(dw) /0 g(w, s) \(ds)

Cas particuliers :

1. On prend g(w,t) = f(w).
/ P(dw) f (0, (w)) = / P(dw)Ty(w) f(w) < 6,0 P =T - P.

2. On prend g(w,t) = f(fw).

~

[P se = [P [ g0 as

Cette formule donne exactement 1'expression de P a partir de P.

Proposition 2.2.13 [7//

Soit Ny = > ds,, < resp, Ny = ZéTn) un processus ponctuel stationnaire sur R SP
nezZ nezZ

DI de mesure de Palm ]31 ( resp ]32) Alors les deux mesures ]31, ]32 sont reliées par la

formule suivante :
1.
A f(w)Py(dw) = / [ > fobr ()| P (dw).

n: 0<Ty (w)<S1(w)
S Nl([Tn, Tn+1D =1 (les points des processus Ny et Ny alternent), alors
}32 =0, oﬁl. En particulier, en considérant le cas ou N1 = Ny on obtient la formule

suwante : P = 0p, o P.

2. 950 OﬁQ = NQ([O, SlD : ﬁl-
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Démonstration :

On pose ap(w, 5) = Lgyw)<s<si (@)} @o(w, s) vérifie [o Ni(w,ds) ap(w,s) = 1,
Vw € Q, et Py(dw) Ny (w, ds) = p[ﬁl(dw) Ny(w,ds)] ol p(w,s) = (Bsw, —s).

Il s’en suit que pour tout f: Q) — R, les égalités suivantes sont vérifiées :

/ (@) Py(dw) = / By(dw) N (w, ds) f(@)aolw, s)
Q OxR

_ /Q Rﬁl(dw)Ng(w,ds) F(0.w) ag(Byw, —s)
= [ Pilaw) Mo, ) F(0) aufor )

= / ﬁl(dw) Z f(eTn (w)) 1{0<Tn<S1}
QxR z

Si les deux processus Ni, Ny alternent, la relation établie ci dessus entraine que ﬁQ =

9T1 [©] ﬁl

Remarque 2.2.14
Notons, que si 0 < T,, < S1, alors T,, + Sy o Or, est le premier point de la suite (Sy)nez
qui se situe a gauche de T,,. Cette propriété s’exprime par : T, + Sy o 01, = Sy, comme

05,001, = 01, 50005, = Os,- Par conséquent, 01,007, = 071, 100, = O1,,, €t 05,0071, = Os,.

Pour obtenir la deuxiéme relation, posons f = g o fg,, alors

Onobtient Y foby, = >  gofs o0y,
n: 0<T,<S1 0<T,<S1
- 3 rebs.
0<T, <51

= go 950 . NQ([O, SlD

Conséquence : En considérant dans la proposition précédente N; = Ny, on obtient :

Proposition 2.2.15 [7/]
Soit N = ZSTn PP réel SP DI défini sur (2,7, stationnaire par le flot (Qt,t € R) et
Q={T, =0} = {N({O}) # O}. Posons 6, = Or,| g, alors

1. v 0p 1 Q — Q est une surjection.

~

« (0, n € Z) est un groupe.

41



2. Pour toute probabilité P sur (0, &) stationnaire, la mesure de Palm P de N rela-

tivement a P est invariante par les transformations (79\”, n€Z).
3. Réciproquement, st P est une mesure positive sur Q telle que / Ty dP =1 et si P
0

est wnvariant par é\l il existe une et une seule probabilité P sur (2, o7) invariante
par le flot (Ht,t € R) telle que P soit la mesure de Palm de N pour P. Elle est

donnée par la formule

[ P s = [ P [ " ).

Démonstration :

(a) O, (m € Z) applique © dans Q car
N (07, (. {0})) = er,—1.w) ({0}) = 1.

(b) 01, 0 b1,,(w) = 0r,, 41,005, = 0Or,,,,, sur 2.
(c) On a déja vu que P = Or, o ﬁ, en particulier P=0,0 ﬁ,Vn € 7.
Réciproquement, si P est une mesure positive invariante sous les (gn, n € Z), mon-

trons que la mesure ﬁ(dw)N (w, ds) est invariante par la transformation p(w,s) =
(Osw, —s).
Soit f: QxR — R,.

[ Plao) N, as) 0., -5) = [ Pl )3 1)
[ P Zf ()
Or T+ T, 007 . =Ty =0 sur €, donc
[ Plo) N ds) (6 —5) = [ Pla) 3 fl T-
~ [ Paw) V)9

donc, il existe une probabilité P invariante sous (6;); telle que P soit la mesure de Palm

de P relativement a N.

Si0< ]3(6) < 400, alors



1 .
est la probabilité de Palm, —— = E(Ty).
P(Q

Au flot stationnaire ( Q, o, P, (0)er ) indéxé par R on associe le flot stationnaire

suivant ( (AZ, sz/, ]3, (é\n)nez ) indéxé par Z.

Conséquence

~

1. Le flot (Q%
P()=Ay' x P

<§n,n € Z)) est stationnaire, on Q = {T) = 0}, & = &|Q),
P () et 8, =0 |Q.

~

2. Sile flot (92,27, P, (6;,t € R)) est ergodique, alors <§\2, P, (6,,n € Z)) I'est aussi.

2.2.5 Processus ponctuel marqué stationnaire doublement infini

(PPM ST DI)

Soit N un processus ponctuel sur R dont les points de base sont représentés par la
suite (T,,n € Z) vérifiant Ty <0 < T} et hm T, = +o0.
n—+too

Soit (Yn, n € Z) une suite définie sur {w € Q, N(w,.) # 0} a valeurs dans un espace

mesurable F' telle que Y,,11 =Y, 0 0p,. Le processus ponctuel
N(w, ) = Z 5Tn(w) & 5Yn(w)
neZ
est stationnaire simple doublement infini sur R marqué a marques dans F et vérifie

N(;(w),.) =7 ®igo N(w,.) ce quiéquivaut a N(0;(w Z 0T, (w)—t @ Oy, ., (2.4)

nez

Si P est la mesure de Palm de N associée a P, alors ( )0y, (.) est la mesure de Palm de

N associée a P.

2.2.6 Processus ponctuel de renouvellement

Définition 2.2.16 Soit ;i une mesure de probabilité définie sur RY. d’espérance finie. Un
processus ponctuel réel simple stationnaire N = Y 6r, défini sur (Q,szf,P, (0, € R))
est dit de renouvellement de loi p s :

AN < 400, et les variables A, = T,11 — T,,n € Z sont indépendantes et équidistribuées

de loi v pour la probabilité P la probabilité de Palm de N pour la probabilité P.
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2.3 Différentes notions de mélange

Etant donnée une mesure aléatoire N du second ordre définie sur le flot stationnaire
(Q,4,P,(0,t € R)).
— La probabilité P est dite N-mélangeante si
/N(w,f) N (0,w, g) P (dw) — )\?V/f(t) dt/g(u) du lorsque x — Z£o0

ou f,g € Ck.
Si une probabilité est mélangeante, elle est a fortiriori, N-mélangeante pour toute
mesure aléatoire du second ordre

— Soit N une mesure aléatoire du premier ordre, on dira que la probabilité P est for-

tement N-mélangeante, si

/N (w,9) f (Ow) P (dw) — )\N/g (t) dt/f (w) P (dw) lorsque z — +oc.

Si une probabilité est mélangeante, elle est aussi fortement N-mélangeante pour toute
mesure aléatoire du premier ordre. La probabilité P est fortement N-mélangeante pour
une mesure alétoire du second ordre, elle est aussi N-mélangeante pour cette méme mesure
aléatoire N.

Conclusion : Les différents résultats que nous venons de voir constituent le cadre naturel
pour la généralisation des résultats de la théorie du renouvellement, I’'objet du chapitre

suivant.
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Chapitre 3

La théorie du renouvellement

Introduction
Les principaux théoremes de renouvellement qui possedent une application dans le probleme
de convergence en loi sont cités, comme le théoreme de renouvellement du a Smith
théoreme 3.2.2 qui assure la convergence en distribution des processus régénératifs et
donne 'expression explicite de la loi limite. Le deuxieme théoreme de convergence en loi
( théoreme 3.5.11) concerne les processus définis a partir d’une fonction continue bornée
définie sur M (R x E) l'espace des mesures sur R marquées a marques dans un espace
E métrisable séparable lorsque M (R x E) est muni de la topologie de la convergence

vague-étroite.

3.1 Suite de renouvellement et processus de renou-

vellement

L’exemple le plus simple de suite de renouvellement est celui d’une suite d’expériences
de Bernoulli. Le temps d’attente jusqu’au premier succés est de loi géométrique. Apres
la réalisation du premier succés, les essais redémarrent a zéro et le nombre d’essais entre
le r itme et le (r 4+ 1) iéme succés suit une loi géométrique. Le temps d’attente pour
la réalisation du r ieme succés est la somme de r variables aléatoires indépendantes
équidistribuées.

De méme si I'expérience consiste a observer 'évenement ES (un échec suivi d'un succés )

alors les réalisations des événements ES constituent une suite de renouvellement.
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Définition 3.1.1

Soit (Ap)n>1 une suite de VAIE strictement positives de fonction de répartition F' avec
F(0) =0 et Ay une variable indépendante de la suite (Ap)n>1 de fonction de répartition
Fi .

Posons : T, = > ApetS,= > A,

1<k< 0<k<n

Np(t) = max(n, T, <t), Ng(t) =max(n,S, <t) etv(t) = E(Ngs(t))

. La suite (T,,),>1 est dite une suite de renouvellement de loi F' et Ny est appelé processus

de renouvellement.

. Lorsque F' et Fy sont distinctes, La suite (S,), est appelée suite de renouvellement re-
tardée, Ng est appelé processus de renouvellement général, F' est la loi du renouvel-

lement et I est la lot du premier renouvellement.

. v(t) est appelé la fonction de renouvellement.
FElle calcule le nombre moyen de renouvellements dans [0,t] et vérifie I’équation

suivante :

t
v(t) = Fi(t) + / F(t — s)dv(s)
0
appelée équation de renouvellement.
. Sip= [ P(A; > s)ds < +oo et Fi(t) = ,%fot P(Ay > s)ds alors v(t) = 7 et
le processus Ng est dit stationnaire.
« Sila loi F' est du type suivant :

F(t) = Zbkdt_k([o’ +OOD avec Zbk =1,b,>0,00=0

keN k=0

Le processus de renouvellement est dit discret, soit d le plus grand diviseur commun

des k, tel que by > 0.

1. Sid > 1, le processus est dit périodique de période d.
2. Sid =1, le processus est dit apériodique.

. dans le cas discret, l’équation de renouvellement s’écrit :
k

cp = by + Z by ou cp = Z bzn

1=0 n>1
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Définition 3.1.2

- La suite (T,,), définie ci-dessus est dite récurrente si A, < +oo p.s,Vn. Sinon la
suite est dite transiente.

- La suite (T,), est dite périodique de période & si les variables A, prennent leurs
valeurs dans I’ ensemble discret {0, 9,26, ..., kd,...}. On dit aussi que la distribution
des A,, est réticulée ou latticielle. Dans le cas particulier ou d = 1 la suite est dite

apériodique.

Lemme 3.1.3 [{2] :
La mesure U, définie sur (Ry,Bgr,) par U (I) = E(Nr (1)) = Y ons1 F(D) est telle
que U (I) < +o00 pour tout intervalle borné et fini de Bg, .

Preuve :

Il suffit de prendre I = 10, z], comme {T,, < x} = {>" | A, <z} C ﬁl {A; <z}, alors
P(T, <) < P ()
Si F(x) <1, alors U(z) <
Si F(z) =1, il existe stirement un k € N tel queF** (z) < 1 sinon si pour tout
neN, F"(zx)=F(r)=1lalorsT,=A, Pps=Vn>2A,=0 P ps, comme les(A4,),

1F()<+oo

sont équidistribuées et vérifient P (A, = 0) = 0 on aboutit & une contradiction.

D’autre part {7T},,; < 2} C {T,, < 2}, donc F*"*Y () < F*" (z). Par conséquent, on a :

+oo +oo k—1 +oo k—1
U (I) ZF*n _ F*(kl+] F*kl (x) _ ]{72+OO F*kl( ) < 1—Fﬁk(m)
n=0 =0 j=0 1=0 j=0
3.1.1 L’équation de renouvellement.
Théoréme 3.1.4 :[42]
Soit z une fonction mesurable bornée sur R nulle sur R_ . Alors, Z = v % z est
["unique solution bornée sur les compacts de [’équation
Z=z+FxZ (3.1)
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Preuve :
Montrons que Z = v * z est solution de I'équation Z = 2+ F'x Z

Comme v ( [0,z]) = S F* (z), et F*0(z) = P (Ag =z) = &y (2).

vaz(r)=Jy fo y) FO(dy) + [§ = (x —y) 32,5 F (dy)
le premier terme est egal a fo z(z — y) do (dy) =z (2)

le deuxieéme terme vaut

T +oo T
/Oz(x—y)ZF*(”_l)*F(dy) = /z(x— y) v F (dy)

_ // (@ —y —t)v (dt) F (dy)
=/0 Z (- y) F (dy).
d’ou
2@ =2+ [ ZG@-n)F )

Supposons qu’il existe Z’ une autre solution bornée de I’équation 3.1, alors W = 7' —Z

est solution de I’équation 3.1 (6, — F') * W = 0, nulle sur R_ et qui est équivalente &

vz € R, /0 (W(z — ) F(dy) = W ()

W est une fonction harmonique pour la marche z — > | A; , donc W (x — Y "_| A;) est

une martingale bornée et donc converge vers

W)=, In W ( —2 Az) -
=1

3.1.2 Les différentes formulations du théoreme de renouvelle-

ment

Théoréme 3.1.5 : Le théoréme de renouvellement élémentaire.
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Preuve 1 Posons f(s) = 0+°° exp(T dF(t),s > 0 et fi(s) = f;oo exp ™ dFy(t) donc

[ exp=st(1 — F(t))dt = = f( L s >0 done limg (= (S)) [0 - Ft))dt =

limao(f(s)) = 1 et u(s) = f0+°°exp D dy(t) = 1’:1}‘2),3’1‘_(5) > 0 = limg o pu(s) ~

% — pu(s) ~ s L quand s \, 0. Comme v est croissante, d’aprés un théoréme
img\ o(s

du a Tauber pour les transformées de Stieltjes ( voir appendice), on obtient :

limy 4 o m(t) /% st < 4o00.

Si = 00, on considére le processus de renouvellement (V™M) (t),t > 0) dont la distribution

de renouvellement est
F(t) si t <A .
1 st t>A

F'(z) =

ou A est une constante strictement positive.

Onav) >v Pp.s V>0 et done mW(t) > m(t),t > 0.

De plus, @ > M .t > 0. Posons p(V) = f0+°° tdF M (t) < 400, il s’en suit
hmt_>+oo m(lt)(t) = H<1 > hmt_>+oo( ft)> 2 0.
En faisant tendre A vers +00, on a (p™M)™' — 0 ce qui entraine que lim,_, —( = 0.

Théoréme 3.1.6 [{2/

A. Le théoréme classique de renouvellement de Blackwell.[15]

Si la distribution F' est non latticielle, alors :

1

lim v(t)—v(t —h) o
h

0

t——+o00

B. Le théoréme de renouvellement de P.Erdos, W.Feller, H.Pollard.[38]

Si le processus de renouvellement est discret de loi latticielle de période d, on a :

d
—, 81 < 400
o )t =t =
nz1 0, si = —o0.

3.2 Processus régénératifs

Définition 3.2.1
Soit (Sp)n>0 une suite de renouvellement simple de loi F' et (N(t)); le processus de re-
nouvellement associé.

Soit Z = (Z(t),t > 0) un processus stochastique a espace d’états E.
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Si le processus (Z (t+S,,),t > 0) est indépendant de (Z(t),0 <t < S,) et de méme loi que
(Z(t),t > 0), le processus Z est dit un processus régénératif et les points du processus de

renouvellement sont appelés les points de régenération du processus Z.

3.2.1 L’équation de renouvellement- théoreme de renouvelle-
ment
Posons K (t,A) = P(S; >t,Z; € A),t > 0.

f(t) = P(Z, € A),t > 0. Grace a la propriété de régénération au point S, on a :
P(Z, € A/Sy) = f(t — S1) sur {S1 < t}. Donc, f vérifie la relation :

flt)=K(t, A+ /Otf(t — s)dF(s)

qui est I’équation de renouvellement.

Théoréme 3.2.2 [86] Le théoréme de Smith( Key renewal theorem)
Soit A € Bg tel que t — K(t, A) soit Riemann intégrable.

(a) Si S est récurrent apériodique et pu < +oo alors

lim P(Z, € A) = / K(s, A)d

t——+o0

(b) Si S est récurrent périodique de période d et p < 400, alors

o

lim P(Zgyng € A) = E: (s +kd, A).

n—-400
k:
(c) Si S est récurrent et | = —+o00 alors

lim P(Z € A) =0.

t—+00

3.3 La démonstration probabiliste du théoreme clas-
sique de renouvellement

Théoréme 3.3.1 [62]
Soit (2,47, P) un espace de probabilité ergodique, (X;);>1 une suite de VAIE définie sur
(Q, o, P) de loi F' non latticielle et telle que :

F(0)=0 et 0<E(X)) =p< +o0.
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On pose .
Sa=Y_X; et Sy=0, (neN),
i=1
N(B) =#{i,S; € B}, U(B)= E(N(B)), VB € Bg,.
Alors,
A
VA >0, € lim U(x,xz+ A]) = ;

T—+00

Preuve
Nous commencons d’abord par montrer que si (X );>1 est une suite de VAIE et indépendante
de la suite (X;);>1de loi F', X, une va indépendante des X; de loi G définie par

dG(y) = %(y)dy. En posant
S, =Xo+ Y X, N'(B)=4{i,5; € B} et v(t)=min{j>0,5; >t} =N([0,¢)

alors :VA > 0
1— U’([x,x—i—A]) = %.

2— Le processus (S, — t);>o est stationnaire de loi G.

V()

Preuve
Démontrons que pour tout y € RY, G(y) = P(Sly,(t) —t<y) = ,%foy(l — F(t)dt.
En effet,
P(S,, —t <y /() eN) = P(S,, —t<y, (Jv@®)=n}

+00
= Y P(S,,—t<y, v(t)=n)
n=0

+oo
= P(Xg—t<y,Xg>2t)+Y P(S,—t<y, S, ,<t<S,)
n=1
+oo
= P<Xg<t+y)+ > P(S, <t+y, S, <t<S,)
n=0
+0o0
= Pt<Xo<t+y)+ ) P(S, <t t<S,., <t+y)..(1)

n=0
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Le premier terme vaut P(t < X, < t+y) = G(t+y) — G(t)...(2) car G est une loi diffuse.
Le deuxiéme terme vaut
“+o0o
SNP(S, <t t< S, <t+y) = Y P8, <tt< S, + X, <t+y)
o
_ Z/O 4G % F*™(u).[F(y +t — u) — F(t — w)]du
n=0
¢

_ /OdU'(u).[F(y—l—t—u)—F(t—u)]du.

on a

. fot dU (u)F(y +t — u)du

= 0y+t dU (u)F(y +t — u)du — tyﬂ dU (u)F(y +t — u)du...(3)
AU (W) F(y+t—uw)du=U * Fy+1) = =Gy +t) + U'(y +1)...(4)

AU @) Py 4t —w)du = U'(y) = Gly)
On obtient ce résultat en faisant deux changements de variables, d’abord en posant

s =t — u puis en posant v = —s, de plus on a :

o [odU (u).F(t —u) = U'(t) — G(t)...(5)
d’ou grace a (1), (2),(3),(4), (5) on obtient :

!

. P(S,

vt <Y =Gt+y) =G —Gly+)+U (y+1) —U () +Gy) —U () +G(t)

Comme U’ (t) = ﬁ on trouve bien P(S;,(t) —t<y)=G(y)

La construction d’un couplage : dans la suite, on montre que les deux suites de re-

nouvellement (S, ), et (S,), se confondent apres un temps fini. Pour cela on mesure les

écarts entre ces deux suites en construisant les variables Z; définies comme suit :

Zi = mlIl(Sjl — Si7 S; - Sz > 0) = S;/(Sz) - SZ

(Z;); représente la suite des écarts minimaux entre les deux processus (S,,) et (S,,).
S;,( sp) ©st le premier renouvellement associé a (S') succédant S;, donc il n’existe aucun
k # v(S;) tel que S; <5, <5, ..

(Z;)i>1 est une suite de VAE de loi G.
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P(Z; € By, Ziy1 € By, ..., Ziyn € By)

= P(S,(S;) — Si € By, S;, (Si41) — Sip1 € By, ...y S;’(Si-i-n) — Sitn € By)

= P(S,(S;) — S; € By, S.,(Si + Xis1) — (Si + Xi1) € By,
oy S (8i + T, X — S+ 57, X)) € By)
= Jas P(S,(S;) — S; € By,

oy S (Si + X0 X € B /S; = t)dF*i(t)

En outre, la variable S; est indépendante de X1, Xiio, ..., Xiin,
et sur {S; =t} ona {v(S;) =v(t)}. Deplus, sous P la variable X, a méme loi que
Xitj Vj > 1, donc

P(Z; € By, Ziy1 € By, ..., Ziyn € By)

— /R P(S,; ) (t) =t € B, S,y (t+ X1) = (t+ X1) € By, oo,
+
S;/(t) (t+S,) — (t+S,) € B,)dF*i(t).
Posons N'(w,.) =Y, dg' (w)(-) la suite (S,,n € 7) est définie par

(

Sn, sin>0

Sn=9 0 sin=0

—S,, sin<0.

\

Alors V' (w,t) = N'(w, [0,1]).
N’ étant un processus ponctuel dont les points de base forment une suite de renouvelle-

/ . . .
ment, N est stationnaire au sens suivant :

’

N'(Byw, A) = N'(w, 77 H(A) = N'(w, A+ s)

r s
et donc ses points de base vérifient la relation suivante

t+S,00,=S5 sit>0

+N'([0,¢])
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Par conséquent,

S,(t+X1) — (t+X1) = Syo0bx,

Comme Ox, 06, = 0;1x,00,, €t 0; 0 O0x, = 0;1x, donc Szl/(tJer) —(t+Xy) = S(/) 06;00x,
Posons : 51 =0s, pour jE€Z
De la méme maniere, on montre que :

!

Sytrxiax,) — (E+ X+ Xp) = Sy 0 0; 00,

et
Sy, — (t+ ) =Sy 006;00s,

D’ou

P(S,4 —t € Bo, Syyixyy — (t+X1) € By, ooy Sy — (E+5,) € By)

= P(Zy00, € By, Zy00,00, € By, ..., Zy0 0,00, € B,)

= P(Zyo 0, € 05 (By), Zoob, €0, € By, ..., Zyob, €0." € By)

= P(Zyo b, € ()6, (By)

k=0
Enfin,
P(Zy€ By, Zy€ By ..., Zy€B,) = /R P(Zyo0, € ﬁ 0, (By))dF* (t)dt
+ k=0

_ /*( /T . dGE)aF (D

j=0"Yj (Bj)
= T b, dG (@)

car dF*(t) est une mesure de probabilité sur R* .

Nous venons de voir que pour tout n, laloi duvecteur (Z;, Z; i1, ..., Znti) est indépendante de i ,
ce qui équivaut a dire que la suite (Z,4i)n>0 est stationnaire . Le résultat final montre

aussi que la suite (Zx)r>o est une suite de VA équidistribuées de loi commune G.

Pour i > 0 et pour d > 0 posons A; = [J;- {2k < d}.

A; ={ a partir du ¢ éme renouvellement il existe un écart strictement inférieur a 0}.

Ay = ﬂ(Ak) = limksup{Z;€ <0}
k
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Lemme 3.3.2 : V6 > 0, P(Aw) = P(limsup,{Z; < d}) =1

Preuven > i<= dk >0 tel que n=1+k
P(A;) = P(Upi{Zk < 6}) = P(Upso{Zivr < 0}) = P(Us01%k < 6}) = P(Ao)

Définition 3.3.3 Soit 0 une permutation finie de N* ie une bijection de N* sur N* telle
que : il existe Ny,, Y n > N,,0(n) =n. Soit P le groupe de ces permutations.

Pour o € P, et
T, :Q — Q

w > (Wo(n),n € N¥)
T, est mesurable et P(T,(A)) = P(A). i.e la probabilité P est invariante sous T,. On pose
Foermutavies = {A, A € &/ No € P,T,(A) = A} =la tribu des événements permutables.

le théoreme de Hewitt Savage.
Théoréme 3.3.4 Supposons l'espace (2, o7, P, (0,,n € Z)) ergodique, alors
fpermutubles = {@, Q} P p.s

Ay = limsup{Z; < §} étant un éveénement asymptotique, est invariant par le flot, défini
sur un espace de probabilité ergodique, il est de probabilité 0 ou 1.

Si P(Ax) > 0, alors nécessairement P(Ay) = 1.

Comme, P(Ay) = fRi P(A /X1 =1).fx,(t)dt, et {Z1 < 0} C As, on abien P(A,/X; =
t) > P(Zy <6/Xq =1t).

OI‘ Zl == Su/(S1) - Sl == - Xl.

S'///(Xl)
P(Zy<6/Xi=t) = P(Syy—t<d/X1=t1)

= P(S,(t)—t<d/X, =1t) car Xy et X, ont méme loi.
= P(X,<t+6/X,=1)>0,

grace au fait que la loi de X est non latticielle et {X; =t} = {/(t) = 1}. D’ou

P(Ag/Xy=1) =1

Posons T' = min{i, Z; < d}, alors T représente le numéro de la 1 ere période qui soit de
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longueur strictement inférieure a ¢ et est un temps d’arrét par rapport a o7, ,(s,) ol
Ay =0{X;, X}, 1 <k<n,1<j<m}
{T' <400} =U,{T <n},et {T' <n}Cc{T'<n+1}
donc la suite ({T" < n}), .
{1 <n} =0 ({T = n}) = ({2 > 3)=UL {2 < o).
P(T < +00) = P(U, UL {Z < 0}) = P(U{% < 8}) = P(As) = P(A) = 1 car
U, {Z, <6} = A.
Le calcul de lim E(N([z, z + A])).

N([z,z + A]) = N([z,z + A]( [0, S7]) + N([z, z + A] ()} Sr, +0c).

N([z,z + A] ﬂ]ST, +oo) = =N'([z,z+ A] ﬂ]S,T, — Zp,+oc]) on T" = v(Sr)
= N'(lz+ Zr,x+ Zr + Al 1S, +00[) € 0{S7, X5y 1010 = 1}

n

= Z Lot 2y, x+ZT+A}(S/T/ + Z X;JFT/) qui suit la méme loi que
n =1

Z 1[x,x+A]<ST + E;’L:L‘z—I—T)

ou

X;(ST) +n €St 1 ,(s,) mesurable

/

ont meéme loi .

En effet : T = v(Sy) = inf{j/S; > Sr} € s,y donc Yicicn X

T +i
En posant
N'(lz,x + A]) = N([z,x + A )0, S7]) + N ([z, Zr, 2 + A+ Zr] [ )|Sy, +00)
cette v.a possede la méme loi que N([z,z + A]).
U(lz,z+A]) = E(N"([z, z + A]))
= E(N([z,z+ AJN[0,S7])) + E(N'([x + Zr,x + A+ Zr]))

—E(N'([x + Zp,z + A+ Zr] N[0, Sys,)))

L A8 _ BN [o+6,0+A]) < B(N ([o+Zr, o+ A+ Z]) < B(N (o, 0+ A+0]) = 429

7 7
car Zp < 0

E(N([z,z+ A] N[0, S7])

IN

EWN([z, v + Al 1sr>2))

< a.P(Sr > )+ E(N([z, 2 + A)) 1N (et A)za)
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N([z,z+ A]) = Z Lz ot 4] (Su(z)4n)

= Z L10,4) (Sv(@)+n — Su(a))
= N([O, A] (6] Q(I)

= N(0w(w),[0,4])
Donc E(N([z,z 4+ A]([0,57]) < a.P(St > x) + E(N([0, A]) 0 0,.1(n{0,4106, >a})
= aP(Sr = z) + E(N([0, A]))L(vjo, 120}
lim, 40 P(S7 > ) =0 car E(Sr) < +oc.
S, et T sont des variables d’espérances finies, elles sont donc presque stirement finies, par
conséquent Sy est une variable finie, ce qui entraine que P(Sr = +00) = 0.
P(N,{Sr > n}) =1lim P(Sr > n) grace a la propriété de continuité monotone séquentielle.
E(S7) = J1gpct00) AP+ J1ape ooy (F00)AP.
On ne peut donc avoir E(S7) < +oo que si P(Sy = +00) =0
De plus lim,—. o0 E(N([0, A].1n(p0,4])>a)) = 0 car la mesure dy(A) = E(N([0, A])) est une
mesure de Radon donc I'évenement {N([0, A]) = 400} est négligeable.
Dot limg—.y00 aP(Sp > a) + E(N([0, A]).Lin(o,a)>a}) = 0, puisque a.P(Sp > a) <

E(Srl{s;>ay) qui tend vers zéro quand x tend vers I'infini.

o
IA

E(N'[x+ Zr,z + Zr + A]N[0, S.])

IN

E(N'[x+ 6,2+ 6+ A]N[0, S,.])

E(N'[z+6,2 46+ A].l{s;/2x+5})

VAN

aP(S;, >z +0)+ E(N' [z 40,240+ Al.1{n¢)sey) — 0 quand a — +oo.
Dot limy oo E(N [z, 2 + A]) = lim E(N'[z + Zp,z + A+ Zr]) = 4 .

3.4 Une généralisation du théoreme 3.1.6

Théoréme 3.4.1 Une généralisation du théoréme de renouvellement [30]( due
a J.Neveu)
Soit N une mesure aléatoire du 2" ordre d’intensité Ay. Alors, si la probabilité P est N

mélangeante, T, o oy converge vaguement vers Aamg lorsque ¥ — +00.

Preuve 2 En utilisant la formule du théoréeme 2.2.2 puis le théoréeme de Fubini et enfin

la définition de oy, on obtient :
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[ N{w, a)N (a0, b) P(dw) = / N0y, b)a(—1)dt Py (dw)
_ /N(&xw,b* &) Py (dw) = /b* i), 0 o (du).
En désignant par a la fonction :tw— a(—t) et par bxa la fonction

t— [b(u)a(t —u)du.

La propriété de N- mélange donne /b* a(u)r, ooy (du) ——— - / w)du pour

toute fonction a et b € Ck. Alors, on a la convergence / ()72 0 on(dt) — N3 / a(t)dt
Corollaire 3.4.2 Le théoreme précédent contient le théoreme classique de Blackwell.

= on(]0,x
Preuve 3 U(z) =14+ E(N(]0,z]) =1+ NSN :

3.5 Convergence en loi

Transformation de Laplace sur R%

Définition 3.5.1 La transformation de laplace d’une mesure positive et finie m sur Ri

est la fonction continue et bornée de ]Ri dans Ry définie par lintégrale

m(t) = tjz;)m(dz) t € RY.
m(t) /Rdexp Z i )m(dz) <

Définition 3.5.2 FEtant donné E un espace localement compact a base dénombrable. La
transformée de Laplace d’une probabilité Q) définie sur M,(E) des mesures ponctuelles sur

E est définie par la formule

() = /M Lol /E F(tym(de)Q(dm).

ou f est une fonction borélienne positive de E& dans R.
La fonctionnelle de Laplace d’un processus ponctuel N définie sur ’espace de probabilité

(Q, .o, P) est alors la transformée de Laplace de sa loi de probabilité, soit

Uy (f) = / exp(—N(w, £)) P(dw)
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3.5.1 Critere de Convergence étroite

Une caractérisation de la convergence étroite sur M, (R).

Proposition 3.5.3 [74]
Pour qu’une suite (P,,n € N) de probabilité sur M, (R) converge étroitement vers Ps,, il
faut et il suffit que leurs transformées de Laplace convergent sur C:(E), ¢’est a dire que :

lim op, (f) =vp(f),Vf € CL(E)

n—-—+o00

Preuve 4 Puisque lapplication m +— exp(—m(f)) est continue et bornée sur M, (E)
pour tout f € CiH(E), la condition nécessaire est vérifiée.

Montrons la condition suffisante :

Soit f1,..., fq appartenant a C’}(E) et ¢ : R? — R une fonction continue bornée.

lere étape :

Notons Plv-Ja 'image de P, par Uapplication m — (m(f1),...,m(fs)) de M (E) dans
R On a :limy—io0 [y, ) S(m(f1), - m(fa)) Pu(dm)

= limy,— 4 o0 Jga @(2) PI4(dz) par définition des P74

= Jaa &(z) PLIi(dz) par hypothése

= fM+(E) d(m(f1), .., m(fa) Pso(dm) puisque

d d d
/ exp(—thasj)Pgl""’fd(dx) = wpn(z tif;) et quethfj € CL(E)
Rd j=1 j=1

j=1

La famille A de toutes les fonctions réelles sur My (E) de la forme m — ¢(m(f1),...,m(fq))
obtenue lorsque (fi,..., fa) parcourt les suites finies de C(E) et lorsque ¢ parcourt les
fonctions continues bornées sur R constitue une sous algébre de l’algébre Cy(M, (E))
des fonctions continues bornées sur M, (E). De plus, cette sous algébre sépare les points
de M (FE) car si my,my sont deuzx éléments distincts de My (E), il existe au moins une
fonction f € CL(E) telle que mi(f) # ma(f) et une fonction continue bornée ¢ : R — R
telle que p(my(f) # ¢(ma(f)). Le théoréme de Stone-Weierstrass( voir appendice) montre
alors pour tout compact K de M, (FE), la sous algébre de C(K) formée par les restric-
tions a K des fonctions de A est dense pour la norme sup dans C(K). Par conséquent,
K étant fixé, pour toute fonction F' € Cy(M,(F)), il existe une suite de fonctions Fp
(p € N) dans A telle que en tronquant les fonctions ¢p intervenant dans la définition des

F, par supy,, g | F'(m) |, nous pouvons supposer que la suite (F,,p € N), approchant F
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sur K est telle que : supy;, gy | Fp(m) |[<supy, g | F'(m) | . En considérant
K. ={m € M.(E)/m(gi) < ay, k € N}

ot (gr)r est une suite dans CL(E) croissant vers 1 et (ay.)r, C Ry alors P,(K¢) < ¢ cela
permettra d’achever la démonstration puisque

| [FdP, — [ FdPy |<| [ FpdP, — —F, | dPsx |+ [ | F—F, | dP,+ [ | F — F, |
APy <| [ F,dP, — [ F,dPx | +2supy_ | F(m) — F,(m) | +4esupy, gy | F(m) |.

Théoréme 3.5.4 [30]

Soit (Q, o, P, (0;,t € R)) un flot stationnaire et N une mesure aléatoire du second ordre
d’espace de Palm (ﬁ,,;z/%\,@, (@\n,n € Z)) . Notons par (Py)( resp, (:j) la loi de N sous
P( resp, @) Alors, si la probabilité P est fortement N-mélangeante, T, o (@N) converge

étroitement vers (P)y lorsque x — £00.

Preuve 5 [l suffit de montrer que pour toute fonction positive b € Ck(R), on a : B(z) =
[ exp(=N(6,w, b) Py (dw)) —— . [exp(=N(w,b)) P(dw).

Pour toute fonction positive a € L'(my), telle que [ admo=1, on a :

ax B(z) = [a(—t) exp(—N(@xH(w),b)dtﬁN(dw)): J N(w,a)exp(=N(0,(w,b))P(dw)

et par définition de la propriété de N- mélangeant fort, on a :

ax* B(x) —0 An. [ exp(=N(w, b)) P(dw).

Il ne reste plus qu’a démontrer que la fonction B est uniformément continue sur R, pour
déduire le résultat du théoréme a partir de la derniére limite.

| B(@) = B(y) |< [ | exp(=N (6w, b) — exp(=N (0w, b | Py(dw)

< [ | N(0yw,b) — N(0,(w),b) | Py(dw)

< [ Ibt—2) = bt — y) | ow(dt) d'oi| B() - Bly) |< 2supa(t + K)w(b,| 2~y ) o
K est le support de b et w(b,.) est le module de continuité de b.

Comme sup{oy(t + K),t € R} < 400. On a luniforme continuité de B.

Convergence vague-étroite sur M’ (R x F)

Définition 3.5.5 :
La suite (my,),, de mesures marquées sur Rx F' est dite converger vaguement- étroitement
vers la mesure m ssi Vf € C%(Rx F) ensemble des fonctions définies sur R x F' continues

bornées et a support compact par rapport a la premiere coordonnée, on alim,_, o m,(f) =

m(f)
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Notons par M, (E x F) 'espace des mesures de Radon positives définies sur E a marques

dans F et MY (E x F) l'espace des mesures de Radon sur E x F, bornées sur F.

Lemme 3.5.6
Soient pg, des mesures de M2 (E x K), p € MY (E x K), alors
W — [ vaguement étroitement si et seulement si les deux conditions suivantes sont sa-

tisfaites :
1. pn — p vaguement

2. Vf € Cx(E), p(f @ 1p) — p(f @ 1p)

Théoréme 3.5.7 [25] : La généralisation du théoréme 3.5.3 Soit (P, k € N) et P des
probabilités sur My (E x F). SiVf € C%(E x F), f > 0,limy, [,, Pe(dp) exp(—pu(f))
= [y, Pldp) exp(—p(f)). Alors, quand k — +oo, (Py), converge étroitement vers P

lorsque Mﬁ’r(E x F) est muni de la topologie de la convergence vague-étroite.

La démonstration de ce théoreme nécessite les trois lemmes suivants :

Lemme 3.5.8 :
Soient (X,,)n une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire. La suite (X,)s,
converge en probabilité vers X si et seulement si de toute sous suite (X,;) on peut extraire

une sous suite (X, ) convergeant vers X.

Lemme 3.5.9

Soient (X,,)n une suite de variables aléatoires positives et intégrable et X une variable
aléatoire positive et intégrable, si : imX,, > X P p.s et si lim, E(X,) = E(X)

Alors :lim, X,, = X dans L'

Lemme 3.5.10 Soient (X,,), une suite de variables aléatoires positives et X une variable
aléatoire positive. SiimX,, > X P p.s et(X,,) converge en loi vers X, alors (X,,) converge

en probabilité vers X

Preuve 6 M, (ExF) muni de la topologie de la convergence vague est un espace métrisable
séparable et (Py) converge étroitement vers P pour cette topologie.

D’apreés Pollard ([82]), il existe un espace (Q,.o7, P) et des variables (Xg, k € N) et X
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a valeurs dans M (E x F) telles que : Xy re x pour la topologie de la convergence
vague, Xy étant de loi Py et X de loi P. Donc : 3Q € o/, P(Q) = 1,Vw € Q" ,Vf €
Cx(E x F)limg Xp(w)(f) = X(w)(f). Par hypothése, pour tout f € C%(E x F), f >0,
Xi(f) converge en loi vers X(f), puisque E(exp ***()) = [ P.(dm) exp=>m(/) p——
[ P(dm) exp™™) = E(exp(—AX(f))). Si f € C%(ExF),f >0etsig € Cx(ExF),0 <
g<f<0,0ona:X(g)=lmXg(g) <limginf Xy(f) donc, X(f) <liminf X, (f) et donc
grace au lemme 3.5.10, X (f) converge vers X (f) en probabilité . On peut, par le procédé
diagonal, choisir une suite d’entiers (n;); telle que, il existe Q' € o/, P(Q") = 1. Vf, €
Cx(E) tq f(x) =1 si x € L, ou (L), /" E.Yw € Q" ,Vpe N, (X,);w)(f,®1r) —
X(w)(f, ® 1p) et donc grace au lemme 3.5.6Vf € Cy(E x F), f >0, X, (w)(f) —
X(w)(f). De toute suite d’entiers, on peut extraire une sous suite possédant cette derniére

propriété. Donc, st ' : M — R est une fonction continue bornée pour la convergence

vague-étroite, de toute sous suite de E(f(Xy)), on peut extraire une sous suite conver-

geant vers E(F(X)) et donc limy, E(F(Xy)) = E(F(X)).

3.5.2 Généralisation du théoreme 3.5.4

Théoreme 3.5.11 [23] Soit N une mesure aléatoire sur R a marques dans F station-
naire du second ordre définie sur un flot stationnaire réel (Q, o/, P ,(0;,t € R)), @ la
probabilité de Palm, (P)y, (@)N la loi de N respectivement sous P et sous @ Si (P,6) est
mélangeant, alors T;lo(@)]\[ converge étroitement vers (P)y quand x — oo, M3 (E X F)

étant muni de la topologie de la convergence vague- étroite.

3.5.3 Une conséquence de la convergence étroite des processus

ponctuels

Soient

_ E n
my = bszétzz X 5(sz+1—s’,;,((a?,b?),sg<i§5z+1))
kez

m = Z bSk(Stsk ® 5(Sk+1*Sk,((aivbi),5k<’i§3k+1))
keZ

. vague—étroite
Nous allons montrer que que si m,,

m, alors :Vk € Z

n—->--400

+ 8k = sk) T (s — ).

.y

e =

n—---+o00
- (a}) — a;.
n—--4o0o
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B ——
k. n—+4o0

7
n—-s--+oo

Sk *

+oo
Construction d’une fonction sur R x Z{n} x (R2)" continue & support compact

n=1
Pour cela nous allons définir une fonction continue a support compact sur chaque
composante de 'espace produit.
Soit & un nombre positif non nul vérifiant : ¢ < (t5, —t,, ) A (ts;., — ts;) , VJj € Z.

Soit k € Z.

1 —t
1. Posons gy.(x) = T (1 _ |z k‘) ’
€
+

Sk
gk est une fonction définie sur R, continue, a support compact et vérifie

1

gk,e(tsk) - b_ et gk,s(tsj) =0 ; V] 7é k.
Sk

2. Soit ig € [sg + 1, Sk41] (resp., jo € [sk + 1, Sg+1]),
In={i € [s+ 1,s641]/a; = a;, } (vesp., Jo = {i € [sk, + 1, Sgps1]/bi = b, }),
11, to € Z tels que iy < Qg < Ay, (resp., 71, J2 € Z tels que bjl < bjo < bj2).

b:, — b, b, — b, Q;, — a; a;, — a;
On pose §3;, = -2 5 N 5 20 (resp., 0;, = —2 5 2N — 5 )
et = inf i [ s 0= inf 52 .
6 iE[Sk—I—l,Sk_‘_l]{ﬁ } iE[Sk-‘rl,S]H,ﬂ{ }
On définit sur (R, )%+17% deux fonctions comme suit :
Rys - (Ry)srr=se — Ry
Sk4+1 ’.Z. . a’
(l'1+5k7""x5k+1) — H <1_ 16 7,>
i=14sp +
Skp (Ry)sea=sr — Ry
Skt 1 |z; — by
(x1+sk,...,$sk+1) — H (1—%)
i=1+s +
Sk41
Ry s (resp., Skp) est continue a support compact égal a H [a; — 9, a; + 0]
i:1+sk
Sk+1
(resp., H [bl - 57 bl + ﬁ])
i:1+sk
3. Posons

F= fk,s,5,ﬂ = Oke ® 5sk+1—sk ® Rk,5 ® Sk,ﬁ

F' est continue a support compact et vérifie :
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1
| — si j=k
(a) F(%a <(5j+1 =), ((ai ba), 1455 <i < Sj+1)>) B
0 si j#k

(b) /den Fdm.

n—--+00
/de = Zij F(tsj'a ((SjJrl - Sj)7 ((aiabi)a 1+ Sj < { < SjJrl))
JjEZ

= bsk F<tsk7 ((Sk+1 - Sk)a ((ai7bi)7 1+ Sk S i S Sk+1)>> =1

N—

Conséquence de la convergence : / Fdm, ——— [ Fdm.

n—---+o0o

(a) wsik>1:3IN, €N, Vn> Ny : tskl<t(n2)_tsk+5

csik<O0:dNy,eN, Vn > Ng : i —5<tinzn)

. sinon tizzn) ¢ [ts, —&,ts, +¢] et donc g ( i )(n)) = 0, d’out /den =0 et

ne tendra pas vers 1.

<t

Sk+1

(b) Vj # kK, (") € [t.—e,tsj—l—e},or [ts, —&,ts, + €] N[ty — €, 15, + 6] = 0,
donc Vj # k: ts (n ¢ [ts, — &,ts, + €] et donc g (tiz)(n)> =0, Vn > Ny.
(c)

_ (n) (n) (n) (n) (n) 1(n) (n) (n)
/den_ stj(n) F(tsj(n)a <<3j+1 —55), (a5, 6:"), 1+ 8j <1< 3g+1)>)

JjEZ
- bizzn)g <ti % )) 65k+1*5k (81(c—i-)1 - Sk ) Ries < " 1+ Sl(c g <@ < é@l) Sk,ﬁ (bz('n))

car Vj # k, g(s()n)):O.

I. 31(c+)1 - s,(cn) 7 Sk+1 — Sk-

n—-+o0o
C’est a dire : ANy (k), Vn > Ny : 5/(:21 — s,(C m O Sk41 — Sk.
Supposons le contraire :

VNeZ, dn> N : 51(c+)1_3k 7# Skl — Sk-

Donc il n’existe qu'un nombre fini, soit Ny, de 55:21 — s,(cn) qui vérifie (1).

Soit I ={nq,...,ny,}.alors:Vn el : s,@l—s,& n _ = Sg41—Sk. DoncVn > ny, VN,

/den_ bg:zn)g <t$2n)) 65k+1*5k (Sl(c—i-)l - Sk ) Rk5 < g 1+ Sl(c Y S1Ss > Skﬁ (b ))

=0

n—-s-40o
Donc on a bien 3,(;21 — s; o Sk+1 — Sk-

n—s-+oo

or, / Fdm, —— 1, ce qui est impossible.
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IT. Soit ig € [sk + 1, Sgy1], montrons que

O

i a, et b

%0
n—-s-4o0o

n—s--+oo

Preuve :
Puisque Vn > ny, /den = biz)(n)g (ti,:)(n)> Ospsr—sp (31(:21 - sé,n)> Ry s ((ﬂn)) Sk (55“)

et / F dm, ——— 1, nécessairement on a Vig € [sx+1, Sg11], 3 N,iyio > N (resp.,

n—-+o0o
N2 = Ni) tel que Vo > N 5:)
bE:) < bio + ﬁ)
(agg) . ne Z), (bg:) ,nE Z) sont deux suites bornées.
De toute sous suite (a(nl)

i0
(n")

10

w0 Gig — 0 < ag” < g, 40, (resp., Vn > NZ, ) by, <

) , on peut trouver une sous suite (a&?”) telle que
n/ n/l

a; = .

n!'——+oo
~ (n//)
De meéme, b, ' ———— ;.
0 n!' —+oo
On a

aio—égoziogaio—i—(; et bio—ﬁfaioébio—i‘ﬁ.
Posons : ( je suppose «;, > a;, resp., Vi, > biy)-

a; + (5 — Oy, Ay — Ay

0y = 9 9 et 0= ii;lig{ai’ O -
resp.
g = oty To B = in (4, ).
9 9 40 0

On pose F| = gre ® 05,1 -5, @ Ris0 @ Dy .

/F1 dmy,n /Fl dm =0 puisque Rk,d’(ai) = 0.
n'’ —+o00

Or:Vn > Ny,

= e ) s (7)) o 51

> min {g(x)} 'bi:b(qz//) - Ry 5 (C_iz(n )> + Sk, (bgn )> Ospp1—sk (Skp1 = sk )
xe]tsk757t5k+s[
n!'—s+oo aje}tsk —€7t5k+5[

impossible, donc nécessairement o, = a;,.

De méme, on montre que 7;, = b;, en considérant Fy = gy . ®d, ., s, @ Ris @ Dy, .

sy, & condition tg,

IIL VkeZ, t")  ———t

(n) n—->-+00

Puisque Vk € Z, AN, € Z tel que : Vn > N, on a
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et ty,—e<t" <0

so(n)

si k<0 : t, <t

Sk+1

<t <ty te et 0<t <t +e

si k>0 : t si(n) (n)

Sk—1

(t(n) > est une suite bornée donc de toute sous suite <t(n/() ,)> on peut ex-
nez SE\V) ) ez

si(n)
traire une sous suite (t(n/(/),,)> telle que : t(n/(/),,) — .
Sk (n nez Sp(n n! —s+oo
) <ty +e si k>0
Nous avons : Ve >0, Vk € Z, Vn > Ny, w
On en déduit que
1. VEeZ, ap < Olfot-1 -
ap <ts +e si k>0
2. VkeZ,Ve>0:
oz(—k:) Zts_k — &
ap < tsk si k>0
donc
Qp Z ts,k
Montrons que Vk € Z, oy, = a, .
— 1 t -«
Supposons que oy, > tg, . Soit & = i EA s’““Q ket
1 |z — ay| : :
Gl (1) = b (1 - on a bien ¢, , (ax) =1 et g., (t;,) =0, Vje€
Sk +

7.
Posons F' = gl @ 0sy, -5, @ Ris @ Dy .

donc /F'dsz.

F’ est continue a support compact, donc / F'dmy» —— [ Fdm = 0.
n'' ——+o00
Or:

/F/ dmy, > bi’;(g,,) kel <t£;2(7)w)> sy —si (s,i’;f — S;(gn )> Ry s (C@(ﬁ )> Sk, <g§n )>

4> 1
n/'——+oo

Impossible, d’ott : a, = a,, Vk € Z.

Conclusion : Les théoremes classiques de la théorie du renouvellement sont :
- le théoreme 3.1.6 dont la généralisation est donnée par le théoreme 3.4.1, et le théoreme
de Smith qui correspond au théoreme 3.2.2, qui est un théoreme de convergence étroite

des processus régénératifs, son extension est donnée par le théoreme 3.5.4.
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- Le théoreme 3.5.11 est la plus puissante généralisation du théoréeme de Smith au sens ou
son application porte sur une large famille de processus comme on le verra au paragraphe

6.2 du chapitre six.
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Chapitre 4

Existence, finitude et unicité du

régime stationnaire de quelques files

d’attente.

Introduction :
Ce chapitre est consacré aux constructions du régime stationnaire de quelques files. Nous
présentons deux résultats permettant la construction du régime stationnaire des files d’at-
tente I'un du a J.Neveu et l'autre plus générale du a Loynes 4.5.1. Nous commencgons
d’abord par énoncer le résultat de Neveu 4.0.12, nous donnons les conséquences de ce
résultat puis dans la deuxieme partie nous énoncons le résultat de Loynes et ’appliquons

au cas des files a temps d’attente borné pour montrer 'existence du régime stationnaire.

la proposition de Neveu : hypotheses, énoncé, applications.
Soit N = > ., B,dr, la mesure aléatoire sur R du premier ordre, définie sur le flot
(Q,d, P, (0,,t € R)) dont 'espace de Palm associé est (ﬁ, o 1[3, (gn, n e Z)) et ou B, :
Q— R%  représente le service réclamé par le n®me client arrivé a l'instant T),, la suite
( Ty )nez est choisie telle que Ty < 0 < T3 avec lim, 4o 1), = £00

Le flot (Q,,;z% P (0, € R)) est supposé ergodique et la mesure N est supposée
stationnaire d’intensité iy finie non nulle. Soit (D(t),t € R) une fonction aléatoire réelle

positive stationnaire par le flot.

Proposition 4.0.12 [75]

Siiy < E(D(.), il eziste sur (2, &) une fonction aléatoire notée W cadlag, stationnaire
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pour 0 unique telle que :
dW(t) + D(t)l{w(t)>0}dt = dN(t), sur R. (41)

Siiy = E(D(.)) et sl existe une solution W de 4.1, les fonctions aléatoires W(.) +
C, ot C est une constante, sont toutes des solutions de (4.1). Ce cas correspond a une
situation de saturation du (resp, des) serveur (resp, serveurs).

Siiy > FE(D(.)) léquation (4.1) n’a pas de solutions.

Dans la suite, on appliquera cette proposition pour construire le régime stationnaire des
files suivantes :

file G/G/1, G/G/q et un systeme a une seule file avec plusieurs classes de clients.

4.1 la file G/G/1

Dans le cas d’une file & un serveur, la fonction D est identiquement égale a 1. Soit
u € R et W, la fonction aléatoire nulle sur |—oo, u[ et solution de (4.9) sur [u, +o0[ , W,
vérifie :

t
Wy (t) = Wu(s) + N([s, t]) — / Liw,(e)s0y dl avec u < s < t; (4.2)

et Wy(t)=0 si t <u.

Si (T"),, représente la suite des instants d’arrivée apres l'instant u, pour tout ¢ > wu, il
existe un entier n tel que Ty <t < T ;.
Le client arrivé a l'instant T quitte le systeme a l'instant 7" +W,, (T —0)+N( ( [T}Lu), t [)) .
Par conséquent la charge du serveur est strictement positive dans 'intervalle de temps

7, T + W, (T,(Lu)) +N <[T,(Lu),tD /\t], puisqu’il y a au moins un client dans le
systeme.
L’ équation précédente devient :

T4+ W (TE—0)+N ([T ) At)
Wo(t) = Wa(s) + N([s. ) — /T u du (4.3)
= (Wuls) + N([s, t]) = (¢t = T;))) V0.

Posons WY = W, (T}) et choisissons t = T ;
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donc I"équation (4.3), s’écrit :

Woia = Wy + N([17, T ) — (T — T3)+ (4.4)

n

Cette formule étant valable pour tout n € Z , en remplacant dans I’équation (4.3), W

par son expression en fonction de W , | on obtient

Wy () = (Woly + N ([T t]) = (= T)) vV (N ([T t) = (¢ = T3) v O

n

En réitérant ce procédé, on trouve :

Wity = (W + N ([T 8]) = (=T ) v max (N ([T, t]) = (6= T5)).

n—k<j<n
en choisissant & = n — 1 dans la derniere formule et vu que W{* = 0 , on obtient :

W (t) = maxocj<n (N ([T, t]) — (6= T30))

nous remarquons que ce maximum peut étre pris sur un ensemble plus grand, soit

{N ([s,t]) = (t — s) , s parcourt [u,t]}, car la mesure N est croissante et tout élément
de l'intervalle [u, t] est encadré par deux instants d’arrivée. Par conséquent

Wi (t) = sup {N ([s,t[) = (t = s)}.

u<s<t
La famille des fonctions aléatoires (W, (t)), croit quand u décroit vers —oo , de plus
W, (t) = Wy—4 (0) 0 0y qui se montre grace a la stationnarité de la mesure N.
Posons W (t) = ulllfx(l)o W, (t).
W, est la plus petite solution de (4.1), & valeurs dans R, et qui vérifie :

Woo (1) = sup {N ([s,2[) — ( — s)} (4.5)

s<t

et satisfait la propriété de stationnarité Wy, (t) = W (0) o 6;.

Montrons que W, (0) < +o00 P p.s.

W étant solution de (4.1) vérifie : W, (t) = (Wu (0) + N ([0,t]) — 1),

Comme N est une mesure de Radon, on a forcément :

{We (t) = +o0} = {W4 (0) = +oo}, d’ou I'événement {W, (0) = 400} est invariant. Le
flot étant supposé ergodique, tout évenement invariant par le flot est de probabilité 0 ou
1. D’autre part, en remplacant dans (4.3) t par 1 et s par 0, on a :

W, (1) =W, (0) = N ([0,1]) — fol Liw(s)=0yds, comme W, (0) < u et le flot est ergodique,
ona E(W,(1)=E(W,-1(0)06;) =FE(W,_1(0)) > E(W,(0)) , car W, (¢) croit quand
u | —oo. Il en résulte que fol E(Liw,s)>01)ds >< E(N([0,1])) = iy ; le passage a la limite
sur u donne P(W(s) > 0) < iy.

Si W (0) = 400 P p.salors W, (0) >0 P p.s, il s’en suit que iy > 1.
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Donc si iy < 1, on a bien W, < +o0 P p.s.

Montrons 'unicité de la solution de (4.1) . Soit W une autre solution de (4.1) , comme
Wy et W sont toutes deux solutions de (4.1), on a : W o = (Wee + B —A), et
Wof=(W-+B-—A),, et grace a I'inégalité suivante |(z —y), — (z —y),| < [(z — 2)|,
onabien |[Wofl—-Wyo0=Wol—-Wyo00<W—-W,.

Sur un flot ergodique, les fonctions invariantes par le flot sont des fonctions presque
strement constantes, donc W = W, + C avec C' > 0. Supposons C' > 0 alors W (t) > 0,
donc W (t) — W (0) = N (]0,t]) — t, comme 'espérance de W (t) — W (0) est nulle, on
obtient iy = E(N (]0,t])) — t=0, d’out iy = 1 contradiction avec I'hypothese de départ,
d’ou I'unicité.

Dans toute la suite, le régime stationnaire de la file G/G/1 sera noté W, il vérifie la
relation suivante :

Wt)=W(T,—0)+B,—(t—T,), siT, <t<Tu.

Posons U, = W (T, —0) sur Q) . La suite (U,), représente le processus des temps

n
d’attente en régime stationnaire et vérifie la relation de récurrence suivante : U, 1 =

(Un + Bn - An+1)+

Théoréme 4.1.1 Sous la condition E(N[0,1]) < 1, la file G/G/1 posséde un régime

stationnaire unique.

4.2 Une seule file avec plusieurs classes de clients.

(voir [75])

Si Ny, ..., Nj, sont k mesures alétoires définies par N; = > B,Z'L(ST%- représentant les

nezZ
demandes de service des clients appartenant aux différentes classes tel que BJ représente

IS
jEMe

client de la j*™¢ classe. On suppose qu’un client de la classe

eme

le service réclamé par le n

J est prioritaire sur un client de la classe k si j < k.

La solution stationnaire W correspondant & N; est solution de I’équation (4.1) lorsque
D = 1, donne a chaque instant la charge en régime stationnaire associée a la premiere
classe, la variable W' existe et est unique lorsque i; = E(N'[0,1]) < 1.

la solution stationnaire W? correspondant a Ny est la solution de 1'équation (4.1) lorsque
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D (t) = 1wt (1) = oy donne la charge en régime stationnaire associée a la deuxieme classe
lorsque iy = E(N,[0,1]) < E(D?*(t) = P(W'(t) = 0) = 1—4;. Pour que W' etWW? existent
il faut que i; + iy < 1.

A la jieme étape, la solution Wipour DJ = Liwi—o,w2=o,.wi-1—0} €t N = N7 donne la
charge stationnaire associée a la jieme classe lorsque i; = E(N?([0,1])) < E(DI(t)) =

PWY(t) =0, Wi L(t) = 0) =1 — (i + i3 + ...i;_1)

Théoreme 4.2.1 Un systeme d’attente a une seule file et plusieurs classes posséde un

unique régime stationnaire lorsque Y, _; i < 1.

4.3 un systeme de files G/G/1 en cascade

Lemme 4.3.1 Etant donné une mesure aléatoire N définie sur (2,7, P, (0;,t € R))
d’espace de Palm (ﬁ,ﬂyjﬁ, (GAn,n € Z)). Pour toute variable aléatoire réelle S définie
sur Q telle que S o 0 — S soit P intégrable, l'image Ng(w,.) de N(w,.) par l'application
t —t+ S0, (S est prolongé de maniére arbitraire a ), soit Ny = ) B,01, 4500, €st
une mesure aléatoire stationnaire par le flot (0;);, de méme intensité iy que N, d’espace

~

de Palm 05(2) et de mesure de Palm «95(?).

Lemme 4.3.2 Si le flot (), o, 16, (@\n,n € 7)) est stationnaire, pour toute variable X
positive telle que X — X o 0 soit intégrable on a E(X — X o) = 0.

On suppose le systéme composé de ¢ files en série, le client n°n arrive & l'instant T} et
o1 et Ny (w,ds) =
B} (65(w)) N (w, ds). Notons par i; I'intensité associée a Ny sii; < 1, Péquation dW (t)+

réclame dans les ¢ files les services B}, B2, ..., BS. Posons N' =%~
Liwy>0ydt = dN7 (t) possede une solution unique stationnaire Igp.s finie soit W*.
Posons U, = W' (T,,) sur {Tj =0}, et N> =3 dp1,014p1, et

Ny (w,ds) = B2 (0s(w)) N? (w,ds) d’intensité i. Si iy < 1, alors I’équation

dW (t) + Liw)>01dt = dN, (1) possede une solution unique finie ﬁp.s stationnaire notée
W?2. Posons U2 =W?(T?)ouT?=T!+ U} + B}.

A la j*™¢ étape, linstant d’entrée dans la j*™¢ file du client arrivé a l'instant T} au
systeme est noté TJ et est égal a T +3°7_1 Ul + B!. Posons N/ = 3 Ops et Nj (w,ds) =
B3 (0,(w)) N ((w),ds) , i; = E (N, (0,1])).

Sii; < 1, alors I'équation dW (t) + 1yw >0y dt = dN; (t) admet une solution unique finie
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ﬁp.s notée W7,

Théoreme 4.3.3
Si pour tout j = 1,q, on a E(N;([0,1])) < 1, alors le systéme d’attente a q files G/G/1 en
série posséde un unique régime stationnaire noté W= (W .., W) od pour tout j =1,q,

W est la solution de ’équation 4.1 pour N = N; et D(t) = 1.

4.4 Un systeme a une seule file et ¢ serveurs iden-
tiques

(voir par exemple : [22], [75]). Dans ce cas D (t) prend des valeurs entieres et représente
le nombre de serveurs disponibles a chaque instant lorsque le travail est constamment
divisé entre les ¢ serveurs.

On note W = (W 1 < i < q) le vecteur des charges des ¢ serveurs juste avant l'instant 0
assurant la demande N. W vérifie Wio§ = (Wi+ B.1y — A),ie{l, ... q}.

Sur I’évenement A° | sous ensemble de (AZ, le serveur numéro i sert le client numéro 0 quand
ce dernier arrive a I'instant Ty = 0, pour tout i € {1, ..., ¢} .

Les (A%)7_, sont des événements inclus dans Q deux & deux disjoints.

Nous supposons la discipline PAPS donc chaque client se dirige vers le (ou 'un des)
serveur (serveurs) le moins chargé & son instant d’arrivé, ce qui équivaut & W = min W7
sur A" i e {1,...,q} !

Probléeme : le systeme

Wio = (Wi+Blyu—A), Viellq
Wi= " min (W) sur A’

1<j<q

possede t-il des solutions ? Si oui, sont elles finies et y a t-il unicité de la solution ?
Définissons le vecteur ordonné des charges des ¢ serveurs juste avant l'arrivée du client
numéro 0 par V = R(W) ot R : R? — RY Application (z1,...,zq) — (2, Ziys ..., T, )
tel que z;, < ... < ;.

Le systeme précédent devient équivalent a I'équation

A

Vol=R((V 4B —A)),i=1gsur Q. (4.6)
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Proposition 4.4.1
Si defD < qudp, l’équation (4.6) posséde une solution ps finie minimale de plus
P(V'=0)#£0et P(VI<V!'+B)#£0.

Preuve

Nous donnons d’abord le lemme technique suivant :
Lemme 4.4.2

— L’application R est croissante.
- V(z,y) € (R IR (2) = R < [z —yll-

Ny —yi | <z =y

Posons V,, = Vo, et M, =W%04"
la suite (M,,),, vérifie :

MQ - 0
Myi106, =W, 00" ol = R((Wn + Bpy1fi — Angaer)4 o é\_n)

= R(W, 0 0"+ B f — Ajer) = R(M,, + B, fi — Arer)+

ou f; = (1,0,...,0) et e; = (1,...,1).

La suite (M,,), est croissante et croit vers une variable V,, = (V1,...,V2) & valeurs dans
RY qui est la solution minimale de (4.6).

Montrons que les événements {V. = +oo} et {V4 = 400} sont invariants.

Nous avons 0 < VI < V2 < ... < V4 et
Viof= (Ve +Bi—A), AN(VE-A)), et Viof=(Vo+Bi—A), V(VL-A),,
donc {V% = o0} ={V5 00 = +oo}et {VL o0 =+oo} = {VZ = 400} donc les événements

{VL < 400}, et {VZL < 400} sont de probabilité 0 ou 1.

Supposons V! < +oo P p.s, et VI =+o0 P p-s.
Comme

M2, 00=(M!—A), V(M +B—A), et MY < M2,
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on a:
(M} —Mq+B1 — A)V (—A;) >0, et donc (M! — M?+ B;) V0 > A ce qui implique que
[ A < [((My — M2+ By)VO0,Vn, en faisant tendre n vers U'infini on obtient

/Alg/((vog—Mgo+Bl>vozo, (A7)

impossible car A; > 0.
Supposons que ]3(‘/0% < V%1 + B) =0, alors grace a I’équation 4.7 on obtient
JA< [(A-VZo 0) v 0dP ce qui est impossible.

Z +109— (M} + By — Ay + (M2 + —A)) + (M? — Ay) + ...+ (M7 — Ay)

Dot D, M, o 0 = >, M} + B — 3" (M) + Bdj,) A Ay la croissance des M, entraine
encore que [ > (M + Bd;,) AA1dP < [ BdP,¥n. En passant a la limite et si V1 = 400
ps nécessairement ¢ [ AdP < [ BdP.

On conclut que si deﬁ < quldp, alors V1 < +o0 et P(VL =0) > 0.

4.5 Files d’attente a temps d’attente borné.

4.5.1 Impatience portant sur le temps passé dans le systeme.

Proposition 4.5.1 La proposition de Loynes

Soient (E,E), (D, D) deuz espaces mesurables et f : Ex D — E une fonction mesurable
pour EQ) D et £ repectivement, croissante et continue d gauche par rapport a la premiére
coordonnée.

Soit e € E, sila suite (W), des temps d’attente vérifie la relation de récurrence WS,
fWe X,41) ot (X)), est une suite stationnaire alors la suite W< o 0™ est croissante et

converge vers une variable U a valeurs dans R, solution de I’équation U o 0 = f(U, X;)

Notons par

A,, linter-arrivée entre le (n-1)ieme client et le nieme client.
B,11 le temps de service réclamé par le nieme client.

Cp11 le temps d’impatience du nieme client.

T, = >, instant d’arrivée du niéme client.

W, le temps d’attente du nieme client.
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La suite des temps d’attente vérifie la relation de récurrence suivante :

WSH - (Wﬁ + Bnt1 — An+1)+ A (WS VCpy1 — An+1)+

On suppose que Wy = 0 et que les vecteurs (A, B, C,) sont indépendant équidistribués

d’espace canonique l'espace de Palm ((AZ, Q/ftﬁ, (@L, n e 7))

Proposition 4.5.2 [21]
Si E (Bl'l{C’l:—i—oo}) < E (Al) ,
il existe U < +00 pps tel que UoO = (U+ By — A1), AUV Oy — Ap),

Preuve :

Wiir = W5+ Bupr — Apa) . A(We V Cgr — Anta) (4.8)

+
= W, =We—=WEA (A1 — Bpg1), V(WE = Crp) N0+ Ay

Posons M,, =W, 007", on a :
Mn_HO@:Mn—Mn/\[(Al —Bl>\/<Mn—Cl)/\0+A1]

donc E (M, A[(Ay — By) V (M, — C;) A0+ A;]) < 0.

La suite M, A [(A1 — B1) V (M,, — C1) A0 + A] est croissante majorée par A; et minorée
par —B; donc converge vers

UN (A —By)V (U—=Cy) A0+ Ay avec E(UA (A4 — By) V(U —=Cy) A0+ A4;) <0.

(M,,),, est une suite croissante vers U vérifiant :
UOGI<U+BI—A1>+/\(UV01—A1>+. (49)

Montrons que U < +oo. L’équation (4.9) entraine que I’événement {U = +oo} est inva-

riant et donc de probabilité 0 ou 1. D’autre part, nous avons

A

EUA[(A —B)V (U —-C)A0+A]) <0 (4.10)

Le premier membre de cette inégalité vaut

Jirmroy UN (A1 = B AP + [io oy UA (AL = Bi) V (A + (U = Cy) A0) dP,

On en déduit que si U = 400 P p.s, alors 0 > f{Clz—i-oo} (A; — By)dP + f{C1<+oo} AdP
donc F(A)) — E (Bll{clz+oo}) < 0, contradiction avec I'hypothese de la proposition ;
donc U < +o0 P D.S.
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Non unicité du régime stationnaire

Supposons (] < 400 P p.s, alors notre hypothese d’existence du régime stationnaire
s’exprime par E (A1) > 0. Soit [ une constante telle que I > U > 0, posons A; = Ao 01,
By = A et C = cste > M, dans ce cas 1'équation (4.1) devient

1= (We+ Buyi-Ap1), avec E(By) = E(A)) (4.11)

donc W = hTaniggfé S _p+1 (Bi—A;) est solution de (4.1) et vérifie W o 6 = W. D’autre

part : Zi:pﬂ B A, =AopP !t — A

donc W = lim max (Ao@ ' — A)=sup (Aot — A) =supAdofP~t — A= M- Aon
n —n<p<0 p<0 p<0

M = sup essentiel de A.

si C7 > M il existe a > 0 tel que C; = M + o donc M — A est un régime stationnaire.

Soit < « alors M — A + [ est aussi une solution de (4.8).

Les conditions d’unicité du régime stationnaire

Soit U! la plus petite solution et U? une autre solution, alors U' et U? vérifient la relation
Uof = f (U, A, B,C) avec f continue par rapport a la premiere coordonnée.
D’apres le théoreme des accroissements finis, nous avons U, , — U2, < U, — U2 or

n
UL, —U2,, = (Ul = U2?)of, le flot étant ergodique, il vient (U} — U2)of, = UL —U? |
donc il existe ¢ € R, tel que U! — U? = c. Pour que le régime stationnaire soit unique, il
suffit que les conditions suivantes soient vérifiées. La famille (A, B,,, Ck, (n,m,, k) € Z3)
est formée de variables aléatoires indépendantes et telles que
0<a<4o00,0<a<b<400.,0<c< 400,

ou

a = sup essentiel de A, b = inf essentiel de B, ¢ = inf essentiel de C.

Sous ces hypotheses on a Ul = UZ.

4.6 Structure régénérative

4.6.1 La file & un serveur

Nous nous plagons sous les hypotheses du paragraphe 4.1

Proposition 4.6.1

~

La suite (U,, n € Z) définie sur (Qﬁ, @, (Gn,n € Z)) récurre en zéro.
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Preuve :

Supposons Uy > 0 ]3ps, donc Uy o é\l = (By — A1) A0 d’apres le lemme de Neveu IE((BO -
A1) A0) =0 donc E(By — A;) > 0, contradiction.

Par conséquent, la suite (S,, n € Z) définie sur (Qﬁ, I@, (/H\n, n e Z)) donnant les indices
des clients trouvant le serveur libre est une suite de va p.s. finie strictement croissante et

doublement infinie définies par :

inf{k >S5, 14+1,U,=0} ; n>0
Sp =14 max{k <0, U, =0} ; n=0
max{k < Spy1 —1, Uy =0} ; n<0

La suite (S,,), est stationnaire par rapport a (13, ) ) puisque :

{&(@@%nez)}::{neZJ%o@@ozo}
- {nethﬂ@ozo}
= {Sn(w) —k,ne Z}.

Posons Ng = 67, , Ns est un processus simple, stationnaire doublement infini de

mesure de Palm ﬁNS(-) = ﬁN() Livg=03-

4.6.2 La File GI/G/q

(une seule file et g serveurs)
Hypotheses et ensemble de récurrence.
Les deux suites (A,), et (B,), sont indépendantes entre elles et chacune est formée de
VAIE de moyenne finie de lois respectives « et (.
Posons a = sup essAg, b = infessBy et j = max{k € N, ka < b} = [%}
Posons f = (1,0,...,0) € RY, e = 1ge, S = {s=(s!,...,s0) e R?, 0 <s! <... <57},

r=(2',... 27 € RY ||z| = max (W!, 1<i< q), r=>y 1

0,...,0,b—34,b—(j —Da,....,b—a) si 0<j<gq
v=2 (0,...,0) si j=0
((b—q)a,b—(q—l)a,...,b—a) si j>q
(0,...,0,1,...,1) €RY si 0<j<gq
g=1< (0,...,0) e R% si j=0
(1,...,1) si j>q
Soit Vs le sous ensemble de S défini par Vs = {s € S, v < s < v+ dg}
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Proposition 4.6.2
Si0<j<qalors W= (W,), récurre dans Vj.

Preuve :
— Sij =0 alors b < a, il existe c et d appartenant a R tels que b < d < ¢ < a. Posons
Hi = {AZ Z C, Bz S d}, H = 0?21 HZ
Vwe H, W, (w) < (u—n(gc—d)e), donc en prenant n = [qcu—_d} +lonaW,, = Ogs.
~Si0<j<gqgalors ja<b< (j+1).

17 casiy < (¢g—1)(a—e).
Posons G; = {A; > a—¢, B; <b+¢}.
k
Vw € (G,
i=1

q—k termes
7\

Wi(e,w) < (&—ka—k(ks),...,u—k;a—k;,
u+b—MH%k+Danwu+b—kw+%+1%)

~
ktermes

k
a—e¢ , 0 qa—>b
Prenons k = { " } ets<1nf{j+—1, 1 },ona{WHqEVg}DQGi.

.29 cas i u > (g —1)(a—e)

ﬁGi C {Wq(ue,w) <(a+b—ga+(qg+ 1)5)6}
renons n = | ——— ot k= |4 n(b—qa)+(¢+ 1)
' [@—iﬂa—@]+l v { (g—1)(a—e)

ng+k+q

N Gi € {Wagsnrglue,) < (u+b—qa+ g+ 1)e)e}
=1

]+1,ona

Notons par (U,), la suite des temps d’entrée du processus (W),,), dans I’ensemble Vs et
(Sn)n la suite des temps de séjour du processus (W,,), dans ’ensemble Vj; alors

- Uy = inf{p/p > 0 et W, € Vs}.

- Sy =1inf{p/p >0 et Wy, 1p+1 & V5} et par récurrence pour p > 1 :

c Uppr =inf{k/k > U, + S, + 1, W, € V5}

- Spy1 =inf{k/k > 0et Wy, yur1 € Vs}
Notons que les variables (Sk)g>1 sont des VAIE géométriques de méme loi que S de plus

si Sy > j, pour n > Uy + 7, la variable W, est indépendante de Wy,
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Posons L =inf{k>1, Sy > j}
T=Uy+j

Yk = (Tk - kal, WT;C,1+17 ey WTk)
La suite (Y, k > 2) définie par :

Yk = (Tk - Tk’*l? WTk,1+17 WTk,1+27 teey WTk)

est une suite stationnaire de VA 2-dépendantes, c’est a dire que o{Y;,7 > k+2} Vk, k > 2,
est indépendante de o{Y53,Ys, ..., Yy}, Y étant distribuée sur {S > j}, pour & > 2 comme
}/1 — (Tl _j7VVj+17”'7WT1) .

4.6.3 Files avec impatience

Impatience sur le temps passé dans le systeme
Wn+1 - (Wn + Bn - An+1)+ AN (Wn V Cn+1 - An+1)+~ (412)

Posons a = supessA;, b = inf essBy, ¢ = inf essCh.

On suppose que 0 < a < +o0.

.1 cas: (b—a)A(c—a)<0.
Supposons que (b—a) A (¢ —a) =b—a. Il existe e > 0 tel que P(B; — A; <¢) > 0.
Posons U,41 = (U, + By, — Apy1) 4.

comme W, < U, sur l'’événement D = (7}){3Z — A < —eh,onaW, <U, <
(Uy — ne)y. Comme W < 400 P p.s, il exils:tle u € RT tel que P(W < u) > 0, donc
sur DN{W < u},onaU, < (u—ne); donc pour n = [q + 1, W,, = 0 avec une
probabilité positive. )

. 2 cas: (b—a) A (c—a) > 0.
Posons Wy = W, 6; =Ch - 10, <to0) E; = By 1{B,=+o0}

W = <W" v U;LH + E;H - An+1)+
1

n— n—2
- < (E—Ai)+2(@+1—Wi)++xv5’>
i=1 i=1 n
Si min(b — a,c —a) = v > 0 alors W récurre pour tout 6 > 0 dans l'intervalle

Vs = [0,74 4]
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Soit (Sk)k; (resp., (Uk)k> les temps de persistance (resp., les temps d’entrée) dans
I’ensemble Vy, définis comme dans le paragraphe précédent.

En prenant j =1

Ky = inf{n>1,V,>1}
K, = inf{k>K,1, Sy > 1}.
Ly = Uk, +1

L, = Uk, +1
Les vecteurs

X, = (Ly, Wi, ...,Wp,).

Xn - (Ln _Lnflijn_lJ’,l,...’WLn).
sont de méme loi, 2 a 2 indépendants.

Conclusion : Nous avons exposé dans ce chapitre deux méthodes permettant la
construction du régime stationnaire. Nous avons cité les conditions nécessaires pour 1’exis-
tence du régime stationnaire et de la structure régénérative de ce régime.

Il nous reste a montrer que le processus transitoire rejoint le processus stationnaire apres
un temps fini et se confond avec lui. Dans ce cas, I’existence du régime stationnaire assure
la convergence en loi du régime transitoire du systeme considéré vers une loi stationnaire.
D’autre part, 'existence d'une structure régénérative du systeme d’attente nous permet
d’appliquer un des théoremes suivants 3.2.2,3.5.11 afin de montrer I'existence d’une loi

stationnaire.
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Chapitre 5
Couplage

La technique de couplage consiste a montrer que deux processus qui suivent deux lois
distinctes se confondent a partir d’un instant aléatoire presque strement fini. Lorsque
I'un des deux processus est stationnaire, ’existence d’'un couplage permet d’établir une
convergence en loi et fournit un moyen d’évaluation de la vitesse de convergence vers la
loi stationnaire.

Dans la section 1, nous donnons les définitions et les résultats de base, dans la section 2
nous présentons les détails de la construction d’'un couplage d’un processus avec un pro-
cessus stationnaire dans les deux cas discret et continu, dans la section 3 nous donnons
les conditions de couplage du processus de la charge du serveur ou du processus du temps

d’attente en régime transitoire avec le régime stationnaire.

5.1 Couplage, instant de couplage, vitesse de conver-
gence.

Définition 5.1.1

Couplage en temps discret.

Soit Z = (Zy)n, et Z = (Z),, deux chaines de Markov définies sur un espace de
probabilité (Q, A, P) a espace d’état E. Supposons qu’il existe une variable aléatoire T <
+00, Pp.s a valeurs entiéres et un processus bivarié 7' = ((Zn, Z;))n a espace d’état
E? vérifiant L(Z) = L(Z) et L(Z') = L(Z') tel que : pour tout n > T le processus Z"
prend ses valeurs dans la diagonale de E?.

Le processus Z' est un couplage des deux processus Z et Z', et T est appelé Uinstant de
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couplage.

Couplage en temps continu.

Soient Z = (Z,), Z = (Z,), deux processus définis sur le méme espace de probabilité
(Q,Jz{, P) a valeurs dans un espace E, et T une variable P p.s finie a valeurs dans R, ;

soit 7' = ((Z, Zt))tem
L(Z) = L(Z) et L(Z') = L(Z) et tel que pour tout t > T le processus Z' prend ses

le processus bivarié a valeurs dans E? vérifiant :

valeurs dans la diagonale de E? . Alors, Z' est appelé un couplage et T est Uinstant de

couplage.

Définition 5.1.2 La norme de la variation totale.

Soit (Q,,Qf) un espace mesurable, M(R) l’ensemble des mesures signées bornées définies

sur (Q, 4&7) a valeurs dans R,.. La norme de la variation totale est définie sur M(R) par :
= A) — infv(A), Vv e M(R).
v ] ig«y( ) = jnf v(4), Vv € M(R)
En particulier, st v et vy sont deux mesures de probabilité sur (Q,;zf) alors
| 1 — vy ||= 2sup (1 (A) — v2(A))
Aed

Lemme 5.1.3 [8]]
Soient Z et Z' deux processus définis sur Uespace de probabilité (Q, o P) munt d’un flot
(Qt,t € T), ot T est Uespace du temps dans lequel évoluent Z et Z' . Notons T linstant

de couplage de ces deux processus, alors
| £(Z) 00, —L(Z)00, ||<4.P(T > u)
avec u € T

Lemme 5.1.4 [12/
Soit ¢ : T — RL une fonction strictement croissante positive non nulle, telle que

E(¢(T)) < +o0, alors

I £(Z) 06, — L(Z) 08, ||=o(—)

1
¢(u)
olw) —

u

ot of.) est une fonction telle que lim, .o
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Preuve
On a ¢(n)lirsny < O(T)1irsny et donc ¢(n)P({T > n}) < E(H(T)1rsny). D’apres le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on a —  E(¢(T)lirsny) = 0 et par

n—-+00

conséquent : - o(n)P({T > n}) =0, et comme
| £(Z) 00, —L(Z)ob, ||<4.P(T > u)

on a le résultat recherché.

5.2 Conditions de couplage de processus stochastiques.

5.2.1 Couplage de processus stochastiques a espace temps dis-

cret.

Soit (Y;)i>0 une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs entieres définies
sur (Q,;zf , P) telle que la suite (Y;);>1 soit constituée de variables équidistribuées de
loi commune notée p = (p;);>1 et a espérance notée p = » . ip;, on pose A = i, A est
I'intensité du renouvellement. La loi de Y} est notée a = (a;);>1.

Soit le processus ponctuel N sur R, défini sur (Q, o, P) par

N =Y 4, oit 5 = Timo¥i =0
>0 Yo sik=0
Notons Vi, = N({k}) : Q@ — {0,1} et v, = E(Vy) = E(N{k}).
Soit 8" = (S});=0, le processus de renouvellement stationnaire associé a la loi p =
(pi)i, done Sy = > . Y/, ot les (Y]),5, constituent une suite de variables aléatoires
indépendantes équidistribuées de loi commune p = (p;); indépendante de la suite (Y;),,
définie ci-dessus, et (Y]) est une variable indépendante de la suite (Y}),,, de loi a’ définie
par a; = )\Z;;Ojﬂpi. Comme précédemment, on définit : N' = 3" d¢ , Vi = N'({k}),
et v, = E (N’ ({k})). Pour tout 3 > 0, on pose
mp(a) = Y i’a;, mpla) = D i’a;, et mo(p) = Y ipi,
0<i<oo 0<i<oo 0<i<oo

avec a =+ 1.
Soit
T=min{i,V;, =V =1},
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alors T est la plus petite valeur commune aux deux processus S et S’, c’est a dire si

N = inf {n, 37,5, = SJ’} alors T = Sy.

Proposition 5.2.1 [63]
Soit o > 1, supposons mg(a), mg(a'), et muo(p) finis avec B = a — 1, alors BE(T") <
+00.

Pour établir ce résultat, nous aurons besoin de montrer le lemme suivant :

Lemme 5.2.2 [63].
Soient 3, et~y deux constantes strictement positives.
- Supposons qu’il existe une constante C (3, -y) vérifiant : pour tout T temps d’arrét

par rapport a une suite croissante de o—algebres (Bi)i>0 tel que

P(r=i/tr>i) >y Vi=1,2,..

- Pour toute suite (Ui)z>1 de variables aléatoires vérifiant

E(Uf/ B 1) < Kps Vi=1,2,.. K étant une constante.

Alors,
E[(U1 Y Us 4ot UT)B] < K.C(8,7).

Preuve de la proposition.
soit S” = (5¢)i=e un processus de renouvellement tel que Sy = 0. Posons u, =
E(N"({n}).
Grace au théoreme de renouvellement, ’assertion suivante est vérifiée :
Jy € Ry, dng € N tel que Vn > ny on a w, > 7.
Dans la suite on construit une suite de variables aléatoires (H;); qui représentent des
périodes incluses dans R, et telles que durant chaque période il se réalise un et un seul
des deux processus. Posons a :
la premiere étape
=0
Hy =Y,
Fy = Fy+ Ho+ng

la deuxieme étape,

Slq = 1nf{SZ /Sz > Fl},
Hl - Syl _F17
F2:F1+H1+TLOZF0+H0+H1+2H0.
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la troisieme étape

S, =inf{ S; /S > F}
HQ = S;Q - FQ,

F2 = Szzl + ng
la quatrieme étape

F3:F2+H2+n0:F0+H0+H1+H2+3n0
SZ,S :Hlf{ S; /Sz > Fg}
H3:SV3—F3

la cinquieme étape

F4=F3+H3+n0:Z?=1Hi+4”025u3+n0
S,, = inf{ Sj/ S; > F,}
Hy =S, —F,

I’étape numéro 2n — 1

Fyy, = Fop 1+ Hopq + 19 = 21221_3 H; + (2n — 2) (no)
H2n - S/ - FQTL

S, =inf{ S —1i/S; > Fy,}

I’étape numéro 2n

Fopp1 =5, +ng
SV2n+1 :{SZ /Sl >F2n}

H2n+1 == SI/27L+1 - F2n+1
Soit j € N* tel que Hyj_; = 0, comme Hy;_1 = S

;1 — F2j-1, on a sous cette hypothese
S,.. . = Fy;_1, mais d’apres ce qui a précédé on a aussi
25—1 J ?
J— / E—
F2j—1 = Sy2j72 + ng et ng = SV2j71 + Ny
Mais,

2j—1

by = Z Hi+2jng = Fyj1+no =15, ,+2ng
1

D’ou {HQj—l = O} C {Sl/,2j_2 +ng = SVjSl}

U{Hsj—1 = 0} = l'ensemble des points de renouvellement communs aux deux processus
J
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Set S, puisque P(U{S; =no}) >~ Ik € N*, Iy, tel que P(Sk = no) > 7.

7 est 'indice de la pjlremiére période ot les deux processus S’ et S ont une rencontre, T'
représente le premier instant oti les deux processus coincident, c’est aussi la plus petite
valeur commune aux deux processus. D’aprés la parité de 7 , S, ou S, sera un point
commun aux deux processus S et S’ , mais la variable T est le premier renouvellement
commun on a alors nécessairement .S, > 7" ou bien S’VT >T.

Définissons la suite de variables aléatoires suivante :

U =5,-5,

U2 = SIVQ — Syl...etc U2k+1 = SV2k+1 — Sll/zk
U2k+2 = Sll/gk+2 - SV2k+1
d’ou :
T 2k+1 2k
T<Yy+Y Uy Sppp=> Ui+Yy, S, =) U+Y]
=1 =1 =1

Sous les hypotheses suivantes : mg(a) < 400, mg(a’) < 400, et mqy(p) < +oo finis,
montrons que E(T%) < +o0.
D’apre le lemme, il suffit de montrer que E(U°/Bi_y) < K ps et P(t =i/T > i) > 7,

ou
B = o{Yy, Y], k <v;,j <viq+no}. Par construction Upiyy = S, — S, = no + Haiy1,
donc E(U]/H;_y = j) <nj + E(H]/H_y = j) < ng||Yoll + E(H//Hi_y = j).

Rappelons que le processus X (t) = Syu) — ¢, (resp X (t) = S;V/(t) —t)

stationnaire lorsque la loi de Yy, ( resp, YO') est ¢ = (¢p)n>0 avec ¢, = A Z:O+1 p;, donc de

est un processus

loi indépendante de t. Notons que

X (Fy), sik est impair

Hy, = )
X (Fy), sikest pair

Par conséquent, si Yy, et YOI suivent toutes deux la loi ¢ la suite (Hy)y est stationnaire.
De méme, la suite (Wj), est stationnaire de méme loi que la suite (Hy)g, ou

Wi = 1inf{S; — k/S; —k >0} = Sy — k = X (k), avec Wy =0

Montrons que le moment d’ordre 3 de W, est fini.

En effet :

(Wi =i} = {Sxwy —k =i} = | J{IN(R) =1, S — k =i}

k>0
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k—1
= J{Sm <k <8, Sk =i} = | J{S1 < k, SV = k+i} = | (S = m, Vi = k+i—m}

k>0 k>0 m=01>0
k-1 k-1
P(W, =) = P(| ) | J{Sic1 = m, Yy = k+i—m}) = Y P(| {81 = m})P(Yi = kti—m}),
m=010>0 m=0 >0

car S;_1 est indépendant de Y; et comme Y; a méme loi que Y7, on a

k—1 k+i
PWy=1i) =Y PUsi{Si1 =m}PY;, =k +i— Z UnDhpiom < me

car u,, < 1. Donc

k+i

EW]) = ZB =i <Z megc<+oo

puisque par hypothese m,(p) < +oo. Comme H; possede la méme loi que Wy, on peut

conclure que

E(H/H;_, = j) < +0o0 et par conséquent on a ,: E(U’/H,_; = j) < +o0

En outre, P(T =i/7 > i) >, car P(t =1i/T > i) = ig:ig > P(r=1) > 7.

Les conditions du lemme 4.2.2 étant satisfaites, on a bien
E(T%) < C(E(Y)") + E| ZU ) < +00
Proposition 5.2.3 [63]

Soit a« > 1,ma(a), my(a’), ma(p) finis alors E(T*) < 400

Preuve :

on suppose S et S’ stationnaires c’est a dire Yj et, Yy suivent la loi ¢ ot ¢ = (¢,)n>0 €t

Cn = A ZZOH Di-

Onpose V¥ =V, .V, { k/ V' =1} = Tensemble des points de rencontre des deux processus .
=inf{i,V; =V/ =1} =Y ou V' = N*(k) ot N* =}, ds: et Y =Sy — 5S¢ 1, Yy =

Ss-

D’aprés la proposition 5.2.1, on a : E, (7@ V) < 400 olt a et a sont des lois quel-

@7y < 400, On sait que si

conques, donc vrai aussi pour a = o' = ¢, d’ou E.. (Y]

E(Yy ™) < 400 alors Ego(T®) < +00 et que E(Y?™Y) < 400 <= Vi, B(Y?) < 400
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et si Eyo(T%) < 400 alors Vi, Ey,;(T%) < +oo

Dans la suite, on suppose Yy, = 0, et on montre que Ey,(T%) < +oo. En effet :
By (T) = 3700 Y Eoi(T*)a, + > isng Poi(T)a; ot ng est tel que u, >y < 0,Yn > ny.
Soit i > ng, on définit le processus VO par VO = (V2)/%5 o V)2 = V,..V/,..
{k/Vy=1}={Su/3jn, S}, = Sn+i} les points qui chargent V; sont des points du
processus S qui précedent S’ par une durée de temps fixe de longueur égale a i. Comme
i > nyp, on a la relation suivante vérifiée : { F; / H; =0} € { k / V! = 1}. L’étape qui suit
consiste a construire deux suites de variables de renouvellement associées aux mesures de
renouvellement V° et V% en posant

Y =0,Y?=inf{j>0/3let I tel que ,S; =34,5), =3j+1i}

YY) = inf{ j > YO/ Jletd I'tequeS, = jet S, = j+i}..etc.Y? = Z;’:1 Yy
Y20 4 Y00 = Z

Les deux suites sont rehees par la relation suivante : Yy, V% = Z" v YO , grace a laquelle
on peut écrire

(Boi(Y))a = Eos( Y. YO)Ma < D (Eoa(¥))= = i(Eos(Y)*)=,

k=(j—1)i+1 k=(j—1)i+1
de part l'inégalité de Minkowski.
Grace a la stationnarité de la suite (Yj)x on peut écrire que
Eoi(Y0)* <iEoi(YP)*) = ci®,Vj > 1.
7 = min{k/S posséde un renouvellement en i + Z LYo}
1+ Zk ! YOO est un pomt du processus S qui vérifie : 31, tel que S =i+ 2;11 Y;, car
> s Z” Gonio1 YD = 2000 1Y) = 8% = Sy, donc i+ S,y € S cest a dire
31, et m tel que ,Sl =95,=1+95_,

Comme T est le premier point de rencontre de S avec S’, on a nécessairement :
T<i+S , <80

Remarque 5.2.4 Par définition 7y = inf{k, H, = 0} si par exemple 1, est pair :

S, = S: +ng; le T de la proposition (1) est un cas particulier du T de la proposition (2).

7 est un temps d’arrét par rapport aux By, By, ... ou

Bj=o{Yu, Vi, X1 Yu < Y0, 30 Y, < 1YL

Comme Py,;(T = j/T > j) > 7,Vj, et EOJ-((Y;OO)O‘/B]-_l) = Eg7i(Yj00)O‘ < c.i®, d’apres le
lemme 5.2.2, on a: E(3 7, V) < K.c(B,7) car les (Y;); sont des variables strictement
positives, d’ott E(T*) < +00
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5.2.2 Couplage de processus a temps continu.

Soit Y = (Y))is0, et ¥V = (Y;)i=o deux suites de variables aléatoires indépendantes

telles que : Yy suit laloi Gy et 170/ suit la loi Gy et pour tout ¢ > 1, 57;;, 17{, suivent la loi F.
Soient S et S les processus de renouvellement associés a Y resp ,)N//.

On définit les suites de variables aléatoires (V;),, (V/), et (Z;), comme suit :

On pose Vo = Yy, VI =Y, Zy = max(Vy, V) Vintervalle [0, Zo] est le plus grand
intervalle aléatoire contenant un point de renouvellement de chacun des deux processus

S etS.

Lemme 5.2.5 [64]
Si F' est non singuliere alors, il existe A, ¢1, ca > 0 tels que la loi de V (t) posséde une
partie absolument continue de densité supérieure ou égale a c¢; sur lintervalle [0, c3] pour

tout t > A.

olt N (¢) = min {n, S, > t}, N’ (t) = min {n,gjl > t} :

Preuve.

Posons

V(t)=Sepn—t N=> 05, U=> F™

n>0

/ 1
= / s F(dz), = E(V), A=

F' étant supposée non singuliere, F' s’écrit sous la forme
F(dx) = Fy(dx) + Fi(dz) = fo(x)dz + Fi(z),

On ne restreint pas la généralité si on suppose fy bornée a support compact. La convolée
f*? est continue et la mesure U = Y 7 (F*" > Fp2 x U = Uy, ol Uy est une mesure
absolument continue de densité U * fi? = ug. Choisissons ¢ > 0 et I un intervalle sur
lequel f§?(x) > c¢ et donc grace au théoreme de renouvellement JA;,Vr > Ay, ug(x) >
cU(x—1)>c

D’autre part P(V(t) > z) = f(f F(t + 2 — s)U(ds), donc la loi de V(t) possede une
distribution supérieure a [} fo(t+x—s)uo(s)ds > cfj11 fo(t+x—s5). En choisissant ¢, petit
tel que fczo fo(u)du > 0, on obtient pour tout 0 < x < ¢, Je; > 0 tel que c. fjh fo(t +

x — §)ds > ¢y, YVt > Aj,t suffisemment grand.

90



Lemme 5.2.6 [6//
Soit Hy, Hy deux mesures de probabilité sur Ry, chacune possédant une partie absolument
continue de densité > Cy > 0 sur [0,Cs]. Alors il existe une mesure de probabilité H

sur (Ry)? dont les marginales sont Hy, Hy et de masse totale égale a v > C1.Cy sur la
diagonale {(z,y) € (Ry)? [/ x =y}

Preuve

Ciz st 0<z<(y
H(z) =
Ci.Co=v si x> C(Cs.
Soit

H(z,y) = (Hi(@) = Hy(a) ). (Haly) = Ho(y) ) /(1= 71) + Hy(w) A Ha(y).

H ainsi définie vérifie le lemme.

Lemme 5.2.7 [64]

Soit (V(t)) le processus défini sur <Q, o, P) a valeurs dans R, tel que V() mesure
t

l’age du composant en fonctionnement dans un processus de renouvellement, supposons

o < 00 avec a > 1. Alors

. 1l existe une contante Cs tel que E(V(t))* < C3(1+1t) Vt > 0.
< Vp > 1, 3C, = Cy(p) tel que E(V(t))* < Cy+ p.t, Yt >0

Preuve

E(V(t)“) - /:L-O‘P(V(t) c da:) - /Ot U(ds) /OOO 2O F(t — s+ dz)

< /Ot U(ds) /too 2° F(dz) < pa.U<[O,t]> < e (141) < e3(1+1).

—S

. s L2 , . . Ut .

Ces inégalités sont conséquence du fait que lim; ., % existe.
. N : . . Ut

Pour obtenir la deuxieme assertion, il suffit de remarquer que lim;_ % = )\, donc

pour tout p > 1,3 g, 1o tel que p1.U([0,1]) < pu(A + €o) < p.t pour tout ¢ > t.

Proposition 5.2.8 [64]

soit T = min {Si/EIj, S; = S]’-}, T est l'instant de couplage de S et S'.

Soit o« > 1. On pose o, My (G1) ,me (G2) finis 0t i, My, (G1) , ma (G2) sont les moments
d’ordre a des lois F, Gy, Gy respectivement.

Alors E (T*) est fini.
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Preuve

Premaiére étape

Nous allons construire deux processus (171, ‘772) dont les composantes possedent la méme loi
que les composantes du processus bivarié (gz, §'Z) et tel que la probabilité que le processus
bivarié rejoigne la diagonale soit strictement positive.

Posons L1 = Zy + A, sur cette longueur du temps les deux processus marginaux se
sont rencontrés sur un espace sur lequel les densites des deux processus sont strictement
positives.

Soit N N N
Vi=Sg (L1) — L1 et notons H; laloi de 1}

V= §'ﬁ, (L1) — L et notons Hy laloi de fV?
Soit H la loi définie a partir de Hy et Hy. H vérifie

H({(z,y)/zr=y}) =7 =cr.c>0

Soit (V4, V) le couple de loi H. Alors P (V; =V/) =~ > 0.
On pose
Slle—F‘/l:Zo—'—A—i‘%:Yb‘i‘}/l

Si=Li+Vi=2Z+ A+ V] =Y+ Y/
So=Vo =Y

Si=Vi=Y

Zy = max (V1, V3).

Deuxieme étape

on pose Ly = Ly + Z; + A. Soit K, la loi de §ﬁ1 (Lg) — Ly et K5 la loi de §’ﬁ (Ly) — Lo.

Soit K la loi définie a partir de K; et K, suivant le lemme 3 et (V2,V3) le couple de
variables aléatoires de loi K, alors P (Vo = V) =~ > 0.
on pose

Soy=Lo+Vo=L1 +Z1+ A+ Vo=20+ 21 +2A+V}
Sh=Lo+Vy =20+ 2, +24+V,

alors P (Sy = S5) =~ > 0.
n-iéme étape :

Soit n > 2. Posons Z,, = max (V,,, V), L,11 = L, + Z, + A, uy laloi de §ﬁ (Lny1) — Ly

et Uy la loi de §lﬁ (Lns1) — Lygy et U' la loi définie a partir de Uy et Uy comme dans le
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lemme 5.2.6 3 et soit (Vn+1, V,;H) le couple de VA de loi U
Posons

SnJrl = Ln+1 + VnJrl = Z Zz + (TL + 1) A+ Vn+1
=0

n
Spi1 = Lnp1 + V= Z Zi+(n+1)A+ Vi,
i=0

nous avons P (S,41 = 5/,,) > 0.
Chaque L; est le début d’une période qui contient un renouvellement de S et un autre de
S’ et ou les deux processus coincident avec une probabilité strictement positive. on pose
U =A+ 7.
Soit 7 = min (i,V; = V), 7 est le numéro du premier renouvellement ot coincident les
deux processus S et S’ construits précédemment. Ce point de rencontre appartient a un
intervalle de longueur supérieure ou égale a A. Noton A I’éveénement suivant :

1l s’écoule un temps supérieur ou égal a A pour qu’il se produise une autre rencontre

des deux processus.

L’évenement A défini ci dessus est réalisé avec une probabilité > ~ puisque
Vi, P(V;=V!) >~.

La longueur du plus petit intervalle ou la premiere rencontre des deux processus se produit
est donnée par la variable aléatoire Zo + [, U; = > 1, Z; + T.A.

D’autre part, comme T est le premier point commun aux deux processus, on a l'inégalité
suivante vérifiée

TSZO‘i‘iUi

i=1
comme Z; = max (Vp,Vy) , on a bien Zy < Vo + Vi , donc || Zof|, < Vo +V5ll, =
VG + Voll, dot [|Zoflg < (IVolly + [1Vlla)"

D’apres le lemme 5.2.7, il existe ¢ > 0 tel que E (V§*) = E(V;*) < c.

Par conséquent, il suffit de montrer que :

((5))

T o é +00
E <<;U> ) < ;E(Uﬂ.1{72i})i.

Posons B; = o {Y},, Y/, k < j}, By = {@,Q}.

En effet :
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E (Ui lgzy) = E(lgza) E(UF/Bio)
E(U*B;_1) = E({(A+Z)"/B;_1) d’apres le lemme 3
< c(l+ E(Z7/Bi-1))
Mais Z; = V;VV]} <V;+V/, donc

E(28/Biy) < e(E(VE/Biy) + E (V/"/Biy))

car V; =V (A) ot V (t) = Sy, — L.
on a

V=V (A+ Zioy —min (Vi Vi) ()

ou V'(t) = Sy —t tel que 57,  =0.
puisqu’on conditionne par rapport a B;_; et comme L;_; + Z;_1 est B;_; mesurable, on a
d’apres le lemme 5.2.7

(2)

E(V*/Bi—1) < ca(1+ A)

car V; = V(A). De méme
3

3)
E(V®/Bi-1) < e5(1+ A)

car V/ = V' (A+ Z;_y — min (V;_1,V/)). Donc : grace, a (1), (2) et (3), on a
E(ZZ/Bl_ﬁ S C<1+ZZ'_1) (I)

E(Z) = E(E(Z2/Bi-1)) dapres (1)

7

< c(1+E(Z_-)) I

1
fixons p > 1 petit tel que ,0é (1 —7) <1, ou oy est un nombre vérifiant é + a% =1.
D’autre part : E(Z;_1) = E(E(Z;—1/B;—2)) et en procédant de la méme maniere que
pour Z;, on a :

E(Zi1) <c(1+ E(Zi_y) <c+ A1+ E(Zi_3))

en réitérant ce procédé, on obtient I'inégalité suivante :

—_

E(Zi_l) S Ck + 2¢ S C —l—pz, V1.
1

T
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Conclusion :

&
—~
5

Q

—_
—~—

Bl
v
=
~—

N

E (]_{7—21} (C + CZZ'_1>)

IN

c-(1=9) +c E(Ziiiliysiy)
P(r>i) = P(r>ir>i—1)

= P(r>i/r>i—-1)P(r>i—1)
< (I=-m)Pr=i-1)<(1-9),

car {V; =V/} ={r <i},donc P(r <i)=P(V; =V/) >~ ouencore P(r >1) <1—r.

k3

or E(Zisilgrsy) < (E(Z84)) . (1 =)=
et £ (Uia-l{TZi}) <c(l- ’Y)i"‘cl)é (1- ’Y)ail . Comme E[(} 7, Ui)a]é < zz‘zl EU? 1r=a),
et T < Zy+ Y [, on peut conclure que E(T*) < +o0.

Proposition 5.2.9 [6/]
Soit 0 < 8 < 1, supposons mg (G1) < +00 et mg (Gs) < +o0, alors E (T?) < +o0.

preuve :

on sait que Vzy,x9 > 0, (1 + :L‘Q)B < xf + x’g,
E(T°)<E <Y05 + Yolﬁ> + Z E ((1 +7;)° 1{rzi}>
AVE 4 _ Y .
E((A+2) 14zy) = B(E((A+2) 1429))
= B(B(A+2) 1ga/o (0.Y5))
1
< (B(A+Z) [o{Yo,Yg}) . E (L= /o {Yo, Y5 }) >
grace a l'inégalité de Holder, ot ay est tel que (5 + a% =1

Mais
1 N
E (1o /o {Yo,Yg})%2 = P (1 > i) < (1 — )2

E((A+2) o {Yo,Yg})’ < ep® +cZy)

Zoﬁ s’écrit en fonction de Yoﬁ et YO/B qui possedent une espérance finie puisque par hypothese

mg (G1) < 00 et mg (Gs) < +00, donc on a bien E (T7) < +o0.

5.3 Couplage en files d’attente.

Notons W = (W*(t)): ( resp, (W =W(t)): ) le processus virtuel en régime transitoire

(resp, en régime stationnaire).
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5.3.1 La file a un serveur.

Dans le cas de la file a un serveur les processus W et W satisfont les équations

différentielles suivantes :

dW(t) + Lown>oydt = dN (t) (5.1)
ot AW=(t) + Lw=soydt = dN(t), pour t >0
W=(0) = «, x e R

Posons S* =inf{ ¢t >0/ W*(t) =0} et S =inf{t >0/ W(t) = 0},
S* et S sont P p.s finis , de plus
Vi > S*Vv S, ona WT(t)=W(t)
De méme le processus du temps d’attente en régime transitoire coincident avec le processus

du temps d’attente en régime stationnaire apres un temps fini.

5.3.2 File avec plusieurs classes de clients.

Dans ce cas les processus W, et W vérifient

p
AW(t) + Lowsopdt = d(>_ Ni(t))
=1

dW=(t) + Lyws>opdt = d(323-; Ni(2))(t), pour ¢ >0
W=(0) =z, x € R.
Posons S* =inf{t >0/ W?*(t) =0} et S=inf{ ¢t >0/ W(t) = 0},
S* et S sont P p.s finis , de plus
Vit > SV S, ona W (t)=WI(t)

5.3.3 Deux files en série.

Dans ce cas W® = (W'o Wl*222) ayvec z = (11, 79) et W = (W' W?) Sous les
hypotheses de la section 4.6.4, deux files en série passent une infinité de fois en zéro.
Soit S; le premier instant o W' (¢) = W1(¢), & partir de cet instant les deux proces-
sus W22z W2 gsont définis par les mémes variables, par le méme procédé que pour la

premiére file on montre 'existence et la finitude d’une variable S, tel que W1#1:222 = W2,
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5.3.4 La file G/G/q.

Dans ce cas W* = (W, W5, ..., W) et W = (W', W2,...., W) tous deux verifiant
I’équation 4.6 du paragraphe 4.4 Nous nous plagons sous les hypotheses de la section 4.6.2,

alors il existe une variable TP p.s finie tel que V&t > T on a W*(t) = W(t).

5.3.5 File avec impatience.

On considere la file définie par ’équation 4.11 , sous les hypotheses de la section 4.3
cette file possede un couplage.
Conclusion : L’hypothese la loi de la durée de vie est non latticielle est indispensable
pour l'existence d'un couplage, dans le cas d’une chaine de Markov cette hypothese est
équivalente a l'apériodicité de la chaine et qui entraine l'irréductiblité de la chaine de

Markov.
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Chapitre 6

Convergence en loi des files d’attente

stationnaires

Nous montrons comment les résultats de la théorie du renouvellement et la technique

de couplage entrainent la convergence des files définies dans le chapitre précédent.

6.1 Application du théoreme 3.1.6.

6.1.1 Convergence en loi du processus du temps d’attente d’une

file GI/GI/1.

Le flot d’entrée est noté ((An,B,),n € N) tel que (A,), est la suite des inter-
arrivées supposée constituée de variables indépendantes équididstribuées et indépendante
de la suite (B,), des temps de service qui est aussi formée de variables indépendantes
équidistribuées, sous I'hypothese E(B;) < E(A;) les variables définies ci-dessous sont fi-

nies P p.s:
. p la période d’occupation du serveur.
. ¢ le cycle d’occupation.

. i la période d’inoccupation du serveur.
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. n le nombre de clients servis pendant un cycle.

On suppose que le systeme démarre a I'instant ¢ = o, par conséquent le temps d’attente

du client numéro 1 est nul, dans ce cas on peut écrire p = Z A, c= Z By, i=c—p
k=1 k=1
On notera (c,,), la suite des cycles d’occupation, (n,,), la suite du nombre de clients servis

durant les cycles.

Théoréeme 6.1.1 [26]
Si E(n) < +oo et si la loi de n est apériodique, alors W, converge en loi vers W, de loi

définie par

PWy < z) = ﬁE(Z Liw, < 2})
= k=1

+00 N
Preuve. Nous avons 5 r"E(e™™") = lim E r"E(e™?"") et grace au théoreme de
N—+
n=1 e n=1
N 400
. n —an _ n _an
convergence monotone on a lim E() r"e y=E(Y r"e .
N—+o00 1 7
n= n=

Comme le processus (W,),, est régénératif par rapport a la suite de renouvellement (n,,),,

on la relation suivante :
—+oco

E(ZT"@"’W”)
n=1
Zre’)W" +E Z re"’W"

n=n;+1
= E(i r”e_PWn) + E(Z rm+gle—pwm+ﬂl)
n=1 m=1
21 +oo
= E(Z Tne—an + E(Tgl)E( Z rme_PWerm)
n=1 _
o,
= E( Zr e an) + E(r™) ZrmE e PWm)
Ces relationg elntrainent : m
1
ZT”E(G*PW") = T(TEI)E(ZT”Q*PWTJ{& Zn})‘ (6.1)

n>1 n>1

Pour tout —1 < r < 41, on a

Zr ZP n,+..+n, =n). (6.2)

n>0 k>0

rnl
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En effet : notons C' la loi commune des n,, alors le deuxieme membre de 1’équation 6.2

vaut

Syt ctm) =Y S retn) = Bttty = ST E(e™),

n>0 k>0 k>0 n> k>0 k>0 i=1
1
le dernier terme vaut exactement T(“) De plus la relation 6.1 entraine que
n—1 +00
BE) = OBy ) Y Pt (63)
m=0 - k=0

La relation 6.3 est I’équation de renouvellement dans le cas discret. Les hypotheses de la

partie A du théoreme 3.1.6 étant satisfaites, on la conséquence suivante :

W 1 W
3 —PWn\ __ —PWk

6.1.2 Convergence en loi du processus de la charge du serveur.

Lemme 6.1.2 [26/
Le processus (W (t)); est presque sirement continu en tout point t € [0, +oo[—D, ot

D C [0, +oo[ dénombrable.

Théoréme 6.1.3 [26]
Si E(c) < +oo et si ¢ suit une loi non latticielle, alors W (t) converge en loi vers une

variable W, dont la loi est donnée par :
P(We < ) = LE(/Cl{ W(t><x}df>
E(c) 0 a

preuve

[e.e]

e tE(e "V W) qt

_ E(/OO efstpr(t)dt)
0

_ E( /01 e_Slt_pvv(zt)dt> N E(/OO e_st—pW(t)dt>
0 <

Comme le processus (W(t))

E(/OO efstpr(t)dt>

<

S~

est régénératif par rapport a la suite (gn> , alors

t n
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_ E(/OO e—s(t+§1)—pW(t+91)dt>
0

= Bee)B( fyT e Oar)

= E(e*sgl) fooo e 'E (e*pW(t)dt>

Ce qui entraine la relation suivante :

/OO e’StE(epr(t))dt = v E(/C1 e’St’pW(t)dt)
0 1-— E(e‘sﬁl) 0

1 oo
Notons que ——— = e’“d( Plcy+..c. <t )
q 1_— E(e‘sﬁl) /0 kzzo (—0 =k )
En effet : le deuxieme membre de I'égalité précédente vaut aussi

Z E(efst(91+92+...+9k) — Z H(efsgi) — Z(E(eisc—l))k

k>0 k>0 i=1 k>0
t

On peut conclure que E (e V1)) = / E (e‘pw(t_“)l{glzt,u}du Z K*"(u)) ou K (.) est la loi de c;.
0

6.2 Applications du théoréme 3.5.11 dans le probleme

de convergence en loi.

6.2.1 Convergence en loi d’une file a un serveur, a loi d’arrivée
et de service générales.

Le résultat suivant est du a Lajos Takacs, nous donnons ici une démonstration en

utilisant le théoreme 3.5.11, et en supprimant I’hypothese d’indépendance du processus

des arrivées et le processus des services. La démonstration que nous proposons est valable

dans les deux cas suivants :
. Un systeme qui démarre a l'instant ¢ = 0 avec une charge nulle.

. Un systeme ayant commencé en —oo et tel que : a l'instant ¢ = 0 une arrivée se

produit avec une charge nulle.

On note p 'intensité du flot d’entrée,(A?),, ( resp , (B}),) la suite des inter-arrivées (resp,
des temps de service), W = (W(t),t € T) ouT pouvant étre R, ou R, le processus de

la charge du serveur
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Proposition 6.2.1 :

Sous les hypotheses suivantes :
— Les couples (A}, BY) sont indépendants de méme loi,
~ La loi de Ay est non latticielle,
-p<l

Alors le processus (W (t)); converge en los.

Preuve

On définit le schéma de Bernoulli suivant :

()% (5) " 0. (e 2) ) = (0.7, (Bun e 2))

ou p est la loi commune des couples (A, B), et <§n, n e Z> est le groupe des opérateurs
shift définis par (A, By) 0 0, = (Ant1, Buy1) ot ((An, By)), est la suite des coordonnées
de l'espace (R%)%. Soit

ST A sin > 1

T,=4¢ 0sin=0

—S M Asin < —1
Le processus ponctuel N = ) - 67, est la description de Palm d'un processus ponc-
tuel stationnaire, c’est un processus ponctuel de renouvellement du second ordre, et
(Mp (R), M, (R), <ﬁ>N , (1, t € R)), I’espace canonique associé a N, est un flot sta-
tionnaire. Notons (ﬁ)N la distribution de N par rapport a P. Comme % =p<1
la variable Y = maxi<g (Zj —p1 Bi — Aj) est P presque sturement finie, et vérifie la
relation suivante : U o 0y = (U + By — A1), . Soit U, = U o 0; avec n € Z, nous avons
donc Uy, = (Un-1 + B, — Ay) .
La suite (U,,n € Z) définie sur <§, EQ/%\, ﬁ, (@L, n e Z>> est stationnaire et récurre en 0
puisque P (Uy = 0) > 0.
Par conséquent, il existe une suite strictement croissante (S, n € Z) de variables aléatoires
a valeurs dans Z, P presque sturement finies telles que {n € Z, U, = 0} = {S,,n € Z} et
Spa1 — Sp =Sy 00,
Soit ((NZ,JZZIS, (évt,t € R)) , le flot bati au dessus de (ﬁ, ,@/fjﬁ, (QAR, n e Z)) sous la fonc-
tion A, et (Tn) la suite strictement croissante de variables aléatoires définies sur (Q, szfv)

par

ST Ai(w) — sin >0,
To(z,s)={ —s pour n = 0,
— S Ay() - sin < 0.
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On définit une application A de Qg = {S = 0} dans G = > ns1in} x R™ en posant

Aw) = (S1(w), (Ti(w) = Ti-1(w)), 0 < 0 < Si(w)))
A vérifie les deux relations suivantes :
- A (B5,@)) = ((Sus1 = S)@), ((Ti = Tia)(@), Sulw) < i < Spa (@)

CAB@)) = ((Susr = S)@), (T = T (@), Sulw) < < Spa(w)) )
TSn( ) <z < T5n+1( )

Sur le flot (Q, o, , P, (Ht,t € R)) on définit les trois processus ponctuels suivants :
N, = 251% de mesure de Palm 131 - p , Ny = Z(S?S de mesure de Palm ﬁg =

nez nez

ﬁl{sog}e N3(w, dzds) Z(SF dx ) ® OA(0,0) (als)€ de mesure de Palm sur Qg ® G
égale & Py(.)da() "
et le processus stochastic W = (W,), défini par

. Wo(w, s) = (U + B, — s), stationnaire par le flot (6,);, puisque

e Woo b (w,s) = U o+ B — (t+s—Te)(w) siTi(w,s) <t < Thpt.
Le processus W défini sur € est le processus de la charge du serveur.

B _ Em)

D’autre part, notons que B =g < 1, par conséquent la variable Wg est P presque

sﬁrement finie.

De plus P({J {W(@, T(@) — 0) = 0}) = P(U { {W(w, T(w) = 0) = 0)}) >0

nezZ nez
Sur ’espace canonique M’jr(R x G) associé au processus ponctuel marqué

N S =D ez 5? ® 0, Abs, ) oSt définie la fonction aléatoire W' par W' o ﬁs =W qui est
(P) presque sfirement continue, puisque P(Ty = 0) = P({0} x ) = 0 car la mesure de
Lebesgue sur R ne charge pas les points.

Il en résulte que :

/exp (—aW'(m)) 1, o No Pg (dm) — /exp (—aW’ (m)) N o P (dm)
lorsque * — +o00 Pour tout o € R% , ou ﬁs = ﬁl{ﬁ(ofo):o} qui est la probabilité de
Palm du processus Ng = > 0p, . Comme W' o N=W et Wor,oN=W()

nez
Finallement, la convergence precedente est équivalente a :

~ ~ A1 (w)
/Qexp (—aW (0,w)) Liw (0-0)=0} P (dw) — z (1141) /QP(dw)/O exp (—a (Up+ By — s)) ds

lorsque x — 400 Comme (W (t)); se confond avec le processus stationnaire W apres un

temps presque surement fini , on a le résultat annoncé par le théoreme.
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6.2.2 Une seule file avec plusieurs classes de clients.

Théoreme 6.2.2
(Q, o, P, (0,,t € R)) un flot mélangeant et Y r_, A\, < 1. Alors, pour tout x € R
L(W=(t) / ]3) — L(W(0) / P) quand t — +o0.

6.2.3 Deux files en tandem.

Théoreme 6.2.3

Si (Q, 4, P, (6t € R)) est un flot mélangeant et E(Bi) < E(A;),i=1,2

et infess (By) + infess (B?) < supess (A1) et la famille

((An, BL, BE), (n,m, k) € Z*) est constituée de vecteurs indépendants, alors :
L(W=(t) /ﬁ) — L(W(0) / P), quand t — +oc.

6.2.4 Convergence en loi de la file G/G/q.

Théoreme 6.2.4
Supposons le flot (0, o/, P, (6;,t € R)) mélangeant, la suite de vecteurs aléatoires
(A, Bp), (n,m) € Z) constituée de vecteurs indépendants et E(B,) < q.E(A,), alors on

a !

E(Ts,)
( > / Zﬁz i 1{W O)GA}dP%/eXp Zﬁz z P7
E(Th)

quand t — 400. ou Sy est le numéro de la premiere arrivée trouvant le systeme vide, et

{Ore}, si; j=1[3]=0

Vs, 510 < g <q.

A—
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Chapitre 7

Convergence en loi des files

stationnairement périodiques

Nous consacrons ce chapitre a ’étude de la convergence en loi des files stationnaire-
ment périodiques.
Dans la premiere section, nous présentons les définitions de flot stationnairement périodique
et de file stationnairement périodique, I'extension de la définition de processus régénératif.
Dans la deuxieme section on applique le théoreme de Smith 3.2.2 & une file a un serveur a
loi de service générale et a entrée Poissonienne non homogene. Dans la troisieme section,

on applique 3.5.11 pour établir des convergences en loi.

Définition 7.0.5 Une généralisation de la notion de processus régénératifs au
cas stationnairement périodique.[92]

Soit S = (S,)n une suite croissante de variables aléatoires strictement positives presque
surement finies telles que nlin;msn = *+00.

X = (X(t):) est un processus régénératif par rapport aux temps de régénération (S,), si
et seulement si VA € Br ® BR)>, il existe une fonction mesurable P(A/.) : Ry — [0, 1]
telle que :

Vn >0, P((fs,0X),(Snir — Su)is1 € A/ So, S1,..., Sn) = P(A/S,).

Si P(./s) = P(.) indépendante de s € R, dans ce cas X est homogéne dans le temps et

la définition se limite a la notion de processus régénératifs au sens de la définition 3.2.1
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7.0.5 Processus ponctuels stationnairement périodiques, proces-

sus de Poisson stationnairement périodique

Flot stationnairement périodique.
Soit (£2,.e7, P) un espace de probabilité et (6;,t € R) un groupe d’automorphismes tel
que l'application (t,w) — 6;(w) définie sur (R x 2, Br ® /) soit mesurable sur (2, .<7).

Définition 7.0.6

La probabilité P est dite stationnairement périodique pour le flot (0y,t € R) si la relation
suivante [, f (0,w) P (dw) = [, f(w) P (dw) est vérifiée pour tout n dans Z et toute
fonction mesurable f sur ). Dans ce cas on dit aussi que le flot est stationnairement
périodique.

Remarque

. Il suffit bien sur que 6, 0 P = P
. Pour 0 <t <1soit P,=6,0P,onalors:Vne€Z,0,0FP =PF

Définition 7.0.7 Soit (E,E) un espace mesuré et N un processus ponctuel marqué a
marque dans (E, &) défini sur (Q, &) tel que N(0,(w),.) = 7 @ igo N(w,.) ot (1) est
le flot des translations sur R x E. Si (0,47, P,(6;,t € R)) est un flot stationnairement

périodique, alors N est dit processus ponctuel marqué stationnairement périodique.

Flot stationnaire associé a un flot stationnairement périodique.

La probabilité () définie sur (€2, o7) reliée a la probabilité P par la formule

[r@aw) = [ P [ o) i

est stationnaire pour le flot (6;,¢ € R). La probabilité P est la mesure de Palm associée au

processus ponctuel Ny = Z dn_u, et au flot (2,47, Q, (0;,t € R)) ou U est une variable
nezZ
uniformément distribuée sur [0, 1] par rapport a la probabilité ¢). On note Q ( resp @) la

mesure de Palm( resp, la probabilité de Palm) du processus ponctuel N = Z Op, défini
nezZ

sur le flot (Q, A, Q, (0,1 € R))

Proposition 7.0.8

Les assertions suivantes sont vraies :
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1. Le flot (Q, o, Q, (0t € R)) est stationnaire.

2. (Q,%,Q, (0, € R)) est ergodique si et seulement si le flot (Q,,@/, P, (0,,n € Z))

est ergodique.

3. La probabilité @ est reliée a la probabilité P par la formule suivante :

[ rerdus) = [ P [ N, ds) f(0).

7.0.6 Files d’attente stationnairement périodiques

La définition d’un flot stationnairement périodique a été présentée dans [24]. Notons
(Tn, Xn>nEZ les points de base du processus ponctuel marqué décrivant le flot d’entrée
dans une file d’attente du type G/G/1 ou les T,, sont les instants d’arrivées des clients
a la file et les X, les marques correspondantes. On suppose l'existence de deux variables
A, X strictement positives et intégrables tel que T,, — T, = Aofr,, et X,, = X ofp, .
On note g, le nombre d’arrivées durant l'intervalle de temps [n — 1, n[ appelé la nieme
période, T la ieme arrivée qui s’est produite durant la niéme période , X' la marque
correspondante. Posons U* = T* — (n — 1), alors U" est la partie décimale de T}* et

la suite U}, UZ, ..., U™ est la suite des instants d’arrivée durant la niéme période, elle

satisfait U} < UZ,... < Ul

Définition 7.0.9

La file G/G/1 dont le flot d’entrée est défini par la suite ((T,, X”)nez) est dite périodiquement
stationnaire si : le processus ponctuel marqué N = Y onez 01, @ Ox, défini sur le flot

(Q, o, P, (0,,t € R)) est stationnairement périodique.

Proposition 7.0.10 [2//

Le processus N = Y nez 01, ®6x,, défini sur le flot (Q, A, P, (Ht)teR) est stationnairement
périodique si et seulement si la suite Y = (Y,,n € Z) = ((UF, XF),1 <i < Qk))k,kez
definie sur le flot (Q, o, P, (0,,n € Z)), associée a la suite ((Tn, Xn),n € Z), est station-

naire.

Preuve

Posons



Qn, quand n > 0 représente le nombre d’arrivées durant Uintervalle de temps [0,n] .
Alors T!" = Ty q, et X' = Xi1q,, donc X' = X o by, = X" o6,
puisque X" ' (fiw) = X o 0T, 0 (o) (w) = X (w) car,

« 05007 = 011500,

. 1+7}001:T‘j+‘11
. Qn—loelen_QI-

» X(Osw)(0h(w))) = X(O115w)(w)) ot S(w) = Titg+Qu-a — 1
De méme on montre que A" ' o#; = A", de plus il est clair que sous I'hypothése N
stationnairement périodique on a ¢,_10; = ¢,. D’ou la condition necessaire est satisfaite.
Réciproquement, montrons que pour toute suite Y = (Yn) du type défini par la proposition
stationnaire sous #; on peut associer un flot (Q, o, P, (0t € R)) et un processus ponctuel
marqué N tous deux stationnairement périodique.

+oo
En effet, soient G = {0} + Z([O, 1[xE)* et G sa tribu naturelle, Q = G®?, o7 = G%?,

k=1
Y, la nieme projection de €2 et # la transformation qui vérifie Y, 0 8 = Y, ;. On note

K, le nombre de composantes de Y,,, si K,, # 0 alors Y,, = ((U{Z,ZZ’?) 1< Kn). Soit P
la probabilité sur (Q, o ) invariante par la transformation 6 et telle que Ul < UZ,... <
UF, Pps sur {K, = k}. Soient (Sg,k € Z) = (k € Z, K, > 0) choisie de maniere a
avoir Sy < Sy et (Tj,j € Z) = ((S; - 1+ U}, 1 <k < Ks,),j € Z))

Posons N = } 07, ® 0x, o X; = 72" quand T; = S, — +U". L’espace canonique
jez

associé a N soit (Mp(R X E), M,(R x E),(P)n, (1,t € R)) est un flot stationnairement
périodique de période 1 et le processus ponctuel identité défini par I(w,dt x ds) = w est
stationnairement périodique.

Processus ponctuel de Poisson stationnairement périodique

Soit A : R — R, une fonction périodique de période égale a 1. Soit N un processus

ponctuel de Poisson d’intensité A(t), c’est a dire tel que

(7.1)

Posons A(t) = fot A(u)du, alors le processus ponctuel N([A™!(a), A=1(b)]) est un processus
ponctuel de Poisson homogene de parametre egal a 1.

Le processus ponctuel N défini par 7.1 est stationnairement périodique de période egale
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al.

Proposition 7.0.11
Notons (qn, n e Z) la suite de nombres entiers ou q, représente le nombre de clients recus
par le systéme durant la niéme période, UF ets la partie décimale de Tyiq,, et Sy est le
numéro de la kieme période chargée. Alors,

. La suite (qn)n est une suite de variables indépendantes équidistribuées de loi com-

mune de de Poisson de paramétre fol A(t)dt

. La loi de la suite U, U}, ..., Ul sachant {q, = k} est la loi d’une suite ordonnée de

k wvariables aléatoires indépendantes dont la loi est de densité R%
0 s)as

. Les variables Sy, — Sx_1 sont des variables indépendantes géométrique de parametre

exp(— fol A(s)ds).

7.0.7 Convergence en loi des files stationnairement périodiques

convergence en loi d’une file d’attente a un serveur a loi de service générale

et a loi d’arrivée Poissonienne périodique.

Cette sous-section est constituée des résultats du célebre article de Harisson et Lemoine
[48] sur la file My, /Gper/1.

Soit (2,47, P) un espace de probabilité sur lequel sont définies les suites de variables
aléatoires (T),)n, et (Byn)n, ou (T),), est la suite des instants d’arrivée a un systéme com-
posé d'une file d’'un guichet et d'un serveur, (B,), est la suite des temps de service.
On supposera que la suite (B,,), est constituée de variables aléatoires indépendantes
équidistribuées de fonction de répartition F' avec F'(0) = 0 , (on ne considere que les
clients qui ont un temps de service non nul), indépendante du processus des arrivées. On

pose
A*(t)

X*(t)=> B; owA*(t)=max(n,T, <t), Ff =o{X*, 0< s <t}
=1

X* est un processus de sauts sur €2 x R, fortement markovien.
On suppose que le processus A* est un processus de Poisson de parametre ¢ et donc de

taux 1.
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L’hypothese de stationnarité périodique Soit A une fonction positive définie sur
R périodique de période égale a 1, on pose fo u)du=X,et A(t fo u) du A(.) est
croissante , continue et vérifie A (0) = 0,A (n + t) =nA+A(t) ,Vn € N,Vt € R,. Posons

A(t) = A (A(D), et X (1) = X" (A(1), Fi = o {X (s),5 < t} = Fiy

Pour tout 7" un (F;) temps d’arrét, A (T) est un Fiw = Ft temps d’arrét. A est un
processus de Poisson non homogene de parametre A (t) X est un processus de sauts sur
2 x R, continu & droite, dont le nombre de sauts dans [0,¢] est donné par A(t) et la
longueur du saut est de fonction de répartition F'. Posons

maX B A1) ,Y()=X(t)—t

<
0<p<” £ ol

et
Z(t) = Waw +Bag +Tagy — 1) =Y (t) —inf {Y (5),0 < s < t}.

Ou inf{Y (s),0 < s <t} = au temps de repos du serveur durant [0, ¢]

L’hypothese d’existence d’un régime stationnarairement périodique : On sup-
posera aussi que E(B;).A(1) <1

But : Montrer les convergences suivantes :

a(w)—1

1
lim P(Z(s+n Sx:—/Pdw Liz(w (stin<z) -
Jim P(Z(s+m) <@) = g | P >Z (2w s+i)<0)
Bw)—1

1
lim P(W, <«x /Pdw Lo (w)<at -

Pour cela, on construit la structure régénérative de la file pour qu’on puisse appliquer le
théoreme de renouvellement du a Smith. La démarche consiste a montrer que le serveur
passe une infinité de fois par des périodes de repos et de travail.

Comme
sup (Y (t),0 <t < o0) < 400, P p.s;

sup{t, Z (t) = 0} = +o0, Pps
sup{t, Z (t) > 0} = +o0, P ps
Y (t) — —o0 quand t — 400, Pp.s;sup (Y (1),0<t<o0) <+o0 P ps. (7.2)

Soient (&,) les instants successifs du début d'une période de repos, (1,), les instants

successifs du début d’une période de travail définis comme suit
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L6 =0, v=inf{t >&,Z(t) >0}

U =inf{t > &,, Z(t) >0}

&1 =00 =1inf {t > 9,,Z (t) =0}

Montrons que sup {t, Z (t) =0} = +o0 P p.s
Supposons le contraire, c’est a dire sup {¢, Z (t) = 0} < 400, donc il va exister un rang
fini a partir duquel la charge du serveur devient positive. On peut donc écrire que :
o,V t >ty, Z(t) >0, par conséquent ¥Vt > to, Z(t) =Y (t) — le temps qu’il s’est

reposé (ce temps est borné).

t) A ( A(t

CA@) 1
ot TA®

)
Y
OrY (t) = Zf(t) B; —t et donc B; — 1.

1

| AW
A0 ;Bﬁ e BB

etA_(t):mli(A(n)—A(n—1)+—A<t)_tA([t])) — EA1) =2

Comme

t t 1] b—rtoo
1
donc Y (t) T, T quand t — 400 ce qui contredit I’hypothese de départ.

Conclusion : le processus de la charge du serveur revient une infinité de fois aux états de

repos et de travail. Soit

inf{n > 1,7 (n) = 0} si cet ensemble est non vide

+00 sinon.

La variable o définit le premier instant entier ou la charge du serveur est nulle, et ~, =
(inf{k > 1,k > &, }) la variable entiere qui donne la valeur du premier entier qui suit &,.
Yo est fini car &, l'est. Soit N = inf{n > 1,, <4,} l'indice du premier élément de la
suite (7y,), qui se trouve dans une période de repos, donc a = yy. Comme les 7, sont

finis, il suffit de montrer que NN est fini pour que « soit fini.

Proposition 7.0.12 F(N) < +00

Preuve 7 E(N) = >, P (N >n) car N est une variable alétoire positive, d’autre

part
{N>n+1} ={N >n}n{N #n}

={a>&}IN{X () — X (&) > 0} car X est croissante .

De plus, si on pose G = F¢, on a :
P(N 2n+1) = E(Elas¢,}- 1{x(3)- X (€0)>0}/In)) = /{ }P(X(%)—X(fn) > 0/gn)dP,
a>Ep
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et comme

P(X () = X(&) > 0/Gn)
P(X(Sn—&-l) - X(fn) > O/Qn) =1- P(X(gn—&-l) - X(gn) = O/gn)

= 1 (A<§n+1)7A<§n))’

On obtient
P(N>n+1) < / (1—e™MdP = (1—e™MP(a>&).
{a>¢&n}
D’autre part, on a {a > &,} ={N > n}, et donc
P(N>n+1)< (l—e_’\)P(NZn) < (1—6_)‘)H,Vn2 1.

Par conséquent, on obtient :

:ZP(N>n)< lim el k0 = et < +0o
= - T n—+o0 1—(1—€*>‘)

Lemme 7.0.13
la suite (o1 — ), st constituée de variables aléatoires indépendantes équidistribuées,

de méme lot que a.

(Yan+1 — Yan)n sont des variables indépendantes équidistribuées de meme loi que Y(q,).
Preuve 8

Playi1 —an, =k/F,,)
= P(N 21 {Z(an +j) >0} N{ Zap, + k=0}/F,,)
= P(N:Z1(Z;) >0Nn{Z,=01})
= P(ay = k))
Proposition 7.0.14 0 < F (a) < +o0.

Posons 6y = 0,0, = = A(«a), B, = A(ay), B, nombre d’arrivées dans [0, av,]

Up(x) = / Liz@y<aydt avec U (z) = Uy (2)

C’est la charge totale inférieure a x pendant la nieme période de travail.

Bn
Vo)=Y 1{Wic,} avec,V (z) = Vi (2)

k:ﬁ:il
C’est le nombre de clients ayant un temps d’attente inférieur a x pendant la nieme période

de travail. Il est clair que U (z) < a et V (z) < .

112



Proposition 7.0.15 :
pour chaque x fixé, les suites (Bp — Bu_1,m >1),(Up(x),n>1),(V,(z),n >1) sont

chacune formée de VAIE de moyenne finie.

Pour chaque ¢t € [0,1] et z > 0, on définit H; et G par :

E(a).H, (x (Zuz k:+t)<x}>,etE( (Zl{wk<w}>
Proposition 7.0.16 :Vt € [0,1[,Vx >0,

lim P(Z(n+t)<zx)=H;(x)

n—--—+oo

et
lim P(W, <z)=G(x).

n—-+o00

Preuve 9

P(Z(n+t)<z)=Pla<+o0o,Z(n+t) <z

Pla=k,Zn+t) <z)+Pla>n,Z(n+t) <x)

I
»M:

3

1

Pla=kZn—k+a+t)<z)+Pla>n,Z(n+t)) <z

I
(]

o

3

1

Pla=k)P(Z(n—k+t) <z)+ Pla>n,+Z(n+t) <x).

ol

-1
Posons v, = P(Z(n+t) <z),by=Pla>nZ(n+t)<z),f,=P(a=n)v, =b,+
Z frvn_r et fi =P(a=1)> P(A(1) =0) D’apres le théoréme de renouvellement dans

le cas discret, on a : lim v, = Z=&=0
n—--400 la<a)

400 k n
et be= dim 3 bu= lm > B (lanlznis)
k=0 n=0 k=0

“+o00 n
; by = lim Z bn = HLHQOO ; E(1jas>iy Lz (+t)<a})

k— 00

= lim B Zl{a>k}-1{Z(k+t)Sw})

n—---+00

Z Liasky-Lz(ktt)<a}) Z L z(ktt)<a})-
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Convergence en loi d’une file d’attente a un serveur stationnairement périodique

La généralisation des résultats 7.0.13,7.0.14,7.0.16 a été établie par I'auteur (dans,
[69]), voir Lemme 1, propositions 3,4, et 5.

7.0.8 Comparaison des différents résultats établis sur la file a

un serveur stationnairement périodique dans [9], [14], [69]

La donnée d’un flot stationnairement périodique (Q, o P, (0;,t € R)) et d'une mesure
aléatoire stationnairement périodique N nous permet de définir ce qui suit :

(Q, o, Q, (0t € ]R)), ou () est une mesure de probabilité définie par :

/Q f(w) Q(dw) = /Q P(dw) /0 1 F(0,w) d.

Le flot (Q, A, Q, (0t € R)) est stationnaire.
On note par Q (respectivement @ ) la mesure de Palm (respectivement, la probabilité de
Palm ) associée au processus ponctuel N et a la probabilité Q.

La relation entre @ et P

/ X () 0(dw) = m / P(dw) /O N(w, ds) X (0.0).

Nous avons Q(Q) = grviary = J N(0,1)Q(dw).
Sur ’espace ((AZ, o, @, (5n, n e Z)), on construit un flot a temps continu, soit (?2, o, @, (@, te
R)) grace aux formules suivantes :

Q= {(w,s),w e Q et 0<s< Al(w)}aﬁffvz T @ BR/Q, @ defined on (@,527) par

~ 1 . Ay
/Qf(w,s)@(dw,ds): E(Al)/g@(dw) i f(w,s)ds.

Sur cet espace on peut définir une suite de variables aléatoires (ﬁ, n € 7) par

( i=n

ZAi(w)—s sin>0,
i=1

Th(w,s)=4¢ —s pour n = 0, (7.3)

i=—1

—ZAi(w)—s sin <0.
\ i=n
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et un flot noté (6, € R) par
O (w,s) = (Op(w),t — Ty(w, s)) si Tp(w, s) < t < Tyt (w, )
tel que le flot (Q, ,sz?,/@, (gt,t S R)) soit stationnaire.

Bambos et Walrand [14] ont considéré la file stationnairement périodique a un seul
serveur. Leur approche consiste a exploiter les résultats existants dans les cas station-
naire grace au passage au flot stationnaire (Q,sz% ,Q, (04t € R)) a partir du flot sta-
tionnairement périodique (Q,;zf , P (0, € R))7 ils montrent l'existence de la limite
ngrfoo P(Z(n +t) < x) sans donner l'expression de cette loi limite (voir theorem 1 page

383, [14] et ils définissent un estimateur de cette loi (voir theoreme 2, page 384 [14]);
1 t 1
theoreme 2 établit que lim ;/ Liz(s)erds = / lim P(Z(n+t) € .)ds.
0

n—-+oo n—-+oo
Ces résultats sont obtenus ;ar passage au flot contoinu (B, A, Q, (0t € R)), car le proces-
sus (Z(t);) est stationnaire uniquement sur ce flot. Le probléeme rencontré par ces auteurs
est le suivant : Le processus d’attente noté dans [14] par Ws,  ( ce que nous appelons
processus des temps d’attente et que nous notons par (W,)) n’est pas stationnaire sur
(Q,@%, P, (0,,t € R)) ni sur (Q, A,Q, (0t € R)) De plus dans ce papier il n’y a aucun
résultat montrant que : nl_l)I_{loo P(W, < z) existe. Notons que les auteurs emploient le
terme le temps d'attente de la file 'waiting time of the queue’ pour la charge du serveur
( workload process). La terminologie employée peut entrainer une confusion.

Asmussen et Thorisson [9]ont exploité la théorie des chaines de Markov récurrentes au sens
de Harris pour traiter le probleme de convergence en loi de la file périodique. Le résultat
le plus important dans ce travail est celui de la convergence en loi du processus des temps
d’attente (W,,),. Les auteurs ont montré que W, % W* grace a ’hypothese de fi-
nitude de I'instant de couplage avec le processus stationnairement périodique, les auteurs
obtiennent la convergence en loi du processus des temps d’attente. Les auteurs eux méme
signalent que leurs résultats peuvent étre amélioré (voir page 221, et page 224 [9] ). Le seul
espace sur lequel le processus (W,),, est stationnaire est (Q, A, @, (gn, n e Z)) Seulement
sur cet espace, le processus de la charge du serveur (Z(t)) n’est pas stationnaire et donc ils
ne pouvaient conclure que lim,,_,, o P(Z(n+t) € .) car le flot ((AZ, o, Q, (5,“ n € R)) est
indexé par les numéros des clients alors que (Z(n+t))n est indexé par les instants entiers
du temps réel.

Une comparaison entre les hypotheéses de Asmussen et Thorisson [9] et nos hypothéses [69]

Les hypotheses I et IT sont équvalentes a nos hypotheses H;,7 = 1, ...,6 et donc impliquent
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I’existence de points de récurrence . L'hypothese III est plus forte que 'hypothese I car
sous I’hypothese III, les points de récurrence sont entiers. Notre hypothese H; est une
condition suffisante pour que I'hypothese III dans [9] soit satisfaite.

Tous les résultats obtenus par Charlot et Merad ([24]) sont des résultats d’existence de la

loi limite ; en effet, theoreme 3.2[24] dit que :

L(Z*(n+ 1) ——— L(Z(1))

n—--400

et le théoreme 4.1 [24] établit que :

L(Wy)

LW)

n—s—+00
Theoreme 3.2 [24] est identique au théoreme 1 établi dans [14]. Theorem 4.1 assure l'exis-
tence de la loi limite. Nous généralisons tous ces résultats dans notre papier [69] et nous
donnons 'expression des moments d’ordre p. Nous écrivons la formule de Takacs dans le
cas périodique et aussi la formule de Little. Ces deux formules sont tres utiles, elles nous

permettent de réduire le nombre d’inconnus a estimer.
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Conclusion

Nous avons présenté différentes études sur le comportement asymptotique de quelques
files d’attente. L’approche considérée repose essentiellement sur 'existence d’un régime
stationnaire possédant une structure régénérative. Grace a la théorie du renouvellement,
on peut non seulement donner I’expression de la loi limite et de ses caractéristiques dans le
cas ot les cycles sont de moyenne finie mais aussi obtenir des estimateurs de la loi limite et
de ses caractéristiques. Une direction de recherche complétant le travail présenté dans cette
these consistera a trouver d’autres estimateurs des lois limites obtenues et des premiers
moments associés a ces lois limites plus puissants que la moyenne arithmétique et a définir
les estimateurs des moments d’ordre p, p > 1, dans le but d’établir des théoremes centraux
limites et des théoremes du logarithme itéré pour les files stationnairement périodiques.
Le théoreme de renouvellement a été écrit pour une suite de renouvellement de VAIE de
moyenne finie non nulle, pour une suite stationnaire définie sur un flot mélangeant, pour
une suite de VAI 2 a 2 dépendantes. Le théoreme de renouvellement de Smith 3.2.2 (Key
renewal theorem) a été écrit dans le cas d’un processus régénératif dont le temps de survie
suit une loi de densité possédant une partie absolument continue, il a aussi été établi pour
un vecteur de processus régénératifs. Lalley a écrit le théoreme de Smith dans le cas d'un
processus issu d’une suite stationnaire de variables non indépendantes. Lalley a introduit
une nouvelle notion d’indépendance appelée "perte de mémoire”, plus forte que la pro-
priété de mélange, il a exprimé la loi limite de I’age du composant en fonctionnement
lorsque les ages successifs de ce composant vérifient la propriété de perte de mémoire.
Exite t-il des liens entre ces différents résultats ? Ces résultats possedent-ils des applica-
tions en files d’attente ?

Cette these a été écrite avec les outils de la théorie des processus ponctuels, un travail

enrichissant serait de réécrire ce travail a l'aide de la théorie des chaines de Markov.

117



Bibliographie

1]

[10]

[11]

[12]

E. ADrIAN, J. R. ECKBERG : The single server queue with periodic arrivals

process and deterministic service times. IEEE transactions on communications,

vol27, N° 3, 556 - 561, (1979).

L. G. AFANAS’EVA : On periodic distribution of waiting time process. Lecture
notes in maths, Springer-Verlag 1115, 1- 20, (1984).

G. ALSMEYER : On the Markov renewal theorem. S. P. A50, 37 - 56, (1994).

G. ALSMEYER : Blackwell’s renewal theorem for certain linear submartingale and
coupling . Acta Applicandae Mathematica 34, 135- 150, (1994).

G. ALSMEYER : Markov chains recurrence in the sens of Harris. Wahrscheinlich-
keitstheory verw. Gebiete 8, 41 - 48, (1994).

W. AMBROSE : Representation of ergodic flows. Annals of mathematics.II. vol 42,
Ne 3, 723 - 739, (1941).

W. AMBROSE, S. KAKUTANI : Structure and continuity of measurable flows. Duke
math. J 9, 25 - 42, (1942).

K. K. ANDERSON, K. B. ATHREYA : A strong renewal theorem for generalized
renewal functions in the infinite mean case. Prob. Th. Fields 77, 471 - 479, (1988).
S. AsSMUSSEN, H. THORISSON : A markov chain approach to periodic queues. J.
App. Prob. 1, 215 - 225, (1987) .

S. AsMUSSEN, P. FUCKERIEDER, M. JOBMANN, H. P SCHWEFEL : Large

déviations and fast simulation in the presence of boundaries . S. P. A 102, 1-

23, (2002).

F. Bacernl, C. A. COURCOUBETIS, M. I. REIMAN : Construction of the sta-
tionary regime of queues with locking. S. P. A 26, 257 - 265, (1987).

F. BACELLI, P. BREMAUD : FElements of queueing theory. Springer - Verlag -
Berlin (1994).

118



[13]

[14]

[15]
[16]

[17]

[18]
[19]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

A.BarLTrRuNAS, D. J. DALEY, C. KLUPPELBERG : Tail behaiviour of the busy
period of a GI/GI/1 queue with subexponential service times . S. P. A 111, 237-
258, (2004).

N. BaAMBOS, J. WARLRAND : On queues with periodic inputs. J. App. Proba. 26,
381-389, (1989) .

D. BLACKWELL : A renewal theorem. Duke Math J 15, 145 - 150, (1948).

F. BLANCHARD : K-flots et théoreme de renouvellement. Z. Wahrscheinlichkeits-
theory verw. Gebiete 36, 345 - 358, (1976) .

G. D. BIRKHOFF : Proof of the ergodig theorem. P. N. A. S, Vol 18, p 650, (1932).
A. BOROVKOV : Stochastic processes in queueing theory.Springer, (1976).

A. BOROVKOV : Limit theorems for queueing networks. Theory. Probability. Appl.
Vol 31, N°3, 413 - 427, (1986).

F. CHARLOT : Intégrabilité des temps de renouvellement des files d’attente et
applications Institut de Math. U. S. T. H. B. Alger, (1981) .

F. CHArLOT, G. PUJOLLE : Recurrence in single server queue with impatient
customers. Ann inst Henri Poincarré, Vol. XIV, n° 4, 399 - 410, (1978) .

F. CHARLOT, M. GHIDOUCHE, M. HAMAMI : Irréductibilité et récurrence au
sens de Harris des temps d’attente des files G/G/q. Z. Wahrscheinlichkeitstheory
verw. Gebiete 43, 187 - 203, (1978).

F. CHARLOT, D. MERAD : Convergence en loi dans les systemes de files d’at-

tente. Ann. Scien. de 1" université Blaise Pascal, N° 93, 49 - 62, (1989).

F. CHARLOT, D. MERAD : Processus ponctuels et files d’ attente périodiques.
Ann. Scien. de I’ université Blaise Pascal, N° 93, 63- 77, (1989) .

K.L.CHUNG : A cource in probability theory. New York : Harcourt, Brace and
World, second edition (1974).

J. W. COHEN : On regenerative processes in queuing theory. Lecture notes in

economics and mathematical systems 121, Springer-Verlag. Berlin. Heidelberg.

New York.

J. G. DAI : On positive Harris recurrence of multiclass queueing networks : a
unified approach via fluid limit models. The annals of applied probvol5, N° 1, 49
- 77, (1995).

119



[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[36]

[37]

[40]

[41]

[42]

D. J. DALEY, D. VERE-JONES : An Introduction to the Theory of Point Pro-
cesses. Springer-Verlag, (1988) .
YU. A. DAVYDOV : Mizing conditions for Markov chains. Theory of probability
and its applications, vol. XVIII, N 2, 312 - 328, (1973).

M. DELASNERIE : Flot mélangeant et mesure de Palm. Ann. Inst. Henri Poin-
carre. Vol. XIII, 4, 357 - 369, (1977) .

J.DE SAM LAzZARO, P. A. MEYER : Questions de théorie des flots. Lecture Notes
in Math. Séminaire de probabilité IX, N° 465 , (1975).

W .DOEBLIN : Ezposé de la théorie des chaines simples constantes de Markov a
un nombre fini d’états Rev. Math. de I’'Union Interbalkanique 2, 77-105, (1975).

B. DE SAPORTA : Renewal theorem for a system of renewal equations . Ann; 1.
H. Poincaré 5, 823- 838, (2003).

J. L. DOOB : Renewal theory from the point of view of the theory of probability.
Trans. Amer. Math. Soc. 63, 422 - 438, (1948).

J.L.DOOB : One parameter families of transformations. Duke.J, vol 4, p752,
(1938).

J. L. DoOOB : Asymptotic properties of markov transition probabilities. Trans.
Amer. math. Soc, Vol 63, 293 - 321, (1948).

V. DuMAs : Approche fluides pour la stabilité et linstabilité de résequx de
files d’attente stochastiques a plusieurs classes de clients. These de Doctorat en
Mathématiques appliquées, (1995).

P. ErDOs, W. FELLER, H. POLLARD : A theorem on power series. Bull. Ame.
Math. Soc, 55, 201 - 204, (1949) .

A. K. ERLANG : Solutions of some problems in the theory of probabilities of
significance in authomamatic telephone exchanges. Electroteknikren Danish 13, 5
- 13, (1917) .

W. FELLER : On the integral equation of renewal theory. Annals of mathematical
statistics, Vol 2, 243 - 267, (1941).

W. FELLER : Fluctuation theory of recurrent events. Trans. Amer. Math. Soc. 67,
98 - 119, (1949) .

W. FELLER : An Introduction to Probability Theory and its Applications. Vol. 1,
Wiley, New York, (1966).

120



[43]

[44]

[45]

[46]

[47]
48]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

W. FELLER : An Introduction to Probability Theory and its Applications vol 2,
Wiley, New York, (1966).

D. Fripo : Steady state of loss systems. Comptes rendus de 'académie des
sciences, 297, 6, Paris (1983).
G. L. GELUK : A renewal theorem in the finite mean case. Proceeding of the

american mathematical society Vol 125, N°11, (1997) .

D. GRIFFEAT : A maximal coupling for Markov chains. Wahrscheinlichkeitstheory
verw. Gebiete 31, 95 - 106, (1975).

D. Gross, C. M. HARRIS : Fundamentals of queueuing theory. , (1974) .

J. M. HARRISSON, A. J. LEMOINE : Limits theorems for periodic queues. Ann.
Proba 04, 566 - 576, (1977).

N. HayDN, Y. LACROIX, S. VAIEENTI : Hitting and return times in ergodic
dynamical systems. The annals of probability, vol.33, N° 5, 2043 - 2050, (2005) .

D. L. IGLHART : Functional limit theorems for the queue GI/G/1 in light traffic.
Adv. Appl. Prob. 3, 269 - 281, (1971).

J.JACOD : Théoréeme de renouvellement et classification pour les chaines semi-

markoviennes. Ann. Inst. Henri Poincarré, vol.VII, n© 2, p 83 - 129, (1971).

B. JAMISON, S. OREY : Markov chains recurrence in the sens of Harris Wahr-
scheinlichkeitstheory verw. Gebiete 8, 41 - 48, (1967).

A. KARLSSON, F. LEDRAPPIER : On laws of large number for random walks. The

Annales of Probability, vol34, N° 5, 1693 - 1706, (2006).

W. KANG, P. SHAHABUDDIN, W. WHITT : Fxploiting the regenerative structure
to estimate finite time averages via simulation . ACM journal Name, Vol V, N°
N, Feb ,1 - 38, (2006).

T. KERNANE, A. AISSANI : Stability of retrial queues with versatile retrial po-
licy.J. A. M. S. A, 2b, 1 - 16, (2006).

H.KESTEN, R. A. MALLER : Stability and other limit laws for exit times of

random walks from a strip or a halfplane . Ann. Inst. Henri Poincaré, vol. 35, 6,

685- 734, (1999).

J. F. C. KINGMAN : The stochastic theory of regenerative events. Wahrscheinli-
chkeitstheory verw. Gebiete 2, 180 - 224, (1964).

121



[58]
[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

L. KLEINROCK : Queueing systems I, II. John Wiley, New York, (1975, 1976).

S. P. LALLEY : A renewal theorem for a class of stationary sequence. Prob. Theo.

Rela. Fields 72, 195 - 213, (1986).

J. AUSTIN. LEMOINE : On queues with périodic Poisson input. J. Appl. Prob 18,
889 - 900, (1981).

D. LINDLEY : Theory of queues with a single server. Pro. Camb. Phil. Soc. 48 |
227 - 289, (1952).

T. LINDVALL : A Probabilistic proof of Blacwell’s renewal theorem. The Annals
of probability , vol.5, N 3, 482 - 485, (1977).

T. LINDVALL : On coupling of discrete renewal processes. Z. Wahrscheinlichkeits-
theory verw. Gebiete 48, 57 - 70, (1979).

T. LINDVALL) : On coupling of continuous-time renewal processes. J. Appl. Prob
19, 82- 89, (1982).

Y. Liu, Z. Hou : Several types of ergodicity for M/G/1 type Markov chains and
processes. J. Appl. Prob 43, 141 - 158, (2006).

R. M. LOYNES : The stability of a queue with non independent inter-arrival and
service times. Proc. Camb. Philos. Soc. 58, 494 -5, (1962).

D. McDONALD : Renewal theorem and Markov chains. Ann. Inst. Henri Poin-
carré, VoIXI, n© 2.p, 187 - 197, (1975).

D. MERAD,D. AISSANI : The classical renewal theorem and point processes. Far.
East. J. Math 26 (3), 759 - 768, (2007).

D. MERAD : The regenerative structure of the stationarily periodic one server
queue and some of its consequences. To appear in Journal of Applied Probability

and Statistics, (2009).

D. R. MILLER : FExistence of limits in regenerative processes. The Annals of math

stat. Vol 43, N° 4, 1275 - 1282, (1972).

D. R. MILLER, F. DENNIS SENTILLES : Translated renewal process and the
existence of a limiting distribution for the queue GI1/G/s queue. The Annals of
Probability, Vol. 3, 424 - 439, (1975).

D. R. MILLER : Limit theorem for path-functionals of regenerative processes.
Stochastic Processes and their applications 2, 141 - 161, (1974).

122



[73]

[74]

[75]

[76]
[77]

[83]
[84]

[85]

G. Naprpro, B. Torrt1 : Continuous time random walks and queues : Fxplicit
forms and approximations of the conditionnal law with respect to local times . S.

P. A 116, 585- 610, (2006).

J. NEVEU : Processus Ponctuels. Ecole d’été de St Flour VI, Lecture Notes in
Maths n® 598, Springer-Verlag,(1977).

J. NEVEU : Construction de files d’attente stationnaires. Lecture Notes on

Control and Information Sciences 60, Springer-Verlag, 31 - 41, (1983).
S. OREY : Recurrent Markov chains. Pacific. J. Math.9, 805 - 827, (1959).

S. OREY : Change of time scale for Markov processes. Trans. Ame. Math. Soc.
99, 384— 390, (1959).

P. R. PARTHASARATHY : Atransient solution to an M/M/1 queue : a simple
approach. Adv. Appl. Prob, 997- 998 N°19, (1987) .

K. PETERSEN : Ergodic theory. Cambridge : Cambridge Univ. Press, (1983).

P. PicARD, C.LEFEVRE : ON the first meeting or crossing of two independently
trajectories for some counting processes . S. P. A 104, 217 -242, (2003).

J. W. PITMAN : Uniform rates of convergence for Markov chains transition pro-

babilities. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete 29,193 - 227, (1974).

D. PoOLLARD : Convergence of stochastic processes. Springer-Verlag-New York-
Berlin-Heidelberg-Tokyo, (1984).

P. ROBERT : Réseaux et files d’altente : méthodes probabilistes. Springer, (2000).

T. RoOLSKI : Approximation of periodic queues. Adv. Appl. Proba. 19, 691 - 707,
(1987) .

D. Root : A counter example in renewal theory. The annals of mathematical

statistics. Vol 42, N° 5, 1763 - 1766, (1971).

W. L. SMITH : Asymptotic renewal theorems. Pro. RoySoc. Edinburg. Ser. A. 64
9- 48, (1954).

W.L.SMITH : Regenerative stochastic processes Pro. Roy. Soc. London Ser A 232,
6 - 31, (1955).

W. L. SMITH : Renewal theory and its ramifications. J. Roy. Statist. Soc. Ser. B
20, 243 - 302, (1958) .

123



[39]

[90]

[91]

[92]

[93]
[94]

[95]

[100]
[101]
102]

S. TacLIND : Fourieranalyische Behandlung vom Erneuengsproblem. Skandina-

visk Aktuarietidskrift vol. 28, pp. 68 - 105, (1945).

L. TAKACS : The limiting distributionof the virtual waiting time and the queue
size for a single-server queue with recurrent input and general service timesZ.

Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete. 15, 157 - 167, (1963).

L. TAKACS : A single-server queue with limited virtual waiting time.Z. J. Appl.
Prob. 11, 612 - 617, (1974).

H. THORISSON : Backward limits. The annals of probability, Vol 16, N° 2, 914 -
924, (1988).

H. THORISSON : Coupling, stationarity and regeneration. Springer, (2000).

H. THORISSON : The coupling of regenerative processes. Adv. Appl. Prob. 15, 531
- 561, (1983).

H. THORISSON : On regenerative and ergodic properties of the k-server queue with
non stationary Poisson arrivals. J. Appl. Prob, 22.893 - 902, (1985).

H. THORISSON : A complete coupling proof of Blackwell’s renewal theorem. Z.
Wahrscheinlichkeitstheory verw. Gebiete 48, 57 - 70, (1979).

H. ToTok1 : On a class of special flows. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb.
15, 157 - 167, (1970).

J. C. W. VAN OMMEREN : Fzxponential expansion for the tail of the waiting time

probability in the single server queue with batch arrivals. Adv. Appl. Proba 20,
880 -895, (1988).

H. WEGMAN : The capacity of an intersection with non stationary traffic. J. App.
Prob 13 418 - 422, (1976).

W. WHITT : The continuity of queues . Adv. Appl. Prob 6, 175 - 183, (1974).
W. WHITT : Stochastic Process Limits . Springer, (2002).

H. WILLIE : Periodic steady state of loss systems with periodic inputs. Adv. Appl.
Prob, 30, 152 - 166, (1998).

124



Appendice

Théorémes Taubérien

I-1-Fonction génératrice : Soit (ay,), une suite de nombres réels telle que :

lim (1-2)Y7 % a2" =a
z—1-0 -
lim n(a, —a,—1) =0
n—-am_o
Alors : lim a, = a
n—-:m~o

[-2-Transformées de Laplace :Soit a(.) une fonction non décroissante de transformée

de Laplace notée p telle que limOSV,LL(s) =C.

. e @) C©
Alors : th;anF(v+1)

Théoremes de convergence

[I-1-Théoreme Helly Bray : Soit g une fonction continue bornée sur R. Si la suite de
fonctions de répartition (F,), converge vers une fonction de répartition F' en tout point

de continuité de F'; alors :

+o0 oo
Jim [ g@ar@ = [ g@ar)
[1-2-Théoreme de Cramer-Levy :Soit (F,),>o une suite de fonctions de répartition et
b, (w) = fj;o exp(iwx)dF, () la fonction caractéristique de F,.
La suite (®,(w)) converge vers une limite ®(w) pour tout w telle que ® soit continue au
point w = 0, si et seulement si la suite F,(z) converge vers une fonction de répartition en

tout point de continuité de la fonction F. ® est la fonction caractéristique de la distribu-

tion limite F.

Théorémes Abéliens

ITI-1-Fonctions génératrices : Si la série de nombres réels :3) a, converge, alors :
+o0 n : z : +o0 n __ +00
720 ans™ converge uniformément pour tout s € [0, 1] et Sli)n1 Yoo @ns" =D 20 .
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III-2-Transformées de Laplace : Si fo t)dt converge, alors : fo e *ta(t)dt converge

uniformément pour R(s) > 0 et hm f exp(ist)a(t)dt = 0 “a(t)dt,|arg(s)| < Z.

Critere de convergence vague

Le théoréme de Stone-Weierstrass : Soient (i), ( resp, p une suite de mesures

vaguement
sur R ( resp, une mesure). Alors u,

Jr J (@) pn(dx) —+> Jr [ (@) p(dz).

p si et seulement si Vf € Cg(R) :

n—---+00o

126



La liste de quelques notations de base

X variable

f fonction

F fonction de répartition

E espace numérique

£ la tribu sur E

E. la classe des boréliens de £ relativement compacts

Q espace fondamental

o, B tribus sur 2

o7 la tribu des évenements antérieures a T’

(Q, ) espace de Palm

P probabilité

P mesure de Palm associée a P

P probabilité de Palm associée a P

(P)n La loi de N sous P

N processus ponctuel, mesure aléatoire

UN la mesure intensité associée a N

IN I'intensité associée a N, I'intensité du flot d’arrivée

oN la mesure spectrale associée a N

M, (R) I'ensemble des mesures positives sur R de Radon

M,(R) I'ensemble des mesures ponctuelles sur R de Radon

Ck(E) I’ensemble des fonctions sur E continues a support compact

CP(E x F) I’ensemble des fonctions continues bornées a support compact
par rapport a la premiere composante

A la mesure de Lebesgue
Iopérateur shift

0, transformation mesurable sur (2, .o7)

m(f) = [ f(z)m(dx)

m mesure

L % I la suite (m,,), converge vaguement vers m

fin % 1 la suite (m,,), converge étroitement vers m

vague—étroite , .
oy, ————— 1 (my,), converge vaguement-étroitement vers m

n—--400

T translation sur R
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