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Résumé

Equations différentielles du troisiéme ordre
de classe de Painlevé

Une classification des équations différentielles dans le champ complexe, dont les inté-

grales générales sont des fonctions monovalentes, de troisieme ordre de la forme

y"'=Ry" ¥, y, ),
ou le second membre est un polynome en y”, y'et y, a été faite par Chazy en 1911 et
complétée par Cosgrove en 2000. Dans cette thése on étudie deux classes d’équations du
troisiéme ordre dont le second membre est une fonction rationnelle. On établit un ensemble
de conditions nécessaires dont certaines sont suffisantes sur les coefficients des équations
différentielles considérées, pour que leurs intégrales générales soient des fonctions mono-
valentes. A partir des conditions nécessaires obtenues on déduit les listes de toutes les
équations de types considérés qui peuvent admettre des intégrales générales uniformes. Les
conditions suffisantes nous ont permis de compléter ’étude de certaines équations figurant
dans les listes obtenues afin d’établir un ensemble d’équations dont les intégrales générales
sont uniformes. Parmi les équations établies dans cette thése certaines ont été trouvées par

différents auteurs en utilisant d’autres méthodes, alors que d’autres sont nouvelles.

Mots-clés: équations différentielles dans le champ complexe, fonctions monovalentes,
intégrale uniforme, singularités mobiles, points critiques fixes, équation de Painlevé, pro-

priété de Painlevé, test de Painlevé, indices de Fuchs.
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Abstract

Third order differential equations of
Painleve class

Abstract

A classification of differential equations in the complex domain, which the general

integrals single-valued functions of the third order of the form

y"'=Ry" ¥, y, ©),
where the second member is a polynom in y”, ¥ and y, was done by Chazy in 1911 and
completed by Cosgrove in 2000. In this thesis we study two classes of third order equations
where the second member is a rational function. We establish a set of necessary conditions
where some of them are sufficient on the considered differential equations coefficients, for
the purpose that their general integrals be single-valued function. From the obtained neces-
sary conditions, we deduce the lists of all equations of the considered types that can admit
uniform general integrals. The sufficient conditions enable us to complete the study of some
equations that are present in the obtained lists in order to establish a set of equations in
which the general integrals are uniform. Between the established equations in this thesis,
some was found by different authors, using an other methods, whereas other equations are

new.

Keywords: Differential equations in the complex domain, single-valued functions, uni-
form integrals, movable singularities, fixed critical points, Painlevé equation, Painlevé prop-

erty, Painlevé test, Fuchs indices.
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Présentation du travail

a recherche des transcendantes uniformes définies par les équations différentielles al-
L gébriques est un probléme qui s’est posé en fait depuis les travaux d’Abel et de Jacobi
sur I’équation

= (=) (=),

qui sont a l'origine de la théorie des fonctions elliptiques et (par extension) celle des fonctions
uniformes.

Il s’agissait moins de trouver de nouvelles transcendantes que de découvrir des celles
permettant d’intégrer les équations différentielles.

Le probléme énoncé en 1900 par Paul Painlevél!) est le suivant:

“ Déterminer toutes les équations différentielles algébriques du premier ordre, puis du
second ordre, puis troisiéme ordre etc., dont l'intégrale générale est uniforme 7.

L’intégration des équations différentielles & une ou plusieurs variables est un probléme
trés important en analyse; sa solution peut étre regardée comme la voie la plus naturelle
pour la définition des fonctions. De ce point de vue, les équations différentielles ordinaires,
qu’il faut d’abord étudier, sont celles dont l'intégrale générale est uniforme, ou dont les
points critiques sont indépendants des constantes d’intégrations; en d’autres termes, ce sont
les équations telles que le domaine d’uniformité de leurs intégrales peut étre fixé a priori.

La théorie des équations différentielles a points critiques fixes a fait ’objet de nombreux
travaux, dont les principaux sont dus a Briot et Bouquet [1855], Lazarus Fuchs [1884] et
H. Poincaré [1885] pour le premier ordre et & E. Picard [1880 — 1895], P. Painlevé et B.
Gambier [1893 — 1906] pour le second ordre.

7 capable de vérifier

Painlevé a mis au point un “ test ” connu sous le nom“ Alpha
la propriété de Painlevé pour une classe étendue d’équations différentielles sans avoir a

résoudre celles-ci préalablement. Bien qu’extrémement lourd a mettre en oeuvre (rappelons

(U'Paul Painlevé né a Paris le 5 décembre 1863 et mort a Paris le 29 octobre 1933, est un mathématicien

et homme politique francais.



Présentation du travail

qu’a I’époque, les logiciels de calcul formel n’existaient pas !), Painlevé 1’a pourtant utilisé
avec succeés pour démarrer un programme systématique de recherche des équations qui sont
de type de Painlevé.

i. Ce programme part, dans un premier temps, a la recherche des équations d’ordre un
qui définissent des solutions ne pouvant s’exprimer en termes de fonctions élémentaires. On
ne trouve qu’une seule famille non élémentaire, celle des fonctions elliptiques dont 1’équation

différentielle qui les définit, d’ordre un et de degré 2, se rameéne a la forme de Weierstrass:
dy
—92Y — §3

y? =4y — gy — g3 = ﬂfz/
VY

Il est & remarquer que les équations qui font intervenir un polynéme de degré supérieur
a 3 n’introduisent pas de fonctions fondamentalement nouvelles. A lordre 4, l'intégrale
demeure elliptique et aux ordres supérieurs, elle devient hyperelliptique (ou abélienne) mais
les fonctions abéliennes peuvent s’écrire comme quotients de polynémes homogeénes en la
fonction théta de Riemann, pour laquelle des algorithmes de calcul efficient sont connus.

ii. Le programme de Painlevé se poursuit a 'ordre deux, cherchant les équations dont
les solutions ne peuvent s’exprimer ni en termes de fonctions élémentaires ni en terme
des fonctions trouvées & la premiére étape et ainsi de suite, aux ordres successivement
croissants. Etant donné que ce programme représente une tache infinie, I’école de Painlevé
a abordé le probléme en se limitant aux équations différentielles d’une classe donnée (par
exemple, polynomiale en la variable dépendante et ses dérivées et analytique en la variable
indépendante, P(y("), Ly Yy, x)

A Tordre deux et degré un, six équations ont été trouvées dont les solutions ne sont
exprimables ni en termes de fonctions élémentaires ni en termes de fonctions elliptiques. Elles
définissent donc bien de nouvelles fonctions que 'on nomme transcendantes de Painlevé.

Plus précisément, P. Painlevé et B. Gambier ont obtenu toutes les équations de la forme

Y =R, vy, x),

ou le membre de droite est rationnel en ' et y et analytique en x, a points critiques fixes,

s 1 .. , . s . , ,
c’est-a-dire qui satisfont ce qu’on appelle maintenant la propriété de Painlevé. Ils ont montré
que la solution générale de ces équations est univoque (uniforme) au voisinage de chacune
de ses singularités «mobiles». Ils ont mis en évidence cinquante classes de telles équations,
et siz d’entre elles se sont avérées irréductibles: leurs solutions générales ne peuvent étre
exprimée en termes de fonctions connues, comme les fonctions elliptiques, ou en termes de

solutions d’équations linéaires.
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Cent ans plus tard, les équations de Painlevé sont redevenues un objet majeur de
recherches, tant en mathématiques qu’en physique, dans des domaines aussi variés que
les variétés de Frobenius, théorie des champs, groupes quantiques, matrices aléatoires, feuil-
letages, la théorie de Galois, la géométrie symplectique, les solutions solitons, la théorie des
systémes intégrables, les solutions stables, les fonctions spéciales, ’application a la théorie
de l'optique non linéaire et de la propagation des ondes dans les fluides.... Ces problémes
sont en général formulés & I’aide d’équations aux dérivées partielles intégrables et les tran-
scendantes de Painlevé en sont des solutions spéciales.

L’analyse de Painlevé pour les équations différentielles est un outil efficace pour tester la
structure des singularités de celles-ci. Grace au test de Painlevé, on a pu découvrir beaucoup
de concepts intéressants pour analyser les équations différentielles qui vérifient le test.

On peut concevoir que le perfectionnement des logiciels de calcul formel permettra
d’envisager d’aller plus loin dans ce domaine.

Les résultats obtenus par Painlevé dans le cas du second ordre ont ouvert ainsi un do-
maine entiérement nouveau a la recherche: ils permettaient d’aborder I’étude des équations
du troisiéme ordre et d’ordre supérieur dont les intégrales ont leurs points critiques fixes.

Aux ordres supérieurs, seule la classification des équations d’ordre trois et de degré un
a été étudiée par Chazy!!. Ainsi, au tournant du siécle, 'immense majorité des équations
différentielles restaient inexplorées.

Le sujet de la thése concerne 1’étude de certaines équations différentielles dans le champ
complexe. Nous nous intéressons plus particuliérement aux équations différentielles du

troisiéme ordre de la forme:

"

v'=RY", ¥, y, v) (E1)

ou R désigne une fraction rationnelle en 3”1y et y, a coefficients analytiques en z. Ces
équations ont été étudiées pour la premiére fois par Painlevé. Il a montré que ’équation

(E1 ) peut étre a points critiques fixes uniquement si:
1. R est un polynome, du second degré au plus, en y”, soit:
y'=R=AW,y, 0)y*+ By, y, )y +C, y, 2), (E2)

ou les fonctions A, B et C sont des fractions rationnelles en 3, dont les coefficients

sont algébriques en y et analytiques en x.

(1) Jean Chazy (né a Villefranche-sur-Saone le 15 aott 1882 - mort a Paris le9 mars 1955) est un mathé-

maticien frangais spécialisé dans ’étude du mouvement des corps célestes.
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2. A coincide avec une des onze expressions suivantes:

- 1( Lo, > Lo, 1 Lo,
Y ta 2\ e Y ta) yta 2 +a) 2y +a)  3(Y+a2)

9 . 3 1 . 5 2( Lo, >
3 +a) 4y +a) 20 +a) 6(y+a) 3\y+a yYHa)’

2+53(1+1)1(1+1+1)
3(y+a1) 6y +a) 4\yY+a yY+a) 2\yY+ta yY+ta yta)’

(a1, az, as sont des fonctions de y et x, et 1 est un entier différent de +1 ).

3. Bet C, considérés comme fonctions de ¢/, n’ont d’autres poles, ¥’ = g(y, ), que ceux

de A, et ces poles sont tous simples.

4. Posons: A = %, B = % et C' = %, ou D, @, R, S désignent des polynomes en 7/
premiers entre eux. Les degrés de R et de S en y surpassent le degré de D : le premier

d’une unité, le second de trois unités au plus.

Ces théorémes limitent le degré des fractions rationnelles A, B, C en y’. Les degrés
respectifs de D, @), R, S en ¢y sont au plus égaux & 3, 2, 4 et 6 ( voir [56, 1900]). Toutes
les équations que nous étudions & points critiques fixes rentrent dans un de ces types.

Lorsque ’équation (E1 ) est polynomiale, le probléme a été complétement résolu par
Cosgrove [22, 2000]. Dans le cas des équations (E2 ), le probléme posé est beaucoup plus
compliqué. Nous examineront quelques cas particuliers de ce probléme. D’une maniére
précise, nous supposerons que les équations complétes correspondantes aux équations du

type (E2 ) que nous étudions, sont de la forme:

yv'=BW, y, v)y" +C, vy, x) (E3)

ou bien )

y" = y,T;’ly”Z +B(, y, 2)y" +CY, y, 2), (E4)
avec a; = ay? ol « est constant. On se propose de trouver des conditions nécessaires ou
suffisantes sur les coefficients pour que I'intégrale générale soit & points critiques fixes. Ceci
nous permet de prouver qu’il existe des équations du type (E1 ) dont l'intégrale générale
est & points critiques fixes ( U'intégrale générale est une fonction monovalente).

Le probléme ainsi posé comprend comme cas particulier, celui que J. Chazy [13], puis

R. Granier [27, 1912] ont résolu ( équation simplifice™) de (E1) ).

(1) ¢rest-a-dire I’équation obtenue en y remplagant = par xo+ex , € désignant un parameétre arbitraire, et en faisant

tendre ¢ vers zéro. La considération des équations simplifiées permet de classer les équations & points critiques fixes.

4
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Pendant les quarante derniéres années des résultats importants ont été obtenus dans
I'étude des équations du type (E1 ) (Bureau [1964, 1972]; Lukashevich [1982]; Martynov
[1982] et Cosgrove [1997, 2000, 2001]) voir par exemple dans [22, la bibliographie de cet
article est trés compléte sur le sujet traité].

L’objet de ce travail est de reprendre systématiquement I’étude des équations (E3 ) et
(E4 ). Nous obtenons ainsi les résultats de H. Exton dans [24, 1973], I. P. Martynov en 1985
dans [48, 49], Kozulin et Lukashevitch dans [39, 1988], U. Mugan et F. Jrard en 2004 dans
[54], ainsi que certains résultats nouveaux.

Ce travail est réparti sur cinq chapitres.

Avant d’entamer ces chapitres une bréve introduction sur les équations différentielles
dans le champ complexe en particulier I’analyse de Painlevé, a été introduite.

Dans le Chapitre 1 on rappelle des notions nécessaires & la compréhension des chapitres
4 et 5, en explicitant en détail la propriété de Painlevé. Le chapitre 2 est consacré aux
différents résultats concernant les équations différentielles a points critiques fixes. Dans le
chapitre 3 sont exposées les différentes méthodes de stabilité (absence de points critiques
mobiles) qui sont utilisées dans la suite.

On démontre au Chapitre 4 que, pour étre stable!”) (a points critiques fixes), toute équa-
tion différentielle du type (E3 ) doit étre réductible & I'une des 14 formes canoniques écrites
dans la section 2. On prouve que ces équations se raménent & des équations linéaires ou & des
équations d’ordres inférieurs dont les solutions sont connues. Certaines équations complétes
obtenues dans la section 3 sont stables alors que d’autres sont & étudier ultérieurement.

Au Chapitre 5, on se propose de trouver des conditions nécessaires sur les coefficients de
I'équation (E4 ) pour que les singularités mobiles soient des poles. Pour établir ce résultat
on choisit le test dit & Painlevé en s’inspirant de [1, 2] et [20], et on propose de continuer
I’étude de certaines équations obtenues. Ces derniéres équations ont été choisies parmi celles
qui nous paraissaient les plus simples de maniere a obtenir des résultats précis et complets.

Le mémoire de la thése se termine par une annexe de quatre parties. Dans la premiére
partie sont donnés des résultats sur ’équation (E3 ) ainsi qu'une motivation de son étude.
Les trois derniéres parties sont respectivement consacrées aux définitions et propriétés de

I’équation de Riccati, des fonctions elliptiques et de la premiére équation de Painlevé.

(1) Une équation différentielle stable est une équation dont la solution générale est une fonction monovalente.

5
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1.1. Equations différentielles dans le champ complexe

Comme il est précisé dans le titre, dans ce chapitre on introduit des objets qui seront
utilisés par la suite, le but est donc d’introduire quelques définitions et certains théorémes
relatifs a la théorie des équations différentielles dans le champ complexe, en se bornant, pour

plus de précision, aux équations différentielles & points critiques fixes.

1.1 Equations différentielles dans le champ complexe

L’étude des équations différentielles algébriques a été assez développée au début du
vingtiéme siécle par des mathématiciens comme Fuchs!) | Poincaré, Malmquist, Painlevé et
d’autres: voir par exemple [32, 35], ot on clarifie certains des travaux classiques et on fait
un premier exposé assez complet sur le sujet.

La résolution des équations différentielles avait montré que les solutions dépendaient des
constantes d’intégration et des conditions du probléme (conditions de Cauchy par exemple).
Une solution peut étre définie dans un certain intervalle et cet intervalle d’existence dépend
en général du probléme posé. On se demande donc s’il existe des cas ou les solutions
admettent des points singuliers fizes, c’est-a-dire indépendants des conditions du probléme
en question.

La théorie des équations différentielles complexes est vaste; méme la partie de la théorie
qui concerne les équations linéaires est d’une grande richesse; plusieurs problémes fonda-
mentaux relatifs aux équations linéaires avec singularités isolées restent non résolus.

L’étude des équations différentielles non linéaires est bien moins simple. La raison es-
sentielle est que dans le cas non linéaire, les solutions, outre qu’elles héritent éventuellement
des singularités de I’équation mere, peuvent en présenter de nouvelles que, pour cette raison,

certains auteurs appellent “ singularités spontanées ”.

“ singularités mobiles ” pour cette autre raison que leur localisation

On les nomme aussi
dépend habituellement des conditions initiales.

Comme il a été dit, la premiere difficulté qui se présente dans I’étude des solutions des
équations différentielles est la présence des singularités mobiles (mobile signifie : qui dépend
des conditions initiales). Cette difficulté n’existe pas dans le cas des équations linéaires, aussi
leur étude a-t-elle été développée la premiére. En outre, ces équations se rencontrent dans

de nombreuses applications voir par exemple [17, 37, 64].

(I Lazarus Immanuel Fuchs, allemand, 1833-1902. Eleve de Weierstrass, ses travaux portant sur étude de

solutions singulieres (fonctions fuchsiennes) d’équations linéaires.



1.2. Singularités

1.2 Singularités

Ce sont les singularités de I'intégrale qui compliquent si profondément ’étude des équa-

tions différentielles et arrétent la convergence des développements.

1.2.1 Singularités des fonctions a variable complexe.

La pathologie des équations différentielles est liée au nombre, au type et a la disposition
des singularités de leurs solutions dans le plan complexe.
Etant donnée une fonction d’une variable complexe =, on répartit les points du plan,

(Re(x), Im(z)), en deux catégories, les points singuliers et les autres (non singuliers).

gfiniti 1. oint est dit si 1e ur une ction si celle-ci n’y est pas univo-
Définition 1.1. Un t est dit singulier pour une fonction si celle-ci n’y est pas un
quement déterminée soit qu’elle y est infinie soit qu’elle est multivaluée en son voisinage
immédiat.

Précisons l'orsqu’on parcourt un circuit fermé quelconque entourant aussi étroitement

que 'on veut un point du plan complexe, deux cas sont possibles.

i. Soit la fonction reprend systématiquement sa valeur de départ et on dit qu’elle est

monovaluée.
ii. Soit elle subit une discontinuité qui I’en empéche et on dit qu’elle est multivaluée.

Dans le cas multivalué, on distingue encore celui ou la fonction revient a sa valeur de
départ aprés un nombre fixe de tours (multivaluation finie) et le cas ou cela ne se produit
jamais (multivaluation infinie).

Un point xy est singulier de branchement pour une fonction y (z), si la fonction est
multivaluée au voisinage de ce point. On distingue habituellement:

ii.a. les points de branchements rationnels (d’ordre s) au voisinage desquels la fonction

reste développable en série de Puiseux,
—+o00

1 i/s
y(x):—n/szci(fﬂ—fco)/ ;

(7 — o) i=0

(s entier positif, n entier). La fonction est s fois multivaluée.

Exemple 1. La fonction y(x) = Jx est trivaluée et o chaque valuation correspond une

valeur de Uentier k (modulo 3) dans la formule

Vo = (pexp (i (0 + 2km)))""* = (pexp (i0))"/* (pexp (i2km))"*.



1.2. Singularités

ii.b. les points de branchements irrationnels (voire complexes) et logarithmiques.

Exemple 2. Les fonctions y(z) = xV2 d'une part, et y(z) = Inz ou y(z) = arctg (x)
d’autre part. Dans le cas d’un point de branchement irrationnel ou logarithmique, la fonction
ne revient jamais & sa valeur de départ quel que soit le nombre de tours que l'on effectue
autour du point de branchement: elle est infiniment multivaluée. Par exemple, si on parcourt
un cercle de rayon p, centré sur lorigine, la partie imaginaire de la fonction logarithme

augmente de 2w a chaque tour:
Inz =1In(pexp (i (0 + 2km))) = In (pexp (i0)) + 2kmi.

Remarque 1.1. Le nom de points de branchement ( ou points critiques ) est réservé ez-
clusivement aux points singuliers (isolés ou non) autour desquels deux branches au moins

de y (z) se permutent.

Définition 1.2. Un point critique algébrique ot la fonction prend une valeur finie sera
appelé point critique régulier, tandis qu’un point critique ot la fonction devient infinie sera

appelé pole critique.

1.2.2 Singularités des équations différentielles ordinaires et de

leurs solutions

Peut-on, en toute généralité, prévoir les singularités des solutions d’une équation dif-
férentielle ordinaire rien qu’en lisant celle-ci? La réponse a cette question est positive si
I’équation est linéaire et négative si elle ne ’est pas. Bien qu’elles entretiennent des rapports
étroits, on se gardera de confondre les singularités qui affectent les équations différentielles

et leurs solutions.

i. Singularités des équations

Un point est dit singulier pour une équation différentielle d’ordre n, s’il est point sin-
gulier d'une de ses solutions. Dans le cas ou ’équation en question est linéaire ses points

singuliers sont les points singuliers de ses coefficients.

Exemple 3. L’équation

x - 1
@2+’ 2@+’

x(:t2—|—1)y’"—|—x2y'—y:0 y///+ :0,

est singuliére en x = 0, et en x = =+i.



1.2. Singularités

ii. Singularités des solutions

Tout systéme différentiel d’ordre n posséde une solution générale, a savoir une famille de
fonctions dépendant de n parameétres constants reliés aux conditions initiales. Si le systéme
est non linéaire, il se peut qu’il possede, en plus, des solutions singuliéres dépendant de
moins de n parameétres, éventuellement zéro. Les points du plan complexe ot la solution
générale n’est pas univoquement définie sont ses singularités. De méme pour la solution

singuliére.

1.2.3 Points critiques fixes et points critiques mobiles

Quand on approfondit les conditions nécessaires pour qu’une équation ait son intégrale
uniforme, on se trouve amené par la nature méme du probléme & le décomposer en deux
problémes successifs, et cela de la maniére suivante: étant donnée une équation différentielle,
les points critiques d’une de ses intégrales sont les uns fixes (indépendants de l'intégrale
considérée), les autres (variables avec l'intégrale considérée).

Alors une solution y () a, en général, des singularités de deux types:
i. mobiles, c’est-a-dire qui dépendent de la solution choisie, donc des conditions initiales.

ii. fizes, qui ne dépendent pas des conditions initiales et qui sont en général des singu-
larités pour presque toutes les solutions. Ces singularités peuvent se déterminer sur

I'équation (équation linéaire).

Remarque 1.2. Si un point singulier d’une solution ne coincide pas avec un des points

singuliers fizes, il est appelé mobile car sa position dépend de la solution.

Exemple 4. Rappelons quelques équations simples, déja étudiées, en insistant sur le carac-
tére mobile de leurs singularités spontanées:

Yo
1—(x—x0)yo

y=y ety(zo) =y = y=
Solution monovaluée présentant un péle mobile.

_ Yo
\/1—2(55—%)?/(2)'

Solution multivaluée présentant un point de branchement rationnel mobile d’ordre 2.

v =y>ety(z) =y =y

y' =exp(y) ety(zo) =yo = y=1yo—In(l—(z—z0)exp(y)).
Solution multivaluée présentant un point de branchement logarithmique mobile.

10



1.2. Singularités

Voici encore certains exemples que donne Painlevé dans sa premiére Lecon de Stockholm

qui ont respectivement pour solution

B 1
Ck+lnx

1

y ,y:kexp<—>,y:sin(k+lnx).
T

Le point z = 0 (quelque soit & ) est un point singulier transcendant pour chaque solution.
C’est un point singulier fixe, critique transcendant de la premiére intégrale, essentiel de la
seconde, un point a la fois essentiel et critique transcendant de la troisiéme. Les singularités
mobiles sont au plus des poles.

Si on dérive chacune de ces équations, et si on élimine x entre les deux équations, nous

obtenons:

y* o1 oy VoY w? _y”

y/2 _ y/ 1— y2 \/1_7y27

dont les solutions sont

1 1 .
— Tt — k) y = kier=k2 y=sin(ky +In(z — ko)),

Y

et on voit apparaitre des points singuliers transcendants mobile, ot %y et k5 représentant les
deux constantes d’intégration.

Les équations du troisiéme ordre offrent la singularité plus curieux encore de coupures
essentielles variables avec les constantes d’intégration. Un exemple remarquable en est fourni

par ’équation du troisieme ordre que vérifie la fonction modulaire (voir [57] )

y" 3y B 1 41 41 1

L2l - - 4= -
y? o 2yt 20y —17% 9y* T2y(y-—1)

ar+b
cx+d

équation dont l'intégrale générale est y = gp( ), @ repésentant la fonction modulaire.
Cette intégrale est une fonction uniforme de x, qui (pour des valeurs quelconques des con-
stantes a, b, ¢, d ) admet une ligne singuliére.

On est conduit ainsi a généraliser le probleme primitif, et & introduire, comme équations
intermédiaires, les équations dont 'intégrale a ses points critiques fixes; nous donnerons a
ces équations, le nom d’équations différentielles & points critiques fixes.

Cette classe d’équations constitue une extension des équations linéaires, dont une pro-

priété fondamentale est précisément d’avoir toutes leurs singularités fixes.

11



1.3. La propriété “ de Painlevé ”

Définition 1.3. Les points critiques sont dits mobiles ou fixes suivant qu’ils varient ou non

avec les constantes d’intégration.

Définition 1.4. On dit qu’une équation différentielle a des points de branchement (respec-
tivement des singularités essentielles) mobiles si ses solutions ont des points de branche-
ment (respectivement des singularités essentielles) dont la position dépend des constantes

d’intégration.

1.3 La propriété “ de Painlevé ”’

On dit qu'une équation différentielle a “ la propriété de Painlevé ” lorsque les seules
singularités mobiles de ses solutions sont des poles ( ¢’est-a-dire elle n’a ni point de branche-
ment mobile, ni singularité essentielle mobile ). C’est une petite extension de la propriété
utilisée par Kowalevski [37], la différence avec la propriété demandé par Painlevé [58], ce
qu’elle a cherché, ce sont les ol le mouvement du solide est défini par des fonctions méro-
morphes de t qui possédent effectivement des pdles. Son procédé laisse échapper les cas ol
ces fonctions seraient uniformes sans avoir de poles, soit qu’elles fussent holomorphes, soit
que leurs singularités fussent transcendantes.

La propriété de Painlevé s’énonce de la facon suivante:

Définition 1.5. Par définition, une équation différentielle posséde la propriété de Painlevé
st sa solution générale est monovaluée dans un domaine du plan complexe ou si elle peut
y étre rendue monovaluée par un systéme de coupures dans le plan complexe. Il revient au

méme de poser que sa solution générale ne posséde aucun point de branchement mobile.

Définition 1.6. Les solutions d’une équation différentielle qui vérifie la propriété de Painlevé,

n’ont de points critiques qu’en les singularités fixes de ’équation.

Autrement dit, les soltutions d’une telle équation différentielle, n’admettent que des

poles ou des singularités essentielles en ses singularités non fixes.

12



1.4. Transformation de Mdbius

1.4 Transformation de Mobius
On définit la transformation suivante:

Définition 1.7. On appelle transformation de Mébius en y, une transformation de type

A(fJE)WrM(%’))
Y(x)y+6(z))’

(2. 0) — (X =plo), Y (0) =
avec A\, [, v, 0 et @ des fonctions analytiques telles que: Ao — u~y # 0.

Deux équations différentielles liées par une transformation de Mobius sont considérées

comme équivalentes du point de vue de ’analyse de Painlevé.
Proposition 1.1. [18] La propriété de Painlevé est invariante par transformation de Mébius.

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons des transformations de M&bius d’'un type
particulier qu’on notera 7" (A, ¢, i) qui non seulement n’altérent pas la propriété de Painlevé,

mais également la forme de 1’équation différentielle.

13
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2.1. Equations différentielles linéaires

La plus part des résultats dont on aura besoin par la suite sont introduits dans ce
chapitre. En effet nous rappelons dans ce chapitre des résultats sur les équations différen-
tielles & points critiques fixes, sans en donner les démonstrations; les références que nous

utilisons sont les ouvrages [18, 29, 32, 35].

2.1 Equations différentielles linéaires

Soit 1
d™y "y dy =
%4—]71 (x) T 1 + .o+ P (x)%‘f‘Pn ($>?J—Oa

une équation linéaire homogeéne d’ordre n et soit g un point du plan complexe au voisinage

duquel les coefficients py (x) sont holomorphes. On suppose que pour z = xg, y () ainsi que
ses n — 1 dérivés vérifient des conditions initialements données; alors I’équation précédente
admet une unique solution y (z). Cette solution s’exprime en série de puissance de x — g
qui converge dans un disque de centre x( et dont le bord contient des points singuliers des
coefficients pi. Autrement dit les singularités ne peuvent étre autre que les singularités des

coefficients de 1’équation, et par conséquent elle n’admet aucun point critique mobile.
Remarque 2.1. Les équations différentielles linéaires n’admettent que des singularité fixes.

Exemple 5. Pour l’équation de Bessel

iz ]‘/ V2
y+-y+|1l-—5]v=0,
T T

x =0 et x = o0 sont des points singuliers fixes; tout les autres sont ordinaires.

Théoréme 2.1. [12] Les systémes linéaires sont stables (i.e. le systéme est stable si toutes

ses solutions sont stablesV). Il est instable dans le cas contraire ).

(U La composante y; (z) de la solution est stable si tous ses points critiques isolés (i.e. ils ne peuvent former
ni une ligne continue, ni un ensemble parfait discontinu) éventuels sont fizes. Elle est instable si elle n’est
pas stable. La solution y (z) est stable si toutes ses composantes sont stables. Elle est instable dans le cas

contraire.
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2.2. Equations différentielles du premier ordre

2.2 Equations différentielles du premier ordre

Soit I’équation différentielle de la forme

F(y, y) =0,

si 'on admet que F' est polynomiale et que sa solution générale est uniforme, alors

1. (Hermite) le genre de la courbe algébrique F' = 0 est zéro ou un.

2. (Briot et Bouquet) elle est de la forme:

m 2m—2

F/, ) =Y aju’y* =0, agm =1,

k=0 j=0
oll m est un entier positif et les a;; sont des constantes,
3. (Briot et Bouquet) la solution est, dans le cas du genre zéro, une fraction rationnelle

de €* ou de x ( a désignant une constante); et dans le cas du genre un, une fonction

elliptique.

Remarque 2.2. Dans les deux cas, il existe un algorithme, implanté en Maple par Mark

van Hoeij [46], qui donne expression explicite de la solution.

4. Dans ses Lecons de Stockholm Painlevé a montré les résultats suivants: on suppose

que pour tout x fixé, la courbe algébrique
R, y, ) =0, (2.2.1)
est irréductible de genre p et de degré m en /.

4.i. Si p > 1, 'équation R (v, y, =) = 0 s’intégre algébriquement au sens suivant: il

n’existe qu’un nombre fini de transformations birationnelles entre les courbes

R, y, ) =0, (a)

(2.2.2)
R(y(lb Yo, 1’0) =0, (b)

ou T et xy fixes.
Une quelconque de ces transformations donne 'intégrale générale de ’équation. On ob-
tient d’autres intégrales en composant cette transformation avec une quelconque des trans-

formations birationnelles en nombre fini de la courbe (2.2.2.0 ) .

16



2.3. Transcendantes de Painlevé

4.ii. Sip =1, 'équation R (', y, =) = 0 se rameéne algébriquement a

(&) =0 a-ww),

qui est I’équation vérifiée par les fonctions elliptiques.
4.iii. Si p = 0, I’équation R (¥, y, ) = 0 se raméne algébriquement a 1’équation de
Riccati
dy

%ZP(JJ)Z/ZJrQ(m)erR(ﬂJ)-

2.3 Transcendantes de Painlevé

Les transcendantes de Painlevé ont été introduites au début du vingtieme siecle, pour
résoudre une certaine classe d’équations différentielles ordinaires non linéaires du second

ordre.

2.3.1 Equations différentielles du deuxiéme ordre

Soit I’équation de second ordre de la forme:

Y =R, v, x), (2.3.1)

ou R (¥, y, x) est une fonction rationnelle de y et 3’ dont les coefficients sont des fonctions
anaytiques en x.

Les équations de la forme (2.3.1 ) dont I'intégrale générale est a points critiques fixes ont
été déterminées par P. Painlevé et B. Gambier; elles s’intégrent soit a I'aide des fonctions
algébriques, soit & I'aide des fonctions définies par des équations différentielles linéaires, soit
a l'aide des fonctions elliptiques ou enfin a ’aide des fonctions essentiellement nouvelles, non
réductibles aux fonctions déja introduites par les équations (2.2.1 ) du premier ordre dont
I'intégrale générale est & points critiques fixes. Ces fonctions nouvelles sont définies par six
équations canonignes.

Painlevé établit d’abord que I’équation (2.3.1 ) est de la forme
y'=A(y. 2)y*+ By, 2)y' +Cy, x). (2.3.2)

L’équation (2.3.2 ) doit avoir son intégrale générale uniforme: ce qui détermine aussitot

toutes les expressions possibles de la fraction rationnelle A en y.
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2.3. Transcendantes de Painlevé

A (y, x) doit coincider avec une des neuf expressions

0 a N c (1+ )+C<1_%) 1( a N c )+ e
Tay+b  cy+d ay+b cy+d "2\ ay+b cy+d ey+ f’
a g( e ) 1 a +§< c_,_¢ >
b 3 ay+b cy+d ey+f) 2ay+b *\cy+d ey+f)’
? a + +1 e 1( « ¢ e . 9 )
6ay+0b 3cy+d 2ey+ f 2 \ay+b cy+d ey+f gy+h)’
ou a, b,..., h désignent des fonctions de = qui peuvent étre identiquement nulles ou se

réduire & des constantes, n désigne un entier positif supérieur a un.

Chaque forme de I’équation réduite introduit une classe d’équations & points critiques
fixes; il v a ainsi 50 classes d’équations?), et siz d’entre elles se sont avérées irréductibles:
leurs solutions générales ne peuvent étre exprimées en termes de fonctions connues, comme

par exemple les fonctions elliptiques, ou en termes de solutions d’équations linéaires [35].

Remarque 2.3. La question de l'irréductibilité d’une équation différentielle o été étudiée de
maniére approfondie par P. Painlevé depuis les Legcons de Stokholm. FEn 1904, P. Painlevé
écrit ceci: “ D’une maniére générale, une équation différentielle irréductible devra étre re-
gardée comme intégrée si, par un procédé quelconque d’approrimation indéfinie (série, frac-
tion continue, intégrale définie, etc.) on arrive & représenter l'intégrale générale dans tout
son domaine d’ezistence (réel ou complexe), avec une erreur aussi petite qu’on veut et dont
on saura donner une limite, la représentation mettant en évidence les propriétés fondamen-
tales de l'intégrale, permettant de tenir compte des conditions initiales, etc.”. (une équation
d’ordre n est dite réductible st on peut exprimer une solution rationnellement aprés avoir
résolu successivement des équations différentielles linéaires, abéliennes ( dont les solutions

sont des fonctions abéliennes) ou d’ordre strictement plus petit que n).

Remarque 2.4. L’irréductibilité au sens de Painlevé est plus restreinte que celle qui a été
énoncée par J. Drach.
Chez Painlevé, la variable indépendante est donnée.

Dans la théorie de Galois, ou dans la théorie développée par Drach, les deux équations

(%) = (=) (=K et (Z_y) =

ne sont pas considérées comme distinctes, alors que chez Painlevé elles le sont. Donc chez

Painlevé, on ne s’autorise pas a échanger le réle de la fonction et de la variable.

Le résultat essentiel des recherches de Painlevé est le suivant:

(1) La détermination compléte de ces équations se trouve dans [27,35].
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2.3. Transcendantes de Painlevé

2.3.2 Les six transcendantes de Painlevé - Gambier

La premiere transcendante de Painlevé est solution de 1’équation
Py (Painlevé) : y" = 6y* + x.

La deuxiéme transcendante de Painlevé est solution de I’équation (« est une constante
complexe)

Prr (Painlevé) : 9" = 2° + xy +a; o € C.

La troisieme transcendante de Painlevé est solution de ’équation (a, 3,7,d sont des

constantes complexes 36 # 0)

, 1 1 1 )
Pryp (Painlevé) - y" = =y — =y + = (ay® + B) +v° + —.
Y T T Y

La quatriéme transcendante de Painlevé est solution de I’équation (a, 8 sont des con-

stantes complexes)

. 1 3
Pry (Painlevé) : y" = @ya + §y3 +day? +2 (2% —a)y + g

La cinquiéme transcendante de Painlevé est solution de I’équation (a, 3,7, sont des

constantes complexes 36 # 0)
1 1 1 —1)° 1
Py (Gambier) :y" = — + —— y’z——y’—l—M ay—l—é +2y+5y U
2y y—1 x x? Y x y—1
La sixiéme transcendante de Painlevé™) est solution de 1'équation (o, 3,7, sont des
constantes complexes)

1 /1 1 1 1 1 1
PVI (R F’U,ChS) : y”:— -+ — + y’2— — + + y’
2\y y—-1 y—=x r -1 y—=x

y(y—1)(y— =) v (r—1) 596(1‘—1)}
2% (x — 1)° y-1°  (y—=)

Remarque 2.5. Depuis larticle [26] de B. Gambier, cette équation est connue comme

xr
{044-5—24-
Y

l’équation VI de Painlevé, dont les cing autres équations de Painlevé peuvent se déduire.

Ces équations sont & points critiques fixes et les seules singularités mobiles sont des poles.

(1) Rappelons a ce sujet que Péquation Py a été retrouvée par Richard Fuchs (1873-1945) dans l'étude
des équations linéaires du second ordre dont le groupe est indépendant d’un parameétre: ce qui constitue

une propriété des équations de Painlevé.
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2.3. Transcendantes de Painlevé

Les singularités fixes sont:
PIZ 0, P]]I oo, P[[[Z 0, o0, Pjvl o0, Pvi 0, oo, PVI: 0, 1, 0.

Rappelons encore que d’apres Painlevé.

i. Les intégrales de I’équation P; ne sont pas réductibles aux transcendantes classiques
et définissent des transcendantes essentiellement nouvelles;

ii. Il en est de méme des intégrales des équations P;; a Py sauf éventuellement pour
des valeurs particuliéres des constantes «, 3, v, 0;

iii. Les équations P; a Py sont des dégénérescences — ou mieux, des confluentes — de

I’équation Py ; suivant le schéma

Pry
/! N\
Py — Py P — P

N\ /
Prir

Les équations P;, Pj;, Py sont & intégrales uniformes.

Remarque 2.6. [260] toutes les équations de Painlevé s’obtiennent o partir de [’équation

Py par confluence de la maniére suivante: Faisons dans Py

d’ou on obtient ’équation

1 1 1 (Y —1) B v Y +1
Vet —)v?— v+ (v + 2 )+ Ly ey (oo
(2Y+Y—1) X TTx (O‘ Ty ) PV y=) et

qui a ses points critiques fixes en méme temps que Py pour toute valeur non nulle donnée
a €, et par suite pour € = 0: or elle réduit a Py pour e = 0. L’application du méme principe
donne en faisant dans Py
1 3 2
7:—5:4—56, =55 5:2_56(“4515)’ r=1+¢eX, y=1+2¢eY,
la dégénérescence

Y"=2Y3+ XY + 3, ou Pp.

Ces équations définissent en utilisant les termes de Painlevé des " transcendantes essen-

/)

tiellement nouvelles " c’est -a- dire irréductibles aux transcendantes classiques.
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2.4. Equations différentielles d’ordre quelconque

Théoréme 2.2. [61] (Trois fameuses équations différentielles)

y=P@)y+Q@)y+R(), (a)

y?=(1-y*) (1= k), (b)

y" = 6y* + . (c)
ot P(z), Q(x), R(x) sont des fonctions holomorphes dans le plan complexe C tout en-
tier. Ces équations différentielles jouissent de la propriété remarquable (mais bien connue)
suivante: les solutions (mazimales) d’une équation différentielle (a), (b) ou (c) sont des
fonctions méromorphes dans le plan complexe - ces solutions sont donc en particulier des

onctions uniformes- (voir l'annexe).
J

2.4 Equations différentielles d’ordre quelconque

L’étude systématique des équations différentielles non linéaires du troisiéme ordre et
d’ordre supérieur dont l'intégrale générale est a points critiques fixes a été entreprise pour
la premiére fois par Painlevé; elle a été continuée par B. Gambier, J. Chazy et R. Garnier.

Posons

Y =y D) ) () (2.4.1)

et considérons d’abord une équation résolue par rapport a 2", soit
2" :R(z", 2oz ™y Y, x), (2.4.2)

Y 3 " / A : —4 ! /
ol R est rationnel en 2", 2/, algébrique en z, v, ... v, v, vy, x.

Si I’équation (2.4.2 ) a ses points critiques fixes les conditions suivantes sont remplies:

1. R est un polynoéme du second degré au plus en z”; soit donc:

Z/// — Z/IQA (ZI) T Z//B (Z/) + C (ZI)

ou A, B, C étant rationnels en 2; algébriques en z, y™ 4 .. o' o/, y, =
2. A(2') coincide avec une des expressions suivantes:
1-+ 1 1/ 1 1
O’ ) PPN + ,
Z+a Z+a 2\Z+a Z+0b
n entier positif ou < 2 —m, a et b fonctions algébriques de z, y™= ... v ¢, y, z.
1 2
2(2'+a) + 3(z'+b) pour m < 7,
1 3
2(z' +a) + 4(2/+b) pour m <5,
1 5 2 1 1 .
2(2'+a) + 6(z'+b)’ 3 (Z’—l—a, + (z’—i—b)) pour m = 4.
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Chapitre 3

Recherche des conditions nécessaires
pour qu’une équation différentielle ait

ses points critiques fixes
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3.1. Méthode de Painlevé

On va rappeler tout d’abord la procédure de Painlevé. Ensuite on va illustrer la méthode
de Frobenius, puis la méthode de Bureau, et on termine par un exposé sur le test de Painlevé
développé dans [1, 20] (Le livre de R. conte [18] donne une présentation détaillée des autres

méthodes de calcule). Dans la derniére section (4) on donne des exemples illustratifs.

3.1 Meéthode de Painlevé

La recherche des conditions nécessaires s’appuie sur un lemme qui affirme 'uniformité

des coefficients d’'un développement dont la somme est uniforme.

3.1.1 Lemme diu a Poincaré

Il s’énonce comme suit:

Supposons que les seconds membres H et G du systéme

dy dz
-~ _H ~Z QG 1.1
dr (y, 2, o), dr (y, z, @), (3.1.1)

dépendent analytiquement d’un parameétre € et soient holomorphes pour ¢ = 0; si 'intégrale
générale du systéme (3.1.1 ) a ses points critiques fixes ( stable ) quelque soit ¢ (sauf peut-
étre pour ¢ = 0), elle est stable encore pour ¢ = 0 et les développements de y(z), z ()
suivant les puissances de £ ont comme coefficients des fonctions de = & points critiques fixes

( voir, par exemple Painlevé, [56,1900] ).

3.1.2 Double méthode de Painlevé

Painlevé a donné une méthode qui permet d’obtenir des équations différentielles al-
gébriques du second ordre a intégrale uniforme ou & points critiques fixes et il a appliqué
explicitement cette méthode aux équations résolues en " .

Cette méthode se décompose en deux parties distinctes.

1. Une partie qui fournit un certain ensemble de conditions nécessaires pour que I’équation

ait ses points critiques fixes.

L’idée de son ingénieuse méthode est de transformer, au moyen de changements de

variable et d’une fonction dépendant analytiquement d’un parameétre ¢ tels que

$:$0+8n+1X, y :y0+€n+1}/’
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3.2. Méthode de Frobenius

I'équation ¢y’ = R(y', y, x) en une équation de la forme Y” = G(Y', Y, X, ¢) de fagon
que pour une valeur particuliére de e, par exemple £y = 0, I’équation puisse étre intégrée
explicitement. Si I’équation n’a ni point singulier essentiel mobile ni point de branchement
mobile pour ¢ différent de ¢y, on montre qu’il doit en étre de méme pour € = g5. Comme
on connait la solution de I’équation pour £q, cela fournit des conditions nécessaires pour
que toute intégrale de ’équation initiale n’ait que des podles mobiles. Par des applications

répétées de ce procédé, Painlevé et Gambier parviennent a 50 types d’équations.
2. Une partie qui démontre que ces conditions sont suffisantes.

La premiére partie de la méthode (recherche des conditions nécessaires) est a la fois
simple et élémentaire. Elle s’applique avec une extréme facilité & une équation différentielle
d’ordre quelconque, ou plus généralement a tout systeme d’équations aux dérivées partielles
dont l'intégrale ne dépend que d’un nombre fini de constantes. La deuxiéme partie de la
méthode (recherche des conditions suffisantes) est d’un caractére plus subtil: elle peut étre
étendue aux équations du troisiéme ordre ou d’ordre supérieur; mais les complications qu’elle

entraine croissent avec l'ordre différentiel [32].

Remarque 3.1. [56, 1900] Pour que l'intégrale d’une équation soit uniforme, il faut d’abord
qu’elle ne présente pas de points critiques mobiles, ensuite qu’elle ne présente pas de points

critiques fizes, et l’étude de ces deux conditions exige des méthodes toutes différentes.

3.2 Meéthode de Frobenius

On considére une équation différentielle linéaire du second ordre

v +p(@)y +q(x)y =0. (3.2.1)

Dans cette section on présente la méthode de Frobenius qui permet de décrire le com-
portement local des solutions de I’équation (3.2.1 ) au voisinage d’une singularité fuchsienne.

A T’aide d’un changement de variable la singularité peut étre ramenée & x = 0, et on
consideére le cas ot z = 0 est une telle singularité.

On suppose que les coefficients p(z) et ¢(z) sont des fonctions méromorphes. On com-

mence par chercher des solutions formelles de I’équation (3.2.1 ) de la forme
+oo K
y(z) =23 yea®, yo =1, (3.2.2)
k=0
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3.2. Méthode de Frobenius

avec s un nombre complexe fixé & déterminer. En identifiant les coefficients de méme

puissance, on obtient
Vk>0: P(s+k)ye + R (Y1, Yk—1, s) =0, (3.2.3)
ou la fonction P est le trindme du second degré défini par
P(s)=s"+(a—1)s+b, (3.2.4)

avec

a=Res(p(x),o=0)=limap(z), b= lima’q(z).

Définition 3.1. L’équation algébrique P(s) = 0 s’appelle équation caractéristique de [’équation

(3.2.1) en la singularité x = 0. Ses racines s’appelle les exposants en x = 0.

On peut montrer que si le nombre complexe s vérifie Yk > 1, P(s+ k) # 0, et si on

définit successivement les coefficients yy, (k € N*) par (3.2.3 ) et yo = 1, alors la série

y(x) = :ijkxk, (3.2.5)

est convergente. La fonction

+00
y (Sv I’) = :CS Z ykxka yO = 17 (326)
k=0

définit donc une solution (multi-valuée) de I'équation (3.2.1 ).

Soient s; et sy les racines de I’équation caractéristique de I’équation (3.2.1 ) telles que
Re (s2) < Re(s1).

Alors la racine s; vérifie la condition (3.2.3 ), et la fonction y(s;, ) est une solution de
I'équation (3.2.1 ). On construit une autre solution linéairement indépendante de y(s1, z).
Il faut distinguer deux cas.

1. Si s; — s n’est pas un entier naturel, alors la fonction y(s2, z) est également une
solution de I’équation (3.2.1 ), linéairement indépendante de y(s;, ). Ceci reste vrai si
$1 — $3 est un entier naturel m a la condition que R, soit nul (on choisit alors le coefficient
Ym arbitrairement). Dans ce cas, la singularité x = 0 est dite non logarithmique.

2. Les autres possibilités sont s; = sy ou s; — s5 = m est un entier naturel non nul
et R,, # 0. On considére alors s comme un parameétre variant dans un domaine de C et

dont dépendent les coefficients yr = yx (s). On peut montrer que la fonction y(s, x) est
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3.3. Méthode de Bureau

holomorphe en s tant que s vérifie la condition (3.2.3 ). Lorsque s; = sy, on vérifie que
I’expression suivante

0 oo
—y(;; ?) ls=s, = y(s1, z)Inz+ 2" > y; (s1) zk, (3.2.7)
k=0

est solution de ’équation (3.2.1 ). Lorsque s; — s = m est un entier naturel non nul

et R,, # 0, on construit une fonction y*(sz,z) par un choix arbitraire de y,,, et on peut

9y(s,z)
Js

de I'équation (3.2.1 ). Dans ce cas, la singularité = 0 est dite logarithmique.

montrer qu’'une combinaison linéaire appropriée de y*(s2, ) et de |s=s; est solution
De maniére analogue on peut appliquer la méthode de Frobenius aux équations d’ordre

supérieur.

3.3 Meéthode de Bureau

En général la partie nécessaire de la méthode de Painlevé requiert des calculs tres
compliqués ( en particulier la premiére partie ) et ces complications croissent avec 'ordre
différentiel de 1’équation. Florent J. Bureau en 1939 dans [9, 10] a constitué une méthode
plus courte que nous avons employée. Cette méthode concerne une classe de systémes

différentiels auxquels certaines équations différentielles ordinaires peuvent étre ramenées

r

moyennant une substitition de la forme y = sz™", ou r est un entier strictement positif et

s désigne la racine de I’équation algébrique obtenue en identifiant les coefficients de plus

petite puissance dans I’équation & étudier une fois y remplacé (qu’on a remplacé y). Dans
a2f df

Y dx2) dx3?

ce qui suit, les % et % (¢ > 3) seront notées respectivement f, f, f, et fl@).

3.3.1 Théoréme de Bureau

Soit le systéme différentiel

Z=1+4 2P (x, 2)+ 2*u, (a)
rdru drflu (331)

+Clzr_1 + . +C7'u = h(l’, 'Z) + EH (SL’, 2y Uy .eny u(r—l)) (b)

z
dtr dtr—1 Z

avec k un entier positif, ¢, ..., ¢, des constantes, P (x, z) un polynome en z de degré < k—2
pour k > 2, identiquement nul pour k£ < 2, H un polynoéme en u, 1, ..., "V, H et h sont
des fonctions holomorphes de la variable z dans un certain voisinage de z = 0.

On suppose aussi que P, h, H sont analytiques par rapport a la variable x dans un

domaine D. Alors, pour que le systéme (3.3.1 ) soit stable, il est nécessaire que les solutions
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3.3. Méthode de Bureau

de I’équation indicielle
0O —-1)...0—r+1)+cu0O@—-1)...(0 —r+2)+c,10+c¢, =0, (3.3.2)

soient des entiers distincts, positifs, négatifs ou nuls; si I'une de ces solutions est nulle, alors
h(xz, 0)=0.

Pour démontrer ce théoréme on va utiliser la méthode de Painlevé (voir [9] pour les
détails).

Preuve. Dans le systéme (3.3.1 ), on pose
T = xg + €t,
{ 0 (3.3.3)

ol zg € D est une constante. On obtient

v — 1 4 cvP (29 +cet, ev) + eFvku,
{ dt (o ) (3.3.4)

" 4+ cou = h(zg + et ev) + evHy (mo + ety ev,...).
Pour € = 0, on obtient le systéme suivant
o= (a)

. (3.3.5)
104t coug = h(xg, 0). (D)

Donc
vo (t) =t — b, b constant,

Ldr (3.3.6)
(t—b) d;jo + o+ g = h (20, 0).

La deuxiéme équation (3.3.5.b) est une équation d’Euler, elle peut étre transformée en

une équation linéaire a coefficients constants, on a les possibilités suivantes.

1. Si 6 est une solution simple de 1’équation indicielle correspondant & (3.3.1.b) , alors
I'équation homogene associée a la deuxiéme équation (3.3.5.b) admet une solution de

la forme (£ — b)”.

2. Si 0 est multiple d’ordre m, alors I’équation homogéne associée a la seconde équation
(3.3.5.b) admet m solutions de la forme (¢ — b)?, (t — )’ In (¢t — b),...,(t — b)? (In (¢ — b))™ .

Donc pour que le systéme (3.3.5 ) soit stable il faut que les solutions de 1’équation

(3.3.2 ) soient des entiers distincts.
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3.3. Méthode de Bureau

3. Supposons que § = 0 est solution de ’équation (3.3.2 ), ¢,_; # 0, alors ¢, = 0 et

c=(=D)"""r =D+ (=) (r—2)+ ...+ #0.

(3.3.7)

Dans ce cas la seconde équation de (3.3.5 ) admet comme solution particuliére la

fonction:

u(t):%h(:co, 0)In (t —b),

(3.3.8)

ensuite, pour que ug (t) soit stable, il faut que h (xg, 0) = 0, et sachant que xg est

arbitraire, on déduit que h (xy, 0) = 0.
Si maintenant h (x, 0) = 0, le systéme différentiel (3.3.1 ) devient:

Z=1+ 2P (x, 2) + 2Fu,
Ld"u dru

= A1 dt

qui est & points critiques fixes. m

du z
+ ¢z ot o— tou=-H(z, 2z, u, 4., ul™),
z

(3.3.9)

On va maintenant présenter la méthode de J. F. Bureau qui consiste & étudier la stabilité

des équations différentielles.

3.3.2 Principe de la méthode

L’étude de la stabilité des équations du troisiéme ordre dépend de systémes différentiels

de la forme

z=14uz,
220+ c12u + +eou = h(z, 2) + 2H (z, zu),

et soient r, ¢ les deux solutions de 1’équation déterminante
00 —1)4c10+ co =0.
On suppose que ¢ > r > 0 et on pose

u= P (z, z)+ 2",
r—1

P y(z, 2) = a; () 2%

1=0

ou v est une fonction inconnue, «; des coefficients & déterminer plus tard.

En substituant dans (3.3.10 ), on obtient:

2=14 2P+ 2",
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3.3. Méthode de Bureau

et par suite

=P+ 20+ + 2"q (z, 2, v),
=P+ 20422 Yo +r(r—1) 2 2v+7r2r —1) Pz w4 2"qy (z, 2, v),

ol ¢; et ¢ sont deux fonctions admettant les mémes propriétés que celles de H.

Nous avons donc:

2N [P0+ (a +2r)20] = —22P — 2P — ¢oP + h(z, 2) (3.3.11)
+2zH (2, z, P+ 2"0) + 2" g3 (z, 2, v).

Le second membre de I'équation (3.3.11 ) s’écrit sous la forme:
Ag+ Ayz+ A2 + .+ A" — 2" Hy (3, 2, v).

On choisit les coefficients oy, i =0, ..., r — 1, tels que

Dans ce cas le systéme (3.3.10 ) devient:

Z=1+42P,_;(x, 2) + 2",
220+ (c1 +2r) 20 = A, (z) + 2zHy (v, 2, v),

par suite, d’apres le corollaire précedent, on obtient une condition de stabilité donnée par
A, (x) =0.
Soit de nouveau le systéme:

z=1+ ZPT,1 (x, Z) + ZT+1'U,
220+ (c1 + 2r) 20 = zHy (z, 2, v).

L’équation indicielle correspondante a ce systéme est:
0O —1)+(c1+2r)0=0

dont ses solutions sont # =0 et § = q —r.

En procédant avec le méme raisonnement que précédement et en posant:

{ v =Ny (2, 2) + 277w,

_ —r—1
A—ro1 (T, 2) = F 12+ oo+ g2
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3.3. Méthode de Bureau

ol w est une fonction inconnue, on obtient le polynéme

q-r .
7

Z B;z",

i=0

analogue a

'

Z AiZl.

i=0

Les coefficients o;, i =r 4+ 1, ..., ¢ — r sont déterminés de telle maniére a avoir:
BO == Bl = ... = Bq,T,1 = 0,

et B,_, (x) = 0 devient une nouvelle condition pour la stabilité, ou «, est supposé arbitraire.
Exemple 6. A titre d’exemple, considérons l’équation
y' = cy + ey’ + fy+2g, (3.19a)

ou ¢, e, f, g sont des fonctions analytiques de x dans un certain domaine D. Par une

transformation simple ne changeant pas la forme de cette équation, on peut faire en sorte

2

quee =6, c= f =0. Posons y=2"°, 2=14 uz; on obtient

2 = bu — g2° + 2z2u°.

Si lon pose alors u = az® + Bz* + 250 et si U'on détermine o et B par 2o = g, B = &,
on obtient la condition de stabilité 3 = 0. I en résulte i (z) = 0 et g (x) est une fonction

linéaire de x. Les équations stables de la forme (3.19a ) sont donc réductibles a
y// = 6y2 + k)ll‘ + k)g,
ot ki et ky sont des constantes.

Remarque 3.2. Si on pose

u(z, z) =P, (x, z)+ 2%,
P,(z, z) =P _1(x, 2)+2"A\r1 (x, 2) (3.3.12)
=+ a1z + .. +a, 127
Dans P, le coefficient de 2" reste arbitraire et peut par conséquent étre considéré comme

un paramétre constant, et les coefficients oy, ..., Qr_1, Qpi1,..., Qg1 Sont déterminés en

fonctions de .

Remarque 3.3. Dans le cas ot la seconde équation du systéme (3.3.10 ) est d’ordre quelconque,

cette méthode peut étre aussi appliquée.
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3.4. Test de Painlevé

3.4 Test de Painlevé

La méthode Alpha, destinée & tester la propriété de Painlevé, est difficilement prati-
cable: elle n’est, de ce fait, plus utilisée en dehors des cas simples résolus. La méthode
de substitution que nous allons étudier est habituellement connue sous le nom abusif de
Test de Painlevé ”. C’est une version moins stire - ce que Painlevé critiquait ouvertement -
mais plus facile & mettre en oeuvre. Elle ne fournit qu’une condition nécessaire (mais non
suffisante) a la propriété de Painlevé.

On se gardera donc de confondre la propriété de Painlevé qui concerne la nature d’une
solution d’étre (rendue) monovaluée et le test de Painlevé qui n’est qu’une indication que
cette possibilité peut étre envisagée ou exclue. Le test de Painlevé vérifie la possibilité que la
solution générale d’une équation différentielle d’ordre n, puisse s’écrire sous la forme d’une

série de Laurent, au voisinage d’un poéle mobile x,

+oo
y=>Y yj(x—mz)"", —peN

§=0

Il s’assure que les coefficients de cette série sont univoquement déterminés & n constantes
d’intégration arbitraires pres, dont .

La méthode de Bureau n’est pas concluante dans le cas ot I’équation indicielle posséde
des solutions entieres négatives et pour remédier & ce probléme on va donner un procédé
extrait de la méthode de perturbation de Painlevé basé sur une perturbation réguliére et
I’analyse des équations différentielles du type de Fuchs.

Pour une approche plus compléte, ainsi que pour voir les démonstrations des résultats
énoncés, on pourra se reporter principalement a [20] particuliérement pour la méthode de
Painlevé d’une part et pour le test de Painlevé on pourra se référer & Ablowitz, Ramani et

Segar [1] d’autre part.

Définition 3.2. Etant donnés x, une application y — E (z, y) et un certain point yo, on

appelle différentielle de E au point yo Uapplication linéaire, notée E' (z, yo), définie par:
1
Vo: E'(x, yo)v = }\iﬂ[l) Y (E(x, yo+ \v) — E(x, y)) -

Cette notion est connue sous divers noms : la dérivée au sens de Gateaux , 'application
linéarisée, ’application tangente, la matrice Jacobienne et parfois la dérivée de Fréchet.

Considérons I’équation différentielle d’ordre n :
Ey™, ..y, y, v)=0. (3.4.1)
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3.4. Test de Painlevé

Supposons que y a un comportement polaire en un certain point x, distinct des singularités
des coefficients de ’équation.
On doit vérifier 'existence de toutes les séries de Laurent possibles avec une partie

principale finie:
+o0
y=> yi@—z)"" , 40 #0, (3.4.2)
§=0

dans laquelle (—p) est 'ordre du pdle, qui doit étre entier, et les coeflicients y; sont indépen-

dants de x. Apres insertion de cette série dans I’équation (3.4.1 ), qui est polynomiale en y

et ses dérivées ( y™ Ly ), on obtient:
+o0 ‘
E=) Ej(z—z) =0, (3.4.3)
5=0

ou entier négatif ¢ désigne 'ordre de singularité du premier membre F de (3.4.3 )
Dans ce qui va suivre, on présentera la méthode qui teste si pour une équation différen-
tielle donnée, elle satisfait des conditions nécessaires de P-type (P : Painlevé).
La méthode consiste a exprimer les conditions de compatibilité pour que la série (3.4.3 )
soit identiquement nulle;
Vi eN: E; =0.

Remarque 3.4. Pour [’étude du comportement local des solutions d’équations différen-
tielles ordinaires dans le champs complexe, il faut en particulier les étudier aux voisinages

de leurs points singuliers.

3.4.1 Recherche du comportement dominant

Au voisinage du point singulier mobile z¢, la fonction solution est équivalente a:
y ~yo (x —x9)?, quand x — xq. (3.4.4)

Dans cette étape, on détermine toutes les familles (p, yo) qui correspondent aux singu-
larités mobiles. Pour cela on injecte (3.4.4 ) dans (3.4.1 ) et pour certaines valeurs de p, au
moins deux termes se simplifient entre eux et le reste va disparaitre en faisant tendre x — xq.
Alors pour chaqu’un de ces choix possibles de p, les termes qui se simplifient s’appellent les
termes dominants (ils ont la plus petite puissance), et ’équation formée par ces termes a
partir de I’équation différentielle s’appelle I’équation réduite, aprés avoir trouvé la valeur de
p, on la remplace dans ’équation réduite qui lui correspond, et on détermine g, ainsi on

obtient (p, o).
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On peut avoir plusieurs choix de p. Si un de ces choix possibles n’est pas entier et si
(3.4.4 ) est asymptotique au voisinage de xg, alors ce dernier représente le comportement
dominant d’un point de branchement mobile algébrique d’ordre p. L’existence d'un tel point
signifie que I’équation différentielle n’est pas de type Painlevé.

Pour prouver que (3.4.4 ) est asymptotique, on définit une nouvelle variable
v =yPr, (3.4.5)

et on réécrit I’équation différentielle en fonction de v. Par construction v disparait en zg, et
v’ est finie. On doit montrer & partir de ’équation différentielle que v(x) est analytique en

xo, ensuite il vient de (3.4.5 ) que y a un point de branchement mobile d’ordre p en x.
Exemple 7. A titre d’exemple, considérons [’équation

yy' =3y p=-2. (3.4.6)

2 . LN 2
3, on obtient v"” = 0, cette derniére étant

En faisant le changement de variable y = v~
linéaire auquel cas elle vérifie la propriété de Painlevé, ainsi I’équation (3.4.6 ) posséde un
point critique mobile d’ordre %

Si tous les cas possibles de p sont entiers, alors (3.4.4 ) peut représenter le premier terme
d’une serie de Laurent, définie dans un voisinage épointé du pole mobile zq, et dans ce cas,

la solution de (3.4.2 ) est:

y(x) = (x — zo)? ioyj(x —x0)?, 0 < |o— 20| < R. (3.4.7)

Ici zo est une constante arbitraire. Si (n — 1) des coefficients y; sont aussi arbitraires,
alors ils constituent les constants d’intégration de ’équation différentielle, et (3.4.7 ) est la
solution générale de I’équation différentielle dans un voisinage épointé de zy. Les puissances
J pour lesquelles les y; sont arbitraires s’appellent les résonances ( ou aussi les indices de
Fuchs ).

3.4.2 Recherche des indices de Fuchs

Si tous les exposants p sont des nombres entiers, alors pour chaque (p, o) trouvé
a ’étape 1, on cherche les résonances r qui correspondent aux constantes d’intégration

arbitraires y, dans la solution générale de ’équation différentielle. Pour cela on injecte

-

y~yolx — x0)’ + ... + Bz — 20)PT" + ... (3.4.8)
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dans I’équation réduite, et on cherche le coefficient de [‘3 qu’on trouve sous la forme:
D(r, yo)(x —20)*=0, g >p+r—n. (3.4.9)
Les racines de D(r, y) sont appelées résonances de ’équation. On démontre que:

1. si le terme correspondant au plus haut degré de dérivation de ’équation initiale est
parmi les termes dominants, alors ¢ = p+1r —n et D(r, y) est un polynéme en r
de degré n. Sinon ¢ > p+r — n, et le degré de D(r, yo) est égal a ordre de la plus

grande dérivée parmi les termes dominants (< n);

2. (—1) est une racine pour D(r, yo) ( l'indice de Fuchs (—1) ne représente qu'une

translation de xg ;
3. si D(0, yo) = 0 alors yo est arbitraire;

4. si D(r, yo) a une racine multiple, alors on a un point de branchement logarithmique

mobile en z = xg.

Proposition 3.1. Si pour tous les choix possibles de (p, yo) trouvés a ’étape 1, toutes les
racines de D(r, yo) ( & part —1, 0) sont réelles positives entiéres, alors on n’a pas de point
de branchement algébrique.

Dans ce cas on passe a [’étape suivante qui consiste a chercher les points logarithmiques.

Condition 1. Pour représenter la solution générale d’une équation différentielle d’ordre n
dans un voisinage d’un pole mobile, D(r, yo) doit avoir (n—1) racines positives et distinctes
toutes réelles entiéres. Si pour les valeurs de (p, yo) trouvées dans la premiére étape, D(r, yo)
n'a pas (n — 1) racines, aucune solution locale n’est générale, cela signifie que (3.4.4 ) ne

peut étre partie principale de la solution générale.

Remarque 3.5. On ignore les racines de D(r, yo) avec Re(r) < 0, elles sont traitées

mdépendamment dans la deuxiéme partie de ce test.

3.4.3 Détermination du nombre de constantes d’intégration

Pour chaque famille (p, yo) trouvée a I’étape 1 soient : 1 < ry < --- < 7, les racines

entiéres positives de D(r, yo); (s < n — 1). En substituant:

y = yo(r —w0)? + 3 yj(x — o))", (3.4.10)

Jj=1
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dans (3.4.1 ), on trouve le coefficient de (z — x)P*7~™ qui vaut:
E; = D(j, yo)y; + Qj(zo, yr : k<j) =0, (1 <j<rp). (3.4.11)
Pour j < rq, 'équation (3.4.11 ) détermine y; et pour j = ry, (3.4.11 ) devient:

0 x Yry + Qm (an Yo, -~-yr1—1> = 0. (3412)

Si
QT1 (':UO) 3/0, ceey yT171) - 0; (3413)

dans ce cas y,, est arbitraire et on passe a ’étape suivante en posant:
) )
y = yo(r — x0)" + 3 yj — 20)™. (3.4.14a)
j=1

Dans cette nouvelle étape nous avons les valeurs des y;, 1 < j < ry, il reste a déterminer les
coefficients y;, 7 +1 < j < ry et pour cela faisons le méme travail qu’a I’étape précédente.

En injectant (3.4.14a ) dans (3.4.1 ), on trouve le coefficient de (z — )P~ qui vaut:

E; = D(j, w)y; + Qj(x0, Y0, --y;) =0, (11 <j <ra). (3.4.15)

Pour j < ry, y; est déterminé par (3.4.15 ) et pour j = rp, (3.4.15 ) devient:

0 x Yry + QTz (x()a Yo, "‘y’r2—1> = 0.

Si
Qrg ($0a Yo, ---, ym—l) = 07

dans ce cas y,, est arbitraire, on continue le processus jusqu’a arriver a la derniere étape ou
I’on pose:
Ts )
y = yo(r —@0)’ + 3 yj(x — 20)"", (3.4.16)

7j=1
et on fait le méme travail. Si parmi ces étapes on trouve un r;, 1 <17 < s, tel que y,; ne soit

pas arbitraire, c’est & dire:
QTi(x07y07 ) yri—l) 7é 0.

Pour avoir y,; arbitraire et (),; = 0, on introduit un terme logarithmique dans la solution

en remplagant (3.4.16 ) par:
ri—1

Y =1yolx —20)” + Y. yj(w — 20)"*7 + [y, + by, In(x — 20)](z — 20)P T (3.4.17)
j=1
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Dans ce cas le coefficient de [(x — x¢)P™" " In(z — )] est D(r;, yo)yr, = 0, et b, est
déterminé en annulant le coefficient de (z — x¢)?™"~". La solution générale au voisinage
épointé de zg est représentée par (3.4.17 ). Elle admet un point de branchement logarith-

mique mobile en z = xy. Ansi ’équation différentielle n’est pas de type Painlevé.

Exemple 8. Illustrons la méthode sur [’exemple de la premiére équation de Painlevé qui
parait étre [’équation la plus simple, ni élémentaire ni elliptique, mais qui posséde la propriété

de Painlevé.
L’équation s’écrit sous la forme
y' = 6y + x.

Si y(x) posséde un pole mobile en, z = g, elle se comporte asymptotiquement au

voisinage de xy comme suit:
y~1yo(x—x9)", —p €N,

Introduisons cette expression dans I’équation différentielle et ne retenons que les termes

dominants. On trouve
yop (p— 1) (x — 20)" > = 615 (1 — w0)” = p=—2, yo = 1.

Alors, il doit étre possible d’écrire la solution générale sous la forme du développement
de Laurent suivant: .
y=(x—x) >+ Z y; (x — x) .
j=—1
Cette solution générale doit dépendre de deux constantes arbitraires, soit xg et plus
une deuxiéme & découvrir. On fait 'hypothése que la constante additionnelle est un des
coefficients, y;. Pour trouver 'indice de ce coefficient, on poursuit I’étude asymptotique en
posant cette fois

)724»7’

y2($—$0>72+,@($—l‘0 ,TEN,

et on cherche pour quelle(s) valeur(s) entiére(s) de r, 3 peut étre laissé arbitraire en toute
généralité, on trouve cette valeur en introduisant ’expression de y dans 1’équation différen-
tielle et en ne retenant que les termes dominants, en fait ceux qui sont linéaires en B On

ne trouve qu’une seule valeur puisqu’'un seul coefficient arbitraire est attendu:

-~

B((r—2)(r—3)—12)=0=1r=—1our =6.
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Seule la valeur r = 6, dite résonante, nous intéresse. Elle indique que c’est le coefficient,
B = Y,_o = Y4, qui est arbitraire. On le vérifie en reprenant les calculs a zéro dans le
détail. On commence par introduire le développement en série de Laurent dans I’équation
différentielle puis on cherche la récurrence a laquelle les coefficients y;, obéissent.

Ce travail laborieux est grandement facilité par 1'appel a I'aide d’un logiciel de calcul

formel. On trouve les premiéres relations récurrentes sous la forme:

Les étapes successives sont les suivantes:
- Les 5 premiéres équations fournissent, une a une et sans ambiguité, les cinq premiers

coeflicients:

Y1 =Y=11=0, yo=F2, ys =, ol y; = ¢.

- La 6°m¢ équation, —6y7 — 1250 — 12y_1y3 = 0, dite résonante, n’introduit aucune
nouvelle inconnue. Elle apparait comme une condition de compatibilité et le test de Painlevé
échoue si elle n’est pas satisfaite. Elle est trivialement vérifiée dans cet exemple donc on
peut poursuivre I'investigation.

- La 7™ équation fait apparaitre deux inconnues 74 et y5 d’ou il ressort que y, peut
étre quelconque: c’est la deuxiéme constante d’intégration cherchée (la premiére étant xq ).

- A partir de la 8™ ¢quation, les coefficients se calculent, un & un, sans ambiguité ni
incompatibilité.

Au bilan, la solution générale de la premiére équation de Painlevé s’écrit sous la forme:

y(@) = (@—20)" =% (x—x0)° — 3 (x — m0)” +ya (z — mo)"

2
28 (2 — 20)° + 2 (z — o) + 22T (1 — ) + ..

Elle dépend, comme attendu, de deux constantes arbitraires: xq et le coefficient résonant
ys4. Il reste a s’assurer de la convergence de ce développement, ce qui est fait dans des exposés
spécialisés.

Si aucun terme logarithmique n’est introduit en chaque résonance pour toutes les valeurs
possibles de (p, yo) trouvées a l’étape 1, on dit que I’équation vérifie les conditions nécessaires

pour qu’elle soit de type Painlevé.

Définition 3.3. Une famille est représentée par le couple (p, yo) avec p lordre du pdle, o

est le coefficient correspondant a cet ordre.
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Définition 3.4. Une famille maximale d’une équation différentielle est une famille dont le

nombre d’indices est égal o l’ordre de l’équation différentielle en question.

Définition 3.5. Une famille principale est une famille mazximale dont tous les indices, a

part (—1), sont entiers positifs et simples.

Dans le cas ol on n’a pas assez de coefficients arbitraires, le développement
_ I
y_zyjz 7Z_$_x07y07£07
J=0
qu’on appelle développement de Painlevé, représente une solution singuliére; cela est du a
plusieurs raisons: soit la famille n’est pas maximale, soit on a un indice qui n’est pas entier,
soit un indice négatif différent de (—1). La méthode qu’on va présenter consiste a associer

un coefficient arbitraire a chaque indice.

3.4.4 La méthode de perturbation de Painlevé

La méthode perturbée de Painlevé ( ou 1’Algorithme da a Conte-Fordy-Pickering )
consiste & chercher un développement de Laurent, pour n’importe quelle solution, proche
de la solution obtenue par la méthode de Painlevé. Nous faisons ceci en considérant une
expansion de la perturbation. Ainsi notre perturbation prolonge la solution singuliére en
une représentation de la solution générale.

Soit

0 X0 pi
y© = Yoy A =1 — o, (3.4.18)
7=0

une solution de (3.4.1 ) avec p l'ordre du pole. Supposons que nous avons une famille
maximale non principale, ce qui nous permet d’appliquer la méthode de Painlevé. Cherchons
dans ce cas la solution perturbée proche de y(® et pour cela on va chercher la solution

générale sous la forme:

400
y = e*y® ¢ napparait pas dans Péquation initiale, (3.4.19)
k=0
avec
O S R 3.4.20
Yy y] Z y 2 X Zo, ( o )
Jj=kp

ou p est le plus petit indice de Fuchs.

En portant Uexpression (3.4.19 ) dans I’équation initiale (3.4.1 ), E' s’écrit sous la forme:
+0oo

E(x, y)=)» rEW =0, (3.4.21)
k=0
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avec
pour k=0: EO©=FE(z, y©)=0, (a)
pour k=1: E® = F'(z, y©)yM =0, (b) (3.4.22)
Vk>2: E® = E'(x, yQ)y® — R®(z, y© _ yEDy=0 (¢

ol ' est Popérateur défini par la formule:

A 1 . R
B,y = lim < B,y + xv) = B,y ) .

Ici E est la partie dominante de £, R*) est un polynome des termes précédents du
développement et R est identiquement égal & zéro. Notre objectif est de déterminer des
conditions sous lesquelles ’équation différentielle soit de type Painlevé et pour cela on va
utiliser le théoréme de Poincaré qui exige que:

— la solution générale y(© de (3.4.1 ) n’a aucun point critique mobile.

— la solution générale 3*) de (3.4.1 ) n’a aucun point critique mobile pour chaque k > 1.

1. A Uordre zéro, la solution y@ de I’équation (3.4.22.a ), qui est non linéaire, ne doit
pas avoir de points critiques mobiles: elle représente une solution singuliére contenant
un certain nombre de coefficients arbitraires égal au nombre d’indices de Fuchs positifs

plus un indice négatif (—1).
2. A Uordre un, I'équation est équivalente a équation linéaire
E® = E'(2,y)y® =0,

avec

+o0 )
y(l) = y§1)zp+3 , p est le plus petit indice de Fuchs,
j=p

donc (3.4.22.b ) peut se mettre sous la forme:
1 +o0 (1) .
ED = 3 E; 2Pt
Jj=p
ou

B = D(j, yi")y)” + Q5 =o.

A cette étape on détermine la série de Laurent y(» en utilisant la Méthode de Frobenius,
ott y™M) représente la solution générale de (3.4.22.b ) qui contient un nombre de coefficients
arbitraires égal au nombre d’indices de Fuchs; de plus les indices de Fuchs de (3.4.22.b )

sont i + p ot les ¢ sont les indices de Fuchs trouvés auparavant de £() et on a un coefficient
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arbitraire introduit a chaque indice de Fuchs (car 1’équation différentielle est linéaire) qui

doit vérifier la condition de stabilité:
le) = 0, ¢ indice de Fuchs.
3. A Uordre supérieur, on a
EW = E'(z, y@)y®™ 4 R® (2, y©@ 4O 4Dy =0, Vk > 2,

avec

+o0 .
y® = yﬁk)zp+3, p est le plus petit indice de Fuchs.
Jj=kp

E®) peut donc se mettre sous la forme:
B SN ) p+
Ek) = S Ej 2Pt
J=kp

avec

k . k k K’ ;
B = D(j, 5 )y + Q@ gy 1) =0, j = ko

ou

K<k, j —Kp<j—kp, (K, J)#k, j).

A cette étape on détermine la série de Laurent y*), qui vérifie une équation linéaire non
homogeéne, avec la méme équation indicielle pour chaque k& > 1 et R*®) différent pour chaque

k > 2 et chaque indice de Fuchs doit vérifier la condition de compatibilité
Vk >0, ng) =0, pour chaque (7) indice de Fuchs.

Ces conditions sont identiques a la condition d’absence de point logarithmique.

A chaque étape nous avons un nombre de conditions nécessaires pour la stabilité de
I’équation différentielle et toutes ces conditions constituent une condition de stabilité et
si une de ces conditions n’est pas vérifiée, alors I’équation différentielle n’est pas de type
Painlevé.

Enfin, la solution y peut étre réécrite comme série de Laurent en z

+o00 i +o0o *) _pti +o0 "

— pT] — pTJ

y=> ¢ >, Y; & > YRt
k=0  j=kp j=—00
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3.4.5 Application de la méthode aux équations du second ordre

Avant d’aborder ’étude des équations du troisiéme ordre, nous allons, pour se famil-

iariser avec la méthode, considérer quelques équations différentielles d’ordre deux.
Exemple 9. On considére l’équation
y" =27y + 21y — 9®, q=p—4=3p—2=4p—1="5p. (3.4.23)
Par substitution
Yy~ (x—x0) " + Bz — z0) ™,
dans (3.4.23 ), on obtient 1’équation indicielle
(r+1)(r—1)>%@r-9) =0.
Une approximation de la solution a l'indice de Fuchs (r = 1) est
Yy~ (z—20) " + 1+ ¢ [22In(x — 3) 4 27 (In(z — xo))Q] + ..
ou g, 1, Co sont des constantes arbitraires. L’équation n’est pas & points critiques fixes.

Exemple 10. Afin de mieux faire comprendre la méthode, nous allons effectuer les calculs
pour l’équation
E(z, y) = —y" +6y° +g(z) =0, (3.4.24)

ou g est une fonction analytique de x.

Pour étudier sous quelles conditions ’équation (3.4.24 ) peut étre complétement inté-

grable(!), on pose

+00 .
y= > Yz " 2 =1 —x0, Yo # 0, (3.4.25)
j=0

(1] semble difficile de trouver une définition précise de 'ntégrabilité. En regardant la littérature il est
possible de dégager certaines caractéristiques communes & tous les systémes intégrables. Un systéme com-
plétement intégrable classique peut se définir par un des critéres suivants:

1. Propriétés solitoniques,

2. La propriété de Painlevé,

3. L’existence d’une infinité de symétries,

4. La présence d’une structure d’algébre, affine sous-jacente,

5. L’existence d’équations de compatibilité d’un systéme linéaire,

6. L’existence d’une transformation de Backliind,

7. L’existence d’une infinité de lois de conservation.

C’est le deuxiéme point, la propriété de Painlevé, qui est utilisée dans cette thése pour définir 'intégrabilité

d’un systéme.
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et alors on pourra déterminer de proche en proche les coefficients y; en fonction du premier.
Ainsi en dérivant ’équation (3.4.25 ) et en remplacant ensuite dans 1’équation (3.4.24 ), on

trouve

E = -1+ @+ 1) pye " +..]
+6 [ygzzp + 2oy 2P + }
+ g (x0) + ¢ (x0) 2+ ..],

d’ou la liste des puissances de z est donnée par: [p—2, p—1, 2p, 2p+1,...].
On choisira ensuite p de telle sorte qu’au moins deux éléments de la liste précédente
soient égaux:
q=p—2=2p etqg=O,
q=2p et ¢ <p—2,
q=p—2 et g < 2p.
Les cas possibles sont: (p, ¢) = (-2, —4) ou (p, ¢) = (2, 0).
En conséquence, les termes dominants sont y” et y?. L’équation dominante associée a
(3.4.24 ) devient
E=—y" +6y° (3.4.26)

et yo doit satisfaire a I’équation
Ey = lim (2) 9 E (x,y02")
z—

= —6yo+6y5 =0, 5o #0

et il est clair que yy = 1.

Pour j = 1,2, ..., chaque équation successive EJ; = 0 a alors la forme ci-dessous

Vji>1:E;=D(j, yo)y; + Q; {yr, k <j})=0.

L’équation indicielle associée a I’équation (3.4.26 ) est:

D(]? yo) = zlino Z_j_qE’ ($7 on_Q) TP — 0,
= lirnO 2T (=02 + 129027 %) 200

—(—=2)( —3) + 12y
-+ —-6)=0,

ou la différentielle £’ (x,y) appliquée au point v est:

R E ) — E
Vo : E (z, y)vz/l\ir% (, y+ 1;\) (z, y)‘
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Dans ce cas, on obtient
E' (z, y) = -8+ 12y.

2 est:

La différentielle £’ (z, y) au point Yoz~
Vo E' (z, yor ) v=(-02+ 12902 %) v = 0.

En identifiant les coefficients de méme puissance de z on trouve:

Ql = 07 QQ = 6y% = Oa QS = 12y1y2 = 07
g(x
Yo = Ly =1y2=y3s=0, y4 = — (100); ys =0,
(i—4) j—1
. g (o)
Vi > 4:Q,=—"+6> yyj—r =0,
! (J - 4)! k=1 !
et on obtient la condition de stabilité
g/I T
Qs = (20) = 0.

Par suite g(z) = k1x + ko, o ky et ky deux constantes arbitraires. Cette condition est

donc une condition nécessaire de stabilité pour y.

Exemple 11. Considérons l’équation
E(x, y)=y" +3yy+y° =0, (3.4.27)

qui est un cas particulier d’une équation étudiée par Painlevé [56]. Elle posséde une solution

générale méromorphe
1 1

+ )
rT—a x—D>b

y —=
ou a et b sont des constantes arbitraires.
L’équation (3.4.27 ) n’admet que deux familles de poles comme singularités mobiles, de
résidus 1 et 2:

Fiiop=—1, g’ =1, indices (=1, 1), y=2z"+¥_,(-1) "
F: p=-1, yéo) =2, indices (=1, —2), y=22"1+0.

Alors l'intégrale générale posséde deux familles: une principale et ’autre non principale

correspondante & y(()o) = 2. Cherchons dans ce cas la solution perturbée proche de y(©), pour

cela on va chercher la solution générale sous la forme:
+00
k, (k
y=> "y,
k=0
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3.4. Test de Painlevé

avec

E (z, ) =y" +3y'y+v* =0, E (:1:, y(o)) =0.
L’opérateur £’ est défini par la formule:
E'(z, y) = 0% 4 3yd, + 30, + 3.
Quelques premiers termes sont déterminés par les équations suivantes:

gD B, y©@)y® =0,
~ 2
@ o Bz, yO)y® = —3y@y® _ 35 (,0)?

y® :E@%¢%¢$E_3@m¢mx_@mf‘

Le calcul montre que le dévelpppement en série de la solution (3.4.27 ) au voisinage du

pole de résidus 1 ( c’est-a-dire la série correspondant a la premiére famille ) est donnée par:

—2 ) . +oo )
Yy = (5141 Z (5141)7]72 ZJ) + Z_l + 01 Z (—C’lz)l

j=—00 =0
€A12_2 i _1 i Cl 1 i 01
g B — ] A o
1—¢cA;z1 1+C1z z—¢A; 1+Ciz

ou C; = ¢y + €Ay, avec Ay et By sont des constantes arbitraires.

De facon analogue, la série correspondant a la deuxiéme famille s’écrit:

y = 22 %+¢ (Alz’3 + Blz’Z) + €2 (A;z’f’ + M%z"*)
+&3 (%?2_7 + —5AiBlz_6 + A1Biz° -1 Bf’z“l) + 0 (%)
= 2274 eBiz? + ez + (36 A By — 3°BY) 2440 (e7°)
2z — EBl
22 —eBiz + 3 (—eA; + €2B})

ol A; et By sont des constantes arbitraires.

Remarque 3.6. Le test de Painlevé (V) fournit des conditions nécessaires pour que 'équation

soit de type de Painlevé.

(ULe calcul est facilité par le recours a un logiciel de calcul formel, tel Maple.
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Chapitre 4

Equations a points critiques fixes
admettant comme équation simplifiée

’équation y///yQ _ awy’y” 4 a2y/3
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Ce chapitre constitue la partie la plus importante de la thése. La partie en question est
consacrée a I'étude des équations différentielles du troisiéme ordre de la forme:

",/ 13

y" = alyyy * GQ?;_? + B (z,9)y" + O (2,y) ()’ + D (2,9)y + E (2,y), (4.1.1)

ou

Zby C (z,y) = Zczy D (z,y) = Zdzy E (z,y) = Zely,

1=—1 t=—2 1=—2 1=—2

avec b;, ¢;, d; et e; sont des fonctions analytiques de x dans un certain domaine. La
motivation vient du fait que cette équation n’a été étudiée que dans certains cas particuliers
voir [25, 24, 39, 48].

Dans [6, These de Magister en 2003] nous avons déterminé les équations réduites't) de
(4.1.1) dont les intégrales peuvent étre a points critiques fixes (ou stables ). Pour compléter
cette étude, il reste a déterminer les équations complétes de (4.1.1 ) dont les intégrales sont
stables.

On montre que les équations simplifiées de (4.1.1 ) , qui sont stables, se raménent a 1’aide
de transformations homographiques a cing équations canoniques données dans la premiére
section, ces résultats sont comparés a ceux de Painlevé [57], Gambier dans [26], et Bureau
dans [9].

On établit ensuite dans la deuxiéme section un résultat, en intégrant les équations ré-
duites associées a (4.1.1 ), qui est le suivant: pour qu'une équation différentielle réduite du
type (4.1.1 ) soit stable, il est nécessaire et suffisant qu’elle soit ramenée & I’aide de change-
ment de variable & 'une des quatorze équations données dans cette section. On prouve
que ces quatorze équations se raménent & des équations linéaires ou a des équations d’ordre
inférieur dont les solutions sont connues.

Enfin dans la troisiéme section, on étudie I’équation compléte (4.1.1 ). Nous retrouvons
ainsi les résultats donnés dans [24], ainsi que d’autres nouveaux résultats.

Pour avoir ces résultats trois méthodes sont utilisées: la méthode introduite par Painlevé
[56], la méthode de Bureau [9] et la méthode de perturbation de Painlevé développée par
Conte, Fordy et Pickering dans [20].

(1) ¢est-a-dire léquation obtenue en remplacant x, y par =, + €'z, /y et en faisant tendre e vers zéro. La

considération des équations réduites permet de classer les équations & points critiques fixes.
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4.2. Conditions pour que I'équation simplifiée de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

4.2 Conditions pour que I’équation simplifiée de (4.1.1 )
ait ses points critiques fixes
En substituant = par zy + ex dans ’équation (4.1.1 ) on obtient:
y"y? = ayyy'y" +agy® +e(..). (4.2.1)

Painlevé appelle simplifiée de I’équation (4.1.1 ) I’équation

"2

Yy = aryy'y” + asy”. (4.2.2)

Cette équation simplifiée doit avoir son intégrale générale stable pour que I’équation
(4.1.1 ) soit & points critiques fixes. Le probléme préliminaire s’impose donc de déterminer

toutes les équations de type (4.2.2 ) dont 'intégrale générale est a points critiques fixes.

4.2.1 Deétermination de toutes les équations (4.2.2 ) dont I’intégrale

est a points critiques fixes.

On vérifie aisément que (4.2.2 ) est équivalente au systéme

"=y, a
y=u (@) (4.2.3)
v = (a1 —3)vv' + (a1 +ag — 1) 03 (b)

Lemme 4.1. [62] Pour que l’équation (4.2.2 ) vérifie la Propriété de Painlevé, il est néces-
saire que les singularités mobiles de [’équation (4.2.3.0) soient des poles simples dont les

résidus sont entiers.

Preuve. Supposons que v admet un point singulier ( critique ou non critique ) mobile
qui n’est pas un podle. La premiére relation du systéme (4.2.3 ) implique que ce méme point
n’est pas un pole pour y.

Supposons maintenant que x = x( est un pole d’ordre k£ pour v. Alors au voisinage de

ce point, v s’écrit sous la forme:

b,k bkarl bfl oo n
v(z) = + + ot —+ b, (x — x9)" . 4.2.4
(=) (. —x0)"  (z— )" (z — 20) nzjo ( o) ( )
En substituant (4.2.4 ) dans la deuxiéme équation du systéme (4.2.3 ) et en intégrant
on obtient
N b b_ b_
y = Cexp / i =+ kﬂkfl—%...—i——l—i—... dz| .
s \(x—x0)"  (x—x) (x — x0)
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4.2. Conditions pour que I'équation simplifiée de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Quand k > 1, le point x = x( est un point essentiel de .

Soit k = 1, le point = = xy est un pole de y si et seulement si b_; = Res (v, xg) est un
entier.

Inversement, soit © = x¢ un pole de y. La premiére relation du systéme (4.2.3 ) implique
que z est un pole simple de v, de plus son résidu est égal 4 1. m

Ainsi, le probléme revient a I’étude de la derniére équation du systéme (4.2.3 ).

Nous allons maintenant rechercher les conditions pour que l'intégrale générale de (4.2.3.b)

n’ait pas de points critiques mobiles. A cet effet, posons
v =1y (x — o)’ + ... + v (¥ — 20)" + ..., vo =0 (o) #0, (4.2.5)

ou p désigne un nombre entier négatif, zy étant un point en lequel tous les coefficients
de I'équation (4.2.3.b) sont holomorphes. En remplagant v par sa valeur dans I’équation
(4.2.3.b) , on obtient, aprés regroupement des termes de méme puissance, une équation

algébrique:
E=FEy(z—20)"+ Fy (x —20) ™+ ..+ Ej (x — 2™ 4 ... = 0. (4.2.6)

Pour que v vérifie la deuxiéme équation (4.2.3 ), il est nécessaire que (p, ¢q) = (—1, —4)

ol ¢ = —4 représente le degré de singularité du premier terme du développement de E et
vg vérifie I’équation:

(a1 +ay —1)vi — (a1 —3)vg — 2 = 0. (4.2.7)

Pour que 'équation (4.2.3.b) soit a points critiques fixes, il est nécessaire que, pour

chaque valeur de vy, les solutions de I’équation indicielle D(r, vy) = 0 soient des nombres

entiers distincts ot 'opérateur D(r, vg) est défini par la formule suivante:

D(r, vo) = lim 27" 7UE" (z, vyzP) 277, avec z = & — xq.

z—0

En effectuant les calculs, on trouve 1’équation polynomiale suivante

D(r, vo) = (r+1) (=r* + ((a1 —3)vo + 3)r + 3 (a1 + a2 — 1) vg — 2 (a1 — 3) vy — 2) =0,
(4.2.8)
dont une racine est toujours égale a —1; elle correspond a x( arbitraire. Le probléme revient
ainsi a trouver des conditions sur les coefficients (a;, as) pour que les solutions de I’équation
(4.2.8 ) soient entiéres.
Nous obtenons le résultat suivant: pour que I’équation (4.2.3.b) soit stable, il est néces-

saire que les coefficients (a1, ag) vérifient la condition suivante:

(371_71 _(nfl)(%fl)) (3n71 _(nfl)(2n+1))
9 2 9 9 2 Y

n n n

(3.-255). (3,-2), (2 —223)

(al, GQ) c
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4.2. Conditions pour que I'équation simplifiée de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

n étant un nombre entier différent de zéro. Pour les détails de cette étude voir [6].

4.2.2 Réduction de I’équation simplifiée (4.2.2 ) & des formes canon-
iques

Notre premiére démarche consiste & mettre les équations (4.2.3.b) sous la forme dite

[13

canonique ” qui est utile pour cette étude.

Transformation (y, ) — (Y, X) a trois jauges \ (z), u(x), ¢(x)

Une transformation linéaire de la fonction est un changement de variable définis par

les équations
y=A@)Y +p(x), X=p()),

A, 1, ¢ désignent des fonctions analytiques de x, n’altérent ni la forme de I’équation dif-
férentielle (4.2.3.b) , ni la nature des points critiques, fixes ou mobiles, de 'intégrale.
On profite de l'indétermination de ces fonctions pour réduire les équations & points

critiques fixes & des formes canoniques les plus simples possibles.

Remarque 4.1. La mise sous forme canonique d’une équation permet de faire une étude
plus simple. C’est sous cette forme que les résultats sont connus ( déja énoncés ); pour

obtenir cette forme canonique on utilise la transformation homographique T'(\, i, ).

On sait que’on peut ramener les équations(4.2.3.b) , dont I'intégrale générale est & points
critiques fixes, & une forme canonique, en effectuant sur v une transformation T'(\, i1, ) (

ou une transformation linéaire sur v et x ), dans (4.2.3.b) :
v=A2)V, t =p(x), (4.2.9)

ol A\ et ¢ sont des fonctions analytiques de z. En posant

v .. = d*V

AR

on obtient:
V= AV 4+ NV, 0" = X2V + (2N o + A" )V + NV

En substituant dans I’équation(4.2.3.b) , on obtient 1’équation

V = AVV + BV?, (4.2.10)
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

ou A, et B vérifient les relations

'A = (a; — 3) \,

P =(a=3) (4.2.11)
©?B = (a1 + ay — 1) A\

D’apres les travaux de F.J. Bureau [9, 1964], pour que I’équation (4.2.10 ) soit stable, il

est nécessaire et suffisant que les coefficients (A, B) vérifient la condition suivante:
(Av B) = {(_37 _1>7 (_27 0>= <_17 +1)7 (0, 2)7 (07 0)}

En conclusion, moyennant une transformation 7'(\, u, ), on peut faire coincider les

coeflicients a; et as avec une des valeurs suivantes:

(ab a?) € {<07 0)’ (17 0)7 (27 0)7 (37 0)7 (3a _2>}'

Proposition 4.2. Pour qu’une équation de type (4.1.1) vérifie la propriété de Painlevé, il
est nécessaire et suffisant qu’elle soit, ou se raméne par une transformation T (A, u, @) a

l'une des cing équations suivantes:

y" =B (2,9)y" +C(x,y) (y) + D (x,9)y + E(z,y),

yy" =y"y' + B(x,y)y" +C(2,y) ()" + D(2,9)y + E (z,y),

w" =2"y + B(x,y)y" + C (z.9) (') + D (z,9)y + E (2,y),

yy" = 3y"y + B (x,9)y" + C(2,9) (') + D (z,9)y + E (z,y),
2,

L2y = 3y"y'y — 2y° + B (2,9) y" + C (z,y) (¥)> + D (v,9)y + E (z,y).

Pour a; = 0 et as = 0, Chazy [13] a étudié I’équation (4.1.1 ) et dans ce cas, il a classifié

(

les équations de type (4.1.1 ) & points critiques fixes sans montrer rigoureusement que les
treize classes d’équations qu’il a obtenues sont & points critiques fixes. Bureau [9,1964], a
montré que certaines des équations de Chazy sont & points critiques fixes. Enfin Cosgrove
[22] a complété I’étude des équations de type (4.1.1 ) en donnant des méthodes d’intégration

pour chacune des treize équations de Chazy. Ce cas ne sera pas repris dans notre étude.

4.3 Conditions pour que I’équation réduite de (4.1.1 )

ait ses points critiques fixes

La recherche d’un comportement local algébrique au voisinage d’une singularité mo-

bile zy,
Y~ Yo2¥ Ol Yo # 0, 2 =2 — 2 et o est un point arbitraire, (4.3.1)
conduit a I’étude d’une série de Laurent.
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Remarque 4.2. Pour déterminer l’ordre des poles mobiles, nous posonsy ~ yo (x — xo)" ot
xo est supposé point sungulier algébrique d’une intégrale y(x). La substitution de (4.5.1)
dans ’équation (4.1.1 ) montre que pour certaines valeurs de p deux ou plusieurs termes

dans ’équation, peuvent dépendre de 1y, et le reste peut étre négligé, quand r — xy.

En dérivant 1'équation (4.3.1 ) et en remplagant ensuite dans I’équation (4.1.1 ), on

trouve la liste de toutes les puissances de x — xy qui est donnée par :
Bp—3, 3p—2, 4p—2, bp, 4p—1, 4p,...].

On choisit ensuite p de telle sorte qu’au moins deux éléments de la liste précédente soient

égaux:

q =3p—3 =4p—-2=>5p—1=06p,
g =3p—3 =4p—-1,
q =3p—3 =A4p.

2,

1. Pour (p, q) = (=1, —6) : les termes dominants de (4.1.1 ) sont v%*y”, yy'y", ¥,

vy, v?y?, y*y', 8 et correspondent aux termes en z3P~3, 2472 P~ et 0P,

2,1

2. Pour (p, q) = (=2, —9) : les termes dominants de (4.1.1 ) sont 32y, yy'y", v, v*y

3p—3 4p—1
s .

et correspondent aux termes en z z

2,1

3. Pour (p, q) = (=3, —12) : les termes dominants de (4.1.1 ) sont %", yy'v", ¥, y*

et correspondent aux termes en 2373 et 2%,

Nous allons examiner successivement ces trois cas qui s’étudient de la méme facon.

4.3.1 Premier cas. (p, q) = (—1, —6)

Supposons maintenant que by, ¢y, do et e4 ne sont pas tous nuls. Il reste a former la

réduite relative a la valeur (—1) de p. En utilisant le changement de variable
T —xo+ex, y—e 'y, €—0,

on obtient I’équation

", 13

y" = alyyy + CLQZZ—Q by +co () + doy®y +eayt +e (), (4.3.2)
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

qui doit avoir ses points critiques fixes pour toute valeur numérique donnée a € pour que
(4.1.1 ) soit a points critiques fixes; en particulier pour £ = 0, on obient que I’équation

",/ /3

" vy + ag‘Z—Q + byy” + ¢ (y')2 + oy + esy?, (4.3.3)

Yy =a

doit étre a points critiques fixes.

Des cas particuliers du (4.3.3 ) ont été considérés par H. Exton [24, 1973], Martynov
[48, 1985], Kozulin et Lukashevich [39, 1988], Mugan et Jarad [54, 2004], Conte, Rogers et
Schief dans [17, 2007].

L’étude générale se fera en deux parties: la premeére consiste & donner les résultats
obtenus dans [5, 6] et la seconde partie est consacrée a l'intégration des équations obtenues

pour en déduire si les conditions nécessaires sont suffisantes ou non.

Proposition 4.3. Les seules équations différentielles de type (4.3.3 ) dont la solution générale
est une fonction monovalente sont celles qui se raménent a l’arde de changement de variables

aux équations suivantes:

1. casotar =1 etay =0

yy/// — y/y//;
yy/// — y/y// + y3y/;

yy/// — y/y// + y2y// _ %yi’)y/;

yy/// — y/y// + y2y// + 2y3y/;
1,0

w" =Yy vty Py - 2y

\ yy/// — y/y// + y2y// + leygy/ _ %yB‘

2. cas ot ar =2 etay =0
yy" = 2y'y";

yy" =2y'y" + v’y

yy" = 20'y" + 7y — vy

yy" = 29"y + vy — gy + Y

yy" = 2y'y" + y?y" — Suy? + 2%y — Ly
yy" = 2y'y" + 2%

yy/// — Qy/y// + 2y2y// _ 3yy’2 + 2y3y/ _ y5'
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

3.casota; =3 etay =0

/o0 2,1

yy" = 3y'y" + vy — 2yy’?;

1,00,

yy" = 3y'y";

\ yy/// — 3y/y// . nyzy// + 2ny5.
4. cas ot ay =3 et ag = —2

3,

y//IyQ — Syylyll _ 2yl3,
=3yy'y" — 2y + Py

y/// y2

yy" =3yy" + (2 - n) v’y — dyy” + 209’y

yy" = 3y"y" + (3 —n) y*y" — 6yy” + 3ny’y’ — ny®;

yy/// — 3y/y// + (1 . n) y2y// o 2yy/2 + nyBy/ + ny5;

5.

Il reste & confirmer si I'intégrale générale des équations que nous venons de trouver est

effectivement & points critiques fixes.

Intégration des équations réduites obtenues

i. Intégrale premiére de (4.3.3 )

L’équation réduite (4.3.3 ) peut étre remplacée par le systéme

y = vy’ (a)
v' = ty, (b)
ttr = Q)t+ R (v), (x dénotes ).  (c)

En éliminant v entre les équations (a) et (b), on obtient I’équation
yl/y — lez + ty4
Par substitution de la solution formelle
400 .
t= Z hjvj,
=0

dans ’équation(4.3.5 ), on obtient:

2 2 7\ 3 I\
y' = 2% + hoy® + hyyy' + hgy? + hs (?%) + o Ny <y_) + ...

ou h; sont des constantes.

(4.3.4)

(4.3.5)

(4.3.6)

(4.3.7)

Théoréme 4.4. [26] Pour que léquation y" = R (Y, y, ) ait ses points critiques fixes, il

est nécessaire qu’elle soit de la forme

y' = Ay, @)+ By, o)y +C(y, )y,

ou A, B, C sont des fractions rationnelles en y a coefficients holomorphes.
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Pour que I'équation (4.3.7 ) soit & points critiques fixes, on doit donc avoir h; = 0 ol

7 =23, 4, 5,..., par suite t est définie comme étant un polynéme en v de degré deux:
t (v) = hov® + hyv + ho. (4.3.8)

Le théoréeme qui suit affirme que ’équation (4.3.7 ) est a point critique fixe si hy # 0.

On supposera que Cj et C; sont deux constantes non nulles simultanément.

Théoréme 4.5. Pour que [’équation

1 y/2 y/ 1
J - (1 _ 5) Lt o+ i, (4.3.9)

ait ses points critiques fixes, il est nécessaire que k =1 et n # 1.

Preuve. [9] Dans notre cas k = 1 et n = 1.

Supposons k =17 = 1, 'équation (4.3.9 ) est alors équivalente au systéme différentiel:

1
[
Y a0

yu' + Cou + CLu? = 0.

(4.3.10)

Soient x = €t, u = v, ou € est un parameétre, le systéme (4.3.10 ) peut s’écrire alors

sous la forme:
dy 1

dt. v’
dv
ya +ev (Cy + Chev) = 0.

Appliquons maintenant le théoréme général de stabilité. Supposons que g, yo et vy sont

des constantes arbitraires, y (t), v (t) sont développables en séries de puissances ¢,

r — X

y=1yo+ + 0 (e),

Vo

v =1y —eCyvd In <y0+x—:v> 2) si Cy # 0,
Vo

+0 (e
v =1y —e*Crviln (yo+ x—xo) +0(%)  si Cp=0.
Vo

Par suite, le systéme (4.3.10 ) et I’équation (4.3.9 ) sont instables, c’est a dire ayant des
points critiques mobiles. m

Le changement de variable y = w™! dans (4.3.7 ) permet d’obtenir:

12 !

1

W' = hy e b (4.3.11)
w w

w .
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

En vertu du théoréme précédent, pour que (4.3.11 ) vérifie la propriété de Painlevé, il
est nécessaire que les constantes hg, hi et hy soient toutes nulles ou bien hy # 0.

L’équation (4.3.7 ), devant avoir son intégrale générale stable, doit avoir comme second

membre un polyndéme du second degré au plus en /;
Yy = (ha +2)y” 4+ hiy/y? + hoy*. (4.3.12)
Proposition 4.6. L’équation (4.5.8 ) admet comme intégrale premiére 'équation (4.3.12 ).

ii. Etude des équations obtenues

ii.1. Casotia; =1letay, =0

ii.1.1. Etude de I’équation différentielle

yy" =y'y";
{ Yo = arbitraire, (r1, r2) = (0, 2).

L’équation précédente vérifie la propriété de Painlevé. En effet, cette équation a pour

intégrale premiere 1’équation
y" = ky,

ol k est une constante arbitraire. Cette derniére étant linéaire auquel cas elle vérifie la
propriété de Painlevé.

ii.1.2. Etude de I’équation différentielle

vy =Yy + vy
{ Yor = —Lyoz = 1, (r11,712) = (2,4) , (121,722) = (2,4) .

Cette équation admet comme intégrale premieére I’équation:
y'=3y° +ky
qui s’'intégre par des fonctions elliptiques. En effet, I'intégrale premiére est
y? = kY +
ii.1.3. Etude de I'équation différentielle

{ yy/// _ y/y// + y2y// N %y?)y/;

Yor = —3,y02 = —6, (r11,712) = (1,2), (ra1,722) = (=2,2).
L’intégrale premiére de cette derniére est

y' =yy — 5y’ +ky.
Cette derniére n’est pas stable (voir [9]), ainsi y est & points critiques mobiles.
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

ii.1.4. Etude de I’équation différentielle
yy/// — y/y// + y2y// + 2y3y/.
Yor = —L,yo2 = 2, (r11,712) = (2,3) , (r21,722) = (2,6) .
Cette équation admet comme intégrale premiére I’équation
y' =yy' + 9’ + ky

qui est stable (voir [9]), et par suite y est & points critiques fixes.

ii.1.5. Etude de I’équation différentielle

yy/// — y/y// + y2y// + 4y3y/ _ 23/5;
Yor = —1, 902 = 1, yo3 = —2,

(4.3.13)
(111,712) = (1,4) , (121, 722) = (3,4) , (131, 732) = (—2,6).
D’une part, I'intégrale premiére est
y// 2 )
Y
/
et d’autre part, en posant y = 4 dans (4.3.13 ), nous obtenons pour w ’équation
u

ul/l — ku2ul
qui doit étre stable. En intégrant I’équation précédente, nous avons

u" = 5P+ k.

Cette équation du second ordre est du type A (y, z) = 0, ainsi u est a points critiques
fixes [22], et par suite y est a points critiques fixes.
ii.1.6. Etude de I’équation différentielle
vy =9y + vy + 1Y — syt
Yor =4, Y02 = —4,Yo3 = —2,
(r11,712) = (4,6), (121, 722) = (—2,4) , (r31,732) = (1, 3).

D’une part, I'intégrale premiere est

(4.3.14)

y// 2 1 2
o P
(E—y) *Z(y —3y°) +k,
u/
et d’autre part, en posant y = —— dans (4.3.14 ), nous obtenons une équation dont
U

I'intégrale premieére est

u" = kuu!.
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

En intégrant 1’équation précédente, nous avons

u' =5+ k.

Cette équation du second ordre est du type A (y, z) = 0, ainsi u est a points critiques
fixes [22], et par suite y est a points critiques fixes.
ii.2. Casotia; =2etay =0

ii.2.1. Etude de I’équation différentielle

" — 2 / //;
=Sy (4.3.15)
yo = arbitraire, (r1, r2) = (0, 3).
En intégrant ’équation (4.3.15 ) par rapport & x, on trouve
y// — k‘y2
qui s’intégre par des fonctions elliptiques.
ii.2.2. Etude de I’équation différentielle
///:2 / //+ 3 /;
Yy vy + 9’y (4.3.16)
Yo = —Lyoz = 1, (r11,712) = (1,4) , (r21,m22) = (1,4) .

En intégrant ’équation (4.3.16 ), on obtient
vy =5y% + 3tk

et cette derniére équation est un cas particulier de I’équation transcendante Pj;; de Painlevé.

ii.2.3. Etude de l'équation différentielle

I//:2///+22I/_2 /2;
{ yy vy vy yy (4.3.17)

Yo = —2,(r1, ™) = (1, 2).
L’équation (4.3.17 ) admet comme intégrale premiere I’équation
y' =y +ky’.
Cependant la condition de stabilité n’est pas vérifiée qui est
Q) =4y £0
ol y&o) constante complexe quelconque. Par conséquent la solution générale de I’équation

(4.3.17 ) admet zy comme point singulier logarithmique et donc 'équation (4.3.17 ) n’est

pas stable.
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

ii.2.4. Etude de I’équation différentielle

" — ol + 2" — /2+ 3/;
{ vy vy vy yy vy (4.3.18)

yor = —1, yoo =2, (r11,712) = (1,3), (7r21,722) = (1,6).

L’équation (4.3.18 ) admet comme intégrale premiere I’équation
V' =gy + Y+ kY
Cependant la condition de stabilité n’est pas vérifiée a savoir

Q¥ = —164"" £ 0,

ou yio) est constante et donc ’équation (4.3.18 ) n’est pas stable.

ii.2.5. Etude de 1’équation différentielle

1, 2,01

yy" =2y'y" + v*y" — Syy” + 2% — Sy
Yor = —4,yo2 = 1,403 = —1, (4.3.19)
(7’11,7"12) = (—576) ) (7“2177”22) = (1,5) ) (7"31,7“32) = (173) .

5.
’

La condition de stabilité correspndante a l'indice 15 = 6 de I’équation (4.3.19 ) n’est

pas vérifiée

6 6
Q(G) — __ 25488135689221697295007 1) (0) £ 0
6 = T 79330949271303634944000000 \ J—5 Ys )

pour y(_lg, y(_ll) et yéo) constantes complexes quelconques et donc ’équation (4.3.19 ) n’est

pas stable. Cependant, elle admet une intégrale premiére de la forme:
y'y = 3y% + 5y (4.3.20)

ii.2.6. Etude de I'équation différentielle
yy/// — 2y/y// + 2y5;

Yor = —1, yo2 = 7121\@7 Yo3 = #, (4.3.21)

(7"11, 7”12) = (27 3) s (7”21, 7“22) = (2, 3), <T31, 7”32) = (2, 3) .

Cette derniére admet comme intégrale premiére ’équation
y//2 o 4y/y4 4 kyél =0

qui est stable voir Cosgrove et Scoufis [21,1993].
Considérons plus en détail ’équation précédente. Pour cela recherchons l'intégrale

générale de 'équation (4.3.21 ) et vérifions qu’elle est stable. A cet effet, nous utilisons
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

la méthode classique de variations des constantes, fréquemment employée dans le Mémoire

de Bureau ( voir par exemple, [9,p.282]). En intégrant 1’équation
yy" = 2y'y", (4.3.22)
nous obtenons
y' = wy?,
oll w est une constante. Supposons maintenant w () une fonction de x que nous allons

déterminer
y' = 2w (x) 1> (4.3.23)

En substituant dans (4.3.22 ), il vient
w' = > (4.3.24)
De (4.3.23 ) et (4.3.24 ), nous déduisons
w” =2y et y =w+Ek, (4.3.25)

ou k est une constante arbitraire.

L’équation (4.3.22 ) et le systéme

I 2
U}—y7

I 02 +/€,
{ v (4.3.26)

sont équivalents et alors nous allons intégrer ce systéme.

Effectuons la transformation
y=—PBy—vet w=pPy—v, aec B*= -3,

le systéme (4.3.26 ) nous donne
w' = 2wv — ki, avec ki = %,
o =~ — " — Bl
En éliminant v, nous obtenons pour w (x)

w” = tuw? —28%w" — 2Bkw* — %%, (4.3.27)

Ainsi w (x) est une fonction elliptique et est stable [35], de méme que y () qui s’écrit

sous la forme / By
(@) =~ ) - O

ol w (z) est l'intégrale générale de I'équation (4.3.27 ). L’équation différentielle (4.3.21 )

(4.3.28)

est stable.
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Remarque 4.3. L’équation (4.3.21 ) est a points critiques fixes, contrairement a [’assertion
de Ezton voir [24].

ii.2.7. Etude de I'équation différentielle

yy/// — 2y’y" + 2y2y// _ 3yy'2 + 2y3y/ _ y5;
Yor = —1, Y02 = 1, yo3 = —2,

(4.3.29)
(r11,7m12) = (1,2), (ro1,792) = (1,6), (131, 732) = (—2,3).

!/

u
L’équation (4.3.29 ) est stable. En effet, si on pose y = —, la fonction u satisfait a
I’équation différentielle du quatriéme ordre

(4) "
R e

u/// ul

L’intégration de cette derniére équation se ramene & celle d'une équation du troisiéme
ordre

u/// — kl ul2'

Si dans cette équation, on pose v’ = v, on obtient une équation du second ordre en v:

V" = kyv?, ol ki est une constante.

En effectuant la transformation v ~ A\v, avec k1A = —6, on obtient ’équation

V" +60% =0, v+ 4v® =k, ol k est une constante arbitraire,

dont les solutions sont v = 0 ou v (z) = — (x —x0) “sik =0et v(x) = p(x — 0, 0, k) si
k # 0, ou p représente la fonction elliptique de Weierstrass.
ii.3. Casotia; =3 et a, =0

ii.3.1. Etude de I’équation différentielle

yyl/l — 3y/y/l + y2y// _ 2yy/2.

Les indices de Fuchs sont 0 et (4 + o), mais I'indice doit étre entier, ce qui correspond

donc a g, entier sachant que g est arbitraire, il ne peut étre toujours entier. Nous déduisons
92 . < . N . oy .
alors que I’équation posséde des solutions a points critiques mobiles.
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

ii.3.2. Etude de I’équation différentielle
yy" = 3y'y". (4.3.30)
En intégrant ’équation (4.3.30 ), on obtient
y' =k, ou yy' =2y +k

qui est stable (voir [26]).
ii.3.3. Etude de équation différentielle

m— 3" + (2 —n 2// — dyy? + 203 :
yy" =3yy"+(2-n)y Yy vy (4.3.31)
Yoo = —1, (rin, m2) = (2, n),
n étant un nombre entier différent de —1, 0, 2.
En particulier, pour n = 4, I’équation (4.3.31 ) admet 'intégrale premiére
vy = 2y"* — 2%y + 2 + k. (4.3.32)

Montrons que U'intégrale générale de ’équation (4.3.31 ) ou (4.3.32 ) est & points critiques

mobiles. A cet effet, rappelons un résultat connu [26]. Pour qu’une équation

/1

y' =AM, y)y* + .., (4.3.33)

ait ses points critiques fixes, il faut que

A(n, y)=<1—-> 31/ n#0, —

2
L’équation (4.3.32 ) n’est pas & points critiques fixes car le coefficient de L ne peut pas

se mettre sous la forme (1 — %) avec 7 entier.
Pour les autres valeurs de n, la condition de stabilité correspondante a (r;; = 2, 112 = n) de

I'équation (4.3.31 ) n’est pas vérifiée, par exemple

n = +1: QY =—8y"? £y,
no= —2: QY =—48yy" #0,
n = —3: Q(,li_42y13y0)7é0

Par conséquent, y posséde des points critiques mobiles.
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

ii.3.4. Etude de I’équation différentielle

///:3///+1 2,1 ) /2_|_n3/+n5;n _1’ 0’ :|:3’
{yy Yy + (1 —n)y*y" —2yy Yy +ny’; n# (4.3.34)

yor = —1, yo2 =2, (r11,m12) = (3,n), (ra1,m22) = (6, —2n).

Comme la condition d’indice (r1; = 3) de I’équation précédente
n=1: QY =128y"% +£0,

n’est pas satisfaite, par suite I’équation associée a ces coefficients est & points critiques
mobiles.
Pour les autres valeurs de n, la condition de stabilité correspondante & (11, 712) = (3, n)

et (a1, m22) = (6, —2n) de ’équation (4.3.34 ) n’est pas vérifiée, par exemple

n = +4: Q(4§ = y( )4 (0)4 7& 0,
n = —4: Q(li = 132y 4y 7é 0,

n = —6: %

@

On déduit que I’équation de type (4.3.34 ) ne vérifie pas la propriété de Painlevé.
ii.3.5. Etude de l'équation différentielle

///:3///+ 3 — 2// -6 _|_3 3,/ 5; O, :|:17
{yy yy'+ (B3 —n)y yy"™ + 3nyty —ny’s n # (4.3.35)

Yor = —L,yo2 = =2, (r11,712) = (1,n), (r21,722) = (=2,2n).

!/
u

En faisant le changement y = —, on obtiendra une équation du quatriéme ordre
u

—uMPu + 30" 4 (n — 2) u"uPu? = 0.
En intégrant 1’équation précédente par rapport a x, on trouve:
"= kuPun 2, (4.3.36)
En particulier, pour n = 2, par exemple, 1’équation (4.3.36 ) devient

u" = ku®, (4.3.37)

ou k est une constante d’intégration.

Si on effectue dans I’équation (4.3.37 ) la substitution v’ = v, elle devient apres cela
V" = kP (4.3.38)
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Par ailleurs, en effectuant la transformation v ~~ Av avec kA = 2, nous aboutirons a

I’équation suivante:
" 3 _n. ,/2 4 N . .
v’ —2v° =0; v° — 0" = ky, ou k; est une constante arbitraire,

et on sait que cette équation n’admet que deux familles de poles simples comme singularités
mobiles, de résidus £1, donc les solutions de (4.3.38 ) sont v = 0, v (z) = % (x — x) "
et v(x) = p(x), ou p désigne la fonction elliptique de Jacobi. Ainsi le développement des
intégrales de ’équation (4.3.37 ) au voisinage de = — xy contient le logarithme, en raison du
terme log(x — xg) et a chaque solution (4.3.38 ) correspond un point critique logarithmique
mobile de 'équation (4.3.37 ), d’ol u et par suite y ne peut étre stable.

On a aussi pour n = 3

n=s @)= 20

92) et yéo) sont des constantes complexes quelconques.

ou y
Le cas ou n > 2, a été envisagé par Chazy dans [13].

Les conditions de stabilité des équations (4.3.35 ) sont:

1 0)(=1-n) (1
QY = y” Ty £ 0;
n<=2: 0 Q= g ) £ 0,
7(12) = ygo)(fn) 7(11)2%0’

(1 1)

avec 1),y et g’

) des constantes complexes quelconques. Par suite, I’équation associée
a ces coefficients est a points critiques mobiles. On déduit que I’équation de type (4.3.35 )
ne vérifie pas la propriété de Painlevé.

ii.3.6. Etude de ’équation différentielle

mn _ 3 I/ n 2 ”+2n 5; n 0’ :|:1’ j:47
Yy y'y" —nyy Yo n# (4.3.39)
yor = —L,yo2 = 1, (r11,r12) = (4,n) , (ra1,722) = (4, —n),

n étant un nombre entier.

Les conditions de stabilité des équations (4.3.39 ) sont:

n=4+1: Q¥ = +864y"* + 0;

n=+2: QY =+36y0"" #0;

n=43: QY = —81y )02 o g,
n==+5: Q" =300y"y") #0;
n=16: QF =000 £

n=+47: QU= +3006L8T, 08 (1) 2 o
n=48: QY =y £o,
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

avec y,(}), y(_ll) et yio) des constantes complexes quelconques. Par suite, I’équation associée

a ces coefficients est a points critiques mobiles. On déduit que I’équation de type (4.3.39 )
ne vérifie pas la propriété de Painlevé. Cependant elle admet une intégrale premieére de la

forme:

ii.4. Casoulia; =3 et ay = —2

ii.4.1. Etude de 'équation différentielle:

2 M

vy = 3yy'y” — 2. (4.3.40)
L’équation précédente admet pour intégrale premiére I’équation
yy" =y + ky*;

Cette derniére vérifie la propriété de Painlevé [26], et par conséquent, il en est de méme
pour I'équation (4.3.40 ).
ii.4.2. Etude de I’équation différentielle

2 " — 3oy — 2 /3+ 3 //,
{yy yy'y Y vy (4.3.41)

Yo = —1, (Tl, 7’2) = (1,2) .

L’équation (4.3.41 ) vérifie le test de Painlevé: elle posséde une famille singuliére

1

y ~ —z ! avec les indices de Fuchs (ry, m5) = (1, 2). Cette derniére admet pour intégrale

premiére 1’équation
yy// — y/2 +y2y/ + ky2

qui est stable [35].

4.3.2 Deuxiéme cas. (p, ¢) = (-2, —9)
En procédant comme on a fait pour le premier cas, on étudie le cas ol
61260:d2:€4:06td17é0.

L’application du méme principe donne en remplagant x, y respectivement par xg +
ex, € 2y et en prenant € = 0, ’équation réduite
", 2

vy = ay"y'y + asy® + diyy. (4.3.42)
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Supposons que la solution de I’équation (4.3.42 ) est de la forme:
y~yo(r— $o)(72) + ...+ B (x — xo)(rﬁ) + ... (4.3.43)

En remplacant y donnée par (4.3.43 ) dans I’équation (4.3.42 ) et en identifiant les coef-

ficients de méme puissance, nous obtenons:
(r +1) (r? + (2a1 — 10) r — 124, — 8az + 24) (3a; + 2a2 — 6)* =0, (4.3.44)

ol ¥, satisfait I’équation
d1y0 + 6@1 + 4CL2 —12=0. (4345)

Soient 71, 75 les deux racines de ’équation indicielle (4.3.44 ). En combinant (4.3.44 )

et (4.3.45 ), il vient
diyo = —6 (a1 —2), (r1, m2) = (6, 4 —2a,). (4.3.46)

Comme nous ’avons déja mentionné, on peut considérer yq # 0.
4.3.2.1.Casotia; =1letay, =0
Les relations (4.3.46 ) entrainent: dyyo = 6, 1 = 6 et ro = 2, et en intégrant

I'équation (4.3.42 ) dans ce cas, on trouve

qui est stable [35].
4.3.2.2. Casotia; =2etay, =0
Les relations (4.3.46 ) entrainent: dijyo = 0, 7, = 6 et 75 = 0, mais yy # 0, alors

d; = 0, en intégrant 1’équation (4.3.42 ), dans ce cas, on obtient

3 y/2
" 1,3
=—-"—+4z k
Y 2y +3Y° +
qui est stable [35].
4.3.2.3. Casouta; =3etay =0
Il est évident que les indices de Fuchs sont dans ce cas 11 = 6 et 7o = —2, et

I’équation (4.3.42 ) a pour intégrale premiére I’équation

12 1 k
y// — 2y_ + _y2 + iy
y 3 (0
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

2
L’équation précédente n’est pas a points critiques fixes car le coefficient de = ne peut

1

pas se mettre sous la forme (1 — 5) avec 1 entier différent de —1, 0. D’autre part, comme

la condition d’indice

4 \*/ © 4 D\ [« 0
QY =1 (y52)> (yé )) #0et QY =22 (?M) (yﬂf) (yé )> #0
ou yéo), y(fl) et y(fZ) sont arbitraires, n’est pas satisfaite, alors I’équation (4.3.42 ) est a points
critiques mobiles.
4.3.2.4. Casotia; =3 et ay = —2
L’équation (4.3.44 ) admet le double indice (ry, m) = (2, 2), et par conséquent

I'équation (4.3.42 ) est a points critiques mobiles.

4.3.3 Troisiéme cas. (p, ¢) = (-3, —12)

N

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas particulier de (4.1.1 ) ou
b1i00:d2i64:d1:06t627é0.

Dans (4.1.1 ) posons

r— X9 tex, y— 5_3y.
Lorsque ¢ tend vers 0, nous obtenons 1’équation réduite

"2

y"y? = ay"y'y + asy”® + eayt. (4.3.47)

Pour déterminer les conditions de stabilité correspondantes pour que y () admette des

poles mobiles, posons
y = yo(x—20)" + L+ B — )+

ou r est un nombre réel.
En vertu du théoréme de J. F. Bureau, pour que (4.3.47 ) vérifie la propriété de Painlevé,

il est nécessaire que les racines de I’équation indicielle
(r+1) (r* + (3ay — 13) r — 36a; — 27as + 60) =0 (4.3.48)
soient entieres et distinctes. 1y est solution de I’équation

eao — 36a; — 27as + 60 = 0. (4.3.49)
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4.3. Conditions pour que I'équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

4.3.3.1. Casouta; = letay, =0

[’équation correspondante est

My, — o /+ 3,
{ VU= yyey (4.3.50)

yoea = —24, (r1,7m2) = (4,6).

D’une part, I’équation (4.3.50 ) admet comme intégrale premiére 1’équation
y//2 4 4y/y2 4 kyZ — 07 ey = 2’

D’autre part, pour montrer que cette condition est suffisante, on effectue le changement

de fonction y = w’ dans (4.3.50 ) et on aboutit a
w' (w" = %wQ + kw + k’g) , avec ey = 1. (4.3.51)
En intégrant ’équation (4.3.51 ), on obtient

w? = %w‘?’ + kyw? + 2kow + 2k,

qui est stable et la solution w () est une fonction elliptique [26], et par conséquent, I’équation
(4.3.50 ) vérifie la propriété de painleve.
4.3.3.2. Casouia; =0, 2o0u3deta, =0

L’équation (5.3.53 ) est a points critiques mobiles car les indices ne sont pas entiers.

Proposition 4.7. Pour que l’équation (4.1.1) soit a points critiques fizes, il est nécessaire

et suffisant qu’elle s’écrive sous une des formes suivantes:

1. cas oup=—1

yy" =y + 9y

v =y v+ 20

vy =y + vy + Ry — 27,

w" =9y + vy + 1Y — 55

v =2y + 2,

yy" =2y + Y

yy" =24y + 207" — 3yy? + 20°y — v,

2,

y2y" = 3yylyll o 2y/3 + ySy/I‘
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

2. cas oup=—2
y///y — y//y/ + 6y3y’.
3. cas oup=—3
yy/// — y/y// + y3'
4. cas ol p entier négatif quelconque
yyl/l — yly//’
y/l/y — 2y/ly/’
yl//y — gy//y/7
2, 1M

vy = 3yy'y" — 2y

\

13

Remarque 4.4. Ces résultats sont appliqués a l'étude des systémes “multi-ion electrodiffu-
sion” (voir R. Conte, C. Rogers et W. K. Schief dans [17,2007]).

4.4 Conditions pour que I’équation compléte de (4.1.1 )
ait ses points critiques fixes

Dans la section précédente nous avons obtenu les différentes classes d’équations de type
(4.1.1 ) qui peuvent étre a points critiques fixes et dans cette section, nous donnons des
équations completes de type (4.1.1 )( a Paide d’une transformation homographique, il est
toujours possible de ramener I’ensemble des termes complémentaires & un polynéme en y”, 1/
et y ), dont les solutions générales peuvent étre des fonctions monovalentes. La preuve des

résultats obtenus se fait en utilisant une méthode analogue a celle utilisée par Cosgrove [22].

4.4.1 Transformation de ’équation (4.1.1 )

La substitution
y=w" (4.4.1)

dans ’équation (4.1.1 ) conduit a I’équation

",/ 13 1

"= (6 —ay) vy (2a1 + ag — 6) w_2 + 3 bww”
w i=—1

1 ) 0 ) 2 ) 4 .
— 12 b+ Y qu T (W) = Y dw T + S ew? Tt (4.4.2)

i=—1 1=—2 i=—2 i=—2

Remarque 4.5. Les équations (4.1.1) et (4.4.2) sont simltanément stables ou instables:

elles se transforment 'une en l'autre par la transformation (4.4.1).
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Par la transformation (4.4.1 ), 'équation (4.1.1 ) se raméne & une équation du méme
type dont les coefficients se déduisent des coefficients de I’équation de départ a ’aide du

tableau suivant:

Yy as b_y bo | by C_2 C1 Co

w | 2a; +as —6 by bo | b1 | —(co+2by) | —(co1+bo) | —(coa+2b_q)
Yy ai dg | d_y | do | dy dy €2 | €1 €0 €1 €2 €3 €4
w | 6—a; | do di | do|d_qy | d_g| —es| —e3 | —€a | —e1 | —€g | —e_1 | —€_9

Remarque 4.6. Les conditions de stabilité correspondantes aux zéros mobiles de [’équation
(4.1.1) se déduisent directement des conditions de stabilité correspondantes auzx poles mo-

biles de l’équation (4.4.2 ) suivant le tableau ci-dessus.

Dans ce qui suit, on va appliquer la troisiéme étape de la méthode de Bureau ou le test
de Painlevé aux classes d’équations obtenues pour déterminer les coefficents de 1’équation
compléte (4.1.1 ). Nous allons étudier quelques-unes des équations précédentes, les autres

résultats s’obtiennent de maniére analogue.

4.4.2 Premier cas. (p, q) = (—1, —6)

I.1. Considérons par exemple I’équation différentielle, dont I'intégrale générale a une

famille de zéros doubles et deux familles de poles simples mobiles:
w" =Yy + 4% + Bz, y)y" +C(z, y) () + Dz, v)y + E(z, y);
Yo1 = —]_, Yo2 = ]_, (7“11, 7”12) = (2, 4), (7”21, 7“22) = (2, 4) .

On peut obtenir des conditions de stabilité pour I’équation (4.4.3 ) en posant suivant la

(4.4.3)

méthode de Bureau [9], (y = yoz?, 2/ = 1+ uz). On trouve alors les conditions suivantes:
b_l = C_9 = d_2 = €_9 = 0.
Dans un méme but, en posant (y = yoz~', 2/ = 1+ uz), I'équation (4.4.3 ) devient
[u (12 = 5ay — 3az + 3yob1 + 2yoco — Ygda) + (2bo + c—1 — d_1yo + e_137)]
+2[u’ (=4 + a1 — biyo) + u? (7 — day — 3az + byyo + Yoco) + u(3by + 2¢_4
—d1yo) + (c;—oz —dy + erg)} + 22" + v'u (=34 ay) + ud (1 — a; — ay)

—bot! 4 u? (bo + c_1) + u <3b_1 =2 do) + <e1 - E)] + 23[—u'b_,

Yo Yo
2 c_2 d_1 e d_o 4 d_o e_1 5e_2 6\
+u (b_l—i—y—O)—uy—O—F(y—g—g)]—kz [—uﬁ—ky—g]—l—zE—FO(z’)—O.
(4.4.4)
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

La condition nécessaire de stabilité est (2bg +c_1 — d_1yo + 6_1y§ = 0). En effectuant
ensuite convenablement une transformation 7" (A, i, ), nous pouvons prendre.
I.1.i. Casou bg=c_1 =0

(a) Supposons d’abord yo; = 1, nous obtenons pour u, I’équation

3ut+e—d_ i+ 2(=3u +3u?—d ju+e—4)+ 22 (v — 2u'u — dou + e; — dy)

+2% (—dyu+ e3) + O (%) = 0.
(4.4.5)

Nous désignons par O(z — zp) une fonction holomorphe au voisinage de z = 2. En posant
dans I’équation (4.4.5 ) P = a+Bz+72%, ot a et 3 désignent des constantes, nous obtenons

d’apres le théoréme fondamental de stabilité
Ag+ Ajz + A2 + A32® + O(2*) = G (P), (4.4.6)

ou G (u) désigne le premier membre de (4.4.6 ), on choisit les coeficients a, 3, 7 tels que

A; =0,17=0...3, ou les coeflicients A; sont donnés par:

Ay = 3a+e_1—d_q, e.1=d_1, a=0,
A1 = ey —do, do = e,

Ay = e —dy—v—d.f,

A3 = e+ +doS—d.

De ces relations, on déduit
€_1 = d_l = dg = €y = O, €1 — d1 =7, ’}// = —€9, (447)

d’ou, d’aprés (4.4.7 )
e =dy — €. (4.4.8)

(b) Supposons maintenant yge = —1, ’équation en u est alors
3u+z (=3u +3u?) + 2° (v — 2u'u+ dy) + 2° (diu — e2) + O (2*) = 0.

Soit P = a + Bz + 722 En faisant le calcul, on obtient les conditions necéssaires de
stabilité
AO = 3@, Oé:(), A1:0,
AQ = 61+d1_77 7:61+d17

As = —ea+7, 7 =en.
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

De ces relations, on obtient

ey =€) +di. (4.4.9)
De (4.4.8 ) et (4.4.9 ), on déduit
e'lzdlle, 61:]€1, dlzkg.

Si maintenant on veut trouver les conditions de stabilité de 1’équation (4.4.3 ) corre-
spondantes aux zéros mobiles sans passer par I’équation (4.4.3 ) on procéde comme suit: en

posant y = w~! dans (4.4.3 ), on obtient

w2w"” = sww'w” — 4w — wdw' + F T, w),
{ (7, w) (4.4.10)

yor =1, (r11,712) = (=2, 2).

On peut choisir encore une transformation 7' (A, p, ¢) telle que by = c_; = 0, de plus
Iintégrale générale a deux familles de zéros simples mobiles, ce qui implique e_5 = 0.

L’équation que doit vérifier u est
(=61’ + €g) + z (6u’ — 6u® — 2dy) + O(2%) = 0.
Si on pose P = o+ 5z, on obtient les conditions necéssaires de stabilité

Ay = —ba+ey, a=0, ¢ =0,
Al = —Qdo, d():O

L’équation (4.4.3 ) s’écrit donc sous la forme
vy =y + 4%y + k4 kay (4.4.11)

Pour montrer que les conditions de stabilité précédentes sont suffisantes, nous allons
intégrer I’équation (4.4.11 ).
Si k1 = 0, l'intégrale premiére de I’équation (4.4.11 ) est

y/l — 2y3 + ky + kg,

ol k est une constante arbitraire; cette derniére admet une intégrale premiere et y s’exprime
par des fonctions elliptiques.

Si ky # 0, ko # 0, I'intégrale premiere de I'équation (4.4.11 ) est

y' =2y + (kyx + k) y — k. (4.4.12)
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Pour ramener I’équation (4.4.12 ) & une forme canonique, posons y ~ y + p. En choisis-

sant p convenablement, on obtient:
y" =2y + xy + ks,
et on est ainsi ramené a I’équation P;; de Painlevé et aux fonctions elliptiques.

Remarque 4.7. Pourr;; <0, on ne trouve, dans ce cas, aucune nouvelle condition néces-

saire de stabilité en considérant des substitutions du type (4.4.10 ).

I.1.ii. Casou 2bg +c_1+e_1 =0
On peut encore raisonner d’une autre facon. FEn utilisant le test de Painlevé,

on obtient avec la transformation (4.4.1 ), les conditions de stabilité correspondantes a
(r11, T12) = (2, 4)

d1=0, 'y +cqd =0,
by + b2 =0, sic_; =0,
boco1=c ,—c*,, sicy #0.

Nous distinguerons les cas suivants.

I.1.ii.a. Pour by = c_; = 0, on obtient I’équation
vy = y'y" + 43y + kvt + (—lﬂ%x +ks) Y + koy® + kl%. (4.4.13)
Cette derniére admet comme intégrale premiére 1’équation
y' =2y° + kiy + (ko + ka) y + 20 + ks,

Pour ramener I’équation précédente a une forme canonique, posons y ~» y — %. On
obtient
y" = 2P + (l%la: + l%2> y + ks,
et on est ainsi ramené a 1’équation P;; de Painlevé.

I.1.ii.b. Pour by = % et c_; = 0, on obtient I’équation

1 2
yy/// _ y/y//+4y3y/+ ; (yy// i 2y4) + %yQy/ . %y3 + (_% + %) y2

ﬂ kle _ k{) / % k1k2 _ k? k_S
+ (3:1:3 + %6r s TRy +H s+ —mm T2 Y-

Cette derniére admet comme intégrale premiere I’équation

k2 K
y' =2y° + By? 4 <@ — ko + k41'> Y= gk — S qoem — s,
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

et on est ainsi ramené de nouveau a I’équation P;; de Painlevé.

I.1.ii.c. Pour by = —% et c_.1 = %, on obtient I’équation

1
yy/// — y/y//+4y3y1_’_; (—3yy”+2y'2+k1x2y2y'+4y4+§k1xy3)

3 2 3
+ (—%x?’ — bikag 4 %) Y + (g—lx + ';—2) y? + (’;—g:ﬁ + k%) Y.

I.2. Etude de Péquation, dont I'intégrale générale a trois familles de poles simples

w" =y + vy + % — 20 + Bz, v)y" +C (2, y) () + Dz, )y + E(x, y),
Yo1 = _17 Yo2 = ]-7 Yoz = _27

(r11,7m12) = (1, 4), (121, m22) = (3, 4), (31, 732) = (=2, 6).
(4.4.14)

La méthode de Bureau n’est pas concluante pour ce cas, a cause d’insuffisance d’indices
positifs, alors on applique le test de Painlevé a I’équation (4.4.14 ) pour obtenir sous quelles
conditions ’équation peut étre stable.

(a) Cas ol yo1 = —1

Pour simplifier les calculs, en effectuant une transformation 7' (A, u, ), nous pouvons

2
supposer les coefficients A et B dans yéo) = <y§0)> + Ay§0) + B nuls. Par suite on obtient:
C_1 = 363 + dl, €g = —C_9 — 2b_1 — do.

Les conditions de stabilité correpondantes a (r11,712) = (1, 4) s’écrivent sous la forme:

bo = —di—2es, di = —3e3, by = ze3¢_0 — 2d_,

do = —3b_1 — 30_2, b1 = —%0_263 + d_1€3 — d_g.

(b) Cas ot yp2 =1

En effectuant une transformation 7' (A, p, ¢), nous pouvons supposer ygo) = %63 nul (
i.e. e3 = 0), les conditions de stabilité correpondantes & (rg,r92) = (3, 4) s’écrivent donc
sous la forme:

€3 = 0, d_l = 07 d_2 = —%C%Q - ].3b_1c_2 — 1—25bal

(c) Cas ol yp3 = —2

De méme y ~ —2z~2 conduit & la série de Laurent

y(o) =2z 4 .+ yéo)z4 + ..,

avec deux constantes arbitraires. La troisiéme apparait en perturbation [20]. Supposons la
solution sous la forme:

y =y 4 ey® 4+ 2y 4
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

ot le petit paramétre ¢ ne figure pas dans I’équation (4.4.14 ). L’équation linéarisée en y(")

est
Bz, y@)y0 =0, on y® = 55 4ot
j=-2
En effectuant une transformation 7' (\, u, ), nous pouvons supposer y(()l) = —%C,Qy(_lg)
nul, les conditions de stabilité correspondantes & (731, r32) = (—2, 6) s’écrivent sous la
forme:
1 0 1
O = —na () (1) =0,
2 1 )2
Qé) = _gei <y£2)> =0,
15 4
Q) = 5o (52) (1) (") =0

On déduit immédiatement
b_l = C_ 9 =€_1 =€_9= 0.

Par conséquent, I’équation compléte (4.4.14 ) a points critiques fixes est

yy/// — y/y// . y2y// + 4y3y/ + 2y5 + (2]611‘ + k2) yS + kl (y2 + y/) )

Cette derniére admet comme intégrale premiére 1’équation :
y” = 2y3 + (2]{311} + 1{32) Yy — k?l.

L’intégration de cette équation est connue: elle s’intégre a ’aide des fonctions elliptiques.

I.3. Considérons I’équation, dont I'intégrale générale a trois familles de poles simples,
v =y + v + 1Y — 3+ B, 9)y' +C () () + Dz, )y + B, y),

Yor = —2,%02 = 4, yo3 = —4,

(7"117 7“12) = (1, 3) s (7”21, 7"22) = (47 6) s (7”31, 7”32) = (—2, 4) .
(4.4.15)

Raisonnons comme plus haut.
(a) Cas ol yp = —2
En effectuant une transformation 7" (A, p, ¢), nous pouvons supposer les coefficients A

et B de ygo) =1 (yg)))z + Aygo) + B nuls. Par suite, on obtient:
c_1 = 12e3+ 2dy, c_9 = —4b_1 — 2b_1 — 2d,.
Les conditions de stabilité correspondantes a (r11, m2) = (1, 3) s’écrivent sous la forme:
bg = —8e3 — 2dy, di = —6e3, b_1 = —8ez — 2dy, d_1 = —2by.
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

(b) Cas ot yps =4
En effectuant une transformation 7" (A, u, ), nous pouvons supposer yio) = %63 =

Les conditions de stabilité correspondantes a (121, 722) = (4,6) sont:
d_2 = 12d0b_1 - 12b_1 - 3d(2) + 4b1, €9 = 0, €_9 = —%ng + 32b0 + 3d0b1.

(c) Cas on yp3 = —4
En effectuant une transformation 7' (A, u, ¢), nous pouvons supposer y§°> = %do =0.

Les conditions d’indices correspondantes a (r3;,732) = (—2,4) sont:

Q= 128y (43) =0,
2
QF = b (200 (") - 201) (413) =0,

3 1 1 3
QY = 5862_1 <Z/(_2)> =0.

On déduit que
—435
b():O, 61:0 ou b1:—<yi0)) Ek’, 6_1:0.
26
Par conséquent, I’équation compléte (4.4.15 ) a points critiques fixes doit étre sous une

des formes suivantes:

/

1 1
yy/// — y/y// +y2y" + Zy?,y/ - §y5 + k <4yZ +y) .

Cette équation est difficile a intégrer afin d’obtenir les conditions suffisantes.

12 24 72
yy/// _ y/y/l . 2y2y// + y3y’ + y5 — Py3 + Ey/ + Ey (4416)

Cette équation admet comme intégrale premiere I’équation:

12 24
"o / 3
e U e §
yy/// _ y/y// . 2y2y// + y3y’ + 3/5 + (klx -+ ]ﬂg) y3 + 2k1y' + klyQ. (4.4.17)

Cette derniére admet comme intégrale premiere 1’équation:
y' = =3yy —y* — (kix + ko) y — 2k;.

En procédant comme dans les exemples du paragraphe précédent, on peut alors énoncer

le résultat suivant: pour que I’équation (4.1.1 ) soit a points critiques fixes, il est nécessaire

[6)



4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

qu’elle s’écrive sous une des formes suivantes:

I1. Casotta;=1letay =0

(
1,11

v =y +2y° — v,

yy" =Yy + vy + ky? + ke

vy =o'y + 4% + kY + (B2 4 ks) o+ kay? + B2

yy" = vy + W+ L gy — 2yt) + Bty — 2P+ (—% + ’;—2) y?
(& - gl ks )y (S % - )y

wy" =yy" 4%y + L (S3uy” + 27 + kaaty?y + Ayt Shaay)
(et = e+ 2 )y + (Ho+2) v+ (5et + )y

yy" =y + vy + 2% + ky + S

wy" =y Ry 2%+ Ry + (3 5) v

L v =YY Y Y - 207 4 (R A+ Re) Y — 2Ky + 2Ky

(

yy" =9y = 2% + ¥y +y° — By + By + By;
" =yy Y - gk (4% + y) :
w" =y Y +yty" 4 Y — 500 - 2 (ki + k) P — 2kiy® — Ak
L v =YY Y Y - 59 = 2 (R Re) P+ Ry — Ry
I2. Casolla; =2¢etas =0
gy = 2y = 3y + b (v — ),
yy" = 2y"y" + Py + ky';
w" =2y + 2% +kyy's Y =27 + ky? — 5
| vy =2y 207" = By + 20 — P+ ks
I.3. Casotta; =3etay =0
yy" = 3y'y" — (2kix — ko) yy' + ksy' + kay?,
{ yy" = 3y'y" + k1y' + kay.

I1.4. Casotla; =3 et ayg = —2

y2y/// — 3yy/y// _ 2y/3 + y3y// 4 bO <y2y// _ 2yy/2 _ y5)
+b_1 (yy" = 2y%) + do (Y +y*) + (2(b-1)" — 3bob_1) yy/
+boy3 - ((571)” —bo (bfl)/ - dobfl) ?JZ — bo (571)2 Y.

4.4.3 Deuxiéme cas. (p, ¢) = (-2, —9)
Considérons maintenant I’équation compléte suivante
v =yy + v+ 2% + B (, y), (4.4.18)
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

avec Fy donnée par

Fy(z, y) = boy®y" + biyy” + coayy” + coy” + doy*y/
+dyyy 4 doy’ + e1y® + eoy? +e_1y + e_s.

Il y a deux familles de poles doubles

Yor = —L,yo2 = 2, (111, m12) = (2,3), (ra1,722) = (2,6).
Par une transformation 7" (A, p, ¢), on peut supposer

3
dl = —€3 — 2b0 — C_1, b() = —50_1.

En utilisant la condition de stabilité correspondante a r1; = 2, on déduit que I’équation

de type (4.4.18 ) peut vérifier la propriété de Painlevé uniquement si on a
d() = —Qbfl — b,I — C_9, C_2 = —2b,1 — 2b,1.
La condition de stabilité correspondante & r15 = 3 est

Q) = =3 (c1 —es) i — (b +d_y) =0,

et la condition correspondante & res = 6 est une égalité polynomiale de degré deux en yéo)

de la forme:
2
Qéo) =A <y§0)> + Byéo) +C0=0, A=B=C=0.

De ces conditions, on déduit que:

es=c_1, bp+d_y =0, b_y = —2b_; — %102_17
bl = —1—1(30{1 — gb_lc2_1 — %d_lc_l + d_g + %b_l,
€_9 = —%b,1 + 302_1671 — % (d,Q — %Cil -+ 2671d71) b,1 -+ %C(il

1 3 1 2 2
+Zd_1071 - Zd_chl — C_1€6_1 — 4d71.

Par suite, pour que ’équation (4.4.18 ) soit & points critiques fixes, il est nécessaire
qu’elle s’écrive sous une des formes suivantes:
y/l/y — yl/y/ + 6y2y/ + klyl7
y"y =y"y +6y°y + (k1z + k) ¥/,
y"y = y"y + 6y*Y + kry + (k12® + ko + k3) v + (ki + ko) y.
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

4.4.4 'Troisiéme cas. (p, q) = (-3, —12)

Considérons 1’équation

"y, ///_|_ 3+F 7 )
{y y=y"y + e’ + Fs(z, y) (4.4.19)

Yoo — —24, (7“1,’/’2) = (4, 6) 5
avec I3 donnée par

/"

Fy(z, y) = boy®y" +bo1yy” + coayy” + cooy® + doyy/

+d_1yy +d_oy + ey’ + ey +e_1y +e_s.

En faisant le changement de variables: (y = yo2 ™2, 2’ = 1 + uz), équation (4.4.19 ) se
ramene au systeéme:

4
7 =1+ uz,

(45u + 1209 + 9c_1) + 2 (—u' — 53u? + 21bgu + 2¢_1 — 3dp)

+2%(u” — 18u® — 3bou’ + bou? 4+ 9c_1u? — 3dou + €1) (4.4.20)
30126y 9co 4(21bju 18cou _ 3di
2 ) 4 (2 B
5( =3biv’ 9biu 9cou 3diu e 6\ _
[ HP(E T e = s+ 2) 4+ 0(2°) = 0.

Par une transformation 7' (A, u, ), on peut supposer 12by + 9¢_; = 0.

La condition de stabilité correspondante & r1; = 4 est
C_9 = —20_1b0 — %CQ_ICZO — %d% — %b_l.

La condition de stabilité correspondante & r15 = 6 est une égalité polynomiale de degré

un par rapport a yio) de la forme:
éO)EAyiO)+B:0, A=B=0.

Par suite, on déduit que:

— __ 880875 6 4455 3 45 2 45
dg = Zcfl, b_l = 024 C_1 + Tboc,1 + Eb—lcfl + Id_lc_l - 8b0

Pour simplifier les calculs posons by = ¢_; = 0, ce qui est possible en utilisant une

transformation 7" (A, u, ¢). Enfin, on obtient:
b1200:d_2:€_2:€320.
L’équation que doit vérifier u est alors:

45u + 2 (—u' — 53u® — 3dy) + 22 (u" — 18u® — 3dou + e1) — 3d;2*

(4.4.21)
+2°(—3dyu + e3) + O(2%) = 0.
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Posons P = a + Bz + 2% + §2% + 2% telles que « et § soient des paramétres constants.

L’équation (4.4.21 ) devient
Ag+ Arz + Ap2? + A3z + Ag2* + A52° + O(2%) = G (P). (4.4.22)
avec G (u) le premier membre de (4.4.22 ) | en identifiant les coefficients on obtient:

Ay = 450, a =0, A; =448 — 3dy, Ay = '+ 457 + ey,
As = 3543y + B —526° + 3dyf3,

Ay = be+~" 4388 + 1148~ + 185% — 3dys — 3d;

As = T +ey+ 3dyy + 58y + 45y — 164° — 45+* + 18530.

Choisissons «, 3, v, 0, ¢ tellessque A; =0 (i=0,....,5).
0 constant, A3 =0= 6 =0.

Pour obtenir d’autres conditions de stabilité, effectuons dans (4.4.19 ), la transformation

wy = 1; il vient

ww” = bww'w” — 4w +d_jwtw' + F(z, w) (4.4.23)
diyo = —2,0==3, 1ou (r;,r) =(-2,2).

En effectuant une transformation 7' (A, p, ¢), nous pouvons supposer:
d_1=-2, bg=c_1=0.
L’équation donnant u est
(—6u + eg) + 2(6u’ — 6u® — 2dy) + O(2*) = 0.

Si on remplace dans I’équation précédente P par a+ Sz ou « et 3 sont deux constantes,

les conditions nécéssaires de stabilité du systéme (4.4.20 ) sont Ag = A; = 0, et il vient
Ag+ A1z +0(2%) = G (P),
comme on a
Ay = —6a+ey, eg=0, a=0,

Ay = —2dy, dy =0,
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

nous obtenons la condition nécessaire de stabilité e; = e = 0 et par suite

A = 445—3d020:520,
A2 = 45’7 + €1, Ag = 3’}/, A4 = be — 3d1, (4424)
A5 = 7€I + €e2 + 3d0"}/ + —45’)/2.

On en déduit enfin

A4:0:>5€:3d1,

d’ou d; = k (constante arbitraire ), avec
A5 = €9 —f- ?)d()’}/ —I— —45’72

Des relations (4.4.24 ) découle que v = e; = 0.

Par suite, ’équation (4.4.19 ) s’écrit sous la forme:
yy/l/ — y/y/l _ 24y3 _"_ ky/'
4.4.5 Quatriéme cas. p entier négatif quelconque
Dans cette section, nous considérons le type de I’équation (4.1.1 ) ou
b1:C0:d1:d2:€2:€4:O.

L’équation compléte correspondante est dans ce cas:

vy = aryy'y" + asy”® + b ay*y" + coyy? + dayty + ey’ (4.4.25)

Pour obtenir les conditions de stabilité, posons y' = vy dans (4.4.25 ), et alors nous
obtenons

v = (a1 —3)vv' + (a1 +az — 1) v* + (b1 +c2)v* + b_10' + d_1v + ep. (4.4.26)

Nous distinguons les cas suivants.

Si 'on pose ay = 0, I'équation (4.4.26 ) se réduit a
yy" = ary'y" + b_1yy” + c_oy? + d_1yy’ + eqy’ (4.4.27)

qui représente un type d’équations considéré par Chazy [13].
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

IV.l.Casotia; =letay, =0

[’équation correspondante est
V"= (bog = 2) v+ (boy 4 cg) 0P+ d v + e, (4.4.28)

elle doit avoir son intégrale générale stable.

On rameéne cette équation a la forme canonique en posant v = u + () :
u' = —2u'u+ (b —2u)u' + (b_y+co)u*—2u —2(b_1+c)pu—d)u—H(z),

avec
H(z) = p" +2up — by’ — (b1 +c o) ,u2 —d_1p — ep.

La condition de stabilité se déduit de

20 —2(b_y+co)pp—d_q=0;
b_1 — 2/,6 =b_14+c9=> 2/,L = —C_g,

ol c_» est la solution générale de
— (0_2)/ +c_o (b_l + 0_2) — d_l = 0.

Ce qui donne une relation entre les coefficients en choisissant .
IV.2.Casotia; =2et a;, =0

L’équation correspondante est
V"= (boy = D' + 0% + (g + c0) v* +d 1o + e, (4.4.29)

Posons v = u + u () . En choisissant

_ 2b_1 + 36_2

p(x) = 10

I'équation (4.4.29 ) s’écrit donc sous la forme:
u' = —uu' +uP+ P(z) (3u +u) + R(z)u+ S (z), (4.4.30)

ol nous avons posé

4b_ -
P@) = -2
R(z) = —pW/ 43" +2(b_1+4c2)pu+d_ipu+ eo,
Sx) = =" —(p—=bor)p' +p® 4 (boy + o) > + d_1pt + €.
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

A cet effet, rappelons un résultat connu [35, Ince]: pour qu’une équation de type (4.4.30 )

ait ses points critiques fixes, il faut et il suffit que

i) : R(x)= P (z)—2P*(x), S(x)=0;
i) P =LY p LTy s =0

2q ()’ 2¢ ¢
iii) : R(v)=P'(z)—2P?(x) — 12¢* (z), R(x)z%—kq(m), S (z) = —244¢° (z) ;
) x:_Zq(x) x:—24—x $:£ z) =42 — (x7"
W) - P =2 R == 2 S = ) = G

v) @ P(z)=0, R(z)=—-12q(x), S(x) =12¢ (v), ¢" (v) = 6¢* + =.

En appliquant ce résultat, on obtient des conditions nécessaires pour que 1’équation
(4.4.25 ) soit a points critiques fixes.
IV.3.Casotia; =3etay, =0

Dans ce cas 'équation (4.4.26 ) devient:
v =b_jov' 4+ 20% + (b1 + c_2) v2 + d_1v + ep. (4.4.31)
En effectuant une transformation 7' (A, p, ¢) qui s’écrit sous la forme:
v=A@)V () +pu(x), t=p(x),
nous obtenons I’équation du second ordre suivante:
o go_’2 <)\gp” 2\ A

] + b_la) V4 20202V 4 A (6 + by +cg) V2

)\// )\/spll A/
+ (_F + + b,la +6p* A + 2 (b_y 4 c_o) pA + d1A> Vo (44.32)

90/3
(,012 ul/ M/gpll /J/I
+5 <W + i + b_la +2p3 (b Fe o) p? +d_qpu+ eo> ,

dont 'intégrale générale doit étre & points critiques fixes. On sait que cette équation est a

point critiques fixes [9, 35] si et seulement si elle se raméne a une équation de la forme:

V=2V1A@)V+B(). (4.4.33)

En identifiant les coefficients de V, V3 dans (4.4.32 ) et (4.4.33 ), on déduit que \, u et ¢

sont déterminés par les relations:

NI A
2y b5 =0, AP (Bt by +ca) =0, (4.4.34)

2 12
)\90 _1’ §0I3 SOIQ
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4.4. Conditions pour que I'équation compléte de (4.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Des équations (4.4.34 ), on déduit que:

_b—1+0—2 \—

6

W

M:

1
/b_ldt, o= i/xdt,

X/ /\/SO” /\IQOI
Q@+ 5= =+ b Sm + 6% + 2 (b + ) e+ doa”,

ce qui revient a prendre A (z) et B (x)

.
=
I

Y

> =

1AM /
B(.CE) = y= (uu_'_ /:09/03 +b—1% +2M390,2 + (b—l —1—0_2) Mz(pxz +d—1ﬂ¢/2 —1—6[)(,0/2)

avec A, i et ¢ des fonctions données par les relations (4.4.34 ).
Par exemple si on prend:

6
i) co= o I'équation (4.4.25 ) s’écrit sous la forme

y/2
yy" = 3y'y" + 6?, (4.4.35)

et si 'on pose w = %, I'équation (4.4.35 ) devient

2
w

w” = 2w® + 6—,
x

et ainsi, si w est & points critiques fixes, y l'est aussi. [35].

ii) c_9 = —, 'équation (4.4.25 ) s’écrit sous la forme:
T

12 2
yy" = 3y'y" + 3L w” = 2w + 3,
T T

iii) ¢_5 = 0, 'équation(4.4.25 ) devient
yy" = 3y'y" + doyy'. (4.4.36)

Cette équation se raméne au systéme

{ 1=, (a) (4.4.37)
¢"=2¢*+do(x)q. ()

D’aprés des résultats connus sur les équations du second ordre [35, p.266], pour que dy ()

n’admette pas de point logarithmitique mobile, il faut que
do (Q?) = ]{311’ + ]{?2,

ou k; et ko sont constantes arbitraires. Cette condition est donc une condition nécessaire

de stabilité pour y. Montrons qu’elle est suffisante:
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4.5. Questions et perspectives

Si k1 = 0, ¢ est une fonction elliptique. Si k; # 0, la derniére équation du systéme
(4.4.37 ) peut se ramener a l’équation (P;r) de Painlevé voir [35,p.232]. On en déduit que
y=Cexp [ [ q(u)du] est stable.

IV.4. Casotta; =3 et ag = —2

L’équation correspondante est
V" = (b1 4+ c9)v* + b v +d_1v + eg. (4.4.38)
En appliquant une transformation de la forme: v = u+pu (x) , 'équation (4.4.38 ) devient
u" = (b_1+co)ut +b ' + 20y +c)pu+d)u—H(z), (4.4.39)
avec
H(x)=p" —b_1p — (b_1 +c_o) pi* —d_1jt — ep.
Les conditions de stabilité de (4.4.39 ) sont
(2(b1+co)u+d1)=0,b1+co=06,b_1=0.

En tenant compte des conditions de stabilité déja obtenues, I’équation (4.4.39 ) doit

s’écrire sous la forme:
u" = 6u® — H (z), (4.4.40)

dont les indices de Fuchs sont ry = —1 et r, = 6, avec ug = 1.

L’équation (4.4.40 ) peut vérifier la propriété de Painlevé uniquement si:

Qs = —H2($) — 0.

Donc pour que I’équation (4.4.40 ) soit stable, il faut et il suffit que H (x) = kyz + ko.

Par exemple, on peut prendre comme équation & points critiques fixes ’équation:

v y" = 3yy"y — 20" + bo (yyy" — yy”®) + dov?y’ + exy’,
Cette derniére équation se rameéne ( poser y = e¥ ) a I’équation linéaire

" = bOU” + dgv' + e,

d’out 'on en déduit que y est stable.

4.5 Questions et perspectives

Pour terminer ce chapitre, signalons quelques problémes qui ne sont pas encore résolus:
il reste & examiner si les intégrales générales des équations trouvées dans la section 4 sont

effectivement a points critiques fixes et donner les solutions générales de ces équations.
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Chapitre 5

Equations A points critiques fixes
admettant comme équation simplifiée

I’équation 'y = By
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

Le présent chapitre, concerne ’étude de ’équation différentielle de la forme

{ y/// (5?// + ay2) _ 69”2 + a1y”y’y + a2y//y3 + CL3y/3 + a4y/2y2 + a5y’y4 (5 . 1)

+agy® + azy"y? + asy?y + agy* + a10y'y® + any®

oud, a, feta; (i=1,..,11) désignent des constantes.

Nous donnons ci-dessous des conditions nécessaires de stabilité relatives a I’équation
(5.1.1 ), ces conditions s’obtiennent par les mémes méthodes que dans [9], nous ferons
une étude compléte pour certaines équations obtenues qui paraissent assez simples. La
motivation vient de ce que certaines de ces équations ont déja été rencontrées dans la
littérature, notamment celles étudiées par I. P. Martynov en 1985 dans [48], P. A. Clarkson
dans [15], D. Holm et A. Hone dans [33, 2003] et N. Kudryashov en 2005 dans [43].

5.2 Conditions pour que I’équation simplifiée de (5.1.1 )
ait ses points critiques fixes

Pour obtenir une condition de stabilité de I’équation (5.1.1 ), nous utilisons la méthode
du petit parametre €. Dans (5.1.1 ) remplagons x par xy + £x, € constant, et en posant
€ = 0 dans le résultat, nous obtenons ’équation simplifiée

///_6@/”2 591

Pour que I'équation (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes, il faut donc que ’équation

(5.2.1 ) ait son intégrale générale stable.

5.2.1 Détermination de toutes les équations (5.2.1 ) dont ’intégrale
est a points critiques fixes
Faisons le changement de fonction

/

Yy =vy

dans (5.2.1 ), ’équation considérée devient

12

V' = 5% +(28-3)w + (8- 1), (5.2.2)
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

et ainsi, si y est a points critiques fixes, v ’est aussi.

Ce type d’équation a été étudié complétement dans [26, Gambier]. Pour que la fonction
v (x) ainsi définie soit stable, il faut donc que § soit égal a 1 ou (n — 1) /5, ou n désignent
un entier positif ou négatif ou infini, mais différent de 0, —1.

Une étude particuliere sera faite pour les valeurs de 7 suivantes:
ne{-2,1, 2 3,4, 5, oo}.

Remarque 5.1. [9 Sin ¢ {1, —2}, on peut supposer n > 1. Le cas ot n est négatif se

raméne au cas précédent par la transformation v = u=*.

On suppose que la solution générale de I’équation (5.1.1 ) dans un petit voisinage d’une

singularité xo “mobile” est algébrique. Alors y (z) peut s’écrire sous la forme
Y~y (x —x0)". (5.2.3)

En dérivant ’équation (5.2.3 ) et en remplacant ensuite dans I’équation (5.1.1 ), on

trouve que la liste de toutes les puissances de (z — ) est donnée par

On choisira ensuite 'entier p de telle sorte qu’au moins deux éléments de la liste précédente
soient égaux. On constate aussitot que les seules valeurs de p qui vérifient cette condition

sont : p=—1,—2,—3 et —4. Nous allons étudier séparément chacun de ces cas.

5.3 Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 )

ait ses points critiques fixes

On a deux cas a distinguer suivant que 8 =0 ou 3 # 0.

5.3.1 Premier Cas. =0

Nous allons distinguer de nouveau les cas suivants:
I.1. Casoud=0et a=0

Dans ce cas, I’équation (5.1.1 ) s’écrit nécessairement sous la forme:

v =R, y, v), (5.3.1)

ou R(y', y, x) est une fonction rationnelle de y et y' dont les coefficients sont des fonctions
analytiques en z. Les équations (5.3.1 ) dont 'intégrale générale est & points critiques fixes

ont été déterminées par Painlevé et Gambier.
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

I[.2. Casoud#0et a=0

L’équation (5.1.1 ) est nécessairement de la forme:

' =Pz, y) ¥+ Py, ) v* + Pi(y, 2) ¥ + B (y, z).

Chazy dans [13] a considéré les équations différentielles polynomiales du troisiéme ordre
ou P3, P, P, et Py sont des polynémes. Il a montré que pour qu'une équation de ce type
vérifie la propriété de Painlevé, il est nécessaire que sa réduite ou sa simplifiée se raméne &
I'une des treize équations (dites équations de Chazy).

Cet auteur dans son étude n’a pas pu prouver si parmi ces équations, il y en a qui
définissent de nouvelles fonctions. Par la suite, Cosgrove [22] a complété Uintégration de
toutes les équations de Chazy. Il s’avéra que les équations de Chazy ne définissent pas de
nouvelles fonctions. Pour plus de détails, on peut consulter I'article de Cosgrove [22].

I.3. Casoud =0et a#0

Sans perdre de généralité, on peut fixer a = 1 et ainsi (5.1.1 ) devient

{ vy = ary"y'y + axy"y? + asy® + aay?y? + asy'y* + agy® (5.32)

+ary"y* + asy”y + agy* + aroy'y? + any®.

Cette équation a été étudiée dans le chapitre précédent.
I.4. Casoud #0eta#0

L’équation (5.1.1 ) est nécessairement de la forme

"

y'=PW", v, vy, x),

ou P désigne un polynéme en 3", v/, y, a coefficients analytiques en x. Cette équation a été

étudiée par Chazy dans [13] et Cosgrove dans [22].

5.3.2 Deuxiéme cas. § # 0

L’étude sera faite suivant les valeurs de (p, q).

II.1. Cas ou (p, ¢q) = (-1, —6)

Supposons maintenant que a;, (i =1,...,6), ne sont pas tous nuls. En faisant dans

(5.1.1 ) le changement de variables

T —axgtexr, y—ely, €—0,
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

(¢ tendant vers zéro ), nous obtenons 1’équation réduite correspondante suivante
/// (53/ +ay ) — ﬁy"2+a1y”y'y+a2y“y3 +a3y/3 +a4y'2y2+a5y’y4+a6y6, (5'3'3)

qui doit étre stable.

Pour déterminer les conditions de stabilité posons
Y~ yo (v — xg)(_l) +73 (x — xo)(r_l) + ... (5.3.4)
ol 7 est un nombre réel.
En vertu du théoréme de Bureau, pour que (5.3.12 ) vérifie la propriété de Painlevé, il

est nécessaire que les racines de I’équation indicielle
(r+1) ((5 —ay)r* + H (yo)r + G (yo)) =0, (5.3.5)

avec
{ H (yo) = azy? + (Ta — a1) yo + (48 — 76)
G (y0) = asyp — 2 (ag + 2a2) y2 — 3 (6 — 2a1 — az) yo — 8 (25 — 39) ,

ol ¥y est donné par
agys — asyp + (ag + 2as) ya + (6o — 2a; — az) yo + 2 (28 — 38) = 0, (5.3.6)

soient entieres et distinctes.
Dans la suite, nous allons étudier séparément les cas suivants:
1:a6 =as5=2ay+ a4 = 0.
2:ag = a5 = 0.et 2a5 + a4 # 0.
3:a6=0et a5 #0.
4:a¢ #0.
Si par exemple ag # 0, notons par o1, Yo2, Yo3, €t Yosa les solutions de I’équation (5.3.6 )

distinctes deux & deux. On a les relations suivantes :

Z inZZ—z, Hy]:2(2i6357

1<i<4 (5.3.7)
o (6av—2a1—a3) o (a4+2a2)
§ YoiYojYok = — . s E YoiYoj; = Py
1<i<j<k<4 1<i<j<4

D’apres (5.3.5 ) et (5.3.7 ), le produit des indices correspondant & yo;, P (yo;) s’écrit sous

la forme
P (yo;) = asyp; — 2 (as + 2a2) yg; — 3 (6 — 2a1 — as) yo; —8 (26 —38), j=1,...,4. (5.3.8)

89



5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Condition 2. Pour que l'intégrale générale de l’équation (5.3.12) soit & points critiques
fizes, il faut que les nombres P (yo1), P (yo2), P (yo3) et P (yos) soient des entiers positifs,

négatifs ou infinis et vérifient la relation

1 1 1 1
- = __ - p#£-2 -1,0 (5.3.9)

4
>
j=1
ou les quantités yo1, Yo2, Yoz €t Yos, désignent des constantes distinctes.

Cette équation a été utilisée pour la premiére fois par Chazy [13], puis par Bureau [9],

Martynov [49], et Cosgrove dans [22].

Remarque 5.2. Dans le deuziéme cas, la détermination des équations de la forme (5.3.9 ),

dont l'intégrale générale est stable, se raméne a la résolution en nombres entiers de l’équation

1 1 1

Plyo)  Ply)  2(25-3)

Dans le troisiéme cas, la détermination des équations de la forme (5.3.9 ), dont lintégrale

générale est stable, est lice a la résolution en nombres entiers de [’équation

1 1 1 1

P (yo1) * P(yoz) " P (yo3) -2 (28 — 3)'

De méme dans le quatriéme cas, la détermination des équations de la forme (5.3.9 ),

dont ["intégrale générale est stable, est liée a la résolution en nombres entiers de l’équation

1 N 1 . 1 n 1 __;
P(?Jm) P<yo2) P(?Jos) P(y04) - 2(25—3)'

Nous allons distinguer les cas suivants.
I1.1.1. Casoud=0et a=0

L’équation (5.3.3 ) est nécessairement de la forme

"2

y =AW, y, 2)y" + B, y, ), (5.3.10)

ou A et B sont des fonctions rationnelles de y et v’ dont les coefficients sont des fonctions
analytiques de x. Les conditions pour que l'intégrale générale de I’équation (5.3.10 ) soit
a points critiques fixes ont été déterminées par Bureau [10], Mugan et Sakka [55], des
résultats plus précis sont données par Cosgrove et Scoufis dans [21]. A titre d’exemple, pour
que ’équation différentielle de degré deux soit a points critiques fixes, il faut qu’elle s’écrive

sous la forme:

2
(v" + Eoy? + Ery + E»)” = Foy'* + Fiy”® + Foy” + Fzy' + F,

90



5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

ou (Ey, F}) rationnelle en y a coefficients analytiques en z.
II.1.2. Casoud=0et a#0

L’équation (5.3.3 ) peut se ramener a la forme:
2 mo__ 5y//2 +a1y//y/y+a2y//y3+a3y/3 +a4y/2y2+a5y/y4+a6y6. (5.3.11)

Pour que I’équation précédente soit & points critiques fixes, il est nécessaire que le coeffi-
cient 3 soit nul ( voir [13, 27]). Ainsi, ’équation de type (5.3.11 ) ne vérifie pas la propriété
de Painlevé (5 # 0).

I1.1.3. Casound#0et a=0

On peut écrire ’équation (5.3.3 ) sous la forme:

Yy =By + aw/'y'y + ay? + asy® + a®y? + asy'y" + agy’. (5.3.12)

Nous avons a considérer quatre cas:
I1.1.3.1. Cas ou ag = a5 = 2a9 + a4 =0
Dans ce cas, y (z) posséde une seule famille de poles simples de résidu yp.
Pour que 'équation (5.3.12 ) soit & points critiques fixes, il est nécessaire qu’elle soit

sous une des formes suivantes:

(
", 3,112

vy =5y "

vy =3y 40,y = —1,(r1, m2) = (1, 4),
vy = : v*+ 3%, yo = —1,(r1, 1) = (1, 3),
vy =y 420, o =—1,(r1, r2) = (1, 2).

\

Il reste a vérifier que ces équations ont leurs intégrales générales stables.

i. Etude de I’équation différentielle

mn._.r 3,112

Yy =53y + y
En posant
Y =w, (5.3.13)
on obtient la formule
ww” = 3w + w?, (5.3.14)
qui est une équation du second ordre en w et du premier degré en w” du type

1 3
A (w, x)—1—5:501‘177:—2.
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

L’intégration de ces équations est connue, la solution générale w (x) de (5.3.14 ) s’exprime
par des fonctions elliptiques [35].

ii. Etude de I’équation différentielle
y"y = %y"Q + 493, yo = —1, (r1, r2) = (1, 4). (5.3.15)
En portant (5.3.13 ) dans (5.3.15 ), nous obtenons une équation d’ordre deux
ww” = tw” + 40,

qui est stable, ainsi y est stable [35].

iii. Etude de I’équation différentielle
y"y =3y + 3y" o = =1, (r1,m2) = (1,3). (5.3.16)
En faisant le changement de variable (5.3.13 ) dans (5.3.16 ), nous aboutissons a I’équation
ww” = 3w + 3w,
qui est & points critiques fixes, y est aussi a points critiques fixes [35].
iv. Etude de léquation différentielle

y///y/ _ yuz + 2y/3’ yo = —1, (7“1,7"2) = (1,2), (5'3'17)

En dérivant (5.3.17 ) par rapport a z, il vient

" "1 12,11

y =yy +6yTy
Si on pose de nouveau y' = w, on trouve I’équation en w

w"w = w'w" + 6w’

Cette derniére équation s’intégre par des fonctions elliptiques, par suite y est stable [22].
I1.1.3.2. Cas ou ag =as =0et 2a5 + a4 #0
Dans ce cas, il y a deux familles de poles simples correspondant respectivement aux

résidus 1o et yo2 qui sont solutions de I’équation

(as + 2a2) y5 — (2a1 + a3) yo + 2 (28 — 3) =0, yo # 0. (5.3.18)
Les équations indicielles de (5.3.12 ) sont:

Y

{mmymmmmn - 5:319)

0
72+ H (yo2) 2 + P (yo2) = 0,
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

et les solutions de ses derniéres équations 7;1, rj2, 7 =1, 2 doivent étre entieres.

On a alors, d’apres (5.3.18 ),
(48 —6)

2049 + a4 = —, 2a; + a3 =
Yo1Yo2 Yo1Yo2

d’otl 'on déduit immédiatement

P (yor) = — (48 — 6) (1 - %) , P (yos) = — (45 — 6) (1 - %) . (5.3.20)

(48 — 6) (yo1 + Yo2)

Y

Comme P (yo1) P (yo2) # 0, car yo1 # Yoz, I’équation Diophantine correspondante (5.3.20 )

s’écrit sous la forme:

— (48 —6) (P (yor) + P (y02)) = P (yo1) P (Yo2) - (5.3.21)

Donc de (5.3.21 ), il découle:
! + L __ ! (5.3.22)
P(yo1) P (yo2) 2(26-3) h

Notre but consiste & trouver toutes les valeurs de P (yo1) et P (yo2) entiéres pour lesquelles

I'équation (5.3.22 ) soit vérifiee. Supposons connues de telles valeurs de P (yo1) et P (yo2)-
La substitution de celles-ci dans (5.3.20 ) donne la valeur de é%, cette derniére valeur est
prise en considération uniquement si elle vérifie les équations (5.3.20 ) .

Pour chaque couple de valeurs de P (yo1) et P (yo2), on aura deux équations (5.3.19 )

dont les solutions (711, 712) et (ra1, reo) doivent étre entiéres tout en vérifiant les égalités:

r11.7112 = P (yo1) et ro1.792 = P (y02) -

Ces derniéres relations donnent un nombre fini de valeurs possibles pour (ry1, r12) et (r21, 722).
La résolution de ce probléme nous donne: pour que ’équation (5.3.12 ) soit & points
critiques fixes, il est nécessaire qu’elle soit sous une des formes suivantes.

Pour n =2

y///y/ — %yuz + gy//y/y + %y//y?) + 3y/3 _ 3y/2y2’
Yo1 = —17902 = _27 (7’11,7”12) = (172) ) (7"21,7”22) - (_27 2)?

y///y/ _ %y”Q _ %y//y/y 4 gy//yé’) _ %y@ _ %y/2y27

{ Yor = 1, Y02 = 711, (r11,m12) = (3, =4) , (ra1,722) = (1,3),
y///y/ — %y”Q _ 4y//y/y . 12y/3 _ 16y/2y27
yor = 1,902 = 1, (r11,712) = (=3,4), (r21,722) = (1,3),

y///y/ — %y//2 + éy//y/y . %y//yi’, + gy/S + %y/2y27

Yor = 1,y02 = _71> (r11,712) = (3,4) , (ra1,722) = (2,3).
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Pour n =3
y///y/ _ 1%53/1/2 130 y//y/y _ 30?/3 1g0 y/2y2’
Yor = 1, Y02 = 15, (r11,712) = (=5,6) , (ra1,722) = (1,3).
Pour n =4
/// / _ 3 //2 y//yS + 5y/2 2
Yor = 1 Yoz = —1,(r11,712) = (2,3) ,(1r21,m92) = (2,3),
y///y/ — Zy//2 + 5y//y Y + 4y// 3 10 5y/2 2
Yor = 1,902 = —1,(r11,712) = (2,3) , (r21,722) = (=2, —3),
y///y/ _ Zy//2 + gy// 3 15@/2 2
Yo = —Liyoa =1 (7"11>7“12) = <_27 —3) ) (721,7“22) =(-2,-3),
y///y/ — ZyIIQ gy//y/y gy//y3 + 9y/3 + 18y/2 2
Yor = 1, Y02 = — (7“11,7“12) (3,4), (ra1,m22) = (1,4).
Pour n = 5, oo, les indices de Fuchs ne sont pas entiers et donc les équations obtenues
sont a points critiques mobiles.
I1.1.3.3. Cas ou ag=0cet a5 #0
L’intégrale générale a trois familles de poles simples mobiles correspondant respec-

tivement aux résidus 901, Yoz €t yo3 qui sont solutions, distinctes deux & deux, de I’équation:
—asyy + (aq + 2a2) y§ — (2a1 + as) yo + 2 (26 — 3) =0, yo # 0. (5.3.23)

D’apres (5.3.5 ) et (5.3.6 ), on tire

1
(yoJ) - 2(28-3)

Notre probléme est de déterminer toutes les solutions de 1’équation de Diophantine

i (5.3.24)

(5.3.24 ). Notons par (ri1, T2), (721, T22) €t (31, r32) les solutions des équations (5.3.5 )
correspondantes & yo1, Yoz €t Yos-

Il est nécessaire que P (yo;) # 0 pour avoir P (yo1) P (yoz2) P (Yo3) # 0 et on la relation:

(46;6)2 ((yor = yo2) (Yoo — yos) (Yoo — yos))” -
(y01yo2yo3)

zli[lp(yoz‘) = -

Apres calcul, on obtient les équations aux indices de Fuchs entiers suivantes.
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Pour n =2

~

\

.
Y

", 1 1..m2

Y =597 =YYy — ¥y’ + P+ 6y + Yy

yor = L, yo2 = —1,y03 = 4, (7“11,7“12) = (273);
(T217 7,'22) - (27 5) ) (7"31, T32) - (_3a 20) )
2-3

y"y = %y/a _ 7\/§> Y'Yy + (5—&-3\/5) y//y3 _ <30+75\/§> y/3

/~

15+74\/§) 2% + (1+7ﬂ> Sy,
Yor = Liyoo =4 — V2,903 =4 — 6v/2, (r11,712) = (1,3),
(7“2177“22) = (_57 2) ) (7’31, 7"32) = (—3> —20) )

y"y' = 2y + (16 — 12v2) y"y'y + (17 — 12v/2) y"y® — (30 — 19v/2) ¢/

.
Y

— (21 = 14v2) y%y* + (7 — 5V2) /",
Yo1 = 17 Yo2 = 4 + 3\/57 Yoz = 4 + 2\/57 (T117T12) = (17 3) 3
(T217 T22) - (_27 _3) ) <T31a T32) - <_47 ]-) )

"y =5y + (16 +8v3) y"y'y + (14 +8V3) yy* — (29 +13V3) ¢
— (16 +10v/3) ¥ + (5 + 3v3) 'y,
Yor = 1, yp2 = —2 4 2v/3, yo3 = —2 + /3, (r11,7m12) = (1,6),
(ro1,792) = (1,—12), (r31,732) = (=2, —3).

Pour n =3

\

(
Y'Yy =3y

", ! 2,12 10,1,/ 2,1,3 _ 23,13 2,022,2 __1,7,4

)
YU =3y T+ 3y Yy +3yy — 3y YTyt — 3yy,

Yor = 1, yo2 = —5,%03 = —2, (111, 712) = (1,6),
(r2la 7"22) = <1a _30) ; (T317 7"32) = (_27 _3) 3

mor 2,2 (160g6715\/§) vy + (127;6715\&) 'yP — (2818;6152\/5) y®
_ (503254\@) Y2 + <19+é(1§ﬁ> vyt

yor = 1,902 = 10 — 3\/5, Yo3 = 10 — 15\/5, (7“1177“12) = (173) )
(ro1,792) = (3,—8), (r31,732) = (=5, —24),
Yy = %y”Q + (25—:1))5\/§> Yy + (26—;&/5) y//y3 o (103—619\@) y/S
B (347;)9@) Y22 + (197(1;1\/§) Jyt,
Yor = 1,02 = 10 + 5v/3, yo3 = 10 + 6+/3, (r11,712) = (1,3),
(ro1,722) = (1,=5), (r31,732) = (—2,-3).
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Pour n =4

[y =3y + (6 - 2V6) y"y'y + (5 — 2V6) "y (W)y’?’
- (%) Y22 + (7 3“) 'y,
yor = 1,902 = =3 = 26,503 = =3 — V6, (r11,712) = (1,4)
\ (ro1,722) = (1,—12), (r31,732) = (—2,-3),
vy =3P+ (6+2V3) Yy + (4 +2V3) y'yP — (%‘1’8“@) y?
<5o+32f> 22 + (s+6f) s
Yo1 = 1, Y02 = 3+5fay = 32\[7 (r11,m12) = (1,5),
\ (ro1,792) = (1,—=30), (r31,732) = (=2, —3),
Yy =3y + (6 +4V3) Y'Yy + (T+4V3) y'y* + (%) y*
— (10 +5v/3) y2? + (5+3W) vy,
yor = 1,902 =3 — V3,503 = 3 — 23, (r11,m12) = (1,2),
\ (ro1,m92) = (1,—=3), (r31,7r32) = (—2,-3).

Pour n =5

Yy = Ay (18+10f) vy + (26 105 ) 7,3 <156;é6¢5> y®
<84 12f> W22 + <6 4\[>yy ’

Yor = 1, Y02 = f ;Yo3 = 7+;\[ (r11,712) = (1,2),
L (7“21,7‘22) = (2 —3) (7”31,7”32) = (—6, —7)7
( gy = by — (THRI )y — (B0 ) gy (—9233‘353%) y*
n <13091r§270m > 22 + (29+532\01W ) o
Yor = 1,y02 = —14 + V105, yo3 = —14 + 2v/105, (ry1,712) = (1,3),
\ (ro1,722) = (3,7), (131, 732) = (—2,21),

v = S (B ) oy — (s ) v — (B ) v
+ (22 - B )y + (2 - ) vy
Yor = 1,402 = —14 — \/_,903 =-—14- 6\/_> (7“11>7"12) = (1,3)7
\ (ro1,m92) = (5,7), (r31,732) = (—3,70),
( "y = Ay By 4 16, m8 (2344—80\/5) Y3+ (336+é60\/5) o2y
X (176+80f) o

Yo1 = 1, Y02 = —TE f,y 7+3\[ (7"1177”12) = (_27 —3),

\ (ra1,m22) = (1, =7), (T31,r32) = (1,3).
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Pour n = oo

y"y = y//2 +9 (1 + Z\/§) y'y'y — 2 (1 — z\/g) y”y3 —4 (1 + Z\/g) ZU,3
+4 (1 —v3) ¥y — 2y,

Yo1r = 1,y = +’f,y 1_“/3 , (r11,7m12) = (1,6),
\ (7’21>7"22) ( ) (7"31>7“32) (176)7
y///y/ _ y _ 22y y Y — 9 (1 + Z) 1" 3 (2+524i> y/3 + (24—;281‘) y/2y2 (8 4z) y y 7

yor = 1,902 = 1 = oz = 71; (ri,r2) = (2,3)
(7”21,7”22) = (1,4) ) (7“317 7”32) = (—47 —3) .

\

I1.1.3.4. Cas ot ag # 0
L’intégrale générale a quatre familles de poles simples correspondant respectivement
aux résidus yo; (j =1,..., 4).
En combinant (5.3.5 ) et (5.3.6 ), on obtient
1

PR ] (5.325)

Le probléme revient ainsi a trouver les solutions en nombres entiers de I’équation (5.3.25 ) .

Apres calcul, on trouve le résultat suivant: pour que I’équation de type (5.3.12 ) vérifie la

propriété de Painlevé, il est nécessaire qu’elle soit sous une des formes suivantes.

Pour n =2
y///y/ — éy//Q + 10y y Y — y//y Iggy@ + }gy/QyQ 60y/y4 _ ﬁyﬁ,
///y/ — éy//Z gy/s 4 gy&yz y67

y///y/ _ ;y//Q 4 5y/2y2 y
Pour n = 3, dans ce cas I’équation (5.3.12 ) est & points critiques mobiles car le probléme

posé précédemment n’admet pas de solution.

Pour n =4
yl/ly/ o iy//Z 5y/ly3 + 12y/2y2 + y
Pour n =5
4 113 3 2,2 1.6
vy =3y" + 10y Yy + 1oy "y’ — Y+ 60y, yr+ 2oyy ~ 180Y -

Cette équation posseéde quatre familles

Yor = L,yo2 = 7, %03 = —8,%0a = =9, (r11,712) = (1,3),
(7’21,7"22) = (—7, 8) ) (7“31,7“32) = (—27 —3) ) (7"41,7’42) = (1, —8) .
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Pour n = oo
y///y/ _ y//2 - 3y//y3 + %y/2y2 + %yﬁ‘
Etudions les équations obtenues dans ce cas.

i. Etude de ’équation différentielle

y///y/ — %yuz + 1_70y//y/y . %y//ys _ %yﬁ 4 %y/2y2 . %y'y‘l _ %yﬁ' (5.3.26)

La solution générale de cette équation posséde quatre familles de poles simples qui sont

Yor = 1,902 = —5,y03 = —9, Y04 = 16, (7"11,7"12) = (1, 5)>
(7’21,7“22) = (2, 7) ) (T31>7’32) = (—2725) ) (7’4177’42) = (—77 100) )

et comme la condition d’indice correspondante a r;3 = 5

5
0 = - (y%o)) £0, avec y!” arbitraire,

n’est pas satisfaite, alors I’équation (5.3.26 ) est a points critiques mobiles.

ii. Etude de ’équation différentielle

y"y = %y//2 _ gylis + gy@y? _ %yﬁ‘ (5.3.27)

Cette équation possede quatre familles

Yor = L, yo2 = —3, %03 = 4, Yosa = —2, (?"11,7"12) = (2a3>7
(7“2177”22) = (—277) ) (7’31>T32) = (127 —7) ) (7’41,7’42) = (273>7

En dérivant (5.3.27 ), on trouve I’équation

y//// — _5y/y// + 5y2y// + 5y/2y _ y5’
Yor = L, y02 = =3, %03 =4, yoa = —2, (111, 712) = (2, 3,6),
(121,722, 723) = (=2,7,6), (731,732, 733) = (12, =7,6) , (ra1, 742, 743) = (2,3,6).

Cette équation n’a pas de points critiques mobiles voir [23], donc I’équation (5.3.27 ) est
a point critiques fixes.

iii. Etude de ’équation différentielle

y///y/ — %ynz + 5y/2y2 _ y67
Yor = Lyo2 = —1, %03 = 2,904 = =2, (111,712) = (2,3), (5.3.28)
(7“2177“22) = (273) ) (7“31,7“32) = (—3,8) ) (7’41,7"42) = (—378) .
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Par dérivation, nous obtenons

y//// —_ 10y2y// + 10y/2y _ 6y5,
Yor = L,yo2 = — 1,903 = 2,504 = —2, (111,712) = (2,3,6),
(T217 T22, T23) - (27 37 6) 9 (T317 32, T33) - <_37 87 6) 9 (T417 T'42, T43) - <_37 87 6) 9

qui est stable ( voir [9, 23, 49]). Par suite ’équation (5.3.27 ) est aussi stable.

iv. Etude de 'équation différentielle:

"n. 1 12,2

vy =3y =5y Y+ 1207y + o (5.3.29)
L’intégrale générale a quatre familles

Yor = L, y02 = —1, 903 = i3, Yoa = —i\/§, (r11,m12) = (1,8),
(ra1,m22) = (1,8), (r31,732) = (=3, =8) , (ra1, 742) = (=3, -8),

et comme la condition de stabilité correspondante & I'indice 19 = 8

8
0 0
QY = _ Louzelons (y% )> £0,

n’est pas satisfaite, alors I’équation (5.3.29 ) est a points critiques mobiles.

v. Etude de ’équation différentielle
y///y/ — y//2 _ 3y//y3 4 %y/2y2 4 %yﬁ' (5‘3‘30)
L’intégrale générale posséde quatre familles

Yoo =1, Yoo = —1, yYo3 = —2i, Yoa = 2i, (r11,712) = (1,5),
(ro1,722) = (1,5), (r31,732) = (=4, =5), (ra1,ra2) = (—4,-5),

et comme la condition de stabilité correspondante a I'indice ro = 5

QY = 768 ()" £ 0.

n’est pas satisfaite, alors 1’équation de type (5.3.30 ) ne vérifie pas la propriété de Painlevé.
II.1.4. Casou d #0et a #0
Sans perdre de généralité, on peut choisir § = 1. Par suite I’équation (5.3.3 ) prend

la forme suivante:
y/// (y’+ay2) _ ﬁy//2+a1y//y/y+a2y//y3 +a3y/3+a4y/2y2 +a5y/y4+a6y6_ (5.3.31)

Dans [48], Martynov a étudié le cas particulier ou I’équation (5.3.31 ) est telle que ¥,

soit racine double de 'équation (5.3.6 ).
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

L’équation indicielle associée & (5.3.31 ) est
(r+1) ((1 —ayo)r® + H (yo) 7 + G (v0)) = 0, (5.3.32)

avec
H (yo) = aoyg + (Ta —ay) yo + (48— 7),
G (yo) = asyy — 2 (as + 2a2) y§ — 3 (6a — 241 — az) yo — 8 (26 — 3),

ol ¥y est déterminé par 1’équation
asyy — asys + (ag + 2az) yg + (6a — 2a; — az) yo +2 (28 —3) =0, yo # 0. (5.3.33)

A Paide d’un changement de variable t = ¢ (), convenablement choisi, on peut supposer,

sans perdre la généralité, que yo = —1; ainsi 1’équation (5.3.32 ) est de la forme:
(ri+1) ((oz—i-l)r%—l—MTl —|—N) =0, etyo=—1,
avec
M =as+a;+4pP et N = a5 + 2a4 + 3a3 + 4as + 6a; + 165 — 6.

On a donc a distinguer deux cas: suivant que (N, M) = (0, 0) ou (N, M) # (0, 0).
I1.1.4.1. Casoua # 0et (N, M) = (0, 0)
Ce cas a été étudié par Martynov [48]. Plus exactement, il a étudié 1’équation

différentielle:

"no__ 6 (yl/ - Zyy/)2
y = y/ _ y2

Mais il s’avere qu’il y a une erreur dans cette étude.

+ayy” + agy” + asy’y’ + aay’. (5.3.34)

En effet, parmi toutes les équations trouvées figure ’équation:

" ) 2
y/// — (y y/ - z;y ) + 4yy// _ 2y/2 (5335)
qui est & points critiques fixes alors que 'auteur affirme qu’elle est a points critiques mobiles.

Montrons que I’équation (5.3.35 ) est effectivement & points critiques fixes.

Lemme 5.1. [27] Soit I’équation

2

y/// 3 y// 1 9

—=—=) —=I 5.3.36

y/ 2 y/ 2 (y> y Y ( )
avee 2 2 2 2 2

1— 1-— 1+p°— —
I(y) = 2n n m _ p°—m°—n

y (y—1) y(y—1)

L’équation (5.3.36) est stable si et seulement si les nombres %, %, % sont des entiers,

éventuellement nuls.
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Faisons le changement de variable dans I’équation (5.3.35 ):

d v’ v 1 1
%= (Log(—2—)) =L — (= /
Y dw(09<v(v—1))) v’ (v_l_v—l)v’

ot v (x) étant la solution générale de ’équation

3., 1/1 1 1 \
V" = 5U// -3 <_2 + — - — > v
v (v—1) v (v )

ou de I’équation

ou I’équation (5.3.37 ) est associée a une équation hypergéométrique.

A cet effet, prenons v comme variable indépendante au lieu de x et écrivons

I'équation (5.3.37 ) devient

(Ix - g <Z)Q> - %I(” = {z, v}, (5.3.38)

Pour intégrer 1'équation différentielle (5.3.38 ), on fait le changement de variable

ko

x
W =
=",
et on obtient I’équation de Riccati
1 1
W*=_-W?+ 21
ou le changement de variable
—2w*
W(v) =
() =—"

conduit a ’équation linéaire du second ordre
ok 1
w* + Z] (v)w = 0.

w est par suite déterminé par I’équation hypergoemétrique
1
viv—=1w™+ 2v—-1)w"+ 0= 0, (5.3.39)

( pour ce résultat voir Ince [35]). L’équation (5.3.39 ) posseéde la propriété de Painlevé, ainsi

I'équation (5.3.35 ) posséde aussi cette propriéteé.
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

I1.1.4.2. Casoua # 0et (N, M) # (0, 0)
Ce cas n’a pas été examiné dans [48]. Lorsque yo est racine simple de I’équation

(5.3.33 ), alors on a en général quatre familles si ag # 0.

Remarque 5.3. L’équation (5.3.31 ) admet toujours une famille qui n’est pas mazimale,
alors on utilise cette famille pour trouver d’autres conditions nécessaires de stabilité.
1l est a rappeler qu’une famille maximale d’une équation différentielle est une famille

dont le nombre d’indices est égal a l'ordre de I’équation différentielle en question.

Nous avons & considérer quatre cas:
1:a6 =a5 =2ay+ as =0.
2 :ag = a5 = 0.et 2a5 + a4 # 0.
3:ag=0et a5 #0.
4: a6 #0.
11.1.4.2.1. Cas ol ag = a5 = 2as + a4 =0
L’intégrale générale posséde une seule famille non maximale de poles simples de
résidu yo. Pour que I’équation de type (5.3.31 ) vérifie la propriété de Painlevé, il est néces-

saire qu’elle soit sous la forme suivante:

V' —v) =30 =207, yor = —1 et (ry, 1) = (-1, —2).

I1.1.4.2.2. Cas ot ag = a5 = 0 et 2as+ a4 # 0
L’intégrale générale posséde deux familles: une maximale et I’autre non maximale
correspondante & yo; = —1. Pour que I'équation de type (5.3.31 ) vérifie la propriété de

Painlevé, il est nécessaire qu’elle soit sous une des formes suivantes:

y/// (y/ _ 92) — %y//2 _ y//y/y + y//y3 _ 4y/3 + 2y’2y2,
yor = —1,y2 = 1,, (7“11>7“12) = (—17 —4) ) (7"21>7"22) = (174>7

y/// <y/ _ y2) — y//2 _ 3y//y/y 4 y//y3
Yo1 = —17y02 = 17 s (7”1177“12) = (—]_, —2) s (7“21, T‘Qg) = (1, 2) .
11.1.4.2.3. Cas ot ag =0 et a5 # 0
Dans ce cas l'intégrale générale a trois familles de poles simples mobiles ( une non
maximale correspondante a yo; = —1 et les autres maximales ), les équations indicielles

s’écrivent sous la forme:

(ri+1) ((e+1)rf+Mri+N) =0, ol yo = —1, (5.3.40)
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

et
(ro + 1) (1 = ayoz) 75 + H (yoz2) 72 + G (Y02)) = 0, Yoz # Yo,
(rs + 1) (1 — ayos) 5 + H (yo3) 73 + G (Y03)) = 0, Yos # vou,
ol Yo3 7 Yoz 7# Yo1- Nous avons d’apres (5.3.33 ),

G (902)
(1 - CY?Joz)7

G (?Jog)

P (yo2) = m;

P (yo3) =

d’ou 'on en déduit que
{ P (?Joz) = —asYo2 (?Joz - 903) )
P (?/03) = —as5Y03 (y03 - yo2) .

Ce qui nous donne la relation:

1 1 1

P(?Jm) " P(?/os) N _2(25 - 3)'

(5.3.41)

(5.3.42)

(5.3.43)

Notre but consiste & trouver toutes les valeurs entiéres de P (yo2) et P (yo3) pour lesquelles

I'équation (5.3.43 ) est vérifice.

Apres calcul, on trouve que pour que I’équation de type (5.3.31 ) vérifie la propriété de

Painlevé, il est nécessaire qu’elle soit sous une des formes suivantes.

Pour n =2

(
y/// (y/ _ y2> — %?/”2 _ %y”y'y . gy//yS + 13_0y/3 + 23_8y/2y2 _ 8y'y4,

yor = —1,yo2 = 1,y03 = —3, (r11,712) = (=1, —6),
(7"21,7“22) = (3,4) ) (7"31,7"32) = (273)7
y/// (y/ _ y2> — %y/& _ 2y//y/y _ 4y//y3 + 6y/3 + 12y/2y2 _ 8y’y4,
Yo = —1, 902 = 1,403 = —%, (r11,712) = (=1, =2),
(7“2177“22) = (3,4) ) (7’3177“32) = (1,6)»

ym (y/ _ y2> — %y/m _ 13_4y//y/y 4 23_8y//y3 _ %y/?, _ %y/2y2 + 16y’y4,

9 Yor = —1,y02 = 1,503 = 1, (r11,712) = (=1, —6),
(7“21,7“22) = (37 —4) ) (7“31,7"32) = (1,3)7
y/// (y/ _ y2) _ %y//Q _ (275:3) y//y/y + (6;7;:;1) y//y3 _ %?/3 _ %y/2y2
Yor = —1, Y02 = 2n, Y03 = 1, (7’11>7"12) = (—17 —4) )
(T217T22) = (_272) ) <T317T32) = (17 2)7

\

ol n est un entier différent de zéro.

+ 2y,

Pour n = 3, les indices de Fuchs ne sont pas entiers et les équations obtenues sont a

points critiques mobiles.
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Pour n =4

Yo = —1, Yo2 = —n, Yo3 = n, (7’11,7’12) = (—17 1);
(T217 T22) - (_37 _2) ) (T317 T32) - (17 6) )

y/// <y/ _ y2) Zyuz (n+1)y//y/y o 3(7;:23) y//yS + 2y

Yor = —1, Yoo =1, yo3 = —3n, (ri1,r12) = (=1,-2),
(7"21,7°22) = (374)> (7"31,7°32) = (1a4) )

2 Uy

. Yyor = —1, Yoz =N, Yo3 = ga (r11,712) = (—1,-3),
(T217T22) - (_372) ) <T31,T32> - (]-7 2) )

3,112 ", !

Y'Y —y?) =3y = 2"y — Sy R 4 Syt — Sy
Yor = —1, Yo2 =m, Yo3 = —n, (r11,7r12) = (—1,-3),
(7“21,7‘22) = (2a3)7 (7”31,7”32) = (2, 3) .

/

\

p
y/// <y/ —y ) _ iy/a 6”;1y”y’y 32n21y//y3 + 33n7;4y/3 + 34771;1y/2y2 _

9,13 3(%6) 2 2—%y'y4,

3 /.4
2YY

y/// (y/ _ y2) — Zy//2 2n;1y// /y =+ 32n+1y//y3 + nT_Sy/3 71§y/2y2 + %y/y47

Pour n = 5, les indices de Fuchs ne sont pas entiers et les équations obtenues sont a

points critiques mobiles.

Pour n = oo
y/// (y/ _ yQ) — y//2 _ 7y/3 + 12y/2 2 gy
Yor = —1, Yoo = —%, Yo3s = 3, (7“11,7“12) =(-1,1),

(ro1,7m92) = (—3,—-2), (r31,732) = (1,3).

I1.1.4.2.4. Cas ot ag # 0

L’intégrale générale posséde quatre familles, dont une est non maximale correspon-

dante & yp; = —1 et les autres sont maximales, avec yos 7# Yo3 # Yoz # Yo1- En utilisant la

méme méthode que ci-dessus, on obtient

(ri+1) ((e+1)rf+Mri+N) =0, ot yo = —1,

(ro+ 1) (1 — ayoz) 3 + H (yo2) 72 + G (402)) = 0, o2 # You,
(rs + 1) (1 — ayos) 5 + H (yo3) 73 + G (y03)) = 0, %os # vou,
(ra +1) (1 — ayos) 7"4 + H (yos) 74 + G (Yoa)) = 0, Yoa # You.

De I'équation (5.3.33 ), on déduit que:

G (Yo2)
(1 - 04?402)

P (yo2) = , P (yo3) = L P (yos) = G (Yos)

(1 - 04904)7

(5.3.44)

(5.3.45)



5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

ce qu’on peut écrire aussi sous la forme

P (yoz) = —aeYo2 (y02 - y03) (?/02 - yo4) )
P (Z/03) = —aeYo3 (3/03 - 3/02) (yos - 904) )
P (904) = —aYo4 (y04 - y02) (?J04 - ?Jos) .

De toutes ces équations, on obtient ’équation Diophantine suivante:

1 1 1 1
+ + - (5.3.46)

P(yos)  Pys) Py  2(28-3)

Cette derniére équation permet de calculer P(yq;), i =2, 3, 4.

Apres résolution de ce probléme, on obtient que: pour que I’équation de type (5.3.31)
vérifie la propriété de Painlevé, il est nécessaire qu’elle soit sous une des formes suivantes.
Pour n =2

p
y/// (y/ _ y2) — %ynz 4 15y//y/y o 32y//y3 + 7%6y/3 _ %yﬂf + %y/yzl _ %yﬂ

Yor = —L,Yo2 = T3, Y03 = = Yoa = 5 (r11,m12) = (=1, —4),
(7°21,7“22) = (173) ) (7"31,7°32) = <—2,4) ) (7“4177“42) = (4> 6),
y/// (y/ _ y2) — %y//2 + 30y”y’y + 40y//y3 _ 51?/3 _ 51y/2y2 _ 15y/y4 _ 25y6’
yor = —L,yo2 = Lyos = 5,504 = =, (r11,712) = (=1, 1),
(7’2177‘22) = (—2,3) ) (7"31;7”32) = (174) ) (7“41,7"42) = (—2; —3)=
y/// (y/ _ y2) — %y//2 4 (739;331') y//y/y + (282241’) y//y3 4 (%) y/3
+ (24;12@) y’2y2 + (48—5961') y’y4 _ (64—;321') yﬁ,
Yor = —1,y02 = 4, yo3 = 4, you = 25, (111, m12) = (—1,4),
(7“2177“22) = (_276) ) (7’31,7"32) = (1,2) ) (7“4177’42) = (—273)-

\

Pour n =3
(
y/// (y/ _ yz) — %y'a + %y//y/y _ %y//y3 + %(G)I’)y/?) _ lfilﬁy/2y2 + 540y/y4 _ 225y6,
Yor = —1,y02 = 5—017903 = 1—587904 = %57 (r11,712) = (—1,5),
(7"21; T92) = (1, 3) ) (7’31,7"32) = (—6> 3) ) (7“41,7“42) = (—3, —15) )
y/// (y/ _ y2) — %y”2 + %y//y/y _ %y//y3 =+ %y/:i _ %yalﬁ + 1019582y/y4 _ %yfi’
Yor = —1,y02 = 35, Y03 = T Yoa = 52, (r11,712) = (=1,9),

(ro1,792) = (1,3), (731, 732) = (—6,3) , (141, 742) = (=5, -9),
23—13\/3 'y — <35—§1\/§ y®

N\ 7

y/// (y/ N y2) _ %?/Q + 5+i1))\/§> y//y/y . <

4 (321711381\/§) Y22 — (219711323\/§> vyt + (51712??\/3) "
Yoo = —L,yo2 = 3+§\/§7?/03 = %37%4 = %, (r11,m12) = (=1, -2),

(121, 722) = (3,4), (r31,732) = (1,4) , (ra1,742) = (—5,6),
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

(26 3W> Yy — (180+18\/%> 'y + (2350—;98972@) Y3

(

vy~ ) =3y~
) I (146554;z1))§44f> 22 + <2160+11§)§)5f) o'y (10125—5:1)'385\/%) Yo
Yor = —1, Yooz = 3_\/?, Yo3 = \{1;7 Yoa = 12_9\/%, (r11,712) = (—1,-5),
\ (ro1,7m92) = (3,5), (731,732) = (1,4), (ra1,742) = (—3,20).
Pour n =4
27, 6

(
I y2) 3 //2 + gy//y/y 4 18y” 3 329y/3 329y/2y2 gy/yzl : 274/8,

y/// (y
§ay04 3 ,(7‘11,7“12) ( 171)7

Yo1 = —17902 = 1,903 =
= (_27 3) ) (7’317 ?"32) = (1, 3) ) (7“417 7’42) = (—2, —3) )

(ro1,722) =
( .
y/// (y/ _ y2) Zy/IQ + (38 571) y y y — (18—1:13441) y//y3 + (421261051) y3

(1479 11072) y/2y2 4 (873 28892) y y + (27-}-15391) y

X
Yor = —1, Yoz = f;lay 15 » Yoa = 12_57 (r11,7m12) = (=1,-3),
(ra1,792) = (—=5,2), (r31,732) = (—=5,3), (141, 742) = (1,2),

468,7,4 _ 216,6

L
[y (v —v?) = 3y +4y”y’y 12y"y* + 5 — 2283/23/2 + 5yt = 5
9 Yor = —1,yo2 = Zf;y 03 = _3“\[7(@ 4= (r,re) = (=1, -3),
\ (ra1,ma2) = (—4,3) , (rs1,732) = (=4,3) (7“4177“42) =(1,2),
[y — ) = 3y — 195y"y'y + 5472y"y* + (1812) o3
() e () ()
Yor = —1,y02 = 17111,903 = 1%;?/04 = 5—72, (7"11,7“12) = (—1, —8>>
(ro1,792) = (—8,1), (rs1,7r32) = (—4,—=2), (ra1,742) = (1, 3).
Pour n =5
( Y (Y —y?) = by Wy 2076 s 62953 ATSIZy 2 11008 ey 40966
Yo1r = —1, Y02 = E,?Jo:’, = M,y ==l IZG\/T, (r11,7m12) = (—1,2),
\ (ro1,792) = (1,3), (r31,732) = (=14, —6) , (141, 742) = (—14, —6) ,
(" () — ) = dyr (76 124\/) 'y + 464?512\/5) V'R + (142+54526\/5> y
(3202+454f ) Y22 + (836= 30\/ ) 'y <3788 934+/5 ) Yo
Yor = —L, 02 = 11912221\[& T 12[#/ =1 1;5[7 (r1i1,m12) = (=1,3),
L (7”2177‘22) = (—7 —6) (7‘31,7"32) = (—2,3) (7”41,7”42) = (172>7
( Yy — y?) = by - (6737 ﬁggmf) W'y — <185962;12825736f> ar: <32571;?g§12¢?§> Y3
I <8587114;é§868f ) 22 + (449652+211%%520f ) oy (897386+2£gﬁosf ) Yo
Yo = —1, yo2 = 2 11118\ﬁ7 Yoz = = 8- 8\ﬁ7 Yoa = _7§256\/£, (r11,7m12) = (=1, =7),

= (=5,42), (r41,742) = (1,3) .

(7"21,7"22) = (5,7)7 (7’31,7"32)
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Pour n = oo

)
y/// (y/ _ yz) _ y//2 + (8 + 4Z) y//y/y + (28 + 42) y//y3 (21 + 112‘) y/3

(—51 +174) y?y? + (75 — 251) y'y* + (=79 + 3i) y°,

yor = —L,yoo = £, yo3 = =4, you = 2527, (11, m12) = (—1,2),

| (ro1,722) = (374)7(7"3177“32) = (=2,-3),(ra1,a2) = (1,4),

{ y" (y/ B yz) _ y/ gy//y/y iy//y + gy/S + gy&yz 8y1y4 + %y(i,

y/// (y/ —y ) _ y//2 + 8y// 3 6y 6y/2 2 8y6.

Etudions certaines de ces équations obtenues.

i. Etude de Péquation différentielle
v (Y =) =y = 3"y - 3+ 3+ P - 'yt + 5 (5.3.47)

L’intégrale générale a quatre familles de poles simples mobiles

Yor = —L,y02 = —2,903 = 2,yoa = 7”1177”12 ( L, 73) )
(121,722) = (1,2), (131,732) = (2,3), (7“41,7“42) (—2,3).
L’équation (5.3.47 ) admet une famille non maximale dont l'indice est r1s = _73 non

entier et donc (5.3.47 ) a nécessairement des points critiques mobiles. Il est a signaler que
cette équation peut étre ramenée & une forme plus simple en utilisant la changement de

variable

y=—.
w

Effectivement, aprés ce changement de variable, I’équation (5.3.47 ) devient
w//// (w//w + w/2) I// <3w//wl _"_ w w) 07
et en intégrant, on obtient
n — k (w/lw + w/2)

ou k est une constante arbitraire, pour k fixé cette derniére équation vérifie les conditions
de stabilité indiquées dans [13].
ii. Etude de l'équation différentielle

y/// (y/ —y ) _ y//2 + 8y// 3 6 6y/2 2 8y6,
Yor = —1,y02 = 1,903 = 2,904 = —4, (7“1177”12) = (—1, 1), (5-3-48)
(7’2177”22) = (172>; (7“3177"32) = (273) ) (7“41,7“42) = (—273)'
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

En effectuant de nouveau le changement de variable y = %/ dans (5.3.48 ), celle-ci se
rameéne alors a la forme

w” =k (2uw"w — 3w"?), (5.3.49)

ol k est une constante arbitraire. L’équation (5.3.49 ) a été trouvée par Chazy pour k fixé,

mais son étude n’a pas été achevée.
Remarque 5.4. En particulier, si k = 1 "équation (5.3.49 ) devient
w" = 2w'w — 3w
dont la solution générale de cette équation s’écrit sous la forme:
V" 1 1 d v’
=3——-2(—+ '=—In|{——— |,
v v (v v—1>v dx n<v2(v—1)2>

ot v (x) est la solution générale de I’équation

T (Y2 R S S T B
2w 2|9\ w? (w—1)2 9w (w—1) ’

II.2. Cas ou (p, q) = (-2, —9)

Considérons 'équation (5.1.1 ) telle que son intégrale générale admette deux familles
de poles doubles mobiles. Nous allons appliquer la méthode expliquée au cas précédent a
cette équation.

Supposons donc a; =0, (i =1,...,6) . En posant dans I’équation (5.1.1 )
r=x0—ex, y—ely &—0,

on obtient
y///y/ _ ﬁy//Q +a7y”y2 +a8y’2y+a9y4+€(...). (5350)
Lorsque ¢ tend vers 0, nous obtenons ’équation réduite

n._ !

y"y' = By"™ + ary"y’ + asy”y + agy’. (5.3.51)

Posons

y 2y (@ —20) Y + B2 —m0) 7. (5.3.52)

En portant (5.3.52 ) dans (5.3.51 ), on obtient I’équation indicielle associée a I’équation
(5.3.51 ):

(r+1) (2r* + (aryo + 128 — 20) r — (6ay + 4as) yo + 96 — 723) = 0,
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

ol ¥y est solution de I’équation
agys + (6ar + 4ag) yo — 48 + 3653 = 0,

Nous avons a distinguer deux cas: suivant que ag = 0 ou ag # 0.
I1.2.1. Casoltag =0
L’intégrale générale a une seule famille de poles doubles mobiles. On obtient le
résultat suivant:
Pour que I’équation (5.3.51 ) soit a points critiques fixes, il est nécessaire qu’elle s’écrive
sous une des formes suivantes.

Pour n = -2

Yy =3y + 6y"y" — 2%y, yor =1, (r1,m2) = (=3,1).

Pour n =2
vy = 3y =18y + TyPy, yo =1, (r1,7m2) = (1,15),
vy = 3y = 20" + 3%y, yo =1, (r1,m2) = (3,5),
vy = 4300y — 2oy, yor =1, (r1,72) = (—=5,-3).
Pour n =3

Yy = 2y — 14"y + 2Ty, you =1, (r1,m2) = (1,12),
vy = 2y 20"y 4+ 99"y, yor =1, (r1,m2) = (3,4),

Yy = 2y = 36y"y" + 28y%y, yor =1, (r1,72) = (—6,-2),
Yy = 3"+ 26y"y" - 33y%y, yor =1, (r1,72) = (—4,-3).

Les équations obtenues pour les autres valeurs de n = 4, 5 et oo sont & points critiques
mobiles, car les indices ne sont pas tous des entiers distincts.
I1.2.2. Cas ol ag # 0
L’intégrale générale a deux familles de poles doubles mobiles. De méme, on obtient
le résultat suivant:
Pour que I'équation (5.3.51 ) soit a points critiques fixes, il est nécessaire qu’elle s’écrive

sous une des formes suivantes
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

Pour n = -2

y///y/ — gy/IQ + 2y” 2 4y/2y _ 2y47
Yo1 = 1,902 = =3, (7“11,7”12) = <—27 2) ) (7”2177“22) = (—276) )
_ 3,12 2 2
yl/ly/ — 2yll + 12yl/ 24yl y + 18y ,
Yor = L, 02 = §7 (rin,m2) = (=2,-3), (ra1, m22) = (=2,1),,

", I 3,112

y"y =3y — Lyt
Yo1 = 6,02 = —6, (r11,712) = (—2,3), (121, 722) = (—2,3).
Pour n =2
y///y/ — éyuz + 10y’2y _ 10y47
yor = 1, yo2 = 3, (r11,712) = (2,5) , (121, r22) = (—3,10),
y///y/ _ éy//2 + 9y12y - 6y4,
Yor = 1, yo2 = 5, (7“1177"12) = (3>4) ) (7“21,7“22) = (—5, 12),
y///y/ — ;y//2 4y// 2 + 14y/2y _ 2y47
yor = 1,902 = 15, (r11,712) = (2,7), (121, 722) = (—5,42).
Pour n =3
y///y/ _ 2 //2 + 2y//y2 + 6y/2y 12y47
Yo1 = 1 s Yo2 = 2, (7“11,7"12) = (273) ) (7“21,7“22) = (—2,6>-

Pour n =4

y///y/ _ iy/IZ Sy” 2 + 1Oy/2y _ y47
Yor = 1,902 = 21, (111, 712) = (2,5), (121, 722) = (—5,42).
Pour n =5
y///y/ — gy/l2 158y//y2 4 1Oy/2y 4 45_1y47

Yor = 1, yo2 = =24, (r11,712) = (2,5), (r21,722) = (=30, =8) .

Pour n = oo, I’équation obtenue est & points critiques mobiles, car les indices ne sont
pas tous des entiers distincts.
Etudions I’équation suivante:
y///y/ o ;y//Q + 103//23/ o 103/4.
Par dérivation, nous obtenons
y//// — 201/3/” + 1Oy/2 _ 403/3,
Yor = 1, y02 = 3, (11,712, 713) = (2,5,8) , (121,722, 723) = (—3,8,10).

Cette équation est stable et la solution y (x) est une fonction elliptique [9, 23].
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5.3. Conditions pour que I’équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques fixes

I1.3. Cas ou (p, ¢q) = (-3, —12)

Le raisonnement utilisé dans I’étude des cas p = —1, —2, s’etend aucas p=—3. Il y a
une seule famille de poles triples. Supposons a; =0, (i = 1...9) et ajg # 0. En remplagant
x, y respectivement par zg + ex, ¢ 3y dans (5.1.1 ) et en faisant ¢ = 0, nous obtenons
I’équation réduite

y"y = By" + awy'y’. (5.3.53)
En posant

Y~y (x — a:o)(fg) + B (x — xo)(r{)’) + ...

dans I’équation (5.3.53 ), on obtient 1’équation indicielle
(r+1) (r*+ (88 —13)r — 488+ 60) (8 — 2) =0, (5.3.54)

avec 1y solution de I’équation

Des équations (5.3.54 ) et (5.3.55 ) , on déduit que I’équation indicielle (5.3.54 ) admet

deux solutions

12 (48 — 5) 13— 83 + /6452 — 1658 — 71
Yo = a—lo’ T1,2 = B )

qui doivent étre entiéres. Par suite, pour que ’équation (5.3.53 ) soit & points critiques fixes,
5)

il est nécessaire que 3 = 1o b= 3

5
Sipg = 7 1.e. n = —4, les indices de Fuchs entiers sont r;, = 0 qui correspond &
arbitraire et r = 3. Nous déduisons alors que I’équation (5.3.53 ) posséde des solutions a
points critiques mobiles (/3 est fixé).

Sipg= 2 1.e. n = —2, 'équation différentielle & indices de Fuchs entiers est:

y///y/ — %y/l2 + 12y/y2’
Yo = 17 (T‘l,'rg) = (—374> .

IT.4. Cas ou (p, q) = (—4, —15)

IL reste donc a étudier le cas ou l'on a a; =0, (¢ =1...10) et aj; # 0.
En reprenant le méme raisonnement que précédemment, donc en remplagant x, y re-
spectivement par xg + ez, ¢ %y dans (5.1.1 ) et en faisant € = 0, nous obtenons ’équation
réduite

", 1

y"y' = By" + any’. (5.3.56)
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5.4. Questions et perspectives

Posons
Y~y (z— zo)(%) +B8(z— zo)(“@ + ...

La substitution de cette valeur de y dans I’équation (5.3.56 ) montre que 'indice r doit

étre solution de
(r+1) (r* + (108 — 16) 7 — 1003 + 120) (8 — &) =0, (5.3.57)
avec 1o solution de I’équation
a1y + 4008 — 480 = 0. (5.3.58)

Des équations (5.3.57 ) et (5.3.58 ), on déduit que 1’équation indicielle (5.3.57 ) admet

deux solutions

80 (53 — 6
Yo = —L, ro=8—53+ \/2532 + 208 — 56.
ail
qui doivent étre entiéres. Donc pour que ’équation (5.3.56 ) soit & points critiques fixes, il
6
est nécessaire que [ = R ouf = 3

Sif= g,i.e. n = —5, les racines de I’équation indicielle(5.3.57 ) sont r; = 0 et 5 = 4,
I'indice zéro ne correspond donc pas a yg arbitraire, ainsi y posséde des points critiques
mobiles.

3
Sipg= 2 1.e. n = —2, 'équation différentielle & indices de Fuchs entiers est

y///y/ _ §y//2 _ 120y3
2 Y
Yo = 1, (7"1,7“2) = (—5,6) .
On notera que l'intégrale générale de I’équation précédente a une seule famille de poles

mobiles d’ordre quatre.

Remarque 5.5. Les résultats obtenus dans ce chapitre sont appliqués a l’étude des équa-
tions auzx dérivées partielles non linéaires “ les équations du type de Korteweg — de Vries(!)

( équation K. d. V)” (woir N. A. Kudryashov dans [40,2010]).

5.4 Questions et perspectives

Pour terminer ce chapitre, signalons quelques problémes qui ne sont pas encore résolus.
Il reste & prouver si les équations obtenues sont effectivement & points critiques fixes. On

peut aussi étudier I’équation (5.1.1 ) complétée par un second membre.

(1) est une équation d’évolution non-linéaire qui posséde des solutions du type ondes solitaires (ondes de

translation).
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Conclusion générale et perspectives

Conclusion générale et perspectives

Conclusion générale

Nous nous sommes intéressés aux équations a points critiques fixes de types:

",/ 13
y" = a4 a2% + B(z,9)y" + C(z,9) (V)* + D (z,9) ¥ + E (x,y), (4.1.1)

et

y/// (5y'+ay2) — 6y//2+a1y//y/y+a2y//y3+a3y/3+a4y/2y2+a5y/y4 (511)

+agy® + ary"y? + agy*y + agy* + aroy'y® + any’.

Nous avons établi la liste de toutes les classes d’équations de types (4.1.1 ) ou (5.1.1)
qui peuvent étre a points critiques fixes. Parmi ces classes d’équations certaines ont déja été
étudiées par d’autres auteurs, alors que d’autres sont établies pour la premiéres fois, elles
ont fait I'objet de publications ou de communications citées dans la bibliographie. Il est a
signaler que certaines équations obtenues ont été intégrées a ’aide des fonctions classiques ou
des transcendantes de Painlevé; on ne rencontre donc aucune transcendante nouvelle; et cela
confirme la conjecture de Chazy, suivant laquelle les équations de Painlevé du troisiéme ordre
n’introduisent pas des transcendantes nouvelles. L’étude de ces équations en question est
donc compléte, alors que d’autres équations obtenues n’ont pas été complétement étudiées;

leur étude constiue une de nos perspectives.
Perspectives

Nos perspectives dans la recherche sont:

1. Compléter I’étude des équations obtenues pour conclure si effectivement elles sont a

points critiques fixes.

2. Etudier ’équation (5.1.1 ) dans un cas plus général, en prenant le coefficient de y"”

égal & 0y + ay® + py + 7.

3. Etudier les équations de type (5.1.1 ) avec un second membre complété par d’autres

termes de degrés ou d’ordres plus petits plus précisemment (E4 ).

4. Compléter I'algorithme du test de Painlevé proposé par R. Conte, A. Fordy, et A.
Pickering.
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Annexe

A. Motivation de 1’étude de I’équation (4.1.1)

Dans cette premiére partie, nous exposons quelques objets qui motivent 1’étude de

I’équation (4.1.1).

1. Si ap = 0, équation (4.1.1 ) se réduit a I’équation (4.3.3 ) que l'on rencontre en

physique (voir [18,2007]).

2. Martynov a obtenu plusieurs classes d’équations stables du troisiéeme ordre de type

(4.1.1) , mais il n’a pas déterminé tous les coefficients de (4.1.1) .

3. Pour chacune des cing valeurs de a;, Kozulin et Lukashevitch [40, 1988] ont trouvé

Remarque A. Les études faites ci-dessous sont lices a celles du Mémoire [6].

une équation du type (4.3.3 ) sans points critiques mobiles.

Nous rappellerons tout d’abord les résultats suivants données explicitement dans mon

Mémoire cité.

Proposition A. Pour que ’équation (4.1.1 ) soit a points critiques fixes, il est nécessaire

qu’elle s’écrive sous une des formes suivantes.

1.

casoua; =1letay=0

yy/l/ — y/y//;

1,00 2,01

yy" = y'y" +yy

yy/// — y/y// + yzy// + 2yy12;
yy/// — y/y// + y2y// + 2y3y/;

!, 0

yy" =4y + 9%y

yy/// — y/y// + yQy// + 43/31// _ 23/5;

yy/// — y/y// + yzy// +

2. casoua; =2¢etay=0

/.01

yy" = 2y"y";

1,1 2,01

yy" = 2y"y" 4+ y*y
/.1 2.1

yy" = 2y"y" 4+ y*y
yy/// — 2y/y// _|_ y.?)yl;

yy/// — 2y/y// + 2y2y// _ 3yy/2 + 2y3y/ _ y5;
— Sy + 2%y — 5u%;

!, 2,1

yy" =2y'y" +y7y
yy/// — 2y’y” + 2y5.

1,5
_gy.

—yy”? + vy
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A. Motivation de I’étude de I'équation (4.1.1)

3.casoua; =3etay,=0
yy" = 3y'y";
w" =3yy" + (2 - n)y*y" —dyy” + 2ny’y;
yy" = 3y'y" — ny*y" + 2ny’;
yy" =3yy" + (3 = n)y*y" — 6yy™ + 3ny’y — ny;
w" =3y'y" + (1—n)y*y" — 20y + ny’y + ny®;
4. casoua; =3 et ayg =—2

y/// y2

=3yy'y" — 2y
y 3,1

=3y — 24" + Y.

_ 3n—2
~ n

", 2
Yy

5. cas ou a; et ay = —2”7_1

"yt = 2yyly - 2m 2y

Yy = B2yyly - 20LyS g iRy Sy 204y
"y =2y — P+ Y+ Py

"y = 2yy'y" — " + 3yt

'y = 30 Y 4 YR 4 syt

vyt =5yy'y" — 4P + (L =n) g’y + (n = 2) y*y” + ny'y;

", 2 __

///y2 _ 5yy/y// o 4y/3 _ ny?)y// + ny2y/2 + ny6_
6. casou a; = 3”7_1 et ay = _(71—1)71(#—1)
///y2 _ 3"7_1yy’y" i (n—l)n(22n—1)y/3;
y///yz _ 3nT—1yy/y// _ (n—l)n(+—1)y/3 + nT—i—?)y?,y// + %yZya _ 3(7%1)y4y/ + #y6;

y"yE = 2yyy’ — ByB + 3y + 1By + Zyty + 505

Yy = Suy'y" — SR+ 3Ny + sy — 'Y

y"y? = 6yy’y” o 6y/3 _ ny:’)y// + 3%3/23/2 + %yﬁ_

7. cas ol a; = 3"7:1 et ag = —(n_l),f#
y///y2 _ 3nn—1yy/y// B (nfl)n(g”Jrl)y/S;
m,2 _ 3n—1, 4. n (n=1)2n+1) /3 | n+l 3,7 3 .2./2 n=3,4,7 1,6,
vy = —yyy nZ (T e Yy 2 Y — 2l

y///yZ — gyy/y// o %y/S + %y&y// . AllyQy& + %y4y/ . %y6;

Yy = Tyy'y — 559° + 2ty + 50+ 2yt + 5y’
y///y2 _ 4yy/y// o 2y'3 _ nyBy// + gy2y/2 + i%nyﬁ;
y///yz _ 4yy/y// - 2y/3 + (2 _ n) y3y// + (% _ 4) y2y/2 + 2ny4y’ _ %yﬁ;

y///yz _ 4yy/y// _ 2y’3 + (2 _ n) y3y// + (% _ 4) y2y/2 + ny4y/ + %yq
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A. Motivation de I’étude de I'équation (4.1.1)

8. casou a; =3et ay = —2”;;1
Yy = 3yyy" - 20ty
Yy =3y 2R Y = Sy Sty — B
y"y? = 3yy'y" — 5y° + Sy
vy =3yyy" = 3y vty — R+ gy

Il est a signaler une contradiction apparente entre un résultat du Mémoire que nous

avons cité et un résultat de Kozulin et Lukashevich. Dans [40, 1988]. Les auteurs ont donné

toutes les valeurs que peuvent prendre les coefficients a; et ay pour que I’équation (4.3.3)

soit & points critiques fixes; plus précisemment, ils ont montré que: pour que I’équation de

type (4.3.3 ) soit & points critiques fixes, il est nécessaire qu’elle s’écrive sous une des formes

suivantes:

2.1

vy

2 m

vy

2

vy

2 M

vy

2 MM

vy

3y"y'y — 20 + by’ + coy (¥)* + doy™y + eay®;
=2yl — 2Ly 4 by + coy? (1) + dayy + eay’;

guolyryly — LB g Sy ey () dayty ey (AL
dny gty DD 8 Sy 4oy () + doyy 4 ey’

n?—1
3y//y/y _ 2%(#3 +b1y3y// +00y2 (y/)2 +d2y4y’ +€4y6;

Ils ont affirmé aussi que: pour que les équations du type (A.1 ) soient & points critiques

fixes, il suffit qu’elles s’écrivent sous une des formes suivantes:

2.

vy

2 1

vy

3yy'y" — 2y + vy

2y — oLy D 2y 2y

3 tyy'y" — PRIy "T'gy‘?’y” + %yz‘}y’2 =3ty + % (42)
SnLyyty — DD iy nbly Sy 8202 ne3dyt 1S,

3yy'y" — 2—(n2n2 1)y’3 +y°y" — %?ﬁy’Q + %y‘ly’ — %yﬁ-

ou n est un nombre différent de 0. Mais il s’avére que pour certaines valeurs de n, certaines

des équations précédentes sont & points critiques mobiles. Exemples: la deuxiéme équation

est & points crtiques mobiles si n = —3, la troisieme équation est a points crtiques mobiles

si n = —2, la quatriéme équation est a points crtiques mobiles si n = —4 et la cinquiéme

équation est a points crtiques mobiles si n = —5 ou n = 5. Les équations énumérées

admettent des indices de Fuchs doubles.
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A. Motivation de I’étude de I'équation (4.1.1)

i. Etude de léquation différentielle

yzy/// _ 3nT—1yy/y// _ (n— 1)(2n 1)y/3+ n+3y3y//+ %yQy/Q . 3(n+1)y y + nZy , (A3)

Yoo =—1, Yoo =—1—n, yo3 = —2n—1, (rn,m2) = (1,2),
(ro1,7m22) = (1,—1 —n), (r31,732) = (=2, —2n —1).

Concernant les autres valeurs de n, en effectuant dans I’équation (A.3 ) le changement

de fonction y = —%, on trouve
W =3(1= l u"'u” _ (n — 1) (271 — 1) LIB
B n) o n? u?
En posant par la suite
ul — ,Un’
on aboutit a ’équation
UI” — O

Par intégration, on obtient
v = 011’2 + OQI + 03,

ou les zéros xy de v sont des singularités de ' lorsque n est négative. Pour que v’ ne contient
pas le terme ﬁ, c’est-a-dire pour que u et par conséquent y soit de type de Painlevé, il
faut et il suffit que n > 0.

On pouvait aussi remarquer que la condition d’indice en r = —1 — n est
Q-1-n) = Cu;'™ #0, ot C#0 etn >0,

on déduit donc que pour n # 0, [, avec | € N, I’équation (A.3 ) est a points critiques mobiles.
ce qui est contraire & [’affirmation de Kozulin et Lukashevich [40, 1988].
ii. Etude de I'équation différentielle

yzym _  3n— 1yy y _ (n= )(2n+l)y/3 + n+1y3y// _ 7;32y2y/2 n— 3y4y/ _ #yG, (A.4)

Yo1 = —1,y02 =—-1- n, Yoz = 2n — ]_, (7“11,7“12) = (]_’2) ,
(ro1,722) = (3, =1 —n), (r31,732) = (6,2n — 1).

On verra, comme pécédemment, pour que 1’équation (A.4 ) soit & points critiques fixes

il faut et il suffit que n # -3l — 1, 0 ou l € N.
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A. Motivation de I’étude de I'équation (4.1.1)

En effet, le changement de fonction y = —% transforme (A.4 ) en

o dn—1u"u"  (n—1)2n+1)u”
u o — —

n u! n2 u?’

Si 'on pose v’ = v™, 'équation (A.4 ) prend la forme
v = 20",
D’ou par intégration v” = Cjv?. Par conséquent
v=Cr+ CssiC =0,

ou
—+00

v = b (ZE — 1'0)72 + Z b6i+4 (I’ — $0)6i+4,

i=1
ou b, xg, by, C1, Cy et C3 sont des constantes avec xy un pole double de v. Donc v’ = v™
ne contient pas le terme en ﬁ, ce qui preuve que u et par conséquent y sont de type de
Painlevé si et seulement sin = —-3[—1,0 oul € N.

On pourrait arriver & ce résultat, d’'une autre maniére. En effet, la condition d’indice en

r=—1—nest

Qo1my =Cuf* #0, o C#0,m=="2" et mecN-/{0,1}.
( ) 3 3

Par conséquent, sin = —3m—1, 0, o m = 0, 1..., ’équation (A.4 ) est & points critiques
mobiles. ce qui est contraire a ’affirmation de Kozulin et Lukashevich [40, 1988].

iii. Etude de I’équation différentielle

2.1 ("2*1)
2

vy — 3yy/y//_2 - y/3+y3y//_ 6,2, /2 6,4,/

Sy + Suty — 50 (A.5)
Yor = —L,yoe = —1 —n,y03 =n — 1, (ru1,712) = (1,2),
(ro1,722) = (4, =1 —n), (r31,732) = (4,n — 1).
En posant y = —%, puis v’ = v", on obtient
UU”/ — 31}/2}”
Par intégration, on aboutit a I’équation

" = Cd.
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A. Motivation de I’étude de I'équation (4.1.1)

Par conséquent v = Cix + Cy si C7 =0 ou

+oo
V= b (ZL‘ — 130)71 + Z b4i+3 (I’ — {L'O)4Z+3 s

i=1

ou b, xg,bs, Cy et Cy sont des constantes avec xq un pole simple de v. Ainsi v’ = v™ ne
contient pas le terme en ﬁ, c’est-a-dire, pour que u et par conséquent y soit de type de
Painlevé, il faut et il suffit que n #0, +(4/+ 1), [ € N.

On pouvait aussi remarquer que la condition d’indice en r = —1 — n est
Qam =Cuy" #0, ot m=2etn=—1—4m.

alors, pour n = 0, £ (4m + 1), m € N, ’équation (A.5 ) est a points critiques mobiles,
ce qui contredit 'affirmation de Kozulin et Lukashevich [40, 1988].

iv. Etude de 'équation différentielle

yZy/// — 3n;2yy/y// _ zanly/?, + nT+2y3y// + _%y4y/7 (A 6)
Yor = —Lyoe = =1 —n, (r11,712) = (1,2), (r21,722) = (2, —1 —n).
En intégrant 1’équation précédente par rapport a x, on obtient
1\ y? 2 1
Y’ = (1 — —) LA <1 + —> vy — —y* + Cy. (A.7)
n) y n n
Les changements de fonctions successifs y = —%, donnent
s 3n —2u"u" N Lu"
n u n u?
Si 'on pose v’ = v™, I’équation précédente prend la forme
v =" (A.8)

En intégrant (A.8 ), on obtient v” = Cv, v = C1x 4+ Cy si C' = 0, ou les zéros de v peut
étre des singularités de u. Ainsi v/ = v™ ne contient pas le terme ﬁ, c’est-a-dire, pour que
u et par conséquent y soit de type de Painlevé, il faut et il suffit que n # 0, —2[ — 1, avec
leN.

On peut le vérifier autrement en remarquant que la condition d’indice en r = —1 —n est

—1-—n

Q1-n) =Cuy 2 #0, ou C #0 et n impaire.

Par suite, pour n = 0, —2[ — 1, I’équation (A.6 ) est & points critiques mobiles, ce qui

est contraire & ['affirmation de Kozulin et Lukashevich [40, 1988].
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B. Equations de Riccati

B. Equations de Riccati

Parmi les équations différentielles, I’équation de Riccati est I'une des plus remar-
quables car “ la simple connaissance d'une solution particuliere permet son intégration
complete 7. A coté de cela, on remarque qu’il est facile de la rattacher a I’équation linéaire
homogéne du second ordre et & la dérivée schwarzienne du troisiéme ordre.

Dans cette deuxiéme annexe, on établit ces deux propriétés sur les équations différen-
tielles de type de Riccati!) suivante:

dy
T =P@y+Q@)y+R(2). (B.1)
ou P, et R sont trois fonctions de x.

On peut la voir comme une équation différentielle y' = F(y, =) dont on aurait développée
la fonction F(y, x) en y a 'ordre deux.

Dans ce cas particulier, on pouvait reconnaitre que les conditions nécessaires exprimées

sont suffisantes et I'intégrale générale est la fonction

_cfit fe

Bl cpy + oy
dont les seuls points critiques ou transcendants de y () sont les points analogues de f1, fa, ¢1, ¥,
qui sont fixes. Si maintenant, nous voulons qu’il n’existe pas non plus de points critiques
fixes, autrement dit si nous voulons que I'intégrale soit uniforme, nous avons a traiter une
question d’une autre nature et qui est loin d’étre résolue.

Par exemple, étant donnée une équation (B.1 ) quelconque, on sait qu’on la raméne a

la forme:
d_y:_ *+Quy+ Ry (B.2)
dx ’

en changeant y en %, puis a la forme
@+y2+M(x)=0 (B.3)
dx ’

Q1

en changeant y en y + R

Nous terminons cette partie en mettant (B.1 ) sous la forme linéaire du second ordre et

sous la forme schwarzienne du troisiéme ordre.

(Des relations entre ’équation de Riccati, les équations linéaires du second ordre et les Schwarziennes,

trés utilisées dans 'uniformisation.
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B.1 Equation linéaire du second ordre

B.1 Equation linéaire du second ordre

Si 'on pose

z
= — B4
y= (B4)
I'équation (B.3 ) devient:
2"+ M(x)z=0, (B.5)

équation linéaire et homogene et & une solution de (B.5 ) correspond une solution de (B.3 )
d’aprés (B.4 ) Inversement, montrons qu’a trois solutions de (B.3 ) correspond algébrique-

ment une solution de ’équation (B.5 ).

Z/ !/

Soit 21, 2z deux solutions de (B.5 ), les expressions y; = 2L gy = 22 sont deux solutions
<1 <2

de (B.3 ), et l'intégrale générale de (B.5 ) peut s’écrire, d’aprés (B.4 ),

/ !/
2y +czy Y21+ cyaza

Yz = (B.6)
z1 + ¢z z1 + ¢z
D’autre part, z; et zo vérifient la relation
2125 — 2921 = 0, ou bien 212, — 222} = a,
L. C o, )
a désignant une constante, ce qui s’écrit encore:
o
Z1R9 = . (B?)
Y2 —

Si on tire z; et 2z des équations (B.6 ) et (B.7 ), il vient:

—_122: Y2 —Ys —_022: Ys — U

ac ! (Yo — 1) (s — 1) « 2 (y2 —ys) (Y2 — 1)’

et comme \/+T{czl7 \/ £z sont encore des intégrales de (B.5 ), on voit qu’a trois intégrales

de (B.3), y1, Y2, ys correspond l'intégrale z; de (B.5 ) :

R (B.8)

(Y2 —y1) (y3 — yl)‘

Le rapport de deux intégrales de (B.5 ) peut se mettre sous la forme:

ﬂ:y2—y3
22 ?/3—91.

(B.9)

Ceci posé, partons d’une équation de Riccati quelconque (B.1 ). Si son intégrale générale
est uniforme, il en est méme des coefficients P, () et R, comme on le voit aussitot en éliminant
c entre 'intégrale générale (B.2 ) et sa dérivée. Il suit de 14 que la transformée (B.3 ) a aussi

son intégrale uniforme. Considérons seulement le cas ou la fonction M (z) est rationnelle.
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Si I’équation (B.5 ) a son intégrale uniforme, il en est de méme de I’équation (B.3 ), mais
la réciproque n’est pas vraie; quand l'intégrale de (B.3 ) est uniforme, les égalités (B.8 ) et

(B.9 ) nous montrent seulement que l'intégrale générale z (z) de (B.5 ) est de la forme:

z=/G (z) (apy + Bpy) (B.10)

¢, et @, étant ainsi que G (x) des fonctions uniformes, « et § deux constantes. Inversement,
si z (z) est de la forme (B.10 ), l'intégrale de (B.3 ) est uniforme.

Par conséquent, la théorie de ’équation de Riccati est équivalente & la théorie des équa-
tions différentielles linéaires et homogeénes du second ordre. Elle n’admet donc pas de points
critiques mobiles.

B.2 Reésolvante schwarzienne du troisiéme ordre

Utilisons la notation

1 P’
f:_ﬁ(Q_F>’ z=Py+ [

Si maintenant, nous introduisons les fonctions ¢ et ) déterminées par les égalités

A4 F’
'72 =1, J'F?2=1 on == f=_—
¢ Y on z=", f=—2

W' exp (/ de) =P,

nous obtenons I’équation différentielle du troisiéme ordre

avec

{¢.2} = {,a} +2PR, (B.11)

dans laquelle le premier membre et le premier terme du second membre représentent sym-

boliquement, selon la notation de F. klein, les schwarziennes:
ﬁ_é(g”f etw_"’_ﬁ(w_")Q
¢/ 2 ¢/ w/ 2 'l/}/ )

Nous dirons que I’équation (B.11 ) est la résolvante schwarzienne compléte du troisieme

ordre de ’équation de Riccati (B.1).

des deux fonctions ¢ et .
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C. Fonctions et intégrales elliptiques
A cause du fait que I’équation elliptique intervient dans les théories les plus diverses,
les fonctions elliptiques occupent une place importante en analyse. Un des ouvrages les plus
détaillés sur les fonctions elliptiques est de Briot et Bouquet [9].
Dans cette troisiéme annexe, nous allons présenter quelques définitions et certaines pro-
priétés de la théorie des fonctions elliptiques.
Soient w; et wy deux nombres complexes, R-linéairement indépendants (c’est-a-dire tels
que ws n’est pas nulle et que le quotient i ne soit pas réel ou ce qui revient au méme que

W2

w w
la partie imaginaire Im (—1) du rapport —L nest pas nulle).
w2 w2
On considére le réseau

A = Zw, ® Zwsy = {w = mw; + nwsy, (m,n) € Z2},

c’est un sous-groupe discret de C et il forme un ensemble de parallélogrammes.
Définition C.1. On appelle parallélogramme fondamental engendré par wy et wo tout
parallélogramme 11 de sommets d’affixes xg, xo + qwi, xg+ qws, xg+ aw; + Pws avec

9 € C, 0 < a, B < 1. Autrement dit, il est défini par le compact
I = {x¢+aw; + pwy: 79 € C, o, B €0, 1]}.

Définition C.2. La fonction elliptique est une fonction méromorphe définie sur le plan
complexe, uniforme, non-constante et doublement périodique (une période est réelle, l’autre
imaginaire). FElle est définie a partir de inverse d’une intégrale elliptique et permet la
résolution de nombreuses équations différentielles.

Proposition C.1. [l n’existe pas de fonction elliptique y non constante qui soit holo-
morphe sur C. Autrement dit, toute fonction elliptique y n’ayant pas de pdles est une
constante.

Remarque C.1. On déduit de la proposition précédente qu’une fonction elliptique non
constante posséde au moins un pole dans le parallélogramme fondamental.

Proposition C.2. Toute fonction elliptique non constante a un nombre fini de poles et
un nombre fini de zéros dans un parallélogramme fondamental.

Remarque C.2. Comme remarque, notons que le nombre de zéros et de pdles d’une
fonction elliptique non constante est dénombrable.

Proposition C.3. Soit y une fonction elliptique et désignons par by, ..., b,, les poles de

y (chaque pole étant compté avec multiplicité), alors
Z Rés(y, by) = 0.
k=1
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Remarque C.3. Notons que d’aprés la remarque (C.2) et la proposition précédente, il
n’existe pas de fonction elliptique de premier ordre, i.e., une fonction elliptique ne peut pas
avoir un pole simple dans un parallélogramme fondamental. Elle doit avoir au moins deux
poles simples ou au moins un pole non simple dans un parallélogramme fondamental.

Proposition C.4. Soit y une fonction elliptique non constante. Désignons par ay, ..., q
les zéros de y de multiplicité nq,...,n; respectivement et par by, ...,b,, les poles de y de

multiplicité pq, ..., p, respectivement. Alors

l m

Autrement dit, le nombre de zéros d’une fonction elliptique non constante est égal au
nombre de ses poles dans le parallélogramme fondamental.

Proposition C.5. Soit y une fonction elliptique. Désignons par aq, ...,a; les zéros
de y de multiplicité nq, ...,n; respectivement et par by, ..., b,, les pdles de y de multiplicité

D1, -.es Pm TESPECtivEement. Alors

l m
E NEOg — E prbr = période.
k=1 k=1

C.1 Fonctions de o Weierstrass
La plus importante classe de fonctions elliptiques est celle des fonctions elliptiques
de Weierstrass p et toute fonction elliptique peut étre exprimée a ’aide de celles-ci. Les
fonctions de Weierstrass interviennent souvent lors de la résolution de problémes théoriques.

La fonction p de Weierstrass relative & A est définie par

1 1 1
o(x)= = +w€Az_:{0} <—(m - w)2 = E) . (C.1)

La série (C.1 ) converge normalement sur tout compact ne rencontrant pas le réseau A,
i.e., sur tout compact de C\ A.

Proposition C.6. ¢ (x) est une fonction elliptique de périodes w, et wy. Elle est paire
et admet des poles doubles aux points w € A , dont le résidu est nul. En outre, ¢’ (x) est
une fonction doublement périodique et elle est impaire.

Proposition C.7. Le développement de o (x) en série de Laurent au voisinage du point

0 est donné par

1 t=
£ (l’) = F—i_ Z (2k + 1) G2k+2x2k (O2>
k=1
ot
1
weA—{0} W
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et G, = 0 pour k impaire.
Définition C.3. Les deux nombres complexes gy et gs défnis par les séries (dites d’Eisenstein):

1
g2 = 60 > —,
weA—{0} W

1
gs = 140 Z -,
wer—{oy @°
s’appellent invariants (de Weierstrass) de la fonction @ (x).

Proposition C.8. La fonction o (x) est solution de l’équation différentielle:

(¢ (@) = 4(p (x) ) =920 (x) — g3, (C.3)
ot go et g3 sont les invariants de la fonction @ (x).

Définition C.4. [9] La fonction elliptique o est définie par 1’équation différentielle

N (I o)

dans laquelle g et k ( module ) sont deuzx paramétres arbitraires.

La fonction elliptique g est une fonction impaire, ayant pour périodes

1

1 —

k
w:4/ —dy,w':—2/ —dy,
o gAY A

et pour abréger, nous représenterons le radical par Ay.
Dans la théorie des équations de type de Painlevé, la fonction elliptique joue un roéle

important. Donc nous allons expliquer ses propriétés. Elle admet dans chaqu/e parallélo-
w+w

. w . .. w
gramme deux zéros x = 0, * = —, et deux infinis simples v = —, = = ; elle passe
) 27 2 ) 2 )

deux fois par chaque valeur, et les deux valeurs de x, qui correspondent & une méme valeur de

w
la fonction, présentent une somme constante et égale & 7 Elle jouit des propriétés suivantes:

w

o(3+0) =9, @G”) - k;pl(x)'

(@)1 o(5d) -

Une solution particuliére de

On a d’ailleurs

P% =40 — g —gs =4(p —e1) (p—e2) (p — €3),
ou (ga, g3, ex) € C3, admet un pole a l'origine
2, 92 9, g3 4 6
o (r, go, g3) = +%:U +%x +O(a;).
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Remarque C.4. En posant y = p (), ’équation (C.3 ) s’écrit

(¢ ()" = 4(p (2))° = 929 (x) — g5,

Or z — 0 lorsque y — o0, donc

o [ N (C.4)

oo \V/4Y3 — g2y — g3

Autrement dit, la fonction y = @ (z) s’obtient par inversion de l'intégrale (C.4 ) (dite
intégrale elliptique sous forme de Weierstrass). Réciproquement, si le polynome 4y3 — goy —
g3 'a pas de zéros multiples (i.e. son discriminant est non nul: g5 — 27¢g2 # 0), alors
'inversion de 'intégale (C'.4 ) conduit a la fonction g (z) de Weierstrass.

C.2 Intégrales elliptiques

On appelle en général intégrale elliptique, une intégrale de la forme

/R (a:, \/m) dz, (C.5)

ou R est une fonction rationnelle & deux variables et P(z) un polynome de degré 3 ou 4
avec des racines simples. En général, cette intégrale ne s’exprime pas au moyen de fonctions
élémentaires c’est-a-dire celles que ’on obtient en appliquant a la variable = les opérations
algébriques (addition, soustration, multiplication, division) en nombre fini, ainsi que les
fonctions logarithmiques, trigonométriques et leurs inverses. Nous verrons que les fonctions
inverses de ces intégrales elliptiques sont des fonctions elliptiques.

Définition C.5 Une intégrale elliptique est l'intégrale d’une fonction rationnelle R (x, y)
dans laquelle y* est un polynome de degré 3 ou 4 en x. En général, une intégrale elliptique
ne peut s’exprimer avec des fonctions élémentaires.

En particulier, on a
¢?=P(yp), (C.6)

avec P ploynome de degré 4 ( ou seulement 3 si ¢ a un poéle double). On peut construire

une telle fonction ¢ de deux manieres:
1. ou bien comme une série (Liouville, Eisenstein ). Par exemple la fonction
1 1 1
s+ T (—==-23). )
22 pentiop \(z —w)? W?

ol A est un sous-groupe discret de C engendré par deux nombres complexes indépen-

dants. La série converge normalement sur tout compact du plan C.
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2. ou bien en résolvant 1'équation différentielle (C.6 ). Par exemple Weierstrass définit la

fonction p () comme la solution de

d 2
(d—y) = 4y — gay — g3, Ol g2, gs constantes. (C8)
x

ayant un pole pour x = 0; elle ne différe que par une constante de la foncton (C.7 ).

La réduction d’une intégrale elliptique consiste:

— en premier lieu, & décomposer cette intégrale en la somme de diverses intégrales calcu-
lables par voie élémentaire et d’un certain nombre, aussi restreint que possible, d’intégrales
elliptiques types;

— en second lieu, & ramener ces derniéres intégrales, par des changements de variable
appropriés, a des formes canoniques usuelles qui ont été étudiées systématiquement et pour
lesquelles on posséde notamment des tables numériques.

Considérons la fonction rationnelle R (z, y), ramenée au quotient de deux polynomes
entiers; nous pouvons remplacer au numérateur et au dénominateur 32 par P, y* par Py, y*
par P2, et ainsi de suite; la fonction rationnelle s’écrit alors
A+ By

R<5U> y) = m>

A, B, C, D désignent quatre polynomes entiers en x. Si nous multiplions haut et bas par

C — Dy et remplagons encore y* par P (), nous écrivons

F+ Gy
R(I‘, y>:TJ

F, GG, H désignent de nouveaux polynomes entiers en x. La fonction est rationnelle, donc

intégrable par voie élémentaire; I'intégrale elliptique (C.5 ) se présente ainsi comme la somme

de l'intégrale d’une fonction rationnelle de x, et de la nouvelle intégrale elliptique

Gy Gy? M
—dr = | —dor = | ———dx.
H Hy H\/P(x)
Une premiére étape préliminaire est ainsi franchie dans la voie de la réduction ( on

renvoie a [7, 46, 63| pour plus de détail ).
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D. Etude de I’équation PI d’aprés Painlevé
L’équation traitée:
y" =6y +, (Pr)
parait la plus simple de celles qui sont dépourvues de points critiques mobiles.
Pour démontrer que la solution générale de I’équation différentielle (P;) est méromorphe,

Painlevé utilise la transformation

(D)

,_1+xz4 25wz
¥y = 1 T o
,_x22+3m22+z3 5z4+ 3 +325
u = S g 1 1 xz° | u zuz.

Ce systeme différentiel admet une solution holomorphe telle que z(a) = 0, u(a) = h, a et
h désignant des valeurs arbitraires. En portant cette solution dans la transformation (D ),
on obtient la solution qui admet un pole mobile a et dépend d’une autre arbitraire h.

La transformation est obtenue comme suit.

On détermine d’abord une série

c _
y=—s+d(@—a) teota(r—a)te(r—a)’+..,

(z —a)

qui satisfait formellemant a I’équation (P;) et on trouve
c=1,cd=co=c1=0, c;=—a/10, cs=—1/6, c4, = h, cs =0, cg = a>/300, ...

On transforme la solution formelle en une série de puissances de z —a dont les coefficients
sont indépendants de a (mais dépendent naturellement de z ). On obtient ainsi pour y et

Y’ les séries formelles

= by T Y
y = G_a? 10 (x —a)” + Ir (x—a)’+h(z—a) + ...,
/ —2 1 3 2 3
- Cilr-a)— 2 (z-— 4h (z —
y CEPE 5:5(:1: a) 0 (x —a)"+4h(z —a)” +

Eliminant  — a entre ces deux relations, on obtient une relation formelle

2 rez 22
/ 3
Yy ——g—T——2 +7h€2 +, (8—:‘:1),
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ol la variable z est liée & y par y = 2~2. La transformation est obtenue en supprimant du
second membre les termes des degrés supérieurs a 3 et en prenant € =1, h = u.

On obtient ainsi pour u et z des équations différentielles dont les seconds membres sont
des fonctions holomorphes pour x = a, z = 0, u = h. On en conclut la convergence de la

solution formelle et I'existence du pole mobile.
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