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Résumé

Équations di¤érentielles du troisième ordre
de classe de Painlevé

Résumé
�������������������������������������������������

Une classi�cation des équations di¤érentielles dans le champ complexe, dont les inté-

grales générales sont des fonctions monovalentes, de troisième ordre de la forme

y000 = R (y00; y0; y; x) ;

où le second membre est un polynôme en y00, y0et y; a été faite par Chazy en 1911 et

complétée par Cosgrove en 2000. Dans cette thèse on étudie deux classes d�équations du

troisième ordre dont le second membre est une fonction rationnelle. On établit un ensemble

de conditions nécessaires dont certaines sont su¢ santes sur les coe¢ cients des équations

di¤érentielles considérées, pour que leurs intégrales générales soient des fonctions mono-

valentes. A partir des conditions nécessaires obtenues on déduit les listes de toutes les

équations de types considérés qui peuvent admettre des intégrales générales uniformes. Les

conditions su¢ santes nous ont permis de compléter l�étude de certaines équations �gurant

dans les listes obtenues a�n d�établir un ensemble d�équations dont les intégrales générales

sont uniformes. Parmi les équations établies dans cette thèse certaines ont été trouvées par

di¤érents auteurs en utilisant d�autres méthodes, alors que d�autres sont nouvelles.

Mots-clés: équations di¤érentielles dans le champ complexe, fonctions monovalentes,

intégrale uniforme, singularités mobiles, points critiques �xes, équation de Painlevé, pro-

priété de Painlevé, test de Painlevé, indices de Fuchs.
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Abstract

Third order di¤erential equations of
Painleve class

Abstract
�������������������������������������������������

A classi�cation of di¤erential equations in the complex domain, which the general

integrals single-valued functions of the third order of the form

y000 = R (y00; y0; y; x) ;

where the second member is a polynom in y00, y0 and y; was done by Chazy in 1911 and

completed by Cosgrove in 2000. In this thesis we study two classes of third order equations

where the second member is a rational function. We establish a set of necessary conditions

where some of them are su¢ cient on the considered di¤erential equations coe¢ cients, for

the purpose that their general integrals be single-valued function. From the obtained neces-

sary conditions, we deduce the lists of all equations of the considered types that can admit

uniform general integrals. The su¢ cient conditions enable us to complete the study of some

equations that are present in the obtained lists in order to establish a set of equations in

which the general integrals are uniform. Between the established equations in this thesis,

some was found by di¤erent authors, using an other methods, whereas other equations are

new.

Keywords: Di¤erential equations in the complex domain, single-valued functions, uni-

form integrals, movable singularities, �xed critical points, Painlevé equation, Painlevé prop-

erty, Painlevé test, Fuchs indices.
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Présentation du travail

La recherche des transcendantes uniformes dé�nies par les équations di¤érentielles al-

gébriques est un problème qui s�est posé en fait depuis les travaux d�Abel et de Jacobi

sur l�équation

y02 =
�
1� y2

� �
1� k2y2

�
;

qui sont à l�origine de la théorie des fonctions elliptiques et (par extension) celle des fonctions

uniformes.

Il s�agissait moins de trouver de nouvelles transcendantes que de découvrir des celles

permettant d�intégrer les équations di¤érentielles.

Le problème énoncé en 1900 par Paul Painlevé(1) est le suivant:

� Déterminer toutes les équations di¤érentielles algébriques du premier ordre, puis du

second ordre, puis troisième ordre etc., dont l�intégrale générale est uniforme �.

L�intégration des équations di¤érentielles à une ou plusieurs variables est un problème

très important en analyse; sa solution peut être regardée comme la voie la plus naturelle

pour la dé�nition des fonctions. De ce point de vue, les équations di¤érentielles ordinaires,

qu�il faut d�abord étudier, sont celles dont l�intégrale générale est uniforme, ou dont les

points critiques sont indépendants des constantes d�intégrations; en d�autres termes, ce sont

les équations telles que le domaine d�uniformité de leurs intégrales peut être �xé à priori.

La théorie des équations di¤érentielles à points critiques �xes a fait l�objet de nombreux

travaux, dont les principaux sont dus à Briot et Bouquet [1855], Lazarus Fuchs [1884] et

H. Poincaré [1885] pour le premier ordre et à E. Picard [1880� 1895] ; P. Painlevé et B.
Gambier [1893� 1906] pour le second ordre.
Painlevé a mis au point un � test � connu sous le nom� Alpha � capable de véri�er

la propriété de Painlevé pour une classe étendue d�équations di¤érentielles sans avoir à

résoudre celles-ci préalablement. Bien qu�extrêmement lourd à mettre en oeuvre (rappelons

(1)Paul Painlevé né à Paris le 5 décembre 1863 et mort à Paris le 29 octobre 1933, est un mathématicien

et homme politique français.
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Présentation du travail

qu�à l�époque, les logiciels de calcul formel n�existaient pas !), Painlevé l�a pourtant utilisé

avec succès pour démarrer un programme systématique de recherche des équations qui sont

de type de Painlevé.

i. Ce programme part, dans un premier temps, à la recherche des équations d�ordre un

qui dé�nissent des solutions ne pouvant s�exprimer en termes de fonctions élémentaires. On

ne trouve qu�une seule famille non élémentaire, celle des fonctions elliptiques dont l�équation

di¤érentielle qui les dé�nit, d�ordre un et de degré 2, se ramène à la forme de Weierstrass:

y02 = 4y3 � g2y � g3 =) x =

Z
dyp

4y3 � g2y � g3
:

Il est à remarquer que les équations qui font intervenir un polynôme de degré supérieur

à 3 n�introduisent pas de fonctions fondamentalement nouvelles. A l�ordre 4, l�intégrale

demeure elliptique et aux ordres supérieurs, elle devient hyperelliptique (ou abélienne) mais

les fonctions abéliennes peuvent s�écrire comme quotients de polynômes homogènes en la

fonction thêta de Riemann, pour laquelle des algorithmes de calcul e¢ cient sont connus.

ii. Le programme de Painlevé se poursuit à l�ordre deux, cherchant les équations dont

les solutions ne peuvent s�exprimer ni en termes de fonctions élémentaires ni en terme

des fonctions trouvées à la première étape et ainsi de suite, aux ordres successivement

croissants. Etant donné que ce programme représente une tâche in�nie, l�école de Painlevé

a abordé le problème en se limitant aux équations di¤érentielles d�une classe donnée (par

exemple, polynomiale en la variable dépendante et ses dérivées et analytique en la variable

indépendante, P
�
y(n); :::; y00; y0; y; x

�
:

A l�ordre deux et degré un, six équations ont été trouvées dont les solutions ne sont

exprimables ni en termes de fonctions élémentaires ni en termes de fonctions elliptiques. Elles

dé�nissent donc bien de nouvelles fonctions que l�on nomme transcendantes de Painlevé.

Plus précisément, P. Painlevé et B. Gambier ont obtenu toutes les équations de la forme

y00 = R (y0; y; x) ;

où le membre de droite est rationnel en y0 et y et analytique en x, à points critiques �xes,

c�est-à-dire qui satisfont ce qu�on appelle maintenant la propriété de Painlevé. Ils ont montré

que la solution générale de ces équations est univoque (uniforme) au voisinage de chacune

de ses singularités «mobiles» . Ils ont mis en évidence cinquante classes de telles équations,

et six d�entre elles se sont avérées irréductibles: leurs solutions générales ne peuvent être

exprimée en termes de fonctions connues, comme les fonctions elliptiques, ou en termes de

solutions d�équations linéaires.
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Présentation du travail

Cent ans plus tard, les équations de Painlevé sont redevenues un objet majeur de

recherches, tant en mathématiques qu�en physique, dans des domaines aussi variés que

les variétés de Frobenius, théorie des champs, groupes quantiques, matrices aléatoires, feuil-

letages, la théorie de Galois, la géométrie symplectique, les solutions solitons, la théorie des

systèmes intégrables, les solutions stables, les fonctions spéciales, l�application à la théorie

de l�optique non linéaire et de la propagation des ondes dans les �uides.... Ces problèmes

sont en général formulés à l�aide d�équations aux dérivées partielles intégrables et les tran-

scendantes de Painlevé en sont des solutions spéciales.

L�analyse de Painlevé pour les équations di¤érentielles est un outil e¢ cace pour tester la

structure des singularités de celles-ci. Grâce au test de Painlevé, on a pu découvrir beaucoup

de concepts intéressants pour analyser les équations di¤érentielles qui véri�ent le test.

On peut concevoir que le perfectionnement des logiciels de calcul formel permettra

d�envisager d�aller plus loin dans ce domaine.

Les résultats obtenus par Painlevé dans le cas du second ordre ont ouvert ainsi un do-

maine entièrement nouveau à la recherche: ils permettaient d�aborder l�étude des équations

du troisième ordre et d�ordre supérieur dont les intégrales ont leurs points critiques �xes.

Aux ordres supérieurs, seule la classi�cation des équations d�ordre trois et de degré un

a été étudiée par Chazy(1). Ainsi, au tournant du siècle, l�immense majorité des équations

di¤érentielles restaient inexplorées.

Le sujet de la thèse concerne l�étude de certaines équations di¤érentielles dans le champ

complexe. Nous nous intéressons plus particulièrement aux équations di¤érentielles du

troisième ordre de la forme:

y000 = R (y00; y0; y; x) (E1)

où R désigne une fraction rationnelle en y00; y0 et y, à coe¢ cients analytiques en x. Ces

équations ont été étudiées pour la première fois par Painlevé. Il a montré que l�équation

(E1 ) peut être à points critiques �xes uniquement si:

1. R est un polynôme, du second degré au plus, en y00, soit:

y000 = R � A (y0; y; x) y002 +B (y0; y; x) y00 + C (y0; y; x) ; (E2)

où les fonctions A; B et C sont des fractions rationnelles en y0, dont les coe¢ cients

sont algébriques en y et analytiques en x:

(1)Jean Chazy (né à Villefranche-sur-Saône le 15 août 1882 - mort à Paris le9 mars 1955) est un mathé-

maticien français spécialisé dans l�étude du mouvement des corps célestes.
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Présentation du travail

2. A coïncide avec une des onze expressions suivantes:

0;
1� 1

�

y0 + a1
;
1

2

�
1

y0 + a1
+

1

y0 + a2

�
;

1

y0 + a1
+

1

2 (y0 + a2)
;

1

2 (y0 + a1)
+

2

3 (y0 + a2)
;

2

3 (y0 + a1)
+

3

4 (y0 + a2)
;

1

2 (y0 + a1)
+

5

6 (y0 + a2)
;
2

3

�
1

y0 + a1
+

1

y0 + a2

�
;

2

3 (y0 + a1)
+

5

6 (y0 + a2)
;
3

4

�
1

y0 + a1
+

1

y0 + a2

�
;
1

2

�
1

y0 + a1
+

1

y0 + a2
+

1

y0 + a3

�
;

( a1; a2; a3 sont des fonctions de y et x; et � est un entier di¤érent de �1 ).

3. B et C, considérés comme fonctions de y0, n�ont d�autres pôles, y0 = g(y; x); que ceux

de A, et ces pôles sont tous simples.

4. Posons: A = Q
D
, B = R

D
et C = S

D
; où D; Q; R; S désignent des polynômes en y0

premiers entre eux. Les degrés de R et de S en y0 surpassent le degré de D : le premier

d�une unité, le second de trois unités au plus.

Ces théorèmes limitent le degré des fractions rationnelles A; B; C en y0. Les degrés

respectifs de D; Q; R; S en y0 sont au plus égaux à 3; 2; 4 et 6 ( voir [56, 1900]). Toutes

les équations que nous étudions à points critiques �xes rentrent dans un de ces types.

Lorsque l�équation (E1 ) est polynomiale, le problème a été complètement résolu par

Cosgrove [22, 2000]. Dans le cas des équations (E2 ), le problème posé est beaucoup plus

compliqué. Nous examineront quelques cas particuliers de ce problème. D�une manière

précise, nous supposerons que les équations complètes correspondantes aux équations du

type (E2 ) que nous étudions, sont de la forme:

y000 = B (y0; y; x) y00 + C (y0; y; x) (E3)

ou bien

y000 =
1� 1

�

y0 + a1
y002 +B (y0; y; x) y00 + C (y0; y; x) ; (E4)

avec a1 = �y2 où � est constant: On se propose de trouver des conditions nécessaires ou

su¢ santes sur les coe¢ cients pour que l�intégrale générale soit à points critiques �xes. Ceci

nous permet de prouver qu�il existe des équations du type (E1 ) dont l�intégrale générale

est à points critiques �xes ( l�intégrale générale est une fonction monovalente).

Le problème ainsi posé comprend comme cas particulier, celui que J. Chazy [13], puis

R. Granier [27, 1912] ont résolu ( équation simpli�ée(1) de (E1) ).

(1) c�est-à-dire l�équation obtenue en y remplaçant x par x0+"x , " désignant un paramètre arbitraire, et en faisant

tendre " vers zéro. La considération des équations simpli�ées permet de classer les équations à points critiques �xes.
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Présentation du travail

Pendant les quarante dernières années des résultats importants ont été obtenus dans

l�étude des équations du type (E1 ) (Bureau [1964, 1972]; Lukashevich [1982]; Martynov

[1982] et Cosgrove [1997, 2000, 2001]) voir par exemple dans [22, la bibliographie de cet

article est très complète sur le sujet traité]:

L�objet de ce travail est de reprendre systématiquement l�étude des équations (E3 ) et

(E4 ). Nous obtenons ainsi les résultats de H. Exton dans [24, 1973], I. P. Martynov en 1985

dans [48, 49]; Kozulin et Lukashevitch dans [39, 1988], U. Mugan et F. Jrard en 2004 dans

[54], ainsi que certains résultats nouveaux.

Ce travail est réparti sur cinq chapitres.

Avant d�entamer ces chapitres une brève introduction sur les équations di¤érentielles

dans le champ complexe en particulier l�analyse de Painlevé, a été introduite.

Dans le Chapitre 1 on rappelle des notions nécessaires à la compréhension des chapitres

4 et 5, en explicitant en détail la propriété de Painlevé. Le chapitre 2 est consacré aux

di¤érents résultats concernant les équations di¤érentielles à points critiques �xes. Dans le

chapitre 3 sont exposées les di¤érentes méthodes de stabilité (absence de points critiques

mobiles) qui sont utilisées dans la suite.

On démontre au Chapitre 4 que, pour être stable(1) (à points critiques �xes), toute équa-

tion di¤érentielle du type (E3 ) doit être réductible à l�une des 14 formes canoniques écrites

dans la section 2. On prouve que ces équations se ramènent à des équations linéaires ou à des

équations d�ordres inférieurs dont les solutions sont connues. Certaines équations complètes

obtenues dans la section 3 sont stables alors que d�autres sont à étudier ultérieurement.

Au Chapitre 5; on se propose de trouver des conditions nécessaires sur les coe¢ cients de

l�équation (E4 ) pour que les singularités mobiles soient des pôles. Pour établir ce résultat

on choisit le test dû à Painlevé en s�inspirant de [1; 2] et [20], et on propose de continuer

l�étude de certaines équations obtenues. Ces dernières équations ont été choisies parmi celles

qui nous paraissaient les plus simples de manière à obtenir des résultats précis et complets.

Le mémoire de la thèse se termine par une annexe de quatre parties. Dans la première

partie sont donnés des résultats sur l�équation (E3 ) ainsi qu�une motivation de son étude.

Les trois dernières parties sont respectivement consacrées aux dé�nitions et propriétés de

l�équation de Riccati, des fonctions elliptiques et de la première équation de Painlevé.

(1) Une équation di¤érentielle stable est une équation dont la solution générale est une fonction monovalente.
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Chapitre 1

Généralités sur les équations

di¤érentielles et leurs singularités

Sommaire
1.1 Équations di¤érentielles dans le champ complexe . . . . . . . . 7

1.2 Singularités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2.1 Singularités des fonctions à variable complexe. . . . . . . . . . . . 8

1.2.2 Singularités des équations di¤érentielles ordinaires et de leurs so-

lutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2.3 Points critiques �xes et points critiques mobiles . . . . . . . . . . . 10

1.3 La propriété � de Painlevé � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 Transformation de Möbius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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1.1. Équations di¤érentielles dans le champ complexe

Comme il est précisé dans le titre, dans ce chapitre on introduit des objets qui seront

utilisés par la suite, le but est donc d�introduire quelques dé�nitions et certains théorèmes

relatifs à la théorie des équations di¤érentielles dans le champ complexe, en se bornant, pour

plus de précision, aux équations di¤érentielles à points critiques �xes.

1.1 Équations di¤érentielles dans le champ complexe

L�étude des équations di¤érentielles algébriques a été assez développée au début du

vingtième siècle par des mathématiciens comme Fuchs(1), Poincaré, Malmquist, Painlevé et

d�autres: voir par exemple [32; 35], où on clari�e certains des travaux classiques et on fait

un premier exposé assez complet sur le sujet.

La résolution des équations di¤érentielles avait montré que les solutions dépendaient des

constantes d�intégration et des conditions du problème (conditions de Cauchy par exemple).

Une solution peut être dé�nie dans un certain intervalle et cet intervalle d�existence dépend

en général du problème posé. On se demande donc s�il existe des cas où les solutions

admettent des points singuliers �xes, c�est-à-dire indépendants des conditions du problème

en question.

La théorie des équations di¤érentielles complexes est vaste; même la partie de la théorie

qui concerne les équations linéaires est d�une grande richesse; plusieurs problèmes fonda-

mentaux relatifs aux équations linéaires avec singularités isolées restent non résolus.

L�étude des équations di¤érentielles non linéaires est bien moins simple. La raison es-

sentielle est que dans le cas non linéaire, les solutions, outre qu�elles héritent éventuellement

des singularités de l�équation mère, peuvent en présenter de nouvelles que, pour cette raison,

certains auteurs appellent � singularités spontanées �.

On les nomme aussi � singularités mobiles �pour cette autre raison que leur localisation

dépend habituellement des conditions initiales.

Comme il a été dit, la première di¢ culté qui se présente dans l�étude des solutions des

équations di¤érentielles est la présence des singularités mobiles (mobile signi�e : qui dépend

des conditions initiales). Cette di¢ culté n�existe pas dans le cas des équations linéaires, aussi

leur étude a-t-elle été développée la première. En outre, ces équations se rencontrent dans

de nombreuses applications voir par exemple [17; 37; 64].

(1)Lazarus Immanuel Fuchs, allemand, 1833-1902: Élève de Weierstrass, ses travaux portant sur l�étude de

solutions singulières (fonctions fuchsiennes) d�équations linéaires.
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1.2. Singularités

1.2 Singularités

Ce sont les singularités de l�intégrale qui compliquent si profondément l�étude des équa-

tions di¤érentielles et arrêtent la convergence des développements.

1.2.1 Singularités des fonctions à variable complexe.

La pathologie des équations di¤érentielles est liée au nombre, au type et à la disposition

des singularités de leurs solutions dans le plan complexe.

Etant donnée une fonction d�une variable complexe x, on répartit les points du plan,

(Re(x); Im(x)), en deux catégories, les points singuliers et les autres (non singuliers).

Dé�nition 1.1. Un point est dit singulier pour une fonction si celle-ci n�y est pas univo-

quement déterminée soit qu�elle y est in�nie soit qu�elle est multivaluée en son voisinage

immédiat.

Précisons l�orsqu�on parcourt un circuit fermé quelconque entourant aussi étroitement

que l�on veut un point du plan complexe, deux cas sont possibles.

i. Soit la fonction reprend systématiquement sa valeur de départ et on dit qu�elle est

monovaluée.

ii. Soit elle subit une discontinuité qui l�en empêche et on dit qu�elle est multivaluée.

Dans le cas multivalué, on distingue encore celui où la fonction revient à sa valeur de

départ après un nombre �xe de tours (multivaluation �nie) et le cas où cela ne se produit

jamais (multivaluation in�nie).

Un point x0 est singulier de branchement pour une fonction y (x), si la fonction est

multivaluée au voisinage de ce point. On distingue habituellement:

ii.a. les points de branchements rationnels (d�ordre s) au voisinage desquels la fonction

reste développable en série de Puiseux,

y (x) =
1

(x� x0)
n=s

+1X
i=0

ci (x� x0)
i=s ;

(s entier positif, n entier). La fonction est s fois multivaluée.

Exemple 1. La fonction y (x) = 3
p
x est trivaluée et à chaque valuation correspond une

valeur de l�entier k (modulo 3) dans la formule

3
p
x = (� exp (i (� + 2k�)))1=3 = (� exp (i�))1=3 (� exp (i2k�))1=3 :

8



1.2. Singularités

ii.b. les points de branchements irrationnels (voire complexes) et logarithmiques.

Exemple 2. Les fonctions y (x) = x
p
2 d�une part, et y (x) = lnx ou y (x) = arctg (x)

d�autre part. Dans le cas d�un point de branchement irrationnel ou logarithmique, la fonction

ne revient jamais à sa valeur de départ quel que soit le nombre de tours que l�on e¤ectue

autour du point de branchement: elle est in�niment multivaluée. Par exemple, si on parcourt

un cercle de rayon �, centré sur l�origine, la partie imaginaire de la fonction logarithme

augmente de 2� à chaque tour:

lnx = ln (� exp (i (� + 2k�))) = ln (� exp (i�)) + 2k�i:

Remarque 1.1. Le nom de points de branchement ( ou points critiques ) est réservé ex-

clusivement aux points singuliers (isolés ou non) autour desquels deux branches au moins

de y (x) se permutent.

Dé�nition 1.2. Un point critique algébrique où la fonction prend une valeur �nie sera

appelé point critique régulier, tandis qu�un point critique où la fonction devient in�nie sera

appelé pôle critique.

1.2.2 Singularités des équations di¤érentielles ordinaires et de

leurs solutions

Peut-on, en toute généralité, prévoir les singularités des solutions d�une équation dif-

férentielle ordinaire rien qu�en lisant celle-ci? La réponse à cette question est positive si

l�équation est linéaire et négative si elle ne l�est pas. Bien qu�elles entretiennent des rapports

étroits, on se gardera de confondre les singularités qui a¤ectent les équations di¤érentielles

et leurs solutions.

i. Singularités des équations

Un point est dit singulier pour une équation di¤érentielle d�ordre n, s�il est point sin-

gulier d�une de ses solutions. Dans le cas où l�équation en question est linéaire ses points

singuliers sont les points singuliers de ses coe¢ cients.

Exemple 3. L�équation

x
�
x2 + 1

�
y000 + x2y0 � y = 0() y000 +

x

(x2 + 1)
y0 � 1

x (x2 + 1)
y = 0;

est singulière en x = 0, et en x = �i.
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1.2. Singularités

ii. Singularités des solutions

Tout système di¤érentiel d�ordre n possède une solution générale, à savoir une famille de

fonctions dépendant de n paramètres constants reliés aux conditions initiales. Si le système

est non linéaire, il se peut qu�il possède, en plus, des solutions singulières dépendant de

moins de n paramètres, éventuellement zéro. Les points du plan complexe où la solution

générale n�est pas univoquement dé�nie sont ses singularités. De même pour la solution

singulière.

1.2.3 Points critiques �xes et points critiques mobiles

Quand on approfondit les conditions nécessaires pour qu�une équation ait son intégrale

uniforme, on se trouve amené par la nature même du problème à le décomposer en deux

problèmes successifs, et cela de la manière suivante: étant donnée une équation di¤érentielle,

les points critiques d�une de ses intégrales sont les uns �xes (indépendants de l�intégrale

considérée), les autres (variables avec l�intégrale considérée).

Alors une solution y (x) a, en général, des singularités de deux types:

i. mobiles, c�est-à-dire qui dépendent de la solution choisie, donc des conditions initiales.

ii. �xes, qui ne dépendent pas des conditions initiales et qui sont en général des singu-

larités pour presque toutes les solutions. Ces singularités peuvent se déterminer sur

l�équation (équation linéaire).

Remarque 1.2. Si un point singulier d�une solution ne coïncide pas avec un des points

singuliers �xes, il est appelé mobile car sa position dépend de la solution.

Exemple 4. Rappelons quelques équations simples, déjà étudiées, en insistant sur le carac-

tère mobile de leurs singularités spontanées:

y0 = y2 et y (x0) = y0 =) y =
y0

1� (x� x0) y0
:

Solution monovaluée présentant un pôle mobile.

y0 = y3 et y (x0) = y0 =) y =
y0p

1� 2 (x� x0) y20
:

Solution multivaluée présentant un point de branchement rationnel mobile d�ordre 2.

y0 = exp (y) et y (x0) = y0 =) y = y0 � ln (1� (x� x0) exp (y0)) :

Solution multivaluée présentant un point de branchement logarithmique mobile.
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1.2. Singularités

Voici encore certains exemples que donne Painlevé dans sa première Leçon de Stockholm

y0 +
y2

x
= 0; y0 +

y

x2
= 0; y0 =

p
1� y2

x
;

qui ont respectivement pour solution

y =
1

k + lnx
; y = k exp

�
1

x

�
; y = sin (k + lnx) :

Le point x = 0 (quelque soit k ) est un point singulier transcendant pour chaque solution.

C�est un point singulier �xe, critique transcendant de la première intégrale, essentiel de la

seconde, un point à la fois essentiel et critique transcendant de la troisième. Les singularités

mobiles sont au plus des pôles.

Si on dérive chacune de ces équations, et si on élimine x entre les deux équations, nous

obtenons:

y00 + 2
y02

y
+
1

y2
= 0;

yy00

y02
= 1 + 2

p�y
y0

; y00 +
yy02

1� y2
=

y02p
1� y2

;

dont les solutions sont

y =
1

k1 + ln (x� k2)
; y = k1e

1
x�k2 ; y = sin (k1 + ln (x� k2)) ;

et on voit apparaître des points singuliers transcendants mobile, où k1 et k2 représentant les

deux constantes d�intégration.

Les équations du troisième ordre o¤rent la singularité plus curieux encore de coupures

essentielles variables avec les constantes d�intégration. Un exemple remarquable en est fourni

par l�équation du troisième ordre que véri�e la fonction modulaire (voir [57] )

y000

y03
� 3
2

y002

y04
=

1

2 (y � 1)2
+
4

9

1

y2
� 41
72

1

y (y � 1) ;

équation dont l�intégrale générale est y = '
�
ax+b
cx+d

�
, ' repésentant la fonction modulaire.

Cette intégrale est une fonction uniforme de x; qui (pour des valeurs quelconques des con-

stantes a; b; c; d ) admet une ligne singuliére.

On est conduit ainsi à généraliser le problème primitif, et à introduire, comme équations

intermédiaires, les équations dont l�intégrale a ses points critiques �xes; nous donnerons à

ces équations, le nom d�équations di¤érentielles à points critiques �xes.

Cette classe d�équations constitue une extension des équations linéaires, dont une pro-

priété fondamentale est précisément d�avoir toutes leurs singularités �xes.
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1.3. La propriété � de Painlevé �

Dé�nition 1.3. Les points critiques sont dits mobiles ou �xes suivant qu�ils varient ou non

avec les constantes d�intégration.

Dé�nition 1.4. On dit qu�une équation di¤érentielle a des points de branchement (respec-

tivement des singularités essentielles) mobiles si ses solutions ont des points de branche-

ment (respectivement des singularités essentielles) dont la position dépend des constantes

d�intégration.

1.3 La propriété � de Painlevé �

On dit qu�une équation di¤érentielle a � la propriété de Painlevé � lorsque les seules

singularités mobiles de ses solutions sont des pôles ( c�est-à-dire elle n�a ni point de branche-

ment mobile, ni singularité essentielle mobile ). C�est une petite extension de la propriété

utilisée par Kowalevski [37], la di¤érence avec la propriété demandé par Painlevé [58], ce

qu�elle a cherché, ce sont les où le mouvement du solide est dé�ni par des fonctions méro-

morphes de t qui possèdent e¤ectivement des pôles. Son procédé laisse échapper les cas où

ces fonctions seraient uniformes sans avoir de pôles, soit qu�elles fussent holomorphes, soit

que leurs singularités fussent transcendantes.

La propriété de Painlevé s�énonce de la façon suivante:

Dé�nition 1.5. Par dé�nition, une équation di¤érentielle possède la propriété de Painlevé

si sa solution générale est monovaluée dans un domaine du plan complexe ou si elle peut

y être rendue monovaluée par un système de coupures dans le plan complexe. Il revient au

même de poser que sa solution générale ne possède aucun point de branchement mobile.

Dé�nition 1.6. Les solutions d�une équation di¤érentielle qui véri�e la propriété de Painlevé,

n�ont de points critiques qu�en les singularités �xes de l�équation.

Autrement dit, les soltutions d�une telle équation di¤érentielle, n�admettent que des

pôles ou des singularités essentielles en ses singularités non �xes.
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1.4. Transformation de Möbius

1.4 Transformation de Möbius

On dé�nit la transformation suivante:

Dé�nition 1.7. On appelle transformation de Möbius en y, une transformation de type

(x; y) �!
�
X = ' (x) ; Y (x) =

� (x) y + � (x)


 (x) y + � (x)

�
;

avec �; �; 
; � et ' des fonctions analytiques telles que: �� � �
 6= 0:

Deux équations di¤érentielles liées par une transformation de Möbius sont considérées

comme équivalentes du point de vue de l�analyse de Painlevé.

Proposition 1.1. [18] La propriété de Painlevé est invariante par transformation de Möbius.

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons des transformations de Möbius d�un type

particulier qu�on notera T (�; '; �) qui non seulement n�altèrent pas la propriété de Painlevé,

mais également la forme de l�équation di¤érentielle.
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Chapitre 2

Équations di¤érentielles sans point

critique mobile
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2.1. Équations di¤érentielles linéaires

La plus part des résultats dont on aura besoin par la suite sont introduits dans ce

chapitre. En e¤et nous rappelons dans ce chapitre des résultats sur les équations di¤éren-

tielles à points critiques �xes, sans en donner les démonstrations; les références que nous

utilisons sont les ouvrages [18; 29; 32; 35]:

2.1 Équations di¤érentielles linéaires

Soit
dny

dxn
+ p1 (x)

dn�1y

dxn�1
+ :::+ pn�1 (x)

dy

dx
+ pn (x) y = 0;

une équation linéaire homogène d�ordre n et soit x0 un point du plan complexe au voisinage

duquel les coe¢ cients pk (x) sont holomorphes. On suppose que pour x = x0; y (x) ainsi que

ses n� 1 dérivés véri�ent des conditions initialements données; alors l�équation précédente
admet une unique solution y (x) : Cette solution s�exprime en série de puissance de x � x0

qui converge dans un disque de centre x0 et dont le bord contient des points singuliers des

coe¢ cients pk: Autrement dit les singularités ne peuvent être autre que les singularités des

coe¢ cients de l�équation, et par conséquent elle n�admet aucun point critique mobile.

Remarque 2.1. Les équations di¤érentielles linéaires n�admettent que des singularité �xes.

Exemple 5. Pour l�équation de Bessel

y00 +
1

x
y0 +

�
1� �2

x2

�
y = 0;

x = 0 et x =1 sont des points singuliers �xes; tout les autres sont ordinaires.

Théorème 2.1. [12] Les systèmes linéaires sont stables ( i.e. le système est stable si toutes

ses solutions sont stables(1). Il est instable dans le cas contraire ).

(1)La composante yi (x) de la solution est stable si tous ses points critiques isolés (i.e. ils ne peuvent former

ni une ligne continue, ni un ensemble parfait discontinu) éventuels sont �xes. Elle est instable si elle n�est

pas stable. La solution y (x) est stable si toutes ses composantes sont stables. Elle est instable dans le cas

contraire.
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2.2. Équations di¤érentielles du premier ordre

2.2 Équations di¤érentielles du premier ordre

Soit l�équation di¤érentielle de la forme

F (y0; y) = 0;

si l�on admet que F est polynomiale et que sa solution générale est uniforme, alors

1. (Hermite) le genre de la courbe algébrique F = 0 est zéro ou un.

2. (Briot et Bouquet) elle est de la forme:

F (y0; y) =

mX
k=0

2m�2X
j=0

aj;ky
jy0k = 0; a0;m = 1;

où m est un entier positif et les aj;k sont des constantes,

3. (Briot et Bouquet) la solution est, dans le cas du genre zéro, une fraction rationnelle

de eax ou de x ( a désignant une constante); et dans le cas du genre un, une fonction

elliptique.

Remarque 2.2. Dans les deux cas, il existe un algorithme, implanté en Maple par Mark

van Hoeij [46], qui donne l�expression explicite de la solution.

4. Dans ses Leçons de Stockholm Painlevé a montré les résultats suivants: on suppose

que pour tout x �xé, la courbe algébrique

R (y0; y; x) = 0; (2.2.1)

est irréductible de genre p et de degré m en y0.

4.i. Si p > 1; l�équation R (y0; y; x) = 0 s�intègre algébriquement au sens suivant: il

n�existe qu�un nombre �ni de transformations birationnelles entre les courbes

R (y0; y; �x) = 0; (a)

R (y00; y0; x0) = 0; (b)
(2.2.2)

où �x et x0 �xes.

Une quelconque de ces transformations donne l�intégrale générale de l�équation. On ob-

tient d�autres intégrales en composant cette transformation avec une quelconque des trans-

formations birationnelles en nombre �ni de la courbe (2.2.2.b ) :
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2.3. Transcendantes de Painlevé

4.ii. Si p = 1; l�équation R (y0; y; x) = 0 se ramène algébriquement à�
dy

dx

�2
=
�
1� y2

� �
1� k2y2

�
;

qui est l�équation véri�ée par les fonctions elliptiques.

4.iii. Si p = 0; l�équation R (y0; y; x) = 0 se ramène algébriquement à l�équation de

Riccati
dy

dx
= P (x) y2 +Q (x) y +R (x) :

2.3 Transcendantes de Painlevé

Les transcendantes de Painlevé ont été introduites au début du vingtième siècle, pour

résoudre une certaine classe d�équations di¤érentielles ordinaires non linéaires du second

ordre.

2.3.1 Équations di¤érentielles du deuxième ordre

Soit l�équation de second ordre de la forme:

y00 = R (y0; y; x) ; (2.3.1)

où R (y0; y; x) est une fonction rationnelle de y et y0 dont les coe¢ cients sont des fonctions
anaytiques en x.

Les équations de la forme (2.3.1 ) dont l�intégrale générale est à points critiques �xes ont

été déterminées par P. Painlevé et B. Gambier; elles s�intégrent soit à l�aide des fonctions

algébriques, soit à l�aide des fonctions dé�nies par des équations di¤érentielles linéaires, soit

à l�aide des fonctions elliptiques ou en�n à l�aide des fonctions essentiellement nouvelles, non

réductibles aux fonctions déjà introduites par les équations (2.2.1 ) du premier ordre dont

l�intégrale générale est à points critiques �xes. Ces fonctions nouvelles sont dé�nies par six

équations canoniqnes.

Painlevé établit d�abord que l�équation (2.3.1 ) est de la forme

y00 = A (y; x) y02 +B (y; x) y0 + C (y; x) : (2.3.2)

L�équation (2.3.2 ) doit avoir son intégrale générale uniforme: ce qui détermine aussitôt

toutes les expressions possibles de la fraction rationnelle A en y.
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2.3. Transcendantes de Painlevé

A (y; x) doit coïncider avec une des neuf expressions

0;
a

ay + b
+

c

cy + d
;
a
�
1 + 1

�

�
ay + b

+
c
�
1� 1

�

�
cy + d

;
1

2

�
a

ay + b
+

c

cy + d

�
+

e

ey + f
,

a

ay + b
;
2

3

�
a

ay + b
+

c

cy + d
+

e

ey + f

�
;
1

2

a

ay + b
+ 3

4

�
c

cy + d
+

e

ey + f

�
,

5

6

a

ay + b
+
2

3

c

cy + d
+
1

2

e

ey + f
;
1

2

�
a

ay + b
+

c

cy + d
+

e

ey + f
+

g

gy + h

�
,

où a; b; :::; h désignent des fonctions de x qui peuvent être identiquement nulles ou se

réduire à des constantes, � désigne un entier positif supérieur à un:

Chaque forme de l�équation réduite introduit une classe d�équations à points critiques

�xes; il y a ainsi 50 classes d�équations(1), et six d�entre elles se sont avérées irréductibles:

leurs solutions générales ne peuvent être exprimées en termes de fonctions connues, comme

par exemple les fonctions elliptiques, ou en termes de solutions d�équations linéaires [35].

Remarque 2.3. La question de l�irréductibilité d�une équation di¤érentielle à été étudiée de

manière approfondie par P. Painlevé depuis les Leçons de Stokholm. En 1904; P. Painlevé

écrit ceci: � D�une manière générale, une équation di¤érentielle irréductible devra être re-

gardée comme intégrée si, par un procédé quelconque d�approximation indé�nie (série, frac-

tion continue, intégrale dé�nie, etc.) on arrive à représenter l�intégrale générale dans tout

son domaine d�existence (réel ou complexe), avec une erreur aussi petite qu�on veut et dont

on saura donner une limite, la représentation mettant en évidence les propriétés fondamen-

tales de l�intégrale, permettant de tenir compte des conditions initiales, etc.�. ( une équation

d�ordre n est dite réductible si on peut exprimer une solution rationnellement après avoir

résolu successivement des équations di¤érentielles linéaires, abéliennes ( dont les solutions

sont des fonctions abéliennes) ou d�ordre strictement plus petit que n).

Remarque 2.4. L�irréductibilité au sens de Painlevé est plus restreinte que celle qui a été

énoncée par J. Drach.

Chez Painlevé, la variable indépendante est donnée.

Dans la théorie de Galois, ou dans la théorie développée par Drach, les deux équations�
dy

dx

�2
=
�
1� y2

� �
1� k2y2

�
et
�
dy

dx

�2
=

1

(1� x2) (1� k2x2)
;

ne sont pas considérées comme distinctes, alors que chez Painlevé elles le sont. Donc chez

Painlevé, on ne s�autorise pas à échanger le rôle de la fonction et de la variable.

Le résultat essentiel des recherches de Painlevé est le suivant:
(1) La détermination complète de ces équations se trouve dans [27,35].
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2.3. Transcendantes de Painlevé

2.3.2 Les six transcendantes de Painlevé - Gambier

La première transcendante de Painlevé est solution de l�équation

PI (Painlevé) : y00 = 6y2 + x:

La deuxième transcendante de Painlevé est solution de l�équation (� est une constante

complexe)

PII (Painlevé) : y00 = 2y3 + xy + �; � 2 C:

La troisième transcendante de Painlevé est solution de l�équation (�; �; 
; � sont des

constantes complexes �� 6= 0)

PIII (Painlevé) : y00 =
1

y
y02 � 1

x
y0 +

1

x

�
�y2 + �

�
+ 
y3 +

�

y
:

La quatrième transcendante de Painlevé est solution de l�équation (�; � sont des con-

stantes complexes)

PIV (Painlevé) : y00 =
1

2y
y02 +

3

2
y3 + 4xy2 + 2

�
x2 � �

�
y +

�

y
:

La cinquième transcendante de Painlevé est solution de l�équation (�; �; 
; � sont des

constantes complexes �� 6= 0)

PV (Gambier) : y00 =
�
1

2y
+

1

y � 1

�
y02 � 1

x
y0 +

(y � 1)2

x2

�
�y +

�

y

�
+



x
y + �y

�
y + 1

y � 1

�
:

La sixième transcendante de Painlevé(1) est solution de l�équation (�; �; 
; � sont des

constantes complexes)

PV I (R. Fuchs) : y00 =
1

2

�
1

y
+

1

y � 1 +
1

y � x

�
y02 �

�
1

x
+

1

x� 1 +
1

y � x

�
y0

+
y (y � 1) (y � x)

x2 (x� 1)2
�
�+ �

x

y2
+

 (x� 1)
(y � 1)2

+
�x (x� 1)
(y � x)2

�
:

Remarque 2.5. Depuis l�article [26] de B. Gambier, cette équation est connue comme

l�équation VI de Painlevé, dont les cinq autres équations de Painlevé peuvent se déduire.

Ces équations sont à points critiques �xes et les seules singularités mobiles sont des pôles.

(1) Rappelons à ce sujet que l�équation PV I a été retrouvée par Richard Fuchs (1873�1945) dans l�étude

des équations linéaires du second ordre dont le groupe est indépendant d�un paramètre: ce qui constitue

une propriété des équations de Painlevé.
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2.3. Transcendantes de Painlevé

Les singularités �xes sont:

PI : 1; PII : 1; PIII : 0; 1; PIV : 1; PV : 0; 1; PV I : 0; 1; 1:

Rappelons encore que d�après Painlevé.

i. Les intégrales de l�équation PI ne sont pas réductibles aux transcendantes classiques

et dé�nissent des transcendantes essentiellement nouvelles;

ii. Il en est de même des intégrales des équations PII à PV I sauf éventuellement pour

des valeurs particulières des constantes �; �; 
; �;

iii. Les équations PI à PV sont des dégénérescences � ou mieux, des con�uentes � de

l�équation PV I suivant le schéma

PIV

% &
PV I ! PV PII ! PI

& %
PIII

Les équations PI ; PII ; PIV sont à intégrales uniformes.

Remarque 2.6. [26] toutes les équations de Painlevé s�obtiennent à partir de l�équation

PV I par con�uence de la manière suivante: Faisons dans PV I

� =
�1
"2
; 
 = ��1

"2
+

1
"2
; x = 1 + "X; y = Y;

d�où on obtient l�équation

Y 00 =

�
1

2Y
+

1

Y � 1

�
Y 02 � 1

X
Y 0 +

(Y � 1)2

X2

�
�Y +

�

Y

�
+



X
Y + �Y

�
Y + 1

Y � 1

�
+ " (:::) ;

qui a ses points critiques �xes en même temps que PV I pour toute valeur non nulle donnée

à ", et par suite pour " = 0: or elle réduit à PV pour " = 0: L�application du même principe

donne en faisant dans PIII


 = �� = 1

4"6
; � =

�1
2"6

; � =
1

2"6
�
1 + 4�1"

3
�
; x = 1 + "2X; y = 1 + 2"Y;

la dégénérescence

Y 00 = 2Y 3 +XY + �1 ou PII :

Ces équations dé�nissent en utilisant les termes de Painlevé des " transcendantes essen-

tiellement nouvelles " c�est -à- dire irréductibles aux transcendantes classiques.
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2.4. Équations di¤érentielles d�ordre quelconque

Théorème 2.2. [61] (Trois fameuses équations di¤érentielles)

y0 = P (x) y2 +Q (x) y +R (x) ; (a)

y02 = (1� y2) (1� k2y2) ; (b)

y00 = 6y2 + x: (c)

où P (x), Q (x) ; R (x) sont des fonctions holomorphes dans le plan complexe C tout en-

tier. Ces équations di¤érentielles jouissent de la propriété remarquable (mais bien connue)

suivante: les solutions (maximales) d�une équation di¤érentielle (a) ; (b) ou (c) sont des

fonctions méromorphes dans le plan complexe - ces solutions sont donc en particulier des

fonctions uniformes- (voir l�annexe).

2.4 Équations di¤érentielles d�ordre quelconque

L�étude systématique des équations di¤érentielles non linéaires du troisième ordre et

d�ordre supérieur dont l�intégrale générale est à points critiques �xes a été entreprise pour

la première fois par Painlevé; elle a été continuée par B. Gambier, J. Chazy et R. Garnier.

Posons

y(m�3) = z; y(m�2) = z0; y(m�1) = z00; y(m) = z000; (2.4.1)

et considérons d�abord une équation résolue par rapport à z000, soit

z000 = R
�
z00; z0; z; y(m�4); :::; y00; y0; y; x

�
; (2.4.2)

où R est rationnel en z00; z0, algébrique en z; y(m�4); :::; y00; y0; y; x:

Si l�équation (2.4.2 ) a ses points critiques �xes les conditions suivantes sont remplies:

1. R est un polynôme du second degré au plus en z00; soit donc:

z000 = z002A (z0) + z00B (z0) + C (z0)

où A; B; C étant rationnels en z0; algébriques en z; y(m�4); :::; y00; y0; y; x:

2. A (z0) coïncide avec une des expressions suivantes:

0;
1� 1

n

z0 + a
;

1

z0 + a
;
1

2

�
1

z0 + a
+

1

z0 + b

�
;

n entier positif ou < 2�m; a et b fonctions algébriques de z; y(m�4); :::; y00; y0; y; x:
1

2(z0+a) +
2

3(z0+b) pour m 5 7;
1

2(z0+a) +
3

4(z0+b) pour m 5 5;
1

2(z0+a) +
5

6(z0+b) ;
2
3

�
1

z0+a +
1

(z0+b)

�
pour m = 4:
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Chapitre 3

Recherche des conditions nécessaires

pour qu�une équation di¤érentielle ait

ses points critiques �xes
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3.1. Méthode de Painlevé

On va rappeler tout d�abord la procédure de Painlevé. Ensuite on va illustrer la méthode

de Fröbenius, puis la méthode de Bureau, et on termine par un exposé sur le test de Painlevé

développé dans [1, 20] (Le livre de R. conte [18] donne une présentation détaillée des autres

méthodes de calcule). Dans la dernière section (4) on donne des exemples illustratifs.

3.1 Méthode de Painlevé

La recherche des conditions nécessaires s�appuie sur un lemme qui a¢ rme l�uniformité

des coe¢ cients d�un développement dont la somme est uniforme.

3.1.1 Lemme dû à Poincaré

Il s�énonce comme suit:

Supposons que les seconds membres H et G du système

dy

dx
= H ( y; z; x) ;

dz

dx
= G (y; z; x) ; (3.1.1)

dépendent analytiquement d�un paramètre " et soient holomorphes pour " = 0; si l�intégrale

générale du système (3.1.1 ) a ses points critiques �xes ( stable ) quelque soit " (sauf peut-

être pour " = 0), elle est stable encore pour " = 0 et les développements de y(x), z (x)

suivant les puissances de " ont comme coe¢ cients des fonctions de x à points critiques �xes

( voir, par exemple Painlevé, [56; 1900] ):

3.1.2 Double méthode de Painlevé

Painlevé a donné une méthode qui permet d�obtenir des équations di¤érentielles al-

gébriques du second ordre à intégrale uniforme ou à points critiques �xes et il a appliqué

explicitement cette méthode aux équations résolues en y00:

Cette méthode se décompose en deux parties distinctes.

1. Une partie qui fournit un certain ensemble de conditions nécessaires pour que l�équation

ait ses points critiques �xes.

L�idée de son ingénieuse méthode est de transformer, au moyen de changements de

variable et d�une fonction dépendant analytiquement d�un paramètre " tels que

x = x0 + "n+1X; y = y0 + "n+1Y;
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3.2. Méthode de Fröbenius

l�équation y00 = R (y0; y; x) en une équation de la forme Y 00 = G(Y 0; Y; X; ") de façon

que pour une valeur particulière de ", par exemple "0 = 0, l�équation puisse être intégrée

explicitement. Si l�équation n�a ni point singulier essentiel mobile ni point de branchement

mobile pour " di¤érent de "0, on montre qu�il doit en être de même pour " = "0. Comme

on connaît la solution de l�équation pour "0, cela fournit des conditions nécessaires pour

que toute intégrale de l�équation initiale n�ait que des pôles mobiles. Par des applications

répétées de ce procédé, Painlevé et Gambier parviennent à 50 types d�équations.

2. Une partie qui démontre que ces conditions sont su¢ santes.

La première partie de la méthode (recherche des conditions nécessaires) est à la fois

simple et élémentaire. Elle s�applique avec une extrême facilité à une équation di¤érentielle

d�ordre quelconque, ou plus généralement à tout système d�équations aux dérivées partielles

dont l�intégrale ne dépend que d�un nombre �ni de constantes. La deuxième partie de la

méthode (recherche des conditions su¢ santes) est d�un caractère plus subtil: elle peut être

étendue aux équations du troisième ordre ou d�ordre supérieur; mais les complications qu�elle

entraîne croissent avec l�ordre di¤érentiel [32]:

Remarque 3.1. [56, 1900] Pour que l�intégrale d�une équation soit uniforme, il faut d�abord

qu�elle ne présente pas de points critiques mobiles, ensuite qu�elle ne présente pas de points

critiques �xes, et l�étude de ces deux conditions exige des méthodes toutes di¤érentes.

3.2 Méthode de Fröbenius

On considère une équation di¤érentielle linéaire du second ordre

y00 + p (x) y0 + q (x) y = 0: (3.2.1)

Dans cette section on présente la méthode de Fröbenius qui permet de décrire le com-

portement local des solutions de l�équation (3.2.1 ) au voisinage d�une singularité fuchsienne.

A l�aide d�un changement de variable la singularité peut être ramenée à x = 0; et on

considère le cas où x = 0 est une telle singularité.

On suppose que les coe¢ cients p(x) et q(x) sont des fonctions méromorphes. On com-

mence par chercher des solutions formelles de l�équation (3.2.1 ) de la forme

y (x) = xs
+1P
k=0

ykx
k; y0 = 1; (3.2.2)
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3.2. Méthode de Fröbenius

avec s un nombre complexe �xé à déterminer. En identi�ant les coe¢ cients de même

puissance, on obtient

8k � 0 : P (s+ k) yk +Rk (y1; :::; yk�1; s) = 0; (3.2.3)

où la fonction P est le trinôme du second degré dé�ni par

P (s) = s2 + (a� 1) s+ b; (3.2.4)

avec

a = Re s (p (x) ; x = 0) = lim
x!0

xp(x); b = lim
x!0

x2q(x):

Dé�nition 3.1. L�équation algébrique P (s) = 0 s�appelle équation caractéristique de l�équation

(3.2.1 ) en la singularité x = 0: Ses racines s�appelle les exposants en x = 0.

On peut montrer que si le nombre complexe s véri�e 8k � 1; P (s+ k) 6= 0; et si on

dé�nit successivement les coe¢ cients yk (k 2 N�) par (3.2.3 ) et y0 = 1, alors la série

y (x) =
+1P
k=1

ykx
k; (3.2.5)

est convergente. La fonction

y (s; x) = xs
+1P
k=0

ykx
k; y0 = 1; (3.2.6)

dé�nit donc une solution (multi-valuée) de l�équation (3.2.1 ).

Soient s1 et s2 les racines de l�équation caractéristique de l�équation (3.2.1 ) telles que

Re (s2) < Re (s1).

Alors la racine s1 véri�e la condition (3.2.3 ), et la fonction y(s1; x) est une solution de

l�équation (3.2.1 ). On construit une autre solution linéairement indépendante de y(s1; x).

Il faut distinguer deux cas.

1. Si s1 � s2 n�est pas un entier naturel, alors la fonction y(s2; x) est également une

solution de l�équation (3.2.1 ), linéairement indépendante de y(s1; x). Ceci reste vrai si

s1� s2 est un entier naturel m à la condition que Rm soit nul (on choisit alors le coe¢ cient

ym arbitrairement). Dans ce cas, la singularité x = 0 est dite non logarithmique.

2. Les autres possibilités sont s1 = s2 ou s1 � s2 = m est un entier naturel non nul

et Rm 6= 0. On considère alors s comme un paramètre variant dans un domaine de C et
dont dépendent les coe¢ cients yk = yk (s). On peut montrer que la fonction y(s; x) est
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3.3. Méthode de Bureau

holomorphe en s tant que s véri�e la condition (3.2.3 ). Lorsque s1 = s2, on véri�e que

l�expression suivante

@y(s; x)

@s
js=s1 = y(s1; x) ln x+ xs1

+1P
k=0

y0k (s1)x
k; (3.2.7)

est solution de l�équation (3.2.1 ). Lorsque s1 � s2 = m est un entier naturel non nul

et Rm 6= 0, on construit une fonction y�(s2; x) par un choix arbitraire de ym, et on peut

montrer qu�une combinaison linéaire appropriée de y�(s2; x) et de
@y(s;x)
@s

js=s1 est solution
de l�équation (3.2.1 ). Dans ce cas, la singularité x = 0 est dite logarithmique.

De manière analogue on peut appliquer la méthode de Fröbenius aux équations d�ordre

supérieur.

3.3 Méthode de Bureau

En général la partie nécessaire de la méthode de Painlevé requiert des calculs très

compliqués ( en particulier la première partie ) et ces complications croissent avec l�ordre

di¤érentiel de l�équation. Florent J. Bureau en 1939 dans [9; 10] a constitué une méthode

plus courte que nous avons employée. Cette méthode concerne une classe de systèmes

di¤érentiels auxquels certaines équations di¤érentielles ordinaires peuvent être ramenées

moyennant une substitition de la forme y = sz�r; où r est un entier strictement positif et

s désigne la racine de l�équation algébrique obtenue en identi�ant les coe¢ cients de plus

petite puissance dans l�équation à étudier une fois y remplacé (qu�on a remplacé y). Dans

ce qui suit, les df
dx
; d2f
dx2
; d3f
dx3
; et dqf

dxq
(q > 3) seront notées respectivement _f; �f;

:::
f; et f (q):

3.3.1 Théorème de Bureau

Soit le système di¤érentiel8<: _z = 1 + zP (x; z) + zku; (a)

zr
dru

dtr
+ c1z

r�1d
r�1u

dtr�1
+ :::+ cru = h (x; z) +

z

_z
H
�
x; z; u; :::; u(r�1)

�
(b)

(3.3.1)

avec k un entier positif, c1; :::; cr des constantes, P (x; z) un polynôme en z de degré � k�2
pour k > 2; identiquement nul pour k � 2; H un polynôme en u; _u; :::; u(r�1), H et h sont

des fonctions holomorphes de la variable z dans un certain voisinage de z = 0:

On suppose aussi que P; h; H sont analytiques par rapport à la variable x dans un

domaine D: Alors, pour que le système (3.3.1 ) soit stable, il est nécessaire que les solutions
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3.3. Méthode de Bureau

de l�équation indicielle

� (� � 1) ::: (� � r + 1) + c1� (� � 1) ::: (� � r + 2) + cr�1� + cr = 0; (3.3.2)

soient des entiers distincts, positifs, négatifs ou nuls; si l�une de ces solutions est nulle, alors

h (x; 0) � 0:
Pour démontrer ce théorème on va utiliser la méthode de Painlevé (voir [9] pour les

détails).

Preuve. Dans le système (3.3.1 ) ; on pose(
x = x0 + "t;

z = "v;
(3.3.3)

où x0 2 D est une constante. On obtient

(
dv
dt
= 1 + "vP (x0 + "t; "v) + "kvku;

vr d
ru
dtr
+ :::+ cru = h (x0 + "t; "v) + "vH1 (x0 + "t; "v; :::) :

(3.3.4)

Pour " = 0; on obtient le système suivant8><>:
dv0
dt
= 1; (a)

vr0
dru0
dtr

+ :::+ cru0 = h (x0; 0) : (b)
(3.3.5)

Donc 8<: v0 (t) = t� b; b constant

(t� b)r
dru0
dtr

+ :::+ cru0 = h (x0; 0) :
(3.3.6)

La deuxième équation (3.3.5.b) est une équation d�Euler, elle peut être transformée en

une équation linéaire à coe¢ cients constants, on a les possibilités suivantes.

1. Si � est une solution simple de l�équation indicielle correspondant à (3.3.1.b) , alors

l�équation homogène associée à la deuxième équation (3.3.5.b) admet une solution de

la forme (t� b)� :

2. Si � est multiple d�ordre m; alors l�équation homogène associée à la seconde équation

(3.3.5.b) admetm solutions de la forme (t� b)�, (t� b)� ln (t� b),:::,(t� b)� (ln (t� b))m�1 :

Donc pour que le système (3.3.5 ) soit stable il faut que les solutions de l�équation

(3.3.2 ) soient des entiers distincts.
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3.3. Méthode de Bureau

3. Supposons que � = 0 est solution de l�équation (3.3.2 ) ; cr�1 6= 0; alors cr = 0 et

c = (�1)r�1 (r � 1)! + (�1)r�2 c1 (r � 2)! + :::+ cr�1 6= 0: (3.3.7)

Dans ce cas la seconde équation de (3.3.5 ) admet comme solution particulière la

fonction:

u (t) =
1

c
h (x0; 0) ln (t� b) ; (3.3.8)

ensuite, pour que u0 (t) soit stable, il faut que h (x0; 0) = 0; et sachant que x0 est

arbitraire, on déduit que h (x0; 0) � 0:

Si maintenant h (x; 0) � 0, le système di¤érentiel (3.3.1 ) devient:8<: _z = 1 + zP (x; z) + zku;

zr
dru

dtr
+ c1z

r�1d
r�1u

dtr�1
+ :::+ cr�1

du

dt
+ cru =

z

_z
H
�
x; z; u; _u; :::; u(r�1)

�
;

(3.3.9)

qui est à points critiques �xes.

On va maintenant présenter la méthode de J. F. Bureau qui consiste à étudier la stabilité

des équations di¤érentielles:

3.3.2 Principe de la méthode

L�étude de la stabilité des équations du troisième ordre dépend de systèmes di¤érentiels

de la forme (
_z = 1 + uz;

z2�u+ c1z _u++c2u = h (x; z) + zH (x; zu) ;
(3.3.10)

et soient r; q les deux solutions de l�équation déterminante

� (� � 1) + c1� + c2 = 0:

On suppose que q > r � 0 et on pose8><>:
u = Pr�1 (x; z) + zrv;

Pr�1 (x; z) =
r�1P
i=0

�i (x) z
i:

où v est une fonction inconnue, �i des coe¢ cients à déterminer plus tard.

En substituant dans (3.3.10 ), on obtient:

_z = 1 + zP + zr+1v;
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3.3. Méthode de Bureau

et par suite(
_u = _P + zr�v + rzr�1 _v + zrq1 (x; z; v) ;

�u = �P + zr�v + 2rzr�1 _v + r (r � 1) zr�2v + r (2r � 1)Pzr�1v + zrq2 (x; z; v) ;

où q1 et q2 sont deux fonctions admettant les mêmes propriétés que celles de H.

Nous avons donc:

zr
�
z2�v + (c1 + 2r) z _v

�
= �z2 �P � c1z _P � c2P + h (x; z) (3.3.11)

+zH (x; z; P + zrv) + zr+1g3 (x; z; v) :

Le second membre de l�équation (3.3.11 ) s�écrit sous la forme:

A0 + A1z + A2z
2 + :::+ Arz

r � zr+1H2 (x; z; v) :

On choisit les coe¢ cients �i; i = 0; :::; r � 1; tels que

Ai = 0; i = 0; 1; :::; r � 1:

Dans ce cas le système (3.3.10 ) devient:(
_z = 1 + zPr�1 (x; z) + zr+1v;

z2�v + (c1 + 2r) z _v = Ar (x) + zH2 (x; z; v) ;

par suite, d�après le corollaire précedent, on obtient une condition de stabilité donnée par

Ar (x) � 0:

Soit de nouveau le système:(
_z = 1 + zPr�1 (x; z) + zr+1v;

z2�v + (c1 + 2r) z _v = zH2 (x; z; v) :

L�équation indicielle correspondante à ce système est:

� (� � 1) + (c1 + 2r) � = 0

dont ses solutions sont � = 0 et � = q � r:

En procédant avec le même raisonnement que précédement et en posant:(
v = �q�r�1 (x; z) + zq�rw;

�q�r�1 (x; z) = �r + �r+1z + :::+ �q�1z
q�r�1;
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3.3. Méthode de Bureau

où w est une fonction inconnue, on obtient le polynôme

q�rP
i=0

Biz
i;

analogue à
rP
i=0

Aiz
i:

Les coe¢ cients �i; i = r + 1; :::; q � r sont déterminés de telle manière à avoir:

B0 = B1 = ::: = Bq�r�1 = 0;

et Bq�r (x) � 0 devient une nouvelle condition pour la stabilité, où �r est supposé arbitraire.

Exemple 6. A titre d�exemple, considérons l�équation

y00 = cy0 + ey2 + fy + 2g; (3.19a)

où c; e; f; g sont des fonctions analytiques de x dans un certain domaine D: Par une

transformation simple ne changeant pas la forme de cette équation, on peut faire en sorte

que e = 6; c = f = 0: Posons y = z�2; _z = 1 + uz; on obtient

z _u = 5u� gz3 + 2zu2:

Si l�on pose alors u = �z3 + �z4 + z5v et si l�on détermine � et � par 2� = g; � = _�,

on obtient la condition de stabilité _� = 0: Il en résulte �g (x) = 0 et g (x) est une fonction

linéaire de x: Les équations stables de la forme (3.19a ) sont donc réductibles à

y00 = 6y2 + k1x+ k2;

où k1 et k2 sont des constantes.

Remarque 3.2. Si on pose8>><>>:
u (x; z) = Pq (x; z) + zqv;

Pq (x; z) = Pr�1 (x; z) + zr�q�r�1 (x; z)

= �0 + �1z + :::+ �q�1z
q�1:

(3.3.12)

Dans Pq; le coe¢ cient de zr reste arbitraire et peut par conséquent être considéré comme

un paramètre constant, et les coe¢ cients �0; :::; �r�1; �r+1; :::; �q�1 sont déterminés en

fonctions de �r:

Remarque 3.3. Dans le cas où la seconde équation du système (3.3.10 ) est d�ordre quelconque;

cette méthode peut être aussi appliquée.
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3.4. Test de Painlevé

3.4 Test de Painlevé

La méthode Alpha, destinée à tester la propriété de Painlevé, est di¢ cilement prati-

cable: elle n�est, de ce fait, plus utilisée en dehors des cas simples résolus. La méthode

de substitution que nous allons étudier est habituellement connue sous le nom abusif de �

Test de Painlevé �. C�est une version moins sûre - ce que Painlevé critiquait ouvertement -

mais plus facile à mettre en oeuvre. Elle ne fournit qu�une condition nécessaire (mais non

su¢ sante) à la propriété de Painlevé.

On se gardera donc de confondre la propriété de Painlevé qui concerne la nature d�une

solution d�être (rendue) monovaluée et le test de Painlevé qui n�est qu�une indication que

cette possibilité peut être envisagée ou exclue. Le test de Painlevé véri�e la possibilité que la

solution générale d�une équation di¤érentielle d�ordre n, puisse s�écrire sous la forme d�une

série de Laurent, au voisinage d�un pôle mobile x0,

y =
+1X
j=0

yj (x� x0)
j+p ; �p 2 N:

Il s�assure que les coe¢ cients de cette série sont univoquement déterminés à n constantes

d�intégration arbitraires près, dont x0.

La méthode de Bureau n�est pas concluante dans le cas où l�équation indicielle possède

des solutions entières négatives et pour remédier à ce problème on va donner un procédé

extrait de la méthode de perturbation de Painlevé basé sur une perturbation régulière et

l�analyse des équations di¤érentielles du type de Fuchs.

Pour une approche plus complète, ainsi que pour voir les démonstrations des résultats

énoncés, on pourra se reporter principalement à [20] particulièrement pour la méthode de

Painlevé d�une part et pour le test de Painlevé on pourra se référer à Ablowitz, Ramani et

Segar [1] d�autre part.

Dé�nition 3.2. Etant donnés x, une application y 7! E (x; y) et un certain point y0, on

appelle di¤érentielle de E au point y0 l�application linéaire, notée E 0 (x; y0), dé�nie par:

8v : E 0 (x; y0) v = lim
�!0

1

�
(E (x; y0 + �v)� E (x; y0)) :

Cette notion est connue sous divers noms : la dérivée au sens de Gâteaux , l�application

linéarisée, l�application tangente, la matrice Jacobienne et parfois la dérivée de Fréchet.

Considérons l�équation di¤érentielle d�ordre n :

E
�
y(n); :::; y00; y0; x

�
= 0: (3.4.1)
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3.4. Test de Painlevé

Supposons que y a un comportement polaire en un certain point x0 distinct des singularités

des coe¢ cients de l�équation.

On doit véri�er l�existence de toutes les séries de Laurent possibles avec une partie

principale �nie:

y =
+1X
j=0

yj (x� x0)
j+p , y0 6= 0; (3.4.2)

dans laquelle (�p) est l�ordre du pôle, qui doit être entier, et les coe¢ cients yj sont indépen-
dants de x. Après insertion de cette série dans l�équation (3.4.1 ), qui est polynomiale en y

et ses dérivées
�
y(n); :::; y00; y0

�
, on obtient:

E �
+1X
j=0

Ej (x� x0)
j+q = 0; (3.4.3)

où l�entier négatif q désigne l�ordre de singularité du premier membre E de (3.4.3 )

Dans ce qui va suivre, on présentera la méthode qui teste si pour une équation di¤éren-

tielle donnée, elle satisfait des conditions nécessaires de P -type (P : Painlevé).

La méthode consiste à exprimer les conditions de compatibilité pour que la série (3.4.3 )

soit identiquement nulle;

8j 2 N : Ej � 0.

Remarque 3.4. Pour l�étude du comportement local des solutions d�équations di¤éren-

tielles ordinaires dans le champs complexe, il faut en particulier les étudier aux voisinages

de leurs points singuliers.

3.4.1 Recherche du comportement dominant

Au voisinage du point singulier mobile x0; la fonction solution est équivalente à:

y � y0 (x� x0)
p; quand x �! x0: (3.4.4)

Dans cette étape, on détermine toutes les familles (p; y0) qui correspondent aux singu-

larités mobiles. Pour cela on injecte (3.4.4 ) dans (3.4.1 ) et pour certaines valeurs de p; au

moins deux termes se simpli�ent entre eux et le reste va disparaître en faisant tendre x! x0:

Alors pour chaqu�un de ces choix possibles de p; les termes qui se simpli�ent s�appellent les

termes dominants (ils ont la plus petite puissance), et l�équation formée par ces termes à

partir de l�équation di¤érentielle s�appelle l�équation réduite, après avoir trouvé la valeur de

p; on la remplace dans l�équation réduite qui lui correspond, et on détermine y0; ainsi on

obtient (p; y0).
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On peut avoir plusieurs choix de p. Si un de ces choix possibles n�est pas entier et si

(3.4.4 ) est asymptotique au voisinage de x0; alors ce dernier représente le comportement

dominant d�un point de branchement mobile algébrique d�ordre p: L�existence d�un tel point

signi�e que l�équation di¤érentielle n�est pas de type Painlevé.

Pour prouver que (3.4.4 ) est asymptotique, on dé�nit une nouvelle variable

v = y
1
p ; (3.4.5)

et on réécrit l�équation di¤érentielle en fonction de v. Par construction v disparaît en x0, et

v0 est �nie. On doit montrer à partir de l�équation di¤érentielle que v(x) est analytique en

x0; ensuite il vient de (3.4.5 ) que y a un point de branchement mobile d�ordre p en x0:

Exemple 7. A titre d�exemple, considérons l�équation

yy00 = 3
2
y02; p = �2

3
: (3.4.6)

En faisant le changement de variable y = v�
2
3 ; on obtient v00 = 0; cette dernière étant

linèaire auquel cas elle véri�e la propriété de Painlevé, ainsi l�équation (3.4.6 ) possède un

point critique mobile d�ordre 2
3
:

Si tous les cas possibles de p sont entiers, alors (3.4.4 ) peut représenter le premier terme

d�une serie de Laurent, dé�nie dans un voisinage épointé du pôle mobile x0; et dans ce cas,

la solution de (3.4.2 ) est:

y(x) = (x� x0)
p
1P
j=0

yj(x� x0)
j; 0 < jx� x0j < R: (3.4.7)

Ici x0 est une constante arbitraire. Si (n � 1) des coe¢ cients yj sont aussi arbitraires,
alors ils constituent les constants d�intégration de l�équation di¤érentielle, et (3.4.7 ) est la

solution générale de l�équation di¤érentielle dans un voisinage épointé de x0: Les puissances

j pour lesquelles les yj sont arbitraires s�appellent les résonances ( ou aussi les indices de

Fuchs ).

3.4.2 Recherche des indices de Fuchs

Si tous les exposants p sont des nombres entiers, alors pour chaque (p; y0) trouvé

à l�étape 1, on cherche les résonances r qui correspondent aux constantes d�intégration

arbitraires yr dans la solution générale de l�équation di¤érentielle. Pour cela on injecte

y ' y0(x� x0)
p + :::+ �̂(x� x0)

p+r + ::: (3.4.8)
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dans l�équation réduite, et on cherche le coe¢ cient de �̂ qu�on trouve sous la forme:

D(r; y0)(x� x0)
q = 0; q � p+ r � n: (3.4.9)

Les racines de D(r; y0) sont appelées résonances de l�équation. On démontre que:

1. si le terme correspondant au plus haut degré de dérivation de l�équation initiale est

parmi les termes dominants, alors q = p + r � n et D(r; y0) est un polynôme en r

de degré n. Sinon q > p + r � n, et le degré de D(r; y0) est égal à l�ordre de la plus

grande dérivée parmi les termes dominants (< n);

2. (�1) est une racine pour D(r; y0) ( l�indice de Fuchs (�1) ne représente qu�une
translation de x0 ;

3. si D(0; y0) = 0 alors y0 est arbitraire;

4. si D(r; y0) a une racine multiple, alors on a un point de branchement logarithmique

mobile en x = x0:

Proposition 3.1. Si pour tous les choix possibles de (p; y0) trouvés à l�étape 1; toutes les

racines de D(r; y0) ( à part �1; 0) sont réelles positives entières, alors on n�a pas de point
de branchement algébrique.

Dans ce cas on passe à l�étape suivante qui consiste à chercher les points logarithmiques.

Condition 1. Pour représenter la solution générale d�une équation di¤érentielle d�ordre n

dans un voisinage d�un pôle mobile, D(r; y0) doit avoir (n�1) racines positives et distinctes
toutes réelles entières. Si pour les valeurs de (p; y0) trouvées dans la première étape, D(r; y0)

n�a pas (n � 1) racines, aucune solution locale n�est générale, cela signi�e que (3.4.4 ) ne
peut être partie principale de la solution générale.

Remarque 3.5. On ignore les racines de D(r; y0) avec Re(r) < 0; elles sont traitées

indépendamment dans la deuxième partie de ce test.

3.4.3 Détermination du nombre de constantes d�intégration

Pour chaque famille (p; y0) trouvée à l�étape 1 soient : r1 < r2 < � � � < rs les racines

entières positives de D(r; y0); (s � n� 1): En substituant:

y = y0(x� x0)
p +

r1P
j=1

yj(x� x0)
p+j; (3.4.10)
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dans (3.4.1 ) ; on trouve le coe¢ cient de (x� x0)
p+j�n qui vaut:

Ej � D(j; y0)yj +Qj(x0; yk : k < j) = 0; (1 � j � r1): (3.4.11)

Pour j < r1; l�équation (3.4.11 ) détermine yj et pour j = r1; (3.4.11 ) devient:

0� yr1 +Qr1(x0; y0; :::yr1�1) = 0: (3.4.12)

Si

Qr1(x0; y0; :::; yr1�1) = 0; (3.4.13)

dans ce cas yr1 est arbitraire et on passe à l�étape suivante en posant:

y = y0(x� x0)
p +

r2P
j=1

yj(x� x0)
p+j: (3.4.14a)

Dans cette nouvelle étape nous avons les valeurs des yj; 1 � j � r1; il reste à déterminer les

coe¢ cients yj; r1 + 1 � j � r2 et pour cela faisons le même travail qu�à l�étape précédente.

En injectant (3.4.14a ) dans (3.4.1 ) ; on trouve le coe¢ cient de (x� x0)
p+j�n qui vaut:

Ej � D(j; y0)yj +Qj(x0; y0; :::yj) = 0; (r1 < j � r2): (3.4.15)

Pour j < r2; yj est déterminé par (3.4.15 ) et pour j = r2; (3.4.15 ) devient:

0� yr2 +Qr2(x0; y0; :::yr2�1) = 0:

Si

Qr2(x0; y0; :::; yr1�1) = 0;

dans ce cas yr2 est arbitraire, on continue le processus jusqu�à arriver à la dernière étape où

l�on pose:

y = y0(x� x0)
p +

rsP
j=1

yj(x� x0)
p+j; (3.4.16)

et on fait le même travail. Si parmi ces étapes on trouve un ri; 1 � i � s; tel que yri ne soit

pas arbitraire, c�est à dire:

Qri(x0; y0; :::; yri�1) 6= 0:

Pour avoir yri arbitraire et Qri = 0; on introduit un terme logarithmique dans la solution

en remplaçant (3.4.16 ) par:

y = y0(x� x0)
p +

ri�1P
j=1

yj(x� x0)
p+j + [yri + bri ln(x� x0)](x� x0)

p+ri : (3.4.17)
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Dans ce cas le coe¢ cient de [(x � x0)
p+ri�n ln(x � x0)] est D(ri; y0)yri = 0; et bri est

déterminé en annulant le coe¢ cient de (x � x0)
p+ri�n: La solution générale au voisinage

épointé de x0 est représentée par (3.4.17 ). Elle admet un point de branchement logarith-

mique mobile en x = x0: Ansi l�équation di¤érentielle n�est pas de type Painlevé.

Exemple 8. Illustrons la méthode sur l�exemple de la première équation de Painlevé qui

parait être l�équation la plus simple, ni élémentaire ni elliptique, mais qui possède la propriété

de Painlevé.

L�équation s�écrit sous la forme

y00 = 6y2 + x:

Si y(x) possède un pôle mobile en, x = x0, elle se comporte asymptotiquement au

voisinage de x0 comme suit:

y � y0 (x� x0)
p ; �p 2 N:

Introduisons cette expression dans l�équation di¤érentielle et ne retenons que les termes

dominants. On trouve

y0p (p� 1) (x� x0)
p�2 = 6y20 (x� x0)

2p =) p = �2; y0 = 1:

Alors, il doit être possible d�écrire la solution générale sous la forme du développement

de Laurent suivant:

y = (x� x0)
�2 +

+1X
j=�1

yj (x� x0)
j :

Cette solution générale doit dépendre de deux constantes arbitraires, soit x0 et plus

une deuxième à découvrir. On fait l�hypothèse que la constante additionnelle est un des

coe¢ cients, yi. Pour trouver l�indice de ce coe¢ cient, on poursuit l�étude asymptotique en

posant cette fois

y ' (x� x0)
�2 + �̂ (x� x0)

�2+r ; r 2 N;

et on cherche pour quelle(s) valeur(s) entière(s) de r; �̂ peut être laissé arbitraire en toute

généralité, on trouve cette valeur en introduisant l�expression de y dans l�équation di¤éren-

tielle et en ne retenant que les termes dominants, en fait ceux qui sont linéaires en �̂. On

ne trouve qu�une seule valeur puisqu�un seul coe¢ cient arbitraire est attendu:

�̂ ((r � 2) (r � 3)� 12) = 0 =) r = �1 ou r = 6:
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Seule la valeur r = 6, dite résonante, nous intéresse. Elle indique que c�est le coe¢ cient,

�̂ = yr�2 = y4, qui est arbitraire. On le véri�e en reprenant les calculs à zéro dans le

détail. On commence par introduire le développement en série de Laurent dans l�équation

di¤érentielle puis on cherche la récurrence à laquelle les coe¢ cients yi, obéissent.

Ce travail laborieux est grandement facilité par l�appel à l�aide d�un logiciel de calcul

formel. On trouve les premières relations récurrentes sous la forme:

Les étapes successives sont les suivantes:

- Les 5 premières équations fournissent, une à une et sans ambiguïté, les cinq premiers

coe¢ cients:

y�1 = y0 = y1 = 0; y2 =
�x0
10
; y3 =

1
6
; o�u yi � ci:

- La 6�eme équation;�6y21 � 12y2y0 � 12y�1y3 = 0, dite résonante, n�introduit aucune

nouvelle inconnue. Elle apparaît comme une condition de compatibilité et le test de Painlevé

échoue si elle n�est pas satisfaite. Elle est trivialement véri�ée dans cet exemple donc on

peut poursuivre l�investigation.

- La 7�eme équation fait apparaître deux inconnues y4 et y5 d�où il ressort que y4 peut

être quelconque: c�est la deuxième constante d�intégration cherchée (la première étant x0 ).

- A partir de la 8�eme équation, les coe¢ cients se calculent, un à un, sans ambiguïté ni

incompatibilité.

Au bilan, la solution générale de la première équation de Painlevé s�écrit sous la forme:

y (x) = (x� x0)
�2 � x0

10
(x� x0)

2 � 1
6
(x� x0)

3 + y4 (x� x0)
4

+
x20
300
(x� x0)

6 + x0
150
(x� x0)

7 + 5�36y4x0
1320

(x� x0)
8 + ::::

Elle dépend, comme attendu, de deux constantes arbitraires: x0 et le coe¢ cient résonant

y4. Il reste à s�assurer de la convergence de ce développement, ce qui est fait dans des exposés

spécialisés.

Si aucun terme logarithmique n�est introduit en chaque résonance pour toutes les valeurs

possibles de (p; y0) trouvées à l�étape 1, on dit que l�équation véri�e les conditions nécessaires

pour qu�elle soit de type Painlevé.

Dé�nition 3.3. Une famille est représentée par le couple (p; y0) avec p l�ordre du pôle, y0
est le coe¢ cient correspondant à cet ordre.
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3.4. Test de Painlevé

Dé�nition 3.4. Une famille maximale d�une équation di¤érentielle est une famille dont le

nombre d�indices est égal à l�ordre de l�équation di¤érentielle en question.

Dé�nition 3.5. Une famille principale est une famille maximale dont tous les indices, à

part (�1) ; sont entiers positifs et simples.

Dans le cas où on n�a pas assez de coe¢ cients arbitraires, le développement

y =
1P
j=0

yjz
p+j; z = x� x0; y0 6= 0;

qu�on appelle développement de Painlevé, représente une solution singulière; cela est du à

plusieurs raisons: soit la famille n�est pas maximale, soit on a un indice qui n�est pas entier,

soit un indice négatif di¤érent de (�1) : La méthode qu�on va présenter consiste à associer
un coe¢ cient arbitraire à chaque indice.

3.4.4 La méthode de perturbation de Painlevé

La méthode perturbée de Painlevé ( ou l�Algorithme dû à Conte-Fordy-Pickering )

consiste à chercher un développement de Laurent, pour n�importe quelle solution, proche

de la solution obtenue par la méthode de Painlevé. Nous faisons ceci en considérant une

expansion de la perturbation. Ainsi notre perturbation prolonge la solution singulière en

une représentation de la solution générale.

Soit

y(0) =
+1P
j=0

y
(0)
j zp+j; z = x� x0; (3.4.18)

une solution de (3.4.1 ) avec p l�ordre du pôle. Supposons que nous avons une famille

maximale non principale, ce qui nous permet d�appliquer la méthode de Painlevé. Cherchons

dans ce cas la solution perturbée proche de y(0) et pour cela on va chercher la solution

générale sous la forme:

y =
+1P
k=0

"ky(k); " n�apparaît pas dans l�équation initiale, (3.4.19)

avec

y(k) =
+1P
j=k�

y
(k)
j zp+j; z = x� x0; (3.4.20)

où � est le plus petit indice de Fuchs.

En portant l�expression (3.4.19 ) dans l�équation initiale (3.4.1 ), E s�écrit sous la forme:

E (x; y) �
+1X
k=0

"kE(k) = 0; (3.4.21)
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3.4. Test de Painlevé

avec

pour k = 0 : E(0) � E(x; y(0)) = 0; (a)

pour k = 1 : E(1) � Ê 0(x; y(0))y(1) = 0; (b)

8k � 2 : E(k) � Ê 0(x; y(0))y(k) �R(k)(x; y(0); :::; y(k�1)) = 0 (c)

(3.4.22)

où Ê 0 est l�opérateur dé�ni par la formule:

Ê 0(x; y(0))v = lim
�!0

1

�

�
Ê(x; y(0) + �v)� Ê(x; y(0))

�
:

Ici Ê est la partie dominante de E, R(k) est un polynôme des termes précédents du

développement et R(1) est identiquement égal à zéro. Notre objectif est de déterminer des

conditions sous lesquelles l�équation di¤érentielle soit de type Painlevé et pour cela on va

utiliser le théorème de Poincaré qui exige que:

�la solution générale y(0) de (3.4.1 ) n�a aucun point critique mobile.

�la solution générale y(k) de (3.4.1 ) n�a aucun point critique mobile pour chaque k � 1.

1. À l�ordre zéro, la solution y(0) de l�équation (3.4.22.a ) ; qui est non linéaire, ne doit

pas avoir de points critiques mobiles: elle représente une solution singulière contenant

un certain nombre de coe¢ cients arbitraires égal au nombre d�indices de Fuchs positifs

plus un indice négatif (�1).

2. À l�ordre un, l�équation est équivalente à l�équation linéaire

E(1) � Ê 0(x; y(0))y(1) = 0;

avec

y(1) =
+1P
j=�

y
(1)
j zp+j; � est le plus petit indice de Fuchs,

donc (3.4.22.b ) peut se mettre sous la forme:

E(1) �
+1P
j=�

E
(1)
j zp+j;

où

E
(1)
j � D(j; y

(0)
0 )y

(1)
j +Q

(1)
j = 0:

À cette étape on détermine la série de Laurent y(1) en utilisant la Méthode de Frobenius,

où y(1) représente la solution générale de (3.4.22.b ) qui contient un nombre de coe¢ cients

arbitraires égal au nombre d�indices de Fuchs; de plus les indices de Fuchs de (3.4.22.b )

sont i+ p où les i sont les indices de Fuchs trouvés auparavant de E(0) et on a un coe¢ cient
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3.4. Test de Painlevé

arbitraire introduit à chaque indice de Fuchs (car l�équation di¤érentielle est linéaire) qui

doit véri�er la condition de stabilité:

Q
(1)
i = 0; i indice de Fuchs.

3. À l�ordre supérieur, on a

E(k) � Ê 0(x; y(0))y(k) +R(k)(x; y(0); y(1); :::; y(k�1)) = 0; 8k � 2;

avec

y(k) =
+1P
j=k�

y
(k)
j zp+j; � est le plus petit indice de Fuchs.

E(k) peut donc se mettre sous la forme:

E(k) �
+1P
j=k�

E
(k)
j zp+j;

avec

E
(k)
j � D(j; y

(0)
0 )y

(k)
j +Q

(k)
j (x; fy

(k0)
j0 g) = 0; j � k�

où

k0 � k; j0 � k0� � j � k�; (k0; j0) 6= (k; j):

À cette étape on détermine la série de Laurent y(k), qui véri�e une équation linéaire non

homogène, avec la même équation indicielle pour chaque k � 1 et R(k) di¤érent pour chaque
k � 2 et chaque indice de Fuchs doit véri�er la condition de compatibilité

8k � 0; Q(k)i = 0; pour chaque (i) indice de Fuchs.

Ces conditions sont identiques à la condition d�absence de point logarithmique.

A chaque étape nous avons un nombre de conditions nécessaires pour la stabilité de

l�équation di¤érentielle et toutes ces conditions constituent une condition de stabilité et

si une de ces conditions n�est pas véri�ée, alors l�équation di¤érentielle n�est pas de type

Painlevé.

En�n, la solution y peut être réécrite comme série de Laurent en z

y =
+1P
k=0

"k
+1P
j=k�

y
(k)
j zp+j =

+1P
j=�1

yjz
p+j:
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3.4. Test de Painlevé

3.4.5 Application de la méthode aux équations du second ordre

Avant d�aborder l�étude des équations du troisième ordre, nous allons, pour se famil-

iariser avec la méthode, considérer quelques équations di¤érentielles d�ordre deux.

Exemple 9. On considère l�équation

y0000 = 27y00y2 + 21y0y3 � 9y5; q = p� 4 = 3p� 2 = 4p� 1 = 5p: (3.4.23)

Par substitution

y ' (x� x0)
�1 + �̂(x� x0)

r�1;

dans (3.4.23 ) ; on obtient l�équation indicielle

(r + 1) (r � 1)2 (r � 9) = 0:

Une approximation de la solution à l�indice de Fuchs (r = 1) est

y ' (x� x0)
�1 + c1 + c2

�
22 ln(x� x0) + 27 (ln(x� x0))

2�+ :::;

où x0; c1; c2 sont des constantes arbitraires. L�équation n�est pas à points critiques �xes.

Exemple 10. A�n de mieux faire comprendre la méthode, nous allons e¤ectuer les calculs

pour l�équation

E (x; y) � �y00 + 6y2 + g (x) = 0; (3.4.24)

où g est une fonction analytique de x:

Pour étudier sous quelles conditions l�équation (3.4.24 ) peut être complètement inté-

grable(1), on pose

y =
+1P
j=0

yjz
j+p; z = x� x0; y0 6= 0; (3.4.25)

(1)Il semble di¢ cile de trouver une dé�nition précise de l�ntégrabilité. En regardant la littérature il est

possible de dégager certaines caractéristiques communes à tous les systèmes intégrables. Un système com-

plètement intégrable classique peut se dé�nir par un des critères suivants:

1. Propriétés solitoniques,

2. La propriété de Painlevé,

3. L�existence d�une in�nité de symétries,

4. La présence d�une structure d�algèbre, a¢ ne sous-jacente,

5. L�existence d�équations de compatibilité d�un système linéaire,

6. L�existence d�une transformation de Backlünd,

7. L�existence d�une in�nité de lois de conservation.

C�est le deuxième point, la propriété de Painlevé, qui est utilisée dans cette thèse pour dé�nir l�intégrabilité

d�un système.
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3.4. Test de Painlevé

et alors on pourra déterminer de proche en proche les coe¢ cients yj en fonction du premier.

Ainsi en dérivant l�équation (3.4.25 ) et en remplaçant ensuite dans l�équation (3.4.24 ) ; on

trouve

E =
�
p (p� 1) y0zp�2 + (p+ 1) py1zp�1 + :::

�
+6
�
y20z

2p + 2y0y1z
2p+1 + :::

�
+ [g (x0) + g0 (x0) z + :::] ;

d�où la liste des puissances de z est donnée par: [p� 2; p� 1; 2p; 2p+ 1; :::] :
On choisira ensuite p de telle sorte qu�au moins deux éléments de la liste précédente

soient égaux:
q = p� 2 = 2p et q � 0;
q = 2p et q � p� 2;
q = p� 2 et q � 2p:

Les cas possibles sont: (p; q) = (�2; �4) ou (p; q) = (2; 0) :
En conséquence, les termes dominants sont y00 et y2: L�équation dominante associée à

(3.4.24 ) devient

Ê � �y00 + 6y2; (3.4.26)

et y0 doit satisfaire à l�équation

E0 � lim
z!0

(z)�q Ê (x; y0z
p)

= �6y0 + 6y20 = 0; y0 6= 0

et il est clair que y0 = 1:

Pour j = 1; 2; :::; chaque équation successive Ej = 0 a alors la forme ci-dessous

8j � 1 : Ej � D(j; y0)yj +Qj (fyk; k < jg) = 0:

L�équation indicielle associée à l�équation (3.4.26 ) est:

D(j; y0) � lim
z�!0

z�j�qÊ 0
�
x; y0z

�2� zj+p = 0;
� lim

z�!0
z�j+4

�
�@2x + 12y0z�2

�
zj�2

� � (j � 2) (j � 3) + 12y0
� � (j + 1) (j � 6) = 0;

où la di¤érentielle Ê
0
(x; y) appliquée au point v est:

8v : Ê 0 (x; y) v � lim
�!0

Ê (x; y + �v)� Ê (x; y)

�
:
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Dans ce cas, on obtient

Ê 0 (x; y) � �@2x + 12y:

La di¤érentielle Ê
0
(x; y) au point y0z�2 est:

8v : Ê 0
�
x; y0z

�2� v � ��@2x + 12y0z�2� v = 0:
En identi�ant les coe¢ cients de même puissance de z on trouve:

Q1 � 0; Q2 � 6y21 = 0; Q3 � 12y1y2 = 0;

y0 = 1; y1 = y2 = y3 = 0; y4 = �
g(x0)

10
; y5 = 0;

8j � 4 : Qj �
g(j�4) (x0)

(j � 4)! + 6
j�1P
k=1

ykyj�k = 0;

et on obtient la condition de stabilité

Q6 �
g00(x0)

2
= 0:

Par suite g(x) = k1x + k2; où k1 et k2 deux constantes arbitraires. Cette condition est

donc une condition nécessaire de stabilité pour y:

Exemple 11. Considérons l�équation

E (x; y) � y00 + 3y0y + y3 = 0; (3.4.27)

qui est un cas particulier d�une équation étudiée par Painlevé [56]: Elle possède une solution

générale méromorphe

y =
1

x� a
+

1

x� b
;

où a et b sont des constantes arbitraires.

L�équation (3.4.27 ) n�admet que deux familles de pôles comme singularités mobiles, de

résidus 1 et 2:

F1 : p = �1; y
(0)
0 = 1; indices (�1; 1) ; y = z�1 +

P
i=0 (�1)

i ci+11 zi:

F2 : p = �1; y
(0)
0 = 2; indices (�1; �2) ; y = 2z�1 + 0:

Alors l�intégrale générale possède deux familles: une principale et l�autre non principale

correspondante à y(0)0 = 2: Cherchons dans ce cas la solution perturbée proche de y(0); pour

cela on va chercher la solution générale sous la forme:

y =
+1P
k=0

"ky(k);
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avec

Ê (x; y) � y00 + 3y0y + y3 = 0; Ê
�
x; y(0)

�
� 0:

L�opérateur Ê 0 est dé�ni par la formule:

Ê 0(x; y) � @2x + 3y@x + 3@x + 3y
2:

Quelques premiers termes sont déterminés par les équations suivantes:

y(1) : Ê 0(x; y(0))y(1) � 0;

y(2) : Ê 0(x; y(0))y(2) � �3y(1)y(1)x � 3y(0)
�
y(1)
�2
;

y(3) : Ê 0(x; y(0))y(3) � �3
�
y(1)y(2)

�
x
�
�
y(1)
�3
:

Le calcul montre que le dévelpppement en série de la solution (3.4.27 ) au voisinage du

pôle de résidus 1 ( c�est-à-dire la série correspondant à la première famille ) est donnée par:

y =

 
"A1

�2P
j=�1

("A1)
�j�2 zj

!
+ z�1 + C1

+1P
i=0

(�C1z)i

=
"A1z

�2

1� "A1z�1
+ z�1 +

C1
1 + C1z

=
1

z � "A1
+

C1
1 + C1z

où C1 = c1 + "A1; avec A1 et B2 sont des constantes arbitraires.

De façon analogue, la série correspondant à la deuxième famille s�écrit:

y = 2z�2 + "
�
A1z

�3 +B1z
�2�+ "2

�
A21
2
z�5 + 3A1B1

2
z�4
�

+"3
�
A31
4
z�7 +

5A21B1
4

z�6 + A1B
2
1z
�5 � 1

2
B3
1z
�4
�
+O

�
"4
�

= 2z�2 + "B1z
�2 + "A1z

�3 +
�
3
2
"2A1B1 � 1

2
"3B3

1

�
z�4 +O

�
"�5
�

=
2z � "B1

z2 � "B1z +
1
2
(�"A1 + "2B2

1)

où A1 et B2 sont des constantes arbitraires.

Remarque 3.6. Le test de Painlevé (1) fournit des conditions nécessaires pour que l�équation

soit de type de Painlevé.

(1)Le calcul est facilité par le recours à un logiciel de calcul formel, tel Maple.
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Chapitre 4

Équations à points critiques �xes

admettant comme équation simpli�ée

l�équation y000y2 = a1yy0y00 + a2y03
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Ce chapitre constitue la partie la plus importante de la thèse. La partie en question est

consacrée à l�étude des équations di¤érentielles du troisième ordre de la forme:

y000 = a1
y00y0

y
+ a2

y03

y2
+B (x; y) y00 + C (x; y) (y0)

2
+D (x; y) y0 + E (x; y) ; (4.1.1)

où

B (x; y) =

1X
i=�1

biy
i; C (x; y) =

0X
i=�2

ciy
i; D (x; y) =

2X
i=�2

diy
i; E (x; y) =

4X
i=�2

eiy
i;

avec bi; ci; di et ei sont des fonctions analytiques de x dans un certain domaine. La

motivation vient du fait que cette équation n�a été étudiée que dans certains cas particuliers

voir [25, 24, 39, 48].

Dans [6, Thèse de Magister en 2003] nous avons déterminé les équations réduites(1) de

(4.1.1) dont les intégrales peuvent être à points critiques �xes (ou stables ). Pour compléter

cette étude, il reste à déterminer les équations complètes de (4.1.1 ) dont les intégrales sont

stables.

On montre que les équations simpli�ées de (4.1.1 ) ; qui sont stables, se ramènent à l�aide

de transformations homographiques à cinq équations canoniques données dans la première

section, ces résultats sont comparés à ceux de Painlevé [57]; Gambier dans [26]; et Bureau

dans [9]:

On établit ensuite dans la deuxième section un résultat, en intégrant les équations ré-

duites associées à (4.1.1 ), qui est le suivant: pour qu�une équation di¤érentielle réduite du

type (4.1.1 ) soit stable, il est nécessaire et su¢ sant qu�elle soit ramenée à l�aide de change-

ment de variable à l�une des quatorze équations données dans cette section. On prouve

que ces quatorze équations se ramènent à des équations linéaires ou à des équations d�ordre

inférieur dont les solutions sont connues.

En�n dans la troisième section, on étudie l�équation complète (4.1.1 ) : Nous retrouvons

ainsi les résultats donnés dans [24]; ainsi que d�autres nouveaux résultats.

Pour avoir ces résultats trois méthodes sont utilisées: la méthode introduite par Painlevé

[56], la méthode de Bureau [9] et la méthode de perturbation de Painlevé développée par

Conte, Fordy et Pickering dans [20]:

(1) c�est-à-dire l�équation obtenue en remplaçant x; y par xo + "ix, "jy et en faisant tendre " vers zéro. La

considération des équations réduites permet de classer les équations à points critiques �xes.
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4.2. Conditions pour que l�équation simpli�ée de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

4.2 Conditions pour que l�équation simpli�ée de (4.1.1 )

ait ses points critiques �xes

En substituant x par x0 + "x dans l�équation (4.1.1 ) on obtient:

y000y2 = a1yy
0y00 + a2y

03 + " (:::) : (4.2.1)

Painlevé appelle simpli�ée de l�équation (4.1.1 ) l�équation

y000y2 = a1yy
0y00 + a2y

03: (4.2.2)

Cette équation simpli�ée doit avoir son intégrale générale stable pour que l�équation

(4.1.1 ) soit à points critiques �xes. Le problème préliminaire s�impose donc de déterminer

toutes les équations de type (4.2.2 ) dont l�intégrale générale est à points critiques �xes.

4.2.1 Détermination de toutes les équations (4.2.2 ) dont l�intégrale

est à points critiques �xes.

On véri�e aisément que (4.2.2 ) est équivalente au système(
y0 = vy; (a)

v00 = (a1 � 3) vv0 + (a1 + a2 � 1) v3: (b)
(4.2.3)

Lemme 4.1. [62] Pour que l�équation (4.2.2 ) véri�e la Propriété de Painlevé, il est néces-

saire que les singularités mobiles de l�équation (4.2.3.b) soient des pôles simples dont les

résidus sont entiers.

Preuve. Supposons que v admet un point singulier ( critique ou non critique ) mobile

qui n�est pas un pôle. La première relation du système (4.2.3 ) implique que ce même point

n�est pas un pôle pour y:

Supposons maintenant que x = x0 est un pôle d�ordre k pour v. Alors au voisinage de

ce point, v s�écrit sous la forme:

v (x) =
b�k

(x� x0)
k
+

b�k+1

(x� x0)
k�1 + :::+

b�1
(x� x0)

+
+1P
n=0

bn (x� x0)
n : (4.2.4)

En substituant (4.2.4 ) dans la deuxième équation du système (4.2.3 ) et en intégrant

on obtient

y = C exp

"Z x

x1

 
b�k

(x� x0)
k
+

b�k+1

(x� x0)
k�1 + :::+

b�1
(x� x0)

+ :::

!
dx

#
:
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4.2. Conditions pour que l�équation simpli�ée de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Quand k > 1; le point x = x0 est un point essentiel de y:

Soit k = 1; le point x = x0 est un pôle de y si et seulement si b�1 = Res (v; x0) est un

entier.

Inversement, soit x = x0 un pôle de y: La première relation du système (4.2.3 ) implique

que x0 est un pôle simple de v, de plus son résidu est égal à 1:

Ainsi, le problème revient à l�étude de la dernière équation du système (4.2.3 ) :

Nous allons maintenant rechercher les conditions pour que l�intégrale générale de (4.2.3.b)

n�ait pas de points critiques mobiles. A cet e¤et, posons

v = v0 (x� x0)
p + :::+ vk (x� x0)

k + :::; v0 � v (x0) 6= 0; (4.2.5)

où p désigne un nombre entier négatif, x0 étant un point en lequel tous les coe¢ cients

de l�équation (4.2.3.b) sont holomorphes. En remplaçant v par sa valeur dans l�équation

(4.2.3.b) , on obtient, après regroupement des termes de même puissance, une équation

algébrique:

E � E0 (x� x0)
q + E1 (x� x0)

1+q + :::+ Ej (x� x0)
j+q + ::: = 0: (4.2.6)

Pour que v véri�e la deuxième équation (4.2.3 ), il est nécessaire que (p; q) = (�1; �4)
où q = �4 représente le degré de singularité du premier terme du développement de E et

v0 véri�e l�équation:

(a1 + a2 � 1) v20 � (a1 � 3) v0 � 2 = 0: (4.2.7)

Pour que l�équation (4.2.3.b) soit à points critiques �xes, il est nécessaire que, pour

chaque valeur de v0, les solutions de l�équation indicielle D(r; v0) � 0 soient des nombres
entiers distincts où l�opérateur D(r; v0) est dé�ni par la formule suivante:

D(r; v0) = lim
z!0

z�r�qÊ 0 (x; v0z
p) zp+r, avec z = x� x0:

En e¤ectuant les calculs, on trouve l�équation polynomiale suivante

D(r; v0) � (r + 1)
�
�r2 + ((a1 � 3) v0 + 3) r + 3 (a1 + a2 � 1) v20 � 2 (a1 � 3) v0 � 2

�
= 0;

(4.2.8)

dont une racine est toujours égale à �1; elle correspond à x0 arbitraire. Le problème revient
ainsi à trouver des conditions sur les coe¢ cients (a1; a2) pour que les solutions de l�équation

(4.2.8 ) soient entières.

Nous obtenons le résultat suivant: pour que l�équation (4.2.3.b) soit stable, il est néces-

saire que les coe¢ cients (a1; a2) véri�ent la condition suivante:

(a1; a2) 2

8<:
�
3n�1

n
;� (n�1)(2n�1)

n2

�
;
�
3n�1
n
;� (n�1)(2n+1)

n2

�
;�

3;�2n2�1
n2

�
; (3;�2) ;

�
3n�2
n
;�2n�1

n

�
9=; ;
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4.2. Conditions pour que l�équation simpli�ée de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

n étant un nombre entier di¤érent de zéro. Pour les détails de cette étude voir [6]:

4.2.2 Réduction de l�équation simpli�ée (4.2.2 ) à des formes canon-

iques

Notre première démarche consiste à mettre les équations (4.2.3.b) sous la forme dite

� canonique �qui est utile pour cette étude.

Transformation (y; x) �! (Y; X) à trois jauges � (x) ; � (x) ; ' (x)

Une transformation linéaire de la fonction est un changement de variable dé�nis par

les équations

y = � (x)Y + � (x) ; X = ' (x) ;

�; �; ' désignent des fonctions analytiques de x, n�altèrent ni la forme de l�équation dif-

férentielle (4.2.3.b) , ni la nature des points critiques, �xes ou mobiles, de l�intégrale.

On pro�te de l�indétermination de ces fonctions pour réduire les équations à points

critiques �xes à des formes canoniques les plus simples possibles.

Remarque 4.1. La mise sous forme canonique d�une équation permet de faire une étude

plus simple. C�est sous cette forme que les résultats sont connus ( déjà énoncés ); pour

obtenir cette forme canonique on utilise la transformation homographique T (�; �; '):

On sait que�on peut ramener les équations(4.2.3.b) , dont l�intégrale générale est à points

critiques �xes, à une forme canonique, en e¤ectuant sur v une transformation T (�; �; ') (

ou une transformation linéaire sur v et x ), dans (4.2.3.b) :

v = � (x)V; t = ' (x) ; (4.2.9)

où � et ' sont des fonctions analytiques de x. En posant

_V =
dV

dt
; �V =

d2V

dt2
;

on obtient:

v0 = �'0 _V + �0V; v00 = �'02 �V + (2�0'+ �'00) _V + �00V:

En substituant dans l�équation(4.2.3.b) , on obtient l�équation

�V = AV _V +BV 3; (4.2.10)
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

où A; et B véri�ent les relations(
'0A = (a1 � 3)�;
'02B = (a1 + a2 � 1)�2:

(4.2.11)

D�après les travaux de F.J. Bureau [9; 1964]; pour que l�équation (4.2.10 ) soit stable, il

est nécessaire et su¢ sant que les coe¢ cients (A; B) véri�ent la condition suivante:

(A; B) 2 f(�3; �1); (�2; 0); (�1; +1); (0; 2); (0; 0)g :

En conclusion, moyennant une transformation T (�; �; '); on peut faire coïncider les

coe¢ cients a1 et a2 avec une des valeurs suivantes:

(a1; a2) 2 f(0; 0) ; (1; 0) ; (2; 0) ; (3; 0) ; (3; �2)g :

Proposition 4.2. Pour qu�une équation de type (4.1.1 ) véri�e la propriété de Painlevé, il

est nécessaire et su¢ sant qu�elle soit, ou se ramène par une transformation T (�; �; ') à

l�une des cinq équations suivantes:8>>>>>>><>>>>>>>:

y000 = B (x; y) y00 + C (x; y) (y0)2 +D (x; y) y0 + E (x; y) ;

yy000 = y00y0 +B (x; y) y00 + C (x; y) (y0)2 +D (x; y) y0 + E (x; y) ;

yy000 = 2y00y0 +B (x; y) y00 + C (x; y) (y0)2 +D (x; y) y0 + E (x; y) ;

yy000 = 3y00y0 +B (x; y) y00 + C (x; y) (y0)2 +D (x; y) y0 + E (x; y) ;

y2y000 = 3y00y0y � 2y03 +B (x; y) y00 + C (x; y) (y0)2 +D (x; y) y0 + E (x; y) :

Pour a1 = 0 et a2 = 0; Chazy [13] a étudié l�équation (4.1.1 ) et dans ce cas, il a classi�é

les équations de type (4.1.1 ) à points critiques �xes sans montrer rigoureusement que les

treize classes d�équations qu�il a obtenues sont à points critiques �xes. Bureau [9; 1964]; a

montré que certaines des équations de Chazy sont à points critiques �xes. En�n Cosgrove

[22] a complété l�étude des équations de type (4.1.1 ) en donnant des méthodes d�intégration

pour chacune des treize équations de Chazy. Ce cas ne sera pas repris dans notre étude.

4.3 Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 )

ait ses points critiques �xes

La recherche d�un comportement local algébrique au voisinage d�une singularité mo-

bile x0,

y �x�!x0 y0z
p où y0 6= 0, z = x� x0 et x0 est un point arbitraire, (4.3.1)

conduit à l�étude d�une série de Laurent.
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Remarque 4.2. Pour déterminer l�ordre des pôles mobiles, nous posons y � y0 (x� x0)
p où

x0 est supposé point sungulier algébrique d�une intégrale y (x). La substitution de (4.3.1 )

dans l�équation (4.1.1 ) montre que pour certaines valeurs de p deux ou plusieurs termes

dans l�équation, peuvent dépendre de y0, et le reste peut être négligé, quand x! x0:

En dérivant l�équation (4.3.1 ) et en remplaçant ensuite dans l�équation (4.1.1 ) ; on

trouve la liste de toutes les puissances de x� x0 qui est donnée par :

[3p� 3; 3p� 2; 4p� 2; 5p; 4p� 1; 4p; :::] :

On choisit ensuite p de telle sorte qu�au moins deux éléments de la liste précédente soient

égaux: 8>><>>:
q = 3p� 3 = 4p� 2 = 5p� 1 = 6p;
q = 3p� 3 = 4p� 1;
q = 3p� 3 = 4p:

1. Pour (p; q) = (�1; �6) : les termes dominants de (4.1.1 ) sont y2y000, yy0y00, y03,

y3y00, y2y02, y4y0, y6 et correspondent aux termes en z3p�3; z4p�2; z5p�1 et z6p:

2. Pour (p; q) = (�2; �9) : les termes dominants de (4.1.1 ) sont y2y000, yy0y00, y03, y3y0

et correspondent aux termes en z3p�3; z4p�1:

3. Pour (p; q) = (�3; �12) : les termes dominants de (4.1.1 ) sont y2y000, yy0y00, y03, y4

et correspondent aux termes en z3p�3 et z4p:

Nous allons examiner successivement ces trois cas qui s�étudient de la même façon.

4.3.1 Premier cas. (p; q) = (�1; �6)

Supposons maintenant que b1; c0; d2 et e4 ne sont pas tous nuls. Il reste à former la

réduite relative à la valeur (�1) de p: En utilisant le changement de variable

x! x0 + "x; y ! "�1y; "! 0;

on obtient l�équation

y000 = a1
y00y0

y
+ a2

y03

y2
+ b1yy

00 + c0 (y
0)
2
+ d2y

2y0 + e4y
4 + " (:::) ; (4.3.2)
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qui doit avoir ses points critiques �xes pour toute valeur numérique donnée à " pour que

(4.1.1 ) soit à points critiques �xes; en particulier pour " = 0, on obient que l�équation

y000 = a1
y00y0

y
+ a2

y03

y2
+ b1yy

00 + c0 (y
0)
2
+ d2y

2y0 + e4y
4; (4.3.3)

doit être à points critiques �xes.

Des cas particuliers du (4.3.3 ) ont été considérés par H. Exton [24, 1973]; Martynov

[48, 1985], Kozulin et Lukashevich [39, 1988]; Mugan et Jarad [54, 2004], Conte, Rogers et

Schief dans [17, 2007].

L�étude générale se fera en deux parties: la premère consiste à donner les résultats

obtenus dans [5; 6] et la seconde partie est consacrée à l�intégration des équations obtenues

pour en déduire si les conditions nécessaires sont su¢ santes ou non.

Proposition 4.3. Les seules équations di¤érentielles de type (4.3.3 ) dont la solution générale

est une fonction monovalente sont celles qui se ramènent à l�aide de changement de variables

aux équations suivantes:

1. cas où a1 = 1 et a2 = 0 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

yy000 = y0y00;

yy000 = y0y00 + y3y0;

yy000 = y0y00 + y2y00 � 2
9
y3y0;

yy000 = y0y00 + y2y00 + 2y3y0;

yy000 = y0y00 + y2y00 + 4y3y0 � 2y5;
yy000 = y0y00 + y2y00 + 1

4
y3y0 � 1

8
y5:

2. cas où a1 = 2 et a2 = 0 8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

yy000 = 2y0y00;

yy000 = 2y0y00 + y3y0;

yy000 = 2y0y00 + y2y00 � y2y02;

yy000 = 2y0y00 + y2y00 � yy02 + y3y0;

yy000 = 2y0y00 + y2y00 � 3
2
yy02 + 2y3y0 � 1

2
y5;

yy000 = 2y0y00 + 2y5;

yy000 = 2y0y00 + 2y2y00 � 3yy02 + 2y3y0 � y5:
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3. cas où a1 = 3 et a2 = 0 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

yy000 = 3y0y00 + y2y00 � 2yy02;
yy000 = 3y0y00;

yy000 = 3y0y00 + (2� n) y2y00 � 4yy02 + 2ny3y0;
yy000 = 3y0y00 + (1� n) y2y00 � 2yy02 + ny3y0 + ny5;

yy000 = 3y0y00 + (3� n) y2y00 � 6yy02 + 3ny3y0 � ny5;

yy000 = 3y0y00 � ny2y00 + 2ny5:

4. cas où a1 = 3 et a2 = �2 (
y000y2 = 3yy0y00 � 2y03;
y000y2 = 3yy0y00 � 2y03 + y3y00:

Il reste à con�rmer si l�intégrale générale des équations que nous venons de trouver est

e¤ectivement à points critiques �xes.

Intégration des équations réduites obtenues

i. Intégrale première de (4.3.3 )

L�équation réduite (4.3.3 ) peut être remplacée par le système8>><>>:
y0 = vy2; (a)

v0 = ty; (b)

tt�v = Q(v)t+R (v) ;
�
� dénotes d

dv

�
: (c)

(4.3.4)

En éliminant v entre les équations (a) et (b), on obtient l�équation

y00y = 2y02 + ty4: (4.3.5)

Par substitution de la solution formelle

t =
+1P
j=0

hjv
j; (4.3.6)

dans l�équation(4.3.5 ) ; on obtient:

y00 = 2
y02

y
+ h0y

3 + h1yy
0 + h2

y02

y
+ h3

�
y0

y2

�3
+ ::::+ hi

�
y0

y2

�i
+ ::: (4.3.7)

où hi sont des constantes.

Théorème 4.4. [26] Pour que l�équation y00 = R (y0; y; x) ait ses points critiques �xes, il
est nécessaire qu�elle soit de la forme

y00 = A (y; x) +B (y; x) y0 + C (y; x) y02;

où A; B; C sont des fractions rationnelles en y à coe¢ cients holomorphes.
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Pour que l�équation (4.3.7 ) soit à points critiques �xes, on doit donc avoir hj = 0 où

j = 3; 4; 5; :::; par suite t est dé�nie comme étant un polynôme en v de degré deux:

t (v) = h2v
2 + h1v + h0: (4.3.8)

Le théorème qui suit a¢ rme que l�équation (4.3.7 ) est à point critique �xe si h2 6= 0.
On supposera que C0 et C1 sont deux constantes non nulles simultanément.

Théorème 4.5. Pour que l�équation

y00 =

�
1� 1

�

�
y02

y
+ C0

y0

yk
+ C1

1

y2k�1
; (4.3.9)

ait ses points critiques �xes, il est nécessaire que k = 1 et � 6= 1:

Preuve. [9] Dans notre cas k = 1 et � = 1:

Supposons k = � = 1, l�équation (4.3.9 ) est alors équivalente au système di¤érentiel:8<: y0 =
1

u
;

yu0 + C0u+ C1u
2 = 0:

(4.3.10)

Soient x = "t; u = "v; où " est un paramètre, le système (4.3.10 ) peut s�écrire alors

sous la forme: 8><>:
dy

dt
=
1

v
;

y
dv

dt
+ "v (C0 + C1"v) = 0:

Appliquons maintenant le théorème général de stabilité. Supposons que x0; y0 et v0 sont

des constantes arbitraires, y (t), v (t) sont développables en séries de puissances ",

y = y0 +
x� x0
v0

+O (") ;

et 8>><>>:
v = v0 � "C0v

2
0 ln

�
y0 +

x� x

v0

�
+O ("2) si C0 6= 0;

v = v0 � "2C1v
3
0 ln

�
y0 +

x� x0
v0

�
+O ("3) si C0 = 0:

Par suite, le système (4.3.10 ) et l�équation (4.3.9 ) sont instables, c�est à dire ayant des

points critiques mobiles.

Le changement de variable y = w�1 dans (4.3.7 ) permet d�obtenir:

w00 = h2
w02

w
+ h1

w0

w
+ h0

1

w
: (4.3.11)
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En vertu du théorème précédent, pour que (4.3.11 ) véri�e la propriété de Painlevé, il

est nécessaire que les constantes h0; h1 et h2 soient toutes nulles ou bien h2 6= 0:
L�équation (4.3.7 ) ; devant avoir son intégrale générale stable, doit avoir comme second

membre un polynôme du second degré au plus en y0;

y00y = (h2 + 2) y
02 + h1y

0y2 + h0y
4: (4.3.12)

Proposition 4.6. L�équation (4.3.3 ) admet comme intégrale première l�équation (4.3.12 ).

ii. Étude des équations obtenues

ii.1: Cas où a1 = 1 et a2 = 0

ii.1.1. Étude de l�équation di¤érentielle(
yy000 = y0y00;

y0 = arbitraire, (r1; r2) = (0; 2) .

L�équation précédente véri�e la propriété de Painlevé. En e¤et, cette équation a pour

intégrale première l�équation

y00 = ky;

où k est une constante arbitraire. Cette dernière étant linéaire auquel cas elle véri�e la

propriété de Painlevé.

ii.1.2. Étude de l�équation di¤érentielle(
yy000 = y0y00 + y3y0;

y01 = �1; y02 = 1; (r11; r12) = (2; 4) ; (r21; r22) = (2; 4) :

Cette équation admet comme intégrale première l�équation:

y00 = 1
2
y3 + ky

qui s�intègre par des fonctions elliptiques. En e¤et, l�intégrale première est

y02 = 1
4
y4 + ky2 + k1:

ii.1.3. Étude de l�équation di¤érentielle(
yy000 = y0y00 + y2y00 � 2

9
y3y0;

y01 = �3; y02 = �6; (r11; r12) = (1; 2) ; (r21; r22) = (�2; 2) :

L�intégrale première de cette dernière est

y00 = yy0 � 1
9
y3 + ky:

Cette dernière n�est pas stable (voir [9]), ainsi y est à points critiques mobiles.
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ii.1.4. Étude de l�équation di¤érentielle(
yy000 = y0y00 + y2y00 + 2y3y0;

y01 = �1; y02 = 2; (r11; r12) = (2; 3) ; (r21; r22) = (2; 6) :

Cette équation admet comme intégrale première l�équation

y00 = yy0 + y3 + ky

qui est stable (voir [9]), et par suite y est à points critiques �xes.

ii.1.5. Étude de l�équation di¤érentielle8>><>>:
yy000 = y0y00 + y2y00 + 4y3y0 � 2y5;
y01 = �1; y02 = 1; y03 = �2;
(r11; r12) = (1; 4) ; (r21; r22) = (3; 4) ; (r31; r32) = (�2; 6) :

(4.3.13)

D�une part, l�intégrale première est�
y00

y2
� y0

�2
= 4

�
y0 � 1

2
y2
�2
+ k;

et d�autre part, en posant y = �u
0

u
dans (4.3.13 ) ; nous obtenons pour w l�équation

u000 = ku2u0

qui doit être stable. En intégrant l�équation précédente, nous avons

u00 = k
3
u3 + k1:

Cette équation du second ordre est du type A (y; x) = 0; ainsi u est à points critiques

�xes [22]; et par suite y est à points critiques �xes.

ii.1.6. Étude de l�équation di¤érentielle8>><>>:
yy000 = y0y00 + y2y00 + 1

4
y3y0 � 1

8
y5;

y01 = 4; y02 = �4; y03 = �2;
(r11; r12) = (4; 6) ; (r21; r22) = (�2; 4) ; (r31; r32) = (1; 3) :

(4.3.14)

D�une part, l�intégrale première est�
y00

y2
� y0

�2
=
1

4

�
y0 � 1

2
y2
�2
+ k;

et d�autre part, en posant y = �u
0

u
dans (4.3.14 ) ; nous obtenons une équation dont

l�intégrale première est

u000 = kuu0:
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

En intégrant l�équation précédente, nous avons

u00 = k
2
u2 + k1:

Cette équation du second ordre est du type A (y; x) = 0; ainsi u est à points critiques

�xes [22]; et par suite y est à points critiques �xes.

ii.2. Cas où a1 = 2 et a2 = 0

ii.2.1. Étude de l�équation di¤érentielle(
yy000 = 2y0y00;

y0 = arbitraire, (r1; r2) = (0; 3) .
(4.3.15)

En intégrant l�équation (4.3.15 ) par rapport à x, on trouve

y00 = ky2

qui s�intégre par des fonctions elliptiques.

ii.2.2. Étude de l�équation di¤érentielle(
yy000 = 2y0y00 + y3y0;

y01 = �1; y02 = 1; (r11; r12) = (1; 4) ; (r21; r22) = (1; 4) :
(4.3.16)

En intégrant l�équation (4.3.16 ) ; on obtient

yy00 = 3
2
y02 + 1

4
y4 + k;

et cette dernière équation est un cas particulier de l�équation transcendante PIII de Painlevé.

ii.2.3. Étude de l�équation di¤érentielle(
yy000 = 2y0y00 + 2y2y00 � 2yy02;
y0 = �2, (r1; r2) = (1; 2) .

(4.3.17)

L�équation (4.3.17 ) admet comme intégrale première l�équation

y00 = yy0 + ky2:

Cependant la condition de stabilité n�est pas véri�ée qui est

Q
(0)
2 � �4y(0)21 6= 0

où y(0)1 constante complexe quelconque. Par conséquent la solution générale de l�équation

(4.3.17 ) admet x0 comme point singulier logarithmique et donc l�équation (4.3.17 ) n�est

pas stable.
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

ii.2.4. Étude de l�équation di¤érentielle(
yy000 = 2y0y00 + y2y00 � yy02 + y3y0;

y01 = �1; y02 = 2; (r11; r12) = (1; 3) ; (r21; r22) = (1; 6) :
(4.3.18)

L�équation (4.3.18 ) admet comme intégrale première l�équation

y00 = yy0 + y3 + ky2:

Cependant la condition de stabilité n�est pas véri�ée à savoir

Q
(0)
3 � �16y(0)31 6= 0;

où y(0)1 est constante et donc l�équation (4.3.18 ) n�est pas stable.

ii.2.5. Étude de l�équation di¤érentielle8>><>>:
yy000 = 2y0y00 + y2y00 � 3

2
yy02 + 2y3y0 � 1

2
y5;

y01 = �4; y02 = 1; y03 = �1;
(r11; r12) = (�5; 6) ; (r21; r22) = (1; 5) ; (r31; r32) = (1; 3) :

(4.3.19)

La condition de stabilité correspndante à l�indice r12 = 6 de l�équation (4.3.19 ) n�est

pas véri�ée

Q
(6)
6 � � 25488135689221697295007

79330949271303634944000000

�
y
(1)
�5

�6 �
y
(0)
6

�6
6= 0;

pour y(1)�5; y
(1)
�1 et y

(0)
6 constantes complexes quelconques et donc l�équation (4.3.19 ) n�est

pas stable. Cependant, elle admet une intégrale première de la forme:

y00y = 3
2
y02 + 1

2
y4: (4.3.20)

ii.2.6. Étude de l�équation di¤érentielle8>><>>:
yy000 = 2y0y00 + 2y5;

y01 = �1; y02 = �1+I
p
3

2
; y03 =

�1�I
p
3

2
;

(r11; r12) = (2; 3) ; (r21; r22) = (2; 3) ; (r31; r32) = (2; 3) :

(4.3.21)

Cette dernière admet comme intégrale première l�équation

y002 � 4y0y4 + ky4 = 0

qui est stable voir Cosgrove et Scou�s [21; 1993]:

Considérons plus en détail l�équation précédente. Pour cela recherchons l�intégrale

générale de l�équation (4.3.21 ) et véri�ons qu�elle est stable. A cet e¤et, nous utilisons
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

la méthode classique de variations des constantes, fréquemment employée dans le Mémoire

de Bureau ( voir par exemple; [9; p:282]). En intégrant l�équation

yy000 = 2y0y00; (4.3.22)

nous obtenons

y00 = wy2;

où w est une constante. Supposons maintenant w (x) une fonction de x que nous allons

déterminer

y00 = 2w (x) y2: (4.3.23)

En substituant dans (4.3.22 ) ; il vient

w0 = y2: (4.3.24)

De (4.3.23 ) et (4.3.24 ), nous déduisons

w00 = 2y0y et y0 = w2 + k; (4.3.25)

où k est une constante arbitraire.

L�équation (4.3.22 ) et le système(
y0 = w2 + k;

w0 = y2;
(4.3.26)

sont équivalents et alors nous allons intégrer ce système.

E¤ectuons la transformation

y = ��y � v et w = �y � v; avec �2 = �3;

le système (4.3.26 ) nous donne(
w0 = 2wv � k1; avec k1 =

k
2�
;

v0 = ��2y2 � v2 � �k1:

En éliminant v; nous obtenons pour w (x)

w00 = 1
2
w02 � 2�2w4 � 2�k1w2 � k21

2
; (4.3.27)

Ainsi w (x) est une fonction elliptique et est stable [35], de même que y (x) qui s�écrit

sous la forme

y (x) = ��w (x)� w0 (x) + k1
2w (x)

; (4.3.28)

où w (x) est l�intégrale générale de l�équation (4.3.27 ). L�équation di¤érentielle (4.3.21 )

est stable.
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Remarque 4.3. L�équation (4.3.21 ) est à points critiques �xes, contrairement à l�assertion

de Exton voir [24]:

ii.2.7. Étude de l�équation di¤érentielle8>><>>:
yy000 = 2y0y00 + 2y2y00 � 3yy02 + 2y3y0 � y5;

y01 = �1; y02 = 1; y03 = �2;
(r11; r12) = (1; 2) ; (r21; r22) = (1; 6) ; (r31; r32) = (�2; 3) :

(4.3.29)

L�équation (4.3.29 ) est stable. En e¤et, si on pose y =
u0

u
; la fonction u satisfait à

l�équation di¤érentielle du quatrième ordre

�u
(4)

u000
+ 2

u00

u0
= 0:

L�intégration de cette dernière équation se ramene à celle d�une équation du troisième

ordre

u000 = k1u
02.

Si dans cette équation, on pose u0 = v; on obtient une équation du second ordre en v:

v00 = k1v
2, où k1 est une constante.

En e¤ectuant la transformation v  �v, avec k1� = �6, on obtient l�équation

v00 + 6v2 = 0; v02 + 4v3 = k; où k est une constante arbitraire,

dont les solutions sont v = 0 ou v (x) = � (x� x0)
�2 si k = 0 et v (x) = } (x� x0; 0; k) si

k 6= 0, où } représente la fonction elliptique de Weierstrass.
ii.3: Cas où a1 = 3 et a2 = 0

ii.3.1. Étude de l�équation di¤érentielle

yy000 = 3y0y00 + y2y00 � 2yy02:

Les indices de Fuchs sont 0 et (4 + y0), mais l�indice doit être entier, ce qui correspond

donc à y0 entier sachant que y0 est arbitraire, il ne peut être toujours entier. Nous déduisons

alors que l�équation possède des solutions à points critiques mobiles.
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

ii.3.2. Étude de l�équation di¤érentielle

yy000 = 3y0y00: (4.3.30)

En intégrant l�équation (4.3.30 ) ; on obtient

y00 = ky3; ou yy00 = 2y02 + k

qui est stable (voir [26]) :

ii.3.3. Étude de l�équation di¤érentielle(
yy000 = 3y0y00 + (2� n) y2y00 � 4yy02 + 2ny3y0;
y01 = �1; (r11; r12) = (2; n) ;

(4.3.31)

n étant un nombre entier di¤érent de �1; 0; 2:
En particulier, pour n = 4; l�équation (4.3.31 ) admet l�intégrale première

yy00 = 2y02 � 2y2y0 + 2y4 + k: (4.3.32)

Montrons que l�intégrale générale de l�équation (4.3.31 ) ou (4.3.32 ) est à points critiques

mobiles. A cet e¤et, rappelons un résultat connu [26]. Pour qu�une équation

y00 = A(�; y)y02 + :::; (4.3.33)

ait ses points critiques �xes, il faut que

A(�; y) =
�
1� 1

�

� 1
y
; � 6= 0; �1:

L�équation (4.3.32 ) n�est pas à points critiques �xes car le coe¢ cient de
y02

y
ne peut pas

se mettre sous la forme
�
1� 1

�

�
avec � entier.

Pour les autres valeurs de n, la condition de stabilité correspondante à (r11 = 2; r12 = n) de

l�équation (4.3.31 ) n�est pas véri�ée, par exemple

n = +1 : Q
(0)
2 � �8y(0)21 6= 0;

n = �2 : Q
(2)
�2 � �48y

(1)2
�2 y

(0)
2 6= 0;

n = �3 : Q
(1)
�1 � 42y

(1)
�3y

(0)
2 6= 0:

Par conséquent, y possède des points critiques mobiles.
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

ii.3.4. Étude de l�équation di¤érentielle(
yy000 = 3y0y00 + (1� n) y2y00 � 2yy02 + ny3y0 + ny5; n 6= �1; 0; �3;
y01 = �1; y02 = 2; (r11; r12) = (3; n) ; (r21; r22) = (6;�2n) :

(4.3.34)

Comme la condition d�indice (r11 = 3) de l�équation précédente

n = 1 : Q
(0)
3 � 128y(0)31 6= 0;

n�est pas satisfaite, par suite l�équation associée à ces coe¢ cients est à points critiques

mobiles.

Pour les autres valeurs de n, la condition de stabilité correspondante à (r11; r12) = (3; n)

et (r21; r22) = (6; �2n) de l�équation (4.3.34 ) n�est pas véri�ée, par exemple

n = +4 : Q
(4)
�8 � y

(1)4
�8 y

(0)4
6 6= 0;

n = �4 : Q
(1)
�1 � 132y

(1)
�4y

(0)
3 6= 0;

n = �6 : Q
(2)
�1 � 50

7
y
(1)
�1y

(1)
�6y

(0)2
3 6= 0:

On déduit que l�équation de type (4.3.34 ) ne véri�e pas la propriété de Painlevé.

ii.3.5. Étude de l�équation di¤érentielle(
yy000 = 3y0y00 + (3� n) y2y00 � 6yy02 + 3ny3y0 � ny5; n 6= 0; �1;
y01 = �1; y02 = �2; (r11; r12) = (1; n) ; (r21; r22) = (�2; 2n) :

(4.3.35)

En faisant le changement y =
u0

u
; on obtiendra une équation du quatrième ordre

�u(4)u3u0 + 3u000u00u3 + (n� 2)u000u2u02 = 0.

En intégrant l�équation précédente par rapport à x, on trouve:

u000 = ku03un�2. (4.3.36)

En particulier, pour n = 2, par exemple, l�équation (4.3.36 ) devient

u000 = ku03, (4.3.37)

où k est une constante d�intégration.

Si on e¤ectue dans l�équation (4.3.37 ) la substitution u0 = v; elle devient après cela

v00 = kv3. (4.3.38)
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Par ailleurs, en e¤ectuant la transformation v  �v avec k� = 2, nous aboutirons à

l�équation suivante:

v00 � 2v3 = 0; v02 � v4 = k1; où k1 est une constante arbitraire,

et on sait que cette équation n�admet que deux familles de pôles simples comme singularités

mobiles, de résidus �1; donc les solutions de (4.3.38 ) sont v = 0; v (x) = � (x� x0)
�1

et v (x) = } (x), où } désigne la fonction elliptique de Jacobi. Ainsi le développement des

intégrales de l�équation (4.3.37 ) au voisinage de x� x0 contient le logarithme, en raison du
terme log(x� x0) et à chaque solution (4.3.38 ) correspond un point critique logarithmique
mobile de l�équation (4.3.37 ) ; d�où u et par suite y ne peut être stable.

On a aussi pour n = 3

n = 3 : Q
(3)
6 � 1248

5
y
(1)3
�2 y

(0)2
6 6= 0;

où y(1)�2 et y
(0)
6 sont des constantes complexes quelconques.

Le cas où n > 2, a été envisagé par Chazy dans [13]:

Les conditions de stabilité des équations (4.3.35 ) sont:

n < �2 :

8>><>>:
Q
(1)
�1 � y

(0)(�1�n)
1 y

(1)
n 6= 0;

Q
(1)
1 � y

(0)(1�n)
1 y

(1)
n 6= 0;

Q
(2)
n � y

(0)(�n)
1 y

(1)2
n 6= 0;

avec y(1)n ; y
(1)
�1 et y

(0)
1 des constantes complexes quelconques. Par suite, l�équation associée

à ces coe¢ cients est à points critiques mobiles. On déduit que l�équation de type (4.3.35 )

ne véri�e pas la propriété de Painlevé.

ii.3.6. Étude de l�équation di¤érentielle(
yy000 = 3y0y00 � ny2y00 + 2ny5; n 6= 0; �1; �4;
y01 = �1; y02 = 1; (r11; r12) = (4; n) ; (r21; r22) = (4;�n) ;

(4.3.39)

n étant un nombre entier.

Les conditions de stabilité des équations (4.3.39 ) sont:

n = �1 : Q
(0)
4 � �864y(0)41 6= 0;

n = �2 : Q
(0)
4 � �36y(0)22 6= 0;

n = �3 : Q
(3)
�1 � �66675

26
y
(1)
�3y

(0)2
4 6= 0;

n = �5 : Q
(1)
�1 � 300y

(0)
4 y

(1)
�5 6= 0;

n = �6 : Q
(6)
4 � y

(0)10
4 y

(1)6
�6 6= 0;

n = �7 : Q
(3)
�1 � �3509611875

8704
y
(0)5
4 y

(1)3
�7 6= 0;

n = �8 : Q
(4)
4 � y

(0)9
4 y

(1)4
�8 6= 0;
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

avec y(1)n ; y
(1)
�1 et y

(0)
4 des constantes complexes quelconques. Par suite, l�équation associée

à ces coe¢ cients est à points critiques mobiles. On déduit que l�équation de type (4.3.39 )

ne véri�e pas la propriété de Painlevé. Cependant elle admet une intégrale première de la

forme:

y00 = 2y3:

ii.4: Cas où a1 = 3 et a2 = �2
ii.4.1. Étude de l�équation di¤érentielle:

y2y000 = 3yy0y00 � 2y03: (4.3.40)

L�équation précédente admet pour intégrale première l�équation

yy00 = y02 + ky2;

Cette dernière véri�e la propriété de Painlevé [26]; et par conséquent, il en est de même

pour l�équation (4.3.40 ) :

ii.4.2. Étude de l�équation di¤érentielle(
y2y000 = 3yy0y00 � 2y03 + y3y00;

y0 = �1, (r1; r2) = (1; 2) .
(4.3.41)

L�équation (4.3.41 ) véri�e le test de Painlevé: elle possède une famille singulière

y � �z�1 avec les indices de Fuchs (r1; r2) = (1; 2) : Cette dernière admet pour intégrale
première l�équation

yy00 = y02 + y2y0 + ky2

qui est stable [35]:

4.3.2 Deuxième cas. (p; q) = (�2; �9)

En procédant comme on a fait pour le premier cas, on étudie le cas où

b1 = c0 = d2 = e4 = 0 et d1 6= 0:

L�application du même principe donne en remplaçant x; y respectivement par x0+

"x, "�2y et en prenant " = 0; l�équation réduite

y000y2 = a1y
00y0y + a2y

03 + d1y
3y0: (4.3.42)
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Supposons que la solution de l�équation (4.3.42 ) est de la forme:

y ' y0 (x� x0)
(�2) + :::+ �̂ (x� x0)

(r�2) + :::: (4.3.43)

En remplaçant y donnée par (4.3.43 ) dans l�équation (4.3.42 ) et en identi�ant les coef-

�cients de même puissance, nous obtenons:

(r + 1)
�
r2 + (2a1 � 10) r � 12a1 � 8a2 + 24

�
(3a1 + 2a2 � 6)2 = 0; (4.3.44)

où y0 satisfait l�équation

d1y0 + 6a1 + 4a2 � 12 = 0: (4.3.45)

Soient r1; r2 les deux racines de l�équation indicielle (4.3.44 ) : En combinant (4.3.44 )

et (4.3.45 ), il vient

d1y0 = �6 (a1 � 2) ; (r1; r2) = (6; 4� 2a1) : (4.3.46)

Comme nous l�avons déjà mentionné, on peut considérer y0 6= 0.
4.3.2.1. Cas où a1 = 1 et a2 = 0

Les relations (4.3.46 ) entraînent: d1y0 = 6; r1 = 6 et r2 = 2; et en intégrant

l�équation (4.3.42 ) dans ce cas; on trouve

y00 = y2 + ky; ou y00 =
y02

y
+
1

3
y2 +

k

y

qui est stable [35].

4.3.2.2. Cas où a1 = 2 et a2 = 0

Les relations (4.3.46 ) entraînent: d1y0 = 0; r1 = 6 et r2 = 0; mais y0 6= 0, alors

d1 = 0; en intégrant l�équation (4.3.42 ) ; dans ce cas, on obtient

y00 =
3

2

y02

y
+ 1

3
y3 + k

qui est stable [35].

4.3.2.3. Cas où a1 = 3 et a2 = 0

Il est évident que les indices de Fuchs sont dans ce cas r1 = 6 et r2 = �2; et
l�équation (4.3.42 ) a pour intégrale première l�équation

y00 = 2
y02

y
+
1

3
y2 +

k

y
:
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

L�équation précédente n�est pas à points critiques �xes car le coe¢ cient de
y02

y
ne peut

pas se mettre sous la forme
�
1� 1

�

�
avec � entier di¤érent de �1; 0. D�autre part, comme

la condition d�indice

Q
(4)
�2 � �104

9

�
y
(1)
�2

�4 �
y
(0)
6

�
6= 0 et Q

(4)
�1 � �322

9

�
y
(1)
�2

�3 �
y
(1)
�1

��
y
(0)
6

�
6= 0

où y(0)6 ; y
(1)
�1 et y

(1)
�2 sont arbitraires, n�est pas satisfaite, alors l�équation (4.3.42 ) est à points

critiques mobiles.

4.3.2.4. Cas où a1 = 3 et a2 = �2
L�équation (4.3.44 ) admet le double indice (r1; r2) = (2; 2) ; et par conséquent

l�équation (4.3.42 ) est à points critiques mobiles.

4.3.3 Troisième cas. (p; q) = (�3; �12)

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas particulier de (4.1.1 ) où

b1 = c0 = d2 = e4 = d1 = 0 et e2 6= 0:

Dans (4.1.1 ) posons

x! x0 + "x; y ! "�3y:

Lorsque " tend vers 0; nous obtenons l�équation réduite

y000y2 = a1y
00y0y + a2y

03 + e2y
4: (4.3.47)

Pour déterminer les conditions de stabilité correspondantes pour que y (x) admette des

pôles mobiles, posons

y ' y0 (x� x0)
(�3) + :::+ �̂ (x� x0)

(r�3) + ::::

où r est un nombre réel.

En vertu du théorème de J. F. Bureau, pour que (4.3.47 ) véri�e la propriété de Painlevé,

il est nécessaire que les racines de l�équation indicielle

(r + 1)
�
r2 + (3a1 � 13) r � 36a1 � 27a2 + 60

�
= 0 (4.3.48)

soient entières et distinctes. y0 est solution de l�équation

e2y0 � 36a1 � 27a2 + 60 = 0: (4.3.49)
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4.3. Conditions pour que l�équation réduite de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

4.3.3.1: Cas où a1 = 1 et a2 = 0

L�équation correspondante est(
y000y = y00y0 + e2y

3;

y0e2 = �24; (r1; r2) = (4; 6) :
(4.3.50)

D�une part, l�équation (4.3.50 ) admet comme intégrale première l�équation

y002 + 4y0y2 + ky2 = 0; e2 = 2;

D�autre part, pour montrer que cette condition est su¢ sante, on e¤ectue le changement

de fonction y = w0 dans (4.3.50 ) et on aboutit à

w0
�
w00 = 1

2
w2 + k1w + k2

�
; avec e2 = 1: (4.3.51)

En intégrant l�équation (4.3.51 ), on obtient

w02 = 1
3
w3 + k1w

2 + 2k2w + 2k3;

qui est stable et la solution w (x) est une fonction elliptique [26], et par conséquent, l�équation

(4.3.50 ) véri�e la propriété de painlevé.

4.3.3.2: Cas où a1 = 0; 2 ou 3 et a2 = 0

L�équation (5.3.53 ) est à points critiques mobiles car les indices ne sont pas entiers.

Proposition 4.7. Pour que l�équation (4.1.1 ) soit à points critiques �xes, il est nécessaire

et su¢ sant qu�elle s�écrive sous une des formes suivantes:

1. cas où p = �1 8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

yy000 = y0y00 + y3y0;

yy000 = y0y00 + y2y00 + 2y3y0;

yy000 = y0y00 + y2y00 + 4y3y0 � 2y5;
yy000 = y0y00 + y2y00 + 1

4
y3y0 � 1

8
y5;

yy000 = 2y0y00 + 2y5;

yy000 = 2y0y00 + y3y0;

yy000 = 2y0y00 + 2y2y00 � 3yy02 + 2y3y0 � y5;

y2y000 = 3yy0y00 � 2y03 + y3y00:
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

2. cas où p = �2
y000y = y00y0 + 6y3y0:

3. cas où p = �3
yy000 = y0y00 + y3:

4. cas où p entier négatif quelconque 8>>>>><>>>>>:
yy000 = y0y00;

y000y = 2y00y0;

y000y = 3y00y0;

y2y000 = 3yy0y00 � 2y03:

Remarque 4.4. Ces résultats sont appliqués à l�étude des systèmes�multi-ion electrodi¤u-

sion�(voir R. Conte, C. Rogers et W. K. Schief dans [17; 2007]).

4.4 Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 )

ait ses points critiques �xes

Dans la section précédente nous avons obtenu les di¤érentes classes d�équations de type

(4.1.1 ) qui peuvent être à points critiques �xes et dans cette section, nous donnons des

équations complètes de type (4.1.1 )( à l�aide d�une transformation homographique, il est

toujours possible de ramener l�ensemble des termes complémentaires à un polynôme en y00; y0

et y ), dont les solutions générales peuvent être des fonctions monovalentes. La preuve des

résultats obtenus se fait en utilisant une méthode analogue à celle utilisée par Cosgrove [22].

4.4.1 Transformation de l�équation (4.1.1 )

La substitution

y = w�1 (4.4.1)

dans l�équation (4.1.1 ) conduit à l�équation

w000 = (6� a1)
w00w0

w
+ (2a1 + a2 � 6)

w03

w2
+

1P
i=�1

biw
�iw00

�
�
2

1P
i=�1

biw
�1�i +

0P
i=�2

ciw
�2�i

�
(w0)

2 �
2P

i=�2
diw

�iw0 +
4P

i=�2
eiw

2�i (4.4.2)

Remarque 4.5. Les équations (4.1.1 ) et (4.4.2 ) sont simltanément stables ou instables:

elles se transforment l�une en l�autre par la transformation (4.4.1 ) :
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Par la transformation (4.4.1 ), l�équation (4.1.1 ) se ramène à une équation du même

type dont les coe¢ cients se déduisent des coe¢ cients de l�équation de départ à l�aide du

tableau suivant:

y a2 b�1 b0 b1 c�2 c�1 c0

w 2a1 + a2 � 6 b1 b0 b�1 � (c0 + 2b1) � (c�1 + b0) � (c�2 + 2b�1)
y a1 d�2 d�1 d0 d1 d2 e�2 e�1 e0 e1 e2 e3 e4

w 6� a1 d2 d1 d0 d�1 d�2 �e4 �e3 �e2 �e1 �e0 �e�1 �e�2

Remarque 4.6. Les conditions de stabilité correspondantes aux zéros mobiles de l�équation

(4.1.1 ) se déduisent directement des conditions de stabilité correspondantes aux pôles mo-

biles de l�équation (4.4.2 ) suivant le tableau ci-dessus.

Dans ce qui suit, on va appliquer la troisième étape de la méthode de Bureau ou le test

de Painlevé aux classes d�équations obtenues pour déterminer les coe¢ cents de l�équation

complète (4.1.1 ). Nous allons étudier quelques-unes des équations précédentes, les autres

résultats s�obtiennent de manière analogue.

4.4.2 Premier cas. (p; q) = (�1; �6)

I.1. Considérons par exemple l�équation di¤érentielle, dont l�intégrale générale a une

famille de zéros doubles et deux familles de pôles simples mobiles:(
yy000 = y0y00 + 4y3y0 +B (x; y) y00 + C (x; y) (y0)2 +D (x; y) y0 + E (x; y) ;

y01 = �1; y02 = 1; (r11; r12) = (2; 4) ; (r21; r22) = (2; 4) :
(4.4.3)

On peut obtenir des conditions de stabilité pour l�équation (4.4.3 ) en posant suivant la

méthode de Bureau [9], (y = y0z
2; z0 = 1 + uz) : On trouve alors les conditions suivantes:

b�1 = c�2 = d�2 = e�2 = 0:

Dans un même but, en posant (y = y0z
�1; z0 = 1 + uz) ; l�équation (4.4.3 ) devient

[u (12� 5a1 � 3a2 + 3y0b1 + 2y0c0 � y20d2) + (2b0 + c�1 � d�1y0 + e�1y
2
0)]

+z[u0 (�4 + a1 � b1y0) + u2 (7� 4a1 � 3a2 + b1y0 + y0c0) + u(3b0 + 2c�1

�d1y0) +
�
c�2
y0
� d0 + e2y0

�
] + z2[u00 + u0u (�3 + a1) + u3 (1� a1 � a2)

�b0u0 + u2 (b0 + c�1) + u
�
3b�1 +

2c�2
y0
� d0

�
+
�
e1 � d�1

y0

�
] + z3[�u0b�1

+u2
�
b�1 +

c�2
y0

�
� ud�1

y0
+
�
e0
y0
� d�2

y20

�
] + z4

h
�ud�2

y20
+ e�1

y20

i
+ z5 e�2

y20
+O (z6) = 0:

(4.4.4)
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

La condition nécessaire de stabilité est (2b0 + c�1 � d�1y0 + e�1y
2
0 = 0) : En e¤ectuant

ensuite convenablement une transformation T (�; �; '), nous pouvons prendre.

I.1.i. Cas où b0 = c�1 = 0

(a) Supposons d�abord y01 = 1; nous obtenons pour u; l�équation

3u+ e�1 � d�1 + z (�3u0 + 3u2 � d�1u+ e0 � 4) + z2 (u00 � 2u0u� d0u+ e1 � d1)

+z3 (�d1u+ e2) +O (z4) = 0:

(4.4.5)

Nous désignons par O(z�z0) une fonction holomorphe au voisinage de z = z0: En posant

dans l�équation (4.4.5 ) P = �+�z+
z2, où � et � désignent des constantes, nous obtenons

d�après le théorème fondamental de stabilité

A0 + A1z + A2z
2 + A3z

3 +O(z4) = G (P ) ; (4.4.6)

où G (u) désigne le premier membre de (4.4.6 ) ; on choisit les coe�cients �; �; 
 tels que

Ai = 0, i = 0:::3; où les coe¢ cients Ai sont donnés par:

A0 = 3�+ e�1 � d�1; e�1 = d�1; � = 0;

A1 = e0 � d0; d0 = e0;

A2 = e1 � d1 � 
 � d�1�;

A3 = e2 + 
0 + d0� � d�1:

De ces relations, on déduit

e�1 = d�1 = d0 = e0 = 0; e1 � d1 = 
; 
0 = �e2; (4.4.7)

d�où, d�aprés (4.4.7 )

e2 = d01 � e01: (4.4.8)

(b) Supposons maintenant y02 = �1; l�équation en u est alors

3u+ z
�
�3u0 + 3u2

�
+ z2 (u00 � 2u0u+ d1) + z3 (d1u� e2) +O

�
z4
�
= 0:

Soit P = � + �z + 
z2: En faisant le calcul, on obtient les conditions necéssaires de

stabilité

A0 = 3�; � = 0; A1 = 0;

A2 = e1 + d1 � 
; 
 = e1 + d1;

A3 = �e2 + 
0; 
0 = e2:
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

De ces relations, on obtient

e2 = e01 + d01: (4.4.9)

De (4.4.8 ) et (4.4.9 ) ; on déduit

e01 = d01 = 0; e1 = k1; d1 = k2:

Si maintenant on veut trouver les conditions de stabilité de l�équation (4.4.3 ) corre-

spondantes aux zéros mobiles sans passer par l�équation (4.4.3 ) on procède comme suit: en

posant y = w�1 dans (4.4.3 ) ; on obtient(
w2w000 = 5ww0w00 � 4w03 � 2w3w0 + F (x; w) ;

y01 = 1; (r11; r12) = (�2; 2) :
(4.4.10)

On peut choisir encore une transformation T (�; �; ') telle que b0 = c�1 = 0; de plus

l�intégrale générale a deux familles de zéros simples mobiles, ce qui implique e�2 = 0:

L�équation que doit véri�er u est

(�6u0 + e0) + z
�
6u0 � 6u2 � 2d0

�
+O(z2) = 0:

Si on pose P = �+ �z; on obtient les conditions necéssaires de stabilité

A0 = �6�+ e0; � = 0; e0 = 0;

A1 = �2d0; d0 = 0:

L�équation (4.4.3 ) s�écrit donc sous la forme

yy000 = y0y00 + 4y3y0 + k1y
2 + k2y

0: (4.4.11)

Pour montrer que les conditions de stabilité précédentes sont su¢ santes, nous allons

intégrer l�équation (4.4.11 ).

Si k1 = 0; l�intégrale première de l�équation (4.4.11 ) est

y00 = 2y3 + ky + k2;

où k est une constante arbitraire; cette dernière admet une intégrale première et y s�exprime

par des fonctions elliptiques.

Si k1 6= 0; k2 6= 0; l�intégrale première de l�équation (4.4.11 ) est

y00 = 2y3 + (k1x+ k) y � k2: (4.4.12)
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Pour ramener l�équation (4.4.12 ) à une forme canonique, posons y  y+ �: En choisis-

sant � convenablement, on obtient:

y00 = 2y3 + xy + k3;

et on est ainsi ramené à l�équation PII de Painlevé et aux fonctions elliptiques.

Remarque 4.7. Pour rij < 0; on ne trouve, dans ce cas, aucune nouvelle condition néces-

saire de stabilité en considérant des substitutions du type (4.4.10 ).

I.1.ii. Cas où 2b0 + c�1 + e�1 = 0

On peut encore raisonner d�une autre façon. En utilisant le test de Painlevé,

on obtient avec la transformation (4.4.1 ) ; les conditions de stabilité correspondantes à

(r11; r12) = (2; 4)

d�1 = 0; c00�1 + c�1c
0
�1 = 0;

b00 + b20 = 0; si c�1 = 0;

b0c�1 = c0�1 � c2�1; si c�1 6= 0:

Nous distinguerons les cas suivants.

I.1.ii.a. Pour b0 = c�1 = 0; on obtient l�équation

yy000 = y0y00 + 4y3y0 + k1y
2y0 +

�
�k1k2

6
x+ k3

�
y0 + k2y

2 + k1k2
6
: (4.4.13)

Cette dernière admet comme intégrale première l�équation

y00 = 2y3 + k1y + (k2x+ k4) y +
k1k2
6
x+ k3:

Pour ramener l�équation précédente à une forme canonique, posons y  y � k1
6
. On

obtient

y00 = 2y3 +
�
k̂1x+ k̂2

�
y + k̂3;

et on est ainsi ramené à l�équation PII de Painlevé.

I.1.ii.b. Pour b0 = 1
x
et c�1 = 0; on obtient l�équation

yy000 = y0y00 + 4y3y0 +
1

x

�
yy00 � 2y4

�
+ k1

x
y2y0 � 2k1

x2
y3 +

�
� k21
2x3
+ k2

x

�
y2

+
�
k1
3x3
+ k1k2

6x
� k31

108x3
+ k3

�
y0 +

�
4k1
3x4
+ k1k2

3x2
� k31

27x4
+ k3

x

�
y:

Cette dernière admet comme intégrale première l�équation

y00 = 2y3 + k1
x
y2 +

�
k21
6x2
� k2 + k4x

�
y � k1

3x3
� k1k2

6x
+

k31
108x3

� k3;
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

et on est ainsi ramené de nouveau à l�équation PII de Painlevé.

I.1.ii.c. Pour b0 = � 3
x
et c�1 = 2

x
, on obtient l�équation

yy000 = y0y00 + 4y3y0 +
1

x

�
�3yy00 + 2y02 + k1x

2y2y0 + 4y4 + 8
3
k1xy

3
�

+
�
� k31
144
x3 � k1k2

12
x+ k3

x

�
y0 +

�
k21
2
x+ k2

x

�
y2 +

�
k31
36
x2 + k1k2

6

�
y:

I.2. Étude de l�équation, dont l�intégrale générale a trois familles de pôles simples8>><>>:
yy000 = y0y00 + y2y00 + 4y3y0 � 2y5 +B (x; y) y00 + C (x; y) (y0)2 +D (x; y) y0 + E (x; y) ;

y01 = �1; y02 = 1; y03 = �2;
(r11; r12) = (1; 4) ; (r21; r22) = (3; 4) ; (r31; r32) = (�2; 6) :

(4.4.14)

La méthode de Bureau n�est pas concluante pour ce cas, à cause d�insu¢ sance d�indices

positifs, alors on applique le test de Painlevé à l�équation (4.4.14 ) pour obtenir sous quelles

conditions l�équation peut être stable.

(a) Cas où y01 = �1
Pour simpli�er les calculs, en e¤ectuant une transformation T (�; �; ') ; nous pouvons

supposer les coe¢ cients A et B dans y(0)2 =
�
y
(0)
1

�2
+ Ay

(0)
1 +B nuls. Par suite on obtient:

c�1 = 3e3 + d1; e2 = �c�2 � 2b�1 � d0:

Les conditions de stabilité correpondantes à (r11; r12) = (1; 4) s�écrivent sous la forme:

b0 = �d1 � 2e3; d1 = �3e3; b0 = 1
2
e3c�2 � 2d�1;

d0 = �3b�1 � 5
2
c�2; b1 = �1

2
c�2e

2
3 + d�1e3 � d�2:

(b) Cas où y02 = 1

En e¤ectuant une transformation T (�; �; '), nous pouvons supposer y(0)1 = 1
2
e3 nul (

i.e. e3 = 0), les conditions de stabilité correpondantes à (r21; r22) = (3; 4) s�écrivent donc

sous la forme:

e3 = 0; d�1 = 0; d�2 = �45
8
c2�2 � 13b�1c�2 � 15

2
b2�1:

(c) Cas où y03 = �2
De même y ' �2z�2 conduit à la série de Laurent

y(0) = �2z�1 + :::+ y
(0)
6 z4 + :::;

avec deux constantes arbitraires. La troisième apparait en perturbation [20]. Supposons la

solution sous la forme:

y = y(0) + "y(1) + "2y(2) + :::;
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

où le petit paramètre " ne �gure pas dans l�équation (4.4.14 ) : L�équation linéarisée en y(1)

est

Ê 0(x; y(0))y(1) = 0; où y(1) =
+1P
j=�2

y
(1)
j z�1+j:

En e¤ectuant une transformation T (�; �; '), nous pouvons supposer y(1)0 = �1
8
c�2y

(1)
�2

nul, les conditions de stabilité correspondantes à (r31; r32) = (�2; 6) s�écrivent sous la
forme:

Q
(1)
6 � �112b�1

�
y
(0)
6

��
y
(1)
�2

�
= 0;

Q
(2)
6 � �1

8
e2�1

�
y
(1)
�2

�2
= 0;

Q
(5)
6 � 15

32
e�2

�
y
(1)
�2

��
y
(1)
�1

�4 �
y
(0)
6

�
= 0:

On déduit immédiatement

b�1 = c�2 = e�1 = e�2 = 0:

Par conséquent, l�équation complète (4.4.14 ) à points critiques �xes est

yy000 = y0y00 � y2y00 + 4y3y0 + 2y5 + (2k1x+ k2) y
3 + k1

�
y2 + y0

�
:

Cette dernière admet comme intégrale première l�équation :

y00 = 2y3 + (2k1x+ k2) y � k1:

L�intégration de cette équation est connue: elle s�intègre à l�aide des fonctions elliptiques.

I.3. Considérons l�équation, dont l�intégrale générale a trois familles de pôles simples,8>><>>:
yy000 = y0y00 + y2y00 + 1

4
y3y0 � 1

8
y5 +B (x; y) y00 + C (x; y) (y0)2 +D (x; y) y0 + E (x; y) ;

y01 = �2; y02 = 4; y03 = �4;
(r11; r12) = (1; 3) ; (r21; r22) = (4; 6) ; (r31; r32) = (�2; 4) :

(4.4.15)

Raisonnons comme plus haut.

(a) Cas où y01 = �2
En e¤ectuant une transformation T (�; �; '), nous pouvons supposer les coe¢ cients A

et B de y(0)2 = 1
2

�
y
(0)
1

�2
+ Ay

(0)
1 +B nuls. Par suite, on obtient:

c�1 = 12e3 + 2d1; c�2 = �4b�1 � 2b�1 � 2d0:

Les conditions de stabilité correspondantes à (r11; r12) = (1; 3) s�écrivent sous la forme:

b0 = �8e3 � 2d1; d1 = �6e3; b�1 = �8e3 � 2d0; d�1 = �2b0:
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

(b) Cas où y02 = 4

En e¤ectuant une transformation T (�; �; '), nous pouvons supposer y(0)1 � 32
3
e3 = 0:

Les conditions de stabilité correspondantes à (r21; r22) = (4; 6) sont:

d�2 = 12d0b�1 � 12b�1 � 3d20 + 4b1; e2 = 0; e�2 = �27
8
d30 + 32b0 + 3d0b1:

(c) Cas où y03 = �4
En e¤ectuant une transformation T (�; �; '), nous pouvons supposer y(0)1 � �1

8
d0 = 0:

Les conditions d�indices correspondantes à (r31; r32) = (�2; 4) sont:

Q
(1)
4 � 128b0

�
y
(1)
�2

�
= 0;

Q
(2)
4 � b1

�
�290

�
y
(0)
4

�
� 52

3
b1

��
y
(1)
�2

�2
= 0;

Q
(3)
4 � 1

128
e2�1

�
y
(1)
�2

�3
= 0:

On déduit que

b0 = 0; b1 = 0 ou b1 =
�435
26

�
y
(0)
4

�
� k; e�1 = 0:

Par conséquent, l�équation complète (4.4.15 ) à points critiques �xes doit être sous une

des formes suivantes:

yy000 = y0y00 + y2y00 +
1

4
y3y0 � 1

8
y5 + k

�
4
y0

y
+ y

�
:

Cette équation est di¢ cile à intégrer a�n d�obtenir les conditions su¢ santes.

yy000 = y0y00 � 2y2y00 + y3y0 + y5 � 12
x2
y3 +

24

x3
y0 +

72

x4
y: (4.4.16)

Cette équation admet comme intégrale première l�équation:

y00 = �yy0 + y3 � 12
x2
y � 24

x3
:

yy000 = y0y00 � 2y2y00 + y3y0 + y5 + (k1x+ k2) y
3 + 2k1y

0 + k1y
2: (4.4.17)

Cette dernière admet comme intégrale première l�équation:

y00 = �3yy0 � y3 � (k1x+ k2) y � 2k1:

En procédant comme dans les exemples du paragraphe précédent, on peut alors énoncer

le résultat suivant: pour que l�équation (4.1.1 ) soit à points critiques �xes, il est nécessaire
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

qu�elle s�écrive sous une des formes suivantes:

I:1. Cas où a1 = 1 et a2 = 08>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

yy000 = y0y00 + 2y3 � y0;

yy000 = y0y00 + y3y0 + k1y
2 + k2y

0;

yy000 = y0y00 + 4y3y0 + k1y
2y0 +

�
�k1k2

6
x+ k3

�
y0 + k2y

2 + k1k2
6
;

yy000 = y0y00 + 4y3y0 + 1
x
(yy00 � 2y4) + k1

x
y2y0 � 2k1

x2
y3 +

�
� k21
2x3
+ k2

x

�
y2

+
�
k1
3x3
+ k1k2

6x
� k31

108x3
+ k3

�
y0 +

�
4k1
3x4
+ k1k2

3x2
� k31

27x4
+ k3

x

�
y;

yy000 = y0y00 + 4y3y0 + 1
x

�
�3yy00 + 2y02 + k1x

2y2y0 + 4y4 + 8
3
k1xy

3
�

+
�
� k31
144
x3 � k1k2

12
x+ k3

x

�
y0 +

�
k21
2
x+ k2

x

�
y2 +

�
k31
36
x2 + k1k2

6

�
y:

yy000 = y0y00 + y2y00 + 2y3y0 + ky0 + k
2
y2;

yy000 = y0y00 + y2y00 + 2y3y0 + kyy0 +
�
60
x3
+ k

2

�
y2;

yy000 = y0y00 + y2y00 + 4y3y0 � 2y5 + 4 (k1x+ k2) y
3 � 2k1y2 + 2k1y0;

8>>>>><>>>>>:
yy000 = y0y00 � 2y2y00 + y3y0 + y5 � 12

x2
y3 + 24

x3
y0 + 72

x4
y;

yy000 = y0y00 + y2y00 + 1
4
y3y0 � 1

8
y5 + k

�
4y

0

y
+ y
�
;

yy000 = y0y00 + y2y00 + 1
4
y3y0 � 1

8
y5 � 2 (k1x+ k2) y

3 � 2k1y2 � 4k1y0;
yy000 = y0y00 + y2y00 + 1

4
y3y0 � 1

8
y5 � 2 (k1x+ k2) y

3 + k1y
2 � k1y

0;

I:2. Cas où a1 = 2 et a2 = 08>>>>><>>>>>:
yy000 = 2y0y00 � 3yy0 + b0 (y

00 � y) ;

yy000 = 2y0y00 + y3y0 + ky0;

yy000 = 2y0y00 + 2y3y0 + kyy0; y00 = 2y3 + k1y
2 � k

2

yy000 = 2y0y00 + 2y2y00 � 3yy02 + 2y3y0 � y5 + ky;

I:3. Cas où a1 = 3 et a2 = 0(
yy000 = 3y0y00 � (2k1x� k2) yy

0 + k3y
0 + k2y

2;

yy000 = 3y0y00 + k1y
0 + k2y:

I:4. Cas où a1 = 3 et a2 = �2
y2y000 = 3yy0y00 � 2y03 + y3y00 + b0 (y

2y00 � 2yy02 � y5)

+b�1 (yy
00 � 2y02) + d0 (y

2y0 + y4) +
�
2 (b�1)

0 � 3b0b�1
�
yy0

+b0y
3 �

�
(b�1)

00 � b0 (b�1)
0 � d0b�1

�
y2 � b0 (b�1)

2 y:

4.4.3 Deuxième cas. (p; q) = (�2; �9)

Considérons maintenant l�équation complète suivante

yy000 = y0y00 + y2y00 + 2y3y0 + F2 (x; y) ; (4.4.18)
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

avec F2 donnée par

F2 (x; y) = b0y
2y00 + b1yy

00 + c�1yy
02 + c0y

02 + d0y
2y0

+d1yy
0 + d2y

0 + e1y
3 + e0y

2 + e�1y + e�2:

Il y a deux familles de pôles doubles

y01 = �1; y02 = 2; (r11; r12) = (2; 3) ; (r21; r22) = (2; 6) :

Par une transformation T (�; �; '), on peut supposer

d1 = �e3 � 2b0 � c�1; b0 = �3
2
c�1:

En utilisant la condition de stabilité correspondante à r11 = 2; on déduit que l�équation

de type (4.4.18 ) peut véri�er la propriété de Painlevé uniquement si on a

d0 = �2b�1 � b�1 � c�2; c�2 = �2b�1 � 2b�1:

La condition de stabilité correspondante à r12 = 3 est

Q
(0)
3 � �3 (c�1 � e3) y

(0)
2 � (b0 + d�1) = 0;

et la condition correspondante à r22 = 6 est une égalité polynomiale de degré deux en y
(0)
2

de la forme:

Q
(0)
6 � A

�
y
(0)
2

�2
+By

(0)
2 + C = 0; A = B = C = 0:

De ces conditions, on déduit que:

e3 = c�1; b0 + d�1 = 0; b�1 = �2b�1 � 1
4
c2�1;

b1 = � 1
16
c4�1 � 5

8
b�1c

2
�1 � 1

2
d�1c�1 + d�2 +

1
2
b�1;

e�2 = �1
2
b�1 +

3
8
c2�1b�1 � 1

2

�
d�2 � 3

4
c4�1 + 2c�1d�1

�
b�1 +

1
32
c6�1

+1
4
d�1c

3
�1 � 1

4
d�2c

2
�1 � c�1e�1 � 4d2�1:

Par suite, pour que l�équation (4.4.18 ) soit à points critiques �xes, il est nécessaire

qu�elle s�écrive sous une des formes suivantes:8>><>>:
y000y = y00y0 + 6y2y0 + k1y

0;

y000y = y00y0 + 6y2y0 + (k1z + k2) y
0;

y000y = y00y0 + 6y2y0 + k1y + (k1x
2 + k2x+ k3) y

0 + (k1x+ k2) y:
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

4.4.4 Troisième cas. (p; q) = (�3; �12)

Considérons l�équation(
y000y = y00y0 + e2y

3 + F3 (x; y) ;

y0e2 = �24; (r1; r2) = (4; 6) ;
(4.4.19)

avec F3 donnée par

F3 (x; y) = b0y
2y00 + b�1yy

00 + c�1yy
02 + c�2y

02 + d0y
2y0

+d�1yy
0 + d�2y

0 + e1y
3 + e0y

2 + e�1y + e�2:

En faisant le changement de variables: (y = y0z
�3; z0 = 1 + uz), l�équation (4.4.19 ) se

ramène au système:8>>>>>>><>>>>>>>:

z0 = 1 + uz;

(45u+ 12b0 + 9c�1) + z (�u0 � 53u2 + 21b0u+ 2c�1 � 3d0)
+z2(u00 � 18u3 � 3b0u0 + 9b0u2 + 9c�1u2 � 3d0u+ e1)

+z3(12b1
y0
+ 9c0

y0
) + z4(21b1u

y0
+ 18c0u

y0
� 3d1

y0
)

+z5(�3b1u
0

y0
+ 9b1u2

y0
+ 9c0u2

y0
� 3d1u

y0
+ e2

y0
) +O(z6) = 0:

(4.4.20)

Par une transformation T (�; �; '), on peut supposer 12b0 + 9c�1 = 0:

La condition de stabilité correspondante à r11 = 4 est

c�2 = �2c�1b0 � 9
8
c2�1d0 � 3

2
d20 � 4

3
b�1:

La condition de stabilité correspondante à r12 = 6 est une égalité polynomiale de degré

un par rapport à y(0)4 de la forme:

Q
(0)
6 � Ay

(0)
4 +B = 0; A = B = 0:

Par suite, on déduit que:

d0 =
15
4
c2�1; b�1 =

880875
1024

c6�1 +
4455
16
b0c

3
�1 +

45
16
b�1c

2
�1 +

45
4
d�1c�1 � 8b0:

Pour simpli�er les calculs posons b0 = c�1 = 0; ce qui est possible en utilisant une

transformation T (�; �; '). En�n, on obtient:

b1 = c0 = d�2 = e�2 = e3 = 0:

L�équation que doit véri�er u est alors:

45u+ z (�u0 � 53u2 � 3d0) + z2(u00 � 18u3 � 3d0u+ e1)� 3d1z4

+z5(�3d1u+ e2) +O(z6) = 0:
(4.4.21)
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Posons P = �+ �z + 
z2 + �z3 + "z4 telles que � et � soient des paramétres constants.

L�équation (4.4.21 ) devient

A0 + A1z + A2z
2 + A3z

3 + A4z
4 + A5z

5 +O(z6) = G (P ) : (4.4.22)

avec G (u) le premier membre de (4.4.22 ) ; en identi�ant les coe¢ cients on obtient:

A0 = 45�; � = 0; A1 = 44� � 3d0; A2 = �0 + 45
 + e1;

A3 = 3� + 3
0 + �00 � 52�2 + 3d0�;

A4 = 5"+ 
00 + 3��0 + 114�
 + 18�2 � 3d0� � 3d1
A5 = 7"0 + e2 + 3d0
 + 5�


0 + 4�0
 � 16�3 � 45
2 + 18��:

Choisissons �; �; 
; �; " telles que Ai = 0 ( i = 0; :::; 5 ):

� constant, A3 = 0) � = 0:

Pour obtenir d�autres conditions de stabilité, e¤ectuons dans (4.4.19 ) ; la transformation

wy = 1; il vient

w2w000 = 5ww0w00 � 4w03 + d�1w
3w0 + F3(x; w) (4.4.23)

d�1y0 = �2; � = �3; 1 ou (r1; r2) = (�2; 2) :

En e¤ectuant une transformation T (�; �; '), nous pouvons supposer:

d�1 = �2; b0 = c�1 = 0:

L�équation donnant u est

(�6u+ e0) + z(6u0 � 6u2 � 2d0) +O(z2) = 0:

Si on remplace dans l�équation précédente P par �+�z où � et � sont deux constantes,

les conditions nécéssaires de stabilité du système (4.4.20 ) sont A0 = A1 = 0; et il vient

A0 + A1z +O(z2) = G (P ) ;

comme on a

A0 = �6�+ e0; e0 = 0; � = 0;

A1 = �2d0; d0 = 0;
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

nous obtenons la condition nécessaire de stabilité e2 = e0 = 0 et par suite

A1 = 44� � 3d0 = o =) � = 0;

A2 = 45
 + e1; A3 = 3

0; A4 = 5"� 3d1; (4.4.24)

A5 = 7"0 + e2 + 3d0
 +�45
2:

On en déduit en�n

A4 = 0) 5" = 3d1;

d�où d1 = k (constante arbitraire ), avec

A5 = e2 + 3d0
 +�45
2:

Des relations (4.4.24 ) découle que 
 = e1 = 0:

Par suite, l�équation (4.4.19 ) s�écrit sous la forme:

yy000 = y0y00 � 24y3 + ky0.

4.4.5 Quatrième cas. p entier négatif quelconque

Dans cette section, nous considérons le type de l�équation (4.1.1 ) où

b1 = c0 = d1 = d2 = e2 = e4 = 0:

L�équation complète correspondante est dans ce cas:

y2y000 = a1yy
0y00 + a2y

03 + b�1y
2y00 + c�2yy

02 + d�1y
2y0 + e0y

3: (4.4.25)

Pour obtenir les conditions de stabilité, posons y0 = vy dans (4.4.25 ), et alors nous

obtenons

v00 = (a1 � 3) vv0 + (a1 + a2 � 1) v3 + (b�1 + c�2) v
2 + b�1v

0 + d�1v + e0: (4.4.26)

Nous distinguons les cas suivants.

Si l�on pose a2 = 0; l�équation (4.4.26 ) se réduit à

yy000 = a1y
0y00 + b�1yy

00 + c�2y
02 + d�1yy

0 + e0y
2: (4.4.27)

qui représente un type d�équations considéré par Chazy [13].
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

IV.1. Cas où a1 = 1 et a2 = 0

L�équation correspondante est

v00 = (b�1 � 2) vv0 + (b�1 + c�2) v
2 + d�1v + e0; (4.4.28)

elle doit avoir son intégrale générale stable.

On ramène cette équation à la forme canonique en posant v = u+ � (x) :

u00 = �2u0u+ (b�1 � 2�)u0 + (b�1 + c�2)u
2 � (2�0 � 2 (b�1 + c�2)�� d�1)u�H (x) ;

avec

H (z) = �00 + 2��0 � b�1�
0 � (b�1 + c�2)�

2 � d�1�� e0:

La condition de stabilité se déduit de(
2�0 � 2 (b�1 + c�2)�� d�1 = 0;

b�1 � 2� = b�1 + c�2 ) 2� = �c�2;

où c�2 est la solution générale de

� (c�2)0 + c�2 (b�1 + c�2)� d�1 = 0:

Ce qui donne une relation entre les coe¢ cients en choisissant �.

IV.2. Cas où a1 = 2 et a2 = 0

L�équation correspondante est

v00 = (b�1 � 1) vv0 + v3 + (b�1 + c�2) v
2 + d�1v + e0: (4.4.29)

Posons v = u+ � (x) : En choisissant

� (x) = �2b�1 + 3c�2
10

;

l�équation (4.4.29 ) s�écrit donc sous la forme:

u00 = �uu0 + u3 + P (x)
�
3u0 + u2

�
+R (x)u+ S (x) ; (4.4.30)

où nous avons posé

P (x) = �4b�1 + c�2
10

;

R (x) = ��0 + 3�2 + 2 (b�1 + c�2)�+ d�1�+ e0;

S (x) = ��00 � (�� b�1)�
0 + �3 + (b�1 + c�2)�

2 + d�1�+ e0:
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4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

A cet e¤et, rappelons un résultat connu [35, Ince]: pour qu�une équation de type (4.4.30 )

ait ses points critiques �xes, il faut et il su¢ t que

i) : R (x) = P 0 (x)� 2P 2 (x) ; S (x) = 0;

ii) : P (x) =
q0 (x)

2q (x)
; R (x) =

q00

2q
� q02

q2
� q (x) ; S (x) = 0;

iii) : R (x) = P 0 (x)� 2P 2 (x)� 12q2 (x) ; R (x) = q0

q
+ q (x) ; S (x) = �24q3 (x) ;

iv) : P (x) = �2q (x)
q0 (x)

; R (x) = � 24x
q (x)

; S (x) =
12

q (x)
; q (x) = 4x3 � �x��;

v) : P (x) = 0; R (x) = �12q (x) ; S (x) = 12q0 (x) ; q00 (x) = 6q2 + x:

En appliquant ce résultat, on obtient des conditions nécessaires pour que l�équation

(4.4.25 ) soit à points critiques �xes.

IV.3. Cas où a1 = 3 et a2 = 0

Dans ce cas l�équation (4.4.26 ) devient:

v00 = b�1vv
0 + 2v3 + (b�1 + c�2) v

2 + d�1v + e0: (4.4.31)

En e¤ectuant une transformation T (�; �; ') qui s�écrit sous la forme:

v = � (x)V (t) + � (x) ; t = ' (x) ;

nous obtenons l�équation du second ordre suivante:

�V =
'02

�

�
�'00

'03
� 2�

0

'02
+ b�1

�

'0

�
_V + 2�2'02V 3 + �'02 (6�+ b�1 + c�2)V

2

+

�
� �00

'02
+
�0'00

'03
+ b�1

�0

'0
+ 6�2�+ 2 (b�1 + c�2)��+ d�1�

�
V (4.4.32)

+
'02

�

�
�00

'02
+
�0'00

'03
+ b�1

�0

'0
+ 2�3 + (b�1 + c�2)�

2 + d�1�+ e0

�
;

dont l�intégrale générale doit être à points critiques �xes. On sait que cette équation est à

point critiques �xes [9; 35] si et seulement si elle se ramène à une équation de la forme:

�V = 2V 3 + A (x)V +B (x) : (4.4.33)

En identi�ant les coe¢ cients de V; V 3 dans (4.4.32 ) et (4.4.33 ), on déduit que �; � et '

sont déterminés par les relations:

�2'02 = 1;
�'00

'03
� 2�

0

'02
+ b�1

�

'0
= 0; �'02 (6�+ b�1 + c�2) = 0: (4.4.34)

82



4.4. Conditions pour que l�équation complète de (4.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Des équations (4.4.34 ) ; on déduit que:

� = �b�1 + c�2
6

; � =
1

3

Z
b�1dt; ' = �

Z
1

�
dt;

ce qui revient à prendre A (x) et B (x)

A (x) � �x+ � = ��
00

�
+
�0'00

'0
+ b�1

�0'0

�
+ 6�2'02 + 2 (b�1 + c�2)�'

02 + d�1'
02;

B (x) � 
 =

�
�00 +

�0'00

'03
+ b�1

�0

'0
+ 2�3'02 + (b�1 + c�2)�

2'02 + d�1�'
02 + e0'

02
�
1

�
;

avec �; � et ' des fonctions données par les relations (4.4.34 ).

Par exemple si on prend:

i) c�2 =
6

x
, l�équation (4.4.25 ) s�écrit sous la forme

yy000 = 3y0y00 + 6
y02

x
; (4.4.35)

et si l�on pose w = y0

y
; l�équation (4.4.35 ) devient

w00 = 2w3 + 6
w2

x
;

et ainsi, si w est à points critiques �xes, y l�est aussi. [35]:

ii) c�2 =
3

x
, l�équation (4.4.25 ) s�écrit sous la forme:

yy000 = 3y0y00 + 3
y02

x
; w00 = 2w3 + 3

w2

x
;

iii) c�2 = 0; l�équation(4.4.25 ) devient

yy000 = 3y0y00 + d0yy
0: (4.4.36)

Cette équation se ramène au système(
q = y0

y
; (a)

q00 = 2q3 + d0 (x) q: (b)
(4.4.37)

D�après des résultats connus sur les équations du second ordre [35; p:266], pour que d0 (x)

n�admette pas de point logarithmitique mobile, il faut que

d0 (x) = k1x+ k2;

où k1 et k2 sont constantes arbitraires. Cette condition est donc une condition nécessaire

de stabilité pour y: Montrons qu�elle est su¢ sante:
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4.5. Questions et perspectives

Si k1 = 0, q est une fonction elliptique. Si k1 6= 0; la dernière équation du système

(4.4.37 ) peut se ramener à l�équation (PII) de Painlevé voir [35; p:232]. On en déduit que

y = C exp
�R
q (u) du

�
est stable.

IV.4. Cas où a1 = 3 et a2 = �2
L�équation correspondante est

v00 = (b�1 + c�2) v
2 + b�1v

0 + d�1v + e0: (4.4.38)

En appliquant une transformation de la forme: v = u+� (x) ; l�équation (4.4.38 ) devient

u00 = (b�1 + c�2)u
2 + b�1u

0 + (2 (b�1 + c�2)�+ d�1)u�H (x) ; (4.4.39)

avec

H (x) = �00 � b�1�
0 � (b�1 + c�2)�

2 � d�1�� e0:

Les conditions de stabilité de (4.4.39 ) sont

(2 (b�1 + c�2)�+ d�1) = 0; b�1 + c�2 = 6; b�1 = 0:

En tenant compte des conditions de stabilité déjà obtenues, l�équation (4.4.39 ) doit

s�écrire sous la forme:

u00 = 6u2 �H (x) ; (4.4.40)

dont les indices de Fuchs sont r1 = �1 et r2 = 6; avec u0 = 1:
L�équation (4.4.40 ) peut véri�er la propriété de Painlevé uniquement si:

Q6 � �
H 00 (x)

2
= 0:

Donc pour que l�équation (4.4.40 ) soit stable, il faut et il su¢ t que H (x) = k1x + k2:

Par exemple, on peut prendre comme équation à points critiques �xes l�équation:

y2y000 = 3yy00y0 � 2y03 + b0
�
yyy00 � yy02

�
+ d0y

2y0 + e1y
3;

Cette dernière équation se ramène ( poser y = ev ) à l�équation linéaire

v000 = b0v
00 + d0v

0 + e1;

d�où l�on en déduit que y est stable.

4.5 Questions et perspectives

Pour terminer ce chapitre, signalons quelques problèmes qui ne sont pas encore résolus:

il reste à examiner si les intégrales générales des équations trouvées dans la section 4 sont

e¤ectivement à points critiques �xes et donner les solutions générales de ces équations.
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Chapitre 5

Équations à points critiques �xes

admettant comme équation simpli�ée

l�équation y0y000 = �y002

Sommaire
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5.2 Conditions pour que l�équation simpli�ée de (5.1.1 ) ait ses

points critiques �xes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5.2.1 Détermination de toutes les équations (5.2.1 ) dont l�intégrale est

à points critiques �xes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5.3 Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points

critiques �xes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5.3.1 Premier Cas. � = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5.3.2 Deuxième cas. � 6= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5.4 Questions et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

85



5.1. Introduction

5.1 Introduction

Le présent chapitre, concerne l�étude de l�équation di¤érentielle de la forme(
y000 (�y0 + �y2) = �y002 + a1y

00y0y + a2y
00y3 + a3y

03 + a4y
02y2 + a5y

0y4

+a6y
6 + a7y

00y2 + a8y
02y + a9y

4 + a10y
0y2 + a11y

3
(5.1.1)

où �; �; � et ai (i = 1; :::; 11) désignent des constantes.

Nous donnons ci-dessous des conditions nécessaires de stabilité relatives à l�équation

(5.1.1 ) ; ces conditions s�obtiennent par les mêmes méthodes que dans [9]; nous ferons

une étude complète pour certaines équations obtenues qui paraîssent assez simples. La

motivation vient de ce que certaines de ces équations ont déjà été rencontrées dans la

littérature, notamment celles étudiées par I. P. Martynov en 1985 dans [48]; P. A. Clarkson

dans [15], D. Holm et A. Hone dans [33, 2003] et N. Kudryashov en 2005 dans [43]:

5.2 Conditions pour que l�équation simpli�ée de (5.1.1 )

ait ses points critiques �xes

Pour obtenir une condition de stabilité de l�équation (5.1.1 ), nous utilisons la méthode

du petit paramètre ": Dans (5.1.1 ) remplaçons x par x0 + "x, " constant, et en posant

" = 0 dans le résultat, nous obtenons l�équation simpli�ée

y000 = �
y002

y0
. (5.2.1)

Pour que l�équation (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes, il faut donc que l�équation

(5.2.1 ) ait son intégrale générale stable.

5.2.1 Détermination de toutes les équations (5.2.1 ) dont l�intégrale

est à points critiques �xes

Faisons le changement de fonction

y0 = vy

dans (5.2.1 ), l�équation considérée devient

v00 = �
v02

v
+ (2� � 3) vv0 + (� � 1) v3; (5.2.2)
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

et ainsi, si y est à points critiques �xes, v l�est aussi.

Ce type d�équation a été étudié complètement dans [26; Gambier]: Pour que la fonction

v (x) ainsi dé�nie soit stable, il faut donc que � soit égal à 1 ou (� � 1) =�, où � désignent
un entier positif ou négatif ou in�ni, mais di¤érent de 0; �1:
Une étude particulière sera faite pour les valeurs de � suivantes:

� 2 f�2; 1; 2; 3; 4; 5; 1g :

Remarque 5.1. [9] Si � =2 f1; �2g ; on peut supposer � > 1: Le cas où � est négatif se

ramène au cas précédent par la transformation v = u�1:

On suppose que la solution générale de l�équation (5.1.1 ) dans un petit voisinage d�une

singularité x0 �mobile�est algébrique. Alors y (x) peut s�écrire sous la forme

y � y0 (x� x0)
p : (5.2.3)

En dérivant l�équation (5.2.3 ) et en remplaçant ensuite dans l�équation (5.1.1 ) ; on

trouve que la liste de toutes les puissances de (x� x0) est donnée par

[2p� 4; 3p� 3; 4p� 2; 5p� 1; 6p; 3p� 2; 4p; 3p� 1; 3p] :

On choisira ensuite l�entier p de telle sorte qu�au moins deux éléments de la liste précédente

soient égaux. On constate aussitôt que les seules valeurs de p qui véri�ent cette condition

sont : p = �1;�2;�3 et �4: Nous allons étudier séparément chacun de ces cas.

5.3 Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 )

ait ses points critiques �xes

On a deux cas à distinguer suivant que � = 0 ou � 6= 0.

5.3.1 Premier Cas. � = 0

Nous allons distinguer de nouveau les cas suivants:

I.1. Cas où � = 0 et � = 0

Dans ce cas, l�équation (5.1.1 ) s�écrit nécessairement sous la forme:

y00 = R (y0; y; x) ; (5.3.1)

où R (y0; y; x) est une fonction rationnelle de y et y0 dont les coe¢ cients sont des fonctions

analytiques en x: Les équations (5.3.1 ) dont l�intégrale générale est à points critiques �xes

ont été déterminées par Painlevé et Gambier.
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

I.2. Cas où � 6= 0 et � = 0
L�équation (5.1.1 ) est nécessairement de la forme:

y000 = P3 (x; y) y
00 + P2 (y; x) y

02 + P1 (y; x) y
0 + P0 (y; x) :

Chazy dans [13] a considéré les équations di¤érentielles polynomiales du troisième ordre

où P3; P2; P1 et P0 sont des polynômes. Il a montré que pour qu�une équation de ce type

véri�e la propriété de Painlevé, il est nécessaire que sa réduite ou sa simpli�ée se ramène à

l�une des treize équations (dites équations de Chazy).

Cet auteur dans son étude n�a pas pu prouver si parmi ces équations, il y en a qui

dé�nissent de nouvelles fonctions. Par la suite, Cosgrove [22] a complété l�intégration de

toutes les équations de Chazy. Il s�avéra que les équations de Chazy ne dé�nissent pas de

nouvelles fonctions. Pour plus de détails, on peut consulter l�article de Cosgrove [22].

I.3. Cas où � = 0 et � 6= 0
Sans perdre de généralité, on peut �xer � = 1 et ainsi (5.1.1 ) devient(

y2y000 = a1y
00y0y + a2y

00y3 + a3y
03 + a4y

02y2 + a5y
0y4 + a6y

6

+a7y
00y2 + a8y

02y + a9y
4 + a10y

0y2 + a11y
3:

(5.3.2)

Cette équation a été étudiée dans le chapitre précédent.

I.4. Cas où � 6= 0 et � 6= 0
L�équation (5.1.1 ) est nécessairement de la forme

y000 = P (y00; y0; y; x) ;

où P désigne un polynôme en y00; y0; y, à coe¢ cients analytiques en x: Cette équation a été

étudiée par Chazy dans [13] et Cosgrove dans [22].

5.3.2 Deuxième cas. � 6= 0

L�étude sera faite suivant les valeurs de (p; q).

II.1. Cas où (p; q) = (�1; �6)

Supposons maintenant que ai; (i = 1; :::; 6) ; ne sont pas tous nuls. En faisant dans

(5.1.1 ) le changement de variables

x! x0 + "x; y ! "�1y; "! 0;
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

(" tendant vers zéro ), nous obtenons l�équation réduite correspondante suivante

y000
�
�y0 + �y2

�
= �y002 + a1y

00y0y + a2y
00y3 + a3y

03 + a4y
02y2 + a5y

0y4 + a6y
6; (5.3.3)

qui doit être stable.

Pour déterminer les conditions de stabilité posons

y ' y0 (x� x0)
(�1) + �̂ (x� x0)

(r�1) + :::; (5.3.4)

où r est un nombre réel.

En vertu du théorème de Bureau, pour que (5.3.12 ) véri�e la propriété de Painlevé, il

est nécessaire que les racines de l�équation indicielle

(r + 1)
�
(� � �y0) r

2 +H (y0) r +G (y0)
�
= 0; (5.3.5)

avec (
H (y0) = a2y

2
0 + (7�� a1) y0 + (4� � 7�) ;

G (y0) = a5y
3
0 � 2 (a4 + 2a2) y20 � 3 (6�� 2a1 � a3) y0 � 8 (2� � 3�) ;

où y0 est donné par

a6y
4
0 � a5y

3
0 + (a4 + 2a2) y

2
0 + (6�� 2a1 � a3) y0 + 2 (2� � 3�) = 0; (5.3.6)

soient entières et distinctes.

Dans la suite, nous allons étudier séparément les cas suivants:

1 : a6 = a5 = 2a2 + a4 = 0:

2 : a6 = a5 = 0:et 2a2 + a4 6= 0.
3 : a6 = 0 et a5 6= 0.
4 : a6 6= 0:

Si par exemple a6 6= 0; notons par y01; y02; y03; et y04 les solutions de l�équation (5.3.6 )
distinctes deux à deux. On a les relations suivantes :X

1�i�4
y0i =

a5
a6
;

4Y
j=1

y0j =
2(2��3�)

a6
;X

1�i<j<k�4

y0iy0jy0k = � (6��2a1�a3)
a6

;
X

1�i<j�4
y0iy0j =

(a4+2a2)
a6

:
(5.3.7)

D�après (5.3.5 ) et (5.3.7 ), le produit des indices correspondant à y0j, P (y0j) s�écrit sous

la forme

P (y0j) = a5y
3
0j � 2 (a4 + 2a2) y20j � 3 (6�� 2a1 � a3) y0j � 8 (2� � 3�) ; j = 1; :::; 4: (5.3.8)
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Condition 2. Pour que l�intégrale générale de l�équation (5.3.12 ) soit à points critiques

�xes, il faut que les nombres P (y01) ; P (y02) ; P (y03) et P (y04) soient des entiers positifs,

négatifs ou in�nis et véri�ent la relation

4P
j=1

1

P (y0j)
= � 1

2 (2� � 3) �
1

2
� 1

� + 2
; � 6= �2; �1; 0 (5.3.9)

où les quantités y01; y02; y03 et y04; désignent des constantes distinctes.

Cette équation a été utilisée pour la première fois par Chazy [13]; puis par Bureau [9],

Martynov [49], et Cosgrove dans [22].

Remarque 5.2. Dans le deuxième cas, la détermination des équations de la forme (5.3.9 ) ;

dont l�intégrale générale est stable, se ramène à la résolution en nombres entiers de l�équation

1

P (y01)
+

1

P (y02)
= � 1

2 (2� � 3) :

Dans le troisième cas, la détermination des équations de la forme (5.3.9 ) ; dont l�intégrale

générale est stable, est liée à la résolution en nombres entiers de l�équation

1

P (y01)
+

1

P (y02)
+

1

P (y03)
= � 1

2 (2� � 3) :

De même dans le quatrième cas, la détermination des équations de la forme (5.3.9 ) ;

dont l�intégrale générale est stable, est liée à la résolution en nombres entiers de l�équation

1

P (y01)
+

1

P (y02)
+

1

P (y03)
+

1

P (y04)
= � 1

2 (2� � 3) :

Nous allons distinguer les cas suivants.

II.1.1. Cas où � = 0 et � = 0

L�équation (5.3.3 ) est nécessairement de la forme

y002 = A (y0; y; x) y00 +B (y0; y; x) ; (5.3.10)

où A et B sont des fonctions rationnelles de y et y0 dont les coe¢ cients sont des fonctions

analytiques de x. Les conditions pour que l�intégrale générale de l�équation (5.3.10 ) soit

à points critiques �xes ont été déterminées par Bureau [10], Mugan et Sakka [55]; des

résultats plus précis sont données par Cosgrove et Scou�s dans [21]. A titre d�exemple, pour

que l�équation di¤érentielle de degré deux soit à points critiques �xes, il faut qu�elle s�écrive

sous la forme: �
y00 + E0y

02 + E1y
0 + E2

�2
= F0y

04 + F1y
03 + F2y

02 + F3y
0 + F4;
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

où (Ek; Fk) rationnelle en y à coe¢ cients analytiques en x:

II.1.2. Cas où � = 0 et � 6= 0
L�équation (5.3.3 ) peut se ramener à la forme:

y2y000 = �y002 + a1y
00y0y + a2y

00y3 + a3y
03 + a4y

02y2 + a5y
0y4 + a6y

6: (5.3.11)

Pour que l�équation précédente soit à points critiques �xes, il est nécessaire que le coe¢ -

cient � soit nul ( voir [13; 27]): Ainsi, l�équation de type (5.3.11 ) ne véri�e pas la propriété

de Painlevé (� 6= 0).
II.1.3. Cas où � 6= 0 et � = 0

On peut écrire l�équation (5.3.3 ) sous la forme:

y0y000 = �y002 + a1y
00y0y + a2y

00y3 + a3y
03 + a4y

02y2 + a5y
0y4 + a6y

6: (5.3.12)

Nous avons à considérer quatre cas:

II.1.3.1: Cas où a6 = a5 = 2a2 + a4 = 0

Dans ce cas, y (x) possède une seule famille de pôles simples de résidu y0:

Pour que l�équation (5.3.12 ) soit à points critiques �xes, il est nécessaire qu�elle soit

sous une des formes suivantes:8>>>>><>>>>>:
y000y0 = 3

2
y002 + y03;

y000y0 = 1
2
y002 + 4y03; y0 = �1; (r1; r2) = (1; 4);

y000y0 = 3
4
y002 + 3y03; y0 = �1; (r1; r2) = (1; 3);

y000y0 = y002 + 2y03; y0 = �1; (r1; r2) = (1; 2):

Il reste à véri�er que ces équations ont leurs intégrales générales stables.

i. Étude de l�équation di¤érentielle

y000y0 = 3
2
y002 + y03:

En posant

y0 = w; (5.3.13)

on obtient la formule

ww00 = 3
2
w02 + w3; (5.3.14)

qui est une équation du second ordre en w et du premier degré en w00 du type

A (w; x) � 1� 1
�
=
3

2
où � = �2:
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

L�intégration de ces équations est connue, la solution générale w (x) de (5.3.14 ) s�exprime

par des fonctions elliptiques [35].

ii. Étude de l�équation di¤érentielle

y000y0 = 1
2
y002 + 4y03; y0 = �1; (r1; r2) = (1; 4): (5.3.15)

En portant (5.3.13 ) dans (5.3.15 ) ; nous obtenons une équation d�ordre deux

ww00 = 1
2
w02 + 4w3;

qui est stable, ainsi y est stable [35]:

iii. Étude de l�équation di¤érentielle

y000y0 = 3
4
y002 + 3y03; y0 = �1; (r1; r2) = (1; 3): (5.3.16)

En faisant le changement de variable (5.3.13 ) dans (5.3.16 ) ; nous aboutissons à l�équation

ww00 = 3
4
w02 + 3w3;

qui est à points critiques �xes, y est aussi à points critiques �xes [35]:

iv. Étude de l�équation di¤érentielle

y000y0 = y002 + 2y03; y0 = �1; (r1; r2) = (1; 2): (5.3.17)

En dérivant (5.3.17 ) par rapport à x, il vient

y0000 = y000y00 + 6y02y00:

Si on pose de nouveau y0 = w; on trouve l�équation en w

w000w = w0w00 + 6w2w0:

Cette dernière équation s�intègre par des fonctions elliptiques, par suite y est stable [22]:

II.1.3.2. Cas où a6 = a5 = 0 et 2a2 + a4 6= 0
Dans ce cas, il y a deux familles de pôles simples correspondant respectivement aux

résidus y01 et y02 qui sont solutions de l�équation

(a4 + 2a2) y
2
0 � (2a1 + a3) y0 + 2 (2� � 3) = 0; y0 6= 0: (5.3.18)

Les équations indicielles de (5.3.12 ) sont:(
r21 +H (y01) r1 + P (y01) = 0;

r22 +H (y02) r2 + P (y02) = 0;
(5.3.19)
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

et les solutions de ses dernières équations rj1; rj2; j = 1; 2 doivent être entières.

On a alors, d�après (5.3.18 ) ;

2a2 + a4 =
(4� � 6)
y01y02

; 2a1 + a3 =
(4� � 6) (y01 + y02)

y01y02
;

d�où l�on déduit immédiatement

P (y01) = � (4� � 6)
�
1� y01

y02

�
; P (y02) = � (4� � 6)

�
1� y02

y01

�
: (5.3.20)

Comme P (y01)P (y02) 6= 0; car y01 6= y02; l�équation Diophantine correspondante (5.3.20 )

s�écrit sous la forme:

� (4� � 6) (P (y01) + P (y02)) = P (y01)P (y02) : (5.3.21)

Donc de (5.3.21 ) ; il découle:

1

P (y01)
+

1

P (y02)
= � 1

2 (2� � 3) : (5.3.22)

Notre but consiste à trouver toutes les valeurs de P (y01) et P (y02) entières pour lesquelles

l�équation (5.3.22 ) soit véri�ée. Supposons connues de telles valeurs de P (y01) et P (y02).

La substitution de celles-ci dans (5.3.20 ) donne la valeur de y01
y02
, cette dernière valeur est

prise en considération uniquement si elle véri�e les équations (5.3.20 ) :

Pour chaque couple de valeurs de P (y01) et P (y02), on aura deux équations (5.3.19 )

dont les solutions (r11; r12) et (r21; r22) doivent être entières tout en véri�ant les égalités:

r11:r12 = P (y01) et r21:r22 = P (y02) :

Ces dernières relations donnent un nombre �ni de valeurs possibles pour (r11; r12) et (r21; r22).

La résolution de ce problème nous donne: pour que l�équation (5.3.12 ) soit à points

critiques �xes, il est nécessaire qu�elle soit sous une des formes suivantes.

Pour � = 2 (
y000y0 = 1

2
y002 + 3

2
y00y0y + 1

2
y00y3 + 3y03 � 3y02y2;

y01 = �1; y02 = �2; (r11; r12) = (1; 2) ; (r21; r22) = (�2; 2) ;(
y000y0 = 1

2
y002 � 10

3
y00y0y + 8

3
y00y3 � 40

3
y03 � 64

3
y02y2;

y01 = 1; y02 =
1
4
; (r11; r12) = (3;�4) ; (r21; r22) = (1; 3) ;(

y000y0 = 1
2
y002 � 4y00y0y � 12y03 � 16y02y2;

y01 = 1; y02 =
1
4
; (r11; r12) = (�3; 4) ; (r21; r22) = (1; 3) ;(

y000y0 = 1
2
y002 + 2

3
y00y0y � 4

3
y00y3 + 8

3
y03 + 32

3
y02y2;

y01 = 1; y02 =
�1
2
; (r11; r12) = (3; 4) ; (r21; r22) = (2; 3) :
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Pour � = 3(
y000y0 = 2

3
y002 � 10

3
y00y0y � 30y03 � 100

3
y02y2;

y01 = 1; y02 =
1
10
; (r11; r12) = (�5; 6) ; (r21; r22) = (1; 3) :

Pour � = 4(
y000y0 = 3

4
y002 � y00y3 + 5y02y2;

y01 = 1; y02 = �1; (r11; r12) = (2; 3) ; (r21; r22) = (2; 3) ;(
y000y0 = 3

4
y002 + 5y00y0y + 4y00y3 � 10y03 � 5y02y2;

y01 = 1; y02 = �1; (r11; r12) = (2; 3) ; (r21; r22) = (�2;�3) ;(
y000y0 = 3

4
y002 + 9y00y3 � 15y02y2;

y01 = �1; y02 = 1; (r11; r12) = (�2;�3) ; (r21; r22) = (�2;�3) ;(
y000y0 = 3

4
y002 � 3

2
y00y0y � 9

2
y00y3 + 9y03 + 18y02y2:

y01 = 1; y02 = �1
3
; (r11; r12) = (3; 4) ; (r21; r22) = (1; 4) :

Pour � = 5; 1 , les indices de Fuchs ne sont pas entiers et donc les équations obtenues

sont à points critiques mobiles.

II.1.3.3. Cas où a6 = 0 et a5 6= 0
L�intégrale générale a trois familles de pôles simples mobiles correspondant respec-

tivement aux résidus y01; y02 et y03 qui sont solutions, distinctes deux à deux, de l�équation:

�a5y30 + (a4 + 2a2) y20 � (2a1 + a3) y0 + 2 (2� � 3) = 0; y0 6= 0: (5.3.23)

D�après (5.3.5 ) et (5.3.6 ) ; on tire

3P
j=1

1

P (y0j)
= � 1

2 (2� � 3) : (5.3.24)

Notre problème est de déterminer toutes les solutions de l�équation de Diophantine

(5.3.24 ). Notons par (r11; r12), (r21; r22) et (r31; r32) les solutions des équations (5.3.5 )

correspondantes à y01; y02 et y03.

Il est nécessaire que P (y0i) 6= 0 pour avoir P (y01)P (y02)P (y03) 6= 0 et on la relation:

3Q
i=1

P (y0i) = �
(4� � 6)3

(y01y02y03)
2 ((y01 � y02) (y02 � y03) (y02 � y03))

2 :

Après calcul, on obtient les équations aux indices de Fuchs entiers suivantes.
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Pour � = 28>><>>:
y000y0 = 1

2
y002 � y00y0y � y00y3 + y03 + 6y02y2 + y0y4;

y01 = 1; y02 = �1; y03 = 4; (r11; r12) = (2; 3) ;
(r21; r22) = (2; 5) ; (r31; r32) = (�3; 20) ;8>>>>><>>>>>:

y000y0 = 1
2
y002 �

�
2�3

p
2

7

�
y00y0y +

�
5+3

p
2

7

�
y00y3 �

�
30+5

p
2

7

�
y03

�
�
15+4

p
2

7

�
y02y2 +

�
1+
p
2

7

�
y0y4;

y01 = 1; y02 = 4�
p
2; y03 = 4� 6

p
2; (r11; r12) = (1; 3) ;

(r21; r22) = (�5; 2) ; (r31; r32) = (�3;�20) ;8>>>>><>>>>>:
y000y0 = 1

2
y002 +

�
16� 12

p
2
�
y00y0y +

�
17� 12

p
2
�
y00y3 �

�
30� 19

p
2
�
y03

�
�
21� 14

p
2
�
y02y2 +

�
7� 5

p
2
�
y0y4;

y01 = 1; y02 = 4 + 3
p
2; y03 = 4 + 2

p
2; (r11; r12) = (1; 3) ;

(r21; r22) = (�2;�3) ; (r31; r32) = (�4; 1) ;

8>>>>><>>>>>:
y000y0 = 1

2
y002 +

�
16 + 8

p
3
�
y00y0y +

�
14 + 8

p
3
�
y00y3 �

�
29 + 13

p
3
�
y03

�
�
16 + 10

p
3
�
y02y2 +

�
5 + 3

p
3
�
y0y4;

y01 = 1; y02 = �2 + 2
p
3; y03 = �2 +

p
3; (r11; r12) = (1; 6) ;

(r21; r22) = (1;�12) ; (r31; r32) = (�2;�3) :

Pour � = 38>><>>:
y000y0 = 2

3
y002 + 10

3
y00y0y + 2

3
y00y3 � 23

3
y03 + 2

3
y02y2 � 1

3
y0y4;

y01 = 1; y02 = �5; y03 = �2; (r11; r12) = (1; 6) ;
(r21; r22) = (1;�30) ; (r31; r32) = (�2;�3) ;8>>>>><>>>>>:

y000y0 = 2
3
y002 �

�
160�75

p
2

861

�
y00y0y +

�
127+75

p
2

861

�
y00y3 �

�
2818+132

p
2

861

�
y03

�
�
503+114

p
2

861

�
y02y2 +

�
19+18

p
2

861

�
y0y4;

y01 = 1; y02 = 10� 3
p
2; y03 = 10� 15

p
2; (r11; r12) = (1; 3) ;

(r21; r22) = (3;�8) ; (r31; r32) = (�5;�24) ;8>>>>><>>>>>:

y000y0 = 2
3
y002 +

�
25�15

p
3

3

�
y00y0y +

�
26�15

p
3

3

�
y00y3 �

�
103�49

p
3

6

�
y03

�
�
34�19

p
3

3

�
y02y2 +

�
19�11

p
3

6

�
y0y4;

y01 = 1; y02 = 10 + 5
p
3; y03 = 10 + 6

p
3; (r11; r12) = (1; 3) ;

(r21; r22) = (1;�5) ; (r31; r32) = (�2;�3) :
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Pour � = 48>>>>><>>>>>:

y000y0 = 3
4
y002 +

�
6� 2

p
6
�
y00y0y +

�
5� 2

p
6
�
y00y3 �

�
63�17

p
6

5

�
y03

�
�
31�14

p
6

5

�
y02y2 +

�
7�3

p
6

5

�
y0y4;

y01 = 1; y02 = �3� 2
p
6; y03 = �3�

p
6; (r11; r12) = (1; 4) ;

(r21; r22) = (1;�12) ; (r31; r32) = (�2;�3) ;8>>>>><>>>>>:

y000y0 = 3
4
y002 +

�
6 + 2

p
3
�
y00y0y +

�
4 + 2

p
3
�
y00y3 �

�
135+38

p
3

11

�
y03

�
�
50+32

p
3

11

�
y02y2 +

�
8+6

p
3

11

�
y0y4;

y01 = 1; y02 =
�3+5

p
3

2
; y03 =

�3+
p
3

2
; (r11; r12) = (1; 5) ;

(r21; r22) = (1;�30) ; (r31; r32) = (�2;�3) ;8>>>>><>>>>>:

y000y0 = 3
4
y002 +

�
6 + 4

p
3
�
y00y0y +

�
7 + 4

p
3
�
y00y3 +

�
�27�13

p
3

2

�
y03

�
�
10 + 5

p
3
�
y02y2 +

�
5+3

p
3

2

�
y0y4;

y01 = 1; y02 = 3�
p
3; y03 = 3� 2

p
3; (r11; r12) = (1; 2) ;

(r21; r22) = (1;�3) ; (r31; r32) = (�2;�3) :

Pour � = 58>>>>><>>>>>:

y000y0 = 4
5
y002 �

�
18+10

p
5

55

�
y00y0y +

�
26�10

p
5

55

�
y00y3 �

�
156�16

p
5

55

�
y03

�
�
84�12

p
5

55

�
y02y2 +

�
6�4

p
5

55

�
y0y4;

y01 = 1; y02 =
7+
p
5

2
; y03 =

7+7
p
5

2
; (r11; r12) = (1; 2) ;

(r21; r22) = (2;�3) ; (r31; r32) = (�6;�7) ;8>>>>><>>>>>:

y000y0 = 4
5
y002 �

�
7+33

p
105

1820

�
y00y0y �

�
371+33

p
105

1820

�
y00y3 �

�
9233�153

p
105

3640

�
y03

+
�
1309+87

p
105

1820

�
y02y2 +

�
29+3

p
105

520

�
y0y4;

y01 = 1; y02 = �14 +
p
105; y03 = �14 + 2

p
105; (r11; r12) = (1; 3) ;

(r21; r22) = (3; 7) ; (r31; r32) = (�2; 21) ;8>>>>><>>>>>:

y000y0 = 4
5
y002 +

�
259
2185

+ 27
p
35

3059

�
y00y0y �

�
178
2185

+ 27
p
35

3059

�
y00y3 �

�
651
230
+ 31

p
35

1610

�
y03

+
�
822
2185

� 319
p
35

15295

�
y02y2 +

�
29
4370

� 7
p
35

4370

�
y0y4;

y01 = 1; y02 = �14�
p
35; y03 = �14� 6

p
35; (r11; r12) = (1; 3) ;

(r21; r22) = (5; 7) ; (r31; r32) = (�3; 70) ;8>>>>><>>>>>:

y000y0 = 4
5
y002 � 28

5
y00y0y + 16

5
y00y3 +

�
234+80

p
5

5

�
y03 +

�
336+160

p
5

5

�
y02y2

+
�
176+80

p
5

5

�
y0y4;

y01 = 1; y02 =
�7+7

p
5

8
; y03 =

�7+3
p
5

8
; (r11; r12) = (�2;�3) ;

(r21; r22) = (1;�7) ; (r31; r32) = (1; 3) :
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Pour � =18>>>>><>>>>>:
y000y0 = y002 + 2

�
1 + i

p
3
�
y00y0y � 2

�
1� i

p
3
�
y00y3 � 4

�
1 + i

p
3
�
y03

+4
�
1� i

p
3
�
y02y2 � 2y0y4;

y01 = 1; y02 =
�1+i

p
3

2
; y03 =

�1�i
p
3

2
; (r11; r12) = (1; 6) ;

(r21; r22) = (�3;�2) ; (r31; r32) = (1; 6) ;8>><>>:
y000y0 = y002 � 2iy00y0y � 2 (1 + i) y00y3 +

�
2+24i
5

�
y03 +

�
24+28i
5

�
y02y2 �

�
8�4i
5

�
y0y4;

y01 = 1; y02 =
�1+i
2
; y03 =

�1+3i
2

; (r11; r12) = (2; 3) ;

(r21; r22) = (1; 4) ; (r31; r32) = (�4;�3) :

II.1.3.4. Cas où a6 6= 0
L�intégrale générale a quatre familles de pôles simples correspondant respectivement

aux résidus y0j (j = 1; :::; 4).

En combinant (5.3.5 ) et (5.3.6 ) ; on obtient

4P
j=1

1

P (y0j)
= � 1

(4� � 6) : (5.3.25)

Le problème revient ainsi à trouver les solutions en nombres entiers de l�équation (5.3.25 ) :

Après calcul, on trouve le résultat suivant: pour que l�équation de type (5.3.12 ) véri�e la

propriété de Painlevé, il est nécessaire qu�elle soit sous une des formes suivantes.

Pour � = 2

y000y0 = 1
2
y002 + 7

10
y00y0y � 3

10
y00y3 � 793

180
y03 + 19

12
y02y2 � 1

60
y0y4 � 1

180
y6;

y000y0 = 1
2
y002 � 5

3
y03 + 5

2
y02y2 � 1

6
y6;

y000y0 = 1
2
y002 + 5y02y2 � y6:

Pour � = 3; dans ce cas l�équation (5.3.12 ) est à points critiques mobiles car le problème

posé précédemment n�admet pas de solution.

Pour � = 4

y000y0 = 3
4
y002 � 5y00y3 + 12y02y2 + y6:

Pour � = 5

y000y0 = 4
5
y002 + 3

10
y00y0y + 1

10
y00y3 � 113

36
y03 + 7

60
y02y2 + 1

20
y0y4 � 1

180
y6:

Cette équation possède quatre familles

y01 = 1; y02 = 7; y03 = �8; y04 = �9; (r11; r12) = (1; 3) ;
(r21; r22) = (�7; 8) ; (r31; r32) = (�2;�3) ; (r41; r42) = (1;�8) :

97



5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Pour � =1
y000y0 = y002 � 3y00y3 + 15

2
y02y2 + 1

2
y6:

Etudions les équations obtenues dans ce cas.

i. Étude de l�équation di¤érentielle

y000y0 = 1
2
y002 + 7

10
y00y0y � 3

10
y00y3 � 793

180
y03 + 19

12
y02y2 � 1

60
y0y4 � 1

180
y6: (5.3.26)

La solution générale de cette équation possède quatre familles de pôles simples qui sont

y01 = 1; y02 = �5; y03 = �9; y04 = 16; (r11; r12) = (1; 5) ;
(r21; r22) = (2; 7) ; (r31; r32) = (�2; 25) ; (r41; r42) = (�7; 100) ;

et comme la condition d�indice correspondante à r12 = 5

Q
(0)
5 � �1111

2250

�
y
(0)
1

�5
6= 0; avec y

(0)
1 arbitraire,

n�est pas satisfaite, alors l�équation (5.3.26 ) est à points critiques mobiles.

ii. Étude de l�équation di¤érentielle

y000y0 = 1
2
y002 � 5

3
y03 + 5

2
y02y2 � 1

6
y6: (5.3.27)

Cette équation possède quatre familles

y01 = 1; y02 = �3; y03 = 4; y04 = �2; (r11; r12) = (2; 3) ;
(r21; r22) = (�2; 7) ; (r31; r32) = (12;�7) ; (r41; r42) = (2; 3) ;

En dérivant (5.3.27 ), on trouve l�équation8>><>>:
y0000 = �5y0y00 + 5y2y00 + 5y02y � y5;

y01 = 1; y02 = �3; y03 = 4; y04 = �2; (r11; r12) = (2; 3; 6) ;
(r21; r22; r23) = (�2; 7; 6) ; (r31; r32; r33) = (12;�7; 6) ; (r41; r42; r43) = (2; 3; 6) :

Cette équation n�a pas de points critiques mobiles voir [23]; donc l�équation (5.3.27 ) est

à point critiques �xes.

iii. Étude de l�équation di¤érentielle8>><>>:
y000y0 = 1

2
y002 + 5y02y2 � y6;

y01 = 1; y02 = �1; y03 = 2; y04 = �2; (r11; r12) = (2; 3) ;
(r21; r22) = (2; 3) ; (r31; r32) = (�3; 8) ; (r41; r42) = (�3; 8) :

(5.3.28)
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Par dérivation, nous obtenons8>><>>:
y0000 = 10y2y00 + 10y02y � 6y5;
y01 = 1; y02 = �1; y03 = 2; y04 = �2; (r11; r12) = (2; 3; 6) ;
(r21; r22; r23) = (2; 3; 6) ; (r31; r32; r33) = (�3; 8; 6) ; (r41; r42; r43) = (�3; 8; 6) ;

qui est stable ( voir [9; 23; 49]) : Par suite l�équation (5.3.27 ) est aussi stable.

iv. Étude de l�équation di¤érentielle:

y000y0 = 3
4
y002 � 5y00y3 + 12y02y2 + y6: (5.3.29)

L�intégrale générale a quatre familles

y01 = 1; y02 = �1; y03 = i
p
3; y04 = �i

p
3; (r11; r12) = (1; 8) ;

(r21; r22) = (1; 8) ; (r31; r32) = (�3;�8) ; (r41; r42) = (�3;�8) ;

et comme la condition de stabilité correspondante à l�indice r22 = 8

Q
(0)
8 � �190261071

2000

�
y
(0)
1

�8
6= 0;

n�est pas satisfaite, alors l�équation (5.3.29 ) est à points critiques mobiles.

v. Étude de l�équation di¤érentielle

y000y0 = y002 � 3y00y3 + 15
2
y02y2 + 1

2
y6: (5.3.30)

L�intégrale générale possède quatre familles

y01 = 1; y02 = �1; y03 = �2i; y04 = 2i; (r11; r12) = (1; 5) ;
(r21; r22) = (1; 5) ; (r31; r32) = (�4;�5) ; (r41; r42) = (�4;�5) ;

et comme la condition de stabilité correspondante à l�indice r22 = 5

Q
(0)
5 � �768

�
y
(0)
1

�5
6= 0;

n�est pas satisfaite, alors l�équation de type (5.3.30 ) ne véri�e pas la propriété de Painlevé.

II.1.4. Cas où � 6= 0 et � 6= 0
Sans perdre de généralité, on peut choisir � = 1. Par suite l�équation (5.3.3 ) prend

la forme suivante:

y000
�
y0 + �y2

�
= �y002 + a1y

00y0y + a2y
00y3 + a3y

03 + a4y
02y2 + a5y

0y4 + a6y
6: (5.3.31)

Dans [48], Martynov a étudié le cas particulier où l�équation (5.3.31 ) est telle que y0

soit racine double de l�équation (5.3.6 ).
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

L�équation indicielle associée à (5.3.31 ) est

(r + 1)
�
(1� �y0) r

2 +H (y0) r +G (y0)
�
= 0; (5.3.32)

avec (
H (y0) = a2y

2
0 + (7�� a1) y0 + (4� � 7) ;

G (y0) = a5y
3
0 � 2 (a4 + 2a2) y20 � 3 (6�� 2a1 � a3) y0 � 8 (2� � 3) ;

où y0 est déterminé par l�équation

a6y
4
0 � a5y

3
0 + (a4 + 2a2) y

2
0 + (6�� 2a1 � a3) y0 + 2 (2� � 3) = 0; y0 6= 0: (5.3.33)

A l�aide d�un changement de variable t = ' (x), convenablement choisi, on peut supposer,

sans perdre la généralité, que y0 = �1; ainsi l�équation (5.3.32 ) est de la forme:

(r1 + 1)
�
(�+ 1) r21 +Mr1 +N

�
= 0; et y0 = �1;

avec

M = a2 + a1 + 4� et N = a5 + 2a4 + 3a3 + 4a2 + 6a1 + 16� � 6:

On a donc à distinguer deux cas: suivant que (N; M) = (0; 0) ou (N; M) 6= (0; 0).
II.1.4.1. Cas où � 6= 0 et (N; M) = (0; 0)

Ce cas a été étudié par Martynov [48]. Plus exactement, il a étudié l�équation

di¤érentielle:

y000 = �
(y00 � 2yy0)2

y0 � y2
+ a1yy

00 + a2y
02 + a3y

2y0 + a4y
4: (5.3.34)

Mais il s�avère qu�il y a une erreur dans cette étude.

En e¤et, parmi toutes les équations trouvées �gure l�équation:

y000 =
(y00 � 2yy0)2

y0 � y2
+ 4yy00 � 2y02 (5.3.35)

qui est à points critiques �xes alors que l�auteur a¢ rme qu�elle est à points critiques mobiles.

Montrons que l�équation (5.3.35 ) est e¤ectivement à points critiques �xes.

Lemme 5.1. [27] Soit l�équation

y000

y0
=
3

2

�
y00

y0

�2
� 1
2
I (y) y02; (5.3.36)

avec

I (y) =
1� n2

y2
+
1�m2

(y � 1)2
� 1 + p

2 �m2 � n2

y (y � 1)
L�équation (5.3.36 ) est stable si et seulement si les nombres 1

n
; 1

m
; 1

p
sont des entiers,

éventuellement nuls.
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Faisons le changement de variable dans l�équation (5.3.35 ):

2y =
d

dx

�
Log

�
v0

v (v � 1)

��
=
v00

v0
�
�
1

v
+

1

v � 1

�
v0;

où v (x) étant la solution générale de l�équation

v0v000 =
3

2
v002 � 1

2

�
1

v2
+

1

(v � 1)2
� 1

v (v � 1)

�
v04

ou de l�équation

�
 
v000

v0
� 3
2

�
v00

v0

�2!
1

v02
=
1

2

�
1

v2
+

1

(v � 1)2
� 1

v (v � 1)

�
� 1

2
I(v); (5.3.37)

où l�équation (5.3.37 ) est associée à une équation hypergéométrique.

A cet e¤et, prenons v comme variable indépendante au lieu de x et écrivons

v0 =
dv

dx
et x� =

dx

dv
; (�) =

d

dv
,

l�équation (5.3.37 ) devient 
x���

x�
� 3
2

�
x��

x�

�2!
=
1

2
I(v) � fx; vg ; (5.3.38)

Pour intégrer l�équation di¤érentielle (5.3.38 ) ; on fait le changement de variable

W (v) =
x��

x�
;

et on obtient l�équation de Riccati

W � =
1

2
W 2 +

1

2
I(v);

où le changement de variable

W (v) =
�2w�
w

conduit à l�équation linéaire du second ordre

w�� +
1

4
I(v)w = 0:

w est par suite déterminé par l�équation hypergoemétrique

v (v � 1)w�� + (2v � 1)w� + 1
4
w = 0; (5.3.39)

( pour ce résultat voir Ince [35]). L�équation (5.3.39 ) possède la propriété de Painlevé, ainsi

l�équation (5.3.35 ) possède aussi cette propriété.
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

II.1.4.2. Cas où � 6= 0 et (N; M) 6= (0; 0)
Ce cas n�a pas été examiné dans [48]. Lorsque y0 est racine simple de l�équation

(5.3.33 ) ; alors on a en général quatre familles si a6 6= 0:

Remarque 5.3. L�équation (5.3.31 ) admet toujours une famille qui n�est pas maximale,

alors on utilise cette famille pour trouver d�autres conditions nécessaires de stabilité.

Il est à rappeler qu�une famille maximale d�une équation di¤érentielle est une famille

dont le nombre d�indices est égal à l�ordre de l�équation di¤érentielle en question.

Nous avons à considérer quatre cas:

1 : a6 = a5 = 2a2 + a4 = 0:

2 : a6 = a5 = 0:et 2a2 + a4 6= 0.
3 : a6 = 0 et a5 6= 0.
4 : a6 6= 0:

II.1.4.2.1: Cas où a6 = a5 = 2a2+ a4 = 0

L�intégrale générale possède une seule famille non maximale de pôles simples de

résidu y0: Pour que l�équation de type (5.3.31 ) véri�e la propriété de Painlevé, il est néces-

saire qu�elle soit sous la forme suivante:

y000
�
y0 � y2

�
= 1

2
y002 � 2y03; y01 = �1 et (r1; r2) = (�1; �2) :

II.1.4.2.2. Cas où a6 = a5 = 0 et 2a2+a4 6= 0
L�intégrale générale possède deux familles: une maximale et l�autre non maximale

correspondante à y01 = �1: Pour que l�équation de type (5.3.31 ) véri�e la propriété de
Painlevé, il est nécessaire qu�elle soit sous une des formes suivantes:(

y000 (y0 � y2) = 1
2
y002 � y00y0y + y00y3 � 4y03 + 2y02y2;

y01 = �1; y02 = 1; ; (r11; r12) = (�1;�4) ; (r21; r22) = (1; 4) ;(
y000 (y0 � y2) = y002 � 3y00y0y + y00y3;

y01 = �1; y02 = 1; ; (r11; r12) = (�1;�2) ; (r21; r22) = (1; 2) :

II.1.4.2.3: Cas où a6 = 0 et a5 6= 0
Dans ce cas l�intégrale générale a trois familles de pôles simples mobiles ( une non

maximale correspondante à y01 = �1 et les autres maximales ), les équations indicielles
s�écrivent sous la forme:

(r1 + 1)
�
(�+ 1) r21 +Mr1 +N

�
= 0; o�u y01 = �1; (5.3.40)
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et (
(r2 + 1) ((1� �y02) r

2
2 +H (y02) r2 +G (y02)) = 0; y02 6= y01;

(r3 + 1) ((1� �y03) r
2
3 +H (y03) r3 +G (y03)) = 0; y03 6= y01;

(5.3.41)

où y03 6= y02 6= y01. Nous avons d�après (5.3.33 ) ;

P (y02) =
G (y02)

(1� �y02)
; P (y03) =

G (y03)

(1� �y03)
;

d�où l�on en déduit que (
P (y02) = �a5y02 (y02 � y03) ;

P (y03) = �a5y03 (y03 � y02) :
(5.3.42)

Ce qui nous donne la relation:

1

P (y02)
+

1

P (y03)
= � 1

2 (2� � 3) : (5.3.43)

Notre but consiste à trouver toutes les valeurs entières de P (y02) et P (y03) pour lesquelles

l�équation (5.3.43 ) est véri�ée.

Après calcul, on trouve que pour que l�équation de type (5.3.31 ) véri�e la propriété de

Painlevé, il est nécessaire qu�elle soit sous une des formes suivantes.

Pour � = 28>><>>:
y000 (y0 � y2) = 1

2
y002 � 2

3
y00y0y � 8

3
y00y3 + 10

3
y03 + 28

3
y02y2 � 8y0y4;

y01 = �1; y02 = 1; y03 = �1
2
; (r11; r12) = (�1;�6) ;

(r21; r22) = (3; 4) ; (r31; r32) = (2; 3) ;8>><>>:
y000 (y0 � y2) = 1

2
y002 � 2y00y0y � 4y00y3 + 6y03 + 12y02y2 � 8y0y4;

y01 = �1; y02 = 1; y03 = �1
2
; (r11; r12) = (�1;�2) ;

(r21; r22) = (3; 4) ; (r31; r32) = (1; 6) ;8>><>>:
y000 (y0 � y2) = 1

2
y002 � 14

3
y00y0y + 28

3
y00y3 � 38

3
y03 � 44

3
y02y2 + 16y0y4;

y01 = �1; y02 = 1; y03 = 1
4
; (r11; r12) = (�1;�6) ;

(r21; r22) = (3;�4) ; (r31; r32) = (1; 3) ;8>><>>:
y000 (y0 � y2) = 1

2
y002 �

�
2n+3
2n

�
y00y0y +

�
6n+1
2n2

�
y00y3 � 3

n
y03 � 3

n2
y02y2 + 2

n2
y0y4;

y01 = �1; y02 = 2n; y03 = n; (r11; r12) = (�1;�4) ;
(r21; r22) = (�2; 2) ; (r31; r32) = (1; 2) ;

où n est un entier di¤érent de zéro.

Pour � = 3, les indices de Fuchs ne sont pas entiers et les équations obtenues sont à

points critiques mobiles.
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Pour � = 48>><>>:
y000 (y0 � y2) = 3

4
y002 � 6n�1

n
y00y0y � 32n�1

n2
y00y3 + 33n�4

n
y03 + 34n�1

n2
y02y2 � 3

n2
y0y4;

y01 = �1; y02 = �n; y03 = n; (r11; r12) = (�1; 1) ;
(r21; r22) = (�3;�2) ; (r31; r32) = (1; 6) ;8>><>>:

y000 (y0 � y2) = 3
4
y002 � 3(n+1)

2n
y00y0y � 3 (n+3)

2n2
y00y3 + 9

n
y03 � 3 (n�6)

n2
y02y2 � 9

n2
y0y4;

y01 = �1; y02 = n; y03 = �1
3
n; (r11; r12) = (�1;�2) ;

(r21; r22) = (3; 4) ; (r31; r32) = (1; 4) ;8>><>>:
y000 (y0 � y2) = 3

4
y002 � 2n+1

n
y00y0y + 32n+1

n2
y00y3 + n�8

n
y03 � 15

n2
y02y2 + 9

n2
y0y4;

y01 = �1; y02 = n; y03 =
n
3
; (r11; r12) = (�1;�3) ;

(r21; r22) = (�3; 2) ; (r31; r32) = (1; 2) ;8>><>>:
y000 (y0 � y2) = 3

4
y002 � 2y00y0y � 1

n2
y00y3 + y03 + 5

n2
y02y2 � 3

n2
y0y4;

y01 = �1; y02 = n; y03 = �n; (r11; r12) = (�1;�3) ;
(r21; r22) = (2; 3) ; (r31; r32) = (2; 3) :

Pour � = 5, les indices de Fuchs ne sont pas entiers et les équations obtenues sont à

points critiques mobiles.

Pour � =18>><>>:
y000 (y0 � y2) = y002 � 7y03 + 12y02y2 � 9y0y4;

y01 = �1; y02 = �2
3
; y03 =

1
3
; (r11;r12) = (�1; 1) ;

(r21; r22) = (�3;�2) ; (r31; r32) = (1; 3) :

II.1.4.2.4. Cas où a6 6= 0
L�intégrale générale possède quatre familles, dont une est non maximale correspon-

dante à y01 = �1 et les autres sont maximales, avec y04 6= y03 6= y02 6= y01. En utilisant la

même méthode que ci-dessus, on obtient

(r1 + 1)
�
(�+ 1) r21 +Mr1 +N

�
= 0; o�u y01 = �1; (5.3.44)

et 8>><>>:
(r2 + 1) ((1� �y02) r

2
2 +H (y02) r2 +G (y02)) = 0; y02 6= y01;

(r3 + 1) ((1� �y03) r
2
3 +H (y03) r3 +G (y03)) = 0; y03 6= y01;

(r4 + 1) ((1� �y04) r
2
4 +H (y04) r4 +G (y04)) = 0; y04 6= y01:

(5.3.45)

De l�équation (5.3.33 ) ; on déduit que:

P (y02) =
G (y02)

(1� �y02)
; P (y03) =

G (y03)

(1� �y03)
; P (y04) =

G (y04)

(1� �y04)
;
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ce qu�on peut écrire aussi sous la forme8>><>>:
P (y02) = �a6y02 (y02 � y03) (y02 � y04) ;

P (y03) = �a6y03 (y03 � y02) (y03 � y04) ;

P (y04) = �a6y04 (y04 � y02) (y04 � y03) :

De toutes ces équations, on obtient l�équation Diophantine suivante:

1

P (y02)
+

1

P (y03)
+

1

P (y04)
= � 1

2 (2� � 3) : (5.3.46)

Cette dernière équation permet de calculer P (y0i); i = 2; 3; 4.

Après résolution de ce problème, on obtient que: pour que l�équation de type (5.3.31 )

véri�e la propriété de Painlevé, il est nécessaire qu�elle soit sous une des formes suivantes.

Pour � = 28>><>>:
y000 (y0 � y2) = 1

2
y002 + 15y00y0y � 32y00y3 + 736

15
y03 � 1536

5
y02y2 + 2816

5
y0y4 � 4096

15
y6;

y01 = �1; y02 = �1
16
; y03 =

�3
8
; y04 =

�5
8
; (r11; r12) = (�1;�4) ;

(r21; r22) = (1; 3) ; (r31; r32) = (�2; 4) ; (r41; r42) = (4; 6) ;8>><>>:
y000 (y0 � y2) = 1

2
y002 + 30y00y0y + 40y00y3 � 51y03 � 51y02y2 � 15y0y4 � 25y6;

y01 = �1; y02 = 1; y03 = 4
5
; y04 =

�1
5
; (r11; r12) = (�1; 1) ;

(r21; r22) = (�2; 3) ; (r31; r32) = (1; 4) ; (r41; r42) = (�2;�3) ;8>>>>><>>>>>:
y000 (y0 � y2) = 1

2
y002 +

��39+33i
5

�
y00y0y +

�
28+24i
5

�
y00y3 +

�
4+2i
5

�
y03

+
�
24+12i
5

�
y02y2 +

�
48�96i
5

�
y0y4 �

�
64+32i
5

�
y6;

y01 = �1; y02 = i; y03 =
1+i
4
; y04 =

3+i
4
; (r11; r12) = (�1; 4) ;

(r21; r22) = (�2; 6) ; (r31; r32) = (1; 2) ; (r41; r42) = (�2; 3) :

Pour � = 38>><>>:
y000 (y0 � y2) = 2

3
y002 + 433

60
y00y0y � 13

2
y00y3 + 1863

20
y03 � 1649

4
y02y2 + 540y0y4 � 225y6;

y01 = �1; y02 = �1
30
; y03 =

�8
15
; y04 =

�5
6
; (r11; r12) = (�1; 5) ;

(r21; r22) = (1; 3) ; (r31; r32) = (�6; 3) ; (r41; r42) = (�3;�15) ;8>><>>:
y000 (y0 � y2) = 2

3
y002 + 511

60
y00y0y � 187

30
y00y3 + 421

4
y03 � 6205

12
y02y2 + 10982

15
y0y4 � 4913

15
y6;

y01 = �1; y02 = �1
34
; y03 =

�8
17
; y04 =

�25
34
; (r11; r12) = (�1; 9) ;

(r21; r22) = (1; 3) ; (r31; r32) = (�6; 3) ; (r41; r42) = (�5;�9) ;8>>>>><>>>>>:

y000 (y0 � y2) = 2
3
y002 +

�
5+11

p
3

13

�
y00y0y �

�
23�9

p
3

13

�
y00y3 �

�
35�21

p
3

3

�
y03

+
�
321�181

p
3

13

�
y02y2 �

�
219�123

p
3

13

�
y0y4 +

�
51�29

p
3

13

�
y6;

y01 = �1; y02 = 3+4
p
3

3
; y03 =

�3�2
p
3

3
; y04 =

�15�5
p
3

3
; (r11; r12) = (�1;�2) ;

(r21; r22) = (3; 4) ; (r31; r32) = (1; 4) ; (r41; r42) = (�5; 6) ;
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8>>>>><>>>>>:

y000 (y0 � y2) = 2
3
y002 �

�
26�3

p
30

7

�
y00y0y �

�
180+18

p
30

7

�
y00y3 +

�
2350�1872

p
30

399

�
y03

+
�
14655+1644

p
30

133

�
y02y2 +

�
2160+1035

p
30

133

�
y0y4 �

�
10125+1485

p
30

133

�
y6;

y01 = �1; y02 = 3�
p
30

9
; y03 =

p
30
45
; y04 =

12�
p
30

9
; (r11; r12) = (�1;�5) ;

(r21; r22) = (3; 5) ; (r31; r32) = (1; 4) ; (r41; r42) = (�3; 20) :

Pour � = 48>><>>:
y000 (y0 � y2) = 3

4
y002 + 9y00y0y + 18y00y3 � 39

2
y03 � 39

2
y02y2 � 9

2
y0y4 � 27

2
y6;

y01 = �1; y02 = 1; y03 = 2
3
; y04 =

�1
3
; (r11; r12) = (�1; 1) ;

(r21; r22) = (�2; 3) ; (r31; r32) = (1; 3) ; (r41; r42) = (�2;�3) ;8>>>>><>>>>>:
y000 (y0 � y2) = 3

4
y002 +

�
38�57i
13

�
y00y0y �

�
18�144i
13

�
y00y3 +

�
421�105i

26

�
y03

�
�
1479�1107i

26

�
y02y2 +

�
873�2889i

26

�
y0y4 +

�
27+1539i

26

�
y6;

y01 = �1; y02 = �8+i
15

; y03 =
�1�3i
5

; y04 =
�2�i
15

; (r11; r12) = (�1;�3) ;
(r21; r22) = (�5; 2) ; (r31; r32) = (�5; 3) ; (r41; r42) = (1; 2) ;8>><>>:

y000 (y0 � y2) = 3
4
y002 + 4y00y0y � 12y00y3 + 71

5
y03 � 258

5
y02y2 + 468

5
y0y4 � 216

5
y6;

y01 = �1; y02 = �3�i
p
5

6
; y03 =

�3+i
p
5

6
; y04 =

�1
6
; (r11; r12) = (�1;�3) ;

(r21; r22) = (�4; 3) ; (r31; r32) = (�4; 3) ; (r41; r42) = (1; 2) ;8>>>>><>>>>>:
y000 (y0 � y2) = 3

4
y002 � 195y00y0y + 5472y00y3 +

�
45819
110

�
y03

�
�
856197
110

�
y02y2 �

�
5351103
110

�
y0y4 +

�
5000211
110

�
y6;

y01 = �1; y02 = �11
171
; y03 =

5
171
; y04 =

�2
57
; (r11; r12) = (�1;�8) ;

(r21; r22) = (�8; 1) ; (r31; r32) = (�4;�2) ; (r41; r42) = (1; 3) :

Pour � = 58>><>>:
y000 (y0 � y2) = 4

5
y002 � 107

145
y00y0y � 2176

145
y00y3 � 6298

145
y03 + 17312

145
y02y2 � 11008

145
y0y4 + 4096

145
y6;

y01 = �1; y02 = 1
16
; y03 =

�14+i
p
210

16
; y04 =

�14�i
p
210

16
; (r11; r12) = (�1; 2) ;

(r21; r22) = (1; 3) ; (r31; r32) = (�14;�6) ; (r41; r42) = (�14;�6) ;8>>>>><>>>>>:

y000 (y0 � y2) = 4
5
y002 �

�
76�124

p
5

55

�
y00y0y +

�
464�412

p
5

55

�
y00y3 +

�
142+426

p
5

55

�
y03

�
�
3202+454

p
5

55

�
y02y2 +

�
536�30

p
5

5

�
y0y4 �

�
3788�934

p
5

55

�
y6;

y01 = �1; y02 = �119�21
p
5

122
; y03 =

�7�12
p
5

61
; y04 =

1�7
p
5

122
; (r11; r12) = (�1; 3) ;

(r21; r22) = (�7;�6) ; (r31; r32) = (�2; 3) ; (r41; r42) = (1; 2) ;8>>>>><>>>>>:

y000 (y0 � y2) = 4
5
y002 �

�
6737�1252

p
35

2185

�
y00y0y �

�
185962+22736

p
35

2185

�
y00y3 �

�
32571+30812

p
35

2185

�
y03

+
�
858711+112868

p
35

2185

�
y02y2 +

�
449652+100 520

p
35

2185

�
y0y4 �

�
897386+139608

p
35

2185

�
y6;

y01 = �1; y02 = 39�11
p
35

118
; y03 =

82�8
p
35

59
; y04 =

�7+5
p
35

826
; (r11; r12) = (�1;�7) ;

(r21; r22) = (5; 7) ; (r31; r32) = (�5; 42) ; (r41; r42) = (1; 3) :
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Pour � =18>>>>><>>>>>:
y000 (y0 � y2) = y002 + (8 + 4i) y00y0y + (28 + 4i) y00y3 � (21 + 11i) y03

+(�51 + 17i) y02y2 + (75� 25i) y0y4 + (�79 + 3i) y6;
y01 = �1; y02 = 1+2i

5
; y03 =

�7+i
25

; y04 =
3�4i
25
; (r11; r12) = (�1; 2) ;

(r21; r22) = (3; 4) ; (r31; r32) = (�2;�3) ; (r41; r42) = (1; 4) ;(
y000 (y0 � y2) = y002 � 5

2
y00y0y � 3

4
y00y3 + 3

2
y03 + 3

2
y02y2 � 5

8
y0y4 + 1

8
y6;

y000 (y0 � y2) = y002 + 8y00y3 � 6y03 � 6y02y2 � 8y6:

Etudions certaines de ces équations obtenues.

i. Étude de l�équation di¤érentielle

y000
�
y0 � y2

�
= y002 � 5

2
y00y0y � 3

4
y00y3 + 3

2
y03 + 3

2
y02y2 � 5

8
y0y4 + 1

8
y6: (5.3.47)

L�intégrale générale a quatre familles de pôles simples mobiles

y01 = �1; y02 = �2; y03 = 2; y04 = �4; (r11; r12) =
�
�1; �3

2

�
;

(r21; r22) = (1; 2); (r31; r32) = (2; 3) ; (r41; r42) = (�2; 3) :

L�équation (5.3.47 ) admet une famille non maximale dont l�indice est r12 = �3
2
non

entier et donc (5.3.47 ) a nécessairement des points critiques mobiles. Il est à signaler que

cette équation peut être ramenée à une forme plus simple en utilisant la changement de

variable

y =
w0

w
:

E¤ectivement, après ce changement de variable, l�équation (5.3.47 ) devient

w0000
�
w00w + w02

�
� w000 (3w00w0 + w00w) = 0;

et en intégrant, on obtient

w000 = k
�
w00w + w02

�
;

où k est une constante arbitraire, pour k �xé cette dernière équation véri�e les conditions

de stabilité indiquées dans [13].

ii. Étude de l�équation di¤érentielle8>><>>:
y000 (y0 � y2) = y002 + 8y00y3 � 6y03 � 6y02y2 � 8y6;

y01 = �1; y02 = 1; y03 = 2; y04 = �4; (r11; r12) = (�1; 1) ;
(r21; r22) = (1; 2); (r31; r32) = (2; 3) ; (r41; r42) = (�2; 3) :

(5.3.48)
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

En e¤ectuant de nouveau le changement de variable y = w0

w
dans (5.3.48 ) ; celle-ci se

ramène alors à la forme

w000 = k
�
2w00w � 3w02

�
; (5.3.49)

où k est une constante arbitraire. L�équation (5.3.49 ) a été trouvée par Chazy pour k �xé,

mais son étude n�a pas été achevée.

Remarque 5.4. En particulier, si k = 1 l�équation (5.3.49 ) devient

w000 = 2w00w � 3w02;

dont la solution générale de cette équation s�écrit sous la forme:

w = 3
v00

v0
� 2

�
1

v
+

1

v � 1

�
v0 =

d

dx
ln

�
v03

v2 (v � 1)2
�
;

où v (x) est la solution générale de l�équation

w000 =
3

2

w002

w0
� 1
2

�
8

9

�
1

w2
+

1

(w � 1)2
�
� 7
9

1

w (w � 1)

�
w03:

II.2. Cas où (p; q) = (�2; �9)

Considérons l�équation (5.1.1 ) telle que son intégrale générale admette deux familles

de pôles doubles mobiles. Nous allons appliquer la méthode expliquée au cas précédent à

cette équation.

Supposons donc ai = 0; (i = 1; :::; 6) : En posant dans l�équation (5.1.1 )

x = x0 ! "x; y ! "�2y; "! 0;

on obtient

y000y0 = �y002 + a7y
00y2 + a8y

02y + a9y
4 + " (:::) : (5.3.50)

Lorsque " tend vers 0; nous obtenons l�équation réduite

y000y0 = �y002 + a7y
00y2 + a8y

02y + a9y
4: (5.3.51)

Posons

y ' y0 (x� x0)
(�2) + �̂ (x� x0)

(r�2) : (5.3.52)

En portant (5.3.52 ) dans (5.3.51 ) ; on obtient l�équation indicielle associée à l�équation

(5.3.51 ):

(r + 1)
�
2r2 + (a7y0 + 12� � 20) r � (6a7 + 4a8) y0 + 96� 72�

�
= 0;
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où y0 est solution de l�équation

a9y
2
0 + (6a7 + 4a8) y0 � 48 + 36� = 0;

Nous avons à distinguer deux cas: suivant que a9 = 0 ou a9 6= 0.
II.2.1. Cas où a9 = 0

L�intégrale générale a une seule famille de pôles doubles mobiles. On obtient le

résultat suivant:

Pour que l�équation (5.3.51 ) soit à points critiques �xes, il est nécessaire qu�elle s�écrive

sous une des formes suivantes.

Pour � = �2

y000y0 = 3
2
y002 + 6y00y2 � 21

2
y02y; y01 = 1; (r1; r2) = (�3; 1) :

Pour � = 2

y000y0 = 1
2
y002 � 18y00y2 + 69

2
y02y; y01 = 1; (r1; r2) = (1; 15) ;

y000y0 = 1
2
y002 � 2y00y2 + 21

2
y02y; y01 = 1; (r1; r2) = (3; 5) ;

y000y0 = 1
2
y002 + 30y00y2 � 75

2
y02y; y01 = 1; (r1; r2) = (�5;�3) :

Pour � = 3

y000y0 = 2
3
y002 � 14y00y2 + 27y02y; y01 = 1; (r1; r2) = (1; 12) ;

y000y0 = 2
3
y002 � 2y00y2 + 9y02y; y01 = 1; (r1; r2) = (3; 4) ;

y000y0 = 2
3
y002 � 36y00y2 + 28y02y; y01 = 1; (r1; r2) = (�6;�2) ;

y000y0 = 2
3
y002 + 26y00y2 � 33y02y; y01 = 1; (r1; r2) = (�4;�3) :

Les équations obtenues pour les autres valeurs de � = 4; 5 et 1 sont à points critiques

mobiles, car les indices ne sont pas tous des entiers distincts.

II.2.2. Cas où a9 6= 0
L�intégrale générale a deux familles de pôles doubles mobiles. De même, on obtient

le résultat suivant:

Pour que l�équation (5.3.51 ) soit à points critiques �xes, il est nécessaire qu�elle s�écrive

sous une des formes suivantes
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

Pour � = �2(
y000y0 = 3

2
y002 + 2y00y2 � 4y02y � 2y4;

y01 = 1; y02 = �3; (r11; r12) = (�2; 2) ; (r21; r22) = (�2; 6) ;(
y000y0 = 3

2
y002 + 12y00y2 � 24y02y + 18y4;

y01 = 1; y02 =
1
3
; (r11; r12) = (�2;�3) ; (r21; r22) = (�2; 1) ;(

y000y0 = 3
2
y002 � 1

6
y4;

y01 = 6; y02 = �6; (r11; r12) = (�2; 3) ; (r21; r22) = (�2; 3) :

Pour � = 2 (
y000y0 = 1

2
y002 + 10y02y � 10y4;

y01 = 1; y02 = 3; (r11; r12) = (2; 5) ; (r21; r22) = (�3; 10) ;(
y000y0 = 1

2
y002 + 9y02y � 6y4;

y01 = 1; y02 = 5; (r11; r12) = (3; 4) ; (r21; r22) = (�5; 12) ;(
y000y0 = 1

2
y002 � 4y00y2 + 14y02y � 2y4;

y01 = 1; y02 = 15; (r11; r12) = (2; 7) ; (r21; r22) = (�5; 42) :

Pour � = 3 (
y000y0 = 2

3
y002 + 2y00y2 + 6y02y � 12y4;

y01 = 1; y02 = 2; (r11; r12) = (2; 3) ; (r21; r22) = (�2; 6) :

Pour � = 4(
y000y0 = 3

4
y002 � 3y00y2 + 10y02y � y4;

y01 = 1; y02 = 21; (r11; r12) = (2; 5) ; (r21; r22) = (�5; 42) :

Pour � = 5(
y000y0 = 4

5
y002 � 18

5
y00y2 + 10y02y + 4

5
y4;

y01 = 1; y02 = �24; (r11; r12) = (2; 5) ; (r21; r22) = (�30;�8) :

Pour � = 1; l�équation obtenue est à points critiques mobiles, car les indices ne sont

pas tous des entiers distincts.

Etudions l�équation suivante:

y000y0 = 1
2
y002 + 10y02y � 10y4:

Par dérivation, nous obtenons(
y0000 = 20yy00 + 10y02 � 40y3;
y01 = 1; y02 = 3; (r11; r12; r13) = (2; 5; 8) ; (r21; r22; r23) = (�3; 8; 10) :

Cette équation est stable et la solution y (x) est une fonction elliptique [9; 23].
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5.3. Conditions pour que l�équation réduite de (5.1.1 ) ait ses points critiques �xes

II.3. Cas où (p; q) = (�3; �12)

Le raisonnement utilisé dans l�étude des cas p = �1; �2; s�etend au cas p = �3: Il y a
une seule famille de pôles triples. Supposons ai = 0; (i = 1:::9) et a10 6= 0. En remplaçant
x; y respectivement par x0 + "x; "�3y dans (5.1.1 ) et en faisant " = 0; nous obtenons

l�équation réduite

y000y0 = �y002 + a10y
0y2: (5.3.53)

En posant

y ' y0 (x� x0)
(�3) + �̂ (x� x0)

(r�3) + :::

dans l�équation (5.3.53 ) ; on obtient l�équation indicielle

(r + 1)
�
r2 + (8� � 13) r � 48� + 60

� �
� � 5

4

�
= 0; (5.3.54)

avec y0 solution de l�équation

a10y0 � 48� + 60 = 0: (5.3.55)

Des équations (5.3.54 ) et (5.3.55 ) , on déduit que l�équation indicielle (5.3.54 ) admet

deux solutions

y0 =
12 (4� � 5)

a10
; r1;2 =

13� 8� �
p
64�2 � 16� � 71
2

;

qui doivent être entières. Par suite, pour que l�équation (5.3.53 ) soit à points critiques �xes,

il est nécessaire que � =
5

4
ou � =

3

2
:

Si � =
5

4
; i:e: � = �4; les indices de Fuchs entiers sont r1 = 0 qui correspond à y0

arbitraire et r2 = 3: Nous déduisons alors que l�équation (5.3.53 ) possède des solutions à

points critiques mobiles (� est �xé).

Si � =
3

2
; i:e: � = �2; l�équation di¤érentielle à indices de Fuchs entiers est:(

y000y0 = 3
2
y002 + 12y0y2;

y0 = 1; (r1; r2) = (�3; 4) :

II.4. Cas où (p; q) = (�4; �15)

IL reste donc à étudier le cas où l�on a ai = 0; (i = 1:::10) et a11 6= 0:
En reprenant le même raisonnement que précédemment, donc en remplaçant x; y re-

spectivement par x0 + "x; "�4y dans (5.1.1 ) et en faisant " = 0; nous obtenons l�équation

réduite

y000y0 = �y002 + a11y
3: (5.3.56)
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5.4. Questions et perspectives

Posons

y ' y0 (z � z0)
(�4) + �̂ (z � z0)

(r�4) + ::::

La substitution de cette valeur de y dans l�équation (5.3.56 ) montre que l�indice r doit

être solution de

(r + 1)
�
r2 + (10� � 16) r � 100� + 120

� �
� � 6

5

�
= 0; (5.3.57)

avec y0 solution de l�équation

a11y0 + 400� � 480 = 0: (5.3.58)

Des équations (5.3.57 ) et (5.3.58 ), on déduit que l�équation indicielle (5.3.57 ) admet

deux solutions

y0 = �
80 (5� � 6)

a11
; r1;2 = 8� 5� �

q
25�2 + 20� � 56:

qui doivent être entières. Donc pour que l�équation (5.3.56 ) soit à points critiques �xes, il

est nécessaire que � =
6

5
ou � =

3

2
:

Si � =
6

5
; i:e: � = �5; les racines de l�équation indicielle(5.3.57 ) sont r1 = 0 et r2 = 4,

l�indice zéro ne correspond donc pas à y0 arbitraire, ainsi y possède des points critiques

mobiles.

Si � =
3

2
; i:e: � = �2, l�équation di¤érentielle à indices de Fuchs entiers est(

y000y0 = 3
2
y002 � 120y3;

y0 = 1; (r1; r2) = (�5; 6) :

On notera que l�intégrale générale de l�équation précédente a une seule famille de pôles

mobiles d�ordre quatre.

Remarque 5.5. Les résultats obtenus dans ce chapitre sont appliqués à l�étude des équa-

tions aux dérivées partielles non linéaires � les équations du type de Korteweg �de Vries(1)

( équation K. d. V)�( voir N. A. Kudryashov dans [40; 2010]).

5.4 Questions et perspectives

Pour terminer ce chapitre, signalons quelques problèmes qui ne sont pas encore résolus.

Il reste à prouver si les équations obtenues sont e¤ectivement à points critiques �xes. On

peut aussi étudier l�équation (5.1.1 ) complétée par un second membre.

(1)C�est une équation d�évolution non-linéaire qui possède des solutions du type ondes solitaires (ondes de

translation).
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Conclusion générale et perspectives

Conclusion générale et perspectives
Conclusion générale

Nous nous sommes intéressés aux équations à points critiques �xes de types:

y000 = a1
y00y0

y
+ a2

y03

y2
+B (x; y) y00 + C (x; y) (y0)

2
+D (x; y) y0 + E (x; y) ; (4.1.1)

et

y000
�
�y0 + �y2

�
= �y002 + a1y

00y0y + a2y
00y3 + a3y

03 + a4y
02y2 + a5y

0y4 (5.1.1)

+a6y
6 + a7y

00y2 + a8y
02y + a9y

4 + a10y
0y2 + a11y

3:

Nous avons établi la liste de toutes les classes d�équations de types (4.1.1 ) ou (5.1.1 )

qui peuvent être à points critiques �xes. Parmi ces classes d�équations certaines ont déjà été

étudiées par d�autres auteurs, alors que d�autres sont établies pour la premières fois, elles

ont fait l�objet de publications ou de communications citées dans la bibliographie. Il est a

signaler que certaines équations obtenues ont été intégrées à l�aide des fonctions classiques ou

des transcendantes de Painlevé; on ne rencontre donc aucune transcendante nouvelle; et cela

con�rme la conjecture de Chazy, suivant laquelle les équations de Painlevé du troisième ordre

n�introduisent pas des transcendantes nouvelles. L�étude de ces équations en question est

donc complète, alors que d�autres équations obtenues n�ont pas été complétement étudiées;

leur étude constiue une de nos perspectives.

Perspectives
Nos perspectives dans la recherche sont:

1. Compléter l�étude des équations obtenues pour conclure si e¤ectivement elles sont à

points critiques �xes.

2. Etudier l�équation (5.1.1 ) dans un cas plus général, en prenant le coe¢ cient de y000

égal à �y0 + �y2 + �y + 
:

3. Etudier les équations de type (5.1.1 ) avec un second membre complété par d�autres

termes de degrés ou d�ordres plus petits plus précisemment (E4 ).

4. Compléter l�algorithme du test de Painlevé proposé par R. Conte, A. Fordy, et A.

Pickering.
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Annexe

A. Motivation de l�étude de l�équation (4.1.1)
Dans cette première partie, nous exposons quelques objets qui motivent l�étude de

l�équation (4.1.1 ).

1. Si a2 = 0; l�équation (4.1.1 ) se réduit à l�équation (4.3.3 ) que l�on rencontre en

physique (voir [18;2007]).

2. Martynov a obtenu plusieurs classes d�équations stables du troisième ordre de type

(4.1.1) , mais il n�a pas déterminé tous les coe¢ cients de (4.1.1) .

3. Pour chacune des cinq valeurs de a1, Kozulin et Lukashevitch [40; 1988] ont trouvé

une équation du type (4.3.3 ) sans points critiques mobiles.

Remarque A. Les études faites ci-dessous sont liées à celles du Mémoire [6]:

Nous rappellerons tout d�abord les résultats suivants données explicitement dans mon

Mémoire cité.

Proposition A. Pour que l�équation (4.1.1 ) soit à points critiques �xes, il est nécessaire

qu�elle s�écrive sous une des formes suivantes.

1. cas où a1 = 1 et a2 = 0

yy000 = y0y00;

yy000 = y0y00 + y2y00 � 2
9
y3y0;

yy000 = y0y00 + y2y00 + 2yy02;

yy000 = y0y00 + y2y00 + 2y3y0;

yy000 = y0y00 + y3y0;

yy000 = y0y00 + y2y00 + 4y3y0 � 2y5;
yy000 = y0y00 + y2y00 + 1

4
y3y0 � 1

8
y5:

2. cas où a1 = 2 et a2 = 0

yy000 = 2y0y00;

yy000 = 2y0y00 + y2y00 � yy02;
yy000 = 2y0y00 + y2y00 � yy02 + y3y0;
yy000 = 2y0y00 + y3y0;

yy000 = 2y0y00 + 2y2y00 � 3yy02 + 2y3y0 � y5;
yy000 = 2y0y00 + y2y00 � 3

2
yy02 + 2y3y0 � 1

2
y5;

yy000 = 2y0y00 + 2y5:
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A. Motivation de l�étude de l�équation (4.1.1)

3. cas où a1 = 3 et a2 = 0

yy000 = 3y0y00;

yy000 = 3y0y00 + (2� n) y2y00 � 4yy02 + 2ny3y0;
yy000 = 3y0y00 � ny2y00 + 2ny5;
yy000 = 3y0y00 + (3� n) y2y00 � 6yy02 + 3ny3y0 � ny5;
yy000 = 3y0y00 + (1� n) y2y00 � 2yy02 + ny3y0 + ny5;

4. cas où a1 = 3 et a2 = �2

y000y2 = 3yy0y00 � 2y03;
y000y2 = 3yy0y00 � 2y03 + y3y00:

5. cas où a1 = 3n�2
n
et a2 = �2n�1n

y000y2 = 3n�2
n
yy0y00 � 2n�1

n
y03;

y000y2 = 3n�2
n
yy0y00 � 2n�1

n
y03 + n+2

n
y3y00 � 2

n
y4y0;

y000y2 = 2yy0y00 � y03 + y3y00 + y2y02;
y000y2 = 2yy0y00 � y03 + 3y4y0;
y000y2 = 7

3
yy0y00 � 4

3
y03 + 2

3
y3y00 + y2y02 + 1

3
y4y0;

y000y2 = 5yy0y00 � 4y03 + (1� n) y3y00 + (n� 2) y2y02 + ny4y0;
y000y2 = 5yy0y00 � 4y03 � ny3y00 + ny2y02 + ny6:

6. cas où a1 = 3
n�1
n
et a2 = � (n�1)(2n�1)

n2

y000y2 = 3n�1
n
yy0y00 � (n�1)(2n�1)

n2
y03;

y000y2 = 3n�1
n
yy0y00 � (n�1)(2n�1)

n2
y03 + n+3

n
y3y00 + 3

n2
y2y02 � 3 (n+1)

n2
y4y0 + 1

n2
y6;

y000y2 = 12
5
yy0y00 � 36

25
y03 + 3

5
y3y00 + 163

150
y2y02 + 26

75
y4y0 + 1

150
y6;

y000y2 = 3
2
yy0y00 � 3

4
y03 + 3

2
y3y00 + 3

2
y2y02 � 3

4
y4y0;

y000y2 = 6yy0y00 � 6y03 � ny3y00 + 3n
2
y2y02 + n

2
y6:

7. cas où a1 = 3n�1
n
et a2 = � (n�1)(2n+1)

n2

y000y2 = 3n�1
n
yy0y00 � (n�1)(2n+1)

n2
y03;

y000y2 = 3n�1
n
yy0y00 � (n�1)(2n+1)

n2
y03 + n+1

n
y3y00 � 3

n2
y2y02 � n�3

n2
y4y0 � 1

n2
y6;

y000y2 = 5
2
yy0y00 � 5

4
y03 + 1

2
y3y00 � 1

4
y2y02 + 9

4
y4y0 � 3

4
y6;

y000y2 = 14
5
yy0y00 � 44

25
y03 + 1

5
y3y00 + 49

50
y2y02 + 18

25
y4y0 + 3

50
y6;

y000y2 = 4yy0y00 � 2y03 � ny3y00 + n
2
y2y02 + 3n

2
y6;

y000y2 = 4yy0y00 � 2y03 + (2� n) y3y00 +
�
n
2
� 4
�
y2y02 + 2ny4y0 � n

2
y6;

y000y2 = 4yy0y00 � 2y03 + (2� n) y3y00 +
�
n
2
� 4
�
y2y02 + ny4y0 + n

2
y6:
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A. Motivation de l�étude de l�équation (4.1.1)

8. cas où a1 = 3 et a2 = �2n
2�1
n2

y000y2 = 3yy0y00 � 2n2�1
n2
y03;

y000y2 = 3yy0y00 � 2n2�1
n2
y03 + y3y00 � 6

n2
y2y02 + 6

n2
y4y0 � 2

n2
y6;

y000y2 = 3yy0y00 � 3
2
y03 + 3

2
y4y0;

y000y2 = 3yy0y00 � 3
2
y03 + y3y00 � y2y02 + 1

2
y4y0:

Il est à signaler une contradiction apparente entre un résultat du Mémoire que nous

avons cité et un résultat de Kozulin et Lukashevich. Dans [40; 1988]: Les auteurs ont donné

toutes les valeurs que peuvent prendre les coe¢ cients a1 et a2 pour que l�équation (4:3:3)

soit à points critiques �xes; plus précisemment, ils ont montré que: pour que l�équation de

type (4.3.3 ) soit à points critiques �xes, il est nécessaire qu�elle s�écrive sous une des formes

suivantes:

y2y000 = 3y00y0y � 2y03 + b1y3y00 + c0y2 (y0)2 + d2y4y0 + e4y6;

y2y000 = 3n�2
n
y00y0y � 2n�1

n
y03 + b1y

3y00 + c0y
2 (y0)

2
+ d2y

4y0 + e4y
6;

y2y000 = 3n�1
n
y00y0y � (n�1)(2n�1)

n2
y03 + b1y

3y00 + c0y
2 (y0)

2
+ d2y

4y0 + e4y
6; (A:1)

y2y000 = 3n�1
n
y00y0y � (n�1)(2n+1)

n2
y03 + b1y

3y00 + c0y
2 (y0)

2
+ d2y

4y0 + e4y
6;

y2y000 = 3y00y0y � 2(n
2�1)
n2

y03 + b1y
3y00 + c0y

2 (y0)
2
+ d2y

4y0 + e4y
6;

Ils ont a¢ rmé aussi que: pour que les équations du type (A:1 ) soient à points critiques

�xes, il su¢ t qu�elles s�écrivent sous une des formes suivantes:

y2y000 = 3yy0y00 � 2y03 + y3y00;

y2y000 =
3n� 2
n

yy0y00 � 2n� 1
n

y03 +
n+ 2

n
y3y00 +� 2

n
y4y0;

y000y2 = 3n�1
n
yy0y00 � (n�1)(2n�1)

n2
y03 + n+3

n
y3y00 + 3

n2
y2y02 � 3 (n+1)

n2
y4y0 + 1

n2
y6; (A:2)

y2y000 = 3n�1
n
yy0y00 � (n�1)(2n+1)

n2
y03 + n+1

n
y3y00 � 3

n2
y2y02 � n�3

n2
y4y0 � 1

n2
y6;

y2y000 = 3yy0y00 � 2(n
2 � 1)
n2

y03 + y3y00 � 6

n2
y2y02 +

6

n2
y4y0 � 2

n2
y6:

où n est un nombre di¤érent de 0. Mais il s�avère que pour certaines valeurs de n, certaines

des équations précédentes sont à points critiques mobiles. Exemples: la deuxième équation

est à points crtiques mobiles si n = �3; la troisième équation est à points crtiques mobiles
si n = �2; la quatrième équation est à points crtiques mobiles si n = �4 et la cinquième
équation est à points crtiques mobiles si n = �5 ou n = 5. Les équations énumérées

admettent des indices de Fuchs doubles.
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A. Motivation de l�étude de l�équation (4.1.1)

i. Étude de l�équation di¤érentielle

y2y000 = 3n�1
n
yy0y00 � (n�1)(2n�1)

n2
y03 + n+3

n
y3y00 + 3

n2
y2y02 � 3 (n+1)

n2
y4y0 + 1

n2
y6; (A:3)

y01 = �1; y02 = �1� n; y03 = �2n� 1; (r11; r12) = (1; 2) ;
(r21; r22) = (1;�1� n) ; (r31; r32) = (�2;�2n� 1) :

Concernant les autres valeurs de n, en e¤ectuant dans l�équation (A:3 ) le changement

de fonction y = �u0

u
; on trouve

u0000 = 3

�
1� 1

n

�
u000u00

u0
� (n� 1) (2n� 1)

n2
u003

u02
:

En posant par la suite

u0 = vn;

on aboutit à l�équation

v000 = 0:

Par intégration, on obtient

v = C1x
2 + C2x+ C3;

où les zéros x0 de v sont des singularités de u0 lorsque n est négative. Pour que u0 ne contient

pas le terme 1
x�x0 ; c�est-à-dire pour que u et par conséquent y soit de type de Painlevé, il

faut et il su¢ t que n > 0:

On pouvait aussi remarquer que la condition d�indice en r = �1� n est

Q(�1�n) � Cu�1�n1 6= 0, où C 6= 0 et n > 0,

on déduit donc que pour n 6= 0; l; avec l 2 N; l�équation (A:3 ) est à points critiques mobiles.
ce qui est contraire à l�a¢ rmation de Kozulin et Lukashevich [40; 1988]:

ii. Étude de l�équation di¤érentielle

y2y000 = 3n�1
n
yy0y00 � (n�1)(2n+1)

n2
y03 + n+1

n
y3y00 � 3

n2
y2y02 � n�3

n2
y4y0 � 1

n2
y6; (A:4)

y01 = �1; y02 = �1� n; y03 = 2n� 1; (r11; r12) = (1; 2) ;
(r21; r22) = (3;�1� n) ; (r31; r32) = (6; 2n� 1) :

On verra, comme pécédemment, pour que l�équation (A:4 ) soit à points critiques �xes

il faut et il su¢ t que n 6= �3l � 1, 0 où l 2 N:
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A. Motivation de l�étude de l�équation (4.1.1)

En e¤et, le changement de fonction y = �u0

u
transforme (A:4 ) en

u0000 =
3n� 1
n

u000u00

u0
� (n� 1) (2n+ 1)

n2
u003

u02
:

Si l�on pose u0 = vn; l�équation (A:4 ) prend la forme

vv000 = 2v0v00:

D�où par intégration v00 = C1v
2. Par conséquent

v = C2x+ C3 si C1 = 0;

ou

v = b (x� x0)
�2 +

+1X
i=1

b6i+4 (x� x0)
6i+4 ;

où b; x0; b4; C1; C2 et C3 sont des constantes avec x0 un pôle double de v: Donc u0 = vn

ne contient pas le terme en 1
x�x0 ; ce qui preuve que u et par conséquent y sont de type de

Painlevé si et seulement si n = �3l � 1, 0 où l 2 N:
On pourrait arriver à ce résultat, d�une autre manière. En e¤et, la condition d�indice en

r = �1� n est

Q(�1�n) � Cum3 6= 0, où C 6= 0, m = �1�n
3

et m 2 N� f0, 1g .

Par conséquent, si n = �3m�1, 0, où m = 0; 1:::, l�équation (A:4 ) est à points critiques

mobiles. ce qui est contraire à l�a¢ rmation de Kozulin et Lukashevich [40; 1988]:

iii. Étude de l�équation di¤érentielle

y2y000 = 3yy0y00 � 2(n
2�1)
n2

y03 + y3y00 � 6
n2
y2y02 + 6

n2
y4y0 � 2

n2
y6; (A:5)

y01 = �1; y02 = �1� n; y03 = n� 1; (r11; r12) = (1; 2) ;
(r21; r22) = (4;�1� n) ; (r31; r32) = (4; n� 1) :

En posant y = �u0

u
; puis u0 = vn; on obtient

vv000 = 3v0v00:

Par intégration, on aboutit à l�équation

v00 = C1v
3:
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A. Motivation de l�étude de l�équation (4.1.1)

Par conséquent v = C1x+ C2 si C1 = 0 ou

v = b (x� x0)
�1 +

+1X
i=1

b4i+3 (x� x0)
4i+3 ;

où b; x0; b3; C1 et C2 sont des constantes avec x0 un pôle simple de v: Ainsi u0 = vn ne

contient pas le terme en 1
x�x0 ; c�est-à-dire, pour que u et par conséquent y soit de type de

Painlevé, il faut et il su¢ t que n 6= 0; � (4l + 1) ; l 2 N:
On pouvait aussi remarquer que la condition d�indice en r = �1� n est

Q4m � Cum4 6= 0, où m > 2 et n = �1� 4m.

alors, pour n = 0; � (4m+ 1) ;m 2 N; l�équation (A:5 ) est à points critiques mobiles,
ce qui contredit l�a¢ rmation de Kozulin et Lukashevich [40; 1988]:

iv. Étude de l�équation di¤érentielle

y2y000 = 3n�2
n
yy0y00 � 2n�1

n
y03 + n+2

n
y3y00 +� 2

n
y4y0;

y01 = �1; y02 = �1� n; (r11; r12) = (1; 2) ; (r21; r22) = (2;�1� n) :
(A:6)

En intégrant l�équation précédente par rapport à x, on obtient

y00 =

�
1� 1

n

�
y02

y
+

�
1 +

2

n

�
yy0 � 1

n
y3 + Cy: (A:7)

Les changements de fonctions successifs y = �u0

u
; donnent

u0000 =
3n� 2
n

u000u00

u0
� 2n� 1

n

u003

u02
:

Si l�on pose u0 = vn; l�équation précédente prend la forme

vv000 = v0v00: (A:8)

En intégrant (A:8 ) ; on obtient v00 = Cv; v = C1x+ C2 si C = 0, où les zéros de v peut

être des singularités de u: Ainsi u0 = vn ne contient pas le terme 1
x�x0 ; c�est-à-dire, pour que

u et par conséquent y soit de type de Painlevé, il faut et il su¢ t que n 6= 0; �2l � 1, avec
l 2 N:
On peut le véri�er autrement en remarquant que la condition d�indice en r = �1�n est

Q(�1�n) � Cu
�1�n
2

2 6= 0, où C 6= 0 et n impaire.

Par suite, pour n = 0; �2l � 1, l�équation (A:6 ) est à points critiques mobiles, ce qui
est contraire à l�a¢ rmation de Kozulin et Lukashevich [40; 1988]:
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B. Équations de Riccati

B. Équations de Riccati
Parmi les équations di¤érentielles, l�équation de Riccati est l�une des plus remar-

quables car � la simple connaissance d�une solution particulière permet son intégration

complète �. A côté de cela, on remarque qu�il est facile de la rattacher à l�équation linéaire

homogène du second ordre et à la dérivée schwarzienne du troisième ordre.

Dans cette deuxième annexe, on établit ces deux propriétés sur les équations di¤éren-

tielles de type de Riccati(1) suivante:

dy

dx
= P (x) y2 +Q (x) y +R (x) : (B:1)

où P; Q et R sont trois fonctions de x:

On peut la voir comme une équation di¤érentielle y0 = F (y; x) dont on aurait développée

la fonction F (y; x) en y à l�ordre deux.

Dans ce cas particulier, on pouvait reconnaître que les conditions nécessaires exprimées

sont su¢ santes et l�intégrale générale est la fonction

y =
cf1 + f2
c'1 + '2

;

dont les seuls points critiques ou transcendants de y (x) sont les points analogues de f1; f2; '1; '2;

qui sont �xes. Si maintenant, nous voulons qu�il n�existe pas non plus de points critiques

�xes, autrement dit si nous voulons que l�intégrale soit uniforme, nous avons à traiter une

question d�une autre nature et qui est loin d�être résolue.

Par exemple, étant donnée une équation (B:1 ) quelconque, on sait qu�on la raméne à

la forme:
dy

dx
= �y2 +Q1y +R1; (B:2)

en changeant y en
�y
P
; puis à la forme

dy

dx
+ y2 +M (x) = 0; (B:3)

en changeant y en y +
Q1
2
:

Nous terminons cette partie en mettant (B:1 ) sous la forme linéaire du second ordre et

sous la forme schwarzienne du troisième ordre.

(1) les relations entre l�équation de Riccati, les équations linéaires du second ordre et les Schwarziennes,

très utilisées dans l�uniformisation.
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B.1 Équation linéaire du second ordre

B.1 Équation linéaire du second ordre
Si l�on pose

y =
z0

z
; (B:4)

l�équation (B:3 ) devient:

z00 +M (x) z = 0; (B:5)

équation linéaire et homogène et à une solution de (B:5 ) correspond une solution de (B:3 )

d�aprés (B:4 ) Inversement, montrons qu�à trois solutions de (B:3 ) correspond algébrique-

ment une solution de l�équation (B:5 ) :

Soit z1; z2 deux solutions de (B:5 ) ; les expressions y1 =
z01
z1
; y2 =

z02
z2
sont deux solutions

de (B:3 ) ; et l�intégrale générale de (B:5 ) peut s�écrire, d�aprés (B:4 ) ;

y3 =
z01 + cz02
z1 + cz2

=
y1z1 + cy2z2
z1 + cz2

: (B:6)

D�autre part, z1 et z2 véri�ent la relation

z1z
00
2 � z2z

00
1 = 0; ou bien z1z

0
2 � z2z

0
1 = �;

� désignant une constante, ce qui s�écrit encore:

z1z2 =
�

y2 � y1
: (B:7)

Si on tire z1 et z2 des équations (B:6 ) et (B:7 ) ; il vient:

�1
�c
z21 =

y2 � y3
(y2 � y1) (y3 � y1)

;
�c
�
z22 =

y3 � y1
(y2 � y3) (y2 � y1)

;

et comme 1p
��cz1;

q
�c
�
z2 sont encore des intégrales de (B:5 ) ; on voit qu�à trois intégrales

de (B:3 ), y1; y2; y3 correspond l�intégrale z1 de (B:5 ) :

z21 =
y2 � y3

(y2 � y1) (y3 � y1)
: (B:8)

Le rapport de deux intégrales de (B:5 ) peut se mettre sous la forme:

z1
z2
=
y2 � y3
y3 � y1

: (B:9)

Ceci posé, partons d�une équation de Riccati quelconque (B:1 ) : Si son intégrale générale

est uniforme, il en est même des coe¢ cients P; Q etR; comme on le voit aussitôt en éliminant

c entre l�intégrale générale (B:2 ) et sa dérivée. Il suit de là que la transformée (B:3 ) a aussi

son intégrale uniforme. Considérons seulement le cas où la fonction M (x) est rationnelle.

122



B.2 Résolvante schwarzienne du troisième ordre

Si l�équation (B:5 ) a son intégrale uniforme, il en est de même de l�équation (B:3 ) ;mais

la réciproque n�est pas vraie; quand l�intégrale de (B:3 ) est uniforme, les égalités (B:8 ) et

(B:9 ) nous montrent seulement que l�intégrale générale z (x) de (B:5 ) est de la forme:

z =
p
G (x) (�'1 + �'2) ; (B:10)

'1 et '2 étant ainsi que G (x) des fonctions uniformes, � et � deux constantes. Inversement,

si z (x) est de la forme (B:10 ) ; l�intégrale de (B:3 ) est uniforme.

Par conséquent, la théorie de l�équation de Riccati est équivalente à la théorie des équa-

tions di¤érentielles linéaires et homogènes du second ordre. Elle n�admet donc pas de points

critiques mobiles.

B.2 Résolvante schwarzienne du troisième ordre
Utilisons la notation

f = �1
2

�
Q� P 0

P

�
; z = Py + f:

Si maintenant, nous introduisons les fonctions � et  déterminées par les égalités

�0Z2 = 1;  0F 2 = 1 où z =
Z 0

Z
; f =

F 0

F

avec

 0 exp

�Z
Qdx

�
= P;

nous obtenons l�équation di¤érentielle du troisième ordre

f�; xg = f ; xg+ 2PR; (B:11)

dans laquelle le premier membre et le premier terme du second membre représentent sym-

boliquement, selon la notation de F. klein, les schwarziennes:

�000

�0
� 3
2

�
�00

�0

�2
et
 000

 0
� 3
2

�
 00

 0

�2
;

des deux fonctions � et  :

Nous dirons que l�équation (B:11 ) est la résolvante schwarzienne complète du troisième

ordre de l�équation de Riccati (B:1 ) :
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C. Fonctions et intégrales elliptiques

C. Fonctions et intégrales elliptiques
A cause du fait que l�équation elliptique intervient dans les théories les plus diverses,

les fonctions elliptiques occupent une place importante en analyse. Un des ouvrages les plus

détaillés sur les fonctions elliptiques est de Briot et Bouquet [9]:

Dans cette troisième annexe, nous allons présenter quelques dé�nitions et certaines pro-

priétés de la théorie des fonctions elliptiques.

Soient w1 et w2 deux nombres complexes, R-linéairement indépendants (c�est-à-dire tels
que w2 n�est pas nulle et que le quotient

w1
w2

ne soit pas réel ou ce qui revient au même que

la partie imaginaire Im
�
w1
w2

�
du rapport

w1
w2

n�est pas nulle).

On considère le réseau

� = Zw1 � Zw2 =
�
w � mw1 + nw2; (m;n) 2 Z2

	
;

c�est un sous-groupe discret de C et il forme un ensemble de parallélogrammes.
Dé�nition C:1: On appelle parallélogramme fondamental engendré par w1 et w2 tout

parallélogramme � de sommets d�a¢ xes x0; x0 + �w1; x0 + �w2; x0 + �w1 + �w2 avec

x0 2 C; 0 � �; � � 1: Autrement dit, il est dé�ni par le compact

� = fx0 + �w1 + �w2 : x0 2 C; �; � 2 [0; 1]g :

Dé�nition C:2: La fonction elliptique est une fonction méromorphe dé�nie sur le plan

complexe, uniforme, non-constante et doublement périodique (une période est réelle, l�autre

imaginaire). Elle est dé�nie à partir de l�inverse d�une intégrale elliptique et permet la

résolution de nombreuses équations di¤érentielles.

Proposition C.1. Il n�existe pas de fonction elliptique y non constante qui soit holo-

morphe sur C. Autrement dit, toute fonction elliptique y n�ayant pas de pôles est une

constante.

Remarque C.1. On déduit de la proposition précédente qu�une fonction elliptique non

constante possède au moins un pôle dans le parallélogramme fondamental.

Proposition C.2. Toute fonction elliptique non constante a un nombre �ni de pôles et

un nombre �ni de zéros dans un parallélogramme fondamental.

Remarque C.2. Comme remarque, notons que le nombre de zéros et de pôles d�une

fonction elliptique non constante est dénombrable.

Proposition C.3. Soit y une fonction elliptique et désignons par b1; :::; bm les pôles de

y (chaque pôle étant compté avec multiplicité), alors
mX
k=1

R�es(y; bk) = 0:
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C.1 Fonctions de } Weierstrass

Remarque C.3. Notons que d�après la remarque (C:2) et la proposition précédente, il

n�existe pas de fonction elliptique de premier ordre, i.e., une fonction elliptique ne peut pas

avoir un pôle simple dans un parallélogramme fondamental. Elle doit avoir au moins deux

pôles simples ou au moins un pôle non simple dans un parallélogramme fondamental.

Proposition C.4. Soit y une fonction elliptique non constante. Désignons par a1; :::; al
les zéros de y de multiplicité n1; :::; nl respectivement et par b1; :::; bm les pôles de y de

multiplicité p1; :::; pm respectivement. Alors

lX
k=1

nk =

mX
k=1

pk:

Autrement dit, le nombre de zéros d�une fonction elliptique non constante est égal au

nombre de ses pôles dans le parallélogramme fondamental.

Proposition C.5. Soit y une fonction elliptique. Désignons par a1; :::; al les zéros

de y de multiplicité n1; :::; nl respectivement et par b1; :::; bm les pôles de y de multiplicité

p1; :::; pm respectivement. Alors

lX
k=1

nkak �
mX
k=1

pkbk = période:

C.1 Fonctions de } Weierstrass
La plus importante classe de fonctions elliptiques est celle des fonctions elliptiques

de Weierstrass } et toute fonction elliptique peut être exprimée à l�aide de celles-ci. Les

fonctions de Weierstrass interviennent souvent lors de la résolution de problèmes théoriques.

La fonction } de Weierstrass relative à � est dé�nie par

} (x) =
1

x2
+

P
!2��f0g

�
1

(x� !)2
� 1

!2

�
: (C:1)

La série (C:1 ) converge normalement sur tout compact ne rencontrant pas le réseau �,

i.e., sur tout compact de C��:
Proposition C.6. } (x) est une fonction elliptique de périodes w1 et w2. Elle est paire

et admet des pôles doubles aux points w 2 � , dont le résidu est nul. En outre, }0 (x) est
une fonction doublement périodique et elle est impaire.

Proposition C.7. Le développement de } (x) en série de Laurent au voisinage du point

0 est donné par

} (x) =
1

x2
+
+1P
k=1

(2k + 1)G
2k+2

x2k (C:2)

où

Gk � Gk (�) =
P

!2��f0g

1

!k
; k > 4
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C.1 Fonctions de } Weierstrass

et Gk = 0 pour k impaire.

Dé�nitionC:3: Les deux nombres complexes g2 et g3 défnis par les séries (dites d�Eisenstein):

g2 = 60
P

!2��f0g

1

!4
;

g3 = 140
P

!2��f0g

1

!6
;

s�appellent invariants (de Weierstrass) de la fonction } (x).

Proposition C.8. La fonction } (x) est solution de l�équation di¤érentielle:

(}0 (x))
2
= 4 (} (x) )3�g2} (x)�g3; (C:3)

où g2 et g3 sont les invariants de la fonction } (x).

Dé�nition C:4: [9] La fonction elliptique } est dé�nie par l�équation di¤érentielle

dy

dx
= g
p
(1� y2) (1� k2y2);

dans laquelle g et k ( module ) sont deux paramétres arbitraires.

La fonction elliptique } est une fonction impaire, ayant pour périodes

! = 4

Z 1

0

dy

g4y ; !
0 = �2

Z 1
k

1

dy

g4y ;

et pour abréger, nous représenterons le radical par 4y:
Dans la théorie des équations de type de Painlevé, la fonction elliptique joue un rôle

important. Donc nous allons expliquer ses propriétés. Elle admet dans chaque parallélo-

gramme deux zéros x = 0; x =
!

2
; et deux in�nis simples x =

!0

2
; x =

! + !0

2
; elle passe

deux fois par chaque valeur, et les deux valeurs de x; qui correspondent à une même valeur de

la fonction, présentent une somme constante et égale à
!

2
: Elle jouit des propriétés suivantes:

}
�!
2
+ x
�
= �} (x) ; }

�
!0

2
+ x

�
=

1

k} (x)
:

On a d�ailleurs

}
�!
4

�
= 1; }

�
!

4
+
!0

2

�
=
1

k
:

Une solution particulière de

}02 = 4}3 � g2}� g3 = 4 (}� e1) (}� e2) (}� e3) ;

où (g2; g3; ek) 2 C3; admet un pôle à l�origine

} (x; g2; g3) = x�2 +
g2
20
x2 +

g3
28
x4 +O

�
x6
�
:
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C.2 Intégrales elliptiques

Remarque C.4. En posant y = } (x), l�équation (C:3 ) s�écrit

(}0 (x))
2
= 4(} (x))3 � g2} (x)� g3;

Or x �! 0 lorsque y �!1; donc

x =

Z y

1

dyp
4y3 � g2y � g3

(C:4)

Autrement dit, la fonction y = } (x) s�obtient par inversion de l�intégrale (C:4 ) (dite

intégrale elliptique sous forme de Weierstrass). Réciproquement, si le polynôme 4y3� g2y�
g3 n�a pas de zéros multiples (i.e. son discriminant est non nul: g32 � 27g23 6= 0), alors

l�inversion de l�intégale (C:4 ) conduit à la fonction } (x) de Weierstrass.

C.2 Intégrales elliptiques
On appelle en général intégrale elliptique, une intégrale de la formeZ

R
�
x;
p
P (x)

�
dx; (C:5)

où R est une fonction rationnelle à deux variables et P (x) un polynôme de degré 3 ou 4

avec des racines simples. En général, cette intégrale ne s�exprime pas au moyen de fonctions

élémentaires c�est-à-dire celles que l�on obtient en appliquant à la variable x les opérations

algébriques (addition, soustration, multiplication, division) en nombre �ni, ainsi que les

fonctions logarithmiques, trigonométriques et leurs inverses. Nous verrons que les fonctions

inverses de ces intégrales elliptiques sont des fonctions elliptiques.

Dé�nitionC:5Une intégrale elliptique est l�intégrale d�une fonction rationnelle R (x; y)

dans laquelle y2 est un polynôme de degré 3 ou 4 en x. En général, une intégrale elliptique

ne peut s�exprimer avec des fonctions élémentaires.

En particulier, on a

'02 = P (') ; (C:6)

avec P ploynôme de degré 4 ( ou seulement 3 si ' a un pôle double). On peut construire

une telle fonction ' de deux manières:

1. ou bien comme une série (Liouville, Eisenstein ). Par exemple la fonction

1

x2
+

P
!2��f0g

�
1

(x� !)2
� 1

!2

�
; (C:7)

où � est un sous-groupe discret de C engendré par deux nombres complexes indépen-
dants. La série converge normalement sur tout compact du plan C:
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C.2 Intégrales elliptiques

2. ou bien en résolvant l�équation di¤érentielle (C:6 ). Par exemple Weierstrass dé�nit la

fonction } (x) comme la solution de�
dy

dx

�2
= 4y3 � g2y � g3; où g2; g3 constantes. (C:8)

ayant un pôle pour x = 0; elle ne di¤ère que par une constante de la foncton (C:7 ) :

La réduction d�une intégrale elliptique consiste:

�en premier lieu, à décomposer cette intégrale en la somme de diverses intégrales calcu-

lables par voie élémentaire et d�un certain nombre, aussi restreint que possible, d�intégrales

elliptiques types;

� en second lieu, à ramener ces dernières intégrales, par des changements de variable

appropriés, à des formes canoniques usuelles qui ont été étudiées systématiquement et pour

lesquelles on possède notamment des tables numériques.

Considérons la fonction rationnelle R (x; y) ; ramenée au quotient de deux polynômes

entiers; nous pouvons remplacer au numérateur et au dénominateur y2 par P; y3 par Py; y4

par P 2, et ainsi de suite; la fonction rationnelle s�écrit alors

R (x; y) =
A+By

C +Dy
;

A; B; C; D désignent quatre polynômes entiers en x. Si nous multiplions haut et bas par

C �Dy et remplaçons encore y2 par P (x) ; nous écrivons

R (x; y) =
F +Gy

H
;

F; G; H désignent de nouveaux polynômes entiers en x: La fonction est rationnelle, donc

intégrable par voie élémentaire; l�intégrale elliptique (C:5 ) se présente ainsi comme la somme

de l�intégrale d�une fonction rationnelle de x, et de la nouvelle intégrale elliptiqueZ
Gy

H
dx =

Z
Gy2

Hy
dx =

Z
M

H
p
P (x)

dx:

Une première étape préliminaire est ainsi franchie dans la voie de la réduction ( on

renvoie à [7, 46, 63] pour plus de détail ).
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D. Étude de l�équation PI d�après Painlevé

D. Étude de l�équation PI d�après Painlevé
L�équation traitée:

y00 = 6y2 + x; (PI)

paraît la plus simple de celles qui sont dépourvues de points critiques mobiles.

Pour démontrer que la solution générale de l�équation di¤érentielle (PI) est méromorphe,

Painlevé utilise la transformation

y =
1

z2
; y0 =

�1
z3
� xz

2
� z2

2
+ uz3: (D)

On a pour z et u les équations di¤érentielles8><>:
y0 = 1 +

xz4

4
+
z5

4
� uz6

2
;

u0 =
x2z

8
+
3xz2

8
+
z3

4
�
�
5z4

4
+ xz3

�
u+

3

2
u2z5:

Ce système di¤érentiel admet une solution holomorphe telle que z(a) = 0, u(a) = h; a et

h désignant des valeurs arbitraires. En portant cette solution dans la transformation (D ),

on obtient la solution qui admet un pôle mobile a et dépend d�une autre arbitraire h.

La transformation est obtenue comme suit.

On détermine d�abord une série

y =
c

(x� a)2
+ c0 (x� a)�1 + c0 + c1 (x� a) + c2 (x� a)2 + :::;

qui satisfait formellemant à l�équation (PI) et on trouve

c = 1; c0 = c0 = c1 = 0; c2 = �a=10; c3 = �1=6; c4 = h; c5 = 0; c6 = a2=300; :::

On transforme la solution formelle en une série de puissances de x�a dont les coe¢ cients
sont indépendants de a (mais dépendent naturellement de x ). On obtient ainsi pour y et

y0 les séries formelles

y =
1

(x� a)2
� x

10
(x� a)2 +

�1
15
(x� a)3 + h (x� a)4 + ::::;

y0 =
�2

(x� a) 3
� 1
5
x (x� a)� 3

10
(x� a)2 + 4h (x� a)3 + ::::

Eliminant x� a entre ces deux relations, on obtient une relation formelle

y0 = � 2

"z3
� x"z

2
� z2

2
+ 7h"z3 + ::::; (" = �1) ;
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D. Étude de l�équation PI d�après Painlevé

où la variable z est liée à y par y = z�2. La transformation est obtenue en supprimant du

second membre les termes des degrés supérieurs à 3 et en prenant " = 1; h = u.

On obtient ainsi pour u et z des équations di¤érentielles dont les seconds membres sont

des fonctions holomorphes pour x = a; z = 0; u = h. On en conclut la convergence de la

solution formelle et l�existence du pôle mobile.
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