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Introduction

Les suites récurrentes linéaires font un sujet d’étude si veste et riche en résultats théoriques
et pratiques qui font 'objet d’une littérature abondante. Parmi les suites récurrente linéaire
les plus connues et sans doute la plus ancienne, on trouve la suite de Fibonacci. Elle doit son
nom au mathématicien italien Leonardo de Pisa (1170 - 1250) connu sous le nom de Leonardo
Fibonacci, qui dans un probléme récréatif posé dans son ouvrage, le ”Liber Abaci” publié en
1202, décrit la croissance d’une population de lapins (pour plus de détail on renvoi le lecteur
au [15]), ce probléme est a l'origine de la suite de Fibonacci. Au XIXe siécle le mathématicien
francais Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891) qui popularisa cette suite ainsi que son
nom. Il a méme proposé une généralisation de cette suite en changeant les valeurs des termes

initiaux pour obtenir la suite connu par "La suite de Lucas".

Dans ce travail, nous nous intéressons & la combinatoire des suites de Fibonacci et Lucas
généralisées et leurs extensions par des pavages linéaires et circulaires. Nous nous proposons

d’établir de nouvelles identités combinatoires pour ces suites par des méthodes bijectives.
Notre travail est structuré en trois chapitres de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre, nous commencons par quelques notions et préliminaires sur la suite
de Fibonacci généralisée, la suite g-Fibonacci généralisée et la suite multibonacci. Nous passe-
rons ensuite & I'interprétation combinatoires par les pavages linéaires de ces suites. Des preuves
combinatoires associées & ces suites seront aussi présentée. Essentiellement les résultats que 'on

présentera dans cette partie du chapitre sont dis aux travaux de A. T. Benjamin, J. J. Quinn
[9], 8] -

Enfin, la derniére partie de ce chapitre est consacrée aux identités issues de preuves bijectives.

En premier lieu on généralise quelques identités liées a la suite de Fibonacci généralisée, on



présente aussi une technique développée par A. T. Benjamin, J. J. Quinn [9] pour fournir des
preuves combinatoires pour une famille d’identités, on donnera aussi quelques identités relatives

aux suites ¢g-Fibonacci généralisée et la multibonacci.

Au deuxiéme chapitre, nous abordons une extension de 'interprétation combinatoire par des
pavages pour interpréter les nombres de Lucas généralisée. En se basant sur cette interprétation,
on donnera une interprétation combinatoire pour la suite r-Lucas généralisée ainsi qu’une preuve
combinatoire pour ’expression explicite de cette derniére. Nous présentons aussi quelques iden-
tités bijectives liées aux suites de Lucas et r-Lucas généralisée, ainsi que des identités de type
Fibonacci-Lucas ou on exprime les nombres de Lucas généralisés en fonction des nombres de

Fibonacci généralisés.

Le troisiéme chapitre est consacré aux formules de Binet liées aux nombres de Fibonacci et
Lucas. Dans la premiére partie de ce chapitre on présente une preuve fournie par Benjamin et
al [5] pour les nombres de Fibonacci. Cette preuve est basée sur un modéle de pavage aléatoire.
Dans la deuxiéme partie nous proposons une preuve pour la formule de Binet pour les nombres

de Lucas basée sur le modéle de pavage aléatoire combinée & un processus Markovien.

Notre travail se termine par trois annexes ot on réécrit toutes les identités développé dans le
premier et le deuxiéme chapitre pour les suites de : Fibonacci classique, Pell, Jacobsthal, ainsi

que pour leurs suites compagnons.

Notons que, lorsqu’on ne cite pas 'auteur d’un résultat, il s’agit d’une modeste contribution.



Chapitre 1

Interprétation des nombres de

Fibonacci par des pavages linéaires

Les nombres de Fibonacci sont étudiés par un grand nombre de Mathématiciens, on trouve
dans la littérature une multitude d’articles concernant leurs interprétations combinatoires, on

peut consulter Mathématiques Concretes [19], The Golden ration and Fibonacci number [15].

Dans ce chapitre on utilise I'interprétation des nombres de Fibonacci par des pavages afin de

développer des identités combinatoires.

1.1 Les nombres de Fibonacci

Les nombres de Fibonacci dont on présente dans le tableau ci-dessous les dix premiers termes,

sont définis par la relation de récurrence suivante,

Fy=0, F=1,

(1.1)
Fp=Fy 1+ F, 2 (7122),

ol chaque nombre est la somme des deux nombres précédents.

n |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
F,/0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

Table 1.2 - Les dix premiéres valeurs de la suite de Fibonacci. SLOANE A000045



Définition 1 La suite de Fibonacci généralisés est définie pour tous entiers positifs a,b, par la

relation de récurrence suivante :
Fo=0,F1=1,
Fn=aFn-1+bF—2 (n>2),
Les cas particulier de la suite de Fibonacci généralisée :

— Sia=0b=1, on obtient la suite de Fibonacci classique, Sloane A000045,

Fhb=0, Fi=1,et Fyi1=F,+ F,_1 pour n>2,
{Fu}pso =1{0,1,1,2,3,5,8,13,...}

— Sia=2,b=1, on obtient la suite de Pell, Sloane A000129,

PO:O, P1:1, et Pn+1:2PTL+Pn—1 pourn227
{Pu}pso = {0,1,2,5,12,29,70,...}

— Sia=1, b= 2, on obtient la suite de Jacobsthal, Sloane A001045,

Jo=0, Ji=1, et Jyy1 =Jp+2J,—1 pourn > 2,
{Jn}nso = {0,1,1,3,5,11,21, ...}

Les formes de Binet s’écrivent [2]

() e
P, = 2\1/§<<1+x/§)n—(1—\/§)"), (n>0)
heo= @Y, (n>0)

Les formes explicites de ces suites [2]

3,

F, = kz_o( N ) (n>0)
5]
5]

J, = <n ; k) ok (n>0)

i
o

(1.2)

(1.3)

(1.4)
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Définition 2 Pour tout entier ¢ > 2, soit (F,(lq)> . la suite q-Fibonacci généralisée définie
n

pour tous entiers positifs a et b, comme suit :

F? =0, = a1 (1<k<q-1),

(1.6)
AP = aF 9 4 bF9 (n>q).
Ce qui donne pour tout n > 0, (voir par exemple [2])
ki
FéfI) — < L )bkanqk’
k=0
Notons que, pour ¢ = 2, on obtient FY(LQ) = F, la suite de Fibonacci généralisée, et pour ¢ = 3,

on obtient la suite Tribonacci généralisée. On présente dans le tableau ci-dessous les premiéres

valeurs des suites ¢-Fibonacci (¢ = 3,4,5) ot a=b=1,

q les valeurs initiales | les premiéres valeurs non nules
3 | Tribonacci | 0,1,1 1,1,2,4,7,13,24,44,81, ...
4 | Tetranacci | 0,1,1,1 1,1,2,4,8,15,29,56, 108, ...
5 | Pentanacci | 0,1,1,1,1 1,1,2,4,8,16,31,61,120, ...

Pour les premiéres valeurs des suites g-Fibonacci, (¢ = 3,4,5,6,7,8) on peut consulter I’ency-
clopédie des suites numériques Sloane sous A000073, A000078, A001591, A001592, A122189, et
A079262, repectivement.

La forme de Binet correspondante a la suite g-Fibonacci s’écrit comme suit :

Féq) — Z ai}??

= qog —q’

ol a1, (2, ..., g sont les racines distinctes de I’équation caractéristique : 29 — axd™l —b=0.

1.1.1 Quelques interprétations combinatoires

Les nombres de Fibonacci ont plusieurs interprétations combinatoires, on présente dans ce
paragraphe quelques interprétations tirées de l'article Recounting Fibonacci and Lucas identites
[3].

— Soit a,, le nombres de chaines binaire de longueur n avec des zéros non consécutifs, alors

)

a, satisfait la relation de récurrence a, = a,_1 + a,_2, en effet, si la chaine commence par
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un 1 alors il y’a a,—1 facons d’étendre la chaine, ou bien si la chaine commence par un 0
qui sera suivie par un 1, d’ou elle peut étre étendue a a,_o fagons. de plus ag = 1 = F3 et
a1 = 2 = F3, ainsi on a a, = Fj, 42 pour tout n > 0.

Soit ¢, le nombre de chaines de 1 et de 2 tel que la somme est égale & n, alors ¢; = 1 et
cog = 2 et pour tout n > 2, on a ¢, = ¢,_1 + ¢,_2, en effet, en distinguant les cas ou la
chaine commance par un 1 ou bien par un 2 on a : ¢, chaines dont la somme égale & n — 1
si la chaine commance par un 1, et ¢,_o chaines dont la somme égale & n — 2 si la chaine
commance par un 2. D’ot on a ¢, = Fj, 1 pour tout n > 0.

En théorie de graphes, les nombres de Fibonnaci b,, comptent le nombre de fagons de choisir
un sous ensemble de sommets non adjacents (indépendant) dans une chaine de n sommets,
figure 1.1 . Notons que b,,_s et b,_1 comptent le nombre de sous ensembles de sommets qui
contiennent et ne contiennent pas le premier sommet de la chaine respectivement, et comme
bop =1, b =2 et pour tout n > 0 on a b, = F, o alors b, satisfait aussi la relation de

récurrence des suites de Fibonacci.

e e e o — 86—

T - T TR N - T T

F1G¢. 1.1 — Une chaine a 10 sommets avec un ensemble independant {v1,v4,vg, vg} .

1 2 3 4 ) 6
1 11 111 1111 | 11111 | 111111
2 12 112 1112 | 11112

21 121 1121 | 11121
211 1211 | 11211
221 2111 | 12111
122 21111
212 2211
221 2121
2112
1221
1212
1122
222

Table 1.1- a, et les suites de 1 et 2 de la somme égale a n pour n =1, ...,6.
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1.2 Interprétation par des pavages linéaires

1.2.1 Les nombres de Fibonacci

Définition 3 Un n-ruban est la concaténation de n cellules carrés numérotées de 1 ¢ n d’une

maniére linéaire, comme illustré dans la figure ci-dessous.

Fic. 1.2 — un n-ruban.

Définition 4 Un k-omino est un polymino linéaire qui couvre k cellules consécutives du ruban,

pour k=1 et k =2, on a respectivement un carré et un domino.

carré domino 3-omino

Définition 5 On désigne par H, le nombre de fagons de couvrir un n-ruban avec des carrés et

des dominos.

Exemple 6 Notons par h, [’ensemble des pavages de longueur n et représentons un carré par
c et un domino par d, alors on a

Hy =2, est le cardinale de hy = {cc,d}

Hj = 3, est le cardinale de hg = {cce, cd,dc} .

Hy =5, est le cardinale de hy = {ccce, ced, ede, dee, dd}

Dans le tableau ci-dessous on donne les premiéres valeurs de H,,.

n |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
H,|1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 99

Table 1.3 - Les premiéres valeurs de H,.
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Théoréme 7 [3] La suite (Hy)n>0 vérifie la relation de récurrence suivante

H,=H, 1+H, 3 n>2 avec Hy=H=1. (1.7)

Preuve. Sin = 0, on a une seule facon de paver un O-ruban c’est de ne rien faire, par conséquent,
Hy =1, pour n =1, il n'y a évidemment qu'une seule fagon de couvrir un 1-ruban est d’utiliser
un carré, ainsi les conditions initiales sont vérifiées. Maintenant, pour n > 2, il y a deux facons
possibles de paver I’extrémité du ruban, soit par un carré soit par un domino. Si on choisit un
carré, alors il reste un ruban de longueur n — 1 qu’on peut paver de H,,_; fagons. Dans 'autre
cas, c’est-a-dire si on choisit un domino, le (n — 2)-ruban peut étre complétée de H,,_o facons.

g

H_ .

1 2 n-l1 n
1 2 n-1 n Hn_z -
1 2 n-1 1n

Fi1c. 1.3 — La relation de récurrence par les pavages

Théoréme 8 [3] Pour tout n > 0, F,y1 = H, compte le nombre de fagons de couvrir un

n-ruban par des carrés et des dominos.

Maintenant, pour tous entiers positifs a et b, posons f,, le nombre de facons de paver un n-ruban

par des carrés de a couleurs différentes, et des dominos de b couleurs différentes.

Par exemple, pour couvrir un 1-ruban on a a fagons de choisir un carré coloré d’ou f1 = a, et
pour un ruban de longueur 2 on a fy = a® + b facons de le faire, en effet un 2-ruban peut étre
pavé soit par deux carrés colorés ou bien par un domino coloré. Similairement, pour couvrir un
3-ruban on peut le faire soit par trois carrés colorés, ou bien par un carré et un domino colorés

avec possibilité de permutation, d’ott on a f3 = a® + 2a?b.

Posons fo = 1, on a une seule fagon de paver un 0-ruban, c’est de ne rien faire. Donc pour tout

n > 2, f, satisfait la relation de récurrence suivante,

fn = afn—l + bfn—2'
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Théoréme 9 [9] La formule de récurrence de la suite (fn)n>0 est définie pour tous entiers
positifs a et b , par
fO = ]-7 fl = a,

(1.8)
Jn=afn1+bfn2 (n>2).

Preuve. Cette relation de récurrence est obtenue du fait qu’on a deux fagons possibles de paver
Pextrémité du ruban, soit par un carré coloré et il reste un (n — 1)-ruban a paver de f,_1 fagons
possibles, ou bien si on utilise un domino coloré et dans ce cas il reste un (n — 2)-ruban a paver
de f,_o fagons possibles. Ainsi on a af,_1 fagons possibles de paver un n-ruban si on commence

par un carré coloré et bf,_o facons si on commence par un domino. [l

Sion pose f_1 = 0, on obtient une définition combinatoire des nombres de Fibonacci généralisés.

Théoréme 10 [9] Pour tout entier n > 0, f, = Fn+1 compte le nombre de fagons de paver un

n-ruban par des dominos de b couleurs différentes et des carrés de a couleurs différentes.

Corollaire 11 Pour (a,b) prenant respectivement les valeurs (1,1), (2,1) et (1,2) on obtient

respectivement une interprétation combinatoire par les pavages des relations (1.3), (1.4) et (1.5).

Théoréme 12 Le nombre de fagons de couvrir un n-ruban en utilisant exactement k (0 < k <

|2]) dominos est

R G I S

Preuve. Considérons les pavages qui contiennent exactement k (0 < k < L%J) dominos, alors

ces pavages contiennent nécessairement n — 2k carrés, d’ou au total il y'a k+n — 2k =n — k
piéces dans le pavage. Ainsi on a (”;k) b¥a"2F facons de choisir k dominos colorés parmi les

(n — k) piéces. O

Corollaire 13 En utilisant le Théoréeme 12 on peut établir la formule explicite de f,, par la
sommation sur toutes les valeurs de k, ainsi le nombre le facons de couvrir un n-ruban avec des
carrés de a couleurs différentes et des dominos de b couleurs différentes est,
3,
_ o2k
fo=o (M )
k=0
Preuve (par induction sur n). Pour n = 2, on a fy = Z,lczo (2;k)bka2_2k = (g)boa2 +

(})blao = a? + b ce qui est vrai par définition de fo.
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Maintenant, supposons que la formule est vrai pour f,_1 et f,. alors on a par définition de

fot1 ¢ far1 = afn +bfn—1, donc par 'hypothése d’induction on a,

3, P
_ - n—2k1k -+ n—1-2k1k
an_aZ(k)a b+bz< . >a b
k=0 k=0
_ n+1 n—2 n—1-2
= a""" +4a Z ( i >a b" +b Z ( ) >a b,
k=1 k=0
Si on remplace dans le dernier terme de 1’égalité k par k — 1 on obtient :

N - J
_ n+l n—2 +1b n+1-2 b
fari=a +kZ:1( i )a + ; <k—1>a )

Or, on sait que () + (™)) = (m]jl), d’oul on obtient
for = a4 S (”‘F;—k) a2

o = 3 (L B

1.2.2 Les nombres g-Fibonacci

Le but de cette section est la généralisation des preuves précédentes aux nombres ¢g-Fibonacci

généralisés.

Définition 14 Soit H,(f) le nombre de fagons de couvrir un n-ruban en utilisant des carrés et

des q-ominos (des polyminos de longueur q).

Dans la figure 1.4 on illsutre toutes les fagons possibles de paver un 4-ruban et un 5-ruban par

des carrés et des tri-ominos, le nombre de pavages correspond a H, f’) et H é3) , respectivement.
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| |
N BN
| | | |
1 2 3 4 1 2 3 4
3 _
H® =2
1 1 T 1
B P e |
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
3 _
HY =3

Fi1G. 1.4 — Le nombre de fagons possibles de paver un 4-ruban et un 5-ruban par des carrés et

des tri-ominos correspond a H, f’) et H, é3)

Théoréme 15 [21] La suite (Hle))nZO est donnée par la relation de récurrence suivante

H? =H" =..=HY =
BHY =H? +HY n>q

Preuve. Pour n = 0, on a une seule fagon de paver un n-ruban : ne rien faire, et pour 1 < n <
g — 1, on a une seule facon de paver un n-ruban en utilisant seulement des carrés. Maintenant,
pour n > ¢, on a deux fagons possibles de paver I’extrémité de n-ruban soit par un carré et dans
ce cas il reste a paver (n — 1)-ruban par Hflq_)l fagons possibles, ou bien si on choisi un g-omino

est dans ce cas le (n — ¢)-ruban peut étre completé de H,g@q fagons possibles. O

Théoréme 16 [21] Pour tout n > 0, Fr(fi)l = H}lq) compte le nombre de fagons de couvrir un

n-ruban avec des carrés et des q-ominos.

Maintenant, on se met dans la situation ot 'on dispose de carrés de a couleurs différentes et

de g-ominos de b couleurs différentes.

Définition 17 Soit f,(Lq) le nombre de fagons de paver un n-ruban par des carrés de a couleurs

différents et des q-ominos de b couleurs différentes.

Théoréme 18 La suite ( éq)> . est définie pour tous entiers positifs a, b par la relation
n>

suivantes,
[P =119 =d" (1<k<q-1),

(1.9)
A = af? +bf0, (n > q).

Preuve. La preuve est analogue a celle du Théoréme 9. U
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Théoréme 19 Le nombre de fagons de couvrir un n-ruban en utilisant k g-ominos (0 < k <

i) et
I Gk k) NN ST L}

Preuve. La preuve est analogue a celle du Théoréme 12. O

Corollaire 20 Le nombre de fagons de couvrir un n-ruban avec des q-ominos de b couleurs

différenetes et des carrés de a couleurs différentes est :

(@) — n- k(q - 1) n—qkpk
10 =3 ("
k=0
Preuve. La preuve est déduite directement du Théoréme 19, en sommant sur toutes les valeurs

dek(ogkgw). O

1.2.3 La suite multibonacci

Dans cette sous section, on présente une interprétation combinatoire pour la suite multibonacci,

ainsi qu’une preuve combinatoire de la formule explicite.

Définition 21 Pour r > 1, et tous entiers positifs c1,ca, ..., ¢, on définit la suite multibonacci

par
o) — . =) = o) =0,
(I)g«) —1, (1.10)
o) = ;0" 1 0, + . o) (n>1).

Dans [8], A. T. Benjamin, C. R. H. Hanusa, et F. E. Su, ont donné une interprétation com-

binatoire de <I>$f), elle compte le nombre de fagons de couvrir un n-ruban par des polyminos de

longueur ¢ (1 <14 <) ou chaque piéce de longueur i on peut lui attribuer ¢; couleurs différentes.

Dans la figure 1.5 on illustre toutes les fagons possibles de paver un ruban de longueur 3 par

des carrés, dominos et tri-ominos. Le nombre de pavages de longueur 3 par des carrés, dominos

)

. . N 3
et tri-ominos (sans couleurs) correspond a <I>§ avec c; =cg =c3 = 1.
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1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

o = 4

Fic. 1.5 — Le nombre de facons de paver un 3-ruban par des carrés, dominos et 3-ominos

)

. =3
correspond & @g .

En 2006, H. Belbachir et F. Bencherif [1] ont exprimé le terme général de la suite donnée par
(1.10) pour c1,ca, ..., ¢ dans un anneaux commutatif unitaire. Pour des ¢; (1 <14 <r) entiers,

Benjamin et al. [8] ont établi une preuve combinatoire :

Théoréme 22 [§/ Pour n >0, on a

ki+ka+ ook bk ok
CI’%”) — Z ( kl k2 L 7“) 611022“_07“ )
k1+2ka+...4rkyr=n ko, s Ky

Preuve. On compte le nombre de facons de couvrir un n-ruban par k; polyminos de longueur
i (1 <4 <), ou chacun de ces k; polyminos on peut lui attribue ¢; couleurs tel que la somme
des longueurs de polyminos doit étre égale a n (k1 + 2ko + ... + 7k, = n). Le nombre de fagons

d’arranger ces k1 + kg + ... + k, polyminos est donné par le coefficient multinomial. O

1.3 Quelques identités combinatoires avec preuve bijective

Dans cette section, nous allons présenter quelques identités liées aux nombres de Fibonacci
généralisés, les nombres g-Fibonacci généralisés ainsi que la suite multibonacci. Les preuves des

identités sont basées sur la combinatoire de pavages.

1.3.1 Identités combinatoires relatives aux nombres de Fibonacci

La preuve de l'identité suivante a été établi par Hanusa [21],

Identité 1.1. Pour tout n > 0,

S fran = %(fn+2 ), (1.11)
k=0
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Preuve . [21] Le nombre de fagons de couvrir un (n + 2)-ruban en excluant le cas o on utilise
que des carrés pour couvrir le (n +2)-ruban correspond & f, 12 —a"t2. D’autre part, comme il y
a au moins un domino, raisonnons par rapport au domino le plus a droite, soient k + 1 et k + 2

ses positions pour 0 < k <mn .

Pour 0 < k < n on a f; facons de couvrir les k& premiéres cellules, et b fagons possibles de
choisir la couleur du domino couvrant les cellules £+ 1 et k+ 2, ainsi il reste a couvrir les cellules
k+3,...,n+2 par des carrés de a” ¥ facons. En sommant sur toutes les valeurs de k, on obtient

bY 7 o fra”* facons. O

1 2 ko k=l k=2 =2

F1G. 1.6 — (n + 2)-ruban avec au moins un domino.

Pour a = b =1, on retrouve 'identité bien connue, de E. Lucas [27],

ka = far2 — L

k=0
Maintenant, nous proposons une série d’extension de 'identité précédente.

Identité 1.2.
= 1
Z fr_pka*™t = b—Q(fn+3 —a"" —ba" (n +2)). (1.12)
k=0

Preuve. L’identité (1.2) compte le nombre de fagons de couvrir un (n+4)-ruban avec au moins
deux dominos. En effet, le nombre de fagons de couvrir un (n + 4)-ruban est f,,44, en excluant

les cas ot on utilise exactement 0 ou 1 domino on obtient f,14 — (@4 + ba"*2(n + 3)).

Maintenant si on considére I'avant dernier domino, comme illustré dans la figure ci-dessous,
soit k+ 1, k+2 (0 < k < n) sa position, alors on a f; fagons de couvrir les k premicéres cellules

et ("_’fJ“l)an”*k fagons possibles de couvrir les cellules k + 1 & n + 4.

D’ou on a
n

Z fib?a™ F(n—k+1) = fopa —a™™ —ba"2(n + 3),
k=0

— 123 fo g (k4 1) = fraa — " = ba"2(n + 3),
k=0

= b Z fr-rak + Z frek@® = frya — "™ —ba"?(n + 3),
k=0 k=0
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Or d’aprés l'identité (1.1) on a : > fa—ka® = F(fay2 — a™2), alors

n
b2 Z fn—kakk — fn+4 _ an+4 _ ban+2(n + 3) _ bfn+2 + ban+2
k=0

= afpi3+bfnis — bfnyo —a™ ™ —ba" 2 (n 4 2)

_ afn+3 o an+4 _ ban+2(n + 2)’

n
— 0> ford® k= furs — a™P = ba" (0 4+ 2),
k=0

n B 1 n n
= an,kak 1 = b—Q(fn+3 —a"" — ba" (0 +2)).
k=0

B N [

L k+1 k+2 n+4

Fi1G. 1.7 — (n 4 4)-ruban avec aux moins deux dominos.

Remarque 23 L’identité (1.2) compte aussi le nombre de fagons de couvrir un (n + 3)-ruban

avec au moins deuxr dominos.

Identité 1.3. Pour tout n > 6,

3. n )
% > fookd (b +2)(k+1) = £, —a" O —ba"(n +5) - b2an+2("+>2(”+3).

k=0

(1.13)

Preuve. L’identité (1.3) compte le nombre de fagons de couvrir un (n+6)-ruban avec au moins
3 dominos. En effet, le nombre de fagons de couvrir un (n + 6)-ruban, f, 16, en soustrayant le
nombre de fagons de couvrir le (n + 6)-ruban avec exactement 0, 1 ou 2 dominos, f,+6 —a™® —

ba" 4 (n +5) — b%"”%ﬁ, ainsi on obtient la partie droite de I'identité.

Maintenant, on montre que le terme gauche de I’identité compte le nombre de fagons de couvrir
un (n + 6)-ruban ou le troisiéme domino en partant de la droite du ruban occupe les cellules
k+1et k+ 2, pour tout 0 < k£ < n comme illustré dans la figure ci-dessous. Pour 0 < k£ < n,

on a f fagons de couvrir les cellules de 1 a k, b fagons pour le domino occupant les cellules
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k+1etk+2, et b2a™ " ("7§+2) fagons pour couvrir les cellules de k£ + 3 a n + 6 avec des carrés

et 2 dominos. ainsi on a au total % S h_o fa—ka®(k +2)(k + 1) fagons possibles de couvrir un

(n + 6)-ruban avec au moins 3 dominos. O
| k+1 k+2 - nt6

F1G. 1.8 — (n+6)-ruban avec aux moins 3 dominos.

Définition 24 Pour n > 0, les nombres de Stirling de premiére espéce, noté [Z] , sont définis

par ’équation

k=0
avec

_ 1, pour n=1,

X" =
XX+1D)(X+2)...(X+n-1), pour n > 1.

Définition 25 (combinatoire) Pour n > k > 0, les nombres de Stirling de premiére espéce

[Z] , compte le nombre de permutations de n éléments en k cycles.

L’identité suivante liée les nombres de Fibonacci aux nombres de Stirling de premiére espéce.

Identité 1.4. Pour tous m > 1 et n > 2m

m—1
oy fnkzm;:j [ﬂ m=fo— > (n ; k)bka"_%. (1.14)

0<j<k<n—2m k=0

Preuve. La partie droite de I'identité, compte le nombre de fagons de couvrir un n-ruban avec
au moins m dominos. En effet, le nombre de fagons de paver un n-ruban est par définition f,.
D’autre part, d’aprés le du Théoréeme (12), le nombre des pavages qui contiennent exactement
k(0 <k <m—1) dominos est (";k) b*a"~2k. D’otl le nombre de pavages qui contiennent au

moins m dominos est f,, — 2”:_01 (";k) bran—2k,

Nous montrons maintenant que la partie gauche de I’identité compte la méme chose en consi-

dérant les m derniers dominos du pavage. Soient k + 1 et k+2 (0 < k < n — 2m) les positions
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de m*™¢ domino en partant de la droite du ruban comme illustré dans la figure 1.9. Alors pour

nfkfmfl)

couvrir les k£ premiéres cellules du n-ruban, on a fi facons possibles, et bma”_k_Qm(
m—1

pour couvrir les cellules k+ 1 et k4 2 avec un domino, et les cellules k+ 3, ..., n avec exactement
m — 1 dominos et des carrés. En sommant sur toutes les valeurs de k de 0 & (n — 2m) on obtient

n—22m n—2m

m n—k—2m n—k—m-—1 m k k+m—1
kz_o fkb a ( m—1 ) b kz_:o fnfk72ma < m—1
n—2m
m r(m+k—1)...(m+1)m
= b kz:o fn—k—2ma k!
n—2m Lk k
a k .
= b Z fn—k—?mi' |: :| m’
k=0 T j=0 J

ak [k ,
= " Z fnfk72my |:]:|m]

0<j<k<n—2m

Ainsi 'identité est prouvée. O
1 2 kt+1 k+2 n
N _/ . _/
N YT
fk (m-1) dominoes

F1G. 1.9 — n-ruban avec au moins m dominos

Définition 26 On définie ((Z)) comme le nombre des k-combinaisons avec répétitions d’un

ensemble N, tel que [IN| =n > 1, k € N,

()=

Cette notation est proposée dans le livre de Stanley, Enumerative Combinatorics [30].

frm—2k <<7Z’>> bk, (1.15)

Identité 1.5 Pour tous m > 1 et n > m,

5]

n—k k _n—2k m\‘%
fn_ Z < k >ba =a

-3
2
k=0

. 1 sin (mod 2) > m (mod 2),
ole=
0 sinon.
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Preuve. L’identité compte le nombre de pavages de longueur n qui contiennent au moins m
carrés.
Posons n =2l + i et m = 2h + j avec (0 <4,j <1).

La partie gauche de I'identité compte le nombre de fagons de paver un n-ruban par des carrés
et des dominos, en excluant les pavages qui contiennent exactement 2k + i carrés (0 < k < h, si

i<j) et (0<k<h-—1)sinon. Ainsi on obtient :
£ - (aibl (2l+lH) + a2+ibl—1<2l+il:(1l—1)) 4o q2(he)tipl—hte (2l+i—(l—h+s))>

l—h+e
h—e .
_ - (l+z+k>bkalk

(]

l—k
k=0
l ,
o +i — .
- - ¥ < ! +Iz k) bk g 2i—2k
k=l—h+e

Nk s
i fn—H;E%E( e

Montrons que la partie droite de I'identité compte la méme chose.

Posons X la position de (2h 4 7)™ carré en partant de la droite du (2 + i)-ruban,
% +1, (0<k<I—h) sii=j=0,

2k+2, 0<k<l—h) si i=1letj=0,

ok, O0<k<l—h) si i=0ctj=1,

2% +1, (0<k<Il—h) si i=j=1,

Ou X =

Ce qui nous améne & I’équation suivante

2+i—(2h+j—1)— X =0 (mod 2),

Dou X =2k+i—j+1lavec0<k<I[—h.

Ainsi, pour tout 0 < k <[ —h, on a for4;—; facons de couvrir les cellules 1,...,2k 4+ i — j, et a
fagons de choisir la couleur du carré pour couvrir la cellule 2k +¢ — 7 + 1, il reste a couvrir les
cellules 2k +17—j42,...,n avec exactement 2h + j — 1 carrés et des dominos ce qui correspond a

(H};jiz*l)bl_k_hazhﬂ ~1 facons possibles. En sommant sur toutes les valeurs de k, on obtient
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avec le changement de variable k=1—h — k

I—h . I—h -

; l+h+5—-k—-1\ , . . 2h+j+k—1

a®hti E Jokti—j ( - ]i o >bl h=h = g2t E f2l+i—2h—j—2k< J f >bk
k=0 k=0

I-h )
- 2h +
= o2hti Z J@14i)—(2h+j)—2k (< & ‘7)> bk

k=0
]
een (1)

15]-1%

SN

k=0
1 2 X 2 +i
B NER

FI1G. 1.10 — Un (2] + i)-ruban avec le (2h + j)*™¢ carré occupe la cellule X.

L’identité suivante compte le nombre de pavages qui contiennent au moins un carré entre

chaque paire de dominos.

Identité 1.6. Pour n > 4, on a

= AR i n—2j S P
1.2 i k—2i _ j n—2j5 1 n—2—21
fan—0 kgo Jn—a—k i_E_O < ; )b a jEZO < ; >b7a +b ;:0 < ) >b a )
(1.16)

Preuve. La partie gauche de l'identité, compte le nombre de fagons de paver un n-ruban, en
excluant les pavages qui contiennent au moins deux dominos cote a cote (la figure 1.11 illustre le
cas d’un pavage qui contient deux dominos cote & cote occupant les position k+1,...,k+4). En
effet, le nombre de tous les pavages de longueurs n est par définition f,,, maintenant, pour calculer
le nombre de pavages qui contiennent au moins deux dominos cote a cote, posons k+1,....,k+4
(0 < k < n—4) les positions des deux derniers dominos cote a cote, comme illustré dans la figure
(1.11), alors on a f facons de paver les k premiéres cellules, b? fagons de choisir les couleurs des
deux dominos occupant les cellules k+ 1, ..., k + 4, ainsi il reste & paver les cellules k+ 5, ...,n de
fagon qu’on ait pas deux dominos cote & cote, pour cela on couvre cette partie du ruban par des

carrés et des paires (carré, domino). En sommant sur toutes les valeurs de k on obtient ainsi,

na "5

k
2 n—k—4-=20\ ; 4 p_o 2n_4 Ls! k =2\ ; ko
Y fe Y . ba =) foak )| 0 0T (117)
k=0 k=0 i=0

1=0
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on a donc dénombré la partie gauche de I'identité, montrons que la partie droite compte la

méme chose.

1 2 k+1 k+4 n

Fic. 1.11 — Un n-ruban ou la derniére paire de dominos cote & cote occupe les cellules k +

1ok + 4.

La partie droite de I'identité, compte le nombre de facons de couvrir un n-ruban par des carrés
et des paires (domino, carré), en effet, afin d’éviter d’avoir deux dominos cote a cote, a chaque

fois que ’on pose un domino, il sera suivit d’un carré, d’ou on obtient,

> (n _.2j) ba, (1.18)

Maintenant, étant donné qu’on ne peut pas avoir un domino qui couvre les cellules n — 1 et n
en utilisant des carrés et des paires (domino, carré) pour paver le n-ruban, ce cas sera traiter
comme cas un particulier, si on fixe un domino sur les cellules n — 1 et n, alors il reste a paver

un (n — 2)-ruban par des carrés et des paires (domino, carré), ce qui donne :

L5 n—2—2
in—2—2i‘ 11
b ; < . )ba (1.19)

En sommant (1.18) et (1.19) on obtient la partie droite de 'identité. O

L’identité suivante compte le nombre de pavages qui contiennent au moins un domino entre

chaque paire de carrés.

Identité 1.7. Pour tout n > 2,

n—2 . . . . . .
2 LI\ vy g U AW U AT e
—a L b — pitigd bpiti o
fu zfnkZ.z(i) v= 3 (e s (T )
k=0 2i+-35=k 2i+3j=n 2i+3j=n—1
(1.20)
Preuve. La partie gauche de l'identité compte le nombre de fagons de paver un n-ruban en
excluant les cas ol on a au moins deux carrés cote a cote. Le nombre de fagons de paver un

n-ruban est par définition égal a f,. Maintenant on dénombre les pavages qui contiennent au

moins deux carrés successive, soient k+1 et k+ 2 les positions des deux derniers carrés successifs
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sur le ruban (figure 1.12), alors on a fj, facons de paver les cellules 1 & k, et a? facons de choisir
les couleurs des carrés occupant les cellules k+1 et k42, et pour paver les cellules k+3 jusqu’a n
tel que il n’existe pas deux carrés successifs on utilise des dominos et des paires de type (domino,
carré) ainsi on a 22i+3j:k (itj)biﬂaj fagons possibles de paver les cellules k£ + 3, ...,n. D’ou on
a en tout a? ZZ;S i 4 3jen—k—2 (’J;J )b”j o) pavages qui contiennent au moins deux carrés

successifs.

1 2 ktl kt2 n

BN . [N .

Fi1G. 1.12 — n-ruban avec deux carrés successive occupant les cellules k + 1 et k + 2

La partie droite de l’identité compte la méme chose, en dénombrant les fagons possibles de
paver un n-ruban par des dominos et des paires de type (carré,domino), c’est-a-dire on compte
le nombre de fagons de paver un n-ruban par des carrés et des dominos tels que & chaque fois

que 'on utilise un carré il sera suivit obligatoirement par un domino, ainsi on obtient :

T (i‘ii‘j>bi+jaj. (1.21)

2i+3j=n

Si on couvre la n-ime cellule du ruban par un carré, alors il reste a pavé le (n — 1)-ruban par

des dominos et des paire (carré,domino) ce qui correspond a

Z <Z "1"]>bi+jaj+1 (122)
1

2i+3j=n—1

fagons possibles. En sommant (1.21) et (1.22) on obtient la partie droite de l'identité. O

1.3.2 Technique de permutation de pavages

Dans ce paragraphe, on présente une technique développée par A. T. Benjamin et J. J. Quinn

[7] qui permet de fournir des preuves combinatoires pour une large famille d’identités.

Définition 27 On dit qu’un pavage se coupe & la n-iéme cellule si on a une nouvelle piéce qui

couvre la cellule n + 1.

Exemple 28 Le 10-ruban de la figure (1.13), possede des coupes au niveau des cellules 1,2,4,6,7, 8, 10.
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Fi1G. 1.13 — Un 10-ruban qui se coupe au niveau des cellules 1,2,4,6,7,8, 10.

On considére deux rubans de longueur 10, comme illustré dans la figure 1.14, le premier 10-
ruban a les cellules numéroté de 1 a 10, le deuxiéme 10-ruban a les cellules numéroté de 2 a 11.
On dit qu’il y’a un défaut a la cellule numéro ¢ (2 < i < 10) si les deux pavages ont une coupe
a la 7M€ cellule. La paire de 10-ruban de la figure 1.14 ont des défauts au niveau des cellules
1,2,5 et 7. Observons que si on permute les portions des deux rubans aprés le dernier défaut

on obtient un 11-ruban et un 9-ruban, figure 1.15.

1 |23 4 5|6 718 9 10

2 3 4 516 7 8 9 10 11

Fi1G. 1.14 — Deux 10-ruban avec des défaults au niveux des cellules 1,2,5 et 7.

1 |2 13 4 s|le 718 9 10 11

2 3 4 51 6 7 8 9 10

[ =N

Fia. 1.15 — Aprés la permutation des deux portions des rubans on obtient un 11-ruban et un

9-ruban.

L’identité suivante est la généralisation de 'identité de I'astronome frangais Jean-Dominique
Cassini publiée en 1680, c’est I'une des plus anciennes identités sur les nombres de Fibonacci.
Benjamin et Quinn [7] ont utilisé la technique citée ci-dessus afin de fournir une nouvelle preuve

combinatoire par les pavages pour I’établir.
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Identité 1.8 (identité de Cassini)

f2= faifori+ (1) 0" (1.23)

Preuve (par récurrence). L’dentité (1.8) s’écrit aussi comme suit, f2— f,_1fnr1 = (—1)" "

Vérifiant d’abord 'identité pour n =1,

1t = fof2 = a® = (a* + b) = —b.

Il est clair que l'identité est vraie pour n = 1. Maintenant supposons que l’identité est vrai

pour n = m, ou m > 1. En utilisant la formule de récurrence de la suite de Fibonacci on obtient,

fr = fmfmya = fria — fm(afmsr + 0fm)
= —bfy+ [ — afmfmin
= —bf2 + fmt1(Ffmt1 — afm)
= —bfy +bfmi1fm
= —b(f2 — fmt1fm-1)
= —b(—=1)™p" = (=)™ Tyt

Ainsi, on a f2.1 — fmfmy2 = (—1)™Hom L O

Preuve (combinatoire) . [7] Si on considére deux rubans de longueur n, alors le nombre de
fagons de paver ces deux n-ruban est par définition f2 ce qui correspond a la partie gauche de
I’identité.

Maintenant, supposons que n est impair, alors chacun des deux pavages doit avoir au moins
un carré. Notons que si on a un carré qui couvre la cellule 7 alors ce carré génére un défaut soit
au niveau de la cellule i ou bien au niveau de la cellule 7 — 1 ou bien les deux ensemble. Ainsi en
permutant les deux portions des ruban comme indiqué ci-dessus produira un (n+ 1)-ruban et un
(n — 1)-ruban, remarquons que cette opération de permutation créera une 1-a-1 correspondance
entre la paire de n-rubans et la paire de rubans de longueur n — 1 et n + 1, qui ont les méme
défauts sauf le cas ou la paire de (n+1)-ruban et (n—1)-ruban contienent seulement des dominos
alors dans ce cas il n’existe pas un défault dans cette paire (figure 1.16). Ainsi, lorsque n est

impaire, on obtient f2 = f,_1fn41 — b™

De la méme fagon, si n est pair la permutation des deux portions des rubans produira une
1-a-1 correspondance entre les paires de rubans, sauf si la paire de n-rubans continent seulement

des dominos alors dans ce cas il n’existe pas un défaut dans cette pair (figure 1.17). d’ou on a,
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f2 = fn_1fns1 +b" En considérant le cas oil n est pair ou impair on obtiendra I'identité (1.8).

O

F1G. 1.16 — Si n est impair seulement les pavages qui contiennent des dominos sont sans défaut.

Fi1G. 1.17 — Si n est pair seulement les pavages qui contient des dominos sont sans défaut.

Corollaire 29 En remplacant a et b par 1 dans lidentité (1.8) on obtient la fameuse identité
de Cassini.

F2=F, 1Fpy + (—1)" (1.24)

Maintenant on propose une preuve combinatoire pour I'identité de Catalan qui généralise I'iden-

tité de Cassini, la preuve est basée sur la technique de permutation.

Identité 1.9. (Catalan) Pour tous 0 <r <mn—1,

f fn rfn+r ( )n T r 1 (1-25)

Preuve. La partie gauche de l'identité compte le nombre de fagons de paver une paire (X,Y)
de rubans de longueur n. Ainsi il reste & montrer que la partie droite de 'identité compte aussi
la méme chose. Il est claire que la partie droite compte le nombre de fagons de paver une paire
de ruban (X ',Y') de longueurs n — r et m + r, respectivement. Maintenant nous produisons

une bijection entre ’ensemble des paires de pavages (X,Y') et ensemble des paires de pavages

(X’,Y’) .



30

On considére une paire de rubans (X,Y) de longueur n arrangées comme est indiqué sur la
figure 1.18, ou les cellules de premier ruban sont numérotées de 1 & n et les cellules de deuxiéme

ruban sont numérotées de r +1 an+r.

Premiérement, supposons que la partie commune est de longueur impaire (n — r est impaire),
alors les deux pavages X et Y possédent au moins un carré. Notons que ’existence d’un carré a
la i-iéme cellule dans la partie commune nous assure ’existence d’un défaut & la cellule 7 ou a
la cellule (i — 1). Ainsi la permutation des deux parties des rubans aprés ce défaut produira une
paire de rubans (X ' Y’) de longueurs n—r et n+r, respectivement, (figure 1.19) ce qui produit
une 1-a-1 correspondance entre toute paire de pavages (X,Y') de longueurs n et toute paire de
pavages (X " Y/) de longueurs n — r et n + r. Cependant, si le pavage X contient seulement
des dominos de la cellule 7 jusqu’a la cellule n, ainsi que les cellules 7+ 1 a n + 1 du ruban Y
(figure 20 ), alors cette paire de pavages ne posséde pas un défaut. D’ou toute paire de pavage

de ce type ne pourra pas se transformé en paire de pavages de longueur n — r et n + r.
—r+1
erL = fn—rfn+r + (b)n T+ 371 (1.26)

Maintenant, pour n —r pair on a une 1-a-1 correspondance entre toute paire de pavages (X,Y)
de longueurs n et toute paire de pavages (X " Y,) de longueurs n — r et n + r. Excepter les
paires de pavages de longueurs n qui contiennent seulement des dominos de la cellule r jusqu’a
la cellule n pour le premier ruban et de la cellule » + 1 jusqu’a la cellule n pour le deuxiéme

ruban (figure 1.21), ainsi on obtient

fr2L = fn—rfn+r - (b)nirJrl ff_l (127)
En considérant les cas ou n — r est pair ou impaire on obtient notre identité. ]
) il 1

doEn BN
3 HiES

I rtl it

! Partie commune

Fic. 1.18 — Une paire de ruban de longueur n dont les cellules sont numéroté de 1,...,n et

r+1,..,n+r
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1 2 r ot
AN E Bm B
S = B
n-r I
r+l n-r

F1a. 1.19 — La paire de pavages (X " Y') de longueurs n—r et n+r obtenue aprés la permutation

n-r+l

Fic. 1.20 — Les paires de pavages de longueurs n — r et n + r qui ne possede pas des défauts

n-r+2

S b ? Ja

Il |

I [
1 2 r r+l
T
BE | B
|
v I
r+l

n

ntl ntr

Les paires de pavages de longueurs n qui ne possede pas des défauts

1.3.3 Identités combinatoires relatives aux nombres ¢-Fibonacci

Dans cette sous section on généralise les identités présentés dans la sous section précédente

pour la suite ¢-Fibonacci généralisée ( 1@)7120, définie par la relation de récurrence suivante :

I =LY =db 1<k<q-1),

(1.28)
W= af P 4 bf0 (0> ).
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On rappelle que fT(Lq) s'interpréte comme le nombre de fagons de paver un n-ruban paver des

carrés de a couleurs différentes et des g-ominos de b couleurs différentes.

Identité 1.10. Pour n > get ¢ > 2, 0n a

q
0 —a" =0 fPam k. (1.29)

Preuve. La partie gauche de 'identité compte le nombre de pavages de contiennent au moins
un g-omino, en effet, le nombre de fagons de paver un n-ruban par des carrés et des g-ominos
est par définition ﬁgQ), en excluant les pavages qui contiennent seulement des carrés, on obtient
fé") — a" fagons de couvrir un n-ruban avec au moins un g-omino. Montrons que la partie droite

de l'identité compte la méme chose.

Maintenant, si on considére k + 1,...,k +¢ (0 < k < n — g) la position de g-omino le plus
a droite du ruban (figure 1.21), alors il y a f,gq) fagons possibles de couvrir les cellules 1, .., k;
b choix pour le dernier g-omino, et a” ¥~7 pour couvrir le reste de ruban par des carrés, en

sommant sur toutes les valeurs de k£ on obtient la partie gauche de 'identité. O

1 2 k =L ktg n

Fic. 1.21 — Un n-ruban avec au moins un ¢g-omino.

Identité 1.11. Pour n > 2g et ¢ > 2, on a

S 9 (k1) = £, — a2 ba (4 g+ 1), (1.30)
k=0

Preuve. fgﬁQ q—a”+2q—ba"+q(n+q+ 1) compte le nombre de fagons de couvrir un (n+2¢)-ruban

en excluant les cas ol on utilise 0 ou 1 g-omino.

Pour trouver la partie gauche de l'identité posons k + 1,...,k + ¢ (0 < k < n) la position de
I’avant dernier g-omino, figure 23, alors on a par définition f,gq) fagons de couvrir les cellules
—k (n—k+1
"R

1, ..., k, b fagons de choisir I’avant dernier g-omino, et ba fagons de couvrir le reste de

ruban avec exactement un g-omino et des carrés. En sommant sur toutes les valeurs de k& on

obtient 6% >} _, féq)a”*k(n —k+1)=b>1_, fr(i)kak(k +1). O
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l E k-1 .. ktg n+2yg

F1G. 1.22 — (n 4 2¢)-ruban avec au moins deux g-ominos.

Identité 1.12. Pour tousg>2,1>1,et n >gql, on a

L -1
. —(g—1
B> fr(Lq_)k—lq% [k] S <n (qk )k> P 3y

0<j<k<n—lq J k=0

Preuve. La partie droite : @) _ Zf,;lo (”_(‘i—l)k) b¥a"~9% compte le nombre de facons de

couvrir un n-ruban en excluant le cas ou on utilise 0,1, ...,I — 1 g-ominos.

La partie gauche : Si on considére k+1, ..., k+q (0 < k < n—1q) la position de I°™¢ g-omino
en partant de la droite du ruban, alors le nombre de facons de couvrir les k premiéres cellules
est par définition f,gq) , et on a b facons de choisir le [**™¢ g-omino, ainsi il reste n — k — ¢
cellules a couvrir avec exactement (I — 1) g-ominos et le reste par des carrés, ce qui correspond a
bl=lgn—F-dl ("_kﬁqfrl_l) fagons possibles de le faire d’aprés le Lemme (18), en sommant sur les

valeurs de k on obtient,

n—ql

I @ kg (M—k—ad+1=1\ _ X\~ 0  pfk+i-1
A q( 7 = V> £ a0 L
k=0 k=0
= b anq—k—lqa k!
k=0
n Lk
a k|
- e Y [f]
k=0 T j=0 J
k
_ gl @ k|
=0 Z fnfkflqﬂ |:]:| .
0<j<k<n
ainsi s’achéve la preuve. O

Identité 1.13. Pour tousn >0et m > 1, 0n a

7]
A DR S (m - kl " k) bt = f19 - (n B (i_ 1)k> banek, (1.32)

e k=[] ]+
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. 1 sin (mod ¢) > m (mod q),
ol e =
0 sinon.

Preuve. Posons n =gl +1i et m =qgh+ j avec (0 <i,j <qg—1).

La partie droite de 1’égalité correspond au nombre de fagons de couvrir un ruban de longueur
gl+1i (0 <i<q—1) en excluant le cas ou on utilise exactement gk + i carrés avec (0 < k < h
sit < jet0<k<h-—1sinon). Notons quun ruban de longueur ¢l + ¢ doit contenir au moins

1 carrés.

Procédons maintenant a prouver que la partie gauche de 1’égalité compte la méme chose. Posons
X la position du (gh+j)-iéme carré en partant de la droite du (gl+14)-ruban : X vérifie ’équation
suivante

gl+i—(gh+j—1)— X =0 (mod q)

dout X =qgk+i—j+1lavec0 <k <Il—h.

Pour tout 0 < kK < [ — h, on a fégli_j fagons de couvrir les cellules 1,...,qk + i — j, et
a facons de choisir le carré pour couvrir la cellule gk + i — j 4+ 1, il reste a couvrir les cellules
gk+1—3j+2,...,n avec exactement gh+ j—1 carrés et le reste par des g-ominos ce qui correspond

(l+(q71)h+jfk71) pl—k—h
l—k—h

a a?"ti=1 facons de le faire. En sommant sur toutes les valeurs de k, on

obtient

- . I—h .
Y M

k=0 k=0

D’out on a I’égalité souhaitée. O

1.3.4 Identités combinatoires relatives aux nombres multibonacci

Dans ce paragraphe, on donne quelques identités relatives a la suite multibonacci, les preuves
sont basées sur des pavages linéaires par des polyminos de longueurs 1,2 et 3.

La premiére identité compte le nombre de pavages qui contiennent au moins un triomino.

Identité 1.15. Pour tout n > 0,

0D — fo = 50 fug + 0P fua + o+ 0P fo] (1.33)

Preuve. Le nombre de fagons de couvrir un n-ruban par des carrés, dominos et triominos est
3 . ) . 3
CID% ), en excluant le cas ou on utilise seulement des carrés et des dominos donne @%) — fn (fn est
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le '™ nombre de Fibonacci généralisé définit par la relation de récurrence f, = ¢1 fn—1+C¢afn—2
avec fo =1, fi = ¢1), ainsi on obtient la partie gauche de l'identité. Maintenant montrons que

la partie droite de I'identité compte la méme chose.

Etant donné qu’on a au moins un triomino raisonnant par rapport au dernier triomino, soit
k+1,k+ 2 et k+ 3 sa position, alors on a @,(f) facons de couvrir les k premiéres cellules, cg
fagons de choisir le dernier triomino, maintenant il reste a couvrir cellules k 4 4,...,n par des
carrés de c; couleurs et des dominos de co couleurs et cela ce fait par f,_x_g facons possibles.

En sommant sur toutes les valeurs de k de 0 & n — 3 on obtient la partie droite de 'identité. [

»

1 2 k1 k+2 ket n

Fi1G. 1.23 — n-ruban avec le dernier triomino qui occupe les cellules k + 1,k +2 et k+ 3

Identité 1.16. Pour tout n > 1, on a

. . n . .
3 (VAN B (3) 12\ 5
o) — Z ( i >c’2ql’clzq)k_1 | Z ) (1.34)
2i+3j=n k=1 2i+3j=n—k
Preuve. La partie gauche de I'identité compte le nombre de fagons de paver un n-ruban par
des k-ominos (1 < k < 3), en excluant les pavages qui contiennent seulement des dominos et des

triominos.

Maintenant, étant donné qu’on a au moins un carré, soit k£ (1 < k < n) la position du dernier
carré sur le ruban alors on a fbl(il fagons de paver les k premiéres cellules, c¢; possibilités de
choisir la couleur de dernier carré, et on a ) ,; 3j=n—k (ZJ;]) cécé fagons possibles de paver les
cellules k£ + 1, ...n par des dominos et des triominos. En sommant sur toutes les valeurs de k, on

obtient la partie droite de I'identité. O

1 2 k n

Fi1G. 1.24 — n-ruban avec au moin un carré




Chapitre 2

Interprétation des nombres de Lucas

par des pavages circulaire

2.1 Les nombres de Lucas

Définition 30 Soit (Ly,)n>0 la suite de Lucas définis par

Lo=2, L1 =1,

(2.1)
Ln=Lo1+ Loy (n>2)

Le tableau suivant présente les dix premiéres valeurs de la suite de Lucas,

n |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
L2 1 3 4 7 11 18 29 47 76

Table 1.2 - Les dix premiéres valeurs de la suite de Lucas

Définition 31 Pour tous entiers positifs a et b, on définit la suite de Lucas généralisée par la

relation de récurrence suivante :

LOZQ, lea,

(2.2)
Ln=alp_1+bLy_y (n>2).

36
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— Sia=1et b=1, on obtient la suite de Lucas classique
Lo=2, Li=1, et Lpy1 =L+ Ly—1 pourn > 2
{Lntnso =12,1,3,4,7,11, ..}

— Sia=2etb=1, on obtient la suite de Pell-Lucas
Qo=2, Q1 =2, et Qui1=2Q,+ Qn-1 pour n>2,
{Qn}>0 =12,2,6,14,34,82,...}.

— Sia=1et b= 2, on obtient la suite de Jacobsthal-Lucas
jo=2, j1=1, et jny1 =Jn+2jn—1 poUr M > 2
{ntnso =1{2,1,5,7,17,31,...}.

Les formes explicites de termes général de ces suites s’écrivent comme suit :

5]

n (n—~k
L, = k:0£ (n,k) avec L(nk)= — ( i ), (2.3)
5] I
Q=3 QK avee Q)= " k( A )2 | (2.4)
k=0
5] 0k
Jn= >y j(n,k) avec j(n,k)= — k< i >2k, (2.5)

Ed

=0

2.1.1 Interprétation des nombres de Lucas par les pavages

Dans cette sous section on présente 'interprétation combinatoire par les pavages des nombres
de Lucas généralisés, introduite par A. T. Benjamin, J. J. Quinn, Proof that really count [7],

ainsi que des résultats préliminaires. Commengons par interpréter la relation de récurrence (2.2).

Définition 32 Un n-ruban circulaire est la concaténation de n cellules numérotées de 1 a n

d’une maniére circulaire, La figure 2.1 illustre un 4-ruban circulaire.

Définition 33 Soit [, le nombre de facons de couvrir un n-ruban circulaire avec des carrés de

a couleurs différentes et des dominos de b couleurs différentes.

Par exemple si on pose a = b =1, alors Iy = 7, les différents cas possibles de paver un 4-ruban

circulaire avec des carrés et des dominos sont illustré dans la figure 2.2.
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Fi1c. 2.1 — Un 4-ruban circulaire.

00
9006"

Fi1G. 2.2 — Un 4-ruban circulaire avec les différents cas possibles de le paver.

Définition 34 On définit un n-bracelet comme un n-ruban circulaire, on dit qu’un n-bracelet
est sans phase si il y a un domino qui couvre les cellules n et 1, sinon on dit que le bracelet est

avec phase.
Remarque 35 Notons que la premiére piéce dans un bracelet est celle qui couvre la cellule

numéro 1, elle peut étre soit un carré, un domino qui couvre les cellules 1 et 2, ou bien un

domino qui couvre les cellules n et 1. La figure 2.3 illustre ces trois cas possibles.

N

Fic. 2.3 — Les trois fagons possibles de paver la premiére cellule d’un ruban circulaire.

De la définition de I, on peut remarquer que I, > f, (fa est le n**™ nombre de Fibonacci

généralisé) et cela vient de fait qu'un n-bracelet peut avoir un domino qui couvre les cellules
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n et 1. Dans la figure 2.2 les pavages 2,4,5,6,7 sont avec phase et les pavages 1 et 3 sont sans

phase.

F1c. 2.4 — Le n-bracelet de gauche est avec phase, et le n-bracelet de droite est sans phase.

Notons que lp = 2, on peut interpréter ¢a par 'existence de deux 0-bracelets un avec phase,
et 'autres est sans phase. I1 = a, on a a fagons de choisir un carré pour couvrir le 1-bracelet.
Maintenant pour n > 2, on a

ln = aly—1 + bly 2,

En effet, on peut construire un n-bracelet a partir d’'un (n — 1)-bracelet au quel en insérant un
carré a gauche de la premiére piece de (n — 1)-bracelet, ou bien a partir d'un (n — 2)-bracelet

au quel on adjoint un domino & gauche de la premiére piéce de (n — 2)-bracelet.

Comme [y = Lg et [y = L1 et pour tout n > 2, on a l, = Ly,

Théoréme 36 [9/ Pour toutn >0, L,, = l,, compte le nombre de fagons de paver un n-bracelet

par des carrés de a couleurs différentes et des dominos de b couleurs différentes.

Lemme 37 [12] Le nombre de fagons de couvrir un n-bracelet avec exactement k (0 < k <
|2]) dominos est

__n n—k\ p nok _ n
L(n,k:)_nk(k>ba , k_O,...,bJ. (2.6)

Preuve. Premiérement, supposons que ’on a pas un dominos parmi les £ dominos qui couvre les
cellules n et 1 (un n-bracelet avec phase), alors le nombre de fagons de couvrir un n-bracelet avec
phase par k dominos de b couleurs différentes et des carrés de a couleurs différentes correspond

au nombre de fagons de paver un n-ruban avec k£ dominos, (";k) bFa"=2F . Voir figure 2.5 A.

Maintenant, si on a un domino occupant les cellules 7 et 1 (un n-bracelet sans phase), alors on
a b fagons de choisir la couleur de ce domino, et il reste a couvrir les cellules 2,...,n — 1 du n-

bracelet par k—1 dominos de b couleurs différentes, ce qui correspond a couvrir un (n — 2)-ruban
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avec k — 1 dominos de (n;le)bk_la"_% facons possibles, ainsi on a (";ﬁ;l)bka”_zk facons de

couvrir un n-bracelet sans phase par k dominos, figure 2.5.B. Sommons les valeurs des deux cas

possibles on obtient : (”;k)bka”_mC + (ngle)bkan_% = ﬁ(";k)bkan_% fagons de paver un
n-bracelet avec k dominos. O
1 2 n
(2.3A)
2 3 n-1
(2.3B)

F1G. 2.5 — Un n-bracetel avec phase correspond & un (n — 2)-ruban et un n-bracelet sans phase

correspond & un n-ruban.

Le Lemme 36 permet d’établir la formule explicite des nombres de Lucas généralisés,

Théoréme 38 [12] Pourn > 1,

Ln= r (n N k) bran—2k, (2.7)

Preuve. La preuve est déduite de Lemme 36, en sommant sur toutes les valeurs de k (0 < k <

15])-

O

Corollaire 39 Pour (a,b) prenant respectivement les valeurs (1,1), (2,1) et (1,2) on obtient

respectivement une interprétation combinatoire par les pavages des relations (2.3) , (2.4) et (2.5).

2.2 Les nombres r-Lucas généralisés

L’objet de cette section est d’étendre l'interprétation combinatoire par les pavages circulaire

pour les nombres r-Lucas généralisés.
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Définition 40 Pour r > 2, soit <L7(f)) . la suite r-Lucas généralisée est définie par
n

L' =2, LI =dk, 1<k<r—1),
LY = aL® + 0L (n> ).

2.2.1 Interprétation combinatoire

Définition 41 Soit lﬁf) le nombre de fagons de paver un n-bracelet par des carrés de a différentes

couleurs et des r-ominos de b différentes couleurs.

Théoréme 42 La formule de récurrence de la suite (lf{”))nzo est définie pour tous entiers
positifs a et b , par

=2, 1 —ak, (1<k<r-1),

1 =™ 0 (> ).

Preuve. Le nombre de facons de paver un k-bracelet (1 < k < r — 1) est égal a*, en effet, un
k-bracelet (1 < k < r — 1) peut étre pavé seulement par des carrés ot on a a fagons de choisir
la couleur de chaque carré, d’autre part un 0-bracelet peut étre avec phase ou sans phase, ainsi
les conditions initiales sont satisfaite. Vérifiant maintenant la relation de récurrence, pour n > r
alors on peut construire un n-bracelet soit a partir d’'un (n — 1)-bracelet au quel on adjoint
un carré de a couleurs différentes ou bien a partir d'un (n — r)-bracelet au quel on adjoint un

r-omino de b couleurs différentes O

Théoréme 43 Pour tous entiers n,r > 0, lslr) = L,(f) compte le nombre de facons de paver un

n-bracelet par des carrés de a différentes couleurs des r-ominos de b différentes couleurs.

Lemme 44 Le nombre de fagons de paver un m-bracelet par exactement k (0 < k < {—J)

(r 4+ 1)-ominos de b couleurs différenetes est :

- n—(r—1k(n—rk e (r n
I H)(n’k):n(—rk:)< L )bka (r+Dk k=0,.., Lﬂ—lJ’ (2.8)

Preuve. Si le n-bracelet est avec phase, alors il reste a paver n — (r 4+ 1) cellules par exacte-
ment (k — 1) (r + 1)-ominos colorés ce qui correspond a ("7{1:17"]“) b=tk facons possibles.
Maintenant, supposons que le n-bracelet est sans phase, alors le nombre de facons de le pa-
ver correspond au nombre de fagons de paver un n-ruban, ce qui donne (”?k) bEa(m+k facons

possibles, ainsi en sommant les valeurs des deux cas nous obtenons ’expression (2.8). O

Le Lemme ci dessus permet d’établir la formule explicite des nombres (7 + 1)-Lucas généralisés,
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Théoréme 45 Pour tout entier positif n > 0,

[+
—(r—1k (n—rk
1) n—(r— bk bk =2k
" kZ:O n—rk k “o

Preuve. La preuve est déduite de Lemme 43, en sommant sur toutes les valeurs de k (0 < k <

)

2.3 Identités combinatoires et preuves bijectives

O

Dans cette section, on donne quelques identités bijectives liées aux nombres de Lucas généralisés

et r-Lucas généralisés avec des preuves combinatoires.

2.3.1 Identites relatives au nombre de Lucas généralisé

La premiére identité compte le nombre de fagons de paver un ruban circulaire par au moins un

domino.

Identité 2.1. Pour n > 2, on a

n—2

Lyp—a"=2bfn o+0Y  fog—aa. (2.9)
k=1

Preuve. La partie gauche de l'identité compte le nombre de facons de paver un n-bracelet,
en excluant les pavages circulaires qui possédent seulement des carrés. Prouvons que la partie
droite compte la méme chose. Etant donné qu’on a au moins un domino sur le bracelet alors,
si le domino occupe les cellules n et 1, il reste a couvrir les cellules 2,...,n — 1 de f,,_o fagons
possibles (voir la figure 2.6), sinon soient k+1 et k42 (0 < k < n — 2) les positions du premier
domino alors on a a* facons de paver les k premiére cellules du n-bracelet, b facon de choisir le

premier domino ainsi il reste a paver les cellules k£ + 3, ...,n de f,_;_o fagons possibles. O



43

Fi1G. 2.6 — Un n-bracelet avec au moins un domino.

Corollaire 46 Pour tout n > 0,

k=0

Preuve. Dans [22], Hoggat a démontré que

n
Lpyo—1= Z Ly,
k=0

maintenant en posant ¢ = b = 1 dans l'identité 2.1, on obtient :
n
T
k=0
d’ott on déduit 'idéntité suivante
n n
Y L= fat Y
k=0 k=0
n
(Lk — fr) = fn
k=0
O

L’identité suivante généralise 'identité 2.1, elle dénombre les pavages circulaire qui contiennent

au moins m dominos.

Identité 2.2. Pour m > 2, et n > 2m,

m—1 n— k i o n—2m k ak k ) )
L~ (" Yk =SS fasan B o o). 20

n
n—=k k ,
k=0 k=0 35=0

Preuve. La partie gauche de l'identité compte le nombre de facons de paver un n-bracelet,
en excluant les pavages qui contiennent 0,1, ..., m — 1 dominos. Prouvons que la partie droite

compte la méme chose.
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Premiérement, supposons qu’on a un n-bracelet sans phase, alors on a un domino qui couvre
les cellules n et 1, ainsi le nombre de fagons de couvrir le reste du bracelet correspond au nombre
de fagons de paver un (n — 2)-ruban par au moins m — 1 dominos. Maintenant le nombre de
fagons de paver un n-bracelet avec phase par au moins m dominos, correspond au nombre de

fagons de paver un n-ruban par au moins m dominos. En utilisant 1'identité (1.4) on obtient :

n—2—-2(m—1) g

n—2m k
b Z an 2—k—2(m— l)k" |:k:|( _1 +bm Z an k— kal |:k:| m
k=0 k=0 5=0
n—2m k k

AP IPI R m (m? + (m —1)7).

k=0 ;=0

Identité 2.3 Pour tous m >1et n —2 > m,

=a™ Z <7]Z>> bk (fnfmka + bfnfmeku) 3

. 1 sin (mod 2) > m (mod 2),
oule=
0 sinon.

et ((%))=("%"),
Preuve. Posons n = 2l +i et m = 2h + j avec (0 <4,j < 1).

La partie gauche de I'identité compte le nombre de fagons de paver un n-bracelet par des carrés
et des dominos en excluant les pavages circulaires qui contiennent moins de m carrés, on obtient
ainsi,

h—e h—e .
l+i+k I+i+Ek—-1
L, pl—Fk o 2kt A e S BRI
-2 k)t k-1
k=0
l . l .
, 2041 -k , 204+1—-k—-1
— _ k_20+i—2k _ k 2l4+i—2k
- L~ Y b <k>2ba <k_1 )
k=l—h+e k=l—h+e
Montrons maintenant que la partie droite de l’identité compte la méme chose. Premiérement,

supposons qu’on a un n-bracelet avec phase alors le nombre de facons de paver un n-bracelet

avec phase avec au moins m carrés correspond au nombre de fagons de paver un n-ruban par au
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moins m carrés, en utilisant l'identité (1.5) on obtient,

151-1%]

a™ < <TIZ> > bkfn—m—Qk:-
k=0

Maintenant si on a un n-bracelet sans phase, c’est-a-dire qu’on a un domino qui couvre les
cellules n et 1, alors le nombre de facons de couvrir un n-bracelet sans phase correspond au

nombre de fagons de paver un (n — 2)-ruban par au moins m carrés, d’ot on a

HECIPVEN
a™ 0" faem2k-2,
(N

en sommant les valeurs des premier et second cas, on obtient :
3 - 8-1%) ,,
a™ Z << k >> bkfn—m—2k + a™ Z ( < k >> bk+1fn—m—2k—2

k=0

= a" ((ZL)) bk (fn—m—Qk: + bfn—m—Zk—?) 3

k=0

| S—
[
—
SE
| E—

ainsi s’acheve la preuve. O

L’identité suivante a été proposé par S. Vajda (identité 16a, pp 26, [36]). En utilisant les pavages

circulaire on fournira une nouvelle preuve combinatoire & cette identité.

Identité 2.4 [36] Pour tous n > let m > 1,

2fn+m—1 = men—l + Lnfm—l- (211)

Preuve. Considérant un ruban de longueur n + m — 1, alors on a par définition f,.,—1 fagons

de le paver, maintenant si on considére la m*™¢ cellule de ruban, comme illustrée dans la figure

ci-dessous, alors on a deux cas :

- Cas 1 : Soit on a une coupe au niveau de cette cellule est dans ce cas le (n +m — 1)-ruban
génere deux ruban (A, B) I'un est de longueur m et 1'autre est de longueur n— 1. Ainsi en collant
iéme

la premiére cellule a la m cellule du ruban A, on construira un ruban circulaire avec phase .

-Cas 2 : Maintenant, si le ruban ne se coupe pas a la m*™¢ cellule, c’est-a-dire les cellules m
et m + 1 sont couverte par un domino qu’on le note d, alors le ruban doit avoir une coupe a
la cellule m — 1, ainsi on a un (m — 1)-ruban produit par les (m — 1) premiéres cellules, et un
n-bracelet sans phase produit par les cellules m,m + 1,...,n +m — 1 ou la piéce du premiére

bracelet et le domino d.
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Notons par L;n et L;; le nombre de fagons de paver un m-bracelet avec phase et n-bracelet sans

phase, respectivement. En sommant tous les cas possibles, on obtient,

2fn+m—1 == Lrlmfn—l + L;;fm—l + Llnfm—l + L;lnfn—l
= For(Loy + L) + Fm1(Ly, + L),
Par définition on a, L,, + L, = Ly, et L, 4+ L, = Ly,.
D’ou,
2fn+m—1 - fn—le + fm—ana

ainsi s’acheve la preuve. O

r 2 mim+1 ntm-1 m+1 f e n+m-1
e B D—> E PN
1 2 mim+1 nt+m-1 <mymy
e e ®

1 2 nin+1  ntm-l n+l fm-1 nt+m-1
B o () i

L 2 g nm] P
N - EaSe ()

F1G. 2.7 — La transformation d’un ruban en bracelet et ruban.

2.3.2 Identittes relatives aux nombres r-Lucas généralisés

Dans cette sous section on présente deux identités qui expriment les nombres de r-Lucas géné-
ralisés en fonction des r-Fibonacci généralisés.

L’identité 2.5 compte le nombre de pavages qui contiennent au moins un r-omino.

Identite 2.5 Pour n > r,

LP —a" =20, + b7, at. (2.12)
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Preuve. Le nombre de fagons de paver un n-bracelet par des carrés et des r-ominos, en excluant
(r) n

le cas ou on utilise seulement des carrés pour couvrir le n-bracelet correspond & Ly’ — a™.

Montrons maintenant que la partie droite de I'identité compte la méme chose.
Cas 1 : supposons que le n-bracelet est sans phase, alors il reste & paver n — r cellules par fflr_)r,

Cas 2 : si le n-bracelet est avec phase dans ce cas on raisonne par rapport au dernier r-omino
sur le bracelet, soit k+1,...,k+7 (0 < k < n — r) sa position alors on a f,gT) fagons possibles de
paver les premiéres cellules, b facons de choisir la couleur du dernier r-omino, et il reste & paver
les cellules k + 7 + 1,...,n par des carrés de a couleurs différentes ce qui correspond a @™ *~"
fagons. En sommant sur toutes les valeurs de k, de 0 & n — r, on obtient le nombre de facons de

paver un n-bracelet avec phase par au moins un r-omino.

En additionnant les valeurs du premier et du deuxiéme cas, on obtient notre identité. ]

Identite 2.6 Pour m > 1, et n > mr,

m—1 n—2m k
—(r=2)k(n—(r-1k - . a k], .
L,(f)—g n(r( >bka” 2k — pm ) — | | (m! + (m—1)).
=0 n—(r—l)k k kZ:(] j;ofn—k—ka! j ( ( ))

(2.13)

Preuve. La partie gauche de I'identité compte le nombre de facons de paver un n-ruban circu-
laire, en excluant les pavages qui contiennent 1,2, ..., m— 1, r-ominos. Ainsi on obtient le nombre

de fagons de paver un n-ruban circulaire par au moins m r-ominos.

Maintenant, en considérant le cas ou le n-bracelet est avec phase, il peut étre transformé en
ruban de longueur n, ainsi en utilisant I'identité (1.12) on obtient :

m r ak [k ;
oy fﬁ)kmqk!Hmﬂ, (2.14)

0<j<k<n—mq J
fagons possibles de paver un n-bracelet est avec phase par au moins m (r)-ominos. De la méme
fagon, si on a un n-bracelet sans phase, alors dans ce cas il reste a paver un (n — ¢)-ruban par
au moins m — 1 (r)-ominos, d’ott on a :

k

S Dy | ) (2.15)

0<j<k<n—mq J

fagons possibles de paver un n-bracelet sans phase par au moins m r-ominos. En sommant

(2.14) et (2.15) on obtient la partie droite de 'identité. O



Chapitre 3

La formule de Binet pour les suites
de Fibonacci et de Lucas par les

pagaves aléatoires

Jusqu’a maintenant les interprétations combinatoires des nombres de Fibonacci et Lucas par
les pavages ont rapportés des preuves combinatoires & plusieurs identités. Nous montrons main-
tenant comment combiner ces interprétations avec un élément stochastique. Il nous permet de
fournir des preuves combinatoires pour les formules de Binet liées aux nombres de Fibonacci et

Lucas.

3.1 La formule de Binet pour les nombre de Fibonacci
Définition 47 La formule de Binet pour les nombres de Fibonacci s’exprime comme suit :

fn= \}5 [¢”+1 - (t;)m] : (3.1)

ou f, est le n'™ nombre de Fibonacci défini par la relation de récurrence fo = 1, f1 = 1, et
pour toutn > 2, fuy1 = fn+ fn-1- et o, % sont les racines du polynéme caractéristique associé

a la suite de Fibonacci, avec ¢ = 1+T\/3 ~ 1.618.

Une preuve combinatoire pour cette formule peut étre obtenue par une interprétation com-

binatoire de f,, comme le nombre de facons de paver un ruban par des carrés et des dominos.
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Dans [3], Benjamin et al, ont proposé un modele de pavage aléatoire pour obtenir une preuve

combinatoire pour la formule de Binet pour les nombres de Fibonacci.

Définition 48 Un pavage est dite aléatoire si les piéces (carrés, dominos) du pavage sont choisi

d’une maniére indépendante et aléatoire l'une aprés ['autre.

Dans le modéle de pavage aléatoire proposé par Benjamin et al, les piéces du pavage sont
choisi avec la probabilité de é pour un carré et de ﬁ pour un domino. Les raisons pour lesquels
Benjamin et al, ont choisi ces probabilités sont :
iéme

— Ces probabilités devaient assurer qu’a la n cellule la probabilité d’obtenir n’importe quel

pavage est (z%n

— La probabilité de choisir une piéce a n’importe quel étape est % + # =1.
Dans I'exemple de la figure (3.1), la probabilité d’obtenir un tel pavage est : é X # X é X é X # =
ﬁ.
1 2 3 4 5 6 7
I I
| |
Fic. 3.1 — Un 7-pavage aléatoire peut étre obtenue avec la probabilité de ﬁ

Définition 49 Soit g, la probabilité qu’un pavage aléatoire se coupe & la n*“™ cellule du ruban,

on dit qu’un pavage se coupe & la n*™¢ cellule si la (n-+1)"™ cellule est couverte par une autre

piéce.

Soit f,, nombre de pavages de longueur n par des carrés et des dominos (sans couleur). Etant
donné que chacun de ces pavages & la probabilité q%" d’apparition, ainsi on déduit la relation

suivante :

f
n = ﬁa (32)
Pour un pavage qui ne se coupe pas a la n’™¢ cellule, il doit forcement avoir une coupe a
la (n — 1)""¢ et un domino qui couvre les cellules n et n + 1. Ainsi pour tout n > 1, on a
1—gq, = qz);l ce qui est équivalant a,

q _1,£
=

pE (3-3)



20

ouqo = fo=1.

Posons ¢ = lim,,—, gy, - Si on suppose que la limite de I’équation (3.3) existe, alors la limite ¢
doit vérifié g = 1—%. En résolvant cette équation par rapport a ¢ on obtient ¢ = (1—1—#)_1 = %
En combinant avec ’équation (3.2) , on obtient la forme asymptotique de Binet pour les nombre

de Fibonacci,
¢n+1

Pour obtenir la formule exacte de Binet pour les nombre de Fibonacci, on développe I’équation

(3.3) et on pose la condition initial gy = 1, on obtient :

1 1 1 —-1\"
qnzl_&+¢4_¢6+....+<&) , (3.4)

NG|

Ainsi de I’équation (3.2) , on déduite la formule exacte de Binet,

O (N = B

Corollaire 50 [5/ Pour tous n,m > 0,

d’ou on a

lim Imm _ gm
n—:uoo fn

Preuve. En examinant la limite de ¢, on a pour tout m > 0,

¢ & — 1 fn+m

ﬁ - nh—r>noo " - ninoo ¢m+n’
ainsi
fn-:_m f
— 1 P . n+m
Do, limy,— o0 fr}:m = ¢™. O
Corollaire 51 [5] Pour tout n > 1,
fn—1
¢n = fn + T; .

Preuve. Ce résultat est obtenu directement en substituant I’équation (3.2) dans ’équation (3.3)

et on multiplie par ¢". O
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3.2 La formule de Binet pour les nombres de Lucas

Le modeéle de pavage aléatoire utilisée pour prouver la formule de Binet pour les nombres de
Fibonacci peut étre utilisée pour fournir la preuve de la formule de binet pour les nombres de

Lucas.

La forme explicite de Binet pour les nombres de Lucas satisfait la relation suivante :

Lo=o"+ (‘;) (3.7)

ou L,, est le n**™¢ nombre de Lucas défini par la relation de récurrence Ly = 2, L; = 1, et pour

tout n > 2, Lpy1 =Ln+ Lp—1.

En considérant un ruban de longueur infini, on commence de paver la premiére cellule de se
ruban d’une maniére aléatoire. Soient P; et P, les probabilités qu'un pavage commence par un
carré ou bien par un domino, respectivement. Pour un pavage commencant par un domino on

choisit sa position d’une maniére aléatoire (avec phase ou sans phase), et pour paver le reste du

ruban on choisi un carré avec la probabilité é et un domino avec la probabilité ﬁ
Maintenant étant donné que la probabilité de choisir & chaque étape une piéce est égale a 1,

alors on a :

1 _ Py
Psg—77

2P, + P, = 1.

d’ott on déduit les probabilités P; et Py,

1 1
Pij=—= et Py = —.
T evs T s

Par conséquence, la probabilité d’apparition de chaque pavage de longueur n est

1
Ve T

iéme cellule du ruban on obtient :

Si on pose r, la probabilité que le pavage se coupe a la n

Ly,
Ty = W (3.8)

On propose un modéle Markovien pour détermine ’expression de r,, le processus pour placer

aléatoirement une piéce peut étre décrit par une chaine de Markov & deux états :
I’état B si le ruban se coupe & la cellule courante, et I’état U sinon.

La matrice de transition associée au pavage de la premiére cellule s’écrit comme suit



B U
12
P = B VB VEe |
U 1 0

et la matrice de transition associée au reste du pavage est donnée par la matrice P :

B U
1 1

p - Bs @ ,
v \1 o

ou p;; est la probabilité de passage de 1’état i a I'état j.

02

Ainsi la probabilité 7, que le ruban se coupe a la n'™¢ cellule correspond & I'élément (1, 1) de

la matrice P* = P, « P"~! | ot P" est la puissance n'“™¢ de la matrice P.

La diagonalisation de la matrice P donne,

1 1 1 0 1 1
P = .
e )o@ e
ainsi on a,
-1
1 1 1 1 0 1 1
L 2 1\ 2
1 —¢ 0 C%) 1 —¢
¢
d’ott on a
1 2 @2 1
pr=|v5 V50 L ! On_l PP+ 741
2 -1 1 -1
Lo 1 —¢ o () peEs .

En calculant le produit de ces matrices (a I’aide de logiciel Maple) on obtient la matrice P* :

() (F2) () Bea (B2 ()"

®2 5 ¢
P* - ¢2+1 1 ¢2+1 1
2 1 n— 1 n—
¢ +(¢2> 1+(¢2>
$?+1 #?+1

lexpression de 7, correspond a I’élément (1,1) de la matrice P*
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vt (e i) 5 G5E))

En tenant que de la relation (3.8), on obtient

L, = \f¢n_17'n
-2 (G s G -5G)
RS ( Vi) T B\ i\) )
en utilisant les relations suivante ¢? = ¢ + 1 et ¢> + 1 = v/5¢ on obtient,
¢n7 -1 n—1
L, = — —
V5o (M () )
_ n—1
o))
noy (1)
- +( ¢) .

Théoréme 52 (de Moivre) [5/ Pour tout n > 0,

" = W’ (3.9)
-1 " o Ln - \/gfn—l
(L)l foh 50

Preuve. La preuve de ce théoréme est déduite directement des formes de Binet associés aux
nombres de Fibonaaci et Lucas. En réécrivant la formule de Binet pour les nombres de Fibonacci

de la maniére suivante

Vo fn1=¢" - C;)n (3.11)

et la formule de Binet pour les nombres de Lucas

n, (1)
Ly=¢ +<¢> : (3.12)

En sommant les deux équations terme & terme on obtient,

20" = \/gfn—l + Ly
n \/gfnfl + Ln

) 5

et si on fait la difference entre les deux équations (3.12 - 3.11) on obtien :
—1\"
() = eV

;1 " _ Ln — \/gfn—l
¢ - 2 '
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié¢ la combinatoires des suites de Fibonacci et de Lucas
généralisées ainsi que leurs extensions, se qui nous a permit d’établir de nouvelles identités

combinatoires et bijectives relatives & ces suites.

Au premier chapitre, nous avons exploité les interprétations combinatoires des suites de Fibo-
nacci généralisées, de g-Fibonacci généralisée, et la suite multibonacci par des pavages linéaires
pour fournir des preuves combinatoires et bijectives pour certaines identités classiques, nous

avons aussi proposé de nouvelles identités combinatoires et bijectives pour ces suites.

Au deuxiéme chapitre, nous avons proposé d’étendre 'interprétation combinatoire de la suite
de Lucas par les pavages circulaires & la suite r-Lucas. Ce résultat nous a permit de fournir
une nouvelle preuve combinatoire pour la formule explicite de la suite r-Lucas généralisée. Nous
avons aussi établi des identités bijectives de type Fibonacci-Lucas ou on exprime les nombres de

Lucas généralisés on fonction des nombres de Fibonacci généralisés.

Enfin, le dernier chapitre, nous donnons une preuve combinatoire pour la formule de Binet
pour les nombres de Lucas. Cette preuve est basée sur les pavages aléatoires et les processus

Markoviens.
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Annexe A

Dans cette Annexe on établit toutes les identités présentés dans ce mémoire pour les suites de

Fibonacci et de Lucas, définies respectivement par :

— Suite de Fibonacci classique :

fo=1, fi=1, et fot1 = fn+ fn—1 pourn > 2

Suite g-F'ibonacci :
FP9=1 (0<k<q-1),
A= A2+ B2, (=),

— multibonacci
o) = =" =" =0,
ol =1,
o) =0 vl +. vl (n>1)

— Suite de Lucas :
Lo=2, Li=1, et Lny1 =Ly, + Lyp_1 pourn > 2,

Suite r-Lucas :

L'=2 LV =1, 1<k<r-1),
L =1 + 1Y ().

(
n n
Identité 1.1 (p. 18) Pour n > 0,

ka = far2 — L

k=0
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Identité 1.2. (p. 19) Pour n > 0,
> kfak = fars— (n+3).
k=0

Identité 1.3. (p. 20) Pour n > 0,

LS s+ 2)(k 1) = £+ 6)- P DOED)
k=0

Identité 1.4. (p. 21) Pour m > 1 et n > 2m,

m—1
SRR R >
L k=0

0<j<k<n—2m

Identité 1.5. (p. 22) Pour m > 1 et n > m,

[5)-1%] 1) )
(@) B
ol e — 1 sin (mod 2) >m (mod 2),
0 sinon.
Identité 1.6. (p. 24) Pour n > 4,
. ) g LB,

Identité 1.7. (p. 25) Pour tout n > 2,

2 i+ i+ i+
Fm 2 froir 2 (z;j]): 2 (i,jj)+ 2 (z',jj)
k=0 k

2i+3j= 2i+3j=n 2i+3j=n—1

Identité 1.8. (Cassini) (p. 27) Pour tout n > 1,

fg = fa—1fat1+ (_1)n
Identité 1.9. (Catalan) (p. 29) Pour tous 0 <r <n—1,

72171 = fn—r—lfn-‘r?“—l + (_1)7177“ 7“271



Identité 1.10. (p. 31) Pour n > 2q et ¢ > 2,

Identité 1.11. (p. 32) Pour n > 2q et ¢ > 2,

DSk 1) = 8 — (n+ g +2).
k=0

Identité 1.12. (p. 32) Pour ¢ > 2,1 > l,et n > ql,

1 Tk1 .. n—(q—1)k
et Erm )

0<j<k<n—lq k=0

Identité 1.13. (p. 33) Pour n >0 et m > 1,

Z f,@m,qk <m _kl + k) = flo) _ Z (n — (c;— 1)k>

Identité 1.14. (p. 34) Pour tout n >0,

(1)7(13) - fn = (I)(()g)fn—ii + ¢§3)fn—4 + ...+ ‘1)(3)3f0

Identité 1.15. (p. 35) Pour n > 1,

w3 (D55l

2i+3j=n k=12i+3j=n—k

Identité 2.1. (p. 42) Pour n > 2,

n—2
Ln—1=2fn 2+ Y fok—a

k=1

Identité. (p. 43) Pour n > 0,

n

(L — fx) = fu

k=0

Identité 2.2. (p. 43) Pour m > 1, n > 2m,

k=0 k=0 5=0

_mz_lnﬁk< > nimifn k-2m g [k} (m? + (m —1)7).

o8



Identité 2.3 (p. 43) Pour m > 1let n —2 > m,

3

Ly - (& + D) = Z 7 ((0) Gnomess + Fomezis).

L3131+ =

. 1 sin (mod 2) > m (mod 2),
ol e =
0 sinon.
Identité 2.4. (S. Vajda) (p. 44) Pour tous n > 1, et m > 1
2fn+m—1 = men—l + Lnfm—l
Identite 2.5 (p. 46) Pour tous n > r > 0,

L —1=2£7 + 3£ 4
k=1

Identite 2.6 (p. 46) Pour tous m > 1, et n > mr,

m—1 n—2m k
) n—(r—2k(n—(r-1k _ ()
Ly n—(r—1)k k Z Z Tk
k=0 k=0 ;=0
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Annexe B

Dans cette annexe, nous allons adapter les identités développées pour les suites de Pell et

Pell — Lucas définies comme suit :
— La suite de Pell,
Po=1, P=1, et Poy1 =2P,+ FP,_1 pourn > 2,
— La suite de Pell-Lucas
Qo=2, Q1=2, et Qni1=2Qn+ Qn-1 pour n > 2,

Identité 1.1. Pour tout n > 0,

n
Z 2n—kpk — Pn+2 _ 2714—2.
k=0

Identité 1.2.

n
Z k1P, = Poyg — 2713 —ontl(n 4 9).
k=0

Identité 1.3. Pour tout n > 6,

et D@ +3)

1 n
5O Pui2 (k4 2k +1) = P, g=2"0=2"(n + 5) ;

k=0

Identité 1.4. Pour tous m > 1 et n > 2m

25 Tk = (1=K ook
5 e lmen B0

0<j<k<n—2m

60



Identité 1.5 Pour tous m > 1 et n > m,

2] n— % _om N m
e S e ()

=[5]-15 ]+

w\:

. 1 sin (mod 2) >m (mod 2),
ol € =
0 sinon.

Identité 1.6. Pour n > 4, on a

5]

LN o > (P L G e

7=0

Identité 1.7. Pour tout n > 2,

n—2 . .
1+ j
Po=22Y Poi2 ) ( i”)zﬂz
k=0 k

2i+3j=

s (Ve p (V)

2i+3j=n 2i+3j=n—1
Identité 1.8 (identité de Cassini)

P2 =P, 1Py +(—1)".

Identité 1.9. (Catalan) Pour tous 0 <r <n—1,

P =Py 1P+ (-1)"" P

Identité 1.10. Pour n > get ¢ > 2, on a

n—q
Pl —on =" plign-ka,
k=0
Identité 2.1. Pour n > 2, on a
n—2
Qn—2"=2P, o+ Y 2°P .
k=1

Identité 2.2. Pour m > 2, et n > 2m,

(e et o

k=0 k=0 j5=0

61



Identité 2.3 Pour tous m > 1et n —2 > m,

3

Qn - (59 + (k) 22 = 2

=317 )+

. 1 sin (mod 2) > m (mod 2),
ole=
0 sinon.

Identité 2.4 Pour tous n > let m > 1,
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[5]-L%]

> (7)) (Pa—m—2k + Poomok—2) -
k=0

2Pn—l—'m—l = Qmpn—l + anm—l-



Annexe C

Le but de cette annexe est de réécrire les identités dans le cas des suites de Jacobsthal et

Jacobsthal-Lucas définies par les relations de récurrence suivantes :
— la suite de Jacobsthal,
Jo=1, J1=1, et Jpy1=Jp+2J,-1 pour n > 2,
— la suite de Jacobsthal-Lucas
Jo=2, ji=1, et jut1=jn+2jn1 pour n>2,

Identité 1.1. Pour tout n > 0,

- 1

k=0
Identité 1.2.
1
D kdng = 1 (Ints = (n+3)).

Identité 1.3. Pour tout n > 6,

4iJn_k(k‘ +2)(k+1)=J, 61 —2(n+5) —2(n+4)(n+3).
k=0

Identité 1.4. Pour tous m > 1 et n > 2m

. 1[k] -k,
2 Z Jn_k_gmgjmzjn—z L )2

0<j<k<n—2m
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Identité 1.5 Pour tous m > 1 et n > m,

5]

n_ [5]-1%] .
" k:LgJ_ZLr;J+€ ( k k) 2= pr Jn—m—2k (<k>) 2k,
ol £ = 1 sin (mod 2) > m (mod 2),

0 sinon.

Identité 1.6. Pour n > 4, on a

= Gl 1Ay SR PR

E E +2 _ j E : i+1
= Jn_4_k. ( i )2 A < J )23+ : ( i >2 '

k=0 =0 7=0 1=0

Identité 1.7. Pour tout n > 2,

n—2 . . . . . .
LI it _ LI it T it
e 3 ()= 8 ()2 S (1)
k=0 2i+3j=k 2i+3j=n 2i+3j=n—1
Identité 1.8 (identité de Cassini)
J2 = Ty 1dns1 + (=2)".

Identité 1.9. (Catalan) Pour tous 0 <r <mn—1,

Jr%—l = Jn—r—1Jntr—1+ (=2)"7" Jf—l

Identité 2.1. Pour n > 2, on a

n—2
Jn—=1=4Jn2+2) Joko.
k=1
Identité 2.2. Pour m > 2, et n > 2m,
m—1 n n k n—2m k 1 Tk
. _ K A .

Identité 2.3 Pour tous m > 1 et n —2 > m,
15]

l5]-1%]
In = 2 ((nik) + ("fol)> 2= % (1) 2" (Jn-m-2k +2Jn-m—2k-2) -
SHEEe

. 1 sin (mod 2) >m (mod 2),
ol € =

0 sinon.

Identité 2.4 Pour tous n > let m > 1,

2Jn-l—m—l == jmjn—l + jnJm—l'
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