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Chapitre 1

Introduction

Le présent travail se place dans le cadre des problemes de controlabilité des systemes
d’évolution décrits en termes d’équations aux dérivées partielles de type parabolique. Pour
un intervalle de temps donné 0 < ¢ < T', ces problemes consistent, pour un état initial et
un état final connus, en la détermination d’'un controle approprié agissant sur le second
membre du systeme (ou sur les conditions au bord dans d’autres cas) et qui est chargé
d’amener le systeme d’évolution de I’état initial donné a ’état final voulu au temps 7.
Nous nous intéresserons, plus particulierement, a la controlabilité a zéro de ces systemes.
Autrement dit, est-il possible d’atteindre 1’état zéro a partir de n’importe quelle donnée
initiale au temps 7. Comme le systeme est linéaire, cela revient a montrer la controlabilité
aux trajectoires (voir ’annexe), puisque si nous savons amener le systeme a zéro a partir
d’un état initial quelconque au temps 7', nous savons 'amener aussi a ’état final d’une
trajectoire libre du systeme sans second membre. A cause de l'effet régularisant de certains
systemes paraboliques, cette controlabilité aux trajectoires n’est pas toujours possible.

En pratique, il est bien connu qu’établir un résultat de controlabilité a zéro n’est pas
toujours évident a réaliser. Cependant, il existe différents moyens pour y arriver, 'inégalité
d’observabilité en est un, elle se démontre généralement de nos jours par le biais des
inégalités de Carleman.

Les systemes paraboliques linéaires sur lesquels portera notre intérét et auxquels nous
montrerons la controlabilité a zéro sont :

Probleme 1 L’équation de la chaleur considérée dans un domaine borné bidimensionnel
avec un controle interne.

Probléeme 2 Un probleme parabolique tridimensionnel a coefficients de diffusion qui sont
& variation bornée dans une seule direction. Le controle aussi est interne.

Pour ce qui est du domaine ou sont posés ces problemes, nous supposerons que sa
frontiere présente des singularités. Cette singularité se caractérise, en dimension deux, par
la présence soit d'un coin non convexe droit (ou plusieurs coins) soit d’une fissure recti-
ligne avec une seule pointe qui débouche sur le bord du domaine. En dimension trois, cette
frontiere est polyhédrale ou présente une fissure plane qui se prolonge dans la direction
latérale du domaine. Ce qui veut dire que nous aurons affaire a un cylindre dont la section
tranversale forme un domaine singulier du méme type qu’en dimension deux.
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Concernant les estimations de Carleman, il est utile de savoir qu’elles représentent ces
dernieres années un outil tres utilisé et occupent une place importante dans I’étude notam-
ment des problemes de prolongement unique, de controle ou des problemes inverses pour la
détermination des termes source ou de coefficients. Ce genre d’estimations fera I'objet de
notre analyse, nous les démontrerons pour deux types de problemes, a savoir : I’équation
de la chaleur avec un controle interne dans la cas bidimensionnel et puis 1’équation ellip-
tique ou I’équation de Poisson en dimension trois. Nous mettrons en évidence une certaine
fonction poids indispensable dans les estimations de Carleman et dont son existence est
montrée dans [14] dans le cas ou le domaine est a frontieére assez réguliere, contrairement
a notre cas.

Par ailleurs, en théorie du controle, il y a différentes méthodes permettant de justifier
I'inégalité d’observabilité et de construire ce controle avec un meilleur cott possible. Parmi
ces méthodes, nous peuvons citer :

1. La méthode de A.Fursikov et O.Imanuvilov [14], qui consiste a établir cette inégalité
d’observabilité a partir d’une certaine inégalité de Carleman pour le probleme adjoint
associé a I’équation parabolique considérée.

2. La méthode de Lebeau-Robbiano, qui est basée sur la décomposition spectrale de la
solution, et a partir d’'une certaine inégalité spectrale portant sur les combinaisons
linéaires finies des fonctions propres de I'opérateur Laplace-Dirichlet, le controle est
construit sur des intervalles de temps de plus en plus proche du temps final et per-
mettant ainsi d’obtenir d’une certaine facon la controlabilité a zéro de 1’équation de
la chaleur.

3. La méthode introduite par J.-L. Lions dite ” The Hilbert Uniqueness Method”
(HUM). Elle est fondée sur quelques arguments d’analyse fonctionnelle (Théoreme
de représentation de Riesz) et de I'inégalité d’observabilité évoquée précédemment.

Dans ce présent travail, nous ferons appel aux deux premieres méthodes afin d’atteindre
notre objectif. Pour une meilleure présentation de nos résultats, nous allons suivre le plan
suivant :

§ Le chapitre 1 comporte des rappels de quelques propriétés des espaces de Sobolev

considérés dans des domaines a frontiere non réguliere.

§ Les chapitres 2 et 3 sont consacrés aux aspects théoriques de 1’étude des singularités
du probleme parabolique et du probleme elliptique. Nous avons apporté quelques
retouches sur la fagon de décomposer la solution de probleme de Dirichlet pour le
Laplacien sous forme d’une somme d’une partie réguliere et d’'une partie singuliere
explicite. En introduisant cette décomposition lorsqu’il est question d’établir une
estimation de Carleman pour les problemes considérés, nous pourrons surmonter la
difficulté d’avoir une solution peu réguliere.

§ Dans le chapitre 4, nous rappellerons les grandes lignes de I’établissement des estima-
tions de Carleman pour un probleme parabolique considéré dans un domaine assez
régulier. Nous verrons aussi le role que peuvent jouer ces estimations concernant les
problemes de controlabilité a zéro.

§ Au chapitre 5, on justifie la validité des estimations de Carleman globales pour le
probleme 1 dans des domaines singuliers tels qu’on les a énoncés plus haut. On
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abordera aussi la question de la fonction poids tout en indiquant la facon de la
construire dans ce genre de domaine & frontiere qui n’est pas de classe C2.

§ Concernant le chapitre 6, nous le réservons pour la deuxieme méthode permettant
de montrer la controlabilité a zéro du probleme 2 a savoir la méthode de Lebeau-
Robbiano. Ce qui nous demandera de donner un apercu sur les grandes lignes de cette
méthode. Le raisonnement que nous avons adopté tient compte des résultats obtenus
dans [7] pour des systeémes paraboliques considérés dans un milieu stratifié. Nous ver-
rons comment, en combinant tous ces résultats, nous atteignons cette controlabilité
a zéro.

& Pour ce qui est du chapitre 7, nous généraliserons les résultats obtenus pour les deux
problemes a des domaines avec plusieurs coins ou qui contiennent plusieurs fissures
a condition qu’elles ne se coupent pas.

Les résultats établis dans cette these ont fait I'objet de trois publications [4, 5, 6].



Chapitre 2

Généralités sur les espaces de
Sobolev dans des domaines singuliers

1 Définitions

Dans ce chapitre, nous rappelons brievement quelques propriétés des espaces de Sobolev
dans des domaines non réguliers. Il est bien connu que dans de tels espaces les définitions
qui peuvent étre données dépendent fortement de la frontiere du domaine considéré loca-
lement comme le graphe d’une certaine fonction, qui peut étre, par exemple, lipchitzienne,
continue, différentiable et ainsi de suite, ce qui caractérisera les propriétés de cette frontiere.
C’est ce qui nous a motivé pour donner ces définitions. Nous omettons de donner la preuve
des résultats qu’on énoncera dans ce qui suit ; en revanche nous renvoyons a chaque fois a
une référence bibliographique contenant les démonstrations.

Définition 2.1 Soit 2 un ouvert de R™. On dit que €2 est a frontiere I' Lipchtzienne si
pour tout x € I', il existe un voisinage V de x dans R™ et un systéme de coordonnées

{Y1, .-, yn} tels que

1LV ={(y1, -, yn)/ —a; < y; < a;,1 < i < n} est un hypercube dans ce systeme de
coordonnées, avec a; > 0,1 <i<n;

2. il existe une fonction ¢ Lipchtzienne définie sur W = {(y1, ..., Y1) — a; < y; <
a;,1 <i<n—1} a valeurs dans R telle que

()] < %, pour tout y' = (y1,...,Yn—1) € W,
QNV ={y= (" y) € Vlyn < 0(¥)} et
PNV ={y= " 9.) € Viyn = (/') }.

Définition 2.2 Soit Q) un ouvert de R™. On dit que 2 posséde la propriété du cone uni-
forme si pour tout x € I, 1l existe un voisinage V' de x dans R™ et un nouveau systéme de
coordonnées {yi, ..., yn} tels que

1.V ={(y1, e, yn); —a; < y; < a;, 1 <i < n} est un hypercube dans le nouveau systéme
de coordonnées, avec a; > 0,1 <1< n;
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2. y—z€Qlorsquey € QNV et z € C, ot C = {z = (¢, 2,)|(cotgh) || < z, < h},

pour un certain 6 €]0,Z] et un certain h > 0, est un céne ouvert.

2

Q

FIGURE 2.1 — Géométrie d'un domaine vérifiant la propriété d’un cone uniforme.

Remarque 2.3 1. Afin de mieux comprendre la définition 2.1, on peut se placer en
dimension deux pour voir que, par rapport au voisinage V de x € I' donné dans la
définition 2.1, QNV est au-dessous du graphe de p et 'NV est exactement le graphe
de ¢ (voir Figure 2.2) ;

2. La définition 2.2 peut etre traduite par Uexistence d’un cone C de sommet x tel que
C'\ {z} soit dans Q (voir figure 2.1)

3. Les domaines polygonaux et les polyedres sont a frontiére Lipchtzienne et vérifient
la propriété du cone uniforme. Par contre, les domaines fissurés et les domaines a

frontiere possédant un point de rebroussement ne vérifient pas les définitions 2.1 et
2.2.

Exemple 2.4 1. Dans le plan st nous considérons les deux domaines suivants :

O :{(m,xz)ER?; —1l<z <1, _1<372<—|x1|1/2} ot
Qo= {(z1,m9) ER?; =1 <12 <0, —1<x9 < —22}U
{<x17x2)€R2;0§$1<1; _1<x2<—x1}

Nous pouvons montrer que le premier domaine 21 n’est pas a frontiére Lipschitzienne,
par contre {2y est un domaine qui a cette propriété.

2. L’empilement de deux cubes croisés forme un polyhédre a frontiére non Lipschit-
zienne.

Nous rappelons brievement dans ce qui suit quelques définitions et propriétés basiques
des espaces de Sobolev dans des domaines non réguliers comme les notres. Il est connu que
les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels bien appropriés et adaptés pour une
description qualitative des solutions d’équations paraboliques et elliptiques auxquelles on
va s’intéresser. Nous omettons de donner les démonstrations des résultats donnés dans les
rappels ci-apres, nous renvoyons au livre de Necas [27] pour plus de détails.
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X1

FIGURE 2.2 — Forme géométrique du domaine 2.

2 Espace de Sobolev dans une domaine singulier

Les espaces de Sobolev définis dans des domaines réguliers ont été étudiés de fagon
approfondie. Ils ont été définis de manieres différentes mais équivalentes. Par contre dans
le cas de domaines peu réguliers, il s’avere que ces propriétés ne sont pas toutes valables.
Ce qui nous a donc motivé a donner ces brefs rappels.

Considérons un ouvert quelconque €2 de R™. Pour s € R

Définition 2.5 On note H*(Q2) l’espace des distributions u dans ) telles que

1. D% € L*(Q) pour |a| < m lorsque s = m est un entier positif :

2. ue H™(Q) et
|[Du(x) — Du(y)|*
// v — g dxdy < +oo (2.1)
Q0

pour |a| = m lorsque s = m+ o est non entier et positif avec m entier et 0 < o < 1.

H*(Q2) est muni de la norme naturelle

lulls = ( > |D°‘ (z)|?dx)"? si s est entier
al<m
NE o

|| — 2 |Da D" ( )|2d d . .
ulls = | lul|2, + Z xdy si s est non entier.

la|=m y|n+20

Définition 2.6 H3(2) est l'adhérence de D(QY) dans H*(Q2), ot D(2) désigne l’espace des
fonctions de classe C* dans ) a support compact.

Définition 2.7 Si s <0, H*(Q2) est le dual de Hy*(2).
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Dans ce qui suit, on donnera quelques théoremes d’injection et de densité importants.
Ils ne sont établis que dans le cas d’'un domaine a frontiere Lipschitzienne, les domaines
contenant une fissure se traiteront dans une autre section.

Théoreme 2.8 Soit ) un ouvert borné de R™ a frontiére Lipschitzienne, et soit k un
entier tel que 2k > n. Alors

B =k—(2) sik— (%)<,
H*(Q) — C*(Q), on p{ < 1 sik— (%) =1,
=1 sik—(2)>1

Nous rappelons que C*(§2) désigne l’espace vectoriel des fonctions p-holdériennes dans €.

Théoréme 2.9 Si Q est un ouvert borné de R" a frontiére Lipchitzienne, alors D(§2) est
dense dans H*(Y) pour tout s € [0,1/2], autrement dit H*(Q) = H§(Q).

Du théoreme de densité suivant, nous pouvons déduire la densité de H?(2) dans H*(Q)
pour tout s €]0, 2[.

Théoréme 2.10 Si Q est un ouvert borné de R"™ a frontiére Lipschitzienne, alors C>°(Q)
est dense dans H*(S2) pour tout s > 0.

C>(Q)) désigne l’espace de fonctions définies sur Q) qui sont des restrictions de fonctions
de classe C'*° et a support compact dans R™.

3 Géométrie de domaines polygonaux

Dans ce paragraphe, nous abordons quelques notions sur les domaines de R? ayant une
frontiere polygonale, appelés aussi ”polygones du plan”. Si on note I' la frontiere du poly-
gone, alors cette frontiere est constituée de segments I';,7 = 1, ..., m n’ayant leur extrémités
que comme points d’intersection. Notons M; le sommet entre les cotés I'; et ;1 dont w;
est 'angle formé vers l'intérieur de ). Les notations 7; et 7; désignent respectivement la
normale unitaire sortante a I'; et la tangente dans le sens direct (voir la figure 2.3 )

Au voisinage de chaque sommet M;, on peut introduire des coordonnées polaires locales
de tout point M par rapport a M;. On note r; la distance entre M; a M et 6; ’angle formé
entre ;11 et M;M. En coordonnées cartésiennes, si on suppose que I’axe des abscisses est
supporté par I'; ;1 alors les coordonnées du point M sont définies par

x =r;co80; et y=r;sinb;

4 Quelques résultats de traces sur un domaine poly-
gonal

Selon la définition 2.5, on peut introduire de la méme maniére I'espace Hz (I') comme
'espace des fonctions f € L*(T) telles que

[ JUEZ IR 1 < o,

y[?
T
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M

FIGURE 2.3 — Forme géométrique du domaine 2.

ou ds dénote la mesure de longueur sur I'. En fait, 'espace H 3 (I") est l'espace des restric-
tions & I' des fonctions de H'(2).

Pour mieux caractériser Uespace des traces H2(I'), on restreint chaque élément f de H(€2)
X A s . , - 2 1

a chaque coté T';. Si on dénote f; cette restriction, alors f; sera un élément de Hz(I';) au
sens de la définition 2.5. Inversement, les conditions de raccord au voisinage de chaque
sommet précisées dans la proposition suivante nous garantissent ’autre sens.

Proposition 2.11 Pour que f appartienne a HY*(I') il faut et il suffit que f; soit dans
HY2(Ty) pour tout 1 < i < m et qu’en plus, pour € assez petit

/|fi(xi(—5)) — fi+1(xi(+5))|2d§ < 400, 1 <i<m, (2.2)

(xi(+0) (resp. x;(—3)) désigne le point de T'; 1 (resp. T;) a distance § du sommet M;.

Remarque 2.12 La condition (2.2) peut étre traduite comme une condition de raccord
entre les fonctions f; et fii1 au point M; en un sens faible. On utilisera la notation suivante

fi = fiy1 en M;,
pour exprimer autrement cette condition de raccord.

Les notions précédentes peuvent étre étendues a H*(I'), avec 1/2 < s < 1. Par ailleurs,
un autre probléme qui nous obligera a passer par cette restriction sur I'; est I'impossibilité
d’affirmer comme dans le cas d'un domaine régulier, que I'image de H'(Q2) et de H?(f2)
est H'/2(T") par les applications

‘ 8u‘
u— ur et ur— —
| ov'T

respectivement. Le théoreme suivant tient compte de ces considérations.
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Théoréme 2.13 Pour 1 <i < m, l'image de H*(Q) par l'application

. Ju
ol g; = ur, et hj = — est le sous-espace

87’]z Ly’
[ 2°2@) x BV2(Ty)
i=1
tel que
gi(M;) = giva1(M;),
9i(M;) = — cos(w;)gir1 (M;) + sin(w;) hiy1 (M), (2.3)
hi(M;) = — cos(wi)hip1(M;) — sin(w;) gy (M),

pour tout 1 <1 < m.

La preuve de ce théoreme peut étre trouvée dans [23] (Théoremes 1.4.6 et 1.4.9). A
titre indicatif, les relations (2.3) sont les conditions de raccord en chaque coin M;. Pour les
justifier, il est important de tenir compte du changement de repére (1, 7) sur chaque coté
;.

5 Formule de Green sur un domaine polygonal

Dans cette section, nous rappelons quelques formules de Green usuelles qui sont va-
lables aussi dans le cas de domaines a frontiere lipschitzienne, ce qui inclut les domaines
polygonaux (voir [27]). Nous indiquerons aussi la fagon de les appliquer au cas de domaines
avec fissure ou la frontiere n’est pas lipschitzienne. Ces formules nous serviront par la suite
lorsqu’il sera question de justifier certaines intégrations par parties.

Considérons donc un domaine borné lipschitzien €2 de R™ de frontiere I'. Et notons 7;
la iéme composante du vecteur normal unitaire 7 sortant a I'. Alors

Théoréme 2.14 1. Pouru etv € H'(Q), on a

vg—xujdﬁz /umyjda— /ug—;jdx; (2.4)
T Q
2. Pour u € HY(Q) et v e H*(Q), on a ce qu’on appelle la formule de Green particlle
ov
/uAvdx: /ua—da—/Vu.Vvdx; (2.5)
Q T 7 Q

3. Pour u et v € H*(Q), on a aussi la formule compléte de Green

ov ou
Avdz — [ vAude = [ wZdo — [ vdo. 2.
/u vdx /v udx /uanda /vanda (2.6)
T

Q Q r
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Remarque 2.15 1. La formule de Green (2.5) énoncée dans la théoréme ci-dessus peut
étre affaiblie dans un certain sens. En fait, elle reste encore valable pour v € H*($2),
ot 3/2 < s < 2. Pour le justifier, on peut revenir au résultat de densité donné dans
le théoreme 2.10 pour déduire d’une part des injections continues suivantes

C>®(Q) — H*(Q) — H*(Q)

que H%(Q)) est dense dans H*(QY). D’autre part, si on five u dans H'(Q), alors le
terme gauche de l'identité (2.5) doit étre considéré comme crochet de dualité entre

()

et
H?(Q) = HZ(Q),

puisque 1 > 2 —s et 0 < 2 — s < 1/2. Les termes droits de l’égalité (2.5) dépend

continument de v dans l’espace H*(2). Ce qui nous permet de passer, par densité,
deve H*(Q) ave H(Q) ;
ov
2. Moyennant des conditions sur les traces de v et de — sur chaque I';, pour1 < i < m,

on;

il est ausst possible de donner un sens a la formule ,12.5 soit pour une fonction
ve DA, L*(Q) = {ve L*(Q)|Av e L*(Q)},

ou bien pour

v € B(A,L*(Q) = {ve H(Q)|Av € L*(Q)}

Cela se fait par dualité comme dans la premiére remarque et en tenant compte de la
densité de H*(QY) dans D(A, L*(Q)) et dans E(A, L*())(cf. [21], [23]).

3. Lorsque la frontiere de £ contient une fissure, pour pouvoir appliquer les formules
de Green précédentes, généralement on contourne la pointe de la fissure. En d’autres
termes, on va considérer un sous-domaine Q. = Q\B(S,¢) de 2, ou e > 0 et B(S,¢)
est la boule ouverte de rayon e > 0 et de centre la pointe de cette fissure. On remarque
que si on divise Q. au niveau de cette fissure en deuxr morceauz QU et 2, alors ces
domaines sont a frontiere lipschitzienne et qu’il est possible d’appliquer sur chaque
sous-domaine les formules de Green du théoréeme précédent. Par passage a la limite
sur €, on peut revenir d’une certaine facon a 2 et qu’on verra en détail dans les
chapitres suivants.



Chapitre 3

Equation de Laplace dans un
domaine singulier

1 Singularités de la solution du probleme elliptique

Soit € un ouvert borné de R (n = 2 ou n = 3) de frontiere I' non réguliere. On
s’intéressera essentiellement au deux cas suivants

Cas 1. - () est un domaine bidimensionnel présentant premierement un coin rentrant po-
lygonal (ou non convexe) de sommet le point Mg de I'. On suppose que w est la
mesure de I'angle intérieur du coin, avec 7 < w < 27. Deuxiemement, {2 est supposé
comporter une fissure rectiligne o avec une seule pointe S qui débouche sur le bord
I'y = I'\o au point M{. On supposera pour les deux cas que I'\V(Ms) est (resp.
"\V (o)) réguliere, ou V(Ms) (resp. V(o)) est un voisinage arbitraire de Mg (resp.
de o) assez petit.

Cas 2. - ) est un domaine tridimensionnel cylindrique présentant soit un seul diedre
ou bien une fissure qui se propage le long du cylindre. En d’autres termes, 2 =
(0,H) x ', ou H > 0 et © est un ouvert borné du méme type que le cas 1.

Dans ce qui suit, on abordera la régularité maximale de la solution du probleme el-
liptique avec des conditions aux limites de Dirichlet homogenes. Rappelons que dans des
domaines & frontiere assez réguliere, au moins de classe C?, la solution de ce type de
probléme (avec un second membre dans H?(€2)) est dans H?(Q)NHE (). Ceci reste valable
si le domaine est polygonal et convexe (cf. [24]). Pour ce qui est des domaines contenant
soit un coin rentrant (Casl) ou d'une fissure rectiligne débouchant sur la frontiere du do-
maine (Cas 2), on verra dans ce qui va venir que la solution appartient a H*({2), pour tout

s <1+ — < 2. En plus, cette solution se décompose en somme d’une partie réguliere qui

w
est dans H?(Q2) N H}(Q) et une partie singuliere. Par ailleurs, il est connu qu’en dehors
des singularités de la frontiere du domaine, la solution atteint la régularité H? (voir [23]),
Théoreme 2.1.3. et 2.1.4., p. 40).

13
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1.1 Cas d’un domaine plan

™ . . .
Posons o« = — et choisissons un repeére orthonormé (x;0x5) de centre Mg le sommet

w
du coin (resp. la pointe de la fissure) (voir figure 3.1). Notons I'; le coté supérieur du coin
de longueur /; > 0 et I'y son co6té inférieur de longueur l; > 0. On suppose aussi que ’axe
des abscisses (Oxy) coincide avec I'y (resp. avec la fissure A). En coordonnées locales (r, 6),

on définit la fonction
S(z,y) = rn(r)sin(ab), (3.1)

qu’on appelle fonction singuliere, o n € D(2) est une fonction de troncature égale a 1 au
voisinage V' (Ms) du sommet Mg (resp. de la pointe de la fissure A) tel que :
e le voisinage V(Mg) soit inclus dans une boule B(Ms,gq) de centre Mg et de rayon

g9 > 0 avec
g0 < min(ly, ly);

e enplus 0 <n < 1 dans Q.
Considérons le probleme de Dirichlet suivant :

—Au = f dans Q,
{ u =0surl, (3.2)
ou f € L*(Q).
AT AT
n
Q
MS/\ > €T L1
w\-—7\ >

FIGURE 3.1 — Forme géométrique du domaine (2.

Dans la proposition suivante, on se propose de rappeler quelques propriétés de la solu-
tion du probleme (3.2). D’une part, on verra que le domaine de 'opérateur elliptique —A
(avec les conditions aux limites homogenes de Dirichlet)

D(=A) = {u e H(Q); — Auc L2(Q)}

est plus grand que H?(Q2) N H (), et d’autre part, la solution du probleme (3.2) s’écrit
comme une somme d’une partie régulicre ug € H*(Q2) N Hy () et d’une partie singuliere
US(‘Ta y) = CS(QZ', y)
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Proposition 3.1 Le probleme (3.2) admet une unique solution variationnelle u € Hg ().
De plus,

D(=A) = Veet{H*(Q); S} N HL(Q).

En d’autres termes, il existe une fonction ug € H*(Q2) N HL(Q) et une constante ¢ € R
telles que
u(z,y) = ugr(z,y) +cS(z,y) pour tout (z,y) € . (3.3)

Preuve de la proposition 3.1 Avant d’entamer la justification de I'existence et de I'uni-
cité de la solution du probleme (3.2), on rappelle d’abord que I'inégalité de Poincaré est
valable dans des domaines bornés assez généraux en particulier dans des domaines comme
les notres. Par la méthode variationnelle, on peut déduire donc du théoreme de Lax-
Milgram Dexistence unique d’une solution variationnelle u € H}(12).

Pour ce qui est de la régularité maximale de la solution du probleme (3.2) et de sa forme
explicite énoncée dans (3.3). On commence avant tout par énoncer le lemme suivant dans
lequel on retrouve une propriété importante de l'opérateur de Laplace considéré dans le
domaine H?(2) N H}(Q). Cette propriété nous servira par la suite a la preuve de la pro-
position.

Lemme 3.2 ] existe une constante C = C(Q2) > 0 telle que

Pour les détails de la preuve de ce lemme, on renvoie a [23] (Théoreme 2.2.3, p.45).
Comme conséquence de ce lemme, l'opérateur de Laplace défini sur H?(Q2) N Hy () est
injectif et son image R(—A) est un sous-espace fermé de L*(Q2). Cela étant, la suite de la
preuve consiste a identifier 'orthogonal

N={velL’Q); <v,Au>rp=0uec H(Q)NH;(Q)}

de R(—A). Nous donnerons, dans ce qui va suivre, I'idée principale pour y arriver. En fait,
tenant compte de la démarche suivie dans [23], il est a noter que 'espace N contient les
solutions du probléeme homogene adjoint suivant

(3.4)

Av =0 dans €,
v =0surl.

Plus précisément, on montrera, par la suite, que N est engendré par un seul élément qui
lui appartient. Pour le montrer, on se place dans un voisinage du coin (resp. au voisinage
de la fissure)

D(Mg, R) = {(rcosf,rsinf)|0 <r < R, 0 <0 < w},

pour un certain R > 0 tel que R < min(ly,l3), puis on passe en coordonnées polaires. On
remarquera alors que la solution v du probléeme (3.4) vérifie

? 19 1 0

Bt o tap)” =0 (35)
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avec les conditions au bord

v(r,0) =v(r,w) =0,0<r < R.

2

0
Comme 'opérateur L = ~ 90 (avec les conditions de Dirichlet homogenes) est auto-adjoint
positif & résolvante compacte dans l'espace L?(]0,w|), son spectre est discret et est formé

par une suite croissante de valeurs propres notées (\2),,>1. De plus, de 'ensemble de ses
fonctions propres, notées (¢, )m>1, associées a ces valeurs propres, on peut former une base
que P'on peut choisir orthonormale dans L*(]0, w[).

mm 2
Apres calcul, on aura \,, = — et ¢, = 1/ — sin(\,,0). La décomposition de la solution v
w w

du probleme (3.4) sur cette base nous fait parvenir a I’écriture suivante :

w

v(r,0) = Z VU (1) pm (6) ot v, = /v(r, 0)om(0)do.

m>1 0

En remplacant dans (3.5), les v, seront solutions de 1'équation différentielle

1 2

" — / —
Uy, +77 0, =17 Uy, =0,0<7r <R,

dont les solutions respectives sont données par
— Am —Am V > 1
U = Q™™ + Bpr™ "™ Vm > 1.

Comme v € L?*(Dg), alors on peut déduire immédiatement que 3, = 0 des que m > 2. Ce
qui entraine ’écriture suivante de v

o, 0) = B3 sin(™) (1, 6),

ot v; € HY(QN D(Ms, R')), VR' < R (D(Ms, R') est le disque de centre Mg et de rayon
R’). Afin de revenir a tout le domaine €2, on introduit la fonction de troncature n définie
dans (3.1) ainsi que la fonction

w(r,0) = Bin(r)r~ sin("0) +n(ryun(r.0),

qui est définie sur 2. Remarquons que cette fonction n’est pas harmonique, mais elle
coincide avec un élément de N & une fonction de classe H! pres. Pour le montrer, on
réécrit w comme suit

w = [0 + 09, (3.6)

puis, on considere la solution variationnelle o3 € HJ(2) du probleme

{ —Au = Ao, dans ,

u =0 sur .
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En l'introduisant dans l’expression (3.6), cela nous permettra d’avoir I’écriture suivante
w = frwy + wo,

avec wy = 01 + 03 € N et wy = 09 — f103 € Hy ().
Par ailleurs, il ne faut pas oublier que, dans D(Mg, R'), v et w coincident et que la fonction

w3 =V — 6171)1 € HI(Q) ﬂN,
car v € N. De plus, w3 est nulle sur I' et est alors solution du probleme variationnel

{ —Au =0 dans (2,

u =0 surl.

Comme ce probleme admet comme unique solution variationnelle v = 0, alors ws est
identiquement nulle dans 2.

Par conséquent, on a montré que N est engendré par un seul élément qui est {w;}. Par
ailleurs, S € H}(Q) est la solution variationnelle du probléme (ou S est la fonction définie
dans (3.1))

—Au =F dans(,
u =0 surl,

avec un second membre F' qui appartient a D(2) et qui n’est pas orthogonal & N (car
S ¢ H*(Q)), donc a une composante non nulle sur N.

Finalement, on aboutit au résultat voulu, a savoir, L*(£2) est bien la somme directe entre
A(HG(Q2) N H*(Q)) et de Vect{AS}. Puis, de l'injectivité de Popérateur de Laplace de
H}(Q) sur L*(Q2), on en déduit la décomposition (3.3).

Remarque 3.3 Le méme travail peut étre repris pour montrer que, dans le cas d’un do-
maine 2 polygonal quelconque, l'orthogonal N de A(H?(2) N HY(Q)) est de cardinal égal
au nombre de coins d’angle intérieur w; > w. Par ailleurs, on montre aussi que la solution
du probléeme (3.2) se décompose comme suit

U= Uug + Z ¢S5,

wji>T

ot c; sont des constantes réelles et w; est l'angle intérieur a Q de chaque coin, 1 < j < m,
tel que w; > m. On désigne par S; les fonctions singulicres définies comme suit

™

o . T,
Sj(rj, 0;) = nj(r)r;” sin(—=),
Wi
ot m; sont des fonctions de troncature de méme type que (3.1), a supports disjoints deuz a
deuz et telles que n; = 1 au voisinage du sommet M; de chaque coin et 0 < n; <1 dans (.

Notons ici que (rj,0;) désigne les coordonnées polaires locales par rapport au sommet M;.
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1.2 Cas d’un domaine polyhédral

Nous examinons maintenant le cas qui comprend un domaine polyhédral
Q=(0,H)xQ, ouH > 0et Q est un ouvert plan de méme géométrie que celle considérée
dans le cas 1. Pour s € (0, H) et 2’ € ', on note A, . et Vv respectivement le Laplacien
et le gradient par rapport aux variables s et 2. Pour une donnée f € L? (), on considere
le probleme elliptique suivant avec des conditions aux limites de Dirichlet homogenes

{ —(+Ay)u=f dans Q= (0, H) x , (3.7)

u=0 sur Jf.

Rappelons que si la frontiere I' de ¥ était assez réguliere, alors le domaine D(A) de
lopérateur A = —A, = —8§ — A, (avec les conditions aux limites homogenes de Diri-
chlet) ne serait autre que H?(2) N Hi (). Concernant notre cas, en argumentant comme
[21] et [23], on montre que

Proposition 3.4 Pour tout f € L*(Q), le probléme (3.7) admet une unique solution
variationnelle u dans D(A) satisfaisant
T
(1) La fonction u € H' (Q) pour tout | <1+ —;
w
(2) La fonction u peut étre écrite comme une somme d’une partie régulicre ugr € H*(Q)
et une partie singuliére

us(s,r,0) = C(s,r)p(r)r™* sin <29> :
w
((r,0) sont les coordonnées polaires locales par rapport o Ms) ou C € H'=4((0, H) x
(0,1)) tel que
C(s,r) = (K x5 ¢)(s,7).

r x
et ¢ € H'7w(R) (g désigne la convolution par rapport a

7(r? + s?)
s). On suppose que p € D(V) est une fonction de troncature du méme type que (3.1)
et telle que p(r) =1 au voisinage V (Ms) du point Mg et 0 < p <1 dans ).

avec K(s,r) =

Remarque 3.5 Avant d’entamer la preuve de cette proposition, on rappelle qu’il existe
une autre fagon de décomposer la solution du probleme (3.7) en partie réquliére et par-
tie singuliére autre que celle donnée dans la proposition 3.4. Compte tenu de [24] (voir,
Theorem 8.2.1.2, section 8.2), on a la décomposition suivante :

u(s, ') = ugr(s,a') + h(s)us(z'),

ot ug € L*(0,H; H*(Q)) et h € H™5(0,H). En dépit de la mauvaise régularité de
la function h, cette derniere décomposition correspond mieux avec la classe de fonctions
considérée dans notre approche, et que [’on verra dans les prochains paragraphes.
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Preuve de la proposition 3.4 Pour la preuve de (1), on s’inspirera de quelques
résultats établis dans [22] et [23] dans le cas bidimensionnel. La transformée de Fourier
partielle par rapport a s est un moyen pour y arriver. Seulement, on doit prolonger notre
domaine 2 a un cylindre infini R x ©" pour pouvoir I'appliquer.

Pour cela, on introduit premierement les fonctions @ and f définies sur R™ x Q' par

~ u(s,z’) si0<s< H, ~ f(s,2) si0<s<H,
U(S’:U/):{O( ) sis>H etf(s’x/):{o( ) sis > H.

Deuxiémement, on considere la fonction § € C'(R) telle que 0 < § < 1 and

i u
5(5):{ L sis<,

0 sis> %.
En raisonnant comme dans [2] (Théoreme VIIL5, page 126), on écrit

u=0u+(1—90uet f=0f+(1-90)f,
puis on prolonge du et f a Rt x ' par u; = du et f; = 5f respectivement. Remarquons
que u; € HI(RT x Q) et f; € L*(RT x ). Faisons maintenant un prolongement par
réflexion antisymétrique de u; et f; a travers {0} x Q' en posant
uy (s, a’) = uy (s, ') sis >0, fils,a') = fi(s,2) sis >0,
~ N / . et ~ , , }
ui(s,2') = —ui(—s,2') sis <O, fi(s,2') = fi(—s,2") sis<O.

Pour le prolongement de (1 — §)u et (1 —§)f a R x €', on procede de la méme manieére
que précédemment. Tout d’abord, on prolonge (1 — d)u et (1 — ) f sur | — oo, H[x € par

1= = { 7P FRES R
et | |
<1—5>f<s,x’)={é“‘”f(s’ﬂf) si0<o<H,

respectivement. Puis, on prolonge sur Rx )’ par réflexion antisymétrique a travers { H } x V.
Ce qui donnera les deux fonctions 1y et fo définies par

Us(s,x’) = (1 —0)u(s, ) sis < H,
u(s, ') = —(1 — 0)u(2H — s,2’) sis> H,

-~

fo(s, ') = (1= 6) f(s, ') sis < H,
fols, @) = —(1— 8 f(2H — s,2') sis> H.

A partir des constructions, on déduit deux fonctions

w=1T +d and g = fi + fo,
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qui appartiennent & H} (R x ) et & L*(R x ) respectivement. De plus, w est solution
au sens des distributions du probleme suivant

{ Agpw =g dans R x Q]

w =0 sur R x o). (3.8)

En effet, si on prend ¢ € D(R x '), alors 'intégration par parties donne

<Agpw, 0 >prp = — / Vsow. Vg oda'ds

RXQ’

//st (0u)(8).Vswpda'ds

0

+//8S —0u)(=5))0sp — Vo (—0u)(—5).Vurp)da'ds

—oo O
H

_ / / Vow((1 = 8)8)(5).Vsaipdads

_OO Q/

/ / (Ds((—(1 — Y) (2H — 5))dsp

H Qf

Vo (—(1 = 8)0)(2H — 5).Vp) da'ds.

Apres un simple calcul, on obtient

< Asvxfw,go >prp = —//Vw/u(s,x’).vs,x/godx’ds

o

+ / /(85(—u)(—s,x’)asg0 — Vu(—u)(—s,2").Vp)da'ds.

-H

On integre encore une fois par parties, on trouve

/

0
//f s, 2 )pda'ds +_é F(—s,2')pda'ds.

Q/

0
< A W, 9 > —f/ saou(s, 2 pdx'ds + //Asx/ —s, 2" )pdx'ds
“HQ

Finalement, la réintroduction de la fonction d nous fera parvenir a la propriété voulue, a

savoir
/Awgpdsd:v’: /ggpdsd:v'.

RxQ Rx
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L’étape suivante consiste a appliquer la transformée de Fourier partielle par rapport a s
au probleme (3.8). Il vient que

Ay —E® =7 dans
{ P (3.9)

=0 sur 0,

pour tout £ € R. D’apres [23], on sait que la solution du probleme bidimensionnel (3.9)
appartient a
T
H'(Y) pour tout [ < 1+ —.
w

Grace aux propriétés suivantes de la résolvante de 'opérateur Laplace-Dirichlet

(=D + &) or2), 1)) = O);

[(=As + 1) M| ez20)) = O(%)

on en déduit que

W e L*(R; HY(QY)) N HA(R; L*(Q)),
ainsi que w € H' (R x Q') (voir [20] concernant les propriétés des espaces de Sobolev dont
il est question). Ce qui nous permet de dire que la solution de (3.7) appartient & H' (2)

T
pour tout [ < 1+ —. D’ou la preuve de (1).

w
Concernant la justification de (2), comme premiere étape, on procede de la méme maniere
que (1) ; a savoir I’étape qui consistait a passer d'un cylindre fini & un cylindre infini puis,
par la transformée de Fourier partielle, on aboutit au probleme bidimensionnel du méme

type que (3.9). Ce qui nous amene a considérer le probleme elliptique suivant, et la suite
de notre raisonnement tient compte des démarches suivies par [21]

{ —Apv+ v =G dans

v =0 sur 0, (3.10)

U A=E>0,v=w€ H}(Y) et G=7 e L*). Par ailleurs, on sait que la solution de
—Av =G — M, ottv € H}(Q), se décompose comme suit
v =vg+c(N\)pS, (3.11)

ot S(r,0) = r™¥sin (26), vg € H*(Y) et ¢(\) € R. La fonction vy est la partie réguliere
de la solution .

Partant du fait que la transformée de Fourier partielle par rapport a la variable s de la
fonction K introduite dans cette proposition, est égale a :

I?({, r) = e(_r‘ﬂ), pour £ € R,

et que pS — e ™VApS € H2(Q), alors en introduisant e~ "V*pS dans (3.11) on peut réécrire
v de la méme forme que (3.11) ou la partie réguliere est toujours notée vg. Donc, on aura

v =1uvgp+ c()\)e”’ﬁpS. (3.12)
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La suite de la preuve est basée sur les deux points suivants
(i) Grace au Théoreme 2.5.2 prouvé dans ([21], page 62), il existe une constante C' > 0

telle que
orll 2y + VAlvrllm @) + Mvrllzze) < CllGllr2@)

(1+ )N < ClIGl 2@

(ii) Choisir une fonction ¢ de telle sorte que 5(5) = c(&?).
Finalement, I'application a (3.12) de l'inverse de la transformée de Fourier partielle par
rapport toujours a la variable s nous fera parvenir a (2).



Chapitre 4

Inégalités de Carleman pour les
équations paraboliques dans le cas
d’un domaine régulier

1 Généralités

Les estimations de Carleman ont été introduites pour la premiere fois par T.Carleman
[10] afin de prouver un résultat d’unicité pour certaines équations aux dérivées partielles
(EDP) de type elliptique & coefficients assez réguliers dans des domaines bidimensionnels.
Par la suite, le champ d’application de ces estimations s’est élargi a d’autres domaines et
ont donné des résultats remarquables. On peut citer parmi d’autres, I’étude des problemes
inverses qui consiste a déterminer soit les coefficients ou le terme source (ou bien le second
membre) ou peut étre les deux d’une équation parabolique. On peut citer aussi les résultats
concernant la théorie du controle pour les EDP, grace toujours a ces estimations, on peut
établir une inégalité d’observabilité qui nous assurera la controlabilité a zéro des équations
paraboliques considérées. Comme remarque, ce qui a été dit sur I’étude des équations para-
boliques par les estimations de Carleman est aussi valable pour les équations hyperboliques.
En pratique, il existe deux versions pour les estimations de Carleman ; une version locale
dont on donnera quelques apergus et une version globale a la fagon de Fursikov-Imanuvilov
[14]. Cette derniere version dominera la majorité de notre étude.

1.1 Version locale

Pour bien comprendre les estimations de Carleman locales, prenons un type simple
d’EDP, qui est I’équation de la chaleur suivante :

Ou— Au = f pour x € Q, ¢t >0, (4.1)

ou f est le terme source contenant le controle introduit dans le systeme, u est 'inconnue de
cette équation et {2 C R™ est un ouvert borné a frontiere I' assez réguliere. Remarquons au
passage qu’en pratique, f est généralement supposé a support dans w x (0,7"), ot w CC £,
puisqu’on veut controler le systeme en agissant que sur une zone assez petite de (2.

23
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Pour D C 2x(0,T) et pour un parametre s assez large, établir une estimation de Carleman
consiste a trouver une fonction poids adéquate ¢ telle que : il existe une constante C' > 0
et sop > 0 tels que

/ s(|Vu(e, )2 + [u(z, £)2) 2@ dadt < C / Fla, 2@ dpdt,  (4.2)
D

D

pour tout s > sg et tout u € CF(D).

Remarque 4.1 Dans la pratique, les estimations de Carleman du type (4.2) se déduisent
généralement par une suite d’intégrations par parties. Le paramétre s joue un role impor-
tant dans le regroupement des termes obtenus apreés ces intégrations. Pour ce qui de la fonc-
tion poids @, son introduction dans les calculs permet de régler les conditions géométriques
imposées dans le probleme, notamment quand il est question de traiter les intégrales de
bord.

Donnons, a présent, les étapes a franchir pour arriver a 'inégalité (4.2). Supposons
qu’on puisse trouver une fonction poids ¢ vérifiant certaines propriétés que l'on précisera
par la suite. Dans la premiere étape, on introduit une nouvelle fonction :

w(z,t) = Py (x, 1)
et I'opérateur
Puw(z,t) = e¥?@0 (9, — A)e *?@y(2,1).

Puis, on introduit ces nouvelles données dans I’équation (4.1), on aura apres avoir intégré
sur D

/|f(x,t)|2625“"(x’t)d:pdt = / |Pw(xz,t)|*dxdt = | Pwl||?,
D D

ot Pw = dyw — Aw + 2sVp.Vw + (—s0ip — s*|Vp|? + sAp)w. De 'expression de P, on
définit une partie symétrique P et une partie antisymétrique P~ de P par

Pt =
P~ =

(P+P*) = —Aw — (s*[Vo|* + sOip)w,
(P — P*) = 0w + 2sVp.Vw + s(Ap)w,

DO | —=po =

ou P* est 'opérateur adjoint de P. Ce qui donne
{)f |Pw(z, t)|*dwdt = | PYwl|72 p) + |1P7wl7ap) +2 < PTw, P7w >p2p)
>2< PJFU},PiU) >L2(D) -
Dans I’étape suivante, des estimations sont faites sur le membre droit de I'inégalité précédente.
En appliquant la formule de Green pour réaliser des intégrations par parties, des intégrales
volumiques contenant |Vu(z,t)* ou |u(x,t)|* apparaissent dans les calculs avec des puis-

sances différentes du paramétre s. Afin de les regrouper et de ne garder que ceux qui nous
intéressent, nous faisons intervenir la fonction poids ¢ tout en choisissant un paramétre
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s assez grand. Ce qui nous permettra d’absorber des termes qui se ressemblent et de ne
garder que ceux qui nous conviennent. En fait cette fonction poids ¢ est choisie de telle
sorte que

la matrice (0,0;¢)1<i j<n soit définie positive.

et
qu’il existe une constante d; > 0 telle que V(|Vp|*).V¢ > d; sur D.

Dans la pratique, il existe plusieurs choix dune telle fonction qui dépend du type de
I’équation aux dérivées partielles. On peut prendre a titre d’exemple

o(z,t) = |r — $0|2 —d(t — tO)Q,

ol g € §2 est choisi tel que |z — x| # 0 pour tout (z,t) € D, et d > 0 et ty € (0,7) sont
fixés de facon arbitraire.

Remarquons au passage que l'estimation (4.2) ne comporte pas de termes surfaciques, cela
est di au fait que u € C§°(D).

1.2 Version globale

Nous avons introduit dans la section précédente les estimations de Carleman locales
pour un probleme parabolique tres simplifié. Nous allons passer dans cette section a un
cadre plus général d’équations paraboliques a coefficients non constants. L’objectif de cette
partie consiste a rappeller ce qui se fait dans les estimations de Carleman globales pour de
telles équations en utilisant la méthode de Fursikov-Imanuvilov [14].

Nous considérons donc un domaine borné €2 de R™ a frontiere I' assez réguliere et un
sous-domaine w CC €2 . On s’intéresse au probleme aux limites suivant :

n

Lu(z,t) = O — Z a;;(z,t)0;0;u — sz’(% t)0u — c(x, t)u = f dans Qr = Q x (0,7,
i=1

ij=1
(4.3)
avec les conditions au bord suivantes
ou
li(z)=— +lo(z)u=0sur I x (0,7), (4.4)
877A

ou la matrice A de coefficients a;;,1 < 14,7 < n, vérifie les propriétés suivantes :
1. a;; € CYQr), aij = aj;, 1 <i,j <n;
2. 1l existe une constante d; > 0 telle que

n

> ai(@, )G > 61[¢7, pour ¢ = (Cr, ... Gn) € R™ et (2,t) € Q.

ij=1

(condition d’ellipticité uniforme)
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Notons ici que les fonctions [y et Iy sont choisies dans 02(F) et que soit I1 > 0 et l;.1s >0
ou

7’ . 7’ \ anA . .
ce qu’on appelle la dérivée conormale par rapport a A. On supposera aussi dans ce qui va
suivre que

oul; =0 et ly =1sur I'. Dans les conditions au bord (4.4), = (AVu).n représente

bi,c € L=®(Qr), 1 <i<n.

Un outil clé et important dans les estimations de Carleman globale se trouve dans
I'introduction d’une fonction poids particuliere vérifiant les propriétés citées dans le lemme
suivant

Lemme 4.2 Soit wy un sous-domaine ouvert quelconque non vide de §) tel que Wy C w.
Alors, il existe une fonction 3 € C*(Q) telle que

B(z) >0Vz €, Blr =0, [VB(x)| >0 Vz € Q\w. (4.5)

Pour la preuve de l'existence d'une telle fonction, on peut se référer a [14] (Lemme
1.1, p.4). Nous signalons que généralement la construction d’une telle fonction poids se
fait dans des domaines & frontiere au moins de classe C?. Ce qui n’est pas le cas pour les
domaines qu’on a considéré. D’ou, la motivation de considérer la section ou il faut mettre
en évidence cette fonction poids dans des domaines singuliers a frontiere Lipschitzienne.
Considérons, a présent, les deux fonctions suivantes :

eAﬁ(:r:) 6)\,8(:0) _ 62/\”5”0(5)
t) = —— ¢t t) =

Le théoreme ci-dessous établit une estimation de Carleman globale.

(4.6)

Théoréme 4.3 ] existe trois constantes \y > 0, s1 > 0 et C = C(Q,w) > 0 telles que,
pour tout X > A\ et s > sy, on ait

s e®(|owu* + Y 10;0iul?)dadt + sX? [[ Ee*|Vul*dudt
Qr hj=1 Qr
+s3\ [[ e ulPdadt < C([[ |LuPe**dxdt + s*° N [ &3e**|u|*dzdt),
Qr

Qr wx(0,T)
pour tout u € HY*(Qr) ' vérifiant (4.4).

Pour éviter de rentrer dans des détails de calculs assez longs et techniques, nous nous
contentons de donner les points essentiels qui marquent la preuve du théoreme 4.3. Mais
avant cela, faisons quelques commentaires sur I’estimation (4.7)

1. Notons que l'inégalité de Carleman (4.7) ne contient pas d’intégrales en ¢t = 0 ou en
t =T bien que u n’est pas a support compact dans Q7. En fait, tous ces termes sont
absorbés par e?** puisque

: k 2sa(,t) _ q; k 2sa(wt) _
fi & o e =l e =0

1. HY2(Qr) est l'espace des fonctions u € L?(Qr) telles que dyu, d;u, 8;0;u € L*(Qr)
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pour tout k£ > 0. Les autres intégrales surfaciques sur la frontiere latérale I' x (0, 7)),
on les retrouve généralement dans le membre gauche des inégalités obtenues apres
calcul. Grace aux propriétés vérifiées par la fonction poids [ et les coefficients a;;,
ces termes au bord sont soit nuls ou positifs, ce qui nous permettra de les éliminer ;

2. Dans les conditions au bord (4.4), on peut retrouver séparemment soit la condition
de Dirichlet (I; = 0 et l; = 1) ou la condition de Neumann, et il suffit d’en avoir une
pour établir une estimation de Carleman du type (4.7) ;

3. Afin de faciliter et de simplifier les calculs permettant d’établir 'estimation de Car-
leman (4.3), on écrit le probleme (4.3) sous la forme

Lou = g dans Q1 , ou
LO = E)t — Z CLZ'j(ZE, t)@za] et

i5=1
g=f+ 2 bi(x,t)0u+ c(z, t)u
=1

étant donné que

n

[[ |Lou|?e***dzdt < 2 [[ |Lu*e***dxdt + 4ff(z 10il1 700 (0 [V +
Qr Qr Qr i=1

HCH%OO(QT) ‘U|2)€28ad£€dt.

En choisissant s > 0 assez grand, le deuxieme terme du membre droit de l'inégalité
précédente peut étre absorbé par des termes de la méme forme du premier membre
de (4.7) mais avec une puissance de s plus grande.

Preuve du Théoréeme 4.3

Rappelons d’abord qu’il est bien connu que 1’établissement des estimations de Carleman
se fait généralement par des intégrations par parties. Donc des intégrales surfaciques ap-
paraissent dans les calculs obtenus, et afin de les absorber dans les inégalités finales obte-
nues, nous introduisons les fonctions suivantes :

- e~ AB(2) e MB(z) _ o2MIBllc)
E(x,t) = W=D et oz, t) = =1 (4.8)
Puis, nous faisons le changement de fonctions
w(z,t) = e*u et w(z,t) = e u. (4.9)
En tenant compte de (4.6), ces nouvelles fonctions vérifient :
w(T,.)=w(T,.)=w(0,.) =w(0,.).
En remplacant ces nouvelles fonctions dans I’équations Lou = g, nous trouvons
Pw = e**Loe *"w = e**g dans Qr. (4.10)

Pw = e Lye %0 = ¢*¥g dans Qr, (4.11)
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ot P et P sont des opérateurs définis par

Cow oa Ow 0B ow o 3 B OB
Po= uzl Y 0,05 +25A5”21a”8 0z Muzl VDz; O
e B 5 n 525 oo
2 2¢2 N St
A f 1;1 l]a a +S)\§w z’JZ::l S0, 8%0% atw
et
~_  Ow n o*w op ow 07 & B 0p -
Pw = Fr ”21 5 B r —28)\51]21@2]8 8 SA 5”21 waxi(‘?_xjw
oo 0p B _ n 82ﬁ oo
52)2¢2 op ~ oa
A ”21 iV 9z; O Agwmzl“”a oz, ot

Pour alléger les écritures longues, nous adoptons par la suite la notation suivante

n

a(z,t,(,¢) = Z ai(x,1)G¢; pour (,¢" € R" et (x,t) € Qr.

1,j=1

Dans I'étape suivante, tel que c’est connu, on décompose 'opérateur P en deux parties P,
et P, ou P; contient des dérivées de w d’ordre deux et zéro par rapport a z et P, des
dérivées de w d’ordre un par rapport a x et a t. Cependant et pour des raisons techniques,
on placera le terme 2s\?¢a(x,t, V3, V3)w dans la partie P,. On aura donc

n 2
Pw= —> a; Tw N2 &%a(x,t, VB,V B)w — sa—aw,
1] 1 or ‘8ZE]‘ ot
Pw= — Yo A DD ajja—n— + 28 N¢a(z,t, VB3, VB)w.
ot = 0 8
Ce qui permet de transformer (4.10) en
le + P2w == fs)\. (413)

2

ou fsn = € g—sAw > a;j ~+sA\*¢a(z,t, VB, VB)w. En passant a la norme L*(Qr)

B
=1 0x;0x;

dans (4.13), on trouve :

frllZ2i0m = 1P10ll720p + 1P2w1 320, + 2 / PywPywdzdt. (4.14)
QT
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En effectuant des intégrations par parties dans les intégrales qui découlent du terme
/ PywPywdxdt, on obtient
Qr

/lePgwd:z:dt = /(53)\4§3a(x,t,V5,Vﬁ)2w2+s)\2§a(x,t, VB, VB)a(x,t, Vw, Vw))dxdt
Qr Qr

+ / Paw Y ‘;J g;” dadt + 2 / s\2€a(z, t, V3, Vw)2dadt
2,7=1 J ¢
ff (283 \33w? |V Bla(x, t n,Vﬁ) + 2sAE|V B3 (x)w?)dodt
I'x(0,T)
+ [ 282X2&%13(x)|VB|*a(z, t,n, n)wdodt
I'x(0,T)
— [ sXeIVBle**(a(x,t, Vu, Vu) + s*X*Ea(x, t, VB, V B)u?)dodt
F><(OT)
— Jf ( (915 +25)\2§a(:c t, VB, VB w)(s\a(x,t,n,VB) — l3(x))wdodt
I'x(0,T)
— [ (*X*&a(t,x, VB, V) + s*A&)w?a(x, t,n, VS)dodt + X,
I'x(0,T)
(4.15)
ol
X / (25 \*w Z a”@ " (fa(x t,VB,Vp)) + %w )dxdt
Qr 4,7=1
10, 5 9.9 9 / - I(aBy,) Ow
92 Tkl ) ©
+/26t( N2€Ea(x,t, V3, VB) ) wdzdt + s)\fz% o, (%ld wdt
Qr Qr wi=1 =1
Oa;; Ow Ow "9
/ SAE Z a1 fa, Z axlj axza—%dmt — / a(x,t, VB, VB)sAE > a—ml(aklﬁxk)dxdt
kl=1 Or kl=1
8alﬁw8w 5 3.3 3%~ O
// Z 6t] amza—x]d:}cdt—i—//s NEw ;a—zi(aijﬂx].a(x,t,Vﬁ,Vﬂ))dmdt
Qr BI=
_// — S)‘_O‘tgaija_ﬁ w?dxdt.
Qr =t
(4.16)
et (o, 1)
sz, 1) = 2
3(1.’ ) ll(xat)
En choisissant s > 1 et A > 1, alors il existera une constante C; = C1(Q,w) > 0

indépendante de s et de A telle que

X, < / / ($*N3E3 4 2NEMw? 4 (SAE + 1)|Vao|2)dad. (4.17)
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De facon similaire, on refait le méme travail pour 'opérateur ]3, a savoir la décomposition
(4.13) puis le passage a la norme L?(Q) pour obtenir une expression semblable & (4.14)
dans laquelle il faut remplacer a, £ et w par a, & et w. Ce qui donne apres avoir traité le

terme /ﬁliﬁgﬁdxdtz
Qr

/ P Pyivdxdt = / (s*NEa(x,t, VB, VB)*W> + sX*Ealx, t, VB,V B)a(z, t, Vi, Vo)) drdt
Qr Qr
da;; Ow ~
P z] 2 ~\ 2
+/ 3 Z o, B, /SA ca(x,t, VB, V) drdt
b=l Qr
// 28* N3 |V Bla(x, t,n, VE)? + 2sAE|V B2 (2) @2 dodt

I'x(0,T)

+ / / 252 \2€%,(x) |V B 2alz, t, n, n)i dodt
I'x(0,T)
- // S)xaVﬁ|e2so‘(a(x,t, Vu, Vu) + 82/\252a(x,t,V5, VB)u?)dodt
'x(0, T
/ <y 25A2Ea(z, t, VB, V)W) (sAéa(z,t,n, V) — ls(x))wdodt
I'x(0,T)
+ // 33)\353a(t,x, V5,VB)+ SQA&'tg)wQQ(x, t,n,VB)dodt + Xs,

I'x(0,T)
(4.18)

ou X, s’exprime de la méme facon que X;. De plus, X, satisfait I'estimation suivante

1X,| < Oy /((53/\3§~3 + SPMEVT? + (sAE + 1)V} dadt Vs > 1,1 > 1, (4.19)
Qr

ou Cy = C5(Q,w) > 0 est une constante indépendante de s et de A.
En regroupant (4.14), (4.15) et (4.18), il découle des estimations (4.17) et (4.19) estimation
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suivante
||Z1U~]||%Q(Q) + [1L1wllfz ) + %”52{17”%2( + 3l Lol 720,
+2 / (*X*&a(x,t, V3, VB)2w? + s\ Ea(x, t, VB, VB)*w?)dxdt
Qr
+ /(s)\2£a(x,t, VB, Vp)a(x,t, Vw, Vw) + 8)\2§a(1:,t, VB, VB)a(x,t, Vw, Vw))dxdt
Qr
Oa; 8w Oa; (9w
d dt+X;+ X
Z Oz, 8@ Z Oz, 8;1:1 oL+ A1+ A2
Or 1,7=1 1,7=1
+f / (852X2€215()|V B2a(w, t,m,n) + 85X2Ely(w)a(w, £, VB, V3))udodt
I'x(0,T)

< I fsllZ2op + ||fS||L2(Q) (4.20)
20

Remarque 4.4 Remarquons que, dans le cas de conditions de Dirichlet homogénes au
bord (I, =0 et ly = 1), les termes surfaciques dans (4.20) contenant l3(x) sont nuls.

Introduisons, a présent, la propriété suivante de la fonction poids 5 donnée par le lemme
4.2.

IVB(z)| > By > 0V € Q\wp.

Il vient de (4.17), (4.19), (4.20) et du fait que l3(z) > 0 qu'il existe un sp > 1 et un \g > 1
tels que

Ta@ 22 ) + IEwlBaigy) + 31 T2nay) + 3120 ey
+ / <53A4§3w2+s3x453w2) dwdt + / <3A2§\Vw|2+3)\2£~w@|2> drdt
Qr Qr (4.21)
< C( / (PAEW? + SNED + s\ Vw|? + sAXE| V| dadt
wox (0,T)

Hlge Zagry + 196 B o).

pour tout s > sp et A > .
A titre indicatif, I'apparition dans le membre de gauche de (4.21) d’intégrales sur wq x (0, 7T")
résulte du fait que :

/ s*A&a(x,t, V3, VB widadt > 67 / SNE3 VB widadt
Qr Qr
> 62 / s A |V B[Mwidadt
QN\wo % (0,T")
> 01( / "N wdadt — / SN Ewdadt).

Qx(0,7) wo % (0,T")
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Remarquons que les termes de bord dans (4.20) sont tous positifs, on les élimine donc dans
(4.22). En vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on déduit des expressions (4.12) tout
en remplacant w et w par e*“z et e*“z respectivement :

1 (7
/(35 81; 55 Z a 7+ 5)\2£‘VU‘2 + 33/\4£3u2>e2sadxdt
Qr

1 Ou 2 1 0*u 2 2¢] 2 3v4£3, 2\ 258
+ —(=— )"+ = E 4+ sAEVul® 4+ s°A*Eu)e”*dzdt

(4.22)

T
S C( / ( 3)\453 2 23a+83)\4£3 2 2sa+s/\2£|vu’2€23a+S)\2glvu|2€23&)dxdt
w0><(0,T)
+l9e™ 2y + 196122 00)-

Il faut maintenant se débarrasser des termes contenant |Vu|? qu'on retrouve dans le
membre droit de I'inégalité (4.22). Pour cela, on considere la fonction de troncature :

p € Cr(w), p(r) =1 dans wy et 0 < p(z) < 1 dans w,

dont son introduction permet d’avoir

(sAZE|Vul?e®® 4+ sA2E|Vu|2e®¥)dadt < / s\ p(x)€e***Vu.Vudrdt
wox(0,T) wx (0,T)
+ / sA2p(2)Ee* V. Vudadt.
wx(0,T)
En intégrant par parties le second membre de I'inégalité précédente et en utilisant I'inégalité
de Young;, il va exister une constante C' = C(€,w) > 0 telle que, pour un ¢ > 0 assez petit,
on ait
/ (sAZE|Vul?e®™ 4 5A2§T|Vu|2625a)dxdt < / (es7H Aul?e®™

wo x (0,T") wX (O,Z)
+esTH T Aul?e? ) dadt

+C / (83)\453"&’2628&

wX(E,T)
+83\E3 %) dadt.

De (4.22) et (4.23), on déduit qu’il existe un autre sy > 1 et un autre Ay > 1 tels que

(4.23)

1 Ou 1 <, Pu
+ = +S)\2 VU2+83/\4 3u2 €2sadl’dt
QZ @)+ 5 2 Gy + XAVl X

+/(i(@)2+ L Zn:( O u )’ + SAXE|Vul? + SN u?) e dadt 4.24
£ 0 sg A= 00, (4.24)
S C( / ( 3)\453 2 23a —|—83)\4£3 2 2sa)d1‘dt+ ngSQH%Q(QT) + ||gesa|‘%Q(QT)>7

wo X (O,T)

Qr
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pour tout s > sg et A > Aq. B
La derniere étape a franchir consiste a utiliser les propriétés des fonctions & et £. Par
construction, il existe deux constantes C' = C(\) > 0 et ¢’ = C'(\) > 0 telles que

Ce(a, 1) < &, 1) < Cé (1) (4.25)
Par combinaison entre (4.24) et (4.25), on obtient finalement l'estimation de Carleman
(4.7).
2 Application au controle

Pour commencer cette section, nous rappelons toujours que l'inégalité de Carleman
démontrée dans les sections précédentes nous servira a mettre en évidence la controlabilité
a zéro au temps 1" de 1’équation parabolique suivante :

Lu(z,t) =x,v dans Qr = Q x (0,7),
u(x) =0 sur X =1 x (0,7, (4.26)
u(z,0) =wup(x) dansQ,

o v € L*(Qr) est un controle interne et x est la fonction caractéristique de w. Cette
controlabilité consiste & montrer que, pour tout uy € L*(), il existe un controle v € L*(Qr)
tel que u(T) = 0. De plus, il existe une constante C(€2,w,T") > 0, telle que :

0]l z2(@r) < clluollz2(q)-

La meilleure constante C' > 0 réalisant cette inégalité est appelée le cout du controle.

Par ailleurs, il est connu en théorie du controle (voir [11]) que la controlabilité a zéro
du systeme (4.26) est équivalente a 'observabilité au temps 7" du systeme adjoint (ou
rétrograde) suivant :

L*o(z,t) =0 dans Qr = Q2 x (0,7)
o(x) =0 sur X =T x (0,7) (4.27)
p(,T) =o(z) dans Q,

ou L*=—0,— Y a;j(x,t)0,0; — S bi(z, 1)0; — ¢(x, t) est Iopérateur adjoint de L, et :
ig=1 i=1

o By, ) =23 By (2, 1) — by(x, 1)
j=1

o Fa,t) = cla,t) — S b, ) + 3 Bdjai(z,1).

i=1 ij=1

Il faut donc montrer I'inégalité d’observabilité qui est, par définition :

nwwm@sc/'wwwwwa (4.28)

wx(0,T)
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ot p € C([0,T]; L*(Q)) N L?(0,T; H}(2)) est I'unique solution faible du systeme (4.27).
Comme remarque, cette notion d’observabilité dit que nous pouvons connaitre 1’énergie
ou l'état de notre systéme en temps t = 0 (et par conséquent en tout temps) en l'obser-
vant seulement sur une partie du domaine. En pratique, pour montrer la controlabilité a
zéro du systeme (4.26), il est d’usage de 1'établir a partir de I'inégalité d’observabilité (4.28).

Nous allons nous intéresser, a présent a la justification de 'inégalité (4.28). Pour cela,
nous commencons par établir une inégalité de Carleman pour le probleme (4.27) et ceci de
la méme maniere que celle qui nous a permis d’avoir I'inégalité (4.7) du théoreme 4.3. On
aura donc

st ff§ Le2sa(|0up|* + Z 0,0;0|?)dxdt + sA\? ff€e25a|Vg0|2dxdt

i,j=1 (4.29)
+85/\4 ffé?) 2sa’(p|2dl’dt < 083)\4 ff §3 2sa|g0|2dl’dt

wx(0,T)

Pour tout A > A; et s > s;. Par la suite, on ne garde que le quatrieme terme du coté
gauche de cette inégalité et on trouve pour A = )\,

//t_ e o drdt < C // t3( 325 | dadt,

wx(0,T)

pour tout s > s;. Compte tenu des inégalités suivantes
16 1 16
< < —forte (T/4,3T/4
o < T S g ot € (T/A3T/4),

1 1
> forte]o,T
Fm =1 = o ortel0Tl

ainsi que les propriétés vérifiées par les fonctions 5 et «, on peut trouver une constante
C=0C(Q,w,T) > 0 pour laquelle :

lp|* dt du < C / lo|? dt d. (4.30)
(T/4,3T/4)xQ (0.T)xw

Par ailleurs, si on considere la fonction py € C1[0, 1] telle que :
1 3
0<po<1,pg=1sur [O’Z] et po = 0 sur [1,1],

puis la fonction p(t) = po(F), alors en écrivant py pour le systeme (4.27), on trouve que :

L*(pp) = —pdip dans Q x (0,°F),
pp =0 sur I x (0, 2L),
pe(z,2F) =0 dans €.
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En multipliant la premiere équation du systeme précédent par py, puis en intégrant sur
(2, on aura apres un simple calcul basé sur des intégrations par parties :

1= 1Q 1,j= 1Q

—Z/ba pe)(pe)dz /Patp|90| d$+/C|P<P‘2dx-

Q Q

En vertu de la condition d’ellipticité uniforme vérifiée par les coefficients (a;;), on déduit
que :

—§£/|P<P| dw+51/|V p)[Pda < ( Z 1050317 (0 +Z”b [ /W pe)l de

7,0=1

(2 4t ellm@) / Ipel2dz + / pdhplo|2d.
Q

En choisisssant &, > > 105651700 () + Z; 10il| 700 (@) 1l découlera de I'inégalité précédente

4,7=1
que :

d
— o [ oePdn < 20 4+ Iellmia) [ Ipeids+2 [ pogloPds
Q Q Q

et que

d
— o (exp(2t(n® +n + |lell <)) / lpp|*dr) < 2exp(2t(n® +n + [|cllz<(@))) /patp|<ﬁ|2dw,

Q
pour tout ¢ > 0. Finalement, I'intégration de I'inégalité précédente sur [0,t] avec ¢ € [£, 2T
implique que :
t
[1ete.0Pds < 2 [ cop(esiut + -+ lellim) [ pdsploPdads
0 Q (4.31)
< Leap((L(n® + n+|c||li=))) // |o|*dxdt.
Qx(%,%)

Comme indication, pour arriver a la derniere inégalité de (4.31), on a utilisé le fait que :

C
p = Let que [9p(t)] = [Oupo(t/T/T < 7.

Finalement, 'inégalité d’observabilité (4.28) découle de la combinaison entre (4.30) et
(4.31).



Chapitre 5

Inégalité de Carleman pour un
probleme parabolique posé dans un
domaine singulier

Comme on I’a déja annoncé dans l'introduction, on s’intéresse a établir un résultat de

nulle controlabilité pour le probleme 1 et le probleme 2 définis dans des domaines
présentant des singularités sur leur frontiere. L’outil principal dans notre raisonnement se
trouve dans les estimations de Carleman tel que c’est expliqué dans le chapitre précédent.
A travers ces estimations, on déduit une inégalité d’observabilité pour le probleme adjoint
associé au probleme 1. Concernant le probleme 2, la controlabilité recherchée se ramene,
d’apres [7], & mettre en évidence une certaine inégalité spectrale (voir chapitre 6) qui
découle d’une estimation de Carleman appliquée a un probleme elliptique intermédiaire.
On y reviendra en détail dans le chapitre suivant.
Dans cette partie de notre travail, on mettra en évidence ce qu’on a apporté de nouveau
pour I'étude d’un tel probleme. En fait, notre contribution se situe dans I’établissement
d’une estimation de Carleman dans des domaines irréguliers. On verra plus loin que la
régularité de la solution des problemes considérés n’est pas suffisante pour réaliser certaines
intégrations par parties inévitables dans ce genre d’estimations (voir le chapitre 3). Par
ailleurs, a cause de la singularité de notre domaine, il nous a fallu construire a la main une
fonction poids liée aux estimations de Carleman et satisfaisant certaines propriétés qu’on
précisera par la suite. En fait, on rappelle toujours que lorsque le domaine est a frontiere
au moins de classe C?, l'existence de cette fonction poids est acquise. Ceci n’est pas le cas
dans notre situation, puisque la frontiere est au plus lipschtzienne.

1 Cas de I’équation de la chaleur dans un domaine
bidimensionnel
Soit  un ouvert borné de R? de frontiere I'. On note v le vecteur normal sortant & I.

Soit O un autre ouvert borné de R? tel que O CC Q. Pour T' > 0, on pose Q7 = (0,T) x
et Xr = (0,T) x T

36
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Considérons le probleme de Cauchy-Dirichlet suivant :

uy — Au = yov dans Qr
u= 0 sur Xp (5.1)
u(0) = wug dans

L’inégalité d’observabilité de type Carleman a laquelle on veut aboutir concerne les deux
cas suivants.

Case 1 ) possede un coin polygonal rentrant de sommet S (S € I') et d’angle intérieur
de mesure w, 7 < w < 2m. I'\V(S) est supposé régulier, ou V(S) est un voisinage
arbitraire u sommet S.

Case 2 () contient une fissure rectiligne A débouchant au point S’ de la frontiere 9. On
désigne par S sa pointe et par I'y la partie I' \ A. Comme dans le cas 1, on suppose
que T'\V(A) est suffisamment réguliere, ou V(A) est un voisinage arbitraire de la
fissure A.

Comme cas limite, on remarque que si on prend w = 27 dans le cas 1, on retombe
exactement sur le cas 2.

Dans le paragraphe suivant, nous aborderons la question de ’existence et de la régularité
de la solution du probleme 5.1 et du probleme adjoint associé.

1.1 Existence et régularité

Considérons le probleme

w—Au = f dans Qr,
u =0 surXp, (5.2)
u(0) =wup dans .

olt ug € L? () et f € L?(Q7). La proposition ci-apres précise la régularité de la solution
du probleme (5.2).

Proposition 5.1 Pour tout ug € L*(Q) et f € L?(Qr), le probléme (5.2) admet une
unique solution u dans C° ([0,T]; L* (2)) N L* ((0,T); Hg (Q)).

Preuve : Avant d’entamer la preuve de cette proposition, faisons le rappel suivant : Pour
un opérateur A de domaine D(A) maximal monotone dans un espace de Hilbert H, le
probleme de Cauchy abstrait suivant

{ut+Au = f dans Qr,

u(0) =wup dans . (5:3)

admet, pour tout ug € H et f € L' (0,T; H), une unique solution dans C°([0,T]; H) (voir
[29]). De plus cette solution s’écrit sous la forme

u(t) = S(t)uo + /S(t — s)f(s)ds, pour tout t € [0, T].
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ot S(.) est un C° semi-groupe de générateur infinitésimal A. Par ailleurs, on peut vérifier
que lorsque A est auto-adjoint, la solution u du probleme (5.3) appartient a L2(0, T, D(AY/2)),
oi1 D(A'/?) est muni de la norme du graphe. En effet, en multipliant 1'équation u, + Au = f
par u puis en intégrant sur (0,7"), on trouve (sans perte de généralité, on peut supposer
que ug = 0) apres intégration par parties

@I + / A0yt / 0

< HfHLl o.7;m) ||l co o, 1y -

Ce qui montre que / | AY 2 (t)||%dt < +oo0.

0
Revenons, a présent, a I'opérateur de Laplace-Dirichlet. En posant A = —A et H = L?(Q),
on déduit donc les résultats de notre proposition.

Remarque 5.2 (voir [26]) Pour ug € H} (), la solution de (5.2) s’écrit sous la forme

u(t,x) =ug(t,x) +us (t,z) = ug (t, ) + 7 (t) ys ()
telle que ug € L*(0,T, HY () N H*(Q)),7 € H' (0,T), ou

1 T 1
< = — — < -
0< <2 2w 4

De plus
ueL? (O,T, H* (Q)N Hy (Q)) NnH' (O,T, L? (Q)) , pour tout s tel que s < T + 1.
w

Considérons maintenant le probleme adjoint homogene associé a (5.2)

¢+ Aqg =0 dans Qr,
g =0 sur Xp, (5.4)
q(T) =qo dans Q.

La proposition suivante donne la régularité de la solution du probleme (5.4).

Proposition 5.3 Pour tout qy € L*(Q), le probléme adjoint (5.4) admet une unique so-
Iution q dans C° ([0,T]; L*(Q))NCY ([0,T [; D(A)NC*([0,T [;L*(2)). De plus, on a

0) B / I 70(8) Iay= 1 D) I -

Preuve : En changeant ¢ en T — t, on obtient un autre probleme ou les hypotheses du
Théoreme X.1 de [2] sont satisfaites.

Remarque 5.4 (voir [2] Théoréme 7.5 p.111) Si gy € D(A¥), pour k > 2, alors la solution
vérifie . '
q € C*([0,T); D (A7), pourj=0,..,k.
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1.2 Construction de la fonction poids

Dans ce paragraphe, nous aborderons la question relative a la construction d’une fonc-
tion poids [ satisfaisant les propriétés suivantes

>0inQ, =00onT, |VE >C >0in Q\0,, (5.5)

ou Oy CC €2 est un ouvert non vide. Il est bien connu que dans le cas de domaine de classe
C?, A Fursikov and O.Imanuvilov (voir [14] ) ont prouvé I'existence d’une telle fonction qui
est de plus dans C?(Q). La construction d’une fonction poids ayant ces propriétés reste un
probleme crucial dans notre cas. En revanche, on a pu exploiter une autre piste qui nous
a assuré l'existence de cette fonction poids vérifiant les propriétés (5.5), mais de régularité
inférieure & C?. Cette régularité qu’on précisera par la suite est suffisante pour établir une
estimation de Carleman du type (4.7). Les propositions ci-apres tiennent compte de toutes
ces considérations.

Proposition 5.5 (Cas 1) : Soit Og CC €2 un ouvert non vide, il existe une fonction
B e C(Q) NW2>(Q) telle que

f >0 dans Q, |V >0 dans Q\Oy et g—f < 0 sur I'\{S}.

Proposition 5.6 (Cas 2) : Soit Oy CC € un ouvert non vide, il existe une fonction
B e C(Q) NW2>(Q) telle que

B >0 dans Q, |VB| > 0 dans Q\Oy, g—f <0 surly et STﬁ =0 sur A\{S},
+

vy et v_ désignent les normales unitaires sortantes (opposées) a la fissure A.

Comme remarque, entre les propriétés (5.5) et celles données par les propositions 5.5
et 5.6, il y a une différence. En fait, la condition § = 0 sur I' n’est pas nécessaire dans

0
notre raisonnement. Nous avons imposé la condition que — < 0 sur I'. Cela nous convient

v
parfaitement lorsqu’il est question d’établir une estimation de Carleman globale pour le
probleme d’évolution parapolique (5.1).

Preuve de la proposition 5.5

L’idée de base pour construire une telle fonction ressemble a celle congue par [14] ou par
[12]. Elle consiste a trouver une fonction qui vérifie les propriétés (5.5) au voisinage du bord,
puis d’utiliser les fonctions de Morse pour en trouver une qui est égale sur ce voisinage
a cette premiere fonction. Finalement en la composant avec le difféomorphisme construit
dans [14], les points critiques seront transportés dans le sous-domaine Oy. Pour notre cas,
a cause du domaine qui n’est pas de classe C2, on contourne d’abord le coin ou la fissure,
puis on supposera que notre fonction est affine au voisinage du coin et vérifie les propriétés
énoncées dans la proposition. Essentiellement, on aura besoin qu’elle soit de gradient non
nul sur tout Q\w. En prolongeant de la méme maniére que [14] ou par [12], on obtiendra
la fonction voulue. Voici donc les détails de notre démarche.
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Considérons le systeme de coordonnées cartesiennes (Ox122) de centre S (i.e. Uorigine O de
notre repere est le sommet S) tel que 'axe (Ox;) soit sortant et coincide avec la bissectrice
de langle w (voir figure 5.1)

Etape 1 : Décomposons d’abord la frontiere I' en deux parties, partie singuliere I's qui

)
To
° AR :

Iy

v

M, \ M,

I's

X1

FIGURE 5.1 — Case 1

contient le coin et la partie réguliere IV = I'\I's. Ensuite, on supposera que l'intersection
entre I's et I" a lieu aux points M (ay,by) et Ma(az,by) de I' (see Figure 5.1).

Comme premiere étape pour la construction de cette fonction poids, on considere la fonc-
tion fg définie comme suit

ﬁS (1’1, 1’2) = —x1+cC (56)

ou ¢ > (0 est une constante assez grande. On peut aisément vérifier que

_ — 0 _
Bg € C? (Q) , Bs > 0 dans €, % < 0 sur I's et |VSs| > 0 dans €.
v
Etape 2 : Soit ' un sous-domaine de €2 a frontiere de classe C? et tel que 9 =Ty U T’

et ' =TsUI” (voir Figure 5.1).

Et soit
k: [bl, bQ] — FQ

To — (k (l’g) ,ZL‘Q) .

une paramétrisation de I'y ot k est une fonction de classe C? vérifiant

k (bl) = a; = Oébl, k (bg) = Q9 = —Oébg, k/(

a, k' (be) = —«
K7 (b)) = K" (ba) = 0 et k® (by) 0.

)
KD (by) =
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Remarquons que la normale unitaire sortante & ' en chaque point M (1, 22) de Ty est

1
_ 1 . -
V= e ( () ) Par un simple calcul, on vérifie que
0 -1
aﬂs = < 0.
v k)l2(l’2> + 1

0
Etape 3 : Introduisons les deux fonctions gg et hg telles que gy = Ss et hg :a—s sur ['y.

v
Ensuite, on prolonge gy (resp.hg) a 9 par une fonction g (resp.h) tel que g > 0 et h <0
sur 0fY.

- . . 0
Soit maintenant ¢ une relevement de classe C? de g sur tout le domaine €' tel que 8_9 =h
v

sur J€Y et g > 0 dans .
Parallelement a ce qu'on a dit au début de la preuve, la suite de notre justification s’inspire

de [12] et [14]. Pour € > 0, on pose U, = {X € ', dist (X,0)) < €}, comme % =h<0
v

sur O, alors on peut trouver un ¢ > 0 suffisamment petit pour que |V§| # 0 dans U..
En d’autres termes, g vérifie

geC? (E), g > 0dans U, et |Vg| # 0 dans U..

Etape 4 : Tel qu'on I'a construit, le domaine ' est a frontiere de classe C3. Grace au
théoreme de Morse (voir [1]), il existe une suite de fonctions de Morse (6}),, (de points
critiques isolés) telles que

0, — g quand k — +oo dans C* (€) . (5.7)

Comme 6y, est proche de g, les points critiques de 6, ne sont pas dans U.. De plus, on peut
supposer que, pour un certain ¢ > 0, on a

Vgl >0 >0 dans U.. (5.8)
Construisons une fonction de Morse yu € C? (W) vérifiant
p=g surd,
p >0 dans @, (5.9)

Vi #0 dans U..

Soit ¢ € € (Us) tel que ¢ = 1 sur Us,, supp(p) C U, ou 0 < gy < €.
Posons py (z) = 0k (x) + ¢ (z) (g () — Ok (z)). On remarque alors que

wr () =g (x), pour z € U,,. (5.10)
De plus, uy vérifie

Vi, = VO dans Q' \ U,

- _ — 5.11
Vi =Vl +¢(Vg—Vbi)+ Vo (g—0;) dans U.. ( )
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De (5.7), (5.8) et (5.11), on déduit l'inégalité
- )
Vil 2 [904] ~ 2@l or 15— billon > 5 dans & N UL, pour & > ko = ko (6).

Choisissons un k; > kg et posons p = p,. g est une fonction de Morse positive et son
gradient s’annule 1a ou le gradient de 0, est nul. On déduit donc les propriétés (5.9).
Etape 5 :

Par un argument similaire & celui adopté par [14], on peut déduire qu'il existe un
difféomorphisme F : ' — € qui laisse invariant U, et transporte les points critiques de p
vers Oy.

En posant 8’ (z) = (uo F) (x), alors la fonction g’ vérifiera les propriétés

B e C? (@) B/ >0 dans ', |VG'|#0 dans \Og et f = g sur 9.

Etape 6 :
En somme, la fonction S que 'on voulait construire peut étre définie comme suit :

5= Ps dans Q\,
| # dans .

Et cette fonction vérifie bien : g € C* (Q) N W2 (Q), |[Vf] # 0 dans Q\Op , § > 0 dans

9p
Q et 9 < 0 sur I'\{S}.

Preuve de la Proposition 5.6 :

Rappelons d’abord que I' = AUT'; ot o désigne la fissure telle que A =[S, 5], ou S’ € T';.
Considérons deux points M;, M5 de I'; assez proches de S’.

Notons I'” la partie M; M, de I'y contenant S” and posons I'y = IV UT”.

Considérons le systeme de coordonnées cartésiennes (Oz1z5) d’origine S (i.e. S = O) et
I'axe (Ozy) coincide avec la fissure A (voir la figure 5.2). La construction de la fonction

M

M,

FIGURE 5.2 — Case 2
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poids se fait de la méme maniere que pour le cas 1, on commence par considérer la méme
fonction affine fs introduite dans (5.6), c’est-a-dire

Bs(x1,29) = —x1 + ¢

ou ¢ > 0 une constante assez grande. On peut montrer aisément que s vérifie

—~ a a ” !
Bs € C*(2), Bs > 0 dans Q, 95 _ 0 sur A\{S} et 9bs <O0sur I"\{S }.
8V:t ov
Soit € un sous-domaine de Q & frontiere de classe C? tel que 99’ = IV U T, et % <0
v

dans I'y.
La suite de la preuve est identique au cas 1.

1.3 Estimations de Carleman

Il est question dans cette section d’établir une estimation de Carleman globale du type
(4.7) seulement pour 'opérateur parabolique L = 9, — A. Nous allons, dans ce qui suit,
apporter plus de précisions sur les détails non abordés dans le chapitre 4. Cela concerne
essentiellement la fagon de regrouper des termes qui découlent des intégrations par parties
pour n’en garder que les plus importants. Une autre question a laquelle on s’intéressera
dans ce paragraphe concerne la régularité insuffisante de la solution du probleme (5.4) afin
d’effectuer des calculs du méme genre que ceux réalisés dans le chapitre 4. Nous proposons
ici une démarche permettant de surmonter cette difficulté.

Soit w un ouvert borné non vide satisfaisant w CC O. Comme dans le chapitre 4, pour
(t,z) € Qr et m > 1, nous définissons les fonctions suivantes :

221l — AMmllBllo+B())

a(t,r) = e ’
e’\(mllﬁmfﬁ((x)) g (5.12)
£(t>x>: t(T—t) ,

ou [ est la fonction poids construite dans les Propositions 5.5 and 5.6.
Posons V = C°([0,T]; L*(2)) N C° ([0, T[; D(A)) N C* ([0, T[; L*(2)), on énonce dans le
théoreme ci-apres I'estimation de Carleman recherchée.

Théoréme 5.7 [l existe trois constantes positives \y = A1 (2,0) > 1,51 = 51 (Q,0) (T + T?)
et C'(Q,0), telles que pour tout X\ > Ay et s > sy, on ait

s~ /62”61 (|qt]2 + \Aq\Q) dt dx + s)\? / e=22¢ |Vq|* dt da

Qr Qr
(5.13)

+s3\% / e~ 223 g? dt do < Cs®M / e~ 223 g|? dt de,
Qr 0x(0,T)

pour tout g € V' solution de (5.4).
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Dans ce qui va suivre C'(O, Q) ou simplement C' désignera une constante générique qui
dépend seulement de O et de ).

Preuve de Théoréme 5.7 Pour prouver 'estimation de Carleman (5.13), on décompose
la démonstration en quatre étapes.

Etape 1 : Comme dans le chapitre 4, pour ¢ € V, on introduit le changement de fonctions
1 = e~**q. Par construction, on a ¥5, = 0, ¥ (0,2) = ¢ (T, z) = 0 et

M) + Map = gs 5 (5.14)

ou

My = =25X\? |VBI° & — 2sAEV BV + 1)y
My = s2X? |V B” €2 + At + sayt)

gsp = SAAB)EY — sA2 |VB[° &

Pour 1 <14,5 < 3, on note

Iy =< (M), (M2¢)j = L2(Qr)>

ou (My¢),, (M), sont respectivement le i-iéme et le j-ieme terme de My et de Mar).
En passant a la norme L?(Q7) dans (5.14), on obtient

3
1Mo + I M2l +2 D < (M), , (Math); >12(00)= llganlli2g,y - (515)

i,7=1

Etape 2 : Afin de pouvoir réaliser des intégrations par parties dans certaines intégrales
I; (1 <i,j <3), on est contraint d’avoir plus de régularité de la solution ¢ du probléeme
(5.4). Pour cela, on approche ¢ par une suite de fonctions (g,), plus régulieres. Cette suite
est construite comme suit :

On sait que D (A?%) est dense dans L? (€2) puisque A est maximal et monotone; donc
pour gy € L* (), il existe une suite (¢°) dans D (A?) convergeant vers gy dans L* ().
Considérons, maintenant, le probléme suivant associé & la donnée initiale ¢ € D (A?) :

Oiqn +Ag, =0 in Qr,
g =0 onXp, (5.16)
w((T) =¢ inQ.

qui admet, d’apres la remarque 5.4, une unique solution ¢, dans C?([0,77]; L*(Q)) N
C1 (0, T); D(A)).

La suite de notre preuve s’appuiera sur la démarche suivante : on établira une estimation
de Carleman pour le probléme (5.16), puis a travers le lemme suivant

Lemme 5.8 Nous avons les propriétés suivantes :

(i) (qn), converge vers q dans L*(0,T, Hj (2)).
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(i) (Avy,), converge vers A dans L? (Qr), ot ¥, = e~ 5%q,.

on en déduira, par densité, 'estimation de Carleman souhaitée (i.e. pour le probleme (5.4)).
Preuve du Lemme 5.8

(i) Soit la suite de fonctions v, = ¢, — ¢. Par un simple calcul, on montre que v,, vérifie

o, +Av, =0 dans Qr,
v, = sur X, (5.17)
v (T) =0=¢—-q¢p nQ

Comme v° € L*(Q) alors v,, € C°([0,T]; L*(2))NC°([0, T[; D(A))NC ([0, T[; L*(£2))

(voir Proposition 5.3) et on a

T
1 1
5 | nl0) F2(0) +/ I Von(®) 2= 5 1 on(T) 22,
0

ce qui implique que
T
1 2
2 0
J 190y dede < 5 [
0

ainsi que la convergence de la suite (v,,), vers 0 dans L? (0, T; H (£2)).

(i1) Pour ce qui est de ce cas, on montre d’abord que la suite (A,) est de Cauchy. Pour
cela, pour p,q € N, on pose ¢, , = 1, — ¥,. On peut vérifier que

atqbp,q + A¢p,q = Gp.q> (5.18)
ou
Gpq = (—say — sAa — 32|V04|2)¢p7q —2sVa.Vo,,

En multipliant (5.18) par A¢, , et en intégrant sur @7, on obtient

| Agypq ||%2(QT): /gpqugbp,q dt dz,
QT

Comme 3 € W?2>(Q), alors grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz il existe une
constante C' > 0 dépendant de s telle que

| Agp, ||L2(QT) <[l Yp.q ||L2(QQT)
S C ” gbzxq ”LQ(O,T,H(}(Q)) .

Tenant compte de (i) et des propriétés de 'opérateur A, on déduit de 'inégalité
précédente que (Av,), converge vers Ay dans L?(Qr) et, par conséquent, (9,1,
converge aussi vers (9;1) dans L? (Q7).
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Remarque 5.9 Avant de passer a l’étape 3, il est utile de remarquer que v (respectivement
Wy, ) est au moins aussi réquliere que q (respectivement q, ). Cela est di au fait que § €
W2 (Q) et que Q est borné.

Etape 3 : Pour 1 <14, j < 3, on pose [j; =< (M), , (Mgwn)j >12(Qp)- D’apres le lemme
5.8, (If}) converge vers ;.

Dans le méme esprit par rapport a ce qui se fait dans les estimations de Carleman, on
effectue des calculs sur le termes (I}), et afin d’alléger les notations, on évitera d’utiliser
I'indice n dans nos expressions en écrivant I;; a la place de ;.

Pour distinguer le cas 1 et le cas 2, on traitera les intégrales I;; de maniere séparée.
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Cas 1:

Tout d’abord mentionnons quelques propriétés dont jouissent les fonctions £ et o définies
dans (5.12) :

(ou| < OTE?

&l < cTe?

[Vay| < CXT€?

‘att’ < CTzfg

VE =XV

Va :4—)\5 Vg

\gzﬁa

ou C' est une constante qui dépend de (2 et de O.

Grace aux rappels donnés dans le chapitre 1, les intégrations par parties par rapport aux
variables espace et temps qu’on appliquera sur les intégrales [;; sont completement justifiées
pour les intégrales ne contenant pas A puisque €2 est un domaine a frontiere lipschtzienne.
Pour les autres intégrales, a cause de la présence du A, on doit trouver un autre moyen
pour justifier nos calculs.

On a

I, = —233A4/\VB]453 [W|? dt da. (5.19)

I, = —253A3/\v512§3 (VB.VY) Y dt do
Qr

= —33)\3/|V6]2§3V6.V(w)2 dt dz.
Qr

Apres intégration par parties et quelques transformations, on obtient :

I, = 33A3/dw(|v5|2§3v5)¢2 dt dx
Qr

:333)\4/|Vﬁ|4§3@/)2dtdx+s3)\3/|V5|2§3.Aﬁ.w2dtd$

+253/\3/ > ¢§3gf 8 08 dt dz

Sk Ox;0xj ax]

= [211 + [221 + 131-
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Remarquons que Iy; + I; > 0. De plus, il existe une constante ¢; > 0 telle que |V3| > ¢;
dans Q\0y, ce qui donne

/5% dtdr < / €302 dit di +_ / VAP €52 dt de.

(0 T) x0Oo (0 T)XQ\OO
ainsi que
I, +1},>C(B—-D),ouC=0C(Q,0) et
(
B = S3A4/§3¢2 dt dz
(5.20)
D =s3\* / E32dt dx
L (0,T)x 0
Comme 3 € W2 (Q) alors en choisissant A > C ot C' = C(2,0) > 0, on déduit que
Ii+In,>C(B-D). (5.21)
On a aussi
Ly =¥ [ VA v ds
1
_ 552A2/ IVBI* &2 (v?), dt dx
qui donne apres intégration par parties
L= 52 [ VAP0t dede
Qr
On sait que |&| = |t22: ; A (mllBlloc +5( )| < TE?, alors
I3 > —COTs*)\? / E39* dt du. (5.22)
Qr
De (5.19), (5.21) et (5.22), on déduit que pour s > 1 et A > TC (2, 0)
< My, (M), >r2Qr) =l + 1o + I3y
> 053)\4/531@2 dt dx
Qr (523)

—(C's3 M\ / E3* dt d.

(O,T) xOo
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Pour le traitement des trois intégrales I;; qui vont suivre et qui contiennent le A, nous
utiliserons le méme argument du Lemme 3.3 énoncé dans [21] ainsi que la densité de H?(2)
dans H*(Q2). Ce qui nous permettra de justifier les intégrations par parties.

On a

I, = —2s)\2 / \VB[* €A dt da.
L’intégration par parties donne

I :23A2/v(|w|2w) Vi dt dx

*8 o
_ 2 2
= 25\ /yvm EIVY| dt da + 4sA /1/15 § j ax, 50w, B dt dz

1<4
Qr bl

+25)2 / IVA? (VENY) 9 dt da

= ]112 + -7122 + I§2
Par ailleurs, on sait que

220y = (VESL) (2 vEY)

( 3% +Nigg?)

[\J|*—‘

L

et
SN (VY.VE) ¢ < C(SPNEY? + |V A%)

D’ou les inégalités suivantes

% < Os/gww dtdm+C’s)\4/§w2 dt d,

I3, < Cs\ /5%2 dt dz + C\* / \V|? dt da.
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Par conséquent

Ly =1, + Ih + If; > 25\’ / |Vﬁ’2§|vw2 dt du
—Cs)\4/§1/12 dt da — C’s/£|Vzp]2 dt dz
Qr
—032A4/§2¢2 dt do — C)\2/|V¢|2 dt dz
Qr

> 25\ / IVA* €| V| dt do — 52A4/(£ + C)&2? dt dx

s§
Qr Qr

e /(s£ + X2 |V dt da.
Qr

En choisissant s > CT?, on trouve

I >23A2/|V6| ¢V dt do— 032)\4/§ W dt do — C/ (s€+ ) |V ? dtde. (5.24)

Qr
On a aussi
I, = —23A/§(V6.V¢) Ay dtdz.
Qr
Apres intégration par parties, on obtient
I, = —23)\/5 (V. Vw) % dt do + ZSA/V E(VB.VY)) . Vipdtdx
Comme 9 =0sur X (8—¢ = V.7 est le gradient tangentiel de ¢ ) et V3.V = 96 &b
or or v v
alors : ;
_ op (oY 928 o
Ly = 23A/§ay < ) dtdo +2s\ ) / Sas55
» 1<i ]<2
By | 0y 2
+8xz . ax]>6mj dt dx + 2s\ /5 \VB.VY| dt d,

Qr
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ce qui donne

2
Iy, = —2s\ / gg—f (8—‘”) dtdo +2sX\ Y / aj ;xj gj gf dt dx
g J

1<q j<2

+23A2/§|Vﬁ Vi dtda:Jrs)\/fVﬁV IV [?) dt dz.

AT+ I
Dans les expressions précédentes, on remarque que I3, > 0 et |[I3,| < C'sA / €VY| dt de.

En appliquant une intégration par parties sur I3, on aura

Iy, = s)\/f V> (VB.v) dtdo — 3)\/ (VY| div (£.V3) dt dx
5

)
— 3)\/5 (a—w a—ﬁdtd —sv/\vngywﬁ dt dx
b)) Qr

—sA/(AB)f \V|? dt dz
Qr

I+ I+ I
ap 5
Comme 2 0 sur Xp et § € W= (Q), alors
v
Ip+ 1 >0
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que

15| < Cs)\/ EIVY? dt de.
Qr

En somme, on a

I > I3, + 12 4 133 > —Cs)\ | €|Vy|]? dtde — 3A2/ VB> €|V dtde.  (5.25)
T

Qr
Considérons maintenant le terme I3y = Y Apdt dx. Apres un simple calcul, on trouve
Qr
1
I3, =— V (¢y) NVpdt dx = ——/ (]VQ/J\ ) dtdr =0,
Qr Qr at
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d’apres la remarque 5.4, Vi), € L*(Qr) et puisque %ir% Vu(t-) = }m% Vi(t,-) =
— —
En regroupant les estimations (5.24) et (5.25), on obtient

< My, (Ma))y >12(0p) = Lz +1oo + 1o

> 3A2/|Vﬁ|2§|vw|2 dtda:—C’s2/\4/§2@/12dtdx
Qr

/(55+A2) V| dt da — C”sA/g\wy dt dx
Qr

> 5A2/|v5125|w\2 dtdx—C’s2>\4/§2¢2 dt dx

—O’/(s§+/\2) \Vy|? dt dx
Qr

> 013A2/5|w|2 dt dz — C1s\? / €|V dt da

Qr (O,T)XOO

052)\4/§ 2 dt de — C’/ (sAE+ A?) |Vy|? dt da.
Qr

Et pour s > CT? et \ assez grand, on aura aussi

< My, (Math)y >120p) > 023A2/§|w| dt do — cﬁx‘/g W2 dt da

(5.26)
—(Cs)\? / f\VM dtdz.
(0,T)x g
Passons maintenant au terme I;3, on a
Li; = —2s2\2 / VB aué || dt da
(5.27)

< 082)\2/53 | dt de.

Ce dernier terme est absorbé par l'intégrale B de la formule (5.20) en prenant A > 1 et
s> CT.
Par ailleurs, on a
I = —282)\/%{ (VB.NVY)ydtde.
Qr
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En écrivant a,& (VB.V) ¢ = 5 (V) .V (1) et en intégrant par parties, on trouve

Iy = 32)\/1p2div (aéVP) dt dx
Qr

= 32)\2/at \VB|* &? dtdm+32)\/€w2Vat.Vﬁdtdx
Qr Qr

+s2)\/§w2atAﬁ dt dx.
Qr

Comme oy < C&T et |Vay| < CATE?, alors pour A > 1

Lys| < Cs*NT / 3% dt du.
Qr

et
Iy > —Cs*\T / E3? dt da. (5.28)
Qr

Concernant I33, on a

I;; =s / b dt do = —%s / ay? dt de.
Qr Qr
Comme ay < CE3T?, alors
Lyy| < CsT? / S92 dt de. (5.29)
Qr
De (5.27), (5.28) et (5.29), on déduit que

< My, (M), >r2Qr) = liz+Toz + 133

3 9 (5.30)
> —032)\2/5 Y*dtdr pour s > CT et X\ > C.
Qr
Cas 2 :
Si on reprend les mémes calculs que dans le cas 1, on a
I, = 253\ / (VAT 3 |w]? dt da. (5.31)
Qr

Afin de surmonter la difficulté d’avoir une solution ¢ peu réguliere, nous aurons a utiliser
le résultat de densité suivant que 'on peut retrouver dans [21].
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Lemme 5.10 L’espace D(A)N (CH(Q) @ {qs}) est dense dans D(A), ot qs est la fonction
singuliere définie dans (3.1) du chapitre 8 avec o = %

Cette proposition signifie qu’on peut approcher toute fonction ¢ € D(A) par des fonc-
tions de la forme

q = qr + cqs ol gg € C1(Q). (5.32)
Et ceci implique que pour tout ¢ € [0,7], on a

qr = O(1),|Vqgr| = O(1) dans Q. (5.33)

Par ailleurs, comme

45 = O(v/r), |Vas| = o%). (5.34)

alors, il découle de (5.32) et (5.33) que pour tout ¢ € [0, 7T

¢=0(1), |Vq| = 0(%) in T (5.35)
Rappelons que 02 est une frontiere non lipschitzienne, donc il nous est impossible
de refaire les intégrations par parties effectuées dans le cas 1 dans ). Pour pallier a ce
probleme, on considére, pour € > 0, un sous-domaine Q. = Q\B (S,¢), ou B (S5, ¢) est la
boule ouverte de rayon ¢ et de centre S. Notons (). le sous-domaine (0,7") x Q.. Pour
simplifier nos expressions, on considérera les notation suivantes : C. = 9B (S, ¢) et 00, =
C.UA. UT; on A, = A\[S;S.] et {S:} =C-NA.
En tenant compte de la remarque 2.15 du chapitre 2, il en résulte que les intégrations par
parties dans €. sont donc justifiées comme dans le cas 1 (voir [22]). Nous nous servirons
du lemme 5.10 comme référence pour expliquer certains passages.

On a

I, = —25°\° / VA2 (VB.Vy) i do = —s°X’ / VA2E(VAY (4)?) dt da.
Qr Qr

On pose

T

I, = —53/\3/ JQI(t)dta

0

ou
Ju(t) = [ IVSF V6 () )da,
Q

Soit

T = /Q VB S (VAY (4)?)de.

Comme 3 € W2> (Q), e7*2¢ € W2* (Qr) et ¢ € H* (Qr), alors en vertu du théoreme de
convergence dominée de Lebesgue

lim ng = J21 .
e—0
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Dans la suite, a chaque fois qu’il faut justifier le passage a la limite sur les intégrales dans
()., on utilisera le méme argument.
L’intégration par parties nous donne

0 _ ,
3= [ 198 e - [ an(VaPETaar

Il est clair que
hr%/dwuvm?g?’vmzp?dx = /dw(|v5|2§3v5)¢2dx.
Qe Q2

En utilisant les coordonnées polaires locales, on aura

2
0 0
/ VB £ D o = - / VP e 2 g
Ce

0
0
lim/ \vm%?’W—BdU =0
e—0 ov
Ce
ce qui finalement nous donne

I = s°)\° // div(|V|* €V )2 dt da.
(0,T)xQ

Comme dans le cas 1, on obtient premierement
I1+1n >C(B-D), (5.36)

ou B et D sont données par les formules (5.20), et deuxiemement
I, > —CTs*\? / 32 dt du. (5.37)
Qr
De (5.36) et (5.37), il vient que, pour tout s > 1 et A > TC (2,0) :
< My, (M), >r2Qp = I+ Iog + 13
5.38
> Os3)\* / E*dt de — C's3\* / E3*dt d. (5.38)
Qr (0,T)xO9
Considérons, a présent, le terme

Iy = —282)\/Oét§ (VB.VY) Y dtde = —SQA/ozt§ (VB.V(y?)) dtdz.
Qr Qr
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Posons

T
Is = —52)\/ng(t)dt,
0

Jos(t) = /Qoztf (VB.V(¥?)) dx.

De méme que précédemment, on utilise le lemme 5.10 et on integre Jo3 pour ¢ de la forme
(5.32). Soit

J§3=/Q x (VB.V(¥?)) da.

Tenant compte des propriétés suivantes : f € W2 (Q), e*2¢, e~ **a € W™ (Qr) et
q € H' (Qr), alors
— lim J¢
Ja3 m J23

d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
L’intégration par parties appliquée a J5;, implique que

0
S35 = / wQQtfa_BdU - / V2div (€Y B) di.
v
Ce Qe
Encore une fois, le théoreme de convergence dominée de Lebesgue nous assure que :

li_l}lé/z/ﬂdiv (éVp)dx = /wzdz’v (aéV ) dx,
0. Q

et puis de (5.35), on déduit que
op
. 2 _
lmé/iﬁ atf—ayda = 0.
C.

Ce qui montre que

I; = SQA/wzdiv (v &V B) dt du.
Qr
De la méme maniere que dans le cas 1, on aura

I, > —Cs*\°T / 32 dt du. (5.39)
Qr

Concernant l'intégrale Ij3 = —2s2)\? / VB aué ] dt dx, on a
Qr

T3] < CT52A2/§3 [|* dt de, (5.40)
Qr
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qui est absorbée par B en prenant A > 1 et s > C'T.
Par ailleurs, on a I33 = s [ a1 dt dx et apres calcul, on trouve que

Qr

1
133 = —§S/Oétt'¢z dt dx.
Qr

En utilisant le fait que |ay| < CE3T?, alors

Ls3] < CsT2/§3¢2 dt dx. (5.41)

Qr
De (5.39), (5.40) et (5.41), on déduit que
< My, (M), >r2Qr) = Lz + Loz + Is3

5.42
> —053A2/§3¢2 dtdx, pour s>CT, N> C. ( )

Qr

Les trois intégrales restantes demandent plus d’attention pour les traiter. Nous utiliserons
T

pour cela la densité de H%(€).) dans H*(Q.) ot s < —+1 (voir [23]). Ce qui nous permettra
w

de justifier le passage a la limite sur e.
Donc pour la premiere intégrale, on a

I, = —25)\2 / VB2 €AY dt d.
Qr

Soit
T
112 = —28)\2/J12(t)dt,
0

avec

Jia(t) = / VB €AY da.
0
ou ¥ = e *%q et ¢ vérifie (5.32). Soit

= / VA eAyde.

Qe

En utilisant (5.35) et le fait que Aq € L? (Qr), grace au théoreme de convergence dominée
de Lebesgue, on déduit que :

J12 = lim JlaQ
e—0
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Pour traiter Jj, ainsi que les autres intégrales contenant A, nous nous inspirons du
Lemme 3.3 démontré dans [21] ainsi que de la densité de H%(€).) dans H*(£2.). On obtient
de l'intégration par parties dans 2.

T = / VB e s / v (IVBP €v) .V d.

Ce

Pour la méme raison qu’avant, on a

lii%/v (IVB[° &y) .Vipda = /v(yvm"’gz/;) Vi dz.
Qe Q

De (5.35), on a
| .00
tiy [ V5[ €5 dr =0
Ce

donc

0B B o
_ 2 2
= 25\ /|v5| EIVY? dtda + s / S Ve 5090 T dt dz

1<4,5<2

+25)\2 / |VB[* (VEVY) Y dt da.

Qr

En prenant s > CT?, on obtient

;> 25\? / VAP € |V|? dt de — Cs*\* /521/)2 dt dx — C/(s§ +\2) | Vo) dt dz.
Qr

Pour ce qui est de

I3 = // Ay di de,
Qr

T
132 = / J32(t>dt,
0

Jult) = [ &0 v do.

Q

on pose

ou
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Comme 9 et 1y sont dans D(A), on peut, pour tout ¢ € [0, 7], utiliser le lemme 5.10 pour
approcher la fonction ¥ (resp ;) par une fonction notée toujours par v (resp v) dans

D(A) N (C'(Q) @ {as}).
En argumentant comme pour Ji,, on integre par parties J5, = / Avyv dz et on trouve

Qe
J5s :/g—zﬁvda—/V@/z.V”wdaj.
C- Q.

Comme % = O(\/%) et v = O(1) dans €, alors

lim 3_¢U do = 0.
e—0 ov
Ce

Appliquant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, il vient que
lim [ VyY.Voudr = /V¢.VU dx,
e—0
Qe Q

et, par conséquent,

J32 = /V’QZ)V’U dx
Q
Par densité, on conclut que

1 [d
Jay = /Vw.thd:v =5 / o \Vy|? dt dz = 0.

Q Q

Considérons, a présent, l'intégrale

I = —QSA/f(Vﬁ.Viﬁ) Ay dt de.
Qr

Posons

122 = sA JQQ(t)dt7

Ot — 5

ou

Talt) = =2 [ £ (VB.V0) Avds,
Q
Toujours par le lemme 5.10, on integre Jos pour ¢ de la forme (5.32). Posons

JSy = —2/§(v5.w) A dz.
Qe
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En utilisant de nouveau l'expression (5.32) et le fait Aq € L* (Qr), on déduit aussi grace
au théoreme de convergence dominée de Lebesgue que

Jog = lim J5,.
e—0 22

La premiere intégration par parties dans .J;, donne

I, = -2 / ¢ (VB.V) —da +2 / V(EVB.VY).Vipda

0

/5 8ﬁ 81# aﬁawaw /gaﬂ 8¢
ov 0V 87 or 81/ 8u 01/

+2/ (EVL.VY).NVipdx
Qe
Dans les caluls prévédents, on a tenu compte du fait que la dérivée normale W de 3 est
v

0
nulle sur le fissure A et que le gradient tangentiel —¢ de v est nul sur I

Par ailleurs, en développant le dernier terme de 1’égalité précédente, on trouve

op 0 0B oY o op 0
J&:/gﬁw 50v00 /5/3¢

au GV EE% 81/ 01/

+2 5 [ eop000,0dn+ 20 [ VBT ds
Q

=1
/{Vﬁ V V| da
—Tﬁ+Dﬁ+Dﬁ+Dﬁ+D€
On remarque que D§ > 0 et |Dj| < C’/g \V|? de.

Qe
De plus, en intégrant par parties sur Dj, on obtient

- [

—\ [ EIVBP VY de — [ EAB VY[ da
4 /

2
do

0
Comme 8_5 < 0sur I', alors Dj + D3, > 0, d’ou
v

Joo 2 T +T; + D5 + Dj, + D,
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Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue implique que

2
lim .DE = D2 =2 Z fﬁwﬁaﬂ/}aﬂ/) d.f,

e—0 i,j=1

lim D5, =Di =—A[& VA VY[ d,
€ Q

lim DS, = Dys = — [EAB|VY[ da.
e—0 Q

Posons T = 17 + T}, alors

98 O O

Z o

or Ov OT

- [« |3
/5 aT @f))"

B O D, 08000
- [ (s Gor — G —25 5,50 ) o

Ce

= L (4,9).

On remplace v par ¥r + cibs, il s’en suit que :

LE ('QZ), ¢) = Lé‘ (¢R7 ¢R) + QCLE (wRa ¢S) + CQL&‘ (¢S7 ¢S) .
En utilisant (5.33) et (5.34), on vérifie

liminf L. (Yg, ¥r) = liminf L. (¢g, 1s) = 0
e—0 e—0

Lemme 5.11 On a
lim inf Le (4,4) > 0
E—>

Preuve :
En faisant appel a (5.35), on vérifie que

Jgs Dqgs

or 8y]d0

0 9,
ti n L.(vs,vs) = lingint [ e 2¢(V00)((52) = (G2~ 2967

Ce
0 0 dqs 0
Posons m = e 2**¢V 3 et Q = m.v|( aqs) (ﬁy] _ 2m'7—§$'
T T Ov
Rappelons que pour ¢ assez petit, la fonction poids 5 est définie sur €2, par (voir la section
1.2)
/8 ($,y) = —I +c.
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.. . —1 —e~2sa¢
Ce qui impliquera que V3 = 0 et m = 0 .

Les coordonnées radiale and angulaire de m sont alors

m, = —e 2%%¢cosf + 0.sin 6,
me = e 2% sinf + 0. cos .
De plus,
% 2\/_ sin6/2,
*1% _ 1 cos /2,

29 o F

ce qui donne

_ T 2079 2 me .
Q = ” (cos?0/2 —sin®0/2) + 5 sinf/2.cos /2

=2 —(—m,. cos 0 + mysin h)
r

1
— _6725045'

4r
Par conséquent

liminf L.(¢,1) >0
e—0

Ce qui termine la preuve du Lemme 5.11.
Grace au Lemme 5.11, nous aurons alors

hgl)iglf J5, > liIEILiglf(Dg + D3, + Dis),

ie
lim J5, > lim (D5 + D3, + Dg3),
e—0 e—0
ainsi que
Joo > Dy + Dys + Dy
et

I, > —CSA/g V| dt de — sA? / IVAI° & V| dt da.

Finalement, pour s > CT? et )\ assez grand, on montre que

< M, (Myw))y >12Qr) 2 CSA2/§|W| dtdr — C's 2>\4/§ V2 dt dx

5.43
0"3A2 / ¢Vl dt da. (>43)

(0 T)XOO
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Remarque 5.12 (i) Notons que, dans notre raisonnement, on a utilisé l'injection H?(Q) C
C(Q) pour traiter les intégrales J5,, J5, et Jss, donc la proposition 5.10 n’était pas
nécessaire pour justifier le passage a la limite sur €. Pour les autres intégrales Ji,,
J5y et Jso qui contiennent Avp, cetle injection n’était pas suffisante pour prouver le
passage a la limite sur . C’est la raison pour laquelle on a utilisé le lemme 5.10.

(ii) Dans (5.35), O dépend de l’approzimation due a la densité donnée dans le lemme
5.10, mais cette dépendence n'influe pas sur le passage a la limite qui se fait premierement
Sur e.

Etape 4 : Revenons a I’égalité (5.15), en regroupant les inégalités (5.23), (5.26) et (5.30)
du cas 1 et les inégalités (5.38), (5.42) et (5.43) du cas 2, on déduit que

M) 720,) + 1Mot 7200, +cs3A4/53¢2 dtdx—033)\2/53w2 dt d
Qr Qr
—032A4/§2¢2 dtdx+CsA2/§|w\2 dtde < ||gsall 720,
Qr Qr

+C's3\ / ¢ dt dae + Cs\? / EIV? dt de.
(07T)><OO (O,T)XOQ

En prenant s > CT? et s > C, on aura

1M1 + 1Mot 2o oy + 5°M / 2 dt du

Qr
on? [ €190l dtds < Clguallugy + 53 [ utards
QT (O,T)XO()
% / €|V dt dz).

(U,T) xOo

Par ailleurs,

2
195 72(0p) < 28N IABEY T2y + A NIVBI 69| 20,)

< 052)\4/52"402 dtdx, pour A >1et s> 1.
Qr

4
Comme & > T2 alors pour A > C (Q,0) et s > C (Q,0) (T +T?)

M6y + Mty + 23 [ Etdeds+ ¥ [€|vuf deds

Qr Qr
(5.44)

< O(sM / 32 dt dx + s\ / EIVY| dt de).

(O,T)XOO (O,T)XOO
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La suite de la preuve s’inspire de [13]. On doit éliminer les termes || MﬂbHiz(QT) et ||M2¢||i2(QT)
dans I'inégalité précédente.
Pour cela, on écrit

U = M+ 250 VB[P € + 25X (VB.VY)

AY = Myp — X2 VB2 €2 — 2sa1).

En passant & l'intégrale sur Q7 et en tenant compte du fait que ||s7'¢7t| < 1 pour

s > CT?, on déduira alors que

= / EV N dtds < CUIMg gy + 532 / €IV dt da
Qr

+3)\4/§1p dt dx),

/g N <C(||M2¢||L2 o +53A4/g V2 dt de

+ST2/§ V2 dt dx).

ou encore

-1 / EV NP dtdr < C(My |y, + V2 / €IV dt da

Qr
+33)\4/§3@/12 dt dx),
Qr (5.45)
0[N BP dede < CUM gy + 5N [ €1V6f dedo
Qr Qr
+s3\ / E3? dt dw).
pour A > C'(2,0) et s > C (Q,0)(T +T?).
La combinaison entre (5.45) et (5.44) implique
/s—lg—l |y |? dtdx+s‘1/§_1 |Ap[? dtdx+s3/\4/£3w2 dt dz
Qr Qr Qr
(5.46)

+s)\2/§|v¢| dt dz < C(s\? / €|V dt de + 2\ / 32 dt dx),

(0,7)x 9 (0,T)x 09

pour A > C'(2,0) et s > C (Q,0) (T +T7).
Eliminons, maintenant, la premiére intégrale du membre de droite de l'inégalité (5.46).
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Afin d’y arriver, on introduit une fonction 6 vérifiant
0cC?(O),f=1dans Oget 0<0 < 1.

Ce qui nous permet d’écrire

sA? / €|V dt dz < s)\? / 0¢ [NVop|* dt da.

(0,T)x 00 (0,T)x0

En intégrant par parties, on obtient

S\ / EIVY[? dtde < —s\2 / OEAYY dt d — s)? / ¢ (VO.V) ¢ dt dx

(0,7)%x 00 (0,7)x0 (0,7)x0

—5)\3 / 0¢ (VB.V) ¢ dt da.

(0,7)x0
(5.47)
Notons ici que 'intégration par parties effectuée est entierement justifiée, car on a O CC (2,
ce qui suppose que O est loin de S.
Grace a I'inégalité de Young, on aura pour e =£(Q,0) >0et A > 1

SA2 / 0 A dt da < / (gs_1§_1|Aw|2 dt dz + Oy PN [¢|?) dt de,

(0,T)x0 (0,T)x0

N[ evovvdtas < [ (GoN|Vu dido+ Gl deds, (5 4

(0,T)x0 (0,T)x0

A / 0¢ (VB.V) dt dx < /(gsvmw\?+025A4§y¢|2)dtdx,

(0,T)x0 (0,T)x0

ou Cp = C1(,92,0) > 0 et Cy = Cy(e,92,0) > 0 sont deux constantes. La combinaison
entre les inégalités (5.48) et I'inégalité (5.47) implique que

sA? / §\V¢|2dtda:§g.s’l / EY AP dt dx + / esAZE|V|® dt da

(0,T)x 0 (0,T)x0 (0,T)x0

+0 53\ / € W? dt dx + CysA* / ¢ W|? dt dx.
0,7)x0

( (0,T)x0

(5.49)



CHAPITRE 5. INEGALITE DE CARLEMAN : CAS SINGULIER 66

En choisissant ¢ < 1 suffisamment petit et par transitivité entre (5.49) et (5.46), on montre
que :

/3151 (le” + |Ay[?) dtda:+s3)\4/§3zp2 dtdx+s>\2/§|vw\2 dt dz
Qr Qr

Qr
(5.50)

< O(s3)\4 / €32 dt dx),

(0,T)x0

pour A > C'(2,0) et s > C(Q,0) (T +T7?).

Comme remarque, pour arriver a l'inégalité (5.50), on a absorbé le deuxiéme terme (resp.
le quatrieme terme) de droite de (5.49) par le quatrieme terme (resp. le troisieme terme)
de gauche de (5.46).

Grace au Lemme 5.8, par passage a la limite sur n, I'inégalité (5.50) reste valable pour
Yev.

Il nous reste une derniere étape a franchir, il faut revenir a la fonction g = e**.

On sait que

(@ = (Y +say),
= e (Vi — sAV.E.
Vg e (Vi — sAVB.L.) (5.51)
A = e (Aq— SAAB.E.q+ sA2|VB|* g+ 2sAE (VB.Vq)
\ +5°A [V B[* €%q)
Ces égalités entrainent que
sA? / e~ 226 |Vg|* dt de < C's)\? / EIVY| dt do + Cs* N / e~ 232 dt du.
Qr Qr Qr
et par conséquent
/s—lg—l (|l + |A[?) dtdm+s3/\4/e_2sa§3q2 dt dzx
Qr Qr
(5.52)

+5)\2 / e~ |Vq|* dt du < O(s*A* / e~ 2032 dt du),

Qr (0,7)x0
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On a aussi de (5.51)

s1 /6_250‘5_1 |Aq|* dtdx < C(/(s‘lf_1 |AY|* + sAZe=2¢ |q|*) dt da+
Qr Qr

/(8)\4628a€ |q‘2 + S)\2€f2sa£ ’V(]F + 83)\46725(153 ’q’2) dt dl’) (553)
Qr

< C( / (s AP 4 sA%e ¢ Vg + $*Mem ¢ [g*) dt du).
Qr

pour A > 1let s> CT.
De (5.51), on déduit I'inégalité

st /5162” ]qt]2 dtdr < C’(/(slf1 |wt]2 + sT2e250¢3 ]q\2) dt dr)
Qr

Qr
(5.54)

<O / (s7E7 [ * + s*M1e722€% |g|?) dt da),
Qr
pour A > 1et s> C.T?

En introduisant les inégalités (5.53) et (5.54) dans (5.52), pour A > C(Q,0) et s >
C(Q,0) (T +T?), on déduira finalement I’estimation de Carleman (5.13).

2 Cas de I’équation de Laplace dans un domaine tri-
dimensionel cylindrique

Nous considérons un ouvert borné Q = Q' x (0, H) C R?, ou H > 0. Nous supposons
que Q' est un domaine borné de R? de frontiere I'. On s’intéressera aux deux cas suivants :

Cas 1. - Q' possede un coin polygonal rentrant au point S de I' d’angle w, 7 < w < 27.
'\V(S) est supposé étre la partie réguliere de la frontiere I', ou V(.S) est un voisinage
arbitraire du sommet S.

Cas 2. - () contient une fissure rectiligne A débouchant sur la frontiere I' au point S’
On dénotera par S la pointe de cette fissure et par I'; la partie I'\A. De méme que
le cas 1, nous supposerons que I'\V(A) est suffisamment reguliere, ou V(A) est un
voisinage arbitraire de la fissure A.

Pour simplifier les expressions utilisées dans la suite, nous introduisons la notation et
définition suivantes :

1. Soient v un vecteur unitaire de R”, n > 1, et f une fonction telle que f : R" — R.

0
Nous dénotons par 8_f le produit scalaire v.V f ;
v
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)

FIGURE 5.3 — Forme géométrique du domaine €)' dans les deux cas.

2. Définition 5.13 On dit que U'ouvert borné ' de R? est de classe H s’il satisfait les
propriétés précédentes du cas 1 ou du cas 2.

Pour T > 0 et uy € L*(Q), considérons le probleme de Cauchy suivant associé a
I’équation de la chaleur :

Owu—V, (BV,u) =xev dans Qr = (0,7) x Q
u(t,z) =0 sur (0,7) x 992 (5.55)
u(0,2) =wup(x) dans

olt v € L? (Qr) est un controle interne, O = O’ x O3 est un sous-domaine ouvert de € tel
que 0" CC . Ici yp représente la fonction caractéristique de O et B (z) est une matrice
diagonale dans Mj (R) telle que :

10 0
Pour z = (2',23) € Q,B(z)=| 0 1 0
0 0 a(wxs)

ou:a€ BV(0,H) et 0 < apn < a(x3) < amax, presque partout dans (0, H).
Rappelons que 'opérateur A’ = —A,, de domaine

D(A)={ueHy (), —Apue L*(Q)}

est positif auto-adjoint a résolvante compacte, et donc admet, d’apres [2] et [23], des valeurs
propres de multiplicité finie satisfaisant

O0<py <pg << <...avee lim pp = 400,
k——+o00

De plus, avec les fonctions propres associées a ces valeurs propres, on peut construire une
2 / ) Z
base orthonormale de L? (£2') qu’on dénote (¢),cn-

2.1 Résultat principal

Nous rappelons que la deuxieme partie de ce travail consiste a montrer la controlabilité
a zéro du systéme (5.55) en passant par la méthode de Lebeau-Robbiano [16] et en te-
nant compte des résultats obtenus dans [7]. Cela nous amene donc a établir, une inégalité
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spectrale, énoncée dans le théoreme ci-dessous, pour les fonctions propres ¢, k € N de
lopérateur de Laplace-Dirichlet A” = —A,,. Nous aborderons cette question dans le cha-
pitre 6 avec plus de détails.

Théoréme 5.14 Soient Q' un ouvert de classe H et Q" est un ouvert non vide de V. 11
existe une constante positive C' = C(Q,0") > 0 telle que, pour tout p > 0 et toute suite
réelle (bj) en

5 (b < e [ byoy ) P do (5.56)

My <p & <

ot (p;, ;) sont les éléments spectraux de l'opérateur (A’, D(A')).

Notons que 'inégalité (5.56) indique une perte d’orthogonalité des fonctions ¢y, lorsque
celles-ci sont restreintes a O’. La preuve de ce théoréeme sera donnée dans le chapitre qui
va suivre, elle est basée essentiellement sur une estimation de Carleman pour la solution
du probleme elliptique (avec les conditions de Dirichlet homogenes au bord) suivant :

(5.57)

—03p—Apyp=f dans Z =(0,5) x
p=0 surd”

ot f € L?(Z)et S, >0.Dapres la Proposition 3.4 du chapitre 3, on sait que le probleme
(5.57) admet une unique solution variationnelle p € H}(Z) N HY(Z), avec | < 1 + Ul
w

2.2 Construction de la fonction poids

Avant de se lancer dans la question de la fonction poids, il est utile de noter que nous
avons besoin d’une observation de la solution du probleme (5.57) sur {Sp} x €, avec
Sp < S1. Lestimation de Carleman permettant d’avoir cette observation sera prouvée sur
le domaine (0, Sp) x 2. Afin d’y arriver, nous avons besoin d'une fonction poids satisfaisant
certaines propriétés énoncées dans le lemme suivant.

Lemme 5.15 Soient 0" CC ' et Z' = (0,50) x Q. Il existe une fonction 8 définie sur
7' satisfaisant les propriétés suivantes :
(H1) B CHZ)NW?2>>(Z"),|VB| >¢1 >0 et B3>0 dans Z'.
0
(H2) 8_6 (s,2) <0 sur (0,S) x I
n
(H3) 0sf > co >0 sur {0} x Q" \ 0.
(H4) V8 =0 et dsf < —c3 <0 sur {Sp} x €,
ol c1,co el c3 sont trois constantes positives qui dépendent de Z' et de O, n désignant
la normale unitaire sortante a I".

La preuve de ce lemme est liée a la fonction poids construite dans les Proposition 5.5
et 5.6.

Preuve du Lemme 5.15 L’idée principale de la construction d’une telle fonction poids
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repose sur [9, 12, 18]. En fait, il suffit de trouver une fonction telle que son gradient soit
non nul dans un voisinage du bord de notre domaine. Puis en utilisant les fonctions de
Morse et le difféomorphisme donné par [14], nous pouvons étendre cette fonction sur tout
le domaine tout en isolant ses points critiques en dehors de Z’.

Considérons premierement la fonction

Bu (5,2) = fir (5) B (') dans 7', oi (5.5)
1. B1(s) = sin(sZ-). Notons que cette fonction satisfait les propriétés suivantes :

B € C?(0,5), B1(0) = B (So) =0, dsB1 (Sy) = _Slo <0,

8551(0):510 >0and B (s) > 0sis € (0,S).

2. 5 est donnée par la Proposition 5.5.

Comme 3, € C1(Y), alors nous pouvons trouver un voisinage V' de 9€) tel que
VN =0et |V >0sur (0,S) xV,

La fonction f, ainsi construite, il est clair qu’elle satisfait bien les propriétés voulues a
I'exception de la propriété (H1), qui est partiellement vérifiée. En effet, on a

B, € CHZYNW?2>®(Z"),|VB:| > ¢ >0 et B, >0 dans (0,5) x V. (5.59)

ol ¢; est une constante telle que ¢; = ¢; (£, 0’) > 0. Afin d’obtenir entierement (H1), on
prolonge la fonction g, sur tout Z’" de la maniere suivante : Considérons d’abord les deux
ouverts Z"” et Z" de frontiere de classe C? tels que :

1. 2" C Z'et Z'\ 2" C (0, S0) X V.
2. 7" soit un prolongement de Z” dans R3 & travers {0} x O’ tel que 7" =7"UZ et
7"NZ ={0} x 0.

Puis, on prolonge la fonction [, sur z" par le méme argument que celui adapté pour
montrer la Proposition 5.5 ou 5.6. Cet argument consiste a trouver une fonction de Morse
vérifiant les mémes propriétés que (5. 59) et qui est egale a b, (& une constante positive et
additive pres) sur un voisinage V' de dZ". Si on note B cette fonction de Morse, d’apres
[14], on sait qu'’il existe un dlffeomorphlsme Fsur 2" qui laisse invariant V' et transporte
les points critiques de B a lintérieur de Z” \ Z"”. En composant ﬁ avec ce difféomorphisme,
on déduit la fonction poids 3 souhaitée qui vérifie les propriétés (H1) — (H4).

Remarque 5.16 Compte tenu de la fagon dont on a construit la fonction poids [ dans
la prewve de Lemme 5.15, il est clair qu’on peut toujours fizer un € > 0 assez petit pour
lequel 1l existe une constante cy > 0 telle que :

0p
9p
9,

(s,2") < —cy4 sur (g,S0 —€) x I lorqu’il est question du cas 1.

(s,2") < —cy4 sur (g,50 —¢€) x I'y concernant le cas 2.
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(0,So)x0 (0,S,)xV

LosgxQ

oo

FIGURE 5.4 — Forme géométrique du domaine Z”.

2.3 Preuve du résultat principal

Le lemme ¢i-apres nous montre une inégalité de Carleman pour le probleme (5.57) posé
dans le domaine Z’' = (0, .Sy) x €, valable pour les deux cas 1 et 2. L’argument dont on se
servira pour prouver ce lemme est basé sur quelques résultats établis dans [9].

Afin de simplifier les notations, on pose

Y1 = ||Bllw2ee(z et 7o = max( sup |VB(s,2)|*, sup [VB(s,2')]).
(s,2")eZ’ (s,2")eZ’

Lemme 5.17 Il existe trois constantes C(cy, o, 3,71, 72,2, O) > 0, M\
= MN(c1,7,72,2,0") > 1 et 7 = 71i(cr,e3,71,72, Y, 0") > 1 telles que, pour tout T > 11 et
tout X\ > Ay, linégalité suivante

M [[ et Ip|? da’ds + T2 [[e*ep IVp|* dx'ds
Zi Zi

+7 / (¥ ) (0, 2") |0sp(0, :U’)|2 dz' 4+ 7 /(62“"30)(50, ") |9sp(S, 90')|2 dz’

N\’ o
5.60
+73N3 /(62T‘pg03)(50, ') |p(So, )| da’ < C /62w |Ap|® dx'ds (5.60)
Q/ !
+7A /(62T‘p90)(5'0) |Varp(So)| da’ + 7 /(62“"90)(0) |0sp(0)]? da’
Q/ O/

est vérifiée pour tout p dans D(A) dans le cas 1 et pour tout p € C?[0,So] @ D(A’) (o
So < S1, A=—-02—Ny et A =—Ny). Ici p = e et B est la fonction poids construite
dans le lemme 5.15.

Notons que p € C?[0,Sy] @ D(A’) est lespace des combinaisons linéaires finies de
fonctions de la forme f(s)g(2’) avec (f,g) € C?[0,Sy] x D(A’). Afin de simplifier nos
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expressions dans ce qui va suivre, nous utiliserons la notation C(cq, ¢z, ¢3,71, 72, ', Q') ou
simplement C' pour la constante générique qui dépend seulement de ¢y, co, 3,71, V2, 2 et

O’

Remarque 5.18 1. En prenant p dans C?[0,S0] @ D(A’) dans le cas 2, cela nous
permet de définir le second terme du membre droit de inégalité (5.60). Le choiz
de cet espace est complétement approprié avec notre situation, puisque [inégalité
spectrale (5.56) sera démontrée via l’estimation de Carleman (5.60) appliquée dans

C2[0, So] @ D(A) ;

2. Tenant compte de la Remarque 5.16, on peut rajouter dans [’estimation (5.60) une
So—¢

0
autre observation, qui est l'intégrale de bord T / /(627¢g0|a—p|2) (s,2") do(z)ds
U
e T

So—e¢
0
dans le cas 1, et 'intégrale TA / / (62”"90\8—19\2) (s,2")do(x")ds dans le cas 2,
&€ Fl TI
et cect pour € > 0 assez petit.

Preuve du Lemme 5.17 Pour 7 > 0 et A > 0, on introduit la fonction 1 = €"¥p, ou
o = e et (3 est la fonction poids donnée dans le Lemme 5.15. Par un calcul simple, cette
nouvelle fonction satisfait la relation suivante

M1¢ + M2¢ = fT7
ou

My =7°X20*|VB*) — A
My = =27 \pV .V — 27 \2p|V 3|20
fra = =€ f +TAQABY — TN | VB[*1).

Si nous notons < .,. >r2(z le produit scalaire dans L? (Z’) et ||.|[12(z) la norme associée,
alors

HMldj”iﬁ(Z’) + ||M2¢||iz(zf) + 2 < My, Motp >p2(7n= ||fm||iz(z,) .

Ensuite, on écrira < M), Myth >p2(zy comme > I;;, ou I;; est le produit scalaire
1<i,j<2

entre le i-itme terme dans l'expression de My et lje j-ieme terme dans l'expression de
M. En développant ces termes par des intégrations par parties et puis en faisant cer-
taines majorations, on atteindra, moyennant quelques techniques d’absorption connues
dans les estimations de Carleman, 'inégalité voulue (5.60). Mais avant d’entamer ces cal-
culs, rappelons les propriétés suivantes dont leur utilité se verra lorsqu’il est question de
simplifier certaines intégrales au bord

Remarque 5.19 Si on note v la normale unitaire sortante a 0Z', alors on a les propriétés
suivantes qu’on utilisera pour expliquer les calculs obtenus aprés intégration par parties :
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1,Sur(O,SD)xF,onawzoety:((),n) AlorsV¢_3¢ t% gﬁ

2. Sur {0} x ', on av=(-1,0,0)" et Vi) = (0s¢,0,0) (car w =0).

3. Sur {So} x ', on a aussi v = (1,0,0)" et V3 = 0.
Cas 1 : Dans ce qui suit, nous développons les termes I;;,1 < 7,5 < 2 en intégrant par
parties plusieurs fois sur le domaine Z’. Donc, nous aurons a considérer quatre intégrales
ou seules I et Iy9 demandent un traitement particulier. En fait, cela est du a la présence
de At ainsi qu’a la régularité de la solution p du probleme (5.57) qui est insuffisante
pour justifier certaines intégrations par parties. Cependant, pour les autres intégrales, ce

probléme n’est pas posé puisque notre domaine est a frontiere Lipschitzienne (voir [23]).
e Pour le terme I17, on a :

In = =208 [ GIVBRY(VE Vii)dr'ds
= —73)\3 f(p VB2 (Vy2.VB3) dz'ds.

Aprés intégration par parties, I;; devient :

I;; = 373)\* / O |V B[*Pda’ds — T3N3 / O*|VB12 (v.VB)ido (s,2') + X1

z 0z
ou
X1 =7N [ PVIVBP. VB dads
+73\3 fgpﬂVﬁ]Qdiv (V) y2da'ds
7

e On a [1o = =273\ [ Q?|V |12 da’ds et
Z/

Lu+ Ty =7X [ @P|VB[YW2deds — 720 [ @IV (v.VB) ¢?do (s, 2')
7 0z (5.61)

Compte tenu de (H1) et de (H4), il existe une constante C' = C/(cy, || B]|w2ee(z)) > 0 telle
que pour tout A > C'
L+ Ty >t fg03¢2dx’ds I3 f( 3 (9sB)% ¥?) (Sy, ') da’
> C( 3)\4 f OP2da’ds +T3)\3 f( 3902 (So, 2') da’).

Q/

(5.62)

puisque le terme Xy est absorbé par 72X [, p*?dx’ds, et ¢ = 0 sur (0, Sp) x 0 et sur

{0} x Q.

e Concernant le traitement du terme Iy, = —27X [ @Ay (VS.Vi)) da'ds, on s'inspirera de
Z/

la méme idée suivie dans [17]. D’otu le lemme suivant :
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Lemme 5.20 Pour ) € H(Z') tel que 3/2 <1<2, on a
—ZTAfgpAw VB.VY)dr'ds = 27)\* fgp\Vw VB|2dx'ds
_7)‘2f90wﬂ| Vo [*da’ds
o) [ o (V) (VB.V) do

oz’

A [ o (V) [VePdo (5.63)
oz’

12N Y [ p(050)0;(0:)0dads
1<4,5<3 7/

—7\ [ oAB|VY|2da'ds.
Z/

Preuve du Lemme 5.20 Grace a la densité de H?(Z') dans H'(Z') (voir [23]), on prend
premierement 1) dans H*(Z'). En intégrant par parties, on trouve :

_9rA [ pAY (VAVY) dr'ds = 20X [ | V.V B2da’ds
Z 7
+1A Y [ 0B (05) da’ds

+27i§i,§3z/f o(90)5,(0,8) b’ ds (5.64)
1<e,5<3 7/

—orA [ o (0 V) (VA.V) do
YA

Une seconde intégration par parties dans la seconde intégrale du membre droit de (5.64)
nous donne

—27Afg0A¢ VB.NVY)dx'ds = 27)\2 f<,0|V1/) V3|2da'ds
—7‘)\2fg0|V5| \Vp|?dz'ds

—27\ f (v.VY) (VB.VY) do

1 [ o (wVB) [Vyltdo (5.65)

o0z’

+21A Y0 [ p(0;4)0;(0;8) 0 d’ ds

1<4,5<3 72/

=7\ [ pABIVY|*da! ds.
Z/

Sous réserve que l'intégrale du membre de gauche de 'égalité précédente soit considérée
comme un crochet de dualité, I'identité (5.65) reste valable pour ¢ dans H'(Z') puisque
tous les termes du membre de droite sont bien définis et dépendent contintiment de ¢ dans
cet espace. En effet, le terme du membre de gauche de (5.65)

Ay € H2(Z')

et
©VB.NY € H™Y(Z") c H*¥Y(Z') = HI Y(Z)),

puisque [ — 1 > 2 — [ et 2 — [ < 1/2. Concernant les intégrales sur Z’ du membre droit
de (5.65), elles dépendent aussi continiiment de p € H'(Z’). Pour celles qui sont au
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bord, grace au Theorem 1.5.1.2 dans [[23] section 1.5], on peut vérifier qu’elles dépendent
contintiment de v € H'(Z'), puisque

Vi € H=32(02')3 ¢ LX(02")? et v.Ny € H'™*2(02') c L*(0Z");

ce qui termine la preuve du Lemme 5.20.
Grace a la proposition 3.4, ¢ € HY(Z) ou % < 1 < 2, et donc le Lemme 5.20 peut étre
appliqué a 1. Par ailleurs, les intégrales au bord (5.63) deviennent

=27\ [ @ (w.VY)(VB.VY)do (s,2') + 7 [ o (w.VB)|VY|Pdo (s,2") =

oz’ YA

—7A f ¢ (So, x) dsf3 (So, ') (8t (S, ))? da’

—r/\ff 8:? o (o) ds

+7A f 90 0, ! asﬁ (0,2') (05t (0, 2'))* da’ (5.66)
—i—T)\ [ ¢ (0,2") 953 (0,2") (s (0,2))* da’
Q\O/

+T)\ f 'Z (507 I'/) aSﬁ (507 J}'/) |Vr’¢ (SO? x,) |2dl’/
Q/
=T +T+T5+T,+1T5.

Dans (5.66), on a tenu compte de la Remarque 5.19 et du fait que :

1. Le gradient tangentiel o de 1 s’annule sur (0,5p) x I' et sur {0} x €.

o
2. |V(So, )] = (g—f(So,x/)V + [Varp(So, ') |? sur {Sp} x .

A partir des propriétés (H2), (H3) et (H4), on déduit respectivement que les intégrales
au bord Ty, T, and T} sont positives, et de plus

_7')‘({(90385 (051)%) (So, ') da’ > 57 f( (0s0)?) (S, ') dz’
A [ (998 (9s1)%) (0,2") da’ > ey f (9s¥)?) (0,27) da’

o\’ o\

En additionnant ces deux dernieres inégalités, on trouve que

—7A f f (91P do (z')ds — T)\g{(gpﬁsﬂ (8s¥)?) (S, ') da’
+mmf0 Iy asw ) 0.2)de 2 ClrA [ 050)) (5, (5.67
£ [ (o050 0.2) ),

ou C' est une constante positive telle que C' = C(cz, c3,, 0).

Notons que les deux termes du membre de droite de l'inégalité (5.67) peuvent étre re-
trouvés dans I'inégalité (5.60).

Concernant les termes T3 et T, le premier est négatif et le second est de signe indéterminé.
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Grace a la propriété (H1) et au méme argument que précédemment, ces intégrales sont
récupérées dans le membre droit de I'inégalité de Carleman (5.60).

Pour ce qui est des quatre intégrales sur Z’ contenues dans le membre de droite de I’égalité
(5.63), la premiere est de signe positif et la seconde sera additionnée avec un terme de la
méme forme qu’on retrouvera dans I5,. Concernant les deux derniéres intégrales sur Z" qui
restent dans (5.63), on utilisera la propriété (H1) afin de les absorber par le terme positif

A2 / ©| V|’ da’ds.
Z/
Ce terme apparaitra dans les calculs qu’on effectuera par la suite.
e L’intégrale Ioy = —27\* [ ¢ (A¢) |V B|*1pdxds, sera traitée de la méme maniere que Io;.
Z/

Apres intégration par parties, on trouve :

Ly =270 [ | VBV [Pda'ds — 270 [ ¢ (v.VY) |[VB*¢do (s,2") + Xoo,
Z 07’

ou

Xoy = 2102 [ V.V (o(|VBI2))wda'ds.
Z/

En vertu de I'inégalité de Young et du fait que ¢ > 1 dans Z’, I'intégrale de bord dans I,
devient

—2TA28£/ © (v.VY)|VB|*do (s,2') = —27A\? f((p(asﬁ) »Os) (Sp, 2') dx
S 7'2>\3 f( (85 ) ) (So, I/> dl‘l (568)
+)\f 355)2(3s¢) ) (So, 2") da’

Dans (5.68), on a tenu compte du fait que ) = 0 sur {0} x ' et sur (0, Sp) x 2. En prenant
7 suffisamment grand, les deux intégrales au bord du membre de droite de I'inégalité (5.68)
peuvent étre absorbées respectivement par l'intégrale de bord de (5.62) et par 77 de (5.66).
Concernant la premiere intégrale sur Z’' de I3, en I'additionnant avec le second terme du
membre de droite (5.63), la somme devient

m?/@vmﬂwﬁdyds.
e
Grace a la propriété (H1), on a
27')\2/g0]V6|2\V1D]2dw’d5 > CT)\Q/QD V| da'ds. (5.69)
z P
ou C est une constante telle que C' = C(cq, Y, Sp) > 0.

Par ailleurs, pour le terme X9 on a

X — 2703 / (V.VB)|V B pibda’ds + 272 / (V. V|V B ousda ds (5.70)

z' A
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En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut montrer aisément que les deux termes
du membre droit de (5.70) peuvent étre absorbés par les termes positifs

73)\4/ O p?da’ds et TA2/¢|V¢|2 dx'ds,

Zl

en choisissant bien stur 7 > 1 et A > 1 suffisamment grands.

Finalement, on regroupe toutes les inégalités obtenues puis on revient a la fonction p en
utilisant encore une fois 'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que les techniques de domi-
nance qu’on s’est servi tout le long de notre raisonnement. Nous arrivons donc a I'inégalité
de Carleman (5.60).

Cas 2 : Pour ce qui est du cas ou € est un domaine avec une fissure rectiligne débouchant
sur la frontiere de €', on choisit un systéme de coordonnées (z1,xs) d’origine la pointe S
de la fissure A et tel que 'axe positif Sz contienne la fissure A (voir Figure 5.2).

Soit QL = Q\B(S,¢), ou B(S,¢) est la boule ouverte de rayon € > 0 et de centre S.
Remarquons que si nous divisons €2, en deux sous-domaines 2., et Q._ ot

QL = N{xy >0} et QL =Q. N {zy <0},

alors nous pouvons reprendre les mémes calculs comme dans le cas 1 sauf que les intégrations
par parties se feront sur les sous-domaines Z., = (0,Sy) x Q. et Z._ = (0,Sp) x Q._ de
Z', pour € assez petit.

En utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on peut justifier le passage
a la limite, lorsque ¢ tend vers zéro, dans les intégrales volumiques sur Z. et dans certaines
intégrales au bord 0Z’ obtenues dans le cas 1 apres intégration par parties. Concernant
le traitement des autres intégrales au bord, on adopte le méme argument de densité de la
Proposition 6.1 de [22]. Cet argument consiste dans un premier temps a utiliser la forme
particuliere de p, & savoir que p € C?[0, Sy] @ D(A’). Cela signifie que p est une combi-
naison finie de fonctions p;(s,z’) = p;1(s)p;j2(z’) ot p;1 € C?[0,Sy] et pjo € D(A"). Dans
un deuxieéme temps, on approche chaque fonction p;o par des fonctions plus régulicres
appartenant a l'espace W = D(A")N Vect{C(V); g5}, on

gs(r,0) = \/Fsin(g).

(ici (r, 0) sont les coordonnées polaires par rapport a la géométrie considérée dans la figure
5.3). Ceci nous permet aussi d’approcher p par des fonctions plus réguliéres qu’on continue
a dénoter par p. Donc, dans cet sous-espace :

p=0(1),|Vp| = m%), (5.71)

dans un voisinage de la pointe de la fissure A puisque la partie singuliere gg vérifie :
1

9s = O(Vr),|Vys| = O(W)' (5.72)
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En procédant de cette maniére, on peut calculer toutes les intégrales de 1'inégalité (5.60)
pour p dans ce sous-espace W de C?[0, So] @ D(A’) (voir [22]). Finalement, par densité on
déduira I'inégalité souhaitée (5.60) pour tout p dans C?[0, So] @ D(A’).

Dénotons I, pour 1 < i4,j < 3 lintégrale I;; sur le domaine Z. = (0, Sp) x €. Nous
dénotons aussi C. I'ensemble (0,.Sy) x 0B(O,¢) et v. la normale unitaire sortante a 0Z..
On a alors :

e Pour les intégrales I, et I7,, elles deviennent
I5 +I5, =713\ f 3|V B|[*p2dr’ ds + T3N3 f ©*V|V B2V By*da'ds
+7’3)\3f IV 3Adiv (V) 31/)2dx’ds N[ P3| VEPE (ve.VB)y*do

o7

(5.73)

Grace au théoreme de convergence dominée de Lebesgue, les trois premieres intégrales de
I, + I, tendent vers les mémes termes que ceux de Iy + 19, puisque v € H'(Z') et
@, 3 € W2>=(Z"). Cette fagon de justifier le passage & la limite sur ¢ sera la méme pour le
traitement des autres intégrales sur Z!. Concernant l'intégrale de bord de (5.73), on aura
=N [ QP IVBPA (v VB do(s,2') ==X [ 3|V (1..VB) Y*do
07! - {So}x QL (5.74)
—73N [ P3| VB|? (v..VB) Y do
Ce

Notons que, dans (5.74), nous avons tenu compte du fait que ¢ s’annule sur (0, Sp) x 9.
En faisant tendre € vers zéro, on trouve exactement 'inégalité (5.62), puisque du théoreme
de convergence dominée de Lebesgue et de (5.71)

lii%/gog|V6|2 (v..VB)Y*do (s,2') = 0.

e Pout traiter I'intégrale I, = —27X [ pAy (VS.Ve) da'ds, on suit le méme raisonnement
Z/

que dans le cas 1. On obtient apres deux intégrations par parties sur Z.,

5, = 27)\2/90|V¢.V5|2dx'd5—TA2/¢|V5|2|V¢|2dx’dg

z! z!
- QTA/QO(VE.VW (VB.VY)do (3,x’)+7)\/30(1/8.v5) |V 2do (s, 2)
7! YA
+o2TA > / (8j10)0;(0;8)dpda’ds — TA / ©AB|VY|2da’ ds.
1<z]<3Z, 7

Toutes les intégrales sur Z. tendent vers celles de (5.63) quand € — 0. Pour les intégrales
au bord, elles s’expriment comme suit

m [ =25V + (GOINIRNr = A [ (Vs = (5P
oYAA 7.
— 27\ / w%(vTﬂ-VTw)da, (5.75)

o7Z!
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ou Vi et V3 désignent les gradients tangentiels de v et de [ respectivement. Notons
par I. la membre de droite de (5.75). Donc, nous pouvons considérer I, comme une forme
quadratique en 1, et nous pouvons écrire :

- / (6, 0)do
0Z!

T(w,0) = g | G (ol = (GoP) ~ 2558070

[rwwds = [t [ rw.d

oz! {0}xQL {So}xQL
v [ T
(0,50) x 9L
En détaillant ces intégrales surfaciques, on trouve :
-1
*Sur {0} x QL,onay=0,v=1_ 0 | et g—ﬁ(o,x’) = —g—ﬁ(o,x’). Ceci donne
0 v s
aB o,
T 0do(s,w) =7 [ (o5 (50)(0,)da
{0}xQL QO s 0s
0
+7 )\f ﬁ ;D) )(0, 2")dz".

La propriété (H3) implique que la premiere intégrale est positive. La seconde intégrale est
de signe quelconque que l'on retrouve dans le membre droit de I'inégalité (5.60).
* De la propriété (H4), on déduit que sur {Sp} x QL 'intégrale de bord (5.75) devient

a8 0
[ T 4)do = —mf goaf aw )2)(So, ') dz’

{So} >t
+7A f(@a—IVT@Z)P)(SOax’)dx’-
QL S

Le premier terme est positif, le second sera placé dans le membre de droite de (5.60) puis
sera majoré comme suit :

T/\|/ \VT¢| )(So, 2')dz’| < CT}‘/(90|VTw|2)(SO>xI)dx/> (5.76)
Q/

on C = (f(c3,7,Y) est une constante positive. Remarquons que, comme
p € C?[0,S] R D(A"), p(s,.) € D(A") ¢ HY() alors l'intégrale du membre de droite
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de (5.76) est finie.
9p

* Sur (0,.Sp) x 0QL ¢ =0, et F 0 sur A. Il s’ensuit que
T+

[ T@)do(s,a) = 8?) (5, 2/)dor(2')ds

(0,50) x 0L

So

—rA [ f

0Ty

+ [T
C.

De la propriété (H2) du lemme 5.15, on peut affirmer que la premiere intégrale est positive.

Dans le lemme suivant, on montre que, si on suppose que la fonction p est suffisamment

réguliere tel que c’est expliqué au début du Cas 2, la limite de la deuxieme intégrale est
aussi positive.

Lemme 5.21 Sip € C?[0, So] Q(D(A") N Vect{C1(Y); gs}), alors

dasa:)

lim [ T(x,v)do(s,z")

e—0
Ce
est positive.
Preuve du Lemme 5.21 Sans perte de généralité, nous montrerons le lemme pour un
p € C?[0,S0] Q(D(A) N Vect{C('); gs}) s’écrivant comme py - pa, ott py € C?[0, S] et
p2 € D(A")NVect{C*(V); gs}.

Introduisons la notation suivante :

)= [ o[ GVroR - (G0 - 250Vr8Vr0)| dola)

B B
OB(S,e)
Alors,
So
[T ooty = o [ 0. 0)ds
Ce 0

Comme py € Vect{C*(Q'); gs}, alors il existe une fonction gr € C*(€) et une constante
c € R telles que

P2 = gr + Cgs.
En introduisant p; dans la derniere expression, on réécrit p comme suit :
D = PR+ Ds;

ou pr(s, ') = p1(s)gr(z’) et ps(s,r,0) = cp1(s)gs(r,0). Avec ces nouvelles notations, on
aura

SO SO
/ T(, ¥)do(s,a') = / T (W, o) ds + 2 / T (b, ) ds
C. 0 0
So

+ / Ts(w& 7ﬁS)dS

0
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ol Yp = e Mpp et g = e*pg. En utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue
pour les deux premieres integrales, on montre que :

So
li_r)r(l]/T(w,w)da(s,x’) - g%/Tg(ws,ws)ds. (5.77)
Ce 0

Dans (5.77), nous avons tenu compte de la propriété (5.72) et du fait que gg et p; soient
suffisamment régulieres afin que ’on puisse justifier les limites suivantes :

So

So
lim/Tg(wR,wR)ds = limZ/TE(wR,¢S)ds =0.
e—0 e—0

0

0

Par ailleurs, grace a (5.72), on peut aisément vérifier que :

T.(vs,1bs) = / e T (ps, ps)do(z') + O(e).

OB(S,e)

Par un calcul simple, on obtient que :

(Veps)(sm 02 = <§—ﬁ>2<s,r, 0) + <§ﬁj>2<s,r, 0)

= (02;1\(/5;) cos 8)% + (cp! (s)/rsin )? (5.78)

=) 02 4 o),

2/r

0 1

ou pp = | —sin@ |, p, = [ 0 ]. De plus, on a aussi :

cos 6 0

0
%(s,r, ) = —%(s,r, 0) = —c];IL\/S;) sin 2 (5.79)

0

ouv=|[—cosf | et
—sin 6

_ 98 9ps | 96 Ops
Oty Oty Opin Opiy

_0Bdps | 9B Ips
Os Os  Oup Oy,

D’apres le lemme 5.15, dans le systeme de coordonnées défini dans la figure 5.3, on a :

6('9’ L1, 1’2) = Bl(S)BZ(l'la 1‘2),

VrB.Vrps
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ou By(x1,22) = axy + b, a et b sont deux constantes réelles avec a < 0. Grace a ces
propriétés, on déduit que :

( P(s,r,0) = Bi(s)(arcosd + ),
(s,r,0) =—Pi(s)acos,

%(87 r,0) = —pi(s)asind,

[ F2(s,7,0) = cpl(s)y/Tsing,

et par conséquent

(VrB.Nrps)(s,r,0) = —61(s)ac2pﬁ sin @ cos g + O(VT). (5.80)

En combinant entre (5.78), (5.79) et (5.80), on déduit que

2

pi(s)
T (s, ) = — / Popr(s) a2 1 0(e)
0
Ce qui montre que lim._ o [ T(¢,¢)do(s,a’) > 0, puisque a < 0 et la fonction p; est

Ce
continue.

Ceci termine la preuve du lemme 5.21.

e Il nous reste a voir la derniere intégrale I, = —27)\? [ pAy|VS|*¢pda’ds. On utilise les
2!
techniques de dominance comme dans le cas 1. En intégrant par parties, on obtient

5, = 27)\2/90|V5]2\Vw|2dx’d5+27>\2/V¢.V(¢(\Vﬁ|2))wdaf’ds

Z; Z:

20 [ (0.0 [V3Pwde (5.2
YA
— Dt D5+ D

On applique encore une fois le théoreme de convergence dominée de Lebesgue et on déduit
que :

lim D} + Dj = 27A2/¢|Vﬁ|2|vw|2dx’ds+27>\2/V@Z)V(gp(WﬁF)Wdﬂ;’dS
Zl Z/

Pour l'intégrale de bord Dj, on utilise le fait que ¢ = 0 sur {0} x Q. et sur (0,S5p) x Q..
Alors :

Dy = 203 [ (p(@s8)0k0) S0 (o) 20 [ (5L V6o
Q! Ce
= D§1+D§2
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Comme conséquence du théoreme de convergence dominée de Lebesgue et de la propriété
(5.71), on a lim._,o D5, = 0. Concernant le terme Dj5;, comme

D5, < 2rA? / (p(BB)200s1) (S0, ") dor (')
J

alors D5, peut étre absorbé comme dans le cas 1.

Finalement, on aboutit & l'estimation de Carleman (5.60) pour p appartenant au sous-
espace dense dans C?[0, S| @ D(A’). Par densité, on peut passer a p € C?[0, Sy] Q D(A’)
pour obtenir 'estimation souhaitée. En effet, a cause de 'approximation faite dans D(A’),
le passage a la limite dans les deux premieres intégrales du membre gauche de I'inégalité
(5.60) est possible. L’écriture en forme tensorielle rend aussi possible le passage a la limite
dans les trois intégrales restantes du membre gauche ainsi que les deux dernieres intégrales
du membre droit de cette inégalité. Finalement, la convergence dans D(A’) et 1’écriture en
forme tensorielle permettent de passer a la limite dans le premier terme du membre droit
de I'inégalité (5.60).

Preuve du Théoréme 5.14 Considérons la fonction de troncature o € C*°(R) a support
dans (=51, 51) et telle que p(s) = 1 sur [0, Sp]. Par construction, pour tout u > 0, la
fonction

N s sinh( ,ujs) (o
p(s,a’) = MZQLbJQ( ) W]—¢J( ) (5.81)

appartient a D(A) et est une solution de ’équation
Ap(s,2') =0, Vs € [0, Sy], Vo' €
(ol (p, @;) sont les éléments spectraux de I'opérateur A’ dans D(A’)). Par ailleurs, cette
fonction p appartient a C?[0, So] @ D(A’).
Par conséquent, en démarrant du fait que ¢ est constant sur {Sp} x Q' (d’apres la propriété

(H4)), on déduit de 'inégalité (5.60) que la fonction p définie dans (5.81) satisfait I'inégalité
suivante :

73e270(S0) / |p (So,xl)’2 dr < C[TeQTtp(So) / |Vx/p (So,x’)F dx’
o &

+T/62W(O’zl) |0sp (0, 2)|? da'],
O/
pour tout 7 > 7 et C' = C(A;) > 0.
Par ailleurs, on a

h S
/’p (So,l'/) |2d$1 _ /‘ Z bjm(b] (l‘l) ’2dl’/
Q/ Q  Hi<p \//T]
2
_ sh(VG50) (5.82
; H;N bj VHi )

>S3> Ibf?

Mg <pe
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et

/ewm 0sp (0,2) < exp (2T sup ¢ (0, 4/ )/If?sp 0, 2)" da’

e
O/

= exp(27 sup ¢ (0,2 /| Z bo; (') |2da’

Q/
o€ o py<ph

Et pour obtenir I'inégalité spectrale (5.56), il suffit de voir que

1
2 3 27'9050 /‘p SO, )’ da’ >C7_€2T<,050 /‘V D SO, )‘ d$

pour 7 > C"\/p, ou C' = v2C. En effet, on a :

e [ [Varp (S 2 ) [Pda’ = reretsn) [y VIR G g () 240

Q pi<p 4
- sinh(y/f:50) inh S
= et [5G 5 TG 0y
Hi<p Hi<p

En utilisant le fait que les fonctions (Vuéi),cy. satisfont la

[ Vi Vpgide' = p;d;;, on obtient alors
Q/

7_627'@(50) / |vm’p (S(], l’/) |2d1,/ — ’7'627—90(50) Z (bj sinh (\/,u_jSo))2 .
Q/

Hj<p

Comme chaque p; < p, alors

Te?Te(50) / |Vx'P (Soa$/) |2da:l < ,U7'€2TQO(SO) / (p (50737/))2 da.

Q/

84

(5.83)

(5.84)

relation

En prenant 72 > C’p, on parviendra a I'inégalité désirée (5.84). Finalement, la combinaison

entre (5.82), (5.83) et (5.84) donnera 'inégalité spectrale (5.56).



Chapitre 6

Inégalité spectrale et controlabilité a
zéro dans un domaine singulier

Dans I'une des parties de ce travail, nous nous sommes fixés un objectif qui est d’établir
un résultat de controle pour le probléme parabolique (5.55) en passant par la méthode
de Lebeau-Robbiano simplifiée. Nous avons montré dans la section 2.1 du chapitre 5
(Théoreme 5.14) une inégalité spectrale pour les combinaisons linéaires finies de fonctions
propres du laplacien. Dans la section suivante, nous indiquerons comment cette inégalité
spectrale est utilisée par G. Lebeau et L. Robbiano afin d’établir la controlabilité a zéro
des équations paraboliques. Il est utile de savoir que la méthode dont il est question re-
pose essentiellement sur deux points : I'un sur les estimations de Carleman et I'autre sur
la particularité de la construction du controle permettant d’amener le systeme a 1’état
d’équilibre. La clé centrale de cette méthode se trouve dans les propriétés spectrales du
laplacien.

1 Sur la méthode de Lebeau-Robbiano simplifiée pour
le controle de I’équation de la chaleur

Dans cette section, on abordera les grandes lignes de la version simplifiée de la méthode
de Lebeau-Robbiano. On mettra au clair les démarches suivies dans cette méthode afin de
ressortir la controlabilité a zéro de ’équation de la chaleur ainsi que le cotut de ce controle.
On considere donc un ouvert borné €2 de R™ et un sous-domaine non vide w CC 2. On
s’'intéresse au résultat de controlabilité a zéro du probleme parabolique suivant :

Ou—Au =f dans Qr = (0,T) x Q
u(t,z) =0 sur (0,7) x 02 (6.1)
u(0,z) =wup(x) dans

ug est la donnée intiale appartenant a L?(Q) et f, supposée dans L*((0,T) x ), représente
le controle. Dans la pratique, f est généralement choisie a support localisé dans (0,7") X w
puisqu’il arrive qu’on ne chauffe ou refroidisse notre corps que sur une petite partie.

Rappelons que le systeme (6.1) admet wune solution unique  dans

85



CHAPITRE 6. INEGALITE SPECTRALE 36

L*(0,T; H () N C°((0,T); L*(€2)), qui s’écrit sous la forme
t
u(t) = S(t)uo + /S(t —s)f(s)ds, (6.2)
0
ot S(.) est un Cy semi-groupe dans L*(Q) de générateur infinitésimal A = —A de domaine
D(A) = {v € H}(Q)|Av € L*(Q)}. La décomposition spectrale de S(.) dans L*(Q) est
donnée par
St = Ze”"ct < U, P >12() Pk, POUT U € L*(92),

keN
ol ((Pr)ken, (Ak)ken) sont les éléments spectraux de 'opérateur A et (¢ )ken constitue une
base orthonormée de L*(Q2). La méthode de Lebeau-Robbiano est fondée sur le résultat
sulvant :

Théoreme 6.1 Supposons qu’il existe une constante C' > 0 telle que pout tout X > 1 et

pour toute fonction g € L*(Q) vérifiant g = > bpoy, on a :
A <A

lgllz2() < Ce Mgl 2w (6.3)

alors il existe, pour tout ug € L*(Q2), un contréle f € L*((0,T) x Q) tel que la solution u
de (6.1) au temps T soit orthogonale d tous les ¢y, pour Ay < X (i.e, I(by) € 02 : u(T,.) =

> bpdr). De plus, il existe deux constantes C',C" > 0 telles que
Ap>A

C'VA

VT

e
£l 220 xw) < C

[[uoll L2(q) (6.4)

et
[[u(t, ‘)HLZ(Q) < CU@C”ﬁHUOHL?(m (6.5)

Avant de passer a la preuve de ce théoreme, faisons quelques remarques sur le résultat
précédent :

Remarque 6.2 1. L’inégalité (6.3) est exactement l'inégalité spectrale abordée dans le
chapitre 5. Elle représente aussi une inégalité d’observabilité du type (4.28) pour le
probléme adjoint correspondant au probléeme (6.1), seulement l’espace des états serait
le sous-espace propre engendré par les valeurs propres plus petites que \.

2. Notons que le controle construit dans le théoreme 6.1 permet d’amener la solution u
du systéeme (6.1) issue de n’importe quelle donnée initiale de L*(Q2) a un état u(T)
appartenant a l’orthogonal de l’espace engendré par les fonctions propres ¢y, associées
aux valeurs propres plus petites que A.

3. Par ailleurs, si on prenait dans le systéme (6.1) une donnée initiale ug = >, bpoy
A >A
et un controle nul, alors l’énergie de la solution va diminuer avec le temps, puisque

S(t)uo = || Z bkeiw\kqﬁknm(g) S e*t)‘||u0HL2(Q). (66)
A >A
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4. Dans la méthode de Lebeau-Robbiano simplifiée, la propriété abordée dans la deuxieme
remarque sert a construire le controle de facon itérative. Plus précisément, construire
une suite de controles actifs et inactifs sur des intervalles de temps de plus en plus
petits et proches de T'. Sur chaque petit intervalle, on controle les premiéres modes
propres pendant un certain temps, et le cout du controle est de [’ordre de OV, Puus,
on laisse dissiper la chaleur des modes restants d’un facteur e"C* prés. Par itération
de cette démarche sur chaque intervalle de temps et pour \ croissant et dépendant
du nombre d’itérations, on aboutit a l’état nul au temps T.

Preuve du théoréme 6.1 :
Remarquons d’abord que 'orthogonalité de u(7,.) avec les ¢y, pour Ay < A, signifie que

<u(T,.), g >r2(0)= 0, pour tout g = Z b P,
A <A

ce qui est équivalent, d’apres l'expression (6.2), a prouver l'existence d’un controle
f e L*(0,T) x w) tel que

— < S(T)U(),g >L2(Q): < S(T - S)f(57 )79() >L2(Q) ds.

Ot~

Pour ce faire, on considere le sous-espace vectoriel
F= {XWS<T - )g € LQ((OaT) X w)> pour g = Z bk¢k}
A <A

de L*((0,T) x w), puis on introduit la fonction K définie de F' vers R par

Kuw = - / S(T o (x)g ),

ou w € K. Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et au fait que, pour tout s € (0,7)

1S(T)glli2) = Z‘ffﬂkai

A <A

S Z e_ZAk(T_S)bz7

A <A

on déduit que

[Kwl < () e I8 2 ugl| 20
A <A

En utilisant I'inégalité spectrale (6.3) puis en intégrant sur (0,7), on trouve

eC'VA
|[Kw| < C' Nix |S(T = )gll 20,1 xw) - |10 || 2 () -
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Le théoreme de Hahn-Banach nous permet de prolonger la forme linéaire K sur F' en une
forme linéaire continue K sur l'espace de Hilbert L?((0,7) X w) tel que

!
ec>v5

Kw= Kuw sur F et |[Kw| < C' o] 26 [|w0]] £2((0.1) %)

Puis en appliquant le théoreme de Riesz & la forme linéaire K sur L*((0,T) x w), on en
déduit l'existence d'un f € L*((0,T) x w) tel que

Kw= /oT/wS<T_ s)g(z) f(s,x)dzds,

avec
C'VA

JT o]l L2(0)-

On aboutit donc a l'inégalité (6.4). En ce qui concerne 'inégalité (6.5), elle se déduit a
partir de 'expression (6.2), puisque

e

Il 20,1y %) < C

t
u(t, )2 < ||uo||L2(sz)+/0 1£(s, M 22w
< C"e" Y ug| 2 ds,

ou C" est une constante strictement positive. Ce qui termine la preuve du théoreme.

Revenons, a présent, a la construction du controle a la facon de Lebeau-Robbiano et
qui permet d’amener & 1’état 0 au temps 7" la solution du systeme (6.1) :

k=n
Soient donc o > 0 et A = Y 275 et considérons la suite T;, = Y 27k pour n > 1.
k>1 k=1
Remarquons que cette suite possede les propriétés suivantes :
1. lim 7T,=T,
n—+00
T
2. Tn+1 — Tn = Z2—(n+l)a’
. T+ 1, T
3. Sionpose T = """ alors T — T,y = Ty — 1" 27" pour n > 1.

n = Aglta
Sur [T, T,+1], deux controles sont construits le premier sur [T,,,7)] dit actif et le
deuxiéme sur [T/, T, 1] est dit inactif. En fait, on a :

1. Sur [T,,,T}], on a:
u(t,z) = St —To)u(T,, z) + /S(t — 8) fuls, z)ds,

ott f, € L*([T;,, T] x w).
2. Sur [T}, Ty4q], on a = u(t,z) = S(t — 1) )u(T)) (ici le controle est donc nul).



CHAPITRE 6. INEGALITE SPECTRALE 89

En utilisant le théoréme 6.1 pour A = 22" sur l'intervalle de temps [T},, 7], alors on déduit
de I'inégalité (6.5) que :

3C1 > 0, H’U,(TYIL, )HLZ(Q) S C’lecl2nHu(Tn, )||L2(Q) (67)
Par ailleurs, on a
u(Tn+17 ) = S(Tn-i-l - Té)u(Té, )
= Y e BTN (T, b > 1200y O

A >2271
En passant & la norme dans L?(f2), on obtient :

~Tr T2y (T2 ) |2
—(Cp2—nat2n HU/(T;N ) HLQ(Q)’

[u(Tsr, )2 @)

< e
- (6.8)

Par transitivité entre les

. : L . T
ou (U5 est une constante strictement positive égale a Agari’

inégalités (6.8) et (6.7), on trouve
n(2-a) (o 2n(a—1) _
la(Trtr, ey < Coe®™ OB (T, ) | 2.

En choisissant 0 < o < 1, on peut montrer qu’il existe une constante C'5 > 0 et un entier
N tels que
C2mem) — 0y < (s,

pour tout n > N. Ce qui nous fait aboutir a la relation de récurrence suivante entre
[u(Trgr, Mz et Ju(T, )2 -
_ n(2—a)
[a(Tirs lzzo) < Cre™ @ u(Tn, ) r2(0). (6.9)

Par itération de la relation (6.9), on trouve la relation suivante entre ||u(Ty,.)|lr2@) et
[[uoll 2@ .
_ _ n(2—a

(T, Mlzze) < CF e 2 lug |2y, (6.10)

ou Cy > 0 est une constante. Comme remarque, dans (6.10), on a tenu compte de la
majoration suivante :

— (n=1)(2—a) 4 9(n—2)(2—a) N(2-a) — (2—a)
6 03(2 n e +2 n «@ ++2 a) S e C42n «@

)

ou C4 = 032(06_2).
Par ailleurs, 'utilisation de l'inégalité (6.5) sur Uintervalle [T}, T,,+1] implique I'existence
d’une constante Cj telle que :

lu(t, Mz < G5 [u(Tn, )l 2@,

pour tout t € [T},,T,,+1]. En combinant cette inégalité et I'inégalité (6.10), on trouve que :

_ _ n(2—a) n
Jult, sy < CoOFNem O 40 2,
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pour tout t € [T}, T,+1]. Ce qui montre que u(t,.) — 0 dans L?(Q) quand ¢t — T, étant
donné que T'— t ~ 27",
Finalement, le controle sur (0,7") permettant d’amener le systeme (6.1) a I'état u(7") =0
est donné par

n>1
qui est, d’apres 'inégalité (6.5) du théoreme 6.1 et I'inégalité (6.10), dans L%((0,T) x Q).
De plus, il existe une constante Cg > 0 telle que :

| fllz2c0myx0) < Csllug || 2()-

Pour justifier cette derniere inégalité, on démarre de I'inégalité (6.4) pour déduire, pour n
assez grand, l’existence d'une constante Cg > 0 telle que :

L fall 2, ey < Ce%2 272 |u(T,) || 12y < C"e " Ju(Th) || 120,
ou C” est la constante donnée dans le théoreme 6.1. Ce qui prouve que

| fall 2 mrixay < C"e"  u(T)|| 2@y (6.12)

en prenant une constante C” > 0 et 'entier n suffisamment grands.
Par passage a la norme de L?((0,7) x Q) dans (6.11), et en combinant les inégalités (6.10)
et (6.12), on aboutit a I'inégalité voulue puisque :

I fllL20m)x0) < Z | full 2, 121 % ) -

n>1

2 Application a la controdlabilité a zéro dans un milieu
stratifié

2.1 Cas régulier

La question de la controlabilité a zéro d’équations paraboliques a coefficients de diffu-
sion réguliers a été déja résolue par le biais des estimations de Carleman (voir [14]). Dans
le cas de coefficients non réguliers, il existe quelques travaux donnant des résultats dans ce
sens. On peut citer le papier de A. Doubova, A. Osses et J.-P. Puel [12] ot les coefficients de
la partie principale de 'opérateur parabolique sont supposés de classe C! par morceaux, en
plus d'une condition géométrique sur la zone d’observabilité. En dimension un d’espace, le
méme résultat a été démontré dans [8] pour le cas de coefficients de classe C* par morceaux,
et dans [17], les coefficients de diffusion sont supposés a variations bornées. Contrairement
a [12], il n’y a pas de restriction sur la zone de controle. En dimension supérieure, sans
restriction de la localisation de la zone de controle (ou d’observation), la question relative
a I’établissement d'une inégalité de Caleman reste encore un probleme ouvert. Toutefois,
dans [7] les auteurs ont pu établir des résultats concernant cette dimension quelconque
seulement pour des équations paraboliques du méme type que (5.55). Le paragraphe qui
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va suivre contient quelques points essentiels de ces résultats. Il est a noter que dans ce
papier, I’hypothese centrale imposée se trouve dans le fait que les coefficients de diffusion
sont réguliers par rapport a (n — 1) variables d’espace, et par rapport a l’autre variable,
ils sont a variations bornées (milieu stratifié). Plus précisément, le systeme étudié est le
suivant :

Ou— V- (BV,u)
u (t, )
u (0, x)

xov  dans Qr = (0,7) x Q
0 sur (0,7) x 02 (6.13)
uo (z) dans 2

ot v € L? (Qr) est la fonction controle, Q = Q' x (0, H), avec H > 0. On suppose que €/
est un ouvert non vide régulier de R"~! de frontiere C?. On fait les mémes hypotheses que
dans la section 2 du chapitre 5, O est un sous-domaine ouvert de €2 tel que O = O’ x O,,,
ot O cC Vet O, C (0, H) sont des ouverts non vides et O’ C R"1.
Pour ce qui de la matrice B (z), elle est supposée étre une matrice diagonale par blocs telle
que :
/

Pour tout = = (2, x,) € Q, B (z) = < al(z”)oAl(x) GQ((;C”) > :
oua; € L>®(0,H), az € BV(0,H) avec 0 < amin < a(23) < amax €t A; est une matrice
symétrique dans C* (€', M,,_1(R)). Le coefficient a, est supposé de classe C* dans un ouvert
non vide de O,,.

Rappelons toujours que 'objectif central est de montrer, a l'aide de la méthode de
Lebeau-Robbiano, la contrélabilité a zéro du systeme (6.13). En vertu des rappels donnés
dans la section précédente, cela se fait par I'intermédiaire d’une inégalité spectrale du type
donné dans le théoreme 5.14. A cause de la singularité de la matrice de diffusion, utiliser
les inégalités de Carleman pour avoir cette inégalité reste un probleme non encore résolu.
En revanche dans [7], cette contrainte est contournée puisque l'inégalité spectrale établie
concerne les fonctions propres de I'opérateur elliptique auto-adjoint A’ = =V, - (A1 V).
Ce qui permettra de lever certaines contraintes, a savoir manipuler les estimations de Car-
leman avec un coefficient a variations bornées, qui est as. Pour résumer, a l'aide d’une
certaine décomposition spectrale de la solution de I’équation (6.13) et de I'estimation de
Carleman en dimension un, montrée dans [17], le résultat de controlabilité & zéro du systeme
(6.13) est déduit dans [7] par I'intermédiaire de la méthode de Lebeau-Robbiano.

Soit (¢k)ren+ la famille de fonctions propres de 'opérateur A’ associées aux valeurs
propres ug, k € N* de multiplicité finie et telles que

O<m <po < ... < <..

On peut toujours supposer que cette famille forme une base orthonormée de L?(Q). A
chaque valeur propre iy, on associe l'opérateur auto-adjoint Ay = —0,,(c2(x,)0:,) +
c1(xn) . de domaine Ay, = {u € H}(0, H) ; c2(2,)0,,u € H(0, H)}. Et notons ¢, p € N*
une base orthonormée de fonctions propres de Ay associées aux valeurs propres A ,, p € N*
de multiplicité finie et telles que

0 <A1 S A2 <o < Ay <
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En tenant compte de la densité de L*(Q') ® L*(0, H) dans L*(€' x (0, H)) et en séparant les
variables dans les coefficients de la matrice B, on peut montrer que les fonctions propres
de 'opérateur A = —V(B.V) sont les fonctions

Spk,p<x/a xn) = ¢k:(x/)wk,p(xn)a

pour (k,p) € N*2. De plus, la famille de ces fonctions forme une base orthonormée de
L*(Q).

Considérons, maintenant, les sous-espaces fermés de dimension infinie Hy ; k € N de L?(2),
qui sont définis comme suit :

Hy=<Upp; p e N*>={¢,® f; f € L*(0,H)}.

Et soit I'ensemble E; = @ Hy, pour j € N. On sait que
k<29

UFE; = © H.
JeN keN*
La suite du raisonnement consiste a controler les modes propres sur F; dans des intervalles
de temps de plus en plus proches de T'. Pour § € (0, %), on décompose l'intervalle du temps
(0,T) comme suit :

(0,7) [aj, aj41], aj41 — a; = 2T;

= U
JeEN

o0
avec ag = 0, T = Koz;‘s, a; =27 ou K est une constante telle que 2 T; =T.

7=0
D’apres [16], on est amené & construire une suite de controles v; de L*((a;, a; + Tj) x ),
J > jo pour un certain jo € N. Chaque controle v; est chargé de ramener a zéro au temps
a; + Tj la projection orthogonale sur F; de la solution du systeme

Ou— V- (BViu) = xov dans (a;,a; +Tj) x Q
u(t,z) =0 sur (a;,a; + 1) x 09
u(aj,z) =wu;j(z) dansQ
ouu; € (Ej,l)L. En d’autres termes, si on dénote I1g; 'opérateur de projection orthogonale
sur E; dans L*(Q), alors Ilg,u(a; + T;) = 0. Comme le semi-groupe associé & I'opérateur

V. - (BV;) commute avec I'opérateur de projection Ilg,, alors cette controlabilité est
équivalente a l'inégalité d’observabilité [13]

o Mim <3 [ letta)ded (6.14)
(aj,a;+T;)x0O
pour ¢ € (°([aj,a; + T}]; E;) solution du systéme adjoint

—0pp — V- (BVyp) =0 dans (a;,a; +1j) x Q
o(t,z) =0 sur (aj,a; +T;) x 09 (6.15)
o4+ Tyow) = o) dans©
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ou ¢y € E;. De la définition de E;, on peut écrire la solution du probleme (6.15) comme
une somme finie, i.e :

ot 2, zn) Z¢k )or(t, zn)
k<27
ol ¢y, est la solution du probleme parabolique unidimensionnel suivant :
—atgok + Akgﬁk =0 dans (CLj, a; + 7}) X (0, H)
or(t) =0 sur (a;,a; +T;) x {0, H}.
Grace a l'inégalité de Carleman prouvée dans [17] pour le probleme (6.16), on sait qu’il
existe une constante C' = C(H, O3, Gmin, Gmaz) > 0 telle que pout tout k& € N* et pour

sk = max(Typy*, Ty + T7)

(6.16)

1 a; +Tj
Hw@wﬁmmsf%% //wmmme
J
a; :

De plus, pour tout j > jg avec jo suffisamment large

a;+T;

||(,0((]J]7.)HL2(Q < CeC,ua / /Z ’(pk t XT3 ’ d.’l]gdt

k<27

Finalement, il reste a appliquer I'inégalité spectrale énoncée dans la théoreme 5.14 pour
obtenir (6.14). 1l suffira pour cela de remplacer by par |px(t, z3)|? dans (5.56) pour obtenir
I'inégalité souhaitée.

En conclusion, la controlabilité a zéro du systeme (6.13) se déduit de la méme fagon que
dans [16].

2.2 Cas singulier.

Dans ce sous-paragraphe, nous allons faire le passage entre ce qui a été rappelé comme
résultats dans les sections précédentes et ’application de ces résultats au probleme pa-
rabolique tridimensionnel posé dans la section 2. Nous rappelons que dans notre cas, la
matrice de diffusion est définie par :

10 0
Pour z = (¢/,23) € Q,B(x)=1 0 1 0 :
0 0 a(xs)

ou:a€ BV(0,H) et 0 < amin < a(x3) < amax, presque partout dans (0, H).

La singularité du domaine ' fait que I'inégalité spectrale a laquelle fait référence le rai-
sonnement suivi dans [7] ainsi que la méthode de Lebeau-Robbiano n’est pas évidente dans
notre cas. Il nous a fallu la rejustifier par le biais d’une inégalité de Carleman, ce travail a
été réalisé dans la section 2.1 du chapitre 5. Bien entendu, nous avons tenu compte du fait
qu’il fallait aussi construire une fonction poids satisfaisant les propriétés données dans le
lemme 5.15. Finalement, la controlabilité a zéro du systéme (5.55) se déduit de la méme
maniere que dans [7].



Chapitre 7

Généralisation aux domaines
polygonaux et a plusieurs fissures

Les résultats obtenus dans le chapitre 5, concernant le probleme parabolique (5.1) en
dimension deux et le probleme elliptique (5.57) en dimension trois, peuvent étre étendus
aux cas de domaine contenant plusieurs coins (o domaines polygonaux). Il est possible
aussi de passer au cas de plusieurs fissures rectilignes débouchant sur le bord et telles que
I'intersection deux a deux soit vide. En réalité, le plus important est de pouvoir prouver
les propositions 5.5 et 5.6 dans des domaines bidimensionnels pareils. Dans les sections
suivantes nous indiquerons justement comment construire des fonctions poids vérifiant les
propriétés similaires a celles énoncées dans ces propositions.

1 Cas d’un polygone

Soient € un polygone de frontiere I' et Sy, ..., S, (n € N*) les sommets de chaque coin.
Pour distinguer les coins rentrants et les coins sortants, on considere pour cela la partie
I = {iy,i9,...,0x} de {1,2,...,n}, o 0 < k < n, telle que chaque sommet S;, ou i € I,
correspond a un coin rentrant. Puis, pour un sommet 5;, ou ¢ € I, on choisit deux points
distincts M ;, My, de I tels que M ; se trouve entre S;_; et S;, et My ; entre S; et Siyq.

Dans ce cas, on aura I' =I's UI'y avec I's = UT'g,, I's, désigne la partie de I' comprise
i€l

entre M ; et My, (voir Figure 7.1).

Parallélement a ce qui a été fait dans la preuve des propositions 5.5 et 5.6, on verra dans
ce qui va suivre que les étapes franchies afin de construire ces fonctions poids sont presque
semblables. En effet, dans :

Etape 1 : Pour 1 < i < n, on considére un systeme de coordonnées locales (z10x2)
d’origine S; et tel que l'axe (Oz4) coincide avec la bissectrice de M; ;OMs ;. Par ailleurs,

on définit la fonction Sg, par :

Bs,(x1,9) = —21 + ¢;.
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N Skt

Si-1

F1GURE 7.1 — Domaine Polygonal

Il est clair que (g, vérifie

9Ps,

Bs, € C*(Q), Bs, > 0 dans Q, |Vfg,| > 0 dans Q et 5

< 0 dans T'g,\{S;}.

Etape 2 : Soit Q' un ouvert non vide inclus dans € & frontiere 92 de classe C%. On
suppose que 9 =Ty Uy et 'y = 'UIFE), ol I'y désigne la partie du bord 9’ comprise
1€

entre M ; et My, (voir Figure 7.1).

On a
0Bs,

ov

Etape 3 : En prenant sur chaque ') la méme paramétrisation que celle utilisée dans
I'étape 2 de la preuve de la proposition 5.5, on pourra alors introduire deux fonctions g
et by telles que

985, _

v
Puis on prolonge les fonctions g et h) & Q' par g et h respectivement de telle sorte que
g > 0et h <0 sur 9. La suite de la justification se fait de la méme facon que dans la
preuve de la proposition 5.5. On obtient ainsi la fonction S qui vérifie les propriétés sur €2
de la proposition 5.5. L’expression de 3 sera de la forme :

8= Bs, dans @
B dans Y

< 0 sur Ff).

gb = Bs, et hi) = ur T,

ot Qg, est le sous ensemble de © tel que s, = Iy UTg,, et ' est la fonction construite
dans I'étape 4 et I’étape 5 de la preuve de la proposition 5.5.
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2 Cas de plusieurs fissures

Pour le cas d’un domaine €2 contenant plusieurs fissures rectilignes débouchant sur le
bord, si on suppose que ces fissures sont disjointes deux a deux, alors on peut réitérer le
meéme raisonnement qui a nous permis de prouver la proposition 5.6. Puis, en contournant
la pointe de chaque fissure, nous pouvons construire, comme dans le cas d'un polygone
(voir section prévédente), une fonction poids vérifiant les propriétés de la proposition 5.6.



Perspectives

Une extension peut étre envisagée du résultat de controle obtenu dans le chapitre 5
concernant 1’équation parabolique bidimensionnelle (5.1) avec les conditions de Dirichlet
homogenes au bord, ainsi I’équation parabolique en dimension trois (5.55) avec toujours
les mémes conditions au bord. Cette extension peut étre faite au cas d’opérateurs réels
fortement elliptiques de second ordre et a partir duquelle on peut espérer avoir les mémes
résultats en remplacant respectivement dans (5.1) le Laplacien et dans (5.55) 'opérateur
A’ par un opérateur sous forme de divergence :

2

Z 82 (&Z’jaj)

1,j=1

avec a;; = aj; € CHH(Q), et il existe o > 0 tel que

2
Z a;j(x)6&; < —al€]?,

ij=1

pour tout ' € ' et & = (£,&) € R Ce qu'il faut vérifier c’est la possibilité de
redémontrer une inégalité de Carleman du type (5.13) pour le premier probleme, et une
inégalité de Carleman du type (5.60) pour le deuxiéme probleme. On peut aussi penser
a étendre les résultats obtenus dans le chapitre 5 a des problemes aux limites de méme
type considérés dans ce chapitre, mais seulement le domaine ot sont posés ces problemes
sont a frontiere encore plus singuliere. Cette singularité se caractérise par le présence d’un

Cuspide rentrante Cuspide sortante

FIGURE 7.2 — Domaine contenant un point cuspide.
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point cuspide rentrant ou sortant (voir figure 7.2). Nous adoptons pour cela la méme ap-
proche suivie dans ce mémoire, a savoir tenir compte du comportement de la solution des
problemes étudiés au voisinage du point cuspide. On peut s’inspirer des résultats obtenus
dans [15] ou [30] afin de bien cerner notre probleme.



Annexe

Rappelons dans ce paragraphe quelques définitions liées aux notions de controle de
systemes linéaires en dimension infinie. Considerons un espace de Hilbert H et un opérateur
A, en général linéaire non borné dans H, de domaine D(A) C H. On supposera que
(A, D(A)) est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe (S(t)):>o. Soient U un espace
de Hilbert et B € L(U, H).

Soit le systeme d’évolution suivant :

{ut = Au—+ Bv

w(0) = up, (7.1)

olt uy € H est une donnée initiale, u représente I'état du systeme et v € L*(0,T;U) est le
controle introduit dans le systeme.

Rappelons que pour v € L%*(0,T;U), le systeme (7.1) admet une unique solution u €
C([0,T]; H) donnée par :

t

u(t) = S(t)uo + /S(t — s)Bu(s)ds.

0
Définition 7.1 1. On dit que le systéme (7.1) est exactement controlable au temps
T > 0 si pour tout ug,u; € H, il existe v € L*(0,T;U) tel que :

U(T7 Uo, U) = Uy,

ou, de maniere équivalente, st un état arbitraire uy peut étre atteint au temps T, a
partir de n'importe quel état uy.
2. On dit que le systeme (7.1) est contrélable a zéro au temps T > 0 si tout état ug € H
peut étre transféré a 0 au temps T :
Yuo € H, 3v € L*(0,T;U) : u(T;up,v) = 0.

3. Soit b € H une trajectoire ou un état au temps T, et supposons qu’il existe c € H,
v e L*0,T;U) tels que :
u(T;e,v) =b.

On dit que le systéme (7.1) est contrélable aux trajectoires au temps T > 0 si pour
tout a,c € H, v € L*(0,T;U), il existe w € L*(0,T;U) tel que :

w(T;a,w) =b=u(T;c,v).
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Voici quelques comparaisons entre ces notions.
Proposition 7.2 1. La controélabilité auz trajectoires est équivalente a la controlabilité
a 2€ro.
2. La controlabilité exacte implique la controlabilité aux trajectoires mais la réciproque
est fausse.
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