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par : BELGHAZI ABDELHAKIM TARIK

Sujet
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Je n’oublie pas également à citer dans mes remerciements les plus sincères les membres
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Chapitre 1

Introduction

Le présent travail se place dans le cadre des problèmes de contrôlabilité des systèmes
d’évolution décrits en termes d’équations aux dérivées partielles de type parabolique. Pour
un intervalle de temps donné 0 < t < T , ces problèmes consistent, pour un état initial et
un état final connus, en la détermination d’un contrôle approprié agissant sur le second
membre du système (ou sur les conditions au bord dans d’autres cas) et qui est chargé
d’amener le système d’évolution de l’état initial donné à l’état final voulu au temps T .
Nous nous intéresserons, plus particulièrement, à la contrôlabilité à zéro de ces systèmes.
Autrement dit, est-il possible d’atteindre l’état zéro à partir de n’importe quelle donnée
initiale au temps T . Comme le système est linéaire, cela revient à montrer la contrôlabilité
aux trajectoires (voir l’annexe), puisque si nous savons amener le système à zéro à partir
d’un état initial quelconque au temps T , nous savons l’amener aussi à l’état final d’une
trajectoire libre du système sans second membre. A cause de l’effet régularisant de certains
systèmes paraboliques, cette contrôlabilité aux trajectoires n’est pas toujours possible.

En pratique, il est bien connu qu’établir un résultat de contrôlabilité à zéro n’est pas
toujours évident à réaliser. Cependant, il existe différents moyens pour y arriver, l’inégalité
d’observabilité en est un, elle se démontre généralement de nos jours par le biais des
inégalités de Carleman.
Les systèmes paraboliques linéaires sur lesquels portera notre intérêt et auxquels nous
montrerons la contrôlabilité à zéro sont :

Problème 1 L’équation de la chaleur considérée dans un domaine borné bidimensionnel
avec un contrôle interne.

Problème 2 Un problème parabolique tridimensionnel à coefficients de diffusion qui sont
à variation bornée dans une seule direction. Le contrôle aussi est interne.

Pour ce qui est du domaine où sont posés ces problèmes, nous supposerons que sa
frontière présente des singularités. Cette singularité se caractérise, en dimension deux, par
la présence soit d’un coin non convexe droit (ou plusieurs coins) soit d’une fissure recti-
ligne avec une seule pointe qui débouche sur le bord du domaine. En dimension trois, cette
frontière est polyhédrale ou présente une fissure plane qui se prolonge dans la direction
latérale du domaine. Ce qui veut dire que nous aurons affaire à un cylindre dont la section
tranversale forme un domaine singulier du même type qu’en dimension deux.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 4

Concernant les estimations de Carleman, il est utile de savoir qu’elles représentent ces
dernières années un outil très utilisé et occupent une place importante dans l’étude notam-
ment des problèmes de prolongement unique, de contrôle ou des problèmes inverses pour la
détermination des termes source ou de coefficients. Ce genre d’estimations fera l’objet de
notre analyse, nous les démontrerons pour deux types de problèmes, à savoir : l’équation
de la chaleur avec un contrôle interne dans la cas bidimensionnel et puis l’équation ellip-
tique ou l’équation de Poisson en dimension trois. Nous mettrons en évidence une certaine
fonction poids indispensable dans les estimations de Carleman et dont son existence est
montrée dans [14] dans le cas où le domaine est à frontière assez régulière, contrairement
à notre cas.
Par ailleurs, en théorie du contrôle, il y a différentes méthodes permettant de justifier
l’inégalité d’observabilité et de construire ce contrôle avec un meilleur coût possible. Parmi
ces méthodes, nous peuvons citer :

1. La méthode de A.Fursikov et O.Imanuvilov [14], qui consiste à établir cette inégalité
d’observabilité à partir d’une certaine inégalité de Carleman pour le problème adjoint
associé à l’équation parabolique considérée.

2. La méthode de Lebeau-Robbiano, qui est basée sur la décomposition spectrale de la
solution, et à partir d’une certaine inégalité spectrale portant sur les combinaisons
linéaires finies des fonctions propres de l’opérateur Laplace-Dirichlet, le contrôle est
construit sur des intervalles de temps de plus en plus proche du temps final et per-
mettant ainsi d’obtenir d’une certaine façon la contrôlabilité à zéro de l’équation de
la chaleur.

3. La méthode introduite par J.-L. Lions dite ” The Hilbert Uniqueness Method”
(HUM). Elle est fondée sur quelques arguments d’analyse fonctionnelle (Théorème
de représentation de Riesz) et de l’inégalité d’observabilité évoquée précédemment.

Dans ce présent travail, nous ferons appel aux deux premières méthodes afin d’atteindre
notre objectif. Pour une meilleure présentation de nos résultats, nous allons suivre le plan
suivant :

§ Le chapitre 1 comporte des rappels de quelques propriétés des espaces de Sobolev
considérés dans des domaines à frontière non régulière.

§ Les chapitres 2 et 3 sont consacrés aux aspects théoriques de l’étude des singularités
du problème parabolique et du problème elliptique. Nous avons apporté quelques
retouches sur la façon de décomposer la solution de problème de Dirichlet pour le
Laplacien sous forme d’une somme d’une partie régulière et d’une partie singulière
explicite. En introduisant cette décomposition lorsqu’il est question d’établir une
estimation de Carleman pour les problèmes considérés, nous pourrons surmonter la
difficulté d’avoir une solution peu régulière.

§ Dans le chapitre 4, nous rappellerons les grandes lignes de l’établissement des estima-
tions de Carleman pour un problème parabolique considéré dans un domaine assez
régulier. Nous verrons aussi le rôle que peuvent jouer ces estimations concernant les
problèmes de contrôlabilité à zéro.

§ Au chapitre 5, on justifie la validité des estimations de Carleman globales pour le
problème 1 dans des domaines singuliers tels qu’on les a énoncés plus haut. On
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abordera aussi la question de la fonction poids tout en indiquant la façon de la
construire dans ce genre de domaine à frontière qui n’est pas de classe C2.

§ Concernant le chapitre 6, nous le réservons pour la deuxième méthode permettant
de montrer la contrôlabilité à zéro du problème 2 à savoir la méthode de Lebeau-
Robbiano. Ce qui nous demandera de donner un aperçu sur les grandes lignes de cette
méthode. Le raisonnement que nous avons adopté tient compte des résultats obtenus
dans [7] pour des systèmes paraboliques considérés dans un milieu stratifié. Nous ver-
rons comment, en combinant tous ces résultats, nous atteignons cette contrôlabilité
à zéro.

§ Pour ce qui est du chapitre 7, nous généraliserons les résultats obtenus pour les deux
problèmes à des domaines avec plusieurs coins ou qui contiennent plusieurs fissures
à condition qu’elles ne se coupent pas.

Les résultats établis dans cette thèse ont fait l’objet de trois publications [4, 5, 6].



Chapitre 2

Généralités sur les espaces de
Sobolev dans des domaines singuliers

1 Définitions

Dans ce chapitre, nous rappelons brièvement quelques propriétés des espaces de Sobolev
dans des domaines non réguliers. Il est bien connu que dans de tels espaces les définitions
qui peuvent être données dépendent fortement de la frontière du domaine considéré loca-
lement comme le graphe d’une certaine fonction, qui peut être, par exemple, lipchitzienne,
continue, différentiable et ainsi de suite, ce qui caractérisera les propriétés de cette frontière.
C’est ce qui nous a motivé pour donner ces définitions. Nous omettons de donner la preuve
des résultats qu’on énoncera dans ce qui suit ; en revanche nous renvoyons à chaque fois à
une référence bibliographique contenant les démonstrations.

Définition 2.1 Soit Ω un ouvert de Rn. On dit que Ω est à frontière Γ Lipchtzienne si
pour tout x ∈ Γ, il existe un voisinage V de x dans Rn et un système de coordonnées
{y1, ..., yn} tels que

1. V = {(y1, ..., yn)/ − ai < yi < ai, 1 ≤ i ≤ n} est un hypercube dans ce système de
coordonnées, avec ai > 0, 1 ≤ i ≤ n ;

2. il existe une fonction φ Lipchtzienne définie sur W = {(y1, ..., yn−1)| − ai < yi <
ai, 1 ≤ i ≤ n− 1} à valeurs dans R telle que

|φ(y′)| ≤ an
2
, pour tout y′ = (y1, ..., yn−1) ∈ W ,

Ω ∩ V = {y = (y′, yn) ∈ V |yn ≤ φ(y′)} et
Γ ∩ V = {y = (y′, yn) ∈ V |yn = φ(y′)}.

Définition 2.2 Soit Ω un ouvert de Rn. On dit que Ω possède la propriété du cône uni-
forme si pour tout x ∈ Γ, il existe un voisinage V de x dans Rn et un nouveau système de
coordonnées {y1, ..., yn} tels que

1. V = {(y1, ..., yn);−ai < yi < ai, 1 ≤ i ≤ n} est un hypercube dans le nouveau système
de coordonnées, avec ai > 0, 1 ≤ i ≤ n ;

6
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2. y − z ∈ Ω lorsque y ∈ Ω ∩ V et z ∈ C, où C = {z = (z′, zn)|(cotgθ)|z′| < zn < h},
pour un certain θ ∈]0, π

2
] et un certain h > 0, est un cône ouvert.

 yn                                               V 

 

    x 

 ?

 

 

  Ω                                                                                                       

         

    y’ 

      h 

   c 

Figure 2.1 – Géométrie d’un domaine vérifiant la propriété d’un cône uniforme.

Remarque 2.3 1. Afin de mieux comprendre la définition 2.1, on peut se placer en
dimension deux pour voir que, par rapport au voisinage V de x ∈ Γ donné dans la
définition 2.1, Ω∩V est au-dessous du graphe de φ et Γ∩V est exactement le graphe
de φ (voir Figure 2.2) ;

2. La définition 2.2 peut être traduite par l’existence d’un cône C de sommet x tel que
C \ {x} soit dans Ω (voir figure 2.1)

3. Les domaines polygonaux et les polyèdres sont à frontière Lipchtzienne et vérifient
la propriété du cône uniforme. Par contre, les domaines fissurés et les domaines à
frontière possédant un point de rebroussement ne vérifient pas les définitions 2.1 et
2.2.

Exemple 2.4 1. Dans le plan si nous considérons les deux domaines suivants :

Ω1 = {(x1, x2) ∈ R2 ; − 1 < x1 < 1, − 1 < x2 < −|x1|1/2} et
Ω2 = {(x1, x2) ∈ R2 ; − 1 < x1 ≤ 0, − 1 < x2 < −x21}∪

{(x1, x2) ∈ R2 ; 0 ≤ x1 < 1, − 1 < x2 < −x1}

Nous pouvons montrer que le premier domaine Ω1 n’est pas à frontière Lipschitzienne,
par contre Ω2 est un domaine qui a cette propriété.

2. L’empilement de deux cubes croisés forme un polyhèdre à frontière non Lipschit-
zienne.

Nous rappelons brièvement dans ce qui suit quelques définitions et propriétés basiques
des espaces de Sobolev dans des domaines non réguliers comme les nôtres. Il est connu que
les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels bien appropriés et adaptés pour une
description qualitative des solutions d’équations paraboliques et elliptiques auxquelles on
va s’intéresser. Nous omettons de donner les démonstrations des résultats donnés dans les
rappels ci-après, nous renvoyons au livre de Necăs [27] pour plus de détails.
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Figure 2.2 – Forme géométrique du domaine Ω.

2 Espace de Sobolev dans une domaine singulier

Les espaces de Sobolev définis dans des domaines réguliers ont été étudiés de façon
approfondie. Ils ont été définis de manières différentes mais équivalentes. Par contre dans
le cas de domaines peu réguliers, il s’avère que ces propriétés ne sont pas toutes valables.
Ce qui nous a donc motivé à donner ces brefs rappels.
Considérons un ouvert quelconque Ω de Rn. Pour s ∈ R

Définition 2.5 On note Hs(Ω) l’espace des distributions u dans Ω telles que

1. Dαu ∈ L2(Ω) pour |α| ≤ m lorsque s = m est un entier positif :

2. u ∈ Hm(Ω) et ∫
Ω

∫
Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|2

|x− y|n+2σ
dxdy < +∞ (2.1)

pour |α| = m lorsque s = m+ σ est non entier et positif avec m entier et 0 < σ < 1.

Hs(Ω) est muni de la norme naturelle

∥u∥S = (
∑

|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|2dx)1/2 si s est entier

∥u∥S =

∥u∥2m +
∑

|α|=m

∫
Ω

∫
Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|2

|x− y|n+2σ
dxdy

1/2

si s est non entier.

Définition 2.6 Hs
0(Ω) est l’adhérence de D(Ω) dans Hs(Ω), où D(Ω) désigne l’espace des

fonctions de classe C∞ dans Ω à support compact.

Définition 2.7 Si s < 0, Hs(Ω) est le dual de H−s
0 (Ω).
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Dans ce qui suit, on donnera quelques théorèmes d’injection et de densité importants.
Ils ne sont établis que dans le cas d’un domaine à frontière Lipschitzienne, les domaines
contenant une fissure se traiteront dans une autre section.

Théorème 2.8 Soit Ω un ouvert borné de Rn à frontière Lipschitzienne, et soit k un
entier tel que 2k > n. Alors

Hk(Ω) ↪→ Cµ(Ω), où µ


= k − (n

2
) si k − (n

2
) < 1,

< 1 si k − (n
2
) = 1,

= 1 si k − (n
2
) > 1.

Nous rappelons que Cµ(Ω) désigne l’espace vectoriel des fonctions µ-holdériennes dans Ω.

Théorème 2.9 Si Ω est un ouvert borné de Rn à frontière Lipchitzienne, alors D(Ω) est
dense dans Hs(Ω) pour tout s ∈ [0, 1/2], autrement dit Hs(Ω) = Hs

0(Ω).

Du théorème de densité suivant, nous pouvons déduire la densité de H2(Ω) dans Hs(Ω)
pour tout s ∈]0, 2[.

Théorème 2.10 Si Ω est un ouvert borné de Rn à frontière Lipschitzienne, alors C∞
c (Ω)

est dense dans Hs(Ω) pour tout s > 0.
C∞

c (Ω) désigne l’espace de fonctions définies sur Ω qui sont des restrictions de fonctions
de classe C∞ et à support compact dans Rn.

3 Géométrie de domaines polygonaux

Dans ce paragraphe, nous abordons quelques notions sur les domaines de R2 ayant une
frontière polygonale, appelés aussi ”polygones du plan”. Si on note Γ la frontière du poly-
gone, alors cette frontière est constituée de segments Γi, i = 1, ...,m n’ayant leur extrémités
que comme points d’intersection. Notons Mi le sommet entre les côtés Γi et Γi+1 dont ωi

est l’angle formé vers l’intérieur de Ω. Les notations ηi et τi désignent respectivement la
normale unitaire sortante à Γi et la tangente dans le sens direct (voir la figure 2.3 )
Au voisinage de chaque sommet Mi, on peut introduire des coordonnées polaires locales
de tout point M par rapport à Mi. On note ri la distance entre Mi à M et θi l’angle formé
entre Γi+1 et MiM . En coordonnées cartésiennes, si on suppose que l’axe des abscisses est
supporté par Γi+1 alors les coordonnées du point M sont définies par

x = ri cos θi et y = ri sin θi

4 Quelques résultats de traces sur un domaine poly-

gonal

Selon la définition 2.5, on peut introduire de la même manière l’espace H
1
2 (Γ) comme

l’espace des fonctions f ∈ L2(Γ) telles que∫
Γ

∫
Γ

|f(x)− f(y)|2

|x− y|2
ds(x)ds(y) < +∞,
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¡i 

¡i+1 

η i 

Mi 

 

   ωi 

Mi+1 

Mi-1 

     τi 

 

Figure 2.3 – Forme géométrique du domaine Ω.

où ds dénote la mesure de longueur sur Γ. En fait, l’espace H
1
2 (Γ) est l’espace des restric-

tions à Γ des fonctions de H1(Ω).

Pour mieux caractériser l’espace des traces H
1
2 (Γ), on restreint chaque élément f de H1(Ω)

à chaque côté Γi. Si on dénote fi cette restriction, alors fi sera un élément de H
1
2 (Γi) au

sens de la définition 2.5. Inversement, les conditions de raccord au voisinage de chaque
sommet précisées dans la proposition suivante nous garantissent l’autre sens.

Proposition 2.11 Pour que f appartienne à H1/2(Γ) il faut et il suffit que fi soit dans
H1/2(Γi) pour tout 1 ≤ i ≤ m et qu’en plus, pour ε assez petit

ε∫
0

|fi(xi(−δ))− fi+1(xi(+δ))|2
dδ

δ
< +∞, 1 ≤ i ≤ m, (2.2)

(xi(+δ) (resp. xi(−δ)) désigne le point de Γi+1 (resp. Γi) à distance δ du sommet Mi.

Remarque 2.12 La condition (2.2) peut être traduite comme une condition de raccord
entre les fonctions fi et fi+1 au pointMi en un sens faible. On utilisera la notation suivante

fi ≡ fi+1 en Mi,

pour exprimer autrement cette condition de raccord.

Les notions précédentes peuvent être étendues à Hs(Γ), avec 1/2 ≤ s ≤ 1. Par ailleurs,
un autre problème qui nous obligera à passer par cette restriction sur Γi est l’impossibilité
d’affirmer comme dans le cas d’un domaine régulier, que l’image de H1(Ω) et de H2(Ω)
est H1/2(Γ) par les applications

u 7→ u|Γ et u 7→ ∂u

∂ν

∣∣
Γ

respectivement. Le théorème suivant tient compte de ces considérations.
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Théorème 2.13 Pour 1 ≤ i ≤ m, l’image de H2(Ω) par l’application

u 7→ (gi, hi)
i=m
i=1 ,

où gi = u|Γi
et hj =

∂u

∂ηi

∣∣
Γi
, est le sous-espace

i=m∏
i=1

H3/2(Γi)×H1/2(Γi)

tel que
gi(Mi) = gi+1(Mi),
g′i(Mi) ≡ − cos(ωi)g

′
i+1(Mi) + sin(ωi)hi+1(Mi),

hi(Mi) ≡ − cos(ωi)hi+1(Mi)− sin(ωi)g
′
i+1(Mi),

(2.3)

pour tout 1 ≤ i ≤ m.

La preuve de ce théorème peut être trouvée dans [23] (Théorèmes 1.4.6 et 1.4.9). A
titre indicatif, les relations (2.3) sont les conditions de raccord en chaque coin Mi. Pour les
justifier, il est important de tenir compte du changement de repère (η, τ) sur chaque côté
Γi.

5 Formule de Green sur un domaine polygonal

Dans cette section, nous rappelons quelques formules de Green usuelles qui sont va-
lables aussi dans le cas de domaines à frontière lipschitzienne, ce qui inclut les domaines
polygonaux (voir [27]). Nous indiquerons aussi la façon de les appliquer au cas de domaines
avec fissure où la frontière n’est pas lipschitzienne. Ces formules nous serviront par la suite
lorsqu’il sera question de justifier certaines intégrations par parties.

Considérons donc un domaine borné lipschitzien Ω de Rn de frontière Γ. Et notons ηi
la iéme composante du vecteur normal unitaire η sortant à Γ. Alors

Théorème 2.14 1. Pour u et v ∈ H1(Ω), on a∫
Ω

v
∂u

∂xj
dx =

∫
Γ

uvηjdσ −
∫
Ω

u
∂v

∂xj
dx; (2.4)

2. Pour u ∈ H1(Ω) et v ∈ H2(Ω), on a ce qu’on appelle la formule de Green partielle∫
Ω

u∆vdx =

∫
Γ

u
∂v

∂η
dσ −

∫
Ω

∇u.∇vdx; (2.5)

3. Pour u et v ∈ H2(Ω), on a aussi la formule complète de Green∫
Ω

u∆vdx−
∫
Ω

v∆udx =

∫
Γ

u
∂v

∂η
dσ −

∫
Γ

v
∂u

∂η
dσ. (2.6)
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Remarque 2.15 1. La formule de Green (2.5) énoncée dans la théorème ci-dessus peut
être affaiblie dans un certain sens. En fait, elle reste encore valable pour v ∈ Hs(Ω),
où 3/2 < s ≤ 2. Pour le justifier, on peut revenir au résultat de densité donné dans
le théorème 2.10 pour déduire d’une part des injections continues suivantes

C∞
c (Ω) ↪→ H2(Ω) ↪→ Hs(Ω)

que H2(Ω) est dense dans Hs(Ω). D’autre part, si on fixe u dans H1(Ω), alors le
terme gauche de l’identité (2.5) doit être considéré comme crochet de dualité entre

Hs−2(Ω)

et
H2−s(Ω) = H2−s

0 (Ω),

puisque 1 > 2 − s et 0 < 2 − s < 1/2. Les termes droits de l’égalité (2.5) dépend
continument de v dans l’espace Hs(Ω). Ce qui nous permet de passer, par densité,
de v ∈ H2(Ω) à v ∈ Hs(Ω) ;

2. Moyennant des conditions sur les traces de v et de
∂v

∂ηi
sur chaque Γi, pour 1 ≤ i ≤ m,

il est aussi possible de donner un sens à la formule 2.5 soit pour une fonction

v ∈ D(∆, L2(Ω)) = {v ∈ L2(Ω)|∆v ∈ L2(Ω)},

ou bien pour
v ∈ E(∆, L2(Ω)) = {v ∈ H1(Ω)|∆v ∈ L2(Ω)}

Cela se fait par dualité comme dans la première remarque et en tenant compte de la
densité de H2(Ω) dans D(∆, L2(Ω)) et dans E(∆, L2(Ω))(cf. [21], [23]).

3. Lorsque la frontière de Ω contient une fissure, pour pouvoir appliquer les formules
de Green précédentes, généralement on contourne la pointe de la fissure. En d’autres
termes, on va considérer un sous-domaine Ωε = Ω\B(S, ε) de Ω, où ε > 0 et B(S, ε)
est la boule ouverte de rayon ε > 0 et de centre la pointe de cette fissure. On remarque
que si on divise Ωε au niveau de cette fissure en deux morceaux Ω+

ε et Ω−
ε , alors ces

domaines sont à frontière lipschitzienne et qu’il est possible d’appliquer sur chaque
sous-domaine les formules de Green du théorème précédent. Par passage à la limite
sur ε, on peut revenir d’une certaine façon à Ω et qu’on verra en détail dans les
chapitres suivants.



Chapitre 3

Equation de Laplace dans un
domaine singulier

1 Singularités de la solution du problème elliptique

Soit Ω un ouvert borné de Rn (n = 2 ou n = 3) de frontière Γ non régulière. On
s’intéressera essentiellement au deux cas suivants

Cas 1. - Ω est un domaine bidimensionnel présentant premièrement un coin rentrant po-
lygonal (ou non convexe) de sommet le point MS de Γ. On suppose que ω est la
mesure de l’angle intérieur du coin, avec π < ω < 2π. Deuxièmement, Ω est supposé
comporter une fissure rectiligne σ avec une seule pointe S qui débouche sur le bord
Γ1 = Γ\σ au point M ′

S. On supposera pour les deux cas que Γ\V (MS) est (resp.
Γ\V (σ)) régulière, où V (MS) (resp. V (σ)) est un voisinage arbitraire de MS (resp.
de σ) assez petit.

Cas 2. - Ω est un domaine tridimensionnel cylindrique présentant soit un seul dièdre
ou bien une fissure qui se propage le long du cylindre. En d’autres termes, Ω =
(0, H)× Ω′, où H > 0 et Ω′ est un ouvert borné du même type que le cas 1.

Dans ce qui suit, on abordera la régularité maximale de la solution du problème el-
liptique avec des conditions aux limites de Dirichlet homogènes. Rappelons que dans des
domaines à frontière assez régulière, au moins de classe C2, la solution de ce type de
problème (avec un second membre dans H2(Ω)) est dans H2(Ω)∩H1

0 (Ω). Ceci reste valable
si le domaine est polygonal et convexe (cf. [24]). Pour ce qui est des domaines contenant
soit un coin rentrant (Cas1) ou d’une fissure rectiligne débouchant sur la frontière du do-
maine (Cas 2), on verra dans ce qui va venir que la solution appartient à Hs(Ω), pour tout

s < 1 +
π

ω
< 2. En plus, cette solution se décompose en somme d’une partie régulière qui

est dans H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) et une partie singulière. Par ailleurs, il est connu qu’en dehors

des singularités de la frontière du domaine, la solution atteint la régularité H2 (voir [23]),
Théorème 2.1.3. et 2.1.4., p. 40).

13



CHAPITRE 3. EQUATION DE LAPLACE DANS UN DOMAINE SINGULIER 14

1.1 Cas d’un domaine plan

Posons α =
π

ω
et choisissons un repère orthonormé (x1Ox2) de centre MS le sommet

du coin (resp. la pointe de la fissure) (voir figure 3.1). Notons Γ1 le côté supérieur du coin
de longueur l1 > 0 et Γ2 son côté inférieur de longueur l2 > 0. On suppose aussi que l’axe
des abscisses (Ox1) cöıncide avec Γ1 (resp. avec la fissure Λ). En coordonnées locales (r, θ),
on définit la fonction

S(x, y) = rαη(r) sin(αθ), (3.1)

qu’on appelle fonction singulière, où η ∈ D(Ω) est une fonction de troncature égale à 1 au
voisinage V (MS) du sommet MS (resp. de la pointe de la fissure Λ) tel que :

• le voisinage V (MS) soit inclus dans une boule B(MS, ε0) de centre MS et de rayon
ε0 > 0 avec

ε0 ≤ min(l1, l2);

• en plus 0 ≤ η ≤ 1 dans Ω.
Considérons le problème de Dirichlet suivant :{

−∆u = f dans Ω,
u = 0 sur Γ,

(3.2)

où f ∈ L2(Ω).

 η 

  η 

   

 Ms               σ                 M′s       x 1  

 

Ω Ω 

 Ms   x  1 

 x  2  

   ω 

 x  2 

Figure 3.1 – Forme géométrique du domaine Ω.

Dans la proposition suivante, on se propose de rappeler quelques propriétés de la solu-
tion du problème (3.2). D’une part, on verra que le domaine de l’opérateur elliptique −△
(avec les conditions aux limites homogènes de Dirichlet)

D(−∆) = {u ∈ H1
0 (Ω) ; −∆u ∈ L2(Ω)}

est plus grand que H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω), et d’autre part, la solution du problème (3.2) s’écrit

comme une somme d’une partie régulière uR ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) et d’une partie singulière

uS(x, y) = cS(x, y).
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Proposition 3.1 Le problème (3.2) admet une unique solution variationnelle u ∈ H1
0 (Ω).

De plus,

D(−∆) = V ect{H2(Ω);S} ∩H1
0 (Ω).

En d’autres termes, il existe une fonction uR ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) et une constante c ∈ R

telles que
u(x, y) = uR(x, y) + cS(x, y) pour tout (x, y) ∈ Ω. (3.3)

Preuve de la proposition 3.1 Avant d’entamer la justification de l’existence et de l’uni-
cité de la solution du problème (3.2), on rappelle d’abord que l’inégalité de Poincaré est
valable dans des domaines bornés assez généraux en particulier dans des domaines comme
les nôtres. Par la méthode variationnelle, on peut déduire donc du théorème de Lax-
Milgram l’existence unique d’une solution variationnelle u ∈ H1

0 (Ω).
Pour ce qui est de la régularité maximale de la solution du problème (3.2) et de sa forme
explicite énoncée dans (3.3). On commence avant tout par énoncer le lemme suivant dans
lequel on retrouve une propriété importante de l’opérateur de Laplace considéré dans le
domaine H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω). Cette propriété nous servira par la suite à la preuve de la pro-
position.

Lemme 3.2 Il existe une constante C = C(Ω) > 0 telle que

∥u∥H2(Ω) ≤ C∥∆u∥L2(Ω), ∀u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Pour les détails de la preuve de ce lemme, on renvoie à [23] (Théorème 2.2.3, p.45).
Comme conséquence de ce lemme, l’opérateur de Laplace défini sur H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω) est
injectif et son image R(−∆) est un sous-espace fermé de L2(Ω). Cela étant, la suite de la
preuve consiste à identifier l’orthogonal

N = {v ∈ L2(Ω) ; < v,∆u >L2(Ω)= 0, u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)}

de R(−∆). Nous donnerons, dans ce qui va suivre, l’idée principale pour y arriver. En fait,
tenant compte de la démarche suivie dans [23], il est à noter que l’espace N contient les
solutions du problème homogène adjoint suivant{

∆v = 0 dans Ω,
v = 0 sur Γ.

(3.4)

Plus précisément, on montrera, par la suite, que N est engendré par un seul élément qui
lui appartient. Pour le montrer, on se place dans un voisinage du coin (resp. au voisinage
de la fissure)

D(MS, R) = {(r cos θ, r sin θ)|0 < r < R, 0 < θ < ω},

pour un certain R > 0 tel que R < min(l1, l2), puis on passe en coordonnées polaires. On
remarquera alors que la solution v du problème (3.4) vérifie

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2
)v = 0 (3.5)
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avec les conditions au bord

v(r, 0) = v(r, ω) = 0, 0 < r < R.

Comme l’opérateur L = − ∂2

∂θ2
(avec les conditions de Dirichlet homogènes) est auto-adjoint

positif à résolvante compacte dans l’espace L2(]0, ω[), son spectre est discret et est formé
par une suite croissante de valeurs propres notées (λ2m)m≥1. De plus, de l’ensemble de ses
fonctions propres, notées (φm)m≥1, associées à ces valeurs propres, on peut former une base
que l’on peut choisir orthonormale dans L2(]0, ω[).

Après calcul, on aura λm =
mπ

ω
et φm =

√
2

ω
sin(λmθ). La décomposition de la solution v

du problème (3.4) sur cette base nous fait parvenir à l’écriture suivante :

v(r, θ) =
∑
m≥1

vm(r)φm(θ) où vm =

ω∫
0

v(r, θ)φm(θ)dθ.

En remplaçant dans (3.5), les vm seront solutions de l’équation différentielle

v′′m + r−1v′m − r−2vm = 0, 0 < r < R,

dont les solutions respectives sont données par

vm = αmr
λm + βmr

−λm , ∀m ≥ 1.

Comme v ∈ L2(DR), alors on peut déduire immédiatement que βm = 0 dès que m ≥ 2. Ce
qui entrâıne l’écriture suivante de v

v(r, θ) = β1r
− π

ω sin(
πθ

ω
) + v1(r, θ),

où v1 ∈ H1(Ω ∩ D(MS, R
′)), ∀R′ < R (D(MS, R

′) est le disque de centre MS et de rayon
R′). Afin de revenir à tout le domaine Ω, on introduit la fonction de troncature η définie
dans (3.1) ainsi que la fonction

w(r, θ) = β1η(r)r
− π

ω sin(
πθ

ω
) + η(r)v1(r, θ),

qui est définie sur Ω. Remarquons que cette fonction n’est pas harmonique, mais elle
cöıncide avec un élément de N à une fonction de classe H1 près. Pour le montrer, on
réécrit w comme suit

w = β1σ1 + σ2, (3.6)

puis, on considère la solution variationnelle σ3 ∈ H1
0 (Ω) du problème{

−∆u = ∆σ1 dans Ω,
u = 0 sur Γ.
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En l’introduisant dans l’expression (3.6), cela nous permettra d’avoir l’écriture suivante

w = β1w1 + w2,

avec w1 = σ1 + σ3 ∈ N et w2 = σ2 − β1σ3 ∈ H1
0 (Ω).

Par ailleurs, il ne faut pas oublier que, dans D(MS, R
′), v et w cöıncident et que la fonction

w3 = v − β1w1 ∈ H1(Ω) ∩N,

car v ∈ N. De plus, w3 est nulle sur Γ et est alors solution du problème variationnel{
−∆u = 0 dans Ω,

u = 0 sur Γ.

Comme ce problème admet comme unique solution variationnelle u = 0, alors w3 est
identiquement nulle dans Ω.
Par conséquent, on a montré que N est engendré par un seul élément qui est {w1}. Par
ailleurs, S ∈ H1

0 (Ω) est la solution variationnelle du problème (où S est la fonction définie
dans (3.1)) {

−∆u = F dans Ω,
u = 0 sur Γ,

avec un second membre F qui appartient à D(Ω) et qui n’est pas orthogonal à N (car
S ̸∈ H2(Ω)), donc a une composante non nulle sur N.
Finalement, on aboutit au résultat voulu, à savoir, L2(Ω) est bien la somme directe entre
∆(H1

0 (Ω) ∩ H2(Ω)) et de V ect{∆S}. Puis, de l’injectivité de l’opérateur de Laplace de
H1

0 (Ω) sur L
2(Ω), on en déduit la décomposition (3.3).

Remarque 3.3 Le même travail peut être repris pour montrer que, dans le cas d’un do-
maine Ω polygonal quelconque, l’orthogonal N de ∆(H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)) est de cardinal égal
au nombre de coins d’angle intérieur ωi > π. Par ailleurs, on montre aussi que la solution
du problème (3.2) se décompose comme suit

u = uR +
∑
ωj>π

cjSj,

où cj sont des constantes réelles et ωj est l’angle intérieur à Ω de chaque coin, 1 ≤ j ≤ m,
tel que ωj > π. On désigne par Sj les fonctions singulières définies comme suit

Sj(rj, θj) = ηj(rj)r
π
ωj

j sin(
πθj
ωj

),

où ηj sont des fonctions de troncature de même type que (3.1), à supports disjoints deux à
deux et telles que ηj ≡ 1 au voisinage du sommet Mj de chaque coin et 0 ≤ ηj ≤ 1 dans Ω.
Notons ici que (rj, θj) désigne les coordonnées polaires locales par rapport au sommet Mj.
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1.2 Cas d’un domaine polyhédral

Nous examinons maintenant le cas qui comprend un domaine polyhédral
Ω = (0, H)×Ω′, où H > 0 et Ω′ est un ouvert plan de même géométrie que celle considérée
dans le cas 1. Pour s ∈ (0, H) et x′ ∈ Ω′, on note ∆s,x′ et ∇s,x′ respectivement le Laplacien
et le gradient par rapport aux variables s et x′. Pour une donnée f ∈ L2 (Ω), on considère
le problème elliptique suivant avec des conditions aux limites de Dirichlet homogènes{

−(∂2S +∆x′)u = f dans Ω = (0, H)× Ω′,
u = 0 sur ∂Ω.

(3.7)

Rappelons que si la frontière Γ de Ω′ était assez régulière, alors le domaine D(A) de
l’opérateur A = −∆s,x′ = −∂2S −∆x′ (avec les conditions aux limites homogènes de Diri-
chlet) ne serait autre que H2(Ω) ∩H1

0 (Ω). Concernant notre cas, en argumentant comme
[21] et [23], on montre que

Proposition 3.4 Pour tout f ∈ L2 (Ω), le problème (3.7) admet une unique solution
variationnelle u dans D(A) satisfaisant

(1) La fonction u ∈ H l (Ω) pour tout l < 1 +
π

ω
;

(2) La fonction u peut être écrite comme une somme d’une partie régulière uR ∈ H2(Ω)
et une partie singulière

uS(s, r, θ) = C(s, r)ρ(r)rπ/ω sin
(π
ω
θ
)
,

((r, θ) sont les coordonnées polaires locales par rapport à MS) où C ∈ H1− π
ω ((0, H)×

(0, 1)) tel que
C(s, r) = (K ∗S ϕ)(s, r).

avec K(s, r) =
r

π(r2 + s2)
et ϕ ∈ H1− π

ω (R) (∗S désigne la convolution par rapport à

s). On suppose que ρ ∈ D(Ω′) est une fonction de troncature du même type que (3.1)
et telle que ρ(r) = 1 au voisinage V (MS) du point MS et 0 ≤ ρ ≤ 1 dans Ω.

Remarque 3.5 Avant d’entamer la preuve de cette proposition, on rappelle qu’il existe
une autre façon de décomposer la solution du problème (3.7) en partie régulière et par-
tie singulière autre que celle donnée dans la proposition 3.4. Compte tenu de [24] (voir,
Theorem 8.2.1.2, section 8.2), on a la décomposition suivante :

u(s, x′) = uR(s, x
′) + h(s)uS(x

′),

où uR ∈ L2(0, H;H2(Ω′)) et h ∈ H1− π
ω (0, H). En dépit de la mauvaise régularité de

la function h, cette dernière décomposition correspond mieux avec la classe de fonctions
considérée dans notre approche, et que l’on verra dans les prochains paragraphes.
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Preuve de la proposition 3.4 Pour la preuve de (1), on s’inspirera de quelques
résultats établis dans [22] et [23] dans le cas bidimensionnel. La transformée de Fourier
partielle par rapport à s est un moyen pour y arriver. Seulement, on doit prolonger notre
domaine Ω à un cylindre infini R× Ω′ pour pouvoir l’appliquer.
Pour cela, on introduit premièrement les fonctions ũ and f̃ définies sur R+ × Ω′ par

ũ(s, x′) =

{
u(s, x′) si 0 < s < H,
0 si s ≥ H,

et f̃(s, x′) =

{
f(s, x′) si 0 < s < H,
0 si s ≥ H.

Deuxièmement, on considère la fonction δ ∈ C1(R) telle que 0 ≤ δ ≤ 1 and

δ(s) =

{
1 si s < H

4
,

0 si s > 3H
4
.

En raisonnant comme dans [2] (Théorème VIII.5, page 126), on écrit

u = δu+ (1− δ)u et f = δf + (1− δ)f,

puis on prolonge δu et δf à R+ × Ω′ par u1 = δũ et f1 = δf̃ respectivement. Remarquons
que u1 ∈ H1

0 (R+ × Ω′) et f1 ∈ L2(R+ × Ω′). Faisons maintenant un prolongement par
réflexion antisymétrique de u1 et f1 à travers {0} × Ω′ en posant{

ũ1(s, x
′) = u1(s, x

′) si s > 0,
ũ1(s, x

′) = −u1(−s, x′) si s < 0,
et

{
f̃1(s, x

′) = f1(s, x
′) si s > 0,

f̃1(s, x
′) = f1(−s, x′) si s < 0.

Pour le prolongement de (1 − δ)u et (1 − δ)f à R × Ω′, on procède de la même manière
que précédemment. Tout d’abord, on prolonge (1− δ)u et (1− δ)f sur ]−∞, H[×Ω′ par

(1− δ)û(s, x′) =

{
(1− δ)u(s, x′) si 0 < s < H,
0 si s ≤ 0,

et

(1− δ)f̂(s, x′) =

{
(1− δ)f(s, x′) si 0 < s < H,
0 si s ≤ 0

respectivement. Puis, on prolonge sur R×Ω′ par réflexion antisymétrique à travers {H}×Ω′.

Ce qui donnera les deux fonctions ũ2 et f̃2 définies par{
ũ2(s, x

′) = (1− δ)û(s, x′) si s < H,
ũ2(s, x

′) = −(1− δ)û(2H − s, x′) si s > H,

et {
f̃2(s, x

′) = (1− δ)f̂(s, x′) si s < H,

f̃2(s, x
′) = −(1− δ)f̂(2H − s, x′) si s > H.

A partir des constructions, on déduit deux fonctions

w = ũ1 + ũ2 and g = f̃1 + f̃2,
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qui appartiennent à H1
0 (R × Ω′) et à L2(R × Ω′) respectivement. De plus, w est solution

au sens des distributions du problème suivant{
∆s,x′w = g dans R× Ω′,

w = 0 sur R× ∂Ω′.
(3.8)

En effet, si on prend φ ∈ D(R× Ω′), alors l’intégration par parties donne

< ∆s,x′w,φ >D′,D = −
∫

R×Ω′

∇s,x′w.∇s,x′φdx′ds

= −
+∞∫
0

∫
Ω′

∇s,x′(δũ)(s).∇s,x′φdx′ds

+

0∫
−∞

∫
Ω′

(∂S((−δũ)(−s))∂Sφ−∇x′(−δũ)(−s).∇x′φ)dx′ds

−
H∫

−∞

∫
Ω′

∇s,x′((1− δ)û)(s).∇s,x′φdx′ds

+

+∞∫
H

∫
Ω′

(∂S((−(1− δ)û)(2H − s))∂Sφ

−∇x′(−(1− δ)û)(2H − s).∇x′φ) dx′ds.

Après un simple calcul, on obtient

< ∆s,x′w,φ >D′,D = −
H∫
0

∫
Ω′

∇s,x′u(s, x′).∇s,x′φdx′ds

+

0∫
−H

∫
Ω′

(∂S(−u)(−s, x′)∂Sφ−∇x′(−u)(−s, x′).∇x′φ)dx′ds.

On intègre encore une fois par parties, on trouve

< ∆s,x′w,φ >D′,D =
H∫
0

∫
Ω′

∆s,x′u(s, x′)φdx′ds+

0∫
−H

∫
Ω′

∆s,x′(−u)(−s, x′)φdx′ds

=

H∫
0

∫
Ω′

f(s, x′)φdx′ds+

0∫
−H

∫
Ω′

f(−s, x′)φdx′ds.

Finalement, la réintroduction de la fonction δ nous fera parvenir à la propriété voulue, à
savoir ∫

R×Ω′

∆wφdsdx′ =

∫
R×Ω′

gφdsdx′.
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L’étape suivante consiste à appliquer la transformée de Fourier partielle par rapport à s
au problème (3.8). Il vient que{

∆x′ŵ − ξ2ŵ = ĝ dans Ω′,
ŵ = 0 sur ∂Ω′,

(3.9)

pour tout ξ ∈ R. D’après [23], on sait que la solution du problème bidimensionnel (3.9)
appartient à

H l(Ω′) pour tout l < 1 +
π

ω
.

Grâce aux propriétés suivantes de la résolvante de l’opérateur Laplace-Dirichlet

∥(−∆x′ + ξ2I)−1∥L(L2(Ω′),Hl(Ω′)) = O(1);
∥(−∆x′ + ξ2I)−1∥L(L2(Ω′)) = O( 1

ξ2
)

on en déduit que
ŵ ∈ L2(R;H l(Ω′)) ∩H2(R;L2(Ω′)),

ainsi que w ∈ H l(R× Ω′) (voir [20] concernant les propriétés des espaces de Sobolev dont
il est question). Ce qui nous permet de dire que la solution de (3.7) appartient à H l (Ω)

pour tout l < 1 +
π

ω
. D’où la preuve de (1).

Concernant la justification de (2), comme première étape, on procède de la même manière
que (1) ; à savoir l’étape qui consistait à passer d’un cylindre fini à un cylindre infini puis,
par la transformée de Fourier partielle, on aboutit au problème bidimensionnel du même
type que (3.9). Ce qui nous amène à considérer le problème elliptique suivant, et la suite
de notre raisonnement tient compte des démarches suivies par [21]{

−∆x′v + λv = G dans Ω′,
v = 0 sur ∂Ω′,

(3.10)

où λ = ξ2 ≥ 0, v = ŵ ∈ H1
0 (Ω

′) et G = ĝ ∈ L2(Ω′). Par ailleurs, on sait que la solution de
−∆v = G− λv, où v ∈ H1

0 (Ω
′), se décompose comme suit

v = vR + c(λ)ρS, (3.11)

où S(r, θ) = rπ/ω sin
(
π
ω
θ
)
, vR ∈ H2(Ω′) et c(λ) ∈ R. La fonction vR est la partie régulière

de la solution .
Partant du fait que la transformée de Fourier partielle par rapport à la variable s de la
fonction K introduite dans cette proposition, est égale à :

K̂(ξ, r) = e(−r|ξ|), pour ξ ∈ R,

et que ρS − e−r
√
λρS ∈ H2(Ω), alors en introduisant e−r

√
λρS dans (3.11) on peut réécrire

v de la même forme que (3.11) où la partie régulière est toujours notée vR. Donc, on aura

v = vR + c(λ)e−r
√
λρS. (3.12)
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La suite de la preuve est basée sur les deux points suivants
(i) Grâce au Théorème 2.5.2 prouvé dans ([21], page 62), il existe une constante C > 0
telle que

∥vR∥H2(Ω′) +
√
λ∥vR∥H1(Ω′) + λ∥vR∥L2(Ω′) ≤ C∥G∥L2(Ω′)

(1 + λ)(1−
π
ω
)|c(λ)| ≤ C∥G∥L2(Ω′);

(ii) Choisir une fonction ϕ de telle sorte que ϕ̂(ξ) = c(ξ2).
Finalement, l’application à (3.12) de l’inverse de la transformée de Fourier partielle par
rapport toujours à la variable s nous fera parvenir à (2).



Chapitre 4

Inégalités de Carleman pour les
équations paraboliques dans le cas
d’un domaine régulier

1 Généralités

Les estimations de Carleman ont été introduites pour la première fois par T.Carleman
[10] afin de prouver un résultat d’unicité pour certaines équations aux dérivées partielles
(EDP) de type elliptique à coefficients assez réguliers dans des domaines bidimensionnels.
Par la suite, le champ d’application de ces estimations s’est élargi à d’autres domaines et
ont donné des résultats remarquables. On peut citer parmi d’autres, l’étude des problèmes
inverses qui consiste à déterminer soit les coefficients ou le terme source (ou bien le second
membre) ou peut être les deux d’une équation parabolique. On peut citer aussi les résultats
concernant la théorie du contrôle pour les EDP, grâce toujours à ces estimations, on peut
établir une inégalité d’observabilité qui nous assurera la contrôlabilité à zéro des équations
paraboliques considérées. Comme remarque, ce qui a été dit sur l’étude des équations para-
boliques par les estimations de Carleman est aussi valable pour les équations hyperboliques.
En pratique, il existe deux versions pour les estimations de Carleman ; une version locale
dont on donnera quelques aperçus et une version globale à la façon de Fursikov-Imanuvilov
[14]. Cette dernière version dominera la majorité de notre étude.

1.1 Version locale

Pour bien comprendre les estimations de Carleman locales, prenons un type simple
d’EDP, qui est l’équation de la chaleur suivante :

∂tu−∆u = f pour x ∈ Ω, t > 0, (4.1)

où f est le terme source contenant le contrôle introduit dans le système, u est l’inconnue de
cette équation et Ω ⊂ Rn est un ouvert borné à frontière Γ assez régulière. Remarquons au
passage qu’en pratique, f est généralement supposé à support dans ω× (0, T ), où ω ⊂⊂ Ω,
puisqu’on veut contrôler le système en agissant que sur une zone assez petite de Ω.

23
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PourD ⊂ Ω×(0, T ) et pour un paramètre s assez large, établir une estimation de Carleman
consiste à trouver une fonction poids adéquate φ telle que : il existe une constante C > 0
et s0 > 0 tels que∫

D

s(|∇u(x, t)|2 + |u(x, t)|2)e2sφ(x,t)dxdt ≤ C

∫
D

|f(x, t)|2e2sφ(x,t)dxdt, (4.2)

pour tout s > s0 et tout u ∈ C∞
0 (D).

Remarque 4.1 Dans la pratique, les estimations de Carleman du type (4.2) se déduisent
généralement par une suite d’intégrations par parties. Le paramètre s joue un rôle impor-
tant dans le regroupement des termes obtenus après ces intégrations. Pour ce qui de la fonc-
tion poids φ, son introduction dans les calculs permet de régler les conditions géométriques
imposées dans le problème, notamment quand il est question de traiter les intégrales de
bord.

Donnons, à présent, les étapes à franchir pour arriver à l’inégalité (4.2). Supposons
qu’on puisse trouver une fonction poids φ vérifiant certaines propriétés que l’on précisera
par la suite. Dans la première étape, on introduit une nouvelle fonction :

w(x, t) = esφ(x,t)u(x, t)

et l’opérateur
Pw(x, t) = esφ(x,t)(∂t −∆)e−sφ(x,t)w(x, t).

Puis, on introduit ces nouvelles données dans l’équation (4.1), on aura après avoir intégré
sur D ∫

D

|f(x, t)|2e2sφ(x,t)dxdt =
∫
D

|Pw(x, t)|2dxdt = ∥Pw∥2,

où Pw = ∂tw −∆w + 2s∇φ.∇w + (−s∂tφ − s2|∇φ|2 + s∆φ)w. De l’expression de P , on
définit une partie symétrique P+ et une partie antisymétrique P− de P par

P+ = 1
2
(P + P ⋆) = −∆w − (s2|∇φ|2 + s∂tφ)w,

P− = 1
2
(P − P ⋆) = ∂tw + 2s∇φ.∇w + s(∆φ)w,

où P ⋆ est l’opérateur adjoint de P . Ce qui donne∫∫
D

|Pw(x, t)|2dxdt = ∥P+w∥2L2(D) + ∥P−w∥2L2(D) + 2 < P+w,P−w >L2(D)

≥ 2 < P+w,P−w >L2(D) .

Dans l’étape suivante, des estimations sont faites sur le membre droit de l’inégalité précédente.
En appliquant la formule de Green pour réaliser des intégrations par parties, des intégrales
volumiques contenant |∇u(x, t)|2 ou |u(x, t)|2 apparaissent dans les calculs avec des puis-
sances différentes du paramétre s. Afin de les regrouper et de ne garder que ceux qui nous
intéressent, nous faisons intervenir la fonction poids φ tout en choisissant un paramétre
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s assez grand. Ce qui nous permettra d’absorber des termes qui se ressemblent et de ne
garder que ceux qui nous conviennent. En fait cette fonction poids φ est choisie de telle
sorte que

la matrice (∂i∂jφ)1≤i,j≤n soit définie positive.

et
qu’il existe une constante d1 > 0 telle que ∇(|∇φ|2).∇φ ≥ d1 sur D.

Dans la pratique, il existe plusieurs choix d’une telle fonction qui dépend du type de
l’équation aux dérivées partielles. On peut prendre à titre d’exemple

φ(x, t) = |x− x0|2 − d(t− t0)
2,

où x0 ∈ Ω est choisi tel que |x− x0| ̸= 0 pour tout (x, t) ∈ D, et d > 0 et t0 ∈ (0, T ) sont
fixés de façon arbitraire.
Remarquons au passage que l’estimation (4.2) ne comporte pas de termes surfaciques, cela
est dû au fait que u ∈ C∞

0 (D).

1.2 Version globale

Nous avons introduit dans la section précédente les estimations de Carleman locales
pour un problème parabolique très simplifié. Nous allons passer dans cette section à un
cadre plus général d’équations paraboliques à coefficients non constants. L’objectif de cette
partie consiste à rappeller ce qui se fait dans les estimations de Carleman globales pour de
telles équations en utilisant la méthode de Fursikov-Imanuvilov [14].
Nous considérons donc un domaine borné Ω de Rn à frontière Γ assez régulière et un
sous-domaine ω ⊂⊂ Ω . On s’intéresse au problème aux limites suivant :

Lu(x, t) = ∂tu−
n∑

i,j=1

aij(x, t)∂i∂ju−
n∑

i=1

bi(x, t)∂iu− c(x, t)u = f dans QT = Ω× (0, T ),

(4.3)
avec les conditions au bord suivantes

l1(x)
∂u

∂ηA
+ l2(x)u = 0 sur Γ× (0, T ), (4.4)

où la matrice A de coefficients aij, 1 ≤ i, j ≤ n, vérifie les propriétés suivantes :

1. aij ∈ C1(QT ), aij = aji, 1 ≤ i, j ≤ n ;

2. Il existe une constante δ1 > 0 telle que

n∑
i,j=1

aij(x, t)ζiζj ≥ δ1|ζ|2, pour ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ Rn et (x, t) ∈ QT .

(condition d’ellipticité uniforme)
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Notons ici que les fonctions l1 et l2 sont choisies dans C2(Γ) et que soit l1 > 0 et l1.l2 ≥ 0

ou l1 = 0 et l2 = 1 sur Γ. Dans les conditions au bord (4.4),
∂u

∂ηA
= (A∇u).η représente

ce qu’on appelle la dérivée conormale par rapport à A. On supposera aussi dans ce qui va
suivre que

bi, c ∈ L∞(QT ), 1 ≤ i ≤ n.

Un outil clé et important dans les estimations de Carleman globale se trouve dans
l’introduction d’une fonction poids particulière vérifiant les propriétés citées dans le lemme
suivant

Lemme 4.2 Soit ω0 un sous-domaine ouvert quelconque non vide de Ω tel que ω0 ⊂ ω.
Alors, il existe une fonction β ∈ C2(Ω) telle que

β(x) > 0 ∀x ∈ Ω, β|Γ = 0, |∇β(x)| > 0 ∀x ∈ Ω\ω0. (4.5)

Pour la preuve de l’existence d’une telle fonction, on peut se référer à [14] (Lemme
1.1, p.4). Nous signalons que généralement la construction d’une telle fonction poids se
fait dans des domaines à frontière au moins de classe C2. Ce qui n’est pas le cas pour les
domaines qu’on a considéré. D’où, la motivation de considérer la section où il faut mettre
en évidence cette fonction poids dans des domaines singuliers à frontière Lipschitzienne.
Considérons, à présent, les deux fonctions suivantes :

ξ(x, t) =
eλβ(x)

t(T − t)
et α(x, t) =

eλβ(x) − e2λ∥β∥C(Ω)

t(T − t)
. (4.6)

Le théorème ci-dessous établit une estimation de Carleman globale.

Théorème 4.3 Il existe trois constantes λ1 > 0, s1 > 0 et C = C(Ω, ω) > 0 telles que,
pour tout λ ≥ λ1 et s > s1, on ait

s−1
∫∫
QT

ξ−1e2sα(|∂tu|2 +
n∑

i,j=1

|∂j∂iu|2)dxdt+ sλ2
∫∫
QT

ξe2sα|∇u|2dxdt

+s3λ4
∫∫
QT

ξ3e2sα|u|2dxdt ≤ C(
∫∫
QT

|Lu|2e2sαdxdt+ s3λ4
∫∫

ω×(0,T )

ξ3e2sα|u|2dxdt),
(4.7)

pour tout u ∈ H1,2(QT )
1 vérifiant (4.4).

Pour éviter de rentrer dans des détails de calculs assez longs et techniques, nous nous
contentons de donner les points essentiels qui marquent la preuve du théorème 4.3. Mais
avant cela, faisons quelques commentaires sur l’estimation (4.7)

1. Notons que l’inégalité de Carleman (4.7) ne contient pas d’intégrales en t = 0 ou en
t = T bien que u n’est pas à support compact dans QT . En fait, tous ces termes sont
absorbés par e2sα puisque

lim
t→0

ξk(x, t)e2sα(x,t) = lim
t→T

ξk(x, t)e2sα(x,t) = 0,

1. H1,2(QT ) est l’espace des fonctions u ∈ L2(QT ) telles que ∂tu, ∂iu, ∂j∂iu ∈ L2(QT )
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pour tout k ≥ 0. Les autres intégrales surfaciques sur la frontière latérale Γ× (0, T ),
on les retrouve généralement dans le membre gauche des inégalités obtenues après
calcul. Grâce aux propriétés vérifiées par la fonction poids β et les coefficients aij,
ces termes au bord sont soit nuls ou positifs, ce qui nous permettra de les éliminer ;

2. Dans les conditions au bord (4.4), on peut retrouver séparemment soit la condition
de Dirichlet (l1 = 0 et l2 = 1) ou la condition de Neumann, et il suffit d’en avoir une
pour établir une estimation de Carleman du type (4.7) ;

3. Afin de faciliter et de simplifier les calculs permettant d’établir l’estimation de Car-
leman (4.3), on écrit le problème (4.3) sous la forme

L0u = g dans QT , où

L0 = ∂t −
n∑

i,j=1

aij(x, t)∂i∂j et

g = f +
n∑

i=1

bi(x, t)∂iu+ c(x, t)u

étant donné que∫∫
QT

|L0u|2e2sαdxdt ≤ 2
∫∫
QT

|Lu|2e2sαdxdt+ 4
∫∫
QT

(
n∑

i=1

∥bi∥2L∞(QT )|∇u|2+

∥c∥2L∞(QT )|u|2)e2sαdxdt.

En choisissant s > 0 assez grand, le deuxième terme du membre droit de l’inégalité
précédente peut étre absorbé par des termes de la même forme du premier membre
de (4.7) mais avec une puissance de s plus grande.

Preuve du Théorème 4.3
Rappelons d’abord qu’il est bien connu que l’établissement des estimations de Carleman
se fait généralement par des intégrations par parties. Donc des intégrales surfaciques ap-
parâıssent dans les calculs obtenus, et afin de les absorber dans les inégalités finales obte-
nues, nous introduisons les fonctions suivantes :

ξ̃(x, t) =
e−λβ(x)

t(T − t)
et α̃(x, t) =

e−λβ(x) − e2λ∥β∥C(Ω)

t(T − t)
. (4.8)

Puis, nous faisons le changement de fonctions

w(x, t) = esαu et w̃(x, t) = esα̃u. (4.9)

En tenant compte de (4.6), ces nouvelles fonctions vérifient :

w(T, .) = w̃(T, .) = w(0, .) = w̃(0, .).

En remplaçant ces nouvelles fonctions dans l’équations L0u = g, nous trouvons

Pw = esαL0e
−sαw = esαg dans QT . (4.10)

P̃ w̃ = esα̃L0e
−sα̃w̃ = esα̃g dans QT , (4.11)
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où P et P̃ sont des opérateurs définis par

Pw =
∂w

∂t
−

n∑
i,j=1

aij
∂2w

∂xi∂xj
+ 2sλξ

n∑
i,j=1

aij
∂β

∂xi

∂w

∂xj
+ sλ2ξ

n∑
i,j=1

aij
∂β

∂xi

∂β

∂xj
w

−s2λ2ξ2
n∑

i,j=1

aij
∂β

∂xi

∂β

∂xj
w + sλξw

n∑
i,j=1

aij
∂2β

∂xi∂xj
− s

∂α

∂t
w

et

P̃ w̃ =
∂w̃

∂t
−

n∑
i,j=1

aij
∂2w̃

∂xi∂xj
− 2sλξ̃

n∑
i,j=1

aij
∂β

∂xi

∂w̃

∂xj
+ sλ2ξ̃

n∑
i,j=1

aij
∂β

∂xi

∂β

∂xj
w̃

−s2λ2ξ̃2
n∑

i,j=1

aij
∂β

∂xi

∂β

∂xj
w̃ − sλξ̃w

n∑
i,j=1

aij
∂2β

∂xi∂xj
− s

∂α̃

∂t
w̃.

Pour alléger les écritures longues, nous adoptons par la suite la notation suivante

a(x, t, ζ, ζ ′) =
n∑

i,j=1

aij(x, t)ζiζ
′
j pour ζ, ζ ′ ∈ Rn et (x, t) ∈ QT .

Dans l’étape suivante, tel que c’est connu, on décompose l’opérateur P en deux parties P1

et P2, où P1 contient des dérivées de w d’ordre deux et zéro par rapport à x et P2 des
dérivées de w d’ordre un par rapport à x et à t. Cependant et pour des raisons techniques,
on placera le terme 2sλ2ξa(x, t,∇β,∇β)w dans la partie P2. On aura donc

P1w = −
n∑

i,j=1

aij
∂2w

∂xi∂xj
− s2λ2ξ2a(x, t,∇β,∇β)w − s

∂α

∂t
w,

P2w =
∂w

∂t
+ 2sλξ

n∑
i,j=1

aij
∂β

∂xi

∂w

∂xj
+ 2sλ2ξa(x, t,∇β,∇β)w.

(4.12)

Ce qui permet de transformer (4.10) en

P1w + P2w = fs,λ. (4.13)

où fs,λ = esαg−sλξw
n∑

i,j=1

aij
∂2β

∂xi∂xj
+sλ2ξa(x, t,∇β,∇β)w. En passant à la norme L2(QT )

dans (4.13), on trouve :

∥fs,λ∥2L2(QT ) = ∥P1w∥2L2(QT ) + ∥P2w∥2L2(QT ) + 2

∫
QT

P1wP2wdxdt. (4.14)
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En effectuant des intégrations par parties dans les intégrales qui découlent du terme∫
QT

P1wP2wdxdt, on obtient

∫
QT

P1wP2wdxdt =

∫
QT

(s3λ4ξ3a(x, t,∇β,∇β)2w2 + sλ2ξa(x, t,∇β,∇β)a(x, t,∇w,∇w))dxdt

+

∫
QT

P2w
n∑

i,j=1

∂aij
∂xj

∂w

∂xi
dxdt+ 2

∫
QT

sλ2ξa(x, t,∇β,∇w)2dxdt

+
∫∫

Γ×(0,T )

(2s3λ3ξ3w2|∇β|a(x, t, η,∇β)2 + 2sλξ|∇β|l23(x)w2)dσdt

+
∫∫

Γ×(0,T )

2s2λ2ξ2l3(x)|∇β|2a(x, t, η, η)w2dσdt

−
∫∫

Γ×(0,T )

sλξ|∇β|e2sα(a(x, t,∇u,∇u) + s2λ2ξ2a(x, t,∇β,∇β)u2)dσdt

−
∫∫

Γ×(0,T )

(
∂w

∂t
+ 2sλ2ξa(x, t,∇β,∇β)w)(sλξa(x, t, η,∇β)− l3(x))wdσdt

−
∫∫

Γ×(0,T )

(s3λ3ξ3a(t, x,∇β,∇β) + s2λαtξ)w
2a(x, t, η,∇β)dσdt+X1,

(4.15)
où

X1 =

∫
QT

(2sλ2w
n∑

i,j=1

aij
∂w

∂xj

∂

∂xi
(ξa(x, t,∇β,∇β)) + sαtt

2
w2)dxdt

+

∫
QT

1

2

∂

∂t
(s2λ2ξ2a(x, t,∇β,∇β))w2dxdt+

∫
QT

2sλξ
n∑

i,j=1

aij
∂w

∂xi

n∑
k,l=1

∂(aklβxk
)

∂xj

∂w

∂xl
dxdt

−
∫
QT

sλξ

n∑
k,l=1

aklβxk

n∑
i,j=1

∂aij
∂xl

∂w

∂xi

∂w

∂xj
dxdt−

∫
QT

a(x, t,∇β,∇β)sλξ
n∑

k,l=1

∂

∂xl
(aklβxk

)dxdt

−
∫∫
QT

1

2

n∑
i,j=1

∂aij
∂t

∂w

∂xi

∂w

∂xj
dxdt+

∫∫
QT

s3λ3ξ3w3

n∑
i,j=1

∂

∂xi
(aijβxj

a(x, t,∇β,∇β))dxdt

−
∫∫
QT

n∑
i,j=1

∂

∂xj

(
s2λ2αtξ

2
aij

∂β

∂xi

)
w2dxdt.

(4.16)
et

l3(x, t) =
l2(x, t)

l1(x, t)
.

En choisissant s > 1 et λ > 1, alors il existera une constante C1 = C1(Ω, ω) > 0
indépendante de s et de λ telle que

|X1| ≤ C1

∫∫
QT

((s3λ3ξ3 + s2λ4ξ3)w2 + (sλξ + 1)|∇w|2)dxdt. (4.17)
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De façon similaire, on refait le même travail pour l’opérateur P̃ , à savoir la décomposition
(4.13) puis le passage à la norme L2(Q) pour obtenir une expression semblable à (4.14)

dans laquelle il faut remplacer α, ξ et w par α̃, ξ̃ et w̃. Ce qui donne après avoir traité le

terme

∫
QT

P̃1w̃P̃2w̃dxdt :

∫
QT

P̃1w̃P̃2w̃dxdt =

∫
QT

(s3λ4ξ̃3a(x, t,∇β,∇β)2w̃2 + sλ2ξ̃a(x, t,∇β,∇β)a(x, t,∇w̃,∇w̃))dxdt

+

∫
QT

P2w̃
n∑

i,j=1

∂aij
∂xj

∂w̃

∂xi
dxdt+

∫
QT

sλ2ξ̃a(x, t,∇β,∇w̃)2dxdt

−
∫∫

Γ×(0,T )

(2s3λ3ξ̃3w̃2|∇β|a(x, t, η,∇β)2 + 2sλξ̃|∇β|l23(x)w̃2)dσdt

+

∫∫
Γ×(0,T )

2s2λ2ξ̃2l3(x)|∇β|2a(x, t, η, η)w̃2dσdt

−
∫∫

Γ×(0,T )

sλξ̃|∇β|e2sα(a(x, t,∇u,∇u) + s2λ2ξ̃2a(x, t,∇β,∇β)u2)dσdt

+

∫∫
Γ×(0,T )

(
∂w̃

∂t
+ 2sλ2ξ̃a(x, t,∇β,∇β)w̃)(sλξ̃a(x, t, η,∇β)− l3(x))w̃dσdt

+

∫∫
Γ×(0,T )

(s3λ3ξ̃3a(t, x,∇β,∇β) + s2λα̃tξ̃)w
2a(x, t, η,∇β)dσdt+X2,

(4.18)
où X2 s’exprime de la même façon que X1. De plus, X2 satisfait l’estimation suivante

|X2| ≤ C2

∫
QT

((s3λ3ξ̃3 + s2λ4ξ̃3)w̃2 + (sλξ̃ + 1)|∇w̃|2)dxdt ,∀s ≥ 1, λ ≥ 1, (4.19)

où C2 = C2(Ω, ω) > 0 est une constante indépendante de s et de λ.
En regroupant (4.14), (4.15) et (4.18), il découle des estimations (4.17) et (4.19) l’estimation
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suivante

∥L̃1w̃∥2L2(Q) + ∥L1w∥2L2(Q) +
1
2
∥L̃2w̃∥2L2(Q) +

1
2
∥L2w∥2L2(QT )

+2

∫
QT

(s3λ4ξ3a(x, t,∇β,∇β)2w2 + s3λ4ξ̃3a(x, t,∇β,∇β)2w̃2)dxdt

+

∫
QT

(sλ2ξa(x, t,∇β,∇β)a(x, t,∇w,∇w) + sλ2ξ̃a(x, t,∇β,∇β)a(x, t,∇w̃,∇w̃))dxdt

−4

∫
QT

((
n∑

i,j=1

∂aij
∂xj

∂w

∂xi
)2 + (

n∑
i,j=1

∂aij
∂xj

∂w̃

∂xi
)2)dxdt+X1 +X2

+

∫∫
Γ×(0,T )

(8s2λ2ξ2l3(x)|∇β|2a(x, t, η, η) + 8sλ2ξl3(x)a(x, t,∇β,∇β))w2dσdt

≤ ∥fS∥2L2(QT ) + ∥f̃S∥2L2(Q).

(4.20)

Remarque 4.4 Remarquons que, dans le cas de conditions de Dirichlet homogènes au
bord (l1 = 0 et l2 = 1), les termes surfaciques dans (4.20) contenant l3(x) sont nuls.

Introduisons, à présent, la propriété suivante de la fonction poids β donnée par le lemme
4.2.

|∇β(x)| > β0 > 0 ∀x ∈ Ω\ω0.

Il vient de (4.17), (4.19), (4.20) et du fait que l3(x) ≥ 0 qu’il existe un s0 ≥ 1 et un λ0 ≥ 1
tels que

∥L̃1w̃∥2L2(Q) + ∥L1w∥2L2(QT ) +
1

2
∥L̃2w̃∥2L2(QT ) +

1

2
∥L2w∥2L2(QT )

+

∫
QT

(
s3λ4ξ3w2 + s3λ4ξ̃3w̃2

)
dxdt+

∫
QT

(
sλ2ξ|∇w|2 + sλ2ξ̃|∇w̃|2

)
dxdt

≤ C(

∫
ω0×(0,T )

(s3λ4ξ3w2 + s3λ4ξ̃3w̃2 + sλ2ξ|∇w|2 + sλ2ξ̃|∇w̃|2)dxdt

+∥gesα∥2L2(QT ) + ∥gesα̃∥2L2(QT )),

(4.21)

pour tout s ≥ s0 et λ ≥ λ0.
A titre indicatif, l’apparition dans le membre de gauche de (4.21) d’intégrales sur ω0×(0, T )
résulte du fait que :∫
QT

s3λ4ξ3a(x, t,∇β,∇β)2w2dxdt ≥ δ21

∫
QT

s3λ4ξ3|∇β|4w2dxdt

≥ δ21

∫
Ω\ω0×(0,T )

s3λ4ξ3|∇β|4w2dxdt

≥ δ21β
4
0(

∫
Ω×(0,T )

s3λ4ξ3w2dxdt−
∫

ω0×(0,T )

s3λ4ξ3w2dxdt).
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Remarquons que les termes de bord dans (4.20) sont tous positifs, on les élimine donc dans
(4.22). En vertu de l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on déduit des expressions (4.12) tout
en remplaçant w et w̃ par esαz et esα̃z respectivement :∫

QT

(
1

sξ
(
∂u

∂t
)2 +

1

sξ

n∑
i,j=1

(
∂2u

∂xi∂xj
)2 + sλ2ξ|∇u|2 + s3λ4ξ3u2)e2sαdxdt

+

∫
QT

(
1

sξ̃
(
∂u

∂t
)2 +

1

sξ̃

n∑
i,j=1

(
∂2u

∂xi∂xj
)2 + sλ2ξ̃|∇u|2 + s3λ4ξ̃3u2)e2sα̃dxdt

≤ C(

∫
ω0×(0,T )

(s3λ4ξ3u2e2sα + s3λ4ξ̃3u2e2sα̃ + sλ2ξ|∇u|2e2sα + sλ2ξ̃|∇u|2e2sα̃)dxdt

+∥gesα∥2L2(Q) + ∥gesα̃∥2L2(QT )).

(4.22)

Il faut maintenant se débarrasser des termes contenant |∇u|2 qu’on retrouve dans le
membre droit de l’inégalité (4.22). Pour cela, on considère la fonction de troncature :

ρ ∈ C∞
0 (ω), ρ(x) ≡ 1 dans ω0 et 0 ≤ ρ(x) ≤ 1 dans ω,

dont son introduction permet d’avoir∫
ω0×(0,T )

(sλ2ξ|∇u|2e2sα + sλ2ξ̃|∇u|2e2sα̃)dxdt ≤
∫

ω×(0,T )

sλ2ρ(x)ξe2sα∇u.∇udxdt

+

∫
ω×(0,T )

sλ2ρ(x)ξ̃e2sα̃∇u.∇udxdt.

En intégrant par parties le second membre de l’inégalité précédente et en utilisant l’inégalité
de Young, il va exister une constante C = C(Ω, ω) > 0 telle que, pour un ε > 0 assez petit,
on ait ∫

ω0×(0,T )

(sλ2ξ|∇u|2e2sα + sλ2ξ̃|∇u|2e2sα̃)dxdt ≤
∫

ω×(0,T )

(εs−1ξ−1|∆u|2e2sα

+εs−1ξ̃−1|∆u|2e2sα̃)dxdt

+C

∫
ω×(0,T )

(s3λ4ξ3|u|2e2sα

+s3λ4ξ̃3|u|2e2sα̃)dxdt.

(4.23)

De (4.22) et (4.23), on déduit qu’il existe un autre s0 ≥ 1 et un autre λ0 ≥ 1 tels que∫
QT

(
1

sξ
(
∂u

∂t
)2 +

1

sξ

n∑
i,j=1

(
∂2u

∂xi∂xj
)2 + sλ2ξ|∇u|2 + s3λ4ξ3u2)e2sαdxdt

+

∫
QT

(
1

sξ̃
(
∂u

∂t
)2 +

1

sξ̃

n∑
i,j=1

(
∂2u

∂xi∂xj
)2 + sλ2ξ̃|∇u|2 + s3λ4ξ̃3u2)e2sα̃dxdt

≤ C(

∫
ω0×(0,T )

(s3λ4ξ3u2e2sα + s3λ4ξ̃3u2e2sα̃)dxdt+ ∥gesα∥2L2(QT ) + ∥gesα̃∥2L2(QT )),

(4.24)
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pour tout s ≥ s0 et λ ≥ λ0.
La dernière étape à franchir consiste à utiliser les propriétés des fonctions ξ et ξ̃. Par
construction, il existe deux constantes C = C(λ) > 0 et C ′ = C ′(λ) > 0 telles que

Cξ(x, t) ≤ ξ̃(x, t) ≤ C ′ξ(x, t). (4.25)

Par combinaison entre (4.24) et (4.25), on obtient finalement l’estimation de Carleman
(4.7).

2 Application au contrôle

Pour commencer cette section, nous rappelons toujours que l’inégalité de Carleman
démontrée dans les sections précédentes nous servira à mettre en évidence la contrôlabilité
à zéro au temps T de l’équation parabolique suivante :

Lu(x, t) = χωv dans QT = Ω× (0, T ),
u(x) = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) dans Ω,
(4.26)

où v ∈ L2(QT ) est un contrôle interne et χ est la fonction caractéristique de ω. Cette
contrôlabilité consiste à montrer que, pour tout u0 ∈ L2(Ω), il existe un contrôle v ∈ L2(QT )
tel que u(T ) = 0. De plus, il existe une constante C(Ω, ω, T ) > 0, telle que :

∥v∥L2(QT ) ≤ c∥u0∥L2(Ω).

La meilleure constante C > 0 réalisant cette inégalité est appelée le coût du contrôle.
Par ailleurs, il est connu en théorie du contrôle (voir [11]) que la contrôlabilité à zéro
du système (4.26) est équivalente à l’observabilité au temps T du système adjoint (ou
rétrograde) suivant : 

L⋆φ(x, t) = 0 dans QT = Ω× (0, T )
φ(x) = 0 sur Σ = Γ× (0, T )

φ(x, T ) = φ0(x) dans Ω,
(4.27)

où L⋆ = −∂t −
n∑

i,j=1

aij(x, t)∂i∂j −
n∑

i=1

b̃i(x, t)∂i − c̃(x, t) est l’opérateur adjoint de L, et :

• b̃i(x, t) = 2
n∑

j=1

∂jaij(x, t)− bi(x, t) ;

• c̃(x, t) = c(x, t)−
n∑

i=1

∂ibi(x, t) +
n∑

i,j=1

∂i∂jaij(x, t).

Il faut donc montrer l’inégalité d’observabilité qui est, par définition :

∥φ(0)∥2L2(Ω) ≤ C

∫∫
ω×(0,T )

|φ(x, t)|2dxdt, (4.28)
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où φ ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) est l’unique solution faible du système (4.27).

Comme remarque, cette notion d’observabilité dit que nous pouvons connâıtre l’énergie
ou l’état de notre système en temps t = 0 (et par conséquent en tout temps) en l’obser-
vant seulement sur une partie du domaine. En pratique, pour montrer la contrôlabilité à
zéro du système (4.26), il est d’usage de l’établir à partir de l’inégalité d’observabilité (4.28).

Nous allons nous intéresser, à présent à la justification de l’inégalité (4.28). Pour cela,
nous commencons par établir une inégalité de Carleman pour le problème (4.27) et ceci de
la même manière que celle qui nous a permis d’avoir l’inégalité (4.7) du théorème 4.3. On
aura donc

s−1
∫∫
QT

ξ−1e2sα(|∂tφ|2 +
n∑

i,j=1

|∂j∂iφ|2)dxdt+ sλ2
∫∫
QT

ξe2sα|∇φ|2dxdt

+s3λ4
∫∫
QT

ξ3e2sα|φ|2dxdt ≤ Cs3λ4
∫∫

ω×(0,T )

ξ3e2sα|φ|2dxdt.
(4.29)

Pour tout λ ≥ λ1 et s ≥ s1. Par la suite, on ne garde que le quatrième terme du côté
gauche de cette inégalité et on trouve pour λ = λ1∫∫

QT

t−3(T − t)−3e2sα|φ|2dxdt ≤ C

∫∫
ω×(0,T )

t−3(T − t)−3e2sα|φ|2dxdt,

pour tout s ≥ s1. Compte tenu des inégalités suivantes

16

9T 2
≤ 1

t (T − t)
≤ 16

T 2
for t ∈ (T/4, 3T/4) ,

1

t (T − t)
≥ 1

2T 2
for t ∈ ]0, T [

ainsi que les propriétés vérifiées par les fonctions β et α, on peut trouver une constante
C = C(Ω, ω, T ) > 0 pour laquelle :∫

(T/4,3T/4)×Ω

|φ|2 dt dx ≤ C

∫
(0.T )×ω

|φ|2 dt dx. (4.30)

Par ailleurs, si on considère la fonction ρ0 ∈ C1[0, 1] telle que :

0 ≤ ρ0 ≤ 1, ρ0 = 1 sur [0,
1

4
] et ρ0 = 0 sur [

3

4
, 1],

puis la fonction ρ(t) = ρ0(
t
T
), alors en écrivant ρφ pour le système (4.27), on trouve que :
L⋆(ρφ) = −φ∂tρ dans Ω× (0, 3T

4
),

ρφ = 0 sur Γ× (0, 3T
4
),

ρφ(x, 3T
4
) = 0 dans Ω.
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En multipliant la première équation du système précédent par ρφ, puis en intégrant sur
Ω, on aura après un simple calcul basé sur des intégrations par parties :

−1

2

d

dt

∫
Ω

|ρφ|2dx+
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂jaij∂i(ρφ)ρφdx+
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij∂j(ρφ)∂i(ρφ)dx

−
n∑

i=1

∫
Ω

bi∂i(ρφ)(ρφ)dx = −
∫
Ω

ρ∂tρ|φ|2dx+
∫
Ω

c|ρφ|2dx.

En vertu de la condition d’ellipticité uniforme vérifiée par les coefficients (aij), on déduit
que :

−1

2

d

dt

∫
Ω

|ρφ|2dx+ δ1

∫
Ω

|∇(ρφ)|2dx ≤ (
n∑

i,j=1

∥∂jaij∥2L∞(Q) +
n∑

i=1

∥bi∥2L∞(Q))

∫
Ω

|∇(ρφ)|2dx

+(n2 + n+ ∥c∥L∞(Q))

∫
Ω

|ρφ|2dx+
∫
Ω

ρ∂tρ|φ|2dx.

En choisisssant δ1 ≥
n∑

i,j=1

∥∂jaij∥2L∞(Q)+
n∑

i=1

∥bi∥2L∞(Q), il découlera de l’inégalité précédente

que :

− d

dt

∫
Ω

|ρφ|2dx ≤ 2(n2 + n+ ∥c∥L∞(Q))

∫
Ω

|ρφ|2dx+ 2

∫
Ω

ρ∂tρ|φ|2dx.

et que

− d

dt
(exp(2t(n2 + n+ ∥c∥L∞(Q)))

∫
Ω

|ρφ|2dx) ≤ 2exp(2t(n2 + n+ ∥c∥L∞(Q)))

∫
Ω

ρ∂tρ|φ|2dx,

pour tout t ≥ 0. Finalement, l’intégration de l’inégalité précédente sur [0, t] avec t ∈ [T
4
, 3T

4
]

implique que :

∫
Ω

|φ(x, 0)|2dx ≤ 2

t∫
0

exp(2s(n2 + n+ ∥c∥L∞(Q)))

∫
Ω

ρ∂Sρ|φ|2dxds

≤ C
T
exp(3T

2
(n2 + n+ ∥c∥L∞(Q)))

∫∫
Ω×(T

4
, 3T

4
)

|φ|2dxdt.
(4.31)

Comme indication, pour arriver à la dernière inégalité de (4.31), on a utilisé le fait que :

ρ ≤ 1 et que |∂tρ(t)| = |∂tρ0(t/T )|/T ≤ C

T
.

Finalement, l’inégalité d’observabilité (4.28) découle de la combinaison entre (4.30) et
(4.31).



Chapitre 5

Inégalité de Carleman pour un
problème parabolique posé dans un
domaine singulier

Comme on l’a déjà annoncé dans l’introduction, on s’intéresse à établir un résultat de
nulle contrôlabilité pour le problème 1 et le problème 2 définis dans des domaines
présentant des singularités sur leur frontière. L’outil principal dans notre raisonnement se
trouve dans les estimations de Carleman tel que c’est expliqué dans le chapitre précédent.
A travers ces estimations, on déduit une inégalité d’observabilité pour le problème adjoint
associé au problème 1. Concernant le problème 2, la contrôlabilité recherchée se ramène,
d’après [7], à mettre en évidence une certaine inégalité spectrale (voir chapitre 6) qui
découle d’une estimation de Carleman appliquée à un problème elliptique intermédiaire.
On y reviendra en détail dans le chapitre suivant.
Dans cette partie de notre travail, on mettra en évidence ce qu’on a apporté de nouveau
pour l’étude d’un tel problème. En fait, notre contribution se situe dans l’établissement
d’une estimation de Carleman dans des domaines irréguliers. On verra plus loin que la
régularité de la solution des problèmes considérés n’est pas suffisante pour réaliser certaines
intégrations par parties inévitables dans ce genre d’estimations (voir le chapitre 3). Par
ailleurs, à cause de la singularité de notre domaine, il nous a fallu construire à la main une
fonction poids liée aux estimations de Carleman et satisfaisant certaines propriétés qu’on
précisera par la suite. En fait, on rappelle toujours que lorsque le domaine est à frontière
au moins de classe C2, l’existence de cette fonction poids est acquise. Ceci n’est pas le cas
dans notre situation, puisque la frontière est au plus lipschtzienne.

1 Cas de l’équation de la chaleur dans un domaine

bidimensionnel

Soit Ω un ouvert borné de R2 de frontière Γ. On note ν le vecteur normal sortant à Γ.
Soit O un autre ouvert borné de R2 tel que O ⊂⊂ Ω. Pour T > 0, on pose QT = (0, T )×Ω
et ΣT = (0, T )× Γ.

36
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Considérons le problème de Cauchy-Dirichlet suivant :
ut −∆u = χOv dans QT

u = 0 sur ΣT

u (0) = u0 dans Ω
(5.1)

L’inégalité d’observabilité de type Carleman à laquelle on veut aboutir concerne les deux
cas suivants.

Case 1 Ω possède un coin polygonal rentrant de sommet S (S ∈ Γ) et d’angle intérieur
de mesure ω, π < ω < 2π. Γ\V (S) est supposé régulier, où V (S) est un voisinage
arbitraire u sommet S.

Case 2 Ω contient une fissure rectiligne Λ débouchant au point S ′ de la frontière ∂Ω. On
désigne par S sa pointe et par Γ1 la partie Γ \ Λ. Comme dans le cas 1, on suppose
que Γ\V (Λ) est suffisamment régulière, où V (Λ) est un voisinage arbitraire de la
fissure Λ.

Comme cas limite, on remarque que si on prend ω = 2π dans le cas 1, on retombe
exactement sur le cas 2.

Dans le paragraphe suivant, nous aborderons la question de l’existence et de la régularité
de la solution du problème 5.1 et du problème adjoint associé.

1.1 Existence et régularité

Considérons le problème 
ut −∆u = f dans QT ,

u = 0 sur ΣT ,
u (0) = u0 dans Ω.

(5.2)

où u0 ∈ L2 (Ω) et f ∈ L2 (QT ). La proposition ci-après précise la régularité de la solution
du problème (5.2).

Proposition 5.1 Pour tout u0 ∈ L2 (Ω) et f ∈ L2 (QT ), le problème (5.2) admet une
unique solution u dans C0 ([0, T ] ;L2 (Ω)) ∩ L2 ((0, T );H1

0 (Ω)) .

Preuve : Avant d’entamer la preuve de cette proposition, faisons le rappel suivant : Pour
un opérateur A de domaine D(A) maximal monotone dans un espace de Hilbert H, le
problème de Cauchy abstrait suivant{

ut + Au = f dans QT ,
u (0) = u0 dans Ω.

(5.3)

admet, pour tout u0 ∈ H et f ∈ L1 (0, T ;H), une unique solution dans C0([0, T ];H) (voir
[29]). De plus cette solution s’écrit sous la forme

u(t) = S(t)u0 +

t∫
0

S(t− s)f(s)ds, pour tout t ∈ [0, T ].
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où S(.) est un C0 semi-groupe de générateur infinitésimal A. Par ailleurs, on peut vérifier
que lorsqueA est auto-adjoint, la solution u du problème (5.3) appartient à L2(0, T,D(A1/2)),
où D(A1/2) est muni de la norme du graphe. En effet, en multipliant l’équation ut+Au = f
par u puis en intégrant sur (0, T ), on trouve (sans perte de généralité, on peut supposer
que u0 = 0) après intégration par parties

1

2
∥u(T )∥2H +

T∫
0

∥A1/2u(t)∥2Hdt =

T∫
0

f(t)u(t)dt

≤ ∥f∥L1(0,T ;H)∥u∥C0([0,T ];H).

Ce qui montre que

T∫
0

∥A1/2u(t)∥2Hdt < +∞.

Revenons, à présent, à l’opérateur de Laplace-Dirichlet. En posant A = −∆ et H = L2(Ω),
on déduit donc les résultats de notre proposition.

Remarque 5.2 (voir [26]) Pour u0 ∈ H1
0 (Ω), la solution de (5.2) s’écrit sous la forme

u (t, x) = uR (t, x) + uS (t, x) = uR (t, x) + τ (t) yS (x)

telle que uR ∈ L2 (0, T,H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) , τ ∈ H l (0, T ), où

0 < l <
1

2
− π

2ω
<

1

4
.

De plus

u ∈ L2
(
0, T,Hs (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)
∩H1

(
0, T, L2 (Ω)

)
, pour tout s tel que s <

π

ω
+ 1.

Considérons maintenant le problème adjoint homogène associé à (5.2)
qt +∆q = 0 dans QT ,

q = 0 sur ΣT ,
q (T ) = q0 dans Ω.

(5.4)

La proposition suivante donne la régularité de la solution du problème (5.4).

Proposition 5.3 Pour tout q0 ∈ L2 (Ω), le problème adjoint (5.4) admet une unique so-
lution q dans C0 ([0, T ];L2 (Ω)) ∩ C0 ([0 , T [ ;D(A)) ∩ C1 ([0 , T [ ;L2 (Ω)). De plus, on a

1

2
| q(0) |2L2(Ω) +

T∫
0

∥ ▽q(t) ∥2L2(Ω)=
1

2
∥ q(T ) ∥2L2(Ω) .

Preuve : En changeant t en T − t, on obtient un autre problème où les hypothèses du
Théorème X.1 de [2] sont satisfaites.

Remarque 5.4 (voir [2] Théorème 7.5 p.111) Si q0 ∈ D(Ak), pour k ≥ 2, alors la solution
vérifie

q ∈ Ck−j([0, T ];D
(
Aj)

)
, pour j = 0, ..., k.
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1.2 Construction de la fonction poids

Dans ce paragraphe, nous aborderons la question relative à la construction d’une fonc-
tion poids β satisfaisant les propriétés suivantes

β > 0 in Ω, β = 0 on Γ, |∇β| ≥ C > 0 in Ω\O0, (5.5)

où O0 ⊂⊂ Ω est un ouvert non vide. Il est bien connu que dans le cas de domaine de classe
C2, A.Fursikov and O.Imanuvilov (voir [14] ) ont prouvé l’existence d’une telle fonction qui
est de plus dans C2(Ω). La construction d’une fonction poids ayant ces propriétés reste un
problème crucial dans notre cas. En revanche, on a pu exploiter une autre piste qui nous
a assuré l’existence de cette fonction poids vérifiant les propriétés (5.5), mais de régularité
inférieure à C2. Cette régularité qu’on précisera par la suite est suffisante pour établir une
estimation de Carleman du type (4.7). Les propositions ci-après tiennent compte de toutes
ces considérations.

Proposition 5.5 (Cas 1) : Soit O0 ⊂⊂ Ω un ouvert non vide, il existe une fonction
β ∈ C1

(
Ω̄
)
∩W 2,∞ (Ω) telle que

β > 0 dans Ω, |∇β| > 0 dans Ω\O0 et
∂β

∂ν
< 0 sur Γ\{S}.

Proposition 5.6 (Cas 2) : Soit O0 ⊂⊂ Ω un ouvert non vide, il existe une fonction
β ∈ C1

(
Ω̄
)
∩W 2,∞ (Ω) telle que

β > 0 dans Ω, |∇β| > 0 dans Ω\O0,
∂β

∂ν
< 0 sur Γ1 et

∂β

∂ν±
= 0 sur Λ\{S},

ν+ et ν− désignent les normales unitaires sortantes (opposées) à la fissure Λ.

Comme remarque, entre les propriétés (5.5) et celles données par les propositions 5.5
et 5.6, il y a une différence. En fait, la condition β = 0 sur Γ n’est pas nécessaire dans

notre raisonnement. Nous avons imposé la condition que
∂β

∂ν
≤ 0 sur Γ. Cela nous convient

parfaitement lorsqu’il est question d’établir une estimation de Carleman globale pour le
problème d’évolution parapolique (5.1).

Preuve de la proposition 5.5
L’idée de base pour construire une telle fonction ressemble à celle conçue par [14] ou par
[12]. Elle consiste à trouver une fonction qui vérifie les propriétés (5.5) au voisinage du bord,
puis d’utiliser les fonctions de Morse pour en trouver une qui est égale sur ce voisinage
à cette première fonction. Finalement en la composant avec le difféomorphisme construit
dans [14], les points critiques seront transportés dans le sous-domaine O0. Pour notre cas,
à cause du domaine qui n’est pas de classe C2, on contourne d’abord le coin ou la fissure,
puis on supposera que notre fonction est affine au voisinage du coin et vérifie les propriétés
énoncées dans la proposition. Essentiellement, on aura besoin qu’elle soit de gradient non
nul sur tout Ω\ω. En prolongeant de la même manière que [14] ou par [12], on obtiendra
la fonction voulue. Voici donc les détails de notre démarche.
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Considérons le système de coordonnées cartesiennes (Ox1x2) de centre S (i.e. l’origine O de
notre repère est le sommet S) tel que l’axe (Ox1) soit sortant et coincide avec la bissectrice
de l’angle ω (voir figure 5.1)
Etape 1 : Décomposons d’abord la frontière Γ en deux parties, partie singulière ΓS qui

      Γ0 

 x1 

 x2 

  M1   M2 

 ΓS 

    Γ1 

Ω 

 

Ω' 

  S  

O 0 

Figure 5.1 – Case 1

contient le coin et la partie régulière Γ′ = Γ\ΓS. Ensuite, on supposera que l’intersection
entre ΓS et Γ′ a lieu aux points M1(a1, b1) et M2(a2, b2) de Γ (see Figure 5.1).
Comme première étape pour la construction de cette fonction poids, on considère la fonc-
tion βS définie comme suit

βS (x1, x2) = −x1 + c (5.6)

où c > 0 est une constante assez grande. On peut aisément vérifier que

βS ∈ C2
(
Ω
)
, βS > 0 dans Ω,

∂βS
∂ν

< 0 sur ΓS et |∇βS| > 0 dans Ω.

Etape 2 : Soit Ω′ un sous-domaine de Ω à frontière de classe C3 et tel que ∂Ω′ = Γ0 ∪ Γ′

et Γ = ΓS ∪ Γ′ (voir Figure 5.1).
Et soit

k : [b1, b2] → Γ0

x2 → (k (x2) , x2) .

une paramétrisation de Γ0 où k est une fonction de classe C3 vérifiant

k (b1) = a1 = αb1, k (b2) = a2 = −αb2, k′ (b1) = α, k′ (b2) = −α
, k′′ (b1) = k′′ (b2) = 0 et k(3) (b1) = k(3) (b2) = 0.
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Remarquons que la normale unitaire sortante à Ω
′
en chaque point M(x1, x2) de Γ0 est

−→ν = 1√
k′2(x2)+1

(
1

−k′ (x2)

)
. Par un simple calcul, on vérifie que

∂βS
∂ν

=
−1√

k′2(x2) + 1
< 0.

Etape 3 : Introduisons les deux fonctions g0 et h0 telles que g0 = βS et h0 =
∂βS
∂ν

sur Γ0.

Ensuite, on prolonge g0 (resp.h0) à ∂Ω
′ par une fonction g (resp.h) tel que g > 0 et h < 0

sur ∂Ω′.

Soit maintenant g̃ une relèvement de classe C2 de g sur tout le domaine Ω′ tel que
∂g̃

∂ν
= h

sur ∂Ω′ et g̃ > 0 dans Ω′.
Parallèlement à ce qu’on a dit au début de la preuve, la suite de notre justification s’inspire

de [12] et [14]. Pour ε > 0, on pose Uε = {X ∈ Ω′, dist (X, ∂Ω′) < ε}, comme
∂g̃

∂ν
= h < 0

sur ∂Ω′, alors on peut trouver un ε > 0 suffisamment petit pour que |∇g̃| ̸= 0 dans Uε.
En d’autres termes, g̃ vérifie

g̃ ∈ C2
(
Uε

)
, g̃ > 0 dans Uε et |∇g̃| ̸= 0 dans Uε.

Etape 4 : Tel qu’on l’a construit, le domaine Ω′ est à frontière de classe C3. Grâce au
théorème de Morse (voir [1]), il existe une suite de fonctions de Morse (θk)k≥1 (de points
critiques isolés) telles que

θk → g̃ quand k → +∞ dans C2
(
Ω′
)
. (5.7)

Comme θk est proche de g̃, les points critiques de θk ne sont pas dans Uε. De plus, on peut
supposer que, pour un certain δ > 0, on a

|∇g̃| ≥ δ > 0 dans Uε. (5.8)

Construisons une fonction de Morse µ ∈ C2
(
Ω′
)
vérifiant

µ = g sur ∂Ω′,
µ > 0 dans Ω′,
∇µ ̸= 0 dans Uε.

(5.9)

Soit φ ∈ C∞
0

(
Uε

)
tel que φ = 1 sur U ε0 , supp(φ) ⊂ Uε0 où 0 < ε0 < ε.

Posons µk (x) = θk (x) + φ (x) (g̃ (x)− θk (x)). On remarque alors que

µk (x) = g̃ (x) , pour x ∈ U ε0 . (5.10)

De plus, µk vérifie

∇µk = ∇θk dans Ω′ \ Uε,
∇µk = ∇θk + φ (∇g̃ −∇θk) +∇φ (g̃ − θk) dans Uε.

(5.11)
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De (5.7), (5.8) et (5.11), on déduit l’inégalité

|∇µk| ≥ |∇θk| − 2 ∥φ∥C1 ∥g̃ − θk∥C1 ≥
δ

2
dans Ω′ ∩ Uε, pour k > k0 = k0 (δ) .

Choisissons un k1 ≥ k0 et posons µ = µk1 . µ est une fonction de Morse positive et son
gradient s’annule là où le gradient de θk1 est nul. On déduit donc les propriétés (5.9).
Etape 5 :

Par un argument similaire à celui adopté par [14], on peut déduire qu’il existe un
difféomorphisme F : Ω′ → Ω′ qui laisse invariant Uε et transporte les points critiques de µ
vers O0.
En posant β′ (x) = (µ ◦ F ) (x), alors la fonction β′ vérifiera les propriétés

β′ ∈ C2
(
Ω′
)
, β′ > 0 dans Ω′, |∇β′| ̸= 0 dans Ω′\O0 et β′ = g sur ∂Ω′.

Etape 6 :
En somme, la fonction β que l’on voulait construire peut être définie comme suit :

β =

{
βS dans Ω\Ω′,
β′ dans Ω′.

Et cette fonction vérifie bien : β ∈ C1
(
Ω̄
)
∩W 2,∞ (Ω), |∇β| ̸= 0 dans Ω\O0 , β > 0 dans

Ω et
∂β

∂ν
< 0 sur Γ\{S}.

Preuve de la Proposition 5.6 :
Rappelons d’abord que Γ = Λ∪Γ1 où σ désigne la fissure telle que Λ = [S, S ′], où S ′ ∈ Γ1.
Considérons deux points M1,M2 de Γ1 assez proches de S ′.

Notons Γ′′ la partie
⌢

M1M2 de Γ1 contenant S ′ and posons Γ1 = Γ′ ∪ Γ′′.
Considérons le système de coordonnées cartésiennes (Ox1x2) d’origine S (i.e. S = O) et
l’axe (Ox1) cöıncide avec la fissure Λ (voir la figure 5.2). La construction de la fonction

 

 O0 

      Γ1 
 

Ω Γ 0      

Ω
′ 

 M1 

 M2 

 S
’
            x1 

    x2 

 Λ 
  S 

Figure 5.2 – Case 2
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poids se fait de la même manière que pour le cas 1, on commence par considérer la même
fonction affine βS introduite dans (5.6), c’est-à-dire

βS(x1, x2) = −x1 + c

où c > 0 une constante assez grande. On peut montrer aisément que βS vérifie

βS ∈ C2(Ω), βS > 0 dans Ω,
∂βS
∂ν±

= 0 sur Λ\{S} et
∂βS
∂ν

< 0 sur Γ”\{S ′}.

Soit Ω′ un sous-domaine de Ω à frontière de classe C3 tel que ∂Ω′ = Γ′ ∪ Γ0, et
∂βS
∂ν

< 0

dans Γ0.
La suite de la preuve est identique au cas 1.

1.3 Estimations de Carleman

Il est question dans cette section d’établir une estimation de Carleman globale du type
(4.7) seulement pour l’opérateur parabolique L = ∂t − ∆. Nous allons, dans ce qui suit,
apporter plus de précisions sur les détails non abordés dans le chapitre 4. Cela concerne
essentiellement la façon de regrouper des termes qui découlent des intégrations par parties
pour n’en garder que les plus importants. Une autre question à laquelle on s’intéressera
dans ce paragraphe concerne la régularité insuffisante de la solution du problème (5.4) afin
d’effectuer des calculs du même genre que ceux réalisés dans le chapitre 4. Nous proposons
ici une démarche permettant de surmonter cette difficulté.
Soit ω un ouvert borné non vide satisfaisant ω ⊂⊂ O. Comme dans le chapitre 4, pour
(t, x) ∈ QT et m > 1, nous définissons les fonctions suivantes :

α (t, x) =
e2λm∥β∥∞ − eλ(m∥β∥∞+β(x))

t (T − t)
,

ξ (t, x) =
eλ(m∥β∥∞+β(x))

t (T − t)
,

(5.12)

où β est la fonction poids construite dans les Propositions 5.5 and 5.6.
Posons V = C0 ([0, T ];L2 (Ω)) ∩ C0 ([0, T [;D(A)) ∩ C1 ([0, T [;L2(Ω)), on énonce dans le
théorème ci-après l’estimation de Carleman recherchée.

Théorème 5.7 Il existe trois constantes positives λ1 = λ1 (Ω,O) ≥ 1, s1 = s1 (Ω,O) (T + T 2)
et C (Ω,O), telles que pour tout λ ≥ λ1 et s ≥ s1, on ait

s−1

∫
QT

e−2sαξ−1
(
|qt|2 + |∆q|2

)
dt dx+ sλ2

∫
QT

e−2sαξ |∇q|2 dt dx

+s3λ4
∫
QT

e−2sαξ3 |q|2 dt dx ≤ Cs3λ4
∫

O×(0,T )

e−2sαξ3 |q|2 dt dx,
(5.13)

pour tout q ∈ V solution de (5.4).
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Dans ce qui va suivre C(O,Ω) ou simplement C désignera une constante générique qui
dépend seulement de O et de Ω.

Preuve de Théorème 5.7 Pour prouver l’estimation de Carleman (5.13), on décompose
la démonstration en quatre étapes.
Etape 1 : Comme dans le chapitre 4, pour q ∈ V , on introduit le changement de fonctions
ψ = e−sαq. Par construction, on a ψ|Σ = 0, ψ (0, x) = ψ (T, x) = 0 et

M1ψ +M2ψ = gs,λ (5.14)

où 
M1ψ = −2sλ2 |∇β|2 ξψ − 2sλξ∇β.∇ψ + ψt

M2ψ = s2λ2 |∇β|2 ξ2ψ +∆ψ + sαtψ

gs,λ = sλ(∆β)ξψ − sλ2 |∇β|2 ξψ
Pour 1 ≤ i, j ≤ 3, on note

Iij =< (M1ψ)i , (M2ψ)j >L2(QT ),

où (M1ψ)i , (M2ψ)j sont respectivement le i-iéme et le j-ième terme de M1ψ et de M2ψ.

En passant à la norme L2(QT ) dans (5.14), on obtient

∥M1ψ∥2L2(QT ) + ∥M2ψ∥2L2(QT ) + 2
3∑

i,j=1

< (M1ψ)i , (M2ψ)j >L2(QT )= ∥gs,λ∥2L2(QT ) . (5.15)

Etape 2 : Afin de pouvoir réaliser des intégrations par parties dans certaines intégrales
Iij (1 ≤ i, j ≤ 3), on est contraint d’avoir plus de régularité de la solution q du problème
(5.4). Pour cela, on approche q par une suite de fonctions (qn)n plus régulières. Cette suite
est construite comme suit :
On sait que D (A2) est dense dans L2 (Ω) puisque A est maximal et monotone ; donc
pour q0 ∈ L2 (Ω), il existe une suite (q0n) dans D (A2) convergeant vers q0 dans L2 (Ω) .
Considérons, maintenant, le problème suivant associé à la donnée initiale q0n ∈ D (A2) :

∂tqn +∆qn = 0 in QT ,
qn = 0 on ΣT ,

qn (T ) = q0n in Ω.
(5.16)

qui admet, d’après la remarque 5.4, une unique solution qn dans C2 ([0, T ];L2 (Ω)) ∩
C1 ([0, T ];D(A)).
La suite de notre preuve s’appuiera sur la démarche suivante : on établira une estimation
de Carleman pour le problème (5.16), puis à travers le lemme suivant

Lemme 5.8 Nous avons les propriétés suivantes :

(i) (qn)n converge vers q dans L2 (0, T,H1
0 (Ω)) .
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(ii) (∆ψn)n converge vers ∆ψ dans L2 (QT ), où ψn = e−sαqn.

on en déduira, par densité, l’estimation de Carleman souhaitée (i.e. pour le problème (5.4)).
Preuve du Lemme 5.8

(i) Soit la suite de fonctions vn = qn − q. Par un simple calcul, on montre que vn vérifie
∂tvn +∆vn = 0 dans QT ,

vn = 0 sur ΣT ,
vn (T ) = v0n = q0n − q0 in Ω

(5.17)

Comme v0n ∈ L2(Ω) alors vn ∈ C0([0, T ];L2(Ω))∩C0([0, T [;D(A))∩C1([0, T [;L2(Ω))
(voir Proposition 5.3) et on a

1

2
| vn(0) |2L2(Ω) +

T∫
0

∥ ∇vn(t) ∥2L2(Ω)=
1

2
∥ vn(T ) ∥2L2(Ω),

ce qui implique que
T∫

0

∥∇vn∥2L2(Ω) dt dx ≤ 1

2

∥∥v0n∥∥2

L2(Ω)

ainsi que la convergence de la suite (vn)n vers 0 dans L2 (0, T ;H1
0 (Ω)).

(ii) Pour ce qui est de ce cas, on montre d’abord que la suite (∆ψn) est de Cauchy. Pour
cela, pour p, q ∈ N, on pose ϕp,q = ψp − ψq. On peut vérifier que

∂tϕp,q +∆ϕp,q = gp,q, (5.18)

où
gp,q = (−sαt − s∆α− s2|∇α|2)ϕp,q − 2s∇α.∇ϕp,q

En multipliant (5.18) par ∆ϕp,q et en intégrant sur QT , on obtient

∥ ∆ϕp,q ∥2L2(QT )=

∫
QT

gp,q∆ϕp,q dt dx,

Comme β ∈ W 2,∞(Ω), alors grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz il existe une
constante C > 0 dépendant de s telle que

∥ ∆ϕp,q ∥L2(QT ) ≤∥ gp,q ∥L2(QT )

≤ C ∥ ϕp,q ∥2L2(0,T,H1
0 (Ω))

.

Tenant compte de (i) et des propriétés de l’opérateur ∆, on déduit de l’inégalité
précédente que (∆ψn)n converge vers ∆ψ dans L2(QT ) et, par conséquent, (∂tψn)
converge aussi vers (∂tψ) dans L

2 (QT ).
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Remarque 5.9 Avant de passer à l’étape 3, il est utile de remarquer que ψ (respectivement
ψn) est au moins aussi régulière que q (respectivement qn). Cela est dû au fait que β ∈
W 2,∞ (Ω) et que Ω est borné.

Etape 3 : Pour 1 ≤ i, j ≤ 3, on pose Inij =< (M1ψn)i , (M2ψn)j >L2(QT ). D’après le lemme
5.8, (Inij) converge vers Iij.
Dans le même esprit par rapport à ce qui se fait dans les estimations de Carleman, on
effectue des calculs sur le termes (Inij), et afin d’alléger les notations, on évitera d’utiliser
l’indice n dans nos expressions en écrivant Iij à la place de Inij.
Pour distinguer le cas 1 et le cas 2, on traitera les intégrales Iij de manière séparée.
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Cas 1 :
Tout d’abord mentionnons quelques propriétés dont jouissent les fonctions ξ et α définies
dans (5.12) : 

|αt| ≤ CTξ2

|ξt| ≤ CTξ2

|∇αt| ≤ CλTξ2

|αtt| ≤ CT 2ξ3

∇ξ = λξ∇β
∇α = −λξ∇β
ξ ≥ 4

T 2
,

où C est une constante qui dépend de Ω et de O.
Grâce aux rappels donnés dans le chapitre 1, les intégrations par parties par rapport aux
variables espace et temps qu’on appliquera sur les intégrales Iij sont complètement justifiées
pour les intégrales ne contenant pas ∆ψ puisque Ω est un domaine à frontière lipschtzienne.
Pour les autres intégrales, à cause de la présence du ∆ψ, on doit trouver un autre moyen
pour justifier nos calculs.
On a

I11 = −2s3λ4
∫
QT

|∇β|4 ξ3 |ψ|2 dt dx. (5.19)

et

I21 = −2s3λ3
∫
QT

|∇β|2 ξ3 (∇β.∇ψ)ψ dt dx

= −s3λ3
∫
QT

|∇β|2 ξ3∇β.∇ (ψ)2 dt dx.

Après intégration par parties et quelques transformations, on obtient :

I21 = s3λ3
∫
QT

div(|∇β|2 ξ3∇β)ψ2 dt dx

= 3s3λ4
∫
QT

|∇β|4 ξ3ψ2 dt dx+ s3λ3
∫
QT

|∇β|2 ξ3.∆β.ψ2 dt dx

+2s3λ3
∫
QT

∑
1≤i,j≤2

ψ2ξ3
∂β

∂xi

∂2β

∂xi∂xj

∂β

∂xj
dt dx

= I121 + I221 + I321.
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Remarquons que I11 + I121 ≥ 0. De plus, il existe une constante c1 > 0 telle que |∇β| ≥ c1
dans Ω\O0, ce qui donne∫

QT

ξ3ψ2 dt dx ≤
∫

(0,T )×O0

ξ3ψ2 dt dx+
1

c41

∫
(0,T )×Ω\O0

|∇β|4 ξ3ψ2 dt dx.

ainsi que
I11 + I121 ≥ C (B −D) , où C = C (Ω,O) et

B = s3λ4
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx

D = s3λ4
∫

(0,T )×O0

ξ3ψ2dt dx

(5.20)

Comme β ∈ W 2,∞ (Ω) alors en choisissant λ ≥ C où C = C(Ω,O) > 0, on déduit que

I11 + I21 ≥ C (B −D) . (5.21)

On a aussi

I31 = s2λ2
∫
QT

|∇β|2 ξ2ψtψ dt dx

=
1

2
s2λ2

∫
QT

|∇β|2 ξ2
(
ψ2

)
t
dt dx

qui donne après intégration par parties

I31 = −s2λ2
∫
QT

|∇β|2 ξtξψ2 dt dx.

On sait que |ξt| = | 2t−T
t2(t−T )2

eλ(m∥β∥∞+β(x))| ≤ Tξ2, alors

I31 ≥ −CTs2λ2
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx. (5.22)

De (5.19), (5.21) et (5.22), on déduit que pour s ≥ 1 et λ ≥ TC (Ω,O)

< M1ψ, (M2ψ)1 >L2(QT ) = I11 + I21 + I31

≥ Cs3λ4
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx

−C ′s3λ4
∫

(0,T )×O0

ξ3ψ2 dt dx.

(5.23)
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Pour le traitement des trois intégrales Iij qui vont suivre et qui contiennent le ∆ψ, nous
utiliserons le même argument du Lemme 3.3 énoncé dans [21] ainsi que la densité de H2(Ω)
dans Hs(Ω). Ce qui nous permettra de justifier les intégrations par parties.
On a

I12 = −2sλ2
∫
QT

|∇β|2 ξ∆ψ.ψ dt dx.

L’intégration par parties donne

I12 = 2sλ2
∫
QT

∇
(
|∇β|2 ξψ

)
.∇ψ dt dx

= 2sλ2
∫
QT

|∇β|2 ξ |∇ψ|2 dt dx+ 4sλ2
∫
QT

ψξ
∑

1≤i,j≤2

∂β

∂xi

∂2β

∂xi∂xj

∂ψ

∂xj
dt dx

+2sλ2
∫
QT

|∇β|2 (∇ξ.∇ψ)ψ dt dx

= I112 + I212 + I312

Par ailleurs, on sait que

λ2ξ
∂ψ

∂xj
ψ = (

√
ξ
∂ψ

∂xj
)
(
λ2
√
ξψ

)
≤ 1

2
(ξ(

∂ψ

∂xj
)2 + λ4ξψ2)

et
sλ2ξ (∇ψ.∇ξ)ψ ≤ C(s2λ4ξ2ψ2 + |∇ψ|2 λ2)

D’où les inégalités suivantes

I212 ≤ Cs

∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx+ Csλ4
∫
QT

ξψ2 dt dx,

I312 ≤ Cs2λ4
∫
QT

ξ2ψ2 dt dx+ Cλ2
∫
QT

|∇ψ|2 dt dx.
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Par conséquent

I12 = I112 + I212 + I312 ≥ 2sλ2
∫
QT

|∇β|2 ξ |∇ψ|2 dt dx

−Csλ4
∫
QT

ξψ2 dt dx− Cs

∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx

−Cs2λ4
∫
QT

ξ2ψ2 dt dx− Cλ2
∫
QT

|∇ψ|2 dt dx

≥ 2sλ2
∫
QT

|∇β|2 ξ |∇ψ|2 dt dx− s2λ4
∫
QT

(
C

sξ
+ C)ξ2ψ2 dt dx

−C
∫
QT

(sξ + λ2) |∇ψ|2 dt dx.

En choisissant s > CT 2, on trouve

I12 ≥ 2sλ2
∫
QT

|∇β|2 ξ |∇ψ|2 dt dx−Cs2λ4
∫
QT

ξ2ψ2 dt dx−C
∫
QT

(sξ+λ2) |∇ψ|2 dt dx. (5.24)

On a aussi

I22 = −2sλ

∫
QT

ξ (∇β.∇ψ)∆ψ dt dx.

Après intégration par parties, on obtient

I22 = −2sλ

∫
ΣT

ξ (∇β.∇ψ) ∂ψ
∂ν

dt dσ + 2sλ

∫
QT

∇ (ξ (∇β.∇ψ)) .∇ψ dt dx

Comme
∂ψ

∂τ
= 0 sur Σ (

∂ψ

∂τ
= ∇ψ.τ est le gradient tangentiel de ψ ) et ∇β.∇ψ =

∂β

∂ν

∂ψ

∂ν
,

alors :

I22 = −2sλ

∫
Σ

ξ
∂β

∂ν

(
∂ψ

∂ν

)2

dtdσ + 2sλ
∑

1≤i,j≤2

∫
QT

ξ(
∂2β

∂xi∂xj

∂ψ

∂xi

+
∂β

∂xi

∂2ψ

∂xi∂xj
)
∂ψ

∂xj
dt dx+ 2sλ2

∫
QT

ξ. |∇β.∇ψ|2 dt dx,
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ce qui donne

I22 = −2sλ

∫
Σ

ξ
∂β

∂ν

(
∂ψ

∂ν

)2

dtdσ + 2sλ
∑

1≤i,j≤2

∫
QT

ξ
∂2β

∂xi∂xj

∂ψ

∂xi

∂ψ

∂xj
dt dx

+2sλ2
∫
QT

ξ |∇β.∇ψ|2 dt dx+ sλ

∫
QT

ξ∇β.∇(|∇ψ|2) dt dx.

= I122 + I222 + I322 + I422.

Dans les expressions précédentes, on remarque que I322 ≥ 0 et |I222| ≤ Csλ

∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx.

En appliquant une intégration par parties sur I422, on aura

I422 = sλ

∫
Σ

ξ |∇ψ|2 (∇β.ν) dtdσ − sλ

∫
QT

|∇ψ|2 div (ξ.∇β) dt dx

= sλ

∫
Σ

ξ

(
∂ψ

∂ν

)2
∂β

∂ν
dtdσ − sλ2

∫
QT

|∇β|2 ξ |∇ψ|2 dt dx

−sλ
∫
QT

(∆β)ξ |∇ψ|2 dt dx

= I4122 + I4222 + I4322 .

Comme
∂β

∂ν
< 0 sur ΣT et β ∈ W 2,∞ (Ω), alors

I122 + I4122 ≥ 0

De plus, il existe une constante C > 0 telle que∣∣I4322 ∣∣ ≤ Csλ

∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx.

En somme, on a

I22 ≥ I222 + I4222 + I4322 ≥ −Csλ
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx− sλ2
∫
QT

|∇β|2 ξ |∇ψ|2 dt dx. (5.25)

Considérons maintenant le terme I32 =

∫
QT

ψt∆ψdt dx. Après un simple calcul, on trouve

I32 = −
∫
QT

∇ (ψt) .∇ψdt dx = −1

2

∫
QT

∂

∂t

(
|∇ψ|2

)
dt dx = 0,
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d’après la remarque 5.4, ∇ψt ∈ L2(QT ) et puisque lim
t→0

∇ψ(t ·) = lim
t→T

∇ψ(t, ·) = 0.

En regroupant les estimations (5.24) et (5.25), on obtient

< M1ψ, (M2ψ)2 >L2(QT ) = I12 + I22 + I32

≥ sλ2
∫
QT

|∇β|2 ξ |∇ψ|2 dt dx− Cs2λ4
∫
QT

ξ2ψ2 dt dx

−C ′
∫
QT

(
sξ + λ2

)
|∇ψ|2 dt dx− C ′′sλ

∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx

≥ sλ2
∫
QT

|∇β|2 ξ |∇ψ|2 dt dx− Cs2λ4
∫
QT

ξ2ψ2 dt dx

−C ′
∫
QT

(
sξ + λ2

)
|∇ψ|2 dt dx

≥ C1sλ
2

∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx− C1sλ
2

∫
(0,T )×O0

ξ |∇ψ|2 dt dx

−Cs2λ4
∫
QT

ξ2ψ2 dt dx− C ′
∫
QT

(
sλξ + λ2

)
|∇ψ|2 dt dx.

Et pour s ≥ CT 2 et λ assez grand, on aura aussi

< M1ψ, (M2ψ)2 >L2(QT ) ≥ C2sλ
2

∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx− Cs2λ4
∫
QT

ξ2ψ2 dt dx

−C1sλ
2

∫
(0,T )×O0

ξ |∇ψ|2 dt dx.
(5.26)

Passons maintenant au terme I13, on a

I13 = −2s2λ2
∫
QT

|∇β|2 αtξ |ψ|2 dt dx

≤ Cs2λ2
∫
QT

ξ3 |ψ|2 dt dx.

(5.27)

Ce dernier terme est absorbé par l’intégrale B de la formule (5.20) en prenant λ ≥ 1 et
s ≥ CT.
Par ailleurs, on a

I23 = −2s2λ

∫
QT

αtξ (∇β.∇ψ)ψ dt dx.
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En écrivant αtξ (∇β.∇ψ)ψ = 1
2
(αtξ∇β) .∇ (ψ)2 et en intégrant par parties, on trouve

I23 = s2λ

∫
QT

ψ2div (αtξ∇β) dt dx

= s2λ2
∫
QT

αt |∇β|2 ξψ2 dt dx+ s2λ

∫
QT

ξψ2∇αt.∇β dt dx

+s2λ

∫
QT

ξψ2αt∆β dt dx.

Comme αt ≤ Cξ2T et |∇αt| ≤ CλTξ2, alors pour λ ≥ 1

|I23| ≤ Cs2λ2T

∫
QT

ξ3ψ2 dt dx.

et

I23 ≥ −Cs2λ2T
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx. (5.28)

Concernant I33, on a

I33 = s

∫
QT

αtψtψ dt dx = −1

2
s

∫
QT

αttψ
2 dt dx.

Comme αtt ≤ Cξ3T 2, alors

|I33| ≤ CsT 2

∫
QT

ξ3ψ2 dt dx. (5.29)

De (5.27), (5.28) et (5.29), on déduit que

< M1ψ, (M2ψ)3 >L2(QT ) = I13 + I23 + I33

≥ −Cs2λ2
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx pour s ≥ CT et λ ≥ C.
(5.30)

Cas 2 :
Si on reprend les mêmes calculs que dans le cas 1, on a

I11 = −2s3λ4
∫
QT

|∇β|4 ξ3 |ψ|2 dt dx. (5.31)

Afin de surmonter la difficulté d’avoir une solution q peu régulière, nous aurons à utiliser
le résultat de densité suivant que l’on peut retrouver dans [21].
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Lemme 5.10 L’espace D(A)∩ (C1(Ω)⊕{qS}) est dense dans D(A), où qS est la fonction
singulière définie dans (3.1) du chapitre 3 avec α = 1

2
.

Cette proposition signifie qu’on peut approcher toute fonction q ∈ D(A) par des fonc-
tions de la forme

q = qR + cqS où qR ∈ C1(Ω). (5.32)

Et ceci implique que pour tout t ∈ [0, T ], on a

qR = O(1), |∇qR| = O(1) dans Ω. (5.33)

Par ailleurs, comme

qS = O(
√
r), |∇qS| = O(

1√
r
). (5.34)

alors, il découle de (5.32) et (5.33) que pour tout t ∈ [0, T ]

q = O(1), |∇q| = O(
1√
r
) in Ω. (5.35)

Rappelons que ∂Ω est une frontière non lipschitzienne, donc il nous est impossible
de refaire les intégrations par parties effectuées dans le cas 1 dans Ω. Pour pallier à ce
problème, on considère, pour ε > 0, un sous-domaine Ωε = Ω\B (S, ε), où B (S, ε) est la
boule ouverte de rayon ε et de centre S. Notons Qε le sous-domaine (0, T ) × Ωε. Pour
simplifier nos expressions, on considérera les notation suivantes : Cε = ∂B (S, ε) et ∂Ωε =
Cε ∪ Λε ∪ Γ1 où Λε = Λ\[S;Sε] et {Sε} = Cε ∩ Λ.
En tenant compte de la remarque 2.15 du chapitre 2, il en résulte que les intégrations par
parties dans Ωε sont donc justifiées comme dans le cas 1 (voir [22]). Nous nous servirons
du lemme 5.10 comme référence pour expliquer certains passages.
On a

I21 = −2s3λ3
∫
QT

|∇β|2 ξ3 (∇β.∇ψ)ψ dt dx = −s3λ3
∫
QT

|∇β|2 ξ3(∇β.∇ (ψ)2) dt dx.

On pose

I21 = −s3λ3
∫ T

0

J21(t)dt,

où

J21(t) =

∫
Ω

|∇β|2 ξ3(∇β.∇ (ψ)2)dx.

Soit

Jε
21 =

∫
Ωε

|∇β|2 ξ3(∇β.∇ (ψ)2)dx.

Comme β ∈ W 2,∞ (Ω), e−sαξ ∈ W 2,∞ (QT ) et q ∈ H1 (QT ), alors en vertu du théorème de
convergence dominée de Lebesgue

lim
ε→0

Jε
21 = J21.
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Dans la suite, à chaque fois qu’il faut justifier le passage à la limite sur les intégrales dans
Ωε, on utilisera le même argument.
L’intégration par parties nous donne

Jε
21 =

∫
Cε

|∇β|2 ξ3ψ2∂β

∂ν
dσ −

∫
Ωε

div(|∇β|2 ξ3∇β)ψ2dx.

Il est clair que

lim
ε→0

∫
Ωε

div(|∇β|2 ξ3∇β)ψ2dx =

∫
Ω

div(|∇β|2 ξ3∇β)ψ2dx.

En utilisant les coordonnées polaires locales, on aura

∫
Cε

|∇β|2 ξ3ψ2∂β

∂ν
dσ = −

2π∫
0

ε |∇β|2 ξ3ψ2∂β

∂r
dθ.

lim
ε→0

∫
Cε

|∇β|2 ξ3ψ2∂β

∂ν
dσ = 0

ce qui finalement nous donne

I21 = s3λ3
∫∫

(0,T )×Ω

div(|∇β|2 ξ3∇β)ψ2 dt dx.

Comme dans le cas 1, on obtient premièrement

I11 + I21 ≥ C (B −D) , (5.36)

où B et D sont données par les formules (5.20), et deuxièmement

I31 ≥ −CTs2λ2
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx. (5.37)

De (5.36) et (5.37), il vient que, pour tout s ≥ 1 et λ ≥ TC (Ω,O) :

< M1ψ, (M2ψ)1 >L2(QT ) = I11 + I21 + I31

≥ Cs3λ4
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx− C ′s3λ4
∫

(0,T )×O0

ξ3ψ2 dt dx.
(5.38)

Considérons, à présent, le terme

I23 = −2s2λ

∫
QT

αtξ (∇β.∇ψ)ψ dt dx = −s2λ
∫
QT

αtξ
(
∇β.∇(ψ2)

)
dt dx.



CHAPITRE 5. INÉGALITÉ DE CARLEMAN : CAS SINGULIER 56

Posons

I23 = −s2λ
T∫

0

J23(t)dt,

où

J23(t) =

∫
Ω

αtξ
(
∇β.∇(ψ2)

)
dx.

De même que précédemment, on utilise le lemme 5.10 et on intègre J23 pour q de la forme
(5.32). Soit

Jε
23 =

∫
Ωε

αtξ
(
∇β.∇(ψ2)

)
dx.

Tenant compte des propriétés suivantes : β ∈ W 2,∞ (Ω), e−sαξ, e−sαα ∈ W 2,∞ (QT ) et
q ∈ H1 (QT ), alors

J23 = lim
ε→0

Jε
23

d’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue.
L’intégration par parties appliquée à Jε

23, implique que

Jε
23 =

∫
Cε

ψ2αtξ
∂β

∂ν
dσ −

∫
Ωε

ψ2div (αtξ∇β) dx.

Encore une fois, le théorème de convergence dominée de Lebesgue nous assure que :

lim
ε→0

∫
Ωε

ψ2div (αtξ∇β) dx =

∫
Ω

ψ2div (αtξ∇β) dx,

et puis de (5.35), on déduit que

lim
ε→0

∫
Cε

ψ2αtξ
∂β

∂ν
dσ = 0.

Ce qui montre que

I23 = s2λ

∫
QT

ψ2div (αtξ∇β) dt dx.

De la même manière que dans le cas 1, on aura

I23 ≥ −Cs2λ2T
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx. (5.39)

Concernant l’intégrale I13 = −2s2λ2
∫
QT

|∇β|2 αtξ |ψ|2 dt dx, on a

|I13| ≤ CTs2λ2
∫
QT

ξ3 |ψ|2 dt dx, (5.40)
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qui est absorbée par B en prenant λ ≥ 1 et s ≥ CT.

Par ailleurs, on a I33 = s

∫
QT

αtψtψ dt dx et après calcul, on trouve que

I33 = −1

2
s

∫
QT

αttψ
2 dt dx.

En utilisant le fait que |αtt| ≤ Cξ3T 2, alors

|I33| ≤ CsT 2

∫
QT

ξ3ψ2 dt dx. (5.41)

De (5.39), (5.40) et (5.41), on déduit que

< M1ψ, (M2ψ)3 >L2(QT ) = I13 + I23 + I33

≥ −Cs3λ2
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx, pour s ≥ CT, λ ≥ C.
(5.42)

Les trois intégrales restantes demandent plus d’attention pour les traiter. Nous utiliserons

pour cela la densité de H2(Ωε) dans H
s(Ωε) où s <

π

ω
+1 (voir [23]). Ce qui nous permettra

de justifier le passage à la limite sur ε.
Donc pour la première intégrale, on a

I12 = −2sλ2
∫
QT

|∇β|2 ξ∆ψψ dt dx.

Soit

I12 = −2sλ2
T∫

0

J12(t)dt,

avec

J12(t) =

∫
Ω

|∇β|2 ξ∆ψψdx.

où ψ = e−sαq et q vérifie (5.32). Soit

Jε
12 =

∫
Ωε

|∇β|2 ξ∆ψψdx.

En utilisant (5.35) et le fait que ∆q ∈ L2 (QT ), grâce au théorème de convergence dominée
de Lebesgue, on déduit que :

J12 = lim
ε→0

Jε
12.
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Pour traiter Jε
12 ainsi que les autres intégrales contenant ∆ψ, nous nous inspirons du

Lemme 3.3 démontré dans [21] ainsi que de la densité de H2(Ωε) dans H
s(Ωε). On obtient

de l’intégration par parties dans Ωε

Jε
12 =

∫
Cε

|∇β|2 ξψ∂ψ
∂ν

dσ −
∫
Ωε

∇
(
|∇β|2 ξψ

)
.∇ψ dx.

Pour la même raison qu’avant, on a

lim
ε→0

∫
Ωε

∇
(
|∇β|2 ξψ

)
.∇ψdx =

∫
Ω

∇
(
|∇β|2 ξψ

)
.∇ψ dx.

De (5.35), on a

lim
ε→0

∫
Cε

|∇β|2 ξψ∂ψ
∂ν

dσ = 0,

donc

I12 = 2sλ2
∫
QT

∇
(
|∇β|2 ξψ

)
.∇ψ dt dx

= 2sλ2
∫
QT

|∇β|2 ξ |∇ψ|2 dt dx+ 4sλ2
∫
QT

∑
1≤i,j≤2

ψξ
∂β

∂xi

∂2β

∂xi∂xj

∂ψ

∂xj
dt dx

+2sλ2
∫
QT

|∇β|2 (∇ξ.∇ψ)ψ dt dx.

En prenant s > CT 2, on obtient

I12 ≥ 2sλ2
∫
QT

|∇β|2 ξ |∇ψ|2 dt dx− Cs2λ4
∫
QT

ξ2ψ2 dt dx− C

∫
QT

(sξ + λ2) |∇ψ|2 dt dx.

Pour ce qui est de

I32 =

∫∫
QT

∆ψψt dt dx,

on pose

I32 =

∫ T

0

J32(t)dt,

où

J32(t) =

∫
Ω

∆ψ ψt dx.
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Comme ψ et ψt sont dans D(A), on peut, pour tout t ∈ [0, T ], utiliser le lemme 5.10 pour
approcher la fonction ψ (resp ψt) par une fonction notée toujours par ψ (resp v) dans
D(A) ∩ (C1(Ω)⊕ {qS}).
En argumentant comme pour Jε

12, on intègre par parties Jε
32 =

∫
Ωε

∆ψv dx et on trouve

Jε
32 =

∫
Cε

∂ψ

∂ν
vdσ −

∫
Ωε

∇ψ.∇v dx.

Comme
∂ψ

∂ν
= O( 1√

r
) et v = O(1) dans Ω, alors

lim
ε→0

∫
Cε

∂ψ

∂ν
v dσ = 0.

Appliquant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, il vient que

lim
ε→0

∫
Ωε

∇ψ.∇v dx =

∫
Ω

∇ψ.∇v dx,

et, par conséquent,

J32 =

∫
Ω

∇ψ.∇v dx

Par densité, on conclut que

J32 =

∫
Ω

∇ψ.∇ψtdx =
1

2

∫
Ω

d

dt
|∇ψ|2 dt dx = 0.

Considérons, à présent, l’intégrale

I22 = −2sλ

∫
QT

ξ (∇β.∇ψ)∆ψ dt dx.

Posons

I22 = sλ

T∫
0

J22(t)dt,

où

J22(t) = −2

∫
Ω

ξ (∇β.∇ψ)∆ψdx.

Toujours par le lemme 5.10, on intègre J22 pour q de la forme (5.32). Posons

Jε
22 = −2

∫
Ωε

ξ (∇β.∇ψ)∆ψ dx.
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En utilisant de nouveau l’expression (5.32) et le fait ∆q ∈ L2 (QT ), on déduit aussi grâce
au théorème de convergence dominée de Lebesgue que

J22 = lim
ε→0

Jε
22.

La première intégration par parties dans Jε
22 donne

Jε
22 = −2

∫
∂Ωε

ξ (∇β.∇ψ) ∂ψ
∂ν

dσ + 2

∫
Ωε

∇(ξ∇β.∇ψ).∇ψdx

= −2

∫
Cε

ξ(
∂β

∂ν
(
∂ψ

∂ν
)2 +

∂β

∂τ

∂ψ

∂τ

∂ψ

∂ν
)dσ − 2

∫
Γ1

ξ
∂β

∂ν
(
∂ψ

∂ν
)2dσ

+2

∫
Ωε

∇(ξ∇β.∇ψ).∇ψdx

Dans les caluls prévédents, on a tenu compte du fait que la dérivée normale
∂β

∂ν
de β est

nulle sur le fissure Λ et que le gradient tangentiel
∂ψ

∂τ
de ψ est nul sur Γ.

Par ailleurs, en développant le dernier terme de l’égalité précédente, on trouve

Jε
22 = −2

∫
Cε

ξ(
∂β

∂ν
(
∂ψ

∂ν
)2 +

∂β

∂τ

∂ψ

∂τ

∂ψ

∂ν
)dσ − 2

∫
Γ1

ξ
∂β

∂ν
(
∂ψ

∂ν
)2dσ

+2
2∑

i,j=1

∫
Ωε

ξ∂ijβ∂iψ∂jψdx+ 2λ

∫
Ωε

ξ |∇β.∇ψ|2 dx

+

∫
Ωε

ξ∇β.∇|∇ψ|2 dx

= T ε
1 +Dε

1 +Dε
2 +Dε

3 +Dε
4.

On remarque que Dε
3 > 0 et |Dε

2| ≤ C

∫
Ωε

ξ |∇ψ|2 dx.

De plus, en intégrant par parties sur Dε
4, on obtient

Dε
4 =

∫
Cε

ξ
∂β

∂ν
(

∣∣∣∣∂ψ∂ν
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂ψ∂τ

∣∣∣∣2)dσ +

∫
Γ1

ξ
∂β

∂ν

∣∣∣∣∂ψ∂ν
∣∣∣∣2 dσ

−λ
∫
Ωε

ξ |∇β|2 |∇ψ|2 dx−
∫
Ωε

ξ∆β |∇ψ|2 dx

= T ε
4 +Dε

41 +Dε
42 +Dε

43.

Comme
∂β

∂ν
≤ 0 sur Γ, alors Dε

1 +Dε
41 ≥ 0, d’où

Jε
22 ≥ T ε

1 + T ε
4 +Dε

2 +Dε
42 +Dε

43.
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Le théorème de convergence dominée de Lebesgue implique que

lim
ε→0

Dε
2 = D2 = 2

2∑
i,j=1

∫
Ω

ξ ∂ij β ∂i ψ ∂jψ dx,

lim
ε→0

Dε
42 = D42 = −λ

∫
Ω

ξ |∇β|2 |∇ψ|2 dx,

lim
ε→0

Dε
43 = D43 = −

∫
Ω

ξ∆β |∇ψ|2 dx.

Posons T ε = T ε
1 + T ε

4 , alors

T ε = −2

∫
Cε

ξ(
∂β

∂ν

∣∣∣∣∂ψ∂ν
∣∣∣∣2 + ∂β

∂τ

∂ψ

∂ν

∂ψ

∂τ
)dσ

+

∫
Cε

ξ
∂β

∂ν
((
∂ψ

∂τ
)2 + (

∂ψ

∂ν
)2)dσ

=

∫
Cε

(
ξ
∂β

∂ν
((
∂ψ

∂τ
)2 − (

∂ψ

∂ν
)2)− 2ξ

∂β

∂τ

∂ψ

∂ν

∂ψ

∂τ

)
dσ

= Lε (ψ, ψ) .

On remplace ψ par ψR + cψS, il s’en suit que :

Lε (ψ, ψ) = Lε (ψR, ψR) + 2cLε (ψR, ψS) + c2Lε (ψS, ψS) .

En utilisant (5.33) et (5.34), on vérifie

lim
ε→0

inf Lε (ψR, ψR) = lim
ε→0

inf Lε (ψR, ψS) = 0.

Lemme 5.11 On a
lim
ε→0

inf Lε (ψ, ψ) ≥ 0.

Preuve :
En faisant appel à (5.35), on vérifie que

lim
ε→0

inf Lε(ψS, ψS) = lim
ε→0

inf

∫
Cε

e−2sαξ[(∇β.ν)((∂qS
∂τ

)2 − (
∂qS
∂ν

)2)− 2∇β.τ ∂qS
∂τ

∂qS
∂ν

]dσ.

Posons m = e−2sαξ∇β et Q = m.ν[(
∂qS
∂τ

)2 − (
∂qS
∂ν

)2]− 2m.τ
∂qS
∂τ

∂qS
∂ν

.

Rappelons que pour ε assez petit, la fonction poids β est définie sur Ωε par (voir la section
1.2)

β (x, y) = −x1 + c.
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Ce qui impliquera que ∇β =

(
−1
0

)
et m =

(
−e−2sαξ

0

)
.

Les coordonnées radiale and angulaire de m sont alors
mr = −e−2sαξ cos θ + 0. sin θ,

mθ = e−2sαξ sin θ + 0. cos θ.

De plus, 
∂qS
∂r

=
1

2
√
r
sin θ/2,

r−1∂qS
∂θ

=
1

2
√
r
cos θ/2,

ce qui donne

Q =
−mr

4r
(cos2 θ/2− sin2 θ/2) +

mθ

2r
sin θ/2. cos θ/2

=
1

4r
(−mr cos θ +mθ sin θ)

=
1

4r
e−2sαξ.

Par conséquent
lim inf
ε→0

Lε(ψ, ψ) ≥ 0.

Ce qui termine la preuve du Lemme 5.11.

Grâce au Lemme 5.11, nous aurons alors

lim inf
ε→0

Jε
22 ≥ lim inf

ε→0
(Dε

2 +Dε
42 +Dε

43),

i.e
lim
ε→0

Jε
22 ≥ lim

ε→0
(Dε

2 +Dε
42 +Dε

43),

ainsi que
J22 ≥ D2 +D42 +D43

et

I22 ≥ −Csλ
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx− sλ2
∫
QT

|∇β|2 ξ |∇ψ|2 dt dx.

Finalement, pour s ≥ CT 2 et λ assez grand, on montre que

< M1ψ, (M2ψ)2 >L2(QT ) ≥ Csλ2
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx− C ′s2λ4
∫
QT

ξ2ψ2 dt dx

−C ′′sλ2
∫

(0,T )×O0

ξ |∇ψ|2 dt dx.
(5.43)



CHAPITRE 5. INÉGALITÉ DE CARLEMAN : CAS SINGULIER 63

Remarque 5.12 (i) Notons que, dans notre raisonnement, on a utilisé l’injection H2(Ω) ⊂
C(Ω) pour traiter les intégrales Jε

21, J
ε
31 et Jε

23, donc la proposition 5.10 n’était pas
nécessaire pour justifier le passage à la limite sur ε. Pour les autres intégrales Jε

12,
Jε
22 et J ϵ

32 qui contiennent ∆ψ, cette injection n’était pas suffisante pour prouver le
passage à la limite sur ε. C’est la raison pour laquelle on a utilisé le lemme 5.10.

(ii) Dans (5.35), O dépend de l’approximation due à la densité donnée dans le lemme
5.10, mais cette dépendence n’influe pas sur le passage à la limite qui se fait premièrement
sur ε.

Etape 4 : Revenons à l’égalité (5.15), en regroupant les inégalités (5.23), (5.26) et (5.30)
du cas 1 et les inégalités (5.38), (5.42) et (5.43) du cas 2, on déduit que

∥M1ψ∥2L2(QT ) + ∥M2ψ∥2L2(QT ) + Cs3λ4
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx− Cs3λ2
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx

−Cs2λ4
∫
QT

ξ2ψ2 dt dx+ Csλ2
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx ≤ ∥gs,λ∥2L2(QT )

+Cs3λ4
∫

(0,T )×O0

ξ3ψ2 dt dx+ Csλ2
∫

(0,T )×O0

ξ |∇ψ|2 dt dx.

En prenant s ≥ CT 2 et s ≥ C, on aura

∥M1ψ∥2L2(QT ) + ∥M2ψ∥2L2(QT ) + s3λ4
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx

+sλ2
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx ≤ C(∥gs,λ∥2L2(QT ) + s3λ4
∫

(0,T )×O0

ξ3ψ2 dt dx

+sλ2
∫

(0,T )×O0

ξ |∇ψ|2 dt dx).

Par ailleurs,

∥gs,λ∥2L2(QT ) ≤ 2(s2λ2 ∥∆β.ξ.ψ∥2L2(QT ) + s2λ4
∥∥|∇β|2 .ξ.ψ∥∥2

L2(QT )
)

≤ Cs2λ4
∫
QT

ξ2ψ2 dt dx, pour λ > 1 et s > 1.

Comme ξ ≥ 4

T 2
, alors pour λ > C (Ω,O) et s > C (Ω,O) (T + T 2)

∥M1ψ∥2L2(QT ) + ∥M2ψ∥2L2(QT ) + s3λ4
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx+ sλ2
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx

≤ C(s3λ4
∫

(0,T )×O0

ξ3ψ2 dt dx+ sλ2
∫

(0,T )×O0

ξ |∇ψ|2 dt dx).
(5.44)
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La suite de la preuve s’inspire de [13]. On doit éliminer les termes ∥M1ψ∥2L2(QT ) et ∥M2ψ∥2L2(QT )

dans l’inégalité précédente.
Pour cela, on écrit 

ψt =M1ψ + 2sλ2 |∇β|2 ξψ + 2sλξ (∇β.∇ψ) ,

∆ψ =M2ψ − s2λ2 |∇β|2 ξ2ψ − 2sαtψ.

En passant à l’intégrale sur QT et en tenant compte du fait que ∥s−1ξ−1∥∞ ≤ 1 pour
s ≥ CT 2, on déduira alors que

s−1

∫
QT

ξ−1 |ψt|2 dt dx ≤ C(∥M1ψ∥2L2(QT ) + sλ2
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx

+sλ4
∫
QT

ξψ2 dt dx),

s−1

∫
QT

ξ−1 |∆ψ|2 dt dx ≤ C(∥M2ψ∥2L2(QT ) + s3λ4
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx

+sT 2

∫
QT

ξ3ψ2 dt dx).

ou encore

s−1

∫
QT

ξ−1 |ψt|2 dt dx ≤ C(∥M1ψ∥2L2(QT ) + sλ2
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx

+s3λ4
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx),

s−1

∫
QT

ξ−1 |∆ψ|2 dt dx ≤ C(∥M2ψ∥2L2(QT ) + sλ2
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx

+s3λ4
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx).

(5.45)

pour λ > C (Ω,O) et s > C (Ω,O) (T + T 2) .
La combinaison entre (5.45) et (5.44) implique∫

QT

s−1ξ−1 |ψt|2 dt dx+ s−1

∫
QT

ξ−1 |∆ψ|2 dt dx+ s3λ4
∫
QT

ξ3ψ2 dt dx

+sλ2
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx ≤ C(sλ2
∫

(0,T )×O0

ξ |∇ψ|2 dt dx+ s3λ4
∫

(0,T )×O0

ξ3ψ2 dt dx),

(5.46)

pour λ > C (Ω,O) et s > C (Ω,O) (T + T 2) .
Eliminons, maintenant, la première intégrale du membre de droite de l’inégalité (5.46).
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Afin d’y arriver, on introduit une fonction θ vérifiant

θ ∈ C2
c (O) , θ ≡ 1 dans O0 et 0 ≤ θ ≤ 1.

Ce qui nous permet d’écrire

sλ2
∫

(0,T )×O0

ξ |∇ψ|2 dt dx ≤ sλ2
∫

(0,T )×O

θξ |∇ψ|2 dt dx.

En intégrant par parties, on obtient

sλ2
∫

(0,T )×O0

ξ |∇ψ|2 dt dx ≤ −sλ2
∫

(0,T )×O

θξ∆ψψ dt dx− sλ2
∫

(0,T )×O

ξ (∇θ.∇ψ)ψ dt dx

−sλ3
∫

(0,T )×O

θξ (∇β.∇ψ)ψ dt dx.

(5.47)
Notons ici que l’intégration par parties effectuée est entièrement justifiée, car on a O ⊂⊂ Ω,
ce qui suppose que O est loin de S.
Grâce à l’inégalité de Young, on aura pour ε = ε (Ω,O) > 0 et λ ≥ 1

sλ2
∫

(0,T )×O

θξ∆ψψ dt dx ≤
∫

(0,T )×O

(
ε

2
s−1ξ−1 |∆ψ|2 dt dx+ C1s

3λ4ξ3 |ψ|2) dt dx,

sλ2
∫

(0,T )×O

ξ (∇θ.∇ψ)ψ dt dx ≤
∫

(0,T )×O

(
ε

2
sλ2ξ |∇ψ|2 dt dx+ C2sλ

2ξ |ψ|2) dt dx,

sλ3
∫

(0,T )×O

θξ (∇β.∇ψ)ψ dt dx ≤
∫

(0,T )×O

(
ε

2
sλ2ξ |∇ψ|2 + C2sλ

4ξ |ψ|2) dt dx,

(5.48)

où C1 = C1(ε,Ω,O) > 0 et C2 = C2(ε,Ω,O) > 0 sont deux constantes. La combinaison
entre les inégalités (5.48) et l’inégalité (5.47) implique que

sλ2
∫

(0,T )×O0

ξ |∇ψ|2 dt dx ≤ ε

2
.s−1

∫
(0,T )×O

ξ−1 |∆ψ|2 dt dx+
∫

(0,T )×O

εsλ2ξ |∇ψ|2 dt dx

+C1s
3λ4

∫
(0,T )×O

ξ3 |ψ|2 dt dx+ C2sλ
4

∫
(0,T )×O

ξ |ψ|2 dt dx.

(5.49)
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En choisissant ε < 1 suffisamment petit et par transitivité entre (5.49) et (5.46), on montre
que : ∫

QT

s−1ξ−1
(
|ψt|2 + |∆ψ|2

)
dt dx+ s3λ4

∫
QT

ξ3ψ2 dt dx+ sλ2
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx

≤ C(s3λ4
∫

(0,T )×O

ξ3ψ2 dt dx),

(5.50)

pour λ > C (Ω,O) et s > C (Ω,O) (T + T 2) .
Comme remarque, pour arriver à l’inégalité (5.50), on a absorbé le deuxième terme (resp.
le quatrième terme) de droite de (5.49) par le quatrième terme (resp. le troisième terme)
de gauche de (5.46).
Grâce au Lemme 5.8, par passage à la limite sur n, l’inégalité (5.50) reste valable pour
ψ ∈ V .
Il nous reste une dernière étape à franchir, il faut revenir à la fonction q = esαψ.
On sait que 

qt = esα (ψt + sαtψ) ,

∇q = esα (∇ψ − sλ∇β.ξ.ψ)

∆ψ = e−sα(∆q − sλ∆β.ξ.q + sλ2 |∇β|2 ξq + 2sλξ (∇β.∇q)
+s2λ2 |∇β|2 ξ2q)

(5.51)

Ces égalités entrâınent que

sλ2
∫
QT

e−2sαξ |∇q|2 dt dx ≤ Csλ2
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dt dx+ Cs3λ4
∫
QT

e−2sαξ3q2 dt dx.

et par conséquent∫
QT

s−1ξ−1
(
|ψt|2 + |∆ψ|2

)
dt dx+ s3λ4

∫
QT

e−2sαξ3q2 dt dx

+sλ2
∫
QT

e−2sαξ |∇q|2 dt dx ≤ C(s3λ4
∫

(0,T )×O

e−2sαξ3q2 dt dx),

(5.52)
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On a aussi de (5.51)

s−1

∫
QT

e−2sαξ−1 |∆q|2 dt dx ≤ C(

∫
QT

(s−1ξ−1 |∆ψ|2 + sλ2e−2sαξ |q|2) dt dx+

∫
QT

(sλ4e−2sαξ |q|2 + sλ2e−2sαξ |∇q|2 + s3λ4e−2sαξ3 |q|2) dt dx)

≤ C(

∫
QT

(s−1ξ−1 |∆ψ|2 + sλ2e−2sαξ |∇q|2 + s3λ4e−2sαξ3 |q|2) dt dx).

(5.53)

pour λ ≥ 1 et s ≥ CT .
De (5.51), on déduit l’inégalité

s−1

∫
QT

ξ−1e−2sα |qt|2 dt dx ≤ C(

∫
QT

(s−1ξ−1 |ψt|2 + sT 2e−2sαξ3 |q|2) dt dx)

≤ C(

∫
QT

(s−1ξ−1 |ψt|2 + s3λ4e−2sαξ3 |q|2) dt dx),

(5.54)

pour λ ≥ 1 et s ≥ C.T 2.
En introduisant les inégalités (5.53) et (5.54) dans (5.52), pour λ > C (Ω,O) et s >
C (Ω,O) (T + T 2), on déduira finalement l’estimation de Carleman (5.13).

2 Cas de l’équation de Laplace dans un domaine tri-

dimensionel cylindrique

Nous considérons un ouvert borné Ω = Ω′ × (0, H) ⊂ R3, où H > 0. Nous supposons
que Ω′ est un domaine borné de R2 de frontière Γ. On s’intéressera aux deux cas suivants :

Cas 1. - Ω′ possède un coin polygonal rentrant au point S de Γ d’angle ω, π < ω < 2π.
Γ\V (S) est supposé être la partie régulière de la frontière Γ, où V (S) est un voisinage
arbitraire du sommet S.

Cas 2. - Ω′ contient une fissure rectiligne Λ débouchant sur la frontière Γ au point S ′.
On dénotera par S la pointe de cette fissure et par Γ1 la partie Γ\Λ. De même que
le cas 1, nous supposerons que Γ\V (Λ) est suffisamment règulière, où V (Λ) est un
voisinage arbitraire de la fissure Λ.

Pour simplifier les expressions utilisées dans la suite, nous introduisons la notation et
définition suivantes :

1. Soient v un vecteur unitaire de Rn, n ≥ 1, et f une fonction telle que f : Rn 7→ R.
Nous dénotons par

∂f

∂v
le produit scalaire v.∇f ;
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Figure 5.3 – Forme géométrique du domaine Ω′ dans les deux cas.

2. Définition 5.13 On dit que l’ouvert borné Ω′ de R2 est de classe H s’il satisfait les
propriétés précédentes du cas 1 ou du cas 2.

Pour T > 0 et u0 ∈ L2 (Ω), considérons le problème de Cauchy suivant associé à
l’équation de la chaleur :

∂tu−∇x (B∇xu) = χOv dans QT = (0, T )× Ω
u (t, x) = 0 sur (0, T )× ∂Ω
u (0, x) = u0 (x) dans Ω

(5.55)

où v ∈ L2 (QT ) est un contrôle interne, O = O′ × O3 est un sous-domaine ouvert de Ω tel
que O′ ⊂⊂ Ω′. Ici χO représente la fonction caractéristique de O et B (x) est une matrice
diagonale dans M3 (R) telle que :

Pour x = (x′, x3) ∈ Ω, B (x) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 a (x3)

 .

où : a ∈ BV (0, H) et 0 < amin ≤ a (x3) ≤ amax, presque partout dans (0, H).
Rappelons que l’opérateur A′ = −∆x′ de domaine

D (A′) =
{
u ∈ H1

0 (Ω
′) , −∆x′u ∈ L2 (Ω′)

}
est positif auto-adjoint à résolvante compacte, et donc admet, d’après [2] et [23], des valeurs
propres de multiplicité finie satisfaisant

0 < µ1 ≤ µ2 ≤ ... ≤ µk ≤ ... avec lim
k→+∞

µk = +∞,

De plus, avec les fonctions propres associées à ces valeurs propres, on peut construire une
base orthonormale de L2 (Ω′) qu’on dénote (ϕk)k∈N.

2.1 Résultat principal

Nous rappelons que la deuxième partie de ce travail consiste à montrer la contrôlabilité
à zéro du système (5.55) en passant par la méthode de Lebeau-Robbiano [16] et en te-
nant compte des résultats obtenus dans [7]. Cela nous amène donc à établir, une inégalité
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spectrale, énoncée dans le théorème ci-dessous, pour les fonctions propres ϕk, k ∈ N de
l’opérateur de Laplace-Dirichlet A′ = −∆x′ . Nous aborderons cette question dans le cha-
pitre 6 avec plus de détails.

Théorème 5.14 Soient Ω′ un ouvert de classe H et O′ est un ouvert non vide de Ω′. Il
existe une constante positive C = C(Ω′,O′) > 0 telle que, pour tout µ > 0 et toute suite
réelle (bj)j∈N ∑

µj<µ

|bj|2 ≤ CeC
√
µ

∫
O′

|
∑
µj<µ

bjϕj (x) |2 dx, (5.56)

où (µj, ϕj) sont les éléments spectraux de l’opérateur (A′, D(A′)).

Notons que l’inégalité (5.56) indique une perte d’orthogonalité des fonctions ϕk lorsque
celles-ci sont restreintes à O′. La preuve de ce théorème sera donnée dans le chapitre qui
va suivre, elle est basée essentiellement sur une estimation de Carleman pour la solution
du problème elliptique (avec les conditions de Dirichlet homogènes au bord) suivant :{

−∂2Sp−∆x′p = f dans Z = (0, S1)× Ω′

p = 0 sur ∂Z
(5.57)

où f ∈ L2 (Z) et S1 > 0. D’après la Proposition 3.4 du chapitre 3, on sait que le problème

(5.57) admet une unique solution variationnelle p ∈ H1
0 (Z) ∩H l(Z), avec l < 1 +

π

ω
.

2.2 Construction de la fonction poids

Avant de se lancer dans la question de la fonction poids, il est utile de noter que nous
avons besoin d’une observation de la solution du problème (5.57) sur {S0} × Ω′, avec
S0 < S1. L’estimation de Carleman permettant d’avoir cette observation sera prouvée sur
le domaine (0, S0)×Ω′. Afin d’y arriver, nous avons besoin d’une fonction poids satisfaisant
certaines propriétés énoncées dans le lemme suivant.

Lemme 5.15 Soient O′ ⊂⊂ Ω′ et Z ′ = (0, S0) × Ω′. Il existe une fonction β définie sur
Z ′ satisfaisant les propriétés suivantes :

(H1) β ∈ C1(Z ′) ∩W 2,∞ (Z ′) , |∇β| ≥ c1 > 0 et β > 0 dans Z ′.

(H2)
∂β

∂η
(s, x′) ≤ 0 sur (0, S0)× Γ.

(H3) ∂Sβ ≥ c2 > 0 sur {0} × Ω′ \ O′.

(H4) ∇x′β = 0 et ∂Sβ ≤ −c3 < 0 sur {S0} × Ω′,

où c1, c2 et c3 sont trois constantes positives qui dépendent de Z ′ et de O′, η désignant
la normale unitaire sortante à Γ.

La preuve de ce lemme est liée à la fonction poids construite dans les Proposition 5.5
et 5.6.

Preuve du Lemme 5.15 L’idée principale de la construction d’une telle fonction poids
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repose sur [9, 12, 18]. En fait, il suffit de trouver une fonction telle que son gradient soit
non nul dans un voisinage du bord de notre domaine. Puis en utilisant les fonctions de
Morse et le difféomorphisme donné par [14], nous pouvons étendre cette fonction sur tout
le domaine tout en isolant ses points critiques en dehors de Z ′.
Considérons premièrement la fonction

β∗ (s, x
′) = β1 (s) β2 (x

′) dans Z ′, où (5.58)

1. β1 (s) = sin(s π
S0
). Notons que cette fonction satisfait les propriétés suivantes :

β1 ∈ C2 (0, S0) , β1 (0) = β1 (S0) = 0, ∂Sβ1 (S0) = − π

S0

< 0,

∂Sβ1 (0) =
π

S0

> 0 and β1 (s) > 0 si s ∈ (0, S0) .

2. β2 est donnée par la Proposition 5.5.

Comme β2 ∈ C1(Ω′), alors nous pouvons trouver un voisinage V de ∂Ω′ tel que

V ∩ O′ = ∅ et |∇β∗| > 0 sur (0, S0)× V,

La fonction β∗ ainsi construite, il est clair qu’elle satisfait bien les propriétés voulues à
l’exception de la propriété (H1), qui est partiellement vérifiée. En effet, on a

β∗ ∈ C1(Z ′) ∩W 2,∞ (Z ′) , |∇β∗| ≥ c1 > 0 et β∗ > 0 dans (0, S0)× V. (5.59)

où c1 est une constante telle que c1 = c1(Ω
′,O′) > 0. Afin d’obtenir entièrement (H1), on

prolonge la fonction β∗ sur tout Z ′ de la manière suivante : Considérons d’abord les deux
ouverts Z ′′ et Z̃ ′′ de frontière de classe C2 tels que :

1. Z ′′ ⊂ Z ′ et Z ′ \ Z ′′ ⊂ (0, S0)× V .

2. Z̃ ′′ soit un prolongement de Z ′′ dans R3 à travers {0} × O′ tel que Z̃ ′′ = Z ′′ ∪ Z̃ et

Z ′′ ∩ Z̃ = {0} × O′.

Puis, on prolonge la fonction β∗ sur Z̃ ′′ par le même argument que celui adapté pour
montrer la Proposition 5.5 ou 5.6. Cet argument consiste à trouver une fonction de Morse
vérifiant les mêmes propriétés que (5.59) et qui est égale à β∗ (à une constante positive et

additive près) sur un voisinage V ′ de ∂Z̃ ′′. Si on note β̃∗ cette fonction de Morse, d’après

[14], on sait qu’il existe un difféomorphisme F sur Z̃ ′′ qui laisse invariant V ′ et transporte

les points critiques de β̃∗ à l’intérieur de Z̃
′′\Z ′′. En composant β̃∗ avec ce difféomorphisme,

on déduit la fonction poids β souhaitée qui vérifie les propriétés (H1)− (H4).

Remarque 5.16 Compte tenu de la façon dont on a construit la fonction poids β dans
la preuve de Lemme 5.15, il est clair qu’on peut toujours fixer un ε > 0 assez petit pour
lequel il existe une constante c4 > 0 telle que :

1.
∂β

∂η
(s, x′) ≤ −c4 sur (ε, S0 − ε)× Γ lorqu’il est question du cas 1.

2.
∂β

∂η
(s, x′) ≤ −c4 sur (ε, S0 − ε)× Γ1 concernant le cas 2.
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 {0}× Ω’                                                                                                           

         

 {S0}× Ω’                                                                                        

         

  (0,S0)×O’     

 Ž”                                                                                                         

         

 (0,S0)×V                                                                                              

         

          Z ’                                                                                                           

         

          Z”                                                                                                           

         

Figure 5.4 – Forme géométrique du domaine Z̃ ′′.

2.3 Preuve du résultat principal

Le lemme çi-après nous montre une inégalité de Carleman pour le problème (5.57) posé
dans le domaine Z ′ = (0, S0)×Ω′, valable pour les deux cas 1 et 2. L’argument dont on se
servira pour prouver ce lemme est basé sur quelques résultats établis dans [9].
Afin de simplifier les notations, on pose

γ1 = ∥β∥W 2,∞(Z′) et γ2 = max( sup
(s,x′)∈Z′

|∇β(s, x′)|2, sup
(s,x′)∈Z′

|∇β(s, x′)|).

Lemme 5.17 Il existe trois constantes C(c1, c2, c3, γ1, γ2,Ω
′,O′) > 0, λ1

= λ1(c1, γ1, γ2,Ω
′,O′) ≥ 1 et τ1 = τ1(c1, c3, γ1, γ2,Ω

′,O′) ≥ 1 telles que, pour tout τ ≥ τ1 et
tout λ ≥ λ1, l’inégalité suivante

τ 3λ4
∫∫
Z′

e2τφφ3 |p|2 dx′ds+ τλ2
∫∫
Z′

e2τφφ |∇p|2 dx′ds

+τλ

∫
Ω′\O′

(e2τφφ)(0, x′) |∂Sp(0, x′)|2 dx′ + τλ

∫
Ω′

(e2τφφ)(S0, x
′) |∂Sp(S0, x

′)|2 dx′

+τ 3λ3
∫
Ω′

(e2τφφ3)(S0, x
′) |p(S0, x

′)|2 dx′ ≤ C

∫
Z′

e2τφ |Ap|2 dx′ds

+τλ

∫
Ω′

(e2τφφ)(S0) |∇x′p(S0)|2 dx′ + τλ

∫
O′

(e2τφφ)(0) |∂Sp(0)|2 dx′


(5.60)

est vérifiée pour tout p dans D(A) dans le cas 1 et pour tout p ∈ C2[0, S0]
⊗

D(A′)(où
S0 < S1, A = −∂2S −△x′ et A′ = −△x′). Ici φ = eλβ et β est la fonction poids construite
dans le lemme 5.15.

Notons que p ∈ C2[0, S0]
⊗

D(A′) est l’espace des combinaisons linéaires finies de
fonctions de la forme f(s)g(x′) avec (f, g) ∈ C2[0, S0] × D(A′). Afin de simplifier nos
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expressions dans ce qui va suivre, nous utiliserons la notation C(c1, c2, c3, γ1, γ2,Ω
′,O′) ou

simplement C pour la constante générique qui dépend seulement de c1, c2, c3, γ1, γ2,Ω
′ et

O′.

Remarque 5.18 1. En prenant p dans C2[0, S0]
⊗

D(A′) dans le cas 2, cela nous
permet de définir le second terme du membre droit de inégalité (5.60). Le choix
de cet espace est complétement approprié avec notre situation, puisque l’inégalité
spectrale (5.56) sera démontrée via l’estimation de Carleman (5.60) appliquée dans
C2[0, S0]

⊗
D(A′) ;

2. Tenant compte de la Remarque 5.16, on peut rajouter dans l’estimation (5.60) une

autre observation, qui est l’intégrale de bord τλ

S0−ε∫
ε

∫
Γ

(e2τφφ|∂p
∂η

|2) (s, x′) dσ(x′)ds

dans le cas 1, et l’intégrale τλ

S0−ε∫
ε

∫
Γ1

(
e2τφφ|∂p

∂η
|2
)
(s, x′) dσ(x′)ds dans le cas 2,

et ceci pour ε > 0 assez petit.

Preuve du Lemme 5.17 Pour τ > 0 et λ > 0, on introduit la fonction ψ = eτφp, où
φ = eλβ et β est la fonction poids donnée dans le Lemme 5.15. Par un calcul simple, cette
nouvelle fonction satisfait la relation suivante

M1ψ +M2ψ = fτ ,

où

M1ψ = τ 2λ2φ2|∇β|2ψ − Aψ
M2ψ = −2τλφ∇β.∇ψ − 2τλ2φ|∇β|2ψ
fτ,λ = −eτφf + τλφ∆βψ − τλ2φ|∇β|2ψ.

Si nous notons < ., . >L2(Z′) le produit scalaire dans L2 (Z ′) et ∥.∥L2(Z′) la norme associée,
alors

∥M1ψ∥2L2(Z′) + ∥M2ψ∥2L2(Z′) + 2 < M1ψ,M2ψ >L2(Z′)= ∥fτ,λ∥2L2(Z′) .

Ensuite, on écrira < M1ψ,M2ψ >L2(Z′) comme
∑

1≤i,j≤2

Iij, où Iij est le produit scalaire

entre le i-ième terme dans l’expression de M1ψ et le j-ième terme dans l’expression de
M2ψ. En développant ces termes par des intégrations par parties et puis en faisant cer-
taines majorations, on atteindra, moyennant quelques techniques d’absorption connues
dans les estimations de Carleman, l’inégalité voulue (5.60). Mais avant d’entamer ces cal-
culs, rappelons les propriétés suivantes dont leur utilité se verra lorsqu’il est question de
simplifier certaines intégrales au bord

Remarque 5.19 Si on note ν la normale unitaire sortante à ∂Z ′, alors on a les propriétés
suivantes qu’on utilisera pour expliquer les calculs obtenus après intégration par parties :
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1. Sur (0, S0)× Γ, on a ψ = 0 et ν = (0, η)t. Alors, ∇x′ψ =
∂ψ

∂η
η et

∂β

∂ν
=
∂β

∂η
.

2. Sur {0} × Ω′, on a ν = (−1, 0, 0)t et ∇ψ = (∂Sψ, 0, 0) (car ψ = 0).

3. Sur {S0} × Ω′, on a aussi ν = (1, 0, 0)t et ∇x′β = 0.

Cas 1 : Dans ce qui suit, nous développons les termes Iij, 1 ≤ i, j ≤ 2 en intégrant par
parties plusieurs fois sur le domaine Z ′. Donc, nous aurons à considérer quatre intégrales
où seules I21 et I22 demandent un traitement particulier. En fait, cela est dû à la présence
de ∆ψ ainsi qu’à la régularité de la solution p du problème (5.57) qui est insuffisante
pour justifier certaines intégrations par parties. Cependant, pour les autres intégrales, ce
problème n’est pas posé puisque notre domaine est à frontière Lipschitzienne (voir [23]).
• Pour le terme I11, on a :

I11 = −2τ 3λ3
∫
Z′
φ3|∇β|2ψ(∇β.∇ψ)dx′ds

= −τ 3λ3
∫
Z′
φ3|∇β|2 (∇ψ2.∇β) dx′ds.

Aprés intégration par parties, I11 devient :

I11 = 3τ 3λ4
∫
Z′

φ3|∇β|4ψ2dx′ds− τ 3λ3
∫
∂Z′

φ3|∇β|2 (ν.∇β)ψ2dσ (s, x′) +X11

où

X11 = τ 3λ3
∫
Z′
φ3∇|∇β|2.∇βψ2dx′ds

+τ 3λ3
∫
Z′
φ3|∇β|2div (∇β)ψ2dx′ds

• On a I12 = −2τ 3λ4
∫
Z′
φ3|∇β|4ψ2dx′ds et

I11 + I12 = τ 3λ4
∫
Z′
φ3|∇β|4ψ2dxds− τ 3λ3

∫
∂Z′

φ3|∇β|2 (ν.∇β)ψ2dσ (s, x′)

+X11

(5.61)

Compte tenu de (H1) et de (H4), il existe une constante C = C(c1, ∥β∥W 2,∞(Z′)) > 0 telle
que pour tout λ ≥ C

I11 + I12 ≥ c41τ
3λ4

∫
Z′
φ3ψ2dx′ds− τ 3λ3

∫
Ω′
(φ3 (∂Sβ)

3 ψ2) (S0, x
′) dx′

≥ C(τ 3λ4
∫
Z′
φ3ψ2dx′ds+ τ 3λ3

∫
Ω′
(φ3ψ2) (S0, x

′) dx′).
(5.62)

puisque le terme X11 est absorbé par τ 3λ4
∫
Z′ φ

3ψ2dx′ds, et ψ = 0 sur (0, S0)× ∂Ω′ et sur
{0} × Ω′.
• Concernant le traitement du terme I21 = −2τλ

∫
Z′
φ∆ψ (∇β.∇ψ) dx′ds, on s’inspirera de

la même idée suivie dans [17]. D’où le lemme suivant :
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Lemme 5.20 Pour ψ ∈ H l(Z ′) tel que 3/2 < l < 2, on a

−2τλ
∫
Z′
φ∆ψ (∇β.∇ψ) dx′ds = 2τλ2

∫
Z′
φ|∇ψ.∇β|2dx′ds

−τλ2
∫
Z′
φ|∇β|2|∇ψ|2dx′ds

−2τλ
∫

∂Z′
φ (ν.∇ψ) (∇β.∇ψ) dσ

+τλ
∫

∂Z′
φ (ν.∇β) |∇ψ|2dσ

+2τλ
∑

1≤i,j≤3

∫
Z′
φ(∂jψ)∂j(∂iβ)∂iψdx

′ds

−τλ
∫
Z′
φ∆β|∇ψ|2dx′ds.

(5.63)

Preuve du Lemme 5.20 Grâce à la densité de H2(Z ′) dans H l(Z ′) (voir [23]), on prend
premièrement ψ dans H2(Z ′). En intégrant par parties, on trouve :

−2τλ
∫
Z′
φ∆ψ (∇β.∇ψ) dx′ds = 2τλ2

∫
Z′
φ|∇ψ.∇β|2dx′ds

+τλ
∑

1≤i,j≤3

∫
Z′
φ∂iβ∂i(∂jψ)

2dx′ds

+2τλ
∑

1≤i,j≤3

∫
Z′
φ(∂jψ)∂j(∂iβ)∂iψdx

′ds

−2τλ
∫

∂Z′
φ (ν.∇ψ) (∇β.∇ψ) dσ.

(5.64)

Une seconde intégration par parties dans la seconde intégrale du membre droit de (5.64)
nous donne

−2τλ
∫
Z′
φ∆ψ (∇β.∇ψ) dx′ds = 2τλ2

∫
Z′
φ|∇ψ.∇β|2dx′ds

−τλ2
∫
Z′
φ|∇β|2|∇ψ|2dx′ds

−2τλ
∫

∂Z′
φ (ν.∇ψ) (∇β.∇ψ) dσ

+τλ
∫

∂Z′
φ (ν.∇β) |∇ψ|2dσ

+2τλ
∑

1≤i,j≤3

∫
Z′
φ(∂jψ)∂j(∂iβ)∂iψdx

′ds

−τλ
∫
Z′
φ∆β|∇ψ|2dx′ds.

(5.65)

Sous réserve que l’intégrale du membre de gauche de l’égalité précédente soit considérée
comme un crochet de dualité, l’identité (5.65) reste valable pour ψ dans H l(Z ′) puisque
tous les termes du membre de droite sont bien définis et dépendent continûment de ψ dans
cet espace. En effet, le terme du membre de gauche de (5.65)

∆ψ ∈ H l−2(Z ′)

et
φ∇β.∇ψ ∈ H l−1(Z ′) ⊂ H2−l(Z ′) = H2−l

0 (Z ′),

puisque l − 1 > 2 − l et 2 − l < 1/2. Concernant les intégrales sur Z ′ du membre droit
de (5.65), elles dépendent aussi continûment de ψ ∈ H1(Z ′). Pour celles qui sont au
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bord, grâce au Theorem 1.5.1.2 dans [[23] section 1.5], on peut vérifier qu’elles dépendent
continûment de ψ ∈ H l(Z ′), puisque

∇ψ ∈ H l−3/2(∂Z ′)3 ⊂ L2(∂Z ′)3 et ν.∇ψ ∈ H l−3/2(∂Z ′) ⊂ L2(∂Z ′);

ce qui termine la preuve du Lemme 5.20.
Grâce à la proposition 3.4, ψ ∈ H l(Z) où 3

2
< l < 2, et donc le Lemme 5.20 peut être

appliqué a ψ. Par ailleurs, les intégrales au bord (5.63) deviennent

−2τλ
∫

∂Z′
φ (ν.∇ψ) (∇β.∇ψ) dσ (s, x′) + τλ

∫
∂Z′

φ (ν.∇β) |∇ψ|2dσ (s, x′) =

−τλ
∫
Ω′
φ (S0, x) ∂Sβ (S0, x

′) (∂Sψ (S0, x
′))2 dx′

−τλ
S0∫
0

∫
Γ

φ(
∂β

∂η
)(
∂ψ

∂η
)2dσ (x′) ds

+τλ
∫
O′
φ (0, x′) ∂Sβ (0, x

′) (∂Sψ (0, x′))2 dx′

+τλ
∫

Ω′\O′
φ (0, x′) ∂Sβ (0, x

′) (∂Sψ (0, x′))2 dx′

+τλ
∫
Ω′
φ (S0, x

′) ∂Sβ (S0, x
′) |∇x′ψ (S0, x

′) |2dx′

= T1 + T2 + T3 + T4 + T5.

(5.66)

Dans (5.66), on a tenu compte de la Remarque 5.19 et du fait que :

1. Le gradient tangentiel
∂ψ

∂µ
de ψ s’annule sur (0, S0)× Γ et sur {0} × Ω′.

2. |∇ψ(S0, x
′)|2 = (

∂ψ

∂s
(S0, x

′))2 + |∇x′ψ(S0, x
′)|2 sur {S0} × Ω′.

A partir des propriétés (H2), (H3) et (H4), on déduit respectivement que les intégrales
au bord T2, T4 and T1 sont positives, et de plus

−τλ
∫
Ω′
(φ∂Sβ (∂Sψ)

2) (S0, x
′) dx′ ≥ c3τλ

∫
Ω′
(φ (∂Sψ)

2) (S0, x
′) dx′

τλ
∫

Ω′\O′
(φ∂Sβ (∂Sψ)

2) (0, x′) dx′ ≥ c2τλ
∫

Ω′\O′
(φ (∂Sψ)

2) (0, x′) dx′

En additionnant ces deux dernières inégalités, on trouve que

−τλ
S0∫
0

∫
Γ

φ(
∂β

∂η
)(
∂ψ

∂η
)2dσ (x′) ds− τλ

∫
Ω′
(φ∂Sβ (∂Sψ)

2) (S0, x
′) dx′

+τλ
∫

Ω′\O′
(φ∂Sβ (∂Sψ)

2) (0, x′) dx′ ≥ C(τλ
∫
Ω′
(φ (∂Sψ)

2) (S0, x
′) dx′

+τλ
∫

Ω′\O′
(φ (∂Sψ)

2) (0, x′) dx′),

(5.67)

où C est une constante positive telle que C = C(c2, c3,Ω
′,O′).

Notons que les deux termes du membre de droite de l’inégalité (5.67) peuvent être re-
trouvés dans l’inégalité (5.60).
Concernant les termes T3 et T5, le premier est négatif et le second est de signe indéterminé.
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Grâce à la propriété (H1) et au même argument que précédemment, ces intégrales sont
récupérées dans le membre droit de l’inégalité de Carleman (5.60).

Pour ce qui est des quatre intégrales sur Z ′ contenues dans le membre de droite de l’égalité
(5.63), la première est de signe positif et la seconde sera additionnée avec un terme de la
même forme qu’on retrouvera dans I22. Concernant les deux dernières intégrales sur Z ′ qui
restent dans (5.63), on utilisera la propriété (H1) afin de les absorber par le terme positif

τλ2
∫
Z′

φ|∇ψ|2dx′ds.

Ce terme apparâıtra dans les calculs qu’on effectuera par la suite.
• L’intégrale I22 = −2τλ2

∫
Z′
φ (∆ψ) |∇β|2ψdxds, sera traitée de la même manière que I21.

Après intégration par parties, on trouve :

I22 = 2τλ2
∫
Z′
φ|∇β|2|∇ψ|2dx′ds− 2τλ2

∫
∂Z′

φ (ν.∇ψ) |∇β|2ψdσ (s, x′) +X22,

où

X22 = 2τλ2
∫
Z′

∇ψ.∇(φ(|∇β|2))ψdx′ds.

En vertu de l’inégalité de Young et du fait que φ ≥ 1 dans Z ′, l’intégrale de bord dans I22
devient

−2τλ2
∫

∂Z′
φ (ν.∇ψ) |∇β|2ψdσ (s, x′) = −2τλ2

∫
Ω′
(φ(∂Sβ)

2ψ∂Sψ) (S0, x
′) dx′

≤ τ 2λ3
∫
Ω′
(φ3(∂Sβ)

2ψ2) (S0, x
′) dx′

+λ
∫
Ω′
(φ(∂Sβ)

2(∂Sψ)
2) (S0, x

′) dx′.

(5.68)

Dans (5.68), on a tenu compte du fait que ψ = 0 sur {0}×Ω′ et sur (0, S0)×Ω′. En prenant
τ suffisamment grand, les deux intégrales au bord du membre de droite de l’inégalité (5.68)
peuvent être absorbées respectivement par l’intégrale de bord de (5.62) et par T1 de (5.66).
Concernant la première intégrale sur Z ′ de I22, en l’additionnant avec le second terme du
membre de droite (5.63), la somme devient

τλ2
∫
Z′

φ|∇β|2|∇ψ|2dx′ds.

Grâce à la propriété (H1), on a

2τλ2
∫
Z′

φ|∇β|2|∇ψ|2dx′ds ≥ Cτλ2
∫
Z′

φ |∇ψ|2 dx′ds. (5.69)

où C est une constante telle que C = C(c1,Ω
′, S0) > 0.

Par ailleurs, pour le terme X22 on a

X22 = 2τλ3
∫
Z′

(∇ψ.∇β)|∇β|2φψdx′ds+ 2τλ2
∫
Z′

(∇ψ.∇|∇β|2)φψdx′ds (5.70)
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En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut montrer aisément que les deux termes
du membre droit de (5.70) peuvent être absorbés par les termes positifs

τ 3λ4
∫
Z′
φ3ψ2dx′ds et τλ2

∫
Z′

φ |∇ψ|2 dx′ds,

en choisissant bien sûr τ ≥ 1 et λ ≥ 1 suffisamment grands.
Finalement, on regroupe toutes les inégalités obtenues puis on revient à la fonction p en
utilisant encore une fois l’inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que les techniques de domi-
nance qu’on s’est servi tout le long de notre raisonnement. Nous arrivons donc à l’inégalité
de Carleman (5.60).

Cas 2 : Pour ce qui est du cas où Ω′ est un domaine avec une fissure rectiligne débouchant
sur la frontière de Ω′, on choisit un système de coordonnées (x1, x2) d’origine la pointe S
de la fissure Λ et tel que l’axe positif Sx1 contienne la fissure Λ (voir Figure 5.2).
Soit Ω′

ε = Ω′\B(S, ε), où B(S, ε) est la boule ouverte de rayon ε > 0 et de centre S.
Remarquons que si nous divisons Ω′

ε en deux sous-domaines Ω′
ε+ et Ω′

ε− où

Ω′
ε+ = Ω′

ε ∩ {x2 > 0} et Ω′
ε− = Ω′

ε ∩ {x2 < 0},

alors nous pouvons reprendre les mêmes calculs comme dans le cas 1 sauf que les intégrations
par parties se feront sur les sous-domaines Z ′

ε+ = (0, S0)× Ω′
ε+ et Z ′

ε− = (0, S0)× Ω′
ε− de

Z ′, pour ε assez petit.
En utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on peut justifier le passage
à la limite, lorsque ε tend vers zéro, dans les intégrales volumiques sur Z ′

ε et dans certaines
intégrales au bord ∂Z ′

ε obtenues dans le cas 1 après intégration par parties. Concernant
le traitement des autres intégrales au bord, on adopte le même argument de densité de la
Proposition 6.1 de [22]. Cet argument consiste dans un premier temps à utiliser la forme
particulière de p, à savoir que p ∈ C2[0, S0]

⊗
D(A′). Cela signifie que p est une combi-

naison finie de fonctions pj(s, x
′) = pj,1(s)pj,2(x

′) où pj,1 ∈ C2[0, S0] et pj,2 ∈ D(A′). Dans
un deuxième temps, on approche chaque fonction pj,2 par des fonctions plus régulières
appartenant à l’espace W = D(A′)∩ Vect{C1(Ω′); gS}, où

gS(r, θ) =
√
r sin(

θ

2
).

(ici (r, θ) sont les coordonnées polaires par rapport à la géométrie considérée dans la figure
5.3). Ceci nous permet aussi d’approcher p par des fonctions plus régulières qu’on continue
à dénoter par p. Donc, dans cet sous-espace :

p = O(1), |∇p| = O(
1√
r
), (5.71)

dans un voisinage de la pointe de la fissure Λ puisque la partie singulière gS vérifie :

gS = O(
√
r), |∇gS| = O(

1√
r
). (5.72)



CHAPITRE 5. INÉGALITÉ DE CARLEMAN : CAS SINGULIER 78

En procédant de cette manière, on peut calculer toutes les intégrales de l’inégalité (5.60)
pour p dans ce sous-espace W de C2[0, S0]

⊗
D(A′) (voir [22]). Finalement, par densité on

déduira l’inégalité souhaitée (5.60) pour tout p dans C2[0, S0]
⊗

D(A′).
Dénotons Iεij, pour 1 ≤ i, j ≤ 3 l’intégrale Iij sur le domaine Z ′

ε = (0, S0) × Ωε. Nous
dénotons aussi Cε l’ensemble (0, S0) × ∂B(O, ε) et νε la normale unitaire sortante à ∂Zε.
On a alors :
• Pour les intégrales Iε11 et Iε12, elles deviennent

Iε11 + Iε12 = τ 3λ4
∫
Z′
ε

φ3|∇β|4ψ2dx′ds+ τ 3λ3
∫
Z′
ε

φ3∇|∇β|2.∇βψ2dx′ds

+τ 3λ3
∫
Z′
ε

|∇β|2div (∇β)φ3ψ2dx′ds− τ 3λ3
∫

∂Z′
ε

φ3|∇β|2(νε.∇β)ψ2dσ
(5.73)

Grâce au théorème de convergence dominée de Lebesgue, les trois premières intégrales de
Iε11 + Iε12 tendent vers les mêmes termes que ceux de I11 + I12, puisque ψ ∈ H1(Z ′) et
φ, β ∈ W 2,∞(Z ′). Cette façon de justifier le passage à la limite sur ε sera la même pour le
traitement des autres intégrales sur Z ′

ε. Concernant l’intégrale de bord de (5.73), on aura

−τ 3λ3
∫

∂Z′
ε

φ3|∇β|2(νε.∇β)ψ2dσ(s, x′) = −τ 3λ3
∫

{S0}×Ω′
ε

φ3|∇β|2 (νε.∇β)ψ2dσ

−τ 3λ3
∫
Cε

φ3|∇β|2 (νε.∇β)ψ2dσ
(5.74)

Notons que, dans (5.74), nous avons tenu compte du fait que ψ s’annule sur (0, S0)× ∂Ω′.
En faisant tendre ε vers zéro, on trouve exactement l’inégalité (5.62), puisque du théorème
de convergence dominée de Lebesgue et de (5.71)

lim
ε→0

∫
Cε

φ3|∇β|2 (νε.∇β)ψ2dσ (s, x′) = 0.

• Pout traiter l’intégrale Iε21 = −2τλ
∫
Z′
ε

φ∆ψ (∇β.∇ψ) dx′ds, on suit le même raisonnement

que dans le cas 1. On obtient après deux intégrations par parties sur Z ′
ε,

Iε21 = 2τλ2
∫
Z′
ε

φ|∇ψ.∇β|2dx′ds− τλ2
∫
Z′
ε

φ|∇β|2|∇ψ|2dx′ds

− 2τλ

∫
∂Z′

ε

φ (νε.∇ψ) (∇β.∇ψ) dσ (s, x′) + τλ

∫
∂Z′

ε

φ (νε.∇β) |∇ψ|2dσ (s, x′)

+ 2τλ
∑

1≤i,j≤3

∫
Z′
ε

φ(∂jψ)∂j(∂iβ)∂iψdx
′ds− τλ

∫
Z′
ε

φ∆β|∇ψ|2dx′ds.

Toutes les intégrales sur Z ′
ε tendent vers celles de (5.63) quand ε → 0. Pour les intégrales

au bord, elles s’expriment comme suit

τλ

∫
∂Z′

ε

φ(−2(
∂ψ

∂ν
)(∇β.∇ψ) + (

∂β

∂ν
)|∇ψ|2)dσ = τλ

∫
∂Zε

φ
∂β

∂ν
(|∇Tψ|2 − (

∂ψ

∂ν
)2)dσ

− 2τλ

∫
∂Z′

ε

φ
∂ψ

∂ν
(∇Tβ.∇Tψ)dσ, (5.75)
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où ∇Tψ et ∇Tβ désignent les gradients tangentiels de ψ et de β respectivement. Notons
par Iε la membre de droite de (5.75). Donc, nous pouvons considérer Iε comme une forme
quadratique en ψ, et nous pouvons écrire :

Iε =

∫
∂Z′

ε

T (ψ, ψ)dσ,

où

T (ψ, ψ) = τλφ

[
∂β

∂ν
(|∇Tψ|2 − (

∂ψ

∂ν
)2)− 2

∂ψ

∂ν
(∇Tβ.∇Tψ)

]
.

∫
∂Z′

ε

T (ψ, ψ)dσ =

∫
{0}×Ω′

ε

T (ψ, ψ)dσ +

∫
{S0}×Ω′

ε

T (ψ, ψ)dσ

+

∫
(0,S0)×∂Ω′

ε

T (ψ, ψ)dσ.

En détaillant ces intégrales surfaciques, on trouve :

⋆ Sur {0} × Ω′
ε, on a ψ = 0, ν =

−1
0
0

 et
∂β

∂ν
(0, x′) = −∂β

∂s
(0, x′). Ceci donne

∫
{0}×Ω′

ε

T (ψ, ψ)dσ(s, x′) = τλ
∫

Ω′
ε\O′

(φ
∂β

∂s
(
∂ψ

∂s
)2)(0, x′)dx′

+τλ
∫
O′
(φ
∂β

∂s
(
∂ψ

∂s
)2)(0, x′)dx′.

La propriété (H3) implique que la première intégrale est positive. La seconde intégrale est
de signe quelconque que l’on retrouve dans le membre droit de l’inégalité (5.60).
⋆ De la propriété (H4), on déduit que sur {S0} × Ω′

ε l’intégrale de bord (5.75) devient

∫
{S0}×Ω′

ε

T (ψ, ψ)dσ = −τλ
∫
Ω′

ε

(φ
∂β

∂s
(
∂ψ

∂s
)2)(S0, x

′)dx′

+τλ
∫
Ω′

ε

(φ
∂β

∂s
|∇Tψ|2)(S0, x

′)dx′.

Le premier terme est positif, le second sera placé dans le membre de droite de (5.60) puis
sera majoré comme suit :

τλ|
∫
Ω′

ε

(φ
∂β

∂s
|∇Tψ|2)(S0, x

′)dx′| ≤ Cτλ

∫
Ω′

(φ|∇Tψ|2)(S0, x
′)dx′, (5.76)

où C = C(c3, γ1,Ω
′) est une constante positive. Remarquons que, comme

p ∈ C2[0, S0]
⊗

D(A′), p(s, .) ∈ D(A′) ⊂ H1(Ω′) alors l’intégrale du membre de droite
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de (5.76) est finie.

⋆ Sur (0, S0)× ∂Ω′
ε ψ = 0, et

∂β

∂η±
= 0 sur Λ. Il s’ensuit que

∫
(0,S0)×∂Ω′

ε

T (ψ, ψ)dσ(s, x′) = −τλ
S0∫
0

∫
Γ1

∂β

∂η
(φ(

∂ψ

∂η
)2)(s, x′)dσ(x′)ds

+
∫
Cε

T (ψ, ψ)dσ(s, x′).

De la propriété (H2) du lemme 5.15, on peut affirmer que la première intégrale est positive.
Dans le lemme suivant, on montre que, si on suppose que la fonction p est suffisamment
régulière tel que c’est expliqué au début du Cas 2, la limite de la deuxième intégrale est
aussi positive.

Lemme 5.21 Si p ∈ C2[0, S0]
⊗

(D(A′) ∩ Vect{C1(Ω′); gS}), alors

lim
ε→0

∫
Cε

T (ψ, ψ)dσ(s, x′)

est positive.

Preuve du Lemme 5.21 Sans perte de généralité, nous montrerons le lemme pour un
p ∈ C2[0, S0]

⊗
(D(A′) ∩ Vect{C1(Ω′); gS}) s’écrivant comme p1 · p2, où p1 ∈ C2[0, S0] et

p2 ∈ D(A′)∩Vect{C1(Ω′); gS}.
Introduisons la notation suivante :

Tε(ψ, ψ) =

∫
∂B(S,ε)

φ

[
∂β

∂ν
(|∇Tψ|2 − (

∂ψ

∂ν
)2)− 2

∂ψ

∂ν
(∇Tβ.∇Tψ)

]
dσ(x′).

Alors, ∫
Cε

T (ψ, ψ)dσ(s, x′) = τλ

S0∫
0

Tε(ψ, ψ)ds.

Comme p2 ∈ Vect{C1(Ω′); gS}, alors il existe une fonction gR ∈ C1(Ω′) et une constante
c ∈ R telles que

p2 = gR + cgS.

En introduisant p1 dans la dernière expression, on réécrit p comme suit :

p = pR + pS,

où pR(s, x
′) = p1(s)gR(x

′) et pS(s, r, θ) = cp1(s)gS(r, θ). Avec ces nouvelles notations, on
aura ∫

Cε

T (ψ, ψ)dσ(s, x′) =

S0∫
0

Tε(ψR, ψR)ds+ 2

S0∫
0

Tε(ψR, ψS)ds

+

S0∫
0

Tε(ψS, ψS)ds,
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où ψR = eλφpR et ψS = eλφpS. En utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue
pour les deux premières integrales, on montre que :

lim
ε→0

∫
Cε

T (ψ, ψ)dσ(s, x′) = lim
ε→0

S0∫
0

Tε(ψS, ψS)ds. (5.77)

Dans (5.77), nous avons tenu compte de la propriété (5.72) et du fait que gR et p1 soient
suffisamment régulières afin que l’on puisse justifier les limites suivantes :

lim
ε→0

S0∫
0

Tε(ψR, ψR)ds = lim
ε→0

2

S0∫
0

Tε(ψR, ψS)ds = 0.

Par ailleurs, grâce à (5.72), on peut aisément vérifier que :

Tε(ψS, ψS) =

∫
∂B(S,ε)

e2λφT (pS, pS)dσ(x
′) +O(ε).

Par un calcul simple, on obtient que :

|(∇TpS)(s, r, θ)|2 = (
∂pS
∂µh

)2(s, r, θ) + (
∂pS
∂µv

)2(s, r, θ)

= (c
p1(s)

2
√
r
cos θ

2
)2 + (cp′1(s)

√
r sin θ

2
)2

= c2(
p1(s)

2
√
r
cos θ

2
)2 +O(r),

(5.78)

où µh =

 0
− sin θ
cos θ

, µv =

1
0
0

. De plus, on a aussi :

∂pS
∂ν

(s, r, θ) = −∂pS
∂r

(s, r, θ) = −cp1(s)
2
√
r
sin

θ

2
, (5.79)

où ν =

 0
− cos θ
− sin θ

 et

∇Tβ.∇TpS =
∂β

∂µv

∂pS
∂µv

+
∂β

∂µh

∂pS
∂µh

=
∂β

∂s

∂pS
∂s

+
∂β

∂µh

∂pS
∂µh

.

D’après le lemme 5.15, dans le système de coordonnées défini dans la figure 5.3, on a :

β(s, x1, x2) = β1(s)β2(x1, x2),
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où β2(x1, x2) = ax1 + b, a et b sont deux constantes réelles avec a < 0. Grâce à ces
propriétés, on déduit que :

∂β
∂s
(s, r, θ) = β′

1(s)(ar cos θ + b),

∂β
∂ν
(s, r, θ) = −β1(s)a cos θ,

∂β
∂µh

(s, r, θ) = −β1(s)a sin θ,

∂pS
∂s

(s, r, θ) = cp′1(s)
√
r sin θ

2
,

et par conséquent

(∇Tβ.∇TpS)(s, r, θ) = −β1(s)ac
p1
2
√
r
sin θ cos

θ

2
+O(

√
r). (5.80)

En combinant entre (5.78), (5.79) et (5.80), on déduit que

Tε(ψS, ψS) = −
2π∫
0

c2φβ1(s)e
2λφa

p21(s)

4
dθ +O(ε).

Ce qui montre que limε→0

∫
Cε

T (ψ, ψ)dσ(s, x′) ≥ 0, puisque a < 0 et la fonction p1 est

continue.
Ceci termine la preuve du lemme 5.21.
• Il nous reste à voir la dernière intégrale Iε22 = −2τλ2

∫
Z′
ε

φ∆ψ|∇β|2ψdx′ds. On utilise les

techniques de dominance comme dans le cas 1. En intégrant par parties, on obtient

Iε22 = 2τλ2
∫
Z′
ε

φ|∇β|2|∇ψ|2dx′ds+ 2τλ2
∫
Z′
ε

∇ψ.∇(φ(|∇β|2))ψdx′ds

−2τλ2
∫

∂Z′
ε

φ (νε.∇ψ) |∇β|2ψdσ (s, x′)

= Dε
1 +Dε

2 +Dε
3.

On applique encore une fois le théorème de convergence dominée de Lebesgue et on déduit
que :

lim
ε→0

Dε
1 +Dε

2 = 2τλ2
∫
Z′

φ|∇β|2|∇ψ|2dx′ds+ 2τλ2
∫
Z′

∇ψ.∇(φ(|∇β|2))ψdx′ds

Pour l’intégrale de bord Dε
3, on utilise le fait que ψ = 0 sur {0} × Ωε et sur (0, S0) × Ωε.

Alors :

Dε
3 = −2τλ2

∫
Ω′

ε

(φ(∂Sβ)
2ψ∂Sψ)(S0, x

′)dσ (x′)− 2τλ2
∫
Cε

φ

(
∂ψ

∂η

)
|∇x′β|2ψdσ

= Dε
31 +Dε

32
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Comme conséquence du théorème de convergence dominée de Lebesgue et de la propriété
(5.71), on a limε→0D

ε
32 = 0. Concernant le terme Dε

31, comme

Dε
31 ≤ 2τλ2

∫
Ω′

|(φ(∂Sβ)2ψ∂Sψ)(S0, x
′)|dσ (x′) ,

alors Dε
31 peut être absorbé comme dans le cas 1.

Finalement, on aboutit à l’estimation de Carleman (5.60) pour p appartenant au sous-
espace dense dans C2[0, S0]

⊗
D(A′). Par densité, on peut passer à p ∈ C2[0, S0]

⊗
D(A′)

pour obtenir l’estimation souhaitée. En effet, à cause de l’approximation faite dans D(A′),
le passage à la limite dans les deux premières intégrales du membre gauche de l’inégalité
(5.60) est possible. L’écriture en forme tensorielle rend aussi possible le passage à la limite
dans les trois intégrales restantes du membre gauche ainsi que les deux dernières intégrales
du membre droit de cette inégalité. Finalement, la convergence dans D(A′) et l’écriture en
forme tensorielle permettent de passer à la limite dans le premier terme du membre droit
de l’inégalité (5.60).

Preuve du Théorème 5.14 Considérons la fonction de troncature ϱ ∈ C∞(R) à support
dans (−S1, S1) et telle que ϱ(s) = 1 sur [0, S0]. Par construction, pour tout µ > 0, la
fonction

p (s, x′) =
∑
µj<µ

bjϱ(s)
sinh

(√
µjs

)
√
µj

ϕj (x
′) (5.81)

appartient à D(A) et est une solution de l’équation

Ap(s, x′) = 0, ∀s ∈ [0, S0], ∀x′ ∈ Ω′,

(où (µj, ϕj) sont les éléments spectraux de l’opérateur A′ dans D(A′)). Par ailleurs, cette
fonction p appartient à C2[0, S0]

⊗
D(A′).

Par conséquent, en démarrant du fait que φ est constant sur {S0}×Ω′ (d’après la propriété
(H4)), on déduit de l’inégalité (5.60) que la fonction p définie dans (5.81) satisfait l’inégalité
suivante :

τ 3e2τφ(S0)

∫
Ω′

|p (S0, x
′)|2 dx′ ≤ C[τe2τφ(S0)

∫
Ω′

|∇x′p (S0, x
′)|2 dx′

+τ

∫
O′

e2τφ(0,x
′) |∂Sp (0, x′)|2 dx′],

pour tout τ ≥ τ1 et C = C(λ1) > 0.
Par ailleurs, on a∫

Ω′

|p (S0, x
′) |2dx′ =

∫
Ω′

|
∑
µj<µ

bj
sh

(√
µjS0

)
√
µj

ϕj (x
′) |2dx′

=
∑

µj<µ

∣∣∣∣bj sh(√µjS0)
√
µj

∣∣∣∣2
≥ S2

0

∑
µj<µ

|bj|2

(5.82)
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et ∫
O′

e2τφ(0,x
′) |∂Sp (0, x′)|2 dx ≤ exp

(
2τ sup

x′∈Ω′
φ (0, x′)

)∫
O′

|∂Sp (0, x)|2 dx′

= exp(2τ sup
x′∈Ω′

φ (0, x′))

∫
O′

|
∑
µj<µ

bjϕj (x
′) |2dx′

(5.83)

Et pour obtenir l’inégalité spectrale (5.56), il suffit de voir que

1

2
τ 3e2τφ(S0)

∫
Ω′

|p (S0, x
′)|2 dx′ ≥ Cτe2τφ(S0)

∫
Ω′

|∇x′p (S0, x
′)|2 dx′, (5.84)

pour τ ≥ C ′√µ, où C ′ =
√
2C. En effet, on a :

τe2τφ(S0)
∫
Ω′

|∇x′p (S0, x
′) |2dx′ = τe2τφ(S0)

∫
Ω′
|
∑

µj<µ

bj
sinh(√µjS0)

√
µj

∇x′ϕj (x
′) |2dx′

= τe2τφ(S0)
∫
Ω′(

∑
µi<µ

bi
sinh(

√
µiS0)√
µi

∇x′ϕi.
∑

µj<µ

bj
sinh(√µjS0)

√
µj

∇x′ϕj)(x
′)dx′.

En utilisant le fait que les fonctions (∇x′ϕk)k∈N∗ satisfont la relation∫
Ω′
∇x′ϕi.∇x′ϕjdx

′ = µjδij, on obtient alors

τe2τφ(S0)

∫
Ω′

|∇x′p (S0, x
′) |2dx′ = τe2τφ(S0)

∑
µj<µ

(
bj sinh

(√
µjS0

))2
.

Comme chaque µj < µ, alors

τe2τφ(S0)

∫
Ω′

|∇x′p (S0, x
′) |2dx′ ≤ µτe2τφ(S0)

∫
Ω′

(p (S0, x
′))

2
dx′.

En prenant τ 2 ≥ C ′µ, on parviendra à l’inégalité désirée (5.84). Finalement, la combinaison
entre (5.82), (5.83) et (5.84) donnera l’inégalité spectrale (5.56).



Chapitre 6

Inégalité spectrale et contrôlabilité à
zéro dans un domaine singulier

Dans l’une des parties de ce travail, nous nous sommes fixés un objectif qui est d’établir
un résultat de contrôle pour le problème parabolique (5.55) en passant par la méthode
de Lebeau-Robbiano simplifiée. Nous avons montré dans la section 2.1 du chapitre 5
(Théorème 5.14) une inégalité spectrale pour les combinaisons linéaires finies de fonctions
propres du laplacien. Dans la section suivante, nous indiquerons comment cette inégalité
spectrale est utilisée par G. Lebeau et L. Robbiano afin d’établir la contrôlabilité à zéro
des équations paraboliques. Il est utile de savoir que la méthode dont il est question re-
pose essentiellement sur deux points : l’un sur les estimations de Carleman et l’autre sur
la particularité de la construction du contrôle permettant d’amener le système à l’état
d’équilibre. La clé centrale de cette méthode se trouve dans les propriétés spectrales du
laplacien.

1 Sur la méthode de Lebeau-Robbiano simplifiée pour

le contrôle de l’équation de la chaleur

Dans cette section, on abordera les grandes lignes de la version simplifiée de la méthode
de Lebeau-Robbiano. On mettra au clair les démarches suivies dans cette méthode afin de
ressortir la contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur ainsi que le coût de ce contrôle.
On considère donc un ouvert borné Ω de Rn et un sous-domaine non vide ω ⊂⊂ Ω. On
s’intéresse au résultat de contrôlabilité à zéro du problème parabolique suivant :

∂tu−∆u = f dans QT = (0, T )× Ω
u (t, x) = 0 sur (0, T )× ∂Ω
u (0, x) = u0 (x) dans Ω

(6.1)

u0 est la donnée intiale appartenant à L2(Ω) et f , supposée dans L2((0, T )×Ω), représente
le contrôle. Dans la pratique, f est généralement choisie à support localisé dans (0, T )×ω
puisqu’il arrive qu’on ne chauffe ou refroidisse notre corps que sur une petite partie.
Rappelons que le système (6.1) admet une solution unique dans

85
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L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C0((0, T );L2(Ω)), qui s’écrit sous la forme

u(t) = S(t)u0 +

t∫
0

S(t− s)f(s)ds, (6.2)

où S(.) est un C0 semi-groupe dans L2(Ω) de générateur infinitésimal A = −∆ de domaine
D(A) = {v ∈ H1

0 (Ω)|∆v ∈ L2(Ω)}. La décomposition spectrale de S(.) dans L2(Ω) est
donnée par

S(t)v =
∑
k∈N

e−λkt < v, ϕk >L2(Ω) ϕk, pour v ∈ L2(Ω),

où ((ϕk)k∈N, (λk)k∈N) sont les éléments spectraux de l’opérateur A et (ϕk)k∈N constitue une
base orthonormée de L2(Ω). La méthode de Lebeau-Robbiano est fondée sur le résultat
suivant :

Théorème 6.1 Supposons qu’il existe une constante C > 0 telle que pout tout λ ≥ 1 et
pour toute fonction g ∈ L2(Ω) vérifiant g =

∑
λk<λ

bkϕk, on a :

∥g∥L2(Ω) ≤ CeC
√
λ∥g∥L2(ω), (6.3)

alors il existe, pour tout u0 ∈ L2(Ω), un contrôle f ∈ L2((0, T ) × Ω) tel que la solution u
de (6.1) au temps T soit orthogonale à tous les ϕk, pour λk < λ (i.e , ∃(bk) ∈ ℓ2 : u(T, .) =∑
λk>λ

bkϕk). De plus, il existe deux constantes C ′, C ′′ > 0 telles que

∥f∥L2((0,T )×ω) ≤ C ′ e
C′√λ

√
T

∥u0∥L2(Ω) (6.4)

et
∥u(t, .)∥L2(Ω) ≤ C ′′eC

′′√λ∥u0∥L2(Ω). (6.5)

Avant de passer à la preuve de ce théorème, faisons quelques remarques sur le résultat
précédent :

Remarque 6.2 1. L’inégalité (6.3) est exactement l’inégalité spectrale abordée dans le
chapitre 5. Elle représente aussi une inégalité d’observabilité du type (4.28) pour le
problème adjoint correspondant au problème (6.1), seulement l’espace des états serait
le sous-espace propre engendré par les valeurs propres plus petites que λ.

2. Notons que le contrôle construit dans le théorème 6.1 permet d’amener la solution u
du système (6.1) issue de n’importe quelle donnée initiale de L2(Ω) à un état u(T )
appartenant à l’orthogonal de l’espace engendré par les fonctions propres ϕk associées
aux valeurs propres plus petites que λ.

3. Par ailleurs, si on prenait dans le système (6.1) une donnée initiale u0 =
∑

λk>λ

bkϕk

et un contrôle nul, alors l’énergie de la solution va diminuer avec le temps, puisque

S(t)u0 = ∥
∑
λk>λ

bke
−tλkϕk∥L2(Ω) ≤ e−tλ∥u0∥L2(Ω). (6.6)
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4. Dans la méthode de Lebeau-Robbiano simplifiée, la propriété abordée dans la deuxième
remarque sert à construire le contrôle de façon itérative. Plus précisément, construire
une suite de contrôles actifs et inactifs sur des intervalles de temps de plus en plus
petits et proches de T . Sur chaque petit intervalle, on contrôle les premières modes
propres pendant un certain temps, et le coût du contrôle est de l’ordre de eC

√
λ. Puis,

on laisse dissiper la chaleur des modes restants d’un facteur e−Cλt près. Par itération
de cette démarche sur chaque intervalle de temps et pour λ croissant et dépendant
du nombre d’itérations, on aboutit à l’état nul au temps T .

Preuve du théorème 6.1 :
Remarquons d’abord que l’orthogonalité de u(T, .) avec les ϕk, pour λk < λ, signifie que

< u(T, .), g >L2(Ω)= 0, pour tout g =
∑
λk<λ

bkϕk,

ce qui est équivalent, d’après l’expression (6.2), à prouver l’existence d’un contrôle
f ∈ L2((0, T )× ω) tel que

− < S(T )u0, g >L2(Ω)=

T∫
0

< S(T − s)f(s, .), g(.) >L2(Ω) ds.

Pour ce faire, on considère le sous-espace vectoriel

F = {χωS(T − .)g ∈ L2((0, T )× ω), pour g =
∑
λk<λ

bkϕk}

de L2((0, T )× ω), puis on introduit la fonction K définie de F vers R par

Kw = −
∫
Ω

S(T )u0(x)g(x)dx,

où w ∈ K. Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz et au fait que, pour tout s ∈ (0, T )

∥S(T )g∥2L2(Ω) =
∑
λk<λ

e−2λkT b2k

≤
∑
λk<λ

e−2λk(T−s)b2k,

on déduit que

|Kw| ≤ (
∑
λk<λ

e−2λk(T−s)b2k)
1/2∥u0∥L2(Ω).

En utilisant l’inégalité spectrale (6.3) puis en intégrant sur (0, T ), on trouve

|Kw| ≤ C ′ e
C′√λ

√
T

∥S(T − .)g∥L2((0,T )×ω).∥u0∥L2(Ω).
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Le théorème de Hahn-Banach nous permet de prolonger la forme linéaire K sur F en une
forme linéaire continue K̃ sur l’espace de Hilbert L2((0, T )× ω) tel que

K̃w = Kw sur F et |K̃w| ≤ C ′ e
C′√λ

√
T

∥u0∥L2(Ω)∥w∥L2((0,T )×ω).

Puis en appliquant le théorème de Riesz à la forme linéaire K̃ sur L2((0, T ) × ω), on en
déduit l’existence d’un f ∈ L2((0, T )× ω) tel que

Kw =

∫ T

0

∫
ω

S(T − s)g(x)f(s, x)dxds,

avec

∥f∥L2((0,T )×ω) ≤ C ′ e
C′√λ

√
T

∥u0∥L2(Ω).

On aboutit donc à l’inégalité (6.4). En ce qui concerne l’inégalité (6.5), elle se déduit à
partir de l’expression (6.2), puisque

∥u(t, .)∥L2(Ω) ≤ ∥u0∥L2(Ω) +

∫ t

0

∥f(s, .)∥L2(ω)

≤ C ′′eC
′′√λ∥u0∥L2(Ω)ds,

où C ′′ est une constante strictement positive. Ce qui termine la preuve du théorème.

Revenons, à présent, à la construction du contrôle à la façon de Lebeau-Robbiano et
qui permet d’amener à l’état 0 au temps T la solution du système (6.1) :

Soient donc α > 0 et A =
∑
k≥1

2−kα, et considérons la suite Tn =
T

A

k=n∑
k=1

2−kα, pour n ≥ 1.

Remarquons que cette suite possède les propriétés suivantes :

1. lim
n→+∞

Tn = T ,

2. Tn+1 − Tn =
T

A
2−(n+1)α,

3. Si on pose T ′
n =

Tn+1 + Tn
2

, alors T ′
n − Tn = Tn+1 − T ′

n =
T

A21+α
2−nα, pour n ≥ 1.

Sur [Tn, Tn+1], deux contrôles sont construits le premier sur [Tn, T
′
n] dit actif et le

deuxième sur [T ′
n, Tn+1] est dit inactif. En fait, on a :

1. Sur [Tn, T
′
n], on a :

u(t, x) = S(t− Tn)u(Tn, x) +

t∫
Tn

S(t− s)fn(s, x)ds,

où fn ∈ L2([Tn, T
′
n]× ω).

2. Sur [T ′
n, Tn+1], on a : u(t, x) = S(t− T ′

n)u(T
′
n) (ici le contrôle est donc nul).
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En utilisant le théorème 6.1 pour λ = 22n sur l’intervalle de temps [Tn, T
′
n], alors on déduit

de l’inégalité (6.5) que :

∃C1 > 0, ∥u(T ′
n, .)∥L2(Ω) ≤ C1e

C12n∥u(Tn, .)∥L2(Ω). (6.7)

Par ailleurs, on a

u(Tn+1, .) = S(Tn+1 − T ′
n)u(T

′
n, .)

=
∑

λk>22n

e−(Tn+1−T ′
n)λk < u(T ′

n, .), ϕk >L2(Ω) ϕk.

En passant à la norme dans L2(Ω), on obtient :

∥u(Tn+1, .)∥L2(Ω) ≤ e−(Tn+1−T ′
n)2

2n∥u(T ′
n, .)∥L2(Ω)

≤ e−C22−nα+2n∥u(T ′
n, .)∥L2(Ω),

(6.8)

où C2 est une constante strictement positive égale à
T

A2α+1
. Par transitivité entre les

inégalités (6.8) et (6.7), on trouve

∥u(Tn+1, .)∥L2(Ω) ≤ C1e
2n(2−α)(C12n(α−1)−C2)∥u(Tn, .)∥L2(Ω).

En choisissant 0 < α < 1, on peut montrer qu’il existe une constante C3 > 0 et un entier
N tels que

C12
n(α−1) − C2 ≤ −C3,

pour tout n ≥ N . Ce qui nous fait aboutir à la relation de récurrence suivante entre
∥u(Tn+1, .)∥L2(Ω) et ∥u(Tn, .)∥L2(Ω) :

∥u(Tn+1, .)∥L2(Ω) ≤ C1e
−C32n(2−α)∥u(Tn, .)∥L2(Ω). (6.9)

Par itération de la relation (6.9), on trouve la relation suivante entre ∥u(Tn, .)∥L2(Ω) et
∥u0∥L2(Ω)

∥u(Tn, .)∥L2(Ω) ≤ Cn−N
1 e−C42n(2−α)∥u0∥L2(Ω), (6.10)

où C4 > 0 est une constante. Comme remarque, dans (6.10), on a tenu compte de la
majoration suivante :

e−C3(2(n−1)(2−α)+2(n−2)(2−α)+...+2N(2−α)) ≤ e−C42n(2−α)

,

où C4 = C32
(α−2).

Par ailleurs, l’utilisation de l’inégalité (6.5) sur l’intervalle [Tn, Tn+1] implique l’existence
d’une constante C5 telle que :

∥u(t, .)∥L2(Ω) ≤ C5e
C52n∥u(Tn, .)∥L2(Ω),

pour tout t ∈ [Tn, Tn+1]. En combinant cette inégalité et l’inégalité (6.10), on trouve que :

∥u(t, .)∥L2(Ω) ≤ C5C
n−N
1 e−C42n(2−α)+C52n∥u0∥L2(Ω),
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pour tout t ∈ [Tn, Tn+1]. Ce qui montre que u(t, .) → 0 dans L2(Ω) quand t → T , étant
donné que T − t ∼ 2−nα.
Finalement, le contrôle sur (0, T ) permettant d’amener le système (6.1) à l’état u(T ) = 0
est donné par

f(t, x) =
∑
n≥1

χ[Tn,T ′
n](t)fn(t, x). (6.11)

qui est, d’après l’inégalité (6.5) du théorème 6.1 et l’inégalité (6.10), dans L2((0, T )× Ω).
De plus, il existe une constante C8 > 0 telle que :

∥f∥L2((0,T )×Ω) ≤ C8∥u0∥L2(Ω).

Pour justifier cette dernière inégalité, on démarre de l’inégalité (6.4) pour déduire, pour n
assez grand, l’existence d’une constante C6 > 0 telle que :

∥fn∥L2([Tn,T ′
n]×Ω) ≤ C ′eC62n2nα/2∥u(Tn)∥L2(Ω) ≤ C ′′eC

′′2n∥u(Tn)∥L2(Ω),

où C ′ est la constante donnée dans le théorème 6.1. Ce qui prouve que

∥fn∥L2([Tn,T ′
n]×Ω) ≤ C ′′eC

′′2n∥u(Tn)∥L2(Ω), (6.12)

en prenant une constante C ′′ > 0 et l’entier n suffisamment grands.
Par passage à la norme de L2((0, T )×Ω) dans (6.11), et en combinant les inégalités (6.10)
et (6.12), on aboutit à l’inégalité voulue puisque :

∥f∥L2((0,T )×Ω) ≤
∑
n≥1

∥fn∥L2([Tn,T ′
n]×Ω).

2 Application à la contrôlabilité à zéro dans un milieu

stratifié

2.1 Cas régulier

La question de la contrôlabilité à zéro d’équations paraboliques à coefficients de diffu-
sion réguliers a été déjà résolue par le biais des estimations de Carleman (voir [14]). Dans
le cas de coefficients non réguliers, il existe quelques travaux donnant des résultats dans ce
sens. On peut citer le papier de A. Doubova, A. Osses et J.-P. Puel [12] où les coefficients de
la partie principale de l’opérateur parabolique sont supposés de classe C1 par morceaux, en
plus d’une condition géométrique sur la zone d’observabilité. En dimension un d’espace, le
même résultat a été démontré dans [8] pour le cas de coefficients de classe C1 par morceaux,
et dans [17], les coefficients de diffusion sont supposés à variations bornées. Contrairement
à [12], il n’y a pas de restriction sur la zone de contrôle. En dimension supérieure, sans
restriction de la localisation de la zone de contrôle (ou d’observation), la question relative
à l’établissement d’une inégalité de Caleman reste encore un problème ouvert. Toutefois,
dans [7] les auteurs ont pu établir des résultats concernant cette dimension quelconque
seulement pour des équations paraboliques du même type que (5.55). Le paragraphe qui
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va suivre contient quelques points essentiels de ces résultats. Il est à noter que dans ce
papier, l’hypothèse centrale imposée se trouve dans le fait que les coefficients de diffusion
sont réguliers par rapport à (n − 1) variables d’espace, et par rapport à l’autre variable,
ils sont à variations bornées (milieu stratifié). Plus précisément, le système étudié est le
suivant : 

∂tu−∇x · (B∇xu) = χOv dans QT = (0, T )× Ω
u (t, x) = 0 sur (0, T )× ∂Ω
u (0, x) = u0 (x) dans Ω

(6.13)

où v ∈ L2 (QT ) est la fonction contrôle, Ω = Ω′ × (0, H), avec H > 0. On suppose que Ω′

est un ouvert non vide régulier de Rn−1 de frontière C2. On fait les mêmes hypothèses que
dans la section 2 du chapitre 5, O est un sous-domaine ouvert de Ω tel que O = O′ × On,
où O′ ⊂⊂ Ω′ et On ⊂ (0, H) sont des ouverts non vides et O′ ⊂ Rn−1.
Pour ce qui de la matrice B (x), elle est supposée être une matrice diagonale par blocs telle
que :

Pour tout x = (x′, xn) ∈ Ω, B (x) =

(
a1(xn)A1(x

′) 0
0 a2(xn)

)
.

où a1 ∈ L∞(0, H), a2 ∈ BV (0, H) avec 0 < amin ≤ a (x3) ≤ amax et A1 est une matrice
symétrique dans C1(Ω′,Mn−1(R)). Le coefficient a2 est supposé de classe C

1 dans un ouvert
non vide de On.

Rappelons toujours que l’objectif central est de montrer, à l’aide de la méthode de
Lebeau-Robbiano, la contrôlabilité à zéro du système (6.13). En vertu des rappels donnés
dans la section précédente, cela se fait par l’intermédiaire d’une inégalité spectrale du type
donné dans le théorème 5.14. A cause de la singularité de la matrice de diffusion, utiliser
les inégalités de Carleman pour avoir cette inégalité reste un problème non encore résolu.
En revanche dans [7], cette contrainte est contournée puisque l’inégalité spectrale établie
concerne les fonctions propres de l’opérateur elliptique auto-adjoint A′ = −∇x′ · (A1∇x′).
Ce qui permettra de lever certaines contraintes, à savoir manipuler les estimations de Car-
leman avec un coefficient à variations bornées, qui est a2. Pour résumer, à l’aide d’une
certaine décomposition spectrale de la solution de l’équation (6.13) et de l’estimation de
Carleman en dimension un, montrée dans [17], le résultat de contrôlabilité à zéro du système
(6.13) est déduit dans [7] par l’intermédiaire de la méthode de Lebeau-Robbiano.

Soit (ϕk)k∈N∗ la famille de fonctions propres de l’opérateur A′ associées aux valeurs
propres µk, k ∈ N∗ de multiplicité finie et telles que

0 < µ1 ≤ µ2 ≤ ... ≤ µk ≤ ...

On peut toujours supposer que cette famille forme une base orthonormée de L2(Ω′). A
chaque valeur propre µk, on associe l’opérateur auto-adjoint Ak = −∂xn(c2(xn)∂xn) +
c1(xn)µk de domaine Ak = {u ∈ H1

0 (0, H) ; c2(xn)∂xnu ∈ H1(0, H)}. Et notons ψk,p, p ∈ N∗

une base orthonormée de fonctions propres de Ak associées aux valeurs propres λk,p, p ∈ N∗

de multiplicité finie et telles que

0 < λk,1 ≤ λk,2 ≤ ... ≤ λk,p ≤
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En tenant compte de la densité de L2(Ω′)⊗L2(0, H) dans L2(Ω′×(0, H)) et en séparant les
variables dans les coefficients de la matrice B, on peut montrer que les fonctions propres
de l’opérateur A = −∇(B.∇) sont les fonctions

φk,p(x
′, xn) = ϕk(x

′)ψk,p(xn),

pour (k, p) ∈ N∗2. De plus, la famille de ces fonctions forme une base orthonormée de
L2(Ω).
Considérons, maintenant, les sous-espaces fermés de dimension infinie Hk ; k ∈ N de L2(Ω),
qui sont définis comme suit :

Hk = < ψk,p ; p ∈ N∗ > = {ϕk ⊗ f ; f ∈ L2(0, H)}.

Et soit l’ensemble Ej = ⊕
k≤2j

Hk, pour j ∈ N. On sait que

∪
j∈N

Ej = ⊕
k∈N∗

Hk.

La suite du raisonnement consiste à contrôler les modes propres sur Ej dans des intervalles
de temps de plus en plus proches de T . Pour δ ∈ (0, 2

3
), on décompose l’intervalle du temps

(0, T ) comme suit :

(0, T ) = ∪
j∈N

[aj, aj+1], aj+1 − aj = 2Tj

avec a0 = 0, Tj = Kα−δ
j , αj = 2j où K est une constante telle que 2

∞∑
j=0

Tj = T .

D’après [16], on est amené à construire une suite de contrôles vj de L
2((aj, aj + Tj)× Ω),

j ≥ j0 pour un certain j0 ∈ N. Chaque contrôle vj est chargé de ramener à zéro au temps
aj + Tj la projection orthogonale sur Ej de la solution du système

∂tu−∇x · (B∇xu) = χOv dans (aj, aj + Tj)× Ω
u (t, x) = 0 sur (aj, aj + Tj)× ∂Ω
u (aj, x) = uj (x) dans Ω

où uj ∈ (Ej−1)
⊥. En d’autres termes, si on dénote ΠEj

l’opérateur de projection orthogonale
sur Ej dans L2(Ω), alors ΠEj

u(aj + Tj) = 0. Comme le semi-groupe associé à l’opérateur
∇x · (B∇x) commute avec l’opérateur de projection ΠEj

, alors cette contrôlabilité est
équivalente à l’inégalité d’observabilité [13]

∥φ(aj, .)∥2L2(Ω) ≤ C2
Tj

∫
(aj ,aj+Tj)×O

|φ(t, x)|2dtdx, (6.14)

pour φ ∈ C0([aj, aj + Tj];Ej) solution du système adjoint
−∂tφ−∇x · (B∇xφ) = 0 dans (aj, aj + Tj)× Ω

φ (t, x) = 0 sur (aj, aj + Tj)× ∂Ω
φ (aj + Tj, x) = φ0 (x) dans Ω

(6.15)
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où φ0 ∈ Ej. De la définition de Ej, on peut écrire la solution du problème (6.15) comme
une somme finie, i.e :

φ(t, x′, xn) =
∑
k≤2j

ϕk(x
′)φk(t, xn)

où φk est la solution du problème parabolique unidimensionnel suivant :{
−∂tφk + Akφk = 0 dans (aj, aj + Tj)× (0, H)

φk (t) = 0 sur (aj, aj + Tj)× {0, H}. (6.16)

Grâce à l’inégalité de Carleman prouvée dans [17] pour le problème (6.16), on sait qu’il
existe une constante C = C(H,O3, amin, amax) > 0 telle que pout tout k ∈ N∗ et pour

sk = max(Tjµ
2/3
k , Tj + T 2

j )

∥φk(aj, .)∥2L2(0,H) ≤
1

Tj
CeCsk

aj+Tj∫
aj

∫
O3

|φk(t, x3)|2dx3dt

De plus, pour tout j ≥ j0 avec j0 suffisamment large

∥φ(aj, .)∥2L2(Ω) ≤ CeCµ
2/3
αj

aj+Tj∫
aj

∫
O3

∑
k≤2j

|φk(t, x3)|2dx3dt

Finalement, il reste à appliquer l’inégalité spectrale énoncée dans la théorème 5.14 pour
obtenir (6.14). Il suffira pour cela de remplacer bk par |φk(t, x3)|2 dans (5.56) pour obtenir
l’inégalité souhaitée.
En conclusion, la contrôlabilité à zéro du système (6.13) se déduit de la même façon que
dans [16].

2.2 Cas singulier.

Dans ce sous-paragraphe, nous allons faire le passage entre ce qui a été rappelé comme
résultats dans les sections précédentes et l’application de ces résultats au problème pa-
rabolique tridimensionnel posé dans la section 2. Nous rappelons que dans notre cas, la
matrice de diffusion est définie par :

Pour x = (x′, x3) ∈ Ω, B (x) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 a (x3)

 ,

où : a ∈ BV (0, H) et 0 < amin ≤ a (x3) ≤ amax, presque partout dans (0, H).
La singularité du domaine Ω′ fait que l’inégalité spectrale à laquelle fait référence le rai-
sonnement suivi dans [7] ainsi que la méthode de Lebeau-Robbiano n’est pas évidente dans
notre cas. Il nous a fallu la rejustifier par le biais d’une inégalité de Carleman, ce travail a
été réalisé dans la section 2.1 du chapitre 5. Bien entendu, nous avons tenu compte du fait
qu’il fallait aussi construire une fonction poids satisfaisant les propriétés données dans le
lemme 5.15. Finalement, la contrôlabilité à zéro du système (5.55) se déduit de la même
manière que dans [7].



Chapitre 7

Généralisation aux domaines
polygonaux et à plusieurs fissures

Les résultats obtenus dans le chapitre 5, concernant le problème parabolique (5.1) en
dimension deux et le problème elliptique (5.57) en dimension trois, peuvent être étendus
aux cas de domaine contenant plusieurs coins (où domaines polygonaux). Il est possible
aussi de passer au cas de plusieurs fissures rectilignes débouchant sur le bord et telles que
l’intersection deux à deux soit vide. En réalité, le plus important est de pouvoir prouver
les propositions 5.5 et 5.6 dans des domaines bidimensionnels pareils. Dans les sections
suivantes nous indiquerons justement comment construire des fonctions poids vérifiant les
propriétés similaires à celles énoncées dans ces propositions.

1 Cas d’un polygone

Soient Ω un polygone de frontière Γ et S1, ..., Sn (n ∈ N∗) les sommets de chaque coin.
Pour distinguer les coins rentrants et les coins sortants, on considère pour cela la partie
I = {i1, i2, ..., ik} de {1, 2, ..., n}, où 0 < k < n, telle que chaque sommet Si, où i ∈ I,
correspond à un coin rentrant. Puis, pour un sommet Si, où i ∈ I, on choisit deux points
distincts M1,i,M2,i de Γ tels que M1,i se trouve entre Si−1 et Si, et M2,i entre Si et Si+1.

Dans ce cas, on aura Γ = ΓS ∪ Γ1 avec ΓS = ∪
i∈I

ΓSi
, ΓSi

désigne la partie de Γ comprise

entre M1,i et M2,i (voir Figure 7.1).
Parallélement à ce qui a été fait dans la preuve des propositions 5.5 et 5.6, on verra dans
ce qui va suivre que les étapes franchies afin de construire ces fonctions poids sont presque
semblables. En effet, dans :

Etape 1 : Pour 1 ≤ i ≤ n, on considère un système de coordonnées locales (x1Ox2)
d’origine Si et tel que l’axe (Ox1) cöıncide avec la bissectrice de M1,iOM2,i. Par ailleurs,
on définit la fonction βSi

par :

βSi
(x1, x2) = −x1 + ci.
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M 1,i 

M2,i 

  S i 
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    Ω’                                                                                                           
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  O     

      Sn                                                                                                           

         

      S1                                                                                                           

         

      S2                                                                                                           

         
  Ω                                                                                                       

Figure 7.1 – Domaine Polygonal

Il est clair que βSi
vérifie

βSi
∈ C2(Ω), βSi

> 0 dans Ω, |∇βSi
| > 0 dans Ω et

∂βSi

∂ν
< 0 dans ΓSi

\{Si}.

Etape 2 : Soit Ω′ un ouvert non vide inclus dans Ω à frontière ∂Ω′ de classe C2. On
suppose que ∂Ω′ = Γ0 ∪ Γ1 et Γ0 = ∪

i∈I
Γi
0, où Γi

0 désigne la partie du bord ∂Ω′ comprise

entre M1,i et M2,i (voir Figure 7.1).
On a

∂βSi

∂ν
< 0 sur Γi

0.

Etape 3 : En prenant sur chaque Γi
0 la même paramétrisation que celle utilisée dans

l’étape 2 de la preuve de la proposition 5.5, on pourra alors introduire deux fonctions gi0
et hi0 telles que

gi0 = βSi
et hi0 =

∂βSi

∂ν
sur Γi

0.

Puis on prolonge les fonctions gi0 et hi0 à Ω′ par g et h respectivement de telle sorte que
g > 0 et h < 0 sur ∂Ω′. La suite de la justification se fait de la même façon que dans la
preuve de la proposition 5.5. On obtient ainsi la fonction β qui vérifie les propriétés sur Ω
de la proposition 5.5. L’expression de β sera de la forme :

β =

{
βSi

dans ΩSi

β′ dans Ω′

où ΩSi
est le sous ensemble de Ω tel que ∂ΩSi

= Γi
0 ∪ ΓSi

, et β′ est la fonction construite
dans l’étape 4 et l’étape 5 de la preuve de la proposition 5.5.
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2 Cas de plusieurs fissures

Pour le cas d’un domaine Ω contenant plusieurs fissures rectilignes débouchant sur le
bord, si on suppose que ces fissures sont disjointes deux à deux, alors on peut réitérer le
même raisonnement qui a nous permis de prouver la proposition 5.6. Puis, en contournant
la pointe de chaque fissure, nous pouvons construire, comme dans le cas d’un polygone
(voir section prévédente), une fonction poids vérifiant les propriétés de la proposition 5.6.



Perspectives

Une extension peut être envisagée du résultat de contrôle obtenu dans le chapitre 5
concernant l’équation parabolique bidimensionnelle (5.1) avec les conditions de Dirichlet
homogènes au bord, ainsi l’équation parabolique en dimension trois (5.55) avec toujours
les mêmes conditions au bord. Cette extension peut être faite au cas d’opérateurs réels
fortement elliptiques de second ordre et à partir duquelle on peut espérer avoir les mêmes
résultats en remplaçant respectivement dans (5.1) le Laplacien et dans (5.55) l’opérateur
A′ par un opérateur sous forme de divergence :

2∑
i,j=1

∂i(aij∂j
)

avec aij = aji ∈ C1,1(Ω′), et il existe σ > 0 tel que

2∑
i,j=1

aij(x
′)ξiξj ≤ −σ|ξ|2,

pour tout x′ ∈ Ω′ et ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2. Ce qu’il faut vérifier c’est la possibilité de
redémontrer une inégalité de Carleman du type (5.13) pour le premier problème, et une
inégalité de Carleman du type (5.60) pour le deuxième problème. On peut aussi penser
à étendre les résultats obtenus dans le chapitre 5 à des problèmes aux limites de même
type considérés dans ce chapitre, mais seulement le domaine où sont posés ces problèmes
sont à frontière encore plus singulière. Cette singularité se caractérise par le présence d’un

 

     Cuspide rentrante                                                      Cuspide sortante  

Figure 7.2 – Domaine contenant un point cuspide.
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point cuspide rentrant ou sortant (voir figure 7.2). Nous adoptons pour cela la même ap-
proche suivie dans ce mémoire, à savoir tenir compte du comportement de la solution des
problèmes étudiés au voisinage du point cuspide. On peut s’inspirer des résultats obtenus
dans [15] ou [30] afin de bien cerner notre problème.



Annexe

Rappelons dans ce paragraphe quelques définitions liées aux notions de contrôle de
systèmes linéaires en dimension infinie. Considèrons un espace de HilbertH et un opérateur
A, en général linéaire non borné dans H, de domaine D(A) ⊂ H. On supposera que
(A,D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))t≥0. Soient U un espace
de Hilbert et B ∈ L(U,H).
Soit le système d’évolution suivant :{

ut = Au+Bv
u(0) = u0,

(7.1)

où u0 ∈ H est une donnée initiale, u représente l’état du système et v ∈ L2(0, T ;U) est le
contrôle introduit dans le système.
Rappelons que pour v ∈ L2(0, T ;U), le système (7.1) admet une unique solution u ∈
C([0, T ];H) donnée par :

u(t) = S(t)u0 +

t∫
0

S(t− s)Bv(s)ds.

Définition 7.1 1. On dit que le système (7.1) est exactement contrôlable au temps
T > 0 si pour tout u0, u1 ∈ H, il existe v ∈ L2(0, T ;U) tel que :

u(T ;u0, v) = u1,

ou, de manière équivalente, si un état arbitraire u1 peut être atteint au temps T , à
partir de n’importe quel état u0.

2. On dit que le système (7.1) est contrôlable à zéro au temps T > 0 si tout état u0 ∈ H
peut être transféré à 0 au temps T :

∀u0 ∈ H, ∃v ∈ L2(0, T ;U) : u(T ;u0, v) = 0.

3. Soit b ∈ H une trajectoire ou un état au temps T , et supposons qu’il existe c ∈ H,
v ∈ L2(0, T ;U) tels que :

u(T ; c, v) = b.

On dit que le système (7.1) est contrôlable aux trajectoires au temps T > 0 si pour
tout a, c ∈ H, v ∈ L2(0, T ;U), il existe w ∈ L2(0, T ;U) tel que :

u(T ; a, w) = b = u(T ; c, v).
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CHAPITRE 7. GÉNÉRALISATION 100

Voici quelques comparaisons entre ces notions.

Proposition 7.2 1. La contrôlabilité aux trajectoires est équivalente à la contrôlabilité
à zéro.

2. La contrôlabilité exacte implique la contrôlabilité aux trajectoires mais la réciproque
est fausse.
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