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Introduction

La classe de modeles espaces d’états est large et flexible, ce qui offre des outils attractifs
pour analyser des séries chronologiques dans une grande variété de domaines scientifiques
(cf., Anderson et Moore, 1979 ; Aoki, 1987 ; Harvey, 1989; Durbin et Koopman, 2001). Un
des dispositifs intéressants des modeéles espace d’états est que beaucoup de modeéles de séries
chronologiques, y compris les modéles périodiques, peuvent étre exprimés sous forme espace
d’états. En effet, ces dernier ont été largement utilisé dans les derniéres décennies, pour
décrire de nombreuses séries & dynamique périodique, rencontrées dans divers domaines tels
que I’économie (Cleveland et Tiao, 1979 ; Osborn, 1992 ; Bentarzi et Hallin, 1996 ; Bollerslev
et Ghysels, 1996 ; Franses, 1996 ; Franses et Paap, 2004), I’environnement (Salas et al., 1983 ;
Vecchia 1985a, 1985b; Jymenez et al., 1989 ; Bentarzi et al., 2008), I'ingénierie (Bittanti et
De Nicolao, 1993 ; Adams et Goodwin, 1995; Varga, 2001) et plusieurs autres disciplines.
Plusieurs classes de modéles linéaires ont été proposées dont la plus utilisée est la classe
de modeles autorégressifs moyenne mobile périodiques (PARM A) qui peut étre considérée
comme une alternative prometteuse de la classe de modeles SARIM A pour représenter des
séries générées par des processus du second ordre, dont les fonctions d’autocovariance sont
périodiques dans le temps, une caractéristique qui ne peut étre expliquée par les modeles clas-
siques SARIM A (cf., Bentarzi, 1995, 1998 ; Aknouche, 2006 ; Guerbyenne, 2007). Un autre
intérét de cette classe de modeles périodiques, outre que I’étude des phénoménes saisonniers,
réside dans la relation établit par le théoréme de Gladyshev (1961), entre les modeéles de cette
classe et les modeles multivariés autorégressifs moyenne mobile (V ARM A) stationnaires. En
effet, les modeéles périodiques peuvent étre exploités dans ’analyse des séries chronologiques
multivariées stationnaires, dans le but de réduire sensiblement le nombre de parameétres (cf.,

Newton, 1982).

De nombreux travaux de prospection et d’analyse des modéles linéaires stationnaires et

périodiques a travers leurs représentations espace d’états équivalentes ont constitué jusqu’a
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présent le centre d’intérét de plusieurs chercheurs dont Gardner et al., (1980), Pearlman
(1980), Mélard (1984), Shea (1984, 1987, 1989), Harvey (1989), Hurvich et al. (1990), Stoffer
et Wall (1991), Hurvich et Tsai (1993), Jimenez et al. (1989), Klein et Mélard (1990), Bentarzi
et Hallin (1994), Mélard et Klein (1994), Cavanaugh et Shumway (1997), Casals et al.,
(1998), Kent et al. (2002), Davis et Yam (2005), Shao et Lund (2004), Aknouche (2007) et
d’autres. Ces travaux de recherche se sont soldés par de nombreux résultats intéressants.
Parmi les concepts les plus utilisés par les statisticiens et les économeétres et qui ont donnés
un grand essor aux séries chronologiques le filtre de Kalman (Kalman, 1960). Ce dernier
est une approche statistique, d’assimilation de données, dont le principe est de corriger la
trajectoire du modeéle en combinant les observations avec I'information fournie par le modéle,
de fagon & minimiser l’erreur entre I'état vrai et I’état filtré. D’autre part, Schweppe (1965)
a été le premier & remarquer que la fonction de vraisemblance d’un modéle écrit sous forme
espace d’états, peut étre évaluée au moyen du filtre de Kalman. De plus, en supposant que le
modele espace d’états a coefficients constants, Morf et al., (1974) ont introduit les équations
de Chandrasekhar qui sont, du point de vue calcul, plus efficaces d’'un ordre de grandeur. Les
procédures rapides sont souvent plus complexes mais ce n’est pas le cas ici. Bien au contraire,
les équations de Chandrasekhar sont aussi légérement plus simples que les équations du filtre

de Kalman.

Notons que le filtre de Kalman est optimal dans le cas d’équations linéaires et d’erreurs
Gaussiennes. Cependant, comme le filtre de Kalman est lui méme une procédure linéaire, il est
particulierement sensible a des observations extrémes. Il est possible de rendre la procédure
plus robuste, en abandonnant I’hypothése de normalité. D'un autre coté, I’hypothése de
linéarité se révele restreinte et souvent inadéquate dans plusieurs situations pratiques et de

ce fait devrait étre abandonnée.

Devant les problémes de modélisation rencontrés pour certaines séries de données (séries
environnementales, financiéres, monétaires, ...) les modeles non linéaires ont été envisagés.
Plusieurs classes de modeles ont été proposées (modeéles bilinéaires, modeles a seuils, mo-
deles hétéroscedastiques, mélange de modeles et d’autres). En particulier, les modéles Au-
torégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques (ARCH) introduis par Engle (1982) et
leur version généralisee GARCH de Bollerslev (1986) sont les représentations les plus uti-
lisées dans la modélisation de la volatilité instantanée qui caractérise beaucoup de séries
financieres. Plusieurs extensions de modeles conditionnellement hétéroscédastiques (ARC H-

type) ont été proposées dans la littérature des séries économétriques afin de capturer diffé-
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rentes caractéristiques additionnelles telles que la longue mémoire, le changement de régime
et la périodicité dans la variance conditionnelle. Parmi les modéles proposés, la classe des
modeles GARC H périodiques (PGARCH) introduite et étudiée par Bollerslev et Ghysels
(1996) et qui a montré son adéquation pour capturer la périodicité dans la variance condi-
tionnelle, une propriété qui ne peut pas étre expliquée ni par les modeles ARM A linéaires
classiques ni par les modeles GARCH stationnaires. Franses et Paap (2000) ont combiné
la représentation AR périodique (PAR) avec celle du PGARCH pour capturer a la fois
la périodicité dans la moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle, en proposant le
modele PAR-PGARCH qu’ils ont appliqué avec succés dans la modélisation des données
financiéres. Cependant, ces modéles s’aveérent inconsistants en présence d’autres caractéris-
tiques de beaucoup de séries chronologiques avec une structure d’autocorrélation périodique,
telles que le changement de régime, la grande kurtosis, les valeurs aberrantes, les événements
extrémes ainsi que la multimodalité dans les distributions des innovations. Afin de capturer
ces caractéristiques, Wong et Li (2001) ont proposé d’ajouter plus de flexibilité a la famille
des modeles ARC H-type, en introduisant un mélange de modeéles AR-ARC H. Dans le méme
esprit de la formulation M AR de Wong et Li (2000), Shao (2006) a proposé le mélange de mo-
deles autorégressifs périodiques (M PAR) qui peut représenter les séries chronologiques avec
une structure d’autocorrélation périodique aussi bien que les caractéristiques mentionnées

dans la moyenne conditionnelle.

L’objectif de cette thése est d’une part, ’étude des modeéles espace d’états & coefficients
périodiques et la généralisation de certains algorithmes connus dans la littérature des modeéles
espace d’états linéaires a coefficients constants au cas des modéles espace d’états linéaires
a coefficients périodiques. Nous procédons a I’étude de quelques propriétés algébriques et
probabilistes et a 1’élaboration des méthodes d’estimation de certains modeéles périodiques
en utilisant des représentations équivalentes espace d’états de ces derniers. Les performances

des algorithmes proposés sont comparées a celles existantes dans la littérature.

D’autre part, afin de mieux représenter les séries chronologiques avec une dynamique pé-
riodique nous élaborons une étude de mélange de modeles périodiques. Cette étude englobe
la classe de mélange de modeles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques pério-
diques et sa généralisation qui est le mélange de modeéles autorégressifs a erreurs ARC H

périodiques.
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Apport et présentation de la these

La présente these est constituée de deux parties. La premiére qui se compose de trois
chapitres, concerne I’étude de la modélisation linéaire des séries chronologiques & dynamique
périodique & travers des représentations espace d’états linéaire & coefficients périodiques. La
seconde partie est & son tour constituée de deux chapitres et consacrée a 1’étude de certains
modeles non linéaire périodiques, & savoir le mélange de modeles ARC H périodiques et sa

généralisation qui est le mélange de modeéles autorégressifs a erreurs ARC'H périodiques.

Premieére partie : Etude des modéles périodiques via leurs repré-
sentations espace d’états

Chapitre 1. Modéles Espace d’Etats a Coefficients Périodiques

Dans ce chapitre, nous présentons en premier lieu le modeéle général espace d’états linéaire.
Nous présentons en suite, quelques modeéles linéaires sous forme espace d’états. Nous ex-
posons les équations récurrentes de Kalman pour des modeéles espace d’états périodiques
puis nous généralisons les équations de Chandrasekhar a temps discret proposées par Morf
et al. (1974) pour les modeles espace d’états a coefficients constants au cas périodique a
travers plusieurs formes. Ces équations ont un potentiel pour la réduction de la complexité
numérique inhérente au filtre de Kalman correspondant. Notons qu’une version racine carrée
peut étre facilement formulée (Sayed et Kailath, 1994) dans le but d’améliorer la stabilité
numérique des algorithmes proposés. Ces équations peuvent étre appliquées pour réduire la
complexité des problémes d’inférence associés aux modeles périodiques linéaires tels que les

modeles ARM A périodiques (PARMA).

Chapitre 2. Structure d’Autocorrélation des Modéles Autorégressifs Moyennes

Mobiles Périodiques

Ce chapitre est consacré a I’étude de la structure d’autocorrélation des modeéles ARM A

, . . . . , 21 2 2 )
périodiques. Nous proposons en premier lieu une procédure améliorée, basée sur ’approche
de I'équation aux différences, pour calculer les autocovariances d’un modele PARM A uni-
varié. Cette proposition permet de calculer les autocovariances nécessaires pour démarrer
le systeme d’équations de Yule Walker, en résolvant un systéme linéaire de matrice donnée
explicitement et dont la forme analytique montre une structure circulaire, naturellement as-
sortie avec la périodicité du modeéle. En second lieu, nous présentons une généralisation de

la procédure proposée récemment par Aknouche (2007) du cas des modeles PV AR purs au
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cas des modeles PVARMA. La procédure obtenue peut étre exploitée comme outil pour
d’autres procédures de calcul telle que I'obtention de la matrice d’information de Fisher et

I'estimation du maximum de vraisemblance.

Chapitre 3. Estimation des Modéles Périodiques via leurs Représentations Es-

pace d’Etats

L’estimation des parameétres des modeéles périodiques a partir de leurs représentations es-
pace d’états est I'objet de ce chapitre. En premier lieu, nous étudions le probléme de 1’éva-
luation de la fonction de vraisemblance d’un modéle PARM A mulitivarié via la méthode de
I’innovation qui nécessite un nombre d’opérations proportionnel & la taille des observations.
Les résidus sont obtenus par les équations de Chandrasekhar périodiques présentées dans le
Chapitre 1. Pour démarrer les équations de récurrences, nous proposons d’utiliser la procé-
dure de calcul des autocovariances, dérivée dans le Chapitre 2. En second lieu, nous utilisons
la formulation espace d’états, qui offre un cadre de modélisation informatiquement efficace,
en particulier pour I’estimation des paramétres d'une large gamme de modéles (Harvey, 1989 ;
Stoffer et Wall,1991 ; Durbin et Koopman, 2001 et bibliographie intra). Nous adaptons plus
précisément, la méthode du bootstrap appliquée aux innovations d’un modeéle espace d’états
Gaussien proposée par Stoffer et Wall (1991) pour Pestimation des parameétres d’un modéle

périodique.

Deuxiéme partie : Mélange de Modeles de Séries Chronologiques
Périodiques

Chapitre 4. Mélange de Modéles Autorégressifs Conditionnellement Hétéroscé-

dastiques Périodiques

Le premier chapitre de cette deuxieme partie de notre travail est consacré & I’étude de
mélange de modeles ARC'H périodiques (M PARCH). Nous commencons par la définition
d’un modeéle M PARCH. En suite nous dérivons une condition sous la quelle un processus
MPARCH soit périodiquement stationnaire du second ordre et nous obtenons, sous cette
condition, I’expression de la variance d’un processus M PARC H. Nous étudions également,
I’existence du moment d’ordre quatre dont ’expression explicite est obtenue sous la condi-
tion établie. Le probléme de ’estimation des parameétres par la méthode du maximum de
vraisemblance est traité en utilisant I’algorithme £ M comme technique renommeée d’optimi-

sation de la vraisemblance. Une étude de simulation de la performance de I'algorithme E M
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et une application de la nouvelle classe de modeles M PARCH & la modélisation de la série

journaliére de I'indice S& P 500 sont données a la fin de ce chapitre.

Chapitre 5. Mélange de Modéles Autorégressifs & Erreurs ARC H Périodiques

Nous proposons dans ce chapitre, une nouvelle classe de modeéles non linéaires qui est
la classe de Mélange de modeéles Autorégressifs Périodiques & erreurs ARCH périodiques
(MPAR-ARCH). Cette classe de modeles généralise celle du mélange de modéles autoré-
gressifs périodiques (M PAR) proposée par Shao (2006) dans laquelle la moyenne condi-
tionnelle suit un mélange de modeles AR périodiques et généralise également, la classe de
modeles M PARCH proposée et étudiée dans le chapitre précédent. Nous étudions alors
quelques propriétés probabilistes et statistiques du modeéle proposé telles que la stationna-
rité périodique du second ordre et 'EMV via 'algorithme itératif £ M. Nous examinons
la performance de ’algorithme F M dans I’estimation des paramétres d’un modele M P AR-
ARCH. Afin de voir dans quelle mesure la classe de modéles M PAR-ARCH est adaptée a
la modélisation des séries financiéres, nous modélisons la série des rendements quotidiens de

I'indice S&P 500.
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Chapitre 1

Modéles Espace d’Etats a Cofficients

Périodiques

1.1 Introduction

Il est bien connu que les modeéles espace d’états peuvent étre utilisés afin de réduire la
complexité des problémes liés a I'analyse de certains modeles des séries chronologiques. En
effet, plusieurs travaux de prospection et d’analyse des modeéles linéaires stationnaires et
périodiques, a travers leurs représentations espace d’états équivalentes, ont constitué jusqu’a
présent, le centre d’intérét de plusieurs chercheurs. Nous citons en particulier Gardner et
al., (1980), Pearlman (1980), Shea (1984, 1987, 1989), Mélard (1984), Jimenez et al. (1989),
Stoffer et Wall (1991), qui se sont intéressés a I'estimation des parameétres du modeéle ; Hur-
vich et al. (1990), Hurvich et Tsai (1993), Cavanaugh et Shumway (1997), se sont concentrés
sur le probléme de l'identification du modele; Klein et Mélard (1990) Bentarzi et Hallin
(1994), Mélard et Klein (1994), Shao et Lund (2004), Aknouche (2007), ont étudiés cer-
taines propriétés statistiques et probabilistes. Ces travaux de recherche se sont soldés par
de nombreux résultats intéressants, qui reposent sur quelques algorithmes tels que le filtre
de Kalman (Kalman, 1960) et le filtre de Chandrasekhar (Morf et al., 1974). Ce chapitre
est consacré a I’étude des modeéles espace d’états a coefficients périodiques. Nous présentons
dans la deuxieme section, le modéle général espace d’états linéaire. En suite, nous présentons
quelques modeles linéaires sous forme espace d’états. Par la suite, nous exposons les équa-
tions récurrentes de Kalman pour des modeéles espace d’états périodiques. Dans la derniére

section, nous généralisons au cas périodique les équations de Chandrasekhar & temps discret

11
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proposées par Morf et al. (1974) pour les modeles espace d’états a coefficients constants.

1.2 Modeéle général espace d’états

La forme de 'espace d’états appliquée a une série chronologique {y;,t € Z} permet ’étude
d’un phénomeéne observé par 'intermédiaire d’un vecteur dit variable d’états x; € R". Ces
deux quantités, variable observée et variable d’états, sont liées par deux relations. La premiére
est dite ’équation de transition ou d’état et la seconde, I’équation d’observation. Le systéme
général espace d’états linéaire est décrit par

Ty = Fyoog + My + Giey

(1.2.1)
v = Hyzy + Dyuy + Crey

/
N . N / ’
ot u; € R est un vecteur de variables exogénes, e, € R*, ¢, € R/, et (5t, et) est un processus

bruit blanc avec E (g;) = E (e;) = 0, et tel que

cov((g;,e;)'(g;,e;)): g Z ?

ou () est une matrice définie positive et R; est une matrice strictement définie positive. Les
matrices Fy, Ay, Gy, Hy, D; et C; sont des fonctions du temps et sont supposées étre non

aléatoires.

1.3 Représentation de quelques modeéles linéaires sous

forme espace d’états

Dans ce paragraphe, nous allons représenter certains modeéles linéaires de séries chronolo-
giques sous forme espace d’états. Nous commencgons progressivement par les modeéles simples
a savoir les modeéles autorégressifs moyenne mobile (ARM A) puis les modeles ARM A intégré
(ARIMA) et les modeles ARM A a coefficients évolutifs dans le temps et enfin les modeles
ARM A a coefficients périodiques (PARM A).
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1.3.1 Modéles ARM A sous forme espace d’états

Rappelons qu’un processus aléatoire {y;, ¢ € Z} du second ordre (E (y?) < oo) admet une
représentation ARM A d’ordre p et ¢, s’il est solution d’une équation aux différences sto-
chastiques de la forme

P q
ve— > by =ci— Y Oej tE€L, (1.3.1)
j=1 j=1

ou encore

®(L)ye = O(L)ey, t € Z,
ou {e;,t € Z} est un processus bruit blanc, i.e., une suite de variables aléatoires non corrélées
(E(etgs—n) = 0 pour h # 0) de moyenne F(e;) nulle et de variance E(e?) = o2, et O(L) =
- ;?:UHij, D(L)=—->T" oL ouVj<gq, 0, eR, Vj<p, ¢; R, dpy=0 = —1et
(¢,,0,) € R* x R*.
Notons que les processus autorégressif (AR) et moyenne mobile (M A) ne sont que des cas

particuliers des processus ARMA. Un AR(p) correspond & un ARM A(p,0), de la méme
fagon un M A(q) correspond & un ARM A(0, q).

La représentation en espace d’états des modeles ARM A n’est pas unique dans la littéra-
ture, nous utilisons généralement deux représentations, dites représentation max(p,q+ 1) et
max(p, q). Cependant, dans ce qui suit nous allons donner trois représentations dont deux

de max(p,q + 1) et une de max(p, q).
Premiére représentation

Il est bien connu que si {z;,t € Z} est un processus AR (p) alors {y;,t € Z} défini par

q
Y = 2 — Zﬁjzt_j, (132)
j=1
est un processus ARM A(p, q). Considérons alors 1'écriture équivalente du modele (1.3.2)
suivante
O(B)z = &y,
(B)z =& (1.3.3)
ye = O(B)z

Posons r = max(p, g+ 1), ¢; =0 pour j > peth; =0 pour j > q. Soit z; le r-vecteur défini

par x; = (2, 2¢-1, - - - ,zt_rﬂ)l . Comme z; est un AR(p) alors d’aprés (1.3.3) nous avons

Ty — F.Tt_l + th, (1 3 4)

Y = H,xl‘n
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ou
¢ Py Oy O 1 1
1 0 0 0 0 -0,
F= 0 1 0 0 , G = 0 et H= —05
0 -+ ... 1 0 0 —0, 4

Deuxiéme représentation

Une deuxiéme représentation en espace d’états pour les modeles ARM A est équivalente a
la précédente. Considérons le modeéle (1.3.1) et introduisons le vecteur x;, de dimension r,

défini par

r—i

7y(7) = Z (hiy -1 — Oipjreny), i=1,...,m,

j=0

ou r = max(p,q + 1), ce qui donne

Ty = F{L‘t_l + GEt,

vy — H'z,. (1.3.5)
ou
o, 1 0 0 1 1
oy 0 1 0 -0, 0
F=| + - -~ ol.cg=| : et H =
¢,_1 0 0 1 —0,_ 0
¢, 0 0 —0, 1 0

Troisiéme représentation

Cette troisieme représentation a l'avantage de réduire la dimension du vecteur d’états a
max(p, ¢) au lieu max(p, ¢ + 1), mais elle est relativement moins utilisée que les deux précé-
dentes en raison de la corrélation entre les bruits de I’équation des observations et I’équation

des états.

Considérons le modele (1.3.1) et soient r = max(p, q) et le r-vecteur x; défini par

e

(1) = oY1+ -+ Yy — b1ee1 — - — OrEry,
(2) = Gotpp—1 + -+ Oy — O2gp1 — - = Orgppy,

L z4(r) = ¢ Y1 — Orp1,
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qui peut s’écrire sous la forme suivante

r—i r—i
[L’t(’l) = E ¢i+jytfjfl - E 9i+j€tfj7 1= 17 e
=0 j=1

ou bien la forme récursive

(

(1) = o12-1(1) + 24-1(2) + (¢4 — 1) €r-1,

It(T‘ - ]‘) = ¢T,1xt_1(1) + xt—l(T) + (erfl - 07’—1) €t-1,
\ $t<r) = ¢r$t*1(1> + (¢r - 91”) €t—1,

que nous pouvons ’écrire comme suit

r; = Fai_1 + Gey,

(1.3.6)
Y = H'wy + &,
ou
o, 1 0 0 o, — 64 1
6, 0 1 0 by — 0 0
F = : 0o |.G= : et H = :
¢7‘—1 1 ¢r—1 - 07’—1 0
¢T 0 0 QZ)T - 97’ 0

Notons que pour le cas des modeles ARM A multivariés, les mémes représentations du cas

univarié sont valables en remplagant les coefficients scalaires par des matrices.

1.3.2 Modéles ARIM A sous forme espace d’états

Considérons un processus {y;,t € Z} qui suit un modele ARIM A(p,d, q) tel que V%, =
(1-B )d y, satisfait (1.3.1). Alors, d’aprés le paragraphe précédent le processus V%, satisfait
les trois représentations espace d’états (1.3.4),(1.3.5) et (1.3.6).

Prenons par exemple la représentation (1.3.5)

QO = FOét_l + Gét,

(1.3.7)
vdyt = Hlata
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ou
o, 1 0 0 1 1
oy 0 1 0 -0 0
F= o . 0 |.G= : et H=| :
o 1 —0, 2 0
o, 0 0 —0, 1 0

Soient A et B deux matrices de dimension d x 1 et d X d, respectivement définies par

A=B=1sid=1 et par

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0
A= et 0 1>

0 0 0 0 1

! S AN I Co Ve Co DA O A &

si d > 1. Définissons également le d-vecteur Y; = (Yi—gi1, Yt—d+2, -+ yt)/. Comme
d . .
Vi =(1-B) 'y =y + Z (=1) C3 By,
j=1

i.e.
d

_d Jipg
Y = VoY — E (=1) Cy By,
j=1
alors, nous vérifions aisément que ce dernier vecteur satisfait I’équation suivante

Y; = AV%, + BY, | = AH'a; + BY;_;.

/
, . . , ’ ’ . .
Définissons maintenant le nouveau vecteur d’état z; = (o, Y, ;) , de dimension r + d. Alors

I’équation d’état est donnée par

a F 0 o G
Tty1 = i = ! + Et, (138)
Y, AH" B Y1 0

et I’équation d’observation est donnée par

Qg

(1.3.9)
Yia

p= (1 (p*ol (ploft oa)

d’ou la représentation espace d’états d’'un modele ARIM A

ry = Py + Qgy,
Yy = Axta
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ou

Fooo G
= = = / —_ d+1 d —_ d dil LY 1
P / Q= ] et (1 ~p™ey (-1io a1 ).

1.3.3 Modéles ARM A évolutifs sous forme espace d’états

Soit {y;,t € Z} un processus du second ordre, solution de I’équation aux différences sto-

chastiques suivante
p q
Y=Y Gt = — Y OusE (1.3.10)
J=1 j=1

ou {&;,t € Z} est une suite de variables non corrélées de variance o?. L’équation (1.3.10)

peut s’écrire comme suit

®y(B)y: = ©4(B)ey,
avec @t(L) = — Z?:O Qt,ij7 (I)t<L> = — ?:O th,]L]
Représentation max(p,q+ 1)

La représentation suivante a été proposée par Azrak et Mélard (1998). Soit x; le vecteur

de dimension r = max(p, ¢ + 1), défini par I’équation matricielle suivante

(1) br1 L0 0 zi1(1) 1
z4(2) ¢t+1,2 0 1 0 r4-1(2) —0i111
: = : D 0 + Et.
zy(r —1) Ptir—2r-1 1 Ty (r—1) —Otir—2,—2

(1) ¢t+7~_17r 0 0 x1(r) —Otr—17-1

Siy, = (1,0,...,0) x4, alors nous avons
(1) = ¢t,1yt—1 +ooet ¢t,ryt—r +er =081 — 0 — 080y
= Gaw-1(1) + 21(2) + &,
ol
$t—1(2) = ¢t,2yt—2 + -+ ¢t7ryt—r - 9t,1€t—1 — Qt,ri?t—r

= ¢t71xt,2(1) + xt72(3) - 9t,1€t71,

et ainsi de suite, nous obtenons

T
xt@) = E ¢t+171,jyt+i—j—l - 9t+z‘—1,j—15t+z‘—j, 1=1,...,r=1

j=i
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et
$t<r) = ¢t+r_1,ryt—1 - 9t+r—1,r—1€t
d’ou la représentation suivante

= Fyry_ 1 + Ghey,

(1.3.11)
yr = H'wy,
ou
¢y 1 0 0 1 1
G120 1 0 —0r41,1 0
Iy = : P 0 |.Gi= : et H =
¢t+r—2,r—1 1 —O4r—2,-2 0
Prir—1yr 0 0 Ot r—1,0—1 0

Représentation max(p, q)

La méme représentation du cas stationnaire peut étre adoptée. Soit » = max(p, q) alors le

modele (1.3.10) peut se mettre sous la forme espace d’états suivante

xy = Fywy 1 4+ Grern,

(1.3.12)
vy = H'xy + &y,
ou
b 10 0 Gi1 — Oir 1
Dri12 0 1 0 Pri12 — Oiv12 0
k= : o0 |.Ge= : et H=

Grir—2,-1 0 0 1 Prip—or—1 — Otir—2r—1 0
Prir_1, 00 0 Drir—1, = Otr—1,s 0

En effet, nous avons

ry(1) = GpaYe-1+ -+ Gy — 0181 — o — O 6,

= ¢p7-1(1) + (¢t,1 — et,l) g1+ x-1(2),
ou
T1(2) = GoYiot o+ QY — 161 — 0 — O e,
= ¢pamo(1) + (¢t,2 - 9t,2) €t + T1—2(3).

Nous obtenons donc

r r—1
x4(i) = E Pri1 Yt41—j — E Ori1j€t41—5, 1=1,...,m
j=i j=i
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1.3.4 Modéles ARM A périodiques sous forme espace d’états

Considérons le modeéle autorégressif moyen mobile S-périodique, PARM Ag(p, q), qui est un
cas particulier de (1.3.10) ot la variance o2 et les coefficients Griv J=1,.0:005, 7 =1,...,q,
sont des fonctions S-périodiques dans le temps. Posons 7 = max(p, ¢+1) et Vt € Z,t = s+nS,

se€{l,...,S} et n € Z. La représentation (1.3.10) peut se mettre sous la forme suivante

Ts4nsS = sts-i—nS—l + ngs—‘rnsa

(1.3.13)
Ys4ns = H,strnSa
ou
P51 L0 0 1 1
Psi12 0 1 0 —0s411 0
F, = : P 0 |,Gs= : et H=
¢5+r—2,r—1 1 _08+r—2,r—2 0
¢s+7‘—1,r 0 0 _08+T—1,7’—1 0
Une autre représentation max(p, q) est également possible. Elle est donnée par
Ls4n :stsn——l_ngsn—a

e e e (1.3.14)

!
Ys+ns = H Ls+nsS + Es+nS-

ou
b1 L0 0 Gt — s 1
¢s2 0 1 0 Ps2 — 05,2 0
Fy = o s o0 |, Ge= ; ot H=| :
Psr-1 1 Gspq — Osr1 0
G5 0 0 Gsr — Usr 0

1.4 Filtre de Kalman pour les modéles espace d’états

linéaires a coefficients périodiques

Une fois que le modéle a été mis sous une forme espace d’états, la voie est ouverte pour
I’application d’un nombre important d’algorithmes. Au centre de ces derniers est 1’algorithme

appelé filtre de Kalman (Kalman, 1960 et 1963). Ce dernier est une procédure récursive pour
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calculer 'estimateur optimal du vecteur d’état a l'instant ¢, en se basant sur 'information

disponible a I'instant ¢. Cette information comprend les observations jusqu’a ¢ et y compris
le .

Considérons le modele espace d’états linéaire a coefficients périodiques suivant

Tip1 = Fyxy + e (1.4.1)

v = Hizy + Ayuy + ¢4

ou {x:}, {u:}, {e:} et {e:} sont des processus aléatoires de dimensions r x 1, m x 1, r x 1,

et mx1 respectivement, tels que

(6 ) ( t) =0,
(€t€t+h) 5h OQt7
(€t€t+h) =0y of,

\ E (etxtfk) =0,

Vi, h € 7,k > 0,

ol 0 désigne la fonction de Kronecker et les matrices F;, H;, Q); et R; sont périodiques de

période S.

En supposant que les matrices F;, H;, (); et R; sont connues, la prévision optimale de
x4, sur la base de l'information disponible jusqu’a l'instant ¢ — 1, est dérivée d’un résultat
bien connu pour des variables normales (voir, par exemple, Hamilton (1994, p. 92)). Pour

appliquer ce résultat, supposons que

H1 Le bruit {&;} est un bruit blanc gaussien de matrice de variance covariance ;.

H2 Le bruit d’observation {e;} est un bruit blanc gaussien de matrice de variance cova-

riance R;.

H3 Le vecteur initial d’état, x, est gaussien de moyenne p, et de matrice de variance

covariance Fj.

H4 Les bruits {e;} et {e:}, et I'é¢tat initial 2o sont mutuellement indépendants.

Supposons également, que I'information disponible & l'instant ¢ — 1 peut étre récapitulée
par le vecteur F;_ 1 = (y;_l, y;_Q, o u;_l,u;_Q, )/ . Comme premiére étape (étape de pré-
diction), notre objectif est d’estimer le vecteur d’état z; a partir de I'information disponible
a l'instant ¢ — 1, de fagon optimale et récursive. Si nous adoptons le critére de l'erreur
moyenne quadratique, il s’agit de calculer la loi conditionnelle du vecteur d’état z; sachant
Fi—1. D’aprés les hypotheses H1-H3, il suffit de calculer la moyenne, Z;/;_1, et la matrice de

variance covariance, P /;_1, de cette loi conditionnelle.
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Supposons maintenant que la loi conditionnelle du vecteur d’état z; sachant F;_; est connue.
Pour calculer la loi conditionnelle du vecteur d’état x; sachant F;, nous procédons a la
dexiéme étape (étape du filtrage). Nous utilisons la nouvelle observation (y;, u;) . Plus pré-

cisément, nous tenons en compte la nouvelle information par rapport au F;_; apportée par

i

(y;,u;) , 1.e.,
e =y — E(y/u, Fro1) =y — Hti/ft/t—l + Ay = Hy (xt — /m\t/t—l) + e4. (1.4.2)

Il est clair que le processus {€;} est un processus gaussien, appelé processus d’innovation,

de moyenne nulle et de matrice de variance covariance

E [(yt — B (ye/ue, Fi1)) (e — E (ye/ue, Ft—l))l/ U, Ft—l] = HtPt/tth, + Ry (1.4.3)

Dans cette derniere égalité, nous utilisons le fait que (xt — ?it/t_l) est indépendant de e,

donc
E [(337: - EB\t/t—l) 6;/%&,‘7:7571] =K [(l’t - /x\t/t—l) €t/ utaftfl] = 0.
Dérivation du filtre de Kalman

Nous supposons que la matrice de variance covariance R; est inversible. Alors Zy;_1, Py/—1,

Ty et Py sont définis par les équations suivantes

B = Frafi i, (1.4.4)
Py = FiaPiyp F_ +Qy, (1.4.5)
et
Bun = Bpr + P, (HiPyo H, + Rt>1 (i — HiEyis — Awu),  (1.4.6)
Py = Py=Pyy— Py H, [Htpt/t_lﬂg n Rt] TP (1.4.7)
Justification

Sous les hypothéses H1-H4, le vecteur (xz), y(')) est gaussien, de moyenne et de matrice de

variance covariance données respectivement par

Ko Fy PUH:S”
Hgpo + Asug |\ HgPy HsPyHy + R

Alors, la loi de xy sachant g, est gaussienne, de moyenne

’ ’ -1
EEO/UZMO_FPOHS <H5P0H5+Rs) (yo—Hs/LO—Asug),



22

et de matrice de variance covariance

/ / -1
Pojo = Py — PoHly (HSPOHS n RS) HgP,.

Supposons maintenant que nous somme & l'instant ¢ et nous connaissons les valeurs de
Ty—1/t-1 et P11 qui caractérisent la distribution conditionnelle de x;_; sachant le passé

Ft—l-

/
!/ ’ !/ . . .
Le vecteur (xt,yl, ...,ytfl) est gaussien, donc la loi de z; sachant F;, ; est gaussienne,
de moyenne 7;/;1 et de matrice de variance covariance P,/;_;. De I'équation d’état de la

représentation (1.4.1), nous avons
EU\t/t—l =E(x/w, Fioq) = E(Fiavi + e/ w, Fiq) = thlft—l/t—la
donc
R T (xt—l - /x\t—l/t—l) + &,

et par conséquent,

Pt/tfl = F [(mt - ft/tfl) (l“t - ft/tfl) /Uta‘/ft—l}
= Ft—lpt—l/t—lﬂlq + Q.

!

. . . ’ ! ’ . . . .
Finalement, il est clair que le vecteur (a:t, Ypseens yt) est gaussien, ainsi la loi de x; sachant
F: est gaussienne, de moyenne 7,/ et de matrice de variance covariance P,/;. D’aprés la

relation (1.4.2), nous avons

Ty = Elo/F] =Ty + E (20— Tup) /7
= Zopir + B [(w — Fupea) Jte, Foor, 8]
= T+ B [(2 = Bup) /2]
donc
ve= Ty = (20— Tupa1) = (T — Topn)

= (ﬂft - v%\t/t—l) —E [(«Tt - ZC\t/t—l) /é\t} )

par conséquent,
Pt/t = F [(xt - /ft/t) (It - /x\t/t)li|

(20 = Zijp1) = B [(20 = B ) /&)

= F - R N
X (2t = Byjema) = B (20 = Byjen) /2))
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Il suffit donc de calculer la moyenne conditionnelle et la matrice de variance covariance

conditionnelle du vecteur (xt — T /t—l) sachant e;. A cette fin, nous savons que le vecteur

!

~ N . . .
(:L‘t — xt/t_l) ,€, ] est un vecteur gaussien, de moyenne nulle et de matrice de variance

covariance
!
Py Pyji—1H,

HiP—y HtPt/tle,; + Ry

L’hypothése que R; est inversible entraine que H,; P, /t,ng + R; est inversible. Alors, nous

avons immédiatement
Ty = Typp—1 + Py H, |:HtPt/t—1Ht + Rt] €t,

et
’ ’ -1
Pyje = Py = PypaHy [ HiPyy o Hy + R HiPypy,

ce qui termine la justification.

Nous avons imposé la normalité de e;, ; et de I’état initial xy , notons cependant que
cette hypothése peut étre levée et remplacée par I'existence des moments du second ordre,
a condition de remplacer la notion d’espérance conditionnelle par la notion de régression

affine.

L’algorithme suivant récapitule la procédure récursive pour calculer 'estimateur optimal

du vecteur d’état & l'instant £, en se basant sur I'information disponible & I'instant ¢ — 1.

Algorithme de Kalman (1960)
A partir des équations (1.4.4)-(1.4.7), le filtre de Kalman, pour le modele espace d’états a

coefficients périodiques (1.4.1), peut étre donné par les équations suivantes
Q = Htpt/t—lHt/ + Ry
K, = FPu HO,
Tepie = (B — KeHy) Ty + Koy — KAy,

Pt+1/t = Ftpt/t_lFtl - KtQ;IKg + Qt,

ou la matrice K; est appelée gain de Kalman.
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1.5 Extension du filtre de Chandrasekhar au cas des

modéles espace d’états périodiques

Pour des modeles espace d’états & temps discret et a coefficients constants, Morf et al.
(1974) ont proposé¢ des équations récurrentes (pour ’estimation linéaire des moindres carrés)
substituant le filtre de Kalman avec une plus simple complexité numérique. Les nouveaux
algorithmes ainsi introduits ont été nommés filtre de Chandrasekhar en raison de leur analo-
gie avec des équations différentielles rencontrées dans les modeéles a temps continu. Depuis,
une grande attention a été prétée au filtre de Chandrasekhar pour ses applications impor-
tantes dans I’amélioration de la complexité numérique relative a la construction des modeéles
linéaires & coefficients constants. Parmi ces applications, nous mentionnons non exhaustive-
ment I’évaluation de la fonction de vraisemblance (Mélard (1984) pour les modeles ARM A),
le calcul de la matrice d’information de Fisher (Mélard et Klein, 1994) et le développement
des variantes rapides pour l’algorithme des moindres carrés récursif (Sayed et Kailath, 1994 ;
Sayed et al., 1994 ; Nakamori et al., 2004). Cependant, le filtre de Chandrasekhar classique
se restreint exclusivement au cas de modéles a coefficients constants en vertu de la structure
d’invariance des coefficients et il semble qu’il n’y ait pas de travaux pour le développement
d’extensions pour des modeles & coefficients évolutifs dans le temps a I’exception de certains
cas trés spéciaux (Sayed et Kailath, 1994). Une classe particuliére de modéles linéaires a
coeflicients variables dont I'importance pour la représentation des phénomeénes périodiques
n’est plus & démontrer est la classe des modeéles espace d’états périodiques. Malgré le grand
progrés qui a été fait pour la construction et 'analyse de tels modeles (voir e.g. Lund et
Basawa, 2000 ; Varga et Van Dooren, 2001 ; Gautier, 2005 et les références intra), il semble
qu’il n’y ait pas de résultats concernant ’extension des équations de Chandrasekhar. Nous
proposons dans cette section quelques algorithmes pour l'estimation linéaire des moindres
carrés des modeles espace d’états périodiques. Nos méthodes généralisent les équations de
Chandrasekhar proposées par Morf et al. (1974) au cas périodique et retiennent leurs carac-

téristiques souhaitables.
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1.5.1 Définitions et notations préliminaires

Considérons un modeéle espace d’états périodique de la forme suivante

Ty = oy + Ghe
LTI v ez, (1.5.1)
= Hix, + €

ou {x:}, {u:}, {e:} et {&} sont des processus aléatoires de dimensions r x 1, m x 1, m x 1,
et d x 1 respectivement, tels que E(¢) = E(e;) = 0, E (Et€;+h) = 6p0Qs, B (ete;+h) =
5h,0Rt,E(et$£_k) = 0, E(etyg_l) = 0 et E(xxy) = Wy,Vt,h € Z,VE > 0,¥l > 0, (0
désigne la fonction de Kronecker). Les matrices Fy, Gy, H,, Q¢, R;, et W, sont périodiques
en t de période S. Pour simplifier I’exposé, nous supposons sans perte de généralités que
E(ere)) = 0, Vt,l € Z. Soit Tyj—1 et yijp—1 les meilleures prévisions linéaires (au sens des
moindres carrés) de z; et y;, respectivement, basées sur y;, ¥s..., y;—1. 1l est bien connu que

7; et Y peuvent étre obtenues a partir du filtre de Kalman (1960), donné par

Q = H,Py H + Ry, (1.5.2a)

K, = FP,_H,, (1.5.2b)

Y1 = H;/l'\t/t—l; (1.5.2¢)

By = <Ft _ KtH;) Bt + Ko, (1.5.2d)

Py = FPypaF — KQ7'K, + G,Q,G. (1.5.2¢)

avec valeurs de démarrage

T = E(x) =0, (1.5.2f)

Py = E(x12)) =W, (1.5.2g)

ou & = Yy — U /t—1 est le résidu correspondant & y; de matrice de covariance €, Pj—1 =
FE (xt — /t—l) (:ct — T /t—l), est la matrice de covariance de I'erreur de prédiction x; — 7y /11
et K; = E(2441€}) est le gain de Kalman. La notation A > 0 (resp. A > 0) signifie que A

est semi-définie positive (resp. définie positive).

L’équation (1.5.2e) basée sur la relation de démarrage (1.5.2g) sera dite équation aux dif-
férences de Riccati périodique (periodic Riccati difference equation, PRDFE) puisque dans la
limite, elle se réduit a une équation algébrique de Riccati périodique (Bittanti et al., 1988).
La résolution de (1.5.2¢) requiert O(r?) opérations par itération (voir Morf et al., 1974), ce
qui est parfois trés cotiteux ; de plus, la solution F;/;_1, dite variable de Riccati, doit étre semi-

définie positive, propriété qui n’est pas facile & préserver dans une résolution numérique de
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(1.5.2¢). La section suivante propose des équations récurrentes que nous appellerons filtre de

Chandrasekhar périodique, permettant de remédier aux inconvénients du filtre de Kalman.

1.5.2 Algorithmes de type Chandrasekhar périodique

Posons AgP, = Py g/t45-1 — Pje—1 la différence d’ordre S de la variable de Riccati pour
Pijo, Py, ..., Psys—1 > 0 données. La formulation de nos équations récurrentes est similaire
a celle des équations de Chandrasekhar classiques et se base sur le résultat de factorisation

suivant.

Proposition 1 (Aknouche et Hamdi, 2007)

La matrice AgP; vérifie les deux équations auz différences suivantes
AsPiq = (Ft - KHSQ;}SH;) [ASPt + ASPthQ;lHt’ASPt} (Ft — Kt+SQ;+15Ht’)/ (1.5.3)

AsPiy = (F, — K,Q;'H)) [AsP — AsPHQ ' gHIAsP)] (F, — KQ ' HY) . (1.5.4)

Preuve.
i) D’apres (1.5.2a), nous avons
Qs = H,AgPiH; + HP,H, + Ry = H,AsP,H, + Q.
cette derniére équation peut se réecrire comme suit
Qs = D+ Agl, ot As Y H AgPH,. (1.5.5)

D’autre part, a partir de (1.5.2¢), nous avons

Privispss = FiPispesF] — KipsQuusK, s + GQiG,
Piap = FPypaF — KUK + GQiG,,

ou l?t = K, Let par conséquent

!

AgPiiy = FAsPF! — KpysQ 5K, g + KUK, (1.5.6)
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Par ailleurs, le gain de Kalman K; peut étre écrit sous la forme récursive retardée

Ky

(FtPt+S/t+S—1Ht - FtASPth) Q!
(RivsQurs - RASPH) 9
IN(HS (H;Pt—&—S/t+S—1Ht + Rt) - FtASPth] Qfl

IN(HS (H;ASPth + Htlpt/t—lHt + Rt) - FtASPth] Qt_l

KHSQ?& + ]?HSH;ASEHt — FtASf)th} Q!

Kivs — (Ft . [?HSH,;) AgPHQ

de ce fait, on peut voir que

def

[A{Vt — [?t+5 - Askta Ofl Askt - (Ft - [?t+SH;) ASPthQ;l. (157)

En remplacant la valeur de K, dans le dernier terme du membre droit de (1.5.6) et tout en

utilisant (1.5.5), nous obtenons

d’ou

AgP,

FAsPF, — Ky sy 5K, s + KUK,

FAsPF — Kivs (Qt + Ht'ASPth) K.,q
+ <[?t+s - ASK&) Q ([?tJrS - AS[?t>

FASPF, — KypsHAsPHK,, ¢ — KywsH.AsP, (Ft - l~(t+sHt')
- (Ft - I?HSH;> AsPHK,,

n <Ft - f{HSHt’) AsPH S H AP, (Ft . l?t+SH;>

(Ft - f(HSH;) AgPF! — (Ft - f?t+sH;> AsPHK,,

n <Ft - IN(HSH;) AsPH S H AP, (Ft - fN(t+SH;>

’

AsPrir = (Fo = KiysH,) |AsP+ AsPHQ HASP| (F — KisH, )
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i7) Un argument similaire peut étre utilisé pour déduire (1.5.4). 11 suffit d’exprimer kws en

fonction [?t sous une forme récursive avancée
fN{t+S = (FtPt/t—lHt + FtASPth) Q;rls = (fN(tQt + FtASPth> Q;ng

— K (HPyesHy + Ry) + RASPH| 0L

= [Eo (HiProspos 1 Ho— HIASPHy + Be) + FAPH,| 0

= |KiQuys = KeHASPH, + FAPH,| Q7
— K+ (Ft . f(th’> AsPH; L,
il s’en suit que
Kivs = K+ AgKy,  ont AgkK, = (Ft - f(th’> AP HQ; (1.5.8)

et en remplacant cette derniére expression dans le 2°¢ terme du membre droit de (1.5.6),

nous obtenons
AsPiy1 = FAsPF — Ko sK,, g + KUK,
— F,AgPF — <R’t + Aﬂ?}) Quis (I?t + ASR})/
+K: (Ques — HASPH,) K,
= FAgPF — K sAsK, — AsK Q. sK, — AsKQysAsK, — K,H,AgP,H,K,.
De la relation (1.5.8), nous pouvons écrire AgP;.; comme suit

AsPiy = FAsPF - K, ((F - KH,) AsPHL) — (F - KH) AsPHE,

- ((Ft - f(th’) ASPth> Ol ((Ft - f?th’) ASPth)
—K,H,A4P,H,K,
— FAgPF — K,H.AgP, (Ft - f’%th’) - <Ft - f?tH;) AP LK,

- (E - f?tH;) AsPH QA H AgP, (Ft - fmﬂ) ~ KH AsPHK,
— FAsPF — K,H AsPF + K,H AgP, (f(tH;) — FAsPH,K,

- (Ft - f’%tH;) AgPHQ; L H AP, (Ft - f(th’>
= (R - Kiy) AsRF, — (F - KH,) AsP, (K. H,)

- (Ft - f(th’) AgPHQ L H AP, (Ft - f(tH;)

- <Ft - f?tH;) AP, (Ft - f(tH;)

!

- (E, - f(tH;) AsPHQ; S H AP, (Ft - f{th')
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d’ou

!

AgPiiy = (Ft - i%tH;> [ASH . ASQHtQ;SH;ASR} (Ft . ffth') .

La Proposition 1 montre que AgP; peut étre factorisée comme suit
AgP, = Y, MY/, (1.5.9)

ou M, est une matrice carrée symétrique non nécessairement semi-définie positive de dimen-

sion rang (AgP;), qui est au plus égal a r, puisque de (1.5.3) nous avons
rang (AsPii1) < rang (AgP;) < ... <rang (AshPy) <.

Notons que ce résultat n’est pas surprenant du fait que ’on peut toujours écrire un modéle
périodique du type (1.5.1) sous la forme d’un modele espace d’état a coefficients constants
auquel on peut appliquer la factorisation de Chandrasekhar classique (Morf et al., 1974).
Toutefois, compte tenu de la grande complexité de calcul requise, le développement d’une
théorie propre aux modeéles périodiques est souhaitable. Ainsi, grace a la proposition de
factorisation de Chandrasekhar précédent, les matrices Y; et M; données par (1.5.9) peuvent
étre obtenues récursivement. L’algorithme suivant montre que 1’équation aux différences de
Riccati périodique (1.5.2e) peut étre remplacée par un systéme d’équations sur €y, K;, Y; et
M, avec une réduction dans 'effort de calcul, spécialement lorsque la dimension du vecteur

d’état r est treés grande devant m, la dimension de y;.

Algorithme 2 (Aknouche et Hamdi, 2007)
Le filtre de Kalman (1.5.2) peut étre remplacé par (1.5.2¢), (1.5.2d) et les équations suivantes

Qs = QU+ HY,MY/H,, (1.5.10a)
Kis = (K, + FY,MY/H,), (1.5.100)
Vi = (B — KuysQ s H)) Yy, (1.5.10¢)
My = M+ MY;H,Q; ' H)Y; M, (1.5.10d)

avec valeurs de démarrage

Q, = H.P,H,, s=1,..,5, (1.5.10¢)

K, = F,PH, s=1,..5, (1.5.10f)
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ot P51, 1 < s < S est calculée & partir de (1.5.2e) et (1.5.2g), tandis que Yy et M,

s’obtiennent en factorisant
AgPy = Ps,1/s — Pijo = FsPsys 1 F§ — KsQg' K + GsQsGs — Pyjo, (1.5.10g)

comme Y1 M1Y].

Preuve. La relation (1.5.10a) n’est rien d’autre que (1.5.5) lorsqu’on utilise (1.5.9), tandis

que (1.5.100) s’en suit a partir de (1.5.9) et de la relation
K5 = (P H, + FASPH,) |
D’autre part, & partir de (1.5.3) que nous réécrivons en utilisant (1.5.9) comme suit
AsPy = (Ft - I?HSH;) [ASB + ASPthQ[IH;ASE} (Ft - I?HSH;),

= (B = KuesHy) [YiMY] + VMY, HS  HYMY, | (Fi = KoysH,)
= (F = KipsQ H)) Yy (M, + MY/ H,Q ' HY, M) Y/ (F — KisQ o H))'
= YiaMYY,

Par identification, nous trouvons (1.5.10¢) et (1.5.10d). O

Notons que la PRDE (1.5.2¢) doit étre utilisée seulement pour 1 < s < S pour démarrer
(1.5.10). Pour ¢t > S le calcul récursif de P,;_; n’est pas pris en compte par ’algorithme

mais peut étre déduit a travers I’équation

k-1

Prsys/psys—1 = Psjs—1 + Z}/}S+8Mjs+s}/;‘ls+sa 1<s< S
=0

Similairement au cas des modeles & coefficients constants (Morf et al., 1974), d’autres formes
de I’ Algorithme 2 peuvent étre obtenues a partir de la Proposition 1. La variante suivante
est particulierement bien adaptée lorsque M; < 0, auquel cas, M; < 0 pour tout ¢t > 2. Ce

dernier cas se présente entre autres lorsque le modele (1.5.1) est causal.

Algorithme 3 (Aknouche et Hamdi, 2007)
Le systéme d’équations récurrentes suivant, dans lequel les équations (1.5.10a), (1.5.100) et

(1.5.10€)-(1.5.10g) restent inchangées tandis que (1.5.10¢) et (1.5.10d) sont remplacées par

Vi = (B - KQ'H)Y, (1.5.11a)

Mt+1 - Mt - Mt}/;/Htgil

CLGHLY, M, (1.5.11b)

fournit le méme résultat que I’Algorithme 2.
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Preuve. La formulation est similaire a celle de I’ Algorithme 2, mais elle est basée sur la

factorisation (1.5.4) plutot que (1.5.3). O

Il est encore possible d’en déduire d’autres variantes de I’ Algorithme 2 comme pour le cas
standard. L’équation aux différences de Riccati périodique (1.5.10d) peut étre linéarisée en
utilisant le lemme d’inversion matricielle (Morf et al., 1974) a travers lequel nous obtenons

des récurrences sur M, ! plutot que sur M,, comme suit

Mtjrll = Mtil - }/;/HtQ;JrlSHtIm-

Le filtre de Chandrasekhar périodique sera préféré au filtre de Kalman (1.5.2) pourvu que les
dimensions de Y; et/ou de M, sont significativement plus petites que r. Ces dimensions sont
conditionnées sur le bon choix de la factorisation non unique AgP; = Y; M Y] dans I'étape

d’initialisation que nous abordons dans la section suivante.

1.5.3 Probléme d’initialisation

Supposons que le processus {x;} donné par (1.5.1) est causal, c’est a dire que la matrice
. S . 4. N P
monodromique [, Fs_; a ses valeurs propres inférieures & 1 en module. Considérons les

deux cas suivants.

i) Cas ou Sm < r : Itérons (1.5.10g) S fois et utilisons le fait que sous la condition de
stationnarité périodique, P/ vérifie I’équation de Lyapunov a temps discret périodique

(discrete-time periodic Lyapunov equation DPLE, e.g. Bittanti et al., 1988 ; Varga, 1997)
S5—1 5—1 !
Py = (H Fs_j) Pijq (H Fs_j)
7=0 J=0
5—1 [k—1 k—1 !
+> ( FS_]) Gs 1Qs kG (H FS_]) , (1.5.12)
k=0 §=0

j=0
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D’autre part, I’équation (1.5.10¢g) peut étre réécrite comme suit

AP,

FgPs/s 1Fs — KsQsKg + GsQsGls — Py

FsFs 1Ps 1752 (FsFs 1) — FsKg 104 1Ky Fs+ FsGs 1Qs 1Gs_Fl
~KsQsKg + GsQsG's — Pyjg

FsFs 1Fs 9Ps 25 3 (F5F571F572)/ — FsFs 1Ks 205 » <Fstf1f?sf2>

!/

+ (FsFs-1) Gs—2Qs—2G5_, (FSFS—l)/ — FsKg_1Qs_ (f?S—lFS>
+FsGs 1Qs Gl 1 Fly — KsQsKg + GsQsGls — Py o

so1 fre k—1 ! 5-1 S—1 !
<HFS ]) Ks Qs 1K, (HFS g> + <H FS—j> Py (H FS—j>
=0 J=0

Jj=0 Jj=0

|—\O

k=
S—

+ (HFS J) Gs-1Qs-1Gs_y, <HFS ]) — Pyjp.

k=0

A partir de (1.5.12) nous concluons que la somme des trois derniers termes du membre droit

de la derniere égalité est égale a 0.

D’ou

S—1 [/k—1 B B k—1 !
AgP, = — (H FS—j) Ks kQs-1Kg_4, (H FS—J‘)

k=0 \j=0 j=0

S—1 — '
_Z (HFS J) Ks 19051 Ky, <HF5 J)
S—1 /k—1 — '
::_2201&ﬁ>K&N£H%k<H¢@J
k=0 \j=0 7=0

= —L diag(Qg',...,Q7")L =Y M,Y/. (1.5.13)

Il est clair que lorsque Sm est significativement plus petit que r, ’équation PRDFE non

homogene (1.5.2¢) est remplacée par I’équation PRDE homogene (1.5.11b) qui est de di-

mension inférieure. Par exemple, pour m = 1, la complexité de la résolution de (1.5.10d)

ou (1.5.11b) en utilisant (1.5.13) comme étape d’initialisation, est de I'ordre de O(rS?), ce

qui est plus simple comparé a la résolution de (1.5.2¢). Il est encore possible d’alléger le

fardeau de calcul dans (1.5.13) en évitant de former la somme des produits matriciels (dans

I’évaluation de L), en faisant appel a la décomposition de Schur périodique (Hench et Laub,

1994).
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i1) Cas ou Sm > r : Dans ce cas, il est préférable d’utiliser une autre décomposition. Par

ailleurs, puisque

P = E(x;—71) (v — /x\l)/ =F (xlxll)
= E(Fszo+ Gswy) (Fszo + Gswo)/
= FgF <x0$6> Fs+GsE <w0w6> G
= FsWoFg+ GsQsGl,

alors

AsP, = Y{MY]
= FgPgs 1Fy — KsQsKg + GsQsGs — FsWoFg — GsQsGl
= Fs(Psjs_1 — W) Fly — KsQsKg
= Fg(Psjs—1 — Wo) F§ — (FsPs/s—1HsQg") Qs (FSPS/SAHSQ?)/

= Fys [PS/S—1 — Wo — (Psjs—1Hs) Q5" (Ps/s—1Hs) ] Fg.
Ce qui permet d’identifier Y7 et M; comme suit

Yl = FSa

My = Psjs1— Wo — (PS/SAHS) Qg (PS/SAHS) .
Avec une telle initialisation, I’équation PRDE (1.5.11b) est de méme dimension que 1’équa-
tion PRDE (1.5.2e), et s’il semble qu’il n’y ait pas eu de réduction dans la complexité

comparant au filtre de Kalman, la variable de Riccati M; dans (1.5.11b) n’est cependant pas

astreinte & étre semi-définie positive, contrairement a la variable de Riccati P, de (1.5.2¢).

Afin de rendre plus palpable le choix d’une bonne factorisation, dans la complexité de

I’algorithme, nous allons donner un exemple.

Exemple 4 Considérons pour simplifier [’exposé, un modéle autorégressif périodique d’ordre

5 et de période S, défini par I’équation auz différences stochastique suivante :

Y — <Z5t,13/t71 - ¢t,2yt*2 - ¢t,3yt73 - ¢t,43/t74 - ¢t,5yt*5 = &, (1.5.14)

ot (g¢) est un bruit blanc périodique de variance périodique de période S et ou les paramétres

¢ g, 7 =1,...,5 sont périodiques en t de période S.
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En posant x; = (Y4, Yi—1.--, Y1), € = (€4,0,0,0,0) et H = (1,0,0,0,0), le modéle (1.5.14)

peut se mettre sous la forme espace d’état suivante

ry = Fyxy 1 + €y,
P (1.5.15)
yt - H/xh
de sorte qu’en l'identifiant au modéle (1.5.1), les dimensions r, m et d sont respectivement

égales a 5, 1 et 5.

Lorsque nous appliquons le filtre de Kalman au modéle (1.5.15), l’équation de Riccati pé-
riodique correspondante est d’ordre (la dimension de P.—1) 5, quelque soit la valeur de S.
Par contre, la dimension de ’équation de Riccati correspondante au filtre de Chandrasekhar

périodique (dimension de M,;) dépend de S.

Considérons deux cas pour S.

i) Cas ou S =2
Nous sommes en présence du cas ot Sm < r. D’aprés la formule (1.5.13), nous avons

Q0 ) )
AgP, = —L L' =Y, MYy,
0 O

avec L = [Ky, F5 K4, Ky = FiPyjgHy et Q0 = H{P,joH,, t = 1,2. Ainsi nous pouvons prendre

1
o 0
0 ar

qui est une matrice 2 X 2, et dont l’équation de Riccati est de 'ordre 2 (qui est inférieure a
celui de l’équation de Riccati du filtre de Kalman). 1l est bien clair que dans ce cas, le filtre

de Chandrasekhar périodique est plus rapide que le filtre de Kalman.

ii) Cas ou S =12

Dans ce cas, la factorisation précédente est inefficace puisque ’ordre de la matrice de Riccati
associée au filtre de Chandrasekhar périodique serait égal a 12, plus grand que 5. Cependant
nous sommes en présence du cas Sm > r, ce qui revient & factoriser AgPy comme Y MY/
ot

Yy = Fig et My = Pigj11 — Wy — Projii Hio15 Hi, 12/11
de sorte que la dimension de [’équation de Riccati (non homogéne) associée au filtre de
Chandrasekhar est la méme que celle de ’équation de Riccati du filtre de Kalman. Cependant
la matrice My n’est pas astreinte a étre semi-définie positive contrairement a Py et de ce point

de vue, 'application du filtre de Chandrasekhar périodique reste plus souhaitable.
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1.6 Conclusion

Nous avons généralisé dans ce chapitre les équations de Chandrasekhar & temps discret au
cas périodique a travers plusieurs formes. Ces équations ont un potentiel pour la réduction
de la complexité numérique inhérente au filtre de Kalman correspondant. Une version racine
carrée peut étre facilement formulée (Sayed et Kailath, 1994) dans le but d’améliorer la
stabilité numérique des algorithmes proposés. Ces équations peuvent étre appliquées pour
réduire la complexité des problémes d’inférence associés aux modeéles périodiques linéaires tels
que les modeles ARM A périodiques (PARM A). En effet, les équations de Chandrasekhar
périodiques peuvent étre utilisées dans 1’évaluation de la fonction de vraisemblance et le

calcul de la matrice d’information de Fisher des modéles PV ARM A.



Chapitre 2

Structure d’Autocorrélation des
Modéles Autorégressifs Moyennes

Mobiles Périodiques

2.1 Introduction

Plusieurs séries chronologiques saisonniéres rencontrées dans divers domaines tels que 1’éco-
nomie (Cleveland et Tiao, 1979 ; Osborn, 1992 ; Bentarzi et Hallin, 1996 ; Bollerslev et Ghy-
sels, 1996 ; Franses, 1996 ; Franses et Paap, 2004), 'environnement (Jones et Brelsford, 1967 ;
Salas et al., 1983 ; Vecchia 1985a, 1985b; Jymenez et al., 1989 ; Bentarzi et al., 2008), I'in-
génierie (Gardner et Frank, 1975; Meyer et Burrus, 1975; Bittanti et De Nicolao, 1993;
Adams et Goodwin, 1995 ; Varga, 2003) et plusieurs autres sciences physiques et naturelles,
ne peuvent étre modélisées par les modéles classiques SARIM A. 11 est bien connu que les
modeles ARM A périodiques (PARM A) peuvent étre considérés comme une alternative pro-
metteuse des modeéles SARIM A pour représenter des séries générées par des processus du
second ordre, dont les fonctions d’autocovariances sont périodiques dans le temps. Cepen-
dant, cette classe de modéles reste peu utilisée en pratique, probablement en raison de la
complexité de la modélisation, di a la forme de la fonction d’autocorrélation (I’outil fonda-
mental dans la modélisation des séries chronologiques, notamment les modeéles PARM A) qui
n’est pas symétrique, par conséquent 1’absence de la propriété de Toeplitz. Plusieurs cher-
cheurs ont proposé des procédures pour calculer la fonction d’autocovariance d’un modéle

ARM A périodique, parmi lesquels nous citons Li et Hui (1988) et Shao et Lund (2004) pour

36
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le cas des modeles PARM A mixtes et Boteva et Boshnakov (1992) et Bentarzi et Aknouche
(2005) pour les modeles PAR purs. La plupart des chercheurs se basent sur 'approche de
I’équation aux différences qui fait appel aux équations dites de Yule-Walker périodiques
(Pagano, 1978; Vecchia, 1985b). Cette approche s’avére trés couteuse en terme de calculs,
lorsque le modéle est de grande période. En effet, nous devons résoudre pour chaque saison
un systéme d’ordre égal au nombre de valeurs nécessaire pour démarrer le systéme d’équa-
tions de Yule Walker périodiques. En se basant sur une représentation espace d’états des
modeles PV AR, Aknouche (2007) a proposé une procédure alternative pour calculer les au-
tocovariances de chacune des saisons séparément, ce qui facilite le calcul pour des modéles

de grande période.

Une autre approche alternative pour ce probléme est d’utiliser la représentation causale
d’un modeéle PARM A (voir, e.g. Brockwell et Davis, 1991 et Lund et Basawa, 2000 pour les
cas VARM A et PARM A respectivement), a partir de laquelle, les autocovariances peuvent
étre exprimées comme une somme infinie. Cependant cette méthode est trés lourde pour des
modeles a ordres élevés et particulierement lorsque les paramétres du modeéle sont proches

de la frontiére du domaine de causalité.

Ce chapitre est consacré a I’étude de la structure d’autocorrélation des modeles ARM A pé-
riodiques. Nous proposons dans la Section 1, une procédure améliorée, basée sur ’approche
de I’équation aux différences, pour calculer les autocovariances d’un modele PARM A uni-
varié. Cette proposition permet de calculer les autocovariances nécessaires pour démarrer
le systéme d’équations de Yule Walker, en résolvant un systéme linéaire de matrice donnée
explicitement et dont la forme analytique montre une structure circulaire, naturellement as-
sortie avec la périodicité du modéle. Dans la Section 2, nous présentons une généralisation
de la procédure proposée récemment par Aknouche (2007) du cas des modeles PV AR purs

au cas des modéles PVARM A.

2.2 Calcul de la fonction d’autocovariances d’un mo-

dele ARM A périodique

Rappelons qu'un processus aléatoire {y;,t € Z} du second ordre(E (y?) < oo) admet une

représentation PARM A d’ordre p et ¢ et de période S, s’il est solution d’une équation aux
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différences stochastiques de la forme
p q
Ye— D b g =t — > Orice g, t €L, (2.1.1)
Jj=1 j=1

ou {&;,t € Z} est un processus bruit blanc périodique, i.e., une suite de variables aléatoires
non corrélées (E(eier—p) = 0 pour h # 0) de fonction moyenne E(e;) nulle et de fonction
variance F(¢?) = o?. Les paramétres Gy 45 015 et o? sont périodiques en t de période S. Ces
modeles ont été largement étudiés lors de ces trois dernieéres décennies, dans le but est de
représenter plusieurs séries chronologiques rencontrés dans divers domaines scientifiques (tels
que I’économie, I’hydrologie, la météorologie et le traitement de signal) et qui sont caracté-
risées par une structure de corrélation périodique, structure qui ne peut étre suffisamment
expliquée par les modeles ARM A saisonniers a coefficients constants (SARM A). Un autre
intérét réside dans le fait qu’ils peuvent étre exploités dans ’analyse multivariée afin de

réduire sensiblement le nombre de parameétres correspondants (cf., Newton, 1982).

Cependant, comparés a la formulation SARM A, les modéles PARM A requiérent une re-
présentation comprenant une structure d’autocovariance plus complexe et un plus grand
nombre de parameétres. Ceci complique la mise en oeuvre ainsi que ’analyse des propriétés
algébriques et probabilistes de tels modéles. D’autre part, il est bien connu que 'outil fonda-
mental pour la modélisation des séries chronologiques, notamment les modéles PARM A, est
la fonction d’autocovariances yﬁf) = F (y1y1—n). En outre, la fonction vg) peut étre employée
pour évaluer la fonction de vraisemblance d’'un modele PARM A, estimer ses parameétres,
calculer la variance asymptotique de ses estimateurs, calculer la matrice de 'information de
Fisher et prévoir les valeurs futures de la série. Malgré cela, le calcul de la fonction d’autoco-
variance a suscité peu d’intérét dans la littérature, probablement en raison de la complexité
inhérente en 'absence de la symétrie et par conséquent de la propriété de Toeplitz dans sa

structure.

Les méthodes de calcul de la fonction d’autocorrélation, yg), proposées dans la littérature

(e.g. Bentarzi and Aknouche, 2005) sont généralement basées sur 1’approche de I’équation
aux différences qui fait appel aux équations dites de Yule-Walker périodiques. Cette approche
a été adoptée d’abord par Li et Hui (1988) o les autocovariances pour les (p + 1) premiers
retards et pour chaque période 728), h=0,.,pet s=1,...,.5, sont données comme solutions

du systéeme linéaire suivant
Ay =y,

o v est le (p+1)S x 1-vecteur des autocovariances de démarrage. Ce systéme est cependant
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encombrant tant du point de vue analytique que du point de vue calculatoire puisque la
matrice A n’est pas donnée explicitement mais formée & partir d’un algorithme approprié.
En adoptant la méme approche, Shao et Lund (2004) ont montré que pour r = maz(p, q) + 1
les ST autocovariances de démarrage ('y,(f), h=0,.,7rets=1,..,5) peuvent étre obtenues

en résolvant, par rapport a v, le systéme d’équations linéaires suivant
'y =k,

ou I' et U sont respectivement, des matrices de dimensions S x (p+1)rS et (p+1)rS xrS.
Contrairement au résultat de Li et Hui (1988), ces matrices sont données explicitement mais
la méthode demeure relativement encombrante puisqu’elle requiére un nombre d’opérations

plus grand, dii au produit matriciel.

En se basant sur la méme approche de I’équation aux différences, nous proposons dans cette
section une alternative améliorée pour calculer les autocovariances d’'un modele PARM A.
La méthode proposée calcule les S (p + 1) autocovariances de démarrage en se basant sur la
résolution d’un systéme linéaire de matrice donnée explicitement et dont la forme analytique

montre une structure circulaire correspondante a la périodicité du modéle.

2.2.1 La méthode

Réécrivons le modele PARM A défini dans (2.1.1), en faisant ressortir la périodicité comme

suit
p q
Z¢s,jys—j+n5 = Zesﬁs—jm& 1<s< S5, nez, (2.1.2)
J=0 J=0
ou ¢, = bs0 = —1. Soit fygs) = E (YsinsYsins—n) la fonction d’autocovariance de retard

h € 7Z et de saison s. Il est bien connu, (Li et Hui, 1988 ; Shao et Lund, 2004) que lorsque
nous multiplions (2.1.2) par ys.,s_p et en prenant I’espérance des deux membres de ’équation
obtenue, les d’autocovariances 'yﬁf), 1 <s< S, h €Z sont des solutions des équations aux

différences linéaires a coefficients périodiques (dites équations de Yule-Walker périodiques)
() - (s—3) -

’Vhs - Z%,ﬂhs—jj = _Zes,jws—h,j—hagfjl[hﬁq]7 h >0, (2.1.3)
j=1 j=h

ou les covariances croisées normalisées ¢, ,, s = 1,...,S, k € Z, coefficients de 'unique

représentation causale du processus PARMA {y;,t € Z}, sont donnés par (voir e.g. Lund
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et Basawa, 2000 ; Shao et Lund, 2004)
min(k,p)

Vor = —Osilieg + > Sy jpyn k=1 s=1,...85, (2.1.4)
j=1

ot 1, o = 1 et 14 désigne la fonction indicatrice de 'ensemble A. La solution de (2.1.3)

existe et elle est unique tant que le modéle (2.1.1) soit causal (e.g., Bentarzi, 1998).

Pour déterminer la fonction d’autocovariance a partir de I’équation aux différences (2.1.3),

nous avons besoin des valeurs de démarrage 725), h=0,...pet s =1,..,5. Une fois ces

valeurs connues, les ’ygf) pour h > pet s = 1,...,.5, peuvent étre calculées récursivement

a partir de (2.1.3), en faisant appel a (2.1.4). Les autocovariances 'ygf), pour des retards

négatifs, peuvent étre obtenues en utilisant la relation v(_s})L = 72‘9%).

!/
Soient v = (761), ...,71(31),7(()2), ...,71(02), ...,fy(()s), ._‘7%()5)) le S(p + 1)-vecteur des autocova-

riances de démarrage et { = (Cl, 5 G515 G5 s Cpspas s G5y oo Cps+s)/ le S(p + 1)-vecteur
défini par
q
ChS-‘y—S - Z@j,sd)s_h’j_hogfj, 1 S S S S et 0 S h S p
j=h
Considérons la matrice fondamentale go,(f) (h>0,1<s<8)dordre (p+1) x (p+1)
(

Ok (p+1-n) Onxn
7@5]1 7¢5~h+1 oo 7@5,19
(s) : L : , si0<h<p
P = : . .. .. : 0(p+17h)><h (2.1.5)
: 0
0 . R
. Opr1)x(p+1); sih>p+1,

a partir de laquelle est définie la matrice <I>,(f) (k, s € {1,...,5}) comme suit

3\ = Z o pour s,k € {1,...,S}. (2.1.6)

1=1—k(mod S)

Formons a partir des (@,&S)) la matrice circulaire par blocs d’ordre S(p+ 1) x S(p+ 1)

1 1 1 1
B0 ) . ), &
2 2 2 2
) e . ey, &F

P = ,
<I>§S_1) (]:)515_1) ¢)53_1) @gs_n
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ol 0,,«, est la matrice nulle de dimension m x n. Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 5 (Aknouche, Belbachir et Hamdi, 2008)
Le vecteur des autocovariances de démarrage, vy, est l'unique solution du systéme linéaire

sutvant
by = ¢, (2.1.7)

tant que le modéle (2.1.1) soit causal.

Preuve. Le systéme (2.1.7) s’obtient directement en explicitant (2.1.3) pour 1 < s < S et

0 < h < p, et en réarrangeant les coefficients de ’ygf) dans ’ordre approprié. 0

Il est possible de réduire la complexité de formation de la matrice ® en utilisant sa propriété
de circularité par blocs. En effet, la formule (2.1.6) peut étre utilisée uniquement pour évaluer
les premiers blocs <I>,(€1), k = 1,..,S. Les autres blocs <I>,(f) (s = 2,...,5) peuvent en étre
déduits en remplagant les parametres ¢, ; par ¢, ;, pour j = 1,...,p. Ceci pourra réduire la

complexité de calcul induite par la formation de ®.

Il est encore possible de simplifier considérablement le fardeau calculatoire en proposant de
donner explicitement la forme de ®, élément par élément. Sinous notons ® = (®; ;), . i<(@i1)S?

en écrivant i = a(p+ 1)+ et j =7 (p+ 1)+, Pexpression de ®, ; est alors donnée par

a+1 s
Pij = Pap+1)+8a(p+1)+6 = Coefys (‘I’(sfalml) = Y Coefys (%L) ;
s=a—pf(mod S)

ot Coefy (A) désigne le (k,1)-ieme coefficient de gogi)rl.

2.2.2 Illustration

A fin d’illustrer la simplicité de la méthode proposée dans la section précédente, nous

proposons les deux exemples suivants.

Exemple 6 Considérons le modéle causal PARMA(6,q) de période S = 3. En explici-
tant équation (2.1.3) pour 1 < s < 3 et 0 < h < 6, les autocovariances de démarrage
781), - 7((51), 7(()2), e v((f), - 7(()?), e vé?’) du modéle peuvent étre données par le systéme (2.1.7)

avec
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0o 0 -1 o0 0 0 0 ¢ ¢ o ¢ 4P 0 o]0 ¢ o0 0 0 0 0
o8P ¢ 6 V-1 0 0 0] 0 4P 0 0 o o o|lo o0 ¢ o 0 0 0
0 ¢ o 0 -1 0 0|0 0 ¢ o0 0 0 0 |¢F ¢ ¢ 4P 0 0 o0
o 0 ¢ o 0 -1 0 ¢ ¢ o D0 0o o]0 ¢F o 0 ® 0 o0
D 0 o0 D o0 o0 1|0 ¢ o0 0 4¢P 0 0|0 0 ¢ o0 0o ¢ o0
0 0 O 0 0 0 0 |-1 ¢2 ¢2 42 42 42 ¢@1 0 0 o0 0 0 0 0
@ p@ g@ @ @ y@ g g 1 0 0 0 0 0|0 0 O 0 0 0 o0
0 ¢ o 0 0 0 0|0 0 -1 o0 0 0 0 |¢2 4¢P ¢2 42 4@ 0 o0
o 0 ¢2 o 0 0 0 [¢P ¢P o2 ¢&@-1 0 0 0|0 ¢2 o0 0 0 0 0
D 4D 9@ 4B 0 0 0|0 ¢@ o0 0 -1 0 0]0 0 ¢ o 0 0 O
0 ¢@ o0 0 @ 0 0|0 0 ¢2 o 0 -1 0 |42 4@ o @ 0 0 o0
0 0 ¢ o 0 ¢2 0 [¢2 0 o0 P o0 0 -1|0 ¢2 o 0 2 0 o0
0 0 © 0 0 0 0|0 O O 0 0 0 0 |-1 ¢2 ¢ 9@ 4P P @
0 0 O 0 0 0 0 [¢P ¢Q 9@ 4@ 42 49 010 -1 o0 0 0 0 0
B 9D 43 4D 4@ 0 0|0 ¢ o 0 0 0 0|0 O -1 0 0 0 O
0 & o0 0 0 0o 0|0 0 ¢ o0 0 0 0 (¢ 42 ¢ 6®¥_-1 0 0 o0
0 0 ¢ o 0 0 0 [¢P ¢2 9@ ¥ 0 0 0|0 ¢ o0 0 -1 0 O
® 4 0 ® 0 0o o]0 ¢2 o 0 ® 0 0|0 0 42 o 0 -1 0
0 ¢& o0 0 ¢2 0 0]l0 0 ¢ o0 0 62 01¢2 0 0 ¢ o 0
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1l est clair que la matrice ® peut étre écrite par blocs comme suit

ou
1 —Cbs,l —¢s,2 —¢s,3 —¢s,4 —¢s,5 —¢s,6
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
o = | b5 b4 05 L6 O 0 0 |,
0 —¢5 0 0 1 0 0
0 0 —¢.5 0 0 1 0
0 0 —9,5 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
—¢s0 b3 —Psa _¢s75 _¢s76 0 0
) = 0 —¢,, O 0 0 o o |,
0 0 -0, O 0 0 0
—0.5 —06 0 —d 0 0 0
0 ¢y5 0 0 =, O 0
0 0 0 0 0 0 0
—¢s,1 —¢s,2 _¢s,3 —¢s,4 —¢s,5 —¢s,6 0
0 —¢,1 0 0 0 0 0
) = 0 0 —¢,; O 0 0 0o |,
—Oeq —Os5 —Pss —Ps1 0 0 0
0 —¢.4 O 0 —¢,, 0 0
0 0 ¢4 0 0 —¢,, O

Il est aisé de constater que les matrices <I>§S),q>§s) et @és) peuvent étre écrites comme la

somme des ")
@gs) _ SO(()S)_}‘(P:(;)_FSO%S),

o) = o)+l

o) = o+l
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0

- Cbs,S - 65.9,6

_¢574

_g/)s,4

0

7G‘)sﬁ4

0

(s)

4

_¢S,5

7¢5,5

_®<6

Exemple 7 De fagcon similaire, si nous considérons un modéle causal PARM As(6, q) avec
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p==6 et S =9, nous obtenons alors

1 1 1 1 1 1 1
wo) 0 0 o @) el e ) gl

2 2 2 2 2 2 2
S T R N 2 M L%

3 3 3 3 3 3 3
R R S 0 o o o @y

4 4 4 4 4 4 4
I I

5
e=| o7 o e o e 0 0 ¢ ¢
o o e e e ey 0 0 g

R N " L (|
I

I T - P

9 9 9 9 9 9 9
0 0 o @ 7 ¢ e o @

Malgré la simplicité de la méthode proposée comparée a celle de Li et Hui (1988) et Shao
et Lund (2004), elle présente quand méme un inconvénient lié & I'approche de 1’équation
aux différences, sur laquelle elle est basée. Nous remarquons que les autocovariances de
démarrage sont calculées dans un méme bloc et ce pour toutes les saisons, nécessitant ainsi
la résolution d’un systéme d’équations linéaires dont la complexité de calcul est de 'ordre
de O (S®(p + 1)) opérations élémentaires. Ceci pourrait étre trés cotiteux pour des modeéles
de grande période, ce qui est assez fréquent pour les modeles périodiques. Cet inconvénient
représente la limitation principale de I’approche de I’équation aux différences comparée aux
méthodes calculant les autocovariances pour différentes saisons séparément (cf., Aknouche,

2007) qui s’averent plus pertinentes.

2.3 Calcul de la fonction d’autocovariance des modéles

VARMA périodiques

2.3.1 Notations et définitions

Considérons un processus du second ordre m-varié périodiquement corrélé {y,, t € Z},
que nous supposons satisfaisant la représentation autorégressive moyenne mobile multivariée

d’ordre p et ¢ et de période S, notée par PVARM Ag (p, q), suivante

p q
Ys4ns — Z¢s,j Ys+ns—j = Es+ns — Zes,jssfjJrnSv (221)

Jj=1 Jj=1
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ou {e;t € Z} est un processus bruit blanc périodique m-varié, i.e., E(esins) = 0 et
E (€sins€hing_p) = 0noXs pour s € {1,...,5} et n € Z (4 est la fonction de Kronecker

usuelle).

Tiao et Grupe (1980) ont obtenu une condition nécessaire et suffisante de causalité pour
un modeéle PARM A a partir de sa représentation équivalente VARM A. Vecchia (1985b) a
donné le méme résultat sous une forme plus explicite. Bentarzi et Hallin (1994) ont obtenu
une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité pour un modele m-vari¢ PV M Ag(q) a
partir de sa représentation équivalente mg-varié PV M Ag(1) , ou S est tel que ¢S est le plus
petit multiple commun de ¢ et S. Ula et Smadi (1997) ont adopté cette derniére approche
pour obtenir une condition de causalité pour un modéle PV ARM A. Une condition nécessaire
et suffisante de causalité équivalente pour le modéle (2.2.1) est donnée par Aknouche (2007).
Pour le reste de cette section, nous supposons que le modeéle (2.2.1) est causal et inversible

donc il admet la représentation causale suivante

o
Ys+ns = E ¢s,j€S+TLS—j)
Jj=0

dont les coefficients S-périodiques 1, ; sont absolument sommables, c’est-a-dire iz Hz/)&j H <
00, pour chaque période 1 < s < S ("||.||" est la norme Euclidienne). Ces COefﬁCié;ltS peuvent
étre obtenus récursivement, en fonction des parameétres du modele, via la relation suivante
(voir Lund et Basawa (2000) pour le cas d’'un modele PARM A et Brockwell et Davis (1991)

pour le cas d'un modele VARM A)

ws,O = Im><m
min(k,
lbs,k = _Os,kl[kSq] + ijl( ) ¢s,j¢s—j,k—j

ol 14 désigne la fonction indicatrice de I'ensemble A.

L s=1,..,85, (2.2.2)

. , . . . _ / / / ’
Soient le vecteur aléatoire de dimension mp X 1, Yoirns = (Yeins: Yerns1- Yerns—pr1) s

€sns = (&1 ng> O1xm(p—1))’ et la matrice S-périodique, de dimension mp x mp définie par

d)s,l ce ('bs,p—l ‘ ¢s,p

Lo(p—1)xm(p-1) ‘ 01 (p—1) xm

P, =

N _ q e . ., .
ou &,.,5 = Esins — Ej:l 0, jesins—;- En utilisant ces notations, nous pouvons réécrire
le modele (2.2.1) sous forme espace d’états périodique équivalente qui sera employée trés

souvent dans le paragraphe suivant

Ys+nS = ¢5Y5+n571 + €s4nsS- (223)
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Pour le cas particulier PV AR, cette représentation est réduite & celle utilisée par Liiktepohl

(1991, Chapitre 12) et Aknouche (2007).

2.3.2 Calcul des autocovariances d’un modéle PVARM A

Comme il a été déja mentionné dans la section précédente, les autocovariances d’un modéle
PARM A univarié peuvent étre obtenues en utilisant I’approche de I’équation aux différences
(e.g. Li et Hui, 1988; Shao et Lund, 2004 ; Bentarzi et Aknouche, 2005), qui requiert la
résolution d’un systéme linéaire obtenu a partir des équations de Yule-Walker périodiques.
Cependant, les autocovariances de démarrage sont calculées dans un méme bloc et ce pour
toutes les saisons, nécessitant ainsi la résolution d’un systéme d’équations linéaires dont
la complexité de calcul est de l'ordre de O (S3(p + 1)3). Ceci pourrait étre trés cotiteux
pour des modeles de grande période. D’ailleurs, ’obtention d’un tel systeme, semble treés
difficile dans le cas d'un modele PV ARM A multivarié sauf pour quelques cas particuliers.
Une approche alternative pour résoudre ce probléme est d’utiliser la représentation causale
d’un modele PVARMA (cf., Brockwell et Davis, 1991 et Lund et Basawa, 2000 pour le
cas d'un modele VARMA et le cas d'un modele PARM A, respectivement), pour laquelle
la fonction d’autocovariance peut étre exprimée comme somme infinie. Cependant, cette
méthode est informatiquement impraticable pour des modeéles de grande dimension et en

particulier lorsque les parameétres sont prés de la frontiere du domaine de causalité.

Cette section présente une procédure de calcul des autocovariances d’un modele PV ARM A,
en tirant profit de la représentation espace d’états périodique (2.2.3). La méthode proposée

généralise celle donnée par Aknouche (2007) pour des modéles PV AR.

Soient v\¥) = E (YstnSYhins_n) €t r'Y — g (YosnsYl., g ) les fonction d’autocovariance
de retard h € Z et de période s € {1, ..., S} des processus {y;,t € Z} et {Y;,t € Z}, respec-
tivement. Soit également, A, = E (es+nSYg_h +nS) la fonction d’autocovariance croisée de

retard h € Z et de période s € {1, ..., S}. Alors, 75?, I‘gt) et A, sont périodiques de période

/
S, (i.e., 'yEer”S) = 'yf) et ainsi de suite) et nous avons donc 7(_8,)1 = (,Yéerh)) et
’YI(”LS) ’Ygi)%l e ’Ygzs«zpfl
s—1 s—1 s—1
e — 72—1 : 751 b ’72+p22
ho— ) . .

(s—p+1) (s—p+1) (s—p+1)
7hfpp+1 hfpp+2 R
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Définissons pour h < g et s = 1,..., S les matrices O, ¥, et Ay de dimensions mp X
m(q—h+1), m(qg—h+1) X mp et mp X mp respectivement, comme suit

es,hzs—h Gs,h—l-lzs—h—l T es,qzs—q
@S h — ’

7 0m(p—l)><m(q—h+l)

Lxmlig—nt1>1] 0rxm e 0 xm
1/);fh,11[q—h+121} Imxml[q—h+122]
v, - Vo 1 lig—hs1zg 00 xm |
: Lixmlig—nt1>p)
zb,sfh,qfhl[q—h+121] ’(/);fhfl,qfhfll[q—h-i-lzﬂ T ¢;7h7p+17q7h,p+11[q_h+12p]
et
Asp=—0,:,s; (2.2.4)

ot les 1, ; sont les solutions de (2.2.2).

Soient le symbole ® représentant le produit de Kronecker, vec(A) lopérateur usuel de
la transformation de la matrice A en vecteur et A" = A @ A® ---® A le produit de
Kronecker de m fois la matrice A. Avec les notations ci-dessus, les autocovariances d’'un

modele PV ARM A peuvent étre obtenues a partir de la proposition suivante.

Proposition 8 (Aknouche et Hamdi, 2008b)
Pour le modéle causal PVARMA avec p > 1, les autocovariances I‘ELS), pour 1 < s < S et

h € N, sont données par les équations suivantes :

S—1j-1
( iy H P22 ,m) vec (rgs)) =Y [ @22 vee (@5 A5, + As_jo), (2:2.5)
=0 k=0
s—1 j—1
vec (I‘(S)) H D%, vec ( ) + D% vee (Bo_j A, ;1 + Ajo) (2.2.6)
j=1 7=0 k=0
h—1 s—h h—1 1i—1
F(s) _ k=0 (I)sfk:[‘(() ) + Zj:() Hizo (ﬁskasfj,hfja pour 1 S h g q, (2 9 7)
' A TN vy pour h > q+1,

avec la convention [[}_, Ay =1 pour = > y.
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Preuve. En multipliant les deux cotés de (2.2.3) par Y._, . ¢, (h € N*) et en prenant les

espérances, nous obtenant les équations de Yule-Walker périodiques suivantes

ry) = &1+ A, (2.2.8)
r'Y — o1 VA, 1<h<gqg (2.2.9)
r'Y — &1 h>g+1, (2.2.10)

pour s = 1,...,.S. De I’équation (2.2.8) et (2.2.9) avec h = 1 nous avons
Iy =00 Ve + &AL, + A,

et appliquant 'opérateur usuel de la transformation de la matrice en vecteur, nous obtenons
I'équation de Lyapunov périodique a temps discret (discrete-time periodic Lyapunov equation

DTPLE) suivante (e.g. Bittanti et al., 1988 ; Varga, 1997)
vec (I‘(()S)> = ®%%pec <F(8 1)> + vec (BAL; + Agp) -

Apreés r (r € N*) remplacements successifs dans cette derniére équation, nous obtenons

r r—1 -1
vec (I‘((JS)> = H D% vec ( - ) + Z H D% vec (Buj A1+ Asjo) . (22.11)
7=1 7=0 k=0

Prenons r = s dans (2.2.11), nous obtenons ’équation (2.2.6). Remplagons s par S dans
(2.2.6) nous obtenons (2.2.5). Enfin, I’équation (2.2.7) est obtenue en substituant successi-

vement (2.2.5) et (2.2.6) a (2.2.9) et (2.2.10), respectivement. O

D’autre part, dans le cas ou p = 0, la fonction d’autocovariance d’un modéle multivarié
moyenne mobile périodique peut étre obtenue de
(s) 0 Z 95 h,j—hs SlO<h<q,

~ = -~ (2.2.12)
" Omxm, sih>gq,

o9 =1L,xm,s=1,..,5 (voir Vecchia, 1985b pour le cas d'un modele PARM A univarié).

Remarque 9

1) Notons que pour le calcul des F((]S), s=1,...,S, en utilisant (2.2.5) et (2.2.6) nous n’avons
besoin que de résoudre un systéme linéaire d’ordre m*p*. Cependant, en raison de la symé-
trie de I‘gs) et de la périodicité de 'ygf), le vecteur vec (1"(()8)> contient quelques composantes

identiques, ce qui provoque une certaine redondance indésirable pour le calcul. Nous pouvons
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palier cet inconvénient en améliorant de la méthode proposée comme suit :

i) Si S > p nous pouvons utiliser la relation
vec(T§)) = Dy wmzypvech(TS)) (2.2.13)

ou vech est l'opérateur qui permet de stocker dans une colonne les éléments situés sur et
en-dessous de la diagonale d’une matrice et D,2p2.m2,2 €8t la matrice duplication usuelle

(e.g. Magnus and Neudecker, 1989). En utilisant la relation (2.2.13), l’équation (2.2.5) peut

se réecrire sous la forme équivalente

Buech <I‘(()S)> = A, (2.2.14)

m(pm+1) | pm(pmil
2 2

ot la matrice B est le premier bloc de dimension B ) de la matrice

S
®2
(Im2p2><m2p2 - H q)S—k—i-l) X Dm2p2><m2p2
k=1

pm(pm+1)

3 premiers éléments du vecteur du coté droit de

et A est le vecteur contenant les

(2.2.5). Par conséquent, nous n’avons besoin que de résoudre un systéme linéaire d’ordre

pm(pm+1)
5 .

i1) Si S < p, il est possible d’améliorer la complexité de calcul de (2.2.5) en prenant tous
éléments distincts de Fés) et en utilisant une matrice de permutation appropriée plutdt que
la matrice de duplication D22« m2,2 pour former un systéme linéaire similaire & (2.2.14).
2) De la Proposition 8 il est clair que 'avantage principal de la méthode proposée est que
les autocovariances de chacune des saisons sont calculées séparément, contrairement aux

différentes méthodes existantes dans la littérature (par exemple Li et Hui, 1988 ; Shao et

Lund, 2004 ; Bentarzi et Aknouche, 2005 ).
L’algorithme suivant récapitule le calcul des autocovariances des modeles PV ARM A.

Algorithme 10 (Aknouche et Hamdi, 2008b)
Sip >0,
i) Calculer Agy, de (2.2.4), ot Wy, peut étre obtenue de (2.2.2) ;
i1) Résoudre l’équation de Lyaponov o temps discret périodique (DT PLE) suivante

Iy =@ Ve + &AL, + Ay, (2.2.15)

pour F((]S) en utilisant (2.2.5) ou l’algorithme de Verga (1997). Déduire en suite F(()S), s =
1,8 — 1 de (2.2.6) ;
iii) Pour h > 1, calculer T\, s =1,..., S de (2.2.7).
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Sip =20, calculer 725) (s=1,...,5 heN*) de(2212). R

Remarque 11 Au lieu d’utiliser ’opérateur vec pour résoudre [’équation (2.2.15) par (2.2.5),

: S
les autocovariances I‘[() )

peuvent étre calculées en résolvant directement [’équation de Lya-
ponov & temps discret périodique (2.2.15) (voir par exemple Sreedhar et Van Dooren 1993 ;
Varga, 1997) en évitant le produit matriciel via la décomposition de Schur périodique (voir

par exemple, Bojanczyk et al., 1992).

Nous concluons cette section avec I’exemple suivant, qui illustre la simplicité et I'utilité de

I’Algorithme 10 dans I’étude de la structure d’autocovariance des modéles PV ARM A.
Exemple 12 Considérons le modéle m-varié S-périodique PV ARM Ag(1,q) suivant

Ys+ns — d)s Ys4+nsS—1 = €sns — E es,jes—j—FnS; s = 1: ey Setne Z,
Jj=1

que nous réécrivons dans la représentation équivalente espace d’états périodique

Ys4ns = @Sys—F’I’LS—l + €s+nS,

0l €sins = Esins — 23:1 0 €sins—j, P = @, et FS) 'y;ls) En wutilisant la Propo-
sitton 8 sous Uhypothése de causalité et dinversibilité, les autocovariances d’un modéle

PVARMAs(1,q) peuvent étre données par

§—1j-1
(Im2xm2 H¢S k+1> vec ('70 ) ZH¢S wvec (g AN i1 +As_jo), (2.2.16)
=0 k=0
s—1 j—1
vec <'y( ) HQ'JS e (70 ) ZH(}S 2vec (o AL+ A_jo), (2.2.17)
J=1 =0 k=0
et
(s) _ ¢+ Agp, pour1<h<gq (2.2.18)
Y] et pour h > q+ 1. -

Les relations (2.2.16)-(2.2.18) sont réduites pour m =1 et ¢ = 1, a l'expression d’autocova-
riance donnée par Lund et Basawa (2000) (voir Exemple 5.1). Par exemple, pour le modéle

particulier bivarié 2-périodique PV ARM Ay(1,1) (i.e., pourm =S =2etp=q=1)

Yst+ns — d)s Ys+nS—1 = Es4nsS — esss—l—nS—la s = 17 ceey S andn € Za

dont les paramétres sont reportés dans le tableau suivant
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Tableau 2.2.1. Les parametres du modéle PVARMA(1,1)

S ¢, 0s s
0.30 0.50 0.50 -0.70 1.00 3.00
0.45 -0.20 0.40 0.50 3.00 4.00

0.25 -0.50 0.30 -0.70 9.00 4.00
-0.40 -0.60 0.60 0.20 4.00 1.00

Le graphe des autocovariances du modéle PVARMA ci-dessus est donné par la Figure

2.2.1.
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Figure 2.2.1. Les autocovariances du modéle PVARM A(1,1)
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2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre deux procédures pour le calcul de la fonction d’au-
tocovariance des modeles ARM A univariés et multivariés & coefficients périodiques. La pre-
miére procédure concerne les modeles PARM A univariés ou nous avons donné une méthode
simple basée sur 'approche de I’équation aux différences. La simplicité de la méthode propo-
sée comparée a celle de Li et Hui (1988) et Shao et Lund (2004) est due a la forme explicite
du systéme qui permet de calculer les autocovarainces de démarrage dont la matrice est de
structure circulaire, naturellement assortie avec la périodicité du modele. Malgré cet avan-
tage, cette méthode présente quand méme un inconvénient, lié & ’approche de 1’équation
aux différences sur laquelle elle se base, ot les autocovariances de démarrage sont calculées
dans un méme bloc et ce pour toutes les saisons, nécessitant ainsi la résolution d’un systéme
d’équations linéaires dont la complexité de calcul est de I'ordre de O (S*(p + 1)?) opérations
élémentaires. Ceci pourrait étre trés cotiteux pour des modeles de grandes périodes, ce qui
est en pratique assez fréquent pour les modeéles périodiques. C’est la limitation principale
de I'approche de I'équation aux différences comparée aux méthodes plus pertinentes qui

calculent les autocovariances pour différentes saisons séparément (e.g. Aknouche, 2007).

La deuxiéme procédure est basée sur une représentation espace d’états des modeles VARM A
périodiques, utilisée récemment par Aknouche (2007) pour calculer les autocovariances de
démarrage des modéles PV AR purs. Nous avons proposé une procédure généralisée au cas
des modeles PVARM A ou les autocovariances de chacune des saisons peuvent étre calcu-
lées séparément, ce qui permet d’alléger le fardeau de calcul surtout pour les modeles de
grandes périodes. La procédure obtenue peut étre exploitée comme outil pour d’autres pro-
cédures de calcul, telle que I’obtention de la matrice d’information de Fisher et ’estimation

du maximum de vraisemblance (voir Chapitre 3).



Chapitre 3

Estimation des Modéles Périodiques

via leurs Représentations Espace

d’Etats

3.1 Introduction

De nombreux travaux de prospection et d’analyse des modeles ARM A périodiques, avec
leurs trois volets : identification du modeéle, estimation des parameétres et validation des
modeéles trouvés, ont constitué jusqu’a présent le centre d’intérét de plusieurs chercheurs dont
Pagano (1978), Clevland et Tiao (1979), Tiao et Grupe (1980), Vecchia (1985a et 1985b),
Vecchia et Ballerini (1992), Anderson et Vicchia, (1993), Adams et Goodwin (1995), Bentarzi
et Hallin (1994, 1996 et 1998), Benterzi (1995 et 1998), Franses et Klock (1995), Lund et
Basawa (2000), Basawa et Lund (2001), Bentarzi et Aknouche (2005), Aknouche (2006 et
2007), Guerbyenne (2007), Bentarzi et al. (2008) et d’autres. Ces travaux de recherche se

sont soldés par de nombreux résultats intéressants.

Le probléme de I’estimation des parameétres de cette classe de modeles a connue ces der-
niéres années, des progrés considérables et a été largement étudié dans les deux derniéres
décennies. Il existe actuellement, plusieurs résultats intéressants, obtenus en utilisant une
variété d’approches et de méthodes, telles que la méthode du maximum de vraisemblance
(Vecchia, 1985a; Li et Hui, 1988; Jimenez et al., 1989; Lund et Basawa, 2000; Basawa
et Lund, 2001), Papproche bayésienne (Andel, 1983), la méthode des moments (Pagano,
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1978 ; Boshnakov, 1996 ; Anderson et Meerschaert, 2005) et la méthode des moindres car-
rés (Adams et Goodwin, 1995 ; Basawa et Lund, 2001 ; Bentarzi et Aknouche, 2006). Sous
certaines conditions de régularité, la méthode du maximum de vraisemblance est connue
pour étre statistiquement la plus efficace. Cependant, en raison de sa nature itérative, qui
demande plusieurs évaluations de la fonction de vraisemblance, elle est informatiquement
encombrante, en particulier pour les modeles PVARM A, qui ont généralement un nombre

considérable de parameétres.

Le probleme d’évaluation de la fonction de vraisemblance, dans le cas des modéles PARM A
univariés, a été déja considéré dans la littérature. Vecchia (1985a) a proposé une évaluation
d’une approximation de la vraisemblance qui n’est satisfaisante que pour de petits ordres. Li
et Hui (1988) ont développé un algorithme pour I’évaluation exacte de la fonction de vrai-
semblance qui exige la décomposition de Cholesky des matrices de grandes tailles. Jimenez
et al. (1989) ont dérivé un algorithme rapide, basé sur le filtre de Kalman. Cependant, leur
méthode requiert un nombre considérable d’opérations élémentaires, pour démarrer les équa-
tions récurrentes substituant le filtre de Kalman. Plus récemment, Lund et Basawa (2000)
ont combiné la méthode d’Ansley (Ansley, 1979) pour I’évaluation de la vraisemblance d’un
modele ARM A et 'algorithme d’innovations pour calculer la prévision récursive, pour déri-
ver un algorithme efficace afin d’évaluer la fonction de vraisemblance des modeéles PARM A.
L’algorithme proposé généralise celui de Brockwell et Davis (1991) pour les modéles ARM A
stationnaires. Une limitation possible de cet algorithme réside dans le grand nombre d’opé-

rations qu’il requiert dans le cas multivaré.

D’autre part, sous certaines hypotheéses, les estimateurs des paramétres fournis par la mé-
thode du maximum de vraisemblance et par les méthodes basées sur le filtre de Kalman sont
consistents et asymptotiquement normalement distribués (cf., Ljung et Caines, 1979 ; Stoffer
et Wall, 1991). Cependant, en pratique les séries chronologiques sont souvent de taille petite
a modérer et I'utilisation des résultats asymptotiques n’est pas appropriée. Stoffer et Wall
(1991) ont proposé l'utilisation de la méthode non paramétrique bootstrap, suggérée par
Efron (1979), pour estimer les parameétres des modeles espace d’états linéaires gaussien a co-
efficients constants car cette méthode n’est pas fondée sur des hypotheses distributionnelles.
La performance du bootstrap a été démontrée dans le cadre de la régression par Freedman

(1981) et Freedman et Peters (1984a et 1984b).

L’estimation des parameétres des modeles périodiques a partir de leurs représentations es-

pace d’états est I'objet de ce chapitre. En premier lieu, nous étudions le probléme de 1’éva-
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luation de la fonction de vraisemblance d’un modéle PARM A mulitivarié via la méthode de
I’innovation qui nécessite un nombre d’opérations proportionnel & la taille des observations.
Les résidus sont obtenus par les équations de Chandrasekhar périodiques présentées dans
le Chapitre 1 (Algorithme 2). Pour démarrer les équations de récurrences, nous proposons
d’utiliser la procédure de calcul des autocovariances, dérivée dans le Chapitre 2 ( Proposition
8). En second lieu, nous utilisons la formulation espace d’états, qui offre un cadre de mo-
délisation informatiquement efficace, en particulier pour 'estimation des parametres d’une
large gamme de modeéles (Harvey, 1989 ; Stoffer et Wall, 1991 ; Durbin et Koopman, 2001 et
bibliographie intra). Nous adaptons plus précisément, la méthode du bootstrap appliquée
aux innovations d’un modeéle espace d’états Gaussien proposée par Stoffer et Wall (1991)

pour 'estimation des paramétres d’un modeéle périodique

3.2 Evaluation de la vraisemblance exacte des modéles

PV ARMA Gaussiens

Il est bien connu que 'approche d’innovation pour I’évaluation de la fonction de vrai-
semblance des modéles linéaires est la plus efficace, du point de vue du nombre théorique
d’opérations qui est proportionnel a la dimension de la série. Cette approche a été déja
employée dans la littérature de ’évaluation de la vraisemblance des modeles PARM A, ou
les innovations empiriques ont été calculées a partir du filtre de Kalman (cf., Jimenez et
al., 1989; Casals et al., 1998) ou a partir de 'algorithme d’innovation (Lund et Basawa,
1999 et 2000). En adoptant la méthode d’innovation, nous proposons dans cette section,
deux algorithmes pour I’évaluation de la fonction de vraisemblance des modeles PV ARM A
Gaussiens. Dans le premier, les innovations empiriques sont obtenues par le filter de Kal-
man alors que dans le deuxiéme, elles sont obtenues par les équations de Chandrasekhar
périodiques (Chapitre 1, Algorithme 2). Ainsi, nous considérerons une représentation espace
d’états périodique max(p, ¢ + 1) du modele sous-jacent, pour lequel la fonction de vraisem-
blance est efficacement dérivée en utilisant la procédure proposée dans le chapitre précédent
(Algorithme 10), pour calculer les autocovariances dont on a besoin, pour évaluer les valeurs

initiales des deux filtres Kalman et Chandrasekhar.

Considérons le modele PV ARM A défini dans (2.2.1), que nous supposons causal, inversible

et gaussien. Pour une réalisation donnée y = (y},¥5, ..., Yg) du modeéle (2.2.1), la fonction
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de vraisemblance du vecteur des paramétres 3 = (vec (), vec(0)",vec (X)) peut étre

exprimée comme suit

L(B;y) = (2m) V% |det(T)| " exp {—%Y/F_l}’} , (3.1.1)

ou I' est la matrice de variance-covariance du vecteur y. Soit Sf\smg/smg,l le meilleur pré-
dicteur linéaire (au sens des moindres carrés) de ys,,s basé sur yi,y2, ..., Ysins_1, (i.e., le
vecteur donné par la projection orthogonale du vecteur y,,,s sur le sous espace engendré
par {y1,¥2, s Ysins—1}) €t S0it €1 ns = Vsins — ¥sins/stns—1 I'innovation empirique a 'ins-
tant s + nS, dont l'erreur moyenne quadratique Qg,,5 = F (/e\smséls Jrns). La fonction de

vraisemblance donnée par (3.1.1) peut étre réécrite sous la forme d’innovation comme suit

S N-1 S N-1
_Ns _ 1 Z ~ 1A~
‘C(/Ba Y) = (27T) 2 I I | | (det Qs-‘rnS) 1/ exp {_5 efs-}—nSQs—i}nSes-i-nS} ’ (312)

s=1 n=0 s=1 n=0

dans laquelle nous avons besoin d’évaluer €25, §S+n5/s+ns,1 et par conséquent €,,,5 pour
s=1,...,5etn=0,.. N — 1. Ceci peut étre achevé en utilisant 1’algorithme du filtre de
Kalman périodique, I’algorithme d’innovation ou ’algorithme de Chandrasekhar périodique,
a chaque fois que nous pouvons exprimer le modeéle (2.2.1) sous forme espace d’états pério-
dique. Parmi plusieurs formes espace d’états possibles (cf., Jimenez et al., 1989 ; Azrak et
Mélard, 1998) pour représenter les modeles PV ARM A, nous choisissons la représentation
bien connue max(p, g+ 1) (Jimenez et al., 1989), qui nécessite relativement peu d’opérations.

Soit donc r = max(p, ¢ + 1) et définissons le processus rm-varié {X;, t €} comme suit

. r
Xs+ns(1) = Zj:i ¢s+nS+z‘—17jYS+nS+i—j—1 - es+n5’+z’—1,j—lss+n5+i—j7

(3.1.3)
1=1,..,r, s=1,...5Setn=0,...,N — 1.

Alors le modele (2.1.1) peut étre représenté sous la forme espace d’états suivante (voir par

exemple, Jimenez et al., 1989 ; Azrak et Mélard, 1998 ; Casals et al., 1998)

Xs+nS - FsXs+nS—1 + Gs€s+n5’7

,s=1,..58 neZ, (3.1.4)
Ys+ns = HXs+n57
ou
H= [ Im><m 0m><m e Om><m )
et
¢s,1 Im><m e Om><m Im><m
Fs _ ¢s+1,2 Omxm . ’ Gs _ _95+1,1

mxXm

¢s+7“—1,7“ Ome Ome _05+r—1,r—1
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De la représentation (3.1.4), la projection orthogonale ¥, ,s/sins—1 pPeut étre exprimée

comme suit

S’\s-&-nS = HXs+nS/s+nS—la (3 1-5)

ot X ,5/s+ns—1 est le meilleure prédicteur linéaire de X, ,s basé sur yi, ..., Ystns-1, de
matrice de covariance de l’erreur de prédiction

A~

~ !
Ps+nS/s+nS—1 =K (XernS - Xs+nS/s+nS—1) (Xs+nS - Xs+nS/s+nS—1) .

Nous entamons maintenant I’évaluation de la fonction de vraisemblance du modéle donné
par (3.1.2). Comme il est bien connu qu’il est possible d’évaluer récursivement €, ,s et
€;+ns dont nous avons besoin dans (3.1.2) & partir du filtre de Kalman (Kalman, 1960), qui

est donné par

~

XotnS+1/stns = Fs+1ﬁs+n5 + Ky 1n5€s4ns, (3.1.6)
Poinsiijsins = FontPornsssins—1Faiy + Gor1Zer1 Gl — KoinsQnsK, 1, d3.1.7)
Qoins = HPgins/sins 1H (3.1.8)
Koins = FoiPoing/sins 1 H Qs+ns (3.1.9)

avec les valeurs de démarrage
X1/0 = Oy €t Pyjg = FyWoF, + G2, G (3.1.10)

ou Wy = E (X(Xj). Cette derniére matrice de covariance peut étre dérivée de (3.1.3) comme

suit

T T
/
E E ¢z 1k: i— k ]+h¢j 1,h — E E ¢¢—1,k‘1’i—k—1,i—j+h—k—1Ej—hej—m—l

k=i h=j k=i h=j
T ' T
!/ / !/
- E E 0i—17l~c—1Ei—klpj—h—l,j—h—i+k—l¢j—1,h + E :Oi—l,k—lzi—kgj—1,j+k—i—1'
k=i h=j k=i

(3.1.11)

ou le calcul des autocovariances I‘f) qui figurent dans (3.1.11) peut étre facilement établi a

partir de la méthode proposée dans le chapitre précédent.

Remarque 13 Au lieu d’utiliser (3.1.10) et (3.1.11), la matrice de covariance initiale P
peut étre obtenue en résolvant [’équation de Lyapunov a temps discret périodique (DT PLE)

sutvante

W1 — F1W0F,1 + GlElGll,
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comme ont fait Jimenez et al., (1989, p. 235), ou P; = W;. Cependant, I’équation précédente
est d’ordre m max(p, q+1) et il serait plus approprié d’utiliser (3.1.11) qui est basée sur I‘(()S),
solution d’une équation de Lyapunov a temps discret périodique d’ordre mp. Une approche
similaire, dans le cas univarié, a été employée par Mélard (1984) pour les modéles ARM A
a coefficients constants et Azrak et Mélard (1998) pour les modéles ARMA & coefficients

évolutifs dans le temps.

Les récursions (3.1.6)-(3.1.9) ci-dessus sont tres efficaces et ont été précédemment employé
pour I’évaluation de la fonction de vraisemblance des modeéles PARM A univariés (Jimenez
et al., 1989) et PARM A multivariés (Casals et al. 1998), avec une modification de I'étape
d’initialisation. Cependant, la résolution de 1’équation aux différences (3.1.7) requiert un
nombre d’opérations d’ordre O((mr)3) par itération, qui peut étre encombrante pour les
modeles d’ordre élevé. En outre, la solution P,/;_; doit étre semi-définie positive, propriété

qui n’est pas facile a préserver dans une résolution numérique de (3.1.7).

Comme nous avons déja détaillé dans le Chapitre 1, les récursions de type-Chandrasekhar
périodiques ont un potentiel pour la réduction de la complexité numérique associée aux
récursions du filtre de Kalman correspondantes et par conséquent peuvent étre utilisées pour

évaluer Q.5 et €5,,5 ainsi que la fonction de vraisemblance du modele (2.2.1).

En adoptant la représentation espace d’états (3.1.4) du modele PVARMA défini par

(2.2.1), les équations récurrentes de type-Chandrasekhar périodiques sont données par

Qs = Q4 +HYMYH, (3.1.12)
K.s = K,+FYMYH, (3.1.13)
Y = (F.-KQ 'H)Y, (3.1.14)
My = M- MYHQ_ ' HYM, (3.1.15)

avec les valeurs de démarrage
Q,=HP,,,  H et K,=FP,, H, s=1,..,5,

ou Py/s_1, s = 1,...,S sont déterminées a partir de (3.1.7), (3.1.10) et (3.1.11), alors que
Y, et M; sont obtenues en factorisant ASP; en Y, M;Y. Rappelons que cette derniére
factorisation n’admet pas une solution unique, pour cela nous proposons deux solutions

efficaces selon la relation d’ordre entre S et r.
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i) Pour le cas ou S < r, posons (voir Chapitre 1, Section 5)

le e 0
AP, = —L Lo L'
0o .- Qfl
ou L est donnée par
S—1
L= |Ks FsKs 1, FsFs 1 Ks o, ..., [[Fs_Ki| . (3.1.16)
§=0

Il est clair que lorsque S est plus petit que r, ’équation aux différences de Riccati périodique
non homogene (3.1.7) peut étre remplacée par (3.1.15) qui est de dimension inférieure. Par
exemple, pour m = 1, la complexité de la résolution de (3.1.15), en utilisant (3.1.16) comme
valeur initiale, est de P'ordre O(75?) qui est relativement simple, comparée & la résolution de

(3.1.7) qui est a son tour de l'ordre O(r?).

i1) Pour le cas ou S > r, la factorisation ci-dessus est inefficace. Cependant, nous proposons

dans ce cas (voir Chapitre 1, Section 5), la factorisation suivante
Y, =Fget My = Bg/5_1 — Wy — Pgys HQg'H'PY 5 . (3.1.17)

Bien que la PRDE (3.1.15) posséde la méme dimension que la PRDFE (3.1.7), lorsque nous
utilisons (3.1.17) comme valeurs de démararge, la différence entre elles est que la matrice M,
n’est pas nécessairement semi-définie positive, contrairement a la matrice P;/,_;. Ceci nous
aide a alléger la complexité de calcul pour la résolution de I’équation (3.1.15) et nous assure

la stabilité numérique de cette derniére.

Les deux algorithmes suivants récapitulent la procédure d’estimation par la méthode du
maximum de vraisemblance, des paramétres d’'un modéle PVARMA, en utilisant le filtre

de Kalman et le filtre de Chandrasekhar.

Algorithme 14 (Aknouche et Hamdi, 2008b)

i) Commengons par une estimation initiale B(O) = (vec (Z]\b(o))/,vec <§(O)>,,vec (f](o))/)l
de B = (vec (@) ,vec(0), vec(X)').

i1) Calculer Wy = E (XX{) de (3.1.11), ou I‘Ef) est calculée a partir de I’Algorithme 10
(voir Chapitre 2, Section 2).

i1i) Calculer Qg yps €t €51ns pour s =1,...,5 etn=0,..., N —1 via les équations récurrentes

de Kalman (3.1.6)-(3.1.10).
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iv) Utiliser une procédure d’optimisation pour déterminer B qui minimise —2L(8;y). La

fonction de vraisemblance L(B;y) peut étre évaluée par la relation (3.1.2).

Algorithme 15 (Aknouche et Hamdi, 2008b)

i) Commengons par une estimation initiale B(O) = (vec (Q/Z\)(O))/,Uec (5(0)>/,vec (2(0))’)/
de B = (vec (@) ,vec(0) , vec(X)').

ii) Calculer Wy = E (XXj) de (3.1.11), ou I‘;LS) est obtenue & partir de I’Algorithme 10
(voir Chapitre 2, Section 2).

i1i) Calculer la valeur de démarrage P10 = F1WoF| + G1X,G] des équations récurrentes
de Kalman (3.1.6)-(3.1.9).

iv) Calculer Qg s et €sns pour s =1,...,5 etn=0,..., N —1 via les équations récurrentes
de Chandrasekhar (3.1.12)-(3.1.15).

v) Utiliser une procédure d’optimisation pour déterminer B qui minimise —2L(3;y). La

fonction de vraisemblance L(3;y) peut étre évaluée par la relation (3.1.2).

Nous évaluons maintenant la performance de algorithme de type-Chandrasekhar (noté
P-CHAND) (équations (3.1.12)-(3.1.15)) en le comparant & 'algorithme de Kalman (noté
KALAM) (équations (3.1.6)-(3.1.9)), par rapport au nombre d’opérations élémentaires (di-
vision et multiplication) pour chaque itération. Le nombre total d’opérations T'(p, ¢, S, m, N),
nécessaire pour une exécution compléte est alors donné par T (p,q,S,m,N) = I (p,q,S,m)
+NSK (p,q,S,m), ou I (p,q,S,m) est le nombre d’opérations nécessaire pour calculer les
valeurs initiales (i.e., pour les récursions a l'instant t = 0) et K (p, ¢, .S, m) désigne le nombre
d’opérations nécessaire pour l'instant £, 1 < t < NS. Puisque les itérations de démarrage
sont les mémes pour les deux filtre Kalman et Chandrasekhar, nous ne comparons que le
nombre d’opérations K (p,q, S, m) des deux algorithmes. Le Tableau 3.1.1 rapporte cette
comparaison selon la relation d’ordre entre S et r. Le calcul de la matrice £2; ! est nécessaire
dans les deux algorithmes, ainsi le nombre d’opérations correspondant est dominé par un

polynéme de I'ordre m?® que nous dénotons par O (m?).

A partir du Tableau 3.1.1, il est clair que lorsque S < r, 'algorithme de Chandrasekhar
périodique nécessite un nombre d’opérations d’ordre O (m3Sr?) par itération, ce qui le rend
plus efficace comparé a 'algorithme de Kalman qui & son tour nécessite un nombre plus

grand d’opérations de ordre O (m?r?). Pour le cas ou S > r, les deux algorithmes semblent
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Tableau 3.1.1. Nombre d'opérations nécessaire par itération pour exécuter P-CHAND et KALAM

Algorithmes Nombre d'opérations pour 'instant t, 1 <t < NS (K(p,q,S,m))

KALAM m®3r3+4r2+4r) + M2 (r? + 2r)+o(mq)

S>r mP (7347?43 + m?(r2 + r)+o(m?)
P-CHAND
S<r:m(3r?+33%r + 25%+2r% 145 + S2+2r + ) + m?(r? + 2r)+o(m?)

Tableau 3.1.2. Temps d’exécution pour I'évaluation de la wraisemblance par P-CHAND et KALAM

Algorithmes  Tailles PARMA,(1,1) PARMA3(L,1) PARMA(6,1) PARMA,(7,1)

100 .0226 .0203 .0378 .0398

KALAM 250 .0626 .0658 .1620 .1947
500 .1408 .1399 .5179 . 7366

100 .0211 .0223 .0361 .0368

P-CHAND 250 .0661 .0709 .1486 .1800
500 .1615 .1653 L4417 .5722

équivalent et tous les deux nécessitent un nombre d’opérations de 'ordre O (m3r?), avec une
supériorité légere en faveur du filtre de Kalman. Cependant, comme nous avons déja souligné
ci-dessus, la solution de DT PLE (3.1.15) dans 'algorithme de Chandrasekhar périodique
n’est pas nécessairement semi-définie positive, une propriété qui garantit une stabilité nu-

mérique pour ’algorithme.

Comme le nombre théorique d’opérations de 'algorithme de Chandrasekhar semble su-
périeur a celui de l'algorithme de Kalman, ce qui n’est pas suffisant en pratique, nous les
comparons sur la base du temps d’exécution en secondes pour évaluer la fonction de vraisem-
blance de plusieurs séries chronologiques générées a partir de divers modeles PARM Ag(p, q)
de longueurs 100, 250 et 500. Les moyennes de 1000 répétitions du temps d’exécution sont
reportées dans le Tableau 3.1.2. En outre, les rapports du temps d’exécution de I’algorithme

P-CHAND sur KALAM pour les mémes séries sont rapportés dans le Tableau 3.1.3.

Nous observons que les résultats de la comparaison théorique donnée par le Tableau 3.1.1
sont conformes aux résultats donnés par le critére du temps d’exécution présenté dans les

tableaux 3.1.2 et 3.1.3. En effet, 'algorithme P-CHAND est le plus rapide dans le cas ou
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Tableau 3.1.3. Rapportdu temps d’exécution du P-CHAND sur KALAM

Tailles PARMA,(1,1) PARMA3(1,1) PARMA2(6,1) PARMA(7,1)

100 .9693 1.0985 .9550 .9246
250 1.0559 1.0775 L9172 .9244
500 1.1470 1.1815 .8528 .7768

S < r, alors que dans le cas contraire, plus la taille de la série est grande, plus I'algorithme

KALAM est rapide.

3.3 Bootstrap d’un modéle espace d’états périodique

La formulation espace d’états offre un cadre de modélisation informatiquement efficace, en
particulier pour I'estimation des paramétres d’une large gamme de modeéles de séries chro-
nologiques (Harvey, 1989 ; Stoffer et Wall,1991 ; Durbin et Koopman, 2001 et bibliographie
intra). Il est bien connu que sous certaines conditions de régularités, les estimateurs des pa-
rameétres fournis par la méthode du maximum de vraisemblance et par les méthodes basées
sur le filtre de Kalman sont consistants et asymptotiquement normalement distribués (cf.,
Ljung et Caines, 1979 ; Stoffer et Wall, 1991). En pratique, lorsque nous souhaitons faire de
I'inférence, nous avons un nombre de données fini et nous utilisons en général la loi asympto-
tique comme approximation de la vraie loi inconnue. Toutefois, pour que la loi asymptotique
soit une bonne image de la vraie loi des estimateurs des parameétres, il faut que le nombre
de données soit suffisamment important, sinon I’approximation peut étre faussée. Une des
caractéristiques majeures des méthodes du bootstrap est qu’elles permettent trés souvent
d’obtenir une meilleure approximation de la vraie loi des estimateurs que celle donnée par la
loi asymptotique, pour des échantillons dont le nombre d’observations n’est pas trés grand.
Stoffer et Wall (1991) ont proposé et étudié 1'utilisation de la méthode non paramétrique
bootstrap, suggérée par Efron (1979), pour estimer les parameétres des modéles espace d’états
linéaires gaussiens a coefficients constants. L’objectif, dans cette section est d’adapter la mé-
thode du bootstrap appliquée aux innovations d’un modéle espace d’états gaussien proposée
par Stoffer et Wall (1991) pour l'estimation des paramétres d’un modele périodique. Nous

étudions par la suite, la performance de la méthode adaptée dans I’estimation des parameétres
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d’un modéle espace d’états linéaire & coefficients périodiques.

3.3.1 La méthode

Considérons le modele espace d’états (1.5.1) avec les deux hypothéses suivantes :
H1. xg, ¢ et e; sont des vecteurs aléatoires mutuellement indépendants.
H2. xq, ¢ et e; sont des vecteurs aléatoires normalement distribués.

Rappelons que la meilleure prévision linéaire 7y;_; de la variable d’état x; basée sur

Y1, Yo, .., Yi—1 €t le résidu e; correspondant & y; sont donnés par

/x\t+1/t = tht + KtQ;l/ét, (321)

/e\t = Yt — Héjf\t/tfl, (322)
Pour une réalisation y = (¥}, 5, ..., ¥g) du modeéle (1.5.1), la fonction de vraisemblance

N/
du parametre 3 = (vec (F)" ,vec(G)",vec (H) ) est donnée par

£(Biy) = (2) " den(r) 2 exp { vy | 323

ou I' est la matrice de covariance de y. Sous 'hypothése de normalité, la suite des rési-
dus {€,1,5} est une suite de vecteurs aléatoires indépendants gaussiens. Par conséquent, la

fonction de vraisemblance (3.2.3) peut étre écrite sous la forme suivante (Schweppe, 1965)

S N-1 S N-1
_ILS 1
(ﬁ y 2 | | | | det Qs+nS ~1/2 exp{ 5 E E :/élernSQs—i-nSeS‘f‘ns} (324)

s=1 n=0 s=1 n=0
ou nous avons besoin d’évaluer €, ,5 et €s,,5 pour s = 1,....S et n = 0,...., N — 1. Ceci
peut étre achevé en utilisant 1’algorithme de type-Chandrasekhar périodique (Chapitre 1,
Algorithme 2).

Avec ces notations, nous pouvons adapter une procédure de rééchantionnage d’un modeéle
espace d’états gaussien a coefficients périodiques, similaire & celle proposée par Stoffer et
Wall (1991) dans le cas d’un modele espace d’états gaussien a coefficients constants. Cette

procédure est définit par les cinq étapes suivantes :
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Algorithme 16 (Guerbyenne et Hamdi)

i) Estimer le vecteur des paramétres B avec la méthode du mazimum de vraisemblance en
utilisant ’expression (3.2.4) et une méthode d’optimisation. Nous notons par ,B' VEMYV de
3.

i1) Exécuter l’algorithme de Chandrasekhar périodique (Chapitre 1, Algorithme 2) avec (3 :,B\
et construire la suite des innovations standardisées €, (E) =, 1/2 (B) e (B) .

i11) Construire un nouvel échantillon bootstrappé {?Z (ﬁ) Jgt=1,..., NS} de la suite des in-
novations standardisées estimées {?t (B) ,t=1,...,.NS }

iv) Utiliser les relations (3.2.1) et (3.2.2) pour construire la série bootstrappée {y/;t=1,..,NS}

comme suit : Définir le vecteur §, = (f;ﬂ/t, y;) de dimension (r +m) x 1. Par conséquent,

de (3.2.1) et (3.2.2), Nous pouvons écrire

F 0 K0, (B) = (8). (3.2.5)

£ = H 0 £t Q;/Q (B) B

Done, pour construire la série bootstrapée {yf,t =1,..., NS}, résoudre (3.2.5) en rempla-

cant les innovations standardisées {?—:} (3) ,t=1,..,NS } par les innovations bootstrappées
(5 (3) =1 s

) Répéter un grand mombre de fois, T, les étapes (iii) et (iv) pour construire la suite

{ B 0 vi=1,..,T}. Enfin, estimer la distribution de B a partir de la distribution des B*(z)

3.3.2 Etude de simulation

Pour étudier la performance de la procédure de bootstrap d’un modéle espace d’états gaus-
sien & coefficients périodiques, exposé précédemment, nous proposons d’appliquer cette pro-
cédure sur des séries générées a partir de trois modeles PARM A de différents ordres et
périodes. Pour chaque modeéle nous effectuons deux simulations, la premiére en utilisant
une série de petite taille (NS = 60) et la deuxiéme en utilisant une série de taille modérée
(NS = 100). Nous avons vairié la taille de la série pour voir 'influence de cette derniére sur la
distribution empirique estimée. Dans chaque expérience le nombre de simulations bootstrap,

T, est égal a 1000.

Afin de comparer la moyenne et 1’écart type des valeurs estimées des parameétres par rapport
a la moyenne et ’écart type de la distribution empirique des valeurs estimées des parametres
lors de 'utilisation de la méthode de bootstrap, nous avons simulé 1000 séries de taille 60 et

100, ceci pour les trois modeles.
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Les tableaux (3.2.1)-(3.2.6) reportent les vraies valeurs des paramétres (7'V), les estimations
des parametres par la méthode du maximum de vraisemblance (M LE), les moyennes (M E B)
et les écarts types (ESEB) des distributions bootstrap ainsi que les moyennes (M E) et les

écarts types (ESE) des estimations de 1000 séries générées a partir du modele correspondant.

Tableau 3.2.1. Résultats de simulation du modéle P ARy (1) pour une taille 60.
Vv MLE MFEB FESEB ME ESE
¢ —.7 —.6528 —.5954 1783 —.6983 .1585
¢y .5 4653 4285 1559 4971 1434

Tableau 3.2.2. Résultats de simulation du modele P ARy (1) pour une taille 100.
V- MLE MFEB FESEB MFE ESE
¢y — 7 —.7341 —7709 1298 —.6961 1211
Ga1 D .3655 4101 1045 4929 1075

120 70 -
Series: PHI1 Series: PHI2
100 e Sample 1 1000 60 L r Sample 1 1000
Observations 1000 i Observations 1000
, 50 | L
80 Mean 0.595388 Mean 0.427855
Median 0.597200 40 Median 0.431050
604 Maximum 0.056300 Maximum 0.921300
Minimum -1.120800 30 Minimum -0.023500
Std. Dev. 0.178299 Std. Dev. 0.155930
404 Skewness  0.083561 20 Skewness  -0.076053
Kurtosis 3.054521 1 Kurtosis 2.802241
204 10
Jarque-Bera  1.287586 Jarque-Bera  2.593529
Probability 0.525296 Probability 0.273415
0 T T T T \’_‘—\ 0 R T =
-1.0 -0.8 -0.6 -04 -0.2 00 0.00 0.25 0.50 0.75

Figure 3.2.1. Histogrammes des paramétres estimés, du modéle PAR5(1), a partir des séries

bootstrapées, pour une taille NS = 60 et un nombre de réplications 17" = 1000.

90 — 120
Series: PHI1 Series: PHI2

80 H Sample 1 1000 100 - Sample 1 1000

70| 15 Observations 1000 1 L Observations 1000

60 Mean -0.770896 80 | Mean 0.410067

50 Median -0.767400 Median 0.413100
Maximum -0.376900 60 Maximum 0.768000

40 Minimum -1.252400 Minimum 0.045400
Std. Dev. 0.129853 Std. Dev. 0.109119

30+ Skewness  -0.072066 40+ Skewness  0.077544

20 Kurtosis 3.149053 Kurtosis 3.104550

20

10 Jarque-Bera  1.791281 Jarque-Bera 1.457638

Probabili 0.408346 Probabili 0.482479
0 T DAL T [y 0 J U NN !_H_’_‘T [y
-1.25 -1.00 -0.75 -0.50 0.125 0.250 0.375 0500 0.625 0.750

Figure 3.2.2. Histogrammes des paramétres estimés, du modéle PARs(1), a partir des séries

bootstrapées, pour une taille NS = 100 et un nombre de réplications 7" = 1000.



Tableau 3.2.3. Résultats de simulation du modeéle P AR4(1) pour une taille 60.

¢L1
P21

)

P31

)

P41

)

TV MLE MFEB FESEB MFE ESE

-4
2

—.7
)

—.2239
.5796

—.4629
.6636

—.1518
6523
—.3784
.6581

1947
2758
2156
3367

—.3967
1995
—.6981
4999

2511
2047
2639
2119

Tableau 3.2.4. Résultats de simulation du modéle P ARy (1) pour une taille 100.

TV MLE MFEB FESEB ME ESE

0y, —4 —.3575 —.4222 1310 —.3941 .2106
)
Pyy 2 .3035 2571 .1601 2025 2111
K
¢g, —.T7 —.TAB8 —7652 2009 —.6999 .2253
b
Q41 D .6092 .6110 1156 5051 1915
b
140 90
Series: PHI1 Series: PHI2
120 _ Sample 1 1000 80 _ Sample 1 1000
- Observations 1000 70 M Observations 1000
1004
Mean 0.151839 60 Mean 0.652275
80 Median {0.156900 50 Median 0.660300
Maximum 0.585300 1 Maximum 1.534400
604 Minimum 0.926600 40 Minimum -0.406 600
Std. Dev. 0.194747 Std. Dev. 0.275775
20 Skewness  0.134812 30+ Skewness  -0.129155
) Kurtosis 3.805085 20 Kurtosis 3.635205
204 Jarque-Bera  30.03574 10 Jarque-Bera  19.59204
o Probability 0.000000 0 Probability 0.000056
T T T f T T T T
-0.75 050 025 0.00 0.25 0.50 0.0 0.5 1.0 15
100 — 160
Series: PHI3 Series: PHI4
[ Sample 1 1000 140 - Sample 1 1000
80 IHIL Observations 1000 120 Observations 1000
Mean 0.378418 100 Mean 0.658076
60 Median 0.379450 ) Median 0.653500
Maximum 0.295200 80 Maximum 1.879500
Minimum -1.090600 Minimum £0.633200
40+ Std. Dev. 0.215642 604 Std. Dev. 0.336747
Skewness 0.006285 Skewness 0.137448
20 Kurtosis 3.139925 404 Kurtosis 3.657685
Jarque-Bera  0.822374 204 Jarque-Bera  21.17153
0 Probability 0.662863 o Probability 0.000025
T — * T ¥ T T T —— f
-1.00 0.75 0.50 -0.25 0.00 0.25 -0.5 0.0 05 1.0 15

Figure 3.2.3. Histogrammes des paramétres estimés, du modéle PAR4(1), a partir des séries

bootstrapées, pour une taille NS = 60 et un nombre de réplications 7" = 1000.




90 140
M Series: PHI1 Series: PHI2
80+ iy Sample 1 1000 120 M Sample 1 1000
70 H | Observations 1000 | — Observations 1000
A 100+ []
601 Mean -0.422229 Mean 0.257074
50 Median -0.421450 80 Median 0.262050
Maximum 0.009800 Maximum 0.709100
40 Minimum -0.877700 60 Minimum -0.284700
Std. Dev. 0.130982 Std. Dev. 0.160111
30 Skewness  0.003243 0 Skewness  -0.147041
20 Kurtosis 3.142957 Kurtosis 3.030992
10 Jarque-Bera  0.853284 204 Jarque-Bera  3.643516
o Probability 0.652697 o Probability 0.161741
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80 * Mean 0.765161 Mean 0.610984
Median 0.761600 60 Median 0.614300
60 Maximum 0.031000 Maximum 1.019900
Minimum -1.476200 Minimum 0.252100
Std. Dev. 0.200954 40+ Std. Dev. 0.115643
40 Skewness  0.156043 Skewness  0.024047
Kurtosis 3.480154 Kurtosis 3.185104
204 20
Jarque-Bera  13.66442 Jarque-Bera 1.524012
o Probability 0.001078 o Probability 0.466729
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Figure 3.2.4. Histogrammes des parameétres estimés, du modeéle PAR, (1), a partir des séries

bootstrapées, pour une taille NS = 100 et un nombre de réplications 7" = 1000.

Tableau 3.2.5. Résultats de simulation du modéle PARMA2(1, 1) pour une taille 60.

TV

MLE

MEB ESEB ME ESE

¢11

)

P21

01,1
02,1

9
7
—.75
9

.8399

D677
—.9559
1.0461

8176
5481
—1.0736
4559

2717
.0985
.3366
1673

8786

.6900
—.8180

8747

1572
1151
2172
1987

Tableau 3.2.6. Résultats de simulation du modéle PARM A5(1, 1) pour une taille 100.

TV MLE MEB FESEB ME ESE

P11
¢2 1

)

011
02,1

9
T
—.75
9

9983

.6633
—.6068

5876

9605

.6459
—.9626

D773

1248
0679
1832
1174

.8802
.6899
—.7931
.8563

.1186
.0880
.1590
.1380

69



200 120
Series: PHI1 Series: PHI2
Sample 1 1000 100 Sample 11000
160 Observations 1000 Observations 1000
Mean 0.817576 80 Mean 0.548102
1204 Median 0.848300 Median 0.549050
Maximum 1.468500 604 Maximum 0.870900
Minimum 40.561200 Minimum 0.236100
80 Std. Dev. 0.271744 Std. Dev. 0.098503
Skewness  0.727270 40 Skewness  0.172338
Kurtosis 4.264763 Kurtosis 3.118449
401 20 |
Jarque-Bera  154.8048 Jarque-Bera 5.534633
o Probability 0.000000 o Probability 0.062830
160 140
Series: THETAL Series: THETA2
140 Sample 1 1000 120 Sample 1 1000
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Figure 3.2.5. Histogrammes des paramétres estimés, du modéle PARM Ay(1,1), a partir des séries

bootstrapées, pour une taille NS = 60 et un nombre de réplications 7" = 1000.
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Figure 3.2.6. Histogrammes des paramétres estimés, du modele PARM Ay(1,1), a partir des séries

bootstrapées, pour une taille NS = 100 et un nombre de réplications 7" = 1000.




71

Nous constatons des Tableaux (3.2.1)-(3.2.6) que les écarts types des distributions boots-
trap sont proches des écarts types des vraies lois surtout pour la taille 100. Nous constatons
également que lorsque la taille augmente les distributions bootstrap deviennent normales
(Figures (3.2.1), (3.2.2) et (3.2.4)), ce qui est connu dans la théorie asymptotique des esti-

mateurs du maximum de vraisemblance (e.g., Ljung et Caines, 1979).

Les simulations effectuées confirment le bien-fondé théorique de I'algorithme 16 et mettent
en evidence ’apport du bootstrap dans le probléme de I’estimation des parameétres d’un mo-
déle espace d’états a coefficients périodiques. En effet, a partir de cette étude de simulation, il
est clair que 'application du bootstrap a un probléme d’estimation des parameétres présente
de nombreux intéréts dont celui de permettre ’'obtention d’estimation des distributions plus
proches des vraies lois que les distributions asymptotiques généralement utilisées qui sont
les distributions normales (Figures (3.2.3), (3.2.5) et (3.2.6)), lorsque la taille de la série est

petite ou modérée, ce qui est assez fréquent en pratique.

Nous notons aussi, que la performance de 1’algorithme de Stoffer et Wall (1991), dans le
cas des modeles espace d’états gaussiens a coefficients constants, est conservée dans le cas

des modeles a coefficients périodiques.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons construit trois algorithmes dont deux pour estimer les pa-
rametres d’'un modele PVARM A gaussien, a partir de sa représentation espace d’états. Il
s’agit de la méthode du maximum de vraisemblance o les résidus sont obtenus par les équa-
tions récurrentes de Kalman ou de Chandrasekhar périodiques. Dans ces deux algorithmes,
nous avons proposé, pour démarrer les équations de récurrences, d’utiliser la procédure de
calcul des autocovariances, dérivée dans le Chapitre 2. Nous avons évalué la performance
de l'algorithme de type-Chandrasekhar et nous I’avons comparé a l'algorithme de Kalman,
par rapport au nombre d’opérations élémentaires (division et multiplication) pour chaque
itération. Nous avons constaté a partir du nombre d’opérations nécessaire pour chaque itéra-
tion correspondant aux deux algorithmes, que lorsque S < r, I’algorithme de Chandrasekhar
périodique nécessite un nombre d’opérations d’ordre O (m3S7r?) par itération, ce qui le rend
plus efficace comparé & 'algorithme de Kalman qui & son tour nécessite un nombre plus

grand d’opérations de l'ordre O (m3r?®). Tandis que lorsque S > r, les deux algorithmes
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semblent équivalent et tous les deux nécessitent un nombre d’opérations de I'ordre O (m3r?),
avec une supériorité légére en faveur du filtre de Kalman. Cependant, la solution de I’équa-
tion de Lyaponov a temps discret périodique (DT PLE) dans I’algorithme de Chandrasekhar
périodique n’est pas nécessairement semi-définie positive, une propriété qui garantit une sta-
bilité numérique pour l’algorithme. Nous avons fait également une comparaison entre les
deux algorithmes sur la base du temps d’exécution en secondes pour évaluer la fonction de
vraisemblance ol nous avons remarqué que les résultats de la comparaison théorique don-
nés par le nombre d’opérations nécessaire pour chaque itération correspondant aux deux

algorithmes, sont conformes aux résultats donnés par le critére du temps d’exécution.

Le troisiéme algorithme proposé concerne ’estimation des modeles espace d’états linéaires
a coefficients périodiques ol nous avons adapté la méthode du bootstrap appliquée aux in-
novations d’'un modeéle espace d’états Gaussien proposée par Stoffer et Wall (1991) pour
Iestimation des parameétres d’un modele a coefficients constants. Afin d’examiner la perfor-
mance de l'algorithme proposé dans le cas des séries de petites tailles, nous avons présenté
quelques résultats de simulation ou nous avons constaté que l'algorithme adapté au cas

périodique conserve les mémes performances du cas classique.

Cet algorithme peut étre appliqué lorsque nous souhaitons faire de l'inférence, en parti-
culier lorsque nous souhaitons de tester une hypothése. La fiabilité des tests en est accrue,
notamment pour des séries de petites tailles. L’application de la procédure bootstrap a des
conséquences importantes car le gain de précision qu’elle apporte peut avoir d’importants

effets sur les décisions prises par un analyste.
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Chapitre 4

Meélange de Modéles Autorégressifs
Conditionnellement

Hétéroscédastiques Périodiques

4.1 Introduction

Devant les problémes de modélisation rencontrés pour certaines séries de données (séries
environnementales, financiéres, monétaires, ...) les modeles non linéaires ont été envisagés.
Plusieurs classes de modeéles ont été proposées (modeéles bilinéaires, modéles a seuils, modéles
hétéroscedastiques, changement de régime et d’autres). L’étude de ces modeles n’est pas ter-
minée mais & progressé de maniére significative. En effet, il est bien connu que les modéles
les plus populaires et les plus utilisés dans la modélisation de la volatilité instantanée dans
les séries chronologiques financiéres sont les modéles Autorégressifs Conditionnellement Hé-
téroscédastiques (ARC H), introduit par Engle (1982) et leur extension GARCH (ARCH
généralisés) de Bollerslev (1986). Leur caractérisation repose essentiellement sur le concept
de variance conditionnelle. Divers modeéles ont été proposés dans la littérature économique
afin de capturer différentes caractéristiques additionnelles telles que la longue mémoire, le
changement de régime et la périodicité dans la variance conditionnelle. Parmi les modéles
proposeés, la classe des modeles GARC' H périodiques (PGARCH) introduite par Bollers-
lev et Ghysels (1996) qui a montré une grande capacité a capturer la périodicité dans la
variance conditionnelle. Malheureusement, ces modéles sont connus par leur inconsistance

dans la modélisation des séries chronologiques qui posseédent certaines caractéristiques telles
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que la grande kurtosis, les valeurs aberrantes et les événements extrémes. Wong et Li (2001)
ont proposé d’ajouter plus de flexibilité a la famille des modéles ARC'H en généralisant
le modele Mélange de Distributions Gaussiénne de Transition (GMTD), étudié par Le et
al. (1996), dans le cadre de séries chronologiques ou le mélange de modeéles Autorégressifs
Conditionnellement Hétéroscédastiques (M AR-ARCH) a été proposé. Cette nouvelle classe
de mélange de modéles a dominé la modélisation des séries chronologiques financiéres dans
la derniére décennie et peut étre considérée comme une alternative prometteuse aux mo-
deles de type ARC'H qui sont relativement difficile & estimer (voir par exemple Wong et Li,
2000, 2001 ; Zhang et al., 2006 ; Ausin et Galeano, 2007). Plusieurs extensions du mélange
de modeles ARCH de Wong et Li (2001) ont été proposés dans la littérature des séries
temporelles, en particulier les séries économiques, (mélange de modeles GARCH, Zhang et
al., 2006 ; mélange de modéles multivariés GARC H, Bauwens et al., 2007 ; mélange de mo-
deles VAR, Fong et al., 2007 ; mélange de modéles GARC' H a seuil, Giannikis et al., 2008 ;
et d’autres). Cependant, la plupart des formulations proposées considérent les parameétres
comme étant des constantes par rapport au temps; par conséquent ils ne peuvent pas ex-
pliquer adéquatement le comportement des séries chronologiques dont la volatilité montre
une certaine périodicité dans la fonction d’autocorrélation ou cette derniére ne peut pas
étre expliquée par les modeles mélange a coefficients constants. Dans le méme esprit de la
formulation de Wong et Li (2001), notre but est de proposer un modeéle qui peut représenter
des séries chronologiques avec une structure d’autocorrélation périodique aussi bien que les
caractéristiques mentionnées ci-dessus dans la variance conditionnelle. Nous proposons spé-
cifiquement, un Mélange de modéles Autorégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques
Périodiques (M PARCH). Ce mélange de modéles peut étre combiné avec un mélange de
modeles autorégressifs périodiques (M PAR) proposé par Shao (2006) afin de capturer la

périodicité dans la moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. Dans la Section 2, nous proposons la classe
de mélange de modeles ARCH périodiques. Nous étudions la condition sous la quelle un
processus M PARCH soit périodiquement stationnaire du second ordre et nous obtenons,
sous cette condition, I’expression de la variance d’un processus M PARCH dans la Section
3. La Section 4 est consacrée a I’étude de I'existence du moment d’ordre quatre. En outre,
I’expression de ce moment, sous la condition établie, est obtenue. La Section 5 traite 'es-
timation des parametres par la méthode du maximum de vraisemblance tout en utilisant

I’algorithme E'M comme technique renommée d’optimisation de la vraisemblance. Dans la
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Section 6, nous étudions le probléme de I'identification des ordres d’un modele M PARCH.
Enfin, la section 7 présente une étude de simulation de la performance de I'algorithme EM
et une application de la nouvelle classe de modéles M PARC H & la modélisation de la série

journaliere de I'indece S& P 500.

4.2 Meélange de modéles ARC' H périodiques

Les mélanges de distributions sont un moyen d’obtenir des distributions relativement com-
plexes, tout en s’appuyant a la base sur des lois trés simples, comme les lois normales. Nous
présentons la définition générale de ces mélanges pour nous restreindre rapidement au cas

gaussien.

Définition d’un modéle de mélange

Définition 17

Une densité de mélange correspond a la superposition de densités plus simples. Soit Y et
Z deux variables aléatoires et soient ¢ (y/z) la densité de la distribution de Y conditionnel-
lement a Z et h(z) la densité de la distribution de Z. La forme générale de la densité de

mélange s’écrit comme suit

F) = [ o)
Quand Z ne prend qu’un ensemble fini de valeurs {1,..., K}, alors la distribution de Z
est discréte et affecte une probabilité positive a chacune de ces valeurs. L’intégrale est alors

remplacée par une somme pour donner une densité de mélange fini. Cette densité est définie

par
Fl) = Moy (v),

ot ¢, (y) = ¢ (y/Z =k) et \y = P(Z = k). Ces probabilités N\, sont appelées proportions du

mélange et sont assujetties aux deux contraintes suivantes

K
A >0, VEe{L, . K} et Y N=1.
k=1

Comme cas particulier, nous trouvons le mélange gaussien qui est trés classique. Dans la

situation multivariée, la variable aléatoire Y est dans R”, la densité de la k™ composante
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du mélange (k =1, ..., K') s’écrit comme suit

11 1 iy
br (y/0k) = Wﬁexp{_ﬁ(y_#k) Xy (y Mk)},

avec 0y, = (uy,vec (Zy)) . py est la moyenne de la k™ composante du mélange et ¥y sa

matrice de variance-covariance.

Finalement, la densité de mélange gaussien s’exprime alors par

F@/0)=>>" Mty (y/0r) .

/

Cette derniére densité est paramétrée par le vecteur 6 = <)\/, 0,..., HIK), ou A est le vecteur

!

des K — 1 premiéres proportions du mélange (Aq, ..., A\x_1) .

Il est bien connu que la pratique statistique montre que, dans une étude statistique, il est
assez rare que la loi d’une variable d’intérét soit unique. En général, la loi globale est un
mélange de plusieurs lois, chacune d’entre elles reflétant une attitude particuliére vis-a-vis
du probléme étudié. Ce phénomeéne apparait souvent, par exemple en séries chronologiques
financieres, lorsque I'on observe un histogramme avec plusieurs modes (cf., Tong, 1990 ; Le
et al., 1996, Wong et Li, 2000 et 2001 ; etc....). L’analyse des séries temporelles repose sur
la construction d’un modeéle pour le processus stochastique sous-jacent. Celui-ci est ensuite
utilisé d'un point de vue statistique, que ce soit pour analyser la structure du processus ou
pour produire des prévisions. Parfois, il y a de bonnes raisons de supposer que les distributions
conditionnelles de certaines séries chronologiques soient multimodales. Par conséquent, la

densité conditionnelle est une densité de mélange.

Dans le paragraphe qui suit, une nouvelle classe de modeles de séries chronologiques pé-
riodiques appelée mélange de modeles ARC'H périodiques (M PARCH), est présentée. Ces
modeles se constituent d’'un mélange de K modéles autorégressifs conditionnellement hété-

roscédastiques périodiques.

Mélange de modeéles ARCH périodiques (M PARCH)

Rappelons qu’un processus {y;,t € Z}, suit un mélange de K modeéles autorégressifs condi-

tionnellement hétéroscédastiques, d’ordres ¢, go..., ¢i, noté MARCH (K;q1,q2, -..,qK), sl
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est défini par

P =S (=),

k k
hiy = Oéé =t bl 045 : Yi s
ou @ (.) et F'(./ Fi_1) sont, respectivement, la distribution cumulative de la loi normale cen-
trée réduite et la distribution cumulative conditionnelle de g, sachant le passé du processus

et ou F; est la tribu engendrée par les valeurs passées de y, jusqu’au temps .

Définition 18
Un processus stochastique {y;,t € Z} , suit un mélange de K modéles autorégressifs condi-

tionnellement hétéroscédastiques périodiques, de période S et d’ordres q., qs, ..., qx, noté

MPARCHs (K;q1,q2, .-, qK), s’il est défini par

Fye) Feo1) = 3 A @ (\/Z;Zk_t) ’ tez, (4.2.1)

k k
byt = O‘((),t) + 321 a(t) y1€2—i7

i?

ot ®(.) et F'(./]Fi_1) sont, respectivement, la distribution cumulative de la loi normale

centrée réduite et la distribution cumulative conditionnelle de y;, sachant les valeurs passées
(k)

du processus ys jusqu’au temps t — 1. Les parameétres o, , i = 0,1, ..., qx, sont périodiques

en t, de période S, 1i.e., agﬁlﬂs = agﬁ), 1 =0,...,q0, k =1,...,. K, r € Z ett € Z. Pour
exclure la possibilité d’avoir des variances conditionnelles négatives ou nulles, les conditions
suivantes sur les 041(-?’ dotent étre imposées : agft) >0, k=1,...K ett € Z, et ag? >0,
t=1,..,q, k=1,...,. K ett € Z. Finalement, les constantes \i, k = 1,2, ..., K, sont des

réelles strictement positives tel que Zszl A= 1.

Sans perdre de généralité, les constantes ¢, peuvent étre considérées comme constantes
en k tout en posant ¢ = mgquk et en prenant az(-? = 0 pour 7 > . Il est clair que pour
K =1, nous obtenons la définition standard d’un processus autorégressif conditionnellement
hétéroscédastique périodique, d’ordre ¢ et de période S, noté PARCHg (q), qui est donnée
par
Y = VICy, o0 hy = E(y?) Fior) = qor+ D b i Y2y, €t Qigyrs = iy, 0 =0,..,q, 7 € Z

et t € Z avec {(;;t € Z} est une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées réduites.
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4.3 Condition de stationnarité périodique du second

ordre

Nous allons chercher dans cette section, sous quelles conditions il existe des processus pério-
diquement stationnaires au second ordre vérifiant la définition 18. Il est clair qu’a partir de
la définition d’un mélange de modeéles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques
périodiques, équations (4.2.1), la variance conditionnelle de y;, sachant le passé jusqu’au

temps t — 1, est donnée par

K
Var (y/ Fia) = E (57 / Fir) = D M <a0t+z ary yi ) teZ.
k=1

Par conséquent, la variance du processus s’exprime alors par

7:(0) := ZAk 040t + ZZ /\kazt (i)t Z,

i=1 k=1

cette derniére équation peut se réécrire comme suit

7¢(0) = ao (1) + ax () -1 (0) + a2 () Y45 (0) + .. + aq (£) 7, (0) (4.2.2)

ou les coefficients a; (t) = > ;_, )\kagjt), i =0,1,...,q, sont périodiques, de période S. Ainsi,
la variance du processus satisfait une équation linéaire au différence d’ordre ¢, & coefficients

périodiques.

De (4.2.1), il est clair que le processus {y;; t € Z} est de moyenne nulle. Dans ce para-
graphe, nous établissons une condition nécessaire et suffisante pour que le processus y; soit
périodiquement stationnaire au second ordre. A cette fin, nous définissons les ¢ x ¢ matrices

périodiques suivantes

1, st i =7,
(onT)ij = —Qj— (C]T—Z+1), St 1 <j, 27.] = 1727"'aq7
0, st 1> g,
et (4.2.3)
Qgrj—i (@T —14+1), sii>7, o
(Al,T)Z'j = B (q ) J 1,) = 1, 2, R

0, sii <7,

Soit S (S € N) le plus petit entier tel que ¢S soit le plus petit multiple commun de ¢ et
S. Nous pouvons voir que les matrices Ay et A;p sont S-périodiques. En utilisant ces

notations, nous pouvons énoncer le résultat suivant.
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Proposition 19 (Bentarzi et Hamdi, 2008a)
Le processus {y;; t € Z} satisfaisant une représentation MPARCHgs(K; q,q, ..., q) est pé-
riodiquement stationnaire au second ordre si et seulement si toutes les racines du polynome
(de degré q)

|Iz—V¥|, zeC,

S—1

. . . P \ 9 sy 2 \ 2 y
sotent de module strictement inférieur a l'unité, ou W = szo Bs_;. De plus, 'expression de

la variance de tel processus est donnée par

v, (0)= (I —v)™ S (]:[1 BTj> Cr_,, TELZ, (4.2.4)

ol ZT (O) = (quT (0) 77qT—1 (O) [ 7qT—q+1 (O>) s CT = A(I’}’CTU BT = A(;&’Al,Ta Cr = (ao (Tq> ’
ao (Tqg—1),....,a0 (Tqg—q+ 1)), et avec la convention ng’:m B; =1, pour tout x > y.

Preuve.
a) Condition nécessaire et suffisante. Définissons, pour 7' € Z, les deux vecteurs pério-

diques suivants

I

Tr (0) = (’YqT (0) » VqT—1 0),.., YT —q+1 (0)) 5
et
cr = (a0 (Tq), ao (Tq—1),...,a0 (Tq — g+ 1)),

avec ces notations, nous pouvons réécrire 1'équation (4.2.2) sous forme vectorielle. En effet,

I'équation (4.2.2) est équivalente & I’équation linéaire au différence d’ordre 1 suivante
v, (0)=Brvy,  (0)+Cr, TEeLZ, (4.2.5)

ou la matrice By = A(I 1T Air et le vecteur colonne Cp = A(I 1T cr, avec Agr et Ay p sont

données par (4.2.3). Il est évident que By et Cr sont S-périodiques tel que 1 < S < S,

i) SiS =1, i.e. ¢ est un multiple de S, I’équation (4.2.5) devient une équation au différence
non homogeéne classique

7,(0)=B~,  (0)+C, TeL,

ot il est clair que B soit égale & ¥ = Aj] Ay 1. Par conséquent, une condition nécessaire et
suffisante pour que cette derniére équation au différence non homogene classique, admet une
solution finie est que toutes les racines du polynoéme (de degré ¢) |1z — V| = 0, soient de

module strictement inférieur a 'unité.
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i1) Si1 < S < S, nous définissons pour tout T € Z, les deux vecteurs, de dimension ¢S,

suivants
L (0) = (60 (0035, 002, 0))
et
C, = (Clisr Caisrs --->Cé+ST)/aT € Z.

Nous pouvons maintenant, réécrire ’équation (4.2.5) sous la forme équivalente
VL, (0)=WTL,,(0)+C,, t€Z (4.2.6)

ou les matrice, de dimension ¢S x ¢S, V et W, sont données par

I, st i =j,
(V) =4 —Bi, sii=j+1, 1,j=12,.58,
0, ailleurs,

By, sti1=1sij=S8,
W), =4 J i,j=1,2,..8.
0, ailleurs,

Comme la matrice V est réguliere (det V. = 1), alors nous pouvons réécrire (4.2.5) comme
suit

L(0)=V'WL ,(0)+V'C,, T€Z

ol nous avons une équation au différence non homogeéne classique d’ordre un. Alors, une
condition nécessaire et suffisante pour que cette derniére équation admet une solution finie
est que toutes les racines du polynome (de degré q) |I z—V! E! = 0, soient de module
strictement inférieur a 'unité. De plus, on peut facilement vérifier que les éléments de la

matrice V! IV sont données par

i—1
IIE%—S7 Sij ::Su
s=0

Viw), = i.j=12..5.
0, ailleurs,
S-1
et par conséquent, nous avons [z — [[ Bs_s| = |[[z — V| = 0.
s=0

b) Expression de la variance. Par S —1 remplacements successifs dans (4.2.5) et en tenant
compte de la périodicité de la matrice By et le vecteur C'r, nous obtenons

S—1r—1

(I=9)7, 0= [ BriCr

r=0 j=0
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Donc, sous la condition établie dans la proposition 1, le vecteur périodique Y (0) est donné

par (4.2.4). O

Remarque 20 Dans le modéle (2,1) la distribution conditionnelle du processus est donnée
par un mélange des distributions normales. Chacune de ces distributions posséde une variance
périodique. De la proposition 19, nous pouvons voir qu’il peut y avoir des processus de type
(2,1) périodiquement stationnaires au second ordre quoique quelques composantes du mélange

et/ou quelques périodes ne soient pas stationnaires au second ordre.

Corollaire 21 (Bentarzi et Hamdi, 2008a)
Le processus {y;; t € Z} satisfaisant une représentation MPARCHg(K;1, 1,...,1) est pé-

riodiquement stationnaire au second ordre si et seulement si

S K

s=1 k=1

De plus, ’expression de sa variance est alors donnée par

S—1r-1 / K K 5 K
% (0) = (Z )\kaglf)j) (Z )‘ka(()’;t)—r>/ <1 - HZM@@) , (4.2.7)
k=1 k=1

r=0 j=0 s=1 k=1

Y

avec la convention Hj:x Bj = I, pour tout x > y.

Preuve.

a) Condition nécessaire et suffisante. Dans ce cas particulier ot ¢ = 1, nous avons
S = S et les matrices Ay r et A; r sont réduites respectivement a 1 et ay (77). Par conséquent,
Br = a;y (T) est périodique, de période S, donc la condition nécessaire et suffisante est réduite
a1, 8, )\kaglfz < 1. Notons que cette condition devient, pour S =1, S | /\kagk) <1,
condition nécessaire et suffisante connue, de stationnarité du second ordre d’un mélange de
K modeéles ARCH d’ordre un (voir par exemple Wong et Li, 2001 ; Zhang et al, 2006).
Notons également que cette condition est réduite, pour K = 1, a Hle oy, < 1, condition
connue de stationnarité périodique du second ordre, d’'un modéele ARC H périodique d’ordre

un.
b) Expression de la variance. Dans le cas ot ¢ = 1, nous avons
s S K K
U= Hal (s) = HZ )\kaglfs), Br=a, (T) = Z )\kaglf%
s=1 =

s=1 k=1 k=1
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et
K
CT = CT = Qo (T) = Z )\ka[(f%
k=1

Donc, 'expression de la variance du processus M PARCHg (K;1,1,...,1) est donnée par
(4.2.7). Cette expression devient

i) Pour K =1 et sous la condition HSS:1 aps <1

Vi (0) = i <1:[ Oél,t—j) Qot—r / (1 - HOél,s>

qui est 'expression de la variance d’un processus ARC H (1) périodiquement stationnaire au
second ordre.

i1) Pour S =1 et sous la condition

K K K
Z )\kagk) <1v(0) = (Z )\ka(()k)> /(1 — Z )\kagk))
k=1 k=1 k=1

qui est 'expression de la variance d’'un modéle M ARCH (K; 1,1, ..., 1) classique, stationnaire

au second ordre. O

4.4 Moment d’ordre quatre d’un processus M PARCH

périodiquement stationnaire du second ordre

Afin d’établir une condition nécessaire et suffisante d’existence du moment d’ordre quatre,
E (y}), d'un processus périodiquement stationnaire du second ordre M PARCH d’ordre

deux, nous avons besoin d’introduire les matrices de dimension ¢* x ¢* = (S — 1) x (S — 1)

suivantes
0o (T —i+1), st 1= j,
(Gor)y; = —¢ji(@T—i+1), sii<j, 4,j=12..¢,
0, sii> 7,
et (4.3.1)

Corjoi (@T —i+1), sti<j, .
(Gl,T)ij: Oq ’ 37,2<j Z’jzlvza“'7Q7
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ou les coefficients périodiques ¢, (t) sont donnés par

,
1— 6520 (HS Cas(t - j)) w(t+1), r=0,

3bu1(t) + 65240 (TS aalt = ) an(®), 7 =1,
o (1) = (4.3.2)

36272 (t) + 6—1)1’2&)_(33_1), r = 2,

| 652 (T st - ) at-r+1),  3<r<s-1,

avec
S K
v, - H(gAkag@)
s=1 k=1
a(t) = > Maly, i=012
k=1
et

K
b (1) = Moty aly i j=012

Comme les coefficients ¢, (t) sont périodiques, de période S, il est clair que les matrices G r

et Gy 1 soient également périodiques de période S. Soit
Ci = 3boo(t) + 6bo, 1( VE (y71) + 6bo2(t) E (v75)

+(?b12‘lfz Z (H ax(t=J ) ao(t = 1) E (Y1) - (4.3.3)

r=1

En utilisant ces notations, nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Proposition 22 (Bentarzi et Hamdi, 2008a)

Si Wy < 1, alors une condition nécessaire et suffisante pour qu’un processus {y; t € Z}
périodiquement stationnaire au second ordre satisfaisant une représentation S-périodique
MPARCH (K;2,2,...,2), avec S > 2, posséde un moment d’ordre quatre fini est que toutes

les racines du polynome (de degré ¢* =S —1)
Iz—Q|, zeC,

. . o . PN S—1 . .
soient de module strictement inférieur o l'unité, ou Q =[] =0 Fs_j;. Par ailleurs, l'expression

de &, = E (y}), sous cette condition, est donnée par

S—1 /r—1
(=1 -9)7" (H FT_j) Dy, TEZ, (4.3.4)
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« — /
ou DT - GO,,}' QT? QT - (Cq*T, Cq*Tf]_’ ceey Cq*qu*+]_)/; §T — (5q*T’€q*T—17 "'7£q*T—q*+1) et

la matrice périodique Frr = GO*}T Gir.

Preuve. De la représentation (4.2.1), il est facile de voir que le moment conditionnel d’ordre

quatre de y;, sachant le passé du processus jusqu’au temps ¢ — 1, est donné par

K
E (i) Fia) =3 ) M hiy,
k=1

et par conséquent le moment d’ordre quatre vérifie la relation suivante

K
k) k
Z)‘k (a((),t> +2E yt 1 Z)‘k aOt Ofgt)

K 2
+2E (y2,) ZAkQOta§,2+E( DS (ag%g)
k=1 k=1
K K
Z/tz Z)‘k(zlft) +2E ytlyt 2)2)‘16041?0‘]?
k=1 k=1

Posons b; ;(t) = (Zk Y azt a( )) , 1,7 = 0, 1,2, nous pouvons réécrire cette derniére équa-

tion comme suit

% E(yl) = boolt) +2b01(t)E (y7_1) + 2b02(t)E (37 _5)
+b11(t)E (Z/fq) + by (t)E (?J;lfQ) +2b12(H)E (ytzq ythQ) 5 (4.3.5)

ol nous avons besoin d’évaluer E (y? ; y7 ,). Ceci peut étre achevé par S — 1 remplacements

successifs dans I’expression suivante

E (yt2—1 yt2—2) =ao(t —1)E (.%2—2) +ai(t—1)E (93—2) +ay(t —1)E (yt2—2 yt2—3) ) (4.3.6)

et tout en tenant compte de la périodicité des coefficients a;(t), i = 0,1,2. Nous obtenons

apres certaines manipulations

S r—1
E(yiawia) = D [Toalt = Daolt =) B (i)
S r—1
+> | as(t — ar(t —7) E (yi,_;)
T'; =
+ [T azt =9 E (v vis) - (4.3.7)
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Posons Uy = [[°

7—1a2(t — j), alors nous avons pour ¥, < 1

1 S r—1
1, <H as(t — ])) ao(t — 1) E (y7_,_,)

E (yiyyis)

S r—1
-l—l _1\1,2 Z (H as(t — J)) a(t —r) B (y;:l—?“—l) :

En remplacant F (yf_l yf_Q) par cette derniére expression dans 1’équation (4.3.5), nous ob-

tenons pour S > 2

1_ 6b1 2(t)( J_i aél(: j))al(t—l-l) :| E (yzl)

= 3boo(t) + 6bo1 (1) E (y7 1) + 6bo2(t)E (yi )

6b1 2 S r—1 .
+ 1¥\1/(;) >t (Hj:l as(t — J)) ap(t —7) E (yf,r,l)

+3 [bu(t) = (HS L ot —1)) 1t )} E (yi1)
+3 [bas(t) + 2220 o, (t — 1) | B ()

+ 8020 5 (T2 aalt = ) ant—r+1) B (51,
Ainsi, le moment d’ordre quatre, F (y;), du processus MPARCHg (K;2,2,...,2) satisfait

I’équation aux différences linéaire non homogene a coefficients périodiques, d’ordre ¢* = S—1,

suivante

@ol Zsor (i) +C teL (4.3.8)

ot les coefficients périodiques ¢, (t) et Ct sont, respectivement, donnés par (4.3.2) et (4.3.3).
Posons maintenant £, = F (y}) et définissons, pour T € Z, les vecteurs périodiques, de
dimension ¢, §T = (gq*Tvgq*Tfh e gq*qu*+1) , Cp = (Cpr, Cprr—ty ooes Cpr—gr 1), Dr =
Gy 'C et la matrice périodique Fr = Go. %FGLT, nous pouvons alors réécrire 1’équation (4.3.8)

sous forme équivalente ¢*-varié S-periodique
& =Fr&, +Dr, Tel

Cette équation aux différences stochastiques non homogeéne d’ordre un et a coefficient pério-
dique est similaire & celle donnée par (4.2.5) . Par conséquent, le reste de la preuve peut étre

facilement établit comme nous avons déja fait pour la preuve de la Proposition 3. O

Le résultat établit dans la Proposition 22 est valable pour les modeéles périodiques, de

période supérieure ou égale a 3. Dans le paragraphe qui suit, nous dérivons des résultats
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similaires pour les autres cas (voir Corollaire (23) pour S = 2 et Corollaire (25) pour le cas

stationnaire). En effet, si S = 2, nous avons de (4.3.5) et (4.3.6)

@o(t) E (?Jf) =p(t) £ (yf—l) + (4, (4.3.9)

ou les coefficients 2-periodiques ¢, (t) et C} sont donnés par

1— 200, (¢ — 1) — 3bya(t), sir=0,

o (1) = (4.3.10)
Daz0) gt — 1) ay(t) + 3bia(t), sir =1,
et
Cy = 3boo(t) +6 [161_2{32 ao(t —1) + 5072(75)} E(y?)
+6 {fl’_z—%éaz(t — 1) ao(?) +b0,1(t)] E(yt,). (4.3.11)

De I’équation aux différences non homogene a coefficients 2-periodiques (4.3.9), d’ordre 1,
une condition nécessaire et suffisante pour que le processus périodiquement stationnaire au
second ordre M PARCH, (K; 2,2,...,2) posséde un moment d’ordre quatre fini, peut étre
facilement dérivée comme nous avons fait dans la Proposition 1, ol nous obtenons le résultat

suivant

Corollaire 23 (Bentarzi et Hamdi, 2008a)
Si Wy < 1, alors une condition nécessaire et suffisante pour qu’un processus {y; t € Z}
périodiquement stationnaire au second ordre satisfaisant une représentation 2-périodique
MPARCH (K;2,2,...,2), posséde un moment d’ordre quatre fini est
’ 01 (2) o1 (1)
©o (2) ¢o (1)

Par ailleurs, expression du moment d’ordre quatre, sous cette condition, est donnée par
01 (1) Cr1 + 4 (E— 1) Cy

@o(t)po(t—1) =1 (t)py (T —1)

ou les coefficients 2-periodiques p, (t) et Cy sont donnés par (4.3.10) et (4.3.11).

< 1.

E(y;) = (4.3.12)

Corollaire 24 (Bentarzi et Hamdi, 2008a)

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un processus {y;; t € Z} périodiquement sta-
tionnaire au second ordre satisfaisant une représentation S-périodique MPARCH (K;1,1,...,1),
posséde un moment d’ordre quatre fini est

S K 1
11 (Z Akaﬁ“f) <5 (4.3.13)

j=1 \k=1
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En outre, ’expression du moment d’ordre quatre est donnée sous cette condition par

o [T k)2 oy (k2
>3 I1 Z ot > e,
r=0 j=0 \k=1 k=1

E (yf) o S K
135 T] 3 Aeal™?
j=1k=1 ’
S—1 ) r—1 K K (k) (k)
3 (T vl ) (£ maldald) s )
+— — _ (4.3.14)
138 H z Aol
j=1k=
ot la variance du processus,y, (0), est donnée par (4.2.7).
Preuve. Dans ce cas particulier ott ¢ = 1, nous avons
1
3 B () = boo(t) + 201 ()E (y1) + bra(E (vis) -
Apres S — 1 remplacements successifs dans cette derniére équation, nous obtenons
S /K
[1 =l (Z Akag’ff) E (y})
=1 \k=1
S—1 r—1
= 3r+1 6171 (t — ]) [bgyo(t — T) + b071 (t — T)E (y?—r—l)] . (4315)
r=0 §=0

En utilisant cette derniére relation, il est facile de montrer qu’'une condition nécessaire et
suffisante pour qu’un processus périodiquement stationnaire au second ordre M PARC Hg(K;
1,1,...,1), possede un moment d’ordre quatre fini, est donnée par (4.3.13). De plus, il est
clair, de la relation (4.3.15), que I’expression du moment d’ordre quatre, E (), du processus

{ys; t € Z}, sous la condition (4.3.13) est donnée par (4.3.14). O

Corollaire 25 (Bentarzi et Hamdi, 2008a)
Si Zszl )\ka;k) < 1, alors une condition nécessaire et suffisante pour qu’un processus {y;; t € Z}
stationnaire du second ordre satisfaisant une représentation MARCH (K;2,2,...,2), posséde
un moment d’ordre quatre fini, est que les deux racines z, et zy de l’équation

(Zk 1 )‘kal % ) (Zk 1 /\kal )

K K
k k
223 E )\kag 2,3 E Ak &é 2y - =0, (4.3.16)
k=1 k=1 1— (Zk:1 )\k% )
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sotent de module strictement inférieur a l'unité. Par ailleurs, ’expression explicite du mo-

ment d’ordre quatre est, sous cette condition, donnée par

3
E(y) = K (k) K (k) (k)
2<Zk:1 AkCy ><Zk:1 Ak g )

1 - ZkK=1 )‘kaék)

2 (525 2ol (525 hold (o + o))
L= M (agk) + aék))

2 (ZkK:1 /\ka(gk)) 2 (Zf:l )‘kagk)agk)>

(1 - Zf:l Ak (agk) + aék)>> (1 - ZkK=1 Akag”)

1-3 Zk1 ( )+a§k)2)+

Z)\ ak)2

+

(4.3.17)

Preuve. Dans ce cas classique, i.e., S = 1, I’équation aux différences a coefficients pé-
riodiques (4.3.8) est réduite a une équation aux différences a coefficients constants. Plus

précisément, de (4.3.5) et (4.3.7) nous avons

E(y)) = ¢1 E(4i) + 92 B (yia) + C, (4.3.18)

ol les coefficients ¢, et C' sont donnés par

3b1 1 sir= 1,

6a1b1 2

Pr = .
3b22+ “ay SITI2,

et

b
C = 3byo + 6 [bo,l +bos + 11’220 } 7(0).
— U2

De (4.3.18), il est clair qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus sta-
tionnaire du second ordre satisfaisant une représentation M ARCH (K;2, 2,...,2), posséde
un moment d’ordre quatre fini est que les deux racines, z; et 2o, de I’équation (4.3.16) soient

de module strictement inférieur a 1'unité. De plus, sous cette condition, nous avons

3boo + 6 [501+bo2+ 12&0} 7 (0)

1—as

FE y4 =
(v) = 1—3<b11+b22+2al"”)

: (4.3.19)

ou la variance du processus, v (0) = E (y?), peut étre obtenue de la relation (4.2.4) qui sera
réduite pour ¢ = 2 et a; = Zszl )\kozgk), 1 = 0,1,2, a 'équation aux coefficients constants
suivante

7 (0) = a1y (0) — a2 (0) = ao,
ainsi, nous avons v (0) = ag/ (1 — a1 — ay). Par conséquent, en remplagant v (0) par sa valeur

dans (4.3.19) , nous obtenons (4.3.17). O
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4.5 Estimation du maximum de vraisemblance via 1’al-

gorithme EM

Cette section est consacrée au probléme de I’estimation des parameétres d’un modéle M PARCH
par la méthode du maximum de vraisemblance. Il est bien connu que dans le cadre des mé-
langes, la résolution de I’équation de vraisemblance conduit & des équations non linéaires
(voir I'équation (4.4.5) ci-dessous), donc généralement impossibles a résoudre sous forme
explicite. L’évolution des moyens de calculs, grace a I'informatique, a permis de surmonter
graduellement cette difficulté. En effet, 1’algorithme EM de Dempster et al. (1977) est une
procédure générale pour maximiser la vraisemblance. Elle est adaptée a de nombreuses si-
tuations décrites sous forme de problémes avec données incomplétes. Depuis cet article de
référence, de nombreux chercheurs ont décrit cet algorithme, ces propriétés et parfois ses
variantes (on pourra se reporter & McLachlan et Krishnan, 1997). Dans le cadre des séries
chronologiques, cet algorithme a été exploité par plusieurs chercheurs (voir par exemple,
Wong et Li, 2000 et 2001, pour des modéles de M AR et M AR-ARCH, respectivement ;
Shao, 2006, pour le modele de M PAR).

Pour procéder a ’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance des parametres
d’un modele M PARC' H que nous avons présentés dans ce Chapitre, il est nécessaire d’avoir
'expression de la fonction de vraisemblance. Pour cela, soit y = (y1,¥2,...,Yns, Z1, Z2, ...
Znsg) et Z = (Zy, Za, ... Zng) le vecteur contenant, respectivement, les données complétes et
les données manquantes, ot Z; = (Z1+, Zat, ... Zk ) est un vecteur, de dimension K, dont
chaque composante Zj,; est égale a 1 si Pobservation y, est générée par la k"™ composante

de la distribution conditionnelle et 0 ailleurs.

S0it 0 = (N, 0,1y 0 5,01, s O U as i) s tel aue B = (aff), ol aff))
s=1,.,5 K=1,.,K, et A= (A, ... )\K,l)/. Pour une réalisation donnée y = (y1, ya, ...,

yns) du modele (4.2.1), la densité conjointe de (Z;, y;) est alors donnée par

flyna/Fa) = 1]

Zk,t
1 Yt
P (Zk7 = 2k7 ) gb
' ' v et Vg

k=1
K 2kt
_ A Yt
kl;[l /Pt ¢ <\/ hk:,t)]

Par conséquent, la fonction de vraisemblance du vecteur des paramétres 6 s’exprime donc
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par
NS K

NS Zk,t
Ak Y
= / (ytazt/ «7:t—1) = (—exp (— .
tl;IH tlll g V27 \V hk,t Qhk,t

Nous utiliserons plutot, pour des raisons de calcul, le logarithme naturel de la vraisemblance

qui s’écrit comme suit

% izkt ( In A, — —1n(27r) ~ = (lnhkt—i— hﬂ)) (4.4.1)

t=q+1 k=1

Posons maintenant ¢t = s + 7.5, pour s = 1,....5, 7 =0,1,.... N = 1, et ¢+ 1 = s¢ + 795,
1<s59< S, et

L%J ) si So 7é S7 T0, si s Z 50,
To = et 71 =

g+1 : _ .

LTJ —1, sisg=S5, To+1, si s < sg,

ou [z] est le plus grand entier inférieur ou égal & z. Avec ces notations, nous pouvons alors

réécrire (4.4.1) comme suit

S K 2
1 Ysisr
L£LO) = C+ g g Zk,5+S70 (ln A — 3 (ln R s+87¢ + hk+—+5500))
s=s0 k=1 sToT

S K

+ Z DY zherss <ln)\k—§ <1nh,”+57 Ysrsr >) (4.4.2)

h
T7=70+1 s=1 k=1 k,s+S5T

—NS o
avec C' = %ln (27). Il est commode dans le reste de ce paragraphe, de réécrire la
fonction log-vraisemblance, £ (@), sous forme vectorielle. En définissant le vecteur Y, _ =

2 2 2 / PP / ..
(1, Vs 15 Vst Grs -oees f‘/s—q+sT) , nous pouvons donc réécrire hy, 1 g, comme 91@,52577- Ainsi,
en utilisant cette écriture vectorielle de hy ;1 s, nous pouvons exprimer (4.4.2) sous forme

vectorielle

SR 1 ' Yiis
LO) = C+D > zrerse <ln M 5 (m <9,w Z) n #»
k,s

s=s0 k=1 »S 28,70

N-1
+ Y Zszs+ST <ln)\k—§ <ln (9..,.,) +9y2i>> (4.4.3)

T=10+1 s=1 k=1 ks <s,T

Supposons pour l'instant, que les parametres A\, et ;) sont connus et égal a )\](:)
9%, respectivement. Les données manquantes Zj; peuvent étre remplacées par leurs es-

pérances conditionnelles, sachant le vecteur des paramétres 0 et les données observées y =

(y17y27 "'7yNS)'
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La densité conditionnelle de yys, et z;s+s,, sachant le passé jusqu'a l'instant ¢ — 1 =

s+ St — 1, est donnée par

)\k Ys+5t
f (ys Sty Rk,s S‘r/ff ) = d) .
i i ! \V hfk:,s-i—S‘r \V hk7s+5‘r

Soit 74,515, dénote la probabilité conditionnelle que I’observation y; soit générée par la k*me

composante de la distribution conditionnelle du mélange, sachant le passé jusqu’a l'instant

t — 1 et les estimations des parameétres )\,(f) et HSL Il est facile de vérifier que

AS) ¢ Ys+St
. . \/hk,s+ST (68’2) \/hk,s+S7‘ (921,36)
=F )\(l) 9(1) F —
Tk,s+St = Zk,s+ST ko Yskr v t-1 ) —
K /\g) ¢ Ys4+St

\/hk,SJrST (GEZL)

Le processus de formulation des 7y 45, est bien connu sous le nom de I’étape E (pour
Expectation). Une fois que les données soient complétes, nous procédons a la deuxiéme étape
de l'algorithme E'M, a savoir 'étape M (pour Maximization). Aprés Pestimation des don-
nées manquantes, Z;, le probléme de ’estimation des parameétres peut étre accompli par la

résolution du systéme d’équations suivant

L) __ —

Oy =0, k—la'-'aK_l’

%l;(Q) =0, k=1,....K—1lets=1,...,8S.
k,s

Les dérivées partielles de (4.4.3), par rapport aux parameétres inconnus Ay et 6, sous la

contrainte Zle A = 1, sont données, pour k =1,...., K et s=1,...., 5, par

L) _ NZ <_ B L) | (4.4.4)

O\ t=atl A Ak
et N-1 2
8£ 0 1 _ 25 T ys ST 25 T
89(_) B _5 Z Rk,s+ST — T - ! ’ ’ (445)
k,s f— ks 2577— ek,s 2377— ZS,T 91{,5

ainsi, les estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres A\, £ = 1,..., K — 1,

sont alors donnés par

NS
Z 2, pourk=1,.. K—1

t=q+1

~ 1
=
F NS —q
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Pour les parametres 6y s, il n’existe pas de solution explicite de I’équation 9L (8)/ 060y s = 0.
Pour cette raison, nous proposons d’utiliser la méthode Newton-Raphson, ol nous avons
besoin d’évaluer la dérivée seconde de la fonction de log vraisemblance, £ (8), par rapport a

01 s. Il est facile de montrer que, pour k£ =1,2, ..., K, et s = 1,2,..., S, nous avons

N-1

PLEO) 1R Zhsrse
aek,s 89;75 2 =71 hi,S+ST

(292197 — hsesr) <23’T XSI’T> '

Finalement, partant d’une valeur initiale, 9,(;2, du vecteur des parameétres 0} 5, ’estimation
@k,s du vecteur 0, peut étre obtenue d'une facon itérative, pour k = 1,2,..., K, et s =
1,2,...,5, par les équations suivantes

-1

i i 0*L (0 oL (0
o) =0 + OLO) (—)J , (4.4.6)
891@75 60k75 Gk,s=9§i)s 8(9]%5 0 :92)5
ol 91(;)3 est la valeur de 6, dans la i"™° itération. L’algorithme s’arréte dés que la log-

vraisemblance devient stationnaire, c’est-a-dire dés que
£00) e (o)<

avec € une valeur arbitrairement petite. Dans la pratique, pour évaluer la dérivée seconde
de la fonction log-vraisemblance dans (4.4.6) , les variables zj s+s, sont remplacées par leurs
estimations 7y 545, calculées dans I’étape précédente de l'algorithme EM (I'étape E). Par
ailleurs, nous pouvons utiliser le principe de l'information manquante (Louis, 1982) pour
calculer les écarts types des estimations. En effet, la matrice d’information observée, I,,,, peut
étre calculée & partir de la matrice d’information compléte, 1., et la matrice d’information

manquante, I,,, avec la relation suivante

Iob = [c_[m

2
e (-0 [y 5)|
06 08 de=0

L, = Var 8£n—@ 0. F, i
08 do=0

Les formules pour calculer les matrices I. et [,,, sont données dans le paragraphe suivant.

ou

et
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Calcul de la matrice d’information compléte

Dans le cas d’'un modéele MPARCH, il est clair que la matrice d’information compléte,

2L (0
E (_ o°L (_,) / 0, F NS)J , est une matrice bloc diagonale de la forme suivante
06 06 0=0
A()\) 0 ce 0
0 A1)
A0us)
I. =
Albx)
0
0 . 0 Aloxs)

Le premier bolc AW est une matrice carrée de dimension K — 1, définie par

02L (0)
PO e (4™ .
( OXON /Q’FNS)ngg ( k’l>k,l:1 ,,,,, K-1

Pour calculer les éléments, Agl), kl=1,..,K —1, de la matrice A® nous avons besoin

d’évaluer la dérivée seconde de la fonction log-vraisemblance par rapport & A. De I’équation

(4.4.4), il est clair que, pour k =1, ..., K — 1, nous avons

NS
2Ny, ) /\2 N5
z L2 =S z
k s+ST K,s+ST k,s+ST K,s+St
:_Z( ) - R ().
$=80 K T=T0+1 s=1 k K
et pour k,l =1,..., K — 1 avec k # [, nous avons
NS
82[% (Q) _ @ _ Z ZK s+STO Z Z ZK s+Sr
OO\ .z '
=q+1 S$=80 T=T0+1 s=1
Donc, pour £k =1,..., K — 1, nous obtenons

NS
- 5(3 (T+T>/QF)J
t=q+1 k K -3

0=0
N5 T T
k.t Kt
= > |l=+=

t=q+1 \ A Ak

S S N-—
_ Z (Tk,s:;sro +TKs+ST0) +Z Z (Tks+ST+TK/7\82+ST)’

s=s0 )\k: )\K s=1 7=710+1 k; )\K
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et pour k,l=1,..., K — 1 avec k # [, nous obtenons
NS . NS -
n Kt . Kt
t=q+1 K 9—0 t=atl Ak
s
o TK s—i—STo TK, s—i-ST
oy Ten Ly Y '
$=50 )‘K s=1 T=7109+1 K

D’autre part, les matrices A(akﬁs), pour k=1,.... K et s=1,...,.9, sont des matrices carrées

de dimension ¢ + 1 définies par

2
Ales) — g —GE—H(Q/) 0, Fns
89k75 09k78 0:5

1=t ,s+ST ,
= 5 Z (h];, +5 (2 Ysisr — hk,erST) (Zs,r 2577>/Q7 fNS)

k,s+ST

N—
= 5 e hearsr) (2, 20).
hk ,5+ST ’ 7

Calcul de la matrice d’information manquante

Afin de simplifier le calcul de la matrice d’information manquante, I,

oL (6
Var (J / 0. F NS)J , il convient de diviser cette matrice comme suit
0=0

00
BN B ... geus) .. g(exa) .. p(hexs)
B(GM,)\) B(91,1,91,1) . B(91,1,91,s) . B(91,179K,1) L B(91,1,9K,s)
B(91,s7/\) B(01,s791,1) .. B(01,5791,S> B<91,5‘79K,S)
I, = )
B(9K,1,>\) B(QK,lﬂl,l) . B(9K,1791,s) . B(QK,lﬂK,l) L B(QK,L@K,S)
B@K,SJ\) B(9K,s,91,1) .. B(9K,5791,s) .. B(QK,SyeK,l) .. B(9K,S79K,s)

ot les matrices BON BOks) o B(e’“’el’”), s,v=1,...,5 et k=1,..., K, sont, respective-
ment, de dimensions (K — 1) x (K —1), (¢+1) x (K —1)et (¢+1) x (¢+1).
Comme la matrice I,,, est symétrique, pour I’évaluer il suffit d’évaluer sa matrice triangulaire

inférieure.



Nous commencons toujours par le premier bloc AMY qui est défini par

oL (0)
AN _ (AA)
b Var < O\ /Q’ ]:NS)ngg (B“ >k,l—1 k-1’

.....

ot les éléments B,(sl’)‘), k,l=1,..., K —1, sont donnés par

NS
(W) Zkt  RK
By = VC”‘(Z <———)/Q,7:NS>J
t=q+1 Ak‘ AK 0—

1)

NS
Tee (1l —7T T 1—7 TitT
s ( b (L= 7ie) | Tre (L= 7o) E,tAK,t>

2 PS)
t=g+1

et pour k # [, nous avons

NS NS
2kt 2Kt 2t RKt
B,(:‘l”\) = Cov < Z <— -~ ) ; Z <—’— -~ )/Q,fNS)J
7 t=g+1 Ae Ak t=q+1 N A 5

Ak TrtT TidT TAT Trt (1 —Tky)
_ Z B /li,t/\l,t n ktTK ¢ n /I\(t/\lt n Kt - Kt
t—q+1 Ak Al A AN A

Pour les matrices B(akvs’el’s), s=1,...,5et k,l=1,.. K,il est facile de montrer que si k = [,

nous avons

Blosstis) — ygp oL (6) 0, Fns
00y 0—d

1= 1 y?
= - Z Tk S+ST 1 — Tk S+ST - s+ST <ls,7'zs,7‘> .
1= Ors Ve r HkSy 37 9ks
et que si k # [, nous avons
L(9)
Blksti)  — Oy 0, F
aek s ael s ) e
1 — —s T yg-ﬁ-ST ls T
= _Z Tk,s+StTl,s+ST
T=T1 9k s y k s y y ek ,8
—s T y§+ST 25,7—
X —

61,5 ZS,T 9l7$ Zs,T ZS/,T Ql,s
Notons que pour s,v =1,....,5 et k, [l =1,..., K, les matrices BOksbrn) — 0sis#uwv.

Pour les matrices B(e’“’)‘) , Ous avons

(o) _ o (OL(O) OL(O) _
B COU 80k75 Y a)\ Q’ fNS o

1)
?
S~
S
>
K
>
s
N——
Il
-
&
+
—
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91@,5 7)‘ . . .
Posons B_(j ), j=1,..,K—1,le j*®" vecteur de cette derniére matrice. Nous avons alors

B.(vzk,s,x) — Cow (35 (@) 0L£(0) / 0. ]:NS)Jg_g

901y O\

N-1
- _1 Z (Tk:,s+ST (]- - Tk},S+ST) + Tk,s—l—STTK,s-i-ST)
2 Ak AK

=71
y +ST y
8,7 yS s, T

/\/ - /\l A~
/
QkHS ZS,T 91@75 ZS,T zs,r 0]‘775

X

etsijFketk#K

(o) 0L (8) OL (Q)

2 A

1 Tk s+STTK s+ST Tk,s+StT4js+ST
2 ,
T=T1 J

2
% ls,ﬂ' i yS-i-ST ZS,T

~ ~ -~ ’

ek,sy eksy y/ 0

=s,7 )8 28,7 8, T k,s

par contre si j # k et k = K, nous avons alors

(Orsr) 9L (8) 0L (6)
B.,j = COU aeks, a/\ Q,fNS Q:é

.t Z TK, s+ST 1 —TK 8+S7‘) + TK,s+S87Tj,s+St
Ak iy

’T’T]_

2
% 2377 y$+ST 25,7—

/\/

/\, —~
/
0K75 23,7— 9K78 2s,T 25,7— 9[{75

Apres avoir calculé la matrice d’information observée, nous pouvons évaluer la variance des

estimations, 6, & partir de la diagonale de I'inverse de la matrice I,,. En outre, la variance

de 'estimation XK , qui est égale & 1 — Zf:_ll Xk, est donnée par

var (XK> = var (1 - I;Z?Xk) Z var ()\k> + 21{2;”;00@ ()\k, )\l>

4.6 Identification d’un modéle M PARCH

Dans I’étape de ’estimation, nous avons supposé que le nombre de modéles, K, dans le mé-

lange et l'ordre, ¢, de chaque modéle PARC H sont connus. En pratique, ces deux nombres
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soient inconnus, pour cela nous avons besoin de les identifier avant de commencer 1’estima-

tion.

Dans les études de mélange de modeles de séries chronologiques, la plupart des travaux
d’identification avaient pour objectif principal la généralisation des méthodes classiques au
cas de mélange de modeles. En effet, Le et al. (1996) ont proposé d’utiliser le critére BIC
pour identifier un modele GMTD. Ils ont également utilisé la fonction log-vraisemblance
pour comparer le modele GMTD au modele ARIMA. Wong et Li (2000) ont utilisé une
approche similaire pour la sélection d’'un modele M AR. Ils ont étudié la performance des
criteres AIC et BIC, qui sont basés d’une part, sur la fonction de log-vraisemblance de type
(4.4.1), ou le maximum de cette derniére est donné automatiquement par 1’algorithme EM
apres estimation des données manquantes Z = (Z;, Zs, ... Zyg). D’autre part, ils ont proposé
les criteres AIC* et BIC* basés sur la fonction de densité conditionnelle de type (4.2.1).
Et sur la base d’une étude de simulation, ils ont constaté que, dans le cas d’une série de
petite taille, les trois criteres AIC*, BIC' et BIC™ ne possédent pas une bonne performance
de sélection du vrai nombre de composantes dans le mélange. Ils ont également remarqué
que lorsque la taille de la série augmente, la fréquence d’identifier correctement K par les
criteres BIC' et BIC™ augmente aussi, avec une supériorité remarquable du BIC*. Pour
le choix de 'ordre du modeéle de chaque composante, les deux critéres BIC et BIC* ont
une bonne performance lorsque le nombre de composantes est correctement choisi. Le critére
BIC* en particulier, sélectionne les vrais ordres dans plus de 90% des cas ou le vrai nombre
de mélange est choisi. Sur la base de ces résultats, ils ont suggéré d’utiliser le BIC* dans
I'identification des modeéles M AR et non pas le critere AIC' puisqu’il n’est pas approprié
pour la sélection de ce type de modeles. La performance du critére BIC* a été examiné dans
le cas des modeles MAR-ARCH et MV AR par Wong et Li (2001) et Fong et al. (2007)
respectivement. Ils ont également suggéré d’employer ce critére dans l'identification de ces

deux classes de modéles.

L’intérét de cette Section sera porté sur le probléme de 'identification d’un mélange de mo-
deles ARC' H périodiques. Nous visons les deux critéres de sélection AIC* et BIC* proposés
par Wong et Li (2001) pour identifier un modeéle M ARC H & coefficients constants, au cas
d’un modele M ARCH & coefficients périodiques, tout en utilisant une fonction de pénalité

adaptée au cas périodique.

Rappelons que dans le cas stationnaire, les critéres AIC*, BIC et BIC* sont définis par
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(voir Wong et Li, 2001)

K
k=1
= K
k=1
R K
k=1

ou
d
£ (8) - Z log ( 7 -F () Fira)
Yt
t=q+1
avec F' (y;/ Fi—1) est donnée par (4.2.1). Ces critéres peuvent étre adaptés au cas périodique

comme suit

P-AIC* (K, qv, oy ooy qic) = —2L° @) ((S+1 _ 1+Squ> :
P-BIC (K, q1,q2,..,qx) = —2L (é) +log (NS — q) ((S—i— -1+ Squ> ,
P-BIC* (K, 1, o,y qxc) = —2L° (E) +log (NS — q) ((S+ DK -1+ SZ%)

4.7 Application numérique

4.7.1 Etude de simulation

Cette section est consacrée a 1’étude de la performance de I’algorithme £ M. Nous proposons
de I'appliquer sur des séries générées par des modeles M PARC H , S-périodiques, de différents
ordres et périodes (¢ = 1,2, S = 2,4 et K = 2,3) et pour plusieurs tailles (NS = 500, 750,
1000, 1500, 2000). Pour analyser l'effet de la variation de la taille de la série, le nombre de
modeles dans le mélange, I'odre de chaque modéle PARCH et la période du modeéle, sur

Iestimation des parameétres, nous avons considéré différents modeles.

Les parameétres de chaque modeéle simulé sont choisis de fagon a ce que le modeéle soit
stationnaire. Néanmoins, dans le dernier modéle les parameétres sont choisis tels qu’au moins
une des racines de ’équation caractéristique soit proche de la zone de stationnarité, ceci afin

de tester la sensibilité de I'algorithme E'M dans une telle situation. Pour chaque modéle, nous
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avons simulé 1000 séries. Les vraies valeurs (7'V) des paramétres de processus M PARCH
générateurs des séries, la moyenne empirique (MFE) et Pécart-types empirique (ESE) de

leurs estimations pour les 1000 séries sont rapportées dans les Tableaux (4.7.1)-(4.7.3).

Tableau 4.7.1. Résultats de 1000 simulations pour un modéle MPARCH,(2;1,1)
NS = 500 NS = 750 NS = 1000 NS = 1500

vV ME ESE ME ESE ME ESE ME ESE

A1 025 02849 0.1013 0.2729 0.0849 0.2664 0.0700  0.2578 0.0504

()]
%1 1.00 0.9843 0.5398 0.9774 0.4626  0.9867 0.3756  0.9899 0.3071

(1)
%11 070 0.6955 0.5797 0.6590 0.3904 0.6546 0.3634  0.6692 0.3447

1)
%2 1.40 1.3575 0.8787 1.3401 0.6608 1.3274 0.5488 1.2936 0.4904

(1)
%12 1.20 1.0774 0.6897 1.0799 0.6245 1.1283 0.5978 1.1417 0.4831
A2 075 0.7151 0.1013 0.7271 0.0849 0.7336 0.0700  0.7422 0.0504

(2)
%1 0.60 0.5916 0.1775 0.5947 0.1469  0.6071 0.1387 0.6053 0.1134

()
%11 1.00 1.0434 0.2529 1.0272 0.2113 1.0223 0.1918 1.0115 0.1509

)
%2 090 0.9138 0.2599 0.9233 0.2209  0.9227 0.1930  0.9310 0.1930

@)
%12 0.50 0.5161 0.2270 0.5259 0.2021 0.5192 0.1793 0.5182 0.1430

Nous pouvons observer a partir des tableaux (4.7.1)-(4.7.3), que les biais des estimations

obtenues sont généralement assez petits, méme pour des séries de petite taille. Par contre, les
(k)

écarts-types empiriques des estimations des parametres « ;s sont relativement grands pour les
séries de petite taille. Cependant, ce phénomeéne indésirable disparait, comme nous pouvons
le constater a partir des Tableaux (4.7.1) et (4.7.2), lorsque la taille devient importante, ce
qui reflete la consistance empirique des estimateurs obtenus par la méthode du maximum
de vraisemblance via I’algorithme EM. Ces résultats sont similaires a ceux obtenus dans le
cas des modeles M ARCH stationnaire (voir Wong et Li, 2001). Nous pouvons également
constater que les estimations se rapprochent des vraies valeurs des paramétres, au fur et
a mesure que la taille augmente, ce qui prouve la convergence empirique des estimateurs

obtenus par I'algorithme E M. Cette derniére propriété devrait étre théoriquement prouvée.

D’autre part, il est intéressant de voir les conséquences de la modélisation des données

générées a partir d’'un modele M ARC'H périodique par un modéle M ARC H stationnaire.



Tableau 4.7.2. Résultats de 1000 simulations d’un modéle MPARCH,(3;1,1,1)

A1
Az

As

€
Qo1

(@)
Qg1

3)
Qo

1)
a1

(2)
a1

3)
11

(@]
0p2

(2)
02

3)
Qo2

(€]
a2

)
ay2

3)
o

NS = 1000 NS = 1500 NS = 2000
TV ME ESE ME ESE ME ESE
.30 .3024 .0536 .3046 .0428 .3008 .0362
.50 .4931 .0636 .4939 .0485 .5007 .0406
.20 .2044 .0497 .2015 .0417 .1985 .0364
.70 .6550 .3134 .6403 .2765 .6577 .2633
.90 1.0255 .2789 1.0178 .2569 1.0037 .2433
2.00 1.8011 .8542 1.8794 .8882 1.8590 .6578
.70 .8309 .3418 .8120 .3241 .8059 .2977
.50 4863 .2109 4895 .1899 .4920 .1626
1.20 1.0603 .6868 1.0642 .6108 1.0692 .5695
1.50 1.3730 .4801 1.3790 .3867 1.4149 .3836
.60 .6383 .2373 .6377 .2032 .6273 .1856
.90 .9804 .3510 .9887 .3495 .9682 .3345
.90 .8665 .4099 .8720 .3456 .8587 .3381
.70 L7134 .2456 .7155 2218 . 7267 .1980
.80 .8078 .3098 .7928 .2884 .8087 .2852

101
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Tableau 4.7.3. Résultats de 1000 simulations d’'un modéle MPARCH,(2;2,2), avec NS = 2000

i=0 i=1 i=2
TV ME ESE vV ME ESE TV ME ESE
Ai .7000 .6730 .0673 .3000 .3270 .0673

1)
%1 1.0000 .9789 .3180 .7000 .6904 .1838 .6000 .5869 .1679

1)
%2 20000 2.0739 .4684 .2000 .1883 .0964 .5000 .4876 .1700

1)
%3 1.4000 1.3639 .3896 .6000 .5866 .1729 .4000 .3813 .1325

1)
%4 25000 2.4345 .5900 .7000 .6879 .2073 .2000 .2133 .1291

@)
a1 .6000 .7131 .5303 .5000 .5307 .3300 .3500 .4056 .2882
@)
%2 1.8000 1.6892 .8610 .4000 .4177 .2174 .5000 .5275 .3238
)
%3 1.0000 1.1149 .6979 .4000 .4363 .2891 .1500 .2206 .0862

()
%4  .9000 1.2306 .6993 .2700 .3407 .1965 .3500 .3487 .1768

Pour illustrer I'effet de I'ignorance de la périodicité dans la modélisation des séries issues
d’un modele M ARCH périodique, sur I'estimation des parameétres et sur la fonction preé-
dictive, nous avons simulé plusieurs séries dont nous rapportons ici les résultats d’une seule
série chronologique, de taille 500, générée a partir d'un modele M PARC H»(2;1,1), dont les

parameétres sont reportés dans le Tableau (4.7.4).

Tableau4.7.4
1) 1) 1) 1) (2) () ) 2)
A1 Go1 Q11 Qo2 a2 A2 Qo1 Q11 Gpz Oy BIC

Vraievaleurs ~ .2500 .0100 .1000 .5000 1.2000 .7500 .0500 .3000 .9000 .9000
MPARCH,(2;1,1) .3179 .0051 .0891 .4319 2.2284 .6821 .0500 .3742 .9121 .4555 19321
MARCH(2;1,1) .3479 .0267 .0928 - - .6521 .7620 .4020 - - 22737

Nous comparons les deux modélisations M ARC H stationnaire et périodique, tout en sup-
posant que le nombre, K, de modeles dans le mélange et 1’ordre, ¢, de chaque composante
sont connus et respectivement égal & 2 et 1. Nous constatons en premier lieu, a partir du Ta-
bleau (4.7.4), que la valeur du P-BIC* associée au modele M PARC H estimé est plus petite
que celle du P-BIC* associée au modele de M ARC' H. En outre, le graphe de la variance

conditionnelle ou la volatilité calculée & partir du modele M PARC H estimé se rapproche de
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la volatilité de la série simulée plus que de la volatilité calculée & partir du modeéle M ARC H

(figures (4.7.10) et (4.7.1d)). Ainsi, le modele M ARCH périodique est plus précis et plus

approprié pour représenter les caractéristiques de la série.
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Figure 4.7.1. Ignorance de l'existence de la périodicité dans un mélange de modeles ARCH.
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La comparaison entre les deux modeéles estimés M ARC H stationnaire et périodique peut
étre également faite en calculant les distributions prédictives pour I’horizon un. La figure
(4.7.2), représente les densités prédictives pour I'horizon un aux instants ¢ = 111, ¢t = 112,
t = 281 et t = 348, calculées a partir des deux modeles. Nous pouvons constater que si la
volatilité de la série est importante, comme pour ¢t = 112 et t = 348, la densité prédictive
calculée a partir du modele M ARCH périodique estimé a des queues plus épaisses que
celle du modele non périodique (voir figures (4.7.2b) et (4.7.2¢)). Par contre, si la volatilité
de la série est modérée ou faible, comme pour ¢t = 111 et t = 281, la densité prédictive

calculée & partir du modele M ARCH périodique est plus pointue que celle du modéle non

périodique. (voir figures (4.7.2a) et (4.7.2d)).

(a) One-step predictive density at t=111 (b) One-step predictive density at t=112
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(c) One-step predictive density at t=281
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(d) One-step predictive density at t=348
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Figure 4.7.2 Densité prédictive pour I’horizon un aux instants t = 111, ¢ = 112, ¢ = 281 et t = 348.

En outre, a partir du Tableau 4.7.5, il apparait que les intervalles de confiance asympto-
tiques des prévisions déterminés a partir du modele M ARC H périodique sont plus proches

du niveau de confiance théorique que les intervalles de confiance des prévisions déterminés
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a partir du modele M ARCH stationnaire. A partir de ces observations, nous suggérons

I'utilisation d’un modeéle périodique a chaque fois que la périodicité est présente.

Tableau 4.7.5 Intervalles de confiance asymptotiques des prévisions a I’horizon 1 aux niveaux (1 — a)100%

(1 - )100%

Model 95 90 80 70 60 50
MPARCH 936 886 794 728 634 54
MARCH 92 88.2 838 776 706 63

4.7.2 Application a I’indice boursier S&P 500

Dans ce paragraphe, nous essayons de montrer, & travers la modélisation d’une série réelle
trés connue dans la littérature des séries financiéres et qui a suscité beaucoup d’intéréts,
I'utilité et la susceptibilité des modeles M PARCH de capturer, en plus de tous les ca-
ractéristiques saisies par le modele M ARCH stationnaire, la périodicité qui est trés sou-
vent rencontrée dans les données économiques, en particulier les données financiéres. En
effet, nous modélisons la série journaliére du rendement cours-bénéfices de l'indice bour-
sier américain S&P 500 par la classe des modeles M PARCH. Cette série a été analy-
sée par Wong et Li (2001), sur une période allant du 2/Jan/1970 au 15/Jan/1999, par-
tagée en six séries de cing ans : 1970-1974, 1975-1979, 1980-1984, 1985-1989, 1990-1994
et 1995-1999 avec respectivement 1262, 1262, 1264, 1262, 1264 et 1020 observations. Ils
ont estimé les modeéles suivants M AR-ARCH (2;1,0;4,0), MAR-ARCH (2;1,0;0,0), MAR-
ARCH(2;1,0;0,0), MAR-ARCH (3;1,0,0;2,0,0), MAR-ARCH(2;0,0;0,1) et M AR-
ARCH(2;1,0;1, 1) correspondant respectivement, aux six séries précédentes. Afin de compa-
rer les deux modélisations M ARC H stationnaire et périodique, nous nous sommes intéressés

a la quatriéme série (du 2/Jan/1990 au 30/Déc/1994).

Notons que dans notre modélisation M PARCH de la série journaliére du rendement de
I'indice boursier S&P 500, la périodicité est artificielle mais justifiable. Ainsi, nous consi-
dérons des modeles M ARCH 2-periodiques pour modéliser cette série, ou la 2-périodicité
est juste une division de la série pour étudier la présence ou 'absence de l'effet des jours
fériés, comme il a été déja fait par Bollerslev et Ghysels (1996) dans la modélisation des
taux de change spot de Deutschmark/Livre sterling par les modeéles GARCH périodiques.

Pour cela, nous divisons ’ensemble de nos données en deux périodes, la premiére contient
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les observations du lundi et les jours qui suivent un jour férié et le reste des données sont

considérées comme deuxiéme période.

Nous avons utilisé le critéere P-BIC* comme critére de sélection du modeéle ot nous avons
supposé que le nombre maximum de modeéles dans le mélange est égal a 3 et 'ordre maximum
des modeles PARCH est égal & 5. Nous avons trouvé que le meilleur modeéle est un mélange
de deux modeles PARCH (2) (MPARCH5(2;2,2)) avec un P-BIC* égale & —8865.6. Le
modele estimé est donné par

F (ys+‘rS/ fs—i—TS—l) = Zi:l A @ (\/yf:::rs

)’ reZ,1<s<2.
_ k) (k) .2 (k) 2
hk,s+7‘S — 050,5 + al,s 85—1—7—5—1 + Ck2,s 68—0—75—27

ot (A1, \o) = (5574, .4426), (aéﬁ,oﬁﬁ,oéﬂ) — (.000024, .0428, .0065), (agg,agg,agg) —
(000071w1289,0996),(aﬁﬁ,oﬁ?,agﬁ) ::g00007o,6820,3746>et(agg,ayg,agg) — (.000013,
0,.0284). Notons que les modeéles M ARC H classiques figuraient parmi les modeéles candidats

mais aucun d’entre eux n’a été choisi (le meilleur modele est celui proposé par Wong et Li

(2001) avec une valeur du BIC* égal & —8833.2).

Apres estimation du modéle, nous pouvons maintenant comparer notre modéle estimé avec
celui de Wong et Li (2001), en se basant sur la distribution prédictive En effet, la densité
prédictive pour I’horizon un, aux instants ¢ = 164, t = 165 et ¢ = 1007, calculée & partir
des deux modeles M ARCH périodique et classique est représentée dans la Figure 4.7.4,
ou il apparait que lorsque la volatilité de la série du rendement de I'indice boursier S& P
500 est forte (le marché est trés actif), comme pour ¢ = 165, la densité prédictive calculée
a partir du modele M PARCH a des queues plus épaisses que celle calculée a partir du
modele MARCH (voir Figure (4.7.5b)). Nous notons également que lorsque la volatilité de
la série est modérée ou faible (marché plus calme), comme pour ¢t = 1007 et ¢ = 164, les deux
densités prédictives ont des queues similaires (voir la Figure (4.7.5a) et (4.7.5¢)). Cependant,
la probabilité d’obtenir une valeur au voisinage de la vraie valeur y;, est plus grande pour le
modele périodique que pour le modele de Wong et Li, ceci pour n’importe quelle volatilité. En
outre, la comparaison peut étre faite en calculant les intervalles de confiance asymptotique des
prévisions pour 'horizon un, construits a partir des deux modéles. Nous pouvons constater

du Tableau 4.7.6, que ces intervalles de confiance sont semblables.
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(a) Real series
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Figure 4.7.3 La série du rendement de I'indice bourcier S& P 500 pou la période 1990 a 1994.

Tableau 4.7.6 Intervalles de confiance des prévisions a I’horizon 1 aux niveaux (1 — a) 100%

(1- a)100%

Model 95 90 80 70 60 50
MPARCH 94.3829 89.1614 81.8829 74.1297 67.1677 59.0981
MARCH 94.1456 89.7152 82.4367 74.6835 66.5348 58.3861
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(a) One-step predictive density at t=164
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(b) One-step predictive density at t=165
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Figure 4.7.4 Densité prédictive pour ’horizon un aux instants ¢ = 164, £ = 165 et t = 1007.

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une nouvelle classe de mélange de modéles de sé-
ries chronologiques périodiques que nous avons appelée Mélange de Modeles Autorégres-
sifs Conditionnellement Hétéroscédastiques Périodiques (M PARCH). Aprés introduction
de cette nouvelle classe de modeéles, nous avons procédé a l’étude de quelques propriétés
probabilistes et statistiques. Nous avons étudié en particulier, sous quelle condition un pro-
cessus M PARC'H soit périodiquement stationnaire du second ordre et nous avons obtenu,
sous cette condition, ’expression explicite de la variance du processus. Ainsi, nous avons
étudié 'existence du moment d’ordre quatre. Afin de compléter notre étude, I’estimation des
parameétres par la méthode du maximum de vraisemblance via l'algorithme EM a été consi-
dérée. Nous avons montré a travers une série simulée a partir d’'un modéle M PARC H , I'effet
de lignorance de la périodicité dans la modélisation des séries issues d’'un modéele M ARC' H

périodique, sur 'estimation des paramétres et sur la fonction prédictive. En comparant les
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deux modélisation M ARC'H périodique et non périodique, nous suggérons 1'utilisation d’un

modele périodique a chaque fois que la périodicité est présente.

Afin de voir dans quelle mesure la classe de modeles M PARC H est adaptée a la modélisa-
tion des séries financiéres, nous avons modélisé la série des rendements quotidiens de I'indice
S&P 500. Le modele estimé M PARCH est comparé a celui estimé par Wong et Li (2001)

pour la méme série.

Malgré son adéquation pour capturer beaucoup de caractéristiques de séries chronologiques,
la formulation M PARCH peut en pratique, conduire a un ordre de retards assez grand (il
s’agit d’une difficulté semblable & celle que ’on rencontre dans la modélisation ARCH clas-
sique et périodique), donc a 'estimation d’un nombre important de paramétres. Par analogie
avec la démarche usuelle qui applique toujours un principe de parcimonie qui veut que, a
qualité d’ajustement égale, I’on adopte en priorité la représentation nécessitant 1’estimation
du minimum de parameétres (Box et Jenkins pour le cas ARM A et Bollerslev pour le cas
GARCH), le modéle MPARCH peut étre généralisé en introduisant une dynamique au-
torégressive moyenne mobile. Une autre généralisation possible de la formulation proposée
dans ce chapitre est de la combiner avec celle du M PAR proposée par Shao (2006) pour

capturer a la fois la périodicité dans la moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle.



Chapitre 5

Mélange de Modéles Autorégressifs a

Erreurs ARCH Périodiques

5.1 Introduction

La modélisation des séries financiéres est un probléme complexe. Cette complexité tient
surtout de 'existence de régularités statistiques communes & un trés grand nombre de séries
financiéres et difficiles & reproduire artificiellement a partir de modéles stochastiques. Il est
bien connu que les modeles Autorégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques (ARCH)
introduits par Engle (1982) et leur version généralisee GARCH de Bollerslev (1986) sont les
représentations les plus utilisées dans la modélisation de la volatilité instantanée qui carac-
térise beaucoup de séries financiéres. Plusieurs extensions de modeéles de type ARC'H ont
été proposées dans la littérature des séries économétriques afin de capturer différentes carac-
téristiques additionnelles telles que la longue mémoire et le changement de régime, tout en
gardant la propriété de stationnarité. D’autres formulations sont proposées pour expliquer
la non stationnarité, en supposant que les parameétres ARC'H varient dans le temps (cf.,
Dahlhauss et Subba Rao, 2006), en particulier la classe des modeles GARC H a coefficients
périodiques (PGARCH) introduite par Bollerslev et Ghysels (1996) et qui a montrée son
adéquation pour capturer la périodicité dans le variance conditionnelle, une propriété qui
ne peut pas étre expliqué ni par les modeles ARM A linéaires classiques ni par les modéles
GARCH stationnaires. Franses et Paap (2000) ont combiné la représentation AR périodique
(PAR) avec celle du PGARC H pour capturer a la fois la périodicité dans la moyenne condi-

tionnelle et la variance conditionnelle, en proposant le modele PAR-PGARCH qu’ils ont
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appliqué avec succes dans la modélisation des données financiéres. Cependant, ces modeéles
s’avérent inconsistants avec d’autres caractéristiques de beaucoup de séries chronologiques
avec une structure d’autocorrélation périodique, en particulier les séries financiéres, telles
que le changement de régime, la grande kurtosis, les valeurs aberrantes et les événements
extrémes. Afin de capturer ces caractéristiques, Wong et Li (2001) ont proposé d’ajouter
plus de flexibilité & la famille des modeéles de type ARC'H, en introduisant un mélange de
modeles AR-ARCH. Dans le méme esprit de la formulation de Wong et Li (2001) et du
chapitre précédent, notre but est de proposer un modeéle qui peut représenter les séries chro-
nologiques avec une structure d’autocorrélation périodique aussi bien que les caractéristiques
mentionnées dans la moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle. Nous proposons
spécifiquement, un Mélange de modeéles Autorégressifs Périodiques a erreurs ARC'H pé-
riodiques (M PAR-ARCH). Notre modeéle généralise le mélange de modeles autorégressifs
périodiques (M PAR) proposé par Shao (2006) dans lequel la moyenne conditionnelle suit
un mélange de modeéles AR périodiques et il généralise également, le modele M PARCH
proposé dans le chapitre précédent. Nous étudions alors quelques propriétés probabilistes
du modeéle proposé telles que la stationnarité périodique du second ordre et ’estimation du

maximum de vraisemblance via ’algorithme itératif £ M

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous proposons la
classe de mélange de modeéles AR-ARC H périodiques. La section 3 étudie les conditions de
stationnarité périodique du premier et deuxiéme ordre. Les formes explicites des moments
sont dérivées sous les conditions établies. Dans la section 4, ’estimation des parameétres est
abordée par la méthode du maximum de vraisemblance par 1’algorithme itératif EM. Dans la
section 5, le probléme de I'identification et les tests de validation du modele sont discutés. La
performance de ’algorithme M est montrée par une étude de simulation et une application

sur des données réelles dans la derniére section.

5.2 Meélange de modéles AR-ARC H périodiques

Rappelons qu’un processus stochastique {y;; t € Z} satisfait une représentation AR pério-

dique a erreurs ARC'H périodique d’ordre p et g et de période S, notée PAR-ARCHs (p, q),
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s’il est défini par

Yo = Gop + Dty DigYioi T, L EZL,
= Vi, (52.1)
hy = E(Ef/ftfl) = ﬁO,t + Zj’:l Bj,t 5?—]'7 teZ,

ou {(,, t € Z} est une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées et réduites et F; est le
pass¢ du processus jusqu’a I'instant ¢ — 1. Les parameétres ¢, , et 3,, sont périodiques en ¢,
de période S, i.e., @; ;1,6 = @iy, 1 =0,...;pet 8,6 =84, 7 =0,...,q tels que By, > 0 et
Bir=>0,5=1,...,q, Vi,r € Z.

Le modele M PAR-ARCH que nous proposons peut étre considéré comme un mélange de

modeles de type (5.2.1)

Définition 26

Un processus stochastique {y;,t € Z} , suit un mélange de K modéles PAR-ARCH d’ordres
P1, P2y -y PK; Q1, G2, --- qx €l de période S, noté MPAR-ARCHs (K;pi,pa, ...\ DK;
Q1,2 - Gxc ), S'il est défini par

K sgk)
F(y) Fio1) = Zk:l A @ (W) ’
5§k) =Yt — Qb(lft) - f; @(l? Yt—i, teZ, (5'2'2)

k k k) _(k
hg) ﬁé,t) RN 5()€§_)2

i1 Bt ey t e,

ot @ (.) et F(./F) sont respectivement, la distribution cumulative de la lois normale cen-
trée réduite et la distribution cumulative conditionnelle de vy, sachant les valeurs passées du
processus ys jusqu’au temps t. A Uinstar de (5.2.1), les paramétres gbgl? et ﬁgkt) sont pério-
diques en t, de période S, 1i.e., qbgzﬂs = gbgﬁ), 1 =0,..,px et 5§-i)+rs = B;{?, 7 =0,..,q,
E=1,..K,ett,r € Z. Afin d’exclure la possibilité d’avoir des variances conditionnelles
négatives ou nulles, les parameétres ARCH sont supposés étre non négatifs : 5(()],? > 0 et
B;l? >0,5=1,...,q0, k =1,.... K ett € Z. Les constantes Ay, k = 1,2,..., K, sont des

réelles strictement positives tel que Zle A= 1.

Comme dans le cas du modele M PARCH, les constantes g, sans perdre de généralité,

peuvent étre considérées comme constantes en k, en posant p = maxp, ¢ = maxq; et en
k k

prenant gbg? = 0 pour ¢ > pi et 6;? =0 pour j > qp.
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5.3 Conditions de stationnarité périodique du premier

et deuxiéme ordre

Un probléme standard qui surgit habituellement en étudiant les équations aux différences
stochastiques (5.2.2) est de rechercher des conditions d’existence d’une solution périodi-
quement stationnaire du premier et/ou deuxiéme ordre. Nous étudions d’abord dans cette
section, la condition sur les coefficients A\ et (bl(-? 1 =0,....,pr et £k =1,..., K qui garantit
'existence d’une solution périodiquement stationnaire du premier ordre de (5.2.2). Par la
suite, nous dérivons une condition nécessaire et suffisante de la stationnarité périodique du

second ordre d’un mélange de modeles PAR-ARCH.

5.3.1 Condition de stationnarité du premier ordre

Il est facile de voir que la moyenne conditionnelle du processus {y;,t € Z} satisfaisant la
représentation (5.2.2) est égale a

K

p
E(yi) Fia) = Z)\k < 8’? + Z ¢§]§) yti) , tEeZ,
i=1

k=1

donc la moyenne, F (y;), du processus est donnée par

o= E(y) =ao )+ ai(t) s, (53.1)

ou a; (t) = Zszl )\kgbg?, i =0,1,...,p. Par conséquent, la moyenne périodique satisfait une

équation aux différences linéaires non homogéne périodique d’ordre p.

Dans ce paragraphe nous établissons une condition nécessaire et suffisante pour que ’équa-
tion aux différences linéaires (5.3.1) posséde une solution finie. C’est la condition de station-
narité périodique en moyenne du modeéle M PAR-ARCHg (K;p1, P2y s D Q15 G2 -5 QK )-

Pour cela, définissons les deux matrices Ay et A; 1, de dimension p X p, suivantes

L if i=j
(AO,T)I'J = —Qj—i (pT —1i+ 1) ) Zf 1< j,
0, 7 1> 7,
. ! ’ 5,7 =12,..,p. (5.3.2)
ap_ivi(PT —i+1), if i>j,
(A17T)i,j =

0, of 1< g,
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Posons S (S € N) le plus petit entier tel que ¢S soit le plus petit multiple commun de ¢ et
S, il est clair que les deux matrices Ay et A sont périodiques, en 7', de période S. En

utilisant ces notations, nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Proposition 27 (Bentarzi et Hamdi 2008b)
Un processus {y;; t € Z} satisfaisant un modéle MPAR-ARCHg (K; p1,p2, s PK; Q1y G2, -5 (K)
est périodiquement stationnaire en moyenne si et seulement si toutes les racines du polynome
(de degré p = mgxpk)
|Iz—¥| =0, ze€C,

. . o . RN S—1 . .
soient de module strictement inférieur a l'unité, ou ¥ = [] i=0 Bs—j- Par ailleurs, lexpression

du moment d’ordre un est, sous cette condition, donnée par

S—1 /r—1
p = (I —0)"" (H BT—j) Cr,, TEL. (5.3.3)
o i, = (Hprs Bpr—1 -+ Bpr—(p-1)) » Or = A er, Br = Ay Avr et e = (ag (pT),
ao (pT = 1), ..., a0 (T — p+1))".

Preuve.

a) Condition nécessaire et suffisante. En définissant pour 7" € Z, les vecteurs pério-
diques, de dimension p, y,, = (upT,,upT_l, ...,,upT_(p_l)) et cp = (ap (pT), a0 (pT — 1), ...,
ao (pT — p -+ 1)), nous pouvons réécrire 'équation (5.3.1) sous forme d’une équation au dif-

férence d’ordre un, p-variée et S-périodique comme suit
By = BTHTA +Cr, TEe€ELZ, (5.3.4)

ol la matrice Br = A(I 1T Ay 1 et le vecteur colonne Cp = Ao_, 1T cr, avec Agr et A;p sont
définies par (5.3.2). Il est clair que la condition nécessaire pour que cette derniére équa-
tion aux différences linéaires non homogeéne posséde une solution finie est la condition éta-
blie dans 1’épreuve de la Proposition 19, c’est-a-dire que toutes les racines du polyndéme

Iz — H?;é Bs_ ;| =0, z e C, soient de module strictement inférieur a 'unité.

Notons que cette condition est équivalente a celle établit, dans le Théoréme 2.1, par Shao
(2006), pour un meélange de modeles PAR d’ordre p, ce qui correspond & notre modeéle

particulier MPAR-ARCHgs (K;p,p, ...,p;0,0,...,0).
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b) Expression de la moyenne. Par S — 1 remplacements successifs dans (5.3.4) et en

tenant compte de la périodicité de la matrice By et du vecteur C7, nous obtenons

S—1 /r—1
(I—W)p, = (H BT_j> Cr_., TeL. (5.3.5)
D’ou, le vecteur p , est donné, sous la condition établit, par (5.3.3). O

Corollaire 28 (Bentarzi et Hamdi, 2008b)
Un processus {y;; t € Z} satisfaisant une représentation MPAR-ARCHg (K;1,1,...,1;q1, go,
.., QK ) est périodiquement stationnaire en moyenne si et seulement si

[T (3ot}

s=1 \k=1

< 1.

En outre, expression de la moyenne périodique sous cette condition est donnée par
5-1 r—1 K k K k
Zr:D (szo <Zk:l Ak ¢§,37j>> (Zk:l Ak ¢((J,s)—r>

s K k
1- Hs:l (Zk:l Ak 925&2)

[, = . s=1,2..85. (5.3.6)

Preuve. Dans ce cas particulier ou p = 1, nous avons S = S et les matrices Agr et Ay p
sont réduites respectivement aux nombres scalaires 1 et a; (T"). Par conséquent, Br = a; (T)
est S-périodique, ainsi la condition nécessaire et suffisante pour qu’un processus M PAR-
ARCHg (K;1, 1,...,1;q1, g2, ..., i ) soit périodiquement stationnaire en moyenne est donnée

par
5

1 (z e ¢§'5;3)
k=1

< 1.

C’est la condition établit par Shao (2006) (voir Shao (2006), Théoréme 2.2), pour un mé-
lange de modeles PAR(1), ce qui correspond & notre cas particulier M PAR-ARCHg(K; 1,
1,..,1;0,0,...,0). D’autre part, aprées S — 1 remplacements successifs dans (5.3.1), avec

p = 1, nous obtenons (5.3.6). 0

5.3.2 Condition de stationnarité périodique du second ordre

Condition de stationnarité périodique du second ordre d’un processus M PAR-

AROHS (K’ ]-7 17 [RXD) ]-a q1, 42, 7QK)

Soit {y;, t € Z} un processus périodiquement stationnaire du premier ordre satisfaisant

(5.2.2), avec max py, = 1. Il est facile de montrer que 'espérance conditionnelle du carré du
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processus est donné par

?Jt/]'-t 1 Z/\k hkt+z)\k¢0t +2 Z)\k¢(k) yt 1+Z)\k¢gkt2%2 1

ainsi, le moment d’ordre deux de v; est donné comme suit
9 Z/t

K
Z MBS + Z Aot +23 " Mol o)

k=1

=
+ Z Mo E () + 3% Ml B (J?) (5.3.7)
k=1

k=1 j=1

[}

ou u, est la moyenne de y;, qui satisfait I’équation aux différences linéaires non homogene

périodique (5.3.1) et 'espérance FE (gg )]> vérifie

k)2 k k
E<€§f)j> - E(yt ]) +¢Ot j+¢1t) 7 (ytz—j—l) +2¢§,t)7 ¢[(]t) jII’Lt —7—1

_2¢0t jHe—5 — 2¢1,t_j E (yt—j yt—j—l) .

D’autre part, nous avons

E(y—jyi—j—1) = E(E(Yi—jv—j-1/ Fij-1))
= ao(t — j)y_j1 +ar(t = j)E (yt{jfl) '

(k)2
t

En remplagant F (y;—; y:—;—1) par sa valeur dans ’expression de £ ( e

> , nous trouvons

k (k)2 k .
E <5§ )32) = %t) i 2¢0t M+ 2¢1 ((b((),t)—j —ao(t — J)) Hi—j1 T E (thfj)

+¢1,t—j [ngkt)—] —2a(t — J)} E (yt{jfl) .

Par conséquent, en remplacant F (5&)]2) par son expression dans (5.3.7), nous obtenons
q+1
E(y) =R+ Y M E(y,), tez, (5.3.8)
j=1
ou
K K q
(k
Aoy = Z)‘k( (()kt) >+ Z)‘kﬁ 022g+22)\k¢ lt:ut 1
= k=1 j=1

_QZZAB ouut]mZZw L5 (885 = aolt = 1)) peyor,

k=1 j=1 k=1 j=1



117

et
Zk 1 Ak (¢(k)2+5 ) sij=1,
Aje = Ak { ( 1t —j+1 [¢1t 41— 2 le; /\@ﬁi_m] } , si2<j<g,
Zk mkﬁg’f (¢1t 2 el sij=q+1

Equation (5.3.8) est une équation aux différences linéaires non homogene, d’ordre ¢* = ¢+1,
S-périodique. Pour avoir une condition nécessaire et suffisante pour que cette équation ad-
mette une solution finie, nous procédons de la méme manieére utilisée lors de I’établissement
de la condition nécessaire et suffisante de la stationnarité périodique du premier ordre (Pro-
position 27). En effet, soit Go 7 et Gy r les deux matrices, de dimension ¢* x ¢*, S-périodiques
suivantes (S est le plus petit entier tel que ¢*S soit le plus petit multiple commun de ¢* et

5)

1, sioi=j
(Gor)i; =9 —Njoigr—iz1, s i<j
0, si 1> o i
1,7 =1,2,....q".
Ap—ivjgr—it1, sl 127
(GLT)@'J =

0, si 1<j
Alors, une condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus satisfaisant une repré-
sentation M PAR-ARCHg (K;1,1, ...,1; q1,¢2, ..., qx) soit périodiquement stationnaire au

second ordre est donnée par la proposition suivante.

Proposition 29 (Bentarzi et Hamdi, 2008b)
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un processus {y;;t € Z} périodiquement sta-
tionnaire en moyenne, satisfaisant une représentation M PAR-ARCHg (K;1,1,...,1; q1, qa, ..
soit périodiquement stationnaire au second ordre est que toutes les racines du polynéme
(d’ordre q* = maxgy, + 1)

|[[z—V|=0, z€C

sotent de module strictement inférieur a l'unité, ou ¥ = H] _o Ds—j. Par ailleurs, l’expression

du moment d’ordre deux, sous cette condition, est donné par

S—1 /r—1
=T -0)" ) (H DT_]-> Hy_,, T€LZ, (5.3.9)

r=0

ot mp = (B (02r) E (42qs) o E (Wor_ys1)) s Hr = Ggb er, Dr = Gih Gug, et

!

cr = (AO,q*T7 AO,q*Tfla ey AO,q*qu*+l) .

7QK)
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Preuve. En utilisant les mémes procédures de la preuve de la Proposition 19 , nous trouvons

facilement le résultat établit dans la Proposition 29. 0

Condition de stationnarité périodique du second ordre d’un processus M PAR-

ARCHS (Ka 2727 B 2? d1, 42, 7QK)

Dans ce paragraphe, nous établissons une condition nécessaire et suffisante de la station-
narité périodique du second ordre d’un processus {y;;t € Z} périodiquement stationnaire en
moyenne, satisfaisant (5.2.2) avec p = maxpy, = 2. Dans ce cas, il est clair que I'espérance

conditionnelle de 1, sachant le passé jusqu’a 'instant ¢ — 1 est donnée par

K K K K
k k k k k
E(y2)Fr) = > Aehie+ Y Mdh + Z M2 8 68 g +23 Mol o8 i
k=1 k=1 k=1

K
k
+3 Mol v 1+§ jwzﬁyf o+ 2 § :Aml S8 v 1 v,
k=1

par conséquent le moment d’ordre deux du processus est donné comme suit
K
Z)\k( +2¢ ¢1 oy — 1+2¢ ¢ t My 2‘*‘5 )
k)2 (k)2
+Zxk¢< PE(y2,) + Zw 2B (y7)

—i—QZ)\kﬁblt%kt)E (Y1-1Yt—2 +ZZ)\ ﬁk)E <5t J> (5.3.10)

k=1 j=1

N k)2 R . . .
ou I (5§_)j) peut étre exprimé en fonction des moments du processus y; comme suit

(%) = B(B(</ 7))
k k 2
= E< (yt j %t _j — ¢§.t)—j Yt—j—1 — ¢§.t)_j Yt—j—2 /ftjl)
k
= ]_2¢[(]t)]lut]+2¢0tj¢g_, Mt]l+2¢0tj¢2tjl’bt]2
(k)2
+E (y; J) + ¢1 ) (ytfjfl) + ¢2t jE (ytfjf2) - 2¢1,t—j E(Ye—j ye—j—1)
(
1

Y j¢g,€t)—jE(yt*j*1yt*j*2) — 2057 B (Yoj Yr—j—2) -

Pour représenter ’équation (5.3.10) sous forme d’une équation aux différences linéaires, il est
clair qu’il faut exprimer les espérances E (y—; Yi—j—1), E (Y1—j Yi—j—2) et E (yr—j_1Yi—j—2),

. . . . k)2 .
qui apparaissent dans la derniére expression de F (5,57)]. ), en fonction des moments d’ordres
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un et deux de y;. Pour cela, nous pouvons facilement montrer que

E (y1—j th—j1) = ao(t — ;1 +ar(t — ) E (y;_;_1) + a2t = §)E (ye—j1ye—j—2) »

se qui nous permet, aprés S — 1 remplacements successifs dans cette derniére équation,

d’obtenir

1 _ .
E(Y—jy—j—1) = Z az(t —j —aot —j — r)ﬂtfjfrfl

1 . .
+ > Tlealt =i =Dast —j—r)E (v7 ;. 1), (5.3.11)
< _ 178 _ 1S K (k) :
ou @y =[[,_;asx(s) =1 <Zk:1 >\k¢2,s>- Pour calculer ' (3,—j_19:—j—2), il suffit de rem-
placer ¢ par t — 1 dans ’équation (5.3.11). D’autre part, il est facile de montrer que
E (Y1—i Ye—i—2) = ao(t — 0)pty_j_o + aa(t — i) (th—i—Q) +ai1(t =) E (Ye—ic1Yt—i—2) »
et en remplacant F (y;_;_1 y;—;—2) par son expression (5.3.11), nous obtenons

E (yt—j ?Jt—j—z) = ao(t - j)#t g+ a2(t - j)E (th—j—2)

-1 r—1
Lo t—J) . _
1—®, Z HaQ(t —J—l=Daolt—j—r— 1):ut—j—r—2
r=0 [=0

,_.

r—

Lol =) Max(t =j =1 =Dar(t=j=r = DE ()

1-— CI)2 r=0

De I’équation (5.3.10) nous trouvons aprés certaines manipulations algébriques et en tenant

compte la périodicité des coefficients ¢” et 6 i1 que

K qk
E(y) = Oﬁzxmﬁ’?? (v71) Zw E () + 3> MBRYE ()
k=1

k=1 j=1

K gk
IS BN E (v +ZZA B2 E (475-2)

k=1 j=1 k=1 j=1
K S-1 _
Moo 6
+QZZ 1_(I)22t (H t—]—l)ao(t—”ﬁ—l)ﬂtr2
k=1 r= 0 ]:
K S— 1 r
B i (H t_j_1>a1<t_r_1>E(y2 )
1—(1)2 t—r—2
k=1 r=0 _
g S—1 (k)
B o , ,
23 S SN (Tt -0 )mie=s -y
k= 1] 1 r=0 0

g S—1 )\k ol 1 . . ,
—2 Z Z Z 513_22 (H as(t —j — l)) a(t—j—r)E (yt_j_r_l)

k=1 j=1 r=0



qr S—1 r—1

N
+2ZZZ = JHaZt_j_l_l)aU<t_j_T_1)ﬂtJr2

klleO =

K q S-— /\kﬁ(k)¢>gkt) d);kg r—1 )
+2) 3y et Tt — j— 1= Dar (b= j—r = 1) E (47, )
k=1 j=1 r=0 -0
k k .
_2ZZ>‘ 5 2t gaO( Iy —j—2 QZZ/\kﬁ() ;t) Ja2<t_])E (yt2—j—2)
k=1 j=1 k=1 j=1
K q S— )\,B(k)qﬁ (i
kPjt t—5 01
“2) > ) T Haﬂ—y—l—l)w(t—y—r Dity 5 s
k=1 j=1 r=0 1=0
K g S-1 )\k,ﬁ(-k) ¢(k) a1 (t—5) r—1
23 NS W BN Tyt~ — = Dar(t —j —r = DE (575, 0)
k=1 j=1 r=0 1=0

que nous pouvons écrire comme suit

E (ytz) = Qo +011(H)E (yt2 1) +b22(t) E (yt2 2)

q
—|—Zdj(t) yt —j +ZU11] J)t (y?fjfl)

+Z va25(t = jit) = 22(t = j D)zt — ) E (7o)
S—1 r—1

+23° JJaalt —j— 12Bulrbp 2 )
rzo ijzl0 r—1

23> [t —j—p=tptanp e, )
PR

123 3 Jaslt —j -1 - paleiutir D g (g2 )
L

=23 > [Jaalt —j -1 - 1) B (g2 )
j=1 r=0 [=0

(5.3.12)
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ou

Por = boo(t) + dolt +ZUOOJ t—jt) + 2bo,1(£) b1 + 2bo2(E) 1y
J=1

_22601 ) b ]+2Zv071d )y —j-1

: 6,-(t—j,t)a (t—j—r)
_QZZ a2(t—J_l) = 1_(()1)2 Hit—j—r—1

+QZZ)‘ 6Jt¢ ¢2t G Me—j— 2_2262] Jit)ao(t — J) j—2
k=1 j=1
S—1 r—1
b172(t)a0(t—7“— 1)
+2Z ax(t —1—1) 1- o, My —p—2
r=0 [=0
q S—-1r-1 . .
. Vit —J,t)ag(t—g5—1r—1
123 [Jaaft — j 1 -zl =Dl P
j=1 r=0 =0 2
qg S—-1r—1 i i .
) e j(t — g, t)ar(t —jlag(t—j—r—1
233 [Jaalt —j -1 - 2l =Sl =)ol -
: 1— Py
j=1 r=0 =0
et
bi;(t) = 2/\k¢ ]7,5, ih,j=1,..p; k=1,..KetteZ

di(t) = 2 MOV, G=1 g k=1, KetteZ
ei,j(t,h) = Z/\k(b ]h’ :1,,]?, ]:1,,(], ]{3:1,,[( et t,hEZ
viji(t,h) = Z/\ gb lh, i,j=1,...p;1l=1,...,¢; k=1,...Kett,heZ

Donc, nous pouvons réécrire ’équation aux différences linéaires non homogene (5.3.12)

comme suit

(1 - (pS,t) B (%2) = Yot T 2;9:—11 @il (Z/t{i) (5.3.12)
ou lexpression explicite des coefficients ¢,,, i = 1,...,S est donnée selon les valeurs de
S et q. Notons que ces coefficients sont périodiques en t, de période S. Par conséquent,

I'équation (5.3.12) est une équation aux différences linéaires non homogeéne S-périodique

d’ordre ¢* = S — 1.
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Soient G et G deux matrices S-périodiques, de dimension ¢* x ¢*, définies par

I Psts si 1= ]
(GO,T)Z'J = P i T—it+1s sio1 < J
0, si 1>
et i,7=1,2,...,q¢%

Pgr—ivjqgT—it1y SU 12

0, sioi<j

En Utilisant ces notations, nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Proposition 30 (Bentarzi et Hamdi, 2008b)

Soit {y;; t € Z} un processus MPAR-ARCHg (K;2,2, ...,2; q1,q2,...,qK), avec S > 2,
périodiquement stationnaire en moyenne. Supposons que Hle (1 — gos,s) #0etl—Py #0,
alors une condition nécessaire et suffisante pour que y; soit périodiquement stationnaire au

second ordre est que toutes les racines du polynéme (d’ordre ¢* =S — 1)

Iz—U|=0, zeC

, , o . PR S-1 ,
soient de module strictement inférieur o 'unité, ou ¥ =[] izo Ds—j- En outre, Uexpression

du moment d’ordre deux, sous cette condition, est donnée par

ot 17 = (E(427) , E (42ers) oo B (2p_yein)) s Hr = G7b er, Dp = Gyk Gig et or =

!

(@o,q*Ta $o,q*T—1) =+ @O,q*qu*+l) .

Preuve. En utilisant les mémes procédures de la preuve de la Proposition 19 , nous trouvons

facilement le résultat. H
Concernant le cas classique, i.e., S = 1, ot I’équation aux différences linéaires non homogéne
S-périodique (5.3.12) devient comme suit

p+2

E(y7) = o+ D> _wiE (vii) (5.3.13)
=1
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ol les coefficients p,, i =1, ...,p + 2, sont donnés par

(

by 1+ dy, si i=1,
1722+U111+d2+2b12 5o a1, si i=2,

Y =19 di +vi1,-1+ V222 — 2€2; 202 + 2U1’2’i_2_812’_i<}>2a1_61’i_1CL1, si 3<11<q,
Vi1,q T V224-1 — 2€2,4-102 + 2v1’2’q_rfi[f{>_2larel’q ap, si i=gq+1,
Vg4 — 2€3 402 + QMal, si i=q+2,

et

q
b
Yo = bo,o+do+z?fo,0,j+2(bo,1+bo,2+ 1 1?1) )lﬁ
: — &,
7=1

q
V1,2,j — €2,j01 — €14
+2 E {Uo,u — €0 +V2;+ ( - — €z ) ao| p-
. - 2

Corollaire 31 (Bentarzi et Hamdi, 2008b)
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un processus {y; t € Z} stationnaire en
moyenne, satisfaisant une représentation MAR-ARCH (K;2,2,...,2,q1,q2, ..., qx ), tel que
Zszl )\kgbék) # 1, soit stationnaire au second ordre, est que les racines zi, 2, ..., 2412 de
[’équation
+2 q+2 12
27 —Z ;21 =0, z¢eC

i=1
sotent de module strictement inférieur a l'unité, ou q = maxqy. Par ailleurs, [’expression
k

explicite du moment d’ordre deux, sous cette condition, est donnée par
ZK: A (k)2 +Zq ZK Ak ¢(k)26(k)
E(yf)z klk(o 1)Zflj<p1kl
Ny Mmb““)( (’“)+¢>(’“L1),6(’“>)( K Am(k))
(17253:1 %‘)(1 S 1)\k< o ¢(k)))
+2< K M ¢(k)<¢§k)+¢(k)>>< K 1)\k¢(k)> 20, K A d)ék)ﬁyc)( K A ¢(k))
(-0 w0) (1-8 e (687 —-0))

2( K aept® (k))< K Am(k)) 237, K sl k)B(k)<ZK_1)\k¢(k))

[ SE ) (S0 (S (0]
3350 (S0 A 50— (S, Aol (5, Mea8)] (38 M)

(o ) () (- m (P '

L

+

Preuve. La condition de stationnarité du second ordre est une conséquence immédiate de

(5.3.13). D’ailleurs, sous cette condition, ’expression explicite du moment d’ordre deux est
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donnée par

Comme la moyenne du processus, i = E (y;), peut étre obtenue de I'équation (5.3.1) qui est
réduite, pour p = 2 et a; = Zszl )\k¢§k), 1 =0,1,2, & 4 — a0 — asit = ap, nous obtenons
alors j1 = ag/ (1 — a; — as) . Finalement, la preuve de I’expression explicite de F (y?) peut

étre donnée en remplacant p par sa valeur dans I’expression de ¢,. O

Remarque 32 Corollaire 31 généralise le résultat de Wong et Li (2001) pour les modéles
MAR-ARCH(K;1,1,....1;q1,q2, ..., qx) au cas des modéles MAR-ARCH (K;2,2,....,2;q1,q2, -, 4K )
(voir Wong et Li (2001) Théoréme 2).

5.4 Estimation des parameétres

Les paramétres du modeéle M PAR-ARCH peuvent étre facilement estimés en utilisant
Palgorithme EM qui est une approche largement utilisée dans le calcul récursif des esti-
mations du maximum de vraisemblance avec des données manquantes. Notons par y =
(Y1, Y2y -y YNS, L1y Loy .. ZNg) €6 Z = (21, Za, ... Zns) le vecteur contenant respectivement
les données complétes et les données manquantes, oul Z;, = (2, Zay, ... Zi ) est un vecteur,
de dimension K, dont chaque composante Z;; est égale a 1 si 'observation y, est générée

par la k¥ composante du mélange et 0 ailleurs.

!’ /

Soit 8 = (X, ®y1,011, .. P g.006. Doy, 051, Pog, g Pry, Oy, P g, O s)  tels

k) L (k ' k) ok ' ’ .
que By, = ( O g0 ggs)  Ops = ( ® g0 551’;35) et A = (A1, Ag_1) , soit
également t = s+ 795, pour s =1,...,5, 7=0,1,... N =1, et p+q+ 1 = so + 795, pour
1 S S0 S 57

1 .
Lp+g+ J ) SL S 7é Sv
To =
Lp+g+1j — 1, si So = S,
et
To, si s> so,
T1 =

To+1, si s < s,

ou |z] est le plus grand entier inférieur ou égal a x.

Avec ces notations, nous pouvons exprimer, pour une réalisation donnée y = (y1, ¥2, ..., Yns)
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du modele (5.2.2), la fonction de log-vraisemblance du vecteur des parameétres 6 comme suit

(k)2

(p—|—q — NS) In (27T) (k) €sisr
En (Q) = — 5 Z ; Zk,s+S10 In )\k - 5 In h3+STo h(z_)s :
s=s0 s+S5T0

(0
+ Z Z E Zk 457 (ln Ao — = (111 S :)&)) |
T=T0+1 s=1 k=1 hS+ST

(5.4.1)

Notons par 7j s+s- 1'espérance conditionnelle de la ki*me composante de Z,. g, sachant le

passé jusqu’a I'instant ¢t —1 et les estimations des parameétres. Alors, 7y 545, peut

étre donnée,

pour k=1,...K,s=1,...5 et 7 € Z, par
i (k) (k)
Tk g = A(l) s+S7— Z A(l) SJrST
SEST /B (a) \/hm o) Jhili)s 9() J/r® (80

ol ¢ (.) est la densité de la loi normale centrée réduite.

)

Nous entamons maintenant la deuxieéme étape de l'algorithme E M, oli nous supposons que

les données manquantes sont connues. Alors, 'estimation des parameétres peut étre établie

en résolvant les équations 9L, (8)/ 0\, =0, 0L, (8)/ (‘ME? =0et 0L, (0)/ (‘Mgﬁ)

1=0,1,..,pk, 7 =0,1, ....qg, et E=1,.... K.

= 0, pour

Les dérivées premiéres de (5.4.1) par rapport a A, ¢§f§’ et 65?, sous la contrainte Zle A =

1, sont respectivement données pour s = 1,..., S par

S
aL, (0) i (zkt th>
= = iy k= 1 K — 1’
M A\
N-1 k k)2 k
aﬁn (Q) _ 1 Z 2k s+S‘r ahg_F)ST 5&_;,_)57_ 1) = (k) (‘3&?g+)ST k= 1, . K;
96® 2 () SsrsrTo W [0
¢i,s T=T1 s+ST ¢ s+ST ¢i,s = 07 -0y Pks
N-1 (k)2
oL, (6 1 o OB e
_(27> = -3 o= Zhat+S o (1 —~ jlj)ST) L k=1,.,K; j=0,..,q
aﬁis T=T1 hs+$’7' 857;,8 herST
hY 8h(€k) T k 865 T k N h(gk) T 8 (qk) T 8E(§k) T
ol T = 230 B el gy powr i = 1, pry o = 1, T = 1, TR =
. on) _
~Yst5r—i, POUr i =1, py, et 8;553* = powr j=1,...,q

Par conséquent, I'estimateur du maximum de vraisemblance de A\, est donné par

1 NS

Py — Zrt, pourk=1,..., K —1.
k NS —p—gq Z k.t p
t=p+q+1
Pour les paramétres ¢, ; et 3, s =1,....,5 et k=1,..., K, il n’y a pas de solution explicite

pour les équations 0L, (8)/ 0¢; , = 0 et 0L, (8)/ 0B, , = 0, pour cette raison,

nous propo-

sons d’utiliser la méthode de Newton-Raphson, ot nous avons besoin d’évaluer les dérivées
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secondes de la fonction de vraisemblance par rapport aux parameétres ¢, ; et 3, s =1,...,S
et k =1,..., K. En utilisant les mémes techniques de Wong et Li (2001), il est facile de prou-
ver que les dérivés secondes de la fonction log-vraisemblance par rapport aux parameétres

¢§ S) et @ ;s Deuvent étre approximées, pour k = 1,..., K et s = 1,...,.5, par les quantités

suivantes

a2£n (Q) ~ — 2k s+ST ahg’-ﬂi-ST ahglj-)ST Rk,s+ST 865+ST 8534,_5'7— =0

(k) (k) - Z (k) (k) (k) )=V, Pk
8¢i75 a¢j75 T=T1 S+ST a¢ 8¢j s herST a¢i,s a¢
82‘Cn (Q) — Zk,s+ST 8h3+57- aherS.,- Co

CEY I Z (k) w0 bJ =0,..., Gk,
aﬁi,s aBj,s T=T1 2h’s+ST aﬁ aﬁ
82£ , ,

( ) ~ 0, 1=0,..,pt,7=0,...,qk.

oM opk)

Partant des valeurs initiales q),(fi et 0,&03, alors les estimations &\Dk,s et @m des parametres

) s et 0 s peuvent étre obtenues en itérant, pour k = 1,2,..., K, et s = 1,2,..., 5, les deux

équations suivantes jusqu’a avoir la convergence

~1
(i+1) _ (@ %Ly, ALy
o =+ | i q>;;z,e<>] g 042
et .
60D = o) 4 %a—gng ¢u+l>,g<n] [geifsjéw)& } 7 (5.4.3)
ol q)( rs €t Hks sont respectivement les valeurs de ®;, et 0 dans la i*me jtération. En

pratique, les variables zj s4g, sont remplacées par leurs estimations 7y s, g, calculées dans
I'étape précédente de Palgorithme EM (E-step). Par ailleurs, comme dans le cas des modeles
MPARCH, nous pouvons utiliser le principe de I'information manquante (Louis, 1982) pour
calculer les écarts types des estimations. En effet, la matrice d’information observée, I,
peut étre calculée de la matrice d’information compléte, I., et de la matrice d’information

manquante, I,,, avec la relation suivante

2
fobzfc—fsz(— M/Q;M —vm«<w/g,fn” -
00 08 03 00 0=

Les formules pour calculer les matrices I. et [,,, sont données dans le paragraphe suivant.
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5.4.1 Calcul de la matrice d’information compléte

Comme pour le modele M PARCH, il est clair que la matrice d’information compléte d’un

modeéle M PAR-ARCH, E < DLy, / 0, F )J _ , est une matrice bloc diagonale. Posons

8080 9
AW 0 0
0 A%
A011)
I = A®xs)
A(0r.s)
A(‘PK,S) 0
0 0 Alxs)

Dans la matrice I.., le bloc A® est une matrice carrée de dimension K — 1, définie par

9L (8)
AN = g 0 _ A(A)
< O\ ON /_’ }—NS)Jeg ( k’l>k,l1 ..... K-1’

ol les éléments A,(Q}, k,l=1,..., K — 1, sont donnés par

Y (r T
N kit Kt
Akz, = Z <A2 T =3 )

o

t=q+1 )‘k )‘K
S - - S N-1 - -
k,s+ST K,s+S1 k,s+ST K,s+ST1
= E : ~2 >+ ~2 ° +§ : = T = :
S=80 )‘k >‘K s=1 T=19+1 )‘k )‘K
et pour k,l=1,..., K — 1 avec k # [, par
NS - S - -
N Kt Ks+STO Ks+ST
A= Y TR T 3 3 T
t=q+1 )‘K S=80 /\K s=1 T=19+1 )‘K

) . ) . .
Les matrices Al ‘“), k=1,..,.Kets=1,..,5, sont des matrices carrées de dimension

p + 1 définies par
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< 212 (Qk,s) .. . .
ou les éléments A;, 14, 4,7 = 0,...,p, sont donnés comme suit

2
i - o(- 259 o)
¢i,s ¢j,s 0=0

NZI [ 1 6h§257’ ahglﬁST 1 agglj}ST agi’?ST]
= Tk,s+ST % % % % % %
2% 000 00\ hl)g 9l a6l

T=T1

D’autre part, les matrices A(e’“s), k=1,...,K et s=1,..,5, sont des matrices carrées de

dimension ¢ + 1 définies par

2
Ales) = B ( - L (8) (Q,) 0. Fns - (Affk)> ;
00 s 801@5 0-0 ’ bj=1,...,q+1

0
(0. )

ol les éléments A, +1’fj 11, %4,J =0,...,q, sont donnés par la relation suivante

‘ 0L, (9)
A'(fljJ)rl = E (‘ ;/0 }—NS)J
v+, k) gk [ =
95,5 0B 0-0

5.4.2 Calcul de la matrice d’information manquante

Il est bien connu que la matrice d’information manquante est définie par I,, =

Var w 0, Fns . Posons
o8 0=0

BOW e ... g(Aews) Boks) .. p(Moxs)
B@11,0) B@11,%11) .. B(‘I’l,L‘Pk,s) B(q)l,lyek,s) . B(¢’1,179K,s)
]m = B(‘I)k,s,)\) B((bk,s,q:'l,l) . B(ék,57¢k,s) B(q)k-,svek,S) . B(‘I’k,s,el{,s)
B(‘%ﬂ,s)‘) B<9k,s,‘1)1,1) . B<9k,57‘1)k,s) B(ehsvek,s) . B(Gk,sﬂK,s>
B(GK,Sy)\) B(9K,s,‘1>1,1) . B@K,S@k,s) B(QK,sﬂk,s) .. B(QK,S,QK,S)

ot les matrices BAY, B()"q”“’s), B(’\’H’“), B(%vs’q’l”’), BlOsstin) of p(®rsbis) (s,v=1,...,8
et k,l =1,..., K) sont, respectivement, de dimensions (K — 1) x (K —1), (K —1) x (p+ 1),
(K—=1)x(g+1),(p+1)x(p+1),(g+1)x(g+1)et (p+1)x(¢+1). Comme la matrice

I, est symétrique, il suffit alors d’évaluer la matrice triangulaire supérieure de I,,,.
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Commencons par la matrice AXY qui est définie par

oL (9)
AN _ _ (O
b Var < O\ /Q’ }—NS) J 6=p (Bk’l )k,zl

ot les éléments B,(ﬁ’\l’)‘), k,l=1,...,K —1, sont donnés par

-----

NS
BON _ Tt (1= Thg)  Tre(1—Try) TriTKt
kk Z ) + 4+ 2= ,

=2
t=q+1 Ak Ak Ak AK

et si k # [, nous avons

NS
TrtT TrptT TR AT T 1—7
B(/\A) Z B /Ii,tAl,t+ ktT Kt Kt lt_|_ K,t(A2 Kt) .
>\k/\l >\k/\K )\K/\l )‘K

t=q+1

Pour les matrices B(q)’“s’q)lv”), s=1,..,5et k,l =1,..., K , il est facile de montrer que si

k = [, nous avons

B(®rehs) = ygp (35 (0)/9 st>J = (Bi(fkys’q)kj)) )
OPr.s =0 ’ ij=1,.p+1

( k,s» q>k s) .. , .
ou les éléements By, ;" 7, i, = 0,...,p, sont donnés comme suit

D s P, oL, (8) oL, (8
Bi(+1k,}‘+1k' ) - cov ( (i) >, (i) )/Q7 fNS)J
a¢i,s a(/bj,s QZE

— 1 8hglj~)ST ggli);T ggli)ST agg’jr)ST
= Z Thstsr (1 — Thstsr) ) -1 -

(k)
T=T1 2hs+ST a¢ s+ST s+5’7’ a¢

k)2 (k
1 ahS+ST i+)ST s+ST a65«357’
x CE G A !
2hs+ST a¢ herST s+ST a(bj,s

et que si k # [, nous avons

OL(6) OL(6) (0ne0.)
B(¢kvs’@l’s> = cov < , 0, F =B )
oY, 0¥, / — s 7 " ij=1,...p+1

( k:sq)ls)

it1j41 s & J =0,...,p, sont donnés par 'expression suivante

(I)k sa‘bl,s aETL Q 8£n Q
Bi<+1,,j+1 ) = cov ( 9 (i) >a 9 (<l) )/Qa fNS)J
¢i,s ¢j,s 0=0

N-1 (k) (k)2 (k)
— § —r T 1 ah5+ST 654—5’7’ 1 s+ST 868-‘1-57'
k,s+St11,s+ST (k) h(k)

(k k)
T=T1 2hs+)ST 8¢i,s h.ngST s+ST ¢i,s

l )2 ) (
x { Rl,s+ST ah'(s-?-ST (52—?-57— _ 1) 8'(S+ST ags—%—ST}
) l l )
2hs+S7’ agbg,i hi—?—ST s+ST agb]

ou les éléments B
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Par ailleurs, il est facile de montrer que si k = [, les matrices B (Orsbrs) g — 1,....5 et

k,l=1,..., K , sont définies par les relations suivantes

B(@k,syak,s) — Var (aﬁ (Q)/Q, fNS)J — (Bi(jk,mek,s)) :
s =0 7 iG=1,q+1

-----

N 212 (ek,saek,s) . ,
ou les éléments By, ", 4,j =0, ..., ¢, sont donnés par

Ok, 50,5 oL, (8) oL, (8
Bz'(+i1j+§ ) - COU( 9 (ge))’ 9 (gv))/Qa fNS)J
ﬂi,s ﬂj,s Q:E

N-1

k k k)2 \ 2
o k)2 k k k )
4 T=T1 hi—&—)ST 865,5) 8/85,5) h‘(S-‘r)ST

et que si k # [, nous avons alors

) o (@0 [ 5 V| (ploen) |
OOrs — Os 0=0 7 ij=1,...,q+1

.....

N 212 (919,5:0[,5) .. L,
ou les éléments B, ;.1 7, 4,7 =0,..., ¢, sont donnés par

9k 5’9 s aﬁn Q aﬁn Q
Bz'(+17,j+l17 ) - cov < P (Ec))a P) ((l) )/Qa st)J

N-1 (k) (k)2
— _1 Z Th.st-SrTlstS { 1 ah8+ST 63—0—57) }
4 s+ST11,5+ST

—_

k k) Tk
T=T1 hﬂ(s-i-)ST aﬁz(,s h :

s+ST
0 (2
« { 1 ahS+ST <1 o €s+S‘r) }
O] O] 0] '
herST aﬁj,s h

s+ST

Notons que si s # v, les matrices B(‘b’“vs’q}”v), BOrsbin) o B<¢’“*S’9“’”) sont nulles.

Pour les matrice B(q)’“*“e’“), nous avons

(T oL (8) 9L (0) _ (?k,sﬁk,s)
B cov 0Dy, OOy, 0, Fns o B;; .

N 12 @k, 5,0k, . .
ou les éléments Bi(HjH S), 1=20,....,pet 1 =0,...,q, sont donnés par

(I)k saek,s 8£n Q aﬁn Q
Bi<+1,,j+1 ) = cov ( 9 (i) )a 9 (E::) )/Qa fNS)J
¢i,s Bj,s 0=0

N-1

1 onM, (W2 RORIPRE
Z Tk,s+ST (1 - Tk75+57.) { S+ST s+S1 1 s+ST s+ ST

k k k Tk k
T=T1 2hg+)ST a¢§,s) h() thr)ST aqsg,s)

s+ST
(k) (k)2
> { 1 ahs—l—ST <€S+ST . 1) }
2hi-257’ aﬁj,s) h(

s+ST
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Par contre pour k,l =1, ..., K avec k # [, les matrice B(q)’“’ol’s), sont données comme suit

B(‘I’k,s,ﬁz,s) — cov oL (Q), oL (6) 0, Fus _ BS?k,sﬁz,s) ’
0Py~ 00, 0-d 7 i=1,..p+1
et J=1 g+l

.....

( ksals) .
ot les éléments B\, ", i =0, ...,

q)k: 5:0 s 8£n Q 8‘CTL Q
Bi(+1,7j+1kY) - COU( P) (i) )7 3 (i))/B FNS)J
gbi,s ﬁj,s 0=0

pet 7 =0,...,q, sont donnés par la relation suivante

N-1 £(k)2 (k) (%)

1 ahS+ST s+ST 1 €S+ST 8gs—l—S’r
Z Tk,s+StTl,s+St (k) (k) - -
T=T1 2hs+57’ a¢ hS+ST s+5’7’ 6¢

{ )2
> { 1 ahs4)n5‘r (1 o 824)rST> }
¢ 1) l :
2hSlST aﬁg’,s hngT

Par ailleurs, pour k,l =1, ..., K avec k # [, les matrice B (9“5’@’“3), sont définies comme suit

(91,s,<1>k,5> _ oL (Q> oL (Q) _ (?z,s,‘bk,s)
B cov D1, OBy 0, Fns s B;; 1 at1”
0=0 =

s:01,s . ,
ou I’expression des éléments BZ(JrlkJHl >, 1=0,....,pet 3 =0,...,q, est donnée par

s:0k,s oL, (8) oL, (8
Bl(fl’i3+f’) = cov( 5 (E:)J’ 5 (SC)_)/O fNS)J
61’,3 ¢j,s QZE

- NZ_:ITk +87Tl,s5+5 {#% (1—62??97)}
- S T »S T k k k
2h.§‘+)ST aﬁf,s) hﬂ(9+)ST

T=T1

% { 1 ahgl—z-ST (éﬁl—?—iﬁ' o 1) . ggl—?-ST agglj-ST}
( l l )
2h : 8¢§,i hi—?—ST s+ST 8¢]

s+ST

Maintenant, pour les matrices B<)"q>’“s), k=1,..,K —1et s=1,...,5, nous avons

(A,@k@) _ aﬁn (Q) aﬁn (Q) _ ()“74>k,s)
B cov O\ ’ aq)k:,s Q, fNS 0—0 BIJ i=1,...,K—-1 ’
- J= P

(re

ou les éléments Bijrl ), k=1,..,

(o) OL.(8) OL.(6)
Bk,j+1 = cov 3V 6¢(-k) 0, Fns o

)

K —1etj=0,...,p, sont donnés par

j7S
N-1
- Z Th,stsr (1 — Thsts7) | ThatSTTK, 5487
— )\k >\K
T=T1

(k) (k)2 )
X { 1 ahS+ST <€s+ST — 1) — S+ST 8684-57'}
k k) k) ’
Zhi—i—)Sr a(fbg,s hi—&-ST 5+ST 8@5]-,5
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et les éléments BleLl ), I=1,...K—1etj=0,...,pavec | # k, sont donnés par la relation
suivante
(o) L, (8) OL, (6)
Bl,j+1 = cov N (‘3¢(.k) 0. Fns .
5 0-6

N-1
_ Z Tk,s+StTK,s+5T N Tl,s+S87Tk,s+St
T=T1 AK )\l
(k) (k)2
% { 1 ahS+ST < s+St 1) . s+ST a65+S7’ }
(k) (k) '
2hS+ST a¢j,s hs+ST s+ST agzsj,s
De la méme maniére, pour k =1,...., K — 1 et s =1,...,.5, nous avons
oL, (8) oL, (8 ks
B(A,@k,s) = cov ‘C (—)’ ‘C (—) Q, FNS — Bl(A ek,‘) :
o\ 00y 5 . J i=1,.,K—1
g=e J=1,.,q+1
- : (AOk.s) . )
ou l'expression de By ; .,/ k=1,.., K —1et j=0,..., ¢, est donnée par
Ok, oL, (8) oL, (8
B,S?j_’; ) _ cov (_), (6) 0., Fns
7 O 0=0

B

N—
_ 1 . Tk s—i—ST 1 — Tk S+ST) Tk,s+StTK,s+St
2 T=T1 k AK
(k) (k)2
{ 1 8h’s+$"r ( s+St 1) }
(k) (k) ’
hS+ST 8Bj,s herST
O, . .
et de Bl(j+f ), Il=1,.,.K—1et j=0,...,q avec | # k, est donnée comme suit
Afe) OL, (8) OL, ()
kj+1 cov ( o\ aBﬁ) U,/ Ns o
N-— k k
o 1 . <7—k s+STTK,s+St Tl,s+S7TEk, s+ST) { 1 ahg—&-)ST ( g—‘g;ﬁ- 1) }
= h— (k - .
2 T=T1 >\K s+S7’ aﬁj s hs—i—S’T

Enfin, pour s =1, ...,

S, nous avons

9L, (8) 9L, (8)

Bexs) = oy (

Jo.5)|

N 0D,

.....
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ot les éléments B,SJH S), k=1,.,.K—1et j=0,...,p, sont donnés par

(Aor.) oL, (8) 0L, (8)
By = cov VR 8¢§[§) 0, Fns .

6=0

N—-1
_ Z TK,s+St (1 —TK S+S’7’) + Tk,s+S1TK,s+5T
A
T=T1

K Ak
K K)2
> { 1 ahg-h)%' (5§+g7 o 1) s-‘rSr 668"1‘57}
K) K K) ’
hi+$’7‘ ¢ an)S”T h.g+ST a¢j,s
et pour s =1,...,.9, les matrices B(Mx.s) sont définies par

()\791(,5-) — aﬁn (Q) 8‘671 (Q) _ (),\ﬂK’S)
B cov ON 7 OOk 0, Fis 0 Bij i=1,.,K—1'
0=0 o

ot les éléments B( ), k=1,..,K—1et j=0,...,q, sont donnés par

k,j+1
MOk.s ) oL, (8) oL, (8)
B,ng’ = cov ( 0, Fns
) ) (K) =
O 9B;.s =0
N-1
o 1 Tk S+STTK s+ST TK,S-{—ST (1 - TK7S+ST)
= = +
2 AK

T=T

K K)2
y { 1 8hi+2~7 (éﬁ& ) 1)}
K
s+S7’ aﬁ h'FS-‘rST

Il est possible de calculer la matrice de variance-covariance des (25 + 1) K—1+S Zszl (o + ar)

-

estimateurs des paramétres d'un modele M PAR-ARCHg (K;p1,pa, -, PK; Q1,25 -5 Qi) &
partir de l'inverse de la matrice d’information observée I,,. Donc, les variances des estima-
tions des parametres du modele sont déterminées de la diagonale de I'inverse de la matrice
1. Par ailleurs, la variance de ’estimation XK , qui est égale a 1 — ZkK:_ll Xk, est donnée par

K-1K-1

v (3) = oo (1= 520 = S (3) 4230 3o (1 3).

k=1 1>k

5.5 Identification et test d’adéquation du modéle

5.5.1 Identification d’un modéle M PAR-ARCH

L’intérét de cette Section sera porté sur le probléme de l'identification d’'un mélange de

modeles AR-ARC H périodiques. Nous visons & adapter le critére de sélection BIC™* proposé
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par Wong et Li (2001) pour identifier un modele M AR-ARCH & coefficients constants, au
cas d’'un modele M AR-ARCH a coefficients périodiques. En méme temps, nous généralisons

le critére de sélection P-BIC* qui a été proposé dans le chapitre précédent pour identifier

un modele M PARCH, au cas d’'un modele M PAR-ARCH.

Rappelons que dans le cas stationnaire, les criteres AIC*, BIC et BIC* sont définis par
(voir Wong et Li, 2001)

K
BIC (K;p1, . P Q15 -nq) = —2L (Q) +log(n—p—q) (3}(— L+ ) (o + an ) ,
k=1
. K
BIC* (K, p1, ooy Pi; Q1 o qic) = —2L <9>+10g(n—p q) (3K—1+Z pk+qk)7
k=1
ou

() Zlog( F(y/ Fie 1)),

t=q+1
avec F' (y;/ Fi—1) est donnée par (5.2.2). Ces critéres peuvent étre adaptés au cas périodique

comme suit
P_BIC (K;pla - PKi 41, "'7QK) = _2[’ <é>
K
+log (NS —p—q) ((25+1)K—1+SZ (pk—i-%)),
k=1
P-BIC* (K;p1, ... PK; Q1 -y Qi) = —2L% @)

+log (NS —p—q) ((2S+1)K—1+Sé(pk+%)>

5.5.2 Test d’adéquation du modéle

Lorsque le processus est bien estimé, les résidus entre les valeurs observées et les valeurs
estimées par le modéle doivent se comporter comme un bruit blanc. Dans la modélisation
MPAR-ARCH, nous proposons d’examiner si les résidus estimés forment un bruit blanc
ou non, en utilisant le test de Portemanteau modifié ou test d’adéquation globale du mo-
dele sur des résidus d’estimation standardisés Eik) Ce test repose sur 1'idée que la fonction
d’autocorrélation d’un bruit blanc ne doit pas révéler d’autocorrélations non nulles. Il est
bien connu que l'utilisation de ’espérance conditionnelle dans le calcul des résidus n’est pas
appropriée (voir Wong et Li, 2001 ; Fong et al., 2007). En effet, les observations y; sont des
réalisations d’un mélange de modeéles dont chaque observation émane d’un seul et unique mo-

dele alors que I'espérance conditionnelle est une combinaison des moyennes des composantes
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du mélange, qui peut étre située dans une région de faible probabilité. Par conséquent, ’es-
pérance conditionnelle peut donner des prévisions erronées. Cependant, les résidus doivent
tenir compte des estimations des variables manquantes Z;; par ’espérance conditionnelle
Tkt Nous considérons a cet effet, que I'observation y; provient de la k™ composante du

mélange si 7p;, = max 7;,. Nous définissons alors, la série résiduelle par
b l_ b

=1,...

Ei’ﬂ) _ Y= g1t/2 _ ¢0t — Dl 51(? yt;;,
<E§k)> <Békt ] 1 5; t) 5§ )g)
ou
@t =F (yt/j:t—l, l:I%f’}iiKTz,t = Tk,t) = 5(()];) - fi1 55? Yt—i,
A(k =Yt — %t - fki gz(l? Yt—is

k) Al ’\ k)2
hl(f BOt + Z g )j ’
Afin d’évaluer la qualité d’ajustement de la série par le modele M PAR-ARCH estimé,

nous pouvons utiliser le test de Portemanteau (Ljung et Box, 1978) pour chaque période

s=1,...,5. Ce dernier est fondé sur la statistique

N —h

L
Q) = N (N +2)
h=1

ol ﬂs) est la fonction d’autocorrélation empirique de retard h et de saison s des résidus
estimés et L est le nombre maximal de retard. Cette statistique Q’L(S) en l'absence d’auto-
corrélation, obéit & un y? avec d = L — Zszl (pk + qx) — 3K + 1 degrés de liberté. Nous
acceptons ’hypothese qu’il existe au moins un pgf) significativement différent de 0 au seuil

de a% si /L(S) est supérieur au quantile 1 — « de la loi x2.

Les statistiques de Portemanteau sont asymptotiquement indépendantes pour s =1, ..., S.
Par conséquence, le test global de Portemanteau dans le cas périodique est fondé sur la

statistique suivante
s

QL = Z Q.

s=1

ol (Qy, suit une lois x? avec dS degrés de liberté.
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5.6 Application numérique

5.6.1 Etude de simulation

Dans cette section, la performance de 'algorithme FM est étudiée. Nous ’avons appliqué
sur plusieurs séries chronologiques, générées par des modeles M PAR-PARC H de différents
ordres et périodes et pour différentes tailles. Pour chaque modeéle, nous considérons 1000
simulations. Les vraies valeurs des paramétres de chacun des processus M PAR-ARCH gé-
nérateur des données, la moyenne et les écarts types de leurs estimations, pour les 1000

simulations, sont reportés dans les Tableaux (5.6.1) et (5.6.3).

Tableau 5.6.1. Résultats de 1000 simulations pour un modeéle M PAR-ARC H,(2;1,1;1,1)

NS =500 NS = 1000

TV ME ESE ME ESE

M .25 2497 0345 02509 0.0231
@5 .60 6430 4296 6217 2714
o) .90 8918 .1699 8879 1075
B8 100 11921 .8373  1.0805 .5194
g0 7216 .8190 7126 2662
@5 .90 9278 5210 9037 3362
¢y .30 2888 .1953 3015 1171
B3 140 13678 1.2438  1.3690 .7495
B 50 4843 1853 4986 1285
de 75 7503 0345 7491 0231
¢y 160 1.5893 .1099 1.5996 .0735
o) —.90  —.8962 .0207  —.8994 .0172
BE .60 5929 1380 5926 0967
B 40 3933 .0626 3958 0326
¢y 2.00  1.0948 1357 2.0023 .0889
oy 70 6976 0337 6994 0191
8BS .90 8876 2350 8890 .1560
5% .80 7998 0029 7999 0009
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Des Tableaux (5.6.1) et (5.6.2), nous pouvons remarquer que ’algorithme E'M donne des
estimations avec un petit biais. Nous pouvons également observer que les écarts-types empi-
riques des estimations des paramétres ont des valeurs raisonnables. Ainsi, la performance de
lalgorithme E'M, dans le cas des modeles M AR-ACRH (Wong et Li, 2001) et dans le cas
des modeles M PAR (Shao, 2006), est conservée dans le cas des modeles M PAR-ARCH.

Tableau 5.6.2. Résultats de 1000 simulations pour un modéle M PAR-ARC H4(2;1,1;1,1)

NS = 1500

TV ME  ESE TV ME  ESE
A 0.30 3008 0226 A2 70 6992 .0226
M 90 9214 2731 & 7282 2781
M 90 8904 0044 1 —.60 5998 1294
$0 100 11353 6689 o3 140 13574 G867
M 50 4742 1541 190 9063 2010
§3 —90 0028 3216 o)) 150 14782 4248
W70 69820909 @) 75 7577717
() 500 48693 1.2082 §1 1000 9.9534  2.0317
1 a0 39261639 AL 32 3084 1596
£ 100 —1.0083 1086 ¢\ % 120 1.2040 .0770
@ 30 3050 0549 o3 .65 6498 0303
@90 9163 2200 & 40 4062 0942
@ 75 7153 1161 ® 50 5000 0025
& 25 2482 1030 @) —70  —.6995 .1058
@) —70  —6o89 0527 ¢ 50 4996 0402
) 100 1.0026 1922 &0 7039 .1436

¢} 45 4508 0401 el 90 8997 0044
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Tableau 5.6.3. Résultats de 1000 simulations pour un modéle M PAR-ARCH 4(2;1,1;1,1)

A1
(1)
0,1
(1)
1,1
(1)
0,1
(1)
1,1
(1)
0,2
(1)
1,2
(1)
0,2
(1)
1,2
(2)
0.1
(2)
1
(2)
0.1
(2)
i1
(2)
0.2
(2)
1,2
(2)
0,2
(2)

1,2

NS = 2000
TV ME  ESE TV ME  ESE
030 0.3008 0.0226 Ay .70 6992 0226
.90 9214 2731 @Y% 75 7282 2781
90 8904 0944 ) —60 5998 .1294
1.00 1.1353 6689 140 1.3574 6867
50 4742 1541 90 9063 2010
—90  —.9028 .3216 $ 150 1.4782 .4248
70 6982 0909 @) .75 7577 1717
500  4.8693 1.2082 §) 1000 99534 2.0317
40 3926 1639 > 3084 .1596

~1.00  —1.0083 .1086 ¢ys  1.20 1.2040 0770
30 3050 0549 ¢} .65 6498 0303
.90 9163 2200 A0 4062 .0942
75 7153 1161 e 50 5000 .0025
25 2482 1039 @Y1 —70  —.6995 .1058
—70  —.6989 0527 ¢} .50 4996 0402
1.00 1.0026 1922 & 70 7039 .1436
45 4508 0401 e 90 8997 0044

5.6.2 Application a I’indice boursier S&P 500

Dans le chapitre précédent, nous avons montré, a travers la modélisation de la série jour-

naliéere des rendements de I'indice S&P 500, 'adéquation des modeles M PARC'H pour

capturer différentes caractéristiques des données financiéres. Dans cette section, nous es-

sayons de montrer que la modélisation M PARC H peut étre appliquée non pas au processus

initial, mais au processus d’innovation. Ceci en introduisant dans la moyenne des termes

autorégressifs, en raison de 'existence d’une autocorrélation entre les rendements quotidiens

sur la période qui va de 2 janvier 1985 au 29 décembre 1994.

Le processus M PAR-ARCH 2-périodique représentant le mieux notre série S& P 500 sur
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cette période est donné par

(k)
F (str‘rS/ fs+7371> = 22:1 /\k ® ( :l-(FI:)S ) ’

s+78
7,1 <s<2.
e =y — o — §k3ys+751, TERISES

k k
hg+)TS_ () + 51581 ]7

ou les valeurs des parameétres A, ¢os> 15, 505 et Bls, pour s = 1,2 et £k = 1,2,3, sont

reportées dans le Tableau 5.6.4.

Tableau 5.6.4. Les parametres du modele MPAR-ARCH estimé

) (k) k) (k)
Ak 0,s 1s 0,s 1s
s=1 —.0002 .5832 .00019  .0938
k=1 3777
s=2 .0011 —-.0730 .00002 .0096
s=1 0 -.0162 .00003 .0391
k=2 .6108
s=2 .0014 .0839 .00009 .2192
s=1 —.0843 2.7414 .00012 4743
k=3 .0115
s=2 -.0283 -.3477 .00082 .2951

Notons que nous avons utilisé le critére P-BIC™ dans le choix du meilleur modéle M PAR-
ARC'H ou nous avons supposé que le nombre maximum de modeéles dans le mélange est égal
a 3 et 'ordre maximum de la partie PAR et la partie ARC'H sont égal a 5. La valeur du

critére P-BIC™ associée au modéle estimé est égale & —8124.

La Figure 5.5.1 représente les rendements quotidiens de l'indice S&P 500 anisi que les
rendements quotidiens estimés a partir du modele M PAR-ARCH (Figure 5.5.1a) et & partir
du modele proposé par Wong et Li (2001) (Figure 5.5.1b). Alors que les Figures 5.5.1c et d

représentent les volatilités calculées a chaque date & 'aide des deux modeéles estimés.

Nous constatons en premier lieu, & partir des Figures 5.6.1a et b, que le modéle M AR-
ARCH périodique représente mieux les rendements de la série S&P 500, que le modéle
proposé par Wong et Li (2001), surtout dans les périodes ot le marché est trés actif (voir par
exemple la période du krach boursier d’octobre 1987 a t = 706 et la période du mini-krach
d’octobre 1989 a ¢t = 1209). En outre, le graphe de la volatilité calculée a partir du modele
MPAR-ARCH estimé, se rapproche de la volatilité de la série S&P 500 plus que de la
volatilité calculée & partir du modele M AR-ARCH (Figures (5.6.1¢) et (5.6.1d)).



(a) Real and estimated series from MPAR-ARCH model
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En second lieu, a partir des densités prédictives pour I’horizon un, aux instants ¢ = 706, 707,

1174, 1209 et 1210, calculées a partir des deux modeéles estimés M AR-ARC H stationnaire et

périodique (Figures 5.6.1a-h), il apparait que lorsque la volatilité du marché est forte, comme

pour t = 706, t = 1209 et t = 1210, la densité prédictive calculée & partir du modele M PAR-

ARCH a des queues plus épaisses que celle calculée a partir du modele MAR-ARCH (voir
Figures 5.6.20 et f).
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Figure 5.6.2 Densité prédictive pour I’horizon un aux instants ¢ = 706, 707, 1174, 1209 et 1210.

Nous remarquons également que lorsque la volatilité de la série est modérée ou faible,

comme pour t = 1174 et t = 1210, les deux densités prédictives ont des queues similaires

(voir la figure 5.6.2¢ et d). Cependant, la probabilité d’obtenir une valeur au voisinage de la

vraie valeur 1, est plus grande pour le modele périodique que pour le modéle de Wong et Li

(2001) et ceci pour n’importe quelle volatilité.
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(c) One-step predictive density at t=707 (d) One-step predictive density at t=1174
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Figure 5.6.2 Densité prédictive pour ’horizon un aux instants ¢ = 706, 707, 1174, 1209 et 1210.

5.7 Conclusion

Nous avons introduit dans ce dernier chapitre, une nouvelle formulation que nous avons
appelée Mélange d’ Autorégressifs a Erreurs ARC'H Périodiques. Cette formulation contient
les représentations PARCH, PAR-ARCH, MAR-ARCH, MPAR et MPARCH comme
cas particuliers et elle est adéquate pour capturer beaucoup de caractéristiques de séries
chronologiques avec une structure d’autocorrélation périodique, en particulier les séries fi-
nancieres, telles que le changement de régime, la grande kurtosis, les valeurs aberrantes et les
événements extrémes. Nous avons étudié quelques propriétés probabilistes du modéle pro-
posé telles que la stationnarité périodique du premier et du second ordre et ’estimation du
maximum de vraisemblance via ’algorithme itératif £ M. Nous avons adapté le critére BIC*,
proposé par Wong et Li (2001), pour identifier les ordres du modeéle dans le cas périodique.
Cependant, ce critére est dérivé par analogie avec la démarche d’identification classique, il
est donc plus judicieux d’élaborer un critere de sélection propre au mélange de modéles de

séries chronologiques.
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Pour voir I'aptitude de la classe de modeles M PAR-ARC H a la modélisation des séries
chronologiques avec une structure d’autocorrélation périodique, nous avons modélisé la série
des rendements quotidiens de 'indice S& P 500 qui a été déja étudié par Wong et Li (2001).
Le modele M PAR-ARCH obetnu est comparé au modele M AR-ARCH de Wong et Li
(2001).

Le modeéle M PAR-ARCH peut étre généraliser dans plusieurs directions. En effet, nous
pouvons généraliser le modele au cas multivarié. Nous pouvons également envisager d’autres

lois que la loi normale, par exemple la loi de student, la loi exponentielle, la loi gamma et la

loi Weibull, dans la définition du modele M PAR-ARCH.
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