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Introduction

La classe de modèles espaces d�états est large et �exible, ce qui o¤re des outils attractifs

pour analyser des séries chronologiques dans une grande variété de domaines scienti�ques

(cf., Anderson et Moore, 1979 ; Aoki, 1987 ; Harvey, 1989 ; Durbin et Koopman, 2001). Un

des dispositifs intéressants des modèles espace d�états est que beaucoup de modèles de séries

chronologiques, y compris les modèles périodiques, peuvent être exprimés sous forme espace

d�états. En e¤et, ces dernier ont été largement utilisé dans les dernières décennies, pour

décrire de nombreuses séries à dynamique périodique, rencontrées dans divers domaines tels

que l�économie (Cleveland et Tiao, 1979 ; Osborn, 1992 ; Bentarzi et Hallin, 1996 ; Bollerslev

et Ghysels, 1996 ; Franses, 1996 ; Franses et Paap, 2004), l�environnement (Salas et al., 1983 ;

Vecchia 1985a, 1985b ; Jymenez et al., 1989 ; Bentarzi et al., 2008), l�ingénierie (Bittanti et

De Nicolao, 1993 ; Adams et Goodwin, 1995 ; Varga, 2001) et plusieurs autres disciplines.

Plusieurs classes de modèles linéaires ont été proposées dont la plus utilisée est la classe

de modèles autorégressifs moyenne mobile périodiques (PARMA) qui peut être considérée

comme une alternative prometteuse de la classe de modèles SARIMA pour représenter des

séries générées par des processus du second ordre, dont les fonctions d�autocovariance sont

périodiques dans le temps, une caractéristique qui ne peut être expliquée par les modèles clas-

siques SARIMA (cf., Bentarzi, 1995; 1998 ; Aknouche, 2006 ; Guerbyenne, 2007). Un autre

intérêt de cette classe de modèles périodiques, outre que l�étude des phénomènes saisonniers,

réside dans la relation établit par le théorème de Gladyshev (1961), entre les modèles de cette

classe et les modèles multivariés autorégressifs moyenne mobile (V ARMA) stationnaires. En

e¤et, les modèles périodiques peuvent être exploités dans l�analyse des séries chronologiques

multivariées stationnaires, dans le but de réduire sensiblement le nombre de paramètres (cf.,

Newton, 1982).

De nombreux travaux de prospection et d�analyse des modèles linéaires stationnaires et

périodiques à travers leurs représentations espace d�états équivalentes ont constitué jusqu�à

4
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présent le centre d�intérêt de plusieurs chercheurs dont Gardner et al., (1980), Pearlman

(1980), Mélard (1984), Shea (1984, 1987, 1989), Harvey (1989), Hurvich et al. (1990), Sto¤er

etWall (1991), Hurvich et Tsai (1993), Jimenez et al. (1989), Klein et Mélard (1990), Bentarzi

et Hallin (1994), Mélard et Klein (1994), Cavanaugh et Shumway (1997), Casals et al.,

(1998), Kent et al. (2002), Davis et Yam (2005), Shao et Lund (2004), Aknouche (2007) et

d�autres. Ces travaux de recherche se sont soldés par de nombreux résultats intéressants.

Parmi les concepts les plus utilisés par les statisticiens et les économètres et qui ont donnés

un grand essor aux séries chronologiques le �ltre de Kalman (Kalman, 1960). Ce dernier

est une approche statistique, d�assimilation de données, dont le principe est de corriger la

trajectoire du modèle en combinant les observations avec l�information fournie par le modèle,

de façon à minimiser l�erreur entre l�état vrai et l�état �ltré. D�autre part, Schweppe (1965)

a été le premier à remarquer que la fonction de vraisemblance d�un modèle écrit sous forme

espace d�états, peut être évaluée au moyen du �ltre de Kalman. De plus, en supposant que le

modèle espace d�états à coe¢ cients constants, Morf et al., (1974) ont introduit les équations

de Chandrasekhar qui sont, du point de vue calcul, plus e¢ caces d�un ordre de grandeur. Les

procédures rapides sont souvent plus complexes mais ce n�est pas le cas ici. Bien au contraire,

les équations de Chandrasekhar sont aussi légèrement plus simples que les équations du �ltre

de Kalman.

Notons que le �ltre de Kalman est optimal dans le cas d�équations linéaires et d�erreurs

Gaussiennes. Cependant, comme le �ltre de Kalman est lui même une procédure linéaire, il est

particulièrement sensible à des observations extrêmes. Il est possible de rendre la procédure

plus robuste, en abandonnant l�hypothèse de normalité. D�un autre côté, l�hypothèse de

linéarité se révèle restreinte et souvent inadéquate dans plusieurs situations pratiques et de

ce fait devrait être abandonnée.

Devant les problèmes de modélisation rencontrés pour certaines séries de données (séries

environnementales, �nancières, monétaires, ...) les modèles non linéaires ont été envisagés.

Plusieurs classes de modèles ont été proposées (modèles bilinéaires, modèles à seuils, mo-

dèles hétéroscedastiques, mélange de modèles et d�autres). En particulier, les modèles Au-

torégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques (ARCH) introduis par Engle (1982) et

leur version généralisée GARCH de Bollerslev (1986) sont les représentations les plus uti-

lisées dans la modélisation de la volatilité instantanée qui caractérise beaucoup de séries

�nancières. Plusieurs extensions de modèles conditionnellement hétéroscédastiques (ARCH-

type) ont été proposées dans la littérature des séries économétriques a�n de capturer di¤é-
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rentes caractéristiques additionnelles telles que la longue mémoire, le changement de régime

et la périodicité dans la variance conditionnelle. Parmi les modèles proposés, la classe des

modèles GARCH périodiques (PGARCH) introduite et étudiée par Bollerslev et Ghysels

(1996) et qui a montré son adéquation pour capturer la périodicité dans la variance condi-

tionnelle, une propriété qui ne peut pas être expliquée ni par les modèles ARMA linéaires

classiques ni par les modèles GARCH stationnaires. Franses et Paap (2000) ont combiné

la représentation AR périodique (PAR) avec celle du PGARCH pour capturer à la fois

la périodicité dans la moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle, en proposant le

modèle PAR-PGARCH qu�ils ont appliqué avec succès dans la modélisation des données

�nancières. Cependant, ces modèles s�avèrent inconsistants en présence d�autres caractéris-

tiques de beaucoup de séries chronologiques avec une structure d�autocorrélation périodique,

telles que le changement de régime, la grande kurtosis, les valeurs aberrantes, les événements

extrêmes ainsi que la multimodalité dans les distributions des innovations. A�n de capturer

ces caractéristiques, Wong et Li (2001) ont proposé d�ajouter plus de �exibilité à la famille

des modèles ARCH-type, en introduisant un mélange de modèles AR-ARCH. Dans le même

esprit de la formulationMAR deWong et Li (2000), Shao (2006) a proposé le mélange de mo-

dèles autorégressifs périodiques (MPAR) qui peut représenter les séries chronologiques avec

une structure d�autocorrélation périodique aussi bien que les caractéristiques mentionnées

dans la moyenne conditionnelle.

L�objectif de cette thèse est d�une part, l�étude des modèles espace d�états à coe¢ cients

périodiques et la généralisation de certains algorithmes connus dans la littérature des modèles

espace d�états linéaires à coe¢ cients constants au cas des modèles espace d�états linéaires

à coe¢ cients périodiques. Nous procédons à l�étude de quelques propriétés algébriques et

probabilistes et à l�élaboration des méthodes d�estimation de certains modèles périodiques

en utilisant des représentations équivalentes espace d�états de ces derniers. Les performances

des algorithmes proposés sont comparées à celles existantes dans la littérature.

D�autre part, a�n de mieux représenter les séries chronologiques avec une dynamique pé-

riodique nous élaborons une étude de mélange de modèles périodiques. Cette étude englobe

la classe de mélange de modèles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques pério-

diques et sa généralisation qui est le mélange de modèles autorégressifs à erreurs ARCH

périodiques.
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Apport et présentation de la thèse
La présente thèse est constituée de deux parties. La première qui se compose de trois

chapitres, concerne l�étude de la modélisation linéaire des séries chronologiques à dynamique

périodique à travers des représentations espace d�états linéaire à coe¢ cients périodiques. La

seconde partie est à son tour constituée de deux chapitres et consacrée à l�étude de certains

modèles non linéaire périodiques, à savoir le mélange de modèles ARCH périodiques et sa

généralisation qui est le mélange de modèles autorégressifs à erreurs ARCH périodiques.

Première partie : Étude des modèles périodiques via leurs repré-
sentations espace d�états

Chapitre 1. Modèles Espace d�États à Coe¢ cients Périodiques

Dans ce chapitre, nous présentons en premier lieu le modèle général espace d�états linéaire.

Nous présentons en suite, quelques modèles linéaires sous forme espace d�états. Nous ex-

posons les équations récurrentes de Kalman pour des modèles espace d�états périodiques

puis nous généralisons les équations de Chandrasekhar à temps discret proposées par Morf

et al. (1974) pour les modèles espace d�états à coe¢ cients constants au cas périodique à

travers plusieurs formes. Ces équations ont un potentiel pour la réduction de la complexité

numérique inhérente au �ltre de Kalman correspondant. Notons qu�une version racine carrée

peut être facilement formulée (Sayed et Kailath, 1994) dans le but d�améliorer la stabilité

numérique des algorithmes proposés. Ces équations peuvent être appliquées pour réduire la

complexité des problèmes d�inférence associés aux modèles périodiques linéaires tels que les

modèles ARMA périodiques (PARMA).

Chapitre 2. Structure d�Autocorrélation des Modèles Autorégressifs Moyennes

Mobiles Périodiques

Ce chapitre est consacré à l�étude de la structure d�autocorrélation des modèles ARMA

périodiques. Nous proposons en premier lieu une procédure améliorée, basée sur l�approche

de l�équation aux di¤érences, pour calculer les autocovariances d�un modèle PARMA uni-

varié. Cette proposition permet de calculer les autocovariances nécessaires pour démarrer

le système d�équations de Yule Walker, en résolvant un système linéaire de matrice donnée

explicitement et dont la forme analytique montre une structure circulaire, naturellement as-

sortie avec la périodicité du modèle. En second lieu, nous présentons une généralisation de

la procédure proposée récemment par Aknouche (2007) du cas des modèles PV AR purs au
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cas des modèles PV ARMA. La procédure obtenue peut être exploitée comme outil pour

d�autres procédures de calcul telle que l�obtention de la matrice d�information de Fisher et

l�estimation du maximum de vraisemblance.

Chapitre 3. Estimation des Modèles Périodiques via leurs Représentations Es-

pace d�États

L�estimation des paramètres des modèles périodiques à partir de leurs représentations es-

pace d�états est l�objet de ce chapitre. En premier lieu, nous étudions le problème de l�éva-

luation de la fonction de vraisemblance d�un modèle PARMA mulitivarié via la méthode de

l�innovation qui nécessite un nombre d�opérations proportionnel à la taille des observations.

Les résidus sont obtenus par les équations de Chandrasekhar périodiques présentées dans le

Chapitre 1. Pour démarrer les équations de récurrences, nous proposons d�utiliser la procé-

dure de calcul des autocovariances, dérivée dans le Chapitre 2. En second lieu, nous utilisons

la formulation espace d�états, qui o¤re un cadre de modélisation informatiquement e¢ cace,

en particulier pour l�estimation des paramètres d�une large gamme de modèles (Harvey, 1989 ;

Sto¤er et Wall,1991 ; Durbin et Koopman, 2001 et bibliographie intra). Nous adaptons plus

précisément, la méthode du bootstrap appliquée aux innovations d�un modèle espace d�états

Gaussien proposée par Sto¤er et Wall (1991) pour l�estimation des paramètres d�un modèle

périodique.

Deuxième partie : Mélange de Modèles de Séries Chronologiques
Périodiques

Chapitre 4. Mélange de Modèles Autorégressifs Conditionnellement Hétéroscé-

dastiques Périodiques

Le premier chapitre de cette deuxième partie de notre travail est consacré à l�étude de

mélange de modèles ARCH périodiques (MPARCH). Nous commençons par la dé�nition

d�un modèle MPARCH. En suite nous dérivons une condition sous la quelle un processus

MPARCH soit périodiquement stationnaire du second ordre et nous obtenons, sous cette

condition, l�expression de la variance d�un processus MPARCH. Nous étudions également,

l�existence du moment d�ordre quatre dont l�expression explicite est obtenue sous la condi-

tion établie. Le problème de l�estimation des paramètres par la méthode du maximum de

vraisemblance est traité en utilisant l�algorithme EM comme technique renommée d�optimi-

sation de la vraisemblance. Une étude de simulation de la performance de l�algorithme EM
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et une application de la nouvelle classe de modèles MPARCH à la modélisation de la série

journalière de l�indice S&P 500 sont données à la �n de ce chapitre.

Chapitre 5. Mélange de Modèles Autorégressifs à Erreurs ARCH Périodiques

Nous proposons dans ce chapitre, une nouvelle classe de modèles non linéaires qui est

la classe de Mélange de modèles Autorégressifs Périodiques à erreurs ARCH périodiques

(MPAR-ARCH). Cette classe de modèles généralise celle du mélange de modèles autoré-

gressifs périodiques (MPAR) proposée par Shao (2006) dans laquelle la moyenne condi-

tionnelle suit un mélange de modèles AR périodiques et généralise également, la classe de

modèles MPARCH proposée et étudiée dans le chapitre précédent. Nous étudions alors

quelques propriétés probabilistes et statistiques du modèle proposé telles que la stationna-

rité périodique du second ordre et l�EMV via l�algorithme itératif EM . Nous examinons

la performance de l�algorithme EM dans l�estimation des paramètres d�un modèle MPAR-

ARCH. A�n de voir dans quelle mesure la classe de modèles MPAR-ARCH est adaptée à

la modélisation des séries �nancières, nous modélisons la série des rendements quotidiens de

l�indice S&P 500.



Première partie

Étude des Modèles Périodiques via

leurs Représentations Espace d�États

10



Chapitre 1

Modèles Espace d�États à Co¢ cients

Périodiques

1.1 Introduction

Il est bien connu que les modèles espace d�états peuvent être utilisés a�n de réduire la

complexité des problèmes liés à l�analyse de certains modèles des séries chronologiques. En

e¤et, plusieurs travaux de prospection et d�analyse des modèles linéaires stationnaires et

périodiques, à travers leurs représentations espace d�états équivalentes, ont constitué jusqu�à

présent, le centre d�intérêt de plusieurs chercheurs. Nous citons en particulier Gardner et

al., (1980), Pearlman (1980), Shea (1984, 1987, 1989), Mélard (1984), Jimenez et al. (1989),

Sto¤er et Wall (1991), qui se sont intéressés à l�estimation des paramètres du modèle ; Hur-

vich et al. (1990), Hurvich et Tsai (1993), Cavanaugh et Shumway (1997), se sont concentrés

sur le problème de l�identi�cation du modèle ; Klein et Mélard (1990) Bentarzi et Hallin

(1994), Mélard et Klein (1994), Shao et Lund (2004), Aknouche (2007), ont étudiés cer-

taines propriétés statistiques et probabilistes. Ces travaux de recherche se sont soldés par

de nombreux résultats intéressants, qui reposent sur quelques algorithmes tels que le �ltre

de Kalman (Kalman, 1960) et le �ltre de Chandrasekhar (Morf et al., 1974). Ce chapitre

est consacré à l�étude des modèles espace d�états à coe¢ cients périodiques. Nous présentons

dans la deuxième section, le modèle général espace d�états linéaire. En suite, nous présentons

quelques modèles linéaires sous forme espace d�états. Par la suite, nous exposons les équa-

tions récurrentes de Kalman pour des modèles espace d�états périodiques. Dans la dernière

section, nous généralisons au cas périodique les équations de Chandrasekhar à temps discret

11
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proposées par Morf et al. (1974) pour les modèles espace d�états à coe¢ cients constants.

1.2 Modèle général espace d�états

La forme de l�espace d�états appliquée à une série chronologique fyt; t 2 Zg permet l�étude
d�un phénomène observé par l�intermédiaire d�un vecteur dit variable d�états xt 2 Rr: Ces
deux quantités, variable observée et variable d�états, sont liées par deux relations. La première

est dite l�équation de transition ou d�état et la seconde, l�équation d�observation. Le système

général espace d�états linéaire est décrit par8<: xt+1 = Ftxt + �tut +Gt"t

yt = Htxt +Dtut + Ctet
(1:2:1)

où ut 2 Rh est un vecteur de variables exogènes, et 2 Rk, "t 2 Rl; et
�
"
0
t; e

0
t

�0
est un processus

bruit blanc avec E ("t) = E (et) = 0; et tel que

cov

��
"
0

t; e
0

t

�0 �
"
0

t; e
0

t

��
=

0@ Qt St

S
0
t Rt

1A ;

où Qt est une matrice dé�nie positive et Rt est une matrice strictement dé�nie positive. Les

matrices Ft, �t, Gt, Ht, Dt et Ct sont des fonctions du temps et sont supposées être non

aléatoires.

1.3 Représentation de quelques modèles linéaires sous

forme espace d�états

Dans ce paragraphe, nous allons représenter certains modèles linéaires de séries chronolo-

giques sous forme espace d�états. Nous commençons progressivement par les modèles simples

à savoir les modèles autorégressifs moyenne mobile (ARMA) puis les modèles ARMA intégré

(ARIMA) et les modèles ARMA à coe¢ cients évolutifs dans le temps et en�n les modèles

ARMA à coe¢ cients périodiques (PARMA).
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1.3.1 Modèles ARMA sous forme espace d�états

Rappelons qu�un processus aléatoire fyt; t 2 Zg du second ordre (E (y2t ) < 1) admet une
représentation ARMA d�ordre p et q, s�il est solution d�une équation aux di¤érences sto-

chastiques de la forme

yt �
pX
j=1

�jyt�j = "t �
qX
j=1

�j"t�j, t 2 Z; (1:3:1)

ou encore

�(L)yt = �(L)"t, t 2 Z;

où f"t; t 2 Zg est un processus bruit blanc, i.e., une suite de variables aléatoires non corrélées
(E("t"t�h) = 0 pour h 6= 0) de moyenne E("t) nulle et de variance E("2t ) = �2, et �(L) =

�
Pq

j=0 �jL
j; �(L) = �

Pp
i=0 �jL

j où 8j < q; �j 2 R; 8j < p, �j 2 R, �0 = �0 = �1 et
(�p; �q) 2 R� � R�.

Notons que les processus autorégressif (AR) et moyenne mobile (MA) ne sont que des cas

particuliers des processus ARMA. Un AR(p) correspond à un ARMA(p; 0), de la même

façon un MA(q) correspond à un ARMA(0; q).

La représentation en espace d�états des modèles ARMA n�est pas unique dans la littéra-

ture, nous utilisons généralement deux représentations, dites représentation max(p; q+1) et

max(p; q). Cependant, dans ce qui suit nous allons donner trois représentations dont deux

de max(p; q + 1) et une de max(p; q).

Première représentation

Il est bien connu que si fzt; t 2 Zg est un processus AR (p) alors fyt; t 2 Zg dé�ni par

yt = zt �
qX
j=1

�jzt�j; (1:3:2)

est un processus ARMA(p; q). Considérons alors l�écriture équivalente du modèle (1:3:2)

suivante 8<: �(B)zt = "t;

yt = �(B)zt:
(1:3:3)

Posons r = max(p; q+1), �j = 0 pour j > p et �j = 0 pour j > q: Soit xt le r-vecteur dé�ni

par xt = (zt; zt�1; : : : ; zt�r+1)
0
: Comme zt est un AR(p) alors d�après (1:3:3) nous avons8<: xt = Fxt�1 +G"t;

yt = H 0xt;
(1:3:4)
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où

F =

0BBBBBBBB@

�1 �2 � � � �r�1 �r

1 0 � � � 0 0

0 1 � � � 0 0
...

. . .
...

...

0 � � � � � � 1 0

1CCCCCCCCA
, G =

0BBBBBBBB@

1

0

0
...

0

1CCCCCCCCA
et H =

0BBBBBBBB@

1

��1
��2
...

��r�1

1CCCCCCCCA
Deuxième représentation

Une deuxième représentation en espace d�états pour les modèles ARMA est équivalente à

la précédente. Considérons le modèle (1:3:1) et introduisons le vecteur xt, de dimension r,

dé�ni par

xt(i) =
r�iX
j=0

�
�i+jyt�j�1 � �i+j�1"t�j

�
; i = 1; : : : ; r;

où r = max(p; q + 1), ce qui donne8<: xt = Fxt�1 +G"t;

yt = H 0xt;
(1:3:5)

où

F =

0BBBBBBBB@

�1 1 0 � � � 0

�2 0 1
. . . 0

...
...
. . . . . . 0

�r�1 0 0 1

�r 0 � � � � � � 0

1CCCCCCCCA
; G =

0BBBBBBBB@

1

��1
...

��r�2
��r�1

1CCCCCCCCA
et H =

0BBBBBBBB@

1

0
...

0

0

1CCCCCCCCA
:

Troisième représentation

Cette troisième représentation a l�avantage de réduire la dimension du vecteur d�états à

max(p; q) au lieu max(p; q + 1), mais elle est relativement moins utilisée que les deux précé-

dentes en raison de la corrélation entre les bruits de l�équation des observations et l�équation

des états.

Considérons le modèle (1:3:1) et soient r = max(p; q) et le r-vecteur xt dé�ni par8>>>>><>>>>>:
xt(1) = �1yt�1 + � � �+ �ryt�r � �1"t�1 � � � � � �r"t�r;

xt(2) = �2yt�1 + � � �+ �ryt�r+1 � �2"t�1 � � � � � �r"t�r+1;
...

xt(r) = �ryt�1 � �r"t�1;
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qui peut s�écrire sous la forme suivante

xt(i) =

r�iX
j=0

�i+jyt�j�1 �
r�iX
j=1

�i+j"t�j; i = 1; : : : ; r;

où bien la forme récursive8>>>>><>>>>>:
xt(1) = �1xt�1(1) + xt�1(2) + (�1 � �1) "t�1;
...

xt(r � 1) = �r�1xt�1(1) + xt�1(r) +
�
�r�1 � �r�1

�
"t�1;

xt(r) = �rxt�1(1) + (�r � �r) "t�1;

que nous pouvons l�écrire comme suit8<: xt = Fxt�1 +G"t;

yt = H 0xt + "t;
(1:3:6)

où

F =

0BBBBBBBB@

�1 1 0 � � � 0

�2 0 1
. . . 0

...
...
. . . . . . 0

�r�1
...

. . . 1

�r 0 � � � � � � 0

1CCCCCCCCA
; G =

0BBBBBBBB@

�1 � �1

�2 � �2
...

�r�1 � �r�1

�r � �r

1CCCCCCCCA
et H =

0BBBBBBBB@

1

0
...

0

0

1CCCCCCCCA
:

Notons que pour le cas des modèles ARMA multivariés, les mêmes représentations du cas

univarié sont valables en remplaçant les coe¢ cients scalaires par des matrices.

1.3.2 Modèles ARIMA sous forme espace d�états

Considérons un processus fyt; t 2 Zg qui suit un modèle ARIMA(p; d; q) tel que rdyt =

(1�B)d yt satisfait (1:3:1). Alors, d�après le paragraphe précédent le processusrdyt satisfait

les trois représentations espace d�états (1:3:4) ; (1:3:5) et (1:3:6).

Prenons par exemple la représentation (1:3:5)8<: �t = F�t�1 +G"t;

rdyt = H 0�t;
(1:3:7)
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où

F =

0BBBBBBBB@

�1 1 0 � � � 0

�2 0 1
. . . 0

...
...
. . . . . . 0

�r�1
...

. . . 1

�r 0 � � � � � � 0

1CCCCCCCCA
; G =

0BBBBBBBB@

1

��1
...

��r�2
��r�1

1CCCCCCCCA
et H =

0BBBBBBBB@

1

0
...

0

0

1CCCCCCCCA
:

Soient A et B deux matrices de dimension d � 1 et d � d, respectivement dé�nies par

A = B = 1 si d = 1 et par

A =

0BBBBBBBB@

0

0
...

0

1

1CCCCCCCCA
et

0BBBBBBBB@

0 1 0 � � � 0

0 0 1 0
...

...
. . . 0

0 0 0 1

(�1)d+1Cdd (�1)dCd�1d (�1)d�1Cd�2d � � � C1d

1CCCCCCCCA
;

si d > 1. Dé�nissons également le d-vecteur Yt = (yt�d+1; yt�d+2; :::; yt)
0
. Comme

rdyt = (1�B)d yt = yt +
dX
j=1

(�1)j CjdBjyt�j;

i.e.

yt = rdyt �
dX
j=1

(�1)j CjdBjyt�j;

alors, nous véri�ons aisément que ce dernier vecteur satisfait l�équation suivante

Yt = Ardyt +BYt�1 = AH 0�t +BYt�1:

Dé�nissons maintenant le nouveau vecteur d�état xt =
�
�
0
t; Y

0
t�1
�0
, de dimension r+ d. Alors

l�équation d�état est donnée par

xt+1 =

0@ �t+1

Yt

1A =

0@ F 0

AH 0 B

1A0@ �t

Yt�1

1A+
0@ G

0

1A "t; (1:3:8)

et l�équation d�observation est donnée par

yt =
�
H 0 (�1)d+1Cdd (�1)dCd�1d � � � C1d

�0@ �t

Yt�1

1A : (1:3:9)

d�où la représentation espace d�états d�un modèle ARIMA8<: xt = �xt�1 + 
"t;

yt = �xt;
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où

� =

0@ F 0

AH 0 B

1A ;
 =

0@ G

0

1A et � =
�
H 0 (�1)d+1Cdd (�1)dCd�1d � � � C1d

�
:

1.3.3 Modèles ARMA évolutifs sous forme espace d�états

Soit fyt; t 2 Zg un processus du second ordre, solution de l�équation aux di¤érences sto-
chastiques suivante

yt �
pX
j=1

�t;jyt�j = "t �
qX
j=1

�t;j"t�j; (1:3:10)

où f"t; t 2 Zg est une suite de variables non corrélées de variance �2t . L�équation (1:3:10)
peut s�écrire comme suit

�t(B)yt = �t(B)"t;

avec �t(L) = �
Pq

j=0 �t;jL
j; �t(L) = �

Pp
i=0 �t;jL

j.

Représentation max(p; q + 1)

La représentation suivante a été proposée par Azrak et Mélard (1998). Soit xt le vecteur

de dimension r = max(p; q + 1), dé�ni par l�équation matricielle suivante0BBBBBBBB@

xt(1)

xt(2)
...

xt(r � 1)
xt(r)

1CCCCCCCCA
=

0BBBBBBBB@

�t;1 1 0 � � � 0

�t+1;2 0 1
. . . 0

...
...
. . . . . . 0

�t+r�2;r�1
...

. . . 1

�t+r�1;r 0 � � � � � � 0

1CCCCCCCCA

0BBBBBBBB@

xt�1(1)

xt�1(2)
...

xt�1(r � 1)
xt�1(r)

1CCCCCCCCA
+

0BBBBBBBB@

1

��t+1;1
...

��t+r�2;r�2
��t+r�1;r�1

1CCCCCCCCA
"t:

Si yt = (1; 0; : : : ; 0)xt, alors nous avons

xt(1) = �t;1yt�1 + � � �+ �t;ryt�r + "t � �t;1"t�1 � � � � � �t;r"t�r

= �t;1xt�1(1) + xt�1(2) + "t;

où

xt�1(2) = �t;2yt�2 + � � �+ �t;ryt�r � �t;1"t�1 � � � � � �t;r"t�r

= �t;1xt�2(1) + xt�2(3)� �t;1"t�1;

et ainsi de suite, nous obtenons

xt(i) =
rX
j=i

�t+i�1;jyt+i�j�1 � �t+i�1;j�1"t+i�j; i = 1; : : : ; r � 1
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et

xt(r) = �t+r�1;ryt�1 � �t+r�1;r�1"t

d�où la représentation suivante 8<: xt = Ftxt�1 +Gt"t;

yt = H 0xt;
(1:3:11)

où

Ft =

0BBBBBBBB@

�t;1 1 0 � � � 0

�t+1;2 0 1
. . . 0

...
...
. . . . . . 0

�t+r�2;r�1
...

. . . 1

�t+r�1;r 0 � � � � � � 0

1CCCCCCCCA
; Gt =

0BBBBBBBB@

1

��t+1;1
...

��t+r�2;r�2
��t+r�1;r�1

1CCCCCCCCA
et H =

0BBBBBBBB@

1

0
...

0

0

1CCCCCCCCA
:

Représentation max(p; q)

La même représentation du cas stationnaire peut être adoptée. Soit r = max(p; q) alors le

modèle (1:3:10) peut se mettre sous la forme espace d�états suivante8<: xt = Ftxt�1 +Gt"t�1;

yt = H 0xt + "t;
(1:3:12)

où

Ft =

0BBBBBBBB@

�t;1 1 0 � � � 0

�t+1;2 0 1
. . . 0

...
. . . 0

�t+r�2;r�1 0 0 1

�t+r�1;r 0 0 0

1CCCCCCCCA
; Gt =

0BBBBBBBB@

�t;1 � �t;1

�t+1;2 � �t+1;2
...

�t+r�2;r�1 � �t+r�2;r�1

�t+r�1;r � �t+r�1;r

1CCCCCCCCA
et H =

0BBBBBBBB@

1

0
...

0

0

1CCCCCCCCA
:

En e¤et, nous avons

xt(1) = �t;1yt�1 + � � �+ �t;ryt�r � �t;1"t�1 � � � � � �t;r"t�r

= �t;1xt�1(1) +
�
�t;1 � �t;1

�
"t�1 + xt�1(2);

où

xt�1(2) = �t;2yt�2 + � � �+ �t;ryt�r � �t;1"t�1 � � � � � �t;r"t�r

= �t;2xt�2(1) +
�
�t;2 � �t;2

�
"t�2 + xt�2(3):

Nous obtenons donc

xt(i) =

rX
j=i

�t+1;jyt+1�j �
r�1X
j=i

�t+1;j"t+1�j; i = 1; : : : ; r:
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1.3.4 Modèles ARMA périodiques sous forme espace d�états

Considérons le modèle autorégressif moyen mobile S-périodique, PARMAS(p; q), qui est un

cas particulier de (1:3:10) où la variance �2t et les coe¢ cients �t;j; j = 1; :::; p; �t;j; j = 1; :::; qt;

sont des fonctions S-périodiques dans le temps. Posons r = max(p; q+1) et 8t 2 Z; t = s+nS,

s 2 f1; : : : ; Sg et n 2 Z: La représentation (1:3:10) peut se mettre sous la forme suivante8<: xs+nS = Fsxs+nS�1 +Gs"s+nS;

ys+nS = H 0xs+nS;
(1:3:13)

où

Fs =

0BBBBBBBB@

�s;1 1 0 � � � 0

�s+1;2 0 1
. . . 0

...
...
. . . . . . 0

�s+r�2;r�1
...

. . . 1

�s+r�1;r 0 � � � � � � 0

1CCCCCCCCA
; Gs =

0BBBBBBBB@

1

��s+1;1
...

��s+r�2;r�2
��s+r�1;r�1

1CCCCCCCCA
et H =

0BBBBBBBB@

1

0
...

0

0

1CCCCCCCCA
:

Une autre représentation max(p; q) est également possible. Elle est donnée par8<: xs+nS = Fsxs+nS�1 +Gs"s+nS�1;

ys+nS = H 0xs+nS + "s+nS:
(1:3:14)

où

Fs =

0BBBBBBBB@

�s;1 1 0 � � � 0

�s;2 0 1
. . . 0

...
...
. . . . . . 0

�s;r�1
...

. . . 1

�s;r 0 � � � � � � 0

1CCCCCCCCA
; Gs =

0BBBBBBBB@

�s;1 � �s;1

�s;2 � �s;2
...

�s;r�1 � �s;r�1

�s;r � �s;r

1CCCCCCCCA
et H =

0BBBBBBBB@

1

0
...

0

0

1CCCCCCCCA
:

1.4 Filtre de Kalman pour les modèles espace d�états

linéaires à coe¢ cients périodiques

Une fois que le modèle a été mis sous une forme espace d�états, la voie est ouverte pour

l�application d�un nombre important d�algorithmes. Au centre de ces derniers est l�algorithme

appelé �ltre de Kalman (Kalman, 1960 et 1963). Ce dernier est une procédure récursive pour
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calculer l�estimateur optimal du vecteur d�état à l�instant t, en se basant sur l�information

disponible à l�instant t. Cette information comprend les observations jusqu�à t et y compris

le yt.

Considérons le modèle espace d�états linéaire à coe¢ cients périodiques suivant8<: xt+1 = Ftxt + "t+1

yt = Htxt + Atut + et
(1:4:1)

où fxtg, fytg, fetg et f"tg sont des processus aléatoires de dimensions r � 1, m � 1, r � 1,
et m� 1 respectivement, tels que8>>>>><>>>>>:

E (et) = E ("t) = 0;

E
�
"t"

0
t+h

�
= �h;0Qt;

E
�
ete

0
t+h

�
= �h;0Rt;

E
�
etx

0
t�k
�
= 0;

8t; h 2 Z;8k � 0;

où � désigne la fonction de Kronecker et les matrices Ft, Ht, Qt et Rt sont périodiques de

période S.

En supposant que les matrices Ft, Ht, Qt et Rt sont connues, la prévision optimale de

xt, sur la base de l�information disponible jusqu�à l�instant t � 1, est dérivée d�un résultat
bien connu pour des variables normales (voir, par exemple, Hamilton (1994, p. 92)). Pour

appliquer ce résultat, supposons que

H1 Le bruit f"tg est un bruit blanc gaussien de matrice de variance covariance Qt.

H2 Le bruit d�observation fetg est un bruit blanc gaussien de matrice de variance cova-
riance Rt.

H3 Le vecteur initial d�état, x0 est gaussien de moyenne �0 et de matrice de variance

covariance P0.

H4 Les bruits fetg et f"tg, et l�état initial x0 sont mutuellement indépendants.

Supposons également, que l�information disponible à l�instant t � 1 peut être récapitulée
par le vecteur Ft�1 =

�
y
0
t�1; y

0
t�2; :::; u

0
t�1; u

0
t�2; :::

�0
: Comme première étape (étape de pré-

diction), notre objectif est d�estimer le vecteur d�état xt à partir de l�information disponible

à l�instant t � 1, de façon optimale et récursive. Si nous adoptons le critère de l�erreur
moyenne quadratique, il s�agit de calculer la loi conditionnelle du vecteur d�état xt sachant

Ft�1. D�après les hypothèses H1-H3, il su¢ t de calculer la moyenne, bxt=t�1, et la matrice de
variance covariance, Pt=t�1, de cette loi conditionnelle.
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Supposons maintenant que la loi conditionnelle du vecteur d�état xt sachant Ft�1 est connue.
Pour calculer la loi conditionnelle du vecteur d�état xt sachant Ft, nous procédons à la
dexième étape (étape du �ltrage). Nous utilisons la nouvelle observation

�
y
0
t; u

0
t

�0
: Plus pré-

cisément, nous tenons en compte la nouvelle information par rapport au Ft�1 apportée par�
y
0
t; u

0
t

�0
, i.e.,

bet = yt � E (yt=ut;Ft�1) = yt �Htbxt=t�1 + Atut = Ht

�
xt � bxt=t�1�+ et: (1:4:2)

Il est clair que le processus fbetg est un processus gaussien, appelé processus d�innovation,
de moyenne nulle et de matrice de variance covariance

E
h
(yt � E (yt=ut;Ft�1)) (yt � E (yt=ut;Ft�1))

0
.
ut;Ft�1

i
= HtPt=t�1H

0

t +Rt: (1:4:3)

Dans cette dernière égalité, nous utilisons le fait que
�
xt � bxt=t�1� est indépendant de et,

donc

E
h�
xt � bxt=t�1� e0t.ut;Ft�1i = E

h�
xt � bxt=t�1�0 et.ut;Ft�1i = 0:

Dérivation du �ltre de Kalman

Nous supposons que la matrice de variance covariance Rt est inversible. Alors bxt=t�1, Pt=t�1,bxt=t et Pt=t sont dé�nis par les équations suivantes
bxt=t�1 = Ft�1bxt�1=t�1; (1:4:4)

Pt=t�1 = Ft�1Pt�1=t�1F
0

t�1 +Qt; (1:4:5)

et

bxt=t = bxt=t�1 + Pt=t�1H
0

t

�
HtPt=t�1H

0

t +Rt

��1 �
yt �Htbxt=t�1 � Atut

�
; (1:4:6)

Pt=t = Pt=t = Pt=t�1 � Pt=t�1H
0

t

h
HtPt=t�1H

0

t +Rt

i�1
HtPt=t�1: (1:4:7)

Justi�cation

Sous les hypothèses H1-H4, le vecteur
�
x
0
0; y

0
0

�0
est gaussien, de moyenne et de matrice de

variance covariance données respectivement par0@ �0

HS�0 + ASu0

1A ;

0@ P0 P0H
0
S

HSP0 HSP0H
0
S +RS

1A :

Alors, la loi de x0 sachant y0 est gaussienne, de moyenne

bx0=0 = �0 + P0H
0

S

�
HSP0H

0

S +RS

��1
(y0 �HS�0 � ASu0) ;
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et de matrice de variance covariance

P0=0 = P0 � P0H
0

S

�
HSP0H

0

S +RS

��1
HSP0:

Supposons maintenant que nous somme à l�instant t et nous connaissons les valeurs debxt�1=t�1 et Pt�1=t�1 qui caractérisent la distribution conditionnelle de xt�1 sachant le passé
Ft�1.

Le vecteur
�
x
0
t; y

0
1; :::; y

0
t�1
�0
est gaussien, donc la loi de xt sachant Ft�1 est gaussienne,

de moyenne bxt=t�1 et de matrice de variance covariance Pt=t�1. De l�équation d�état de la
représentation (1:4:1), nous avons

bxt=t�1 = E (xt/ut;Ft�1) = E (Ft�1xt�1 + "t/ut;Ft�1) = Ft�1bxt�1=t�1;
donc

xt � bxt=t�1 = Ft�1
�
xt�1 � bxt�1=t�1�+ "t;

et par conséquent,

Pt=t�1 = E
h�
xt � bxt=t�1� �xt � bxt=t�1�0.ut;Ft�1i

= Ft�1Pt�1=t�1F
0

t�1 +Qt:

Finalement, il est clair que le vecteur
�
x
0
t; y

0
1; :::; y

0
t

�0
est gaussien, ainsi la loi de xt sachant

Ft est gaussienne, de moyenne bxt=t et de matrice de variance covariance Pt=t. D�après la
relation (1:4:2), nous avons

bxt=t = E [xt=Ft] = bxt=t�1 + E
��
xt � bxt=t�1� =Ft�

= bxt=t�1 + E
��
xt � bxt=t�1� =ut;Ft�1; bet�

= bxt=t�1 + E
��
xt � bxt=t�1� =bet� ;

donc

xt � bxt=t =
�
xt � bxt=t�1�� �xt=t � bxt=t�1�

=
�
xt � bxt=t�1�� E

��
xt � bxt=t�1� =bet� ;

par conséquent,

Pt=t = E
h�
xt � bxt=t� �xt � bxt=t�0i

= E

24 ��xt � bxt=t�1�� E
��
xt � bxt=t�1� =bet��

�
��
xt � bxt=t�1�� E

��
xt � bxt=t�1� =bet��0

35 :
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Il su¢ t donc de calculer la moyenne conditionnelle et la matrice de variance covariance

conditionnelle du vecteur
�
xt � bxt=t�1� sachant bet. A cette �n, nous savons que le vecteur��

xt � bxt=t�1�0 ; be0t�0 est un vecteur gaussien, de moyenne nulle et de matrice de variance
covariance 0@ Pt=t�1 Pt=t�1H

0
t

HtPt=t�1 HtPt=t�1H
0
t +Rt

1A
L�hypothèse que Rt est inversible entraîne que HtPt=t�1H

0
t + Rt est inversible. Alors, nous

avons immédiatement

bxt=t = bxt=t�1 + Pt=t�1H
0

t

h
HtPt=t�1H

0

t +Rt

i�1 bet;
et

Pt=t = Pt=t�1 � Pt=t�1H
0

t

h
HtPt=t�1H

0

t +Rt

i�1
HtPt=t�1;

ce qui termine la justi�cation.

Nous avons imposé la normalité de et, "t et de l�état initial x0 , notons cependant que

cette hypothèse peut être levée et remplacée par l�existence des moments du second ordre,

à condition de remplacer la notion d�espérance conditionnelle par la notion de régression

a¢ ne.

L�algorithme suivant récapitule la procédure récursive pour calculer l�estimateur optimal

du vecteur d�état à l�instant t, en se basant sur l�information disponible à l�instant t� 1.

Algorithme de Kalman (1960)

A partir des équations (1:4:4)-(1:4:7), le �ltre de Kalman, pour le modèle espace d�états à

coe¢ cients périodiques (1:4:1), peut être donné par les équations suivantes


t = HtPt=t�1H
0

t +Rt

Kt = FtPt=t�1H
0

t

�1
t ;

bxt+1=t = (Ft �KtHt) bxt=t�1 +Ktyt �KtAtut;

Pt+1=t = FtPt=t�1F
0

t �Kt

�1
t K

0

t +Qt;

où la matrice Kt est appelée gain de Kalman.



24

1.5 Extension du �ltre de Chandrasekhar au cas des

modèles espace d�états périodiques

Pour des modèles espace d�états à temps discret et à coe¢ cients constants, Morf et al.

(1974) ont proposé des équations récurrentes (pour l�estimation linéaire des moindres carrés)

substituant le �ltre de Kalman avec une plus simple complexité numérique. Les nouveaux

algorithmes ainsi introduits ont été nommés �ltre de Chandrasekhar en raison de leur analo-

gie avec des équations di¤érentielles rencontrées dans les modèles à temps continu. Depuis,

une grande attention a été prêtée au �ltre de Chandrasekhar pour ses applications impor-

tantes dans l�amélioration de la complexité numérique relative à la construction des modèles

linéaires à coe¢ cients constants. Parmi ces applications, nous mentionnons non exhaustive-

ment l�évaluation de la fonction de vraisemblance (Mélard (1984) pour les modèles ARMA),

le calcul de la matrice d�information de Fisher (Mélard et Klein, 1994) et le développement

des variantes rapides pour l�algorithme des moindres carrés récursif (Sayed et Kailath, 1994 ;

Sayed et al., 1994 ; Nakamori et al., 2004). Cependant, le �ltre de Chandrasekhar classique

se restreint exclusivement au cas de modèles à coe¢ cients constants en vertu de la structure

d�invariance des coe¢ cients et il semble qu�il n�y ait pas de travaux pour le développement

d�extensions pour des modèles à coe¢ cients évolutifs dans le temps à l�exception de certains

cas très spéciaux (Sayed et Kailath, 1994). Une classe particulière de modèles linéaires à

coe¢ cients variables dont l�importance pour la représentation des phénomènes périodiques

n�est plus à démontrer est la classe des modèles espace d�états périodiques. Malgré le grand

progrès qui a été fait pour la construction et l�analyse de tels modèles (voir e.g. Lund et

Basawa, 2000 ; Varga et Van Dooren, 2001 ; Gautier, 2005 et les références intra), il semble

qu�il n�y ait pas de résultats concernant l�extension des équations de Chandrasekhar. Nous

proposons dans cette section quelques algorithmes pour l�estimation linéaire des moindres

carrés des modèles espace d�états périodiques. Nos méthodes généralisent les équations de

Chandrasekhar proposées par Morf et al. (1974) au cas périodique et retiennent leurs carac-

téristiques souhaitables.
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1.5.1 Dé�nitions et notations préliminaires

Considérons un modèle espace d�états périodique de la forme suivante8<: xt+1 = Ftxt +Gt�t

yt = H 0
txt + et

, t 2 Z; (1:5:1)

où fxtg, fytg, fetg et f�tg sont des processus aléatoires de dimensions r � 1, m� 1, m� 1,
et d � 1 respectivement, tels que E (�t) = E (et) = 0; E

�
�t�

0
t+h

�
= �h;0Qt; E

�
ete

0
t+h

�
=

�h;0Rt; E
�
�tx

0
t�k
�
= 0; E

�
ety

0
t�l
�
= 0 et E (xtx0t) = Wt;8t; h 2 Z;8k � 0;8l > 0, (�

désigne la fonction de Kronecker). Les matrices Ft, Gt, H 0
t, Qt, Rt, et Wt sont périodiques

en t de période S. Pour simpli�er l�exposé, nous supposons sans perte de généralités que

E (et�
0
l) = 0; 8t; l 2 Z. Soit bxt=t�1 et byt=t�1 les meilleures prévisions linéaires (au sens des

moindres carrés) de xt et yt, respectivement, basées sur y1; y2:::; yt�1. Il est bien connu quebxt et byt peuvent être obtenues à partir du �ltre de Kalman (1960), donné par

t = H

0

tPt=t�1Ht +Rt; (1:5:2a)

Kt = FtPt=t�1Ht; (1:5:2b)

byt=t�1 = H
0

tbxt=t�1; (1:5:2c)

bxt+1=t =
�
Ft �KtH

0

t

� bxt=t�1 +Ktyt; (1:5:2d)

Pt+1=t = FtPt=t�1F
0
t �Kt


�1
t K

0

t +GtQtG
0
t: (1:5:2e)

avec valeurs de démarrage

bx1=0 = E (x1) = 0; (1:5:2f)

P1=0 = E (x1x
0
1) =W1: (1:5:2g)

où bet = yt � byt=t�1 est le résidu correspondant à yt de matrice de covariance 
t, Pt=t�1 =
E
�
xt � bxt=t�1� �xt � bxt=t�1�0 est la matrice de covariance de l�erreur de prédiction xt� bxt=t�1

et Kt = E (xt+1be0t) est le gain de Kalman. La notation A � 0 (resp. A > 0) signi�e que A

est semi-dé�nie positive (resp. dé�nie positive).

L�équation (1:5:2e) basée sur la relation de démarrage (1:5:2g) sera dite équation aux dif-

férences de Riccati périodique (periodic Riccati di¤erence equation, PRDE) puisque dans la

limite, elle se réduit à une équation algébrique de Riccati périodique (Bittanti et al., 1988).

La résolution de (1:5:2e) requiert O(r3) opérations par itération (voir Morf et al., 1974), ce

qui est parfois très coûteux ; de plus, la solution Pt=t�1; dite variable de Riccati, doit être semi-

dé�nie positive, propriété qui n�est pas facile à préserver dans une résolution numérique de
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(1:5:2e). La section suivante propose des équations récurrentes que nous appellerons �ltre de

Chandrasekhar périodique, permettant de remédier aux inconvénients du �ltre de Kalman.

1.5.2 Algorithmes de type Chandrasekhar périodique

Posons �SPt = Pt+S=t+S�1 � Pt=t�1 la di¤érence d�ordre S de la variable de Riccati pour

P1=0; P2=1; :::; PS=S�1 � 0 données. La formulation de nos équations récurrentes est similaire
à celle des équations de Chandrasekhar classiques et se base sur le résultat de factorisation

suivant.

Proposition 1 (Aknouche et Hamdi, 2007)

La matrice �SPt véri�e les deux équations aux di¤érences suivantes

�SPt+1 =
�
Ft �Kt+S


�1
t+SH

0
t

� �
�SPt +�SPtHt


�1
t H 0

t�SPt
� �
Ft �Kt+S


�1
t+SH

0
t

�0
(1:5:3)

�SPt+1 =
�
Ft �Kt


�1
t H 0

t

� �
�SPt ��SPtHt


�1
t+SH

0
t�SPt

� �
Ft �Kt


�1
t H 0

t

�0
: (1:5:4)

Preuve.

i) D�après (1:5:2a), nous avons


t+S = H
0

t�SPtHt +H
0

tPtHt +Rt = H
0

t�SPtHt + 
t;

cette dernière équation peut se réecrire comme suit


t+S = 
t +�S
t; où �S
t
def
= H

0

t�SPtHt: (1:5:5)

D�autre part, à partir de (1:5:2e), nous avons

Pt+1+S=t+S = FtPt+S=t+S�1F
0
t � eKt+S
t+S eK 0

t+S +GtQtG
0
t;

Pt+1=t = FtPt=t�1F
0
t � eKt
t eK 0

t +GtQtG
0
t;

où eKt = Kt

�1
t et par conséquent

�SPt+1 = Ft�SPtF
0
t � eKt+S
t+S eK 0

t+S +
eKt
t eK 0

t. (1:5:6)
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Par ailleurs, le gain de Kalman eKt peut être écrit sous la forme récursive retardée

eKt =
�
FtPt+S=t+S�1Ht � Ft�SPtHt

�

�1t

=
� eKt+S
t+S � Ft�SPtHt

�

�1t

=
h eKt+S

�
H

0

tPt+S=t+S�1Ht +Rt

�
� Ft�SPtHt

i

�1t

=
h eKt+S

�
H

0

t�SPtHt +H
0

tPt=t�1Ht +Rt

�
� Ft�SPtHt

i

�1t

=
h eKt+S
t + eKt+SH

0

t�SPtHt � Ft�SPtHt

i

�1t

= eKt+S �
�
Ft � eKt+SH

0

t

�
�SPtHt


�1
t :

de ce fait, on peut voir que

eKt = eKt+S ��S
eKt; où �S

eKt
def
=
�
Ft � eKt+SH

0

t

�
�SPtHt


�1
t . (1:5:7)

En remplaçant la valeur de eKt dans le dernier terme du membre droit de (1:5:6) et tout en

utilisant (1:5:5), nous obtenons

�SPt+1 = Ft�SPtF
0
t � eKt+S
t+S eK 0

t+S +
eKt
t eK 0

t

= Ft�SPtF
0
t � eKt+S

�

t +H

0

t�SPtHt

� eK 0

t+S

+
� eKt+S ��S

eKt

�

t

� eKt+S ��S
eKt

�0
= Ft�SPtF

0
t � eKt+SH

0

t�SPtHt
eK 0

t+S � eKt+SH
0

t�SPt

�
Ft � eKt+SH

0

t

�0
�
�
Ft � eKt+SH

0

t

�
�SPtHt

eK 0

t+S

+
�
Ft � eKt+SH

0

t

�
�SPtHt


�1
t H

0

t�SPt

�
Ft � eKt+SH

0

t

�0
=

�
Ft � eKt+SH

0

t

�
�SPtF

0
t �

�
Ft � eKt+SH

0

t

�
�SPtHt

eK 0

t+S

+
�
Ft � eKt+SH

0

t

�
�SPtHt


�1
t H

0

t�SPt

�
Ft � eKt+SH

0

t

�0
d�où

�SPt+1 =
�
Ft � eKt+SH

0

t

� h
�SPt +�SPtHt


�1
t H

0

t�SPt

i �
Ft � eKt+SH

0

t

�0
:
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ii) Un argument similaire peut être utilisé pour déduire (1:5:4). Il su¢ t d�exprimer eKt+S en

fonction eKt sous une forme récursive avancéeeKt+S =
�
FtPt=t�1Ht + Ft�SPtHt

�

�1t+S =

� eKt
t + Ft�SPtHt

�

�1t+S

=
h eKt

�
H

0

tPt=t�1Ht +Rt

�
+ Ft�SPtHt

i

�1t+S

=
h eKt

�
H

0

tPt+S=t+S�1Ht �H
0

t�SPtHt +Rt

�
+ Ft�SPtHt

i

�1t+S

=
h eKt
t+S � eKtH

0

t�SPtHt + Ft�SPtHt

i

�1t+S

= eKt +
�
Ft � eKtH

0

t

�
�SPtHt


�1
t+S;

il s�en suit queeKt+S = eKt +�S
eKt; où �S

eKt =
�
Ft � eKtH

0

t

�
�SPtHt


�1
t+S; (1:5:8)

et en remplaçant cette dernière expression dans le 2eme terme du membre droit de (1:5:6),

nous obtenons

�SPt+1 = Ft�SPtF
0
t � eKt+S
t+S eK 0

t+S + eKt
t eK 0

t

= Ft�SPtF
0
t �

� eKt +�S
eKt

�

t+S

� eKt +�S
eKt

�0
+ eKt

�

t+S �H

0

t�SPtHt

� eK 0

t

= Ft�SPtF
0
t � eKt
t+S�S

eK 0

t ��S
eKt
t+S eK 0

t ��S
eKt
t+S�S

eK 0

t � eKtH
0

t�SPtHt
eK 0

t :

De la relation (1:5:8), nous pouvons écrire �SPt+1 comme suit

�SPt+1 = Ft�SPtF
0
t � eKt

��
Ft � eKtH

0

t

�
�SPtHt

�0
�
�
Ft � eKtH

0

t

�
�SPtHt

eK 0

t

�
��
Ft � eKtH

0

t

�
�SPtHt

�

�1t+S

��
Ft � eKtH

0

t

�
�SPtHt

�0
� eKtH

0

t�SPtHt
eK 0

t

= Ft�SPtF
0
t � eKtH

0

t�SPt

�
Ft � eKtH

0

t

�0
�
�
Ft � eKtH

0

t

�
�SPtHt

eK 0

t

�
�
Ft � eKtH

0

t

�
�SPtHt


�1
t+SH

0

t�SPt

�
Ft � eKtH

0

t

�0
� eKtH

0

t�SPtHt
eK 0

t

= Ft�SPtF
0
t � eKtH

0

t�SPtF
0

t + eKtH
0

t�SPt

� eKtH
0

t

�0
� Ft�SPtHt

eK 0

t

�
�
Ft � eKtH

0

t

�
�SPtHt


�1
t+SH

0

t�SPt

�
Ft � eKtH

0

t

�0
=

�
Ft � eKtH

0

t

�
�SPtF

0

t �
�
Ft � eKtH

0

t

�
�SPt

� eKtH
0

t

�0
�
�
Ft � eKtH

0

t

�
�SPtHt


�1
t+SH

0

t�SPt

�
Ft � eKtH

0

t

�0
=

�
Ft � eKtH

0

t

�
�SPt

�
Ft � eKtH

0

t

�0
�
�
Ft � eKtH

0

t

�
�SPtHt


�1
t+SH

0

t�SPt

�
Ft � eKtH

0

t

�0
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d�où

�SPt+1 =
�
Ft � eKtH

0

t

� h
�SPt ��SPtHt


�1
t+SH

0

t�SPt

i �
Ft � eKtH

0

t

�0
.

�

La Proposition 1 montre que �SPt peut être factorisée comme suit

�SPt = YtMtY
0
t ; (1:5:9)

oùMt est une matrice carrée symétrique non nécessairement semi-dé�nie positive de dimen-

sion rang (�SP1), qui est au plus égal à r; puisque de (1:5:3) nous avons

rang (�SPt+1) � rang (�SPt) � ::: � rang (�SP1) � r:

Notons que ce résultat n�est pas surprenant du fait que l�on peut toujours écrire un modèle

périodique du type (1:5:1) sous la forme d�un modèle espace d�état à coe¢ cients constants

auquel on peut appliquer la factorisation de Chandrasekhar classique (Morf et al., 1974).

Toutefois, compte tenu de la grande complexité de calcul requise, le développement d�une

théorie propre aux modèles périodiques est souhaitable. Ainsi, grâce à la proposition de

factorisation de Chandrasekhar précédent, les matrices Yt etMt données par (1:5:9) peuvent

être obtenues récursivement. L�algorithme suivant montre que l�équation aux di¤érences de

Riccati périodique (1:5:2e) peut être remplacée par un système d�équations sur 
t, Kt, Yt et

Mt avec une réduction dans l�e¤ort de calcul, spécialement lorsque la dimension du vecteur

d�état r est très grande devant m, la dimension de yt.

Algorithme 2 (Aknouche et Hamdi, 2007)

Le �ltre de Kalman (1:5:2) peut être remplacé par (1:5:2c), (1:5:2d) et les équations suivantes


t+S = 
t +H 0
tYtMtY

0
tHt; (1:5:10a)

Kt+S = (Kt + FtYtMtY
0
tHt) ; (1:5:10b)

Yt+1 =
�
Ft �Kt+S


�1
t+SH

0
t

�
Yt; (1:5:10c)

Mt+1 = Mt +MtY
0
tHt


�1
t H 0

tYtMt; (1:5:10d)

avec valeurs de démarrage


s = H 0
sPsHs; s = 1; :::; S; (1:5:10e)

Ks = FsPsHs; s = 1; :::; S; (1:5:10f)
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où Ps=s�1; 1 � s � S est calculée à partir de (1:5:2e) et (1:5:2g), tandis que Y1 et M1

s�obtiennent en factorisant

�SP1 = PS+1=S � P1=0 = FSPS=S�1F
0
S �KS


�1
S K 0

S +GSQSG
0
S � P1=0; (1:5:10g)

comme Y1M1Y
0
1 :

Preuve. La relation (1:5:10a) n�est rien d�autre que (1:5:5) lorsqu�on utilise (1:5:9), tandis

que (1:5:10b) s�en suit à partir de (1:5:9) et de la relation

Kt+S =
�
FtPt=t�1Ht + Ft�SPtHt

�
:

D�autre part, à partir de (1:5:3) que nous réécrivons en utilisant (1:5:9) comme suit

�SPt+1 =
�
Ft � eKt+SH

0

t

� h
�SPt +�SPtHt


�1
t H

0

t�SPt

i �
Ft � eKt+SH

0

t

�0
=

�
Ft � eKt+SH

0

t

� h
YtMtY

0

t + YtMtY
0

tHt

�1
t H

0

tYtMtY
0

t

i �
Ft � eKt+SH

0

t

�0
=

�
Ft �Kt+S


�1
t+SH

0
t

�
Yt
�
Mt +MtY

0
tHt


�1
t H 0

tYtMt

�
Y 0
t

�
Ft �Kt+S


�1
t+SH

0
t

�0
= Yt+1Mt+1Y

0
t+1:

Par identi�cation, nous trouvons (1:5:10c) et (1:5:10d). �

Notons que la PRDE (1:5:2e) doit être utilisée seulement pour 1 � s � S pour démarrer

(1:5:10). Pour t > S le calcul récursif de Pt=t�1 n�est pas pris en compte par l�algorithme

mais peut être déduit à travers l�équation

PkS+s=kS+s�1 = Ps=s�1 +
k�1X
j=0

YjS+sMjS+sY
0
jS+s; 1 � s � S:

Similairement au cas des modèles à coe¢ cients constants (Morf et al., 1974), d�autres formes

de l�Algorithme 2 peuvent être obtenues à partir de la Proposition 1. La variante suivante

est particulièrement bien adaptée lorsque M1 < 0, auquel cas, Mt � 0 pour tout t � 2. Ce
dernier cas se présente entre autres lorsque le modèle (1:5:1) est causal.

Algorithme 3 (Aknouche et Hamdi, 2007)

Le système d�équations récurrentes suivant, dans lequel les équations (1:5:10a), (1:5:10b) et

(1:5:10e)-(1:5:10g) restent inchangées tandis que (1:5:10c) et (1:5:10d) sont remplacées par

Yt+1 =
�
Ft �Kt


�1
t H 0

t

�
Yt; (1:5:11a)

Mt+1 = Mt �MtY
0
tHt


�1
t+SH

0
tYtMt; (1:5:11b)

fournit le même résultat que l�Algorithme 2.
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Preuve. La formulation est similaire à celle de l�Algorithme 2, mais elle est basée sur la

factorisation (1:5:4) plutôt que (1:5:3). �

Il est encore possible d�en déduire d�autres variantes de l�Algorithme 2 comme pour le cas

standard. L�équation aux di¤érences de Riccati périodique (1:5:10d) peut être linéarisée en

utilisant le lemme d�inversion matricielle (Morf et al., 1974) à travers lequel nous obtenons

des récurrences sur M�1
t plutôt que sur Mt, comme suit

M�1
t+1 =M�1

t � Y 0
tHt


�1
t+SH

0
tYt:

Le �ltre de Chandrasekhar périodique sera préféré au �ltre de Kalman (1:5:2) pourvu que les

dimensions de Yt et/ou de Mt sont signi�cativement plus petites que r. Ces dimensions sont

conditionnées sur le bon choix de la factorisation non unique �SP1 = Y1M1Y
0
1 dans l�étape

d�initialisation que nous abordons dans la section suivante.

1.5.3 Problème d�initialisation

Supposons que le processus fxtg donné par (1:5:1) est causal, c�est à dire que la matrice
monodromique

QS
i=0 FS�i a ses valeurs propres inférieures à 1 en module. Considérons les

deux cas suivants.

i) Cas où Sm < r : Itérons (1:5:10g) S fois et utilisons le fait que sous la condition de

stationnarité périodique, P1=0 véri�e l�équation de Lyapunov à temps discret périodique

(discrete-time periodic Lyapunov equation DPLE, e.g. Bittanti et al., 1988 ; Varga, 1997)

P1=0 =

 
S�1Y
j=0

FS�j

!
P1=0

 
S�1Y
j=0

FS�j

!0

+

S�1X
k=0

 
k�1Y
j=0

FS�j

!
GS�kQS�kG

0
S�k

 
k�1Y
j=0

FS�j

!0
; (1:5:12)
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D�autre part, l�équation (1:5:10g) peut être réécrite comme suit

�SP1 = FSPS=S�1F
0
S � eKS
S eK 0

S +GSQSG
0
S � P1=0

= FSFS�1PS�1=S�2 (FSFS�1)
0
� FS eKS�1
S�1 eK 0

S�1F
0
S + FSGS�1QS�1G

0
S�1F

0
S

� eKS
S eK 0

S +GSQSG
0
S � P1=0

= FSFS�1FS�2PS�2=S�3 (FSFS�1FS�2)
0
� FSFS�1 eKS�2
S�2

�
FSFS�1 eKS�2

�0
+(FSFS�1)GS�2QS�2G

0
S�2 (FSFS�1)

0
� FS eKS�1
S�1

� eKS�1FS

�0
+FSGS�1QS�1G

0
S�1F

0
S � eKS
S eK 0

S +GSQSG
0
S � P1=0

...

= �
S�1X
k=0

 
k�1Y
j=0

FS�j

! eKS�k
S�k eK 0
S�k

 
k�1Y
j=0

FS�j

!0
+

 
S�1Y
j=0

FS�j

!
P1=0

 
S�1Y
j=0

FS�j

!0

+
S�1X
k=0

 
k�1Y
j=0

FS�j

!
GS�kQS�kG

0
S�k

 
k�1Y
j=0

FS�j

!0
� P1=0:

A partir de (1:5:12) nous concluons que la somme des trois derniers termes du membre droit

de la dernière égalité est égale à 0.

D�où

�SP1 = �
S�1X
k=0

 
k�1Y
j=0

FS�j

! eKS�k
S�k eK 0
S�k

 
k�1Y
j=0

FS�j

!0

�
S�1X
k=0

 
k�1Y
j=0

FS�j

!
KS�k


�1
S�kK

0
S�k

 
k�1Y
j=0

FS�j

!0

= �
S�1X
k=0

 
k�1Y
j=0

FS�j

!
KS�k


�1
S�kK

0
S�k

 
k�1Y
j=0

FS�j

!0
= �L diag(
�1S ; :::;
�11 )L

0 = Y1M1Y
0
1 : (1:5:13)

Il est clair que lorsque Sm est signi�cativement plus petit que r, l�équation PRDE non

homogène (1:5:2e) est remplacée par l�équation PRDE homogène (1:5:11b) qui est de di-

mension inférieure. Par exemple, pour m = 1, la complexité de la résolution de (1:5:10d)

ou (1:5:11b) en utilisant (1:5:13) comme étape d�initialisation, est de l�ordre de O(rS2), ce

qui est plus simple comparé à la résolution de (1:5:2e). Il est encore possible d�alléger le

fardeau de calcul dans (1:5:13) en évitant de former la somme des produits matriciels (dans

l�évaluation de L), en faisant appel à la décomposition de Schur périodique (Hench et Laub,

1994).
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ii) Cas où Sm � r : Dans ce cas, il est préférable d�utiliser une autre décomposition. Par

ailleurs, puisque

P1 = E (x1 � bx1) (x1 � bx1)0 = E
�
x1x

0

1

�
= E (FSx0 +GSw0) (FSx0 +GSw0)

0

= FSE
�
x0x

0

0

�
F

0

S +GSE
�
w0w

0

0

�
G

0

S

= FSW0F
0

S +GSQSG
0

S;

alors

�SP1 = Y1M1Y
0

1

= FSPS=S�1F
0
S � eKS
S eK 0

S +GSQSG
0
S � FSW0F

0

S �GSQSG
0

S

= FS
�
PS=S�1 �W0

�
F 0S � eKS
S eK 0

S

= FS
�
PS=S�1 �W0

�
F 0S �

�
FSPS=S�1HS


�1
S

�

S
�
FSPS=S�1HS


�1
S

�0
= FS

h
PS=S�1 �W0 �

�
PS=S�1HS

�

�1S

�
PS=S�1HS

�0i
F 0S.

Ce qui permet d�identi�er Y1 et M1 comme suit8<: Y1 = FS;

M1 = PS=S�1 �W0 �
�
PS=S�1HS

�

�1S

�
PS=S�1HS

�0
.

Avec une telle initialisation, l�équation PRDE (1:5:11b) est de même dimension que l�équa-

tion PRDE (1:5:2e), et s�il semble qu�il n�y ait pas eu de réduction dans la complexité

comparant au �ltre de Kalman, la variable de Riccati Mt dans (1:5:11b) n�est cependant pas

astreinte à être semi-dé�nie positive, contrairement à la variable de Riccati Pt=t�1 de (1:5:2e).

A�n de rendre plus palpable le choix d�une bonne factorisation, dans la complexité de

l�algorithme, nous allons donner un exemple.

Exemple 4 Considérons pour simpli�er l�exposé, un modèle autorégressif périodique d�ordre

5 et de période S, dé�ni par l�équation aux di¤érences stochastique suivante :

yt � �t;1yt�1 � �t;2yt�2 � �t;3yt�3 � �t;4yt�4 � �t;5yt�5 = "t; (1:5:14)

où ("t) est un bruit blanc périodique de variance périodique de période S et où les paramètres

�t;j, j = 1; :::; 5 sont périodiques en t de période S.
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En posant xt = (yt; yt�1:::; yt�4)0, "t = ("t; 0; 0; 0; 0)0 et H 0 = (1; 0; 0; 0; 0)0, le modèle (1:5:14)

peut se mettre sous la forme espace d�état suivante8<: xt = Ftxt�1 + "t;

yt = H 0xt;
(1:5:15)

de sorte qu�en l�identi�ant au modèle (1:5:1), les dimensions r, m et d sont respectivement

égales à 5, 1 et 5.

Lorsque nous appliquons le �ltre de Kalman au modèle (1:5:15), l�équation de Riccati pé-

riodique correspondante est d�ordre (la dimension de Pt=t�1) 5, quelque soit la valeur de S.

Par contre, la dimension de l�équation de Riccati correspondante au �ltre de Chandrasekhar

périodique (dimension de Mt) dépend de S.

Considérons deux cas pour S.

i) Cas où S = 2

Nous sommes en présence du cas où Sm < r. D�après la formule (1:5:13), nous avons

�SP1 = �L

0@ 
�12 0

0 
�11

1AL0 = Y1M1Y
0
1 ;

avec L = [K2; F2K1], K1 = F1P1=0H1 et 
t = H 0
tPt=0Ht, t = 1; 2. Ainsi nous pouvons prendre

M1 =

0@ 1

2

0

0 1

1

1A
qui est une matrice 2� 2, et dont l�équation de Riccati est de l�ordre 2 (qui est inférieure à
celui de l�équation de Riccati du �ltre de Kalman). Il est bien clair que dans ce cas, le �ltre

de Chandrasekhar périodique est plus rapide que le �ltre de Kalman.

ii) Cas où S = 12

Dans ce cas, la factorisation précédente est ine¢ cace puisque l�ordre de la matrice de Riccati

associée au �ltre de Chandrasekhar périodique serait égal à 12, plus grand que 5. Cependant

nous sommes en présence du cas Sm > r, ce qui revient à factoriser �SP1 comme Y1M1Y
0
1

où

Y1 = F12 et M1 = P12=11 �W0 � P12=11H12

�1
12H

0
12P

0
12=11

de sorte que la dimension de l�équation de Riccati (non homogène) associée au �ltre de

Chandrasekhar est la même que celle de l�équation de Riccati du �ltre de Kalman. Cependant

la matriceM1 n�est pas astreinte à être semi-dé�nie positive contrairement à P1 et de ce point

de vue, l�application du �ltre de Chandrasekhar périodique reste plus souhaitable.
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1.6 Conclusion

Nous avons généralisé dans ce chapitre les équations de Chandrasekhar à temps discret au

cas périodique à travers plusieurs formes. Ces équations ont un potentiel pour la réduction

de la complexité numérique inhérente au �ltre de Kalman correspondant. Une version racine

carrée peut être facilement formulée (Sayed et Kailath, 1994) dans le but d�améliorer la

stabilité numérique des algorithmes proposés. Ces équations peuvent être appliquées pour

réduire la complexité des problèmes d�inférence associés aux modèles périodiques linéaires tels

que les modèles ARMA périodiques (PARMA). En e¤et, les équations de Chandrasekhar

périodiques peuvent être utilisées dans l�évaluation de la fonction de vraisemblance et le

calcul de la matrice d�information de Fisher des modèles PV ARMA.



Chapitre 2

Structure d�Autocorrélation des

Modèles Autorégressifs Moyennes

Mobiles Périodiques

2.1 Introduction

Plusieurs séries chronologiques saisonnières rencontrées dans divers domaines tels que l�éco-

nomie (Cleveland et Tiao, 1979 ; Osborn, 1992 ; Bentarzi et Hallin, 1996 ; Bollerslev et Ghy-

sels, 1996 ; Franses, 1996 ; Franses et Paap, 2004), l�environnement (Jones et Brelsford, 1967 ;

Salas et al., 1983 ; Vecchia 1985a, 1985b ; Jymenez et al., 1989 ; Bentarzi et al., 2008), l�in-

génierie (Gardner et Frank, 1975 ; Meyer et Burrus, 1975 ; Bittanti et De Nicolao, 1993 ;

Adams et Goodwin, 1995 ; Varga, 2003) et plusieurs autres sciences physiques et naturelles,

ne peuvent être modélisées par les modèles classiques SARIMA. Il est bien connu que les

modèles ARMA périodiques (PARMA) peuvent être considérés comme une alternative pro-

metteuse des modèles SARIMA pour représenter des séries générées par des processus du

second ordre, dont les fonctions d�autocovariances sont périodiques dans le temps. Cepen-

dant, cette classe de modèles reste peu utilisée en pratique, probablement en raison de la

complexité de la modélisation, dû à la forme de la fonction d�autocorrélation (l�outil fonda-

mental dans la modélisation des séries chronologiques, notamment les modèles PARMA) qui

n�est pas symétrique, par conséquent l�absence de la propriété de Toeplitz. Plusieurs cher-

cheurs ont proposé des procédures pour calculer la fonction d�autocovariance d�un modèle

ARMA périodique, parmi lesquels nous citons Li et Hui (1988) et Shao et Lund (2004) pour

36
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le cas des modèles PARMA mixtes et Boteva et Boshnakov (1992) et Bentarzi et Aknouche

(2005) pour les modèles PAR purs. La plupart des chercheurs se basent sur l�approche de

l�équation aux di¤érences qui fait appel aux équations dites de Yule-Walker périodiques

(Pagano, 1978 ; Vecchia, 1985b). Cette approche s�avére très couteuse en terme de calculs,

lorsque le modèle est de grande période. En e¤et, nous devons résoudre pour chaque saison

un système d�ordre égal au nombre de valeurs nécessaire pour démarrer le système d�équa-

tions de Yule Walker périodiques. En se basant sur une représentation espace d�états des

modèles PV AR, Aknouche (2007) a proposé une procédure alternative pour calculer les au-

tocovariances de chacune des saisons séparément, ce qui facilite le calcul pour des modèles

de grande période.

Une autre approche alternative pour ce problème est d�utiliser la représentation causale

d�un modèle PARMA (voir, e.g. Brockwell et Davis, 1991 et Lund et Basawa, 2000 pour les

cas V ARMA et PARMA respectivement), à partir de laquelle, les autocovariances peuvent

être exprimées comme une somme in�nie. Cependant cette méthode est très lourde pour des

modèles à ordres élevés et particulièrement lorsque les paramètres du modèle sont proches

de la frontière du domaine de causalité.

Ce chapitre est consacré à l�étude de la structure d�autocorrélation des modèles ARMA pé-

riodiques. Nous proposons dans la Section 1, une procédure améliorée, basée sur l�approche

de l�équation aux di¤érences, pour calculer les autocovariances d�un modèle PARMA uni-

varié. Cette proposition permet de calculer les autocovariances nécessaires pour démarrer

le système d�équations de Yule Walker, en résolvant un système linéaire de matrice donnée

explicitement et dont la forme analytique montre une structure circulaire, naturellement as-

sortie avec la périodicité du modèle. Dans la Section 2, nous présentons une généralisation

de la procédure proposée récemment par Aknouche (2007) du cas des modèles PV AR purs

au cas des modèles PV ARMA.

2.2 Calcul de la fonction d�autocovariances d�un mo-

dèle ARMA périodique

Rappelons qu�un processus aléatoire fyt; t 2 Zg du second ordre(E (y2t ) < 1) admet une
représentation PARMA d�ordre p et q et de période S, s�il est solution d�une équation aux
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di¤érences stochastiques de la forme

yt �
pX
j=1

�t;jyt�j = "t �
qX
j=1

�t;j"t�j, t 2 Z; (2:1:1)

où f"t; t 2 Zg est un processus bruit blanc périodique, i.e., une suite de variables aléatoires
non corrélées (E("t"t�h) = 0 pour h 6= 0) de fonction moyenne E("t) nulle et de fonction

variance E("2t ) = �2t . Les paramètres �t;j, �t;j et �
2
t sont périodiques en t de période S. Ces

modèles ont été largement étudiés lors de ces trois dernières décennies, dans le but est de

représenter plusieurs séries chronologiques rencontrés dans divers domaines scienti�ques (tels

que l�économie, l�hydrologie, la météorologie et le traitement de signal) et qui sont caracté-

risées par une structure de corrélation périodique, structure qui ne peut être su¢ samment

expliquée par les modèles ARMA saisonniers à coe¢ cients constants (SARMA). Un autre

intérêt réside dans le fait qu�ils peuvent être exploités dans l�analyse multivariée a�n de

réduire sensiblement le nombre de paramètres correspondants (cf., Newton, 1982).

Cependant, comparés à la formulation SARMA, les modèles PARMA requièrent une re-

présentation comprenant une structure d�autocovariance plus complexe et un plus grand

nombre de paramètres. Ceci complique la mise en oeuvre ainsi que l�analyse des propriétés

algébriques et probabilistes de tels modèles. D�autre part, il est bien connu que l�outil fonda-

mental pour la modélisation des séries chronologiques, notamment les modèles PARMA, est

la fonction d�autocovariances 
(t)h = E (ytyt�h). En outre, la fonction 

(t)
h peut être employée

pour évaluer la fonction de vraisemblance d�un modèle PARMA, estimer ses paramètres,

calculer la variance asymptotique de ses estimateurs, calculer la matrice de l�information de

Fisher et prévoir les valeurs futures de la série. Malgré cela, le calcul de la fonction d�autoco-

variance a suscité peu d�intérêt dans la littérature, probablement en raison de la complexité

inhérente en l�absence de la symétrie et par conséquent de la propriété de Toeplitz dans sa

structure.

Les méthodes de calcul de la fonction d�autocorrélation, 
(t)h , proposées dans la littérature

(e.g. Bentarzi and Aknouche, 2005) sont généralement basées sur l�approche de l�équation

aux di¤érences qui fait appel aux équations dites de Yule-Walker périodiques. Cette approche

a été adoptée d�abord par Li et Hui (1988) où les autocovariances pour les (p+ 1) premiers

retards et pour chaque période 
(s)h , h = 0; ::; p et s = 1; :::; S, sont données comme solutions

du système linéaire suivant

A
 = y;

où 
 est le (p+1)S�1-vecteur des autocovariances de démarrage. Ce système est cependant
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encombrant tant du point de vue analytique que du point de vue calculatoire puisque la

matrice A n�est pas donnée explicitement mais formée à partir d�un algorithme approprié.

En adoptant la même approche, Shao et Lund (2004) ont montré que pour r = max(p; q)+1

les Sr autocovariances de démarrage (
(s)h ; h = 0; ::; r et s = 1; :::; S) peuvent être obtenues

en résolvant, par rapport à 
, le système d�équations linéaires suivant

�U
 = �;

où � et U sont respectivement, des matrices de dimensions rS� (p+1)rS et (p+1)rS� rS.
Contrairement au résultat de Li et Hui (1988), ces matrices sont données explicitement mais

la méthode demeure relativement encombrante puisqu�elle requière un nombre d�opérations

plus grand, dû au produit matriciel.

En se basant sur la même approche de l�équation aux di¤érences, nous proposons dans cette

section une alternative améliorée pour calculer les autocovariances d�un modèle PARMA.

La méthode proposée calcule les S (p+ 1) autocovariances de démarrage en se basant sur la

résolution d�un système linéaire de matrice donnée explicitement et dont la forme analytique

montre une structure circulaire correspondante à la périodicité du modèle.

2.2.1 La méthode

Réécrivons le modèle PARMA dé�ni dans (2:1:1), en faisant ressortir la périodicité comme

suit
pX
j=0

�s;jys�j+nS =

qX
j=0

�s;j"s�j+nS, 1 � s � S, n 2 Z; (2:1:2)

où �s;0 = �s;0 = �1. Soit 
(s)h = E (ys+nSys+nS�h) la fonction d�autocovariance de retard

h 2 Z et de saison s. Il est bien connu, (Li et Hui, 1988 ; Shao et Lund, 2004) que lorsque
nous multiplions (2:1:2) par ys+nS�h et en prenant l�espérance des deux membres de l�équation

obtenue, les d�autocovariances 
(s)h ; 1 � s � S, h 2 Z sont des solutions des équations aux
di¤érences linéaires à coe¢ cients périodiques (dites équations de Yule-Walker périodiques)



(s)
h �

pX
j=1

�s;j

(s�j)
h�j = �

qX
j=h

�s;j s�h;j�h�
2
s�j1[h�q]; h � 0; (2:1:3)

où les covariances croisées normalisées  s;k; s = 1; :::; S, k 2 Z, coe¢ cients de l�unique

représentation causale du processus PARMA fyt; t 2 Zg, sont donnés par (voir e.g. Lund



40

et Basawa, 2000 ; Shao et Lund, 2004)

 s;k = ��s;k1[k�q] +
min(k;p)X
j=1

�s;j s�j;k�j; k � 1; s= 1; :::; S; (2:1:4)

où  s;0 = 1 et 1[A] désigne la fonction indicatrice de l�ensemble A. La solution de (2:1:3)

existe et elle est unique tant que le modèle (2:1:1) soit causal (e.g., Bentarzi, 1998).

Pour déterminer la fonction d�autocovariance à partir de l�équation aux di¤érences (2:1:3),

nous avons besoin des valeurs de démarrage 
(s)h , h = 0; :::; p et s = 1; :::; S. Une fois ces

valeurs connues, les 
(s)h pour h > p et s = 1; :::; S, peuvent être calculées récursivement

à partir de (2:1:3), en faisant appel à (2:1:4). Les autocovariances 
(s)h ; pour des retards

négatifs, peuvent être obtenues en utilisant la relation 
(s)�h = 

(s+h)
h .

Soient 
 =
�


(1)
0 ; :::; 


(1)
p ; 


(2)
0 ; :::; 


(2)
p ; :::; 


(S)
0 ; :::; 


(S)
p

�0
le S(p + 1)-vecteur des autocova-

riances de démarrage et � =
�
�1; :::; �pS+1; �2; :::; �pS+2; :::; �S; :::; �pS+S

�0
le S(p+ 1)-vecteur

dé�ni par

�hS+s =

qX
j=h

�j;s s�h;j�h�
2
s�j; 1 � s � S et 0 � h � p:

Considérons la matrice fondamentale '(s)h (h � 0, 1 � s � S) d�ordre (p+ 1)� (p+ 1)

'
(s)
h =

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

0BBBBBBBBBBB@

0h�(p+1�h) 0h�h

��s;h ��s;h+1 � � � � � � ��s;p
0 ��s;h 0 � � � 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 � � � � � � 0 ��s;h

0(p+1�h)�h

1CCCCCCCCCCCA
; si 0 � h � p

0(p+1)�(p+1); si h � p+ 1;

(2:1:5)

à partir de laquelle est dé�nie la matrice �(s)k (k, s 2 f1; :::; Sg) comme suit

�
(s)
k =

X
i�1�k(mod S)

'
(s)
i ; pour s; k 2 f1; :::; Sg : (2:1:6)

Formons à partir des
�
�
(s)
k

�
la matrice circulaire par blocs d�ordre S(p+ 1)� S(p+ 1)

� =

0BBBBBBBB@

�
(1)
1 �

(1)
2 � � � �

(1)
S�1 �

(1)
S

�
(2)
S �

(2)
1 � � � �

(2)
S�2 �

(2)
S�1

...
...

. . .
...

...

�
(S�1)
3 �

(S�1)
4 � � � �

(S�1)
1 �

(S�1)
2

�
(S)
2 �

(S)
3 � � � �

(S)
S �

(S)
1

1CCCCCCCCA
;
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où 0m�n est la matrice nulle de dimension m� n. Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 5 (Aknouche, Belbachir et Hamdi, 2008)

Le vecteur des autocovariances de démarrage, 
, est l�unique solution du système linéaire

suivant

�
 = �; (2:1:7)

tant que le modèle (2:1:1) soit causal.

Preuve. Le système (2:1:7) s�obtient directement en explicitant (2:1:3) pour 1 � s � S et

0 � h � p, et en réarrangeant les coe¢ cients de 
(s)h dans l�ordre approprié. �

Il est possible de réduire la complexité de formation de la matrice� en utilisant sa propriété

de circularité par blocs. En e¤et, la formule (2:1:6) peut être utilisée uniquement pour évaluer

les premiers blocs �(1)
k , k = 1; :::; S. Les autres blocs �(s)

k (s = 2; :::; S) peuvent en être

déduits en remplaçant les paramètres �1;j par �s;j, pour j = 1; :::; p. Ceci pourra réduire la

complexité de calcul induite par la formation de �.

Il est encore possible de simpli�er considérablement le fardeau calculatoire en proposant de

donner explicitement la forme de�, élément par élément. Si nous notons� =(�i;j)1�i;j�(p+1)S,

en écrivant i = � (p+ 1) + � et j = 
 (p+ 1) + �, l�expression de �i;j est alors donnée par

�i;j = ��(p+1)+�;
(p+1)+� = Coef
;�

�
�
(�+1)
S��+�+1

�
=

X
s����(mod S)

Coef
;�

�
'
(s)
�+1

�
;

où Coefk;l (A) désigne le (k; l)-i�eme coe¢ cient de '
(s)
�+1.

2.2.2 Illustration

A �n d�illustrer la simplicité de la méthode proposée dans la section précédente, nous

proposons les deux exemples suivants.

Exemple 6 Considérons le modèle causal PARMA(6; q) de période S = 3: En explici-

tant l�équation (2:1:3) pour 1 � s � 3 et 0 � h � 6, les autocovariances de démarrage



(1)
0 ; :::; 


(1)
6 ; 


(2)
0 ; :::; 


(2)
6 ; :::; 


(3)
0; ; :::; 


(3)
6 du modèle peuvent être données par le système (2:1:7)

avec
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® = ?

?1 d1
Ý1 Þ d2

Ý1 Þ d3
Ý1 Þ d4

Ý1 Þ d5
Ý1 Þ d6

Ý1 Þ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 ?1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 d1
Ý1 Þ d2

Ý1 Þ d3
Ý1 Þ d4

Ý1 Þ d5
Ý1 Þ d6

Ý1 Þ 0

0 0 ?1 0 0 0 0 d2
Ý1 Þ d3

Ý1 Þ d4
Ý1 Þ d5

Ý1 Þ d6
Ý1 Þ 0 0 0 d1

Ý1 Þ 0 0 0 0 0

d3
Ý1 Þ d4

Ý1 Þ d5
Ý1 Þ d6

Ý1 Þ ? 1 0 0 0 0 d2
Ý1 Þ 0 0 0 0 0 0 0 d1

Ý1 Þ 0 0 0 0

0 d3
Ý1 Þ 0 0 ?1 0 0 0 0 d2

Ý1 Þ 0 0 0 0 d4
Ý1 Þ d5

Ý1 Þ d6
Ý1 Þ d1

Ý1 Þ 0 0 0

0 0 d3
Ý1 Þ 0 0 ?1 0 d5

Ý1 Þ d6
Ý1 Þ 0 d2

Ý1 Þ 0 0 0 0 d4
Ý1 Þ 0 0 d1

Ý1 Þ 0 0

d6
Ý1 Þ 0 0 d3

Ý1 Þ 0 0 ?1 0 d5
Ý1 Þ 0 0 d2

Ý1 Þ 0 0 0 0 d4
Ý1 Þ 0 0 d1

Ý1 Þ 0

0 0 0 0 0 0 0 ?1 d1
Ý2 Þ d2

Ý2 Þ d3
Ý2 Þ d4

Ý2 Þ d5
Ý2 Þ d6

Ý2 Þ 0 0 0 0 0 0 0

d1
Ý2 Þ d2

Ý2 Þ d3
Ý2 Þ d4

Ý2 Þ d5
Ý2 Þ d6

Ý2 Þ 0 0 ?1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 d1
Ý2 Þ 0 0 0 0 0 0 0 ?1 0 0 0 0 d2

Ý2 Þ d3
Ý2 Þ d4

Ý2 Þ d5
Ý2 Þ d6

Ý2 Þ 0 0

0 0 d1
Ý2 Þ 0 0 0 0 d3

Ý2 Þ d4
Ý2 Þ d5

Ý2 Þ d6
Ý2 Þ ? 1 0 0 0 0 d2

Ý2 Þ 0 0 0 0 0

d4
Ý2 Þ d5

Ý2 Þ d6
Ý2 Þ d1

Ý2 Þ 0 0 0 0 d3
Ý2 Þ 0 0 ?1 0 0 0 0 d2

Ý2 Þ 0 0 0 0

0 d4
Ý2 Þ 0 0 d1

Ý2 Þ 0 0 0 0 d3
Ý2 Þ 0 0 ?1 0 d5

Ý2 Þ d6
Ý2 Þ 0 d2

Ý2 Þ 0 0 0

0 0 d4
Ý2 Þ 0 0 d1

Ý2 Þ 0 d6
Ý2 Þ 0 0 d3

Ý2 Þ 0 0 ?1 0 d5
Ý2 Þ 0 0 d2

Ý2 Þ 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ?1 d1
Ý3 Þ d2

Ý3 Þ d3
Ý3 Þ d4

Ý3 Þ d5
Ý3 Þ d6

Ý3 Þ

0 0 0 0 0 0 0 d1
Ý3 Þ d2

Ý3 Þ d3
Ý3 Þ d4

Ý3 Þ d5
Ý3 Þ d6

Ý3 Þ 0 0 ?1 0 0 0 0 0

d2
Ý3 Þ d3

Ý3 Þ d4
Ý3 Þ d5

Ý3 Þ d6
Ý3 Þ 0 0 0 d1

Ý3 Þ 0 0 0 0 0 0 0 ?1 0 0 0 0

0 d2
Ý3 Þ 0 0 0 0 0 0 0 d1

Ý3 Þ 0 0 0 0 d3
Ý3 Þ d4

Ý3 Þ d5
Ý3 Þ d6

Ý3 Þ ? 1 0 0 0

0 0 d2
Ý3 Þ 0 0 0 0 d4

Ý3 Þ d5
Ý3 Þ d6

Ý3 Þ d1
Ý3 Þ 0 0 0 0 d3

Ý3 Þ 0 0 ?1 0 0

d5
Ý3 Þ d6

Ý3 Þ 0 d2
Ý3 Þ 0 0 0 0 d4

Ý3 Þ 0 0 d1
Ý3 Þ 0 0 0 0 d3

Ý3 Þ 0 0 ?1 0

0 d5
Ý3 Þ 0 0 d2

Ý3 Þ 0 0 0 0 d4
Ý3 Þ 0 0 d1

Ý3 Þ 0 d6
Ý3 Þ 0 0 d3

Ý3 Þ 0 0 ?1
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Il est clair que la matrice � peut être écrite par blocs comme suit

� =

0BB@
�
(1)
1 �

(1)
2 �

(1)
3

�
(2)
3 �

(2)
1 �

(2)
2

�
(3)
2 �

(3)
3 �

(3)
1

1CCA ;

où

�
(s)
1 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

1 ��s;1 ��s;2 ��s;3 ��s;4 ��s;5 ��s;6
0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

��s;3 ��s;4 ��s;5 1��s;6 0 0 0

0 ��s;3 0 0 1 0 0

0 0 ��s;3 0 0 1 0

��s;6 0 0 ��s;3 0 0 1

1CCCCCCCCCCCCCCA
;

�
(s)
2 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

��s;2 ��s;3 ��s;4 ��s;5 ��s;6 0 0

0 ��s;2 0 0 0 0 0

0 0 ��s;2 0 0 0 0

��s;5 ��s;6 0 ��s;2 0 0 0

0 ��s;5 0 0 ��s;2 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
;

�
(s)
3 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0

��s;1 ��s;2 ��s;3 ��s;4 ��s;5 ��s;6 0

0 ��s;1 0 0 0 0 0

0 0 ��s;1 0 0 0 0

��s;4 ��s;5 ��s;6 ��s;1 0 0 0

0 ��s;4 0 0 ��s;1 0 0

0 0 ��s;4 0 0 ��s;1 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
;

Il est aisé de constater que les matrices �(s)1 ;�
(s)
2 et �(s)3 peuvent être écrites comme la

somme des '(s)h

�
(s)
1 = '

(s)
0 +'

(s)
3 +'

(s)
6 ;

�
(s)
2 = '

(s)
2 +'

(s)
5 ;

�
(s)
3 = '

(s)
1 +'

(s)
4 ;
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où

'
(s)
0 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

1 ��s;1 ��s;2 ��s;3 ��s;4 ��s;5 ��s;6
0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCCCCA
;

'
(s)
1 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0

��s;1 ��s;2 ��s;3 ��s;4 ��s;5 ��s;6 0

0 ��s;1 0 0 0 0 0

0 0 ��s;1 0 0 0 0

0 0 0 ��s;1 0 0 0

0 0 0 0 ��s;1 0 0

0 0 0 0 0 ��s;1 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
;

'
(s)
2 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

��s;2 ��s;3 ��s;4 ��s;5 ��s;6 0 0

0 ��s;2 0 0 0 0 0

0 0 ��s;2 0 0 0 0

0 0 0 ��s;2 0 0 0

0 0 0 0 ��s;2 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
;

'
(s)
3 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

��s;3 ��s;4 ��s;5 ��s;6 0 0 0

0 ��s;3 0 0 0 0 0

0 0 ��s;3 0 0 0 0

0 0 0 ��s;3 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
;
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'
(s)
4 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

��s;4 ��s;5 ��s;6 0 0 0 0

0 ��s;4 0 0 0 0 0

0 0 ��s;4 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
;

'
(s)
5 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

��s;5 ��s;6 0 0 0 0 0

0 ��s;5 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
;

'
(s)
6 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

��s;6 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
:

Exemple 7 De façon similaire, si nous considérons un modèle causal PARMAS(6; q) avec
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p = 6 et S = 9, nous obtenons alors

� =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

'
(1)
0 0 0 '

(1)
6 '

(1)
5 '

(1)
4 '

(1)
3 '

(1)
2 '

(1)
1

'
(2)
1 '

(2)
0 0 0 '

(2)
6 '

(2)
5 '

(2)
4 '

(2)
3 '

(2)
2

'
(3)
2 '

(3)
1 '

(3)
0 0 0 '

(3)
6 '

(3)
5 '

(3)
4 '

(3)
3

'
(4)
3 '

(4)
2 '

(4)
1 '

(4)
0 0 0 '

(4)
6 '

(4)
5 '

(4)
4

'
(5)
4 '

(5)
3 '

(5)
2 '

(5)
1 '

(5)
0 0 0 '

(5)
6 '

(5)
5

'
(6)
5 '

(6)
4 '

(6)
3 '

(6)
2 '

(6)
1 '

(6)
0 0 0 '

(6)
6

'
(7)
6 '

(7)
5 '

(7)
4 '

(7)
3 '

(7)
2 '

(7)
1 '

(7)
0 0 0

0 '
(8)
6 '

(8)
5 '

(8)
4 '

(8)
3 '

(8)
2 '

(8)
1 '

(8)
0 0

0 0 '
(9)
6 '

(9)
5 '

(9)
4 '

(9)
3 '

(9)
2 '

(9)
1 '

(9)
0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
Malgré la simplicité de la méthode proposée comparée à celle de Li et Hui (1988) et Shao

et Lund (2004), elle présente quand même un inconvénient lié à l�approche de l�équation

aux di¤érences, sur laquelle elle est basée. Nous remarquons que les autocovariances de

démarrage sont calculées dans un même bloc et ce pour toutes les saisons, nécessitant ainsi

la résolution d�un système d�équations linéaires dont la complexité de calcul est de l�ordre

de O (S3(p+ 1)3) opérations élémentaires. Ceci pourrait être très coûteux pour des modèles

de grande période, ce qui est assez fréquent pour les modèles périodiques. Cet inconvénient

représente la limitation principale de l�approche de l�équation aux di¤érences comparée aux

méthodes calculant les autocovariances pour di¤érentes saisons séparément (cf., Aknouche,

2007) qui s�avèrent plus pertinentes.

2.3 Calcul de la fonction d�autocovariance des modèles

V ARMA périodiques

2.3.1 Notations et dé�nitions

Considérons un processus du second ordre m-varié périodiquement corrélé fyt; t 2 Zg,
que nous supposons satisfaisant la représentation autorégressive moyenne mobile multivariée

d�ordre p et q et de période S, notée par PV ARMAS (p; q), suivante

ys+nS �
pX
j=1

�s;j ys+nS�j = "s+nS �
qX
j=1

�s;j"s�j+nS, (2:2:1)
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où f"t; t 2 Zg est un processus bruit blanc périodique m-varié, i.e., E("s+nS) = 0 et

E
�
"s+nS"

0
s+nS�h

�
= �h;0�s pour s 2 f1; :::; Sg et n 2 Z (� est la fonction de Kronecker

usuelle).

Tiao et Grupe (1980) ont obtenu une condition nécessaire et su¢ sante de causalité pour

un modèle PARMA à partir de sa représentation équivalente V ARMA. Vecchia (1985b) a

donné le même résultat sous une forme plus explicite. Bentarzi et Hallin (1994) ont obtenu

une condition nécessaire et su¢ sante d�inversibilité pour un modèle m-varié PVMAS(q) à

partir de sa représentation équivalente mq-varié PVMAS(1) , où S est tel que qS est le plus

petit multiple commun de q et S. Ula et Smadi (1997) ont adopté cette dernière approche

pour obtenir une condition de causalité pour un modèle PV ARMA. Une condition nécessaire

et su¢ sante de causalité équivalente pour le modèle (2:2:1) est donnée par Aknouche (2007).

Pour le reste de cette section, nous supposons que le modèle (2:2:1) est causal et inversible

donc il admet la représentation causale suivante

ys+nS =
1X
j=0

 s;j"s+nS�j;

dont les coe¢ cients S-périodiques  s;j sont absolument sommables, c�est-à-dire
+1P
j=0



 s;j

 <
1; pour chaque période 1 � s � S ("k:k" est la norme Euclidienne). Ces coe¢ cients peuvent
être obtenus récursivement, en fonction des paramètres du modèle, via la relation suivante

(voir Lund et Basawa (2000) pour le cas d�un modèle PARMA et Brockwell et Davis (1991)

pour le cas d�un modèle V ARMA)8<:  s;0 = Im�m

 s;k = ��s;k1[k�q] +
Pmin(k;p)

j=1 �s;j s�j;k�j
; s = 1; :::; S; (2:2:2)

où 1[A] désigne la fonction indicatrice de l�ensemble A.

Soient le vecteur aléatoire de dimension mp � 1, Ys+nS = (y0s+nS;y
0
s+nS�1:::;y

0
s+nS�p+1)

0,

�s+nS = (�
0
s+nS;01�m(p�1))

0 et la matrice S-périodique, de dimension mp�mp dé�nie par

�s =

0@ �s;1 : : :�s;p�1 �s;p

Im(p�1)�m(p�1) 0m(p�1)�m

1A ;

où �s+nS = "s+nS �
Pq

j=1 �s;j"s+nS�j. En utilisant ces notations, nous pouvons réécrire

le modèle (2:2:1) sous forme espace d�états périodique équivalente qui sera employée très

souvent dans le paragraphe suivant

Ys+nS = �sYs+nS�1 + �s+nS: (2:2:3)
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Pour le cas particulier PV AR, cette représentation est réduite à celle utilisée par Lüktepohl

(1991, Chapitre 12) et Aknouche (2007).

2.3.2 Calcul des autocovariances d�un modèle PV ARMA

Comme il a été déjà mentionné dans la section précédente, les autocovariances d�un modèle

PARMA univarié peuvent être obtenues en utilisant l�approche de l�équation aux di¤érences

(e.g. Li et Hui, 1988 ; Shao et Lund, 2004 ; Bentarzi et Aknouche, 2005), qui requiert la

résolution d�un système linéaire obtenu à partir des équations de Yule-Walker périodiques.

Cependant, les autocovariances de démarrage sont calculées dans un même bloc et ce pour

toutes les saisons, nécessitant ainsi la résolution d�un système d�équations linéaires dont

la complexité de calcul est de l�ordre de O (S3(p+ 1)3). Ceci pourrait être très coûteux

pour des modèles de grande période. D�ailleurs, l�obtention d�un tel système, semble très

di¢ cile dans le cas d�un modèle PV ARMA multivarié sauf pour quelques cas particuliers.

Une approche alternative pour résoudre ce problème est d�utiliser la représentation causale

d�un modèle PV ARMA (cf., Brockwell et Davis, 1991 et Lund et Basawa, 2000 pour le

cas d�un modèle V ARMA et le cas d�un modèle PARMA, respectivement), pour laquelle

la fonction d�autocovariance peut être exprimée comme somme in�nie. Cependant, cette

méthode est informatiquement impraticable pour des modèles de grande dimension et en

particulier lorsque les paramètres sont près de la frontière du domaine de causalité.

Cette section présente une procédure de calcul des autocovariances d�un modèle PV ARMA,

en tirant pro�t de la représentation espace d�états périodique (2:2:3). La méthode proposée

généralise celle donnée par Aknouche (2007) pour des modèles PV AR.

Soient 
(s)h = E
�
ys+nSy

0
s+nS�h

�
et �(s)h = E

�
Ys+nSY

0
s+nS�h

�
les fonction d�autocovariance

de retard h 2 Z et de période s 2 f1; :::; Sg des processus fyt; t 2 Zg et fYt; t 2 Zg, respec-
tivement. Soit également, �s;h = E

�
�s+nSY

0
s�h+nS

�
la fonction d�autocovariance croisée de

retard h 2 Z et de période s 2 f1; :::; Sg. Alors, 
(t)h , �
(t)
h et �s;h sont périodiques de période

S, (i.e., 
(s+nS)h = 

(s)
h et ainsi de suite) et nous avons donc 
(s)�h =

�


(s+h)
h

�0
et

�
(s)
h =

0BBBBB@


(s)
h 


(s)
h+1 � � � 


(s)
h+p�1



(s�1)
h�1 


(s�1)
h � � � 


(s�1)
h+p�2

...
...

. . .
...



(s�p+1)
h�p+1 


(s�p+1)
h�p+2 � � � 


(s�p+1)
h

1CCCCCA :
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Dé�nissons pour h < q et s = 1; :::; S les matrices �s;h, 	s;h et �s;h de dimensions mp �
m(q � h+ 1), m(q � h+ 1)�mp et mp�mp respectivement, comme suit

�s;h =

0@ �s;h�s�h �s;h+1�s�h�1 � � � �s;q�s�q

0m(p�1)�m(q�h+1)

1A ;

	s;h =

0BBBBBBBBBBB@

Im�m1[q�h+1�1] 0m�m � � � 0m�m

 0s�h;11[q�h+1�1] Im�m1[q�h+1�2] � � � ...
...  0s�h�1;11[q�h+1�2] � � � 0m�m
...

...
. . . Im�m1[q�h+1�p]

...
. . . . . .

...

 0s�h;q�h1[q�h+1�1]  
0
s�h�1;q�h�11[q�h+1�2] � � �  0s�h�p+1;q�h�p+11[q�h+1�p]

1CCCCCCCCCCCA
;

et

�s;h = ��s;h	s;h (2:2:4)

où les  s;j sont les solutions de (2:2:2).

Soient le symbole 
 représentant le produit de Kronecker, vec(A) l�opérateur usuel de

la transformation de la matrice A en vecteur et A
m = A 
 A 
 � � � 
 A le produit de

Kronecker de m fois la matrice A. Avec les notations ci-dessus, les autocovariances d�un

modèle PV ARMA peuvent être obtenues à partir de la proposition suivante.

Proposition 8 (Aknouche et Hamdi, 2008b)

Pour le modèle causal PV ARMA avec p � 1, les autocovariances �(s)h , pour 1 � s � S et

h 2 N , sont données par les équations suivantes : 
Im2p2�m2p2 �

SY
k=1

�
2
S�k+1

!
vec
�
�
(S)
0

�
=

S�1X
j=0

j�1Y
k=0

�
2
S�kvec

�
�S�j�

0
S�j;1 +�S�j;0

�
; (2:2:5)

vec
�
�
(s)
0

�
=

sY
j=1

�
2s�j+1vec
�
�
(S)
0

�
+

s�1X
j=0

j�1Y
k=0

�
2s�kvec
�
�s�j�

0
s�j;1 +�s�j;0

�
; (2:2:6)

�
(s)
h =

8<:
Qh�1
k=0�s�k�

(s�h)
0 +

Ph�1
j=0

Qj�1
k=0�s�k�s�j;h�j; pour 1 � h � q;Qh�1

k=0�s�k�
(s�h)
0 ; pour h � q + 1;

(2:2:7)

avec la convention
Qy
k=xAk = I pour x > y.
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Preuve. En multipliant les deux côtés de (2:2:3) par Y0
s�h+nS, (h 2 N�) et en prenant les

espérances, nous obtenant les équations de Yule-Walker périodiques suivantes

�
(s)
0 = �s�

(s)0
1 +�s;0; (2:2:8)

�
(s)
h = �s�

(s�1)
h�1 +�s;h; 1 � h � q (2:2:9)

�
(s)
h = �s�

(s�1)
h�1 ; h � q + 1; (2:2:10)

pour s = 1; :::; S. De l�équation (2:2:8) et (2:2:9) avec h = 1 nous avons

�
(s)
0 = �s�

(s�1)
0 �

0

s +�s�
0

s;1 +�s;0;

et appliquant l�opérateur usuel de la transformation de la matrice en vecteur, nous obtenons

l�équation de Lyapunov périodique à temps discret (discrete-time periodic Lyapunov equation

DTPLE) suivante (e.g. Bittanti et al., 1988 ; Varga, 1997)

vec
�
�
(s)
0

�
= �
2

s vec
�
�
(s�1)
0

�
+ vec

�
�s�

0
s;1 +�s;0

�
.

Après r (r 2 N�) remplacements successifs dans cette dernière équation, nous obtenons

vec
�
�
(s)
0

�
=

rY
j=1

�
2
s�j+1vec

�
�
(s�r)
0

�
+

r�1X
j=0

j�1Y
k=0

�
2
s�kvec

�
�s�j�

0
s�j;1 +�s�j;0

�
. (2:2:11)

Prenons r = s dans (2:2:11), nous obtenons l�équation (2:2:6). Remplaçons s par S dans

(2:2:6) nous obtenons (2:2:5). En�n, l�équation (2:2:7) est obtenue en substituant successi-

vement (2:2:5) et (2:2:6) à (2:2:9) et (2:2:10), respectivement. �

D�autre part, dans le cas où p = 0, la fonction d�autocovariance d�un modèle multivarié

moyenne mobile périodique peut être obtenue de



(s)
h =

8<:
Pq

j=h �s;j�s�j�
0
s�h;j�h; si 0 � h � q;

0m�m; si h > q;
(2:2:12)

où �s;0 = Im�m, s = 1; :::; S (voir Vecchia, 1985b pour le cas d�un modèle PARMA univarié).

Remarque 9

1) Notons que pour le calcul des �(s)0 , s = 1; :::; S; en utilisant (2:2:5) et (2:2:6) nous n�avons

besoin que de résoudre un système linéaire d�ordre m2p2. Cependant, en raison de la symé-

trie de �(s)0 et de la périodicité de 
(s)h , le vecteur vec
�
�
(s)
0

�
contient quelques composantes

identiques, ce qui provoque une certaine redondance indésirable pour le calcul. Nous pouvons
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palier cet inconvénient en améliorant de la méthode proposée comme suit :

i) Si S > p nous pouvons utiliser la relation

vec(�
(s)
0 ) = Dm2p2�m2p2vech(�

(s)
0 ) (2:2:13)

où vech est l�opérateur qui permet de stocker dans une colonne les éléments situés sur et

en-dessous de la diagonale d�une matrice et Dm2p2�m2p2 est la matrice duplication usuelle

(e.g. Magnus and Neudecker, 1989). En utilisant la relation (2:2:13), l�équation (2:2:5) peut

se réecrire sous la forme équivalente

Bvech
�
�
(S)
0

�
=�; (2:2:14)

où la matrice B est le premier bloc de dimension pm(pm+1)
2

� pm(pm+1)
2

de la matrice 
Im2p2�m2p2 �

SY
k=1

�
2S�k+1

!
�Dm2p2�m2p2

et � est le vecteur contenant les pm(pm+1)
2

premiers éléments du vecteur du côté droit de

(2:2:5). Par conséquent, nous n�avons besoin que de résoudre un système linéaire d�ordre
pm(pm+1)

2
.

ii) Si S � p, il est possible d�améliorer la complexité de calcul de (2:2:5) en prenant tous

éléments distincts de �(S)0 et en utilisant une matrice de permutation appropriée plutôt que

la matrice de duplication Dm2p2�m2p2 pour former un système linéaire similaire à (2:2:14).

2) De la Proposition 8 il est clair que l�avantage principal de la méthode proposée est que

les autocovariances de chacune des saisons sont calculées séparément, contrairement aux

di¤érentes méthodes existantes dans la littérature (par exemple Li et Hui, 1988 ; Shao et

Lund, 2004 ; Bentarzi et Aknouche, 2005).

L�algorithme suivant récapitule le calcul des autocovariances des modèles PV ARMA.

Algorithme 10 (Aknouche et Hamdi, 2008b)

Si p > 0,

i) Calculer �s;h de (2:2:4), où 	s;h peut être obtenue de (2:2:2) ;

ii) Résoudre l�équation de Lyaponov à temps discret périodique (DTPLE) suivante

�
(s)
0 = �s�

(s�1)
0 �0s +�s�

0
s;1 +�s;0, (2:2:15)

pour �(S)0 en utilisant (2:2:5) ou l�algorithme de Verga (1997). Déduire en suite �(s)0 ; s =

1; :::; S � 1 de (2:2:6) ;
iii) Pour h � 1, calculer �(s)h ; s = 1; :::; S de (2:2:7).



52

Si p = 0, calculer 
(s)h (s = 1; :::; S; h 2 N�) de (2:2:12). �

Remarque 11 Au lieu d�utiliser l�opérateur vec pour résoudre l�équation (2:2:15) par (2:2:5),

les autocovariances �(S)0 peuvent être calculées en résolvant directement l�équation de Lya-

ponov à temps discret périodique (2:2:15) (voir par exemple Sreedhar et Van Dooren 1993 ;

Varga, 1997) en évitant le produit matriciel via la décomposition de Schur périodique (voir

par exemple, Bojanczyk et al., 1992).

Nous concluons cette section avec l�exemple suivant, qui illustre la simplicité et l�utilité de

l�Algorithme 10 dans l�étude de la structure d�autocovariance des modèles PV ARMA.

Exemple 12 Considérons le modèle m-varié S-périodique PV ARMAS(1; q) suivant

ys+nS � �s ys+nS�1 = "s+nS �
qX
j=1

�s;j"s�j+nS, s = 1; :::; S et n 2 Z;

que nous réécrivons dans la représentation équivalente espace d�états périodique

ys+nS = �sys+nS�1 + �s+nS;

où �s+nS = "s+nS �
Pq

j=1 �s;j"s+nS�j, �s = �s et �
(s)
h = 


(s)
h . En utilisant la Propo-

sition 8 sous l�hypothèse de causalité et d�inversibilité, les autocovariances d�un modèle

PV ARMAS(1; q) peuvent être données par 
Im2�m2 �

SY
k=1

�
2S�k+1

!
vec
�


(S)
0

�
=

S�1X
j=0

j�1Y
k=0

�
2S�kvec
�
�S�j�

0
S�j;1 +�S�j;0

�
; (2:2:16)

vec
�


(s)
0

�
=

sY
j=1

�
2s�j+1vec
�


(S)
0

�
+

s�1X
j=0

j�1Y
k=0

�
2s�kvec
�
�s�j�

0
s�j;1 +�s�j;0

�
; (2:2:17)

et



(s)
h =

8<: �s

(s�1)
h�1 +�s;h, pour 1 � h � q

�s

(s�1)
h�1 , pour h � q + 1:

(2:2:18)

Les relations (2:2:16)-(2:2:18) sont réduites pour m = 1 et q = 1, à l�expression d�autocova-

riance donnée par Lund et Basawa (2000) (voir Exemple 5:1). Par exemple, pour le modèle

particulier bivarié 2-périodique PV ARMA2(1; 1) (i.e., pour m = S = 2 et p = q = 1)

ys+nS � �s ys+nS�1 = "s+nS � �s"s+nS�1, s = 1; :::; S and n 2 Z;

dont les paramètres sont reportés dans le tableau suivant
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Tableau 2.2.1. Les paramètres du modèle PVARMA2Ý1,1Þ

s ds Ss Fs

1
0.30 0.50

0.45 ?0.20

0.50 ?0.70

0.40 0.50

1.00 3.00

3.00 4.00

2
0.25 ?0.50

?0.40 ?0.60

0.30 ?0.70

0.60 0.20

9.00 4.00

4.00 1.00

Le graphe des autocovariances du modèle PV ARMA ci-dessus est donné par la Figure

2:2:1:
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Figure 2:2:1: Les autocovariances du modèle PV ARMA(1; 1)
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2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre deux procédures pour le calcul de la fonction d�au-

tocovariance des modèles ARMA univariés et multivariés à coe¢ cients périodiques. La pre-

mière procédure concerne les modèles PARMA univariés où nous avons donné une méthode

simple basée sur l�approche de l�équation aux di¤érences. La simplicité de la méthode propo-

sée comparée à celle de Li et Hui (1988) et Shao et Lund (2004) est due à la forme explicite

du système qui permet de calculer les autocovarainces de démarrage dont la matrice est de

structure circulaire, naturellement assortie avec la périodicité du modèle. Malgré cet avan-

tage, cette méthode présente quand même un inconvénient, lié à l�approche de l�équation

aux di¤érences sur laquelle elle se base, où les autocovariances de démarrage sont calculées

dans un même bloc et ce pour toutes les saisons, nécessitant ainsi la résolution d�un système

d�équations linéaires dont la complexité de calcul est de l�ordre de O (S3(p+ 1)3) opérations

élémentaires. Ceci pourrait être très coûteux pour des modèles de grandes périodes, ce qui

est en pratique assez fréquent pour les modèles périodiques. C�est la limitation principale

de l�approche de l�équation aux di¤érences comparée aux méthodes plus pertinentes qui

calculent les autocovariances pour di¤érentes saisons séparément (e.g. Aknouche, 2007).

La deuxième procédure est basée sur une représentation espace d�états des modèles V ARMA

périodiques, utilisée récemment par Aknouche (2007) pour calculer les autocovariances de

démarrage des modèles PV AR purs. Nous avons proposé une procédure généralisée au cas

des modèles PV ARMA où les autocovariances de chacune des saisons peuvent être calcu-

lées séparément, ce qui permet d�alléger le fardeau de calcul surtout pour les modèles de

grandes périodes. La procédure obtenue peut être exploitée comme outil pour d�autres pro-

cédures de calcul, telle que l�obtention de la matrice d�information de Fisher et l�estimation

du maximum de vraisemblance (voir Chapitre 3).



Chapitre 3

Estimation des Modèles Périodiques

via leurs Représentations Espace

d�États

3.1 Introduction

De nombreux travaux de prospection et d�analyse des modèles ARMA périodiques, avec

leurs trois volets : identi�cation du modèle, estimation des paramètres et validation des

modèles trouvés, ont constitué jusqu�à présent le centre d�intérêt de plusieurs chercheurs dont

Pagano (1978), Clevland et Tiao (1979), Tiao et Grupe (1980), Vecchia (1985a et 1985b),

Vecchia et Ballerini (1992), Anderson et Vicchia, (1993), Adams et Goodwin (1995), Bentarzi

et Hallin (1994, 1996 et 1998), Benterzi (1995 et 1998), Franses et Klock (1995), Lund et

Basawa (2000), Basawa et Lund (2001), Bentarzi et Aknouche (2005), Aknouche (2006 et

2007), Guerbyenne (2007), Bentarzi et al. (2008) et d�autres. Ces travaux de recherche se

sont soldés par de nombreux résultats intéressants.

Le problème de l�estimation des paramètres de cette classe de modèles a connue ces der-

nières années, des progrés considérables et a été largement étudié dans les deux dernières

décennies. Il existe actuellement, plusieurs résultats intéressants, obtenus en utilisant une

variété d�approches et de méthodes, telles que la méthode du maximum de vraisemblance

(Vecchia, 1985a ; Li et Hui, 1988 ; Jimenez et al., 1989 ; Lund et Basawa, 2000 ; Basawa

et Lund, 2001), l�approche bayésienne (Andel, 1983), la méthode des moments (Pagano,

55
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1978 ; Boshnakov, 1996 ; Anderson et Meerschaert, 2005) et la méthode des moindres car-

rés (Adams et Goodwin, 1995 ; Basawa et Lund, 2001 ; Bentarzi et Aknouche, 2006). Sous

certaines conditions de régularité, la méthode du maximum de vraisemblance est connue

pour être statistiquement la plus e¢ cace. Cependant, en raison de sa nature itérative, qui

demande plusieurs évaluations de la fonction de vraisemblance, elle est informatiquement

encombrante, en particulier pour les modèles PV ARMA, qui ont généralement un nombre

considérable de paramètres.

Le problème d�évaluation de la fonction de vraisemblance, dans le cas des modèles PARMA

univariés, a été déjà considéré dans la littérature. Vecchia (1985a) a proposé une évaluation

d�une approximation de la vraisemblance qui n�est satisfaisante que pour de petits ordres. Li

et Hui (1988) ont développé un algorithme pour l�évaluation exacte de la fonction de vrai-

semblance qui exige la décomposition de Cholesky des matrices de grandes tailles. Jimenez

et al. (1989) ont dérivé un algorithme rapide, basé sur le �ltre de Kalman. Cependant, leur

méthode requiert un nombre considérable d�opérations élémentaires, pour démarrer les équa-

tions récurrentes substituant le �ltre de Kalman. Plus récemment, Lund et Basawa (2000)

ont combiné la méthode d�Ansley (Ansley, 1979) pour l�évaluation de la vraisemblance d�un

modèle ARMA et l�algorithme d�innovations pour calculer la prévision récursive, pour déri-

ver un algorithme e¢ cace a�n d�évaluer la fonction de vraisemblance des modèles PARMA.

L�algorithme proposé généralise celui de Brockwell et Davis (1991) pour les modèles ARMA

stationnaires. Une limitation possible de cet algorithme réside dans le grand nombre d�opé-

rations qu�il requiert dans le cas multivaré.

D�autre part, sous certaines hypothèses, les estimateurs des paramètres fournis par la mé-

thode du maximum de vraisemblance et par les méthodes basées sur le �ltre de Kalman sont

consistents et asymptotiquement normalement distribués (cf., Ljung et Caines, 1979 ; Sto¤er

et Wall, 1991). Cependant, en pratique les séries chronologiques sont souvent de taille petite

à modérer et l�utilisation des résultats asymptotiques n�est pas appropriée. Sto¤er et Wall

(1991) ont proposé l�utilisation de la méthode non paramétrique bootstrap, suggérée par

Efron (1979), pour estimer les paramètres des modèles espace d�états linéaires gaussien à co-

e¢ cients constants car cette méthode n�est pas fondée sur des hypothèses distributionnelles.

La performance du bootstrap a été démontrée dans le cadre de la régression par Freedman

(1981) et Freedman et Peters (1984a et 1984b).

L�estimation des paramètres des modèles périodiques à partir de leurs représentations es-

pace d�états est l�objet de ce chapitre. En premier lieu, nous étudions le problème de l�éva-
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luation de la fonction de vraisemblance d�un modèle PARMA mulitivarié via la méthode de

l�innovation qui nécessite un nombre d�opérations proportionnel à la taille des observations.

Les résidus sont obtenus par les équations de Chandrasekhar périodiques présentées dans

le Chapitre 1 (Algorithme 2). Pour démarrer les équations de récurrences, nous proposons

d�utiliser la procédure de calcul des autocovariances, dérivée dans le Chapitre 2 (Proposition

8). En second lieu, nous utilisons la formulation espace d�états, qui o¤re un cadre de mo-

délisation informatiquement e¢ cace, en particulier pour l�estimation des paramètres d�une

large gamme de modèles (Harvey, 1989 ; Sto¤er et Wall,1991 ; Durbin et Koopman, 2001 et

bibliographie intra). Nous adaptons plus précisément, la méthode du bootstrap appliquée

aux innovations d�un modèle espace d�états Gaussien proposée par Sto¤er et Wall (1991)

pour l�estimation des paramètres d�un modèle périodique

3.2 Evaluation de la vraisemblance exacte des modèles

PV ARMA Gaussiens

Il est bien connu que l�approche d�innovation pour l�évaluation de la fonction de vrai-

semblance des modèles linéaires est la plus e¢ cace, du point de vue du nombre théorique

d�opérations qui est proportionnel à la dimension de la série. Cette approche a été déjà

employée dans la littérature de l�évaluation de la vraisemblance des modèles PARMA, où

les innovations empiriques ont été calculées à partir du �ltre de Kalman (cf., Jimenez et

al., 1989 ; Casals et al., 1998) ou à partir de l�algorithme d�innovation (Lund et Basawa,

1999 et 2000). En adoptant la méthode d�innovation, nous proposons dans cette section,

deux algorithmes pour l�évaluation de la fonction de vraisemblance des modèles PV ARMA

Gaussiens. Dans le premier, les innovations empiriques sont obtenues par le �lter de Kal-

man alors que dans le deuxième, elles sont obtenues par les équations de Chandrasekhar

périodiques (Chapitre 1, Algorithme 2). Ainsi, nous considérerons une représentation espace

d�états périodique max(p; q + 1) du modèle sous-jacent, pour lequel la fonction de vraisem-

blance est e¢ cacement dérivée en utilisant la procédure proposée dans le chapitre précédent

(Algorithme 10), pour calculer les autocovariances dont on a besoin, pour évaluer les valeurs

initiales des deux �ltres Kalman et Chandrasekhar.

Considérons le modèle PV ARMA dé�ni dans (2:2:1), que nous supposons causal, inversible

et gaussien. Pour une réalisation donnée y = (y01;y
0
2; :::;y

0
NS)

0 du modèle (2:2:1), la fonction
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de vraisemblance du vecteur des paramètres � = (vec (�)0 ; vec (�)0 ; vec (�)0)0 peut être

exprimée comme suit

L(�;y) = (2�)�NS=2 jdet(�)j�1=2 exp
�
�1
2
y0��1y

�
; (3:1:1)

où � est la matrice de variance-covariance du vecteur y. Soit bys+nS=s+nS�1 le meilleur pré-
dicteur linéaire (au sens des moindres carrés) de ys+nS basé sur y1;y2; :::;ys+nS�1, (i.e., le

vecteur donné par la projection orthogonale du vecteur ys+nS sur le sous espace engendré

par fy1;y2; :::;ys+nS�1g) et soit bes+nS = ys+nS�bys+nS=s+nS�1 l�innovation empirique à l�ins-
tant s + nS, dont l�erreur moyenne quadratique 
s+nS = E

�bes+nSbe0s+nS�. La fonction de
vraisemblance donnée par (3:1:1) peut être réécrite sous la forme d�innovation comme suit

L(�;y) = (2�)�
NS
2

SY
s=1

N�1Y
n=0

(det
s+nS)
�1=2 exp

(
�1
2

SX
s=1

N�1X
n=0

be0s+nS
�1
s+nSbes+nS

)
; (3:1:2)

dans laquelle nous avons besoin d�évaluer 
s+nS, bys+nS=s+nS�1 et par conséquent bes+nS pour
s = 1; :::; S et n = 0; :::; N � 1. Ceci peut être achevé en utilisant l�algorithme du �ltre de
Kalman périodique, l�algorithme d�innovation ou l�algorithme de Chandrasekhar périodique,

à chaque fois que nous pouvons exprimer le modèle (2:2:1) sous forme espace d�états pério-

dique. Parmi plusieurs formes espace d�états possibles (cf., Jimenez et al., 1989 ; Azrak et

Mélard, 1998) pour représenter les modèles PV ARMA, nous choisissons la représentation

bien connue max(p; q+1) (Jimenez et al., 1989), qui nécessite relativement peu d�opérations.

Soit donc r = max(p; q + 1) et dé�nissons le processus rm-varié fXt; t 2g comme suit

Xs+nS(i) =
Pr

j=i�s+nS+i�1;jys+nS+i�j�1 � �s+nS+i�1;j�1"s+nS+i�j;
i = 1; ::; r; s = 1; :::; S et n = 0; :::; N � 1.

(3:1:3)

Alors le modèle (2:1:1) peut être représenté sous la forme espace d�états suivante (voir par

exemple, Jimenez et al., 1989 ; Azrak et Mélard, 1998 ; Casals et al., 1998)8<: Xs+nS = FsXs+nS�1 +Gs"s+nS;

ys+nS = HXs+nS;
; s = 1; :::; S, n 2 Z; (3:1:4)

où

H =
h
Im�m 0m�m � � � 0m�m

i
;

et

Fs =

0BBBBB@
�s;1 Im�m � � � 0m�m

�s+1;2 0m�m
. . .

...
...

...
. . . Im�m

�s+r�1;r 0m�m � � � 0m�m

1CCCCCA ; Gs =

0BBBBB@
Im�m

��s+1;1
...

��s+r�1;r�1

1CCCCCA .
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De la représentation (3:1:4), la projection orthogonale bys+nS=s+nS�1 peut être exprimée
comme suit bys+nS = HbXs+nS=s+nS�1; (3:1:5)

où bXs+nS=s+nS�1 est le meilleure prédicteur linéaire de Xs+nS basé sur y1; :::; ys+nS�1, de

matrice de covariance de l�erreur de prédiction

Ps+nS=s+nS�1 = E
�
Xs+nS � bXs+nS=s+nS�1

��
Xs+nS � bXs+nS=s+nS�1

�0
:

Nous entamons maintenant l�évaluation de la fonction de vraisemblance du modèle donné

par (3:1:2). Comme il est bien connu qu�il est possible d�évaluer récursivement 
s+nS etbes+nS dont nous avons besoin dans (3:1:2) à partir du �ltre de Kalman (Kalman, 1960), qui
est donné par

bXs+nS+1=s+nS = Fs+1 bXs+nS +Ks+nSbes+nS; (3:1:6)

Ps+nS+1=s+nS = Fs+1Ps+nS=s+nS�1F
0
s+1 +Gs+1�s+1G

0
s+1 �Ks+nS
s+nSK

0

s+nS;(3:1:7)


s+nS = HPs+nS=s+nS�1H
0

(3:1:8)

Ks+nS = Fs+1Ps+nS=s+nS�1H
0
�1

s+nS (3:1:9)

avec les valeurs de démarrage

bX1=0 = 0rm�1 et P1=0 = F1W0F
0
1 +G1�1G

0
1; (3:1:10)

oùW0 = E (X0X
0
0). Cette dernière matrice de covariance peut être dérivée de (3:1:3) comme

suit

(W0)i;j =

rX
k=i

rX
h=j

�i�1;k�
(i�k�1)
i�k�j+h�

0
j�1;h �

rX
k=i

rX
h=j

�i�1;k	i�k�1;i�j+h�k�1�j�h�
0
j�1;h�1

�
rX
k=i

rX
h=j

�i�1;k�1�i�k	
0
j�h�1;j�h�i+k�1�

0
j�1;h +

rX
k=i

�i�1;k�1�i�k�
0
j�1;j+k�i�1:

(3:1:11)

où le calcul des autocovariances �(s)h qui �gurent dans (3:1:11) peut être facilement établi à

partir de la méthode proposée dans le chapitre précédent.

Remarque 13 Au lieu d�utiliser (3:1:10) et (3:1:11), la matrice de covariance initiale P1=0

peut être obtenue en résolvant l�équation de Lyapunov à temps discret périodique (DTPLE)

suivante

W1 = F1W0F
0
1 +G1�1G

0
1;
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comme ont fait Jimenez et al., (1989, p. 235), où P1 =W1. Cependant, l�équation précédente

est d�ordre mmax(p; q+1) et il serait plus approprié d�utiliser (3:1:11) qui est basée sur �(S)0 ,

solution d�une équation de Lyapunov à temps discret périodique d�ordre mp. Une approche

similaire, dans le cas univarié, a été employée par Mélard (1984) pour les modèles ARMA

à coe¢ cients constants et Azrak et Mélard (1998) pour les modèles ARMA à coe¢ cients

évolutifs dans le temps.

Les récursions (3:1:6)-(3:1:9) ci-dessus sont très e¢ caces et ont été précédemment employé

pour l�évaluation de la fonction de vraisemblance des modèles PARMA univariés (Jimenez

et al., 1989) et PARMA multivariés (Casals et al. 1998), avec une modi�cation de l�étape

d�initialisation. Cependant, la résolution de l�équation aux di¤érences (3:1:7) requiert un

nombre d�opérations d�ordre O((mr)3) par itération, qui peut être encombrante pour les

modèles d�ordre élevé. En outre, la solution Pt=t�1 doit être semi-dé�nie positive, propriété

qui n�est pas facile à préserver dans une résolution numérique de (3:1:7).

Comme nous avons déjà détaillé dans le Chapitre 1, les récursions de type-Chandrasekhar

périodiques ont un potentiel pour la réduction de la complexité numérique associée aux

récursions du �ltre de Kalman correspondantes et par conséquent peuvent être utilisées pour

évaluer 
s+nS et bes+nS ainsi que la fonction de vraisemblance du modèle (2:2:1).
En adoptant la représentation espace d�états (3:1:4) du modèle PV ARMA dé�ni par

(2:2:1), les équations récurrentes de type-Chandrasekhar périodiques sont données par


t+S = 
t +HYtMtY
0
tH

0; (3:1:12)

Kt+S = Kt + FtYtMtY
0
tH

0; (3:1:13)

Yt+1 =
�
Ft �Kt


�1
t H

�
Yt; (3:1:14)

Mt+1 = Mt �MtY
0
tH

0
�1
t+SHYtMt; (3:1:15)

avec les valeurs de démarrage


s = HPs=s�1H
0 et Ks = FsPs=s�1H; s = 1; :::; S;

où Ps=s�1; s = 1; :::; S sont déterminées à partir de (3:1:7), (3:1:10) et (3:1:11), alors que

Y1 et M1 sont obtenues en factorisant �SP1 en Y1M1Y
0
1. Rappelons que cette dernière

factorisation n�admet pas une solution unique, pour celà nous proposons deux solutions

e¢ caces selon la relation d�ordre entre S et r.
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i) Pour le cas où S < r, posons (voir Chapitre 1, Section 5)

�SP1 = �L

0BB@

�1
S � � � 0
...

. . .
...

0 � � � 
�1
1

1CCAL0
où L est donnée par

L =

"
KS;FSKS�1;FSFS�1KS�2; :::;

S�1Y
j=0

FS�jK1

#
: (3:1:16)

Il est clair que lorsque S est plus petit que r, l�équation aux di¤érences de Riccati périodique

non homogène (3:1:7) peut être remplacée par (3:1:15) qui est de dimension inférieure. Par

exemple, pour m = 1, la complexité de la résolution de (3:1:15), en utilisant (3:1:16) comme

valeur initiale, est de l�ordre O(rS2) qui est relativement simple, comparée à la résolution de

(3:1:7) qui est à son tour de l�ordre O(r3).

ii) Pour le cas où S � r, la factorisation ci-dessus est ine¢ cace. Cependant, nous proposons

dans ce cas (voir Chapitre 1, Section 5), la factorisation suivante

Y1 = FS etM1 = �S=S�1 �W0 �PS=S�1H
�1S H0P0S=S�1: (3:1:17)

Bien que la PRDE (3:1:15) possède la même dimension que la PRDE (3:1:7), lorsque nous

utilisons (3:1:17) comme valeurs de démararge, la di¤érence entre elles est que la matriceMt

n�est pas nécessairement semi-dé�nie positive, contrairement à la matrice Pt=t�1. Ceci nous

aide à alléger la complexité de calcul pour la résolution de l�équation (3:1:15) et nous assure

la stabilité numérique de cette dernière.

Les deux algorithmes suivants récapitulent la procédure d�estimation par la méthode du

maximum de vraisemblance, des paramètres d�un modèle PV ARMA, en utilisant le �ltre

de Kalman et le �ltre de Chandrasekhar.

Algorithme 14 (Aknouche et Hamdi, 2008b)

i) Commençons par une estimation initiale b�(0) = �vec�b�(0)�0 ; vec�b�(0)�0 ; vec�b�(0)�0�0
de � = (vec (�)0 ; vec (�)0 ; vec (�)0)0.

ii) Calculer W0 = E (X0X
0
0) de (3:1:11), où �

(s)
h est calculée à partir de l�Algorithme 10

(voir Chapitre 2, Section 2).

iii) Calculer 
s+nS et bes+nS pour s = 1; :::; S et n = 0; :::; N �1 via les équations récurrentes
de Kalman (3:1:6)-(3:1:10).
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iv) Utiliser une procédure d�optimisation pour déterminer b� qui minimise �2L(�;y). La
fonction de vraisemblance L(�;y) peut être évaluée par la relation (3:1:2).

Algorithme 15 (Aknouche et Hamdi, 2008b)

i) Commençons par une estimation initiale b�(0) = �vec�b�(0)�0 ; vec�b�(0)�0 ; vec�b�(0)�0�0
de � = (vec (�)0 ; vec (�)0 ; vec (�)0)0.

ii) Calculer W0 = E (X0X
0
0) de (3:1:11), où �

(s)
h est obtenue à partir de l�Algorithme 10

(voir Chapitre 2, Section 2).

iii) Calculer la valeur de démarrage P1=0 = F1W0F
0
1 +G1�1G

0
1 des équations récurrentes

de Kalman (3:1:6)-(3:1:9).

iv) Calculer 
s+nS et bes+nS pour s = 1; :::; S et n = 0; :::; N � 1 via les équations récurrentes
de Chandrasekhar (3:1:12)-(3:1:15).

v) Utiliser une procédure d�optimisation pour déterminer b� qui minimise �2L(�;y). La
fonction de vraisemblance L(�;y) peut être évaluée par la relation (3:1:2).

Nous évaluons maintenant la performance de l�algorithme de type-Chandrasekhar (noté

P -CHAND) (équations (3:1:12)-(3:1:15)) en le comparant à l�algorithme de Kalman (noté

KALAM) (équations (3:1:6)-(3:1:9)), par rapport au nombre d�opérations élémentaires (di-

vision et multiplication) pour chaque itération. Le nombre total d�opérations T (p; q; S; m;N),

nécessaire pour une exécution complète est alors donné par T (p; q; S;m;N) = I (p; q; S;m)

+NSK (p; q; S;m), où I (p; q; S;m) est le nombre d�opérations nécessaire pour calculer les

valeurs initiales (i.e., pour les récursions à l�instant t = 0) et K (p; q; S;m) désigne le nombre

d�opérations nécessaire pour l�instant t, 1 � t � NS. Puisque les itérations de démarrage

sont les mêmes pour les deux �ltre Kalman et Chandrasekhar, nous ne comparons que le

nombre d�opérations K (p; q; S;m) des deux algorithmes. Le Tableau 3:1:1 rapporte cette

comparaison selon la relation d�ordre entre S et r. Le calcul de la matrice 
�1
t est nécessaire

dans les deux algorithmes, ainsi le nombre d�opérations correspondant est dominé par un

polynôme de l�ordre m3 que nous dénotons par O (m3).

A partir du Tableau 3:1:1, il est clair que lorsque S < r, l�algorithme de Chandrasekhar

périodique nécessite un nombre d�opérations d�ordre O (m3Sr2) par itération, ce qui le rend

plus e¢ cace comparé à l�algorithme de Kalman qui à son tour nécessite un nombre plus

grand d�opérations de l�ordre O (m3r3). Pour le cas où S � r, les deux algorithmes semblent
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Tableau 3.1.1. Nombre d’opérations nécessaire par itération pour exécuter P­CHAND et KALAM

Algorithmes Nombre d’opérations pour l’instant t, 1 ² t ² NS ÝKÝp,q,S,mÞÞ

KALAM m3 Ý3r3+4r2+4rÞ + m2Ýr2 + 2rÞ+OÝm3 Þ

P­CHAND
S ³ r : m3 Ý7r3+7r2+3rÞ + m2Ýr2 + rÞ+OÝm3 Þ

S < r : m3 Ý3Sr2+3S2 r + 2S3+2r2+4Sr + S2+2r + SÞ + m2Ýr2 + 2rÞ+OÝm3 Þ

Tableau 3.1.2. Temps d’exécution pour l’évaluation de la vraisemblance par P­CHAND et KALAM

Algorithmes Tailles PARMA2Ý1,1Þ PARMA3Ý1,1Þ PARMA2 Ý6,1Þ PARMA2Ý7,1Þ

KALAM

100

250

500

.0226

.0626

.1408

.0203

.0658

.1399

.0378

.1620

.5179

.0398

.1947

.7366

P­CHAND

100

250

500

.0211

.0661

.1615

.0223

.0709

.1653

.0361

.1486

.4417

.0368

.1800

.5722

équivalent et tous les deux nécessitent un nombre d�opérations de l�ordre O (m3r3), avec une

supériorité légère en faveur du �ltre de Kalman. Cependant, comme nous avons déjà souligné

ci-dessus, la solution de DTPLE (3:1:15) dans l�algorithme de Chandrasekhar périodique

n�est pas nécessairement semi-dé�nie positive, une propriété qui garantit une stabilité nu-

mérique pour l�algorithme.

Comme le nombre théorique d�opérations de l�algorithme de Chandrasekhar semble su-

périeur à celui de l�algorithme de Kalman, ce qui n�est pas su¢ sant en pratique, nous les

comparons sur la base du temps d�exécution en secondes pour évaluer la fonction de vraisem-

blance de plusieurs séries chronologiques générées à partir de divers modèles PARMAS(p; q)

de longueurs 100, 250 et 500. Les moyennes de 1000 répétitions du temps d�exécution sont

reportées dans le Tableau 3:1:2. En outre, les rapports du temps d�exécution de l�algorithme

P -CHAND sur KALAM pour les mêmes séries sont rapportés dans le Tableau 3:1:3.

Nous observons que les résultats de la comparaison théorique donnée par le Tableau 3:1:1

sont conformes aux résultats donnés par le critère du temps d�exécution présenté dans les

tableaux 3:1:2 et 3:1:3. En e¤et, l�algorithme P -CHAND est le plus rapide dans le cas où
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Tableau 3.1.3. Rapport du temps d’exécution du P­CHAND sur KALAM

Tailles PARMA2 Ý1,1Þ PARMA3 Ý1,1Þ PARMA2 Ý6,1Þ PARMA2 Ý7,1Þ

100

250

500

.9693

1.0559

1.1470

1.0985

1.0775

1.1815

.9550

.9172

.8528

.9246

.9244

.7768

S < r, alors que dans le cas contraire, plus la taille de la série est grande, plus l�algorithme

KALAM est rapide.

3.3 Bootstrap d�un modèle espace d�états périodique

La formulation espace d�états o¤re un cadre de modélisation informatiquement e¢ cace, en

particulier pour l�estimation des paramètres d�une large gamme de modèles de séries chro-

nologiques (Harvey, 1989 ; Sto¤er et Wall,1991 ; Durbin et Koopman, 2001 et bibliographie

intra). Il est bien connu que sous certaines conditions de régularités, les estimateurs des pa-

ramètres fournis par la méthode du maximum de vraisemblance et par les méthodes basées

sur le �ltre de Kalman sont consistants et asymptotiquement normalement distribués (cf.,

Ljung et Caines, 1979 ; Sto¤er et Wall, 1991). En pratique, lorsque nous souhaitons faire de

l�inférence, nous avons un nombre de données �ni et nous utilisons en général la loi asympto-

tique comme approximation de la vraie loi inconnue. Toutefois, pour que la loi asymptotique

soit une bonne image de la vraie loi des estimateurs des paramètres, il faut que le nombre

de données soit su¢ samment important, sinon l�approximation peut être faussée. Une des

caractéristiques majeures des méthodes du bootstrap est qu�elles permettent très souvent

d�obtenir une meilleure approximation de la vraie loi des estimateurs que celle donnée par la

loi asymptotique, pour des échantillons dont le nombre d�observations n�est pas très grand.

Sto¤er et Wall (1991) ont proposé et étudié l�utilisation de la méthode non paramétrique

bootstrap, suggérée par Efron (1979), pour estimer les paramètres des modèles espace d�états

linéaires gaussiens à coe¢ cients constants. L�objectif, dans cette section est d�adapter la mé-

thode du bootstrap appliquée aux innovations d�un modèle espace d�états gaussien proposée

par Sto¤er et Wall (1991) pour l�estimation des paramètres d�un modèle périodique. Nous

étudions par la suite, la performance de la méthode adaptée dans l�estimation des paramètres
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d�un modèle espace d�états linéaire à coe¢ cients périodiques.

3.3.1 La méthode

Considérons le modèle espace d�états (1:5:1) avec les deux hypothèses suivantes :

H1. x0, �t et et sont des vecteurs aléatoires mutuellement indépendants.

H2. x0, �t et et sont des vecteurs aléatoires normalement distribués.

Rappelons que la meilleure prévision linéaire bxt=t�1 de la variable d�état xt basée sur
y1; y2; ::; yt�1 et le résidu bet correspondant à yt sont donnés par

bxt+1=t = Ftbxt +Kt

�1
t bet; (3:2:1)

bet = yt �H 0
tbxt=t�1; (3:2:2)

Pour une réalisation y = (y01; y
0
2; :::; y

0
NS)

0 du modèle (1:5:1), la fonction de vraisemblance

du paramètre � =
�
vec (F )0 ; vec (G)0 ; vec (H)

0
�0
est donnée par

L(�;y) = (2�)�NS=2 jdet(�)j�1=2 exp
�
�1
2
y0��1y

�
; (3:2:3)

où � est la matrice de covariance de y. Sous l�hypothèse de normalité, la suite des rési-

dus fbes+nSg est une suite de vecteurs aléatoires indépendants gaussiens. Par conséquent, la
fonction de vraisemblance (3:2:3) peut être écrite sous la forme suivante (Schweppe, 1965)

L(�;y) = (2�)�
NS
2

SY
s=1

N�1Y
n=0

(det
s+nS)
�1=2 exp

(
�1
2

SX
s=1

N�1X
n=0

be0s+nS
�1s+nSbes+nS
)
; (3:2:4)

où nous avons besoin d�évaluer 
s+nS et bes+nS pour s = 1; :::; S et n = 0; :::; N � 1. Ceci
peut être achevé en utilisant l�algorithme de type-Chandrasekhar périodique (Chapitre 1,

Algorithme 2).

Avec ces notations, nous pouvons adapter une procédure de rééchantionnage d�un modèle

espace d�états gaussien à coe¢ cients périodiques, similaire à celle proposée par Sto¤er et

Wall (1991) dans le cas d�un modèle espace d�états gaussien à coe¢ cients constants. Cette

procédure est dé�nit par les cinq étapes suivantes :
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Algorithme 16 (Guerbyenne et Hamdi)

i) Estimer le vecteur des paramètres � avec la méthode du maximum de vraisemblance en

utilisant l�expression (3:2:4) et une méthode d�optimisation. Nous notons par b� l�EMV de

�.

ii) Exécuter l�algorithme de Chandrasekhar périodique (Chapitre 1, Algorithme 2) avec � =b�
et construire la suite des innovations standardisées b"t �b�� = 
�1=2t

�b��bet �b�� :
iii) Construire un nouvel échantillon bootstrappé

nb"�t �b�� ; t = 1; :::; NSo de la suite des in-
novations standardisées estimées

nb"t �b�� ; t = 1; :::; NSo.
iv) Utiliser les relations (3:2:1) et (3:2:2) pour construire la série bootstrappée fy�t ; t = 1; :::; NSg
comme suit : Dé�nir le vecteur �t =

�bx0t+1=t; y0t�0 de dimension (r +m)� 1: Par conséquent,
de (3:2:1) et (3:2:2) ; Nous pouvons écrire

�t =

0@ Ft 0

H 0
t 0

1A �t�1 +
0@ Kt


�1=2
t

�b��


1=2
t

�b��
1Ab"t �b�� ; (3:2:5)

Donc, pour construire la série bootstrapée fy�t ; t = 1; :::; NSg, résoudre (3:2:5) en rempla-
çant les innovations standardisées

nb"t �b�� ; t = 1; :::; NSo par les innovations bootstrappéesnb"�t �b�� ; t = 1; :::; NS g.
v) Répéter un grand nombre de fois, T , les étapes (iii) et (iv) pour construire la suitenb��(i); i = 1; :::; Tg. En�n, estimer la distribution de b� à partir de la distribution des b��(i).
3.3.2 Etude de simulation

Pour étudier la performance de la procédure de bootstrap d�un modèle espace d�états gaus-

sien à coe¢ cients périodiques, exposé précédemment, nous proposons d�appliquer cette pro-

cédure sur des séries générées à partir de trois modèles PARMA de di¤érents ordres et

périodes. Pour chaque modèle nous e¤ectuons deux simulations, la première en utilisant

une série de petite taille (NS = 60) et la deuxième en utilisant une série de taille modérée

(NS = 100). Nous avons vairié la taille de la série pour voir l�in�uence de cette dernière sur la

distribution empirique estimée. Dans chaque expérience le nombre de simulations bootstrap,

T , est égal à 1000.

A�n de comparer la moyenne et l�écart type des valeurs estimées des paramètres par rapport

à la moyenne et l�écart type de la distribution empirique des valeurs estimées des paramètres

lors de l�utilisation de la méthode de bootstrap, nous avons simulé 1000 séries de taille 60 et

100, ceci pour les trois modèles.
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Les tableaux (3:2:1)-(3:2:6) reportent les vraies valeurs des paramètres (TV ), les estimations

des paramètres par la méthode du maximum de vraisemblance (MLE), les moyennes (MEB)

et les écarts types (ESEB) des distributions bootstrap ainsi que les moyennes (ME) et les

écarts types (ESE) des estimations de 1000 séries générées à partir du modèle correspondant.

Tableau 3.2.1. Résultats de simulation du modèle PAR2(1) pour une taille 60:

TV MLE MEB ESEB ME ESE

�1;1 �:7 �:6528 �:5954 :1783 �:6983 :1585

�2;1 :5 :4653 :4285 :1559 :4971 :1434

Tableau 3.2.2. Résultats de simulation du modèle PAR2(1) pour une taille 100:

TV MLE MEB ESEB ME ESE

�1;1 �:7 �:7341 �:7709 :1298 �:6961 :1211

�2;1 :5 :3655 :4101 :1045 :4929 :1075
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Figure 3:2:1. Histogrammes des paramètres estimés, du modèle PAR2(1), à partir des séries

bootstrapées, pour une taille NS = 60 et un nombre de réplications T = 1000.
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Figure 3:2:2. Histogrammes des paramètres estimés, du modèle PAR2(1), à partir des séries

bootstrapées, pour une taille NS = 100 et un nombre de réplications T = 1000.
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Tableau 3.2.3. Résultats de simulation du modèle PAR4(1) pour une taille 60:

TV MLE MEB ESEB ME ESE

�1;1 �:4 �:2259 �:1518 :1947 �:3967 :2511

�2;1 :2 :5796 :6523 :2758 :1995 :2547

�3;1 �:7 �:4629 �:3784 :2156 �:6981 :2639

�4;1 :5 :6636 :6581 :3367 :4999 :2119

Tableau 3.2.4. Résultats de simulation du modèle PAR4(1) pour une taille 100:

TV MLE MEB ESEB ME ESE

�1;1 �:4 �:3575 �:4222 :1310 �:3941 :2106

�2;1 :2 :3035 :2571 :1601 :2025 :2111

�3;1 �:7 �:7458 �:7652 :2009 �:6999 :2253

�4;1 :5 :6092 :6110 :1156 :5051 :1915
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Figure 3:2:3. Histogrammes des paramètres estimés, du modèle PAR4(1), à partir des séries

bootstrapées, pour une taille NS = 60 et un nombre de réplications T = 1000.
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Figure 3:2:4. Histogrammes des paramètres estimés, du modèle PAR4(1), à partir des séries

bootstrapées, pour une taille NS = 100 et un nombre de réplications T = 1000.

Tableau 3.2.5. Résultats de simulation du modèle PARMA2(1; 1) pour une taille 60:

TV MLE MEB ESEB ME ESE

�1;1 :9 :8399 :8176 :2717 :8786 :1572

�2;1 :7 :5677 :5481 :0985 :6900 :1151

�1;1 �:75 �:9559 �1:0736 :3366 �:8180 :2172

�2;1 :9 1:0461 :4559 :1673 :8747 :1987

Tableau 3.2.6. Résultats de simulation du modèle PARMA2(1; 1) pour une taille 100:

TV MLE MEB ESEB ME ESE

�1;1 :9 :9983 :9605 :1248 :8802 :1186

�2;1 :7 :6633 :6459 :0679 :6899 :0880

�1;1 �:75 �:6068 �:9626 :1832 �:7931 :1590

�2;1 :9 :5876 :5773 :1174 :8563 :1380
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Figure 3:2:5. Histogrammes des paramètres estimés, du modèle PARMA2(1; 1), à partir des séries

bootstrapées, pour une taille NS = 60 et un nombre de réplications T = 1000.
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Nous constatons des Tableaux (3:2:1)-(3:2:6) que les écarts types des distributions boots-

trap sont proches des écarts types des vraies lois surtout pour la taille 100. Nous constatons

également que lorsque la taille augmente les distributions bootstrap deviennent normales

(Figures (3:2:1), (3:2:2) et (3:2:4)), ce qui est connu dans la théorie asymptotique des esti-

mateurs du maximum de vraisemblance (e.g., Ljung et Caines, 1979).

Les simulations e¤ectuées con�rment le bien-fondé théorique de l�algorithme 16 et mettent

en evidence l�apport du bootstrap dans le problème de l�estimation des paramètres d�un mo-

dèle espace d�états à coe¢ cients périodiques. En e¤et, à partir de cette étude de simulation, il

est clair que l�application du bootstrap à un problème d�estimation des paramètres présente

de nombreux intérêts dont celui de permettre l�obtention d�estimation des distributions plus

proches des vraies lois que les distributions asymptotiques généralement utilisées qui sont

les distributions normales (Figures (3:2:3), (3:2:5) et (3:2:6)), lorsque la taille de la série est

petite ou modérée, ce qui est assez fréquent en pratique.

Nous notons aussi, que la performance de l�algorithme de Sto¤er et Wall (1991), dans le

cas des modèles espace d�états gaussiens à coe¢ cients constants, est conservée dans le cas

des modèles à coe¢ cients périodiques.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons construit trois algorithmes dont deux pour estimer les pa-

ramètres d�un modèle PV ARMA gaussien, à partir de sa représentation espace d�états. Il

s�agit de la méthode du maximum de vraisemblance où les résidus sont obtenus par les équa-

tions récurrentes de Kalman ou de Chandrasekhar périodiques. Dans ces deux algorithmes,

nous avons proposé, pour démarrer les équations de récurrences, d�utiliser la procédure de

calcul des autocovariances, dérivée dans le Chapitre 2. Nous avons évalué la performance

de l�algorithme de type-Chandrasekhar et nous l�avons comparé à l�algorithme de Kalman,

par rapport au nombre d�opérations élémentaires (division et multiplication) pour chaque

itération. Nous avons constaté à partir du nombre d�opérations nécessaire pour chaque itéra-

tion correspondant aux deux algorithmes, que lorsque S < r, l�algorithme de Chandrasekhar

périodique nécessite un nombre d�opérations d�ordre O (m3Sr2) par itération, ce qui le rend

plus e¢ cace comparé à l�algorithme de Kalman qui à son tour nécessite un nombre plus

grand d�opérations de l�ordre O (m3r3). Tandis que lorsque S � r, les deux algorithmes
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semblent équivalent et tous les deux nécessitent un nombre d�opérations de l�ordre O (m3r3),

avec une supériorité légère en faveur du �ltre de Kalman. Cependant, la solution de l�équa-

tion de Lyaponov à temps discret périodique (DTPLE) dans l�algorithme de Chandrasekhar

périodique n�est pas nécessairement semi-dé�nie positive, une propriété qui garantit une sta-

bilité numérique pour l�algorithme. Nous avons fait également une comparaison entre les

deux algorithmes sur la base du temps d�exécution en secondes pour évaluer la fonction de

vraisemblance où nous avons remarqué que les résultats de la comparaison théorique don-

nés par le nombre d�opérations nécessaire pour chaque itération correspondant aux deux

algorithmes, sont conformes aux résultats donnés par le critère du temps d�exécution.

Le troisième algorithme proposé concerne l�estimation des modèles espace d�états linéaires

à coe¢ cients périodiques où nous avons adapté la méthode du bootstrap appliquée aux in-

novations d�un modèle espace d�états Gaussien proposée par Sto¤er et Wall (1991) pour

l�estimation des paramètres d�un modèle à coe¢ cients constants. A�n d�examiner la perfor-

mance de l�algorithme proposé dans le cas des séries de petites tailles, nous avons présenté

quelques résultats de simulation où nous avons constaté que l�algorithme adapté au cas

périodique conserve les mêmes performances du cas classique.

Cet algorithme peut être appliqué lorsque nous souhaitons faire de l�inférence, en parti-

culier lorsque nous souhaitons de tester une hypothèse. La �abilité des tests en est accrue,

notamment pour des séries de petites tailles. L�application de la procédure bootstrap a des

conséquences importantes car le gain de précision qu�elle apporte peut avoir d�importants

e¤ets sur les décisions prises par un analyste.



Deuxième partie

Mélange de Modèles de Séries

Chronologiques Périodiques
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Chapitre 4

Mélange de Modèles Autorégressifs

Conditionnellement

Hétéroscédastiques Périodiques

4.1 Introduction

Devant les problèmes de modélisation rencontrés pour certaines séries de données (séries

environnementales, �nancières, monétaires, ...) les modèles non linéaires ont été envisagés.

Plusieurs classes de modèles ont été proposées (modèles bilinéaires, modèles à seuils, modèles

hétéroscedastiques, changement de régime et d�autres). L�étude de ces modèles n�est pas ter-

minée mais à progressé de manière signi�cative. En e¤et, il est bien connu que les modèles

les plus populaires et les plus utilisés dans la modélisation de la volatilité instantanée dans

les séries chronologiques �nancières sont les modèles Autorégressifs Conditionnellement Hé-

téroscédastiques (ARCH), introduit par Engle (1982) et leur extension GARCH (ARCH

généralisés) de Bollerslev (1986). Leur caractérisation repose essentiellement sur le concept

de variance conditionnelle. Divers modèles ont été proposés dans la littérature économique

a�n de capturer di¤érentes caractéristiques additionnelles telles que la longue mémoire, le

changement de régime et la périodicité dans la variance conditionnelle. Parmi les modèles

proposés, la classe des modèles GARCH périodiques (PGARCH) introduite par Bollers-

lev et Ghysels (1996) qui a montré une grande capacité à capturer la périodicité dans la

variance conditionnelle. Malheureusement, ces modèles sont connus par leur inconsistance

dans la modélisation des séries chronologiques qui possèdent certaines caractéristiques telles
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que la grande kurtosis, les valeurs aberrantes et les événements extrêmes. Wong et Li (2001)

ont proposé d�ajouter plus de �exibilité à la famille des modèles ARCH en généralisant

le modèle Mélange de Distributions Gaussiènne de Transition (GMTD), étudié par Le et

al. (1996), dans le cadre de séries chronologiques où le mélange de modèles Autorégressifs

Conditionnellement Hétéroscédastiques (MAR-ARCH) à été proposé. Cette nouvelle classe

de mélange de modèles a dominé la modélisation des séries chronologiques �nancières dans

la dernière décennie et peut être considérée comme une alternative prometteuse aux mo-

dèles de type ARCH qui sont relativement di¢ cile à estimer (voir par exemple Wong et Li,

2000, 2001 ; Zhang et al., 2006 ; Ausin et Galeano, 2007). Plusieurs extensions du mélange

de modèles ARCH de Wong et Li (2001) ont été proposés dans la littérature des séries

temporelles, en particulier les séries économiques, (mélange de modèles GARCH, Zhang et

al., 2006 ; mélange de modèles multivariés GARCH, Bauwens et al., 2007 ; mélange de mo-

dèles V AR, Fong et al., 2007 ; mélange de modèles GARCH à seuil, Giannikis et al., 2008 ;

et d�autres). Cependant, la plupart des formulations proposées considèrent les paramètres

comme étant des constantes par rapport au temps ; par conséquent ils ne peuvent pas ex-

pliquer adéquatement le comportement des séries chronologiques dont la volatilité montre

une certaine périodicité dans la fonction d�autocorrélation où cette dernière ne peut pas

être expliquée par les modèles mélange à coe¢ cients constants. Dans le même esprit de la

formulation de Wong et Li (2001), notre but est de proposer un modèle qui peut représenter

des séries chronologiques avec une structure d�autocorrélation périodique aussi bien que les

caractéristiques mentionnées ci-dessus dans la variance conditionnelle. Nous proposons spé-

ci�quement, un Mélange de modèles Autorégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques

Périodiques (MPARCH). Ce mélange de modèles peut être combiné avec un mélange de

modèles autorégressifs périodiques (MPAR) proposé par Shao (2006) a�n de capturer la

périodicité dans la moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. Dans la Section 2, nous proposons la classe

de mélange de modèles ARCH périodiques. Nous étudions la condition sous la quelle un

processus MPARCH soit périodiquement stationnaire du second ordre et nous obtenons,

sous cette condition, l�expression de la variance d�un processus MPARCH dans la Section

3. La Section 4 est consacrée à l�étude de l�existence du moment d�ordre quatre. En outre,

l�expression de ce moment, sous la condition établie, est obtenue. La Section 5 traite l�es-

timation des paramètres par la méthode du maximum de vraisemblance tout en utilisant

l�algorithme EM comme technique renommée d�optimisation de la vraisemblance. Dans la
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Section 6, nous étudions le problème de l�identi�cation des ordres d�un modèle MPARCH.

En�n, la section 7 présente une étude de simulation de la performance de l�algorithme EM

et une application de la nouvelle classe de modèles MPARCH à la modélisation de la série

journalière de l�indece S&P 500.

4.2 Mélange de modèles ARCH périodiques

Les mélanges de distributions sont un moyen d�obtenir des distributions relativement com-

plexes, tout en s�appuyant à la base sur des lois très simples, comme les lois normales. Nous

présentons la dé�nition générale de ces mélanges pour nous restreindre rapidement au cas

gaussien.

Dé�nition d�un modèle de mélange

Dé�nition 17

Une densité de mélange correspond à la superposition de densités plus simples. Soit Y et

Z deux variables aléatoires et soient � (y=z) la densité de la distribution de Y conditionnel-

lement à Z et h(z) la densité de la distribution de Z. La forme générale de la densité de

mélange s�écrit comme suit

f (y) =

Z
� (y=z)h (z) dz:

Quand Z ne prend qu�un ensemble �ni de valeurs f1; : : : ; Kg, alors la distribution de Z
est discrète et a¤ecte une probabilité positive à chacune de ces valeurs. L�intégrale est alors

remplacée par une somme pour donner une densité de mélange �ni. Cette densité est dé�nie

par

f (y) =

KX
k=1

�k�k (y) ;

où �k (y) = � (y=Z = k) et �k = P (Z = k) : Ces probabilités �k sont appelées proportions du

mélange et sont assujetties aux deux contraintes suivantes

�k > 0; 8k 2 f1; :::; Kg et
KX
k=1

�k = 1:

Comme cas particulier, nous trouvons le mélange gaussien qui est très classique. Dans la

situation multivariée, la variable aléatoire Y est dans Rn, la densité de la ki�eme composante
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du mélange (k = 1; :::; K) s�écrit comme suit

�k (y=�k) =
1

(2�)
n
2

1

j�kj
1
2

exp

�
�1
2
(y � �k)

0
��1k (y � �k)

�
;

avec �k =
�
�
0
k; vec

0
(�k)

�0
; �k est la moyenne de la k

i�eme composante du mélange et �k sa

matrice de variance-covariance.

Finalement, la densité de mélange gaussien s�exprime alors par

f (y=�) =
KX
k=1

�k�k (y=�k) :

Cette dernière densité est paramétrée par le vecteur � =
�
�
0
; �

0

1; :::; �
0

K

�
, où � est le vecteur

des K � 1 premières proportions du mélange (�1; :::; �K�1)
0
.

Il est bien connu que la pratique statistique montre que, dans une étude statistique, il est

assez rare que la loi d�une variable d�intérêt soit unique. En général, la loi globale est un

mélange de plusieurs lois, chacune d�entre elles re�étant une attitude particulière vis-à-vis

du problème étudié. Ce phénomène apparaît souvent, par exemple en séries chronologiques

�nancières, lorsque l�on observe un histogramme avec plusieurs modes (cf., Tong, 1990 ; Le

et al., 1996, Wong et Li, 2000 et 2001 ; etc....). L�analyse des séries temporelles repose sur

la construction d�un modèle pour le processus stochastique sous-jacent. Celui-ci est ensuite

utilisé d�un point de vue statistique, que ce soit pour analyser la structure du processus ou

pour produire des prévisions. Parfois, il y a de bonnes raisons de supposer que les distributions

conditionnelles de certaines séries chronologiques soient multimodales. Par conséquent, la

densité conditionnelle est une densité de mélange.

Dans le paragraphe qui suit, une nouvelle classe de modèles de séries chronologiques pé-

riodiques appelée mélange de modèles ARCH périodiques (MPARCH), est présentée. Ces

modèles se constituent d�un mélange de K modèles autorégressifs conditionnellement hété-

roscédastiques périodiques.

Mélange de modèles ARCH périodiques (MPARCH)

Rappelons qu�un processus fyt; t 2 Zg ; suit un mélange de K modèles autorégressifs condi-

tionnellement hétéroscédastiques, d�ordres q1, q2..., qK , notéMARCH (K; q1; q2; :::; qK), s�il



78

est dé�ni par 8><>: F (yt/Ft�1) =
PK

k=1 �k �

�
ytp
hk;t

�
;

hk;t = �
(k)
0 +

Pqk
i=1 �

(k)
i y2t�i;

t 2 Z;

où � (:) et F ( :/Ft�1) sont, respectivement, la distribution cumulative de la loi normale cen-
trée réduite et la distribution cumulative conditionnelle de yt, sachant le passé du processus

et où Ft est la tribu engendrée par les valeurs passées de ys jusqu�au temps t.

Dé�nition 18

Un processus stochastique fyt; t 2 Zg ; suit un mélange de K modèles autorégressifs condi-

tionnellement hétéroscédastiques périodiques, de période S et d�ordres q1, q2, ..., qK, noté

MPARCHS (K; q1; q2; :::; qK), s�il est dé�ni par8><>: F (yt/Ft�1) =
PK

k=1 �k �

�
ytp
hk;t

�
;

hk;t = �
(k)
0;t +

Pqk
i=1 �

(k)
i;t y

2
t�i;

t 2 Z; (4:2:1)

où � (:) et F ( :/Ft�1) sont, respectivement, la distribution cumulative de la loi normale
centrée réduite et la distribution cumulative conditionnelle de yt, sachant les valeurs passées

du processus ys jusqu�au temps t � 1. Les paramètres �(k)i;t ; i = 0; 1; :::; qk; sont périodiques

en t; de période S, i.e., �(k)i;t+rS = �
(k)
i;t , i = 0; :::; qk, k = 1; :::; K, r 2 Z et t 2 Z: Pour

exclure la possibilité d�avoir des variances conditionnelles négatives ou nulles, les conditions

suivantes sur les �(k)i;t �doivent être imposées : �
(k)
0;t > 0; k = 1; :::; K et t 2 Z; et �(k)i;t � 0;

i = 1; :::; qk; k = 1; :::; K et t 2 Z. Finalement, les constantes �k, k = 1; 2; :::; K; sont des

réelles strictement positives tel que
PK

k=1 �k = 1:

Sans perdre de généralité, les constantes qk peuvent être considérées comme constantes

en k tout en posant q = max
k
qk et en prenant �

(k)
i;t = 0 pour i > qk. Il est clair que pour

K = 1, nous obtenons la dé�nition standard d�un processus autorégressif conditionnellement

hétéroscédastique périodique, d�ordre q et de période S; noté PARCHS (q) ; qui est donnée

par

yt =
p
ht�t, où ht := E(y2t /Ft�1) = �0;t +

Pq
i=1 �i;t y

2
t�i; et �i;t+rS = �i;t, i = 0; :::; q, r 2 Z

et t 2 Z avec f�t; t 2 Zg est une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées réduites.
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4.3 Condition de stationnarité périodique du second

ordre

Nous allons chercher dans cette section, sous quelles conditions il existe des processus pério-

diquement stationnaires au second ordre véri�ant la dé�nition 18. Il est clair qu�à partir de

la dé�nition d�un mélange de modèles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques

périodiques, équations (4:2:1), la variance conditionnelle de yt; sachant le passé jusqu�au

temps t� 1, est donnée par

V ar (yt/Ft�1) = E
�
y2t
�
Ft�1

�
=

KX
k=1

�k

 
�
(k)
0;t +

qX
i=1

�
(k)
i;t y

2
t�i

!
; t 2 Z:

Par conséquent, la variance du processus s�exprime alors par


t (0) := E
�
y2t
�
=

KX
k=1

�k �
(k)
0;t +

qX
i=1

KX
k=1

�k�
(k)
i;t E

�
y2t�i
�
; t 2 Z;

cette dernière équation peut se réécrire comme suit


t (0) = a0 (t) + a1 (t) 
t�1 (0) + a2 (t) 
t�2 (0) + :::+ aq (t) 
t�q (0) ; (4:2:2)

où les coe¢ cients ai (t) =
PK

k=1 �k�
(k)
i;t ; i = 0; 1; :::; q; sont périodiques, de période S. Ainsi,

la variance du processus satisfait une équation linéaire au di¤érence d�ordre q, à coe¢ cients

périodiques.

De (4:2:1), il est clair que le processus fyt; t 2 Zg est de moyenne nulle. Dans ce para-
graphe, nous établissons une condition nécessaire et su¢ sante pour que le processus yt soit

périodiquement stationnaire au second ordre. À cette �n, nous dé�nissons les q� q matrices
périodiques suivantes

et

(A0;T )ij =

8>><>>:
1; si i = j;

�aj�i (qT � i+ 1) ; si i < j;

0; si i > j;

i; j = 1; 2; :::; q;

(A1;T )ij =

8<: aq+j�i (qT � i+ 1) ; si i � j;

0; si i < j;
i; j = 1; 2; :::; q:

(4:2:3)

Soit S (S 2 N) le plus petit entier tel que qS soit le plus petit multiple commun de q et
S. Nous pouvons voir que les matrices A0;T et A1;T sont S-périodiques. En utilisant ces

notations, nous pouvons énoncer le résultat suivant.
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Proposition 19 (Bentarzi et Hamdi, 2008a)

Le processus fyt; t 2 Zg satisfaisant une représentation MPARCHS(K; q; q; :::; q) est pé-

riodiquement stationnaire au second ordre si et seulement si toutes les racines du polynôme

(de degré q)

jIz �	j ; z 2 C;

soient de module strictement inférieur à l�unité, où 	 =
QS�1
j=0 BS�j. De plus, l�expression de

la variance de tel processus est donnée par



T
(0) = (I �	)�1

S�1X
r=0

 
r�1Y
j=0

BT�j

!
CT�r; T 2 Z; (4:2:4)

où 

T
(0) =

�

qT (0) ; 
qT�1 (0) ; :::; 
qT�q+1 (0)

�0
, CT = A�10;T cT , BT = A�10;TA1;T , cT = (a0 (Tq) ;

a0 (Tq � 1) ; :::; a0 (Tq � q + 1))0, et avec la convention
Qy
j=xBj = I; pour tout x > y:

Preuve.

a) Condition nécessaire et su¢ sante. Dé�nissons, pour T 2 Z, les deux vecteurs pério-
diques suivants



T
(0) =

�

qT (0) ; 
qT�1 (0) ; :::; 
qT�q+1 (0)

�0
;

et

cT = (a0 (Tq) ; a0 (Tq � 1) ; :::; a0 (Tq � q + 1))0 ;

avec ces notations, nous pouvons réécrire l�équation (4:2:2) sous forme vectorielle. En e¤et,

l�équation (4:2:2) est équivalente à l�équation linéaire au di¤érence d�ordre 1 suivante



T
(0) = BT 
T�1 (0) + CT ; T 2 Z; (4:2:5)

où la matrice BT = A�10;T A1;T et le vecteur colonne CT = A�10;T cT ; avec A0;T et A1;T sont

données par (4:2:3). Il est évident que BT et CT sont S-périodiques tel que 1 � S � S.

i) Si S = 1, i.e. q est un multiple de S, l�équation (4:2:5) devient une équation au di¤érence

non homogène classique



T
(0) = B 


T�1 (0) + C; T 2 Z;

où il est clair que B soit égale à 	 = A�10;1 A1;1. Par conséquent, une condition nécessaire et

su¢ sante pour que cette dernière équation au di¤érence non homogène classique, admet une

solution �nie est que toutes les racines du polynôme (de degré q) jIz �	j = 0; soient de

module strictement inférieur à l�unité.
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ii) Si 1 < S � S, nous dé�nissons pour tout T 2 Z, les deux vecteurs, de dimension qS,
suivants

�� (0) =
�

0
1+S� (0) ; 


0
2+S� (0) ; :::; 


0
S+S� (0)

�0
;

et

C� =
�
C 01+S� ; C

0
2+S� ; :::; C

0
S+S�

�0
; � 2 Z:

Nous pouvons maintenant, réécrire l�équation (4:2:5) sous la forme équivalente

V �� (0) = W ���1 (0) + C� ; � 2 Z; (4:2:6)

où les matrice, de dimension qS� qS, V et W , sont données par

(V )ij =

8>><>>:
I; si i = j;

�Bi; si i = j + 1;

0; ailleurs;

i; j = 1; 2; :::;S;

et

(W )ij =

8<: B1; si i = 1 si j = S;

0; ailleurs;
i; j = 1; 2; :::;S:

Comme la matrice V est régulière (detV = 1), alors nous pouvons réécrire (4:2:5) comme

suit

�� (0) = V �1W ���1 (0) + V �1 C� ; � 2 Z;

où nous avons une équation au di¤érence non homogène classique d�ordre un. Alors, une

condition nécessaire et su¢ sante pour que cette dernière équation admet une solution �nie

est que toutes les racines du polynôme (de degré q)
��Iz � V �1 W

�� = 0; soient de module

strictement inférieur à l�unité. De plus, on peut facilement véri�er que les éléments de la

matrice V �1 W sont données par

�
V �1W

�
ij
=

8><>:
i�1Q
s=0

Bi�s; si j = S;

0; ailleurs;
i; j = 1; 2; :::;S;

et par conséquent, nous avons

����Iz � S�1Q
s=0

BS�s

���� = jIz �	j = 0:
b) Expression de la variance. Par S�1 remplacements successifs dans (4:2:5) et en tenant
compte de la périodicité de la matrice BT et le vecteur CT ; nous obtenons

(I �	) 

T
(0) =

S�1X
r=0

r�1Y
j=0

BT�j CT�r:
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Donc, sous la condition établie dans la proposition 1, le vecteur périodique 

T
(0) est donné

par (4:2:4). �

Remarque 20 Dans le modèle (2; 1) la distribution conditionnelle du processus est donnée

par un mélange des distributions normales. Chacune de ces distributions possède une variance

périodique. De la proposition 19, nous pouvons voir qu�il peut y avoir des processus de type

(2; 1) périodiquement stationnaires au second ordre quoique quelques composantes du mélange

et/ou quelques périodes ne soient pas stationnaires au second ordre.

Corollaire 21 (Bentarzi et Hamdi, 2008a)

Le processus fyt; t 2 Zg satisfaisant une représentation MPARCHS(K; 1; 1; :::; 1) est pé-

riodiquement stationnaire au second ordre si et seulement si

SY
s=1

KX
k=1

�k�
(k)
1;s < 1:

De plus, l�expression de sa variance est alors donnée par


t (0) =
S�1X
r=0

r�1Y
j=0

 
KX
k=1

�k�
(k)
1;t�j

! 
KX
k=1

�k�
(k)
0;t�r

!, 
1�

SY
s=1

KX
k=1

�k�
(k)
1;s

!
; (4:2:7)

avec la convention
Qy
j=xBj = I; pour tout x > y:

Preuve.

a) Condition nécessaire et su¢ sante. Dans ce cas particulier où q = 1, nous avons

S = S et les matrices A0;T et A1;T sont réduites respectivement à 1 et a1 (T ). Par conséquent,

BT = a1 (T ) est périodique, de période S, donc la condition nécessaire et su¢ sante est réduite

à
QS
s=1

PK
k=1 �k�

(k)
1;s < 1: Notons que cette condition devient, pour S = 1,

PK
k=1 �k�

(k)
1 < 1;

condition nécessaire et su¢ sante connue, de stationnarité du second ordre d�un mélange de

K modèles ARCH d�ordre un (voir par exemple Wong et Li, 2001 ; Zhang et al, 2006).

Notons également que cette condition est réduite, pour K = 1, à
QS
s=1 �1;s < 1, condition

connue de stationnarité périodique du second ordre, d�un modèle ARCH périodique d�ordre

un.

b) Expression de la variance. Dans le cas où q = 1, nous avons

	 =
SY
s=1

a1 (s) =
SY
s=1

KX
k=1

�k�
(k)
1;s ; BT = a1 (T ) =

KX
k=1

�k�
(k)
1;T
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et

CT = cT = a0 (T ) =
KX
k=1

�k�
(k)
0;T :

Donc, l�expression de la variance du processus MPARCHS (K; 1; 1; :::; 1) est donnée par

(4:2:7). Cette expression devient

i) Pour K = 1 et sous la condition
QS
s=1 �1;s < 1


t (0) =

S�1X
r=0

 
r�1Y
j=0

�1;t�j

!
�0;t�r

, 
1�

SY
s=1

�1;s

!

qui est l�expression de la variance d�un processus ARCH (1) périodiquement stationnaire au

second ordre.

ii) Pour S = 1 et sous la condition

KX
k=1

�k�
(k)
1 < 1
 (0) =

 
KX
k=1

�k�
(k)
0

!, 
1�

KX
k=1

�k�
(k)
1

!

qui est l�expression de la variance d�un modèleMARCH (K; 1; 1; :::; 1) classique, stationnaire

au second ordre. �

4.4 Moment d�ordre quatre d�un processus MPARCH

périodiquement stationnaire du second ordre

A�n d�établir une condition nécessaire et su¢ sante d�existence du moment d�ordre quatre,

E (y4t ), d�un processus périodiquement stationnaire du second ordre MPARCH d�ordre

deux, nous avons besoin d�introduire les matrices de dimension q� � q� = (S � 1)� (S � 1)
suivantes

et

(G0;T )ij =

8>><>>:
'0 (q

�T � i+ 1) ; si i = j;

�'j�i (q�T � i+ 1) ; si i < j;

0; si i > j;

i; j = 1; 2; :::; q�;

(G1;T )ij =

8<: 'q�+j�i (q
�T � i+ 1) ; si i � j;

0; si i < j;
i; j = 1; 2; :::; q�;

(4:3:1)
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où les coe¢ cients périodiques 'r (t) sont donnés par

'r (t) =

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

1� 6 b1;2(t)
(1�	2)

�QS�2
j=1 a2(t� j)

�
a1(t+ 1); r = 0;

3b1;1(t) + 6
b1;2(t)

(1�	2)

�QS�1
j=1 a2(t� j)

�
a1(t) ; r = 1;

3b2;2(t) + 6
b1;2(t) a1(t�1)

(1�	2) ; r = 2;

6 b1;2(t)
(1�	2)

�Qr�2
j=1 a2(t� j)

�
a1(t� r + 1); 3 � r � S � 1;

(4:3:2)

avec

	2 =
SY
s=1

 
KX
k=1

�k �
(k)
2;s

!
;

ai (t) =
KX
k=1

�k �
(k)
i;t ; i = 0; 1; 2;

et

bi;j (t) =
KX
k=1

�k �
(k)
i;t �

(k)
j;t ; i; j = 0; 1; 2:

Comme les coe¢ cients 'r (t) sont périodiques, de période S, il est clair que les matrices G0;T

et G1;T soient également périodiques de période S. Soit

Ct = 3b0;0(t) + 6b0;1(t)E
�
y2t�1

�
+ 6b0;2(t)E

�
y2t�2

�
+
6b1;2(t)

(1�	2)

SX
r=1

 
r�1Y
j=1

a2(t� j)

!
a0(t� r)E

�
y2t�r�1

�
: (4:3:3)

En utilisant ces notations, nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Proposition 22 (Bentarzi et Hamdi, 2008a)

Si 	2 < 1, alors une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un processus fyt; t 2 Zg
périodiquement stationnaire au second ordre satisfaisant une représentation S-périodique

MPARCH (K; 2; 2; :::; 2), avec S > 2, possède un moment d�ordre quatre �ni est que toutes

les racines du polynôme (de degré q� = S � 1)

jIz � 
j ; z 2 C;

soient de module strictement inférieur à l�unité, où 
 =
QS�1
j=0 FS�j. Par ailleurs, l�expression

de �t = E (y4t ), sous cette condition, est donnée par

�
T
= (I � 
)�1

S�1X
r=0

 
r�1Y
j=0

FT�j

!
DT�r; T 2 Z; (4:3:4)
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où DT = G�10;T CT , CT = (Cq�T ; Cq�T�1; :::; Cq�T�q�+1)
0, �

T
=
�
�q�T ; �q�T�1; :::; �q�T�q�+1

�0
et

la matrice périodique FT = G�10;T G1;T :

Preuve. De la représentation (4:2:1), il est facile de voir que le moment conditionnel d�ordre

quatre de yt, sachant le passé du processus jusqu�au temps t� 1, est donné par

E
�
y4t
�
Ft�1

�
= 3

KX
k=1

�k h
2
k;t;

et par conséquent le moment d�ordre quatre véri�e la relation suivante

1

3
E
�
y4t
�
=

KX
k=1

�k

�
�
(k)
0;t

�2
+ 2E

�
y2t�1

� KX
k=1

�k �
(k)
0;t �

(k)
1;t

+2E
�
y2t�2

� KX
k=1

�k �
(k)
0;t �

(k)
2;t + E

�
y4t�1

� KX
k=1

�k

�
�
(k)
1;t

�2
+E

�
y4t�2

� KX
k=1

�k

�
�
(k)
2;t

�2
+ 2E

�
y2t�1 y

2
t�2
� KX
k=1

�k �
(k)
1;t �

(k)
2;t :

Posons bi;j(t) =
�PK

k=1 �k �
(k)
i;t �

(k)
j;t

�
; i; j = 0; 1; 2; nous pouvons réécrire cette dernière équa-

tion comme suit

1

3
E
�
y4t
�
= b0;0(t) + 2b0;1(t)E

�
y2t�1

�
+ 2b0;2(t)E

�
y2t�2

�
+b1;1(t)E

�
y4t�1

�
+ b2;2(t)E

�
y4t�2

�
+ 2b1;2(t)E

�
y2t�1 y

2
t�2
�
; (4:3:5)

où nous avons besoin d�évaluer E
�
y2t�1 y

2
t�2
�
. Ceci peut être achevé par S�1 remplacements

successifs dans l�expression suivante

E
�
y2t�1 y

2
t�2
�
= a0(t� 1)E

�
y2t�2

�
+ a1(t� 1)E

�
y4t�2

�
+ a2(t� 1)E

�
y2t�2 y

2
t�3
�
; (4:3:6)

et tout en tenant compte de la périodicité des coe¢ cients ai(t); i = 0; 1; 2. Nous obtenons

après certaines manipulations

E
�
y2t�1y

2
t�2
�
=

SX
r=1

r�1Y
j=1

a2(t� j)a0(t� r)E
�
y2t�r�1

�
+

SX
r=1

r�1Y
j=1

a2(t� j)a1(t� r)E
�
y4t�r�1

�
+

SY
j=1

a2(t� j)E
�
y2t�1 y

2
t�2
�
: (4:3:7)
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Posons 	2 =
QS
j=1 a2(t� j), alors nous avons pour 	2 < 1

E
�
y2t�1 y

2
t�2
�
=

1

1�	2

SX
r=1

 
r�1Y
j=1

a2(t� j)

!
a0(t� r)E

�
y2t�r�1

�
+

1

1�	2

SX
r=1

 
r�1Y
j=1

a2(t� j)

!
a1(t� r)E

�
y4t�r�1

�
:

En remplaçant E
�
y2t�1 y

2
t�2
�
par cette dernière expression dans l�équation (4:3:5) ; nous ob-

tenons pour S > 2�
1� 6b1;2(t)(

QS�2
j=1 a2(t�j))a1(t+1)
1�	2

�
E (y4t )

= 3b0;0(t) + 6b0;1(t)E
�
y2t�1

�
+ 6b0;2(t)E

�
y2t�2

�
+6b1;2(t)

1�	2

PS
r=1

�Qr�1
j=1 a2(t� j)

�
a0(t� r)E

�
y2t�r�1

�
+3
h
b1;1(t) +

2b1;2(t)

1�	2

�QS�1
j=1 a2(t� j)

�
a1(t)

i
E
�
y4t�1

�
+3
h
b2;2(t) +

2b1;2(t)

1�	2 a1(t� 1)
i
E
�
y4t�2

�
+6b1;2(t)

1�	2

PS�1
r=3

�Qr�2
j=1 a2(t� j)

�
a1(t� r + 1)E

�
y4t�r

�
:

Ainsi, le moment d�ordre quatre, E (y4t ), du processus MPARCHS (K; 2; 2; :::; 2) satisfait

l�équation aux di¤érences linéaire non homogène à coe¢ cients périodiques, d�ordre q� = S�1,
suivante

'0(t)E
�
y4t
�
=

S�1X
r=1

'r(t)E
�
y4t�r

�
+ Ct; t 2 Z; (4:3:8)

où les coe¢ cients périodiques 'r (t) et Ct sont, respectivement, donnés par (4:3:2) et (4:3:3).

Posons maintenant �t = E (y4t ) et dé�nissons, pour T 2 Z; les vecteurs périodiques, de

dimension q�, �
T
=
�
�q�T ; �q�T�1; :::; �q�T�q�+1

�0
, CT = (Cq�T ; Cq�T�1; :::; Cq�T�q�+1)

0, DT =

G�10 CT et la matrice périodique FT = G�10;TG1;T ; nous pouvons alors réécrire l�équation (4:3:8)

sous forme équivalente q�-varié S-periodique

�
T
= FT �T�1 +DT ; T 2 Z:

Cette équation aux di¤érences stochastiques non homogène d�ordre un et à coe¢ cient pério-

dique est similaire à celle donnée par (4:2:5) : Par conséquent, le reste de la preuve peut être

facilement établit comme nous avons déjà fait pour la preuve de la Proposition 3. �

Le résultat établit dans la Proposition 22 est valable pour les modèles périodiques, de

période supérieure ou égale à 3. Dans le paragraphe qui suit, nous dérivons des résultats
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similaires pour les autres cas (voir Corollaire (23) pour S = 2 et Corollaire (25) pour le cas

stationnaire). En e¤et, si S = 2, nous avons de (4:3:5) et (4:3:6)

'0(t)E
�
y4t
�
= '1(t)E

�
y4t�1

�
+ Ct; (4:3:9)

où les coe¢ cients 2-periodiques 'r (t) et Ct sont donnés par

'r (t) =

8><>:
1� 6b1;2(t)

1�	2 a1(t� 1)� 3b2;2(t); si r = 0;

6b1;2(t)

1�	2 a2(t� 1) a1(t) + 3b1;1(t); si r = 1;

(4:3:10)

et

Ct = 3b0;0(t) + 6

�
b1;2(t)

1�	2
a0(t� 1) + b0;2(t)

�
E
�
y2t
�

+6

�
b1;2(t)

1�	2
a2(t� 1) a0(t) + b0;1(t)

�
E
�
y2t�1

�
: (4:3:11)

De l�équation aux di¤érences non homogène à coe¢ cients 2-periodiques (4:3:9), d�ordre 1,

une condition nécessaire et su¢ sante pour que le processus périodiquement stationnaire au

second ordre MPARCH2 (K; 2; 2; :::; 2) possède un moment d�ordre quatre �ni, peut être

facilement dérivée comme nous avons fait dans la Proposition 1, où nous obtenons le résultat

suivant

Corollaire 23 (Bentarzi et Hamdi, 2008a)

Si 	2 < 1, alors une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un processus fyt; t 2 Zg
périodiquement stationnaire au second ordre satisfaisant une représentation 2-périodique

MPARCH (K; 2; 2; :::; 2), possède un moment d�ordre quatre �ni est����'1 (2)'1 (1)'0 (2)'0 (1)

���� < 1:
Par ailleurs, l�expression du moment d�ordre quatre, sous cette condition, est donnée par

E
�
y4t
�
=

'1 (t)Ct�1 + '0 (t� 1)Ct
'0 (t)'0 (t� 1)� '1 (t)'1 (t� 1)

: (4:3:12)

où les coe¢ cients 2-periodiques 'r (t) et Ct sont donnés par (4:3:10) et (4:3:11).

Corollaire 24 (Bentarzi et Hamdi, 2008a)

Une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un processus fyt; t 2 Zg périodiquement sta-
tionnaire au second ordre satisfaisant une représentation S-périodiqueMPARCH (K; 1; 1; :::; 1),

possède un moment d�ordre quatre �ni est

SY
j=1

 
KX
k=1

�k�
(k)2
1;j

!
<
1

3S
: (4:3:13)
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En outre, l�expression du moment d�ordre quatre est donnée sous cette condition par

E
�
y4t
�
=

S�1P
r=0

3r+1

 
r�1Q
j=0

�
KP
k=1

�k�
(k)2
1;t�j

�!�
KP
k=1

�k�
(k)2
0;t�r

�
1� 3S

SQ
j=1

KP
k=1

�k�
(k)2
1;j

+

S�1P
r=0

3r+1

 
r�1Q
j=0

KP
k=1

�k�
(k)2
1;t�j

! �
KP
k=1

�k�
(k)
0;t�r�

(k)
1;t�r

�

t�r�1 (0)

1� 3S
SQ
j=1

KP
k=1

�k�
(k)2
1;j

; (4:3:14)

où la variance du processus,
t (0), est donnée par (4:2:7):

Preuve. Dans ce cas particulier où q = 1; nous avons

1

3
E
�
y4t
�
= b0;0(t) + 2b0;1(t)E

�
y2t�1

�
+ b1;1(t)E

�
y4t�1

�
:

Après S � 1 remplacements successifs dans cette dernière équation, nous obtenons"
1� 3S

SY
s=1

 
KX
k=1

�k�
(k)2
1;s

!#
E
�
y4t
�

=
S�1X
r=0

3r+1
r�1Y
j=0

b1;1(t� j)
�
b0;0(t� r) + b0;1(t� r)E

�
y2t�r�1

��
: (4:3:15)

En utilisant cette dernière relation, il est facile de montrer qu�une condition nécessaire et

su¢ sante pour qu�un processus périodiquement stationnaire au second ordreMPARCHS(K;

1; 1; :::; 1), possède un moment d�ordre quatre �ni, est donnée par (4:3:13). De plus, il est

clair, de la relation (4:3:15), que l�expression du moment d�ordre quatre, E (y4t ) ; du processus

fyt; t 2 Zg ; sous la condition (4:3:13) est donnée par (4:3:14). �

Corollaire 25 (Bentarzi et Hamdi, 2008a)

Si
PK

k=1 �k�
(k)
2 < 1, alors une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un processus fyt; t 2 Zg

stationnaire du second ordre satisfaisant une représentationMARCH (K; 2; 2; :::; 2), possède

un moment d�ordre quatre �ni, est que les deux racines z1 et z2 de l�équation

z2 � 3
KX
k=1

�k�
(k)2
1 z � 3

KX
k=1

�k �
(k)2
2 +

6
�PK

k=1 �k�
(k)
1 �

(k)
2

��PK
k=1 �k�

(k)
1

�
1�

�PK
k=1 �k�

(k)
2

� = 0; (4:3:16)
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soient de module strictement inférieur à l�unité. Par ailleurs, l�expression explicite du mo-

ment d�ordre quatre est, sous cette condition, donnée par

E
�
y4t
�
=

3

1� 3

0@PK
k=1 �k

�
�
(k)2
1 + �

(k)2
2

�
+
2
�PK

k=1 �k�
(k)
1

��PK
k=1 �k�

(k)
1 �

(k)
2

�
1�

PK
k=1 �k�

(k)
2

1A
�

8<:
KX
k=1

�k�
(k)2
0 +

2
�PK

k=1 �k�
(k)
0

��PK
k=1 �k�

(k)
0

�
�
(k)
1 + �

(k)
2

��
1�

PK
k=1 �k

�
�
(k)
1 + �

(k)
2

�
+

2
�PK

k=1 �k�
(k)
0

�2 �PK
k=1 �k�

(k)
1 �

(k)
2

�
�
1�

PK
k=1 �k

�
�
(k)
1 + �

(k)
2

���
1�

PK
k=1 �k�

(k)
2

�
9>=>; . (4:3:17)

Preuve. Dans ce cas classique, i.e., S = 1, l�équation aux di¤érences à coe¢ cients pé-

riodiques (4:3:8) est réduite à une équation aux di¤érences à coe¢ cients constants. Plus

précisément, de (4:3:5) et (4:3:7) nous avons

E
�
y4t
�
= '1 E

�
y4t�1

�
+ '2 E

�
y4t�2

�
+ C; (4:3:18)

où les coe¢ cients 'r et C sont donnés par

'r =

8<: 3b1;1; si r = 1;

3b2;2 +
6a1b1;2
1�a2 ; si r = 2;

et

C = 3b0;0 + 6

�
b0;1 + b0;2 +

b1;2a0
1� a2

�

 (0) :

De (4:3:18), il est clair qu�une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un processus sta-

tionnaire du second ordre satisfaisant une représentation MARCH(K; 2; 2; :::; 2), possède

un moment d�ordre quatre �ni est que les deux racines, z1 et z2, de l�équation (4:3:16) soient

de module strictement inférieur à l�unité. De plus, sous cette condition, nous avons

E
�
y4t
�
=
3b0;0 + 6

h
b0;1 + b0;2 +

b1;2a0
1�a2

i

 (0)

1� 3
�
b1;1 + b2;2 +

2a1b1;2
1�a2

� ; (4:3:19)

où la variance du processus, 
 (0) = E (y2t ), peut être obtenue de la relation (4:2:4) qui sera

réduite pour q = 2 et ai =
PK

k=1 �k�
(k)
i ; i = 0; 1; 2; à l�équation aux coe¢ cients constants

suivante


 (0)� a1
 (0)� a2
 (0) = a0;

ainsi, nous avons 
 (0) = a0= (1� a1 � a2). Par conséquent, en remplaçant 
 (0) par sa valeur

dans (4:3:19) ; nous obtenons (4:3:17). �
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4.5 Estimation du maximum de vraisemblance via l�al-

gorithme EM

Cette section est consacrée au problème de l�estimation des paramètres d�unmodèleMPARCH

par la méthode du maximum de vraisemblance. Il est bien connu que dans le cadre des mé-

langes, la résolution de l�équation de vraisemblance conduit à des équations non linéaires

(voir l�équation (4:4:5) ci-dessous), donc généralement impossibles à résoudre sous forme

explicite. L�évolution des moyens de calculs, grâce à l�informatique, a permis de surmonter

graduellement cette di¢ culté. En e¤et, l�algorithme EM de Dempster et al. (1977) est une

procédure générale pour maximiser la vraisemblance. Elle est adaptée à de nombreuses si-

tuations décrites sous forme de problèmes avec données incomplètes. Depuis cet article de

référence, de nombreux chercheurs ont décrit cet algorithme, ces propriétés et parfois ses

variantes (on pourra se reporter à McLachlan et Krishnan, 1997). Dans le cadre des séries

chronologiques, cet algorithme a été exploité par plusieurs chercheurs (voir par exemple,

Wong et Li, 2000 et 2001, pour des modèles de MAR et MAR-ARCH, respectivement ;

Shao, 2006, pour le modèle de MPAR).

Pour procéder à l�estimation par la méthode du maximum de vraisemblance des paramètres

d�un modèleMPARCH que nous avons présentés dans ce Chapitre, il est nécessaire d�avoir

l�expression de la fonction de vraisemblance. Pour cela, soit y = (y1; y2; :::; yNS; Z1; Z2; :::

ZNS) et Z = (Z1; Z2; ::: ZNS) le vecteur contenant, respectivement, les données complètes et

les données manquantes, où Zt = (Z1;t; Z2;t; ::: ZK;t) est un vecteur, de dimension K, dont

chaque composante Zk;t est égale à 1 si l�observation yt est générée par la ki�eme composante

de la distribution conditionnelle et 0 ailleurs.

Soit � =
�
�0; �01;1; :::; �

0
1;S; �

0
2;1; :::; �

0
2;S; :::; �

0
K;1; :::; �

0
K;S

�0
, tel que �k;s =

�
�
(k)
0;s ; �

(k)
1;s ; ::: �

(k)
qk;s

�0
;

s = 1; :::; S, K = 1; :::; K; et � = (�1; :::; �K�1)
0
. Pour une réalisation donnée y = (y1; y2; :::;

yNS) du modèle (4:2:1), la densité conjointe de (Zt; yt) est alors donnée par

f (yt; zt/Ft�1) =

KY
k=1

"
P (Zk;t = zk;t)

1p
hk;t

�

 
ytp
hk;t

!#zk;t

=
KY
k=1

"
�kp
hk;t

�

 
ytp
hk;t

!#zk;t
:

Par conséquent, la fonction de vraisemblance du vecteur des paramètres � s�exprime donc



91

par

L (�) =

NSY
t=q+1

f (yt; zt/Ft�1) =
NSY
t=q+1

KY
k=1

 
�kp

2�
p
hk;t

exp

�
� y2t
2hk;t

�!zk;t
:

Nous utiliserons plutôt, pour des raisons de calcul, le logarithme naturel de la vraisemblance

qui s�écrit comme suit

L (�) =
NSX
t=q+1

KX
k=1

zk;t

�
ln�k �

1

2
ln(2�)� 1

2

�
lnhk;t +

y2t
hk;t

��
: (4:4:1)

Posons maintenant t = s + �S; pour s = 1; :::; S; � = 0; 1; :::; N � 1; et q + 1 = s0 + � 0S;

1 � s0 � S; et

� 0 =

8<:
�
q+1
S

�
; si s0 6= S;�

q+1
S

�
� 1; si s0 = S;

et � 1 =

8<: � 0; si s � s0;

� 0 + 1; si s < s0;

où dxe est le plus grand entier inférieur ou égal à x: Avec ces notations, nous pouvons alors
réécrire (4:4:1) comme suit

L (�) = C +
SX

s=s0

KX
k=1

zk;s+S�0

�
ln�k �

1

2

�
lnhk;s+S�0 +

y2s+S�0
hk;s+S�0

��

+
N�1X

�=�0+1

SX
s=1

KX
k=1

zk;s+S�

�
ln�k �

1

2

�
lnhk;s+S� +

y2s+S�
hk;s+S�

��
; (4:4:2)

avec C = (q�NS)
2

ln (2�). Il est commode dans le reste de ce paragraphe, de réécrire la

fonction log-vraisemblance, L (�), sous forme vectorielle. En dé�nissant le vecteur Y
s;�
=�

1; y2s�1+S� ; y
2
s�2+S� ; ::::; y

2
s�q+S�

�0
, nous pouvons donc réécrire hk;s+S� comme �

0

k;sYs;� . Ainsi,
en utilisant cette écriture vectorielle de hk;s+S� , nous pouvons exprimer (4:4:2) sous forme

vectorielle

L (�) = C +

SX
s=s0

KX
k=1

zk;s+S�0

 
ln�k �

1

2

 
ln
�
�
0

k;s Ys;�0
�
+

y2s+S�0
�
0
k;s Ys;�0

!!

+
N�1X

�=�0+1

SX
s=1

KX
k=1

zk;s+S�

 
ln�k �

1

2

 
ln
�
�
0

k;s Ys;�
�
+

y2s+S�
�
0
k;s Ys;�

!!
: (4:4:3)

Supposons pour l�instant, que les paramètres �k et �s;k sont connus et égal à �
(i)
k et

�
(i)
s;k, respectivement. Les données manquantes Zk;t peuvent être remplacées par leurs es-

pérances conditionnelles, sachant le vecteur des paramètres � et les données observées y =

(y1; y2; :::; yNS).
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La densité conditionnelle de ys+S� et zk;s+S� , sachant le passé jusqu�à l�instant t � 1 =
s+ S� � 1, est donnée par

f (ys+S� ; zk;s+S�/Ft�1) =
�kp
hk;s+S�

�

 
ys+S�p
hk;s+S�

!
:

Soit � k;s+S� dénote la probabilité conditionnelle que l�observation yt soit générée par la ki�eme

composante de la distribution conditionnelle du mélange, sachant le passé jusqu�à l�instant

t� 1 et les estimations des paramètres �(i)k et �(i)s;k. Il est facile de véri�er que

� k;s+S� = E
�
zk;s+S�

.
�
(i)
k ; �

(i)
s;k;Ft�1

�
=

�
(i)
kr

hk;s+S�

�
�
(i)
s;k

� �
0@ ys+S�r

hk;s+S�

�
�
(i)
s;k

�
1A

PK
k=1

�
(i)
kr

hk;s+S�

�
�
(i)
s;k

� �
0@ ys+S�r

hk;s+S�

�
�
(i)
s;k

�
1A :

Le processus de formulation des � k;s+S� est bien connu sous le nom de l�étape E (pour

Expectation). Une fois que les données soient complètes, nous procédons à la deuxième étape

de l�algorithme EM , à savoir l�étape M (pour Maximization). Après l�estimation des don-

nées manquantes, Zt, le problème de l�estimation des paramètres peut être accompli par la

résolution du système d�équations suivant8<:
@L(�)
@�k

= 0; k = 1; :::; K � 1;
@L(�)
@�k;s

= 0; k = 1; :::; K � 1 et s = 1; :::; S:

Les dérivées partielles de (4:4:3), par rapport aux paramètres inconnus �k et �s;k, sous la

contrainte
PK

k=1 �k = 1, sont données, pour k = 1; :::; K et s = 1; :::; S, par

@L (�)
@�k

=

NSX
t=q+1

�
zk;t
�k
� zK;t
�K

�
; (4:4:4)

et
@L (�)
@�k;s

= �1
2

N�1X
�=�1

zk;s+S�

 
Y
s;�

�
0
k;s Ys;�

�
y2s+S� Ys;�

�
0
k;s Ys;� Y

0
s;�
�k;s

!
; (4:4:5)

ainsi, les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres �k; k = 1; :::; K � 1,
sont alors donnés par

b�k = 1

NS � q

NSX
t=q+1

zk;t; pour k = 1; :::; K � 1:
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Pour les paramètres �k;s, il n�existe pas de solution explicite de l�équation @L (�)/ @�k;s = 0.
Pour cette raison, nous proposons d�utiliser la méthode Newton-Raphson, où nous avons

besoin d�évaluer la dérivée seconde de la fonction de log vraisemblance, L (�), par rapport à
�k;s. Il est facile de montrer que, pour k = 1; 2; :::; K; et s = 1; 2; :::; S; nous avons

@2L (�)
@�k;s @�

0
k;s

= �1
2

N�1X
�=�1

zk;s+S�
h3k;s+S�

�
2 y2s+S� � hk;s+S�

� �
Y
s;�
Y 0
s;�

�
:

Finalement, partant d�une valeur initiale, �(0)k;s, du vecteur des paramètres �k;s, l�estimationb�k;s du vecteur �k;s peut être obtenue d�une façon itérative, pour k = 1; 2; :::; K; et s =

1; 2; :::; S, par les équations suivantes

�
(i+1)
k;s = �

(i)
k;s +

24 @2L (�)
@�k;s @�

0
k;s

%
�k;s=�

(i)
k;s

35�1 " @L (�)
@�k;s

�
�k;s=�

(i)
k;s

#
; (4:4:6)

où �
(i)
k;s est la valeur de �k;s dans la i

i�eme itération. L�algorithme s�arrête dès que la log-

vraisemblance devient stationnaire, c�est-à-dire dès que���L��(i+1)�� L��(i)���� � ";

avec " une valeur arbitrairement petite. Dans la pratique, pour évaluer la dérivée seconde

de la fonction log-vraisemblance dans (4:4:6) ; les variables zk;s+S� sont remplacées par leurs

estimations � k;s+S� calculées dans l�étape précédente de l�algorithme EM (l�étape E). Par

ailleurs, nous pouvons utiliser le principe de l�information manquante (Louis, 1982) pour

calculer les écarts types des estimations. En e¤et, la matrice d�information observée, Iob, peut

être calculée à partir de la matrice d�information complète, Ic, et la matrice d�information

manquante, Im, avec la relation suivante

Iob = Ic � Im

où

Ic = E

�
� @2Ln (�)

@� @�
0

�
�;Fn

��
�=b� ;

et

Im = V ar

�
@Ln (�)
@�

�
�;Fn

��
�=b� :

Les formules pour calculer les matrices Ic et Im sont données dans le paragraphe suivant.
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Calcul de la matrice d�information complète

Dans le cas d�un modèle MPARCH, il est clair que la matrice d�information complète,

E

�
� @2L (�)

@� @�
0

�
�;FNS

��
�=b�, est une matrice bloc diagonale de la forme suivante

Ic =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

A(�) 0 � � � 0

0 A(�1;1)

. . .

A(�1;S)
...

...
. . .

A(�K;1)

. . . 0

0 � � � 0 A(�K;S)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
Le premier bolc A(�) est une matrice carrée de dimension K � 1, dé�nie par

A(�) = E

�
� @2L (�)

@� @�
0

�
�;FNS

��
�=b� =

�
A
(�)
k;l

�
k;l=1;:::;K�1

:

Pour calculer les éléments, A(�)k;l ; k; l = 1; :::; K � 1, de la matrice A(�) nous avons besoin
d�évaluer la dérivée seconde de la fonction log-vraisemblance par rapport à �. De l�équation

(4:4:4), il est clair que, pour k = 1; :::; K � 1, nous avons

@2Ln (�)
@2�k

= �
NSX
t=q+1

�
zk;t

�2k
+
zK;t

�2K

�

= �
SX

s=s0

�
zk;s+S�0
�2k

+
zK;s+S�0
�2K

�
�

N�1X
�=�0+1

SX
s=1

�
zk;s+S�

�2k
+
zK;s+S�

�2K

�
;

et pour k; l = 1; :::; K � 1 avec k 6= l; nous avons

@2Ln (�)
@�k@�l

= �
NSX
t=q+1

zK;t

�2K
= �

SX
s=s0

zK;s+S�0
�2K

�
N�1X

�=�0+1

SX
s=1

zK;s+S�

�2K
:

Donc, pour k = 1; : : : ; K � 1, nous obtenons

A
(�)
k;k = E

 
NSX
t=q+1

�
zk;t

�2k
+
zK;t

�2K

�,
�;FNS

!%
�=b�

=

NSX
t=q+1

 
� k;tb�2k +

�K;tb�2K
!

=

SX
s=s0

 
� k;s+S�0b�2k +

�K;s+S�0b�2K
!
+

SX
s=1

N�1X
�=�0+1

 
� k;s+S�b�2k +

�K;s+S�b�2K
!
;
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et pour k; l = 1; : : : ; K � 1 avec k 6= l, nous obtenons

A
(�)
k;l = E

 
NSX
t=q+1

zK;t

�2K

,
�;FNS

!%
�=b�

=

NSX
t=q+1

�K;tb�2K
=

SX
s=s0

�K;s+S�0b�2K +

SX
s=1

N�1X
�=�0+1

�K;s+S�b�2K :

D�autre part, les matrices A(�k;s), pour k = 1; :::; K et s = 1; :::; S, sont des matrices carrées

de dimension q + 1 dé�nies par

A(�k;s) = E

 
� @2Ln (�)
@�k;s @�

0
k;s

,
�;FNS

!%
�=b�

=
1

2

N�1P
�=�1

E

 
zk;s+S�
h3k;s+S�

�
2 y2s+S� � hk;s+S�

� �
Y
s;�
Y 0
s;�

�,
�;FNS

!

=
1

2

N�1X
�=�1

� k;s+S�
h3k;s+S�

�
2 y2s+S� � hk;s+S�

� �
Y
s;�
Y 0
s;�

�
:

Calcul de la matrice d�information manquante

A�n de simpli�er le calcul de la matrice d�information manquante, Im =

V ar

�
@L (�)
@�

�
�;FNS

��
�=b�, il convient de diviser cette matrice comme suit

Im =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

B(�;�) B(�;�1;1) � � � B(�;�1;S) � � � B(�;�K;1) � � � B(�;�K;S)

B(�1;1;�) B(�1;1;�1;1) � � � B(�1;1;�1;S) � � � B(�1;1;�K;1) � � � B(�1;1;�K;S)

...
...

. . .
...

B(�1;S ;�) B(�1;S ;�1;1) � � � B(�1;S ;�1;S) B(�1;S ;�K;S)

...
...

...
. . .

...

B(�K;1;�) B(�K;1;�1;1) � � � B(�K;1;�1;S) � � � B(�K;1;�K;1) � � � B(�K;1;�K;S)

...
...

...
...

. . .
...

B(�K;S ;�) B(�K;S ;�1;1) � � � B(�K;S ;�1;S) � � � B(�K;S ;�K;1) � � � B(�K;S ;�K;S)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

où les matrices B(�;�), B(�k;s;�) et B(�k;s;�l;�), s; v = 1; :::; S et k = 1; :::; K, sont, respective-

ment, de dimensions (K � 1)� (K � 1), (q + 1)� (K � 1) et (q + 1)� (q + 1).

Comme la matrice Im est symétrique, pour l�évaluer il su¢ t d�évaluer sa matrice triangulaire

inférieure.
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Nous commençons toujours par le premier bloc A(�;�) qui est dé�ni par

B(�;�) = V ar

�
@L (�)
@�

�
�;FNS

��
�=b� =

�
B
(�;�)
k;l

�
k;l=1;:::;K�1

;

où les éléments B(�;�)
k;l ; k; l = 1; :::; K � 1, sont donnés par

B
(�;�)
k;k = V ar

 
NSX
t=q+1

�
zk;t
�k
� zK;t
�K

�,
�;FNS

!%
�=b�

=
NSX
t=q+1

 
� k;t (1� � k;t)b�2k +

�K;t (1� �K;t)b�2K + 2
� k;t�K;tb�kb�K

!

et pour k 6= l, nous avons

B
(�;�)
k;l = Cov

 
NSX
t=q+1

�
zk;t
�k
� zK;t
�K

�
;
NSX
t=q+1

�
zl;t
�l
� zK;t
�K

�,
�;FNS

!%
�=b�

=
NSX
t=q+1

 
�� k;t� l;tb�kb�l + � k;t�K;tb�kb�K +

�K;t� l;tb�Kb�l + �K;t (1� �K;t)b�2K
!

Pour les matrices B(�k;s;�l;s); s = 1; :::; S et k; l = 1; :::; K, il est facile de montrer que si k = l,

nous avons

B(�k;s;�k;s) = V ar

�
@L (�)
@�k;s

�
�;FNS

��
�=b�

=
1

4

N�1X
�=�1

� k;s+S� (1� � k;s+S� )

0@ 1b�0k;s Ys;� �
y2s+S�b�0k;s Ys;� Y 0

s;�
b�k;s

1A2 �
Y
s;�
Y 0

s;�

�
:

et que si k 6= l, nous avons

B(�k;s;�l;s) = Cov

�
@L (�)
@�k;s

;
@L (�)
@�l;s

�
�;FNS

��
�=b�

= �1
4

N�1X
�=�1

� k;s+S�� l;s+S�

0@ Y
s;�b�0k;s Ys;� �

y2s+S� Ys;�b�0k;s Ys;� Y 0
s;�
b�k;s

1A
�

0@ Y
s;�b�0l;s Ys;� �

y2s+S� Ys;�b�0l;s Ys;� Y 0
s;�
b�l;s

1A0

:

Notons que pour s; � = 1; :::; S et k; l = 1; :::; K, les matrices B(�k;s;�l;�) = 0 si s 6= �:

Pour les matrices B(�k;s;�), nous avons

B(�k;s;�) = Cov

�
@L (�)
@�k;s

;
@L (�)
@�

�
�;FNS

��
�=b� =

�
B
(�k;s;�)
i;j

�
i=1;:::;q+1
j=1;:::;K�1

:



97

Posons B
(�k;s;�)
:;j ; j = 1; :::; K�1, le ji�eme vecteur de cette dernière matrice. Nous avons alors

B
(�k;s;�)
:;k = Cov

�
@L (�)
@�k;s

;
@L (�)
@�k

�
�;FNS

��
�=b�

= �1
2

N�1X
�=�1

�
� k;s+S� (1� � k;s+S� )b�k +

� k;s+S��K;s+S�b�K
�

�

0@ Y
s;�b�0k;s Ys;� �

y2s+S� Ys;�b�0k;s Ys;� Y 0
s;�
b�k;s

1A ;

et si j 6= k et k 6= K

B
(�k;s;�)
:;j = Cov

�
@L (�)
@�k;s

;
@L (�)
@�j

�
�;FNS

��
�=b�

= �1
2

N�1X
�=�1

 
� k;s+S��K;s+S�b�K � � k;s+S�� j;s+S�b�j

!

�

0@ Y
s;�b�0k;s Ys;� �

y2s+S� Ys;�b�0k;s Ys;� Y 0
s;�
b�k;s

1A ;

par contre si j 6= k et k = K, nous avons alors

B
(�k;s;�)
:;j = Cov

�
@L (�)
@�k;s

;
@L (�)
@�j

�
�;FNS

��
�=b�

=
1

2

N�1X
�=�1

 
�K;s+S� (1� �K;s+S� )b�K +

�K;s+S�� j;s+S�b�j
!

�

0@ Y
s;�b�0K;s Ys;� �

y2s+S� Ys;�b�0K;s Ys;� Y 0
s;�
b�K;s

1A :

Après avoir calculé la matrice d�information observée, nous pouvons évaluer la variance des

estimations, b�, à partir de la diagonale de l�inverse de la matrice Iob: En outre, la variance
de l�estimation b�K , qui est égale à 1�PK�1

k=1
b�k, est donnée par

var
�b�K� = var

 
1�

K�1X
k=1

b�k! = K�1X
k=1

var
�b�k�+ 2K�1X

k=1

K�1X
l>k

cov
�b�k; b�l�

4.6 Identi�cation d�un modèle MPARCH

Dans l�étape de l�estimation, nous avons supposé que le nombre de modèles, K, dans le mé-

lange et l�ordre, qk, de chaque modèle PARCH sont connus. En pratique, ces deux nombres
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soient inconnus, pour cela nous avons besoin de les identi�er avant de commencer l�estima-

tion.

Dans les études de mélange de modèles de séries chronologiques, la plupart des travaux

d�identi�cation avaient pour objectif principal la généralisation des méthodes classiques au

cas de mélange de modèles. En e¤et, Le et al. (1996) ont proposé d�utiliser le critère BIC

pour identi�er un modèle GMTD. Ils ont également utilisé la fonction log-vraisemblance

pour comparer le modèle GMTD au modèle ARIMA. Wong et Li (2000) ont utilisé une

approche similaire pour la sélection d�un modèle MAR. Ils ont étudié la performance des

critères AIC et BIC, qui sont basés d�une part, sur la fonction de log-vraisemblance de type

(4:4:1), où le maximum de cette dernière est donné automatiquement par l�algorithme EM

après estimation des données manquantes Z = (Z1; Z2; ::: ZNS). D�autre part, ils ont proposé

les critères AIC� et BIC� basés sur la fonction de densité conditionnelle de type (4:2:1).

Et sur la base d�une étude de simulation, ils ont constaté que, dans le cas d�une série de

petite taille, les trois critères AIC�, BIC et BIC� ne possèdent pas une bonne performance

de sélection du vrai nombre de composantes dans le mélange. Ils ont également remarqué

que lorsque la taille de la série augmente, la fréquence d�identi�er correctement K par les

critères BIC et BIC� augmente aussi, avec une supériorité remarquable du BIC�. Pour

le choix de l�ordre du modèle de chaque composante, les deux critères BIC et BIC� ont

une bonne performance lorsque le nombre de composantes est correctement choisi. Le critère

BIC� en particulier, sélectionne les vrais ordres dans plus de 90% des cas où le vrai nombre

de mélange est choisi. Sur la base de ces résultats, ils ont suggéré d�utiliser le BIC� dans

l�identi�cation des modèles MAR et non pas le critère AIC puisqu�il n�est pas approprié

pour la sélection de ce type de modèles. La performance du critère BIC� a été examiné dans

le cas des modèles MAR-ARCH et MVAR par Wong et Li (2001) et Fong et al. (2007)

respectivement. Ils ont également suggéré d�employer ce critère dans l�identi�cation de ces

deux classes de modèles.

L�intérêt de cette Section sera porté sur le problème de l�identi�cation d�un mélange de mo-

dèles ARCH périodiques. Nous visons les deux critères de sélection AIC� et BIC� proposés

par Wong et Li (2001) pour identi�er un modèle MARCH à coe¢ cients constants, au cas

d�un modèle MARCH à coe¢ cients périodiques, tout en utilisant une fonction de pénalité

adaptée au cas périodique.

Rappelons que dans le cas stationnaire, les critères AIC�, BIC et BIC� sont dé�nis par
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(voir Wong et Li, 2001)

AIC� (K; q1; q2; :::; qK) = �2L�
�b��+ 2 2K � 1 +

KX
k=1

qk

!
;

BIC (K; q1; q2; :::; qK) = �2L
�b��+ log (n� q)

 
2K � 1 +

KX
k=1

qk

!
;

BIC� (K; q1; q2; :::; qK) = �2L�
�b��+ log (n� q)

 
2K � 1 +

KX
k=1

qk

!
;

où

L�
�b�� = NSX

t=q+1

log

�
d

dyt
F (yt/Ft�1)

�
;

avec F (yt/Ft�1) est donnée par (4:2:1). Ces critères peuvent être adaptés au cas périodique
comme suit

P -AIC� (K; q1; q2; :::; qK) = �2L�
�b��+ 2 (S + 1)K � 1 + S

KX
k=1

qk

!
;

P -BIC (K; q1; q2; :::; qK) = �2L
�b��+ log (NS � q)

 
(S + 1)K � 1 + S

KX
k=1

qk

!
;

P -BIC� (K; q1; q2; :::; qK) = �2L�
�b��+ log (NS � q)

 
(S + 1)K � 1 + S

KX
k=1

qk

!
:

4.7 Application numérique

4.7.1 Etude de simulation

Cette section est consacrée à l�étude de la performance de l�algorithme EM . Nous proposons

de l�appliquer sur des séries générées par des modèlesMPARCH, S-périodiques, de di¤érents

ordres et périodes (q = 1; 2, S = 2; 4 et K = 2; 3) et pour plusieurs tailles (NS = 500, 750,

1000, 1500, 2000). Pour analyser l�e¤et de la variation de la taille de la série, le nombre de

modèles dans le mélange, l�odre de chaque modèle PARCH et la période du modèle, sur

l�estimation des paramètres, nous avons considéré di¤érents modèles.

Les paramètres de chaque modèle simulé sont choisis de façon à ce que le modèle soit

stationnaire. Néanmoins, dans le dernier modèle les paramètres sont choisis tels qu�au moins

une des racines de l�équation caractéristique soit proche de la zone de stationnarité, ceci a�n

de tester la sensibilité de l�algorithme EM dans une telle situation. Pour chaque modèle, nous
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avons simulé 1000 séries. Les vraies valeurs (TV ) des paramètres de processus MPARCH

générateurs des séries, la moyenne empirique (ME) et l�écart-types empirique (ESE) de

leurs estimations pour les 1000 séries sont rapportées dans les Tableaux (4:7:1)-(4:7:3).

Tableau 4.7.1. Résultats de 1000 simulations pour un modèle MPARCH2Ý2;1,1Þ

NS = 500 NS = 750 NS = 1000 NS = 1500

TV ME ESE ME ESE ME ESE ME ESE

V1 0.25 0.2849 0.1013 0.2729 0.0849 0.2664 0.0700 0.2578 0.0504

J0,1
Ý1 Þ

1.00 0.9843 0.5398 0.9774 0.4626 0.9867 0.3756 0.9899 0.3071

J1,1
Ý1 Þ

0.70 0.6955 0.5797 0.6590 0.3904 0.6546 0.3634 0.6692 0.3447

J0,2
Ý1 Þ

1.40 1.3575 0.8787 1.3401 0.6608 1.3274 0.5488 1.2936 0.4904

J1,2
Ý1 Þ

1.20 1.0774 0.6897 1.0799 0.6245 1.1283 0.5978 1.1417 0.4831

V2 0.75 0.7151 0.1013 0.7271 0.0849 0.7336 0.0700 0.7422 0.0504

J0,1
Ý2 Þ

0.60 0.5916 0.1775 0.5947 0.1469 0.6071 0.1387 0.6053 0.1134

J1,1
Ý2 Þ

1.00 1.0434 0.2529 1.0272 0.2113 1.0223 0.1918 1.0115 0.1509

J0,2
Ý2 Þ

0.90 0.9138 0.2599 0.9233 0.2209 0.9227 0.1930 0.9310 0.1930

J1,2
Ý2 Þ

0.50 0.5161 0.2270 0.5259 0.2021 0.5192 0.1793 0.5182 0.1430

Nous pouvons observer à partir des tableaux (4:7:1)-(4:7:3), que les biais des estimations

obtenues sont généralement assez petits, même pour des séries de petite taille. Par contre, les

écarts-types empiriques des estimations des paramètres �(k)j;s sont relativement grands pour les

séries de petite taille. Cependant, ce phénomène indésirable disparaît, comme nous pouvons

le constater à partir des Tableaux (4:7:1) et (4:7:2), lorsque la taille devient importante, ce

qui re�ète la consistance empirique des estimateurs obtenus par la méthode du maximum

de vraisemblance via l�algorithme EM . Ces résultats sont similaires à ceux obtenus dans le

cas des modèles MARCH stationnaire (voir Wong et Li, 2001). Nous pouvons également

constater que les estimations se rapprochent des vraies valeurs des paramètres, au fur et

à mesure que la taille augmente, ce qui prouve la convergence empirique des estimateurs

obtenus par l�algorithme EM . Cette dernière propriété devrait être théoriquement prouvée.

D�autre part, il est intéressant de voir les conséquences de la modélisation des données

générées à partir d�un modèle MARCH périodique par un modèle MARCH stationnaire.
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Tableau 4.7.2. Résultats de 1000 simulations d’un modèle MPARCH2Ý3;1,1,1Þ

NS = 1000 NS = 1500 NS = 2000

TV ME ESE ME ESE ME ESE

V1 . 30 .3024 .0536 .3046 .0428 .3008 .0362

V2 . 50 .4931 .0636 .4939 .0485 .5007 .0406

V3 . 20 .2044 .0497 .2015 .0417 .1985 .0364

J0,1
Ý1 Þ

. 70 .6550 .3134 .6403 .2765 .6577 .2633

J0,1
Ý2 Þ

. 90 1.0255 .2789 1.0178 .2569 1.0037 .2433

J0,1
Ý3 Þ

2.00 1.8011 .8542 1.8794 .8882 1.8590 .6578

J1,1
Ý1 Þ

. 70 .8309 .3418 .8120 .3241 .8059 .2977

J1,1
Ý2 Þ

. 50 .4863 .2109 .4895 .1899 .4920 .1626

J1,1
Ý3 Þ

1.20 1.0603 .6868 1.0642 .6108 1.0692 .5695

J0,2
Ý1 Þ

1.50 1.3730 .4801 1.3790 .3867 1.4149 .3836

J0,2
Ý2 Þ

. 60 .6383 .2373 .6377 .2032 .6273 .1856

J0,2
Ý3 Þ

. 90 .9804 .3510 .9887 .3495 .9682 .3345

J1,2
Ý1 Þ

. 90 .8665 .4099 .8720 .3456 .8587 .3381

J1,2
Ý2 Þ

. 70 .7134 .2456 .7155 .2218 .7267 .1980

J1,2
Ý3 Þ

. 80 .8078 .3098 .7928 .2884 .8087 .2852
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Tableau 4.7.3. Résultats de 1000 simulations d’un modèle MPARCH4Ý2;2,2Þ, avec NS = 2000

i = 0 i = 1 i = 2

TV ME ESE TV ME ESE TV ME ESE

V i . 7000 .6730 .0673 .3000 .3270 .0673

J i,1
Ý1 Þ

1.0000 .9789 .3180 .7000 .6904 .1838 .6000 .5869 .1679

J i,2
Ý1 Þ

2.0000 2.0739 .4684 .2000 .1883 .0964 .5000 .4876 .1700

J i,3
Ý1 Þ

1.4000 1.3639 .3896 .6000 .5866 .1729 .4000 .3813 .1325

J i,4
Ý1 Þ

2.5000 2.4345 .5900 .7000 .6879 .2073 .2000 .2133 .1291

J i,1
Ý2 Þ

. 6000 .7131 .5303 .5000 .5307 .3300 .3500 .4056 .2882

J i,2
Ý2 Þ

1.8000 1.6892 .8610 .4000 .4177 .2174 .5000 .5275 .3238

J i,3
Ý2 Þ

1.0000 1.1149 .6979 .4000 .4363 .2891 .1500 .2206 .0862

J i,4
Ý2 Þ

. 9000 1.2306 .6993 .2700 .3407 .1965 .3500 .3487 .1768

Pour illustrer l�e¤et de l�ignorance de la périodicité dans la modélisation des séries issues

d�un modèle MARCH périodique, sur l�estimation des paramètres et sur la fonction pré-

dictive, nous avons simulé plusieurs séries dont nous rapportons ici les résultats d�une seule

série chronologique, de taille 500, générée à partir d�un modèle MPARCH2(2; 1; 1), dont les

paramètres sont reportés dans le Tableau (4:7:4).

Tableau 4.7.4

V1 J0,1
Ý1 Þ J1,1

Ý1 Þ J0,2
Ý1 Þ J1,2

Ý1 Þ V2 J0,1
Ý2 Þ J1,1

Ý2 Þ J0,2
Ý2 Þ J1,2

Ý2 Þ BIC

Vraie valeurs . 2500 .0100 .1000 .5000 1.2000 .7500 .0500 .3000 .9000 .9000
MPARCH2Ý2;1,1Þ . 3179 .0051 .0891 .4319 2.2284 .6821 .0500 .3742 .9121 .4555 19321

MARCHÝ2;1,1Þ . 3479 .0267 .0928 ? ? . 6521 .7620 .4020 ? ? 22737

Nous comparons les deux modélisations MARCH stationnaire et périodique, tout en sup-

posant que le nombre, K, de modèles dans le mélange et l�ordre, q, de chaque composante

sont connus et respectivement égal à 2 et 1. Nous constatons en premier lieu, à partir du Ta-

bleau (4:7:4); que la valeur du P -BIC� associée au modèleMPARCH estimé est plus petite

que celle du P -BIC� associée au modèle de MARCH. En outre, le graphe de la variance

conditionnelle ou la volatilité calculée à partir du modèleMPARCH estimé se rapproche de



103

la volatilité de la série simulée plus que de la volatilité calculée à partir du modèleMARCH

(�gures (4:7:1b) et (4:7:1d)). Ainsi, le modèle MARCH périodique est plus précis et plus

approprié pour représenter les caractéristiques de la série.
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Figure 4:7:1: Ignorance de l�existence de la périodicité dans un mélange de modèles ARCH .
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La comparaison entre les deux modèles estimés MARCH stationnaire et périodique peut

être également faite en calculant les distributions prédictives pour l�horizon un. La �gure

(4:7:2), représente les densités prédictives pour l�horizon un aux instants t = 111, t = 112,

t = 281 et t = 348, calculées à partir des deux modèles. Nous pouvons constater que si la

volatilité de la série est importante, comme pour t = 112 et t = 348, la densité prédictive

calculée à partir du modèle MARCH périodique estimé a des queues plus épaisses que

celle du modèle non périodique (voir �gures (4:7:2b) et (4:7:2c)). Par contre, si la volatilité

de la série est modérée ou faible, comme pour t = 111 et t = 281, la densité prédictive

calculée à partir du modèle MARCH périodique est plus pointue que celle du modèle non

périodique.(voir �gures (4:7:2a) et (4:7:2d)).
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Figure 4:7:2 Densité prédictive pour l�horizon un aux instants t = 111, t = 112, t = 281 et t = 348.

En outre, à partir du Tableau 4:7:5, il apparaît que les intervalles de con�ance asympto-

tiques des prévisions déterminés à partir du modèle MARCH périodique sont plus proches

du niveau de con�ance théorique que les intervalles de con�ance des prévisions déterminés
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à partir du modèle MARCH stationnaire. A partir de ces observations, nous suggérons

l�utilisation d�un modèle périodique à chaque fois que la périodicité est présente.

Tableau 4.7.5 Intervalles de confiance asymptotiques des prévisions à l’horizon 1 aux niveaux Ý1 ? JÞ100%

Ý1 ? JÞ100%

Model 95 90 80 70 60 50
MPARCH 93.6 88.6 79.4 72.8 63.4 54
MARCH 92 88.2 83.8 77.6 70.6 63

4.7.2 Application à l�indice boursier S&P 500

Dans ce paragraphe, nous essayons de montrer, à travers la modélisation d�une série réelle

très connue dans la littérature des séries �nancières et qui a suscité beaucoup d�intérêts,

l�utilité et la susceptibilité des modèles MPARCH de capturer, en plus de tous les ca-

ractéristiques saisies par le modèle MARCH stationnaire, la périodicité qui est très sou-

vent rencontrée dans les données économiques, en particulier les données �nancières. En

e¤et, nous modélisons la série journalière du rendement cours-béné�ces de l�indice bour-

sier américain S&P 500 par la classe des modèles MPARCH. Cette série a été analy-

sée par Wong et Li (2001), sur une période allant du 2/Jan/1970 au 15/Jan/1999, par-

tagée en six séries de cinq ans : 1970-1974, 1975-1979, 1980-1984, 1985-1989, 1990-1994

et 1995-1999 avec respectivement 1262, 1262, 1264, 1262, 1264 et 1020 observations. Ils

ont estimé les modèles suivantsMAR-ARCH(2; 1; 0; 4; 0),MAR-ARCH(2; 1; 0; 0; 0),MAR-

ARCH(2; 1; 0; 0; 0), MAR-ARCH(3; 1; 0; 0; 2; 0; 0), MAR-ARCH(2; 0; 0; 0; 1) et MAR-

ARCH(2; 1; 0; 1; 1) correspondant respectivement, aux six séries précédentes. A�n de compa-

rer les deux modélisationsMARCH stationnaire et périodique, nous nous sommes intéressés

à la quatrième série (du 2/Jan/1990 au 30/Déc/1994).

Notons que dans notre modélisation MPARCH de la série journalière du rendement de

l�indice boursier S&P 500, la périodicité est arti�cielle mais justi�able. Ainsi, nous consi-

dérons des modèles MARCH 2-periodiques pour modéliser cette série, où la 2-périodicité

est juste une division de la série pour étudier la présence ou l�absence de l�e¤et des jours

fériés, comme il a été déjà fait par Bollerslev et Ghysels (1996) dans la modélisation des

taux de change spot de Deutschmark/Livre sterling par les modèles GARCH périodiques.

Pour cela, nous divisons l�ensemble de nos données en deux périodes, la première contient
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les observations du lundi et les jours qui suivent un jour férié et le reste des données sont

considérées comme deuxième période.

Nous avons utilisé le critère P -BIC� comme critère de sélection du modèle où nous avons

supposé que le nombre maximum de modèles dans le mélange est égal à 3 et l�ordre maximum

des modèles PARCH est égal à 5. Nous avons trouvé que le meilleur modèle est un mélange

de deux modèles PARCH (2) (MPARCH2(2; 2; 2)) avec un P -BIC� égale à �8865:6. Le
modèle estimé est donné par8><>: F (ys+�S/Fs+�S�1) =

P2
k=1 �k �

�
ys+�Sp
hk;s+�S

�
;

hk;s+�S = �
(k)
0;s + �

(k)
1;s "

2
s+�S�1 + �

(k)
2;s "

2
s+�S�2;

� 2 Z; 1 � s � 2:

où (�1; �2) = (:5574; :4426),
�
�
(1)
0;1; �

(1)
1;1; �

(1)
2;1

�
= (:000024; :0428; :0065),

�
�
(1)
0;2; �

(1)
1;2; �

(1)
2;2

�
=

(:000071; :1289; :0996),
�
�
(2)
0;1; �

(2)
1;1; �

(2)
2;1

�
= (:000070; :6820; :3746) et

�
�
(2)
0;2; �

(2)
1;2; �

(2)
2;2

�
= (:000013;

0; :0284). Notons que les modèlesMARCH classiques �guraient parmi les modèles candidats

mais aucun d�entre eux n�a été choisi (le meilleur modèle est celui proposé par Wong et Li

(2001) avec une valeur du BIC� égal à �8833:2).

Après estimation du modèle, nous pouvons maintenant comparer notre modèle estimé avec

celui de Wong et Li (2001), en se basant sur la distribution prédictive En e¤et, la densité

prédictive pour l�horizon un, aux instants t = 164, t = 165 et t = 1007, calculée à partir

des deux modèles MARCH périodique et classique est représentée dans la Figure 4:7:4,

où il apparaît que lorsque la volatilité de la série du rendement de l�indice boursier S&P

500 est forte (le marché est très actif), comme pour t = 165, la densité prédictive calculée

à partir du modèle MPARCH a des queues plus épaisses que celle calculée à partir du

modèle MARCH (voir Figure (4:7:5b)). Nous notons également que lorsque la volatilité de

la série est modérée ou faible (marché plus calme), comme pour t = 1007 et t = 164, les deux

densités prédictives ont des queues similaires (voir la Figure (4:7:5a) et (4:7:5c)). Cependant,

la probabilité d�obtenir une valeur au voisinage de la vraie valeur yt, est plus grande pour le

modèle périodique que pour le modèle de Wong et Li, ceci pour n�importe quelle volatilité. En

outre, la comparaison peut être faite en calculant les intervalles de con�ance asymptotique des

prévisions pour l�horizon un, construits à partir des deux modèles. Nous pouvons constater

du Tableau 4:7:6, que ces intervalles de con�ance sont semblables.
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Figure 4:7:3 La série du rendement de l�indice bourcier S&P 500 pou la période 1990 à 1994.

Tableau 4.7.6 Intervalles de confiance des prévisions à l’horizon 1 aux niveaux Ý1 ? JÞ100%

Ý1 ? JÞ100%

Model 95 90 80 70 60 50
MPARCH 94.3829 89.1614 81.8829 74.1297 67.1677 59.0981
MARCH 94.1456 89.7152 82.4367 74.6835 66.5348 58.3861
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Figure 4:7:4 Densité prédictive pour l�horizon un aux instants t = 164, t = 165 et t = 1007.

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une nouvelle classe de mélange de modèles de sé-

ries chronologiques périodiques que nous avons appelée Mélange de Modèles Autorégres-

sifs Conditionnellement Hétéroscédastiques Périodiques (MPARCH). Après introduction

de cette nouvelle classe de modèles, nous avons procédé à l�étude de quelques propriétés

probabilistes et statistiques. Nous avons étudié en particulier, sous quelle condition un pro-

cessus MPARCH soit périodiquement stationnaire du second ordre et nous avons obtenu,

sous cette condition, l�expression explicite de la variance du processus. Ainsi, nous avons

étudié l�existence du moment d�ordre quatre. A�n de compléter notre étude, l�estimation des

paramètres par la méthode du maximum de vraisemblance via l�algorithme EM a été consi-

dérée. Nous avons montré à travers une série simulée à partir d�un modèleMPARCH, l�e¤et

de l�ignorance de la périodicité dans la modélisation des séries issues d�un modèle MARCH

périodique, sur l�estimation des paramètres et sur la fonction prédictive. En comparant les
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deux modélisation MARCH périodique et non périodique, nous suggérons l�utilisation d�un

modèle périodique à chaque fois que la périodicité est présente.

A�n de voir dans quelle mesure la classe de modèlesMPARCH est adaptée à la modélisa-

tion des séries �nancières, nous avons modélisé la série des rendements quotidiens de l�indice

S&P 500. Le modèle estimé MPARCH est comparé à celui estimé par Wong et Li (2001)

pour la même série.

Malgré son adéquation pour capturer beaucoup de caractéristiques de séries chronologiques,

la formulation MPARCH peut en pratique, conduire à un ordre de retards assez grand (il

s�agit d�une di¢ culté semblable à celle que l�on rencontre dans la modélisation ARCH clas-

sique et périodique), donc à l�estimation d�un nombre important de paramètres. Par analogie

avec la démarche usuelle qui applique toujours un principe de parcimonie qui veut que, à

qualité d�ajustement égale, l�on adopte en priorité la représentation nécessitant l�estimation

du minimum de paramètres (Box et Jenkins pour le cas ARMA et Bollerslev pour le cas

GARCH), le modèle MPARCH peut être généralisé en introduisant une dynamique au-

torégressive moyenne mobile. Une autre généralisation possible de la formulation proposée

dans ce chapitre est de la combiner avec celle du MPAR proposée par Shao (2006) pour

capturer à la fois la périodicité dans la moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle.



Chapitre 5

Mélange de Modèles Autorégressifs à

Erreurs ARCH Périodiques

5.1 Introduction

La modélisation des séries �nancières est un problème complexe. Cette complexité tient

surtout de l�existence de régularités statistiques communes à un très grand nombre de séries

�nancières et di¢ ciles à reproduire arti�ciellement à partir de modèles stochastiques. Il est

bien connu que les modèles Autorégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques (ARCH)

introduits par Engle (1982) et leur version généralisée GARCH de Bollerslev (1986) sont les

représentations les plus utilisées dans la modélisation de la volatilité instantanée qui carac-

térise beaucoup de séries �nancières. Plusieurs extensions de modèles de type ARCH ont

été proposées dans la littérature des séries économétriques a�n de capturer di¤érentes carac-

téristiques additionnelles telles que la longue mémoire et le changement de régime, tout en

gardant la propriété de stationnarité. D�autres formulations sont proposées pour expliquer

la non stationnarité, en supposant que les paramètres ARCH varient dans le temps (cf.,

Dahlhauss et Subba Rao, 2006), en particulier la classe des modèles GARCH à coe¢ cients

périodiques (PGARCH) introduite par Bollerslev et Ghysels (1996) et qui a montrée son

adéquation pour capturer la périodicité dans le variance conditionnelle, une propriété qui

ne peut pas être expliqué ni par les modèles ARMA linéaires classiques ni par les modèles

GARCH stationnaires. Franses et Paap (2000) ont combiné la représentation AR périodique

(PAR) avec celle du PGARCH pour capturer à la fois la périodicité dans la moyenne condi-

tionnelle et la variance conditionnelle, en proposant le modèle PAR-PGARCH qu�ils ont

110
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appliqué avec succès dans la modélisation des données �nancières. Cependant, ces modèles

s�avèrent inconsistants avec d�autres caractéristiques de beaucoup de séries chronologiques

avec une structure d�autocorrélation périodique, en particulier les séries �nancières, telles

que le changement de régime, la grande kurtosis, les valeurs aberrantes et les événements

extrêmes. A�n de capturer ces caractéristiques, Wong et Li (2001) ont proposé d�ajouter

plus de �exibilité à la famille des modèles de type ARCH, en introduisant un mélange de

modèles AR-ARCH. Dans le même esprit de la formulation de Wong et Li (2001) et du

chapitre précédent, notre but est de proposer un modèle qui peut représenter les séries chro-

nologiques avec une structure d�autocorrélation périodique aussi bien que les caractéristiques

mentionnées dans la moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle. Nous proposons

spéci�quement, un Mélange de modèles Autorégressifs Périodiques à erreurs ARCH pé-

riodiques (MPAR-ARCH). Notre modèle généralise le mélange de modèles autorégressifs

périodiques (MPAR) proposé par Shao (2006) dans lequel la moyenne conditionnelle suit

un mélange de modèles AR périodiques et il généralise également, le modèle MPARCH

proposé dans le chapitre précédent. Nous étudions alors quelques propriétés probabilistes

du modèle proposé telles que la stationnarité périodique du second ordre et l�estimation du

maximum de vraisemblance via l�algorithme itératif EM

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous proposons la

classe de mélange de modèles AR-ARCH périodiques. La section 3 étudie les conditions de

stationnarité périodique du premier et deuxième ordre. Les formes explicites des moments

sont dérivées sous les conditions établies. Dans la section 4, l�estimation des paramètres est

abordée par la méthode du maximum de vraisemblance par l�algorithme itératif EM . Dans la

section 5, le problème de l�identi�cation et les tests de validation du modèle sont discutés. La

performance de l�algorithme EM est montrée par une étude de simulation et une application

sur des données réelles dans la dernière section.

5.2 Mélange de modèles AR-ARCH périodiques

Rappelons qu�un processus stochastique fyt; t 2 Zg satisfait une représentation AR pério-
dique à erreurs ARCH périodique d�ordre p et q et de période S, notée PAR-ARCHS (p; q),
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s�il est dé�ni par 8>>>><>>>>:
yt = �0;t +

Pp
i=1 �i;t yt�i + "t; t 2 Z;

"t =
p
ht�t

ht := E("2t/Ft�1) = �0;t +
Pq

j=1 �j;t "
2
t�j; t 2 Z;

(5:2:1)

où f�t; t 2 Zg est une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées et réduites et Ft est le
passé du processus jusqu�à l�instant t � 1. Les paramètres �i;t et �j;t sont périodiques en t;
de période S, i.e., �i;t+rS = �i;t, i = 0; :::; p et �j;t+rS = �j;t, j = 0; :::; q tels que �0;t > 0 et

�j;t � 0; j = 1; :::; q; 8t; r 2 Z:

Le modèle MPAR-ARCH que nous proposons peut être considéré comme un mélange de

modèles de type (5:2:1)

Dé�nition 26

Un processus stochastique fyt; t 2 Zg ; suit un mélange de K modèles PAR-ARCH d�ordres

p1; p2; ...; pK ; q1; q2; ...; qK et de période S, noté MPAR-ARCHS (K; p1; p2; :::; pK ;

q1; q2; :::; qK), s�il est dé�ni par8>>>><>>>>:
F (yt/Ft�1) =

PK
k=1 �k �

�
"
(k)
tp
h
(k)
t

�
;

"
(k)
t = yt � �

(k)
0;t �

Ppk
i=1 �

(k)
i;t yt�i; t 2 Z;

h
(k)
t = �

(k)
0;t +

Pqk
j=1 �

(k)
j;t "

(k)2
t�j ; t 2 Z;

(5:2:2)

où � (:) et F ( :/Ft) sont respectivement, la distribution cumulative de la lois normale cen-
trée réduite et la distribution cumulative conditionnelle de yt sachant les valeurs passées du

processus ys jusqu�au temps t. A l�instar de (5:2:1), les paramètres �(k)i;t et �
(k)
j;t sont pério-

diques en t; de période S, i.e., �(k)i;t+rS = �
(k)
i;t , i = 0; :::; pk et �

(k)
j;t+rS = �

(k)
j;t , j = 0; :::; qk;

k = 1; :::; K, et t; r 2 Z. A�n d�exclure la possibilité d�avoir des variances conditionnelles
négatives ou nulles, les paramètres ARCH sont supposés être non négatifs : �(k)0;t > 0 et

�
(k)
j;t � 0; j = 1; :::; qk; k = 1; :::; K et t 2 Z. Les constantes �k, k = 1; 2; :::; K; sont des

réelles strictement positives tel que
PK

k=1 �k = 1:

Comme dans le cas du modèle MPARCH, les constantes qk, sans perdre de généralité,

peuvent être considérées comme constantes en k, en posant p = max
k
pk, q = max

k
qk et en

prenant �(k)i;t = 0 pour i > pk et �
(k)
j;t = 0 pour j > qk.
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5.3 Conditions de stationnarité périodique du premier

et deuxième ordre

Un problème standard qui surgit habituellement en étudiant les équations aux di¤érences

stochastiques (5:2:2) est de rechercher des conditions d�existence d�une solution périodi-

quement stationnaire du premier et/ou deuxième ordre. Nous étudions d�abord dans cette

section, la condition sur les coe¢ cients �k et �
(k)
i;t i = 0; :::; pk et k = 1; :::; K qui garantit

l�existence d�une solution périodiquement stationnaire du premier ordre de (5:2:2). Par la

suite, nous dérivons une condition nécessaire et su¢ sante de la stationnarité périodique du

second ordre d�un mélange de modèles PAR-ARCH.

5.3.1 Condition de stationnarité du premier ordre

Il est facile de voir que la moyenne conditionnelle du processus fyt; t 2 Zg satisfaisant la
représentation (5:2:2) est égale à

E (yt/Ft�1) =
KX
k=1

�k

 
�
(k)
0;t +

pX
i=1

�
(k)
i;t yt�i

!
; t 2 Z;

donc la moyenne, E (yt), du processus est donnée par

�t := E (yt) = a0 (t) +
Xp

i=1
ai (t)�t�i; (5:3:1)

où ai (t) =
PK

k=1 �k�
(k)
i;t ; i = 0; 1; :::; p: Par conséquent, la moyenne périodique satisfait une

équation aux di¤érences linéaires non homogène périodique d�ordre p.

Dans ce paragraphe nous établissons une condition nécessaire et su¢ sante pour que l�équa-

tion aux di¤érences linéaires (5:3:1) possède une solution �nie. C�est la condition de station-

narité périodique en moyenne du modèle MPAR-ARCHS (K; p1; p2; :::; pK ; q1; q2; :::; qK).

Pour cela, dé�nissons les deux matrices A0;T et A1;T , de dimension p� p, suivantes

et

(A0;T )i;j =

8>>><>>>:
1; if i = j;

�aj�i (pT � i+ 1) ; if i < j;

0; if i > j;

(A1;T )i;j =

8<: ap�i+j (pT � i+ 1) ; if i � j;

0; if i < j;

i; j = 1; 2; :::; p: (5:3:2)
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Posons S (S 2 N) le plus petit entier tel que qS soit le plus petit multiple commun de q et
S, il est clair que les deux matrices A0;T et A1;T sont périodiques, en T , de période S. En

utilisant ces notations, nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Proposition 27 (Bentarzi et Hamdi 2008b)

Un processus fyt; t 2 Zg satisfaisant un modèleMPAR-ARCHS (K; p1; p2; :::; pK ; q1; q2; :::; qK)

est périodiquement stationnaire en moyenne si et seulement si toutes les racines du polynôme

(de degré p = max
k
pk)

jIz �	j = 0; z 2 C;

soient de module strictement inférieur à l�unité, où 	 =
QS�1
j=0 BS�j. Par ailleurs, l�expression

du moment d�ordre un est, sous cette condition, donnée par

�
T
= (I �	)�1

S�1X
r=0

 
r�1Y
j=0

BT�j

!
CT�r; T 2 Z: (5:3:3)

où �
T
=
�
�pT ; �pT�1; :::; �pT�(p�1)

�0
, CT = A�1T;0 cT , BT = A�10;T A1;T et cT = (a0 (pT ) ;

a0 (pT � 1) ; :::; a0 (pT � p+ 1))0.

Preuve.

a) Condition nécessaire et su¢ sante. En dé�nissant pour T 2 Z, les vecteurs pério-
diques, de dimension p, �

T
=
�
�pT ; �pT�1; :::; �pT�(p�1)

�0
et cT = (a0 (pT ) ; a0 (pT � 1) ; :::;

a0 (pT � p+ 1))0, nous pouvons réécrire l�équation (5:3:1) sous forme d�une équation au dif-

férence d�ordre un, p-variée et S-périodique comme suit

�
T
= BT�T�1 + CT ; T 2 Z; (5:3:4)

où la matrice BT = A�10;T A1;T et le vecteur colonne CT = A�10;T cT ; avec A0;T et A1;T sont

dé�nies par (5:3:2). Il est clair que la condition nécessaire pour que cette dernière équa-

tion aux di¤érences linéaires non homogène possède une solution �nie est la condition éta-

blie dans l�épreuve de la Proposition 19, c�est-à-dire que toutes les racines du polynôme���Iz �QS�1
j=0 BS�j

��� = 0; z 2 C; soient de module strictement inférieur à l�unité.

Notons que cette condition est équivalente à celle établit, dans le Théorème 2:1, par Shao

(2006), pour un mélange de modèles PAR d�ordre p, ce qui correspond à notre modèle

particulier MPAR-ARCHS (K; p; p; :::; p; 0; 0; :::; 0) :
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b) Expression de la moyenne. Par S � 1 remplacements successifs dans (5:3:4) et en
tenant compte de la périodicité de la matrice BT et du vecteur CT ; nous obtenons

(I �	)�
T
=

S�1X
r=0

 
r�1Y
j=0

BT�j

!
CT�r; T 2 Z: (5:3:5)

D�où, le vecteur �
T
est donné, sous la condition établit, par (5:3:3). �

Corollaire 28 (Bentarzi et Hamdi, 2008b)

Un processus fyt; t 2 Zg satisfaisant une représentationMPAR-ARCHS (K; 1; 1; :::; 1; q1; q2;

:::; qK) est périodiquement stationnaire en moyenne si et seulement si�����
SY
s=1

 
KX
k=1

�k �
(k)
1;s

!����� < 1:
En outre, l�expression de la moyenne périodique sous cette condition est donnée par

�s =

PS�1
r=0

�Qr�1
j=0

�PK
k=1 �k �

(k)
1;s�j

���PK
k=1 �k �

(k)
0;s�r

�
1�

QS
s=1

�PK
k=1 �k �

(k)
1;s

� ; s = 1; 2; :::; S: (5:3:6)

Preuve. Dans ce cas particulier où p = 1, nous avons S = S et les matrices A0;T et A1;T

sont réduites respectivement aux nombres scalaires 1 et a1 (T ). Par conséquent, BT = a1 (T )

est S-périodique, ainsi la condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un processus MPAR-

ARCHS (K; 1; 1; :::; 1; q1; q2; :::; qK) soit périodiquement stationnaire en moyenne est donnée

par �����
SY
s=1

 
KX
k=1

�k �
(k)
1;s

!����� < 1:
C�est la condition établit par Shao (2006) (voir Shao (2006), Théorème 2:2), pour un mé-

lange de modèles PAR(1), ce qui correspond à notre cas particulier MPAR-ARCHS(K; 1;

1; :::; 1; 0; 0; :::; 0) : D�autre part, après S � 1 remplacements successifs dans (5:3:1); avec
p = 1, nous obtenons (5:3:6). �

5.3.2 Condition de stationnarité périodique du second ordre

Condition de stationnarité périodique du second ordre d�un processus MPAR-

ARCHS (K; 1; 1; :::; 1; q1; q2; :::; qK)

Soit fyt; t 2 Zg un processus périodiquement stationnaire du premier ordre satisfaisant
(5:2:2), avec max pk = 1. Il est facile de montrer que l�espérance conditionnelle du carré du
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processus est donné par

E
�
y2t
�
Ft�1

�
=

KX
k=1

�k hk;t +
KX
k=1

�k�
(k)2
0;t + 2

KX
k=1

�k�
(k)
0;t �

(k)
1;t yt�1 +

KX
k=1

�k�
(k)2
1;t y2t�1;

ainsi, le moment d�ordre deux de yt est donné comme suit

E
�
y2t
�
=

KX
k=1

�k�
(k)
0;t +

KX
k=1

�k�
(k)2
0;t + 2

KX
k=1

�k�
(k)
0;t �

(k)
1;t �t�1

+
KX
k=1

�k�
(k)2
1;t E

�
y2t�1

�
+

KX
k=1

qX
j=1

�k�
(k)
j;t E

�
"
(k)2
t�j

�
; (5:3:7)

où �t est la moyenne de yt, qui satisfait l�équation aux di¤érences linéaires non homogène

périodique (5:3:1) et l�espérance E
�
"
(k)2
t�j

�
véri�e

E
�
"
(k)2
t�j

�
= E

�
y2t�j

�
+ �

(k)2
0;t�j + �

(k)2
1;t�jE

�
y2t�j�1

�
+ 2�

(k)
1;t�j�

(k)
0;t�j�t�j�1

�2�(k)0;t�j�t�j � 2�
(k)
1;t�j E (yt�j yt�j�1) :

D�autre part, nous avons

E (yt�j yt�j�1) = E (E (yt�j yt�j�1/Ft�j�1))

= a0(t� j)�t�j�1 + a1(t� j)E
�
y2t�j�1

�
:

En remplaçant E (yt�j yt�j�1) par sa valeur dans l�expression de E
�
"
(k)2
t�j

�
, nous trouvons

E
�
"
(k)2
t�j

�
= �

(k)2
0;t�j � 2�

(k)
0;t�j�t�j + 2�

(k)
1;t�j

�
�
(k)
0;t�j � a0(t� j)

�
�t�j�1 + E

�
y2t�j

�
+�

(k)
1;t�j

h
�
(k)
1;t�j � 2 a1(t� j)

i
E
�
y2t�j�1

�
:

Par conséquent, en remplaçant E
�
"
(k)2
t�j

�
par son expression dans (5:3:7), nous obtenons

E
�
y2t
�
= �0;t +

q+1X
j=1

�j;t E
�
y2t�j

�
; t 2 Z; (5:3:8)

où

�0;t =

KX
k=1

�k

�
�
(k)
0;t + �

(k)2
0;t

�
+

KX
k=1

qX
j=1

�k�
(k)
j;t �

(k)2
0;t�j + 2

KX
k=1

�k�
(k)
0;t �

(k)
1;t �t�1

�2
KX
k=1

qX
j=1

�k�
(k)
j;t �

(k)
0;t�j�t�j + 2

KX
k=1

qX
j=1

�k�
(k)
j;t �

(k)
1;t�j

�
�
(k)
0;t�j � a0(t� j)

�
�t�j�1;
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et

�j;t =

8>>><>>>:
PK

k=1 �k

�
�
(k)2
1;t + �

(k)
1;t

�
; si j = 1;PK

k=1 �k

n
�
(k)
j;t + �

(k)
j�1;t �

(k)
1;t�j+1

h
�
(k)
1;t�j+1 � 2

PK
l=1 �l�

(l)
1;t�j+1

io
; si 2 � j � q;PK

k=1 �k�
(k)
q;t �

(k)
1;t�q

�
�
(k)
1;t�q � 2

PK
k=1 �k�

(k)
1;t�q

�
; si j = q + 1:

Equation (5:3:8) est une équation aux di¤érences linéaires non homogène, d�ordre q� = q+1,

S-périodique. Pour avoir une condition nécessaire et su¢ sante pour que cette équation ad-

mette une solution �nie, nous procédons de la même manière utilisée lors de l�établissement

de la condition nécessaire et su¢ sante de la stationnarité périodique du premier ordre (Pro-

position 27). En e¤et, soit G0;T et G1;T les deux matrices, de dimension q��q�, S-périodiques
suivantes (S est le plus petit entier tel que q�S soit le plus petit multiple commun de q� et

S)

(G0;T )i;j =

8>><>>:
1; si i = j

��j�i;q�T�i+1; si i < j

0; si i > j

(G1;T )i;j =

8<: �q��i+j;q�T�i+1; si i � j

0; si i < j

i; j = 1; 2; :::; q�:

Alors, une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un processus satisfaisant une repré-

sentation MPAR-ARCHS (K; 1; 1; :::; 1; q1; q2; :::; qK) soit périodiquement stationnaire au

second ordre est donnée par la proposition suivante.

Proposition 29 (Bentarzi et Hamdi, 2008b)

Une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un processus fyt; t 2 Zg périodiquement sta-
tionnaire en moyenne, satisfaisant une représentationMPAR-ARCHS (K; 1; 1; :::; 1; q1; q2; :::; qK)

soit périodiquement stationnaire au second ordre est que toutes les racines du polynôme

(d�ordre q� = max
k
qk + 1)

jIz �	j = 0; z 2 C

soient de module strictement inférieur à l�unité, où 	 =
QS�1
j=0 DS�j. Par ailleurs, l�expression

du moment d�ordre deux, sous cette condition, est donné par

�T = (I �	)
�1

S�1X
r=0

 
r�1Y
j=0

DT�j

!
HT�r; T 2 Z; (5:3:9)

où �T =
�
E
�
y2q�T

�
; E
�
y2q�T�1

�
; :::; E

�
y2q�T�q�+1

��0
, HT = G�1T;0 cT , DT = G�10;T G1;T , et

cT = (�0;q�T ;�0;q�T�1; :::;�0;q�T�q�+1)
0
.
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Preuve. En utilisant les mêmes procédures de la preuve de la Proposition 19 , nous trouvons

facilement le résultat établit dans la Proposition 29. �

Condition de stationnarité périodique du second ordre d�un processus MPAR-

ARCHS (K; 2; 2; :::; 2; q1; q2; :::; qK)

Dans ce paragraphe, nous établissons une condition nécessaire et su¢ sante de la station-

narité périodique du second ordre d�un processus fyt; t 2 Zg périodiquement stationnaire en
moyenne, satisfaisant (5:2:2) avec p = max

k
pk = 2. Dans ce cas, il est clair que l�espérance

conditionnelle de yt sachant le passé jusqu�à l�instant t� 1 est donnée par

E
�
y2t
�
Ft�1

�
=

KX
k=1

�k hk;t +
KX
k=1

�k�
(k)2
0;t +

KX
k=1

�k2 �
(k)
0;t �

(k)
1;t yt�1 + 2

KX
k=1

�k�
(k)
0;t �

(k)
2;t yt�2

+
KX
k=1

�k�
(k)2
1;t y2t�1 +

KX
k=1

�k�
(k)2
2;t y2t�2 + 2

KX
k=1

�k�
(k)
1;t �

(k)
2;t yt�1 yt�2;

par conséquent le moment d�ordre deux du processus est donné comme suit

E
�
y2t
�
=

KX
k=1

�k

�
�
(k)2
0;t + 2�

(k)
0;t�

(k)
1;t�t�1 + 2�

(k)
0;t�

(k)
2;t�t�2 + �

(k)
0;t

�
+

KX
k=1

�k�
(k)2
1;t E

�
y2t�1

�
+

KX
k=1

�k�
(k)2
2;t E

�
y2t�2

�
+2

KX
k=1

�k�
(k)
1;t�

(k)
2;tE (yt�1yt�2) +

KX
k=1

qkX
j=1

�k�
(k)
j;t E

�
"
(k)2
t�j

�
; (5:3:10)

où E
�
"
(k)2
t�j

�
peut être exprimé en fonction des moments du processus yt comme suit

E
�
"
(k)2
t�j

�
= E

�
E
�
"
(k)2
t�j

.
Ft�j�1

��
= E

�
E
�
yt�j � �

(k)
0;t�j � �

(k)
1:t�j yt�j�1 � �

(k)
2:t�j yt�j�2

�2�
Ft�j�1

�
= �

(k)2
0;t�j � 2�

(k)
0;t�j �t�j + 2�

(k)
0;t�j �

(k)
1;t�j �t�j�1 + 2�

(k)
0;t�j �

(k)
2;t�j �t�j�2

+E
�
y2t�j

�
+ �

(k)2
1;t�jE

�
y2t�j�1

�
+ �

(k)2
2;t�jE

�
y2t�j�2

�
� 2�(k)1;t�j E (yt�j yt�j�1)

+2�
(k)
1;t�j�

(k)
2;t�jE (yt�j�1yt�j�2)� 2�

(k)
2;t�j E (yt�j yt�j�2) :

Pour représenter l�équation (5:3:10) sous forme d�une équation aux di¤érences linéaires, il est

clair qu�il faut exprimer les espérances E (yt�j yt�j�1) ; E (yt�j yt�j�2) et E (yt�j�1yt�j�2),

qui apparaissent dans la dernière expression de E
�
"
(k)2
t�j

�
, en fonction des moments d�ordres
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un et deux de yt. Pour cela, nous pouvons facilement montrer que

E (yt�j yt�j�1) = a0(t� j)�t�j�1 + a1(t� j)E
�
y2t�j�1

�
+ a2(t� j)E (yt�j�1yt�j�2) ;

se qui nous permet, après S � 1 remplacements successifs dans cette dernière équation,
d�obtenir

E (yt�jyt�j�1) =
1

1� �2

S�1X
r=0

r�1Y
l=0

a2(t� j � l)a0(t� j � r)�t�j�r�1

+
1

1� �2

S�1X
r=0

r�1Y
l=0

a2(t� j � l)a1(t� j � r)E
�
y2t�j�r�1

�
; (5:3:11)

où �2 =
QS
s=1 a2(s) =

QS
s=1

�PK
k=1 �k�

(k)
2;s

�
. Pour calculer E (yt�j�1yt�j�2), il su¢ t de rem-

placer t par t� 1 dans l�équation (5:3:11). D�autre part, il est facile de montrer que

E (yt�i yt�i�2) = a0(t� i)�t�i�2 + a2(t� i)E
�
y2t�i�2

�
+ a1(t� i)E (yt�i�1yt�i�2) ;

et en remplaçant E (yt�i�1 yt�i�2) par son expression (5:3:11) ; nous obtenons

E (yt�j yt�j�2) = a0(t� j)�t�j�2 + a2(t� j)E
�
y2t�j�2

�
+
a1(t� j)

1� �2

S�1X
r=0

r�1Y
l=0

a2(t� j � l � 1)a0(t� j � r � 1)�t�j�r�2

+
a1(t� j)

1� �2

S�1P
r=0

r�1Q
l=0

a2(t� j � l � 1)a1(t� j � r � 1)E
�
y2t�j�r�2

�
De l�équation (5:3:10) nous trouvons après certaines manipulations algébriques et en tenant

compte la périodicité des coe¢ cients �(k)i;t et �
(k)
j;t , que

E
�
y2t
�
= Ct +

KX
k=1

�k�
(k)2
1;t E

�
y2t�1

�
+

KX
k=1

�k�
(k)2
2;t E

�
y2t�2

�
+

KX
k=1

qkX
j=1

�k�
(k)
j;t E

�
y2t�j

�
+

KX
k=1

qkX
j=1

�k�
(k)
j;t �

(k)2
1;t�jE

�
y2t�j�1

�
+

KX
k=1

qkX
j=1

�k�
(k)
j;t �

(k)2
2;t�jE

�
y2t�j�2

�
+2

KX
k=1

S�1X
r=0

�k�
(k)
1;t�

(k)
2;t

1� �2

 
r�1Y
j=0

a2(t� j � 1)
!
a0(t� r � 1)�t�r�2

+2
KX
k=1

S�1X
r=0

�k�
(k)
1;t�

(k)
2;t

1� �2

 
r�1Y
j=0

a2(t� j � 1)
!
a1(t� r � 1)E

�
y2t�r�2

�
�2

KX
k=1

qkX
j=1

S�1X
r=0

�k�
(k)
j;t �

(k)
1;t�j

1� �2

 
r�1Y
l=0

a2(t� j � l)

!
a0 (t� j � r)�t�j�r�1

�2
KX
k=1

qkX
j=1

S�1X
r=0

�k�
(k)
j;t �

(k)
1;t�j

1� �2

 
r�1Y
l=0

a2(t� j � l)

!
a1 (t� j � r)E

�
y2t�j�r�1

�
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+2

KX
k=1

qkX
j=1

S�1X
r=0

�k�
(k)
j;t �

(k)
1;t�j�

(k)
2;t�j

1��2

r�1Y
l=0

a2(t� j � l � 1)a0 (t� j � r � 1)�t�j�r�2

+2

KX
k=1

qkX
j=1

S�1X
r=0

�k�
(k)
j;t �

(k)
1;t�j�

(k)
2;t�j

1��2

r�1Y
l=0

a2(t� j � l � 1)a1 (t� j � r � 1) E
�
y2t�j�r�2

�
�2

KX
k=1

qkX
j=1

�k�
(k)
j;t �

(k)
2;t�ja0(t� j)�t�j�2 � 2

KX
k=1

qkX
j=1

�k�
(k)
j;t �

(k)
2;t�ja2(t� j)E

�
y2t�j�2

�
�2

KX
k=1

qkX
j=1

S�1X
r=0

�k�
(k)
j;t �

(k)
2;t�ja1(t�j)
1��2

r�1Y
l=0

a2(t� j � l � 1)a0(t� j � r � 1)�t�j�r�2

�2
KX
k=1

qkX
j=1

S�1X
r=0

�k�
(k)
j;t �

(k)
2;t�ja1(t�j)
1��2

r�1Y
l=0

a2(t� j � l � 1)a1(t� j � r � 1)E
�
y2t�j�r�2

�
;

que nous pouvons écrire comme suit

E
�
y2t
�
= '0;t + b1;1(t)E

�
y2t�1

�
+ b2;2(t)E

�
y2t�2

�
+

qX
j=1

dj(t)E
�
y2t�j

�
+

qX
j=1

v1;1;j(t� j; t)E
�
y2t�j�1

�
+

qX
j=1

(v2;2;j(t� j; t)� 2e2;j(t� j; t)a2(t� j))E
�
y2t�j�2

�
+2

S�1X
r=0

r�1Y
j=0

a2(t� j � 1) b1;2(t)a1(t�r�1)
1��2 E

�
y2t�r�2

�
�2

qX
j=1

S�1X
r=0

r�1Y
l=0

a2(t� j � l)
e1;j(t�j;t)a1(t�j�r)

1��2 E
�
y2t�j�r�1

�
+2

qX
j=1

S�1X
r=0

r�1Y
l=0

a2(t� j � l � 1)v1;2;j(t�j;t)a1(t�j�r�1)
1��2 E

�
y2t�j�r�2

�
�2

qX
j=1

S�1X
r=0

r�1Y
l=0

a2(t� j � l � 1) e2;j(t�j;t)a1(t�j)a1(t�j�r�1)
1��2 E

�
y2t�j�r�2

�
(5:3:12)
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où

'0;t = b0;0(t) + d0(t) +

qX
j=1

v0;0;j(t� j; t) + 2b0;1(t)�t�1 + 2b0;2(t)�t�2

�2
qX
j=1

e0;j(t� j; t) �t�j + 2

qX
j=1

v0;1;j(t� j; t)�t�j�1

�2
qX
j=1

S�1X
r=0

r�1Y
l=0

a2(t� j � l)
e1;j(t� j; t) a0 (t� j � r)

1� �2
�t�j�r�1

+2
KX
k=1

qX
j=1

�k�
(k)
j;t �

(k)
0;t�j �

(k)
2;t�j �t�j�2 � 2

qX
j=1

e2;j(t� j; t)a0(t� j)�t�j�2

+2
S�1X
r=0

r�1Y
l=0

a2(t� l � 1)b1;2(t)a0(t� r � 1)
1� �2

�t�r�2

+2

qX
j=1

S�1X
r=0

r�1Y
l=0

a2(t� j � l � 1)v1;2;j(t� j; t)a0 (t� j � r � 1)
1� �2

�t�j�r�2

�2
qX
j=1

S�1X
r=0

r�1Y
l=0

a2(t� j � l � 1)e2;j(t� j; t)a1(t� j)a0 (t� j � r � 1)
1� �2

�t�j�r�2:

et

bi;j(t) =
KP
k=1

�k�
(k)
i;t �

(k)
j;t ; i; j = 1; :::; p; k = 1; :::; K et t 2 Z

dj(t) =
KP
k=1

�k�
(k)
j;t ; j = 1; :::; q; k = 1; :::; K et t 2 Z

ei;j(t; h) =
KP
k=1

�k�
(k)
i;t �

(k)
j;h ; i = 1; :::; p; j = 1; :::; q; k = 1; :::; K et t; h 2 Z

vi;j;l(t; h) =
KP
k=1

�k�
(k)
i;t �

(k)
j;t �

(k)
l;h ; i; j = 1; :::; p; l = 1; :::; q; k = 1; :::; K et t; h 2 Z

Donc, nous pouvons réécrire l�équation aux di¤érences linéaires non homogène (5:3:12)

comme suit �
1� 'S;t

�
E
�
y2t
�
= '0;t +

XS�1

i=1
'i;tE

�
y2t�i
�

(5:3:12)

où l�expression explicite des coe¢ cients 'i;t; i = 1; :::; S est donnée selon les valeurs de

S et q. Notons que ces coe¢ cients sont périodiques en t, de période S. Par conséquent,

l�équation (5:3:12) est une équation aux di¤érences linéaires non homogène S-périodique

d�ordre q� = S � 1:
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Soient G0;T et G1;T deux matrices S-périodiques, de dimension q� � q�, dé�nies par

et

(G0;T )i;j =

8>><>>:
1� 'S;t; si i = j

�'j�i;q�T�i+1; si i < j

0; si i > j

(G1;T )i;j =

8<: 'q��i+j;q�T�i+1; si i � j

0; si i < j

i; j = 1; 2; :::; q�:

En Utilisant ces notations, nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Proposition 30 (Bentarzi et Hamdi, 2008b)

Soit fyt; t 2 Zg un processus MPAR-ARCHS (K; 2; 2; :::; 2; q1; q2; :::; qK), avec S � 2,

périodiquement stationnaire en moyenne. Supposons que
QS
s=1

�
1� 'S;s

�
6= 0 et 1��2 6= 0,

alors une condition nécessaire et su¢ sante pour que yt soit périodiquement stationnaire au

second ordre est que toutes les racines du polynôme (d�ordre q� = S � 1)

jIz �	j = 0; z 2 C

soient de module strictement inférieur à l�unité, où 	 =
QS�1
j=0 DS�j. En outre, l�expression

du moment d�ordre deux, sous cette condition, est donnée par

�T = (I �	)
�1

S�1X
r=0

 
r�1Y
j=0

DT�j

!
HT�r; T 2 Z:

où �T =
�
E
�
y2q�T

�
; E
�
y2q�T�1

�
; :::; E

�
y2q�T�q�+1

��0
, HT = G�1T;0 cT , DT = G�10;T G1;T et cT =�

'0;q�T ; '0;q�T�1; :::; '0;q�T�q�+1
�0
.

Preuve. En utilisant les mêmes procédures de la preuve de la Proposition 19 , nous trouvons

facilement le résultat. �

Concernant le cas classique, i.e., S = 1, où l�équation aux di¤érences linéaires non homogène

S-périodique (5:3:12) devient comme suit

E
�
y2t
�
= '0 +

p+2X
i=1

'iE
�
y2t�i
�
; (5:3:13)



123

où les coe¢ cients 'i; i = 1; :::; p+ 2; sont donnés par

'i =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

b1;1 + d1; si i = 1;

b2;2 + v1;1;1 + d2 + 2
b1;2�e1;1
1��2 a1; si i = 2;

di + v1;1;i�1 + v2;2;i�2 � 2e2;i�2a2 + 2v1;2;i�2�e2;i�2a1�e1;i�11��2 a1; si 3 � i � q;

v1;1;q + v2;2;q�1 � 2e2;q�1a2 + 2v1;2;q�1�e2;q�1a1�e1;q1��2 a1; si i = q + 1;

v2;2;q � 2e2;qa2 + 2v1;2;q�e2;qa11��2 a1; si i = q + 2;

et

'0 = b0;0 + d0 +

qX
j=1

v0;0;j + 2

�
b0;1 + b0;2 +

b1;2
1� �2

a0

�
�

+2

qX
j=1

�
v0;1;j � e0;j + v0;2;j +

�
v1;2;j � e2;ja1 � e1;j

1� �2
� e2;j

�
a0

�
�:

Corollaire 31 (Bentarzi et Hamdi, 2008b)

Une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un processus fyt; t 2 Zg stationnaire en
moyenne, satisfaisant une représentation MAR-ARCH (K; 2; 2; :::; 2; q1; q2; :::; qK), tel quePK

k=1 �k�
(k)
2 6= 1, soit stationnaire au second ordre, est que les racines z1; z2; :::; zq+2 de

l�équation

zq+2 �
Xq+2

i=1
'iz

q+2�i = 0; z 2 C

soient de module strictement inférieur à l�unité, où q = max
k
qk. Par ailleurs, l�expression

explicite du moment d�ordre deux, sous cette condition, est donnée par

E
�
y2t
�
=

PK
k=1 �k

�
�
(k)2
0 +�

(k)
0

�
+
Pq
j=1

PK
k=1 �k�

(k)2
0 �

(k)
j

1�
Pp+2
i=1 'i

+
2
�Pq

j=1

PK
k=1 �k�

(k)
0

�
�
(k)
1 +�

(k)
2 �1

�
�
(k)
j

��PK
k=1 �k�

(k)
0

�
(1�

Pp+2
i=1 'i)

�
1�
PK
k=1 �k

�
�
(k)
1 ��(k)2

��

+
2
�PK

k=1 �k�
(k)
0

�
�
(k)
1 +�

(k)
2

���PK
k=1 �k�

(k)
0

�
�2

Pq
j=1

PK
k=1 �k�

(k)
2 �

(k)
j

�PK
k=1 �k�

(k)
0

�2
(1�

Pp+2
i=1 'i)

�
1�
PK
k=1 �k

�
�
(k)
1 ��(k)2

��

+
2
�PK

k=1 �k�
(k)
1 �

(k)
2

��PK
k=1 �k�

(k)
0

�2
�2

Pq
j=1

PK
k=1 �k�

(k)
1 �

(k)
j

�PK
k=1 �k�

(k)
0

�2�
1�
PK
k=1 �k�

(k)
2

�
(1�

Pp+2
i=1 'i)

�
1�
PK
k=1 �k

�
�
(k)
1 ��(k)2

��

+
2
Pq
j=1

h�PK
k=1 �k�

(k)
1 �

(k)
2 �

(k)
j

�
�
�PK

k=1 �k�
(k)
1

��PK
k=1 �k�

(k)
2 �

(k)
j

�i�PK
k=1 �k�

(k)
0

�2�
1�
PK
k=1 �k�

(k)
2

�
(1�

Pp+2
i=1 'i)

�
1�
PK
k=1 �k

�
�
(k)
1 ��(k)2

�� :

Preuve. La condition de stationnarité du second ordre est une conséquence immédiate de

(5:3:13). D�ailleurs, sous cette condition, l�expression explicite du moment d�ordre deux est
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donnée par

E
�
y2t
�
= '0

, 
1�

q+2X
i=1

'i

!
:

Comme la moyenne du processus, � = E (yt), peut être obtenue de l�équation (5:3:1) qui est

réduite, pour p = 2 et ai =
PK

k=1 �k�
(k)
i ; i = 0; 1; 2; à � � a1� � a2� = a0, nous obtenons

alors � = a0= (1� a1 � a2) : Finalement, la preuve de l�expression explicite de E (y2t ) peut

être donnée en remplaçant � par sa valeur dans l�expression de '0: �

Remarque 32 Corollaire 31 généralise le résultat de Wong et Li (2001) pour les modèles

MAR-ARCH(K; 1; 1; :::; 1; q1; q2; :::; qK) au cas des modèlesMAR-ARCH (K; 2; 2; :::; 2; q1; q2; :::; qK)

(voir Wong et Li (2001) Théorème 2).

5.4 Estimation des paramètres

Les paramètres du modèle MPAR-ARCH peuvent être facilement estimés en utilisant

l�algorithme EM qui est une approche largement utilisée dans le calcul récursif des esti-

mations du maximum de vraisemblance avec des données manquantes. Notons par y =

(y1; y2; :::; yNS; Z1; Z2; ::: ZNS) et Z = (Z1; Z2; ::: ZNS) le vecteur contenant respectivement

les données complètes et les données manquantes, où Zt = (Z1;t; Z2;t; ::: ZK;t) est un vecteur,

de dimension K, dont chaque composante Zk;t est égale à 1 si l�observation yt est générée

par la ki�eme composante du mélange et 0 ailleurs.

Soit � =
�
�0;�

0
1;1; �

0
1;1; :::;�

0
1;S; �

0
1;S;�

0
2;1; �

0
2;1; :::;�

0
2;S; �

0
2;S; :::;�

0
K;1; �

0
K;1; :::;�

0
K;S; �

0
K;S

�0
tels

que �k;s =
�
�
(k)
0;s ; �

(k)
1;s ; :::; �

(k)
pk;s

�0
, �k;s =

�
�
(k)
0;s ; �

(k)
1;s ; :::; �

(k)
qk;s

�0
et � = (�1; :::; �K�1)

0
; soit

également t = s + �S; pour s = 1; :::; S; � = 0; 1; :::; N � 1; et p + q + 1 = s0 + � 0S; pour

1 � s0 � S;

� 0 =

8<:
�
p+q+1
S

�
; si s0 6= S;�

p+q+1
S

�
� 1; si s0 = S;

et

� 1 =

8<: � 0; si s � s0;

� 0 + 1; si s < s0;

où bxc est le plus grand entier inférieur ou égal à x:

Avec ces notations, nous pouvons exprimer, pour une réalisation donnée y = (y1; y2; :::; yNS)
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du modèle (5:2:2), la fonction de log-vraisemblance du vecteur des paramètres � comme suit

Ln (�) = �(p+ q �NS) ln (2�)

2

SX
s=s0

KX
k=1

zk;s+S�0

 
ln�k �

1

2

 
lnh

(k)
s+S�0

+
"
(k)2
s+S�0

h
(k)
s+S�0

!!

+
N�1X

�=�0+1

SX
s=1

KX
k=1

zk;s+S�

 
ln�k �

1

2

 
lnh

(k)
s+S� +

"
(k)2
s+S�

h
(k)
s+S�

!!
: (5:4:1)

Notons par � k;s+S� l�espérance conditionnelle de la ki�eme composante de Zs+S� sachant le

passé jusqu�à l�instant t�1 et les estimations des paramètres. Alors, � k;s+S� peut être donnée,
pour k = 1; :::; K, s = 1; :::; S, et � 2 Z, par

� k;s+S� =
�
(i)
kq

h
(k)
s+S�(�(i))

�

�
"
(k)
s+S�q

h
(k)
s+S�(�(i))

�� KX
k=1

�
(i)
kq

h
(k)
s+S�(�(i))

�

�
"
(k)
s+S�q

h
(k)
s+S�(�(i))

�
;

où � (:) est la densité de la loi normale centrée réduite.

Nous entamons maintenant la deuxième étape de l�algorithme EM; où nous supposons que

les données manquantes sont connues. Alors, l�estimation des paramètres peut être établie

en résolvant les équations @Ln (�)/ @�k = 0, @Ln (�)/ @�(k)i;s = 0 et @Ln (�)/ @�
(k)
j;s = 0, pour

i = 0; 1; :::; pk, j = 0; 1; :::; qk, et k = 1; :::; K.

Les dérivées premières de (5:4:1) par rapport à �k, �
(k)
i;s et �

(k)
j;s , sous la contrainte

PK
k=1 �k =

1, sont respectivement données pour s = 1; :::; S par

@Ln (�)
@�k

=
NSX
t=q+1

�
zk;t
�k
� zK;t
�K

�
; k = 1; :::; K � 1;

@Ln (�)
@�

(k)
i;s

=
1

2

N�1X
�=�1

zk;s+S�

h
(k)
s+S�

"
@h

(k)
s+S�

@�
(k)
i;s

 
"
(k)2
s+S�

h
(k)
s+S�

� 1
!
� 2"(k)s+S�

@"
(k)
s+S�

@�
(k)
i;s

#
;
k = 1; :::; K;

i = 0; :::; pk;

@Ln (�)
@�

(k)
i;s

= �1
2

N�1X
�=�1

zk;s+S�

h
(k)
s+S�

@h
(k)
s+S�

@�
(k)
i;s

 
1�

"
(k)2
s+S�

h
(k)
s+S�

!
; k = 1; :::; K; j = 0; :::; qk.

où
@h

(k)
s+S�

@�
(k)
i;s

= 2
Pqk

j=1 �
(k)
j;s

@"
(k)
s+S��j

@�
(k)
i;s

"
(k)
s+S��j, pour i = 1; :::; pk,

@h
(k)
s+S�

@�
(k)
0;s

= 1,
@"
(k)
s+S�

@�
(k)
0;s

= �1, @"
(k)
s+S�

@�
(k)
i;s

=

�ys+S��i, pour i = 1; :::; pk; et
@h

(k)
s+S�

@�
(k)
j;s

= "
(k)2
s+S��j pour j = 1; :::; qk.

Par conséquent, l�estimateur du maximum de vraisemblance de �k est donné par

b�k = 1

NS � p� q

NSX
t=p+q+1

zk;t; pour k = 1; :::; K � 1:

Pour les paramètres �k;s et �k;s, s = 1; :::; S et k = 1; :::; K, il n�y a pas de solution explicite

pour les équations @Ln (�)/ @�k;s = 0 et @Ln (�)/ @�k;s = 0, pour cette raison, nous propo-
sons d�utiliser la méthode de Newton-Raphson, où nous avons besoin d�évaluer les dérivées
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secondes de la fonction de vraisemblance par rapport aux paramètres �k;s et �k;s, s = 1; :::; S

et k = 1; :::; K. En utilisant les mêmes techniques de Wong et Li (2001), il est facile de prou-

ver que les dérivés secondes de la fonction log-vraisemblance par rapport aux paramètres

�
(k)
i;s et �

(k)
j;s peuvent être approximées, pour k = 1; :::; K et s = 1; :::; S, par les quantités

suivantes
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s+S�

@h
(k)
s+S�

@�
(k)
i;s

@h
(k)
s+S�

@�
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; i; j = 0; :::; qk;

@2Ln (�)
@�

(k)
i;s @�

(k)
j;s

� 0; i = 0; :::; pk; j = 0; :::; qk:

Partant des valeurs initiales �(0)k;s et �
(0)
k;s, alors les estimations b�k;s et b�k;s des paramètres

�k;s et �k;s peuvent être obtenues en itérant, pour k = 1; 2; :::; K; et s = 1; 2; :::; S, les deux

équations suivantes jusqu�à avoir la convergence

�
(i+1)
k;s = �

(i)
k;s +

"
@2Ln

@�k;s @�
0
k;s

�
�
(i)
k;s;�

(i)
k;s

#�1 �
@Ln
@�k;s

k
�
(i)
k;s;�

(i)
k;s

�
; (5:4:2)

et

�
(i+1)
k;s = �

(i)
k;s +

"
@2Ln

@�k;s @�
0
k;s

�
�
(i+1)
k;s ;�

(i)
k;s

#�1 �
@Ln
@�k;s

k
�
(i+1)
k;s ;�

(i)
k;s

�
; (5:4:3)

où �(i)k;s et �
(i)
k;s sont respectivement les valeurs de �k;s et �k;s dans la i

i�eme itération. En

pratique, les variables zk;s+S� sont remplacées par leurs estimations � k;s+S� calculées dans

l�étape précédente de l�algorithme EM (E-step). Par ailleurs, comme dans le cas des modèles

MPARCH, nous pouvons utiliser le principe de l�information manquante (Louis, 1982) pour

calculer les écarts types des estimations. En e¤et, la matrice d�information observée, Iob,

peut être calculée de la matrice d�information complète, Ic, et de la matrice d�information

manquante, Im, avec la relation suivante

Iob = Ic � Im = E

�
� @2Ln (�)

@� @�
0

�
�;Fn

��
�=b� � V ar

�
@Ln (�)
@�

�
�;Fn

��
�=b� :

Les formules pour calculer les matrices Ic et Im sont données dans le paragraphe suivant.



127

5.4.1 Calcul de la matrice d�information complète

Comme pour le modèle MPARCH, il est clair que la matrice d�information complète d�un

modèle MPAR-ARCH, E
�
� @2Ln

@� @�
0

.
�;Fn

�k
�=b�, est une matrice bloc diagonale. Posons

Ic =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

A(�) 0 0

0 A(�1;1)

A(�1;1)

. . .

A(�k;s)

A(�k;s)

. . .

A(�K;S) 0

0 0 A(�K;S)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
Dans la matrice Ic, le bloc A(�) est une matrice carrée de dimension K � 1, dé�nie par

A(�) = E

�
� @2L (�)

@� @�
0

�
�;FNS

��
�=b� =

�
A
(�)
k;l

�
k;l=1;:::;K�1

;

où les éléments A(�)k;l , k; l = 1; :::; K � 1, sont donnés par

A
(�)
k;k =

NSX
t=q+1

 
� k;tb�2k +

�K;tb�2K
!

=
SX

s=s0

 
� k;s+S�0b�2k +

�K;s+S�0b�2K
!
+

SX
s=1

N�1X
�=�0+1

 
� k;s+S�b�2k +

�K;s+S�b�2K
!
:

et pour k; l = 1; : : : ; K � 1 avec k 6= l, par

A
(�)
k;l =

NSX
t=q+1

�K;tb�2K =
SX

s=s0

�K;s+S�0b�2K +
SX
s=1

N�1X
�=�0+1

�K;s+S�b�2K :

Les matrices A(�k;s), k = 1; :::; K et s = 1; :::; S, sont des matrices carrées de dimension

p+ 1 dé�nies par

A(�k;s) = E
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!%
�=b�
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�
A
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�
i;j=1;:::;p+1

;
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où les éléments A
(�k;s)
i+1;j+1; i; j = 0; :::; p, sont donnés comme suit

A
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i+1;j+1 = E
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#
:

D�autre part, les matrices A(�k;s), k = 1; :::; K et s = 1; :::; S, sont des matrices carrées de

dimension q + 1 dé�nies par

A(�k;s) = E
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A
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�
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;

où les éléments A
(�k;s )
i+1;j+1; i; j = 0; :::; q, sont donnés par la relation suivante

A
(�k;s)
i+1;j+1 = E
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#
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5.4.2 Calcul de la matrice d�information manquante

Il est bien connu que la matrice d�information manquante est dé�nie par Im =

V ar

�
@L (�)
@�

�
�;FNS

��
�=b�. Posons

Im =

0BBBBBBBBBBBBBB@

B(�;�) B(�;�1;1) � � � B(�;�k;s) B(�;�k;s) � � � B(�;�K;S)

B(�1;1;�) B(�1;1;�1;1) � � � B(�1;1;�k;s) B(�1;1;�k;s) � � � B(�1;1;�K;S)

...
...

. . .
...

...
...

B(�k;s;�) B(�k;s;�1;1) � � � B(�k;s;�k;s) B(�k;s;�k;s) � � � B(�k;s;�K;S)

B(�k;s;�) B(�k;s;�1;1) � � � B(�k;s;�k;s) B(�k;s;�k;s) � � � B(�k;s;�K;S)

...
...

...
...

. . .
...

B(�K;S ;�) B(�K;S ;�1;1) � � � B(�K;S ;�k;s) B(�K;S ;�k;s) � � � B(�K;S ;�K;S)

1CCCCCCCCCCCCCCA
où les matrices B(�;�), B(�;�k;s), B(�;�k;s), B(�k;s;�l;v), B(�k;s;�l;�) et B(�k;s;�k;s) (s; � = 1; :::; S

et k; l = 1; :::; K) sont, respectivement, de dimensions (K � 1)� (K � 1), (K � 1)� (p+ 1),
(K � 1)� (q+ 1), (p+ 1)� (p+ 1), (q+ 1)� (q+ 1) et (p+ 1)� (q+ 1). Comme la matrice
Im est symétrique, il su¢ t alors d�évaluer la matrice triangulaire supérieure de Im.
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Commençons par la matrice A(�;�) qui est dé�nie par

B(�;�) = V ar
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;

où les éléments B(�;�)
k;l , k; l = 1; : : : ; K � 1, sont donnés par

B
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et si k 6= l, nous avons
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:

Pour les matrices B(�k;s;�l;v); s = 1; :::; S et k; l = 1; :::; K , il est facile de montrer que si

k = l, nous avons

B(�k;s;�k;s) = V ar
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;

où les éléments B
(�k;s;�k;s)
i+1;j+1 ; i; j = 0; :::; p, sont donnés comme suit
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et que si k 6= l, nous avons

B(�k;s;�l;s) = cov
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où les éléments B
(�k;s;�l;s)
i+1;j+1 ; i; j = 0; :::; p, sont donnés par l�expression suivante
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Par ailleurs, il est facile de montrer que si k = l, les matrices B(�k;s;�l;s); s = 1; :::; S et

k; l = 1; :::; K , sont dé�nies par les relations suivantes

B(�k;s;�k;s) = V ar
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où les éléments B
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i+1;j+1 ; i; j = 0; :::; q, sont donnés par
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et que si k 6= l, nous avons alors

B(�k;s;�l;s) = cov
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où les éléments B
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i+1;j+1 ; i; j = 0; :::; q, sont donnés par
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Notons que si s 6= �, les matrices B(�k;s;�l;v); B(�k;s;�l;�) et B(�k;s;�l;v) sont nulles.

Pour les matrice B(�k;s;�k;s), nous avons

B(�k;s;�k;s) = cov
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où les éléments B
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Par contre pour k; l = 1; :::; K avec k 6= l, les matrice B(�k;s;�l;s), sont données comme suit

B(�k;s;�l;s) = cov
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où les éléments B
(�k;s;�l;s)
i+1;j+1 ; i = 0; :::; p et j = 0; :::; q, sont donnés par la relation suivante
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Par ailleurs, pour k; l = 1; :::; K avec k 6= l, les matrice B(�l;s;�k;s), sont dé�nies comme suit

B(�l;s;�k;s) = cov
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où l�expression des éléments B
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i+1;j+1 ; i = 0; :::; p et j = 0; :::; q, est donnée par
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Maintenant, pour les matrices B(�;�k;s); k = 1; :::; K � 1 et s = 1; :::; S, nous avons

B(�;�k;s) = cov
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où les éléments B
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et les éléments B
(�;�k;s)
l;j+1 ; l = 1; :::; K�1 et j = 0; :::; p avec l 6= k, sont donnés par la relation

suivante
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(k)
s+S�

� 1
!
�
"
(k)
s+S�

h
(k)
s+S�

@"
(k)
s+S�

@�
(k)
j;s

)
:

De la même manière, pour k = 1; :::; K � 1 et s = 1; :::; S, nous avons

B(�;�k;s) = cov

�
@Ln (�)
@�

;
@Ln (�)
@�k;s

�
�;FNS

��
�=b� =

�
B
(�;�k;s)
i;j

�
i=1;:::;K�1
j=1;:::;q+1

;

où l�expression de B
(�;�k;s)
k;j+1 ; k = 1; :::; K � 1 et j = 0; :::; q, est donnée par

B
(�;�k;s)
k;j+1 = cov

 
@Ln (�)
@�k

;
@Ln (�)
@�

(k)
j;s

,
�;FNS

!%
�=b�

=
1

2

N�1X
�=�1

�
� k;s+S� (1� � k;s+S� )

�k
+
� k;s+S��K;s+S�

�K

�

�
(

1

h
(k)
s+S�

@h
(k)
s+S�

@�
(k)
j;s

 
"
(k)2
s+S�

h
(k)
s+S�

� 1
!)

;

et de B
(�;�k;s)
l;j+1 ; l = 1; :::; K � 1 et j = 0; :::; q avec l 6= k, est donnée comme suit

B
(�;�k;s)
k;j+1 = cov

 
@Ln (�)
@�l

;
@Ln (�)
@�

(k)
j;s

,
�;FNS

!%
�=b�

=
1

2

N�1X
�=�1

�
� k;s+S��K;s+S�

�K
� � l;s+S�� k;s+S�

�l

�(
1

h
(k)
s+S�

@h
(k)
s+S�

@�
(k)
j;s

 
"
(k)2
s+S�

h
(k)
s+S�

� 1
!)

:

En�n, pour s = 1; :::; S, nous avons

B(�;�K;s) = cov

�
@Ln (�)
@�

;
@Ln (�)
@�K;s

�
�;FNS

��
�=b� =

�
B
(�;�K;s)
i;j

�
i=1;:::;K�1
j=1;:::;p+1

;
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où les éléments B
(�;�K;s)
k;j+1 ; k = 1; :::; K � 1 et j = 0; :::; p, sont donnés par

B
(�;�K;s)
k;j+1 = cov

 
@Ln (�)
@�k

;
@Ln (�)
@�

(K)
j;s

,
�;FNS

!%
�=b�

= �
N�1X
�=�1

�
�K;s+S� (1� �K;s+S� )

�K
+
� k;s+S��K;s+S�

�k

�

�
(

1

2h
(K)
s+S�

@h
(K)
s+S�

@�
(K)
j;s

 
"
(K)2
s+S�

h
(K)
s+S�

� 1
!
�
"
(K)
s+S�

h
(K)
s+S�

@"
(K)
s+S�

@�
(K)
j;s

)
;

et pour s = 1; :::; S, les matrices B(�;�K;s) sont dé�nies par

B(�;�K;s) = cov

�
@Ln (�)
@�

;
@Ln (�)
@�K;s

�
�;FNS

��
�=b� =

�
B
(�;�K;s)
i;j

�
i=1;:::;K�1
j=1;:::;q+1

;

où les éléments B
(�;�K;s)
k;j+1 ; k = 1; :::; K � 1 et j = 0; :::; q, sont donnés par

B
(�;�K;s)
k;j+1 = cov
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;
@Ln (�)
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(K)
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,
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=
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+
�K;s+S� (1� �K;s+S� )
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�

�
(
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h
(K)
s+S�

@h
(K)
s+S�

@�
(K)
j;s

 
"
(K)2
s+S�

h
(K)
s+S�

� 1
!)

:

Il est possible de calculer la matrice de variance-covariance des (2S + 1)K�1+S
PK

k=1 (pk + qk)

estimateurs des paramètres d�un modèle MPAR-ARCHS (K; p1; p2; :::; pK ; q1; q2; :::; qK) à

partir de l�inverse de la matrice d�information observée Iob. Donc, les variances des estima-

tions des paramètres du modèle sont déterminées de la diagonale de l�inverse de la matrice

Iob: Par ailleurs, la variance de l�estimation b�K , qui est égale à 1�PK�1
k=1

b�k, est donnée par
var

�b�K� = var

 
1�

K�1X
k=1

b�k! = K�1X
k=1

var
�b�k�+ 2K�1X

k=1

K�1X
l>k

cov
�b�k; b�l� :

5.5 Identi�cation et test d�adéquation du modèle

5.5.1 Identi�cation d�un modèle MPAR-ARCH

L�intérêt de cette Section sera porté sur le problème de l�identi�cation d�un mélange de

modèles AR-ARCH périodiques. Nous visons à adapter le critère de sélection BIC� proposé
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par Wong et Li (2001) pour identi�er un modèle MAR-ARCH à coe¢ cients constants, au

cas d�un modèleMAR-ARCH à coe¢ cients périodiques. En même temps, nous généralisons

le critère de sélection P -BIC� qui a été proposé dans le chapitre précédent pour identi�er

un modèle MPARCH, au cas d�un modèle MPAR-ARCH.

Rappelons que dans le cas stationnaire, les critères AIC�, BIC et BIC� sont dé�nis par

(voir Wong et Li, 2001)

BIC (K; p1; :::; pK ; q1; :::; qK) = �2L
�b��+ log (n� p� q)

 
3K � 1 +

KX
k=1

(pk + qk)

!
;

BIC� (K; p1; :::; pK ; q1; :::; qK) = �2L�
�b��+ log (n� p� q)

 
3K � 1 +

KX
k=1

(pk + qk)

!
;

où

L�
�b�� = NSX

t=q+1

log

�
d

dyt
F (yt/Ft�1)

�
;

avec F (yt/Ft�1) est donnée par (5:2:2). Ces critères peuvent être adaptés au cas périodique
comme suit

P -BIC (K; p1; :::; pK ; q1; :::; qK) = �2L
�b��

+ log (NS � p� q)

�
(2S + 1)K � 1 + S

KP
k=1

(pk + qk)

�
;

P -BIC� (K; p1; :::; pK ; q1; :::; qK) = �2L�
�b��

+ log (NS � p� q)

�
(2S + 1)K � 1 + S

KP
k=1

(pk + qk)

�
:

5.5.2 Test d�adéquation du modèle

Lorsque le processus est bien estimé, les résidus entre les valeurs observées et les valeurs

estimées par le modèle doivent se comporter comme un bruit blanc. Dans la modélisation

MPAR-ARCH, nous proposons d�examiner si les résidus estimés forment un bruit blanc

ou non, en utilisant le test de Portemanteau modi�é ou test d�adéquation globale du mo-

dèle sur des résidus d�estimation standardisés b�(k)t . Ce test repose sur l�idée que la fonction
d�autocorrélation d�un bruit blanc ne doit pas révéler d�autocorrélations non nulles. Il est

bien connu que l�utilisation de l�espérance conditionnelle dans le calcul des résidus n�est pas

appropriée (voir Wong et Li, 2001 ; Fong et al., 2007). En e¤et, les observations yt sont des

réalisations d�un mélange de modèles dont chaque observation émane d�un seul et unique mo-

dèle alors que l�espérance conditionnelle est une combinaison des moyennes des composantes
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du mélange, qui peut être située dans une région de faible probabilité. Par conséquent, l�es-

pérance conditionnelle peut donner des prévisions erronées. Cependant, les résidus doivent

tenir compte des estimations des variables manquantes Zk;t par l�espérance conditionnelle

� k;t. Nous considérons à cet e¤et, que l�observation yt provient de la ki�eme composante du

mélange si � k;t = max
l=1;:::;K

� l;t. Nous dé�nissons alors, la série résiduelle par

b�(k)t =
yt � byt�bh(k)t �1=2 =

yt � b�(k)0;t � Ppk
i=1
b�(k)i;t yt�i�b�(k)0;t + Pqk

j=1
b�(k)j;t b"(k)2t�j

�1=2 ;
où 8>>>><>>>>:

byt = E

�
yt=Ft�1; max

l=1;:::;K
� l;t = � k;t

�
= b�(k)0;t � Ppk

i=1
b�(k)i;t yt�i;

b"(k)t = yt � b�(k)0;t � Ppk
i=1
b�(k)i;t yt�i;bh(k)t = b�(k)0;t + Pqk

j=1
b�(k)j;t b"(k)2t�j ;

A�n d�évaluer la qualité d�ajustement de la série par le modèle MPAR-ARCH estimé,

nous pouvons utiliser le test de Portemanteau (Ljung et Box, 1978) pour chaque période

s = 1; :::; S. Ce dernier est fondé sur la statistique

Q
0(s)
L = N (N + 2)

LX
h=1

�br(s)h �2
N � h

où br(s)k est la fonction d�autocorrélation empirique de retard h et de saison s des résidus

estimés et L est le nombre maximal de retard. Cette statistique Q
0(s)
L en l�absence d�auto-

corrélation, obéit à un �2 avec d = L �
PK

k=1 (pk + qk) � 3K + 1 degrés de liberté. Nous

acceptons l�hypothèse qu�il existe au moins un �(s)h signi�cativement di¤érent de 0 au seuil

de �% si Q
0(s)
L est supérieur au quantile 1� � de la loi �2d:

Les statistiques de Portemanteau sont asymptotiquement indépendantes pour s = 1; :::; S.

Par conséquence, le test global de Portemanteau dans le cas périodique est fondé sur la

statistique suivante

QL =

SX
s=1

Q
0(s)
L

où QL suit une lois �2 avec dS degrés de liberté.
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5.6 Application numérique

5.6.1 Etude de simulation

Dans cette section, la performance de l�algorithme EM est étudiée. Nous l�avons appliqué

sur plusieurs séries chronologiques, générées par des modèles MPAR-PARCH de di¤érents

ordres et périodes et pour di¤érentes tailles. Pour chaque modèle, nous considérons 1000

simulations. Les vraies valeurs des paramètres de chacun des processus MPAR-ARCH gé-

nérateur des données, la moyenne et les écarts types de leurs estimations, pour les 1000

simulations, sont reportés dans les Tableaux (5:6:1) et (5:6:3).

Tableau 5:6:1: Résultats de 1000 simulations pour un modèle MPAR-ARCH2(2; 1; 1; 1; 1)

NS = 500 NS = 1000

TV ME ESE ME ESE

�1 :25 :2497 :0345 0:2509 0:0231

�
(1)
0;1 :60 :6430 :4296 :6217 :2714

�
(1)
1;1 :90 :8918 :1699 :8879 :1075

�
(1)
0;1 1:00 1:1921 :8373 1:0805 :5194

�
(1)
1;1 :70 :7216 :8190 :7126 :2662

�
(1)
0;2 :90 :9278 :5210 :9037 :3362

�
(1)
1;2 :30 :2888 :1953 :3015 :1171

�
(1)
0;2 1:40 1:3678 1:2438 1:3690 :7495

�
(1)
1;2 :50 :4843 :1853 :4986 :1285

�2 :75 :7503 :0345 :7491 :0231

�
(2)
0;1 1:60 1:5893 :1099 1:5996 :0735

�
(2)
1;1 �:90 �:8962 :0297 �:8994 :0172

�
(2)
0;1 :60 :5929 :1380 :5926 :0967

�
(2)
1;1 :40 :3933 :0626 :3958 :0326

�
(2)
0;2 2:00 1:9948 :1357 2:0023 :0889

�
(2)
1;2 :70 :6976 :0337 :6994 :0191

�
(2)
0;2 :90 :8876 :2350 :8890 :1560

�
(2)
1;2 :80 :7998 :0029 :7999 :0009
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Des Tableaux (5:6:1) et (5:6:2), nous pouvons remarquer que l�algorithme EM donne des

estimations avec un petit biais. Nous pouvons également observer que les écarts-types empi-

riques des estimations des paramètres ont des valeurs raisonnables. Ainsi, la performance de

l�algorithme EM , dans le cas des modèles MAR-ACRH (Wong et Li, 2001) et dans le cas

des modèles MPAR (Shao, 2006), est conservée dans le cas des modèles MPAR-ARCH.

Tableau 5:6:2: Résultats de 1000 simulations pour un modèle MPAR-ARCH4(2; 1; 1; 1; 1)

NS = 1500

TV ME ESE TV ME ESE

�1 0:30 :3008 :0226 �2 :70 :6992 :0226

�
(1)
0;1 :90 :9214 :2731 �

(1)
0;3 :75 :7282 :2781

�
(1)
1;1 :90 :8904 :0944 �

(1)
1;3 �:60 :5998 :1294

�
(1)
0;1 1:00 1:1353 :6689 �

(1)
0;3 1:40 1:3574 :6867

�
(1)
1;1 :50 :4742 :1541 �

(1)
1;3 :90 :9063 :2010

�
(1)
0;2 �:90 �:9028 :3216 �

(1)
0;4 1:50 1:4782 :4248

�
(1)
1;2 :70 :6982 :0909 �

(1)
1;4 :75 :7577 :1717

�
(1)
0;2 5:00 4:8693 1:2082 �

(1)
0;4 10:00 9:9534 2:0317

�
(1)
1;2 :40 :3926 :1639 �

(1)
1;4 :32 :3084 :1596

�
(2)
0;1 �1:00 �1:0083 :1086 �

(2)
0;3 1:20 1:2040 :0770

�
(2)
1;1 :30 :3050 :0549 �

(2)
1;3 :65 :6498 :0303

�
(2)
0;1 :90 :9163 :2200 �

(2)
0;3 :40 :4062 :0942

�
(2)
1;1 :75 :7153 :1161 �

(2)
1;3 :50 :5000 :0025

�
(2)
0;2 :25 :2482 :1039 �

(2)
0;4 �:70 �:6995 :1058

�
(2)
1;2 �:70 �:6989 :0527 �

(2)
1;4 :50 :4996 :0402

�
(2)
0;2 1:00 1:0026 :1922 �

(2)
0;4 :70 :7039 :1436

�
(2)
1;2 :45 :4508 :0401 �

(2)
1;4 :90 :8997 :0044
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Tableau 5:6:3: Résultats de 1000 simulations pour un modèle MPAR-ARCH4(2; 1; 1; 1; 1)

NS = 2000

TV ME ESE TV ME ESE

�1 0:30 0:3008 0:0226 �2 :70 :6992 :0226

�
(1)
0;1 :90 :9214 :2731 �

(1)
0;3 :75 :7282 :2781

�
(1)
1;1 :90 :8904 :0944 �

(1)
1;3 �:60 :5998 :1294

�
(1)
0;1 1:00 1:1353 :6689 �

(1)
0;3 1:40 1:3574 :6867

�
(1)
1;1 :50 :4742 :1541 �

(1)
1;3 :90 :9063 :2010

�
(1)
0;2 �:90 �:9028 :3216 �

(1)
0;4 1:50 1:4782 :4248

�
(1)
1;2 :70 :6982 :0909 �

(1)
1;4 :75 :7577 :1717

�
(1)
0;2 5:00 4:8693 1:2082 �

(1)
0;4 10:00 9:9534 2:0317

�
(1)
1;2 :40 :3926 :1639 �

(1)
1;4 :32 :3084 :1596

�
(2)
0;1 �1:00 �1:0083 :1086 �

(2)
0;3 1:20 1:2040 :0770

�
(2)
1;1 :30 :3050 :0549 �

(2)
1;3 :65 :6498 :0303

�
(2)
0;1 :90 :9163 :2200 �

(2)
0;3 :40 :4062 :0942

�
(2)
1;1 :75 :7153 :1161 �

(2)
1;3 :50 :5000 :0025

�
(2)
0;2 :25 :2482 :1039 �

(2)
0;4 �:70 �:6995 :1058

�
(2)
1;2 �:70 �:6989 :0527 �

(2)
1;4 :50 :4996 :0402

�
(2)
0;2 1:00 1:0026 :1922 �

(2)
0;4 :70 :7039 :1436

�
(2)
1;2 :45 :4508 :0401 �

(2)
1;4 :90 :8997 :0044

5.6.2 Application à l�indice boursier S&P 500

Dans le chapitre précédent, nous avons montré, à travers la modélisation de la série jour-

nalière des rendements de l�indice S&P 500, l�adéquation des modèles MPARCH pour

capturer di¤érentes caractéristiques des données �nancières. Dans cette section, nous es-

sayons de montrer que la modélisationMPARCH peut être appliquée non pas au processus

initial, mais au processus d�innovation. Ceci en introduisant dans la moyenne des termes

autorégressifs, en raison de l�existence d�une autocorrélation entre les rendements quotidiens

sur la période qui va de 2 janvier 1985 au 29 décembre 1994.

Le processus MPAR-ARCH 2-périodique représentant le mieux notre série S&P 500 sur
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cette période est donné par8>>>><>>>>:
F (ys+�S/Fs+�S�1) =

P3
k=1 �k �

�
"
(k)
s+�Sq
h
(k)
s+�S

�
;

"
(k)
t = yt � �

(k)
0;s � �

(k)
1;s ys+�S�1;

h
(k)
s+�S = �

(k)
0;s + �

(k)
1;s "

(k)2
1�j ;

� 2 Z; 1 � s � 2:

où les valeurs des paramètres �k, �
(k)
0;s ; �

(k)
1;s , �

(k)
0;s et �

(k)
1;s ; pour s = 1; 2 et k = 1; 2; 3; sont

reportées dans le Tableau 5:6:4.

Tableau 5.6.4. Les paramètres du modèle MPAR­ARCH estimé

Vk d0,s
ÝkÞ d1,s

ÝkÞ K0,s
ÝkÞ K1,s

ÝkÞ

k = 1
s = 1

s = 2
.3777

?. 0002

.0011

.5832

?. 0730

.00019

.00002

.0938

.0096

k = 2
s = 1

s = 2
.6108

0

.0014

?. 0162

.0839

.00003

.00009

.0391

.2192

k = 3
s = 1

s = 2
.0115

?. 0843

?. 0283

2.7414

?. 3477

.00012

.00082

.4743

.2951

Notons que nous avons utilisé le critère P -BIC� dans le choix du meilleur modèle MPAR-

ARCH où nous avons supposé que le nombre maximum de modèles dans le mélange est égal

à 3 et l�ordre maximum de la partie PAR et la partie ARCH sont égal à 5. La valeur du

critère P -BIC� associée au modèle estimé est égale à �8124:

La Figure 5:5:1 représente les rendements quotidiens de l�indice S&P 500 anisi que les

rendements quotidiens estimés à partir du modèleMPAR-ARCH (Figure 5:5:1a) et à partir

du modèle proposé par Wong et Li (2001) (Figure 5:5:1b). Alors que les Figures 5:5:1c et d

représentent les volatilités calculées à chaque date à l�aide des deux modèles estimés.

Nous constatons en premier lieu, à partir des Figures 5:6:1a et b, que le modèle MAR-

ARCH périodique représente mieux les rendements de la série S&P 500, que le modèle

proposé par Wong et Li (2001), surtout dans les périodes où le marché est très actif (voir par

exemple la période du krach boursier d�octobre 1987 à t = 706 et la période du mini-krach

d�octobre 1989 à t = 1209). En outre, le graphe de la volatilité calculée à partir du modèle

MPAR-ARCH estimé, se rapproche de la volatilité de la série S&P 500 plus que de la

volatilité calculée à partir du modèle MAR-ARCH (Figures (5:6:1c) et (5:6:1d)).
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Figure 5:6:1 La série du rendement de l�indice bourcier S&P 500 pou la période 1985 à 1989.
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En second lieu, à partir des densités prédictives pour l�horizon un, aux instants t = 706, 707,

1174, 1209 et 1210, calculées à partir des deux modèles estimésMAR-ARCH stationnaire et

périodique (Figures 5:6:1a-h), il apparaît que lorsque la volatilité du marché est forte, comme

pour t = 706, t = 1209 et t = 1210, la densité prédictive calculée à partir du modèleMPAR-

ARCH a des queues plus épaisses que celle calculée à partir du modèle MAR-ARCH (voir

Figures 5:6:2b et f).
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Figure 5:6:2 Densité prédictive pour l�horizon un aux instants t = 706, 707, 1174, 1209 et 1210.

Nous remarquons également que lorsque la volatilité de la série est modérée ou faible,

comme pour t = 1174 et t = 1210, les deux densités prédictives ont des queues similaires

(voir la �gure 5:6:2c et d). Cependant, la probabilité d�obtenir une valeur au voisinage de la

vraie valeur yt, est plus grande pour le modèle périodique que pour le modèle de Wong et Li

(2001) et ceci pour n�importe quelle volatilité.
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Figure 5:6:2 Densité prédictive pour l�horizon un aux instants t = 706, 707, 1174, 1209 et 1210.

5.7 Conclusion

Nous avons introduit dans ce dernier chapitre, une nouvelle formulation que nous avons

appelée Mélange d�Autorégressifs à Erreurs ARCH Périodiques. Cette formulation contient

les représentations PARCH, PAR-ARCH, MAR-ARCH, MPAR et MPARCH comme

cas particuliers et elle est adéquate pour capturer beaucoup de caractéristiques de séries

chronologiques avec une structure d�autocorrélation périodique, en particulier les séries �-

nancières, telles que le changement de régime, la grande kurtosis, les valeurs aberrantes et les

événements extrêmes. Nous avons étudié quelques propriétés probabilistes du modèle pro-

posé telles que la stationnarité périodique du premier et du second ordre et l�estimation du

maximum de vraisemblance via l�algorithme itératif EM . Nous avons adapté le critère BIC�,

proposé par Wong et Li (2001), pour identi�er les ordres du modèle dans le cas périodique.

Cependant, ce critère est dérivé par analogie avec la démarche d�identi�cation classique, il

est donc plus judicieux d�élaborer un critère de sélection propre au mélange de modèles de

séries chronologiques.
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Pour voir l�aptitude de la classe de modèles MPAR-ARCH à la modélisation des séries

chronologiques avec une structure d�autocorrélation périodique, nous avons modélisé la série

des rendements quotidiens de l�indice S&P 500 qui a été déjà étudié par Wong et Li (2001).

Le modèle MPAR-ARCH obetnu est comparé au modèle MAR-ARCH de Wong et Li

(2001).

Le modèle MPAR-ARCH peut être généraliser dans plusieurs directions. En e¤et, nous

pouvons généraliser le modèle au cas multivarié. Nous pouvons également envisager d�autres

lois que la loi normale, par exemple la loi de student, la loi exponentielle, la loi gamma et la

loi Weibull, dans la dé�nition du modèle MPAR-ARCH.
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