UNIVERSITE DESSCIENCESET DE LA THECHNOLOGIE

HOUARI BOUMEDIENE
USTHB/ALGER

FACULTE DE MATHEMATIQUES

THESE

Présentée pour |’ obtention du gradede:

Magister en mathematiques
Spécialité : Systemes dynamiques

Par
Mohamed El-Amine TALBI

SUJET

SYSTEMESDYNAMIQUESSUBSTITUTIFSET APPLICATIONS

Soutenue publiguement le 18 décembre 2003 devant le jury composé de:

Mr BEBOUCHI Rachid Professeur USTHB

Mr ZEGHIB Abdel ghani Directeur de recherches CNRS Lyon, France
Mr KESSI Arezki Professeur USTHB

Mr DJEBALI Smail Maitre de conférences ENS Kouba, Alger

Mr AROUCHE Abdelwahab  Chargé de cours USTHB

Président
Directeur de thése
Examinateur
Examinateur
Examinateur




A mon pere.



Remer ciements

Avant tout, je remercie Abdelghani Zeghib d'avoir accepté d’ étre mon
directeur de these, de son soutien, d’avoir toujours répondu présent
bien qu’il soit en France et surtout de sa patience. Ce travail est loin
d étre ce qu’il espérait de ma part mais cela reste toujours un grand pas
pour moi dans le domaine de larecherche.

Je remercie tous les membres de mon jury pour avoir, d une part
accepté d étre président et examinateurs et d’ autres part pour leur
aide: Mr Bebbouchi pour la documentation, Mr Kessi pour les
logiciels, Mrs Djbali et Arouche de m’avoir propose leur aide.

Je remercie aussi toute |’ équipe du laboratoire de systeme dynamique
Yazid, Mohamed ... pour ne pastous les citer.

Ces remerciements seraient incomplets s je ne remerciais pas mon
grand pere, mon pere, mes fréres et soeurs et ma mere a qui je dois
beaucoup.



INTRODUCTION

Substitution, un objet combinatoire qui fait correspondre a chaque lettre d'un
alphabet fini un mot non vide sur cet alphabet. Cette notion est apparue pour
la premiere fois en 1963 ( W. H. Gottschalk, Substitution minimal sets.Trans.
Amer. Math. Soc. 109 (1963), 467491), elle permettait de définir le ” Morse
minimal set ”, car Morse en 1921 construit une suite qui s’avéra étre point
fixe de substitution pour montrer I'existence de géodésiques récurrentes sur
des surfaces a courbure négative, On rappelle qu'une géodésique vy est dite
réccurrente si, pour tout € > 0, il existe L tel que pour tout segment S de
v de longueur supérieure a L tout point de 7y soit a au plus € de S. Cette
substitution est de longueur constante car 'image de chaque lettre a méme
longueur. Un autre exemple significatif est la substitution de Fibonacci con-
struite aussi sur un alphabet a deux lettres mais qui est de longueur non
constante. Les substitutions font partie de 'une des deux classes distinctes
des systemes dynamiques symboliques, 'autre étant la classe des sous shift
de types finis d’entropie strictement positive alors que les systemes substitu-
tifs ont une entropie nulle.

Notre travail se résume comme suit :

Un historique sur Fibonacci et Morse est présenté dans la premiere section
du premier chapitre. Puis dans la deuxieme section, on introduit les systemes
dynamiques substitutifs et ceci par I'étude des deux suites de Morse et de
Fibonacci. On commence par donner les définitions classiques sur les sub-
stitutions ainsi que leurs propriétés : Primitivité, matrice d’incidence, au-
tomate et on les classe en deux catégories : les substitutions de longueur
constante telle que la substitution de Morse, et celles de longueurs non con-
stantes comme la substitution de Fibonacci. Dans la troisieme section on
énonce différentes propriétés (arithmétiques et combinatoires) de ces deux
suites. Dans la quatrieme section on définit ’espace associé a une substitu-
tion ; topologie, métrie, caractérisation des éléments, langage par les mots,
fonction de complexité ...

Nous donnerons aussi la définition de I'entropie topologique en fonction de la
complexité, puis nous donnerons le calcul dans le cas de Morse et de Fibonacci
ainsi que la généralisation. Dans la cinquieme section on définit les systemes
dynamiques substitutifs en mettant ’accent sur I’étude de la minimalité de



ces systemes et en montrant I’équivalence entre la minimalité des suites et
les systemes associés, d’abord en étudiant la minimalité de la suite de Morse,
puis la généralisation aux systemes dynamiques substitutifs primitifs. Pour
la sixieme section on parlera de la notion d’unique ergodicité, on étudiera
d’abord un cas particulier celui de la substitution de Morse (en passant par
la définition de la mesure dans le cas général) puis la généralisation aux sub-
stitutions primitives qu’on appliquera a la substitution de Fibonacci. Dans
la section sept nous parlerons brievement de chaos. Enfin dans la derniere
section nous donnerons la représentation géométrique de la substitution de
Fibonacci qui est le codage de rotation d’angle de valeur le nombre d’or alors
que la substitution de Morse est une extension de I'odometre dyadique. Nous
terminerons par quelques remarques et commentaires.

Dans le chapitre deux nous commencons par quelques rappels sur la géométrie
hyperbolique, la représentation symbolique et quelques théoremes classiques,
puis nous définissons un ensemble de suites symboliques nécessaire au codage
des géodésiques. Apres une introduction sur le codage du pantalon hyper-
bolique et un résumé sur la méthode de Morse avec des références sur la
méthode d’Artin, nous expliciterons la méthode de Caroline Series. Pour
cela, nous donnerons les différents outils nécessaires ; expansion frontiere,
suite de découpage et représentation des géodésiques.

En conclusion nous ferons un survol sur les systemes dynamiques substitutifs
d’une maniere générale. Celui ci combine historique et acheminement des
travaux sur des domaines différents tels que :

Systemes dynamiques symboliques et théorie ergodique.

La théorie des automates, logique, arithmétique et théoreme de Gobham.
Théorie des langages formels (DOL systeme, décidabilité et complexité de
langage).

Théorie des nombres (transcendance et séries formelles).

Géométrie (pavages et fractales).

Groupes de dimensions et diagramme de Bratteli.

Physique théorique (quasi cristaux et opérateurs discrets).

Un grand nombre de documents sont donnés comme références.



Tabledes matieres

CHAPITRE1 INTRODUCTION AUX SYSTEMESDYNAMIQUES
SUBSTITUTIFS

1-1 HISTORIQUE :
SUItede FiDONACC ... . e
SUITEAE IMOISE. ..ot e e e

1-2 INTRODUCTION AUX SUBSTITUTIONS :
Construction delasuitedeMOorse .......ccooevvvviiiii i,
SUDSHITULION. .. i e e e e e e e e e e e
PrimitiVItE. ..o
Matrice d INCIdENCE. ..ot e e

Automate associé aune SUbSLtUtion .......ccoveveeve e,

1-3 QUELQUES PRORIETES DES SUITES DE MORSE ET DE
FIBONACCI

Systemes de NUMEration ..........ccevveiveiieiie e e e e,

AULTES PrOPriEteS ... ee e e

1-4 L’ ESPACE ASSOCIE A UNE SUBSTITUTION MUNI DU SHIFT

L SNt e

L1000 oo | =
1Y (= P
Fonctionde complexité ..........ccovvvieiie i,
LaANQAOgE ... et e

ENtrOPIE. .. et

1-5 SYSTEMES DY NAMIQUES SYMBOLIQUES SUBSTITUTIFS
ASSOCIESA UNE SUITE ................

Caractérisation desélémentsde X, ......ocovvvveiiiieeiineennnn.
Etudedelaminimalité. .. ... ..o
AFFITMALIONS ..o

1-6 NOTION D’UNIQUE ERGODICITE :

CasPartiCUlIEr ... e e e e e e e
Généralisation aux substitutions primitives.......................

1-7 SYSTEMES SUBSTITUTIFSET CHAOS........o o

1-8 REPRESENTATION GEOMETRIQUES DES SUBSTITUTIONS DE

FIBONNACCI ET DE MORSE.

FIDONACC . .. e et e e e e e e e e e e e
1Y 0] <

13
14

16
16
17
17
18
18

19
19
20
21

22
24

25

26
29



CHAPITRE 2 APPLICATION : Codage du pantalon hyperbolique

2-1 QUELQUES NOTIONS DE GEOMETRIE HY PERBOLIQUE ET

RA PPEL S ... 34
2-2 INTRODUCTION . .. ottt e e e e e e e e e e eeaan 36
2-3CODAGE DU PANTALON . ..ot e e e e e e e e 38

Expansion frontiére ..........coooviiiiiiiiiici e 41

Suites de découpages.........vovveviviiie i, 41
Représentation des géodésiques................ccovveeennenn.. 43
CONCLUSION ettt st e s sne e sae e e snneeennes 47



CHAPITRE 1

INTRODUCTION AUX SUBSTITUTIONS



1.1 HISTORIQUE

1.1.1 Suite de Fibonacci

Léonardo de Pise dit Fibonacci (1170 environ-1250 environ), a rejoint son
pere Bonacci a Bejaia durant son enfance juste apres le traité de paix en-
tre les deux villes. Il étudia les travaux algébriques d’EL KHAWARIZMI
avec son maitre 7 admirable 7 comme il le décrit lui-méme, il s’agit d’un
certain Cheikh Omar, il apprit les différents systemes de calcul ; I’algebre, la
géométrie... A son retour a Pise il publia en 1202 son fameux livre ” Libérer
abacci ”ou il compare le systeme de numération romain a celui des arabes, le
considérant plus avancé. Il introduit la numération positionnelle en utilisant
les chiffres arabes, c’est le premier grand mathématicien européen a I’adopter
et a le vulgariser aupres des scientifiques. Mais tout cela était mal vu par les
autorités locales, a titre d’exemple en 1209 Florence a interdit 1'utilisation
des chiffres arabes par les banquiers. Son livre contient aussi la plupart des
résultats connus des arabes en algebre et arithmétique (racine...) Il donna
aussi une liste de problemes d’algebre avec 12 énigmes, et aussi le premier
probléeme de démographie :

Un couple de lapins arrive seul sur une ile, chaque saison le couple re-
produit un nouveau couple, on admet que la grossesse dure une saison et que
la maturité est atteinte au bout d’une autre saison, on suppose aussi que les
lapins ne meurent jamais et ne deviennent jamais stériles.

Question du pisan :
quelle sera la taille de la population au bout de n périodes ¢

La taille de la population, année aprés année, est donné par la suite de
Fibonacci, cette histoire de lapins n’était qu'un moyen pour introduire le
nombre d’or dont Fibonacci était féru. En 1220 il publia practica geome-
triae. En 1225 il publia liber quadratorium (résolution de problemes ; la
racine de % + 1 etc..

Pour répondre a la question de Fibonacci on suppose la population d’une
année donnée en individus matures et immatures. La population mature est
égale a la population totale de 'année précédente, puisque les immatures
seront arrivés a maturité et que les matures ont survécu. La population



immature est égale a la population mature de I'année précédente qui I'a en-
gendrée, donc a la population totale de deux ans auparavant La population
totale de I'année est ainsi la somme des populations totales des deux années
précédentes, en partant du couple initial qui a débarqué dans l'ile a sa nais-
sance, on calcule facilement la population année aprés année 1, 1, 2, 3, 5,
8, 13, 34,55,... cette suite tend vers une progression géométrique ayant pour
raison le nombre d’or.

1.1.2 Suite de Morse

Harold Calvin Marston Morse (1892-1977) ; mathématicien américain né a
Waterville (massachusssetes). Il fit ses études supérieures a Harvard, ou il
fut I'éleve de G.B Birkoff. Il était parent de Samuel F.Morse, 'inventeur de
la télégraphie.

En 1921 il utilisa un objet combinatoire qu’'on appelle substitution (cf 1-2)
pour construire des géodésiques non fermées sur des surfaces. Il construisit
une suite minimale non périodique sur I'alphabet {a,b} (il fait un code a la
géodésique par une suite infinie de 0 et de 1 cf chap 2). Cette suite est aussi
appelée suite de Morse -Thues -Prouhet, car le premier mathématicien qui
a étudié cette suite est E.Prouhet, en 1851 pour résoudre le probleme suivant :

Etant donné deux entiers ¢ et r, trouver un nombre infini de suites de ¢"
nombres, chaque suite pouvant étre divisée en ¢ ensembles de ¢"~! éléments
tels que pour tout entier k < r, la somme des puissances k™ des éléments de
chaque ensemble est la méme. Si ¢ = 2 la solution du probleme de E.Prouhet
est donnée par la suite de Morse.

Thues quant a lui étudia en 1907 la combinatoire du point fixe de la substi-
tution de Morse dans le cadre d’étude des suites sans facteurs carrés.

Proposition : U la suite de morse, la suite définie sur l'alphabet par
Vo = U,_1 — U, est sans facteurs carrés ( cf 1.3.2 propriété 1.5).



Définitions

Systéme dynamique
Un systeme dynamique (X, T") est la donnée d’une application continue
T : X — X de I'espace métrique X dans lui meéme.

Remarque :

L’objet principal de I’étude des systemes dynamiques symboliques est 1’étude
des orbites des points, elle sont obtenus en itérant plusieurs fois 'application
T, i.e la composée de T avec elle-mme avec des temps n, et T"(x) est 'orbite
d’un point x de X :

Clest {...,T*(x), T Y (x),z,T(z), T?(x), ...} quand T est inversible, et {z, T'(z), T*(z), ...

quand T ne l'est pas.

Systéme dynamique symbolique

Un systeme dynamique symbolique est le couple (2,7"), ou :

- est un fermé de AN (I'ensemble des suites infinies indéxées par N et
définie sur un alphabet fini A qui est un ensemble de lettres).

-T est la restriction du décalage (I'oublie de la premiere lettre de la suite).

Mot
Un mot est une suite finie d’éléments de A.

Concaténation
La Concaténation de deux mots v = vy..0, et w = wy...ws est le mot
VW = Vy1...0,W1 ... Ws.

Si v = vy...0,, r est la longueur de v, notée |v|.

Un mot v = v;...v, apparait a 'indice m dans une suite (x,), ou dans un
mot xg...Ts Sl Tpy = V1, vy Typppr—1 = Uy

2



1.2 INTRODUCTION AUX SUBSTITUTIONS

1.2.1 Construction de la suite de morse

Soient (A,), et (B,), deux suites sur l'alphabet a, b définies par :

AO =a Ar+1 = Ar~Br
By = b etVr>Oona{ By = B A,

Si on note l'alphabet {a,b} par A, A* I’ensemble des mots finis de A, la

loi étant la concaténation, elle est associative et a pour élément neutre le

mot vide €, ’ensemble A* est alors un monode libre. la suite A, est bien

définie et admet une limite dans {a,b}* U {a, b}, cette limite est notée U,
U = abbabaabbaababba....

De plus Vr > 0, A, est égale a la suite B, modulo I’échange de lettres a et b

et Vr > 0,|A,| = |B,| = 2" ou |A,| désigne la longueur du mot A,..

1.2.2 Substitution

Définition : Une substitution est un objet combinatoire qui fait correspon-
dre a chaque lettre d’un alphabet fini un mot fini non vide sur cet alphabet.
C’est-a~dire on substitue un mot a une lettre. C’est aussi la donnée d’une
direction o : A — A, elle s’étend a un morphisme par concaténation :
o(ww') = o(w)o(w'), o w et w' sont des mots de A, et de maniére

naturelle & une application de A",
La premiere substitution a été étudiée par Prouhet-Thues-Morse, elle est
définie par :

o1(a) = ab

01 (b) = ba

Remarque : L’ordre est important car si par exemple on prend oy (a) =
ab et o1(b) = ba on obtient une suite ababababab... périodique et on verra
plus loin que la suite de Morse ne l'est pas.

Si a est une lettre telle que o(a) commence par a et |o(a)| > 2, alors il
existe un unique point fixe U de ¢ qui commence par a.
La substitution de Morse est de longueur constante 2 car la longueur de



I'image de chaque lettre est de longueur 2.

Un n-mot est soit o™(a) soit o”(b).

La suite de Morse U s’obtient comme la limite de o7 (a), il est clair qu’elle
converge dans {a,b}* U {a,b}". C’est le point fixe de la substitution qui
commence par a, définie sur {a, b} par o1(a) = ab et o1(b) = ba

U =1lim,,_ 1 0} (a) et vérifie o1(U) = U.

U= UogU1Us....

Exemple de substitution de longueur non constante ; substitution
de Fibonacci :

C’est la substitution définie sur I'alphabet {a, b} par : { o2(a) = ab

o9(b) = a

La suite de Fibonacci noté F' est 'unique point fixe de la substitution de
Fibonacci.

On a F' = abaababaabaab....

Elle n’est pas de longueur constante car og(a) est de longueur 2 alors que
o2(b) est de longueur 1. La longueur de 0% (a) est le n**™ nombre de Fibonacci
F,, donné par la formule de récurrence :

=1
Fl == 2
Fn+1 = Fn —|—Fn,1,Vn 2 2

1.2.3 Primitivité

Une substitution est dite primitive si elle mélange suffisamment les lettres.

C-a-d : 3h tq o”(a) contient une occurrence de b pour tous couples (a, b)
dans A x A, cela revient a dire aussi que les coefficients d’'une puissance de
la matrice associée sont tous positifs.



1.2.4 Matrice d’incidence

M, la matrice est définie par (i,j) = |o(a;);| ; c’est le nombre de présence
de a; dans o(a;), avec a;, a; des lettres de alphabet {a, b}.

Exemples :
1- Pour la suite de Fibonacci :
11
Mo, = 1 0

Sa valeur propre dominante est le nombre d’or @ = (1 + v/5)/2.

2-Pour la suite de Morse :

11
Moy =11 4

Sa valeur propre dominante est sa longueur qui vaut 2.

Remarque 1
Pour toute substitution de longueur constante, la valeur propre dominante
associée a sa matrice d’incidence est égale a sa longueur.

Remarque 2

La primitivité des substitutions peut aussi étre définie a partir de la matrice
d’incidence.

En effet une substitution o est primitive si et seulement si, il existe un entier
k tel que la puissance k™ de la matrice M, a ses coefficients strictement
positifs.

Les matrices irréductibles (en particulier primitives) satisfont le théoreme de
Perron-Frobenius :

Soit M une matrice irréductible positive, alors M admet une valeur propre «
strictement positive, qui est dominante en module ; si A est une autre valeur
propre alors o > ||

La valeur propre « est simple et il existe un vecteur propre aux coordonnées
positives associées a a.

De plus si M est primitive, alors a est strictement dominante en module ;
a> Al .

Il existe aussi une autre classe de substitutions ; ce sont les substitutions



de type Pisot définies par :

Les valeurs propres sont toutes non nulles et de module différent de 1, et que
seule la valeur propre dominante est de module supérieur a 1.

Cette valeur propre dominante est appelée nombre de Pisot.

On a aussi le théoreme : une substitution de type Pisot est primitive.
Pour la démonstration ainsi qu'une étude détaillée on renvoie a [Sei].

1.2.5 Automate associé a une substitution

k entier > 2

Définition : Un k-automate consiste en la donnée de :
-Un ensemble fini S nommé état, un de ces états est appelé état initial et est
noté i.
-K bords orientés appelés applications transitions de ’ensemble des états S
dans lui-méme, étiqueté par des entiers entre 0 et k£ — 1.
-Un ensemble Y et une application de S dans Y appelée application sortie.

Automate : Une suite U,, a valeur dans Y est dite k-automatique si elle est
générée par un automate comme suit : Soit ZLO nik', nj # 0le développement
de 'entier n dans la base k.

Partant de I'état initial, on alimente I'automate avec la suite ng, n1, ng, ..., n;
(les chiffres sont lus dans l'ordre croissant des présences) ; apres avoir fait
cela, cet automate est a I’état a(n) ; alors on pose U, = ¢(a(n)).
L’automate est alors dit alimenté par lecture inverse.

On donne aussi une autre définition de la k-automaticité en lisant les chiffres
en sens inverse en commengant par le chiffre le plus important (c-a-d com-
mencant par n;) mais on voit facilement que les deux notions sont équivalentes.
L’automate est alors dit alimenté par lecture directe.

Dans la définition de I'automate direct on ajoute souvent la condition suiv-
ante : Le bord (arréte) 0 applique 1’état initial sur lui-méme.

Remarque : Un automate est considéré comme une machine a produire

10



les suites mais n’est pas pratique comme machine a reconnaitre les langages.

Projection lettre-a-lettre : Soit une application d’un alphabet fini A
dans un autre alphabet fini B, elle s’étend naturellement a une application
de A* U AN dans B*U BY cette application est appelée projection lettre-a-
lettre.

Caractérisation :

Une suite U est k-automatique si et seulement si U est 'image par une pro-
jection lettre-a-lettre du point fixe d’une substitution de longueur constante
k.

Pour la preuve, on considere I'automate par la lecture directe : L’image par
la projection lettre-a-lettre du point fixe de la substitution de longueur con-
stante est générée par un automate dont I’ensembles des états est 'alphabet
de la substitution ; 'application transition est donnée par la substitution et
I’application sortie par la projection P.

11



Représentation graphique

1) On associe alasuite de Morse le graphe suivant :

OB O”

En fait ¢’ est un 2-automate d’ étape initial a et d’ application sortie id{a,b}

2) On associe ala suite de Fibonacci le graphe suivant :

Remarque: On définit aussi lareconnaissabilité d’un language par les automates



1.3 QUELQUES PRORIETES DES SUITES
DE MORSE ET DE FIBONACCI

1.3.1 Systeme de numération

Morse

Soit N; = {n tq la (n + 1)*™¢ lettre soit 7,7 € {a,b}}
N, = {0,3,5,6,9,10,...}
Ny ={1,2,4,7,8,11,..}

Proposition 1.1 : Soit n € N, on note Sy(n) = Y n; sin = 3 n2";
>0 i>0

n; € {0,1} le développement dyadique de n, on a alors :
N, = {n € N; Sy(n)paire} et N, = {n € N;Sy(n)impaire}.

Preuve : N, = {n € N;Sy(n)paire} et N, = {n € N;Sy(n)impaire}

forment une partition de N, par induction (récurrence) sur r on montre
(P,):{ne N,

et n < 2" = Sy(n)paire } et {n € N, et n < 2" = Sy(n)impaire}

Supposant n € N, et considérant (P,) vraie, montrons (FP,;1) :

Soit m tq 2" < mn < 2"l alors n = 2" +n' avec n’ € N, et n’ < 2" par la

construction A, = A, B, (cf introduction aux substitutions)

So(n) = S2(2") 4+ Sa(n') = 1 4+ Ss(n') n’ € Ny et n' < 2"= Sy(n') impaire

d’ou le résultat.

Fibonacci

On note : F, I'ensemble des entiers n tel que la (n + 1)“™lettre soit a,
Fy, Tensemble des entiers n tel que la (n + 1)*™ lettre soit b.
F,={0,2,3,5,7,8,10,11,13,15, ...}

F,={1,4,6,9,12,14,17,19,22,25, ...}

Proposition 1.2 :

F, = {n € N; Fib(n) € {0,1}*71 x {0}}
F, = {n € N; Fib(n) € {0,1}*71 x {1}}.

13



Preuve : F = lim,_, ., 04(a), |o5(a)| = F,, 05" (a) = o}(a)os (a),Vr > 1

ce qui implique que si :

fib(n) = ug...up alors n € F, si et seulement si n — Fj, € F, comme 0 € F,
et 1 € Fy en déduit que n € F, (resp n € Fp) si et seulement si n, = 0 (resp
Ng = 1)

Proposition 1.3 : Tout entier positif n peut s’écrire de maniere unique
comme n = ;)nZFZ avec n; € {0,1} ; n;n; 1 =0, Vi > 0.

(]
Preuve : Existence de la décomposition :
Par récurrence n = 0, n = 1 vraies.
Supposons la propriété vraie Vn < Fi(k > 2) si F, <n < Fyi1 = F, + Fy1
alors n — Fj, < Fj_1, I’hypothese de récurrence implique n — Fj, = ;:02 n; F;
d’oun=F; + Zf;oz n; F;.

Remarque :
Si (’I"L(), ,nk) S {O, 1}k+1 et nyn;11 = O,VZ < k alors Z;C:O n I < Fk+1.
la preuve se fait aussi par récurrence : Sing =1 alors ni_; =0 et

Zf:o nF;, = I}, + Zf;oz n; F; d’ou si on suppose que Zf;g n; F; < Fj_1 on
aura Zf:() nF, < F, +F,_1 = Fk+1.
Montrons maintenant 1'unicité :
Supposons SF . Fy = SE  nlF! o ng,nl € {0,1} et nniyy = ninl,, =
0,Vi > 0 pour simplifier (les termes de haut) on peut supposer ny = 1,n) =0
et n; = n, = 0 pour i > k ce qui implique que go n;F; > Fy et d’apres la

(2

remarque précédente que Y. niF; < Fj ; contradiction.
i>0

k

Définition : Soit n = Y n;F; avec np = 1,n; € {0,1} et n;n;; = 0
i=0

Vi <k

Le développement de Fibonacci pour 'entier positif n est :

Fib(n) = ngng_1...ng € {0, 1}

1.3.2 AUTRES PROPRIETES

Suite de Fibonacci :
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(~1)n !

———— =« — 1 ou « est le nombre d’or.
Fp Fri

Propriété 1.1 : >

n>1

Suite de Morse :

Propriété 1.2 : wuy, = u, et us,y1 = 1 — u,, et au rang k2" la suite
présente toujours un n-mot : 0" (a) si ux = a , 0"(b) si uy = b.

Preuve : us, = u, car Sy(n) et S3(2n) ont la méme parité et on applique
la proposition 1.1.

Propriété 1.3 : Dans la suite de morse il n’existe pas de mot de la forme
V'V avec v la premiere lettre de U.

Preuve : Posons |U| =1

Supposons [ impair et qu’il est a une place impaire :
U = vl|aiby|...|apb,| (out les barres indiquent la séparation entre deux mots
présents au rang 2k dans U), le mot de la forme |agv|aibi...|.b,v|, (apUUv)
doit étre dans la suite de Morse avec 'indication de la position des barres.
ap+v =a1+b = ... = a,+b,etvta; =bi+ay = ... =b,+v =1a;11+biy1 =
aip1+b =a;+b,i=1,..(p+1)ay =as = ... = ap,a0 = ay = b,, by = ... = b,
ce qui est impossible car V =1 ou V = 0.

Si [ est impair et UUv apparait a un rang pair 2k alors :
u = |vby|.agbs]...|apb,| , si v = vas...a, et S(u'u'v) apparait dans la suite de
Morse a la position 2k et donc u/u'v sera présent a la position k (S(U) = U,
S injective) v est la premiere lettre de u' est la longueur de u’est strictement
inférieure a [, en continuant on aura |u| = 1 mais 111 et 000 n’apparaissent
pas dans U.
Les deux cas restants se traitent de la méme maniere (mutadis mutandis ; en
changeant ce qu’il faut).

Conséquence : Deux occurrences du méme mot dans la suite de Morse
sont forcément disjointes.

Propriété 1.4 : Dans la suite de Morse tout mot de longueur inférieure

ou égale a 5 a une unique décomposition en 1-mot, pouvant commencer par
la derniere lettre du 1-mot et se terminer par la premiere lettre du 2-mot.
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Preuve : Il y a une unique facon de mettre les barres, c¢’est vrai si notre mot
contient 00 ou 11, comme ils ne peuvent étre entre deux barres donc il doit
y avoir une barre au milieu, sinon le mot doit contenir 01010 ou 10101 mais
|01]01]0 ou 0]10|01] n’apparaissent par car 010101 et 101010 n’apparaissent
pas.

Le mot 10101 n’apparait pas pour les mémes raisons.

Propriété 1.5 : Soit U la suite de Morse, la suite V' définie sur I'alphabet
fini {—1,0, 1} par v, = up 41 — u, est sans facteur carré.

Preuve : Si le mot aj...ara;...a; est présent a la place ¢ dans v alors
aj+...+ap = 0, et comme ugy; —u; = 2(a;+...4+ay) est dans {—1,0, 1} mais
ceci implique que pour e € {0, 1} le mot e(e + ay)...(e + a; + ... + ax—1)v(e +
aj + ... + ap_1) est dans U ; contradiction.

1.4 L’ESPACE ASSOCIE A UNE SUBSTI-
TUTION MUNI DU SHIFT

1.4.1 Le shift (décalage)
Cest application T : {a,b}¥ — {a, b}V définie par T' ((U)nen) = (Ups1)nen-
Exemples :
1-Pour la suite de Fibonacci : T(F') = T'(abaabab...) = baabab...
T*(F)=T(T(F)) = aabab...

2-Pour la suite de Morse : T'(U) = T (abbabaab...) = bbabaab...
T>(U) =T(T(U)) = babaab...

1.4.2 Topologie

L’ensemble {a, b} est muni de la topologie produit des topologies discretes
définies sur A.
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Définition : Si w = wy...w,, le cylindre [w] estl’ensemble :
{z € Xy;x0 = wo, ..., x, = w, }.

1.4.3 Meétrie

{a,b}" est un espace maétrisable par la métrie : d(u,v) = 2~ min{neNunrvn}
ou (u,v) € AN x AN siu # v, et d(u,v) =0 si u = v.

1.4.4 Fonction de complexité

Définition : La complexité est une fonction qui mesure le désordre pour
une suite, elle prend ses valeurs dans I'alphabet fini, a valeurs entieres py(n)
c’est le nombre de mots de longueur n qui apparaissent dans la suite U.

Exemples :

1- La suite de Fibonacci est de complexité n + 1 ( cf lemme 1.8).

C’est une suite sturmienne : elle a la plus petite complexité possible pour
une suite non périodique.

Définition : Les suites sturmiennes sont des suites de complexité n + 1.

2- Pour la suite de morse U, on a : py(1) = 2,py(2) =4 et pour n > 3 :
sin=2"+q+1,7r>0,0<qg<2 alors: py(n) =62""14+4¢si0<q<2!
et py(n) =821 +2¢si 2t < g <2

On déduit aussi que py(n) < 4n.

Preuve : Sin > 4 la propriété (propriété 1.4) implique que p,(n) =
po(n) + p1(n), ot po(n) est le nombre de mots de longueur n débutant juste
apres la barre, et p;(n) juste avant.

Soit n = 2k + 1 et w un mot de longueur n ; si w est dans la premiere
catégorie, w = |ayby|...|axbg|ars1, a; +b; = 1, et il y a autant de mots que les
mots ag...ag+1, d’ott po(2k + 1) = py(k + 2).

De la méme maniere py (2k+1) = py(k+1), po(2k) = pu(k), p1(2k) = pu(k+1)
les premiere valeurs peuvent étre calculées a la main.
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1.4.5 Langage

L(U) est 'ensemble des mots de AV présent dans U.
C’est le langage de U, et L, (U) est 'ensemble des mots de longueur n.

1.4.6 Entropie topologique

On définit I'entropie topologique pour une suite U par :
Hiop(U) = limy, 1 oo M avec d = cardA.

Applications :

Suite de Fibonacci : py(n) = n + 1,d = 2 (d’apres le lemme 1.8) d’ou
Hyop(U) = 0.

Suite de Morse : py(n) < 4n, d =2 d’ou Hy,,(U) = 0.

Généralisation : Tout systeme substitutif primitif est d’entropie nulle.
Pour le démontrer on utilise le lemme suivant :

Lemme 1.1 : Si o estune substitution primitive, la complexité de son point
fixe U est sous-affine.

Preuve : La primitivité implique que MF¥ a tous ses coefficients positifs, et
donc, par le théoreme de Perron-Frobenius, M, a une valeur propre stricte-
ment positive 6, simple, et telle que 6§ > || pour toute autre valeur A\ propre,
et comme M, est a coefficients entiers, on a 6 > 1, donc in fycaloPal — +00
avec p ; pour tout n € N, on peut trouver p tel que infaeA|ap’1a| <n<
infaEAlapa"

D’apres le théoreme de Perron-Frobenius ; si p est assez grand, c6? < infocaloPa| <
dor.

Tout mot de longueur n est contenu dans un o”a ou un o?(ab) ; & a et b fixés,
il y au plus |0”(a)o?(b)| tels mots de longueur n, repérés par la position de
leur premiere lettre ; il y a au plus K choix possibles de a et b.

Donc p(n) < 2Kdf° < 2Kdc™*0n pour n assez grand. CQFD
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On remplace cette derniere formule dans la définition de ’entropie, on ob-
tient le résultat.

Remarque :

En fait ce qui différencie les sous shift de type fini aux systemes substitutifs
c’est ’entropie, qui est strictement positive pour les premiers et nulle pour
les seconds.

1.5 SYSTEME DYNAMIQUE SYMBOLIQUE
ASSOCIE A UNE SUITE U

Définition : Le systeme dynamique symbolique associé a la suite U et a
valeurs dans A est le systeme (6(U),T) ou 0(U) C AN est la cloture positive
de l'orbite de la suite U sous l'action du shift, c-&4-d : {T™(U),n € N}.

On note O(U) par Xy .

Proposition 1.4 : Xy est un espace compact et T' : Xy — Xy est une
application uniformement continue.
Les cylindres sont ouverts et fermés et forment une base de Xy.

Preuve : L’ensemble AV est compact et Xy est un ensemble fermé donc
compact.

Comme d(T'(x),T(y)) < 2d(z,y) le shift est donc uniformement continu.
Ceci implique que si z = lim,, . o T *(U) alors T (z) = lim,, o, T *+1(U)
et Tx € Xy.

Si le cylindre [w] est non vide, soit x dedans, [w] s’identifie & la fois, a la
boule ouverte {y;d(x,y) < 27"} et a la boule fermée {y;d(z,y) > 27"},
d’ou la derniere assertion.

1.5.1 Caractérisation des éléments de X,

Les assertions suivantes sont équivalentes :
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)z € Xy, x = zor122...
(i) il existe une suite k,, telle que zg...x,, = uyg,,...uy, +n, pour tout n >0
(iii) L, (x) C L,(U) pour tout n.

Preuve : (i) est équivalente a d(z, T*(U)) < 27" pour une certaine suite
k., et donc (ii).

(ii) implique (iii) car un mot présent dans = doit étre présent dans xg...z,
(iii) implique (ii) car ...z, est dans L,1(U)

1.5.2 Etude de la minimalité

Définition 1 : Le systeme (X, 7T) est minimal si les seuls ensembles fermés
EC X telque T (F) C E sont X et ¢.

Ce qui implique : Pour tout point € X, l'orbite {T"(z),n € N} est dense
dans X.

Définition 2 : Une suite est dite minimale ou bien uniformément récurrente
si chaque mot présent dans U est présent une infinité de fois dans des lacunes
bornées, c’est a dire qu’il a des temps de retour a sauts bornés :
Vi<j,dse€ NitgVndmin <m <n+stq: u= tp, ..., Uj = Upi(j—1)

Ou bien : pour tous facteurs w facteur de U ds tq Vn, w est facteur de
UpeoUpps1-

Proposition 1.5 : Le systéme (Xy,T) est minimal si et seulement si la
suite U est minimale.

Preuve : Si U est minimale, on sait que x € Xy, U a une orbite fermée, qui
doit étre dans X, 'orbite fermée de = d’ou X, = Xy.

Si (Xy,T) est minimal pour z € Xy, Uorbite fermée X, est égal Xy, d’ou U
est dans X, et L,(U) C L,(x) et pour tout n on a Xy = U 3T "[w].
Maintenant si w est présent dans U, il doit étre présent dans tous x € Xy
ce qui implique Xy = U, 2T "[w], d’ott par compacité Xy = Ub_, T " [w]
donc pour tout k > 0 S¥(U) € UL_, T~ "w] ce qui revient & dire que w est
présent dans U une infinité de fois dans des lacunes de longueur max n;.
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1.5.3 Affirmations

Proposition 1.6 : La suite de Morse M est minimale.

Preuve : Soit w un mot quelconque dans U, il exit m tq w est présent
a une place entre 0 et 2™, donc dans o7*(a), mais o}"(a) est présent dans tout
m + 1 — mot, donc une infinité de fois dans U (en shiftant) avec des sauts
bornés par 2™+ et donc de w d’olt U est minimale.

Proposition 1.7 : La suite de Morse n’est ni périodique ni ultimement
périodique.
On rappelle qu'une suite est dite :

-Périodique, si chaque facteur revient une infinité de fois.
-Ultimement périodique, si Ing,3t € N;Vn > ng on a u, = Upi¢.

Preuve : Il suffit de montrer que la suite n’est pas ultimement périodique
(car périodique implique ultimement périodique).

D’apres la (propriété 1.2) ug, 1 # u, donc n+ 1 n’est pas période (si non
Ugnt1 = Unt(nt1) = Un contradiction). Vng € N,Vp € N,3n > ng tq (n+ 1)
multiple de p donc n + 1 = kp, Usni1 = Upi(nt1) = Ungkp = Up, Si p est
période on aura donc ug,,1 = u,, absurde.

Généralisation aux substitutions primitives

Affirmation 1 :

Proposition 1.8 : Si ¢ est une substitution primitive alors son point fixe
W est une suite minimale.

Preuve : 0 est contenu dans tous les ¢*0 donc apparait dans W = o*u
une infinités de fois avec des lacunes bornées : Donc c’est vrai aussi pour
tous les o*1 donc pour tout mot de W.
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Affirmation 2 : La substitution de Fibonacci est primitive donc le systeme
associé est minimal.

1.6 NOTION D’UNIQUE ERGODICITE

Proposition 1.9 : Un systeme dynamique topologique admet toujours une
mesure de probabilité invariante C-a-d : une mesure g sur X (muni de la
tribu des boréliens) telles que u(X) = 1 et u(7Tf) = p(f) pour toute fonction
f borélienne.

Preuve : 1l suffit de prendre pour 4 un point d’accumulation, pour la con-

vergence vague, de la suite de mesures de probabilité u, = n=t 3 dpx,, pour
k<n
un point x quelconque de X .

On peut alors parler de systéme dynamique mesuré (X, 7', ) .

Définition : Un systeme dynamique est uniquement ergodique s’il possede
une unique mesure de probabilité invariante.

c-ied : p (X) = 1etf f(Ta)du(e) = [ f(x)du(x).

1.6.1 Cas particulier : Suite de Morse

Proposition 1.10 : Le systeme dynamique associé a la suite de Morse est
uniquement ergodique.

Preuve : Soit 0, la substitution de Morse, N(w,v) le nombre d’occurrence
du mot w dans le mot v.

N(w,07 (e))

o tend vers

Lemme 1.2 : Pour tous facteurs w quand n — +oo,
une limite f,, indépendamment de e =0 ou e = 1.

Preuve : Nous regardons la quantité N(w,c70)+ N(w,o]1) ; on remarque

que N(w,0{"10) + N(w,07*'1) < 2(N(w,070) + N(w,071)), car o710 =
o001, 071 = 671070 et on a seulement pu oublier des apparitions & cheval
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entre deux mots. Donc 27" 71(N (w, 070)+N (w, 071)), mais 27" H(N (w, o710)
ne differe de la quantité précédente que par les apparitions situées a la
charni¢re entre les deux mots, et leur contribution est au plus 27" 1|w],
et de méme pour 1, donc N(w,ote)/2" — f, pour e =0 oue=1. CQFD
Lemme 1.3 : Sous les mémes hypotheses W
par rapport a k quand n — 400 et pour tout mot w.

— fu uniformément

preuve : Soit v = U... U1 On éerit v = Aol (u;...uj1—1)B, pour un p petit
devant n, avec |[A| =a <2 et |B|=b<2P. Onan+1=a+b+127et , en
vertu de la proposition precedente |N(w, ofu;) — 27 f,, \ < €2p ,sinetp sont

assez grands. Et on a N(w,v) < N(w, A)+ N (w, B)+ Z N(w o)+ 1wl
Le dernier terme, nécessaire a cause des occurrences a cheval entre deux mots,

-1
vérifie [jw|/(n + 1) < |w|/2P N(w,v) > Y. N(w,olu;).
i=j
En divisant ces inégalités par n + 1 et en choisissant p puis n assez grand on

obtient la conclusion désirée.
La convergence uniforme vient du fait que p et [ peuvent étre choisis indépendamment
de k. CQFD

Définition de la mesure : La mesure p est définie par :

p(fw]) = p(T7"[w]) = fu.

Proposition 1.11 : Pour toute suite vérifiant le lemme précédent le systeme
dynamique topologique associé est uniquement ergodique.

Preuve : On définit une mesure p par p(jw]) = pu(T"w]) = fu,, pour
tout mot w et tout n € N.

On vérifie que cette mesure s’étend a toute la tribu des boréliens et est in-
variante par T

Le lemme précedent dit que (1/N) Z Ly (T u) — p(W) uniformément en
7, pour tout cylindre W, on dedult que

(1/N) Z g(T™u) — p(g) uniformément en j, pour toute fonction continue
n=0

g.
Soit  un point de X, = limy_ oo T™u, et (1/N) SNt g(T™ " u) — u(g)
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N—1

quand n — 400, uniformément en k, donc (1/N) ¥ g(T"x) — pu(g) pour
n=0

toute fonction continue g.

Mais s’il existe une autre probabilité T-invariante v la relation précédente et
le théoreme de convergence dominé impose v(g) = u(g) pour toute fonction
continue g, donc p = v.

CQFD

Corollaire : Le systeme (X, T, p) associé a la suite de Morse est ergodique.
i.e : Pour tout ensemble invariant A, u(A) = o0 ou pu(X \ A) = 0.

Preuve : Sinon v(F) = p(ENA)/u(A) définit une autre mesure invariante.

1.6.2 Généralisation aux substitutions primitives

Proposition 1.12 : Pour toute substitution primitive la proposition précédente
reste vraie.

N(e,c™a)

lo™al

Lemme 1.4 : Si ¢ est une substitution primitive alors
n — 400 pour tout a € A et tout mot e d’une lettre.

— f. quand

Preuve : Soit N(v) le vecteur (N(e,v),e € A) pour tout mot v, et soit
M la matrice ((m;;)),i € A,j € A, oum;; = N(j, (7).

On a N(Cv) = M N (v) pour tout mot v, et N(¢"a) = M™N(a) la primitivité
implique que M* a tous ses coefficients positifs, et donc, par le théoréme
de Perron-Frobenius, M a une valeur propre strictement positive #, simple,
correspondant & un vecteur propre strictement positif g, et telle que 6 > |\
pour toute autre valeur A\ propre, et f(("a)/60™ converge vers un multiple g,
strictement positif de g.

De plus, comme M est a coefficients entiers 0 > 1.

Et |("a| est le produit scalaire de N(("a) avec le vecteur h = (1, ...,1) donc
N(¢"a)/|("al — ga/(ga,h), qui est le multiple de g dont la somme des coor-
données vaut 1 , et est donc indépendant de a.

CQFD
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N(w,0"a)

o™l

Lemme 1.5 : Si o est primitive — fu quand n — +oo pour

tout a € A et pour tout mot w.

Preuve : Pour cela on fait apparaitre v = v;...v; comme mot de une lettre

d’une nouvelle substitution primitive (;, sur 'alphabet A; dont les lettres

sont les mot de longueur [ de .

On définit ; si ((v) = y1...Ym €t [Cv1]| = ¢, G(vi..v1) = (Y1--.v) (Y2 Yig1) - (Ygyg + 1 — 1).
On remarque que (" (uo...t—1) = (Uo...U—1) (Ur...U) ... (Ucrug|—1---U|¢crug|+1) €F

donc que cette suite définit un point fixe de §; , Uy = (ug...tuy—1)(Ug...tp).e. (U opg—1) -
(; est primitive : Soient v,w € A; ; dp ; w C (PO par définition de u, et Im ;

0 C ("Mwvy, par primitivité de ¢ ; donc w C ("™*Pvy, donc w est une lettre de

" .

(; vérifie les autres hypotheses, avec ug...u;_1 le zéro de I'alphabet A; ; on

vérifie que |(J'v| = |("v1|, que N(w, (['v) est proche de N(w,(™v;) quand n

est grand et donc le lemme précédent donne le résultat.

CQFD

Retour a la démonstration de la proposition :

Elle est inchangée (comme dans le cas de Morse) a part que |(Pu;| ne vaut
plus 2P. Mais inf,c4 [("a|] — 400, ce qui suffit pour parvenir a la méme
conclusion.

CQFD

1.7 Systemes substitutifs et chaos

On rappelle qu'un systeme (X, T) est dit chaotique s’il vérifie :

i) Pensemble des points périodiques (i.e {w € X;3h > 1 tq T"(w) = w})
est dense.

ii) le systeme est topologiquement transitif (i.e V A, B deux ensembles
non vide de X alors 3k entier tq T*(A) N B # 0).

iii) il vérifie la sensibilité aux conditions initiales ( i.e 3¢ > 0 tq Vz € X,
{Vé >03dy e X,In e N ; d(x,y) <0 et d(T™(x), T™(y)) > €}.
La derniére assertion est en fait une conséquence de i) et de ii) (cf [Ba, Br,

Cal )
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Les systemes substitutifs primitifs ne sont pas chaotiques car ceux sont
des systemes minimaux, donc ils ne possedent pas de points périodiques.
Affirmation
Le systeme associé a la suite de Morse n’est pas chaotique.

1.8 Représentation géométrique des substi-
tutions de Fibonacci et de Morse

Définition : Le systeme dynamique topologique (X,T') est isomorphe au
systeme (X', T") s'il existe une bijection bicontinue ¢ de X sur X’ vérifiant
oT =T'¢.

Lemme 1.6 : Si u et v sont deux suites sur des alphabets finis, et s’il
existe un isomorphisme topologique ¢ du systeme dynamique topologique
associé a u avec le systeme dynamique topologique associé a v, ¢ est un code
fini : il existe ¢ fini tel que (¢(z)); ne dépend que de x;, ...z,

Proposition 1.13 : Le systeme associé a la suite de Fibonacci est un codage
de la rotation R.

R : la rotation irrationnelle d’angle 1 + « sur le tore assimilé a l'intervalle
0, 1].

« : nombre d’or.

Lemme 1.7 : La suite de Fibonacci vérifie u, = 0 si R" € [1 — 0, 1],
up, =1si R"0€[0,1—0[,onf=1+ .

preuve : Soit v la suite définie ci-dessus.

On peut aussi 'écrire v = Tv”, on v”,, = 0 si R"0 € [1 —0,1[, v",, = 1 si
R"0 € [0,1 — 0[, T étant le shift.

Soit I l'intervalle [0,0] et R’ la transformation induite de R sur I, c-a-d
Rz = R"@gx siz € I, on n(x) est le temps du premier retour de x en I,
c-a-d le plus petit n > 1 tel que R"x € I.
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R’ est bien définie et s’écrit éxplicitement :

Stz e[0,1—0n(z)=2,Rr=x+20—1.
Sizxe[l—-0,0,n(zx)=1,Re=x+60—1.

Soit v’ la suite définie par v/, = 0si R0 € [0,1—0], v, = 1si R0 € [1-6,0].
Comparons v’ a v”.

Si n(x) est le temps du premier retour de = en I, no(z) = n(x) + n(R'x) est
le temps du deuxieme retour, n;(z) = n;_1(z) + n(R"'x) est le temps du
i-eme de retour x en I.

Si I'on sait que v} = 0, on sait que R"0 est dans [0,1 — [ ; donc R™(0 qui
est le méme point, est dans [0,1 — @[, R™(9F10 est dans [#,1[C [I — 6,1] est
RMi(9%2() est revenu dans [0, §] donc coincide avec R0 ; on sait donc que
nit10 +n0 = 2, que vy, ) = 1 et que Ux(i)m-l = 0.

Si v} =1, R0 est dans [1 — 6,0 donc R™(°0 est dans [1 —6,0[C [1 — 6, 1],
et R™(9F10 reste dans [0, 4.

On a donc n;1+1(0) +n;(0) = 1 et vy, () = 0.

L’analyse qui précede a permis, a partir de la connaissance de v’, de déterminer
v" entre deux n;(0) consécutifs :

On voit finalement que v” = 790’ oll 7y est la substitution 790 = 10, 751 = 0.
La suite initiale v vaut donc T'7yv’.

On ne change pas v’ si on fait une homothétie de 1/6 ; alors R’ devient la
rotation de 2 — 1/6 = 1 — 6 sur U'intervalle [0, 1].

Et v, =1si R™0 € [0,1], v/, =0si R0 € [0,0].

On induit R’ sur [0, [, soit @ la tranformation induite ; on a :
Sixe€[0,20—1[,n(z)=1,Qz=a+1—-0.
Size20—-1,0[,n(z)=2,Qx=x+1—20.

Soit w définie par w,, = 0si Q"0 € [0,20 — 1], w,, = 1 s1 Q"0 € [20 — 1,0].
On vérifie que v/ = 7w ou 710 = 0, 711 = 01.

On normalise en divisant par 6.

On voit que @ est la rotation R, et que w, = 1si R"0 € [1 —6,1[, w, = 0 si
R"0 € [0,1—4].

Une nouvelle induction semblable & la premiere nous fait revenir sur R’ et
v, et montre que w = T’ ou 7,0 = 01,751 = 1.

Donc v = 7¢" ou 70 = 001,71 = 01 ; donc pour tout n, v = 7", et v
commence par 0, donc v' commence par 70, ce qui définit v’.

Et finalement v = T'797°°(0), il ne reste qu’a indentifier en v la suite de Fi-
bonacci.
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Or 7970 = 10100, 7971 = 100 ; on vérifie que 7970 est constitué par un 1
suivi de toutes les lettres sauf la derniere de o310 et que 7971 est constitué
par les fo,41 dernieres lettres de 77™1 : on utilise pour cela le découpage de u
7a lenvers”, 00 = 0" 100" 20 = 0" 20(c" 300" 720) ; et donc v commence
par 05"10, d’ot v = u.

Retour a la démonstration de la proposition :

Soit P la partition (P, = [0,1 — 0], po = [1 — 6,1]) et ¢(x) le P-nom (pour
n > 0) de z.

On a ¢(0) = u, ¢(R"0) = T"u ; comme R est continue, quand R™0 — =z,
on a ¢(R™0) — ¢(x) pour la topologie produit sur (0,1)", sauf si z est
dans l'orbite de 6 a cause de la semi-fermeture des intervalles de P ; et
d(x) = limT™u est alors un point de X = Ou ; comme les (nf,n € N)
sont denses dans [0, 1[, on voit que ¢([0,1[/D) C X, ou D est un ensemble
dénombrable.

Réciproquement, deux points qui ont le méme P-nom ne sont pas séparés par
des intervalles arbitrairement petits, donc sont identiques ; et tout point de
X, s’écrivant sous la forme limT ™ u, s’écrit, quitte a prendre une sous-suite
telle que R™6 converge, et & éliminer un nombre dénombrable de points,
(/b(R”;eG) ; ¢ est donc bien une bijection a part un ensemble dénombrable, et
oR =T¢. CQFD

Lemme 1.8 : La complexité de Fibonacci est p(n) = n + 1 pour tout
entier naturel n.

Preuve : Un mot wy...w,_; apparait dans u (par minimalité) si et seulement
si Ny R™°P,, # 0.

Le découpage de l'intervalle [0, 1] par les ensembles /=)' R~*P,, quand w
parcourt I’ensemble des mots de longueur n, est le découpage de I'intervalle
par les points R0, 1 <14 < n, il y a donc n + 1 intervalles non vides.

CQFD

Remarque: L’équivalent sur un alphabet a trois lettres de la substitution de
Fibonacci est la substitution de Tribonacci définie par o(1) = 12, 0(2) = 13,
o(3) = 1 G.Rauzy, avec des techniques issues de la théorie des nombres, a
montré en 1981 que le systeme substitutif qui y est associé est isomorphe
d’une part a une rotation sur le tore de dimension 2, et d’autre part a un
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échange de morceau dans un compact auto similaire du plan a frontiere frac-
tale.

Proposition 1.14 : La suite de Morse est métriquement isomorphe a un
systeme (Y, .S) qui est une extension & deux points de la rotation dyadique.

Pour la preuve on se contentera d'un résumé (les grandes lignes) de la
démonstration car celle-ci est trop technique et nécessite le rappel de plusieurs
autres définitions.

Définitions :
Représentation par les tours de Rokhlin :

Lemme 1.9 : On peut toujours écrire X sous forme d’une réunion dis-
jointe :

X = Upmo Ui TR e]

Nous pouvons donc construire des ensembles F, . = o"[e] et leurs itérés
TFFpe, 0 <k < 2" —1 de la maniere suivante :

A I’étape n, on a deux tours, dont les niveaux sont des ensembles disjoints de
mesure 27”1 et T envoie chaque niveau de chaque tours, sauf les sommets,
sur les niveaux situés immédiatement au dessus ; T n’est pas apparente sur
les sommets ; Au début, Fyo et Fp; sont deux ensembles disjoints de mesure
1/2 ; soit F,, et F), 1 les bases des deux n-tours, on coupe F,,; en deux sous
ensembles égaux F,, 11, et G414, €t on voit apparaitre 7' sur une partie des
étages ou elle n’était pas encore définie en envoyant T2 ' F, 11 ¢ sur G4
et T 71F, 11 sur G410 ce qui définit les n+ 1-fours qui seront de hauteurs
2"+ au dessus de leurs bases.

Lemme 1.10 : Il existe un ensemble F de mesure nulle tel que si z et
x sont des éléments de X/FE et pour tous n > 0, z et 2’ sont dans le méme
étage T"F,, ., 0<k<2"—1,e=0,1, alors z = 2.

On dit que les tours de bases F), . engendrent le systeme (X, T, ) et qu'on a
définit 7' par une méthode de découpage et empilage (cutting and stacking)
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ou encore par des tours de Rokhlin.

On utilise deux tours a chaque étape donc S est dite de rang deux au plus
(pour étre sur que 1" est de rang deux, il faudra montrer qu’on ne peut utiliser
une seule tour a chaque étape.

On introduit sur X la relation suivante : © ~ o’ si x = 2’ ou o, + 2/, = 1
pour tout n € N. Chaque classe d’équivalence a deux éléments, et on vérifie
que sur l'espace quotient X', le décalage et la mesure se transportent na-
turellement en une mesure i’ et un décalage 7" ; on dit que (X', i/, T") est
un facteur a fibré deux de (X, T, p).

Pour remonter de X’ vers X, on associe 4 ' € X' les deux éléments de la
classe z’.

On écrit donc dans Z/2Z, que z(e,z) = e + ¢(x), ou ¢ est une application
mesurable de X’ dans Z/27.

On dit que (X, T, p) est un produit gauche de (X, T, p') par Z/2Z construit
avec 'application ¢, ou une extension a deux points de (X', T", i').

Les étages T*F, . se projettent dans X’ sur des étages T'*F,, ; les tours de
bases F,, engendrent le systeme (X', T") qui est de rang un.

On appelle rotation le systeme dynamique constitué par un groupe com-
pact GG, une translation S de G et la mesure de Haar A sur G.

Soit Y = (0,1)", muni de l'addition en base deux avec retenue infinie, est
un groupe compact.

Il contient une copie de N et une copie de Z.

Les entiers sont denses dans Y muni de la topologie usuelle, on appelle (Y, +)
le groupe des entiers 2-adiques. S est la rotation x — x + 1. On 'appelle
la rotation dyadique ou l'odometre dyadique.

Lemme 1.11 : S est uniquement ergodique, et donc ergodique.

La mesure invariante de S est la mesure de Haar \.

Pour le systeme dynamique mesurable (Y, S, A), il y a une structure spectrale
sous-jacente, les valeurs propres, ici, déterminent entierement la structure

spectrale.

Lemme 1.12 : S est a spectre discret c¢’est-a-dire que le sous espace vecto-
riel engendré par les fonctions propres est dense dans L?(Y, \), et ses valeurs
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Zima pour les rationnels dyadiques o = p27F.

propres sont tous les e
On regarde S définie par son graphe ; soit G Uintervalle [0, 1], F}, U'intervalle
[0,27"], S envoie de maniere affine S'G,, sur S“"'G,, pour i =0,1,...,2" — 1.
On écrit ces intervalles I'un au dessus de l'autre, sous forme d’une tour (de
roklin) qui remplit tout l'espace ; S est I'action de monter d'un étage dans
la n-tour et n’est pas définie sur le sommet.

La n+ 1 — tour (qui n’est pas définie sur le sommet) s’obtient en coupant la
n-tour verticalement en deux moitiés et en empilant la moitié de droite sur
celle de gauche ; par cette opération on définit S sur une partie plus grande
de I'espace.

S est de rang un, engendré par les tours de base G, ; sous cette forme S est
connue sous le nom de von Neumann-Kakutana.

De retour a la suite de Morse ; son facteur a fibre deux (X', T) est en-
gendré par des tours de base F},, de méme hauteur que les tours de base G,
engendrant (Y, 5) ; elles ont des étages de méme mesure et sont construites
avec la meéme regle de récurrence.

Soit maintenant # une application de X’ dans Y, qui envoie tout point x’
tel que 2/ € T @ FE, n € N sur un point z tel que z € S*@G,, n € N,
comme les systemes sont engendrés par ‘a, par 'application (z/,e) — (62, ¢),
au systeme (Y, .S) qui est une extension a deux points de la rotation dyadique.

Commentaire :

On a ainsi un modele géométrique pour 7' ou l'isomorphisme de (Y’,S") sur
(X, T) est donné explicitement.

et on montre qu’il est défini partout et continu sauf sur un nombre dénombrable
de points (les extrémités des intervalles) ; on a réalisé ce qu’on appelle un
codage du systeme géométrique (Y, S’) par le systéme symbolique (X, T).

Remarque :

Les deux systemes ne peuvent pas étre topologiquement isomorphes, car la
version géométrique de T' n’est pas continue et sa version symbolique 1'est.

31



CHAPITRE 2

APPLICATION
Codage du pantalon hyperbolique



Fig«2»



2.1 Quelques notions de géométrie hyperbolique

Le modele étudié est celui du disque hyperbolique dit aussi disque de Poincaré.
Géodésique
C’est le chemin le plus court reliant deux points quelconque d’une surface.

Transformation de Mobius

D disque unité dans C'.

Aut(D) : groupe des applications conformes (qui préservent les angules) de
D dans lui-méme, ce sont les transformations de Mobius c-a-d de la forme :
g(z) = az+¢/cz +a (a et ¢ dans C) avec |al? — |c|? = 0.

On définit la métrie sur D par :

p(z,w) = inf L(7) (v la courbe joignant les deux points z et w.

Discontinuité

Soit G le groupe des homéomorphisme de ’espace topologique X sur lui-
méme.

Un sous groupe G, de G agit discontinuement sur X si pour tout sous en-
semble compact K de X, g(K) N K est non vide pour un nombre fini de g
dans Gy.

(Un groupe qui agit discontinuement est nécessairement dénombrable).

Groupe fushien
C’est le groupe des transformations de Mobius qui agit discontinuement sur
le disque D.

Domaine (région) fondamental

Soit G un groupe fushien agissant discontinuement sur D, un domaine fon-
damental F' est un sous ensemble ouvert de D avec les propriétés :

)Ugeq 9(F) = D, ot F est la cloture de F relative a D.
)g(F)Nh(F)=0sig#h

Ainsi F est région fondamentale de G si tout point de D se trouve dans
la cloture d’une certaine image de g(F'), et si deux images distinctes ne se
chevauchent pas.

En général F' est un polygone (dans la géométrie appropriée).
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Side-pairing
L’application Side-pairing applique un c6té du polygone sur un autre.

Théoreme : Les éléments side-pairing génerent G.

Flot géodésique
Définition algebrique : c’est 'action a droite, sur I'espace quotient SL(2, Z)/SL(2, R),
du groupe des matrices diagonales positives de la forme :

et’2
gt = 0 e—t/2 .

A propos du théoréme de Poincaré

Soit un polygone F', et une isométrie g, side-pairing, le théoreme nous donne
une condition suffisante impliquant que le groupe G =< gy, ga, ... > agit dis-
continuement et a F' comme domaine fondamental.

Le rapport général est tout a fait technique mais le critere principal est
facile & comprendre, nous discuterons de ceci brievement :

Soit vg un sommet du polygone F', maintenant vy va étre appliqué sur un
autres sommets de F' par une des applications side-pairing, et ce nouveau
sommet, est aussi appliqué vers un autre sommet.

Ce processus crée une relation d’équivalence sur les cotés de F' et, de plus
en prenant soin de la description précisée, nous constatons que les classes
d’équivalences sont (par exemple) {vg,vy,...v,_1} avec I'application f; qui
applique v; vers v;41 ou sur v, = vy.

Ceci nous fournit une application f,...fof1 qui fixe vy.

Représentation symbolique

Le cas inversible :

Soit T : C' — C une transformation inversible, en partitionnant C' en :
C = U?:(] Cz

On peut associer a tout point p une suite symbolique bi-infinie d’étiqueté :
P (cy 1, Ty, Tpy, ...) OU T, est 'étiqueté de C; selon que :

T'pelC,, ,ne”Z
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On note 'espace des suites symboliques par ¥, agissant sur le groupe des
iterations du shift.

Le cas non inversible :
Soit f : X — X une application non inversible comme une application quo-
tient.
En partitionant X en :
X =UY, I
On peut associer a tout point p une f-expansion, i.e, une suite symbolique
infinie d’étiqueté :
P (T, @1y ey Ty Ty -o-)
ou x, est défini par f"p € I, ,n =0,1,2... sur espace X des f-expansion.

Sous shift de type fini

On se donne un graphe orienté, avec V' I’ensemble des sommets et E les arétes.
On définit X comme I’ensemble des suites infinies bilateres d’arétes admissibles,
admissible signifie que la suite correspond a un chemin fini du graphe, et soit
T le left shift (le décalage a gauche);

Le systeme dynamique (X, 7T) est alors dit sous shift de type fini.

Il est entierement déterminé par la donnée d’une matrice n X n notée A ou
n est entier, et chaque terme de la matrice est soit 1 soit 0.

Comme cas particulier :

X ={x = (...,x_1, 20, 71,...) : Vt € Z,x,, dans l'alphabet, et A(x;,z4y1) =
1}

Donc une suite z est admissible si A(zy, x441) = 1 pour tout t € Z.

2.1.1 Introduction

”Paire de pantalons” ou pantalon (en frangais) est généralement utilisé pour
la sphere dont on a enlevé 3 disques, les géodésiques dans cet exemple ont
été étudiés par Morse en 1921.

On donne un exemple de dynamique symbolique pour le flot géodésique sur

M = D/T ou D est le disque hyperbolique, et I" est soit SL(2, Z), soit II un
groupe fondamental de surface compacte (de genre 2).
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Soit N le filet des translatés des cotés de R( la région fondamentale).
Chaque coté orienté s de N détermine une copie S de la région fondamentale
et c’est I'unique élément de I'y qui identifie s a un autre coté de S.

Dans chaque cas les géodésique de D peuvent étre codées comme suites
infinies de générateurs de I', et tel que le conjugué de la géodésique de I’
correspond a une suite équivalente sous ’action du shift.

Si on prend X I'ensemble des suites infinies obtenues en codant les géodésiques
orientées dans Iy ; Ty = {a, b, @, b} oll a et b sont des applications Side-pairing
(oubienTy = {P, P71, Q} avec P: 2+ 2+1et Q : z — —1/z les générateurs
de SL(2,7)), on regarde dans quels cas ¥ vérifie les propriétés suivantes :
1-11 existe une bijection ¥ «»géodésiques, et ¥ est définie par un ensemble
de regles simples.

2-¥ est type fini c-a-d I3m € N et A C [[1" Ty tel que {x,}>*, € X si et
seulement si (Zp_m+1, ..., L) € A pour tout n € Z

3- les géodésiques sont conjuguées sous I si et seulement si la correspondance
des éléments de X est équivalente sous 'action du shift.

4-11 y a une maniere d’associer a un élément x € ¥ un vecteur p(x) le long
de la géodésique correspondante «y, et une fonction h : ¥ — RT tel que

gp(ox) = dpwp(z) pour g € I.
Il y a deux méthodes différentes pour la construction du codage :

Méthode d’Artin

Elle utilise les fractions continues, elle est basée sur des résultats classiques
de la théorie (élémentaire) des nombres .

Pour une lecture plus détaillée consultez [Ar].

Mais celle qui nous intéresse c’est bien la méthode de Morse, en voici un
résumé :

Méthode de Morse

Soit v une géodésique orientée dans D partant d'un point quelconque sur 7,
on inscrit dans l'ordre les cotés successifs de N traversés par v, ceci donne
une suite (¢;)>, d’éléments de I'y.

Malheureusement sans modification ce codage ne satisfait aucune des pro-
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priétés (1) a (4).

On peut montrer qu’on peut modifier la suite (¢;) en utilisant certaines regles
géométriques telles que l'on ait (1) et (3).

La méthode est de remplacer les géodésiques par certaines chaines de poly-
gones dans N.

La chaine étant une suite de polygones dont chacun a exactement un bord
en commun avec son prédécesseur immédiat et successeur mais aucun avec
un autre polygone de la chaine.

Chaque géodésique dans D correspond exactement a une chaine et inverse-
ment, aussi la géodésique se trouve toujours dans la coque convexe de sa
chaine.

Les chaines peuvent étre codées en énumérant (inscrivant) les suites de générateurs
correspondants aux bords successifs adjacents des polygones de la chaine.
Partant de points différents de la chaine on obtient le sous shift des suites de
générateurs.

Deux chaines congrues sous II donnent la méme suite de générateur.

La suite ainsi obtenu satisfait (1) et (3).

Il n’est pas évident d’assigner le vecteur unité comme dans (4), cependant, on
montre avec une interprétation plus soigneuse qu’en fait on a les propriétés
(2) et (4) pour ce codage (cf I'article original de Morse).

Utilisant seulement (1) et (3), Morse démontre l'existence de géodésique tran-
sitive et périodique.

En résumé la méthode de Morse consiste a coder les géodésiques s’accordant
un ordre en traversant certaines lignes de la surface, ces lignes correspondent
a un filet N d’aréte de translation de région fondamentale R pour I' agissant
sur D.

Cette méthode étant assez ancienne, est trop technique, c’est pour cela qu’on

donne la méthode de Caroline Ceries, cette méthode est elle-méme développée
a partir de la méthode de Morse.

2.2 Codage du pantalon

Dans ce qui va suivre on donne un exemple particulier pour la méthode du
codage du flot géodésique sur une surface de courbure négative constante
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D/@G, on choisit une région fondamentale de G agissant sur D (dans tout ce
qui suit D est le disque hyperbolique ), cette méthode est la généralisation
de la méthode trouvée par la partition Markov pour le flot du tore ayant une
crevaison (cf [Be. Ke. Se| chapitre 4).

Cette idée provient de plusieurs sources ; le mathématicien Nilson 1927 qui
trouve le codage de la frontiere.

Cette méthode a été utilisée par Hendlimd 1934 qui donna la premiere preuve
d’ergodicité du flot géodésique sur une surface a courbure négative constante
avant la démonstration de Hopf.

En fait Kobe 1929 a fait un codage de géodésique dans le cas général de
surface a courbure négative constante analogue a la méthode de découpage
des suites données par Carolne Ceries. Cette méthode a été originalement
développée par Bowen (cf [Be. Ke. Se] chapitre 5).

Comme explication pour cette introduction, ’expansion frontiere est une
maniere tres pratique dans le sens ou elle préserve la relation entre la théorie
ergodique et le flot géodésique (théorie ergodique sur la frontiere a U'infini, la
théorie des sous shift de type fini et I'opérateur de R-P-F).

On peut mettre une métrique hyperbolique sur le pantalon en le découpant
en 2 hexagones déclarant que ce sont des hexagones hyperboliques conformes
avec des angles droits a chaque sommet.

Actuellement la méthode standard pour I’étude des métriques hyperboliques
sur n’importe quelle surface consiste a les découper en plusieurs hexagones,
étudiant séparément chaque hexagone et les coller en ensemble arriere ( Fathi
et Al 1979, Bleiler et Casson 1988 ).

La longueur des trois courbes frontieres peut étre indiquée arbitrairement et
ceci déterminera completement la surface hyperbolique.

La figure ”72” montre que les polygones dans le disque hyperbolique est une
side-pairing des isométries a,b qui satisfont les conditions du théoreme de
Poincaré (cf rappel) et qu’elle colle vers le haut du polygone dans le pan-
talon dans lequel les trous sont devenues prolongés dans les entonnoirs qui
s’évasent au loin a l'infini.

C’est I'unique géodésique dans la classe d’homotopie des courbes entourant
chaque entonnoir, et si on découpe les entonnoirs le long de ces courbes
géodésiques on obtient le pantalon standard figure ”2”, nous appellerons
cette surface tronquée M.
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Le théoreme de Poincaré dit qu’il n’y a pas de relation non triviale dans
le groupe engendré par a et b de sorte que G soit un groupe libre de deux
générateurs.

Le graphe d’un groupe relatif a un groupe particulier (dit graphe de Cayly)
d’ensemble de générateurs de G ( dans notre cas G = {a,b,a',b71}) est le
graphe dont les sommets sont les éléments du groupes et qui un bord joignant
les sommets g, h chaque fois que g~ th € Gk.

On peut penser que le graphe est comme incorporé dans le plan hyperbolique
par identification des éléments de G' dans les orbites de O dans D.

Le bord dirigé de gO vers hO est représenté par la géodésique hyperbolique
de gO vers hO et étiqueté par g~ 'h.

Comme G est un groupe libre tout élément a une représentation unique
comme mot réduit de générateurs c’est-a-dire comme mot dans lequel un
élément n’est jamais suivi par son inverse. Un tel mot est peut étre con-
sidéré comme chemin dans le graphe (de Cayley) comme par exemple le mot

€epé...e, correspondant au chemin joignant les sommets O, eyO, ege1 O, ..., epey ..

La condition qu’un mot peut étre réduit est équivalente a la condition qu’un
chemin ne se double jamais en arriere donc le graphe est arbre, les extrémités
du graphe correspondent de maniere évidente au chemin réduit infini com-
mengant par O.

Il est facile de voir que ’ensemble des mots infinis réduits est le sous shift de
type fini car la condition qu'un mot peut étre reduit implique seulement de
vérifier qu’aucun symbole n’est immédiatement suivi par son inverse.

Nous verrons que les extrémités du graphe peuvent étre identifiées dans notre
exemple comme ’ensemble limite A du groupe G agissant dans D ainsi, on
aura identifié ’ensemble limite de G avec le sous shift de type fini.

En particulier chaque point de I’ensemble limite peut étre associé a un unique
mot fini, ce mot est l'expansion frontiére du point correspondant dans A.
Dans ce qui suit nous verrons que l'expansion frontiére peut étre engendrée
comme la f-expansion (non inversible) d'une certaine application expansion
de 0D.

Les géodésiques sur M peuvent étre codées apparemment de deux manieres
différentes, I'une est de voir comment ils traversent successivement a gauche
les cotés des copies de R dans D.

L’autre est la concaténation des expansions frontieres de leurs deux points
extrémités a 'infini.
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Dans cet exemple les deux méthodes donnent le méme résultat.

2.2.1 Expansion frontiere

Pour chaque a € G, soit C(e) le co6té de R dont I’étiquette extérieure est e,
et soit A(e) arc découpé sur 0D par C(e).

Soit A tel que A = U{A(e) : e € Gr} et f: A — 0D défini par fiae(x) =
e 1z, tout point £ € A a un développement fini ou infini ege;..., ¢; € Gp
définie par f"(z) € A(e,), n > 0, ou la suite se termine a e, si et seulement
si f"(z) € A mais f"T!(z) ¢ A.

Notons que f(A(e)) N A(e™') = 0 pour e € Gg de sorte que I'expansion
frontiere est nécessairement réduite.

Inversement toute suite réduite egeqes... apparait comme 'orbite d’un point
dans 0%, ' (A(e,)) cette intersection devient non vide car f(A(e)) D A(é)
chaque fois que é # e~L.

Proposition 2.1 : f¥ est le développement pour chaque P € N.
On suppose pour cette démonstration que le développement frontiere est un
unique point dans A.

2.2.2  Suite de découpage (ordre de découpage)

Une fois projetés sur le pantalon M, les cotés C'(a),C(a™t) et C(b),C(b7")
de R sont identifiés par les isométries a, b respectivement et deviennent les
lignes pq, py (fig 72”) ce sont les lignes perpendiculaires joignant une frontiere
de la courbe aux deux autres.

N’importe quelle géodésique v sur M coupe ces deux lignes plusieurs fois.
La suite de découpage de v est la suite ...egeies... avec e; € Gg, des étiquetées
des lignes p. dans 'ordre ou ils apparaissent.

Par convention on prend 'étiquette se trouvant sur le second coté (externe)
de p. car on se déplace le long de 7.

La suite de découpage peut aussi étre définie relativement a la géodésique
soulevée 7 : si le 1 croisement le long de v et de la région epe;...e;_1 R vers
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ege...e; R alors le 1 terme de la suite de découpage est e;.

Les choses sont faites de sorte que si v se promene entre les copies Ry et Ry
de R avec la suite de découpage ege;...e;, alors Ry = epeq...Ry.

Une autre maniére de penser est de transporter I'étiquette C'(e) du coté de
R vers une autre image de R sous G utilisant 'action de G.

La suite de découpage de 7 est alors la suite d’étiquette C'(e) coupé par 7.
La suite de découpage de v (ou 7) est infinie si et seulement si y ne rencontre
jamais OM.

Notez aussi que la suite de découpage est automatiquement réduite car si e
est suivi immédiatement par e=! cela voudrait dire que ~ coupe p; deux fois
successivement venant de directions opposées ce qui est impossible puisque
v et p; sont des géodésiques.

Le résultat suivant relie la suite de découpage a ’expansion frontiere :

Lemme 2.1 : Soit # un arc de géodésique reliant p € R a & € A alors
I’expansion frontiere de & est la suite de découpage de (5.

On peut maintenant prouver ’assertion ci-dessus au sujet de I’ensemble lim-
ite, et de voir comment il peut étre représenté comme un sous shift de type

fini.

Lemme 2.2 : L’ensemble des points avec I’expansion frontiere infinie, N2, f~"(A4),
est égal a 'ensemble limite A de G.

Preuve : Ce A est inclus dans N2, f"(A) d’apres la G invariance de
I.

Utilisant le lemme précédent ; la suite de découpage de la géodésique (3
joignant O a un certain & € N2, f~"(A) est infinie ce qui signifie que la
projection de (3 sur la surface M se trouve toujours sur la partie compacte
de M, et donc ce [ se trouve obligatoirement a l'intérieur (a une distance
bornée) de l'orbite GO.

Il s’en suit que le point extrémité de 3 est dans A.

Corollaire : il y a une bijection p™ entre X" et A ou X1 est I'espace des
suites infinies réduites de Gp.

Preuve : L’application p™ associe & egeies... € X7 le point N2 (eper...c) "t A(epy1).
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Il découle du lemme 2.2 que p™ applique sur A, tandis que p' est injective
car comme remarqué ci-dessus, une certaine puissance de f est expansive.

2.2.3 Représentation des géodésiques

Rappelons qu'une géodésique dans D peut étre spécifiée par ses deux points
limites.

Rappelons aussi que ’ensemble non — wandring d’un flot est I’ensemble des
points qui reviennent infiniment souvent a l'interieur d’une distance bornée
d’un certain point fixe donné.

lemme 2.3 : Une géodésique v dans D a ses points d’extrémités dans
I’ensemble limite A si et seulement si la projection de v sur M., se trouve
entierement dans M.

I’ensemble non — wandring du flot géodésique sur le paquet tangent unité
de M correspond exactement au vecteur tangent unité dirigé le long de telle
géodésique.

(Pour la preuve cf [Be. Ke. Se]).

Soit maintenant v une géodésique orientée dans D dont le point extrémité
positif & et le point extrémité négatif n se trouvent dans A avec réspectivement
les expansions frontieres egpe;... et fofi...

La suite de concaténation notée n~'x£ est par définition ... fy 1 f1 ' fo tegere....
Cette suite peut ou ne peut pas étre réduite ; il est facile de voir qu’elle est
réduite (réductible) si et seulement si fy # g ce qui est le cas si et seulement
siyNR#0Q.

Utilisant le lemme 1, on peut voir que dans ce cas ...f5 " fi ' fy tegeiea...
est précisément la suite de découpage de v, numérotée de sorte que ey est
I'étiqueté (extérieur) du coté par lequel v quitte R.

Ainsi on a prouvé :

Théoreme 2.1 : Il y a bijection entre ¥ ; I’ensemble de toutes les suites
réduites doublement infinies dans Gy, et I’ensemble de toutes les géodésiques
orientées dans D qui intersectent R, et tous les deux ont leurs points extrémités
dans A.
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Ce théoreme nous permet de représenter ’ensemble non-wandring du flot
géodésique sur T1 M comme flot de suspension ([Be. Ke. Se.] chapitre 2) de
telle maniere que la transformation sur la base est le sous shift de type fini.
Notre surface a trois trous et M, est non compacte et a une superficie infinie.
Ces géodésiques qui ne sont pas dans I’ensemble non-wandring peuvent s’échapper
par la suite a U'infini en bas d’'un des entonnoirs (cela correspond a une
géodésique dont les points extrémités ne se trouvant pas dans A), la section
transversale que nous prenons est l'ensemble de vecteurs unités tangents v
avec point de base sur I'un des quatre bords (coté) de R et se dirigeant dans
R, ceux qui se trouvent sur la géodésique dont les deux points éxtrémités
sont dans A.

Le temps de retour est la distance hyperbolique entre une intersection de la
géodésique v a travers v avec OR et le suivant.

Le codage donné par cette suite de découpage de v n’est rien d’autre que
la partition de Markov.

Car dans ce cas il y a bijection entre une section (coupe) transversale du flot
géodesique sur I’ensemble non-wandring et ’espace des suites, on voit que la
section transversale est totalement discontinue, en fait c’est un ensemble de
Cantor.

Remarque : Le lecteur attentif aura remarqué que ce codage utilise les sous
shift de types finis alors qu’on a remarqué auparavant que ces derniers étaient
completement différent des systemes substitutifs (a cause de l'entropie) ; la
raison est qu’on peut toujours passer par un isomorphisme de mots de la
suite obtenue par le codage avec les sous shift de types finis a une suite sub-
stitutive. Le théoreme de A. Siegel donne précisément la relation entre ces
deux systemes.

Une fois encore pour ne pas alourdir ce travail par trop de définition, on
se contentera d’énoncer ce théoreme :

(Théoreme 2.4.2 p7 [Sie]) Tout systéme symbolique associé & une substitu-
tion primitive est conjugué en mesure par une application continue explicite
a une transformation adique sur le support d’un systéme dynamique symbol-
ique de type fini défini explicitement a partir de la substitution. La conju-
gaison est injective sauf sur 'orbite des points du systeme périodiques pour
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la substitution, ou les fibres sont finies.

La mesure ergodique sur le systeme substitutif est envoyée par la conjugai-
son sur une mesure équivalente a lamesure d’entropie maximale du systeme
dynamique symbolique de type fini.
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Voici un survol sur les systemes dynamiques substitutifs qui combine his-
torique et acheminement des travaux sur différents domaines.

Systéme dynamique symbolique et théorie ergodique

Au début des années 70 sont parus de nombreux articles [CK, Ka, Kl, Mal,
Ma2, Mi] étudiant les propriétés topologiques et ergodiques des systemes dy-
namiques symboliques engendrés par des points fixes de substitutions. Mis
a part [Ma2] tous traitaient le cas des substitutions de longueur constante.
Dans son article [Ka] T. Kame montrait que les systemes dynamiques sym-
boliques engendrés par des substitutions primitives de longueur constante
sont minimaux. B.G. Klein a prouvé [KI] que ces systémes sont uniquement
ergodiques (cf chapitre 1).

En 1978 F.M.Dekking [Dek2] établit de fagon indépendante ce résultat. F.M.
Dekking et M .Keane [DK] montrerent qu’il n’existait pas de systéme de sub-
stitution fortement mélangeant.

Plus tard B.Host [Hp] a montré que les fonctions propres des systémes de
substitutions primitives sont toutes continues, et a donné une condition
nécessaire et suffisante pour qu’un nombre complexe soit une valeur pro-
pre d’un systeme de substitution primitive donné (voir également [FMN, Li,
Sol, s02, s03]).

Bon nombre de ces résultats se trouvent dans [Qu].

L’étude du type spectral des substitutions fait par M. Queffélec dans [Qu]
combine la combinatoire des mots, la théorie ergodique et I’analyse spectrale.
Notons que la notion combinatoire importante dans I’étude des valeurs pro-
pres des systemes de substitutions est la reconnaissabilité des substitutions
(voir [Mol,Mo2]). Dans [Hol] B. Host et F. parreau étudiant les facteurs
(mesurables) entre systemes de substitutions de longueur constante et mon-
tre qu’en général ils sont continus.

Théorie des automates, logique, arithmétique et Théoreme de Cob-
ham

Parallelement a 1’étude topologique et ergodique intensive des substitutions
les articles [Col,Co2] de A.Cobham ont ouvert un champ d’investigations
nouveau pour les substitutions.

Le Théoreme de Cobham [Col| énonce que les seuls ensembles d’entiers re-
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connaissables par automates indépendamment de la base p ( ou p est un
entier) de numération dans laquelle on les écrits sont les ensembles d’entiers
ultimement périodiques.

Dans [Co2] A. Cobham a caractérisé, pour tout entier positif n, les ensembles
d’entiers écrits en base n reconnaissables par automate par les suites substi-
tutives provenant de substitutions de longueur constante (appelées suites
n-subtitutives).

Durant les années 70 et jusqu’au milieu des années 80 trés peu d’articles
compléterent les travaux de A. Cobham.

Dans [Ei] S. Eilenberg suggéra de trouver une autre preuve au Théoreme de
Cohbam car bien qu’élémentaire la preuve initiale était difficile.

En 1982 G. Hansel donna une preuve plus simple.

En 1977 A. Semenov a généralisé le Théoreme de Cobham (Théoreme de
Cobham-Semenov [Se|)a des sous-ensembles de N™ et en 1980 G. Christol,
T. Kame, Mendes-France et G.Rauzy [CKMR] ont donné une caractérisation
algébrique, utilisant des séries formelles, des suites g-substitutives ou ¢ est
une puissance d’'un nombre premier.

C.Michaux et R. Villemaire donnerent en 1993 dans [MV] une nouvelle preuve
du Théoreme de Cohbam et A. MUchnick [Mu] proposa une nouvelle preuve
du Théoréeme de Cobhan-Semenov. S.Fabre [Fa3] ainsi que V. Bruyere et
G. Hansel [Bh1,Bh2] ont caractérisé les ensembles d’entiers écrits dans les
systémes de numération de Bertrand (cf [Ber2]) par des substitutions de
longueur non-constante.

Un systeme de numération U est de Bertrand si :

w € L(U) si et seulement si w0"™ € L(U) pour tout n € N.

Théorie des langages formels : DOL system, décidabilité et com-
plexité de langages

Dans la Théorie des langages formels des substitutions s’apparentent a la
notion de DOL systemes. Un DOL systéme est un triplet D = (A, 0,u) ou A
est un alphabet, o une application de A dans A* ( A* est le monoide libre
engendré par A ;i.e. laréunion de AT et du mot vide e muni de I'opération de
concaténation), étendue par concaténation en une application de A* dans A*
telle que o(€) = € et v un mot de A*. Dans [RS] G.Rozenberg et A.Salomaa
ont montré que I’équivalence de deux DOL systéme (A, o,u) et (B, T,v) est
décidable ; i.e. il existe un algorithme qui en un temps fini permet de dire si
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oui ou non l'ensemble {o"(u);n € N} est égal a I'ensemble {7"(u);n € N}.
Le langage d'un DOL Systéme D = (A, 0,u) est 'ensemble L(D) des mots
apparaissant dans des mots du type ¢”(u). A. Ehrenfeucht, K. p. Lee et G.
Rozenberg ont étudié [ELR] la fonction de complexité des langages de DOL
systemes ; remarquant qu’elles est nécessairement croissante. Leurs travaux
et ceux de [Panl, Pan2] montrent que la complexité d’'un DOL systéme
ne peut croitre que comme l'une des applications n — n, n — nlogn,
n — loglogn ou n — n? (sur ce sujet voir également [Ca, Mo3] ou [All]
pour un exposé plus complet).

La complexité d'une suite a été initialement introduite par G. A. Hedlund
et M. Morse dans [Hml]. Ils ont fait les remarques désormais classiques
sur la complexité : La complexité est croissante et s’il existe n tel que
P.(n) = P.(n+ 1) ou P.(n) < n alors la suite x est ultimement périodique.
Ainsi la complexité la plus faible envisageable est P.(n) = n + 1 pour tout
n € N, comme exemple, le point fixe de la substitutions dite de Fibonacci.
Nous avons vu que cette suite a une interprétation géométrique intéressante.
Nous avons vu aussi que Les points fixes de substitutions primitives ont des
compléxités sous-affines (cf chapitre 1).

Si la suite des différences premieres de la complexité d'une suite x, i.e (P,(n+
1) — P.(n))nen, est bornée alors P, est sous-affine. J.Cassaigne a montré [Ca]
la réciproque ; elle avait été conjecturée par S. Frenczi.

Théorie des nombres : Transcendance et séries formelles

Dans l'introduction de leur article [LP] J. H. Loxton et A van der poorten
estiment raisonnable de penser que la distribution des chiffres de I’écriture
d’un nombre irrationnel algébrique dans une base quelconque est aléatoire,
pour une notion ”"d’aléatoire” convenable. Que peut-on dire des nombres
dont I'écriture est trés peu aléatoire 7

En particulier, que peut-on dire lorsque cette écriture est une suite subtitu-
tive ?

F.M. Dekking a montré [Dekl] que si (x,)n,en est la suite de Morse alors le
réel 7% x,27" est transcendant. J.H. Loxton et A. J. Vanderpoten ensuite
montré que si la suite des chiffres de 'écriture en base ¢ € N* d’un réel z
est le point fixe d'une substitution de longueur constante alors ce nombre
est transcendant. Prenons une suite (z,),en € {0,1}" telle que les nombres
S @, 27 et Y% x,37" soient algébriques sur Q. Cela implique-t-il que

i=
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la suite (z,)nen € {0,1}" est utilement périodique ?

J.-p. Allouche dans [Al2] donne le résultat si 'on remplace les opérations
usuelles par des opérations sans retenue. C’est une conséquence du Théoreme
de Cobhan et de la caractérisation des suites p-substituves donné dans [CKMR)].
Considérons le corps F, ou p est un nombre premier, comme un alphabet.
Soit (z,,)nen une suite de F,. Dans [CKMR] il est montré que la suite = est
p-substitutive, si et seulement si, la série formelle S % 2, X ™ est algébrique
sur le corps des fractions rationnelles sur F,(X).

Plus récemment S.Frenczi et C. Mauduit ont montré [FM] que si la suite
des chiffres de I'écriture d’un réel positif x dans une base quelconque est le
point fixe de certaines substitutions de longueur non constante alors x est
transcendant.

Géométrie : Pavages, fractales

Les systemes dynamiques engendrés par des substitutions sont des objets ab-
straits aussi est-il naturel de chercher a les représenter autrement, géométriquement
par exemple.

Pour illustrer ce que 'on entend par représentation géométrique rappelons
que le systéme dynamique engendré par la substitution de Fibonacci est iso-
morphe en mesure au systéme dynamique [0, 1[, z — x+a —1 modl ou « est
le nombre d’or (14-+/5)/2 [HM2] ; le systéme dynamique [0, 1[,x +— z+a —1
modl est la représentation géométrique du systeme engendré par la substi-
tution de Fibonacci (cf chapitre 1).

Le résultat le plus remarquable obtenu jusqu’a présent est du a G. Rauzy
[Ral]. Il montre que le systéme dynamique engendré par la substitution
primitive définie par 0 — 01, 1 +— 02 et 2 — 0 est isomorphe en mesure a
un échange de trois morceaux dans R2?. La méthode qu’il propose concerne
essentiellement la théorie des nombres et s’étend a des substitutions quelcon-
ques moyennant certaines conditions générales (voir [Ra2]). Elle engendre
des pavages quasi-périodiques du plan par des objets fractales (le fractale de
Rauzy pour la substitution ci-dessous).

Une collection I' de compacts de R™ est un pavage d’un ensemble X qui est
I’adhérence de son intérieur si et seulement si :

-X = UCEF C>

- Tout élément de I' est ’adhérence de intérieur,

- Tout compact de X rencontre un nombre fini d’éléments de I,
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- Les éléments de I' sont d’intérieurs disjoints.

En 1982 F. Dekking proposa dans [Dek3] une méthode liée aux substitutions
permettant de construire des objets fractales. Il remarqua notamment que le
fameux pavage de Penrose [Pe] pouvait étre engendré par une substitution.
Plus tard S. Ito [IK] a montré que cette méthode permettait de générer le
fractal de Rauzy (voir également [Me]). La représentation géométrique d'un
systéme de substitution (X, T') et I’étude des valeurs propres (i.e. du spectre)
de (X, T) sont liées par le résultat général suivant un systéme ergodique dont
le spectre est discret et isomorphe en mesure a un systéme (G, R) ou G est un
groupe compact muni de la mesure de Haar et R une rotation sur ce groupe
(cf chapitre 1). Ce type d’approche des représentations géométriques méle la
plupart des domaines dont nous avons parlés jusqu’ici, pour s’en convaincre
il suffit de lire [So1,502,S03]. B. Solmyak a montré que pour une certaine
classe de substitutions, sur un alphabet a n lettres, les systemes dynamiques
associés étaient isomorphes a des rotations sur le tore [[*!. un autre type
de représentation géométrique est donné dans [HZ].

Groupes de dimension et diagramme de Bratteli

La notion de groupe de dimension a été introduite dans [EL] par G. A. El-
liot alors qu’il cherchait & classer les C*-algébres AF (approximately finite-
dimension). Initialement cette classe d’algebre fut étudiée par O. Bratteli
[Br]. Son étude se basait sur une notion de graphe infini appelé désormais
diagramme de Bratteli.

Un diagramme de Bratteli (V) F) est constitué d’un ensemble de sommets V'
et un ensemble d’arretes £/,ou E et VV comme réunion dénombrable d’ensemble
fini non vide :

V=VuWViulhU..et F=F UEFE;U... vérifiant certaines propriétés.

Le groupe de dimension ky(V, E) est par définition la limite inductive du
systeme ordonné de groupes associé au diagramme de Bratteli (V, E) :
ZeardVo) 1 geardVi) ez geard(Va) o5 oy les ¢; sont des homomor-
phismes donnés par la matrice d’incidence.

Au début des années 80 A. M.Vershik eut I'idée de munir I’ensemble des
chemins infinis d’un diagramme de Bratteli d’un ordre partiel, puis de définir,
en utilisant cet ordre partiel, une transformation (transformation adique) sur
cet ensemble. Il définit ainsi un nouveau type de systeme dynamique : les
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systemes adiques (voir[Vel]). Tout systéme dynamique (X, S, i), ot p est une
mesure de Lebesgue invariante par S, est isomorphe en mesure a un systeme
adique. L’idée sous-jacente est 'approximation des systemes ergodiques. A.
N. Livishits a remarqué [Li] qu'un systeme adique est stationnaire si et seule-
ment s’il est isomorphe en mesure a un systeme de substitution primitive.
En 1992 R. H. Hermman, I. Pam et C. F Skau [HPS] ont obtenu une version
topologique du résultat de A. M. Vershik sur les systemes adiques (qu’ils
ont renommés systemes de Bratteli-Vershik) : Tout systeme dynamique de
Cantor minimal est topologiquement isomorphe a un systeme adique. Dans
[HPS] est également montré que le groupe de dimension est un invariant
d’isomorphisme. A.Forrest a ensuite considéré les substitutions dans ce cadre
et a montré [Fo] que tout systeme de substitution primitive est (topologique-
ment) isomorphe a un systeme de Bratteli-Vershik stationnaire.

Dans le cas métrique le représentant adique d’un systeme de substitution
primitive est décrit par la matrice de la substitution .

Dans [Ho2| B. Host montre que la notion de substitution peut se manipuler
sans avoir recours a la théorie des C*-algebres et que le dans cas des substi-
tutions le calcul du groupe de dimension est aisé, ce qui est rarement le cas
pour de systemes de Cantor minimaux.

Physique théorique : Quasi cristaux

En 1974 R. Penrose [Pe] découvrit l'existence d'un pavage quasi-périodique
du plan tard appelé pavage de Penerose. Puis en 1984 les auteurs de [SBGC]
montrerent expérimentalement que de tels pavages existaient dans la nature,
ils prirent le nom de quasi cristaux. Rappelons que les cristaux ont une struc-
ture périodique. Certaines structures unidimensionnelles des quasi cristaux
se modélisent par des points fixes de substitutions (voir[BT]).
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