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Introduction Générale

D�un point de vue algébrique, la linéarité d�un modèle ou d�un système se traduit par

les équations où n�interviennent que les sommes ; la non linéarité se traduit en introduisant

dans les équations des multiplications entre les variables.

Dans ce sens, les premiers travaux de N.Wiener (1958) traduisent une classe très générale

de modèles non linéaires : les développements en série de Volterra. Si Xt représente l�entrée

du système et Yt la sortie, de tels modèles ont pour expression

Yt =
1P
i=0

aiXt�i +
1P
i=0

1P
j=0

aijXt�iXt�j +
1P
i=0

1P
j=0

1P
k=0

aijkXt�iXt�jXt�k:::

Une classe de modèles, qui est en quelque sorte un cas particulier des développements de

Volterra, a été alors considérée par les automaticiens : il s�agit des modèles bilinéaires qui ont

la particularité d�être linéaires par rapport à chacune des variables (entrée et sortie) quand

on considère l�autre constante. L�autre particularité de ces modèles est qui�ils se présentent

comme une extension naturelle des modèles linéaires avec un nombre �ni de paramètres. Dans

ce cas les applications sont essentiellement orientées en automatique, en théorie du contrôle et

en économie (étude des populations dynamiques en biologie, établissement des lois en chimie,

étude de l�accroissement des économies nationales...) , on peut citer les travaux de Mohler

(1970), Ruberti, Isidori, d�Alessandro (1972) ; Bruni, Dippilo et Koch (1974) ; Beghelli et

Guidorzi (1978), Fliesset Normant-Cyrot (1980) ; Desay (1986) ; etc.

Puis, c�est à partir de la démarche des automaticiens, que C.W.J. Granger et A.P. Ander-

son (1978a) ont introduit la classe des modèles bilinéaires analogue à celle des automaticiens

où l�entrée déterministe a été remplacée par une suite de variables aléatoires indépendantes

équidistribuées non observées, supposées généralement de lois gaussiennes.

ii



INTRODUCTION GÉNÉRALE iii

Dans ce cas, ces modèles ont été utilisés dans di¤érents domaines, en particulier en éco-

nomie (C.W.J.Granger et A.P.Anderson, 1978a), et en dynamiques des populations (T.Suba

Rao et M.M.Gabr, 1984). En outre, en faisant une étude empirique des trajectoires, on peut

penser à utiliser ces modèles pour modéliser des phénomènes physiques explosifs (étude de

la vitesse du vent et les éruptions volcaniques ; c.f.Guégan 1988), et ce grâce à leur compor-

tement qui se caractérise par de fortes explosions suivies de longues plages de calme.

A la suite de leur travail , beaucoup de chercheurs se sont intéressés à cette présenta-

tion stochastique et ont étudié les propriétés probabilistes des cas particuliers des modèles

bilinéaires à cause de leur complexité structurale. On peut citer les travaux de Subba Rao

(1981), Pham et Tran (1981) ; Pham (1981) ; Tong (1981) ; Guégan (1981; 1983; 1984) ; Quinn

(1982) et Hannan (1982) :

L�année (1985) représente un tournant essentiel dans l�étude des modèles bilinéaires et

une nouvelle orientation se dessine avec la représentation markovienne. En e¤et, Pham fut

le pionnier de la représentation markovienne des modèles superdiagonaux. Guégan (1987)

a montré que cette représentation s�étend di¢ cilement au cas des modèles sous diagonaux

mais elle a introduit, en revanche, la forme stochastique des modèles polynomiaux en entrées

a¢ nes en état dé�nis par Sontag (1979) :

En (1986), Pham a établi la représentation markovienne de l�ensemble des modèles bili-

néaires. Ces représentations markoviennes permettent souvant d�aborder de façon e¢ cace et

élégante, un grand nombre de problèmes : existence d�une solution stationnaire, minimalité

de la représentation, ergodicité, inversibilité et calcul des moments. On peut citer les travaux

de Pham (1985; 1986) ; Guégan (1986; 1987) ; Guégan et Pham (1987; 1989) :

Ensuite, Liu et Brockwell (1988) et Liu (1989; 1990) ont utilisé une représentation vec-

torielle pour les modèles bilinéaires et ont réussi à établir la stationnarité, la causalité,

l�ergodicité et l�inversibilité du modèle bilinéaire générale BL (p; q; P;Q) sous des conditions

simples et sans supposer nécessairement l�existence de la variance du bruit ("t; t 2 Z) :

Ce panorama de travaux nous a permis d�observer qu�il existe plusieurs voies de re-

cherches sur lesquelles on peut e¤ectuer l�analyse des modèles bilinéaires dont : les repré-

sentations vectorielles, les représentations markoviennes, et en particulier les fameuses équa-
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tions aux di¤érences stochastiques ayant une représentation markovienne linéaire de la forme

Xn = AnXn�1 + Bn;8n 2 Z où (At; Bt) est une suite de matrices carrées aléatoires iid. En

e¤et, cette variété nous a permis de cerner plusieurs modes de recherche permettant de dé-

couvrir des cheminements cautionnant éventuellement toutes nos questions d�une spéci�cité

qui caractérise chacune de ces voies.

Par ailleurs, dans plusieurs situations pratiques, nous sommes devant des données géné-

rées par un certain processus non seulement non linéaire mais aussi non stationnaire, par

exemple, en théorie de l�économie, la plupart des indices d�un stock d�une marchandise sont

des di¤érences de martingales (donc non nécessairement un processus i.i.d), pour de telles

séries les techniques des modèles linéaires habituelles sont inapplicables. Lorsque l�économie

change, il est di¢ cile de justi�er l�utilisation du même modèle (non linéaire) sur une langue

période. Donc, le recours aux modèles non linéaires à coe¢ cients dépendants du temps nous

semble raisonnable.

Autres exemples de coe¢ cients dépendant du temps qui ont un intérêt particulier sont les

coe¢ cients périodiques (pour des données saisonnières), ou les coe¢ cients de rupture à un

instant connu t0 (pour une série qui subit un changement en un instant t0):C�est pour cela,

dans le cadre de ce travail, notre objectif est ciblé sur l�étude de quelques propriétés proba-

bilistes des modèles bilinéaires à travers la propriété de la périodicité et ce après les avoir

examiné sans la présence de cet e¤et. De plus, cette observation nous a permis d�organiser

notre travail de recherche comme suit :

Organisation du mémoire :

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le chapitre 1 se place dans une perspective assez générale où nous introduisons les

outils et les concepts nécessaires pour l�analyse des modèles bilinéaires.

Le chapitre 2 est consacré essentiellement à l�étude probabiliste des modèles bilinéaires

via deux approches di¤érentes dont on a relevé les résultats de la première auprès des travaux

de Pham (1985; 1986), Guégan (1987), Guégan et Pham (1987; 1992) et autres, quant à la

deuxième on s�est référé aux travaux de Liu, J.(1989; 1990) ; Liu, J.et Brockwell, P.J.(1988).

Plus précisément, ce chapitre est composé en outre de la section de l�introduction de

quatre sections dont :
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- La première section présente l�étude probabiliste des modèles bilinéaires généraux via

leur représentation markovienne.

- - La deuxième section traite, dans un premier temps, l�étude probabiliste de ces modèles

en s�appuyant sur leur représentation vectorielle.

Parmi les propriétés probabilistes auxquelles on s�intéresse au cours de ces deux sec-

tions �gure essentiellement : la construction, les conditions d�existence, l�inversibilité, la

minimalité, l�ergodicité géométrique et régularité absolue, les moments et les cumulants des

représentations markoviennes ainsi la stationnarité stricte, la stationnarité au second ordre,

l�inversibilité, l�existence des moments d�ordre supérieur des représentations vectorielles de

ces modèles.

Ensuite, a�n de manipuler certains outils théoriques (stationnarité du 1er et du 2i�eme

ordre asymptotique, ergodicité, inversibilité, structure d�autocovariance,...), nous étudions

une classe particulière des modèles bilinéaires superdiagonaux (BL (p; 0; p; 1)) :

- - - La troisième section met le point sur le modèle purement bilinéaire et stricte-

ment superdiagonal d�ordre un (BL (0; 0; 2; 1)) ainsi le modèle bilinéaire diagonal d�ordre

un (BL (1; 0; 1; 1)) qui sont respectivement des cas particuliers de deux classes di¤érentes

connues par la classe des modèles purement bilinéaires et strictement superdiagonaux et la

classe des modèles bilinéaires diagonaux. Alors, cette section est une illustration ou une ap-

plication des résultats donnés auparavant pour les modèles bilinéaires généraux ou le modèle

(BL (p; 0; p; 1)) :

- - - - La quatrième section repose sur une vision comparative a�n de voir la position des

modèles bilinéaires par rapport à d�autres modèles de séries chronologiques linéaires tels que

les modèles ARMA et non linéaires tels que les modèle GARCH:

Le chapitre 3 traite l�aspect périodique des modèles bilinéaires tout en développant

quelques propriétés probabilistes de certaines classes de ces modèles non stationnaires à co-

e¢ cients périodiques, dans le temps (PBL (0; 0; P; 1) ; PBL (p; 0; p; 1) ; PBL (0; 0; 2; 1) et

PBL (1; 0; 1; 1) ).Il est composé, en outre de la section de l�introduction, de trois sections

dont :

- Au cours de la première section, nous passons en revue les dé�nitions de base telles que le

concept de la corrélation périodique, la périodicité stricte ainsi que l�ergodicité périodique
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qui seront très utiles par la suite.

- - La deuxième section se concentre sur l�étude probabilistre du modèle PBL (0; 0; P; 1)

(et prallèlement le modèle PBL (p; 0; p; 1)). Elle est composée de 05 phases réparties selon

l�enchaînement suivant :

� La première phase répond à l�étape préalable qui précède cette étude et qui permet d�ouvrir
un champs de dispersion de sophistication ou encore elle permet de tracer deux axes princi-

paux sur lesquels on peut e¤ectuer notre étude probabiliste. Ces deux axes sont, en e¤et, les

deux approches connues dans la littérature de l�analyse des séries temporelles à coe¢ cients

périodiques par :

*L�approche de Gladyshev (1961) :

**L�approche de Bentarzi et Hallin (1995) :

Alors, dans un premier temps on explique le principe de chacune de ces approches, puis

on montre que lorsqu�on s�appuie sur l�une ou l�autre on obtient toujours une équation aux

di¤érences stochastique vectorielle d�ordre un mais expliquée par des modèles di¤érents, i.e,

la première approche nous conduira à un modèle autorégressif à coe¢ cient aléatoire (RCA)

tandis que la deuxième nous ramènera à un modèle autorégressif à coe¢ cient aléatoire pé-

riodique (RCPAR) : Donc, sur le fait que la deuxième approche conserve la propriété de la

périodicité, notre intention sera mise par la suite sur celle ci tout en développant quelques

propriétés probabilistes de certains modèles bilinéaires périodiques à travers cette voie de

recherche.

� La deuxième et la troisième phases établissent respectivement les conditions su¢ santes
d�existence des solutions strictement stationnaires périodiques et au second ordre périodique

qui restent vrai pour l�ensemble de tous les modèles bilinéaires périodiques ayant une re-

présentation de la forme Xt = AtXt�1 + Bt où (At; Bt) est une suite de matrices carrées

aléatoires non nécessairement iid.

� La quatrième phase s�occupe du calcul des autocovariances du modèle PBL (0; 0; P; 1) via

deux procédures di¤érentes :

*Approche basée sur l�équation aux di¤érences.

**Approche basée sur la représentation espace d�état.

et cela tout en remettant en cause les qualités de chacune d�entre elle, i.e, en faisant ressortir

la lacune rencontrée dans ce cadre de travail, qui reste un maillon manquant nécessitant une



INTRODUCTION GÉNÉRALE vii

attention particulière pour les recherches à venir.

- - - En�n, la dernière section vient pour illutrer tous les résultats présentés tout au long de ce

chapitre à l�aide de deux cas particuliers des modèles bilinéaires périodiques ; à savoir le mo-

dèle purement bilinéaire et strictement superdiagonal d�ordre un périodique (PBL (0; 0; 2; 1))

et diagonal d�ordre un périodique (PBL (1; 0; 1; 1)) :



Chapitre 1

Rappels des concepts fondamentaux

1.1 Introduction

L�étude des modèles de séries temporelles comporte généralement une partie cruciale liée

aux conditions d�existence de solutions stationnaires. Il n�est pas toujours simple d�obtenir

des conditions su¢ santes (portant sur les paramètres, la loi des erreurs,...) pour qu�un modèle

admette des solutions stationnaires (au sens strict ou au second ordre).

Par exemple, pour les modèles ARMA (autorégressif moyenne mobile), les conditions

portent sur les racines des polynômes retard (autorégressif et moyenne mobile) mais, la

majorité des modèles de séries chronologiques acceptent des représentations markoviennes

permettant d�étudier la propriété de stationnarité de ces modèles à travers leurs représen-

tations. Ces représentations peuvent être linéaires de la forme Xn = AnXn�1 + Bn; où les

matrices An et Bn sont aléatoires et constituent une suite (An; Bn) indépendante et identi-

quement distribuée, ou non linéaires de la forme Xn = F (Xn�1; "n), où ("n) est une suite de

vecteurs aléatoires i.i.d et F est une application mesurable non linéaire.

Une approche du problème de la stationnarité, pour le premier type de représentations

(linéaires), est fondée sur les travaux de Brandt (1986) et Bougerol et Picard (1992a; b) tandis

que pour le deuxième type de représentations (non linéaires), une telle approche est fondée

sur la théorie des chaînes de Markov à espace d�états continu, exposée dans le livre de Meyn

et Tweedie (1996) :

1
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Dans le présent chapitre, en guise d�introduction, nous énonçons certaines notions et

certains résultats qui s�avèrent nécessaires à la compréhension des chapitres suivants.

Dans la première et la deuxième section, nous déclinerons quelques outils proportionnels

aux processus stochastiques et aux processus de Markov respectivement en prenant comme

particularité celui de l�ergodicité, qui fait l�objet d�étude de la troisième section de ce chapitre.

Dans la dernière section, nous dé�nissons, en utilisant le théorème de projection, certains

concepts qui permettent d�établir la représentation markovienne des modèles linéaires et/ou

bilinéaires ; à savoir le concept d�espérance conditionnelle, meilleure prévision en moyenne

quadratique et meilleure prévision linéaire. Ensuite, nous présentons certains résultats re-

latifs à l�étude probabiliste non seulement des modèles linéaires ou bilinéaires mais de la

quasi totalité des modèles de séries chronologiques, et cela via les fameuses équations aux

di¤érences stochastiques ayant une représentation markovienne linéaire.
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1.2 Processus stochastiques

1.2.1 Introduction

L�analyse d�une série chronologique consiste à trouver un modèle mathématique adéquat

décrivant le mécanisme ayant donné lieu à cette série temporelle dont elle a pour but la

description des principales propriétés du processus générateur de cette série. Formellement,

cette série ce n�est autre que la trajectoire de ce processus comme le montre la dé�nition

suivante :

Dé�nition 1.2.1

Un processus stochastique est une application de S "l�espace des réalisations" dans un espace

de fonctions de variables réelles (temps)

Xt : S ! F

s 7! fXt (s) ; t 2 Tg

C�est-à-dire pour chaque point s de l�espace des échantillons S, on fait correspondre une

fonction du temps Xt (s) appelée "la trajectoire du processus", où les observations succes-

sives forment l�histoire du processus.

Une autre dé�nition équivalente, qui vise à présenter les phénomènes aléatoires évoluant

dans le temps, est donnée par

Dé�nition 1.2.2

Un processus stochastique est une collection de variables aléatoires indexées Xt = fXt; t 2 Tg ;où :

�T est le domaine d�évolution dé�ni sur un espace de probabilité (
;A; P ) et à valeurs dans

un espace d�état E:

� L�espace d�état est l�espace sur lequel toutes les variables aléatoires prennent leurs valeurs,

le plus souvent (R;BR) où BR est la tribu de Borel.

�Xt est une variable aléatoire pour chaque t, où t peut appartenir à un domaine d�évolution

discret (T = Z, T = N) ou continu (T = R), ce qui dé�nit un processus à temps discret et

un processus à temps continu respectivement.

Par ailleurs, lorsque chacune des variables Xt véri�e E (Xt) < 1, la loi du processus est

partiellement résumée par l�espérance des di¤érentes variables et par leurs covariances. Si de

plus E (X2
t ) < 1, le processus devient un processus du second ordre, dé�ni explicitement
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dans ce qui suit.

1.2.2 Processus du second ordre

Un processus aléatoire fXt; t 2 Zg est dit du second ordre (ou encore de carré intégrable)

si et seulement si ses deux premiers moments existent et sont �nis, i.e,

E (Xt) <1 et E jX2
t j <1;8t 2 Z:

Ainsi, la fonction d�autocovariance d�un processus stochastique du second ordre est dé�nie

par :


 (t; s) = Cov (Xt; Xs) = E ((Xt � �t) (Xs � �s)) ;8t; s 2 Z;

où �t est la moyenne du processus à l�instant t:

Par ailleurs, le processus du second ordre le plus simple, le plus utilisable en analyse des

séries chronologiques est le processus bruit blanc. Ces processus ont donné un mouvement

important et remarquable à l�analyse des séries chronologiques stationnaires (depuis 1938

grâce au théorème introduit par Wold, concernant l�existence et l�unicité d�une décompo-

sition linéaire d�un processus du second ordre faiblement stationnaire) et non stationnaires

(depuis 1961 lorsque Cramer a généralisé le résultat du Wold au cas non stationnaires, ap-

pelé "décomposition de Wold-Cramer"). De plus, grâce à cette décomposition que la classe

des modèles linéaires à coe¢ cients évolutifs dans le temps a été introduite.

1.2.3 Processus bruit blanc : faible et fort

Un bruit blanc f"tg est une suite de variables aléatoires représentant une série de réfé-

rence grâce à la transformation spéci�que qui lui caractérise, car trouver les transformations

qui décrivent une série donnée comme une transformation d�un bruit blanc est un enjeu de

base dans l�analyse des séries temporelles. De plus, du fait que le bruit blanc peut ramener

l�étude à des variables aléatoires non corrélées et même souvent indépendantes, on peut dis-

tinguer deux types de bruit dont :

B Le processus ("t; t 2 Z) est un bruit blanc fort si ce processus est iid et E ("t) = 0;8t: De
plus, si "t � N (0; h) ;8t; on parle de bruit blanc gaussien (standard si h = 1):

B Le processus ("t; t 2 Z) est un bruit blanc faible si les "t sont identiquement distribués et
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non corrélés où la propriété de la non corrélation veut dire que les fonctions d�autocovariance

et d�autocorrélation sont respectivement données par :

� 
 (h) =
�
�2; si h = 0;
0; ailleurs.

� �h =
�
1; si h = 0;
0; ailleurs.

:

Dans le cadre de ce mémoire, on utilise la notion du bruit blanc fort lorsque l�on parle de

bruit blanc.

Remarque 1.2.1

Il semble important de rappeler que deux variables non corrélées ne sont pas toujours indé-

pendantes :

X q Y =) Cov (X; Y ) = 0 mais la réciproque est fausse.

Cependant, on obtient l�équivalence dans le cas de variables aléatoires gaussiennes c�est-à-

dire : X q Y , Cov (X; Y ) = 0:

Comme on a mentionné dans l�introduction, la loi du processus est partiellement résu-

mée par l�espérance des di¤érentes variables et par leurs covariances, lorsque chacune des

variables Xt véri�e E (Xt) < 1. En e¤et, ces moments dépendent en général du temps,

ce qui est gênant, quand à partir de l�observation de réalisations du processus on veut ti-

rer de l�information sur la loi sous-jacente de ce dernier. Donc, pour pouvoir obtenir une

accumulation d�information on est amené à considérer des processus dits stationnaires.

1.2.4 Stationnarité (stabilité)

Intuitivement, un processus stochastique (Xt; t 2 Z) est stationnaire si les propriétés pro-

babilistes du processus ne changent pas au cours du temps. Pourtant on distingue deux types

de stationnarité, la stationnarité au second ordre (ou la stationnarité faible ou encore la sta-

tionnarité au sens large) et la stationnarité stricte (ou la stationnarité forte) .

Dé�nition 1.2.3

Un processus (Xt; t 2 Z) est dit stationnaire au second ordre, si (Xt; t 2 Z) est un proces-

sus du second ordre dont la moyenne et la fonction d�autocovariance sont indépendantes du

temps.

Ce type de stationnarité est aussi une propriété d�invariance ou de stabilité des deux pre-
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miers moments par translation dans le temps, i.e : E (Xt) = E (Xs) et V (Xt) = V (Xs) pour

t 6= s. Mais on ne dit rien sur les moments d�ordre supérieur (autrement dit que ce type de

stationnarité n�empêche pas une variation des moments d�ordre plus élevés ce qui explique

l�existence de l�asymétrie de la loi ou l�épaisseur des queues fonctions du temps), ce qui fait

que cette dé�nition, très commode par ailleurs, est sans doute trop �oue.

Au lieu de considérer simplement les deux premiers moments d�un processus, on peut déci-

der de s�intéresser à la distribution complète des observations. On peut alors accéder à une

dé�nition plus stricte de la stationnarité.

Dé�nition 1.2.4

Un processus stochastique est dit strictement stationnaire si la distribution jointe de Xt et

Xt+h ne dépend pas de t, mais seulement de h. Autrement dit pour tout k appartenant à

N; toute famille d�instants t1; t2; :::; tk appartenant à Z et tout n 2 N les lois jointes de

(Xt1 ; Xt2 ; :::; Xtk) et de (Xt1+n; Xt2+n; :::; Xtk+n) sont les mêmes.

Ici, c�est la distribution jointe qui est invariante par translation. Cette propriété est plus forte

que la précédente car un processus stationnaire au second ordre peut posséder des moments

d�ordre supérieur qui ne sont pas invariants par translation. La notion de stationnarité stricte

et de stationnarité au second ordre se confondent par contre pour les processus Gaussiens

car ceux-ci sont entièrement résumés par leurs deux premiers moments. Par contre dès que

l�on sort du cadre Gaussien comme dans les modèles GARCH, on n�a plus de coïncidence

entre les deux notions. Il est cependant courrant de se contenter de la stationnarité au second

ordre, car elle est plus facile à décrire.

Remarque 1.2.2

1) La notion de stabilité peut être dé�ni de la manière suivante :

Dé�nition 1.2.5 (stabilité)

Etant donné un processus (Xt; t 2 Z), celui ci est stable si pour une suite de variables aléa-

toires réelles de L2 (
;A;P) ; il existe deux constantes m;M positives véri�ant

E jXtj � m;V ar (Xt) �M; 8t 2 Z:

Ainsi, pour la classe des processus stationnaires et ergodiques, on dispose du théorème suivant

(Breiman, 1968) :
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Théorème 1.2.1 (stabilité par translation mesurable)

Soit (Xt; t 2 Z) un processus stationnaire et ergodique et f une fonction mesurable dé�nie

de RZ dans R; alors le processus (Zt; t 2 Z) dé�ni par Zt = f (:::; Xt�1; Xt; Xt+1; :::) ; t 2 Z

est un processus stationnaire et ergodique.

2) Si l�on considère la dépendance temporelle, la stationnarité du second ordre suppose uni-

quement une stabilité de la corrélation (moment d�ordre 2) : cov (Xt; Xt+h) = cov (Xs; Xs+h) :

La stationnarité au sens fort est beaucoup plus forte que cette dé�nition sur le moment

d�ordre 2, puisqu�elle suppose une stabilité de toutes les lois jointes : en particulier, cette

condition implique l�égalité en loi des couples (Xt; Xt+h) et (Xs; Xs+h) :

3) Il est très important de rappeler que, si X1 et X2 sont deux variables aléatoires de même

loi et de même pour Y1 et Y2, telles que cov (X1; Y1) = cov (X2; Y2) ; alors on n�a pas égalité

des lois jointes : L (X1; Y1) 6= L (X2; Y2) : De plus, si X et Y suivent des lois normales, la loi

du couple n�est pas nécessairement de loi gaussienne.

1.2.5 Causalité

Intuitivement, un processus stochastique est dit causal si on peut exprimer les Xt uni-

quement en fonction des "t; "t�1; :::

Plus précisément on a la dé�nition suivante

Dé�nition 1.2.6

Un processus stochastique (Xt; t 2 Z) est dit causal s�il existe une fonction mesurable f :

R1 ! R telle que Xt = f ("t; "t�1; :::) presque sûrement, pour tout t 2 Z.

1.2.6 Régularité et singularité

Dans cette partie, on note par

� F (X) la ��algèbre engendrée par (Xt)t2Z ;

� Ft (X) la ��algèbre engendrée par fXs; s � tg ;

� F�1 (X) =
T
t2Z
Ft (X) ;F+1 (X) =

W
t2Z
Ft (X) ;

�M (X) l�espace vectoriel fermé engendré par (Xt)t2Z : Tout élément deM (X) est alors, ou
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bien combinaison linéaire d�un certain nombre �ni des Xt avec des coe¢ cients constants ou

non, ou bien limite en moyenne quadratique d�une telle combinaison.

�Mt (X) sous espace fermé linéaire deM (X) engendré par fXs; s � tg ; c�est un sous espace

de Hilbert de L2 (
;A;P) :

�M�1 (X) =
T
t2Z
Mt (X) ;M+1 (X) =

W
t2Z
Mt (X) ;

� Hn (x) désigne le polynôme de Hermite de degré n dé�ni par

Hn (x) = (�1)n exp
�
x2

2

�
dn

dxn
exp

�
�x

2

2

�
Avec ces notations, la dé�nition de ces deux concepts est donnée par

Dé�nition 1.2.7

Etant donné un processus (Xt)t2Z stable, alors

1. Le processus (Xt)t2Z est dit régulier linéaire si M�1 (X) = f0g ; et dit régulier non li-

néaire, si F�1 (X) = f;;
g :

2. Le processus (Xt)t2Z est dit singulier linéaire si M�1 (X) =M+1 (X) =M (X) ; et dit

singulier non linéaire, si F�1 (X) =
W
t2Z
Ft (X) :

Les relations entre ces deux notions, nous les donnons dans la proposition suivante

Proposition 1.2.2

1. Tout processus (Xt)t2Z stable, régulier non linéaire est régulier linéaire.

2. Tout processus (Xt)t2Z stable, singulier linéaire est singulier non linéaire.

Remarque 1.2.3

Cette proposition signi�e clairement que la régularité non linéaire est plus forte que la régu-

larité linéaire, et que la singularité linéaire est plus forte que la singularité non linéaire, mais

l�inverse n�est pas vrai (cf. Guégan (1983)). Dans le cas linéaire, on dispose de critères, de

conditions nécessaires et su¢ santes permettant de dire qu�un processus est régulier, citons

néanmoins la condition de Kolmogorov-Szego où la condition porte sur la continuité de la

densité spectrale évolutive, ou qu�il possède une décomposition de Wold-Cramer dans la base

de ses innovations. Dans le cas non linéaire, on peut se demander si des résultats analogues

peuvent être obtenus. En général, il n�est pas possible dans le cas non linéaire (cf. Guégan

(1981)) de disposer de critères permettant de dire qu�un processus est régulier. On doit donc

travailler cas par cas.
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Si, par exemple, on considère le processus (Xt)t2Z dé�ni par : Xt = b21Xt�2"t�1 + "t; où

("t)t2Z est un processus de bruit blanc fort (i.e une suite de variables aléatoires centrées

et indépendantes), avec var f"tg = �2; on suppose de plus que la condition d�inversibilité

de ce modèle est véri�ée (i.e b221�
2 < 1); on peut véri�er que le processus (Xt)t2Z est un

processus de bruit blanc faible, il est donc régulier linéaire, il est aussi régulier non linéaire

car pour tout t 2 Z la variable aléatoire Xt peut s�exprimer comme combinaison linéaire des

polynômes de Hermite en "t: Ceci implique que F�1 (X) � F�1 (") = f;;
g :
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1.2.7 Inversibilité

Le concept d�inversibilité joue un rôle fondamental dans l�analyse des séries temporelles et

dans les applications statistiques telles que : prévisions, estimation des paramètres, évaluation

de la fonction de vraisemblance, certains tests...

Etant donné un processus stochastique Xt; t 2 Z; celui-ci est inversible s�il est possible

d�estimer la suite des variables aléatoires inobservables f"tg ; ce qui revient à écrire "t en

fonction du passé et du présent de fXs; s � tg ; telle que :

"̂n � "n ! 0 en un certain sens, quand n!1:

En outre, selon les types de convergence, on peut tirer trois formes d�inversibilité ; à savoir

l�inversibilité au sens faible par la convergence en probabilité, l�inversibilité au sens fort par

la convergence presque sûre (autrement dit que si "t est Ft (X)-mesurable pour tout t 2 Z

alors le processus (Xt; t 2 Z) est fortement inversible) et l�inversibilité au sens de Granger et

Anderson par la convergence en moyenne quadratique. Plus précisément, la suite "̂n est une

fonction de X1; :::; Xt uniquement pour les deux premières dé�nitions (inversibilité faible et

inversibilité forte) quant à la dernière la suite "̂n ne dépend pas uniquement de X1; :::; Xt

comme le montre la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.2.8 (Granger et Anderson, 1978)

Soit Xt un paramètre de série chronologique discret satisfaisant le modèle

Xt = f(Xt�j; "t�j; j = 1; 2; :::; p)+"t; (1:2:1)

où f"tgt2Z est une suite de variables aléatoires indépendantes inobservables.

En commençant par quelques valeurs initiales

"̂0 = "̂�1 = ::: = "̂�p = 0; et x0 = x�1 = ::: = x�p = 0;

on obtient une suite d�estimateur "̂t dé�ni par l�équation aux di¤érences suivante

"̂t = Xt � f(Xt�j; "̂t�j; j = 1; 2; :::; p);

où "̂t�j = 0 pour t < j: Ainsi, ce modèle est inversible si limt!1E ("̂t � "t)
2 ! 0:
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1.3 Processus de Markov

Outre la représentation de Wold-cramer, les processus de Markov se considèrent comme

une classe de processus stochastiques d�une importance majeur qui a donnée une nouvelle

orientation dans les recherches dès son invention due aux Andreï A. Markov.

Cette partie a comme but de présenter quelques résultats basics sur la théorie des pro-

cessus de Markov ; à savoir les chaînes de Markov à espace d�états �ni (faisant leur première

apparition dans un article publié en 1906), les chaînes de Markov à temps continu et les

chaînes de Markov avec un nombre in�ni d�états (généralisations du premier concept par

Kolmogorov en 1931 et 1936 respectivement).

1.3.1 Dé�nition et classi�cation des processus de Markov

Un processus stochastique Xt est dit processus de Markov si pour tout sous-ensemble �ni

d�instants fti; i = 1; :::;Mg tels que t1 < t2 < ::: < tM ; la distribution conditionnelle de Xt
M

connaissant Xt1 ; Xt2 ; :::; XtM�1 dépend seulement de XtM�1 :

P
�
XtM = xM=Xt1 = x1; :::; XtM�1 = xM�1

	
= P

�
XtM = xM=XtM�1 = xM�1

	
:

Ce qui signi�e que connaissant le "présent" du processus, le "futur" est indépendant du

"passé". Cette propriété est connue sous le nom propriété de markov. L�ensemble X des

valeurs possibles du processus Xt est appelé l�espace d�états de ce processus.

Suivant la nature de l�espace d�états ainsi que de l�espace des temps sur lequel est dé�ni le

paramètre "t", les processus de Markov sont divisés en quatre classes, �gure 1.3.1

Nature du
paramètre t
Discret
Continu

Espace d�états
Discret Continu

Chaîne de M à temps discret Processus de M à temps discret
Chaîne de M à temps continu Processus de M à temps continu

Fig. 1.3.1 Classi�cation des processus de Markov

Remarque 1.3.1

La dé�nition d�un processus de Markov peut être généralisée en dé�nissant les processus de

Markov d�ordre "r" en considérant que l�état d�un processus Xt à un instant donné tM ne

dépend que des "r" états précédents :
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P
�
XtM = xM=Xt1 = x1; :::; XtM�1 = xM�1

	
= P

�
XtM = xM=XtM�1 = xM�1; :::; XtM�r = xM�r

	
:

Ici la propriété de Markov correspond à l�idée que l�on souhaite résumer l�information conte-

nue dans les variables passées du processus par un nombre �ni de variables (les variables

d�états). Dans le cas le plus simple, on souhaite que les variables d�états soient des valeurs

retardées du processus : toute l�information est contenue dans les r valeurs les plus récentes.

Par conséquent, la dé�nition déjà donnée d�un processus de Markov concerne les processus

de Markov d�ordre 1. Cette généralisation est plaisante et présente souvent plus de réalisme

que la seule dé�nition des processus de Markov d�ordre 1. Néanmoins, il est important de

noter que le nombre de paramètres nécessaires pour la description de tels processus croît

exponentiellement avec la mémoire "r" du processus. Ceci explique pourquoi on est souvent

amené, en pratique, à se limiter aux processus de Markov d�ordre1.

A�n de saisir intellectuellement les règles suivant lesquelles on formule et on raisonne

dans le cadre de la théorie des chaînes de Markov, on s�intéresse d�abord à développer des

résultats en s�appuyant sur un espace d�états dénombrable et puis on donne l�analogue pour

des processus à espace d�états continu sachant qu�un espace d�états est dit :

. Dénombrable s�il est discret avec un nombre d�éléments �ni ou in�ni dénombrable,

. Général s�il est muni d�une tribu (��algèbre) générée d�une manière dénombrable; notée

désormais B:

1.3.2 Propriété de Markov à espace d�états �ni ou dénombrable

Une chaîne de Markov à temps discret est une séquence X1; X2; X3; ::: de variables aléatoires.

L�ensemble de leurs valeurs possibles est appelé l�espace d�états, la valeur Xt étant l�état du

processus à l�instant t: Dans toute cette partie, nous travaillons avec un espace d�états discret

"�ni ou in�ni dénombrable" donné dans la plupart des cas par :

1�:E = f1; 2; :::; Kg ;

2�:E = f0; 1; 2; :::; Kg ;

3�:E = N = f0; 1; 2; :::g ;

4�:E = Z = f:::;�1; 0; 1:::g :
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Dé�nition 1.3.1 (chaîne de Markov)

Un processus stochastique fXt; t 2 Ng dé�ni sur un espace de probabilité (
; P ) à valeurs

dans un espace d�états E (�ni ou in�ni dénombrable) est dit chaîne de Markov homogène

s�il véri�e les propriétés suivantes :

1) Pour tout i; j; i0; :::; it�1 2 E :

P (Xt+1 = j=Xt = i;Xt�1 = it�1; :::; X0 = i0) = P (Xt+1 = j=Xt = i) = Pij (t) :

2) L�évolution de cette chaîne ne dépend pas de l�instant t, mais seulement des états concer-

nés, i.e, Pij (t) = Pij 8t:

Remarque 1.3.2

1�: La condition 1) s�appelle la propriété de Markov.

2�: La condition 2) s�appelle propriété d�homogénéité dans le temps.

3�: Les probabilités Pij s�appellent les probabilités de transition de l�état i vers l�état j, ainsi

ces probabilités permettent de construire la matrice de Markov donnée par la dé�nition sui-

vante :

D�nition 1.3.2 (matrice de transition)

On appelle matrice des probabilités de transition la matrice carrée P = (Pij)i;j2E telle que :

� 8i; j 2 E : 0 < Pij < 1;

�
P
j2E

Pij = 1 8i 2 E:

A noter que la distribution de X0 joue un rôle très important, notamment pour simuler les

chaînes de Markov, d�où on a la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.3.3 (Distribution initiale d�une chaîne de Markov)

Soit fXt; t 2 Ng une chaîne de markov sur E; la distribution de probabilité (pi; i 2 E) dé�-

nie par P (X0 = i) = pi; s�appelle la loi initiale.

Cette distribution ainsi que la matrice des probabilités de transition contribuent à déter-

miner la structure de probabilité de la chaîne fXt; t 2 Ng caractérisée par ses distributions

�ni-dimentionnelles données par le corollaire suivant :
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Corrolaire 1.3.1

Les distributions �ni-dimentionnelles de la chaîne de Markov fXt; t 2 Ng admettant la loi

initiale Pi0 = P (X0 = i0) sont données par :

P (Xn = in; Xn�1 = in�1; :::; X0 = i0)

= P (Xn = in=Xn�1 = in�1)� :::� P (X1 = i1=X0 = i0)� P (X0 = i0) ; n 2 N;8i0; i1; :::; in 2 E:

Probabiltés de transition d�ordre k (Equation de Chapman Kolmogorov)

La probabilité de transition d�ordre k, i.e, après k étapes, est donnée par

P
(0)
ij =

�
1; si i = j;
0; sinon

P
(1)
ij = Pij;

P
(k)
ij = P (Xt+k = j=Xt = i) :

Pour calculer les probabilités de transition d�ordre k, on calcule d�abord la probabilité de

transition d�ordre 2, P (2)ij : En utilisant la loi de probabilité totale, on voit que

P
(2)
ij = P (Xt+2 = j=Xt = i) = P ((Xt+2 = j) \ 
=Xt = i)

= P

�
(Xt+2 = j) \ [

k2E
(Xt+1 = k) =Xt = i

�
= P

�
[
k2E

(Xt+2 = j) \ (Xt+1 = k) =Xt = i

�
les évènements sont disjoints

=
P
k2E

P (Xt+2 = j=Xt+1 = k)P (Xt+1 = k=Xt = i)

=
P
k2E

PkjPik = PikPkj

Par conséquent, les équations de Chapman Kolmogorov sont données par la relation sui-

vante :

P n+mij =
P
k2E

P
(m)
ik P

(n)
kj :

Distribution stationnaire et distribution limite

Après avoir déterminé les distributions conditionnelles, on pense généralement à étudier

l�existence de ses distributions limites autrement dit on cherche à véri�er la convergence

d�une distribution limite vers une distribution stationnaire. En outre, cette limite dépend

de certaines propriétés structurelles de la chaîne (irréductibilité, apériodicité, récurrence et

positivité) comme le montrent les théorèmes suivants :
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Théorème 1.3.2 (ergodicité ou régularité)

Soit fXt; t 2 Ng une chaîne de Markov dé�ni sur un espace de probabilité (
;A; P ) à valeurs

dans un espace d�états E discret. Si cette chaîne est :

- irréductible,

- apériodique,

- récurrente positif.

Alors, elle est ergodique. Dans ce cas, l�unique distribution stationnaire est confondue avec

la distribution limite.

Théorème 1.3.3 (stabilité)

Pour toute chaîne de Markov ergodique, on a lim
n!1

P
(n)
ij existe et ne dépend pas de l�état initial

i dans lequel se trouve la chaîne, i.e, elle dépend seulement de l�état d�arrivée j. Ainsi, on

note : lim
n!1

P
(n)
ij = �j:

A noter que le vecteur des probabilités (�0; �1; :::) est appelé loi stationnaire. Pour détermi-

ner cette loi, on commence d�abord par écrire

P
(n+1)
ij =

P
k�0

P
(n)
ik Pkj

et en utilisant le fait que

lim
n!1

P
(n)
ij = lim

n!1
P
(n+1)
ij = �j:

Il vient que

�j =
P
k�0

�kPkj; avec :
P
k�0

�k = 1:

Ces deux dernières équations peuvent s�écrire sous la forme d�un produit matriciel liant la

loi stationnaire � = (�0; �1; :::) à la matrice de transition P = (Pij) :8><>:
� = �P
etP
k�0

�k = 1

donc, la résolution du système d�équations ci-dessus fournit la loi stationnaire � = (�0; �1; :::) :
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1.3.3 Propriété de Markov à espace d�états général

Avant, la distribution du processus était donnée en fonction des probabilités condition-

nelles expliquant le passage du processus d�un état à un autre, connues par probabilités de

transition, mais dorénavant ces dernières vont être remplacées par des mesures de probabili-

tés que le processus se trouve dans un ensemble quelconque appartenant à l�espace X muni

d�une tribu B, connues par noyau de transition. Si de plus cette tribu est la tribu de Borel,
l�espace d�états est un espace topologique et si elle est générée d�une manière dénombrable,

il s�agit d�un espace général. En e¤et, la relation entre les deux, outre le fait que l�espace

topologique est une spéci�cation d�un espace général, est que le cas général nous fournisse

des résultats pour des ensembles plutôt que pour des états individuels (lorsqu�il y a une

topologie).

Dé�nition 1.3.4 (noyau de transition)

On appelle noyau de probabilité de transition ou fonction de transition de Markov toute

famille P = fP (x;B) ; x 2 X ; B 2 Bg telle que :

1. Pour tout B 2 B, P (:; B) est une fonction mesurable non négative sur X ;

2. Pour tout x 2 X ; P (x; :) est une mesure de probabilité sur B.

Les P (x;B) sont appelées probabilités de transition (de x vers B).

Par analogie au cas où l�espace d�états est dénombrable, i.e en remplaçant la matrice de

transition par le noyau de transition, la structure de probabilité de la chaîne est toujours

caractérisée par sa loi initiale et son noyau de transition ; alors étant donnée une mesure

de probabilité initiale � sur B; les distributions �ni dimensionnelles sont données par le
théorème suivant :
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Théorème 1.3.4 (Meyn et Tweedie, 1993)

Pour toute mesure initiale � sur B et pour n�importe quel noyau de transition P, il existe

un processus stochastique X = fX0; X1; :::g mesurable dé�ni sur 
 l�espace XN;

� 1Q
i=0

Xi

�
;

muni de la tribu F ; le produit B
N; et une mesure de probabilité P� sur F telle que P� (B)

est la probabilité de l�évènement (X 2 B) ; o�u B 2 F ; donnée pour tout entier n et tout

(n+ 1)-uplet (B0; :::; Bn) de parties de B par

P� (X0 2 B0; :::; Xn 2 Bn) =
Z

x02B0

:::

Z
xn�12Bn�1

� (dx0)P (x0; dx1) :::P (xn�1; Bn) (1:3:1)

A l�aide de ces instruments, on peut énoncer la dé�nition suivante

Dé�nition 1.3.5 (chaîne de Markov homogène)

Le processus stochastique X dé�ni sur (
;F) est appelé chaîne de Markov homogène de

noyau de transition P et de mesure initiale � si les lois �ni-dimentionnelles satisfont (1:3:1)
pour tout n:

Concernant le passage des lois �ni-dementionnelles aux probabilités d�évènements, on dispose

du résultat établi par Chapman-Kolmogorov imposant des conditions sur l�espace d�états

(X ;B) qui doit appartenir à l�un des cas suivants :

.
�
Rd;B

�
Rd
��
; qui est général,

. un espace dénombrable muni de la tribu de toutes ses parties, qui est dénombrable,

. un espace métrique complet possédant une base dénombrable d�ouverts muni de sa

tribu borélienne, qui est topologique.

Noyau de transition d�ordre supérieur "Equation de Chapman Kolmogorov"

Soit n l�ordre supérieur et supposant qu�à l�instant initial la chaîne est à l�état x et elle va

atteindre un autre état B en n étapes, alors cette chaîne doit nécessairement passer par un

autre état y à la mi�eme étape (autrement dit qu�elle sera à l�état y dans l�étape m;telle que

m � n): Alors passer de x à B en n étapes est équivalent de passer du y à B en n�m étapes,

ce qui présente le principe général de l�équation de Chapman Kolmogorov. Le déroulement

de cette dernière est comme suit :

En prenant comme mesure initiale, la mesure de Dirac dé�nie par :
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P 0 (x;B) = �x (B) ; �x (B) =

�
1 si x 2 B;
0 sinon

;

Alors, le noyau de transition relatif à l�ordre n; noté par P n; en e¤ectuant le produit de ce

noyau (n� 1) fois avec lui même, est donné par :

P n (x;B) =
R
y2X

P (x; dy)P n�1 (y;B) ;8x 2 X ;8B 2 B, 8n � 1:

Par conséquent, l�équation de Chapman Kolmogorov peut être écrite par une simple géné-

ralisation de cette dernière et elle est donnée par

P n (x;B) =
R
y2X

Pm (x; dy)P n�m (y;B) ;8x 2 X ;8B 2 B, 80 � m � n et 8n � 1:

Cette dernière signi�e également que les valeurs prises antérieurement en y n�ont plus d�im-

portance pour ce qui est postérieur à l�étapem ce qui explique la propriété de l�indépendance

entre futur et passé conditionnellement au présent exprimée par Meyn et Tweedie en 1993

par la propriété suivante

Propriété 1.3.6

Si X est une chaîne de Markov sur (
;F), avec une mesure initiale �; et h : 
 ! R une

fonction mesurable bornée; alors

E (h (Xn+1; Xn+2; :::) =X0; :::; Xn;Xn = x) = E (h (X1; X2; :::) =X0 = x) :

Classi�cation des ensembles

Dé�nissons pour tout ensemble B 2 B :

* Le temps de séjour dans B (après la date initiale) / le temps moyen de séjour :

�B=
1P
n=1

1Xn2B; où 1 désigne la variable indicatrice d�un évènement A ;

U (x;B) = E (�B=X0 = x) =
1P
n=1

P n (x;B) ;où la famille fU (x;B)g a des propriétés simi-

laires à celles d�un noyau de transition mais les U (x; :) ne sont pas des probabilités.

* Le temps de premier retour à B (hormis l�état initial) :

�B = min fn � 1 : Xn 2 Bg :

* La probabilité de premier retour à B partant de x :

L (x;B) = P (�B <1=X0 = x) :

Alors, la classi�cation repose sur la famille fU (x;B)g, U (x;B) représente le temps de séjour

moyen dans B partant de x, dont l�ensemble B est dit :
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. récurrent si U (x;B) = +1;8x 2 B;

. uniformément transitoire si 9M <1 tq U (x;B) �M; 8x 2 B;

. transitoire s�il existe une famille dénombrable (Bn) d�ensembles uniformément transi-

toires telle que B = [
n
Bn:

Avec cette dé�nition, un ensemble récurrent peut également être transitoire. Par conséquent,

l�ensemble X est toujours récurrent et s�il est dénombrable, on peut évidemment l�écrire

comme la réunion de tous les singletons uniformément transitoires.

Remarque 1.3.3

Pour tout B 2 B, �Bet�B sont clairement des fonctions mesurables de 
 à Z+ [ f1g :

Une autre dé�nition d�importance majeur et qui nous fournisse la plupart des propriétés par

la suite est celle d�un ensemble petit, introduite par Nummelin et Tuominen, 1982, p:188.

Dé�nition 1.3.7 (ensemble petit)

un ensemble A est dit petit si A est relativement compact et ' (A) > 0.

Ainsi, une dé�nition équivalente à cette dernière a été proposée par Meyn et Tweedie,1993,

est donnée par :

Dé�nition 1.3.8

Un ensemble C est dit un ensemble petit s�il existe m > 0; et une mesure non triviale �m

sur B; tel que 8x 2 C;B 2 B;

Pm (x;B) � �m (B) : (1:3:2)

Lorsque (1:3:2) est véri�ée, on dit que C est �m small.

Formes de Stabilité

* Etant donnée une chaîne de Markov X = (Xt; t 2 N) ; la forme la moins restrictive de

stabilité qu�on peut exiger est que la chaîne ne consiste pas, en réalité, de deux chaînes :

la collection des ensembles qu�on puisse atteindre à partir de di¤érents points initiaux n�est

pas di¤érente. Ce qui nous conduit d�abord à introduire la notion de l�irréductibilité.

Dé�nition 1.3.9 ('� irr�eductibilit�e)

Soit ' une mesure non identiquement nulle dé�nie sur B: On dit que ' est une mesure

d�irréductibilité si ' (B) > 0) L (x;B) > 0;8x 2 X ;8B 2 B:

On dit alors que la chaîne X = (Xt; t 2 N) est '� irr�eductibe:

Maintenant, si cette chaîne est '�irr�eductible; la mesure d�irréductibilité est générée comme



CHAPITRE 1. RAPPELS DES CONCEPTS FONDAMENTAUX 20

une mesure d�irréductibilité maximale qui se considère comme son extension du fait qu�elle

dé�nie le rang de la chaîne plus convenablement qu�une autre mesure d�irréductibilité arbi-

traire qu�on pouvait construire initialement.

Dé�nition 1.3.10 (irréductibilité maximale)

Si X est '� irr�eductible pour une certaine mesure ', alors il existe une mesure de proba-

bilité  sur B telle que :
1. X est  � irr�eductible;

2. Pour toute autre mesure '0 sur B, X est '0 � irr�eductible si et seulement si '0 est ab-

solument continue par rapport à  ( > '0) ;

Si  (B) = 0; alors  
�
�B
�
= 0; où �B = fx : L (x;B) > 0g :

La mesure  est alors appelée mesure d�irréductibilité maximale.

Nous noterons pour une chaîne d�irréductibilité maximale  :

B+ = fB 2 B :  (B) > 0g :

Dé�nition 1.3.11 (périodicité)

On dit que le noyau de transition P, ' � irr�eductible; est périodique s�il existe un entier

d � 2 et une suite fE1; ::; Edg de d évènements.non vides t.q pour i = 0; :::; d� 1 et x 2 Ei;

P (x;Ei) = 1 pour j = i+ 1 (mod d) : Sinon, on dit que P est apériodique.

** Le deuxième niveau de stabilité est l�exigence, non seulement qu�il devrait être une possi-

bilité d�atteindre les mêmes états à partir de points de départ di¤érents, mais que atteindre

tels ensembles d�états devrait être �nalement garanti. Ceci nous conduit à introduire les

concepts suivants :

Dé�nition 1.3.12 (chaînes récurrentes/ transitoires)

Soit X une chaîne '� irr�eductible: Elle est dite :

� R�ecurrente, U (x;B) = +1, 8x 2 X ;8B 2 B+;

� Transitoire, l�espace d�états est un ensemble transitoire, i.e : 9 (Bj)j ;X = [
j
Bj; U (x;Bj) �

Mj < +1, 8x 2 X :
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Théorème 1.3.5 (Meyn et Tweedie, 1993)

Si X est une chaîne '� irr�eductible; elle est soit récurrente soit transitoire.

Un autre concept de récurrence un peu plus fort fournissant des résultats également plus

forts est donné par celui du Harris-récurrence.

Dé�nition 1.3.13 (Harris-récurrence)

Une chaîne X; ' � irr�eductible; est dite Harris-récurrente si chaque ensemble de B+ est
Harris récurrent tel que :

Q (x;B) = P (�B = +1=X0 = x) = 1; x 2 B:

De cette dé�nition, il est clair que si un ensemble est Harris récurrent, il est évidemment

récurrent car dans le cas de récurrence, le nombre de visite d�un ensemble est espéré être

in�ni quant au deuxième cas le nombre de visite de cet ensemble est presque sûrement in�ni

expliqué autrement par l�existence d�un renforcement du cas récurrent au cas Harris récur-

rent.

On peut de manière équivalente dé�nir la Harris-récurrence pour chaque ensemble de B+ ou
bien en fonction des probabilités de premier retour

L (x;B) = P (�B <1=X0 = x) = 1; x 2 B:

ou bien en fonction des ensembles petits comme suit :

Théorème 1.3.6 (Meyn et Tweedie, 1993)

Si X est une chaîne '� irr�eductible: S�il existe un ensemble petit C tel que

8x 2 X ; L (x;C) = 1 alors (Xn; n 2 N) est harris-récurrente.

***Au cours d�une variation persistante, la forme maximale de stabilité qu�on peut exiger

est que la distribution de Xn ne change pas lorsque n prend di¤érentes valeurs. Ceci est

expliqué, par la propriété de Markov, par l�invariance, sous une translation dans le temps,

des distributions �ni-dimentionnelles de cette chaîne. Une telle considération nous conduit

à introduire le concept des mesures invariantes et sous invariantes.

Dé�nition 1.3.14 (mesure invariante / sous invariante)

Une mesure non nulle � � finie � sur B est dite invariante (resp.sous-invariante) si

� (B) =
R
P (x;B)� (dx) (resp. � (B) �

R
P (x;B)� (dx));8B 2 B:

De plus,

� pour une chaîne de Markov '�irr�eductible admettant une mesure de probabilité invariante
� est dite "positive" et dans le cas contraire elle est dite "nulle", et
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� pour une chaîne récurrente, une mesure invariante peut ou non exister. Ces dernières ont
une importance majeur pour produire des processus stationnaires en considérant uniquement

une forme de stationnarité dès la première étape :

Etant donnée une mesure de probabilité initiale invariante �, i.e :

� (B) =
R
X
� (dw)P (w;B) = P� (X1 2 B) ;

ce qui devient par des remplacements successifs :

� (B) =
R
X

�R
X
P (x; dw)� (dx)

�
P (x;B) =

R
X
� (dx)

R
X
P (x; dx)P (x;B)

=
R
X
� (dx)P 2 (x;B) = P� (X2 2 B)

...
=
R
X
� (dx)P n (x;B) = P� (Xn 2 B) :

De la propriété de Markov, il est clair que la chaîne est strictement stationnaire. Inversement,

elle est strictement stationnaire si et seulement si sa loi de probabilité initiale est invariante.

Une autre raison de l�importance des mesures de probabilité invariantes est liée au compor-

tement ergodique (ou de long terme) de la chaîne. Supposons en e¤et qu�il existe une mesure

de probabilité limite �; dé�nie par : 8B 2 B, P (Xn 2 B)! � (B) quand n!1: Alors

� (B) = lim
n!+1

R
� (dx)P n (x;B)

= lim
n!+1

R
� (dx)

R
P n�1 (x; dy)P (y;B)

=
R
P (y;B) lim

n!+1

R
P n�1 (x; dy)� (dx)

=
R
P (y;B)� (dy)

Donc � est invariante. En particulier s�il existe une unique mesure de probabilité invariante,

la probabilité limite sera indépendante de �: On a le résultat suivant

Théorème 1.3.7 (Meyn et Tweedie, 1993)

Si X est récurrente, elle admet une unique mesure sous-invariante � (à une constante mul-

tiplicative près) et cette mesure est invariante. De plus � est équivalente à toute mesure

d�irréductibilité maximale  :
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1.4 Ergodicité

1.4.1 Introduction

L�hypothèse ergodique est une hypothèse fondamentale de la physique statistique. Elle

s�appliquait aux systèmes composés d�un très grand nombre de particules, et a¢ rmait qu�à

l�équilibre, la valeur moyenne d�une grandeur calculée de manière statistique est égale à la

moyenne d�un très grand nombre de mesures prises dans le temps. Elle est donc fondamentale

pour un bon rapprochement entre la théorie et l�expérience, et elle intervient également pour

le traitement du signal, où elle consiste à admettre que l�évolution d�un signal au cours du

temps apporte la même information qu�un ensemble de réalisations. Un exemple concret qui

facilite la compréhension est le suivant : si, en premier lieu, on prend un dé et on le jette N

fois en l�air, et en second lieu, on prend N dés identiques et on les jettes en l�air tous en

même temps ; dont le but est de vouloir calculer la moyenne de la face qui sort : l�hypothèse

ergodique permet de dire que les deux expériences fournissent le même résultat, c�est-à-dire

le calcul de la moyenne au fur et à mesure sur les N dés ; et cela en supposant que les dés

soient su¢ samment séparés les uns des autres lors du jet, pour qu�ils ne s�interchoquent

pas. Cette propriété fondamentale ne peut être achevée que si la liaison entre les moyennes

statistiques et les moyennes temporelles existe, donc on doit appeler une autre hypothèse

connue par l�hypothèse d�ergodicité.

La notion d�ergodicité est une notion fondamentale dans l�étude des séries chronologiques

de variables aléatoires dépendantes a�n de pouvoir utiliser des théorèmes du type de la loi des

grands nombres. En particulier, elle est importante dans l�étude des processus stationnaires,

des chaînes de Markov et des mélanges. Du fait que les chaînes de Markov et les systèmes

mélangeants présentent deux exemples de systèmes dynamiques mesurés, il en sera judicieux

d�eclaircir ces notions.

Un système dynamique est un quadruplet (
;F ; �; �) où (
;F ; �) est un espace mesuré

et � est une application mesurable de (
;F) qui préserve la mesure �; c�est-à-dire que :

8A 2 F : �
�
��1 (A)

�
= � (A) : On dit aussi que la mesure � est invariante par � ainsi s�il

est le cas, on a presque sûrement pour tout n l�invariance de � par �n. Alors, ce système est

ergodique si la tribu I; la famille des évènements invariants, est triviale sous �, c�est-à-dire
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que : 8A 2 I; � (A) 2 f0; 1g : Ce système est dit mélangeant si pour tous évènements A et B

appartenant à F ; on a : �
�
A \ ��n (B)

�
! � (A)� (B) ; et si oui, il est forcément ergodique

car l�invariance d�un ensemble A peut être exprimé aussi, pour tout n; par 1A = 1A � �n

presque sûrement, donc 1A1��n(A) = 12A = 1A, presque sûrement, d�où �
�
A \ ��n (A)

�
=

� (A) : En faisant tendre n vers +1 , on obtient � (A) = �2 (A) ; d�où � (A) 2 f0; 1g ; ce qui

explique le fait que tout système mélangeant est ergodique.

1.4.2 Théorème ergodique et ergodicité pour des processus sta-

tionnaires

La notion de l�ergodicité pour les processus stationnaires exprime le fait que le processus

peut prendre n�importe quelle valeur dans l�espace des états indépendamment de sa valeur

initiale c�est pour cela qu�elle est expliquée autrement par la propriété d�irréductibilité. Du

fait que la propriété d�érgodicité lie les moyennes statistiques (e¤ectuées sur l�espace des

réalisations sous-jacent à la dé�nition des variables aléatoires qui constituent le processus)

et les moyennes temporelles (e¤ectuées sur les fonctions du temps qui sont les réalisations du

processus), cette propriété est très importante pour l�établissement du théorème ergodique.

Intuitivement, un processus aléatoire est ergodique si ses moments peuvent être obtenus

comme des moyennes à partir d�une seule de ses réalisations. Ceci doit être vrai en particulier

pour les moments d�ordre 1 et 2 :

1
T

R
T

x (t; w) dt !
T!1

mx (t)

1
T

R
T

x (t; w)x (t+ � ; w) dt !
T!1

Rx (t; t+ �)

Si l�on examine la première équation, on se rend compte que le membre gauche ne dépend

pas du temps, et donc pour que cette équation puisse être véri�ée, il faut que le processus

ait une moyenne constante. De la même façon, pour que la deuxième équation soit possible

le processus doit être stationnaire au sens large, on aura alors

1
T

R
T

x (t; w) dt !
T!1

mx

1
T

R
T

x (t; w)x (t+ � ; w) dt !
T!1

Rx (�)

On peut donc a¢ rmer que pour qu�un processus soit ergodique, il doit nécessairement être
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stationnaire (au sens large) : ergodicité ) stationnarité.

Formellement, ce théorème est énoncé par :

Théorème 1.4.1 (Karlin et Taylor; 1975)

Soit (Xt; t 2 Z) un processus strictement stationnaire et ergodique avec une moyenne �nie

�. Alors

P

 
lim

1

n

nX
k=1

Xk = �

!
= 1

Remarquons que la notion d�ergodicité, qui implique à son tour le théorème ergodique, est

intimement liée à la propriété de convergence c�est-à-dire on peut distinguer deux types d�er-

godicité ; à savoir l�ergodicité forte par la convergence presque sûre et l�ergodicité faible par

la convergence en probabilité ou en moyenne quadratique.

Alors, si le processus est strictement stationnaire, la notion d�ergodicité forte est donnée

par :

Dé�nition 1.4.1 (Ergodicit�e forte)

Un processus strictement stationnaire est dit ergodique si P ((:::; X�1; X0; X1; ::) 2 A) = 0

ou 1 pour chaque ensemble A T -invariant.

Où, T est une transformation T : RZ ! RZ et le sous ensemble A � RZ est dit T -invariant
si T A = A:

De même, si le processus est stationnaire au second ordre, on a la dé�nition suivante

Dé�nition 1.4.2 (Ergodicit�e faible)

Soit (Xt; t 2 Z) un processus stationnaire au sens faible, tel que E (Xt) = � < 1 et

var (Xt) = �2 < 1 pour tout t. Soit X t =
1
n

nP
t=1

Xt la moyenne temporelle. Si X t converge

en probabilité vers � quand n!1, alors (Xt) est ergodique pour la moyenne.
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1.4.3 Ergodicité pour des chaînes de Markov à espace d�états gé-

néral, topologique et normé

Dans ce qui suit, on donne des conditions su¢ santes assurant l�ergodicité des chaînes de

Markov à espace d�états général ainsi deux autres spéci�cations : espace topologique et

espace normé. Etant donnée une chaîne de Markov X; '� irr�eductible; prenant ses valeurs

sur un espace arbitraire (X ;F) avec des probabilités de transition homogènes P n (x;A) : Soit

� une mesure sous-invariante de X (pour mieux comprendre, � devient � lorsque la chaîne

est ergodique); sur F� = fA 2 F : 0 < � (A) <1g :

I Conditions sur un espace d�états général
Théorème 1.4.2 (Tweedie,1975)

Une condition su¢ sante pour que (Xt; t 2 N) soit ergodique est l�existence d�un ensemble

K 2 F� et une fonction mesurable non négative g sur X tels queR
X
P (x; dy) g (y) � g (x)� 1; x =2 K;

et pour un entier B > 0;R
X
P (x; dy) g (y) = � (x) � B <1; x 2 K:

Si de plus la chaîne est apériodique, on dispose du résultat suivant :

Théorème 1.4.3 (Meyn et Tweedie, 1996)

Si (Xt; t 2 N) est une chaîne de Markov Harris récurrente, positive de mesure invariante �

et apériodique, alors pour toute mesure initiale �

R � (dx)P n (x; :)� �


! 0; n!1

I Conditions sur un espace d�états topologique

Dans la plupart des applications des chaînes de Markov, l�espace d�états n�est pas com-

plètement général, mais muni avec une topologie I. Intuitivement, cette dernière est une
structure englobant les propriétés de l�invariance d�un ensemble de fonctions, après une dé-

formation continue ce qui justi�e qu�on doit imposer une condition de continuité sur les

fonctions de transition de la chaîne. Mathématiquement, c�est l�ensemble de tous les sous-

ensembles ouverts de X ; c�est-à-dire c�est une collection des ensembles contenant :

�(i): Des unions arbitraires des membres de I ,

�(ii): Des intersections �nies des membres de I ,
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�(iii): L�ensemble complet X et l�ensemble vide �.

Les membres contenant un point x sont appelés "les proximités de x ", et les compléments

des ensembles ouverts sont appelés "fermés". L�imposition de cette continuité assure, en ef-

fet, que les ensembles compacts ont de mesures �nies dont la compacité présente l�analogue

de la �nitude d�un espace dénombrable (espace d�états �ni).

On dit qu�une loi de transition fP (x; :)g est fortement continue si, pour tout A 2 F , P (x; :)

est une fonction continue en x; autrement dit qu�elle est fortement continue si
R
P (x; dy) g (y)

est une fonction continue bornée en x lorsque g est une fonction continue bornée sur X . Cette

forme de continuité est exprimée en appelant la chaîne fXtg par chaîne de Feller.

Alors, lorsque X est l�ensemble englobant les ensembles compacts d�une mesure positive ';

les conditions de l�ergodicité sont données par le théorème suivant :

Théorème 1.4.3 (Tweedie,1975)

Soit fXtg une chaîne de Markov ' � irr�eductible sur un espace topologique (X ; I) : Si

fP (x; :)g est fortement continue, une condition su¢ sante pour que fXtg soit ergodique est

l�existence d�un ensemble K 2 X et une fonction mesurable non négative g sur sur X tels

que

(i)
R
X
P (x; dy) g (y) � g (x)� 1; x =2 K;

(ii)
R
X
P (x; dy) g (y) = � (x) � B <1; x 2 K; pour un ensemble B > 0.

I Conditions sur un espace normé
Supposant maintenant que l�espace X est muni d�une norme, noté par k:k, I est une topolo-

gie généré par la norme et F est la tribu de Borel sur (X ; I) : Dans ce cas, sous les conditions

du théorème précédent, la fonction g peut être soit g (x) = kxk ou g (x) = kxk =c pour une

certaine constante c. En posant 
x = E fkXn+1k � kXnk =Xn = xg, on a le résultat suivant :

Théorème 1.4.4 (Tweedie, 1975)

Soit (Xt; t 2 N) une chaine de Markov ' � irr�eductible avec une probabilité de transition

fortement continue, une condition su¢ sante d�ergodicité pour Xt est qu�il existe un compact

K sur F avec ' (K) > 0, et une constante c > 0 telle que :


x � �c; 8x =2 K,
et pour un ensemble B > 0; 
x � B <1; 8x 2 K:
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1.4.4 Ergodicité géométrique

Comme pour l�ergodicité, l�ergodicité géométrique est une notion importante dans le cas

de variables dépendantes mais elle est de plus une notion propre aux processus markoviens

dont elle englobe la condition la plus forte que l�on puisse espérer obtenir pour ce type de pro-

cessus car elle englobe di¤érentes propriétés comme Harris récurrente, ergodicité et mélange.

La dé�nition de cette propriété, liée aux chaînes de Markov ' -irréductibles et faiblement

de Feller (i.e, pour chaque fonction continue bornée g sur E, la fonction de x dé�nie par

E (g (Xt) =Xt�1 = x) est aussi continue), est bien donnée par le théorème suivant :

Théorème 1.4.5 (Tweedie; 1983)

Supposons que Xt; t � 0 soit une chaine de Feller, qu�il existe une mesure ' et un en-

semble compact A avec ' (A) > 0 tel que :

(i) Xt; t � 0 soit ' -irréductible,

(ii) il existe une fonction positive continue g : E ! R satisfaisant g (x) � 1 8x 2 A; et pour

� > 0 : E (g (Xt) =Xt�1 = x) � (1� �) g (x) ; x 2 Ac:

Alors Xt; t � 0 est géométriquement ergodique.
Et si de plus cette chaîne est récurente positive et apériodique, on dispose du résultat suivant

Propriété 1.4.3 (Meyn et Tweedie; 1993)

On suppose que pour une chaîne (Xt; t 2 N) récurrente positive, apériodique et  �irr�eductible,

il existe un ensemble petit C 2 B+ et les constantes MC <1; �C < 1 tels que

jP n (x;C)� � (C)j �MC�
n
C ; pour tout n et tout x 2 X :

Alors, il existe � < 1 et Ms <1 pour tout x 2 X tels que

kP n (x; :)� �k �Ms�
n; n � 1; (1:4:1)

où � est la mesure de probabilité invariante.

On dit que la chaîne (Xt; t 2 N) est géométriquement ergodique si (1:4:1) est véri�ée.

Remarque 1.4.1

Certains processus ne véri�ent pas la propriété markovienne, autrement dit que ces proces-

sus ne sont pas des processus de Markov donc le recours à une représentation markovienne

semble important pour véri�er la propriété de l�ergodicité géométrique de ces processus. Dans

le cas des processus bilinéaires, la classe des processus bilinéaires superdiagonaux ne sont
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pas des processus de Markov car : le futur et le passé sont conditionnellement dépendants,

étant donné le présent ; et si on prend le processus bilinéaire superdiagonal le plus simple

dé�nit par le modèle suivant : Xt = b21Xt�2"t�1+"t, il devient clair que ce processus est non

markovien donc il n�est pas géométriquement ergodique.

1.5 Représentation markovienne des modèles linéaires

Du fait que la représentation markovienne bilinéaire est une généralisation de la représen-

tation markovienne des modèles linéaires en remplaçant les matrices de constantes de cette

dernière par des matrices polynomiales en bruits blancs, cette section est une étape prélimi-

naire à la compréhension de la représentation markovienne bilinéaire, et cela en introduisant

quelques concepts de base liés à la représentation markovienne linéaire.

1.5.1 Meilleure prévision linéaire

Dans cette section, nous énonçons quelques dé�nitions et théorèmes qui proviennent

essentiellement de Brockwell et Davis (1991) : Ici, � dénote un espace vectoriel sur le corps

K (le corps des réels R ou des complexes C) et H indique l�espace de Hilbert:

Dé�nition 1.5.1

Un sous espace vectoriel M d�un espace H est un sous-espace vectoriel fermé de H si

M contient tous ses points limites (c-à-d. si xn 2 M et kxn � xk ! 0 ceci implique que

x 2M):

Théorème 1.5.1

Soit M un sous-espace vectoriel fermé non-vide de H: Alors pour tout x 2 H; il existe un
unique bx 2M tel que

kx� bxk = inf
y2M

kx� yk :

L�élément bx est appelé la projection (orthogonale) de x sur M; qu�on note PMx; aussi, nous

interprétons bx = PMx comme la meilleure prévision de x dans M:



CHAPITRE 1. RAPPELS DES CONCEPTS FONDAMENTAUX 30

Théorème 1.5.2

Soit M un sous - espace vectoriel fermé non-vide de H; alors PMx véri�e l�équation

hx� PMx; yi = 0 pour tout y 2M:

Dorénavant, cette équation sera appelée l�équation de prévision. Cette équation s�avère très

utile puisque c�est elle qui détermine l�expression de la projection PMx:

Dé�nition 1.5.2

Soit un espace de probabilité (
; F;P) ; nous disons que X appartient à l�espace

"L2 = L2 (
; F;P) " si E [X2] =
R


X (w)2 P (dw) <1:

L2 est un espace vectoriel dont la norme est induite par le produit scalaire

hX; Y i = E [XY ] ; c� �a� d kXk =
�
E
�
X2
�� 1

2 :

L2 est complet (si on identi�e des variables presque sûrement égales) et par conséquent L2

est un espace de Hilbert.

Dé�nition 1.5.3

Si M est un sous - espace vectoriel fermé de L2 et X 2 L2 , alors la meilleure prévision en

moyenne quadratique de X dans M est l�unique élément X̂ 2M qui véri�e :




X � X̂



2 = inf

W2M
kX �Wk2 = inf

W2M
E jX �W j2 :

Le théorème de projection identi�e donc immédiatement X̂, l�unique meilleure prévision

en moyenne quadratique de X dansM, comme la projection PMX. Dans L2; PMX véri�e

l�équation de prévision : E [WPMX] = E [WX] pour tout W 2M.

Il existe bien entendu d�autres dé�nitions possibles pour la "meilleure" prévision, mais pour

les processus avec des moments d�ordre deux �nis, la dé�nition de "meilleure prévision en

moyenne quadratique" nous permet d�avoir une théorie sur les prévisions qui est simple,

élégante et très utile dans la pratique. Lorsque nous sommes plus spéci�ques concernant le

sous - espace fermé M (i.e, en précisant la forme qui peut prendre les v.a de cet espace),

la dé�nition (1:5:3) nous amène aux concepts d�espérance conditionnelle et de meilleure

prévision linéaire.
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Dé�nition 1.5.4

Soit Z1; ::::::; Zn des variables aléatoires appartenant à L2;M(Z1;::::::; Zn) le sous espace vec-

toriel fermé de L2composé de toutes les variables de L2 de la forme �(Z1; ::::; Zn) pour une

fonction de Borel quelconque � : Rn ! R; et X 2 L2:

Soit EM(Z1;::::Zn) [X] l�espérance conditionnelle de X dans M(Z1; :::; Zn), c-à-d

EM(Z1;::::Zn) [X] = E [X=M(Z1; :::; Zn)] = E [X=Z1; :::; Zn] :

La meilleure prévision en moyenne quadratique de X dans M(Z1; :::; Zn) est l�espé-

rance conditionnelle EM(Z1;::::Zn) [X] .

Selon le théorème de projection et la dé�nition de meilleure prévision en moyenne quadra-

tique, la projection de X surM(Z1; :::; Zn); PM(Z1;:::::;Zn)(X), correspond à EM(Z1;::::Zn) [X] :

L�expression de EM(Z1;::::Zn) [X] véri�e bien l�équation de prévision :

E
h
w EM(Z1;::::;Zn) [X]

i
= E [w X] ;pour tout w 2M(Z1; :::; Zn):

Dé�nition 1.5.5

Soit Y1; :::::; Yn des variables aléatoires sur L2."L�enveloppe linéaire" des variables 1; Y1; :::::; Yn

est le sous - espace vectoriel fermé de L2 composé de l�ensemble de toutes les combinaisons

linéaires V = �0 + �1Y1 + ::::+ �nYn; ou �0; ::::; �n 2 K:

Nous notons cette enveloppe par s�p f1; Y1; :::; Yng :

Dé�nition 1.5.6

La meilleure prévision linéaire de X en fonction de 1; Z1; :::; Zn est la meilleure prévision

en moyenne quadratique de X dans s�p f1; Z1; :::; Zng, Ps�pf1;Z1;:::;Zng(X):

Remarque 1.5.1

Lorsque X est de moyenne nulle alors : Ps�pf1;Z1;:::;Zng(X) = Ps�pfZ1;:::;Zng(X)

Avec la meilleure prévision linéaire nous ne pouvons jamais avoir une erreur en moyenne

quadratique inférieure à celle obtenue avec "L�espérance conditionnelle, EM(Z1;:::;Zn) [X] ;

c� �a� d nous n�avons jamais


X � Ps�pf1;Z1;:::;Zng(X)



2 < 

X � PMfZ1;:::;Zng(X)


2, ceci est

évidemment dû au fait que s�p f1; Z1; :::; Zng � M(Z1; :::; Zn):

Néanmoins, la meilleure prévision linéaire joue un rôle d�une très grande importance pour
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les raisons énumérées ci dessous :

(a) Elle est plus facile à calculer que EM(Z1;:::;Zn) [X], puisque la détermination des projec-

tions surM(Z1; :::; Zn) est habituellement très di¢ cile, étant donné la nature complexe de

l�équation de prévision pour le sous-espaceM(Z1; :::; Zn):

(b) Elle dépend seulement des moments d�ordre un et deux, E [x] ; E [zi] ; E [zi zj] et E [x zj]

de la distribution conjointe de (X;Z1; :::; Zn).

(c) Si (X;Z1; :::; Zn) est une distribution normale multivariée alors :

Ps�pf1;Z1;:::;Zng(X) = EMfZ1;:::;Zng [X] :

Nous comprenons donc mieux pourquoi la meilleure prévision linéaire est celle qui se ren-

contre le plus fréquemment. C�est d�ailleurs cette prévision qui nous permettra d�établir la

représentation markovienne. Toute fois, c�est à partir de l�espérance conditionnelle que nous

obtiendrons la représentation markovienne bilinéaire.



CHAPITRE 1. RAPPELS DES CONCEPTS FONDAMENTAUX 33

1.5.2 Représentation markovienne

La représentation markovienne (ou représentation de l�espace d�états) est considérée

comme une approche très générale dans la modélisation des séries chronologiques univa-

riées et multivariées. Cette représentation joue un très grand rôle dans l�étude des séries

chronologiques, tout spécialement en ce qui a trait aux �ltres de Kalman. Ce concept a

d�ailleurs été originalement développé par des ingénieurs en contrôle (voir Kalman [1960],

Kalman et Bucy [1961] et Kalman, Falb et Arbib [1969]): Akaïke semble être le premier à

avoir appliqué le concept directement à l�analyse des processus ARMA.

L�état d�un système est généralement interprété comme l�ensemble minimum d�informa-

tions provenant du présent et du passé qui fait en sorte que le comportement futur du système

peut être complètement déterminé par la connaissance de l�état présent et de "l�input" fu-

tur. La représentation de l�espace d�états est donc basée sur la propriété markovienne qui

implique que, connaissant l�état présent d�un système, le futur de ce dernier est indépendant

du passé. Cela explique pourquoi la représentation de l�espace d�états est également appelée

la représentation markovienne.

Le fait d�avoir une représentation markovienne pour les processus stochastiques constitue

un atout important, cela nous permet d�avoir une meilleure connaissance de la structure

probabiliste de ces modèles.

Dans cette section, nous traitons uniquement la représentation markovienne des processus

linéaires. Plus loin, dans le chapitre 2, la représentation markovienne bilinéaire sera étudiée.

Nous citons maintenant quelques dé�nitions tirées de Wei (1990) et de Akaïke (1974b) :

Dé�nition 1.5.7

Soit Xt 2 Rm l�out put d�un système linéaire homogène (dans le temps). La représentation

de l�espace des états (ou représentation markovienne) de Xt est de la forme :�
Zt+1 = AZt +BWt+1;
Xt = CZt;

où t représente le temps, Zt est un vecteur d�états du système au temps t de dimension k,

Wt+1 est un vecteur de dimension n de l�input du système au temps t et Xt est un vecteur de

dimension m représentant l�out put du système au temps t. A, B et C sont respectivement

des matrices constantes de dimensions k � k; k � n et m� k.
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Notation : Dans cette section, nous notons par : Ŷt+j=Ht la meilleure prévision linéaire de

Yt+j, (j = 0; 1; :::), dans l�enveloppe linéaire fWt;Wt�1; :::;Wt�pg. La variable Wt�p est la

dernière donnée du passée prise en considération.

Dé�nition 1.5.8

Lorsque l�input Wt et l�out put Xt sont tous deux stochastiques, la représentation marko-

vienne de fXtg est alors de la forme :�
Zt+1 = AZt +BHt+1;
Xt = CZt + Ut;

(1:5:1)

où Ht+1 est un vecteur de dimension n qui correspond à l�innovation de fWtg au temps t+1,

c� �a� d Ht+1 = Wt+1 � Ŵt+1=Ht. La variable Ut est un vecteur de dimension m indépen-

dant de Zt (pour que la représentation soit markovienne) et des inputs présents et passés

Wt;Wt�1; :::;Wt�p.

Théorème 1.5.3 (Akaike, 1974 b)

Considérons deux processus, fXtg (linéaire) et fWtg, appartenant à l�espace L2, qui sont

de moyennes nulles, stationnaires, conjointement gaussiens et mutuellement corrélés avec

covariance Rj = E (Xt+jW
0
t) pour tout t. Les variables Xt et Wt sont respectivement des

vecteurs de dimensions m et n.

Si nous avons pour hypothèse :

H1 : L�espace de prévision Pt = s�p
n
X̂t+j=Ht ; (j = 0; 1; ::::)

o
est de dimension �nie, alors

fXtg admet une représentation markovienne de la forme (1:5:1) :

Théorème 1.5.4 (Akaike, 1974 a)

Soit fXtg 2 L2 un processus stationnaire de moyenne nulle et de dimension m. La repré-

sentation ARMA de fXtg et la représentation markovienne suivante sont équivalentes :�
Zt+1 = AZt +BHt+1;
Xt = CZt;

où Ut = 0 lorsque Xt = Wt pour tout t.
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1.5.3 Les équations aux di¤érences stochastiques

Il est très connu que "les équations aux di¤érences stochastiques" posent leur intervention

dans certaines classes de modèles souvent utilisés dans la littérature de l�analyse des séries

chronologiques. Autrement dit, la quasi totalité des modèles de séries chronologiques peuvent

être exprimés sous la forme de cette équation qui est du type suivant

Xn+1 = An+1Xn +Bn+1; n 2 Z; (1:5:2)

où Xn et Bn sont des vecteurs aléatoires dé�nis en Rd; les matrices An sont de dimension

d� d; et le processus f(An; Bn) ; n 2 Zg est strictement stationnaire et ergodique. En outre,

les propriétés de stationnarité de ces modèles sont directement liées à celles des solutions de

cette équation. Par conséquent, il est su¢ sant de restreindre l�étude sur cette dernière.

Comme notre principal objectif porte sur l�existence des conditions nécessaires et su¢ santes

d�une solution stationnaire unique de cette équation, Brandt (1986) a établi le résultat suivant

Théorème 1.5.5 (Brandt; 1986)

Soit f(An; Bn) ; n 2 Zg un processus strictement stationnaire ergodique tel que E
�
log+ kA0k

�
et E

�
log+ kB0k

�
sont toutes les deux �nies. Supposons que le plus grand exposant de lyapou-

nov 
 dé�ni par 
 = inf
�
E
�

1
n+1

log kA0A�1:::A�nk
�
; n 2 N

	
est strictement négatif. Alors,

pour tout n 2 Z; la série

Xn =
+1X
k=0

AnAn�1:::An�k+1Bn�k;

converge presque sûrement, et le processus fXn; n 2 Zg est l�unique solution strictement

stationnaire de (1:5:2) :

A noter que lorsqu�on se place dans le cas où (An; Bn) est i.i.d, l�équation (1:5:2) véri�era

un modèle autorégressif généralisé comme le montre la dé�nition suivante :
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Dé�nition 1.5.9

Un modèle autorégressif généralisé est un modèle de la forme

Xn+1 = An+1Xn +Bn+1; n 2 Z; (1:5:3)

où f(An; Bn) ; n 2 Zg est une suite de variables aléatoires i.i.d dé�nies sur (
;A; P ) avec

des valeurs en Rd: La solution de cette équation est une séquence de Rd variables aléatoires

pour laquelle (1:5:3) est véri�ée.

Dans ce qui suit, on s�est intéressé aux solutions stationnaires non anticipatives, dans le sens

de la dé�nition suivante et dont les propriétés de causalité et de mesurabilité ne sont pas

supposées. En e¤et, il en sera ainsi une conséquence du premier théorème principal qui est

actuellement vrai sous la condition d�irréductibilité.

Dé�nition 1.5.10

Une solution strictement stationnaire non anticipative de (1:5:3) est un processus stricte-

ment stationnaire fXn; n 2 Zg qui est une solution de (1:5:3) tel que, pour tout p 2 Z; Xp

est indépendant des variables aléatoires f(An; Bn) ; n > pg :

En dehors de cette hypothèse, le théorème inverse de Brandt n�est pas vrai ; par exemple, si

Bn est identiquement nulle; alors Xn = 0 est une solution stationnaire pour n�importe quelle

séquence fAng : A�n d�éviter cette situation dégénérée, on introduit la condition d�irréduc-

tibilité suivante. La proposition (1:5:8) et le corollaire (1:5:9) vont nettement éclaircir le rôle

de cette hypothèse.

Dé�nition 1.5.11

Un sous espace a¢ ne H de Rd est dit invariant sous le modèle (1:5:3) si fA0x+B0; x 2 Hg

est inclus dans H presque sûrement. Le modèle (1:5:3) est irréductible si Rd est l�unique sous

espace a¢ ne invariant.

Alors le premier résultat principal n�exige aucune condition d�intégrabilité. Il est donné par

le théorème suivant :

Théorème 1.5.6 (Bougerol et Picard, 1992)

Considérons le modèle (1:5:3) avec des coe¢ cients i.i.d. Supposons que ce modèle est irré-

ductible et qu�il a une solution strictement stationnaire non anticipative fXn; n 2 Zg : Alors

il ressort
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(i) A0A�1:::A�k converge vers zéro presque sûrement lorsque k ! +1:

(ii) Pour tout entier n; Xn =
+1P
k=0

AnAn�1:::An�k+1Bn�k;où la série converge presque sûre-

ment.

(iii) Cette solution est l�unique solution strictement stationnaire de (1:5:3) :

Le deuxième résultat principal est donné par le théorème inverse de Brandt suivant

Théorème 1.5.7 (Bougerol et Picard, 1992)

Supposons que le modèle autorégressif généralisé (1:5:3) avec des coe¢ cients i.i.d est irréduc-

tible et que E
�
log+ kA0k

�
et E

�
log+ kB0k

�
sont toutes les deux �nies. Alors (1:5:3) admet

une solution strictement stationnaire non anticipative si et seulement si l�exposant de lya-

pounov 
 est strictement négatif.

La prochaine proposition peut être la première étape dans l�étude de situations non irréduc-

tibles.

Proposition 1.5.8 (Bougerol et Picard, 1992)

Supposons que le modèle (1:5:3) a une solution strictement stationnaire non anticipative

fXn; n 2 Zg. Soit H le sous espace a¢ ne minimal de Rd tel que P (X0 2 H) = 1: Alors H

est invariant sous le modèle et n�importe quel sous espace invariant de H porte une solution

strictement stationnaire non anticipative.

Une conséquence immédiate du théorème 1:5:5, théorème 1:5:7 et la proposition 1:5:8 est le

corollaire suivant :

Corollaire 1.5.9 (Bougerol et Picard, 1992)

Considérons le modèle (1:5:3) avec E
�
log+ kA0k

�
et E

�
log+ kB0k

�
sont �nies. Supposons

qu�il existe une solution strictement stationnaire non anticipative qui n�est pas porté par

l�hyperplan a¢ ne. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(i) L�exposant de Lyapunov est strictement négatif.

(ii) Le modèle est irréductible.

(iii) Il existe une unique solution stationnaire.



Chapitre 2

Les Modèles Bilinéaires

2.1 Introduction

Récemment, plusieurs travaux qui traitent les modèles non linéaires de séries chronolo-

giques ont vu le jour, démontrant ainsi la limitation du champ d�application des modèles

linéaires de séries chronologiques et le gain qu�on peut gagner en s�intéressant aux modèles

non linéaires. En e¤et, dans plusieurs disciplines, l�existence de la non linéarité entre va-

riables est reconnue.

Parmi les modèles non linéaires, on peut citer les modèles bilinéaires (BL) ; les modèles au-

torégressifs à seuil (TAR) ; les modèles autorégressifs exponentiels (EXPAR) ; les modèles

ARCH,etc.

Dans ce chapitre on étudie le modèle bilinéaire d�ordre (p; q; P;Q) à valeurs réelles, noté

BL(p; q; P;Q) dé�ni par la relation de récurrence suivante :

Xt =

pX
i=1

aiXt�i +

qX
j=1

cj"t�j + "t +
PX
j=1

QX
k=1

bjkXt�j"t�k; (2:1:1)

où Xt est un processus stochastique dé�ni sur un certain espace de probabilité (
; A; P ),

pour tout t 2 Z et où les coe¢ cients (ai; 1 � i � p) ; (cj; 1 � j � q) ; (bjk; 1 � j � Q; 1 � k � P )

sont des constantes et où ("t; t 2 Z) est une suite de variables aléatoires indépendantes équi-

distribuées, gaussiennes, centrées, de variance �nie �2, dé�nies aussi sur l�espace de proba-

bilité (
; A; P ).

38
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On peut distinguer trois classes de modèles bilinéaires :

* Les modèles bilinéaires diagonaux :

Xt =

pX
i=1

aiXt�i +

qX
j=1

cj"t�j + "t +

PX
j=1

bjXt�j"t�j:

* Les modèles bilinéaires superdiagonaux :

Xt =

pX
i=1

aiXt�i +

qX
j=1

cj"t�j + "t +

PX
j=1

QX
k=1

j�k

bjkXt�j"t�k:

* Les modèles bilinéaires sousdiagonaux :

Xt =

pX
i=1

aiXt�i +

qX
j=1

cj"t�j + "t +
PX
j=1

QX
k=1

j<k

bjkXt�j"t�k:

Certains résultats ne concernent que des classes particulières de modèles que nous préciserons.

Par ailleurs, il est très visible que (2:1:1) est une extension naturelle non linéaire des modèles

ARMA obtenue en ajoutant la forme bilinéaire fXt�i; "t�jg :

Une approche naturelle pour commencer l�étude d�un modèle est d�en faire une description

approfondie a�n d�avoir une première idée de son comportement. Pour ce faire, on a choisi

05 séries caractérisant deux cas particuliers des modèles bilinéaires suivants :

. Le modèle BL (1; 0; 1; 1) :

(S1) : Xt = 0:4Xt�1 + 0:4Xt�1"t�1 + "t;

(S2) : Xt = 0:7Xt�1 + 0:4Xt�1"t�1 + "t;

(S3) : Xt = 0:7Xt�1 + 0:7Xt�1"t�1 + "t:

. Le modèle BL (0; 0; 2; 1) :

(S4) : Xt = 0:2Xt�2"t�1 + "t;

(S5) : Xt = 0:7Xt�2"t�1 + "t;

Les caractéristiques marginales des cinq séries (moyenne, écart-type, quantiles) sont données

dans le tableau suivant :
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On peut constater que pour la série (S3) il existe un grand pourcentage de valeurs extrêmes

par rapport à la série (S2). Cela se traduit par un écart-type très important par rapport à

l�interquartile, et par une augmentation de la moyenne par rapport à la médiane. Ainsi, ces

deux dernières séries dé�nissent un modèle bilinéaire diagonal d�ordre un, ce qui montre le

fait que les séries du modèle purement bilinéaire et strictement superdiagonal d�ordre un ne

portent pas de valeurs extrêmes. A�n d�illustrer quelques caractéristiques de non linéarité

qui porte ces modèles, on présente dans les �gures ci-dessus des réalisations présentant la

trajectoire de ces séries où dans chaque cas les f"tg sont des variables aléatoires indépen-

dantes suivant la loi N (0; 1) et chaque réalisation est formée de 1000 informations :
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Remarquons que pour les deux types de modèles, l�amplitude de l�explosion devient

importante de plus en plus que le coe¢ cient du terme bilinéaire est élevé. Ainsi, la série

(S3) est une série explosive dont on a déjà remarqué la forte proportion de valeurs extrêmes.

Par ailleurs, on peux examiner la distribution de la loi de probabilité de ces modèles à

travers leurs histogrammes correspondants :

On peut voir que les queux de ces séries ne sont pas �nes ou encore plus épaisses en les

comparents avec celles de la loi normale. Ceci est expliqué théoriquement par le fait que la

valeur du Kurtosis des modèles bilinéaires est supérieur à celle de la loi normale (qui est

égale à 3).
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L�étude des modèles bilinéaires à travers leurs principales propriétés probabilistes laisse pré-

coniser l�existence et l�unicité d�une solution stationnaire (stricte et au second ordre), l�inver-

sibilité, l�ergodicité, la fonction de covariance, l�existence des moments d�ordre supérieur et

des cumulants. Elle sera établie selon deux approches dont les preuves de certains théorèmes

sont renvoyées en annexe pour ne pas alourdir la lecture :

-L�approche par représentation d�état qui permet de généraliser de façon élégante des résul-

tats obtenus par Akaïke (1974a) pour les processus ARMA.

-L�approche directe qui s�appuie sur une représentation vectorielle des modèles bilinéaires.

2.2 Etude probabiliste des modèles bilinéaires via leurs
représentations markoviennes

Tous les résultats de cette étude ont été établi sur la base que les processus bilinéaires

représente une généralisation des processus ARMA. Toutefois, en nous inspirant des résul-

tats connus dans l�étude des séries chronologiques linéaires, qui proviennent principalement

d�Akaïke (1974a; 1974b), que nous expliquons les étapes de construction de quelques résul-

tats relatifs aux séries chronologiques non linéaires tels que les représentations markoviennes.

En outre, pour les modèles bilinéaires, il existe deux représentations markoviennes ; à savoir

la représentation markovienne bilinéaire pour les processus bilinéaires diagonaux et super-

diagonaux ainsi la représentation a¢ ne en l�état polynomial en entrées pour les processus

bilinéaires généraux.

La suite de cette partie est consacrée à l�étude d�un certain nombre de propriétés proba-

bilistes des processus bilinéaires à partir de leurs représentations.
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2.2.1 Construction des représentations markoviennes

Dans toute cette partie, le processus fXt; t 2 Zg est un processus centré strictement station-

naire ayant ses moments d�ordre deux �nis.

Représentation bilinéaire markovienne

On note :

*Ht = l�espace des variables aléatoires mesurables de carré intégrable.

�Ft = la �_a lg �ebre générée par les Xs; s 6 t.

*Ŷ (unHt) = la valeur prévu conditionnelle de la variable (ou le vecteur) Yu donnée par Ht.

On dé�nit :

* l�espace des prédicteurs non linéaires Pt comme le sous- espace fermé engendré par les pré-

dicteurs : X̂t+knHt = E(Xt+knFt); k = 1; 2; :::; c�est-à-dire : Pt = s�p
n
X̂t+knHt,k = 1; 2; :::

o
*L�espace d�innovation It comme le sous espace fermé engendré par les variables aléatoires

X̂t+knHt� X̂t+knHt�1 ; k = 1; 2; :::;(ou bien c�est l�espace qui correspond à l�enveloppe linéaire

de ces variables), c�est-à-dire : It = s�p
n
X̂t+k=Ht � X̂t+k=Ht�1 ; k = 1; 2; :::

o
:

Par analogie au cas linéaire, on introduit les hypothèses suivantes :

� (H0) : L�espace des prédicteurs est de dimension �nie.

� (H1) : Les éléments de It peuvent s�exprimer sous la forme : "t Yt�1 + c"t + d ("2t � �2) ;

où :

I "t = Xt � X̂t=Ht�1

I Y (t� 1) 2 Ht�1

I c; d sont des constantes

I �2 = E ("2t=Ft�1) est supposée constante.

� (H2) : Les variables aléatoires Yt de l�hypothèse H1 appartiennent au sous-espace vectoriel

Pt(m) engendré par Pt et par les variables aléatoires Xt; :::; Xt�m+1, pour un certain m > 0.
Sous ces hypothèses, la représentation markovienne bilinéaire des modèles diagonaux et su-

perdiagonaux s�obtient naturellement, et elle est donnée par la proposition suivante :
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Proposition 2:2:1

Soit Zt un vecteur ayant pour composantes les éléments d�une base de Pt(m): En utilisant

(H0) ; (H1) et (H2) ; on obtient(
Xt = H Zt�1 + "t;

Zt = AZt�1 +BZt�1"t + C"t +D("2t � �2);
(2:2:1)

où "t est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées avec :

E ("tnZt�1; :::) = 0; E ("2tnZt�1; :::) = �2; et où A; B; sont des matrices carrées, (n� n) ; C;

D; sont des matrices colonnes, (n� 1) et H est une matrice ligne (1� n).

En e¤et :

Soit (Z1; :::; Zn) une base de l�espace de prévision Pt et Zt le vecteur des composantes Zi;t:

L�hypothèse H0 implique que les variables X̂t=Ht et Ẑt=Ht�1 sont obtenues par des transfor-

mations de Zt�1; c�est à dire :(
X̂t=Ht = HZt�1;

Ẑt=Ht�1 = AZt�1;

pour certaines matrices lignes et carrées, H et A (qui ne dépendent pas de t par la station-

narité de fXtg):

Toutefois, contrairement au cas linéaire, cette hypothèse n�est pas su¢ sante pour détermi-

ner une représentation markovienne adéquate de Xt. Il en est ainsi puisque, dans le cas non

linéaire, Xt � X̂t=Ht�1 et Zt � Ẑt=Ht�1 ne sont pas toujours des multiples de "t:

Nous savons que les composantes du vecteur Zt� Ẑt=Ht�1 appartiennent à l�espace It engen-

dré par X̂s=Ht � X̂s=Ht�1 ; s>t:

De plus Xt � X̂t=Ht�1 et les éléments de It ne sont pas corrélés avec les éléments de l�espace

Ht�1; c�est -à -dire :

E
��
X̂s=Ht � X̂s=Ht�1

�
V
�
= 0;8 V 2 Ht�1; s>t:

Donc, il s�avère nécessaire d�avoir l�hypothèseH1 qui assure l�orthogonalité entre les éléments

de It et Ht:

Si nous permettrons à Yt de varier librement dans Ht, l�espace It ne peut être déterminé par
un ensemble �ni de paramètres, et nous ne pouvons alors espérer avoir une représentation
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avec un nombre �ni de paramètres.

L�hypothèse H2 vient restreindre le domaine de Yt:

Comme nous l�avons vu, l�hypothèse H0 implique que :(
X̂t=Ht�1 = HZt�1;

Ẑt=Ht�1 = AZt�1:

Et si, en vertu de l�hypothèse H2; nous posons Yt�1 = Zt�1 dans l�hypothèse H1; il s�ensuit

alors que fXtg a une représentation de la forme (2:2:1) :

Remarque 2:2:1

1�= la représentation (2:2:1) est une représentation bilinéaire markovienne dont :

� ("t; t 2 Z) est le bruit,

� Zt = (Z1;t; :::; Zn;t)
0 et ses composantes sont appelées vecteur d�état et variables d�état,

respectivement.

� (Zt; t 2 Z) est markoviennes si "t est indépendant de Zs; s < t:

� La présence du terme �2 a pour but de centrer le modèle.

2�= les matrices H;A; B; C; D qui véri�ent l�équation (2:2:1) se di¤èrent, selon que les mo-

dèles bilinéaires soient superdiagonaux ou diagonaux, comme suit :

� Les modèles bilinéaires superdiagonaux admettent la représentation (2:2:1) ; Pham (1985) ;

avec :

A(n�n) =

0BBBBBBBBBBB@

0 1 0 � � � 0
0 0 1 � � � 0
...

. . .
...

1
0 a1 1
0 a2
...

...
an an�1 � � � an�m � � � 0

1CCCCCCCCCCCA
; B(n�n) =

0BBBBB@
0 � � � 0 0 0
...

...
b1m � � � b10 0 � � � 0
...

...
bn�m;m � � � bn�m;0 0 � � � 0

1CCCCCA ;

C(n�1) = (0; 0; :::; 1; a1 + c1; :::; an�m + cn�m)
0 ; D(n�1) = (0; 0; :::; b10; :::; bn�m;0)

0 ; H(1�n) =

(1; :::; 0) :

� Les modèles bilinéaires diagonaux admettent la représentation (2:2:1) ; Gu�egan (1988) ;
avec :



CHAPITRE 2. LES MODÈLES BILINÉAIRES 46

A(r�r) =

0BBBBB@
a1 1 0 � � � 0
a2 0 1 � � � 0
...

. . . . . .
...

ar�1 0 � � � 0 1
ar 0 0 � � � 0

1CCCCCA ; B(r�r) =

0B@b1 0 � � � 0
...

...
br 0 � � � 0

1CA ;

C(r�1) = (a1 + c1; :::; ar + cr)
0 ; D(r�1) = (b1; :::; br)

0 ; H(1�r) = (1; :::; 0) ; aj = 0 pour j > p;

bj = 0 pour j > P; cj = 0 pour j > q et r = max (p; q; P ) :

3�= En ce qui concerne les modèles bilinéaires sous diagonaux, Guégan (1988) a donné une re-

présentation markovienne pour ces modèles, qu�elle a nommé représentation l�markovienne.

Pour plus de détail on peut se référer à Guégan (1988; chapitre 5, p:165) :

Représentation a¢ ne en l�état des modèles bilinéaires

En posont(
At = A+B"t;

Ht = C"t +D"2t ;

la deuxième équation de (2:2:1) devient : Zt = AtZt�1 +Ht:

Cette dernière, d�après Pham (1986), reste vraie dans le cas général où At; Ht sont une ma-

trice et un vecteur polynomial en "t de degrés P
0
+ 1 et P

0
+ 2 respectivement.

D�où :

Une représentation markovienne a¢ ne en l�état des processus bilinéaires dé�nis par (1:1:1),

stationnaires et appartenant à L2; a été introduit par Pham (1986), et elle est de la forme :(
Xt = B("t) Zt�1 + C("t); (2:2:2a)

Zt = A("t�1) Zt�1 +H("t�1); (2:2:2b)

et cela en utilisant les mêmes arguments que Pham (1985) rien que l�hypothèse H1 devient :

� H1 : les éléments de It peuvent s�exprimer sous la forme :

A("t�1) Yt�1 +H ("t�1) ; où :

I "t = Xt � X̂t=Ht�1 ;

I Yt�1 2 Ht�1;

I A("t) et H("t) sont respectivement des matrices carrée (n� n) et ligne (1; n) polyno-

miales en "t de degré �ni .
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I C ("t) est un polynôme en "t de degré �ni. On supposera en fait que E (C ("t)) = 0;

mais cette hypothèse peut être levée.

I Z0 est donné et est dépendant de A("t); H("t) pour tout t = 1; 2; :::

2.2.2 Condition d�existence d�une représentation markovienne

Nous allons maintenant donner les conditions d�existence des représentations markoviennes

(2:2:1) et (2:2:2).

* Dans le cas de la représentation markovienne (2:2:1) on a le résultat suivant :

Théorème 2.2.2 (Pham, 1985)

On suppose que les "t sont indépendants avec des moments d�ordre 4 �nis. Une condition

nécessaire et su¢ sante pour l�existence d�une solution stationnaire de (2:2:1) est que

l�une des deux conditions suivantes soit véri�ée :

(i) L�équation matricielle Q = AQ �A+BQ �B�2+� où � représente la matrice de covariance

de C"t +D"2t admet une solution positive en Q:

(ii) La suite Qk dé�nie par :�
Q0 = 0;

Qk+1 = AQk �A+BQk �B �2 + �;

est convergente.

Alors sous les conditions ci-dessus, une solution stationnaire à (2:2:1) est donnée par :8><>:
Xt = HZt�1 + "t;

Zt =
1P
j=0

j�1Q
k=0

(A+B"t�k)
�
C"t�j +D

�
"2t�j � �2

��
;

(2:2:3)

avec les séries ci-dessus convergent en moyenne quadratique et presque sûrement. La solu-

tion est unique si l�équation Q = AQ �A+BQ �B �2 +� n�admet pas de solution positive non

triviale.

* Dans le cas des processus dé�nis par la relation (2:2:2), on dispose d�une solution d�exis-

tence similaire. Pour cela on pose les notations suivantes :E (M ("t)
N ("t)) = M ~
N;

E (M ("t) N ("t)) = MN; E (M ("t)) = fM , pour tout t, où M ~
N; M ~N , ~M sont des fonc-

tions de �; pour simpli�er on omettra �; 
 représente le produit de Kronecker des matrices.
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Théorème 2.2.3 (Guégan, 1987)

Soit le processus Xt; t 2 Z dé�ni en (2:2:2) et supposons que E (H ("t)) = 0; alors une

condition nécessaire et su¢ sante pour l�existence d�une solution stationnaire de (2:2:2)

est que l�une des deux conditions suivantes soit véri�ée :

(i) L�équation matricielle vecW = A
A vecW +H ~
H admet une solution positive en W:

(ii) La suite Wk dé�nie par8>>><>>>:
W0 = W;

Wk = E
�
A ("t)Wk�1 �A ("t)

�
+�1; o�u

�1 = E
�
A ("t)Zt �H ("t) +H ("t) �Z (t) �A ("t) +H ("t) �H ("t)

�
;

est convergente.

Sous les conditions précédentes, une solution stationnaire de (2:2:2) est donnée par :8>>>><>>>>:
Xt = B ("t)Zt�1 + C ("t) ;

Zt =
P
j�0

Pt;j�1 H ("t�j�1) ; où

Pt;r =
rQ
k=1

A ("t�k) , r>0:

(2:2:4)

La solution est unique si l�équation W =
�
A ("t)W �A ("t)

�
n�admet pas de solution non tri-

viale.

Notons que le théorème (2:2:3) concerne les modèles centrés et il peut être étendu au cas des

modèles non centrés. En e¤et, on a le résultat suivant :

Théorème 2.2.4 (Guégan, Pham, 1987)

Une condition nécessaire et su¢ sante d�existence d�une solution stationnaire de (2:2:2),

c�est à dire l�existence de deux processus stationnaires au second ordre satisfaisant (2:2:2)

est que :

(a) L�équation � = E (A ("t))� + E (H ("t)) admette une solution en �, et que l�une des

conditions suivantes soit vraie :

(b) L�équation matricielle vecW = A~
A vecW +�; où

� = E
�
A ("t)� �H ("t) +H ("t) �� �A ("t) +H ("t) �H ("t)

�
admet une solution W � ���;

(c) La suite Wk dé�nie par :(
W0 = ���;

vecWk = A~
A vecWk +�:
est convergente.
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Sous ces conditions, une solution stationnaire est donnée par :8><>:
Xt = B ("t)Zt�1 + "t;

Zt =
P
j�0

j�1Q
k=1

A ("t�k)H ("t�j�1) :

La solution est unique si I �E (A ("t)) est inversible et si l�équation W =
�
A ("t)W �A ("t)

�
n�admet pas de solution non triviale.

Pour la preuve, on montre tout d�abord que la stationnarité implique (a)et (b), puis que

sous (a), (b) implique (c), en�n que (a) et (c) impliquent la stationnarité. On peut toujours

se ramener au cas � = 0 en travaillant sur le processus ~Zt = Zt � �: La démonstration du

théorème (2:2:4) se fait alors à partir du processus ~Zt dé�ni par :

~Zt = A ("t) ~Zt�1 + � ("t) où � ("t) = A ("t)� E (A ("t))� + H ("t) � E (H ("t)) qui est un

processus centré.

2.2.3 Inversibilité d�une représentation markovienne

Nous établissons l�inversibilité des modèles bilinéaires admettant la représentation marko-

vienne (2:2:1) :

Pour cela nous utilisons la dé�nition faible de l�inversibilité et nous donnons un algorithme

permettant de construire la suite "̂t .

Dans le cas des modèles que nous considérons, une construction naturelle de la suite "̂t est

la suivante : étant donnée une valeur arbitraire z0 de Z0, on dé�nit "t=z0 ; Zt=z0 récursivement

à partir des équations du modèle (2:2:1) ; on obtient :(
"t=z0 = Xt �H Zt�1=z0 ;

Zt=z0 =
�
A+B "t=z0

�
Zt�1=z0 + C "t=z0 +D "2t=z0 �D�2;

(2:2:5)

avec Z0=z0 = z0:

Dans la suite, on utilisera :

m la norme opérateur dé�nie par kKk' = sup'(x)�1 '(Kx); où K est une matrice carrée, et

' une norme vectorielle.

m La condition (H1) : "B = D H " qui est en particulier véri�ée pour les modèles diagonaux.
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On a alors le théorème suivant pour le processus (2:2:1) :

Théorème 2.2.5 (Guégan, Pham, 1987)

S�il existe une norme vectorielle ' telle que : E
�
log kKk'

�
< 0;

où Kt = A� CH �BXt, alors "̂t=z0 � "t ! 0 presque sûrement quand t!1 8 z0:

Preuve :

On dé�nit la suite "̂t=z0 par "̂t=z0 = Xt � H Ẑt�1=z0 dont Ẑt�1=z0 étant dé�ni par l�équation

(2:2:5) où l�on remplace "t=z0 par "̂t=z0 :

Alors :

Ẑt=z0 =
�
A+B "̂t=z0

�
Ẑt�1=z0 + C:"̂t=z0 +D"̂2t=z0 �D�2;

=
�
A+B Xt �B H Ẑt�1=z0

�
Ẑt�1=z0 + CXt � CHẐt�1=z0 +D

�
Xt �H Ẑ2t�1=z0

�2
�D�2;

= (A� CH)Ẑt�1=z0 +BXtẐt�1=z0 �BHẐ2t�1=z0 + CXt +DXt

� 2DHXtẐt�1=z0 +DH2Ẑ2t�1=z0 �D�2;

= (A� CH) Ẑt�1=z0 + CXt +DX2
t +BXtẐt�1=z0 �DH2Ẑ2t�1=z0

� 2BXtẐt�1=z0 +DH2Ẑ2t�1=z0 �D�2;

= (A� CH �BXt) Ẑt�1=z0 + CXt +DX2
t �D�2:

Ẑt=z0 = KtẐt�1=z0 + C Xt +D X2
t �D �2;

où Kt = A� CH �B Xt:

Il su¢ t alors de montrer la convergence vers 0 de Ẑt � Zt:

On a :

Ẑt � Zt = Kt

�
Ẑt�1 � Zt�1

�
= Kt

�
Kt�1 Ẑt�2 �Kt�1Zt�2

�
...

= �t�1j=0Kt�j

�
Ẑ0 � Z0

�
En posant k = t� j, on obtient :

Ẑt � Zt = �
t
k=1Kk

�
Ẑ0 � Z0

�
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Or :

1
t
log k�tk=1Kkk' � 1

t
log �tk=1 kKkk'

� 1
t
�tk=1 log kKkk'

Ce qui converge presque sûrement par le théorème ergodique vers :

E
�
log kKkk'

�
= � < 0:

Donc pour tout �
0
; � < �0 < 0; il existe un nombre T assez grand tel que :

1
t
log k�tk=1Kkk' � � < �

0
< 0

) log k�tk=1Kkk' � �
0
t

) k�tk=1Kkk' � e�
0
t; t >T;

D�où :

limt!1 Ẑt � Zt = limt!1

n
C k�tk=1Kkk'

o
� limt!1 e�

0
t = 0 car �

0
< 0;

et où C = Ẑ0 � Z0; ce qui termine la démonstration . �
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2.2.4 Minimalité d�une représentation markovienne

Dans la construction d�une représentation markovienne on a intérêt à faire en sorte que

la dimension de l�espace d�état soit la plus petite possible pour la mémorisation et les calculs.

Ce problème est lié à la notion de minimalité de la représentation.

Suivant Kalman, Falb et Arbib (1969), ou Faurre, Clerget et Germain (1979), nous dis-

posons de la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.2.6

Etant donnée une représentation interne d�un système dynamique, celle-ci est minimale s�il

n�existe pas d�autre (représentant le même système) pour laquelle l�espace d�état soit de di-

mension inférieure.

Dans le cas de la représentation markovienne d�un modèle bilinéaire on dispose de critères

permettant d�assurer une propriété un peu plus faible que la minimalité dé�nie ci-dessus,

toutefois il n�y a pas de lien explicite de la minimalité avec l�unicité de la représentation

markovienne.

Dé�nition 2.2.7

On dit qu�une représentation est "quasi-minimale" s�il n�existe pas d�autre représentation

dé�nie à partir du même bruit et dont le vecteur d�état soit la transformation linéaire du

vecteur d�état d�origine avec une dimension plus petite.

Notons que si on se restreint aux représentations inversibles alors cette notion est la même

que la notion de minimalité donnée dans la dé�nition (2:2:6).

** On dispose alors, dans le cas de la représentation (2:2:1), du théorème suivant :
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Théorème 2.2.8 (Pham, 1985)

On suppose que la représentation (2:2:1) est régulière (c�est à dire que le processus Xt; t 2 Z

est donné par (2:2:3)). Soit :

� n : la dimension de l�espace d�état,

� Qk la suite dé�nie par :
(
Q0 = 0;

Qk+1 = AQk �A+BQk �B�
2 + �;

� Pk la suite dé�nie par :
(
P0 = 0;

Pk+1 = �APkA+ �BPkB�
2 + �HH;

� Ck la matrice formée par les colonnes de : An1Bm1 :::AnrBmr�;

� Ok la matrice formée par les vecteurs lignes : HAn1Bm1 :::AnrBmr ;

où � est la matrice de covariance de C"t+D"2t ; et où n1;m1; :::; nr;mr sont des entiers non

négatifs tels que
rX
i=1

(ni +mi) � k:

Alors la représentation (2:2:1) est quasiminimale si et seulement si les conditions (c) et (O)

sont véri�ées, où (c) est l�une des conditions suivantes :

(c1) : Qk est non singulière pour tout k � n;

(c2) : Ck est de rang n pour tout k � n;

et (O) est l�une des conditions suivantes :

(O1) : Pk est non singulière pour tout k � n;

(O2) : Ok est de rang n pour tout k � n:

** Dans le cas de la représentation (2:2:2), on a un résultat du même type pour la

minimalité de la représentation, que celui énoncé dans le théorème (2:2:8) :
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Théorème 2.2.9 (Guégan, Pham, 1987)

Soient Xt; t 2 Z le processus dé�ni par les équations (2:2:2), p la dimension de l�espace

d�état, � et Wk dé�nies comme dans le théorème (2:2:2), Pk la suite dé�nie par :

Pk+1 = E
�
A ("t)Pk �A ("t)

�
+D, où D = E

�
�B ("t)B ("t)

�
:

Soit en�n la décomposition de A ("t) suivant les polynômes d�Hermite hj :

A ("t) =
rP
j=0

Ajhj ("t) : Alors la représentation (2:2:2) est quasiminimale si et seulement

si l�une des conditions équivalentes de (a) et l�une des conditions équivalentes de (b) est

réalisée :

(a) (i) Wk est non singulière pour k � p:

(ii) La matrice Ck formée par les colonnes des matrices �; Ai1:::Ain�; 1 � n � k est de

rang p; pour un k � p:

(b) (i) Pk est non singulière pour k � p:

(ii) La matrice Lk formée par les lignes des matrices D;DAi1:::Ain; 1 � n � k est de

rang p; pour un k � p:

Notons que la décomposition de A (:) suivant les polynômes d�Hermite est utilisée pour

faciliter la démonstration, mais les résultats restent vrais pour toute décomposition de A (:)

suivant une autre base de polynômes.
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2.2.5 Ergodicité géométrique et régularité absolue

Bien que l�ergodicité géométrique soit dé�nie uniquement pour des processus markoviens,

la régularité absolue est dé�nie pour des processus générals. En e¤et :

� Si notre processus d�origigne est stationnaire, on parle dans ce cas de la régularité absolue
de la représentation markovienne de ce processus,

� Si notre processus d�origigne est markovien, on parle directement de l�ergodicité géomé-
trique.

Dans notre cas, on dispose d�une représentation markovienne d�un processus bilinéaire, donc

on parle de la régularité absolue. Ainsi, ce processus est relativement lié à un autre processus

qui est markovien donc l�ergodicité géométrique de ce dernier implique la régularité absolue

du premier processus mais avec une vitesse de convergence géométrique. Cela nous permet de

conclure que ces deux notions (ergodicité géométrique et régularité absolue avec une vitesse

de convergence géométrique) se coîncide pour les processus markoviens, c.f (Pham, 1986).

Etant donnée la représentation markovienne des modèles bilinéaires diagonaux et superdia-

gonaux donnée par(
Xt = H Zt�1 + "t;

Zt = AZt�1 +BZt�1"t + C"t +D("2t � �2);

où Zt est un processus vectoriel stationnaire avec Zt indépendant de "s; s > t: Ainsi, la

notion de la régularité absolue du processus Zt est dé�nie comme suit :

Dé�nition 2.2.8 (Pham, 1986)

Soit (Zt; t 2 Z) un processus vectoriel stationnaire, et posant �n = sup
h2Sn

E (h=Zs; s < 1) �

E (h) ; où Sn représente l�ensemble des variables aléatoires mesurables qui correspondent à

la tribu engendrée par Zt; t � n; et bornées par 1 en valeur absolue. Ce processus est dit

absolument régulier si E (�n) tend vers 0 quand n tend vers l�in�ni.

* A�n d�atteindre la régularité absolue du processus Xt; on montre d�abord que le processus

Zt est markovien :

En posant At = A + B"t; �t = C"t + D"2t ; la deuxième égalité de cette dernière peut être

écrit comme

Zt = AtZt�1 + �t: (2:2:6)
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Cette relation est la même que celle dé�nie pour un modèle RCA; à l�exception que la

matrice aléatoire At n�est pas indépendante de �t comme il est exigé dans ce modèle. On

doit donc appelé "processusRCA généralisé", le processus Zt dé�ni en (2:2:6) avec (At; �t) est

un couple d�un vecteur et matrice aléatoires conjointement indépendants et identiquements

distribués et indépendant de Zs pour s < t: Un tel processus est clairement markovien avec

une mesure de probabilité de transition P (z; :) égale à la distribution de Atz + �t:

** Lorsque Zt est markovien, il devient clair que �n ne dépend que de Z0; qui est donnée par

kP n (Z0; :)� � (:)k où P n (z; :) est la distribution conditionnelle de Z (t+ n) étant donnée

Z (t) = z et � est la distribution de Z (t) : D�où, l�ergodicité de la chaîne de Markov est

équivalente à la régularité absolue, avec une vitesse de convergence géométrique, du processus

stationnaire avec une probabilité initiale invariante.

*** Comme Xt est un processus subordonné au processus de Markov Zt dans le sens où la

distribution conditionnelle de (Xt; Zt) étant donnée (Xs; Zs) ; s < t dépend uniquement de

Zt�1: Alors, par plusieurs conditionnement sur (Xs; Zs) ; s < n+k; k 2 N; il peut être vue que

�n (qui correspond au processus Xs) est bornée par l�espérance conditionnelle, étant donnée

Xs; s < 1; de �n (qui correspond au processus Zt): Ainsi, la régularité absolue du processus

Xt s�ensuit à partir de celle du processus Zt; avec une vitesse de convergence identique ou

plus rapide.
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2.2.6 Moments et cumulants

Fonction de covariance

Grâce à la représentation markovienne, le calcul des moments peut se faire plus facilement

que quand utilise l�approche directe. Considérons les processus bilinéaires qui admettent la

représentation (2:2:1) donnée par :(
Xt = HZt�1 + "t;

Zt = AZt�1 +BZt�1"t +D ("2t � �2) + C"t:

Fonction de covariance de Zt :

Q = E (ZtZ
0
t) ;

= E
�
AZt�1Z

0
t�1A

0�
+ E

�
BZt�1Z

0
t�1B

0
"2t
�
+ E

�
CC

0
"2t
�
+ E

�
CD

0
"3t
�

+ E
�
DC

0
"3t
�
+DD

0
E
�
("2t � �2) ("2t � �2)

0�
;

= AQA
0
+BQB

0
�2 + CC

0
�2 + E ("3t )

�
CD

0
+DC

0�
+DD

0
E
�
("2t � �2) ("2t � �2)

0�
:

D�où :

Q = AQA
0
+BQB

0
�2 + �; et o�u

� = CC
0
�2 +DD

0
V ar ("2t ) + E ("3t )

�
CD

0
+DC

0�
:

Fonction de covariance de Xt :

R0 = E
�
XtX

0
t

�
= E

�
(HZt�1 + "t) (HZt�1 + "t)

0
�
;

= E
�
HZt�1Z

0
t�1 H

0
+ 2 H Zt�1"t + "2t

�
;

= HQH
0
+ �2:

Rt = E (Xt Xt+k) :On a :

E (XtXt+1) = E (Xt (HZt + "t+1)) = HE (XtZt)

E (XtXt+2) = E (Xt (HZt+1 + "t+2)) = HAE (XtZt)

E (XtXt+3) = E (Xt (H Zt+2 + "t+3) )

= HAE (XtZt+1) = HAE (XtAZt)

= HA2E (XtZt)
...

E (XtXt+k) = HAk�1E (XtZt)

D�où :
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Rt = E (Xt Xt+k) = HAk�1E (XtZt)

= HAk�1E ((AZt�1 +BZt�1 "t + C "t +D ("2t � �2)) (HZt�1 + "t))

= HAk�1E
�
AZ2t�1H

0
+BZ2t�1H

0
"t + C H "t Zt�1

+D H ("2t � �2)Zt�1) +HAk�1E (A Zt�1"t +B Zt�1"
2
t + C "2t +D"t ("

2
t � �2))

Rt = HAkQH
0
+HAk�1C�2 +HAk�1E ("3t ) ; 8k � 1

Moments d�ordre supérieurs

Le calcul des moments d�ordre supérieur est en principe possible.

Néanmoins les calculs sont très fastidieux

On considère la représentation (2:2:1) des modèles bilinéaires, et on suppose Zt scalaire, on

a la représentation suivante :(
Xt = Zt�1 + "t;

Zt = atZt�1 + �t;

où : at = A+B "t; �t = C"t+D "2t +F et F = �D�2; alors le moment d�ordre k, �k de Zt;

est donné par :

�k = E
�
Zkt
�
= E (at Zt�1 + �t)

k ;

= �kj=0C
j
kE
�
(at Zt�1)

k�j (�t)
j
�
;

= �kj=0C
j
kE (Zt�1)

k�j E
�
ak�jt (�t)

j
�
;

�k = �
k
j=0C

j
k�k�jwk;j; o�u wk;j = E

�
ak�jt (�t)

j
�
;

et il peut être calculé récursivement à partir de �0 = 1 pour vu que wj;0 6= 1; j = 1; :::; k:

Remarque 2.2.2

1. Notons que certains résultats se généralisent au processus Xt; t 2 Z dé�ni par l�équation :

Xt = "t + �"t�iXt�j et l�on a en particulier : c (i; j) =
��4

1� u
; et 8 k 6= i;8 l 6= j c(k; l) = 0:

2. Le calcul des moments d�ordre trois a été généralisé par Berlinet et Francq (1990) pour

les modèles superdiagonaux suivants : Xt = "t + �
'
k=1�

P
j=k+1bjkXt�j"t�k

3. Pour les modèles BL (1; 0; 1; 1), Kim et Billard (1989) donnent l�expression des moments

d�ordre trois.

4. Si nous considérons le processus dé�ni par l�équation (2:3:1) "superdiagonal d�ordre

1", un calcul rapide montre que l�existence des moments d�ordre k : E
�
Xk
t

�
n�est assu-
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rée que si bk21E
�
"kt
�
< 1: Ainsi on peut voir que la distribution du processus Xt dé�ni par

(2:3:7),"diagonal d�ordre 1" , a des moments d�ordre supérieur qui n�existeront pas toujours.

5. Les remarques précédentes permettent de mettre en évidence une propriété fondamentale

des modèles bilinéaires qui est la non existence de tous les moments, ce qui, en particulier,

fait la di¢ culté de l�étude de ces modèles.

Cumulants :

L�étude des moments d�ordre supérieur est fondamentale pour une connaissance approfondie

des modèles bilinéaires, puisque ceux - ci ne sont pas identi�ables seulement par la fonction

de covariance.

L�étude des cumulants est aussi d�une très grande richesse pour identi�er ces modèles. On

dispose pour les cumulants d�ordre trois et quatre d�une relation de récurrence type Yule

- Walker, pour les modèles diagonaux et superdiagonaux. A�n d�établir cette relation dans

le cas des cumulants d�ordre trois, on considère la représentation suivante des modèles bili-

néaires diagonanx et superdiagonaux. Pour cela on réécrit (1; 1; 1) sous la forme suivante :

Xt = �
P
i=1aiXt�i + "t + �

max(q;Q)
j=1

�
bj + �

P
k=jbjkXt�k

�
"t�j: (2:2:7)

Théorème 2.2.10 (Guégan, Pham, 1992)

Soit le processus Xt; t 2 Z dé�ni par (2:2:7) . On note c (r; s) le cumulant d�ordre trois

dé�ni par : c (r; s) = cum (Xt ; Xt�r; Xt+r) :

Alors :

c (r; s) = �Pj=1aj c (s; r � j) pour tout r>s+max (q;Q) : (2:2:8)

Remarque 2.2.3

1. La relation (2:2:8) n�est établie que pour des modèles bilinéaires diagonaux et superdia-

gonaux, car la démonstration repose sur l�expression (2:2:7) qui n�est vraie que pour ces

modèles.

2. Le résultat (2:2:8) généralise celui établi par Sesay et Subba Rao (1988; 1991) respecti-

vement pour les modèles BL(1; 0; 1; 1) ( voir aussi, Jou et Shaman, (1988)) , et les modèles

BL (p; 0; p; 1).On a aussi l�expression des cumulants d�ordre quatre pour ces modèles.
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2.3 Etude Probabiliste des Modèles Bilinéaires à partir
de l�approche directe

2.3.1 Représentation vectorielle

Cette approche fait appel à une version sous forme vectorielle du modèle (2:1:1). Pour cela,

nous nous servons des notations suivantes :

Xt = (Xt; Xt�1; :::; Xt�r+1)
0 ; ~"t = ("t; "t�1; :::; "t�q)

0
;avec r = max (p; P ) ; A est la matrice

r � r;

A =

0BBB@
a1 a2 � � � ap � � � � � � ar
1 0 � � � 0 � � � 0
...

...
...

0 0 � � � 0 � � � 1 0

1CCCA ;

Bj; des matrices r � r , j = 1; :::; Q

Bj =

0BBB@
b1j b2j � � � brj
0 0 � � � 0
...

... � � � ...
0 0 0 0

1CCCA ;

et C une matrice r � (q + 1) :

C =

0BBB@
c0 c1 � � � cq
0 0 � � � 0
...

...
...

0 0 � � � 0

1CCCA ; c0 = 1:

Alors (2:1:1) se réécrit :

Xt = AXt�1 + C~"t +

QX
j=1

BjXt�1"t�j: (2:3:1)

2.3.2 Existence d�une solution stationnaire stricte, causale et er-

godique

Une forme équivalente à (2:3:1) est la suivante :

Xt = A (t)Xt�1 + C~"t; (2:3:2)
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où A (t) =

0BBBBB@
a1 +

QP
j=1

b1j"t�j a2 +
QP
j=1

b2j"t�j � � � � � � ar +
QP
j=1

brj"t�j

1 0 � � � 0 0
...

...
0 0 � � � 1 0

1CCCCCA :

Ainsi, étudier la solution stricte de (2:1:1) revient à étudier l�existence d�une solution stric-

tement stationnaire de l�équation aux di¤érences (2:3:2) dont l�outil clé est l�exposant de

Lyapunov. Dé�nons alors, pour chaque matrice A = (aij) ; d�ordre r � r; la norme de A par

kAk := maxi

(
rP
j=1

jaijj
)
et l�opérateur matriciel j:j� ; pour chaque � > 0; par jAj� :=

h
jaijj�

i
:

Il est facile de voir que, pour l�opérateur matriciel j:j� ; où � 2 [0; 1] ; et la suite des matrices

An d�ordre r � r, �����X
n

An

�����
�

5
X
n

jAnj� ;
�����Y
n

An

�����
�

5
Y
n

jAnj� ;

où la relation matricielle A 5 B signi�e que aij 5 bij pour tout i et j.

Il peut être montré que si E

(
ln+

 
rP
i=1

�����ai + QP
j=1

bij"t�j

�����
!)

< 1; l�exposant de Lyapunov

donné par :


 := lim sup
n!1

n�1E fln kA (t)A (t� 1) � � �A (t� n)kg

existe toujours et de plus,


 :5 E

(
ln






r�1Qj=0A (t� j)







)
; p.s, où pour chaque x 2 R1; ln+ x := max f0; lnxg : Cepen-

dant, la condition 
 < 0 peut être utilisée comme une condition su¢ sante de stationna-

rité ; et comme cette condition demande une limite du produit d�un nombre important de

matrices aléatoires, elle est modérément utilisée pour la véri�cation pratique de la stationna-

rité. Cela conduit à utiliser une condition un peu plus forte, elle est donnée par le théorème

suivant :
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Théorème 2.3.1 (Liu, 1990)

Supposons que E
�
ln+ j"1j

	
<1: Si

E

(
ln







r�1Y
j=0

A (t� j)







)
< 0; (2:3:3)

alors il existe une unique solution strictement stationnaire, causale et ergodique de (2:3:2)

qui peut être formulée comme la première composante de la somme presque sûre de la série

in�nie,

C~"t +
1X
n=1

"
n�1Y
j=0

A (t� j)

#
C~"t�n;

où la matrice C; d�ordre r � (q + 1) ;ainsi que le vecteur ~"t sont dé�nis précédemment.

2.3.3 Existence d�une solution stationnaire au second ordre

A noter que la stationnarité du modèle (2:1:1) découle de l�existence d�une solution station-

naire au second ordre, qui est de plus strictement stationnaire, de l�équation (2:3:1) : La

condition su¢ sante d�existence d�une telle solution est donnée par le prochain théorème

qui s�appuie sur les hypothèses suivantes,

E"t = 0; E"
2
t = �2 <1; E"3t = 0; E"

4
t = 
4 <1: (2:3:4)
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Théorème 2.3.2 (Liu et Brockwell, 1988)

Soit le processus fXt; t 2 Zg dé�ni par (2:3:1) � (2:3:4) , où les matrices A;Bj et C ont

été dé�nies précédemment. On suppose de plus que E "2qt <1 et E "st = 0 pour tout entier

impair s < q. Posons :

� =

0@ A
 A+ �2B1 
B1 A
B2 +B2 
 A B2 
B2
�2 (A
B1 +B1 
 A) �2 (B2 
B1 +B1 
B2) 0(p2)
�2 (A
 A+ 
4B1 
B1) �2 (A
B2 +B2 
 A) �2 (B2 
B2)

1A : (2:3:5)

Alors si

� = � (�) < 1; (2:3:6)

(i) l�équation (2:3:1) a une solution strictement stationnaire de carré intégrable Xt dont la

première composante Xt est une solution stationnaire et ergodique de (2:1:1).

(ii) la solution unique de (2:1:1) est la première composante de

Xt = C ~"t +
1X
n=1

nY
j=1

� (t� j)C~"t�n; (2:3:7)

où � (t) = A+B1"t�1 + :::+BQ "t�Q , t = 0;�1; :::

Remarque 2.3.1

A noter que la condition d�existence d�une solution strictement stationnaire du modèle bili-

néaire générale donnée par le théorème (2:3:2) exige la �nitude de la variance du bruit quand

à la condition donnée par le théorème (2:3:1) n�est pas restreinte c�est-à-dire que la variance

du bruit est quelconque (�nie ou in�nie).
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2.3.4 Inversibilité

Considérons le modèle général BL (p; q; P;Q) dé�ni par (2:1:1), et soit les matrices A (t),

d�ordre (r � r) ; associées avec r = max (q;Q)

A (t) =

0BBBB@
c1 +

rP
j=1

bj1Xt�j c2 +
rP
j=1

bj2Xt�j � � � cr +
rP
r=1

bjrXt�j

1 0 0 0
� � � � � � � � � � � �
0 0 1 0

1CCCCA
À partir de la dé�nition de l�inversibilté faible, Liu a obtenu des conditions d�inversibilité

pour les processus bilinéaires généraux, qui est en e¤et identique à celle de l�existence d�une

solution stationnaire stricte. Cette condition est donnée dans la proposition suivante :

Proposition 2.3.4 (Liu, (1990 b))

Supposons qu�un processus (Xt; t 2 Z) véri�e les conditions du théorème (2:3:2) et la condi-

tion E (log jX1j) <1: Alors si,

E

 
log






 rQ
j=1

A (t� j)







!
< 0; (2:3:12)

le processus véri�ant (2:1:1) est inversible.

Remarque 2.3.2

Pour quelques cas particuliers, on dispose des résultats suivants :

* Granger et Andersen (1978 b) établissent l�inversibilité pour le modèle bilinéaire diagonal

pur d�ordre un, BL (0; 0; 1; 1) ; dé�ni par :

Xt = b11Xt�1"t�1 + "t; (2:3:13)

La condition su¢ sante est :

2b211�
2 < 1; (2:3:14)

* Guégan (1981) donne une condition su¢ sante d�inversibilité du modèle superdiagonal à

un terme BL (0; 0; 2; 1) ; dé�ni par (2:3:6) :

La condition su¢ sante est :

2b221�
2 < 1: (2:3:15)
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2.3.5 Le modèle BL (p; 0; p; 1)

Pour ce modèle, on donne les expressions de covariances, les conditions de stationnarité

asymptotique ainsi que les conditions d�inversibilité, et cela après l�avoir présenté sous forme

vectorielle. Son expression est telle que

Xt +

pX
i=1

aiXt�i = "t +

pX
j=1

bj1Xt�j"t�1: (2:3:16)

* Représentation vectorielle :

En posant :

A =

0BB@
�a1 �a2 � � � �ap
1 0 � � � 0

0 0 0

1CCA ; B =

0BB@
b11 b21 � � � bp1
0 0 � � � 0

0 0 � � � 0

1CCA ;

D0 = (1; 0; :::; 0) ; H 0 = (1; 0; :::; 0) et Xt = (Xt; Xt�1; :::; Xt�p+1) ;

la représentation vectorielle, dénotée par V BL (p) ; du modèle BL (p; 0; p; 1) est comme suit

Xt = AXt�1 +BXt�1"t�1 +D"t; (2:3:17a)

Xt = H 0Xt; (2:3:17b)

qui est un cas particulier de la représentation dé�ni en (2:3:1), lorsque Q = 1 et r = p:

� Expressions de covariances et conditions de stationnarité :

Théorème 2.3.5 (Subba Rao; 1981)

Une condition su¢ sante pour que le processus Xt; t 2 Z dé�ni par l�équation (2:3:16) ; o�u

"t est une suite de variables aléatoires indépendantes équidistribuées gaussiennes, centrées,

soit stationnaire au second ordre, est donnée par :

�
�
A
 A+ �2B1 
B1

�
< 1: (2:3:18)

Sous cette condition, si � = E (Xt) ; V = E
�
XtX

0
t

�
et c (s) = E

�
(Xt�s � �) (Xt � �)

0
�
;

on a les relations suivantes :

(i) � = (I � A)�1B C;

(ii) V = A V A
0
+ B1V B

0
1 +41;
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o�u 41 = A S B
0
1 +B1S A

0
+ 2 B1 C C

0
B

0
1+ C C

0
;

avec S = A � C
0
+B1 C C

0
+ C�

0
A
0
+ C C

0
B

0
1:

(iii) c (0) = A c (0)A
0
+B1c (0) B

0
1 +42,

c (1) = A c (0) +43;

c (s) = A c (s� 1) = As�1c (1) ; s = 2; 3; :: (2:3:19)

o�u 42 = B1� �
0
B

0
1 + A � �

0
A
0
+ A S B

0
1;

et 43 = A���+B1S � ���:

Remarque 2.3.3

1/ Les résultats donnés au théorème (2:3:5) généralisent et con�rment ceux obtenus par

Granger et Anderson (1978a) pour des cas particuliers.

2/ Dans le cas où �2e 6= 1; la condition (2:3:24) devient :

� (A
 A+B 
B�2e) < 1:

3/ Dans le cas où p 6= P et p = 0; le modèle BL (p; 0; p; 1) devient BL (0; 0; P; 1) et la

condition (2:3:18) se réduit facilement pour ce modèle à :

� (�2B1 
B1) < 1: (2:3:25)

Ainsi, les expressions de covariances sont données dans la proposition suivante :

Proposition 2.3.6

Sous la condition (2:3:25) ; si � = E (Xt) ; V = E
�
XtX

0
t

�
et c (s) = E

�
(Xt�s � �) (Xt � �)

0
�
;

on a les relations suivantes :

(i) � = B C;

(ii) V = B1V B
0
1 +41; o�u

o�u 41 = �B1 C0 C
0
0 B

0
1 + C0 C

0
0;

(iii)c (0) = B1c (0) B
0
1 +42;

c (1) = B1S � ���;

c (s) = 0; s = 2; 3; (2:3:26)

o�u 42 = 41 +B1� �
0
B

0
1 � ��0;

4/ En (1989a), Liu a introduit un théorème d�existence d�une solution strictement station-

naire de ce modèle sous une condition plus simple à véri�er que la condition (2:3:18) :
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Théorème 2.3.7 (Liu; 1989)

Considérons l�équation (2:3:17) avec une suite de variables aléatoires ("t; t 2 Z) indépen-

dantes identiquement distribuées telle que E j"tj
 <1 pour un certain 
 2 ]0; 2] :

Soit � = E
�
jA+ "1Bj
=2

�
: Alors, si

� = � (�) < 1; (2:3:27)

(i) L�équation (2:3:17) admet une et une solution strictement stationnaire fXt; t 2 Zg dont

la première composante fXt; t 2 Zg est une solution strictement stationnaire unique, causale

et ergodique de (2:3:16).

(ii) L�unique solution strictement stationnaire de (2:3:16) est donnée par la première com-

posante de

Xt = C"t +
1X
i=1

iY
j=1

(A+ "t�l�j+1B)C"t�i; (2:3:28)

où la série qui �gure dans le second nombre de (2:3:28) converge absolument presque sûre-

ment.

5/ la condition (2:3:27) fait appel au calcul des valeurs propres d�une matrice d�ordre p� p;

alors que la condition (2:3:18) fait appel au calcul des valeurs propres d�une matrice d�ordre

p2 � p2.Donc, on obtient ici une condition plus simple.

* Inversibilité :

En utilisant la dé�nition de Granger et Anderson, décrite précédemment; on obtient une

condition su¢ sante pour l�inversibilité du modèle V BL (p) : Considérons le modèle dé�ni

par (2:3:17) et soit "̂t l�estimateur de "t satisfaisant l�équation aux di¤érences

Xt = H 0AXt�1 +H 0BXt�1"̂t�1 +H 0D"̂t; (2:3:29)

du (2:3:17) et (2:3:29) ; l�erreur de l�estimation véri�e

H 0D�1 (t) = �H 0BXt�1�1 (t� 1) ;

où �1 (t) = "t � "̂t: Alors par des remplacements successifs de cette dernière, on obtient :

�1 (t) =
tQ
j=1

� (t� j) �1 (0)
s=t�j;8j=1;t

= (� (s))t �1 (0) avec � (s) = �
H 0BXs

H 0D
:
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D�où, en prenant l�espérance et en utilisant le théorème ergodique on obtient

limt!1E
�
�21 (t)

�
� limt!1E

�
�2 (s)

�t
�21 (0) ; avec �

2
1 (0) 6= 0;

dont le terme de droite de cette inégalité tend vers zéro lorsque t!1 si E
�
�2 (s)

�
< 1; ce

qui implique que

H 0BE (XsX
0
s)B

0H < (H 0D)
2
: (2:3:30)

Etant donné A;B;H et D; on peut évaluer explicitement V = E (XsX
0
s) :

La condition (2:3:30) est une condition su¢ sante de l�inversibilité du modèle V BL (p) :
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2.4 Illustrations

Dans un cadre d�application des résultats présentés avant pour les modèles bilinéaires

généraux ainsi pour le modèle bilinéaire BL (p; 0; p; 1) (via l�approche directe); cette partie

est consacrée à l�étude probabiliste de quelques cas particuliers des modèles bilinéaires ; à

savoir le modèle purement bilinéaire et strictement superdiagonal d�ordre un et le modèle

diagonal d�ordre un .

2.4.1 Le modèle BL (0; 0; 2; 1)

* Dé�nition 2.4.1

Un modèle purement bilinéaire et strictement superdiagonal d�ordre un noté par BL (0; 0; 2; 1)

est une équation aux di¤érences stochastique non linéaire de la forme :

Xt = b21Xt�2"t�1 + "t; (2:4:1)

où Xt est un processus stochastique dé�ni sur un certain espace de probabilité (
; A; P ),

pour tout t 2 Z et où f"t; t 2 Zg est une suite de variables aléatoires indépendantes, équi-

distribuées, centrées, de variance �nie �2, dé�nies aussi sur le même espace de probabilité

(
;A; P ), telle que "l est indépendant de Xk; k < l:

* Représentation vectorielle

En posant Xt = (Xt; Xt�1)
0 ; ~"t = "t et A (t) =

�
0 b21"t�1
1 0

�
;

le modèle (2:4:1) se réécrit facilement sous la forme suivante

Xt = A (t)Xt�1 + ~"t:

* Existence d�une solution stationnaire stricte, causale et ergodique

la condition su¢ sante d�existence d�une solution strictement stationnaire, causale et ergo-

dique donnée précédemment pour les modèles bilinéaires généraux par (2:3:3) se réduit pour

ce cas particulier à

E ln kA (t)A (t� 1)k < 0; (2:4:2)

dont

A (t)A (t� 1) =
�
b21"t�1 0
0 b21"t�2

�
:et,
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kA (t)A (t� 1)k = max fjb21"t�1j ; jb21"t�2jg

D�où, la condition (2:4:2) est véri�ée; si pour un certain entier � > 0;

E
n
[jb21"t�1j+ jb21"t�2j]�

o
< 1:

Et comme "t a une variance �nie, alors cette condition se réduit à :

2 jb21j2 �2 < 1: (2:4:3)

* Existence d�une solution stationnaire au second ordre

Trouver une condition nécessaire et su¢ sante d�existence d�une solution non anticipative

strictement stationnaire de carré intégrable unique causale de (2:4:1) revient à trouver la

condition sous laquelle la solution de ce modèle converge en moyenne quadratique. En e¤et,

par des remplacements successifs en (2:4:1) on obtient :

Xt = bm21Xt�2m

 
mY
k=1

"t�2k+1

!
+
m�1X
j=1

bj21"t�2j

jY
k=1

"t�2k+1 + "t:

De cette dernière :

lim
m!1

var

"
Xt �

m�1X
j=1

bj21"t�2j

jY
k=1

"t�2k+1 + "t

#

= lim
m!1

var

"
bm21Xt�2m

 
mY
k=1

"t�2k+1

!#

= lim
m!1

�
(b221�

2)
m
var (Xt�2m)

�
Il est très facile de remarquer que la limite de cette dernière se découle à partir de la

limm!1 (b
2
21�

2)
m car le processus (X t; t 2 Z) est un processus de carré intégrable, donc

var (Xt�2m) existe toujours et elle est �nie. D�où, pour que

lim
m!1

var

"
Xt �

m�1X
j=1

bj21"t�2j

jY
k=1

"t�2k+1 + "t

#
! 0 lorsque m!1; il su¢ t que

b221�
2 < 1: (2:4:4)

En outre, cette condition a été donnée par Guégan (1981) et elle est de plus un cas particulier

du résultat trouvé par Liu (1990) pour les modèles bilinéaires généraux étudiés dans le

paragraphe 3.
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En e¤et, on a pour ce modèle :

p = q = 0; P = 2; Q = 1; d�où r = max (0; 2) = 2;

A =

�
0 0
1 0

�
; B1 =

�
0 b21
0 0

�
; C =

�
1
0

�
;� =

0@ A
 A+ �2B1 
B1 0 0
�2 (A
B1 +B1 
 A) 0 0
�2 (A
 A+ 
4B1 
B1) 0 0

1A ; et

� (�) = j�b21j :

Il en découle que � (�) < 1 ssi b221�
2 < 1:

Remarque 2.4.1

Lorsque la convergence vers zéro est obtenue, ce modèle a une solution strictement station-

naire causale unique donnée par

Xt �
X
j�1

bj21"t�2j

jY
k=1

"t�2k+1 + "t:

* Inversibilité

En suivant la dé�nition de l�inversibilité au sens de Granger et Anderson, on obtient une

condition su¢ sante de l�inversibilité pour ce modèle :

Considérons le modèle dé�ni par (2:4:1) et soit "̂t l�estimateur de "t satisfaisant l�équation

aux di¤érences

Xt = b21Xt�2"̂t�1 + "̂t; (2:4:5)

Du (2:4:1) et (2:4:5) ; l�erreur de l�estimation véri�e :

�t = �b21Xt�2�t�1;

où �t = "t� "̂t: Alors le carré de j remplacements successifs de cette dernière, par la propriété
de l�ergodicité, donne :

�2t =
tQ
j=1

b2t21X
2
t�j�1�

2
0

s=t�j�1;8j=1;t
= (b221X

2
s )
t
�20: D�où,

limt!1E
�
�2t
�
= limt!1E (b

2
21X

2
s )
t
�20; avec �

2
0 6= 0;

dont le terme de droite de cette inégalité tend vers zéro, p.s, lorsque t!1 si E (b221X
2
s ) < 1;

ce qui implique que b221E (X
2
s ) < 1; qui se réduit facilement, lorsque E (X

2
s ) =

�2

1� b221�
2
; à

la condition (2:3:15) trouvée par Guégan (1981).
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Remarque 2.4.2

Pham et Tran (1981), Guégan et Pham (1987) ont utilisé une autre dé�nition d�inversibilité,

qu�ils ont nommé inversibilité au sens forte. Nous allons expliciter cette dé�nition pour ce

cas particulier des modèles bilinéaires :

Ce modèle est dé�ni par : Xt = b21Xt�2"t�1 + "t , on pose :

Zt = b21Xt�1"t; (2:4:6)

alors Xt peut s�écrire : Xt = Zt�1 + "t:

Jusqu�à présent on supposait connaître les valeurs des paramètres, or en fait, si on note

� = (b21) le paramètre, celui ci doit être estimé quand on ajuste le modèle aux données.

Considérons une valeur quelconque ~� de �. Le bruit dans l�équation récursive (2:4:6) est

alors calculé en fonction de ~�, on le note "~�t=z0. On se donne alors une valeur arbitraire z0 de

Z0 et on dé�nit récursivement "
~�
t=z0

et Zt=z0 à partir des équations (2:4:6) avec Z0=z0 = z0:

Les équations récursives de Zt sont telles que :

Zt = ~b21Xt�1 (Xt � Zt�1) ;

= ~b21Xt�1Xt � ~b21Xt�1

�
~b21Xt�2Xt�1 � ~b21Xt�2Zt�2

�
;

= ~b21Xt�1Xt +
�
�~b21

�
~b21 (Xt�1Xt�2)Xt�1 +

�
�~b21

�2
Xt�1Xt�2

�
~b21Xt�3Xt�2

�~b21Xt�3Zt�3

�
:

De proche en proche on obtient pour Zt l�expression suivante :

Zt = ~b21Xt�1Xt +
t�1X
i=1

�
�~b21

�j �
~b21Xt�iXt�i�1

�( iY
k=1

Xt�k

)
+
�
�~b21

�t( tY
k=1

Xt�k

)
z0:

D�où l�équation de "~�t=z0 est donnée par :

"
~�
t=z0

=

Xt �Xt�2Xt�1 �
t�2X
i=1

"�
�~b21

�j
~b21Xt�i�2Xt�i�1

iY
j=1

Xt�j�1

#
�
�
�~b21

�t�1 "t�1Y
j=1

Xt�j�1

#
z0:

Une forme forte de l�inversibilité est de montrer, lorsque la condition (2:3:15) est véri�ée,

qu�il existe un processus stationnaire "~�t tel que "
~�
t=z0

� "
~�
t �! 0 en probabilité quand

t �! 1, 8z0: En e¤et, il est très facile de voir que, sous la condition �~b21 logEXj < 1;
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�
�~b21

�t�1 "t�1Y
j=1

Xt�j�1

#
z0 tend vers zéro lorsque t ! 1 donc il devient clair de poser

"
~�
t = Xt � Xt�2Xt�1 �

X
i�1

"�
�~b21

�j
~b21Xt�i�2Xt�i�1

iY
j=1

Xt�j�1

#
pour assurer la conver-

gence vers zéro de "~�t=z0 � "
~�
t .

* Structure d�autocovariance :

En posant � = E (Xt) ; Vt = E (X2
t ) et c (h) = E ((Xt � �) (Xt�h � �)) ; la moyenne ainsi

que l�autocovariance sont respectivement données par :

I La moyenne :
Le processus Xt est de moyenne nulle étant donné que

� = b21E (Xt�2"t�1) + E ("t) = 0;

car "t�1 est indépendant du passé du processus, et en particulier de Xt�2; et E ("t) = 0 pour

tout t:

I L�autocovariance de retard h vaut :

E (XtXt�h) = E ("t"t�h + b221Xt�2"t�1Xt�h�2"t�h�1 + b21"tXt�h�2"t�h�1 + b21"t�hXt�2"t�1) :

� Si h > 1; nous avons :

E (XtXt�h) = E ("t)E ("t�h)+b
2
21E ("t�1)E (Xt�2Xt�h�2"t�h�1)+b21E ("t)E (Xt�h�2"t�h�1)+

b21E (Xt�2"t�h)E ("t�1) = 0:

� Si h = 1; le regroupement des facteurs est di¤érent pour le dernier terme mais conduit au
même résultat :

E (XtXt�1) = E ("t)E ("t�1) + b221E ("t�1)E (Xt�2Xt�3"t�2)

+b21E ("t)E (Xt�3"t�2) + b21E (Xt�2)E
�
"2t�1

�
= 0:

� En remplaçant h par 0; nous trouvons une relation de récurrence pour la variance marginale

E (X2
t ) :

E (X2
t ) = E ("2t ) + b221E

�
X2
t�2
�
E
�
"2t�1

�
+ 2b21E ("t)E (Xt�2)E ("t�1) ;

et comme le dernier terme s�annule,

Vt = �2 + b221�
2Vt�2:

Il existe une solution stationnaire du second ordre pour ce modèle dé�ni par l�équation (2:4:1)

à condition que b221�
2 < 1: La variance marginale vaut alors



CHAPITRE 2. LES MODÈLES BILINÉAIRES 74

V =
�2

1� b221�
2
:

En conclusion, la structure d�autocovariance est résumée comme suit :

c (h) =

8<:
�2

1� b221�
2
sous la condition b221�

2 < 1; si h = 0;

0; 8h � 1:
(2:4:7)

Remarque 2.4.3 :

A noter que ce processus se comporte comme un bruit blanc, du point de vue de sa fonction

d�autocorrélation.
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2.4.2 Le modèle BL (1; 0; 1; 1)

* Dé�nition 2.4.3

Un modèle bilinéaire diagonal d�ordre un noté par BL (1; 0; 1; 1) est une équation aux di¤é-

rences stochastique non linéaire de la forme :

Xt = a1Xt�1 + b11Xt�1"t�1 + "t; (2:4:8)

où Xt est un processus stochastique dé�ni sur un certain espace de probabilité (
; A; P ),

pour tout t 2 Z et où f"t; t 2 Zg est une suite de variables aléatoires indépendantes, équi-

distribuées, centrées, de variance �nie �2, dé�nies aussi sur le même espace de probabilité

(
;A; P ), telle que "l est indépendant de Xk; k < l:

* Représentation vectorielle

À la première vue, on peut dire que l�équation (2:4:8) s�écrit facilement sous la forme vec-

torielle Xt = A (t)Xt�1 + "t; où A (t) = a1 + b11"t�1: Par ailleurs, une représentation mar-

kovienne de ce modèle, analogue à celle donnée par Pham (1985) ; s�obtient facilement de la

manière suivante :

Xt = a1Xt�1 + b11Xt�1"t�1 + "t;

= (a1 + b11"t�1)Xt�1 + "t;

= Zt�1 + "t:

où

Zt = (a1 + b11"t)Xt;

= (a1 + b11"t) (Zt�1 + "t) ;

= (a1 + b11"t)Zt�1 + (a1 + b11"t) "t:

D�où, une représentation markovienne de ce modèle est donnée par :(
Xt = Zt�1 + "t;

(a1 + b11"t)
�1 Zt = Zt�1 + "t:

Dans toute la suite on s�intéressera à l�étude probabiliste de ce modèle à partir de la repré-

sentation vectorielle.
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* Existence d�une solution stationnaire stricte, causale et ergodique

Il est très facile de voir que la condition (2:3:3) ; donnée précédémment pour les modèles

bilinéaires généraux dont A (t) est une matrice d�ordre r�r; se réduit pour ce cas particulier

de modèle, où A (t) est un scalaire, à

E ln ja1 + b11"t�1j < 0: (2:4:9)

Remarque 2.4.4

Si on s�appuie sur la condition donnée par Liu (1989) pour le modèle BL(p; 0; p; 1);

�
�
E
�
jA+ "1Bj
=2

��
< 1; on retrouve facilement la condition (2:4:9) lorsque A (t) est un

scalaire et 
 = 2 (car le bruit a une variance �nie).

* Existence d�une solution stationnaire au second ordre

Ici on a p = 1; q = 0; P = 1 et Q = 1; d�où r = max (1; 1) = 1;

A = a1; B1 = b11; D = 1;� =

0@ a21 + �2b211 0 0
2�2a1b11 0 0

�2a21 + 
4b211 0 0

1A :

Il en découle que � (�) < 1 ssi

a21 + �2b211 < 1; (2:4:10)

ce qui est bien la même condition donnée par Pham et Tran (1981).

* Inversibilité

Avant, on a montré en utilisant la dé�nition de l�inversibilité au sens de Granger et Ander-

son que H 0BE (XsX
0
s)B

0H < (H 0D)2 est une condition su¢ sante de l�inversibilité pour le

modèle BL (p; 0; p; 1) : Donc, lorsque B = b11 et D = 1; cette condition se réduit pour ce

modèle, BL (1; 0; 1; 1) ; à :

b211E
�
X2
s

�
< 1: (2:4:11)

Remarque 2.4.5

1�= Pham et Tran (1981) ont donné une condition forte de l�inversibilité pour ce modèle et

elle est donnée par le corollaire suivant :
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Corollaire 2.4.6 (Pham et Tran; (1981))

Selon que jb11j < e�E(logjXtj) ou jb11j > e�E(logjXtj) le modèle (2:4:7) est fortement inversible

ou non. Dans le cas où il est inversible i.e "t est Ft (X)�mesurable où fXtg est une solution

arbitraire de (2:4:7) ; on a

"t = Xt �
1P
j=1

(�b11)j�1 (a1 + b11Xt�j)
jQ
k=1

Xt�k; t 2 Z:

2�= La condition donnée par ce corollaire est très forte et on peut la simpli�er comme suit :

On a :

jb11j > e�E(logjXtj) , log jb11j > �E (log jXtj) :

En utilisant les propriétés suivantes :

� log jXtj = 1
2
logX2

t ; log jb11j = 1
2
log b211:

� L�inégalité de Jensen : E log (jXtj) < logE (jXtj) , 1
2
E (logX2

t ) < 1
2
logE (X2

t ) )

�1
2
E (logX2

t ) > �1
2
logE (X2

t ) ;

on obtient :

log b211 > �E logX2
t

, log b211 > � logE (X2
t )

, log b211 > log
1

E (X2
t )

, b211E (X
2
t ) > 1:

Par conséquent, une condition su¢ sante pour l�inversibilité du modèle dé�ni par (2:4:7) est

b211E (X
2
t ) � 1, qui est la même condition trouvée précédemment en (2:4:11) à travers la

dé�nition de Granger et Anderson.

* Expression de covariance :

Comme ce modèle est un cas particulier du modèle BL(p; 0; p; 1); lorsque p = 1; qui a été

déjà étudié précédemment, alors on omettra les moindres détails et on ne donnera que les

principaux résultats dont :

BLes expressions de la moyenne et de la variance asymptotique sont respectivement données
par :
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La moyenne asymptotique :

On a : � = (I � A)�1BC

Dans ce cas : A=a, B=b, C=1.

D�où :E (Xt) =
b

1� a

La variance asymptotique :

De même, en remplaçant A par a, B par b, C par 1 et � par
b

1� a
;on trouve :

S =
2ab

1� a
+ 2 b

�1 =
4a2b2

1� a
+ 4 a b2 + 2 b2 + 1

V = E (X2
t ) =

1 + 2b2

1� a2 � b2
+

4ab2

(1� a2 � b2) (1� a)

D�où

c (0) = V � ��
0
=

1 + 2b2

1� a2 � b2
+
�3a2b2 + 4ab2 + b4 � b2

(1� a)2 (1� a2 � b2)

BL�expression de la covariance est résumée dans le système d�équations linéaires suivants :
� c (1) = a11 c (0) +43; où 43 = (a11 � 1)�2 + b11S;

� c (s) = a11 c (s� 1) = as�111 c (1) ; 8s � 2:
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2.5 Comparaison entre les Modèles Bilinéaires et d�autres
modèles de séries chronologiques

Essentiellement, il existe deux approches pour étudier ou comparer les séries chronolo-

giques, à savoir l�approche dans le domaine du temps dite aussi l�approche temporelle ou

l�approche dans le domaine des fréquences dite aussi l�approche spectrale.

Alors, sous le titre de comparaison entre les modèles bilinéaires et d�autres modèles de séries

chronologiques, on donne importance dans ce qui suit à la première approche et cela via la

structure probabiliste ainsi que la structure de covariance.

2.5.1 Comparaison selon la structure probabiliste

BOutre le fait que les modèles bilinéaires sont une généralisation des modèles autorégressif
moyenne mobile (ARMA), le modèle autorégressif (AR) à erreur autorégressif conditionnel-

lement hétéroscédastique (ARCH) dé�ni par

Xt = aXt�1 +
�
b11fXt�1<cg + b21fXt�1�cg

	
Xt�1"t + d"t; t 2 N+;

où f"t; t 2 N+g est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées

absolument continues, a; b1; b2; c et d sont des nombres réelles,

peut être vus comme un modèle de mélange entre les modèles bilinéaires et les modèles

autorégressif non linéaire à seuil introduit par Tong (1978) dont il présente deux régimes

di¤érents expliqués par deux sous modèles bilinéaires avec un point de variation spéci�é par

le paramètre c:

BUne classe de modèles non linéaires qui peut être écrite sous la forme d�un modèle bili-
néaire est celle des modèles GARCH (p; q) qui peut être formulée, à son tour, à un modèle

autorégressif à coe¢ cient aléatoire (RCA) : On considère le processus fxtg dé�ni par :

xt = �tzt; (2:5:1)

où fztg est une suite de variables aléatoires i.i.d, et le processus �t satisfait �t = � (yt) ; pour

certain processus sous-jacent yt véri�ant soit

yt = a0 +
pP
i=1

aiyt�i +
qP
i=1

bi� (zt�i) ;

ou
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yt = a0 +
pP
i=1

aiyt�i +
qP
i=1

ci� (zt�i) yt�i;

pour des fonctions quelconques � : R! R et � : R! R. Dé�nons "t = � (zt�1) ; ces deux

classes de modèles GARCH prennent les formes des modèles ARMA et AR�BIL respec-

tivement dont la combinaison de ces deux classes donne la classe des processus de volatilité

avec yt véri�e un modèle bilinéaire sous diagonal.

Par ailleurs, il existe plusieurs spéci�cations des modèles GARCH où dans chaque cas le

processus de volatilité appartient soit à la première classe soit à la deuxième, y compris :

*Asymmetric Power GARCH (Ding, Granger and Engle, 1993 ; Guegan and Diebolt, 1994 ;

Hentschel, 1995),

*NGARCH(p; q) (Engle and Ng,1993),

*LGARCH(p; q) (Robinson, 1991 ; Giraitis et al, 2004),

*Log-GARCH(p; q) (Geweke, 1986 ; Pantula, 1986),

*EGARCH(p; q) (Nelson, 1991).

Ainsi, parmi ceux cités précédemment, les 03 types de modèles qui peuvent être reformulés

à la classe des modèles AR�BIL; deuxième classe, sont les suivants :

Asymmetric Power GARCH :

Ce modèle véri�e l�équation aux di¤érences stochastique suivante

��t = w +
pP
i=1

�i�
�
t�i +

qP
i=1

�i [jzt�i � bj� 1 fzt�i < bg+ c jzt�i � bj� 1 fzt�i � bg]��t�i;

où 1 f:g dénote la fonction indicatrice. Ici, les paramètres se restreignent à w > 0; �i � 0;

i = 1; :::; q; �i � 0; i = 1; :::; p; �; c � 0 et b 2 R qui est une forte spéci�cation générale qui
contient de nombreux modèles, comme cas spéciaux, proposés dans la littérature. Exemples

des modèles inclus sont : les modèles GARCH linéaires, Power GARCH, Asymmetric / GJR

GARCH, TS-GARCH/ T-GARCH.

Par conséquent, on retombe facilement sur la deuxième classe en posant : yt = ��t ; a0 = w;

ai = �i; ci = �i:

NGARCH (p; q) :

Ce modèle est donné par :

�2t = w +
pP
i=1

�i�
2
t�i +

pP
i=1

�i (zt�i � b)2 �2t�i;



CHAPITRE 2. LES MODÈLES BILINÉAIRES 81

où w > 0; �i � 0; i = 1; :::; q; �i � 0; i = 1; :::; p; et b 2 R.

En posant : yt = �2t ; a0 = w; ai = �i; ci = �i; et � (z) = (z � b)2 � 0; on voit clairement que

ce modèle appartient à la deuxième classe citée précédemment.

LGARCH (p; q) :

Ce modèle n�impose pas la positivité de �; et il est dé�ni comme suit :

�t = w +
pP
i=1

�i�t�i +
pP
i=1

�izt�i�t�i;

De plus, il se considère comme une version restreinte des modèles ARCH (1) présenté en

Robinson (1991) : Sa structure probabiliste peut être reformulée à un modèle AR�BIL en

posant : yt = �t; a0 = w; ai = �i; ci = �i; et � (z) = z:

2.5.2 Comparaison selon la structure de covariance

Il est très connu que, d�après (Pham; 1985) ; la structure de covariance d�un processus

admettant une représentation bilinéaire markovienne (2:4:1) ; c�est-à-dire celle des modèles

bilinéaires diagonaux et superdiagonaux, a la même forme que celle d�un processus ARMA:

Prenons à titre d�exemple le modèle suivant :

* Le modèle BL(p; 0; p; 1) et son équivalent linéaire ARMA(p; 1) :

Prenons 
 (s) = cov (x (t+ s) ; x (t)) ; i.e 
 (s) = A:
 (s� 1) d�après (2:2:19) :

Trouvons alors les équations de Yule - Walker du modèle BL(p; 0; p; 1) dé�ni par :

Xt = �a1Xt�1 � :::� apXt�p + b11X (t� 1) " (t� 1) + :::+ bp1X (t� p) " (t� 1) :

En multipliant les deux membres de cette dernière par Xt�h; h = 0; 1; 2; ::::; p; et en prenant

l�espérance, on obtient :


 (0) = �a1 
 (1)� a2 
 (2)� :::::::::� ap 
 (p) ;


 (1) = �a1 
 (0)� a2 
 (1)� :::::::::� ap 
 (p� 1) ;

et pour h=2,.....,p, on a, le système d�équations :8>>>>><>>>>>:


 (2) = �a1
 (1)� a2
 (0)� :::� ap
 (p� 2) ;


 (3) = �a1
 (2)� a2
 (1)� a3
 (0)� :::� ap
 (p� 3) ;
...

 (p) = �a1 
 (p� 1)� a2 
 (p� 2)� :::� ap 
 (0) :
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Ces équations sont les mêmes que les équations de Yule - Walker pour le modèleARMA (p; 1).

Donc, on peut dire que les deux modèles "BL(p; 0; p; 1) et ARMA(p; 1)" ont la même struc-

ture de la fonction de covariance. Cette vérité fondamentale, c�est à dire la similarité célèbre

dans la structure de covariance entre les processus bilinéaires et les processusARMA, conduit

souvent à une misclassi�cation d�un processus à un autre. Néanmoins, à l�intérieur de cette

concordance dans la structure de la fonction de covariance, il existe, pour certains modèles,

des di¤érences cachées entre ces deux processus. Prenons à titre d�exemple le modèle suivant :

*Le modèle PDB (1) et son équivalent linéaire le modèle non centré MA (1) :

Un processus fXt; t 2 Zg est un modèle bilinéaire purement diagonal d�ordre un, dénoté par

PDB (1) ; s�il véri�é l�équation aux di¤érences suivante :

Xt = �1Xt�1"t�1+"t; (2:5:2)

où f"t; t 2 Zg est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées

avec E ("t) = 0 et E ("2t ) = �21 <1: L�équivalent linéaire du modèle (2:5:2) est le processus

moyenne mobile non centré, dénoté par MA (1) ; et est donné par :

Xt = �0+�1ut�1+ut; (2:5:3)

où ut; t 2 Z est tel que E (ut) = 0 et E (u2t ) = �22 <1 .

Etant donné le modèle (2:5:2) ; les résultats suivants ont été établis avec �1 = �1�1et

j�1j < 1 :

E (Xt) = �21�1 = �1�1; (2:5:4)

�k =

8>>><>>>:
1;

�21�
2
1

�
1� �21�

2
1

�
1 + �21�

2
1 + �41�

4
1

=
�21
�
1� �21

�
1 + �21 + �41

;

0;

k = 0;

k = 1;

k � 2:
(2:5:5)

De plus, pour le modèle (2:5:3), les résultats suivants ont été établi facilement par Box et al,

1994 :

E (Xt) = �0; (2:5:6)

�k =

8>><>>:
1;

�1
1 + �21

;

0;

k = 0;

k = 1;

k � 2;
(2:5:7)

avec j�1j < 1 pour l�inversibilité.
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A�n d�obtenir la valeur maximale de �1 pour le modèle (2:5:2), PDB (1) ; on di¤érencie

(2:5:5) qui correspond à �1; on égale le résultat à zéro et on résoud l�équation résultante de

�1 pour obtenir :

1� 2�21 � 2�41 = 0: (2:5:8)

La résolution de (2:5:8) donne �1 =
p
0:3660 = �0:6051: De même, la valeur maximale

de �1 pour le modèle (2:5:3) ; MA (1) ;est à �1 = �1. Le tableau n�1 montre les valeurs

calculées de �1 pour les processus PDB (1) et MA (1) ; et cela en prenant les valeurs de

�1 et �1 respectivement. De plus, la �gure 1 montre le graphe de �1 à partir des valeurs

admissibles de �1 pour le processus PDB (1) alors que la �gure 2 montre le graphe de �1 à

partir des valeurs admissibles de �1 pour le processusMA (1). En raison d�espace, le tableau

1 est un tableau abrégé (le tableau entier a les valeurs de �1 = [�0:99;�0:98; :::; 0:98; 0:99]

et �1 = [�0:99;�0:98; :::; 0:98; 0:99]): Le tracé des graphes 1 et 2 a été basé sur le tableau

complet qui est disponible en Ohakwe (2008) :



CHAPITRE 2. LES MODÈLES BILINÉAIRES 84

Du tableau 1, �gure 1 et �gure 2, les dissimilarités suivantes sont évidentes :

1. Intervalles pour �1 : Pour le processus PDB (1) ; 0 < �1 < 0:16 tandis que pour le

processus MA (1) ; j�1j < 0:5: Cela signi�e que le processus MA (1) peut être comparé avec

le processus PDB (1) uniquement dans le cas où 0 < �1 < 0:16:

2. Graphes de �1 (en fonction de �1 ou �1) : Pour le processus PDB (1), le graphe de

�1 auprès �1 est un graphe ondulatoire avec trois points de retournement (�0:6051; 0:1547),

(0:0) ; et (0:6051; 0:1547) alors que pour le processus MA (1) ; le graphe de �1 auprès �1

ressemble à un arctangent.

Remarque 2.5.1

A noter que le carré du processus PDB (1) s�identi�e comme un processus autorégressif

moyenne mobile d�ordre p = 1 et q = 1 alors que le carré du processus non centré MA (1)

s�identi�e toujours comme un processus MA (1) :
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2.6 Conclusion

A travers ce chapitre, on a étudie via deux approches di¤érentes des modèles bilinéaires

à coe¢ cients constants qui ont la particularité :

� d�être une extension naturelle des modèles linéaires (ARMA) avec un nombre �ni de para-
mètres,

� d�être linéaires par rapport à chacune des variables (entrée et sortie) quand on considère

l�autre constante,

� d�avoir une structure ARMA des autocovariances,
� d�avoir un comportement un peu particulier caractérisé par de fortes explosions suivies de
longues plages de calme.

Ainsi, cette étude mène à conclure qu�à l�aide de la représentation vectorielle utilisée par

Liu et Brockwell (1988), puis par Liu (1989� 1990), on dispose de résultats plus généraux

et plus simples à véri�er que ceux établis par Pham (1985; 1986) et Guégan (1987� 1988)

à travers la représentation markovienne. En e¤et, dans les travaux de ces derniers on ne

considère que le cas où le bruit admet une variance �nie, alors que Liu donne une condition de

stationnarité et d�inversibilité pour les modèles bilinéaires généraux sans imposer de condition

sur la variance du bruit.

De l�autre côté, le calcul des moments ainsi des moments d�ordre supérieurs est fastidieux

et très long en utilisant cette approche tandis que le calcul peut se faire très rapidement et

plus facilement en utilisant la représentation markovienne.



Chapitre 3

Les modèles bilinéaires périodiques

3.1 Introduction

Une classe particulière de modèles bilinéaires à coe¢ cients dépendants du temps, rare-

ment étudiés à notre connaissance dans la littérature del�analyse des séries temporelles non

stationnaires, hormis dans Subba Rao (1997), Bibi (2003) et Bibi & Oyet (2004) qui visent

essentiellement à décrire des propriétés de nature probabiliste ou statistique de certaines

sous-classes de modèles, est la classe des modèles où les coe¢ cients (ai;t)0�i�p ; (bj;t)0�j�q

,(cij;t)
1�i�P;1�j�Q

ainsi que la variance du bruit blanc sont des fonctions périodiques, du temps,

de période S (S � 2) : De plus, la classe des modèles bilinéaires périodiques appartient aux

processus du second ordre périodiquement corrélés c�est-à-dire que les fonctions d�autocova-

riances sont périodiques, au sens de Gladyshev (1961) ; du temps de période S:

Ce chapitre a comme but de présenter quelques propriétés probabilistes des modèles

bilinéaires périodiques après être passé en revue les dé�nitions de base qui seront très utiles

par la suite.

86
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3.2 Processus périodiquement corrélés et les modèles
bilinéaires périodiques

Cette section a comme but de présenter quelques résultats basic qui ont prouvé leurs uti-

lité et opportunité pour la modélisation des séries chronologiques non linéaires périodiques ;

à savoir le concept de la corrélation périodique, la propriété de la périodicité stricte ainsi

que l�ergodicité périodique ensuite on donnera la structure générale du modèle bilinéaire

périodique. Toutefois, l�existence des moments d�ordre un et deux des processus stochas-

tiques permet de trouver quelques propriétés statistiques ; ainsi, la périodicité dans ces deux

moments peut être su¢ sante pour expliquer la propriété de périodicité du processus. Cela

conduit au concept de la corrélation périodique.

3.2.1 Processus périodiquement corrélés

Soit fXt; t 2 Zg un processus, du second ordre, de moyenne

�t = E (Xt) ; t 2 Z

et de fonction d�autocovariance


 (t; s) = E f(Xt � �t) (Xs � �s)g ;8t; s 2 Z:

Si notre intérêt ne porte pas sur la non -stationnarité de la moyenne, on peut, sans perte de

généralité, supposer que le processus fXt; t 2 Zg est un processus centré, i.e. �t = 0;8t 2 Z:

Une classe particulière de processus non-stationnaires est celle des processus dont les fonc-

tions d�autocovariance sont des fonctions périodiques du temps. La dé�nition du processus

périodiquement corrélé a été introduite, dans la littérature de l�étude des processus aléatoires,

par Gladyshev (1961). Elle est donnée par :

Dé�nition 3.2.1

Un processus du second ordre fXt; t 2 Zg est dit périodiquement corrélé ou faiblement pério-

dique s�il existe un entier positif S tel que la moyenne et la fonction d�autocovariance sont

S � p�eriodique dans le temps, i.e

i) �t+S� = �t;

ii) 
 (t+ S�; s+ S�) = 
 (t; s) ; 8t; h; � 2 Z;

L�entier positif S permettant de satisfaire ces deux conditions est appelé la période du pro-
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cessus périodiquement corrélé. Dans toute la suite, nous supposons que cette période est le

plus petit entier positif satisfaisant les deux conditions citées précédemment.

Un simple exemple d�un processus périodiquement corrélé est celui du bruit blanc pério-

dique, qui est une suite de variables aléatoires non corrélées de moyenne zéro et de variance

périodique de période S; c�est-à-dire que �2s+S� = �2s pour tout s = 1; :::; S; � 2 Z:

3.2.2 Processus strictement périodique

Dé�nition 3.2.2

Un processus du second ordre fXt; t 2 Zg est dit strictement périodique de période S 2 N�

(N� indique l�ensemble des entiers positifs) si ses distributions, de dimension �nie, sont

invariantes sous un multiple shift de S; i.e que la distribution conjointe du vecteur aléatoire

(Xt1 ; Xt2 ; :::; Xtn)
0 est la même que celle de (Xt1+Sh; Xt2+Sh; :::; Xtn+Sh)

0 ; pour tout entier

n 2 N�; h 2 Z et (t1; t2; :::; tn) 2 Zn:

Remarque 3.2.2

1 -Il est très clair que le concept de la périodicité stricte généralise celui de la stationnarité

stricte. En e¤et, de la dé�nition 3.2.2 il s�ensuit qu�un processus strictement périodique de

période S = 1 est strictement stationnaire.

2 -Une sous classe, utile, particulière des processus strictement périodiques est la classe où

les variables aléatoires sont indépendantes et périodiquement distribuées (notée désormais

i.p.d).

Dé�nition 3.2.3

Une suite aléatoire f"t; t 2 Zg est dite indépendante et périodiquement distribuée de période

S, dénotée par (i:p:d) ; si :

i) f"t; t 2 Zg est une suite de variables aléatoires indépendantes,

ii) La distribution de probabilité de "t est la même que celle de "t+Sh 8t; h 2 Z:
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Evidemment, une suite (i:p:d) de période S est un processus strictement S�périodique. De

plus, pour S = 1 on retombe sur le cas d�une suite indépendante identiquement distribuée

(iid).

Comme dans la stationnarité stricte, il est impossible de véri�er pratiquement la périodicité

stricte dans les processus stochastiques à l�exception de quelques cas particuliers.

3.2.3 Processus périodiquement ergodique

A noter que la dé�nition d�un processus périodiquement ergodique est intimement liée à la

propriété de l�invariance d�un ensemble qui est dé�ni comme suit :

Dé�nition 3.2.4

Soit T une transformation shift et écrivons T S pour la Si�eme puissance de T :

T S = T � T � ::: � T; S fois. Donc,

un ensemble C est appelé S�invariant si et seulement si T SX 2 C pour toutes les séquences

doublement in�nie de nombres réels ,appartenant à C;X = f::; X�1; X0; X1; :::g 2 RZ :A

l�aide de cet instrument, on peut alors citer étroitement la dé�nition de l�ergodicité périodique

comme le montre la dé�nition suivante :

Dé�nition 3.2.5

Un processus s.p.s fXt; t 2 Zg est dit périodiquement ergodique si :

P (f:::; X�1; X0; X1; :::g 2 C) = 0 ou 1; pour tous les ensembles de Borel S-invariant C de

RZ :

Remarque 3.2.3

Comme dans le cas de la stationnarité stricte (voir par exemple la proposition 6:3:1 donnée

par Breiman (1968) ou le théorème 3:6:4 par billingsley (1995)), la stationnarité strictement

périodique et l�ergodicité périodique sont conservées sous certaines transformations. Par

exemple si fXt; t 2 Zg est s.p.s et périodiquement ergodique, et si fZt; t 2 Zg est donné
par :

Zt = ft (:::; Xt�1; Xt; Xt+1; :::) ;

où ft est une fonction deRZ àR qui est mesurable, périodique en t de période S (ft = ft+nS 8 n et t) ;

alors fZt; t 2 Zg est aussi s.p.s et périodiquement ergodique.
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3.2.4 Les modèles bilinéaires périodiques

Dé�nition 3.2.6

On dit qu�un processus périodiquement corrélé fXt; t 2 Zg ;Z = f0;�1;�2; :::g ; du second

ordre, dé�ni sur un espace probabilisé (
;z; P ) est un modèle bilinéaire général périodique,

du temps, de période S s�il est solution de l�équation stochastique non linéaire suivante :

Xt = at;0 +

pX
i=1

at;iXt�i +

qX
j=1

ct;j"t�j +
PX
i=1

QX
j=1

bt;ijXt�i"t�j + "t; t 2 Z; (3:2:1)

où ("t)t2Z est une suite de variables aléatoires indépendantes et périodiquement distribuées

(i:p:d), de moyennes nulles et de variances �2t ; dé�nie sur le même espace de probabilité

(
;z; P ) ; et où les coe¢ cients (at;i)0�i�p ; (ct;j)0�j�q ,(bt;ij)1�i�P;1�j�Q ainsi que la variance

du bruit blanc sont des fonctions périodiques, du temps, de période S; i.e, (at+kS;i = at;i) ; (ct+kS;j = bt;j),

(bt+kS;ij = ct;ij) et �2t+kS = �2t 8t; k 2 Z:

3.3 Le modèle PBL(0; 0; P; 1)S

Dé�nition 3.3.1

On dit qu�un processus périodiquement corrélé fXt; t 2 Zg ;Z = f0;�1;�2; :::g ; du second

ordre, dé�ni sur un espace probabilisé (
;z; P ) ; est purement bilinéaire et strictement su-

perdiagonal périodique , du temps, de période S, noté désormais par PBL (0; 0; P; 1)S ; s�il

est solution de l�équation stochastique non linéaire suivante :

Xt =
PX
i=2

bt;i1Xt�i"t�1 + "t; t 2 Z; (3:3:1)

dont ("t)t2Z est une suite de variables aléatoires indépendantes et périodiquement distribuées

(i:p:d), de moyennes nulles et de variances �2t ; dé�nie sur le même espace de probabilité

(
;z; P ) ; telle que "l est indépendant de Xk; k < l; et où les paramètres bt;i1; i = 1; :::; P

ainsi que �2t sont périodiques de période S, i.e,(bt+kS;i1 = bt;i1) et �2t+kS = �2t ,8t; k 2 Z:
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3.3.1 Ecriture vectorielle

A�n d�étudier quelques propriétés probabilistes de ce modèle, on doit répondre à l�étape

préliminaire qui consiste à reformuler le modèle sous forme d�une équation aux di¤érences

stochastique vectorielle d�ordre un qui est, en e¤et, une représentation markovienne linéaire

de la forme Xn = AnXn�1 + Bn;8n 2 Z; où (An; Bn) est une suite de matrices aléatoires

indépendantes ou non selon le cas. Pour cela, on dispose de deux approches di¤érentes ; à

savoir celle basée sur la période, introduite par Gladyshev en (1961) sous le nom de "Period

Span lumping", et la deuxième approche basée sur l�ordre, introduite par Bentarzi et Hallin

en (1994) nommée "Order Span Lumping": Donc, dans un premier temps on montre que

la première approche nous conduira à un modèle RCA "modèle autorégressif à coe¢ cient

aléatoire" tandis que la seconde nous ramènera à un modèle RCPAR "modèle autorégressif

à coe¢ cient aléatoire périodique". Cette dernière conservant la propriété de la périodicité

qui représente l�une de ses particularités, soulèvera notre intérêt par la suite. Le principe de

chaque approche est bien expliqué dans ce qui suit :

Period Span Lumping :

Posant X� (s) = XS�+s et "� (s) = "S�+s; lorsque t = S� + s; l�équation (3:3:1) devient :

X� (s) =
PX
i=2

bi (s)X� (s� i) "� (s� 1) + "� (s) : (3:3:2)

En (3:3:2), la notation X� (s) fait référence à la variable X durant la si�eme saison (régime)

tel que s = f1; 2; :::; Sg du � i�emecycle:

Par commodité, X� (i) = X��1 (S + i) ; "� (i) = "��1 (S + i) si i � 0; à noter aussi que,

lorsque S > 1; le processus est globalement non stationnaire, mais il est stationnaire à

l�intérieur de chaque période.

La version "espace d�état" est alors obtenue par la dé�nition des vecteurs suivants

X� (s) = (X� (s) ; :::; X� (s� P + 1))0 ; H = (1; 0; :::; 0)0 ; "� (s) = ("� (s))H,

et la matrice A� (s) =
�
0 b2 (s) "� (s� 1) ::: bP (s) "� (s� 1)

IP�1 ::: 0P�1�1

�
P�P

;

Avec ces notations, on réécrit le modèle (3:3:2) sous la forme

X� (s) = A� (s)X� (s� 1) + "� (s) ; (3:3:3)
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où X� (s) = H 0X� (s) :

Ainsi, la relation en (3:3:3) est la même que l�équation dé�nie pour un processus autorégressif

périodique multivarié. Maintenant, il est très connu que dans les modèles de série chronolo-

gique avec des coe¢ cients périodiques, il est possible d�empiler les saisons en un processus

multivarié :

Plus précisément (X� )�2Z où X� = (X
0
� (1) ; X

0
� (2) ; :::; X

0
� (S))

0 est un processus RCA; i.e,

X� = A�X��1 +B� ; (3:3:4)

où (A� ; B� )�2Z sont des paires de matrice et vecteur aléatoires strictement stationnaires et

ergodiques dé�nis respectivement par bloc comme :

A� =

0BBBBB@
0(p) � � � 0(p) A� (1)
0(p) � � � 0(p) A� (2)A� (1)
...

0(p) � � � 0(p)
S�1Q
s=0

A� (S � s)

1CCCCCA
SP�SP

; B� =

0BBBBB@
"� (1)

A� (2) "� (1) + "� (2)
...

SP
k=1

�
S�k�1Q
s=0

A� (S � s)

�
"� (k)

1CCCCCA
SP�1

où comme d�habitude les produits vides sont posés égales à I(P ):

En e¤et, le résultat découle facilement en remarquant que

X� (0) =

0BBB@
X� (0)
X� (�1)

...
X� (�p+ 1)

1CCCA =

0BBB@
X��1 (S)

X��1 (S � 1)
...

X��1 (S � p+ 1)

1CCCA = X��1 (S) :

Order Span Lumping :

Cette approche nécessite la dé�nition des processus P � vari�e suivant

X t = (XPt; XPt�1; :::; XPt�P+1)
0 ; "t = ("Pt;"Pt�1; :::; "Pt�P+1)

0 ; t 2 Z

et les matrices périodiques suivantes

At;0 =

0BBBBBBBBB@

1 0 ��Pt;2 ��Pt;3 ::: ��Pt;P�2 ��Pt;P�1
0 1 0 ��Pt�1;2 ::: ��Pt�1;P�3 ��Pt�1;P�2
0 0 1 0 ::: ��Pt�2;P�4 ��Pt�2;P�3
...
...

...
. . .

...
. . . 0 ��Pt�P+3;2

1 0
0 ::: 0 1

1CCCCCCCCCA
;

et
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At;1 =

0BBBBBBB@

�Pt;P 0 ::: 0
�Pt�1;P�1 �Pt�1;P 0

�Pt�2;P�2 �Pt�2;P�1 �Pt�2;P
...

...
...

...
. . .

�Pt�P+2;2 �Pt�P+2;3 �Pt�P+2;4 �Pt�P+2;P 0
0 �Pt�P+1;2 �Pt�P+1;3 � � � �Pt�P+1;P�1 �Pt�P+1;P

1CCCCCCCA
;

où �t;i = bt;i"t�1; dont les termes généraux sont donnés par :

(At;0)i;j =

8>><>>:
1 si i = j
0 si j = i+ 1
0 si j < i
��Pt�i;j�i si j � i+ 2

;

(At;1)i;j =

8<:
�Pt�i;P si i = j
0 si j > i
�Pt�i;P+j�i si j < i

; avec �Pt�P+1;1 = 0:

Avec les notations précédentes, le modèle (3:3:1) peut être réécrit sous la forme

At;0X t = At;1X t�1 + "t; (3:3:5)

et comme At;0 est une matrice triangulaire supérieure inversible, la représentation (3:3:5)

s�écrit également sous la forme d�un processus RCPAR

X t = AtX t�1 +Bt; (3:3:6)

où At et Bt sont respectivement une matrice, de dimension P � P; et un vecteur colonne de
dimension P � 1;donnés par

At = A�1t;0At;1; et Bt = A�1t;0 "t; t 2 Z:

Remarque 3.3.1

* Dans le cas du modèle PBL (p; o; p; 1)S ; on a :

Xt =
pP
i=1

at;iXt�i +
pP
i=1

bt;i1Xt�i"t�1 + "t =
pP
i=1

at;iXt�i +
pP
i=1

�t;i1Xt�i + "t

Xt =
pP
i=1

�
at;i + �t;i1

�
Xt�i + "t =

pP
i=1

kt;iXt�i + "t , qui admet une représentation vectorielle

identique à celle du modèle PBL (0; 0; P; 1) lorsque P = p et kt;i = at;i + �t;i1 rien que les

termes généraux des matrices At;0 et At;1 sont respectivement donnés par :
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(At;0)i;j =

8<:
1 si j = i
0 si j < i
�kpt�i;j�i si j > i

;

(At;1)i;j =

8<:
kpt�i;p si j = i
0 si j > i
kpt�i;p+j�i si j < i:

ou encore plus précisément,

At;0 =

0BBBBBBBBB@

1 �kPt;1 �kPt;2 ::: �kPt;P�2 �kPt;P�1
0 1 �kPt�1;1 ::: �kPt�1;P�3 �kPt�1;P�2
0 0 1 �kPt�2;1 ::: �kPt�2;P�4 �kPt�2;P�3
...

...
...

. . .
...

. . . �kPt�P+3;1 �kPt�P+3;2
1 �kPt�P+2;1

0 ::: 0 1

1CCCCCCCCCA
;

et

At;1 =

0BBBBBBB@

kPt;P 0 ::: 0
kPt�1;P�1 kPt�1;P 0

kPt�2;P�2 kPt�2;P�1 kPt�2;P
...

...
...

...
. . .

kPt�P+2;2 kPt�P+2;3 kPt�P+2;4 kPt�P+2;P 0
kPt�P+1;1 kPt�P+1;2 kPt�P+1;3 � � � kPt�P+1;P�1 kPt�P+1;P

1CCCCCCCA
;

3.3.2 Stationnarité strictement périodique

Cette partie étudie l�existence d�une solution strictement périodique stationnaire (notée

s.p.s), Xt; au modèle (3:3:1). Notons qu�on est intéressé uniquement par des solutions non

anticipatives (e.g.Nicholls et Quinn (1982) ; Bougerol et Picard (1992a; b) de ce modèle.

Ainsi, étudier la stationnarité périodique de la solution de (3:3:1) se traduit immédiatement

à étudier la solution de l�équation aux di¤érences stochastique (3:3:6), qui a des coe¢ cients

(At; Bt) i.p.d au lieu des coe¢ cients i.i.d (cf.Bougerol et Picard (1992a; b)). Comme pour

la stationnarité stricte, l�outil clé dans l�étude de la stationnarité strictement périodique est

"le plus grand exposant de Lyapunov" associé avec des matrices aléatoires i.p.d.

Soit k:k une norme arbitraire enMP , l�espace des matrices carrées réelles de dimension p:

Alors, une extension naturelle de la dé�nition standard de l�exposant de Lyapunov au cas
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périodique donne :


S (A) = infn2N�
1
n
E flog kAnSAnS�1:::A1kg ; (3:3:7)

et cela lorsque
SP
s=1

E
�
log+ kAsk

�
<1; où 8x > 0 log+ (x) = max (log (x) ; 0) :

A noter que 
S (:) hérite des propriétés de l�exposant de Lyapunov standard (déduit du

(3:3:7) ; lorsque S = 1). Par exemple, la propriété 
S (A) �
SP
s=1

E (log kAsk) est véri�ée avec

l�égalité dans le cas scalaire P = 1. De plus, si les coe¢ cients f(At; Bt) ; t 2 Zg sont pério-

diquement stationnaires et périodiquement ergodiques (parallèlement th de Brandt (1986)),

on peut énoncer le résultat suivant :

Proposition 3.3.1 :

Une condition su¢ sante pour que le modèle (3:3:1) possède une solution strictement pério-

dique stationnaire est que


S (A) < 0; (3:3:8)

Sous cette condition, l�unique solution s.p.s, non anticipative, et périodiquement ergodique

de (3:3:1) est la première composante de la somme presque sûre de la série in�nie,

X t = Bt+
1P
n=1

nQ
i=1

At�iBt�n; t 2 Z: (3:3:9)

Preuve :

La démonstration de cette proposition s�appuie sur les 03 fréquentes étapes :

1/ Un simple argument, en utilisant le critère de Cauchy, montre que la série (3:3:9)

converge absolument et donc presque sûrement, i.e :

n
p
X t =

n

s
n�1Q
i=0

At�iBt�n = e
1
n
log

n�1Q
i=0

At�iBt�n
= e

1
n

n�1P
i=0

logAt�i+
1
n
logBt�n

:

Vu que :

� 1
n

n�1P
i=0

logAt�i converge p.s par le théorème ergodique vers eE logA0 ;

� 1
n
logBt�n tend vers zéro lorsque n tend vers l�in�ni, car E jBt�nj <1:

Alors :
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n
p
X t !

n!1
0 < 1 puisque E logA0 < 0: Ceci signi�e que la série (3:3:9) converge absolument

et donc presque sûrement.

2/ Il est très clair que le processus donné par (3:3:9) est une solution de (3:3:6) ; i.e :

X t = Bt +
1P
n=1

AtAt�1:::At�n+1Bt�n

= Bt + AtBt�1 + AtAt�1Bt�n + :::+ AtAt�1At�2Bt�3 + :::

= Bt + At (Bt�1 + At�1Bt�2 + At�1At�2Bt�3 + :::)

= Bt + AtX t�1:

3/ Cette solution est clairement s.p.s et périodiquement ergodique puisque c�est une

fonction mesurable d�une suite i.p.d f(At; Bt) ; t 2 Zg qui est aussi s.p.s et périodiquement

ergodique ce qui termine la démonstration.�

3.3.3 Stationnarité périodique du second ordre

Une condition su¢ sante pour l�existence d�une solution s:p:s à (3:3:1) satisfaisantE (X2
t ) <

1 est bien donnée par la proposition suivante :

Proposition 3.3.2

Une condition su¢ sante pour que le modèle (3:3:1) possède une solution fXt; t 2 Zg s:p:s

telle que E (X2
t ) <1; 81 � t � S est que

�

�
S�1Q
s=0

E
�
A
2S�s

��
< 1; (3:3:10)

de plus, la solution est unique et elle est donnée par (3:3:9) qui converge en moyenne qua-

dratique.

Preuve :

1/ Trouvons la condition sous laquelle X t � Bt �
X
j�1

�
j�1Q
k=0

At�k

�
Bt�j converge en

moyenne quadratique vers zéro :

Rappelons qu�une série Xn converge en moyenne quadratique vers X; si :

lim
m!1

E
�
(Xm �X)2

�
= 0:
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Si on pose Pt;n =
n�1Q
i=0

At�i; St;m =
m�1P
n=1

Pt;nBt�n et Rt;m =
m�1Q
n=0

At�nXt�m où les produits vides

sont posés égales à l�identité, alors par des remplacements successifs en (3:3:6), on obtient

pour un certain entier positive m;

Xt = Rt;m + St;m +Bt (*)

Alors, du (�) ; il revient à trouver la condition sous laquelle Rt;m converge en moyenne

quadratique vers zéro ; i.e :

limm!1E

�
X t �Bt �

m�1P
n=1

�
n�1Q
k=0

At�k

�
Bt�n

�2
= limm!1E

�
Rt;mR

0
t;m

�
= limm!1E

"�
m�1Q
n=0

At�n

�
X t�mX

0
t�m

�
m�1Q
n=0

At�n

�0#

= limm!1 vecE

"�
m�1Q
n=0

At�n

�
X t�mX

0
t�m

�
m�1Q
n=0

At�n

�0#

= limm!1E

�
m�1Q
n=0

�
A
2t�n

�
vec
�
X t�mX

0
t�m
��

Remarquons que la condition su¢ sante d�existence d�une solution s.p.s de (3:3:1) existe même

si la suite des matrices At et Bt sont dépendantes. Autrement dit que cette condition n�exige

pas l�indépendance entre ces deux suites qui est par analogie entre At et X t�m. En outre,

puisque la matrice At n�est pas donnée au cas explicite pour le modèle PBL (0; 0; P; 1)S à

cause de la di¢ culté du calcul de la matrice inverse At;0, alors, a�n d�illustrer cette vérité,

on pose P = 2: Donc, on a d�une part :

X t�mX
0
t�m =

�
X2
2(t�m) X2(t�m)X2(t�m)�1

X2(t�m)�1X2(t�m) X2
2(t�m)�1

�
; At =

�
b2t"2t�1 0
0 b2t�1"2t�2

�
:

Et d�autre part lorsque les deux dernières matrices composant le
m�1Q
n=0

�
A
2t�n

�
sont comme

suit

At�m+1 =

�
b2(t�m)+2"2(t�m)+1 0

0 b2(t�m)+1"2(t�m)

�
;

At�m+2 =

�
b2(t�m)+4"2(t�m)+3 0

0 b2(t�m)+3"2(t�m)+2

�
;
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alors il est très facile de remarquer que At�m+1 est la seule matrice dépendante de X t�m

mais indépendante du produit des matrices qui restent. Cela nous permet d�écrire :

limm!1E

�
m�1Q
n=0

�
A
2t�n

�
vec
�
X t�mX

0
t�m
��

= limm!1E

�
m�2Q
n=0

�
A
2t�n

��
E
�
A
2t�m+1vec

�
X t�mX

0
t�m
��
:

En utilisant la propriété de la périodicité, i.e ; lorsque t = s(t) + S� (t);m = s(m) + S� (m) tel

que s(t); s(m) 2 f0; :::; S � 1g ; � (t) 2 Z et � (m) 2 N, on a :�
m�2Q
n=0

At�n

�
=

�
S�1Q
l=0

As(t)�l

��(m) s(m)�2Q
l=0

As(t)�l

!
où � (m) =

�
m
S

�
;

d�où,

limm!1E
�
Rt;mR

0
t;m

�
= lim� (m)!1

�
S�1Q
l=0

E
�
A
2
s(t)�l

��� (m)  s(m)�2Q
l=0

E
�
A
2
s(t)�l

�!
E
�
A
2
s(t)�s(m)+1vec

�
Xs(t)�s(m)X

0
s(t)�s(m)

��

Il est très facile de remarquer que la limite de cette dernière découle de la lim� (m)!1

�
S�1Q
l=0

E
�
A
2
s(t)�l

��� (m)
car :

* Le processus X t; t 2 Z est un processus de carré intégrable, donc la quantité :

E
�
A
2
s(t)�s(m)+1vec

�
Xs(t)�s(m)X

0
s(t)�s(m)

��
=

0BBBBBB@
b2
2(s(t)�s(m))+2

�2
2(s(t)�s(m))+2

E

�
X2
2(s(t)�s(m))

�
0
0

b2
2(s(t)�s(m))+1

�2
2(s(t)�s(m))

E

�
X2
2(s(t)�s(m))�1

�

1CCCCCCA
existe toujours et elle est �nie,

**
s(m)�2Q
l=0

E
�
A
2
s(t)�l

�
est uniformément borné par max

0�s(t)�S�1

 
s(m)�2Q
l=0

E
�
A
2
s(t)�l

�!
ce qui im-

plique que sa limite existe et elle est �nie.

D�où, pour que limm!1E

�
X t �Bt �

m�1P
n=1

�
n�1Q
k=0

At�k

�
Bt�n

�2
! 0 lorsque m!1; il su¢ t

que �
�
S�1Q
l=0

E
�
A
2
s(t)�l

��
< 1:
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Par la propriété circulaire du rayon spectral, il est très facile de remarquer que :

�

�
S�1Q
l=0

E
�
A
2
s(t)�l

��
= �

�
S�1Q
s=0

E
�
A
2S�s

��
;8s(t) ce qui détermine la condition (3:3:10) :

2/ Lorsque la convergence vers zéro est atteint, l�unique solution strictement stationnaire

de carré intégrable est bien donnée par :

X t =
X
n�1

 
n�1Y
k=0

At�k

!
Bt�n +Bt;

qui est clairement une solution de (3:3:6). De plus, puisque c�est une fonction mesurable d�une

suite i:p:d f(At; Bt) ; t 2 Zg alors la solution est aussi s:p:s et périodiquement ergodique.
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3.3.4 Structure d�autocovariance

Cette section s�occupe du calcul des autocovariances théoriques du processus P � vari�e

PBL (0; 0; P; 1)S . Posant t = s + S�; où � =
�
t�1
S

�
; s = 1; :::; S; � 2 Z; la représentation

(3:3:6) s�écrit sous la forme :

Xs+S� = AsXs+S��1 +Bs+S� ; s = 1; :::; S; � 2 Z;

où E
�
Bs+S�B

0
s�h+S�

�
= �h0�s; �s =

0BBB@
�0 0 � � � 0

0 �1
...

...
. . . 0

0 � � � 0 �p�1

1CCCA ;

et �i = E
�
"P (s+S�)�i"

0
P (s+S�)�i

�
; i = 0; :::; p� 1:

Soit 
(t)h = E
�
XtX

0
t�h
�
et �(t)h = E

�
X tX

0
t�h
�
les fonctions d�autocovariances à l�instant t et

retard h de fXt; t 2 Zg et fX t; t 2 Zg respectivement.

Alors, 
(t)h et �(t)h sont S � p�eriodique en t; i.e, 
(s+S�)h = 

(s)
h et �(s+S�)h = �

(s)
h ; s = 1; :::; S;

et on a

�
(s)
h =

0BBB@


(Ps)
Ph 


(Ps)
Ph+1 � � � 


(Ps)
Ph+P�1



(Ps�1)
Ph�1 


(Ps�1)
Ph � � � 


(Ps�1)
Ph+P�2

...
. . .



(Ps�P+1)
Ph�P+1 


(Ps�P+1)
Ph�P+2 � � � 


(Ps�P+1)
Ph

1CCCA ;

avec la propriété 
(Ps)�Ph =
�


(Ps+h)
Ph

�0
:

Il est possible d�obtenir les autocovariances du modèle PBL (0; 0; P; 1)S via deux procédures

di¤érentes :

* La première procédure est une simple méthode basée sur l�approche de l�équation aux

di¤érences; qui nécessite la résolution d�un système par bloc, obtenu à partir des équations

de Yule-Walker périodiques. En e¤et, ces équations peuvent être obtenues en multipliant les

deux côtés de l�équation (3:3:1) par Xt�h; h = 0; :::; P; et en prenant l�espérance, on obtient

S systèmes linéaires des équations (d�ordre P + 1) de la forme :



(s)
h =

�
�2s�1bs�sb

0
s + �0; h = 0

0; h 2 N� ; s = 1; :::; S: (3:3:11)
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où bs = (bs;21; bs;31; :::; bs;P1) ; (�s)lk = 

(s�k)
l�k ; l; k = 2; :::; P: Alors, le calcul des autocova-

riances initiales exige la résolution du système précédent, qui est d�ordre S (P + 1) ; associé

à toutes les saisons. A noter que cette méthode est très coûteuse dans les calculs notamment

lorsqu�il s�agit des modèles avec une période importante comme dans le cas où les données

sont mensuelles (i:e S = 12), c�est pour cela que la prochaine méthode vient pour faciliter

l�opération des calculs et pour restreindre le temps de cette dernière.

** La deuxième procédure est basée sur la représentation espace d�état des modèles PBL (0; 0; P; 1)S

donnée par l�équation (3:3:6) ; utilisée récemment par Aknouche (2007) pour calculer les au-

tocovariances de démarrage des modèles PV AR purs et où les autocovariances de chacune

des saisons peuvent être calculées séparément, ce qui permet d�alléger le poids du calcul

surtout pour les modèles de grandes périodes. En e¤et, en multipliant les deux côtés de

l�équation (3:3:6) par X t�h; h = 0; :::; P; et en prenant l�espérance, on obtient :(
�
(s)
0 = E

�
AsXs+S��1X

0

s+S�

�
+ E

�
Bs+S�X

0

s+S�

�
; (3:3:12:a)

�
(s)
0 = 0; 8h 2 N�; (3:3:12:b)

Et à cause de la non disponibilité de la matrice As pour le modèle PBL (0; 0; P; 1)S ; on ne

peut donner l�expression d�autocovariance que pour des cas particuliers des modèles purement

bilinéaires et strictement superdiagonaux comme on va le montrer, en détail, ultérieurement

dans le cas où P = 2:

Remarque 3:3:2

Concernant le modèle bilinéaire superdiagonal périodique, PBL (p; 0; p; 1)S ; le calcul est fas-

tidieux par rapport au modèle purement bilinéaire et strictement superdiagonal périodique

PBL (0; 0; P; 1)S dont :

Le calcul de la moyenne et de la variance donne :

B �s = as� + bs;1�
2
s�1; s = 1; :::; S; où as et � sont respectivement des vecteurs lignes et

colonnes donnés par as = (as;1; :::; as;p)1�p ; � =
�
�s�1; :::; �s�p

�0
p�1 :

B 

(s)
0 = (as;1; :::; as;p)	

(p;p)
s (as;2; :::; as;p)

0

+�2s�1 (bs;21; :::; bs;p1)K
(p�1;p�1)
s (bs;21; :::; bs;p1)

0

+4as;1bs;11�
2
s�1

h
(as�1;1; :::; as�1;p)

�
�s�2; :::; �s�p�1

�0
+ bs�1;11�

2
s�2

i
+2�2s�1 [as;1 (bs;21; :::; bs;p1) + bs;11 (as;2; :::; as;p)]

�
�s�2; :::; �s�p

�0
+2bs;11�

2
s�1 (as�1;1; :::; as�1;p)�

(p;p�1)
s (bs;21; :::; bs;p1)

0
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+2bs;11bs�1;11�
2
s�1�

2
s�2
�
�s�3; :::; �s�p�2

�
(bs;31; :::; bs;p1)

0

+2bs;11bs;21�
2
s�1�

2
s�2

n
(bs�1;21; :::; bs�1;p1)

�
�s�3; :::; �s�p�1

�0
+2bs�1;11

�
(as�2;1; :::; as�2;p)

�
�s�3; :::; �s�p�2

�
+ bs�2;11�

2
s�3
�	
+ �2s

+

 
1�

SQ
j=1

�
b2s�j;11�

2
s�j
�!�1

�"
mP
j=1

jQ
l=1

�
b2s�l+1;11�

2
s�l
�
�2s�j�1;1

�
4as�j;1bs�j;11

�
pP
k=1

as�j�1;k�s�j�1�k + bs�j�1;11�
2
s�j�2

�
+2

pP
k=2

(as�j;1bs�j;k1 + bs�j;11as�j;k)�s�j�k

+2bs�j;11

�
(as�j�1;1; :::; as�j�1;p) �

(p;p�1)
s�j+1 (bs�j;21; :::; bs�j;p1)

0 �

+2bs�j;21bs�j�1;11�
2
s�j�2

�
pP
k=1

as�j�2;k�s�j�2�k + bs�j�2;11�
2
s�j�3

�
+bs�j;21�

2
s�j�2

�
pP
k=2

bs�j�1;k1�s�j�1�k

�
+ 2bs�j�1;11�

2
s�j�2

�
pP
k=3

bs�j;k1�s�j�k

��
+

pP
k=2

b2s�j;k1�
(p�1;p�1)
s�j+1

�

+
mP
j=1

jQ
l=1

�
b2s�l+1;11�

2
s�l
� pP
k=1

a2s�j;k�
(p;p)
s�j+1 + b2s;11

mP
j=1

j�1Q
l=1

�
b2s�l;11�

2
s�l
�
E
�
"4s�j

�#
;

où les matrices 	s; Ks;�s;�s;�s sont comme suit :

	s =

0BBB@


(s�1)
0 � � � 


(s�p)
1�p



(s�1)
1 � � � 


(s�p)
2�p

...
. . .

...


(s�1)
p�1 � � � 


(s�p)
0

1CCCA
p�p

; Ks =

0BBB@


(s�2)
0 � � � 


(s�p)
2�p



(s�2)
1 � � � 


(s�p)
3�p

...
. . .

...


(s�2)
p�2 � � � 


(s�p)
0

1CCCA
p�1�p�1

;

�s =

0BBB@


(s�2)
0 � � � 


(s�p)
2�p



(s�2)
1 � � � 


(s�p)
3�p

...
. . .

...


(s�2)
p�1 � � � 


(s�p)
1

1CCCA
p�p�1

;�s =

0BBB@


(s�3)
0 � � � 


(s�p�1)
2�p



(s�3)
1 � � � 


(s�p�1)
3�p

...
. . .

...


(s�3)
p�1 � � � 


(s�p�1)
1

1CCCA
p�p�1

et �s =

0BBB@


(s�2)
0 � � � 


(s�p�1)
1�p



(s�2)
1 


(s�p�1)
2�p

...
...



(s�2)
p�1 � � � 


(s�p�1)
0

1CCCA
p�p

:
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Ainsi, les autocovariances de ce modèle peuvent être obtenues en résolvant le système suivant :

�
(s)1 = (as;1; as;2; :::; as;p)
�


(s�1)
0 ; 


(s�1)
1 ; :::; 


(s�1)
p

�0
+ 2bs;11�

2
s�1 [(as�1;1; as�1;2; :::; as�1;p)�

�s�2; �s�3; :::; �s�p�1
�0
+ bs�1;11�

2
s�2

i
+ �2s�1 (bs;21; :::; bs;p1)

�
�s�2; :::; �s�p

�0
�
(s)2 = (as;1; as;2; :::; as;p)

�


(s�2)
�1 ; 


(s�2)
0 ; :::; 


(s�2)
p�2

�0
+ bs;11�

2
s�1�s�2

...

�
(s)p = (as;1; as;2; :::; as;p)
�


(s�p)
1�p ; 


(s�p)
2�p ; :::; 


(s�p)
0

�0
+ bs;11�

2
s�1�s�p

...

�
(s)j = (as;1; as;2; :::; as;p)
�


(s�j)
1�j ; 


(s�j)
2�j ; :::; 


(s�j)
p�j

�0
+ bs;11�

2
s�1�s�j; j � 2



(s)
j = (as;1; as;2; :::; as;p)

�


(s�j)
1�j ; 


(s�j)
2�j ; :::; 


(s�j)
p�j

�0
+ bs;11�

2
s�1 (as�j;1; as�j;2; :::; as�j;p)��

�s�j�1; �s�j�2; :::; �s�j�p
�0
; j � 2

3.3.5 Les moments d�ordre supérieurs

Comme pour les modèles bilinéaires classiques, un simple argument en utilisant le binôme de

Newton nous permet d�écrire l�expression des moments d�ordre r pour les modèles bilinéaires

superdiagonaux périodiques, d�ordre P quelconque, sous les formes suivantes :

� Pour le modèle PBL (0; 0; P; 1) :

E (Xr
t ) =

8><>: E ("t)
r +

r=2X
j=1

C2jr E

�
PP
i=2

bt;i1Xt�i

�2j
E ("t�1)

2j E ("t)
r�2j r pair

0 r impair

(3:3:13)

� Pour le modèle PBL (p; 0; p; 1) :

E (Xr
t ) = E ("t)

r +
rP
j=1

CjrE

24 pX
i=1

Xt�ibt;i1"t�1

!j
+

jX
l=1

C lj

 
pX
i=1

Xt�iat;i

!l
�

 
pX
i=1

Xt�ibt;i1"t�1

!j�l35E ("t)r�j :
(3:3:14)
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3.4 Illustrations

Cette partie a comme but de faire une petite application des résultats présentés dans la sec-

tion précédente pour le modèle RCPAR général, et cela sur des cas particuliers des modèles

bilinéaires périodiques ; à savoir le modèle purement bilinéaire et strictement superdiagonal

d�ordre un périodique et le modèle bilinéaire diagonal d�ordre un périodique .

3.4.1 Le modèle PBL(0; 0; 2; 1)S

Dé�nition 3.4.1

On dit qu�un processus périodiquement corrélé fXt; t 2 Zg ;Z = f0;�1;�2; :::g ; du se-

cond ordre, dé�ni sur un espace probabilisé (
;z; P ) ; est purement bilinéaire et stricte-

ment superdiagonal d�ordre un périodique , du temps, de période S, noté désormais par

PBL (0; 0; 2; 1)S ; s�il est solution de l�équation stochastique non linéaire suivante :

Xt = bt;21Xt�2"t�1 + "t; t 2 Z; (3:4:1)

dont ("t)t2Z est une suite de variables aléatoires indépendantes et périodiquement distri-

buées (i:p:d), de moyenne nulle et de variance �2t ; dé�nie sur le même espace de probabilité

(
;z; P ) ; telle que "l est indépendant de Xk; k < l; et où le paramètre bt;21 ainsi que �2t

sont périodiques de période S, i.e, bt+kS;21 = bt;21 et �2t+kS = �2t , 8t; k 2 Z:

Ecriture Vectorielle

Comme il a été vu précédemment, l�écriture du modèle sous forme d�une équation aux di¤é-

rences stochastique d�ordre un en utilisant la deuxième approche nécessite la dé�nition des

processus 2� vari�e suivant :

X t = (X2t; X2t�1)
0 ; "t = ("2t;"2t�1)

0 ; t 2 Z;

et les matrices périodiques suivantes

At;0 =

�
1 0
0 1

�
;et At;1 =

�
b2t;2"2t�1 0

0 b2t�1;2"2t�2

�
;

Avec les notations précédentes, le modèle (3:4:1) peut être réécrit sous la forme

At;0X t = At;1X t�1 + "t; (3:4:2)



CHAPITRE 3. LES MODÈLES BILINÉAIRES PÉRIODIQUES 105

et comme At;0 est une matrice inversible, la représentation (3:4:2) s�écrit également sous la

forme d�un processus RCPAR "autorégressif à coe¢ cient aléatoire périodique" suivant

X t = AtX t�1 +Bt; (3:4:3)

où At et Bt sont respectivement une matrice, de dimension 2� 2; et un vecteur colonne de
dimension 2� 1; donnés par :

At = A�1t;0At;1 = At;1; et Bt = A�1t;0 "t = "t; t 2 Z.

Existence d�une solution stationnaire stricte

En suivant le raisonnement de Liu (1990) ; i.e lorsque les propriétés suivantes sont véri�ées

* kAk := maxi

(
pP
j=1

jaijj
)
;

** 
 :5 E

(
ln






p�1Qj=0A (t� j)







)
;

la condition (2:3:3), en exploitant la propriété de la périodicité, se réduit dans ce cas parti-

culier comme suit :

E log





 SQ
s=1

AnS�s





 = E log





 SQ
s=1

AS�s






= E log





 SQ
s=1

A�s





 = E log





 SQ
s=1

As





 ; (3:4:4)

et lorsque le produit de ces matrices est égals à

�
SQ
s=1

As

�
=

0BB@
S�1Q
s=0

(b2s;21"2s�1) 0

0
S�1Q
s=0

(b2s�1;21"2s�2)

1CCA ;

alors la norme de ce produit est bien donnée par



 SQ
s=1

As





 = max�����S�1Q
s=0

(b2s;21"2s�1)

���� ; ����S�1Q
s=0

(b2s�1;21"2s�2)

����� :
En�n, il est très facile de voir que l�exposant de Lyapunov est strictement négatif si pour un

entier � > 0 : E
�����S�1Q

s=0

(b2s;21"2s�1)

����+ ����S�1Q
s=0

(b2s�1;21"2s�2)

������ < 1:
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Et comme "t a une variance �nie, alors cette dernière se réduit à

(�����
SY
s=1

b22s;21�
2
2s�1

�����+
�����
SY
s=1

b22s�1;21�
2
2s�2

�����
)
< 1;

qui est la même condition (2:4:3) trouvée par Liu (1990) lorsque S = 1:

Existence d�une solution stationnaire au second ordre

Trouver la condition de la stationnarité du second ordre périodique pour le modèle (3:4:3)

revient à trouver le rayon spectral du produit des espérances de la quantité suivante :

A
2s =

0BB@
b22s;21"

2
2s�1 0 0 0
0 b2s;21b2s�1;21"2s�1"2s�2 0 0
0 0 b2s�1;21b2s;21"2s�2"2s�1 0
0 0 0 b22s�1;21"

2
2s�2

1CCA
i.e �

�
SQ
s=1

E (A
2s )

�
qui est clairement inférieur à 1 lorsque :

max

(
SY
s=1

b22s;21�
2
2s�1;

SY
s=1

b22s�1;21�
2
2s�2

)
< 1:

C�est la même condition (2:4:4) trouvée par Guégan (1981) dans le cas classique (S = 1) :

Structure d�autocovariance

Dans ce qui suit, on donne les autocovariances de ce modèle en suivant les deux approches

citées précédemment :

1) Approche basée sur l�équation aux di¤érences stochastique (3:4:1)

Du (3:3:11) ; le calcul des autocovariances de ce modèle se fait uniquement pour h = 0; elles

sont données par l�équation suivante :



(t)
0 = b2t;21


(t�2)
0 �2t�1 + �2t ; t 2 Z

ce qui devient après k remplacements successifs :



(t)
0 =

kQ
j=1

�
b2t�2j+2;21�

2
t�2j+1

�


(t�2k)
0 +

kP
j=1

j�1Q
l=1

�
b2t�2l+2;21�

2
t�2l+1

�
�2t�2j+2

En utilisant la propriété de la périodicité, i.e t = s + S�; s = 1; S; � 2 Z;et lorsque k = S;
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l�espression de la variance est donnée par



(s)
0 =

 
1�

SQ
j=1

b2s�2j+2;21�
2
s�2j+1

!�1 
SP
j=1

j�1Q
l=1

�
b2s�2l+2;21�

2
s�2l+1

�
�2s�2j+2

!
où on retrouve le même résultat trouvé précédemment, (2:4:7) ;dans le cas classique lorsque

S = 1:

Ainsi, pour S = 4; on a :

s = 1 

(1)
0 = E

�
X1+4�X

0
1+4�

�
;

s = 2 

(2)
0 = E

�
X2+4�X

0
2+4�

�
;

s = 3 

(3)
0 = E

�
X3+4�X

0
3+4�

�
;

s = 4 

(4)
0 = E

�
X4+4�X

0
4+4�

�
;

qui sont transformées sous les équations de Yule Walker périodiques suivantes :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�
(1)0 = b21;21

(3)
0 �24 + �21;

�
(2)0 = b22;21

(4)
0 �21 + �22;

�
(3)0 = b23;21

(1)
0 �22 + �23;

�
(4)0 = b24;21

(2)
0 �23 + �24:

(3:4:5)

La résolution de ces équations nous donne les autocovariances suivantes :8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

�
(1)0 =
b21;21�

2
4�
2
3 + �21

1� b21;21b
2
3;21�

2
4�
2
2

;

�
(2)0 =
b22;21�

2
1�
2
4 + �22

1� b22;21b
2
4;21�

2
1�
2
3

;

�
(3)0 =
b23;21�

2
1�
2
2 + �23

1� b21;21b
2
3;21�

2
4�
2
2

;

�
(4)0 =
b24;21�

2
2�
2
3 + �24

1� b22;21b
2
4;21�

2
1�
2
3

:

(3:4:6)

2) Approche basée sur la représentation d�état (3:4:3)

Lorsque P = 2; on a :

��(s)h =

 


(2s)
2h 


(2s)
2h+1



(2s�1)
2h�1 


(2s�1)
2h

!
; (3:4:7)
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�At =
�
b2t;21"2t�1 0

0 b2t�1;21"2t�2

�
et �t =

�
�0 0
0 �1

�
:

Alors, en multipliant les deux côtés de (3:4:3) par X 0
t�h; h = 0; :::; P; et en prenant l�espé-

rance, on obtient le même système (3:3:12) dont :

E
�
AsXs+S��1X

0

s+S�

�
=

 
b22s;21


(2s�2)
0 �22s�1 0

0 b22s�1;21

(2s�3)
0 �22s�2

!
;

E
�
Bs+S�X

0

s+S�

�
=

�
�22s 0
0 �22s�1

�
:

Alors, la résolution de (3:3:12:a) ; dans ce cas, nécessite la résolution de l�équation aux dif-

férences linéaire du premier ordre suivante :

�
(s)
0 = �s�

(s�1)
0 +�s; où

�s =

�
b22s;21�

2
2s�1 0
0 b22s�1;21�

2
2s�2

�
et �s =

�
�22s 0
0 �22s�1

�
:

Et comme cette dernière équation est matricielle, on utilise l�opérateur �vec�et la propriété

vec (AB) = (I 
 A) vec (B) pour obtenir l�équation vectorielle suivante :

vec
�
�
(s)
0

�
= (I 
 �s) vec

�
�
(s�1)
0

�
+ vec (�s) ;

ce qui devient, après r (r � 1) remplacements successifs :

vec
�
�
(s)
0

�
=

rQ
j=1

�
I 
 �s�j+1

�
vec
�
�
(s�r)
0

�
+ vec (�s) +

r�1P
j=1

jQ
k=1

(I


�s�k+1
�
vec (�s�j) :

(3:4:8)

En posant r = S; la propriété de la périodicité de �(s)0 augmente la performance de (3:4:8) à :

vec
�
�
(s)
0

�
=

 
IP 2�P 2 �

SQ
j=1

�
IP�P 
 �s�j+1

�!�1
(vec (�s)+

S�1P
j=1

jQ
k=1

�
I 
 �s�k+1

�
vec (�s�j)

!
;

(3:4:9)

et malgré cet avantage, il existe deux inconvénients au niveau de la résolution de l�équation

(3:4:9) :

1�= Le calcul d�une matrice inverse, d�ordre P 2 � P 2; pour chaque saison s; s = 1; :::; S:

2�= Lorsque P > S; la symétrie de vec
�
�
(s)
0

�
contient des entrées identiques qui conduisent

à une redondance indésirable dans le calcul.
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En outre, pour pallier ces deux inconvénients, on procède comme suit :

1�= En posant r = s; (3:4:8) se réécrit sous la forme équivalente suivante :

vec
�
�
(s)
0

�
=

sQ
j=1

�
I 
 �s�j+1

�
vec
�
�
(S)
0

�
+ vec (�s) +

s�1P
j=1

jQ
k=1

(I


�s�k+1
�
vec (�s�j) :

(3:4:8:a)

De plus, pour s = S; (3:4:8:a) devient : 
IP 2�P 2 �

SQ
j=1

�
I 
 �S�j+1

�!
vec
�
�
(S)
0

�
= vec (�S) +

S�1P
j=1

jQ
k=1

(I


�S�k+1
�
vec (�S�j) :

(3:4:8:b)

2�= L�amélioration des calculs se fait selon les deux cas suivants :

i) Pour le cas où S > P; qui est beaucoup rencontré dans le cas des modèles périodiques,

on sait que la redondance en �
( S)
0 est causé uniquement par la propriété de la symétrie.

Cependant, on peut éviter cet inconvénient en utilisant l�opérateur vech au lieu de vec dont

le lien entre ces deux opérateurs est donné par vec (A) = Dkvech (A) ; où A est une matrice

symétrique d�ordre k et Dk est la matrice de duplication usuelle d�ordre
�
k2 � 1

2
k (k + 1)

�
(eg, Magnus et Neudecker, 1989). Ainsi, l�équation (3:4:8:b) peut se réécrire sous la forme

équivalente

Bvech
�
�
( S)
0

�
= C; (3:4:10)

où la matrice B est le premier bloc de dimension P (P+1)
2

de la matrice

 
IP 2�P 2 �

SY
j=1

�
IP�P 
 �S�j+1

�!
D
P 2�P (P+1)

2

et C est le vecteur contenant les P (P+1)
2

premiers éléments du vecteur du côté droit de

(3:4:8:b). Par conséquent, nous n�avons besoins que de résoudre un système linéaire d�ordre

P (P+1)
2

:

ii) Pour le cas où S � P; il est possible d�améliorer la complexité de calcul de (3:4:8:b)

en superposant tous les éléments distincts de �
( S)
0 et en utilisant ensuite une matrice de

permutation appropriée au lieu de la matrice de duplication Dk pour formuler un système

similaire à (3:4:10) :
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A�n de manipuler la résolution de l�équation (3:4:10), on donne les illustrations suivantes,

pour P = 2 et S = 4; qui con�rment l�e¢ cacité de cette approche :

B La matrice B est le premier bloc de dimension 3 de la matrice (I4�4 � P ) D4�3; où :

� (I4�4 � P ) =

 
I4�4 �

4Q
j=1

�
I2�2 
 �4�j+1

�!
=

0BB@
1� P11 0 0 0
0 1� P22 0 0
0 0 1� P33 0
0 0 0 1� P44

1CCA ;

�D4�3 =

0BB@
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1

1CCA ; avec

P11 = b28;21b
2
6;21b

2
4;21b

2
2;21�

2
7�
2
5�
2
3�
2
1;

P22 = b27;21b
2
5;21b

2
3;21b

2
1;21�

2
6�
2
4�
2
2�
2
0;

P33 = b28;21b
2
6;21b

2
4;21b

2
2;21�

2
7�
2
5�
2
3�
2
1;

P44 = b27;21b
2
5;21b

2
3;21b

2
1;21�

2
6�
2
4�
2
2�
2
0:

D�où,

(I4�4 � P )D4�3 =0BBB@
1� b28;21b

2
6;21b

2
4;21b

2
2;21�

2
7�
2
5�
2
3�
2
1 0 0

0 1� b27;21b
2
5;21b

2
3;21b

2
1;21�

2
6�
2
4�
2
2�
2
0 0

0 1� b28;21b
2
6;21b

2
4;21b

2
2;21�

2
7�
2
5�
2
3�
2
1 0

0 0 1� b27;21b
2
5;21b

2
3;21b

2
1;21�

2
6�
2
4�
2
2�
2
0

1CCCA ;

et la matrice B est bien donnée par :

B =

0@1� b28;21b
2
6;21b

2
4;21b

2
2;21�

2
7�
2
5�
2
3�
2
1 0 0

0 1� b27;21b
2
5;21b

2
3;21b

2
1;21�

2
6�
2
4�
2
2�
2
0 0

0 1� b28;21b
2
6;21b

2
4;21b

2
2;21�

2
7�
2
5�
2
3�
2
1 0

1A =

0@b11 0 0
0 b22 0
0 b32 0

1A :

B C est le vecteur contenant les 03 premiers éléments de :

vec (�4) +
3P
j=1

jQ
k=1

�
I 
 �S�k+1

�
vec (�4�j) = vec (�4) + S1 + S2 + S3; où :

��1 =

�
�22 0
0 �21

�
;�2 =

�
�24 0
0 �23

�
;�3 =

�
�26 0
0 �25

�
;�4 =

�
�28 0
0 �27

�
;
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�S1 = (I 
 �4) vec (�3) =

0BB@
b28;21�

2
7�
2
6

0
0

b27;21�
2
6�
2
5

1CCA ;

�S2 = (I 
 �4) (I 
 �3) vec (�2) =

0BB@
b28;21b

2
6;21�

2
7�
2
5�
2
4

0
0

b27;21b
2
5;21�

2
6�
2
4�
2
3

1CCA ;

�S3 = (I 
 �4) (I 
 �3) (I 
 �2) vec (�1) =

0BB@
b28;21b

2
6;21b

2
4;21�

2
7�
2
5�
2
3�
2
2

0
0

b27;21b
2
5;21b

2
3;21�

2
6�
2
4�
2
2�
2
1

1CCA :

D�où,

vec (�4) +
3P
j=1

jQ
k=1

�
I 
 �S�k+1

�
vec (�4�j) =0BB@

�28 + b28;21�
2
7�
2
6 + b28;21b

2
6;21�

2
7�
2
5�
2
4 + b28;21b

2
6;21b

2
4;21�

2
7�
2
5�
2
3�
2
2

0
0

�27 + b27;21�
2
6�
2
5 + b27;21b

2
5;21�

2
6�
2
4�
2
3 + b27;21b

2
5;21b

2
3;21�

2
6�
2
4�
2
2�
2
1

1CCA ;

et le vecteur C est bien donné par :

C =

0@�28 + b28;21�
2
7�
2
6 + b28;21b

2
6;21�

2
7�
2
5�
2
4 + b28;21b

2
6;21b

2
4;21�

2
7�
2
5�
2
3�
2
2

0
0

1A =

0@c11c12
c13

1A :

En�n, sous les résultats précédents, l�équation (3:4:10) se transforme comme suit :0@b11 0 0
0 b22 0
0 b32 0

1A
0B@


(8)
0



(8)
1



(7)
0

1CA =

0@c11c12
c13

1A ;

et la résolution de ce dernier système donne facilement :
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�
(8)1 =
c12
b22

=
c13
b32

= 0;

�
(8)0 =
c11
b11

=
�28 + b28;21�

2
7�
2
6 + b28;21b

2
6;21�

2
7�
2
5�
2
4 + b28;21b

2
6;21b

2
4;21�

2
7�
2
5�
2
3�
2
2

1� b28;21b
2
6;21b

2
4;21b

2
2;21�

2
7�
2
5�
2
3�
2
1

=
�24 + b24;21�

2
3�
2
2 + b24;21b

2
2;21�

2
3�
2
1�
2
4 + b44;21b

2
2;21�

4
3�
2
1�
2
2

1� b44;21b
4
2;21�

4
3�
4
1

=

�
�24 + b24;21�

2
3�
2
2

�
+ b24;21b

2
2;21�

2
3�
2
1

�
�24 + b24;21�

2
3�
2
2

��
1� b24;21b

2
2;21�

2
3�
2
1

� �
1 + b24;21b

2
2;21�

2
3�
2
1

�
=

�24 + b24;21�
2
3�
2
2

1� b24;21b
2
2;21�

2
3�
2
1

= 

(4)
0 :

De même, en suivant les mêmes démarches précédentes sur l�équation (3:4:8:a) on retrouve



(1)
0 ; 


(2)
0 ; 


(3)
0 ; trouvées précédemment en (3:4:6) :

Remarque 3.4.1

A noter que les équations de Yule-Wolker périodiques trouvées précédemment en (3:4:5) par

la première approche peuvent être obtenues aussi à travers la représentation d�état (3:4:3) :

En e¤et, on a :

B D�une part, du (3:3:12:a) :

�
(s)
0 =

 
�22s + b22s;21


(2s�2)
0 �22s�1 0

0 �22s�1 + b22s�1;21

(2s�3)
0 �22s�2

!
;

B d�autre part, du (3:4:7) :

�
(s)
0 =

 


(2s)
0 


(2s)
1



(2s�1)
�1 


(2s�1)
0

!
:

D�où, par identi�cation, on obtient facilement :(


(2s)
0 = �22s + b22s;21


(2s�2)
0 �22s�1;



(2s�1)
0 = �22s�1 + b22s�1;21


(2s�3)
0 �22s�2;

s = 1; 4

En�n, d�après ces équations et grâce à la propriété de la périodicité, on est besoin uniquement

de poser s = 1 et s = 2 pour obtenir le même système périodique trouvé en (3:4:5) :
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Les moments d�ordre supérieurs

En remplaçant P par 2, l�expression (3:3:13) devient :

E (Xt)
r = E ("t)

r +

r=2X
j=1

C2jr b
2j
t;21E (Xt�2)

2j E ("t�1)
2j E ("t)

r�2j ; (r pair)

et en posant r=2 = j0; cette dernière se réécrit comme suit :

E (Xt)
r = E ("t)

r +

j0X
j1=1

C2j12j0 b
2j1
t;21E (Xt�2)

2j1 E ("t�1)
2j1 E ("t)

2j0�2j1 ; avec j0 > j1

= E ("t)
r +

j0�1X
j1=1

C2j12j0 b
2j1
t;21E (Xt�2)

2j1 E ("t�1)
2j1 E ("t)

2j0�2j1 + brt;21E (Xt�2)
r E ("t�1)

r :

Alors, par des remplacements successifs sur cette dernière on obtient à l�étape m

E (Xt)
r =

mQ
i=1

brt�2i+2;21E ("t�2i+1)
r E (Xt�2m)

r +
m�1P
l=0

�
lQ
i=1

brt�2i+2;21E ("t�2i+1)
r

�
�(

E ("t�2l)
r +

j0�1X
j1=1

C2j12j0 b
2j1
t�2l;21E (Xt�2l�2)

2j1 E ("t�2l)
2j0�2j1 E ("t�2l�1)

2j1

)

En utilisant la propriété de la périodicité, i.e t = s+ S�; s = 1; S; � 2 Z; et lorsque m = S;

l�expression du moment d�ordre r pour ce modèle est donnée par

E (Xs)
r =

�
1�

SQ
i=1

brs�2i+2;21E ("s�2i+1)
r

��1 �S�1P
l=0

�
lQ
i=1

brs�2i+2;21E ("s�2i+1)
r

�
�(

E ("s�2l)
r +

j0�1X
j1=1

C2j12j0 b
2j1
s�2l;21E (Xs�2l�2)

2j1 E ("s�2l)
2j0�2j1 E ("s�2l�1)

2j1

)#
;

avec j0 = r=2 > j1 et
0Q
i=1

(:) = 1:

(3:4:11)

Remarque 3.4.2

Grâce à l�expression (3:4:11) ; le problème du calcul des moments pour le modèle superdia-

gonale d�ordre un peut être résolu facilement en utilisant la formule suivante :

E (Xt)
r = (1� br21E ("t�1)

r)
�1 �

(
E ("t)

r +

j0�1X
j1=1

C2j12j0 b
2j1
t;2 E (Xt�2)

2j1 E ("t)
2j0�2j1 E ("t�1)

2j1

)
;

avec j0 > j1,
0Q
i=1

(:) = 1 et
0X
i=1

(:) = 0:

Par exemple, en posant r = 4, l�expression du moment d�ordre quatre est donnée par :
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E (Xt)
4 =

�
1� b421E ("t�1)

4��1 � �E ("t)4 + C24b
2
t;2E (Xt�2)

2E ("t)
2E ("t�1)

2	 ;
=
�
1� b421E ("t�1)

4��1 � �E ("t)4 + 6b2t;2E (Xt�2)
2 �4
�
:

Et lorsque le bruit blanc est gaussien, N (0; 1) : E ("t)
4 = 3�4 = 3; V =

1

1� b221
et l�expres-

sion de cette dernière devient :

E (Xt)
4 =

1

1� 3b421
�
�
3 +

6b221
1� b221

�
=

3 + 3b221
(1� 3b421) (1� b221)

=
3 (1 + b221)

(1� 3b421) (1� b221)
:

Ainsi, grâce à ces résultats, l�expression du Kortosis pour ce modèle est telle que

K =
E (Xt)

4�
E (Xt)

2�2
=

3 (1 + b221)

(1� 3b421) (1� b221)
� (1� b221)

2

=
3 (1 + b221) (1� b221)

(1� 3b421)
=
3 (1� b421)

(1� 3b421)

=
3 (1� 3b421 + 2b421)

(1� 3b421)
= 3 +

6b421
(1� 3b421)

> 3:

Alors, cette dernière indique et con�rme le fait que la distribution du modèle bilinéaire est

plus épaisse que celle de la loi normale, comme on l�a déjà vu précédemment (intro:ch:2)
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3.4.2 Le modèle PBL(1; 0; 1; 1)S

Dé�nition 3.4.1

On dit qu�un processus périodiquement corrélé fXt; t 2 Zg ;Z = f0;�1;�2; :::g ; du second

ordre, dé�ni sur un espace probabilisé (
;z; P ) ; est diagonal d�ordre un périodique , du

temps, de période S, noté désormais par PBL (1; 0; 1; 1)S ; s�il est solution de l�équation

stochastique non linéaire suivante :

Xt = at;1Xt�1 + bt;11Xt�1"t�1 + "t; t 2 Z; (3:4:12)

dont ("t)t2Z est une suite de variables aléatoires indépendantes et périodiquement distri-

buées (i:p:d), de moyenne nulle et de variance �2t ; dé�nie sur le même espace de probabilité

(
;z; P ) ; et où les paramètres at;1; bt;11 ainsi que �2t sont périodiques de période S, i.e,

(at+kS;1 = at;1; bt+kS;11 = bt;11) et �2t+kS = �2t ,8t; k 2 Z:

Ecriture Vectorielle

A première vue, on peut écrire le modèle (3:4:12) comme suit :

Xt = (at;1 + bt;11"t�1)Xt�1 + "t; t 2 Z

Donc, on peut dire que c�est un modèle RCPAR mais dans le cas scalaire puisque :8<:
At = at;1 + bt;11"t�1;
et
Bt = "t:

Existence d�une solution stationnaire stricte

Du (3:4:4) ; l�exposant de Lyapunov est strictement négatif si

SP
s=1

E log jas;1 + bs;11"s�1j < 0; (3:4:13)

qui est la même condition (2:4:8) trouvée par Liu (1990) lorsque S = 1:

Existence d�une solution stationnaire au second ordre

De même, la condition de stationnarité du second ordre périodique est véri�ée lorsque

SQ
s=1

�
a2s;1 + b2s;11�

2
s�1
�
< 1; (3:4:14)

qui est la même condition trouvée par Bibi et Ho (2006) dans le cas périodique et on retrouve

aussi la condition (2:4:9) donnée par Pham et Tran (1981) dans le cas classique.
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Structure d�autocovariance

Contrairement aux modèles bilinéaires superdiagonaux, les modèles bilinéaires diagonaux ne

sont pas centrés donc le calcul de la moyenne de ce modèle, diagonal d�ordre un, est donné

par :

E (Xt) = at;1E (Xt�1) + bt;11E (Xt�1"t�1) :

En posant �t = E (Xt) ; on obtient l�équation aux di¤érences linéaire du premier ordre sui-

vante :

�t = at;1 �t�1 + bt;11�
2
t�1:

Par des remplacements successifs de cette dernière, on obtient :

�t =

�
m�1Q
i=0

at�i;1

�
�t�m+

mP
j=1

j�2Q
i=0

at�i;1bt�j+1;11�
2
t�j: (3:4:15)

En utilisant la propriété de la périodicité, i.e, lorsque t = s+S�; tel que s 2 f0; :::; S � 1g ; � 2

Z , on a :

�s =

�
mQ
i=1

as�i;1

�
�s�m+

mP
j=1

j�1Q
i=1

as�i;1bs�j+1;11�
2
s�j: (3:4:16)

En posant m = S, une représentation équivalente à (3:4:16) est donnée par

�s =

�
SQ
s=1

as;1

�
�s +

SP
j=1

j�1Q
i=1

as�i;1bs�j+1;11�
2
s�j; car

SQ
i=1

as�i;1 =
SQ
s=1

as;1 par la propriété de la

périodicité des coe¢ cients as;1:

D�où, la moyenne du modèle PBL (1; 0; 1; 1)S est donnée par :

�s =

�
1�

SQ
s=1

as;1

��1
Bs;

SQ
s=1

jas;1j < 1; (3:4:16)

avec Bs =
SP
j=1

j�1Q
i=1

as�i;1bs�j+1;11�
2
s�j:

Maintenant, le calcul de la variance est bien détaillé dans ce qui suit :
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�
(t)0 = at;1E (XtXt�1) + bt;11E (XtXt�1"t�1) + E (Xt"t) ; or8>>><>>>:
I E (XtXt�1) = at;1


(t�1)
0 + bt;11E

�
X2
t�1"t�1

�
;

I E (XtXt�1"t�1) = at;1E
�
X2
t�1"t�1

�
+ bt;11E

�
X2
t�1"

2
t�1
�
;

I E (Xt"t) = �2t ;

ce qui donne

�
(t)0 = a2t;1

(t�1)
0 + 2at;1bt;11E

�
X2
t�1"t�1

�
+ b2t;11E

�
X2
t�1"

2
t�1
�
+ �2t ; où

B E
�
X2
t�1"t�1

�
= at�1;1E (Xt�2Xt�1"t�1) + bt�1;11E (Xt�1"t�1Xt�2"t�2) + E

�
Xt�1"

2
t�1
�
;

avec

8>><>>:
E (Xt�2Xt�1"t�1) = �2t�1�t�2;

E (Xt�1"t�1Xt�2"t�2) = �2t�1�
2
t�2

E
�
Xt�1"

2
t�1
�
= �2t�1

�
at�1;1�t�2 + bt�1;11�

2
t�2
�
+ E

�
"3t�1

�
:

D�où

� � E
�
X2
t�1"t�1

�
= 2�2t�1

�
at�1;1�t�2 + bt�1;11�

2
t�2
�
+ E

�
"3t�1

�
,

B b2t;11E
�
X2
t�1"

2
t�1
�
= b2t;11at�1;1E

�
Xt�2Xt�1"

2
t�1
�
+ b2t;11bt�1;11E

�
Xt�2"t�2Xt�1"

2
t�1
�
+

b2t;11E
�
Xt�1"

3
t�1
�
; dont8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

E
�
Xt�2Xt�1"

2
t�1
�
= at�1;1�

2
t�1


(t�2)
0 + bt�1;11�

2
t�1E

�
X2
t�2"t�2

�
+ �t�2E

�
"3t�1

�
;

= at�1;1�
2
t�1


(t�2)
0 + 2bt�1;11�

2
t�1�

2
t�2
�
at�2;1�t�3 + bt�2;11�

2
t�3
�
+

bt�1;11�
2
t�1E

�
"3t�2

�
+ �t�2E

�
"3t�1

�
:

E
�
Xt�2"t�2Xt�1"

2
t�1
�
= at�1;1�

2
t�1E

�
X2
t�2"t�2

�
+ bt�1;11�

2
t�1E

�
X2
t�2"

2
t�2
�
+ �2t�2E

�
"3t�1

�
;

= 2at�1;1�
2
t�1�

2
t�2
�
at�2;1�t�3 + bt�2;11�

2
t�3
�
+ at�1;11�

2
t�1E

�
"3t�2

�
+

bt�1;11�
2
t�1E

�
X2
t�2"

2
t�2
�
+ �2t�2E

�
"3t�1

�
:

E
�
Xt�1"

3
t�1
�
= at�1;1�t�2E

�
"3t�1

�
+ bt�1;11�

2
t�2E

�
"3t�1

�
+ E

�
"4t�1

�
:

D�où
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� � b2t;11E
�
X2
t�1"

2
t�1
�
=
�
b2t;11�

2
t�1
�
a2t�1;1


(t�2)
0

+ 4
�
b2t;11�

2
t�1
�
at�1;1bt�1;11�

2
t�2
�
at�2;1�t�3 + bt�2;11�

2
t�3
�
+ b2t;11E

�
"4t�1

�
+ A

+ b2t;11
�
b2t�1;11�

2
t�1
�
E
�
X2
t�2"

2
t�2
�
;

...
=
�
b2t;11�

2
t�1
�
a2t�1;1


(t�2)
0 +

�
b2t;11�

2
t�1
� �
b2t�1;11�

2
t�2
�
a2t�2;1


(t�3)
0 +�

b2t;11�
2
t�1
� �
b2t�1;11�

2
t�2
� �
b2t�2;11�

2
t�3
�
a2t�3;1


(t�4)
0 +

+ 4
�
b2t;11�

2
t�1
�
at�1;1bt�1;11�

2
t�2
�
at�2;1�t�3+

bt�2;11�
2
t�3
�
+ 4

�
b2t;11�

2
t�1
� �
b2t�1;11�

2
t�2
�
at�2;1bt�2;11�

2
t�3
�
at�3;1�t�4 + bt�3;11�

2
t�4
�

+ 4
�
b2t;11�

2
t�1
� �
b2t�1;11�

2
t�2
� �
b2t�2;11�

2
t�3
�
at�3;1bt�3;11�

2
t�4�

�
at�4;1�t�5 + bt�4;11�

2
t�5
�

+ b2t;11E
�
"4t�1

�
+ b2t;11

�
b2t�1;11�

2
t�1
�
E
�
"4t�2

�
+ b2t;11

�
b2t�1;11�

2
t�1
� �
b2t�2;11�

2
t�2
�
E
�
"4t�3

�
+ A+B + C

+ b2t;11
�
b2t�1;11�

2
t�1
� �
b2t�2;11�

2
t�2
� �
b2t�3;11�

2
t�3
�
E
�
X2
t�4"

2
t�4
�
:

où,

A = 2
�
b2t;11

�
at�1;1�t�2E

�
"3t�1

�
+ 2b2t;11

�
bt�1;11�

2
t�2
�
E
�
"3t�1

�
+

2
�
b2t;11�

2
t�1
�
at�1;1bt�1;11E

�
"3t�2

�
;

B = 2
�
b2t;11�

2
t�1
� �
b2t�1;11�

2
t�2
�
at�2;1bt�2;11E

�
"3t�3

�
+ 2b2t;11

�
b2t�1;11�

2
t�1
�
at�2;1�t�3E

�
"3t�2

�
+

2b2t;11
�
b2t�1;11�

2
t�1
�
bt�2;11�

2
t�3E

�
"3t�2

�
;

C = 2
�
b2t;11�

2
t�1
� �
b2t�1;11�

2
t�2
� �
b2t�2;11�

2
t�3
�
at�3;1bt�3;11E

�
"3t�4

�
+

2b2t;11
�
b2t�1;11�

2
t�1
� �
b2t�2;11�

2
t�2
�
at�3;1�t�4E

�
"3t�3

�
+

2b2t;11
�
b2t�1;11�

2
t�1
� �
b2t�2;11�

2
t�2
�
bt�3;11�

2
t�4E

�
"3t�3

�
:

sont égales à zéro car le bruit est gaussien.

En posant Dt�1 = E
�
X2
t�1"

2
t�1
�
; l�expression de cette espérance à la (m+ 1)�eme étape est

donnée par

b2t;11Dt�1 = b2t;11
mQ
j=1

�
b2t�j;11�

2
t�j
�
Dt�m�1 +

mP
j=1

�
jQ
l=1

�
b2t�l+1;11�

2
t�l
�n

a2t�j;1

(t�j�1)
0 +

4
�
at�j;1bt�j;11�

2
t�j�1

� �
at�j�1;1�t�j�2 + bt�j�1;11�

2
t�j�2

�	
+ b2t;11

j�1Q
l=1

�
b2t�l;11�

2
t�l
�
E
�
"4t�j

��
;

En utilisant la propriété de la périodicité, i.e, lorsque t = s+S�; tel que s 2 f0; :::; S � 1g ; � 2

Z , on a :
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b2s;11Ds�1 = b2s;11
mQ
j=1

�
b2s�j;11�

2
s�j
�
Ds�m�1 +

mP
j=1

�
jQ
l=1

�
b2s�l+1;11�

2
s�l
�n

a2s�j;1

(s�j�1)
0 +

4
�
as�j;1bs�j;11�

2
s�j�1

� �
as�j�1;1�s�j�2 + bs�j�1;11�

2
s�j�2

�	
+ b2s;11

j�1Q
l=1

�
b2s�l;11�

2
s�l
�
E
�
"4s�j

��
:

En posant m = S, une représentation équivalente à cette dernière est donnée par

b2s;11Ds�1 =

 
1�

SQ
j=1

�
b2s�j;11�

2
s�j
�!�1( SP

j=1

�
jQ
l=1

�
b2s�l+1;11�

2
s�l
�n

a2s�j;1

(s�j�1)
0 +

4
�
as�j;1bs�j;11�

2
s�j�1

� �
as�j�1;1�s�j�2 + bs�j�1;11�

2
s�j�2

�	
+ b2s;11

j�1Q
l=1

�
b2s�l;11�

2
s�l
�
E
�
"4s�j

���
:

Par conséquent, la variance de ce modèle devient



(s)
0 = a2s;1


(s�1)
0 + 4as;1bs;11�

2
s�1
�
as�1;1�s�2 + bs�1;11�

2
s�2
�
+ �2s

+

 
1�

SQ
j=1

�
b2s�j;11�

2
s�j
�!�1( SP

j=1

�
jQ
l=1

�
b2s�l+1;11�

2
s�l
�n

a2s�j;1

(s�j�1)
0 +

4
�
as�j;1bs�j;11�

2
s�j�1

� �
as�j�1;1�s�j�2 + bs�j�1;11�

2
s�j�2

�	
+ b2s;11

j�1Q
l=1

�
b2s�l;11�

2
s�l
�
E
�
"4s�j

���
:

Remarquons que lorsque S = 1, l�expression de cette variance devient



(t)
0 = a21


(t)
0 + 4a1b11�

2 (a1�+ b11�
2) + �2

+ (1� b211�
2)
�1
nh
(b211�

2)
n
a21


(t)
0 + 4 (a1b11�

2) (a1�+ b11�
2)
o
+ b211E ("

4
t )
io

= (1� a21 � b211�
2)
�1
[4a1b11�

2 (a1�+ b11�
2) + �2 (1� b211�

2) + b211E ("
4
t )]

qui est, lorsque E ("4t ) = 3�
4 , le même résultat trouvé par Pham et Tran, 1981.

Par ailleurs, le calcul des autocovariances est bien expliqué dans ce qui suit :

�
(t)1 = at;1E
�
X2
t�1
�
+ bt;11E

�
X2
t�1"t�1

�
;

= at;1

(t�1)
0 + 2bt;11�

2
t�1
�
at�1;1�t�2 + bt�1;11�

2
t�2
�
;

�
(t)2 = at;1E (Xt�1Xt�2) + bt;11E (Xt�1Xt�2"t�1) ;

= at

(t�1)
1 + bt;11�

2
t�1�t�2;

�
(t)3 = at;1E (Xt�1Xt�3) + bt;11E (Xt�1Xt�3"t�1) ;

= at;1

(t�1)
2 + bt;11�

2
t�1�t�3;

...
�
(t)j = at;1


(t�1)
j�1 + bt;11�

2
t�1�t�j; j � 2:

En�n, les autocovariances peuvent être obtenues en résolvant le système suivant :
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(s)
0 = a2s;1


(s�1)
0 + 4as;1bs;11�

2
s�1
�
as�1;1�s�2 + bs�1;11�

2
s�2
�
+ �2s +�s;



(s)
1 = as;1


(s�1)
0 + �s;



(s)
j = as;1


(s�1)
j�1 + bs;11�

2
s�1�s�j; j � 2:

; avec

�s = b2s;11Ds�1; et

�s = 2bs;11�
2
s�1
�
as�1;1�s�2 + bs�1;11�

2
s�2
�
:

Les moments d�ordre supérieurs

De même que précédemment, en remplaçant p par 1 dans (3:3:14) ; on obtient

E (Xr
t ) = E ("t)

r +
rP
j=1

CjrE

"
(Xt�1bt;11"t�1)

j +

jX
l=1

C lj (Xt�1at;1)
l�

(Xt�1bt;11"t�1)
j�l
i
E ("t)

r�j ;

et en posant r = j0; l�expression de cette dernière devient

E (Xr
t ) = E ("t)

r +
j0�1P
j1=1

Cj1j0

"
bj1t;11E (Xt�1"t�1)

j1 +

j1X
j2=1

Cj2j1 a
j2
t;1b

j1�j2
t;11

�E
�
(Xt�1)

j1 ("t�1)
j1�j2

�i
E ("t)

j0�j1 :

Avec m remplacements successifs, on obteint

E (Xr
t ) = E ("t)

r +
mQ
i=1

art�i+1E
�
Xr
t�m
�
+
m�1P
l=1

�
lQ
i=1

art�i;1

�
E
�
"rt�l
�

+
m�1P
l=0

�
lQ
i=1

art�i+1;1

�( r�1X
j2=0

Cj2r a
j2
t�l;1b

r�j2
t�l;11 � E

�
(Xt�l�1)

r ("t�l�1)
r�j2
�

+
j0�1P
j1=1

Cj1j0

"
j1X
j2=0

Cj2j1 a
j2
t�l;1b

j1�j2
t�l;11 � E

�
(Xt�l�1)

j1 ("t�l�1)
j1�j2

�#
E ("t�l)

j0�j1

)
:

En utilisant la propriété de la périodicité, i.e t = s+ S�; s = 1; S; � 2 Z; et lorsque m = S;

l�expression du moment d�ordre r pour ce modèle est donnée par

E (Xr
s ) =

�
1�

SQ
i=1

ars�i+1

��1 "S�1P
l=0

�
lQ
i=1

ars�i+1;1

�(
E
�
"rs�l

�
+

r�1X
j2=0

Cj2r a
j2
s�l;1b

r�j2
s�l;11

�E
�
(Xs�l�1)

r ("s�l�1)
r�j2
�
+
j0�1P
j1=1

Cj1j0

 
j1X
j2=0

Cj2j1 a
j2
s�l;1b

j1�j2
s�l;11 � E

�
(Xs�l�1)

j1 ("s�l�1)
j1�j2

�!
�E ("s�l)j0�j1

oi
; avec j0 = r > j1 > j2 et

0Q
i=1

(:) = 1:
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Conclusion et perspectives

Dans le cadre de ce travail, on a essayé de toucher le bord de quelques propriétés pro-

babilistes des modèles bilinéaires non stationnaires à coe¢ cients périodiques, dans le temps,

ou encore des modèles bilinéaires périodiques et ce à travers le fond des propriétés proba-

bilistes des modèles bilinéaires stationnaires. Et comme l�objectif de ces modèles n�a pas

atteint son apogée jusqu�à ce jour, autrement dit que leur fond n�est pas encore visible, alors

il est évident de dire que la propriété de la périodicité reste un point ouvert nécessitant une

attention particulière dans les recherches à venir.

Plus précisément, on a donné une condition su¢ sante d�existence d�une solution stric-

tement stationnaire et au second ordre pour l�ensemble des modèles bilinéaires périodiques

ayant une représentation markovienne linéaire identique à une équation aux di¤érences sto-

chastique de la forme Xn = AnXn�1 + Bn;8n 2 Z; où (An; Bn) est une suite de matrices

aléatoires périodiques non nécessairement indépendantes. Ensuite, pour la classe des modèles

bilinéaires PBL (0; 0; P; 1), on a constaté que ces modèles représentent un bruit blanc faible

et ce à travers leur structure d�autocorrélation.

Vu qu�à notre connaissance il existe deux méthodes de résolution de la structure d�auto-

covariance"approche basée sur l�équation aux di¤érences" et "approche basée sur la repré-

sentation espace d�états" des modèles bilinéaires périodiques dont la première est facile à

manipuler quant à la deuxième, malgré son e¢ cacité par rapport à la première notamment

lorsqu�il s�agit d�une période importante, exige la présence de la matrice An; nécessitant à

son tour le calcul d�une matrice inverse d�ordre p � p: A cet e¤et, la résolution du système

n�été appliquée que pour p = 2 puisque la matrice An n�est pas disponible dans le cas où
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l�ordre p est quelconque. D�ailleurs, il est très important de noter que le manque de cette

matrice est une clé qui contribue à une nouvelle orientation dans les recherches à venir, i.e,

elle o¤re une forme plus explicite de l�exposant de Lyapunov 
S ce qui conduit à son tour

à donner une condition d�existence d�une solution strictement stationnaire périodique plus

simple à celle donnée dans ce cadre de travail.

Outre le modèle purement bilinéaire et strictement superdiagonal périodique PBL (0; 0; P; 1) ;

on a étudié aussi le modèle bilinéaire superdiagonal périodique PBL (p; 0; p; 1) où on a ren-

contré, par rapport au premier, une di¢ culté dans le calcul des autocovariances à cause de la

diagonalité du terme bilinéaire qui le caractérise. Ensuite, on a illustré les résultats trouvés

avant à travers deux cas particuliers, en posant P=2 dans le premier modèle et P=1 dans

le deuxième. C�est-à-dire que, on a abordé deux cas particuliers de deux classes de séries

temporelles non linéaires périodiques telles que la classe des modèles purement bilinéaire et

strictement superdiagonaux périodiques et la classe des modèles diagonaux périodiques or il

est intéressant aussi d�explorer les modèles sous diagonaux périodiques et de les comparer

avec les deux classes citées auparavant.

Ainsi, on a considéré dans ce travail uniquement l�aspect temporel alors qu�il y a un

intérêt croissant de ces modèles à travers l�approche fréquentielle (dans le cas périodique).



Chapitre 5

Annexe

Dans ce qui suit, on présente un complémentaire au chapitre deux sous format de preuves

de quelques théorèmes a�n d�approfondir la compréhension et d�élargir la connaissance :

Preuve du théorème (2:2:2)

Il est facile de voir que (ii) implique (i) à partir du moment où la limite Q de Qk, si elle

existe, satisfait l�équation de (i). Inversement, supposons que cette équation admette une

solution positive Q. Alors, Qk étant dé�nie comme en (ii), on a :

Q0 � Q et donc Q1 = AQ0 �A + BQ0 �B �2 + � � AQ �A + BQ �B �2 + � = Q et en répétant

cet argument, on a Qk � Q pour tout k. Le même argument, en commençant avec Q0 � Q1

donne Qk � Qk+1: Ainsi la suite Qk converge. Or, Qk est la matrice de covariance de :

Z(t;k) =
kP
i=0

(A+B"t) ::: (A+B"t�i+1)
�
C"t�k +D

�
"2t�k � �2

��
et comme C"s +D ("2s � �2)

est de moyenne zéro et est indépendant de "s+1; "s+2; :::; alors pour tout vecteur x, la suite

�xZ(t;k); k = 1; 2; ::: est une martingale dont le moment d�ordre deux est borné par �xQx et

donc, converge en moyenne quadratique et presque sûrement vers la limite �xZtx: Il est fa-

cile de véri�er que Zt est la solution de (2:2:1). Inversement, si (2:2:1) admet une solution

stationnaire, alors (i) est véri�ée à partir du moment où la matrice de covariance Q de Zt

satisfait la relation Q = AQ �A+BQ �B �2 + �: Pour montrer l�unicité de la solution (2:2:3),

on peut observer que toute solution de (2:2:1) a un vecteur d�état qui di¤ère de Zt d�une

variable aléatoire Ut satisfaisant Ut = (A+B"t)Ut�1 et donc la matrice de covariance Q,

solution de l�équation Q = AQ �A+BQ �B �2; doit tendre vers zéro par hypothèse. �
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Preuve du théorème (2:2:8)

Tout d�abord, on montre l�équivalence de (c1) et (c2) et de (O1) et (O2): Pour cela, on observe

que Qk est la somme de toutes les matrices de la forme : An1(�B)m1 :::Anr(�B)mr� (�B0)mr

A0mr ::: (�B0)m1 A0m1 avec n1 � 1; ni � 0; 1 < i � r;mr � 1 et
P
(ni +mi) � k:

Puisque, x0Tx = 0 implique que x0T = 0 si T est une matrice positive, la singularité de Qk est

équivalente à l�existence d�un vecteur orthogonal à toutes les colonnes deAn1(�B)m1 :::Anr(�B)mr

où ni et mi sont dé�nies comme ci-dessus. Ce qui montre l�équivalence de (c1) et (c2). De

même pour (O1) et (O2):

On montre maintenant que si la représentation (2:2:1) n�est pas quasi minimale, alors (c1)

ou (O2) ne sont pas véri�ées. Si (c1) n�est pas véri�ée, il n�ya rien à démontrer. On suppose

que (c1) est véri�ée ; ce qui implique que la matrice de covarianceW de Zt est non singulière.

Par hypothèse, il existe une deuxième représentation :�
Xt = ~H ~Zt�1 + "t;
~Zt = ~A ~Zt�1 + ~B ~Zt�1"t + ~C"t + ~D"2t � �2;

avec
�
~Zt = SZt = ~ASZt�1 + ~BSZt�1"t + ~C"t + ~D"2t � �2;

Xt = ~HSZt�1 + "t:

Par comparaison avec (2:2:1), on obtient ~HS = H; ~AS = SA; ~BS = SB; ~C = SC; ~D = SD:

Comme S a moins de lignes que de colonnes, il existe un vecteur x 6= 0 tel que SX = 0: Par

suite Hx = ~HSx = 0; HAx = ~H ~ASx = 0; :::D�où (O2) n�est pas véri�ée.

Inversement, si (c1) ou (O2) ne sont pas véri�ées, alors la représentation n�est pas quasi

minimale. Si (c1) n�est pas véri�ée, alors en notant Ker (Qk) ; k = 1; :::; n; le noyau de Qk; on

a : Ker (Qk) 6= 0 et comme Ker (Qk) � Ker (Qk+1) ; on a : Ker (Qp+1) = Ker (Qp) ; pour

p < n: Donc, 8x 2 Ker (Qp+1) : x0Qp+1x = 0 c�est à dire x0AQpA0x+x0BQpB0x+x0�x ainsi

que x 2 Ker (�) et Ax et Bx appartient à Ker (Qp) = Ker (Qp+1) : En répétant cet argu-

ment, Ker (Qk) = Ker (Qp) pour k>p: Par suite Q est singulière. Ainsi on peut construire

une représentation équivalente en conservant uniquement les composantes linéairement in-

dépendantes de Zt, et donc la représentation (2:2:1) n�est pas quasi minimale. De l�autre

côté, si (O2) n�est pas véri�ée, ensuite de la même manière que précédemment, Pk n�est pas

singulière pour tout k et donc les vecteurs lignes HAn1Bm1 :::AnrBmr peuvent s�exprimer

comme des combinaisons linéaires de p < n parmi eux. Soit S la matrice formée par ces
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vecteurs, alors H = ~HS; SA = ~AS; SB = ~BS et d�où on a une deuxième représentation avec

le vecteur d�état SZt: �
Preuve du théorème (2:3:2)

�Pour établir ce résultat, nous commençons par donner la démonstration pour Q = 2 et dans

ce cas (2:2:1) devient :

Xt = C"t+(A+B1"t�1 +B2"t�2)Xt�1: (2:3:8)

Ainsi, avant de procéder à cette preuve, on introduit d�abord une suite de variables de di-

mension p qui sera utilisée par la suite pour générer une solution strictement stationnaire

de (2:3:8) ; Soit :

Sn (t) =

8<:
0; si n < 0;
C~"t; si n = 0;
C~"t + (A+B1"t�1 +B2"t�2)Sn�1 (t� 1) ; si n > 0;

(2:3:9)

et�n (t) = Sn (t)�Sn�1 (t) qui véri�é l�équation�n (t) = (A+B1"t�1 +B2"t�2)�n�1 (t� 1) ;
pour n � 3:
De plus, par un simple argument en utilisant un critère d�induction, on peut conclure que

ces deux suites sont strictement stationnaires. Alors, en utilisant la théorie Lp, (p > 1) ; le

problème de l�existence d�une solution stationnaire au second ordre se réduit maintenant à la

convergence de (Sn (t))n�0 vers Xt en L2 dont la quantité d�intérêt pour atteindre la conver-

gence est E f�n (t)�
0
n (t)g qui est une quantité matricielle, et comme il est plus approprié

d�utiliser les vecteurs des moments on a alors :

~Vn = E f�
2
n (t)g ;

= (A
 A+ �2B1 
B1) ~Vn�1 + (A
B2 +B2 
 A)E
�
�
2
n�1 (t) "t�1

	
+ (B2 
B2) :

E
�
�
2
n�1 (t) "

2
t�1
	
:

En posant ~Dn = E f�
2
n (t) "t�1g ; ~Fn = E

�
�
2
n (t) "2t�1

	
; on obtient :

~Vn = (A
 A+ �2B1 
B1) ~Vn�1 + (A
B2 +B2 
 A) ~Dn�1 + (B2 
B2) ~Fn�1;

~Dn = �2 (A
B1 +B1 
 A) ~Vn�1 + �2 (B2 
B1 +B1 
B2) ~Dn�1;

~Fn = (�
2A
 A+ 
4B1 
B1) ~Vn�1 + �2 (A
B2 +B2 
 A) ~Dn�1 + �2 (B2 
B2) ~Fn�1:

Ce système se réduit facilement à une seule équation aux di¤érences, en posant Vn =�
~Vn; ~Dn; ~Fn

�
; n � 3 comme suit :
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Vn = �Vn�1 = ::: = �n�3Vn�3; (2:3:10)

où � est une matrice dé�nie comme (2:3:5) : Donc, la condition nécessaire et su¢ sante d�exis-

tence d�une solution stable de cette équation est que � (�) < 1:

Un autre instrument qui précède cette preuve et qui semble intéressant à la compréhension

de celle ci se trouve dans la proposition suivante :

Proposition 2.3.3 :

Soit jVnj la somme en valeur absolue de toutes les composantes de Vn: Alors, si � := � (�) <

1;on a l�inégalité jVnj 5 c�n=2; pour tout n 2 f3; 4; :::g et pour une certaine constante c:

Preuve :

Si � = T�1�T est la décomposition du Jordan de �; alors il est clair que pour n > 2d = 6p2

(d est la dimension de Vn) les éléments de �n sont bornés en valeur absolue par
�
n
d

�
�n�d;

et d�où par K�n=2 pour une certaine constante K: Par conséquent, on obtient :

jVnj = j�n�2V2j = jT�1�n�2TV2j 5 c�n=2; pour une certaine constante c:�

En�n, on peut entrer dans les trois fameuses étapes de démonstration du théorème (2:3:2)

dont il s�agit de montrer que :

� (i) l�équation (2:3:1) a une solution strictement stationnaire de carré intégrable Xt :

A partir de la proposition (2:3:1) ; il s�ensuit que :

E kSn (t)� Sn�1 (t)k2 = E k�n (t)k2 = trace (Vn) 5 junj 5 c�n=2;

et donc pour chaque t �xé, Sn (t) est une suite de Cauchy en L2 et ainsi elle converge à la fois

en L2 et presque sûrement: D�où ses limitesXt,t = 0;�1; :::sont des solutions strictement sta-

tionnaires de carrés intégrables de (2:3:1) ; et donc la première composante Xt; t = 0;�1; :::

satisfait (2:1:1) :

� (ii) la première composante Xt est une solution stationnaire, causale et ergodique de (2:1:1) :

ILa stationnarité de Xt se découle à partir de la stationnarité stricte de Xt et du fait que

pour chaque t; Xt est la limite en L2 de Sn (t) :

IEtablir la causalité et l�ergodicité de Xt revient à montrer qu�il existe une fonction f :

R1 ! R, tel que : Xt = f ("t; "t�1; :::) ; p.s pour tout t 2 f0;�1; :::g ; On a :
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d�une part,

(
Sn (t)

mq! Xt = ft ("t; "t�1; :::) ;

Sn (0)
mq! X0 = f0 ("0; "�1; :::) ; pour t = 0;

et d�autre part, puisque Sn (t) est dé�nie comme (2:3:9) ; alors il existe une fonction mesu-

rable Gn : R1 ! Rp telle que pour tout t 2 f0;�1; :::g,

Sn (t) = Gn ("t; "t�1; :::) ; n = 0; 1; 2; :::
= Gn ("0; "�1; :::) :

Alors :8<: Sn (t)
mq! f0 ("t; "t�1; :::) ;

ft = f0 =
�
f
(1)
0 ; f

(2)
0 ; :::

�
:

En posant f = f
(1)
0 ; on peut écrire : Xt = f ("t; "t�1; :::) ; p.s pour tout t 2 f0;�1; :::g ce qui

signi�e que Xt est causal et ergodique.

� (iii) Les solutions Xt et Xt sont uniques :

ISoit Yt une solution quelconque de (2:3:1) telle que Yt = g ("t; "t�1; :::) ; (2:3:11)

où g est une fonction mesurable de R1 dans Rp et soit : Ut = Xt�Yt où Xt est la solution

de (2:3:1) trouvée en (i) : Alors Ut est strictement stationnaire et satisfait les équations sui-

vantes : Ut = (A+B1"t�1 +B2"t�2)Ut�1:t 2 0;�1; :::

En utilisant les mêmes arguments que précédemment, (2:3:10) devient :

u = �u = ::: = �tu; 8t � 0;et comme � = � (�) < 1; on en déduit que u = 0 (en probabilité

1), et donc que Xt est la solution unique de (2:3:1) de la forme (2:3:11) :

IPour montrer maintenant que Xt est l�unique solution stationnaire de (2:3:1), on dé�nit :

S�n (t) =

8<:
0; si n < 0;
~"�t = ("t�2; :::; "t�p+1)

0 ; si n = 0;
C~"t + (A+B1"t�1 +B2"t�2)S

�
n�1 (t� 1) ; si n > 0;

et on procède de la même façon qu�en (i) pour montrer que pour chaque t; (S�n (t) ; n � 0)

converge à la fois presque sûrement et dans L2 vers un vecteur aléatoire Yt de la forme

(2:3:11) satisfaisant (2:3:1) : A partir de l�unicité établie pour le processus Xt; on en déduit

que Yt = Xt pour tout t 2 (0;�1; :::) en proba 1:

IIl est ensuite facile de voir, par simple itération à partir de (2:3:9) que :

Sn (t) = C ~"t +

nX
m=1

mY
j=1

(A+B1"t�j +B2"t�j�1)C~"t�m;
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alors Xt = lim
n!1

Sn (t) satisfait (2:3:7) ; et où la somme in�nie peut être interprétée comme

une limite presque sûre ou en L2:

��En�n, pour démontrer le théorème dans le cas général, avec Q quelconque, on utilise les

mêmes arguments que précédemment, mais les suites Sn (t) dé�nies en (2:3:9) sont rempla-

cées par :

Sn (t) =

8<:
0; si n < 0;
C~"t; si n = 0;
C~"t + �(t)Sn�1 (t� 1) ; si n > 0;

où � (t) = A+B1"t�1 + :::+BQ "t�Q , t = 0;�1; :::�

Preuve du théorème (2:3:5)

Dans ce qui suit, on obtient successivement les conditions de stationnarité asymptotique du

1er et 2i�eme ordre de la série Xt véri�ant le modèle (2:3:17). On a :

E (Xt) = H
0
E (Xt)

cov(XtXt+s) = H
0
E [((Xt � E(Xt))(Xt+s � E(Xt+s))

0]H

Pour toute la suite on suppose que les variables aléatoires f"tg sont indépendantes et chacune

d�elles suit la loi N(0,1).

Posant : �t = E(Xt); Vt = E
�
XtX

0
t

�
; St = E

�
XtX

0
t"t
�
et Wt = E

�
XtX

0
t"
2
t

�
:

Condition de stationnarité du 1er ordre :

Prenons l�espérance sur les deux cotés de (2:3:17) et notons E (Xt"t) = C; on obtient :

�t = A�t�1 +BC;

, �t+1 = A�t +BC;

= A2�t�1 + ABC +BC;

= A3�t�2 + A2BC + ABC +BC;

...

�t+1 = At�(1) + (
t�1X
j=0

Aj)BC;

Dans le cas où B = 0 et �1 = 0 alors �t = 0,8t � 1; et de là dans ce cas aucune condition
sur la matrice A est nécessaire pour la stationnarité de 1erordre.

Autrement, on procède comme suit :
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Soit :

��(A) = le rayon spectral de la matrice A : �(A) = max fj�i(A)jg où �i(A) est la i�eme valeur

propre de A.

� kAk est une norme qq d�après (Wilkinson,1965).

Alors, du fait que �(A) � kAk ;une condition su¢ sante pour que :

limt!1

 
At�(1) + (

t�1X
j=0

Aj)BC

!
soit �nie est : �(A) < 1.

Sous cette condition, la valeur de l�espérance � est donnée par :

� = At�+ (
t�1X
j=0

Aj)BC;

ce qui devient � = (I � A)�1BC; lorsque t = 1.

Conditions de stationnarité du 2�eme ordre :

A partir du modèle (2:3:17), on a :(
E fXt"t+1g = 0;
E fXt"t"t+1g = 0:

En outre, trouver la condition de stationnarité du second ordre revient à trouver la condition

sous laquelle E
�
XtX

0
t

�
soit �nie :

Du (2:3:17a) :

XtX
0
t = AXt�1X

0
t +BXt�1X

0
t"t�1 + CX

0
t"t; or

Xt�1X
0
t = Xt�1X

0
t�1A

0
+Xt�1X

0
t�1"

0
t�1B

0
+Xt�1"

0
tC

0
:

Donc :

XtX
0
t = AXt�1X

0
t�1A

0
+ AXt�1X

0
t�1"

0
t�1B

0
+ AXt�1"

0
tC

0
+BXt�1X

0
t�1"t�1A

0
+BXt�1:

X
0
t�1"t�1"

0
t�1B

0
+BXt�1"t�1"

0
tC

0
+ C"tX

0
t�1A

0
+ C"t"

0
t�1X

0
t�1B

0
+ C"t"

0
tC

0:

En appliquant l�espérance, on trouve :

Vt = A Vt�1 A
0
+A St�1 B

0
+B St�1 A

0
+B Wt�1 B

0
+C C

0
; (2:3:20)

où St et Wt sont calculée comme suit :

�XtX
0
t"t = AXt�1X

0
t�1A

0
"t + AXt�1X

0
t�1"

0
t�1"tB

0
+ AXt�1"

0
t"tC

0

+BXt�1"t�1X
0
t"t + C"2tX

0
t�1A

0
+ C"2t "

0
t�1X

0
t�1B

0
+ C"3tC

0

�XtX
0
t"
2
t = AXt�1X

0
t�1"

2
tA

0
+ AXt�1X

0
t�1"

0
t�1"

2
tB

0
+ AXt�1"

0
t"
2
tC

0

+BXt�1"t�1X
0
t"
2
t + C"3tX

0
t�1A

0
+ C"3t "

0
t�1X

0
t�1B

0
+ C"4tC

0
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En appliquant l�espérance, on trouve :

St = A�t�1C
0
+BCC

0
+ C�

0
t�1A

0
+ CC

0
B

0

Wt = AVt�1A
0
+ ASt�1B

0
+ E (�) + 3CC 0; o�u

� = BXt�1"t�1X
0
t"
2
t ) E (�) = BSt�1A

0
+BWt�1B

0
; d�où on abien :

Wt = AVt�1A
0
+ ASt�1B

0
+BSt�1A

0
+BWt�1B

0
+ 3CC 0

= Vt + 2CC
0

(2:3:21)

Au cours de cette dérivation, on a pris en considération le fait que les f"tg sont des variables

aléatoires gaussiennes avec : E f"tg = 0; E f"2tg = 1 et E f"4tg = 3:

De (2:3:20) et (2:3:21) on a :

Vt = AVt�1A
0
+ ASt�1B

0
+BSt�1A

0
+B

�
Vt�1 + 2CC

0�
B

0
+ CC 0

= AVt�1A
0
+BVt�1B

0
+ ASt�1B

0
+BSt�1A

0
+ 2BCC

0
B

0
+ CC

0
(2:3:22)

On suppose maintenant que le processus fxtg est stationnaire au premier ordre, on a alors :

�t = �; St = S o�u : S = A�C
0
+BCC

0
+ C�

0
A
0
+ CC

0
B

0

Avec les notations précédentes, l�expression (2:3:22) se réécrit comme suit :

Vt = AVt�1A
0
+BVt�1B

0
+�1; (2:3:23)

o�u : �1 = ASB
0
+BSA

0
+ 2BCC

0
B

0
+ CC

0
:

A�n de trouver la condition sous laquelle, Vt tend vers V lorsque t!1 où V ne dépend pas

de t, on utilise l�opérateur vec, pour rendre l�équation matricielle précédente une équation

vectorielle, qui est dé�nie (d�après Neudecker, 1969) pour trois matrices carrées, chacune

d�ordre p� p; comme suit :

V ec(DEF ) = (F
0 
D) V ec(E); V ec(D E) = (I 
D) V ec(E)

En utilisant les notations ci - dessus, (2:3:23) devient :

V ec fVtg = (A
 A+B 
B) V ec fVt�1g+ V ec �1

qui est une équation aux di¤érences du 1er ordre dans V ec fVtg : Ainsi, pour que la solution

de cette dernière converge il est su¢ sant que :

� (A
 A+B 
B)< 1; (2:3:24)

qui est une condition su¢ sante de stationnarité asymptotique du 2i�eme ordre de la série xt

générée à partir de (2:3:17) : Supposant maintenant que la condition (2:3:24) est satisfait, on

obtient alors l�expression de la variance de fXtg :

V = A V A
0
+B V B

0
+�1:
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A�n d�obtenir l�expression de la covariance, on a :

�E
�
Xt+1X

0
t

�
= E

�
A XtX

0
t +B XtX

0
t "t + C "t+1X

0
t

�
= AV +BS;

�E
�
Xt+2X

0
t

�
= AE

�
Xt+1X

0
t

�
+BE

�
Xt+1X

0
t "t+1

�
+ CE

�
"t+2X

0
t

�
;

= AE
�
Xt+1X

0
t

�
+BC�0;

�E
�
Xt+3X

0
t

�
= A2E

�
Xt+1X

0
t

�
+ ABE

�
Xt+1X

0
t "t+1

�
+ A:CE

�
"t+2X

0
t

�
+BAE (Xt+1"t+2

X
0
t

�
+B2:E

�
Xt+1X

0
t "t+1"t+2

�
+BCE

�
"2t+2X

0
t

�
+ CE

�
"t+3X

0
t

�
;

= A2E
�
Xt+1X

0
t

�
+ ABC�

0
+BC�0:

D�où :E
�
Xt+sX

0
t

�
=

(
AV +BS; s = 1;

As�1E
�
Xt+1X

0
t

�
+ (�s�2j=0 A

j B C) �
0
; 8s > 1:

Soit c(s) = E
�
(Xt+s � �)(Xt � �)

0�
: Alors :

�c(0) = E
�
(Xt � �)(Xt � �)

0�
= Vt � ��0;

= AVt�1A
0
+BVt�1B

0
+ ASB

0
+BSA

0
+ 2BCC

0
B

0
+ CC

0 � ��
0
;

= A(c(0) + ��
0
)A

0
+B(c(0) + ��

0
)B

0
+ ASB

0
+BSA

0
+ 2BCC

0
B

0
+ CC

0 � ��
0
;

c(0) = Ac(0)A
0
+Bc(0)B

0
+�2;

o�u : �2 = A��
0
A
0
+B��

0
B

0
+ ASB

0
+BSA

0
+ 2BCC

0
B

0
+ CC

0 � ��
0
:

�c(1) = E
�
(Xt+1 � �)(Xt � �)

0�
;

= E
�
Xt+1X

0
t � �

0
Xt+1 � �X

0
t + ��

0�
;

= E
�
Xt+1X

0
t

�
� ��

0
;

= AV +BS � ��
0
;

= A(c(0) + ��
0
) +BS � ��

0
;

c(1) = Ac(0) + �3; o�u : �3 = A��
0
+BS � ��

0

�c(2) = E
�
(Xt+2 � �)(Xt � �)

0�
;

= E
�
(AXt+1 +BXt+1 "t+1 + C "t+2 � �) :(Xt � �)

0�
;

= AE
�
Xt+1(Xt � �)

0�
+BE

�
Xt+1 "t+1 X

0
t

�
�B�

0
E (Xt+1 "t+1)� �E(Xt � �)

0
;

= AE
�
Xt+1X

0
t

�
� A��

0
+BC�

0 �B�
0
C;

= A
�
c(1) + ��

0�� A��
0
;

= Ac(1) + A��
0 � A��

0
;

c(2) = Ac(1);

...
�c(s) = Ac(s� 1) = As�1c(1): s = (2; 3; :::): �
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