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Introduction Générale

D’un point de vue algébrique, la linéarité d’un modeéle ou d'un systéme se traduit par
les équations ou n’interviennent que les sommes; la non linéarité se traduit en introduisant

dans les équations des multiplications entre les variables.

Dans ce sens, les premiers travaux de N.Wiener (1958) traduisent une classe trés générale
de modeéles non linéaires : les développements en série de Volterra. Si X, représente ’entrée

du systeme et Y; la sortie, de tels modéles ont pour expression

(o ol o INe o]

Y, = Z aiXii + > a X i Xe i+ D000 > e Xe—i X X

i=0 i=0 =0 i=0 j=0 k=0

Une classe de modeles, qui est en quelque sorte un cas particulier des développements de
Volterra, a été alors considérée par les automaticiens : il s’agit des modéles bilinéaires qui ont
la particularité d’étre linéaires par rapport a chacune des variables (entrée et sortie) quand
on considere l'autre constante. L’autre particularité de ces modeles est qui’ils se présentent
comme une extension naturelle des modeéles linéaires avec un nombre fini de parameétres. Dans
ce cas les applications sont essentiellement orientées en automatique, en théorie du controle et
en économie (étude des populations dynamiques en biologie, établissement des lois en chimie,
étude de I'accroissement des économies nationales...) , on peut citer les travaux de Mohler
(1970), Ruberti, Isidori, d’Alessandro (1972), Bruni, Dippilo et Koch (1974), Beghelli et
Guidorzi (1978), Fliesset Normant-Cyrot (1980), Desay (1986) , etc.

Puis, c’est a partir de la démarche des automaticiens, que C.W.J. Granger et A.P. Ander-
son (1978a) ont introduit la classe des modeles bilinéaires analogue a celle des automaticiens
ou l'entrée déterministe a été remplacée par une suite de variables aléatoires indépendantes

équidistribuées non observées, supposées généralement de lois gaussiennes.

i
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Dans ce cas, ces modéles ont été utilisés dans différents domaines, en particulier en éco-
nomie (C.W.J.Granger et A.P.Anderson, 1978a), et en dynamiques des populations (T.Suba
Rao et M.M.Gabr, 1984). En outre, en faisant une étude empirique des trajectoires, on peut
penser & utiliser ces modeles pour modéliser des phénomeénes physiques explosifs (étude de
la vitesse du vent et les éruptions volcaniques ; c.f.Guégan 1988), et ce grace a leur compor-

tement qui se caractérise par de fortes explosions suivies de longues plages de calme.

A la suite de leur travail , beaucoup de chercheurs se sont intéressés a cette présenta-
tion stochastique et ont étudié les propriétés probabilistes des cas particuliers des modéles
bilinéaires a cause de leur complexité structurale. On peut citer les travaux de Subba Rao
(1981), Pham et Tran (1981) , Pham (1981), Tong (1981), Guégan (1981, 1983, 1984) , Quinn
(1982) et Hannan (1982).

L’année (1985) représente un tournant essentiel dans 1’étude des modeles bilinéaires et
une nouvelle orientation se dessine avec la représentation markovienne. En effet, Pham fut
le pionnier de la représentation markovienne des modeéles superdiagonaux. Guégan (1987)
a montré que cette représentation s’étend difficilement au cas des modéles sous diagonaux
mais elle a introduit, en revanche, la forme stochastique des modeéles polynomiaux en entrées

affines en état définis par Sontag (1979) .

En (1986), Pham a établi la représentation markovienne de ’ensemble des modéles bili-
néaires. Ces représentations markoviennes permettent souvant d’aborder de facon efficace et
élégante, un grand nombre de problémes : existence d’une solution stationnaire, minimalité
de la représentation, ergodicité, inversibilité et calcul des moments. On peut citer les travaux

de Pham (1985, 1986) , Guégan (1986, 1987) , Guégan et Pham (1987, 1989) .

Ensuite, Liu et Brockwell (1988) et Liu (1989,1990) ont utilisé une représentation vec-
torielle pour les modeles bilinéaires et ont réussi a établir la stationnarité, la causalité,
Iergodicité et I'inversibilité du modele bilinéaire générale BL (p, ¢, P, Q) sous des conditions

simples et sans supposer nécessairement 1’existence de la variance du bruit (g;,t € Z) .

Ce panorama de travaux nous a permis d’observer qu’il existe plusieurs voies de re-
cherches sur lesquelles on peut effectuer ’analyse des modéles bilinéaires dont : les repré-

sentations vectorielles, les représentations markoviennes, et en particulier les fameuses équa-
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tions aux différences stochastiques ayant une représentation markovienne linéaire de la forme
X, = A, X1+ B,,Vn € Z ou (A, By) est une suite de matrices carrées aléatoires iid. En
effet, cette variété nous a permis de cerner plusieurs modes de recherche permettant de dé-
couvrir des cheminements cautionnant éventuellement toutes nos questions d’une spécificité

qui caractérise chacune de ces voies.

Par ailleurs, dans plusieurs situations pratiques, nous sommes devant des données géné-
rées par un certain processus non seulement non linéaire mais aussi non stationnaire, par
exemple, en théorie de I’économie, la plupart des indices d’un stock d’'une marchandise sont
des différences de martingales (donc non nécessairement un processus i.i.d), pour de telles
séries les techniques des modeéles linéaires habituelles sont inapplicables. Lorsque 1’économie
change, il est difficile de justifier I'utilisation du méme modele (non linéaire) sur une langue
période. Donc, le recours aux modeles non linéaires & coefficients dépendants du temps nous

semble raisonnable.

Autres exemples de coefficients dépendant du temps qui ont un intérét particulier sont les
coefficients périodiques (pour des données saisonniéres), ou les coefficients de rupture a un
instant connu ¢, (pour une série qui subit un changement en un instant ¢y).C’est pour cela,
dans le cadre de ce travail, notre objectif est ciblé sur ’étude de quelques propriétés proba-
bilistes des modeles bilinéaires & travers la propriété de la périodicité et ce apres les avoir
examiné sans la présence de cet effet. De plus, cette observation nous a permis d’organiser

notre travail de recherche comme suit :

Organisation du mémoire :

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le chapitre 1 se place dans une perspective assez générale ol nous introduisons les

outils et les concepts nécessaires pour I'analyse des modeles bilinéaires.

Le chapitre 2 est consacré essentiellement a I’étude probabiliste des modéles bilinéaires
via deux approches différentes dont on a relevé les résultats de la premiére auprées des travaux
de Pham (1985, 1986), Guégan (1987), Guégan et Pham (1987, 1992) et autres, quant a la
deuxiéme on s’est référé aux travaux de Liu, J.(1989,1990) , Liu, J.et Brockwell, P.J.(1988).

Plus précisément, ce chapitre est composé en outre de la section de l'introduction de

quatre sections dont :
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- La premiére section présente I’étude probabiliste des modéles bilinéaires généraux via

leur représentation markovienne.

- - La deuxiéme section traite, dans un premier temps, I’étude probabiliste de ces modeéles

en s’appuyant sur leur représentation vectorielle.

Parmi les propriétés probabilistes auxquelles on s’intéresse au cours de ces deux sec-
tions figure essentiellement : la construction, les conditions d’existence, 'inversibilité, la
minimalité, I’ergodicité géométrique et régularité absolue, les moments et les cumulants des
représentations markoviennes ainsi la stationnarité stricte, la stationnarité au second ordre,
I'inversibilité, I’existence des moments d’ordre supérieur des représentations vectorielles de

ces modeéles.

Ensuite, afin de manipuler certains outils théoriques (stationnarité du 1¢" et du 2%me
ordre asymptotique, ergodicité, inversibilité, structure d’autocovariance,...), nous étudions

une classe particuliere des modeles bilinéaires superdiagonaux (BL (p,0,p, 1)) .

- - - La troisiéme section met le point sur le modéle purement bilinéaire et stricte-
ment superdiagonal d’ordre un (BL (0,0,2,1)) ainsi le modele bilinéaire diagonal d’ordre
un (BL(1,0,1,1)) qui sont respectivement des cas particuliers de deux classes différentes
connues par la classe des modeles purement bilinéaires et strictement superdiagonaux et la
classe des modeles bilinéaires diagonaux. Alors, cette section est une illustration ou une ap-

plication des résultats donnés auparavant pour les modéles bilinéaires généraux ou le modele
(BL (p,0,p,1)).

- - - - La quatriéme section repose sur une vision comparative afin de voir la position des
modeles bilinéaires par rapport a d’autres modeéles de séries chronologiques linéaires tels que

les modeles ARM A et non linéaires tels que les modeéle GARCH.

Le chapitre 3 traite 'aspect périodique des modeéles bilinéaires tout en développant
quelques propriétés probabilistes de certaines classes de ces modéles non stationnaires a co-
efficients périodiques, dans le temps (PBL (0,0, P, 1), PBL(p,0,p,1), PBL(0,0,2,1) et
PBL(1,0,1,1) ).Il1 est composé, en outre de la section de 'introduction, de trois sections

dont :

- Au cours de la premiére section, nous passons en revue les définitions de base telles que le

concept de la corrélation périodique, la périodicité stricte ainsi que ’ergodicité périodique



INTRODUCTION GENERALE vi

qui seront trés utiles par la suite.
- - La deuxiéme section se concentre sur ’étude probabilistre du modele PBL (0,0, P, 1)
(et prallelement le modeéle PBL (p,0,p,1)). Elle est composée de 05 phases réparties selon

I’enchainement suivant :

- La premiére phase répond a I’étape préalable qui précede cette étude et qui permet d’ouvrir
un champs de dispersion de sophistication ou encore elle permet de tracer deux axes princi-
paux sur lesquels on peut effectuer notre étude probabiliste. Ces deux axes sont, en effet, les
deux approches connues dans la littérature de 'analyse des séries temporelles a coefficients
périodiques par :

*L’approche de Gladyshev (1961) .

**L’approche de Bentarzi et Hallin (1995) .

Alors, dans un premier temps on explique le principe de chacune de ces approches, puis
on montre que lorsqu’on s’appuie sur I'une ou 'autre on obtient toujours une équation aux
différences stochastique vectorielle d’ordre un mais expliquée par des modeéles différents, i.e,
la premiére approche nous conduira & un modéle autorégressif a coefficient aléatoire (RC'A)
tandis que la deuxiéme nous rameénera & un modeéle autorégressif a coefficient aléatoire pé-
riodique (RCPAR) . Donc, sur le fait que la deuxiéme approche conserve la propriété de la
périodicité, notre intention sera mise par la suite sur celle ci tout en développant quelques
propriétés probabilistes de certains modeles bilinéaires périodiques a travers cette voie de

recherche.

- La deuxiéme et la troisieme phases établissent respectivement les conditions suffisantes
d’existence des solutions strictement stationnaires périodiques et au second ordre périodique
qui restent vrai pour ’ensemble de tous les modeles bilinéaires périodiques ayant une re-
présentation de la forme X; = A, X, 1 + By ou (A, By) est une suite de matrices carrées

aléatoires non nécessairement iid.

- La quatriéme phase s’occupe du calcul des autocovariances du modele PBL (0,0, P, 1) via
deux procédures différentes :

* Approche basée sur I’équation aux différences.

** Approche basée sur la représentation espace d’état.

et cela tout en remettant en cause les qualités de chacune d’entre elle, i.e, en faisant ressortir

la lacune rencontrée dans ce cadre de travail, qui reste un maillon manquant nécessitant une



INTRODUCTION GENERALE vii

attention particuliere pour les recherches a venir.

- - - Enfin, la derniere section vient pour illutrer tous les résultats présentés tout au long de ce
chapitre & 'aide de deux cas particuliers des modeles bilinéaires périodiques ; a savoir le mo-
déle purement bilinéaire et strictement superdiagonal d’ordre un périodique (PBL (0,0,2,1))

et diagonal d’ordre un périodique (PBL (1,0,1,1)).



Chapitre 1

Rappels des concepts fondamentaux

1.1 Introduction

L’étude des modeles de séries temporelles comporte généralement une partie cruciale liée
aux conditions d’existence de solutions stationnaires. Il n’est pas toujours simple d’obtenir
des conditions suffisantes (portant sur les paramétres, la loi des erreurs,...) pour qu’un modéle

admette des solutions stationnaires (au sens strict ou au second ordre).

Par exemple, pour les modeles ARMA (autorégressif moyenne mobile), les conditions
portent sur les racines des polynomes retard (autorégressif et moyenne mobile) mais, la
majorité des modeles de séries chronologiques acceptent des représentations markoviennes
permettant d’étudier la propriété de stationnarité de ces modeéles a travers leurs représen-
tations. Ces représentations peuvent étre linéaires de la forme X,, = A, X,,_1 + B, ou les
matrices A, et B, sont aléatoires et constituent une suite (A, B,) indépendante et identi-
quement distribuée, ou non linéaires de la forme X,, = F' (X,,_1,¢&,), o (g,) est une suite de

vecteurs aléatoires i.i.d et I’ est une application mesurable non linéaire.

Une approche du probleme de la stationnarité, pour le premier type de représentations
(linéaires), est fondée sur les travaux de Brandt (1986) et Bougerol et Picard (1992a, b) tandis
que pour le deuxiéme type de représentations (non linéaires), une telle approche est fondée
sur la théorie des chaines de Markov a espace d’états continu, exposée dans le livre de Meyn

et Tweedie (1996) .
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Dans le présent chapitre, en guise d’introduction, nous énoncons certaines notions et

certains résultats qui s’averent nécessaires a la compréhension des chapitres suivants.

Dans la premiére et la deuxiéme section, nous déclinerons quelques outils proportionnels
aux processus stochastiques et aux processus de Markov respectivement en prenant comme

particularité celui de I’ergodicité, qui fait 'objet d’étude de la troisiéme section de ce chapitre.

Dans la derniére section, nous définissons, en utilisant le théoréme de projection, certains
concepts qui permettent d’établir la représentation markovienne des modéles linéaires et/ou
bilinéaires ; & savoir le concept d’espérance conditionnelle, meilleure prévision en moyenne
quadratique et meilleure prévision linéaire. Ensuite, nous présentons certains résultats re-
latifs a ’étude probabiliste non seulement des modeéles linéaires ou bilinéaires mais de la
quasi totalité des modéles de séries chronologiques, et cela via les fameuses équations aux

différences stochastiques ayant une représentation markovienne linéaire.
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1.2 Processus stochastiques

1.2.1 Introduction

L’analyse d’une série chronologique consiste & trouver un modéle mathématique adéquat
décrivant le mécanisme ayant donné lieu a cette série temporelle dont elle a pour but la
description des principales propriétés du processus générateur de cette série. Formellement,
cette série ce n’est autre que la trajectoire de ce processus comme le montre la définition

suivante :
Définition 1.2.1

Un processus stochastique est une application de S "l’espace des réalisations” dans un espace

de fonctions de variables réelles (temps)
X;:S—F

s—{Xi(s),t €T}
C’est-a-dire pour chaque point s de l’espace des échantillons S, on fait correspondre une
fonction du temps X, (s) appelée "la trajectoire du processus”, ou les observations succes-
sives forment [’histoire du processus.
Une autre définition équivalente, qui vise & présenter les phénomenes aléatoires évoluant
dans le temps, est donnée par

Définition 1.2.2

Un processus stochastique est une collection de variables aléatoires indexées X, = {X;,t € T} jou :
‘T est le domaine d’évolution défini sur un espace de probabilité (2, A, P) et & valeurs dans
un espace d’état E.

- L’espace d’état est l’espace sur lequel toutes les variables aléatoires prennent leurs valeurs,
le plus souvent (R, Br) ot Bgr est la tribu de Borel.

-X; est une variable aléatoire pour chaque t, ot t peut appartenir a un domaine d’évolution
discret (T'=7,T =N) ou continu (T =R), ce qui définit un processus & temps discret et
un processus a temps continu respectivement.

Par ailleurs, lorsque chacune des variables X; vérifie E (X;) < oo, la loi du processus est
partiellement résumée par 1’espérance des différentes variables et par leurs covariances. Si de

plus E (X?) < o0, le processus devient un processus du second ordre, défini explicitement
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dans ce qui suit.

1.2.2 Processus du second ordre

Un processus aléatoire { X;,t € Z} est dit du second ordre (ou encore de carré intégrable)
si et seulement si ses deux premiers moments existent et sont finis, i.e,
FE (X)) < ocet E|X?| < oo,V € Z.

Ainsi, la fonction d’autocovariance d’un processus stochastique du second ordre est définie

par :
v (t,s) = Cov (X4, Xs) = E(Xy — ) (Xs — 1)) ,Vt, s € Z,

ou u, est la moyenne du processus a l'instant ¢.

Par ailleurs, le processus du second ordre le plus simple, le plus utilisable en analyse des
séries chronologiques est le processus bruit blanc. Ces processus ont donné un mouvement
important et remarquable a I’analyse des séries chronologiques stationnaires (depuis 1938
grace au théoréme introduit par Wold, concernant I'existence et 1'unicité d’une décompo-
sition linéaire d’un processus du second ordre faiblement stationnaire) et non stationnaires
(depuis 1961 lorsque Cramer a généralisé le résultat du Wold au cas non stationnaires, ap-
pelé "décomposition de Wold-Cramer"). De plus, grace a cette décomposition que la classe

des modeles linéaires & coeflicients évolutifs dans le temps a été introduite.

1.2.3 Processus bruit blanc : faible et fort

Un bruit blanc {&;} est une suite de variables aléatoires représentant une série de réfé-
rence grace a la transformation spécifique qui lui caractérise, car trouver les transformations
qui décrivent une série donnée comme une transformation d’un bruit blanc est un enjeu de
base dans 'analyse des séries temporelles. De plus, du fait que le bruit blanc peut ramener
I’étude a des variables aléatoires non corrélées et méme souvent indépendantes, on peut dis-
tinguer deux types de bruit dont :
>> Le processus (g;,t € Z) est un bruit blanc fort si ce processus est iid et E (¢;) = 0, Vt. De
plus, si e, ~ N (0,h),Vt, on parle de bruit blanc gaussien (standard si h = 1).

> Le processus (g, ¢ € Z) est un bruit blanc faible si les &; sont identiquement distribués et
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non corrélés ou la propriété de la non corrélation veut dire que les fonctions d’autocovariance

et d’autocorrélation sont respectivement données par :
2 .
o°, sih=0,
v (h) = { 0, ailleurs.
o _ ) Lsih=0,
Pr=9 0, ailleurs.

Dans le cadre de ce mémoire, on utilise la notion du bruit blanc fort lorsque 'on parle de

bruit blanc.

Remarque 1.2.1

Il semble important de rappeler que deux variables non corrélées ne sont pas toujours indé-
pendantes :

XY = Cov (X,Y) = 0 mais la réciproque est fausse.

Cependant, on obtient I’équivalence dans le cas de variables aléatoires gaussiennes c’est-a-

dire: XIIY & Cov (X,Y) = 0.

Comme on a mentionné dans l'introduction, la loi du processus est partiellement résu-
mée par 'espérance des différentes variables et par leurs covariances, lorsque chacune des
variables X; vérifie F'(X;) < oo. En effet, ces moments dépendent en général du temps,
ce qui est génant, quand a partir de 'observation de réalisations du processus on veut ti-
rer de I'information sur la loi sous-jacente de ce dernier. Donc, pour pouvoir obtenir une

accumulation d’information on est amené & considérer des processus dits stationnaires.

1.2.4 Stationnarité (stabilité)

Intuitivement, un processus stochastique (X;,t € Z) est stationnaire si les propriétés pro-
babilistes du processus ne changent pas au cours du temps. Pourtant on distingue deux types
de stationnarité, la stationnarité au second ordre (ou la stationnarité faible ou encore la sta-
tionnarité au sens large) et la stationnarité stricte (ou la stationnarité forte) .

Définition 1.2.3

Un processus (X;,t € Z) est dit stationnaire au second ordre, si (X, t € Z) est un proces-
sus du second ordre dont la moyenne et la fonction d’autocovariance sont indépendantes du
temps.

Ce type de stationnarité est aussi une propriété d’invariance ou de stabilité des deux pre-
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miers moments par translation dans le temps, i.e : F (X;) = E(X;) et V (X;) = V (X) pour
t # s. Mais on ne dit rien sur les moments d’ordre supérieur (autrement dit que ce type de
stationnarité n’empéche pas une variation des moments d’ordre plus élevés ce qui explique
'existence de 'asymétrie de la loi ou I’épaisseur des queues fonctions du temps), ce qui fait
que cette définition, trés commode par ailleurs, est sans doute trop floue.

Au lieu de considérer simplement les deux premiers moments d’un processus, on peut déci-
der de s’intéresser a la distribution compléte des observations. On peut alors accéder a une

définition plus stricte de la stationnarité.

Définition 1.2.4

Un processus stochastique est dit strictement stationnaire si la distribution jointe de X; et
Xiin ne dépend pas de t, mais seulement de h. Autrement dit pour tout k appartenant a
N, toute famille d’instants ti,ts,...,tx appartenant & Z et tout n € N les lois jointes de
(Xey, Xty ooy Xty ) €t de (Xityiny Xtgtny ooy Xtpin) SONt les mémes.

Ici, c’est la distribution jointe qui est invariante par translation. Cette propriété est plus forte
que la précédente car un processus stationnaire au second ordre peut posséder des moments
d’ordre supérieur qui ne sont pas invariants par translation. La notion de stationnarité stricte
et de stationnarité au second ordre se confondent par contre pour les processus Gaussiens
car ceux-ci sont entierement résumés par leurs deux premiers moments. Par contre dés que
I’on sort du cadre Gaussien comme dans les modéles GARCH, on n’a plus de coincidence
entre les deux notions. Il est cependant courrant de se contenter de la stationnarité au second
ordre, car elle est plus facile & décrire.

Remarque 1.2.2

1) La notion de stabilité peut étre défini de la maniére suivante :

Définition 1.2.5 (stabilité)

Etant donné un processus (X, t € Z), celui ci est stable si pour une suite de variables aléa-

toires réelles de L? (0, A, P) , il existe deux constantes m, M positives vérifiant
E|Xi <m,Var(X;) < MVt € Z.

Ainsi, pour la classe des processus stationnaires et ergodiques, on dispose du théoréme suivant

(Breiman, 1968) :
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Théoréme 1.2.1 (stabilité par translation mesurable)

Soit (X, t € Z) un processus stationnaire et ergodique et f une fonction mesurable définie
de R? dans R, alors le processus (Z;,t € Z) défini par Zy = f (..., Xi_1, X4, Xiq1,...) , t € Z
est un processus stationnaire et ergodique.

2) Si 'on considére la dépendance temporelle, la stationnarité du second ordre suppose uni-
quement une stabilité de la corrélation (moment d’ordre 2) : cov (Xy, Xyip) = cov (X, Xgip) -
La stationnarité au sens fort est beaucoup plus forte que cette définition sur le moment
d’ordre 2, puisqu’elle suppose une stabilité de toutes les lois jointes : en particulier, cette
condition implique 1’égalité en loi des couples (X, Xiip) et (X, Xoip) -

3) 1l est trés important de rappeler que, si X; et X, sont deux variables aléatoires de méme
loi et de méme pour Y7 et Y3, telles que cov (X1,Y7) = cov (Xa,Ys), alors on n’a pas égalité
des lois jointes : £ (X1,Y1) # L (Xs,Ys). De plus, si X et Y suivent des lois normales, la loi

du couple n’est pas nécessairement de loi gaussienne.

1.2.5 Causalité

Intuitivement, un processus stochastique est dit causal si on peut exprimer les X; uni-
quement en fonction des &, ¢4 1, ...
Plus précisément on a la définition suivante
Définition 1.2.6

Un processus stochastique (Xy,t € Z) est dit causal s’il existe une fonction mesurable f :

R>* — R telle que X; = f (e4,&-1, ...) presque sirement, pour tout t € Z.

1.2.6 Reégularité et singularité

Dans cette partie, on note par

- F (X) la o0—algebre engendrée par (X;),., ,

- Fi (X) la o—algebre engendrée par { X, s < t},
Foo (X) = N F(X), Freo (X) = V F (X)),

teZ teZ

M (X)) I'espace vectoriel fermé engendré par (X;),., . Tout élément de M (X) est alors, ou
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bien combinaison linéaire d’un certain nombre fini des X, avec des coeflicients constants ou
non, ou bien limite en moyenne quadratique d’une telle combinaison.

M, (X) sous espace fermé linéaire de M (X)) engendré par { X, s < t}, c’est un sous espace
de Hilbert de .2 (Q, A, P).

Moo (X) = I My (X) Moo (X) = V M, (X)),

teZ teZ

- H,, (z) désigne le polynome de Hermite de degré n défini par

Hy () = (=1)" exp {%2} %e}‘p {_%2}

Avec ces notations, la définition de ces deux concepts est donnée par

Définition 1.2.7

Etant donné un processus (X;),., stable, alors

1. Le processus (Xi),o, est dit régulier linéaire si M_ (X) = {0}, et dit régulier non li-
néaire, si F_o (X) = {0,Q}.

2. Le processus (Xy),c, est dit singulier linéaire si M_o (X) = M (X) = M (X), et dit

singulier non linéaire, si F_o (X) =V F (X).
tez

Les relations entre ces deux notions, nous les donnons dans la proposition suivante
Proposition 1.2.2

1. Tout processus (X¢),c, stable, régulier non linéaire est régulier linéaire.

2. Tout processus (Xy),o; stable, singulier linéaire est singulier non linéaire.

Remarque 1.2.3

Cette proposition signifie clairement que la régularité non linéaire est plus forte que la régu-
larité linéaire, et que la singularité linéaire est plus forte que la singularité non linéaire, mais
I'inverse n’est pas vrai (cf. Guégan (1983)). Dans le cas linéaire, on dispose de critéres, de
conditions nécessaires et suffisantes permettant de dire qu’un processus est régulier, citons
néanmoins la condition de Kolmogorov-Szego ot la condition porte sur la continuité de la
densité spectrale évolutive, ou qu’il posséde une décomposition de Wold-Cramer dans la base
de ses innovations. Dans le cas non linéaire, on peut se demander si des résultats analogues
peuvent étre obtenus. En général, il n’est pas possible dans le cas non linéaire (cf. Guégan
(1981)) de disposer de critéres permettant de dire qu'un processus est régulier. On doit donc

travailler cas par cas.
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Si, par exemple, on considére le processus (X¢),., défini par : X; = by Xy 96,1 + &, ol

(€¢);ez, est un processus de bruit blanc fort (i.e une suite de variables aléatoires centrées

2 on suppose de plus que la condition d’inversibilité

et indépendantes), avec var {e;} = o
de ce modele est vérifice (i.e b3,0° < 1), on peut vérifier que le processus (X;),., est un
processus de bruit blanc faible, il est donc régulier linéaire, il est aussi régulier non linéaire
car pour tout ¢t € Z la variable aléatoire X; peut s’exprimer comme combinaison linéaire des

polynomes de Hermite en ;. Ceci implique que F_. (X) C F_ (¢) = {0,Q}.
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1.2.7 Inversibilité

Le concept d’inversibilité joue un role fondamental dans 1’analyse des séries temporelles et
dans les applications statistiques telles que : prévisions, estimation des parametres, évaluation
de la fonction de vraisemblance, certains tests...

Etant donné un processus stochastique X;,t € Z, celui-ci est inversible s’il est possible
d’estimer la suite des variables aléatoires inobservables {e;}, ce qui revient & écrire £; en

fonction du passé et du présent de { X, s < t}, telle que :

~

En — €, — 0 en un certain sens, quand n — oc.

En outre, selon les types de convergence, on peut tirer trois formes d’inversibilité ; a savoir
I'inversibilité au sens faible par la convergence en probabilité, I'inversibilité au sens fort par
la, convergence presque stire (autrement dit que si €; est F; (X )-mesurable pour tout ¢t € Z
alors le processus (X;,t € Z) est fortement inversible) et I'inversibilité au sens de Granger et
Anderson par la convergence en moyenne quadratique. Plus précisément, la suite &, est une
fonction de X7, ..., X; uniquement pour les deux premiéres définitions (inversibilité faible et
inversibilité forte) quant a la derniére la suite &, ne dépend pas uniquement de Xi, ..., X

comme le montre la définition suivante :
Définition 1.2.8 (Granger et Anderson, 1978)
Soit X; un paramétre de série chronologique discret satisfaisant le modéle
Xe = f(Xij,e0j,7 =1,2,...,p)+er, (1.2.1)
ot {€¢},c5 est une suite de variables aléatoires indépendantes inobservables.
En commencant par quelques valeurs initiales
Eo=¢éa=..=¢,p,=0etxp=01=...=0_,=0,
on obtient une suite d’estimateur &; défini par l’équation auz différences suivante

&= Xi — f(thjaétfjaj =1,2, ""p>’

ou &_; = 0 pour ¢t < j. Ainsi, ce modéle est inversible si lim; .., E (&, — 8t>2 — 0.
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1.3 Processus de Markov

Outre la représentation de Wold-cramer, les processus de Markov se considérent comme
une classe de processus stochastiques d’une importance majeur qui a donnée une nouvelle
orientation dans les recherches dés son invention due aux Andrei A. Markov.

Cette partie a comme but de présenter quelques résultats basics sur la théorie des pro-
cessus de Markov ; & savoir les chaines de Markov & espace d’états fini (faisant leur premiére
apparition dans un article publié en 1906), les chaines de Markov & temps continu et les
chaines de Markov avec un nombre infini d’états (généralisations du premier concept par

Kolmogorov en 1931 et 1936 respectivement).

1.3.1 Définition et classification des processus de Markov

Un processus stochastique X; est dit processus de Markov si pour tout sous-ensemble fini

d’instants {t;;i = 1,..., M} tels que t; <ty < ... <ty la distribution conditionnelle de X;

connaissant Xy, Xy, ..., Xy,,_, dépend seulement de Xy,, | :

P{X,, =am/Xyy =21, ., Xy, =xm1} = P{ X4y, =20/ Xepy = Tno1} -
Ce qui signifie que connaissant le "présent" du processus, le "futur" est indépendant du
"passé". Cette propriété est connue sous le nom propriété de markov. L’ensemble X des
valeurs possibles du processus X; est appelé ’espace d’états de ce processus.
Suivant la nature de I’espace d’états ainsi que de I’espace des temps sur lequel est défini le

parameétre "t", les processus de Markov sont divisés en quatre classes, figure 1.3.1

Nature du Espace d’états

parameétre ¢ Discret Continu
Discret Chaine de M a temps discret | Processus de M a temps discret
Continu Chaine de M a temps continu | Processus de M & temps continu

Fig. 1.3.1 Classification des processus de Markov
Remarque 1.3.1
La définition d’un processus de Markov peut étre généralisée en définissant les processus de
Markov d’ordre "r" en considérant que I’état d’un processus X; & un instant donné t,; ne

dépend que des "r" états précédents :
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P {XtM = SCM/th =Ty, "'7XtM—1 = .YJM,l} = P {thw = IM/Xt]\/171 =TMmM-1, "'7XtM—7> = xM,T.} .

Ici la propriété de Markov correspond & l’idée que ’on souhaite résumer 'information conte-
nue dans les variables passées du processus par un nombre fini de variables (les variables
d’états). Dans le cas le plus simple, on souhaite que les variables d’états soient des valeurs
retardées du processus : toute I'information est contenue dans les r valeurs les plus récentes.
Par conséquent, la définition déja donnée d’un processus de Markov concerne les processus
de Markov d’ordre 1. Cette généralisation est plaisante et présente souvent plus de réalisme
que la seule définition des processus de Markov d’ordre 1. Néanmoins, il est important de
noter que le nombre de parameétres nécessaires pour la description de tels processus croit
exponentiellement avec la mémoire "r" du processus. Ceci explique pourquoi on est souvent

amené, en pratique, a se limiter aux processus de Markov d’ordrel.

Afin de saisir intellectuellement les régles suivant lesquelles on formule et on raisonne
dans le cadre de la théorie des chaines de Markov, on s’intéresse d’abord a développer des
résultats en s’appuyant sur un espace d’états dénombrable et puis on donne ’analogue pour
des processus a espace d’états continu sachant qu’un espace d’états est dit :
> Dénombrable s’il est discret avec un nombre d’éléments fini ou infini dénombrable,
> Général s'il est muni d’une tribu (c—algebre) générée d’une maniére dénombrable, notée

désormais B.

1.3.2 Propriété de Markov a espace d’états fini ou dénombrable

Une chaine de Markov a temps discret est une séquence X, X5, X3, ... de variables aléatoires.
L’ensemble de leurs valeurs possibles est appelé I'espace d’états, la valeur X; étant I’état du
processus a l'instant ¢t. Dans toute cette partie, nous travaillons avec un espace d’états discret
"fini ou infini dénombrable" donné dans la plupart des cas par :

1°.E={1,2,.. K},

20 F =1{0,1,2,..., K},

3 FE=N=1{0,1,2,..1,

2 FE=72={.,-101.}.
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Définition 1.3.1 (chaine de Markov)

Un processus stochastique {X;,t € N} défini sur un espace de probabilité (2, P) a valeurs
dans un espace d’états E (fini ou infini dénombrable) est dit chaine de Markov homogéne
s’il vérifie les propriétés suivantes :

1) Pour tout i,j,iq,...,54-1 € E :

P(Xt+1 = j/Xt =10, Xy 1 =l4-1,..., Xo = 2'0) =P (X =j/Xs = Z) = P (t)

2) L’évolution de cette chaine ne dépend pas de l'instant t, mais seulement des états concer-
nés, i.e, Py (t) = P;; Vt.

Remarque 1.3.2

1°. La condition 1) s’appelle la propriété de Markov.

2°. La condition 2) s’appelle propriété d’homogénéité dans le temps.

3°. Les probabilités P;; s’appellent les probabilités de transition de I’état ¢ vers I'état j, ainsi
ces probabilités permettent de construire la matrice de Markov donnée par la définition sui-

vante :

Dfinition 1.3.2 (matrice de transition)

On appelle matrice des probabilités de transition la matrice carrée P = (D) telle que :

ijEE

Vi, je E:0< Py <1,
> P;=1Vie E.

JEE
A noter que la distribution de X, joue un role trés important, notamment pour simuler les
chaines de Markov, d’otl on a la définition suivante :

Définition 1.3.3 (Distribution initiale d’une chaine de Markov)

Soit {X;,t € N} une chaine de markov sur E, la distribution de probabilité (p;,i € E) défi-
nie par P (Xo = 1) = p;, s’appelle la loi initiale.

Cette distribution ainsi que la matrice des probabilités de transition contribuent a déter-
miner la structure de probabilité de la chaine {X;,¢ € N} caractérisée par ses distributions

fini-dimentionnelles données par le corollaire suivant :
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Corrolaire 1.3.1
Les distributions fini-dimentionnelles de la chaine de Markov {X;,t € N} admettant la loi
initiale P, = P (Xo = ig) sont données par :

P(X,=in, Xpn1=1tn1,-.,X0=1p)

=P (X, =14,/ Xpn1=1p1) X .. x P(Xy =11/Xo=10) x P(Xo=1p),n €N,Vig,iy,....7, € E.
Probabiltés de transition d’ordre k& (Equation de Chapman Kolmogorov)
La probabilité de transition d’ordre k, i.e, aprés k étapes, est donnée par

i e

P = Py,

PY = P(Xp = j/X, =1).
Pour calculer les probabilités de transition d’ordre k, on calcule d’abord la probabilité de

transition d’ordre 2, Pi(jz). En utilisant la loi de probabilité totale, on voit que
P = P (X2 = j/Xi =) = P(Xp2 =) NQ/X, =1)
=P (X2 =7)N s (X1 =k) /Xy =i
=P U (Xpy2=J) N (Xp1 = k) /Xy =1
keE

les événements sont disjoints . .
B PN P Xy = /Xy = B) P (X1 = k/ X, = 1)
keE
= >, PyjPix = Py Pyj
keE
Par conséquent, les équations de Chapman Kolmogorov sont données par la relation sui-

vante :

Py = > PR
keE

Distribution stationnaire et distribution limite

Apreés avoir déterminé les distributions conditionnelles, on pense généralement & étudier
Iexistence de ses distributions limites autrement dit on cherche & vérifier la convergence
d’une distribution limite vers une distribution stationnaire. En outre, cette limite dépend
de certaines propriétés structurelles de la chaine (irréductibilité, apériodicité, récurrence et

positivité) comme le montrent les théorémes suivants :
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Théoréme 1.3.2 (ergodicité ou régularité)

Soit {X;,t € N} une chaine de Markov défini sur un espace de probabilité (2, A, P) a valeurs
dans un espace d’états E discret. Si cette chaine est :

- wrréductible,

- apériodique,

- récurrente positif.

Alors, elle est ergodique. Dans ce cas, l'unique distribution stationnaire est confondue avec

la distribution limite.
Théoréme 1.3.3 (stabilité)

Pour toute chaine de Markov ergodique, on a lim Pi(f) existe et ne dépend pas de l’état initial

n—oo

1 dans lequel se trouve la chaine, i.e, elle dépend seulement de l’état d’arrivée j. Ainsi, on

note : lim PZ-(;L) =T;.

n—oo
A noter que le vecteur des probabilités (mg, 71, ...) est appelé loi stationnaire. Pour détermi-

ner cette loi, on commence d’abord par écrire

n+1 n
Pt = 3 PR,

J
k>0

et en utilisant le fait que

: (n) _ ; (n+1) _
Mim Py = Jm Py =

Il vient que

;= y. mpDPy;, avec : Y mp = 1.
k>0 k>0

Ces deux derniéres équations peuvent s’écrire sous la forme d’un produit matriciel liant la

loi stationnaire 7 = (7, 71, ...) & la matrice de transition P = (P;;) :

T=mP
et
Zﬂ'kzl

k>0

donc, la résolution du systéme d’équations ci-dessus fournit la loi stationnaire 7 = (g, 71, ...) .
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1.3.3 Propriété de Markov a espace d’états général

Avant, la distribution du processus était donnée en fonction des probabilités condition-
nelles expliquant le passage du processus d’un état a un autre, connues par probabilités de
transition, mais dorénavant ces derniéres vont étre remplacées par des mesures de probabili-
tés que le processus se trouve dans un ensemble quelconque appartenant a I’espace X muni
d’une tribu B, connues par noyau de transition. Si de plus cette tribu est la tribu de Borel,
I’espace d’états est un espace topologique et si elle est générée d'une maniere dénombrable,
il s’agit d’un espace général. En effet, la relation entre les deux, outre le fait que ’espace
topologique est une spécification d’un espace général, est que le cas général nous fournisse

des résultats pour des ensembles plutot que pour des états individuels (lorsqu’il y a une

topologie).

Définition 1.3.4 (noyau de transition)

On appelle noyau de probabilité de transition ou fonction de transition de Markov toute
famille P = {P (z,B),x € X, B € B} telle que :

1. Pour tout B € B, P (., B) est une fonction mesurable non négative sur X,

2. Pour tout x € X, P (x,.) est une mesure de probabilité sur B.

Les P (x, B) sont appelées probabilités de transition (de x vers B).

Par analogie au cas ou l'espace d’états est dénombrable, i.e en remplacant la matrice de
transition par le noyau de transition, la structure de probabilité de la chaine est toujours
caractérisée par sa loi initiale et son noyau de transition; alors étant donnée une mesure
de probabilité initiale p sur B, les distributions fini dimensionnelles sont données par le

théoréme suivant :
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Théoréme 1.3.4 (Meyn et Tweedie, 1993)

Pour toute mesure initiale i sur B et pour n’importe quel noyau de transition P, il existe
(o, ¢]

un processus stochastique X = { Xy, X1, ...} mesurable défini sur Q l’espace XV, (H Xi) ,
i=0

muni de la tribu F, le produit BN, et une mesure de probabilité P, sur F telle que P, (B)
est la probabilité de l’événement (X € B), ou B € F, donnée pour tout entier n et tout

(n+ 1)-uplet (By, ..., B,) de parties de B par

P, (Xo € By, ..., X,, € By) = / / w(dxo) P (xg,dzy) ...P (xp-1, B,)  (1.3.1)

r0€EBy n—1€Bn—1

A Taide de ces instruments, on peut énoncer la définition suivante

Définition 1.3.5 (chaine de Markov homogeéne)

Le processus stochastique X défini sur (2, F) est appelé chaine de Markov homogéne de
noyau de transition P et de mesure initiale p si les lois fini-dimentionnelles satisfont (1.3.1)
pour tout n.

Concernant le passage des lois fini-dementionnelles aux probabilités d’événements, on dispose
du résultat établi par Chapman-Kolmogorov imposant des conditions sur I'espace d’états

(X, B) qui doit appartenir a l'un des cas suivants :
> (R%, B (R?)), qui est général,
> un espace dénombrable muni de la tribu de toutes ses parties, qui est dénombrable,

> un espace métrique complet possédant une base dénombrable d’ouverts muni de sa
tribu borélienne, qui est topologique.
Noyau de transition d’ordre supérieur "Equation de Chapman Kolmogorov"
Soit n l'ordre supérieur et supposant qu’a l'instant initial la chaine est a 1’état x et elle va
atteindre un autre état B en n étapes, alors cette chaine doit nécessairement passer par un
autre état y a la mme étape (autrement dit qu’elle sera a 'état y dans I'étape m,telle que
m < n). Alors passer de x & B en n étapes est équivalent de passer du y & B en n—m étapes,
ce qui présente le principe général de I’équation de Chapman Kolmogorov. Le déroulement

de cette derniére est comme suit :

En prenant comme mesure initiale, la mesure de Dirac définie par :
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1six e B,

0 sinon ’

P (2, B) = b, (B) , 6, (B) — {

Alors, le noyau de transition relatif a I'ordre n, noté par P", en effectuant le produit de ce
noyau (n — 1) fois avec lui méme, est donné par :

P"(x,B)= [ P(x,dy)P"'(y,B),Vx € X,VB € B,Vn>1.

yeX
Par conséquent, 1’équation de Chapman Kolmogorov peut étre écrite par une simple géné-
ralisation de cette derniére et elle est donnée par

P"(z,B)= [ P™(x,dy) P" ™ (y,B).,Vx € X,VB € B,V0<m <netVn>1.
yeX

Cette derniére signifie également que les valeurs prises antérieurement en y n’ont plus d’im-
portance pour ce qui est postérieur a I’étape m ce qui explique la propriété de I'indépendance
entre futur et passé conditionnellement au présent exprimée par Meyn et Tweedie en 1993
par la propriété suivante

Propriété 1.3.6

Si X est une chaine de Markov sur (Q, F), avec une mesure initiale p, et h: Q2 — R une
fonction mesurable bornée, alors

E(h (Xpi1, Xnioy ) /X0y ooy Xn; Xy = ) = B (h (X1, Xa, ...) /X0 = ).

Classification des ensembles

Définissons pour tout ensemble B € B :

* Le temps de s¢jour dans B (apres la date initiale) / le temps moyen de séjour :

[e.e]
ng=>_ lx,ep, ou 1 désigne la variable indicatrice d'un événement A;
n=1

U(x,B) = E(ng/Xo=1z) = >, P"(z,B),0u la famille {U (z, B)} a des propriétés simi-

n=1
laires & celles d’'un noyau de transition mais les U (z,.) ne sont pas des probabilités.

* Le temps de premier retour & B (hormis 1’état initial) :

Tp=min{n >1: X, € B}.

* La probabilité de premier retour & B partant de z :

L(z,B)=P(1p <o0/Xy=x).

Alors, la classification repose sur la famille {U (x, B)}, U (z, B) représente le temps de séjour

moyen dans B partant de z, dont ’ensemble B est dit :
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> récurrent si U (z, B) = 400,V € B;
> uniformément transitoire si IM < oo tq U (z, B) < M,Vz € B;

> transitoire s’il existe une famille dénombrable (B,,) d’ensembles uniformément transi-

toires telle que B = UB,,.

Avec cette définition, un ensemble récurrent peut également étre transitoire. Par conséquent,
I’ensemble X est toujours récurrent et s’il est dénombrable, on peut évidemment 1’écrire
comme la réunion de tous les singletons uniformément transitoires.

Remarque 1.3.3

Pour tout B € B, ngettp sont clairement des fonctions mesurables de Q a Z, U {co} .

Une autre définition d’importance majeur et qui nous fournisse la plupart des propriétés par
la suite est celle d’'un ensemble petit, introduite par Nummelin et Tuominen, 1982, p.188.
Définition 1.3.7 (ensemble petit)

un ensemble A est dit petit si A est relativement compact et ¢ (A) > 0.

Ainsi, une définition équivalente & cette derniére a été proposée par Meyn et Tweedie, 1993,
est donnée par :

Définition 1.3.8

Un ensemble C' est dit un ensemble petit s’il existe m > 0, et une mesure non triviale v,,

sur B, tel que Ve € C, B € B,

P™ (2, B) > vy, (B). (1.3.2)

Lorsque (1.3.2) est vérifiée, on dit que C' est v, small.

Formes de Stabilité

* Etant donnée une chaine de Markov X = (X;, ¢t € N), la forme la moins restrictive de
stabilité qu’on peut exiger est que la chaine ne consiste pas, en réalité, de deux chaines :
la collection des ensembles qu’on puisse atteindre & partir de différents points initiaux n’est
pas différente. Ce qui nous conduit d’abord & introduire la notion de l'irréductibilité.
Définition 1.3.9 (¢ — irréductibilité)

Soit ¢ une mesure non identiquement nulle définie sur B. On dit que ¢ est une mesure
d’irréductibilité si o (B) > 0= L(z,B) > 0,Vz € X,VB € B.

On dit alors que la chaine X = (X;,t € N) est ¢ — irréductibe.

Maintenant, si cette chaine est o —irréductible, la mesure d’irréductibilité est générée comme
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une mesure d’irréductibilité maximale qui se considére comme son extension du fait qu’elle
définie le rang de la chaine plus convenablement qu'une autre mesure d’irréductibilité arbi-
traire qu’on pouvait construire initialement.

Définition 1.3.10 (irréductibilité maximale)

Si X est ¢ — irréductible pour une certaine mesure @, alors il existe une mesure de proba-
bilité 1 sur B telle que :

1. X est i) — irréductible;

2. Pour toute autre mesure ¢' sur B, X est ¢' — irréductible si et seulement si ¢’ est ab-
solument continue par rapport a ¥ (¢ > ¢');

Si ¢ (B) =0, alors ¢ (B) =0, o B={z:L(z,B) > 0}.

La mesure 1 est alors appelée mesure d’irréductibilité mazximale.

Nous noterons pour une chaine d’irréductibilité maximale ) :

Bt ={BeB:vy(B)>0}.

Définition 1.3.11 (périodicité)

On dit que le noyau de transition P, ¢ — irréductible, est périodique s’il existe un entier
d > 2 et une suite {Ey, .., E;} de d événements.non vides t.q pour i =0,...,d —1 et x € Ej,
P(z,E;) =1 pour j =i+ 1 (mod d). Sinon, on dit que P est apériodique.

** Le deuxiéme niveau de stabilité est ’exigence, non seulement qu’il devrait étre une possi-
bilité d’atteindre les mémes états a partir de points de départ différents, mais que atteindre
tels ensembles d’états devrait étre finalement garanti. Ceci nous conduit & introduire les
concepts suivants :

Définition 1.3.12 (chaines récurrentes/ transitoires)

Soit X une chaine ¢ — irréductible. Elle est dite :

- Récurrente < U (x, B) = 400, Vo € X,VB € Bt

-Transitoire < l’espace d’états est un ensemble transitoire, i.e : 3 (Bj)j X =UB;,U (z,B;) <
J

Mj<+oo,Vx€X.
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Théoréme 1.3.5 (Meyn et Tweedie, 1993)
St X est une chaine ¢ — irréductible, elle est soit récurrente soit transitoire.
Un autre concept de récurrence un peu plus fort fournissant des résultats également plus
forts est donné par celui du Harris-récurrence.
Définition 1.3.13 (Harris-récurrence)
Une chaine X, @ — irréductible, est dite Harris-récurrente si chaque ensemble de BT est
Harris récurrent tel que :
Q(x,B)=P((ng=+o00/Xo=12) =1,z € B.
De cette définition, il est clair que si un ensemble est Harris récurrent, il est évidemment
récurrent car dans le cas de récurrence, le nombre de visite d’un ensemble est espéré étre
infini quant au deuxiéme cas le nombre de visite de cet ensemble est presque stirement infini
expliqué autrement par ’existence d’un renforcement du cas récurrent au cas Harris récur-

rent.

On peut de maniére équivalente définir la Harris-récurrence pour chaque ensemble de Bt ou
bien en fonction des probabilités de premier retour
L(z,B)=P(tp<oo/Xo=2x)=1,2€B.

ou bien en fonction des ensembles petits comme suit :

Théoréme 1.3.6 (Meyn et Tweedie, 1993)

St X est une chaine @ — irréductible. S’il existe un ensemble petit C' tel que

Vee X, L(x,C) =1 alors (X,,n € N) est harris-récurrente.

*#%Au cours d’une variation persistante, la forme maximale de stabilité qu’on peut exiger
est que la distribution de X, ne change pas lorsque n prend différentes valeurs. Ceci est
expliqué, par la propriété de Markov, par l'invariance, sous une translation dans le temps,

des distributions fini-dimentionnelles de cette chaine. Une telle considération nous conduit

a introduire le concept des mesures invariantes et sous invariantes.

Définition 1.3.14 (mesure invariante / sous invariante)

Une mesure non nulle o — finie m sur B est dite invariante (resp.sous-invariante) si
m(B)= [P (z,B) 7 (dx) (resp. 7 (B) > [ P(x, B)w (dzx)),VB € B.

De plus,

- pour une chaine de Markov ¢ —irréductible admettant une mesure de probabilité invariante

7 est dite "positive" et dans le cas contraire elle est dite "nulle", et
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- pour une chaine récurrente, une mesure invariante peut ou non exister. Ces derniéres ont
une importance majeur pour produire des processus stationnaires en considérant uniquement
une forme de stationnarité deés la premiére étape :

Etant donnée une mesure de probabilité initiale invariante p, i.e :

p(B) = [p(dw) P (w,B) = P, (X1 € B),
X
ce qui devient par des remplacements successifs :

w(B) zi(ip(x,dw)u(dx))P(x,B) ziu(dx)ip(:v,dx)P(x,B)
ziu(daj)lm (z,B) =P, (X2 € B)

= [ (dx) P" (. B) = P, (X, € B).

De la propriété de Markov, il est clair que la chaine est strictement stationnaire. Inversement,
elle est strictement stationnaire si et seulement si sa loi de probabilité initiale est invariante.
Une autre raison de 'importance des mesures de probabilité invariantes est liée au compor-
tement ergodique (ou de long terme) de la chaine. Supposons en effet qu’il existe une mesure
de probabilité limite 7, définie par : VB € B, P (X,, € B) — 7 (B) quand n — oo. Alors

7 (B) = lim_ [ p(dz) P" (z,B)

= lim fu(d:c)fP”_l (x,dy) P (y, B)

n—-+00

= [P(y,B) lim [P (x,dy)p(dx)

n——+00

= [ P(y,B)(dy)

Donc 7 est invariante. En particulier s’il existe une unique mesure de probabilité invariante,
la probabilité limite sera indépendante de p. On a le résultat suivant

Théoréme 1.3.7 (Meyn et Tweedie, 1993)

Si X est récurrente, elle admet une unique mesure sous-invariante w (G une constante mul-
tiplicative prés) et cette mesure est invariante. De plus m est équivalente & toute mesure

dvrréductibilité maximale ).
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1.4 Ergodicité

1.4.1 Introduction

L’hypothése ergodique est une hypothése fondamentale de la physique statistique. Elle
s’appliquait aux systémes composés d’'un trés grand nombre de particules, et affirmait qu’a
I’équilibre, la valeur moyenne d’une grandeur calculée de maniére statistique est égale a la
moyenne d’un trés grand nombre de mesures prises dans le temps. Elle est donc fondamentale
pour un bon rapprochement entre la théorie et ’expérience, et elle intervient également pour
le traitement du signal, ou elle consiste & admettre que 1’évolution d’un signal au cours du
temps apporte la méme information qu’un ensemble de réalisations. Un exemple concret qui
facilite la compréhension est le suivant : si, en premier lieu, on prend un dé et on le jette N
fois en I’air, et en second lieu, on prend N dés identiques et on les jettes en 'air tous en
méme temps ; dont le but est de vouloir calculer la moyenne de la face qui sort : I’hypothése
ergodique permet de dire que les deux expériences fournissent le méme résultat, c’est-a-dire
le calcul de la moyenne au fur et & mesure sur les N dés; et cela en supposant que les dés
soient suffisamment séparés les uns des autres lors du jet, pour qu’ils ne s’interchoquent
pas. Cette propriété fondamentale ne peut étre achevée que si la liaison entre les moyennes
statistiques et les moyennes temporelles existe, donc on doit appeler une autre hypothése

connue par ’hypothése d’ergodicité.

La notion d’ergodicité est une notion fondamentale dans I’étude des séries chronologiques
de variables aléatoires dépendantes afin de pouvoir utiliser des théorémes du type de la loi des
grands nombres. En particulier, elle est importante dans 1’étude des processus stationnaires,
des chaines de Markov et des mélanges. Du fait que les chaines de Markov et les systémes
mélangeants présentent deux exemples de systémes dynamiques mesurés, il en sera judicieux

d’eclaircir ces notions.

Un systéme dynamique est un quadruplet (€2, F, u,0) ou (2, F, i) est un espace mesuré
et 6 est une application mesurable de (2, F) qui préserve la mesure u, c’est-a-dire que :
VAe F:pu(0"(A) = u(A). On dit aussi que la mesure p est invariante par 6 ainsi s'il

est le cas, on a presque siirement pour tout n I'invariance de p par 6". Alors, ce systéme est

ergodique si la tribu Z, la famille des événements invariants, est triviale sous pu, c’est-a-dire
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que: VA €Z, u(A) € {0,1}. Ce systéme est dit mélangeant si pour tous événements A et B
appartenant & F, ona: u (AN " (B)) — u(A) pu(B), et si oui, il est forcément ergodique
car 'invariance d’un ensemble A peut étre exprimé aussi, pour tout n, par 14 = 14 0 8"
presque strement, donc 14lyg-n(4) = 14 = 14, presque strement, d’ou (Aﬂﬁ_" (A)) =
p (A) . En faisant tendre n vers +o0o , on obtient p (A) = pu? (A), d’ou pu (A) € {0,1}, ce qui

explique le fait que tout systéme mélangeant est ergodique.

1.4.2 Théoréme ergodique et ergodicité pour des processus sta-

tionnaires

La notion de ’ergodicité pour les processus stationnaires exprime le fait que le processus
peut prendre n’importe quelle valeur dans ’espace des états indépendamment de sa valeur
initiale c’est pour cela qu’elle est expliquée autrement par la propriété d’irréductibilité. Du
fait que la propriété d’érgodicité lie les moyennes statistiques (effectuées sur 'espace des
réalisations sous-jacent & la définition des variables aléatoires qui constituent le processus)
et les moyennes temporelles (effectuées sur les fonctions du temps qui sont les réalisations du

processus), cette propriété est trés importante pour I’établissement du théoréme ergodique.
Intuitivement, un processus aléatoire est ergodique si ses moments peuvent étre obtenus

comme des moyennes & partir d’une seule de ses réalisations. Ceci doit étre vrai en particulier

pour les moments d’ordre 1 et 2 :

Tf (t,w)dt L (1)
%:[:1: (t,w)z (t+ 7,w) dtT:;oRx (t,t+7)

Si 'on examine la premiére équation, on se rend compte que le membre gauche ne dépend
pas du temps, et donc pour que cette équation puisse étre vérifiée, il faut que le processus
ait une moyenne constante. De la méme fagon, pour que la deuxiéme équation soit possible

le processus doit étre stationnaire au sens large, on aura alors
dt
T f T—>oomx
T+ [t w)z(t+7,w)dt — Ry (7)
T T—o0

On peut donc affirmer que pour qu'un processus soit ergodique, il doit nécessairement étre
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stationnaire (au sens large) : ergodicité = stationnarité.
Formellement, ce théoréme est énoncé par :

Théoréme 1.4.1 (Karlin et Taylor, 1975)

Soit (Xy,t € Z) un processus strictement stationnaire et ergodique avec une moyenne finie

w. Alors

17’1
P(lim—g Xk:u>:1
n
k=1

Remarquons que la notion d’ergodicité, qui implique & son tour le théoréme ergodique, est
intimement liée a la propriété de convergence c’est-a-dire on peut distinguer deux types d’er-
godicité ; a savoir I'ergodicité forte par la convergence presque stire et ’ergodicité faible par
la convergence en probabilité ou en moyenne quadratique.

Alors, si le processus est strictement stationnaire, la notion d’ergodicité forte est donnée

par :
Définition 1.4.1 (Ergodicité forte)

Un processus strictement stationnaire est dit ergodique si P ((..., X_1, X0, X1,..) € A) =0
ou 1 pour chaque ensemble A T -invariant.

O, 7 est une transformation 7 : R — R% et le sous ensemble A C RZ est dit 7 -invariant
siTA=A.

De méme, si le processus est stationnaire au second ordre, on a la définition suivante
Définition 1.4.2 (Ergodicité faible)

Soit (X, t € Z) un processus stationnaire au sens faible, tel que E(X;) = p < oo et

—_— n —_—
var (X)) = 0% < oo pour tout t. Soit X, = = >~ X, la moyenne temporelle. Si X, converge
t=1

en probabilité vers p quand n — oo, alors (X;) est ergodique pour la moyenne.
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1.4.3 Ergodicité pour des chaines de Markov a espace d’états gé-

néral, topologique et normé

Dans ce qui suit, on donne des conditions suffisantes assurant I’ergodicité des chaines de
Markov & espace d’états général ainsi deux autres spécifications : espace topologique et
espace normé. Etant donnée une chaine de Markov X, ¢ — irréductible, prenant ses valeurs
sur un espace arbitraire (X', F) avec des probabilités de transition homogeénes P" (x, A) . Soit
p une mesure sous-invariante de X (pour mieux comprendre, 1 devient 7 lorsque la chaine
est ergodique), sur F, = {A € F: 0 < pu(A) < oo}.

» Conditions sur un espace d’états général

Théoréme 1.4.2 (Tweedie,1975)

Une condition suffisante pour que (X;,t € N) soit ergodique est 'existence d’un ensemble

K € F, et une fonction mesurable non négative g sur X tels que

){P(w,dy)g(y) <g(x)-1,z¢K,

et pour un entier B > 0,

!;P(%dy)g(y):)\(x)§B<oo,:v€K.

Si de plus la chaine est apériodique, on dispose du résultat suivant :

Théoréme 1.4.3 (Meyn et Tweedie, 1996)

Si (X, t € N) est une chaine de Markov Harris récurrente, positive de mesure invariante
et apériodique, alors pour toute mesure initiale [

||f,u(dx)P"(x,.)—7rH —0,n — o0

» Conditions sur un espace d’états topologique

Dans la plupart des applications des chaines de Markov, ’espace d’états n’est pas com-
plétement général, mais muni avec une topologie Z. Intuitivement, cette derniére est une
structure englobant les propriétés de I'invariance d’'un ensemble de fonctions, aprés une dé-
formation continue ce qui justifie qu'on doit imposer une condition de continuité sur les
fonctions de transition de la chaine. Mathématiquement, c’est I’ensemble de tous les sous-
ensembles ouverts de X, c’est-a-dire c’est une collection des ensembles contenant :

-(7). Des unions arbitraires des membres de 7 |

-(11). Des intersections finies des membres de 7 ,
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-(1i1). L’ensemble complet X" et ’ensemble vide ¢.

" et les compléments

Les membres contenant un point x sont appelés "les proximités de x
des ensembles ouverts sont appelés "fermés". L’imposition de cette continuité assure, en ef-
fet, que les ensembles compacts ont de mesures finies dont la compacité présente 1’analogue
de la finitude d’un espace dénombrable (espace d’états fini).

On dit qu'une loi de transition { P (z,.)} est fortement continue si, pour tout A € F , P (x,.)
est une fonction continue en z, autrement dit qu’elle est fortement continue si [ P (z, dy) g (y)
est une fonction continue bornée en x lorsque g est une fonction continue bornée sur X'. Cette
forme de continuité est exprimée en appelant la chaine {X;} par chaine de Feller.

Alors, lorsque X est ’ensemble englobant les ensembles compacts d’une mesure positive ¢,
les conditions de I'ergodicité sont données par le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.3 (Tweedie,1975)

Soit {X;} une chaine de Markov ¢ — irréductible sur un espace topologique (X,Z). Si
{P(x,.)} est fortement continue, une condition suffisante pour que {X;} soit ergodique est

Uexistence d’un ensemble K € X et une fonction mesurable non négative g sur sur X tels

que

(i)lp(w,dy)g(y) <g(x)-1lLr¢K;

() [ P(x,dy)g(y) = A(z) < B < oo,z € K, pour un ensemble B > 0.
X

» Conditions sur un espace normé

Supposant maintenant que I’espace X' est muni d’une norme, noté par ||.||, Z est une topolo-
gie généré par la norme et F est la tribu de Borel sur (X', 7). Dans ce cas, sous les conditions
du théoréme précédent, la fonction g peut étre soit g (z) = ||z|| ou g (z) = ||z|| /¢ pour une
certaine constante c. En posant v, = F {|| X,11]| — || Xn|| /X» = x}, on a le résultat suivant :
Théoréme 1.4.4 (Tweedie, 1975)

Soit (Xi,t € N) une chaine de Markov ¢ — irréductible avec une probabilité de transition
fortement continue, une condition suffisante d’ergodicité pour X; est qu’il existe un compact
K sur F avec ¢ (K) > 0, et une constante ¢ > 0 telle que :

Ve S —c Vo ¢ K,

et pour un ensemble B >0, v, < B < oo, Vx € K.
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1.4.4 FErgodicité géométrique

Comme pour l'ergodicité, I’ergodicité géométrique est une notion importante dans le cas
de variables dépendantes mais elle est de plus une notion propre aux processus markoviens
dont elle englobe la condition la plus forte que ’on puisse espérer obtenir pour ce type de pro-
cessus car elle englobe différentes propriétés comme Harris récurrente, ergodicité et mélange.
La définition de cette propriété, liée aux chaines de Markov ¢ -irréductibles et faiblement
de Feller (i.e, pour chaque fonction continue bornée g sur F, la fonction de x définie par
E (g(X;) /X1 = x) est aussi continue), est bien donnée par le théoréme suivant :
Théoréme 1.4.5 (Tweedie, 1983)

Supposons que X;,t > 0 soit une chaine de Feller, qu’il existe une mesure ¢ et un en-
semble compact A avec ¢ (A) > 0 tel que :

(1) Xy, t >0 soit ¢ -irréductible,

(12) il existe une fonction positive continue g : E — R satisfaisant g (x) > 1 Vx € A, et pour
d>0: E(g(Xy)/Xi1=2)<(1=0)g(z), z € A“

Alors X;,t > 0 est géométriquement ergodique.

Et si de plus cette chaine est récurente positive et apériodique, on dispose du résultat suivant
Propriété 1.4.3 (Meyn et Tweedie, 1993)

On suppose que pour une chaine (Xy,t € N) récurrente positive, apériodique et p—irréductible,
il existe un ensemble petit C' € B et les constantes Mo < 00, pe < 1 tels que

|P" (z,C) — 7 (C)| < Mcpl, pour tout n et tout x € X.

Alors, il existe p < 1 et My < oo pour tout x € X tels que

|P" (z,.) —7|| < Msp™,n > 1, (1.4.1)

ot 7 est la mesure de probabilité invariante.

On dit que la chaine (X;,t € N) est géométriquement ergodique si (1.4.1) est vérifiée.
Remarque 1.4.1

Certains processus ne vérifient pas la propriété markovienne, autrement dit que ces proces-
sus ne sont pas des processus de Markov donc le recours & une représentation markovienne
semble important pour vérifier la propriété de I’ergodicité géométrique de ces processus. Dans

le cas des processus bilinéaires, la classe des processus bilinéaires superdiagonaux ne sont
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pas des processus de Markov car : le futur et le passé sont conditionnellement dépendants,
étant donné le présent ; et si on prend le processus bilinéaire superdiagonal le plus simple
définit par le modéle suivant : X; = by X;_o5;_1 + &4, il devient clair que ce processus est non

markovien donc il n’est pas géométriquement ergodique.

1.5 Représentation markovienne des modéles linéaires

Du fait que la représentation markovienne bilinéaire est une généralisation de la représen-
tation markovienne des modeles linéaires en remplacant les matrices de constantes de cette
derniere par des matrices polynomiales en bruits blancs, cette section est une étape prélimi-
naire & la compréhension de la représentation markovienne bilinéaire, et cela en introduisant

quelques concepts de base liés a la représentation markovienne linéaire.

1.5.1 Meilleure prévision linéaire

Dans cette section, nous énoncons quelques définitions et théorémes qui proviennent
essentiellement de Brockwell et Davis (1991). Ici, v dénote un espace vectoriel sur le corps

KC (le corps des réels R ou des complexes C) et ‘H indique 1’espace de Hilbert.
Définition 1.5.1

Un sous espace vectoriel M d’un espace 'H est un sous-espace vectoriel fermé de H si
M contient tous ses points limites (c-a-d. si x, € M et ||z, — x| — 0 ceci implique que

reM).
Théoréme 1.5.1

Soit M un sous-espace vectoriel fermé non-vide de H. Alors pour tout x € H, il existe un
unique T € M tel que

~ || = inf ||z —y|.
lz = 2l = inf flo -y

L’élément T est appelé la projection (orthogonale) de x sur M, qu’on note Pyx; aussi, nous

interprétons © = Py comme la meilleure prévision de x dans M.
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Théoréme 1.5.2

Soit M un sous - espace vectoriel fermé non-vide de H; alors Pypx vérifie l’équation
(x — Py, y) = 0 pour tout y € M.
Dorénavant, cette équation sera appelée l’équation de prévision. Cette équation s’avére trés

utile puisque c’est elle qui détermine [’expression de la projection Pax.

Définition 1.5.2
Soit un espace de probabilité (2, F,P), nous disons que X appartient a ’espace
L2 =12(Q,F,P)” si E[X? = [, X (w)*P(dw) < cc.

L2 est un espace vectoriel dont la norme est induite par le produit scalaire

N

(X,Y)=E[XY], c—a—d [|X]|=(E[x?)

IL? est complet (si on identifie des variables presque stirement égales) et par conséquent 1>

est un espace de Hilbert.
Définition 1.5.3

Si M est un sous - espace vectoriel fermé de L2 et X € .2 , alors la meilleure prévision en

moyenne quadratique de X dans M est ['unique élément XeM qui vérifie :

S = = g
Le théoréme de projection identifie donc immédiatement X, T'unique meilleure prévision
en moyenne quadratique de X dans M, comme la projection PyX. Dans L2, Py, X vérifie
I'équation de prévision :  E [W Py X| = E [WX] pour tout W € M.

Il existe bien entendu d’autres définitions possibles pour la "meilleure" prévision, mais pour
les processus avec des moments d’ordre deux finis, la définition de "meilleure prévision en
moyenne quadratique" nous permet d’avoir une théorie sur les prévisions qui est simple,
élégante et trés utile dans la pratique. Lorsque nous sommes plus spécifiques concernant le
sous - espace fermé M (i.e, en précisant la forme qui peut prendre les v.a de cet espace),
la. définition (1.5.3) nous améne aux concepts d’espérance conditionnelle et de meilleure

prévision linéaire.
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Définition 1.5.4

Soit Z,...... , Zy, des variables aléatoires appartenant a L2, M(Z......., Zy,) le sous espace vec-
toriel fermé de 1L composé de toutes les variables de 1.? de la forme ¢(Z1, ...., Z,) pour une
fonction de Borel quelconque ¢ : R™ — R, et X € 12
Soit Enz,....z,) [ X] Uespérance conditionnelle de X dans M(Zy, ..., Zy,), c-a-d

Emz,..z) [ X = EX/M(Zy, ... 2,)) = E[X/Zy, ..., Zy] .
La meilleure prévision en moyenne quadratique de X dans M(Zy, ..., Z,) est l’espé-
rance conditionnelle Enqz,,..z,) [ X] .
Selon le théoréme de projection et la définition de meilleure prévision en moyenne quadra-
tique, la projection de X sur M(Zy, ..., Z,), Prmz ... ) (X), correspond & Epq(z,,..z,) [ X]-

L’expression de Euq(z,,...z,) [X] vérifie bien I'équation de prévision :

E [w Bz, [X]| = Ew X] ,pour tout w € M(Zy, ..., Z,).
Définition 1.5.5
Soit Y1, ....., Y, des variables aléatoires sur IL2. "L ’enveloppe linéaire" des variables 1,Y1, ....., Y,

est le sous - espace vectoriel fermé de 1.2 composé de ’ensemble de toutes les combinaisons
linéaires V.= X g+ M Y1+ .... + A\ Y, 0u Ao, ..., \, € K.
Nous notons cette enveloppe par sp{1,Y1,....Y,}.

Définition 1.5.6

La meilleure prévision linéaire de X en fonction de 1, Zy, ..., Z, est la meilleure prévision

en moyenne quadratique de X dans sp {1, Z1,....Zyn}, Pyaz,,..2,3(X).
Remarque 1.5.1
Lorsque X est de moyenne nulle alors : Py 7, 2,3(X) = Pz, 2,3(X)

Avec la meilleure prévision linéaire nous ne pouvons jamais avoir une erreur en moyenne

quadratique inférieure a celle obtenue avec "L’espérance conditionnelle, Frz,... z,) [ X],
¢ — a — d nous n’avons jamais ||X — Psﬁ{Lth’Zn}(X)||2 < HX — PM{ZI7.,,,ZR}(X)||2, cecl est
évidemment da au fait que sp{1, 71, ..., Z,} C M(Z1, ..., Zy,).

Néanmoins, la meilleure prévision linéaire joue un role d’'une trés grande importance pour
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les raisons énumeérées ci dessous :

(a) Elle est plus facile & calculer que Euq(z,,..z,) [ X], puisque la détermination des projec-
tions sur M(Zy, ..., Z,) est habituellement tres difficile, étant donné la nature complexe de
I'équation de prévision pour le sous-espace M(Z1, ..., Z,).

(b) Elle dépend seulement des moments d’ordre un et deux, E [z], E [2], E [z z;] et E [z 2]
de la distribution conjointe de (X, Z1, ..., Z,,).

(c) Si (X, Zy, ..., Zy,) est une distribution normale multivariée alors :

Poi,z1,,20(X) = Epmyz,,.z,y [ X]

Nous comprenons donc mieux pourquoi la meilleure prévision linéaire est celle qui se ren-
contre le plus fréquemment. C’est d’ailleurs cette prévision qui nous permettra d’établir la
représentation markovienne. Toute fois, c’est a partir de ’espérance conditionnelle que nous

obtiendrons la représentation markovienne bilinéaire.
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1.5.2 Représentation markovienne

La représentation markovienne (ou représentation de l’espace d’états) est considérée
comme une approche trés générale dans la modélisation des séries chronologiques univa-
riées et multivariées. Cette représentation joue un trés grand role dans I’étude des séries
chronologiques, tout spécialement en ce qui a trait aux filtres de Kalman. Ce concept a
d’ailleurs été originalement développé par des ingénieurs en controle (voir Kalman [1960],
Kalman et Bucy [1961] et Kalman, Falb et Arbib [1969]). Akaike semble étre le premier a

avoir appliqué le concept directement & ’analyse des processus ARMA.

L’état d’un systéme est généralement interprété comme ’ensemble minimum d’informa-
tions provenant du présent et du passé qui fait en sorte que le comportement futur du systéeme
peut étre complétement déterminé par la connaissance de 1’état présent et de "'input" fu-
tur. La représentation de ’espace d’états est donc basée sur la propriété markovienne qui
implique que, connaissant I’état présent d’un systéme, le futur de ce dernier est indépendant
du passé. Cela explique pourquoi la représentation de I'espace d’états est également appelée

la représentation markovienne.

Le fait d’avoir une représentation markovienne pour les processus stochastiques constitue
un atout important, cela nous permet d’avoir une meilleure connaissance de la structure

probabiliste de ces modéles.

Dans cette section, nous traitons uniquement la représentation markovienne des processus
linéaires. Plus loin, dans le chapitre 2, la représentation markovienne bilinéaire sera étudiée.

Nous citons maintenant quelques définitions tirées de Wei (1990) et de Akaike (1974b) .

Définition 1.5.7

Soit X, € R™ lout put d’un systéme linéaire homogéne (dans le temps). La représentation
de lespace des états (ou représentation markovienne) de X, est de la forme :

Ziy = AZy + BWi,
Xt — OZt,

ou t représente le temps, Z; est un vecteur d’états du systéme au temps t de dimension k,
Wiy est un vecteur de dimension n de [input du systéme au temps t et X; est un vecteur de
dimension m représentant l’out put du systéme au temps t. A, B et C sont respectivement

des matrices constantes de dimensions k X k, k Xn et m x k.
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Notation : Dans cette section, nous notons par : Y3 ;/y, la meilleure prévision linéaire de
Y, (j = 0,1,...), dans l'enveloppe linéaire {W,, W;_4,...,W;_,}. La variable W,_, est la
derniére donnée du passée prise en considération.

Définition 1.5.8

Lorsque input W, et lout put X; sont tous deux stochastiques, la représentation marko-

vienne de {X;} est alors de la forme :

Ziy1 = AZy+ BHyy,
Xt - CZt + Ut,

(1.5.1)
ot Hyy 1 est un vecteur de dimension n qui correspond a l'innovation de {W;} au temps t+1,
c—a—d Hyy =Wy — Wt-ﬁ-l/Ht' La variable U, est un vecteur de dimension m indépen-
dant de Z; (pour que la représentation soit markovienne) et des inputs présents et passés
Wi, Wi, ..., Wiy,

Théoréme 1.5.3 (Akaike, 1974 b)

Considérons deux processus, {X;} (linéaire) et {W;}, appartenant a l'espace 1>, qui sont
de moyennes nulles, stationnaires, conjointement gaussiens et mutuellement corrélés avec
covariance R; = E (X4;W)) pour tout t. Les variables X; et W, sont respectivement des

vecteurs de dimensions m et n.

Si nous avons pour hypothése :

H, : L’espace de préuvision P, = sp {XHWH” (j =0,1, )} est de dimension finie, alors
{X:} admet une représentation markovienne de la forme (1.5.1).

Théoréme 1.5.4 (Akaike, 1974 a)

Soit {X;} € L? un processus stationnaire de moyenne nulle et de dimension m. La repré-

sentation ARMA de {X:} et la représentation markovienne suivante sont équivalentes :

Ziyn = AZ + BHy 4,
Xt = OZt7

ot Uy = 0 lorsque Xy = W, pour tout t.
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1.5.3 Les équations aux différences stochastiques

Il est trés connu que "les équations aux différences stochastiques" posent leur intervention
dans certaines classes de modéles souvent utilisés dans la littérature de I'analyse des séries
chronologiques. Autrement dit, la quasi totalité des modeles de séries chronologiques peuvent

étre exprimés sous la forme de cette équation qui est du type suivant

ol X, et B, sont des vecteurs aléatoires définis en R?, les matrices A,, sont de dimension
d x d, et le processus {(A,, B,),n € Z} est strictement stationnaire et ergodique. En outre,
les propriétés de stationnarité de ces modeles sont directement liées a celles des solutions de
cette équation. Par conséquent, il est suffisant de restreindre 1’étude sur cette derniére.

Comme notre principal objectif porte sur 'existence des conditions nécessaires et suffisantes

d’une solution stationnaire unique de cette équation, Brandt (1986) a établi le résultat suivant
Théoréme 1.5.5 (Brandt, 1986)

Soit {(Ay, Bn) ,n € Z} un processus strictement stationnaire ergodique tel que E (log™ || Ao||)
et B (logJr ||BO||) sont toutes les deux finies. Supposons que le plus grand exposant de lyapou-
nov 7y défini par v = inf { E (n%l log |AgA_1...A_,||) ,n € N} est strictement négatif. Alors,

pour tout n € Z, la série

+0o0
X, = ZAnAnfl'-'Anfleanka
k=0

converge presque sirement, et le processus {X,,n € Z} est l'unique solution strictement
stationnaire de (1.5.2).
A noter que lorsqu’on se place dans le cas ou (A, B,) est i.i.d, I'équation (1.5.2) vérifiera

un modele autorégressif généralisé comme le montre la définition suivante :
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Définition 1.5.9

Un modéle autorégressif généralisé est un modéle de la forme
Xn+1 = ATL+1XTL + BTL+17 n e Z’ (153)

ot {(An, B,) ,n € Z} est une suite de variables aléatoires i.i.d définies sur (2, A, P) avec
des valeurs en R?. La solution de cette équation est une séquence de R? variables aléatoires
pour laquelle (1.5.3) est vérifiée.

Dans ce qui suit, on s’est intéressé aux solutions stationnaires non anticipatives, dans le sens
de la définition suivante et dont les propriétés de causalité et de mesurabilité ne sont pas
supposées. En effet, il en sera ainsi une conséquence du premier théoréme principal qui est
actuellement vrai sous la condition d’irréductibilité.

Définition 1.5.10

Une solution strictement stationnaire non anticipative de (1.5.3) est un processus stricte-
ment stationnaire {X,,n € Z} qui est une solution de (1.5.3) tel que, pour tout p € Z, X,
est indépendant des variables aléatoires {(A,, B,),n > p}.

En dehors de cette hypothése, le théoréme inverse de Brandt n’est pas vrai; par exemple, si
B,, est identiquement nulle, alors X,, = 0 est une solution stationnaire pour n’importe quelle
séquence {A,}. Afin d’éviter cette situation dégénérée, on introduit la condition d’irréduc-
tibilité suivante. La proposition (1.5.8) et le corollaire (1.5.9) vont nettement éclaircir le role

de cette hypothese.
Définition 1.5.11

Un sous espace affine H de R est dit invariant sous le modéle (1.5.3) si {Aow + Bo; v € H}

est inclus dans H presque sirement. Le modeéle (1.5.3) est irréductible si R? est l'unique sous
espace affine invariant.
Alors le premier résultat principal n’exige aucune condition d’intégrabilité. Il est donné par

le théoreme suivant :
Théoréme 1.5.6 (Bougerol et Picard, 1992)
Considérons le modeéle (1.5.3) avec des coefficients i.i.d. Supposons que ce modéle est irré-

ductible et qu’il a une solution strictement stationnaire non anticipative {X,,n € Z} . Alors

il ressort
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(1) AgA_1...A_y converge vers zéro presque strement lorsque k — +o0.
+o00o

(13) Pour tout entier n, X,, = >, ApAn_1...An_k11Bn_k,00 la série converge presque sire-
k=0

ment.

(1ii) Cette solution est l'unique solution strictement stationnaire de (1.5.3) .
Le deuxiéme résultat principal est donné par le théoréme inverse de Brandt suivant

Théoréme 1.5.7 (Bougerol et Picard, 1992)

Supposons que le modéle autorégressif généralisé (1.5.3) avec des coefficients i.i.d est irréduc-
tible et que E (log™ ||Aol|) et E (log™ || Bol|) sont toutes les deu finies. Alors (1.5.3) admet

une solution strictement stationnaire non anticipative si et seulement si ’exposant de lya-
pounov vy est strictement négatif.
La prochaine proposition peut étre la premiére étape dans I’étude de situations non irréduc-

tibles.

Proposition 1.5.8 (Bougerol et Picard, 1992)

Supposons que le modéle (1.5.3) a une solution strictement stationnaire non anticipative

{X,,n € Z}. Soit H le sous espace affine minimal de R? tel que P(Xo € H) = 1. Alors H

est invariant sous le modéle et n’importe quel sous espace invariant de H porte une solution
strictement stationnaire non anticipative.
Une conséquence immédiate du théoréme 1.5.5, théoréme 1.5.7 et la proposition 1.5.8 est le

corollaire suivant :

Corollaire 1.5.9 (Bougerol et Picard, 1992)

Considérons le modele (1.5.3) avec E (log™ ||Aol|) et E (log* ||Bo||) sont finies. Supposons
qu’il existe une solution strictement stationnaire mon anticipative qui n’est pas porté par
Uhyperplan affine. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(1) L’exposant de Lyapunov est strictement négatif.

(17) Le modéle est irréductible.

(1ii) 1l existe une unique solution stationnaire.



Chapitre 2

Les Modéles Bilinéaires

2.1 Introduction

Récemment, plusieurs travaux qui traitent les modéles non linéaires de séries chronolo-
giques ont vu le jour, démontrant ainsi la limitation du champ d’application des modéles
linéaires de séries chronologiques et le gain qu’on peut gagner en s’intéressant aux modeéles
non linéaires. En effet, dans plusieurs disciplines, ’existence de la non linéarité entre va-

riables est reconnue.

Parmi les modeéles non linéaires, on peut citer les modeles bilinéaires (BL) , les modéles au-
torégressifs a seuil (TAR), les modeles autorégressifs exponentiels (EX PAR), les modéles
ARCH jetc.

Dans ce chapitre on étudie le modeéle bilinéaire d’ordre (p,q, P,Q) a valeurs réelles, noté

BL(p,q, P,Q) défini par la relation de récurrence suivante :

Q
Z a; X + Z ci€i—j + &1+ Z Z bik Xi—j€t—k, (2.1.1)

j=1 k=1

ol X est un processus stochastique défini sur un certain espace de probabilité (2, A, P),
pour tout ¢ € Z et ot les coefficients (a;,1 <i <p),(¢;,1 <j<q), (bjy,1 <j<Q,1<k<P)
sont des constantes et ou (g4, € Z) est une suite de variables aléatoires indépendantes équi-

distribuées, gaussiennes, centrées, de variance finie o2, définies aussi sur 'espace de proba-

bilite (Q, A, P).

38
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On peut distinguer trois classes de modeéles bilinéaires :

* Les modeles bilinéaires diagonaux :

p q P
Xt = Z az‘Xt_i + Z Ci€¢—j + &+ Z ijt—jgt—j-
=1 j=1 j=1

* Les modeles bilinéaires superdiagonaux :

P q P Q
Xt = E CliXt,i + E Cj€t—j + &+ E E bijt,jaSt,k.
i=1 j=1 j=1 k=1
Jjzk
* Les modeles bilinéaires sousdiagonaux :
P q P Q
Xt = E aiXt_i + E Ci&¢—j + &+ E E bijt—jgt—k-
i=1 j=1 j=1 k=1
j<k
Certains résultats ne concernent que des classes particulieres de modéles que nous préciserons.

Par ailleurs, il est trés visible que (2.1.1) est une extension naturelle non linéaire des modéles

ARMA obtenue en ajoutant la forme bilinéaire {X;_;, ;_;} .

Une approche naturelle pour commencer I’étude d’un modele est d’en faire une description
approfondie afin d’avoir une premiére idée de son comportement. Pour ce faire, on a choisi
05 séries caractérisant deux cas particuliers des modeéles bilinéaires suivants :

> Le modele BL (1,0,1,1) :

(S1): X4 =04X, 1+ 04X, 1641 + &4,

(52) : Xy =0.7Xy1 + 04X, 1601 + &4,

(S3): Xy, =0.7X, 1 +0.7X, 16,1 + &

> Le modele BL(0,0,2,1) :

(54) : Xy = 0.2X, 9641 + &4,

(S5) : Xy = 0.7X; 951 + &4,

Les caractéristiques marginales des cinq séries (moyenne, écart-type, quantiles) sont données

dans le tableau suivant :
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Min Max Moyenne | Ecart-type | Q1% as% Q10% Q25%
(51} -2.8394 10.4606 0.6283 1.4607 -1.9492 | -1.3217 -0.9461 -0.2899
(52} -3.2908 21.0776 1.2004 2.2339 -2.0108 -1.3177 -0.9122 -0.1678
(53} 1.9456% ¢ | 514.8527 -3.8766 104.5780 -8.4512 | -1.8542 -1.0307 -0.1748
(54} -3.0151 3.2657 0.0343 1.0200 -2.2941 -1.6056 -1.2650 -0.6694
(55} -9.3847 14.7106 -0.0154 1.4699 -3.4247 | -2.0384 -1.4938 -0.8530
Q50% Q75% Q90% Q95% Q99% interguartile
(.5"1} 0.4087 1.32859 2.3084 3.1576 5.1566 1.6188
(52} 0.8111 1.9664 3.7816 5.0846 9.1575 21342
(53} 0.9432 3.2820 8.0220 12.6681 25,2898 3.4568
(54} 0.0206 0.7455 1.3659 1.6871 2.4080 1.4153
(55} -0.0518 0.8008 1.6020 2.1030 3.2368 1.6538

40

On peut constater que pour la série (S3) il existe un grand pourcentage de valeurs extrémes

par rapport a la série (52). Cela se traduit par un écart-type trés important par rapport a

I'interquartile, et par une augmentation de la moyenne par rapport a la médiane. Ainsi, ces

deux derniéres séries définissent un modele bilinéaire diagonal d’ordre un, ce qui montre le

fait que les séries du modéle purement bilinéaire et strictement superdiagonal d’ordre un ne

portent pas de valeurs extrémes. Afin d’illustrer quelques caractéristiques de non linéarité

qui porte ces modéles, on présente dans les figures ci-dessus des réalisations présentant la

trajectoire de ces séries ou dans chaque cas les {¢;} sont des variables aléatoires indépen-

dantes suivant la loi N (0,1) et chaque réalisation est formée de 1000 informations :

Trajuctoun g 1n wivie (51)

Trajectoirs on 1 wirie (S1)

MM 'WW‘MW Il

J ‘ il il '
..Hl'n,'ﬂ]‘lhjr,'h‘#ﬁd.’“w‘lrrlwwﬁ ! Wut'L =

+
B
R A EE E R R R R R

Trajecteine de Ia sine (54)

Triectire do Ie side {S5)

T wm om owm ow om om owm m W e
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Remarquons que pour les deux types de modéles, 'amplitude de ’explosion devient
importante de plus en plus que le coefficient du terme bilinéaire est élevé. Ainsi, la série

(53) est une série explosive dont on a déja remarqué la forte proportion de valeurs extrémes.

Par ailleurs, on peux examiner la distribution de la loi de probabilité de ces modeles a

travers leurs histogrammes correspondants :

- Hestogromme de ta sbre (S1) Hstogromme de la séde (52)

N

2 [ z % 5 s » [ e 5 [ 0 [l " m F

Histogramme de la sirie ($3) Histogramme do to siie (S4)

a I~
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-
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On peut voir que les queux de ces séries ne sont pas fines ou encore plus épaisses en les
comparents avec celles de la loi normale. Ceci est expliqué théoriquement par le fait que la
valeur du Kurtosis des modeéles bilinéaires est supérieur a celle de la loi normale (qui est

égale a 3).
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L’étude des modéles bilinéaires a travers leurs principales propriétés probabilistes laisse pré-
coniser 'existence et 'unicité d’une solution stationnaire (stricte et au second ordre), I'inver-
sibilité, I'ergodicité, la fonction de covariance, I'existence des moments d’ordre supérieur et
des cumulants. Elle sera établie selon deux approches dont les preuves de certains théorémes
sont renvoyées en annexe pour ne pas alourdir la lecture :

-L’approche par représentation d’état qui permet de généraliser de fagon élégante des résul-
tats obtenus par Akaike (1974a) pour les processus ARMA.

-L’approche directe qui s’appuie sur une représentation vectorielle des modeéles bilinéaires.

2.2 Etude probabiliste des modéles bilinéaires via leurs

représentations markoviennes

Tous les résultats de cette étude ont été établi sur la base que les processus bilinéaires
représente une généralisation des processus ARM A. Toutefois, en nous inspirant des résul-
tats connus dans I’étude des séries chronologiques linéaires, qui proviennent principalement
d’Akaike (1974a, 1974b), que nous expliquons les étapes de construction de quelques résul-
tats relatifs aux séries chronologiques non linéaires tels que les représentations markoviennes.
En outre, pour les modeles bilinéaires, il existe deux représentations markoviennes ; a savoir
la représentation markovienne bilinéaire pour les processus bilinéaires diagonaux et super-
diagonaux ainsi la représentation affine en 1’état polynomial en entrées pour les processus

bilinéaires généraux.

La suite de cette partie est consacrée a I’étude d’un certain nombre de propriétés proba-

bilistes des processus bilinéaires & partir de leurs représentations.
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2.2.1 Construction des représentations markoviennes

Dans toute cette partie, le processus {X;,t € Z} est un processus centré strictement station-

naire ayant ses moments d’ordre deux finis.

Représentation bilinéaire markovienne

On note :

*H, = 'espace des variables aléatoires mesurables de carré intégrable.

xF, =la o_algebre générée par les X;, s < t.

*Y (u\H,) = la valeur prévu conditionnelle de la variable (ou le vecteur) Y, donnée par H;.
On définit :

* Iespace des prédicteurs non linéaires P; comme le sous- espace fermé engendré par les pré-

dicteurs : Xt+k\Ht = E(X6\Fy), k=1,2,..., cest-a-dire : P, = sﬁ{X’Hk\Ht,k =12, }

*L’espace d’innovation Z; comme le sous espace fermé engendré par les variables aléatoires
XtJrk\Ht— Xt+k\Ht,1 , k =1,2,...,(ou bien c’est 'espace qui correspond a I’enveloppe linéaire
de ces variables), c’est-a-dire : Z; = sp {)A(Hk/Ht — Xt+k/Ht,1, k=1,2, } .
Par analogie au cas linéaire, on introduit les hypothéses suivantes :
« (Hy) : L’espace des prédicteurs est de dimension finie.
* (Hy) : Les éléments de Z; peuvent s’exprimer sous la forme : g, Y; 1 + cey + d (ef — 02) ,
ou :

e = X; — Xt/Ht_l

» YV(t—1) e H

» c,d sont des constantes

» 02 = F (¢2/F,_1) est supposée constante.
« (Hs) : Les variables aléatoires Y; de ’hypothése H; appartiennent au sous-espace vectoriel
Py (m) engendré par P, et par les variables aléatoires Xy, ..., Xy, 11, pour un certain m > 0.

Sous ces hypotheéses, la représentation markovienne bilinéaire des modeéles diagonaux et su-

perdiagonaux s’obtient naturellement, et elle est donnée par la proposition suivante :
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Proposition 2.2.1
Soit Zy un vecteur ayant pour composantes les éléments d’une base de Pi(m). En utilisant
(Hy), (Hy) et (Hy), on obtient

{ Xe=HZ 1 +e¢,

(2.2.1)
Zt = AZt_l + BZt_lé‘t + 08t + D(€% — 0'2),

ol €; est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées avec :
E(e\Zi_1,...) =0, E(e2\Z;_1,...) = 02, et ou A, B, sont des matrices carrées, (n x n), C,
D, sont des matrices colonnes, (n x 1) et H est une matrice ligne (1 x n).

En effet :
Soit (Z1, ..., Z,) une base de l'espace de prévision P; et Z; le vecteur des composantes Z; ;.

L’hypothése H, implique que les variables X, /H, et Z, /H,_, sont obtenues par des transfor-
mations de Z;_1, c’est a dire :
{ Xy, = HZy 4,
Zum, , = AZ; 4,
pour certaines matrices lignes et carrées, H et A (qui ne dépendent pas de t par la station-
narité de {X;}).
Toutefois, contrairement au cas linéaire, cette hypothése n’est pas suffisante pour détermi-

ner une représentation markovienne adéquate de X;. Il en est ainsi puisque, dans le cas non
linéaire, X; — Xt /H,_, et 2y — ZAt/HF1 ne sont pas toujours des multiples de &;.

Nous savons que les composantes du vecteur Z; — 7, /H,_, appartiennent a I'espace Z; engen-
dré par XS/Ht — X'S/H,H, s>1.

De plus X; — X, /H,_, et les éléments de Z; ne sont pas corrélés avec les éléments de I'espace
H,_,, c’est -a -dire :

E ((X/H _ Xs/Ht,1> v) — 0,V V € H, 4, s>t.

Donc, il s’avére nécessaire d’avoir I’hypothése H; qui assure ’orthogonalité entre les éléments
de Z; et H;.
Si nous permettrons a Y; de varier librement dans H;, I’espace Z; ne peut étre déterminé par

un ensemble fini de paramétres, et nous ne pouvons alors espérer avoir une représentation



CHAPITRE 2. LES MODELES BILINEAIRES 45

avec un nombre fini de paramétres.
L’hypothése Hy vient restreindre le domaine de Y;.
Comme nous ’avons vu, I’hypothese Hy implique que :

{ Xom, = HZ 4,

Zum, = AZ .

Et si, en vertu de ’hypothése Hs, nous posons Y;_; = Z;_; dans ’hypothése Hi, il s’ensuit
alors que {X;} a une représentation de la forme (2.2.1) .
Remarque 2.2.1
1°/ la représentation (2.2.1) est une représentation bilinéaire markovienne dont :
- (et,t € Z) est le bruit,
- Zy = (Zigy ey Zn,t)' et ses composantes sont appelées vecteur d’état et variables d’état,
respectivement.
- (Zy,t € Z) est markoviennes si ¢; est indépendant de Zg, s < t.
- La présence du terme o2 a pour but de centrer le modéle.
2°/ les matrices H, A, B, C, D qui vérifient I’équation (2.2.1) se différent, selon que les mo-
deles bilinéaires soient superdiagonaux ou diagonaux, comme suit :

- Les modeles bilinéaires superdiagonaux admettent la représentation (2.2.1) , Pham (1985) ,

avec :
0 1 0
0 0 1 0 0 o 0 0 0
1 . .
A(nxn) = 0 a; 1 ) B(nxn) = blm T blO 0 --- 0 )
0 as : :
) bomm -+ bnmo 0 - 0
Ay Ap-1 *°* Qpem °°° 0

Cinx1) = (0)07*“7176“+Cl7-'-7an—m+Cn—m)/7D(n><1) = (0707”-7b107”an—m,O),aH(lxn) =
(1,...,0).

- Les modeles bilinéaires diagonaux admettent la représentation (2.2.1),Guégan (1988),

avec :
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ap 1 0 0

a, 0 1 0 by 0 --- 0
Apsry = | ¢ oo Baxny = | .

ar—1 0 -+ 0 1 b, 0 --- 0

a 0 0 --- 0

Cux1y = (a1 +c1, ..., ar —l—cT)',D(Ml) = (bl,...,b,)',HuXr) =(1,...,0), a;j = 0 pour j > p,
bj =0 pour j > P,c¢; =0 pour j > g et r = max (p,q, P).

3°/ En ce qui concerne les modeéles bilinéaires sous diagonaux, Guégan (1988) a donné une re-
présentation markovienne pour ces modéles, qu’elle a nommé représentation [—markovienne.

Pour plus de détail on peut se référer & Guégan (1988, chapitre 5, p.165) .

Représentation affine en I’état des modéles bilinéaires

En posont
At =A + B€t,
H; = Ce; + De2,

la deuxiéme équation de (2.2.1) devient : Z;, = A, Z; 1 + H;.
Cette derniére, d’aprés Pham (1986), reste vraie dans le cas général ou A;, H; sont une ma-
trice et un vecteur polynomial en ¢, de degrés P’ + 1 et P’ + 2 respectivement.
D’ou :
Une représentation markovienne affine en I’état des processus bilinéaires définis par (1.1.1),
stationnaires et appartenant a IL?, a été introduit par Pham (1986), et elle est de la forme :
Xy = B(et) Zi—1 + Cley), (2.2.2a)
{ Zy = Aleyq) Zy1+ H(gr1), (2.2.2b)
et cela en utilisant les mémes arguments que Pham (1985) rien que ’hypothése H; devient :
x Hy : les éléments de Z; peuvent s’exprimer sous la forme :
Ae—1) Vi1 + H (g4—1), ou :
=X — Xt/Ht,p
» Y, 1€ Hiy,
» A(e:) et H(e;) sont respectivement des matrices carrée (n x n) et ligne (1,7n) polyno-

miales en ¢, de degré fini .
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» C' () est un polynome en ¢; de degré fini. On supposera en fait que F (C (g;)) = 0,
mais cette hypothese peut étre levée.

» 7y est donné et est dépendant de A(e;), H(g;) pour tout t = 1,2, ...

2.2.2 Condition d’existence d’une représentation markovienne

Nous allons maintenant donner les conditions d’existence des représentations markoviennes

(2.2.1) et (2.2.2).

* Dans le cas de la représentation markovienne (2.2.1) on a le résultat suivant :
Théoréme 2.2.2 (Pham, 1985)

On suppose que les e; sont indépendants avec des moments d’ordre 4 finis. Une condition
nécessaire et suffisante pour l'eristence d’une solution stationnaire de (2.2.1) est que
l'une des deux conditions suivantes soit vérifiée :

(1) L’équation matricielle QQ = AQA+BQBU2 + X ou X représente la matrice de covariance
de Cey + De? admet une solution positive en Q.

(17) La suite Qy définie par :

QU = 07 , )
Qri1 = AQpA + BQyB 0? + X,
est convergente.
Alors sous les conditions ci-dessus, une solution stationnaire o (2.2.1) est donnée par :

Xe=HZi 1 +¢y,
7, = i ]]:[1 (A4 Beyy) (Cermj + D (67, — 0%)), (223)
§=0 k=0
avec les séries ci-dessus convergent en moyenne quadratique et presque strement. La solu-
tion est unique si I’équation () = AQA + BQB % + X n‘admet pas de solution positive non
triviale.

* Dans le cas des processus définis par la relation (2.2.2), on dispose d’une solution d’exis-

tence similaire. Pour cela on pose les notations suivantes :F (M (g;) ® N (g4)) = M®N,

E (M (e;) N(g;)) = MN, E(M (g4)) = M, pour tout t, ot M&N, MN, M sont des fonc-

tions de o, pour simplifier on omettra o, ® représente le produit de Kronecker des matrices.
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Théoréme 2.2.3 (Guégan, 1987)
Soit le processus X, t € Z défini en (2.2.2) et supposons que E(H (g;)) = 0, alors une
condition nécessaire et suffisante pour ’existence d’une solution stationnaire de (2.2.2)
est que l'une des deux conditions suivantes soit vérifiée :
(i) L’équation matricielle vecW = A® A vecW + HQH admet une solution positive en W.
(i1) La suite Wy, définie par

Wo=W,

Wy=F <A (e0) W1 A (60) + Ay, ol est convergente.

A =E (A () ZH (1) + H(e1) Z (1) A(e)) + H () H (5t)> ,

Sous les conditions précédentes, une solution stationnaire de (2.2.2) est donnée par :

Xt =B (Et) Zt—l + C (Et) 5

Z, =S P H(s i), ol
! E) v H (&) (2.2.4)

Pt,'l‘ = H A(5t—k) y 7”>0
k=1

La solution est unique si l’équation W = <A (e,) WA (5,:)) n’admet pas de solution non tri-

viale.

Notons que le théoréme (2.2.3) concerne les modeles centrés et il peut étre étendu au cas des
modeéles non centrés. En effet, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.2.4 (Guégan, Pham, 1987)

Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution stationnaire de (2.2.2),
c’est & dire 'existence de deux processus stationnaires au second ordre satisfaisant (2.2.2)
est que :

(a) L’équation 1 = E(A(er)) pn+ E(H (1)) admette une solution en i, et que l'une des
conditions suivantes soit vraie :

(b) L’équation matricielle vecW = ARQA vecW + A, o
A=F (A (e) pH (e) + H () A () + H () H (et)> admet une solution W > pji;
(¢) La suite Wy, définie par :

Wy = pf,
{ s est convergente.

vecWy, = AR A vecW), + A.
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Sous ces conditions, une solution stationnaire est donnée par :

Xy =B(et) Zi1 + ey,

Zy = ]1:1114(€t—k) H(gt—j1).

7>0 k=1

La solution est unique si I — E (A (ey)) est inversible et si l’équation W = (A (€¢) WA (Et)>
n‘admet pas de solution non triviale.

Pour la preuve, on montre tout d’abord que la stationnarité implique (a)et (b), puis que
sous (a), (b) implique (c), enfin que (a) et (¢) impliquent la stationnarité. On peut toujours
se ramener au cas p = 0 en travaillant sur le processus Z; = Z;, — p. La démonstration du
théoreme (2.2.4) se fait alors a partir du processus Z; défini par :

Zy = Aler) Zima +C(e) o Cler) = Aler) = E(A(e)) p+ H(er) — E (H (2) qui est un

processus centré.

2.2.3 Inversibilité d’une représentation markovienne

Nous établissons l'inversibilité des modeles bilinéaires admettant la représentation marko-
vienne (2.2.1).
Pour cela nous utilisons la définition faible de I'inversibilité et nous donnons un algorithme
permettant de construire la suite &; .
Dans le cas des modéles que nous considérons, une construction naturelle de la suite &; est
la suivante : étant donnée une valeur arbitraire zo de Zy, on définit €,/,,, Z;,., récursivement
a partir des équations du modele (2.2.1) , on obtient :
i/ = Xt — H Zi_ 1/,
{ Zijsy = (A4 B eyyzg) Zi1)z + C 1)z + D €}, — Do?,

t/ZO -

(2.2.5)

avec Zy/», = 2o
Dans la suite, on utilisera :
> la norme opérateur définie par || K||, = sup, )< ¢(Kx), ot K est une matrice carrée, et

© une norme vectorielle.

> La condition (H;) : "B = D H ” qui est en particulier vérifiée pour les modéles diagonaux.
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On a alors le théoréme suivant pour le processus (2.2.1) :

Théoréme 2.2.5 (Guégan, Pham, 1987)

S’il existe une norme vectorielle ¢ telle que : E <log ||K||¢> <0,
ou Ky = A—CH — BXy, alors &;,, — &, — 0 presque stirement quand t — 0o V z.
Preuve :
On définit la suite &/, par &;,.,, = X; — H Zi /2 dont Zi 4 /z €tant défini par I’équation
(2.2.5) ou 'on remplace €/, par &/.,.
Alors :

Zijsg = (A+ B éysy) Zio1jzg + Céypsy + D}, — Do?,

N n R N 2
— (A4 B Xi = BH Zy 1) Zirjeg + CXy = CHZ g + D (X, = H 224,
— Do?,
= (A= CH)Zy1j2y + BX:Zyo1jey — BHZE . + C Xy + DX,

—2DHXZy 1z + DH?Z} . — Do?,
= (A= CH) Zy1/zy + CXo + DX? + BXiZy 1y — DH?ZY

—2BX;Zy 1)z + DH?ZE, . — Do?,
= (A~ CH — BX;) Zi_1): + CX; + DX} — Do,
Zi)ew = K12y 1) +C X, + D X2 = D 02,
ol K,=A—-CH - B X;.
Il suffit alors de montrer la convergence vers 0 de Z — Z.
On a:
Zy— 7, =K, (Zt—l - Zt—1>

= K; (Kt—l Zt—2 - Kt—IZt—2>

— 4K (20— Z)
En posant k =t — 7, on obtient :

2, — Z, =1I._,K, (ZO - ZO)
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Or :
Hog [Ty K, < Hog Iy |15,
< 10 o K,
Ce qui converge presque stirement par le théoréme ergodique vers :
E (1og ||K,€||¢) —a <0.
Donc pour tout @' ,a < o’ < 0, il existe un nombre T assez grand tel que :
Hog [T, Kill, <a <o’ <0
= log |11, Ki|, < a't
= | K|, < et t ST,
D’ou :

~

limt_wo Zt — Zt = ].lmt_)oo {C ||H;€:1Kk||¢}

/

<limp oo €®t=0 cara <0,

et ou C' = Zy — Zy, ce qui termine la démonstration . l
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2.2.4 Minimalité d’une représentation markovienne

Dans la construction d’une représentation markovienne on a intérét a faire en sorte que
la dimension de I’espace d’état soit la plus petite possible pour la mémorisation et les calculs.

Ce probleme est lié & la notion de minimalité de la représentation.

Suivant Kalman, Falb et Arbib (1969), ou Faurre, Clerget et Germain (1979), nous dis-

posons de la définition suivante :

Définition 2.2.6

Etant donnée une représentation interne d’un systéme dynamique, celle-ci est minimale s’il
n'existe pas d’autre (représentant le méme systéme) pour laquelle 'espace d’état soit de di-
mension inférieure.

Dans le cas de la représentation markovienne d’un modeéle bilinéaire on dispose de critéres
permettant d’assurer une propriété un peu plus faible que la minimalité définie ci-dessus,
toutefois il n’y a pas de lien explicite de la minimalité avec 'unicité de la représentation
markovienne.

Définition 2.2.7

On dit qu’une représentation est "quasi-minimale” s’il n’existe pas d’autre représentation
définie a partir du méme bruit et dont le vecteur d’état soit la transformation linéaire du
vecteur d’état d’origine avec une dimension plus petite.

Notons que si on se restreint aux représentations inversibles alors cette notion est la méme

que la notion de minimalité donnée dans la définition (2.2.6).

** On dispose alors, dans le cas de la représentation (2.2.1), du théoréme suivant :
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Théoréme 2.2.8 (Pham, 1985)

On suppose que la représentation (2.2.1) est réguliére (c’est a dire que le processus Xy, t € Z
est donné par (2.2.3)). Soit :

e 1 : la dimension de l’espace d’état,

Q0:O7

® Qi la suite définie par : , ,
Qr+1 = AQrA + BQyBo? + %,
PO - 07

o P la suite définie par : , , .
Pk+1 = APkA + BPkB(Tz + HH,

e C la matrice formée par les colonnes de : A" B™ .. A" B™Y,
e Oy la matrice formée par les vecteurs lignes : HA™ B™ ...A" B™
ot ¥ est la matrice de covariance de Ce;+ De?, et ot ny,my, ...,n,, m, sont des entiers non
négatifs tels que Z (n; +my;) < k.
i=1
Alors la représentation (2.2.1) est quasiminimale si et seulement si les conditions (c) et (O)

sont vérifiées, ou (c) est l'une des conditions suivantes :
(1) : Qg est non singuliére pour tout k < n,

(cg) : Cy est de rang n pour tout k < n,

et (O) est l'une des conditions suivantes :

(O1) : Py est non singuliére pour tout k < n,

(O3) : O est de rang n pour tout k < n.

** Dans le cas de la représentation (2.2.2), on a un résultat du méme type pour la

minimalité de la représentation, que celui énoncé dans le théoreme (2.2.8) :
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Théoréme 2.2.9 (Guégan, Pham, 1987)

Soient Xy, t € Z le processus défini par les équations (2.2.2), p la dimension de l’espace

d’état, A et Wy définies comme dans le théoréme (2.2.2), Py la suite définie par :
P = E (A () P.A (gt)) v D,ouD=E (B (¢) B (gt)> .
Soit enfin la décomposition de A (g;) suivant les polynomes d’Hermite h;

Ale) = Z()Ajhj (er). Alors la représentation (2.2.2) est quasiminimale si et seulement
j:

si l'une des conditions équivalentes de (a) et l'une des conditions équivalentes de (b) est
réalisée :
(a) (i) Wy est non singuliére pour k < p.

(17) La matrice Cj, formée par les colonnes des matrices A, Ajp...AipA, 1 < n <k est de
rang p, pour un k < p.
(b) (i) Py est non singuliére pour k < p.

(i) La matrice Ly formée par les lignes des matrices D, DA ... Ay, 1 < n < k est de
rang p, pour un k < p.
Notons que la décomposition de A(.) suivant les polynomes d’Hermite est utilisée pour
faciliter la démonstration, mais les résultats restent vrais pour toute décomposition de A (.)

suivant une autre base de polynomes.
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2.2.5 Ergodicité géométrique et régularité absolue

Bien que 'ergodicité géométrique soit définie uniquement pour des processus markoviens,

la régularité absolue est définie pour des processus générals. En effet :
- Si notre processus d’origigne est stationnaire, on parle dans ce cas de la régularité absolue
de la représentation markovienne de ce processus,
- Si notre processus d’origigne est markovien, on parle directement de l'ergodicité géomé-
trique.
Dans notre cas, on dispose d’une représentation markovienne d’un processus bilinéaire, donc
on parle de la régularité absolue. Ainsi, ce processus est relativement lié a un autre processus
qui est markovien donc 'ergodicité géométrique de ce dernier implique la régularité absolue
du premier processus mais avec une vitesse de convergence géométrique. Cela nous permet de
conclure que ces deux notions (ergodicité géométrique et régularité absolue avec une vitesse
de convergence géométrique) se coincide pour les processus markoviens, c.f (Pham, 1986).
Etant donnée la représentation markovienne des modeles bilinéaires diagonaux et superdia-
gonaux donnée par

Xt =H Zt—l + Et,

Zt = AZt,1 + Bthlgt =+ CEt + D(E? — 0'2),
ou Z; est un processus vectoriel stationnaire avec Z; indépendant de ¢,, s > t. Ainsi, la
notion de la régularité absolue du processus Z; est définie comme suit :

Définition 2.2.8 (Pham, 1986)

Soit (Z;,t € Z) un processus vectoriel stationnaire, et posant A, = sup F (h/Zs,s <1) —
heS,

E (h), ou S, représente l’ensemble des variables aléatoires mesurables qui correspondent a
la tribu engendrée par Z;,t > n, et bornées par 1 en wvaleur absolue. Ce processus est dit
absolument régulier si E (A,) tend vers 0 quand n tend vers l’infini.

* Afin d’atteindre la régularité absolue du processus X;, on montre d’abord que le processus
Z; est markovien :

En posant A; = A + Bey, (, = Ce; + De?, la deuxiéme égalité de cette derniére peut étre

écrit comme
Zt = Atthl + Ct‘ (226)
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Cette relation est la méme que celle définie pour un modele RC'A, & V'exception que la
matrice aléatoire A; n’est pas indépendante de (, comme il est exigé dans ce modeéle. On
doit donc appelé "processus RC' A généralisé", le processus Z; défini en (2.2.6) avec (Ay, (,) est
un couple d’un vecteur et matrice aléatoires conjointement indépendants et identiquements
distribués et indépendant de Z, pour s < t. Un tel processus est clairement markovien avec
une mesure de probabilité de transition P (z,.) égale a la distribution de A;z + (.

** Lorsque Z; est markovien, il devient clair que A,, ne dépend que de Z, qui est donnée par
|P™(Zy,.) — m (.)]| ot P™(z,.) est la distribution conditionnelle de Z (t + n) étant donnée
Z (t) = z et m est la distribution de Z (). D’ou, 'ergodicité de la chaine de Markov est
équivalente a la régularité absolue, avec une vitesse de convergence géométrique, du processus
stationnaire avec une probabilité initiale invariante.

% Comme X; est un processus subordonné au processus de Markov Z; dans le sens ou la
distribution conditionnelle de (X, Z;) étant donnée (X, Z5),s < t dépend uniquement de
Z;—1. Alors, par plusieurs conditionnement sur (X, Z;), s < n+k, k € N, il peut étre vue que
A, (qui correspond au processus X) est bornée par ’espérance conditionnelle, étant donnée
X,,8 < 1,de A, (qui correspond au processus Z;). Ainsi, la régularité absolue du processus
X, s’ensuit a partir de celle du processus Z;, avec une vitesse de convergence identique ou

plus rapide.
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2.2.6 Moments et cumulants

Fonction de covariance
Grace a la représentation markovienne, le calcul des moments peut se faire plus facilement
que quand utilise ’approche directe. Considérons les processus bilinéaires qui admettent la
représentation (2.2.1) donnée par :
Xy =HZ; 1+ ¢y,
{ Zy=AZ, 1+ BZ; 16+ D (e2 — 0?) + Cey.
Fonction de covariance de Z; :
Q= E(Z:7;),
= F (AZ1Z, yA') + E (BZ,1Z,_,B'e?) + E(CC'e?) + E (CD's})
+E(DC'e}) + DD'E (2 - 0%) (3 = 0*) ).
— AQA' + BQB'0*+ CC'o* + E(s3) (CD' + DC') + DD'E ((53 ~o?) (e - 02)’) .
D’ou :
Q =AQA + BQB'o*+ %, et ol
¥ =CC'0>+ DD Var(e})+ E(}) (CD + DC") .
Fonction de covariance de X, :
Ry=E (X,X]) = E ((Hzt_1 Vo) (HZ + st)') ,
=E(HZ1Z,  H+2H Z_15,+¢}),
= HQH' + o2
R, =E(X; X44x) Ona :
E(Xi X)) =FE(Xy (HZy+e111)) = HE (X, Zy)
E(XiXi0) = E(Xy (HZi11 +e142)) = HAE (X, Zy)
E(XiXiy3) = E(Xe (H Ziya + €143) )
= HAE (X Zyy1) = HAE (X, AZ,)
= HA’E (X, Z;)

E (XtXt+k3) - HAk_lE (XtZt)

D’ou :
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Ry = E(X; X44p) = HAFYE (X, Zy)
= HA'E(AZ, 1+ BZ; 161+ C e+ D (62 —0%) (HZi1 + &))
= HA"'E (AZX \H + BZ? \H ¢, +C H &, Z;_,
+D H (e2— 0% Z; 1)+ HA¥'E (A Z, 161+ B Z;_162 4+ C €2 + De; (e2 — 0?))
R, = HAFQH + HA*'Co® + HAF'E (¢3), Yk > 1
Moments d’ordre supérieurs
Le calcul des moments d’ordre supérieur est en principe possible.
Néanmoins les calculs sont tres fastidieux
On considére la représentation (2.2.1) des modeles bilinéaires, et on suppose Z; scalaire, on
a la représentation suivante :
Xy =21+ ey,
{ Ly =Ly + 1y,
ou:a;=A+Bey,n =Ce+De?+F et F=—Do? alors le moment d’ordre k, 1, de Z;,
est donné par :
pp = E (Ztk) =E(ay Zi-1+ Ut)k,
=S5, CLE (@ Ze) ™ ) ).
=Sk (CLE(Z) T E (af_j (n;)’ ) :
M = E?:ociﬂk_jwkm ou wy; = F <afij (m)j> )
et il peut étre calculé récursivement & partir de p, = 1 pour vu que w;o # 1, 7 =1, ..., k.

Remarque 2.2.2

1. Notons que certains résultats se généralisent au processus Xy, t € Z défini par ’équation :

VO'4

Xi = e +ve; Xy ; et 'on a en particulier : ¢ (7, 5) = .

— et Yk ALY £ (k1) =0,

2. Le calcul des moments d’ordre trois a été généralisé par Berlinet et Francq (1990) pour
les modeles superdiagonaux suivants : X, = &, + 331, b X0 ¢

3. Pour les modeéles BL (1,0,1,1), Kim et Billard (1989) donnent I’expression des moments
d’ordre trois.

4. Si nous considérons le processus défini par 1’équation (2.3.1) "superdiagonal d’ordre

1", un calcul rapide montre que 'existence des moments d’ordre k : E [Xﬂ n’est assu-



CHAPITRE 2. LES MODELES BILINEAIRES 29

rée que si b5 F [5?] < 1. Ainsi on peut voir que la distribution du processus X; défini par

(2.3.7),"diagonal d’ordre 1" , a des moments d’ordre supérieur qui n’existeront pas toujours.
5. Les remarques précédentes permettent de mettre en évidence une propriété fondamentale
des modéles bilinéaires qui est la non existence de tous les moments, ce qui, en particulier,
fait la difficulté de I’étude de ces modeles.

Cumulants :

L’étude des moments d’ordre supérieur est fondamentale pour une connaissance approfondie

des modeles bilinéaires, puisque ceux - ci ne sont pas identifiables seulement par la fonction

de covariance.

L’étude des cumulants est aussi d’une trés grande richesse pour identifier ces modéles. On
dispose pour les cumulants d’ordre trois et quatre d’'une relation de récurrence type Yule
- Walker, pour les modeles diagonaux et superdiagonaux. Afin d’établir cette relation dans
le cas des cumulants d’ordre trois, on considére la représentation suivante des modeéles bili-

néaires diagonanx et superdiagonaux. Pour cela on réécrit (1, 1,1) sous la forme suivante :

Xy =30 aiX e + e+ S (b + 2 b Xy ey (2.2.7)

Théoréme 2.2.10 (Guégan, Pham, 1992)
Soit le processus X, t € Z défini par (2.2.7) . On note c(r,s) le cumulant d’ordre trois
défini par : c(r,s) = cum (Xy , Xi—p, Xiar) -
Alors :
c(r,s) = Zleaj c(s,r—j) pour tout r>s+ max (¢, Q). (2.2.8)

Remarque 2.2.3

1. La relation (2.2.8) n’est établie que pour des modeles bilinéaires diagonaux et superdia-
gonaux, car la démonstration repose sur l’expression (2.2.7) qui n’est vraie que pour ces
modeles.

2. Le résultat (2.2.8) généralise celui établi par Sesay et Subba Rao (1988,1991) respecti-
vement pour les modéles BL(1,0,1,1) ( voir aussi, Jou et Shaman, (1988)) , et les modéles

BL (p,0,p,1).0n a aussi 'expression des cumulants d’ordre quatre pour ces modeles.
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2.3 Etude Probabiliste des Modéles Bilinéaires a partir
de ’approche directe

2.3.1 Représentation vectorielle

Cette approche fait appel a une version sous forme vectorielle du modeéle (2.1.1). Pour cela,

nous nous servons des notations suivantes :

!

X = (Xe, Xy 15000, Xy ri1)', & = (64,8021, -, 60—4) ,avec 7 = max (p, P), A est la matrice

rXr,
a; Qg Qp Qp
1 0 0 0
A= ) ,
0 O 0 1 0

B;, des matrices r x r, j =1,...,Q

bij baj -+ by
Bj: . . . )
0O 0 0 O

Co C1 cq
0 O 0

C = . ,C():].
0 O 0

Alors (2.1.1) se réécrit :

Q
Xt = AXt_l + Cgt + Z Bth_léft_j. (231)

j=1

2.3.2 Existence d’une solution stationnaire stricte, causale et er-

godique

Une forme équivalente a (2.3.1) est la suivante :

Xt - A (t) Xt—l + Cét, (232)
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Q Q Q
ar+ D biygr—y a4 Yo bajery o oo ap 4 Y bjey
i=1 =1 =1
o A(t) = 1 0 0 0
0 0 | 0

Ainsi, étudier la solution stricte de (2.1.1) revient & étudier I’existence d’une solution stric-
tement stationnaire de 1’équation aux différences (2.3.2) dont l'outil clé est 'exposant de

Lyapunov. Définons alors, pour chaque matrice A = (a;;), d’ordre r X r, la norme de A par
T
|Al| := max; {Z \aij|} et Popérateur matriciel |.|° , pour chaque § > 0, par |A|° := [|aij]§] :
j=1

11 est facile de voir que, pour Popérateur matriciel |.|°, oit § € [0,1], et la suite des matrices

A, d’ordre r x r,

6

<> AL,

)

<[4,

2 A

114

ou la relation matricielle A < B signifie que a;; < b;; pour tout ¢ et j.

r

Il peut étre montré que si F {lmJr (Z

=1

Q
a; + Y bijei—; > } < 00, 'exposant de Lyapunov
j=1

donné par :

v = limsupn 'E{ln|[|[A(t) At —1)---A(t—n)|}

n—oo

existe toujours et de plus,

y :gE{ln

Tﬁ:Au —J)

} , p.s, otl pour chaque z € R!, InT 2z := max {0, Inz}. Cepen-

dant, la condition v < 0 peut étre utilisée comme une condition suffisante de stationna-
rité ; et comme cette condition demande une limite du produit d’un nombre important de
matrices aléatoires, elle est modérément utilisée pour la vérification pratique de la stationna-
rité. Cela conduit & utiliser une condition un peu plus forte, elle est donnée par le théoréme

suivant :



CHAPITRE 2. LES MODELES BILINEAIRES 62

Théoréme 2.3.1 (Liu, 1990)

Supposons que E {anr |51|} < 00. Si

E{ln

alors il existe une unique solution strictement stationnaire, causale et ergodique de (2.3.2)

r—1

[Tac-9

Jj=0

} <0, (2.3.3)

qui peut étre formulée comme la premiére composante de la somme presque sire de la série

infinie,

n=1

n—1

[TAac- j)] CE

§=0

ot la matrice C, d’ordre r x (q + 1) ,ainsi que le vecteur &; sont définis précédemment.

2.3.3 Existence d’une solution stationnaire au second ordre

A noter que la stationnarité du modele (2.1.1) découle de I'existence d’une solution station-
naire au second ordre, qui est de plus strictement stationnaire, de 1’équation (2.3.1). La
condition suffisante d’existence d’une telle solution est donnée par le prochain théoréme

qui s’appuie sur les hypothéses suivantes,

Fe; =0,Ee? = 0% < 00, B} =0, Be} = 4* < o0. (2.3.4)
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Théoréme 2.3.2 (Liu et Brockwell, 1988)

Soit le processus {X;,t € Z} défini par (2.3.1) — (2.3.4) , ou les matrices A, B; et C ont

été définies précédemment. On suppose de plus que E 5?‘] < oo et B ej =0 pour tout entier
mmpair s < q. Posons :

A®A+0231®B1 A®82+BQ®A B2®B2
I'= O'2 (A & Bl + Bl X A) O'2 (BQ (059 Bl + Bl X BQ) O(p2) . (235)
0?2 (AR A++4'By®@B)) 0?(A®By+ By ®A) 0% (By® Bo)

Alors si

A=p([) <1, (2.3.6)
(1) Uéquation (2.3.1) a une solution strictement stationnaire de carré intégrable X; dont la
premiére composante X, est une solution stationnaire et ergodique de (2.1.1).

(1) la solution unique de (2.1.1) est la premiére composante de

X, =C&+ Y [[o@t-j)Cen. (2.3.7)
n=1 j=1
ol O(t)=A+Bier1+...+Bgerg,t=0,F1,..
Remarque 2.3.1
A noter que la condition d’existence d’une solution strictement stationnaire du modele bili-
néaire générale donnée par le théoréme (2.3.2) exige la finitude de la variance du bruit quand
a la condition donnée par le théoréme (2.3.1) n’est pas restreinte c¢’est-a-dire que la variance

du bruit est quelconque (finie ou infinie).
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2.3.4 Inversibilité

Considérons le modele général BL (p,q, P,Q) défini par (2.1.1), et soit les matrices A (),

d’ordre (r x 1), associées avec r = max (g, Q))

a+ > bpXie; o+ D bpXe ;i - o+ D0y Xy
=1 i=1 =1
At) = 1 0 0 0
0 0 1 0

A partir de la définition de Pinversibilté faible, Liu a obtenu des conditions d’inversibilité
pour les processus bilinéaires généraux, qui est en effet identique a celle de I'existence d’une
solution stationnaire stricte. Cette condition est donnée dans la proposition suivante :
Proposition 2.3.4 (Liu, (1990 b))

Supposons qu’un processus (X, t € Z) vérifie les conditions du théoréme (2.3.2) et la condi-

tion E (log |X4|) < oco. Alors si,

E <log

le processus vérifiant (2.1.1) est inversible.

T

[T A=)

Jj=1

) <0, (2.3.12)

Remarque 2.3.2
Pour quelques cas particuliers, on dispose des résultats suivants :

* Granger et Andersen (1978 b) établissent l'inversibilité pour le modeéle bilinéaire diagonal

pur d’ordre un, BL (0,0,1,1), défini par :
Xt = qutflgtfl + &4, (2313)

La condition suffisante est :

20%,0° < 1, (2.3.14)

* Guégan (1981) donne une condition suffisante d’inversibilité du modéle superdiagonal a
un terme BL (0,0,2,1), défini par (2.3.6).
La condition suffisante est :

2b5,0% < 1. (2.3.15)
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2.3.5 Le modéle BL (p,0,p, 1)

Pour ce modéle, on donne les expressions de covariances, les conditions de stationnarité
asymptotique ainsi que les conditions d’inversibilité, et cela aprés ’avoir présenté sous forme

vectorielle. Son expression est telle que

p p
Xt + Z az’Xt—z' =&+ Z blet—jgt—l- (2316)
=1

J=1

* Représentation vectorielle :

En posant :
—a;p —Q2 - Ty bir bar -+ by
A 1 o --- 0 B o 0 --- 0 7
0 0 0 o o0 --- 0

D' = (].,O, ...,O), H = (].,O7 70) et Xt = (XtaXt—la ‘-‘;Xt—p—O—l)a

la représentation vectorielle, dénotée par V BL (p), du modele BL (p,0,p, 1) est comme suit
Xt = AXt_l + BXt_léft_l + De’:‘t, (2317&)

Xt - H/Xt, (2317b)

qui est un cas particulier de la représentation défini en (2.3.1), lorsque @ =1 et r = p.

+x Expressions de covariances et conditions de stationnarité :

Théoréme 2.3.5 (Subba Rao, 1981)

Une condition suffisante pour que le processus Xy, t € Z défini par l'équation (2.3.16) , ou
g, est une suite de variables aléatoires indépendantes équidistribuées gaussiennes, centrées,

soit stationnaire au second ordre, est donnée par

p(A® A+0’B;® By) < 1. (2.3.18)

Sous cette condition, si p = E (X)) ,V = FE (Xth) et c(s) = E ((Xt,s — ) (X; — u)/> ,
on a les relations suivantes :

(i) p=(I—-A)""BC,

(1)) V=AV A+ BiVB, + Ay,



CHAPITRE 2. LES MODELES BILINEAIRES 66

ot Ny =ASB +BSA+2B CC B+ CC,
awec S=ApuC +B, CC +CuA+C C By
(ii) c(0) = A ¢(0) A"+ Bic(0) By + Ay,
c(1)=Ac(0)+ As,
c(s)=Ac(s—1)=A"1c(1), s=23, .. (2.3.19)
ot Ng= Bipp'By+AppuA+AS B,
et ANg = Apfi+ B1S — uf.
Remarque 2.3.3
1/ Les résultats donnés au théoréme (2.3.5) généralisent et confirment ceux obtenus par
Granger et Anderson (1978a) pour des cas particuliers.
2/ Dans le cas ou 02 # 1, la condition (2.3.24) devient :
p(A® A+ B® Bo?) < 1.
3/ Dans le cas ou p # P et p = 0, le modele BL (p,0,p,1) devient BL (0,0, P, 1) et la
condition (2.3.18) se réduit facilement pour ce modele a :
p (0?8, ® By) < 1. (2.3.25)
Ainsi, les expressions de covariances sont données dans la proposition suivante :
Proposition 2.3.6
Sous la condition (2.3.25), si p = E (X;),V = E(X;X,) etc(s) = E ((Xt_s —u) (X — ,u),) :
on a les relations suivantes :
(i) p=BC,
(i1) V = BiV B, + Ay, ot
ot Ay = —By Cy Cy By + Cq Cy,
(iii)c (0) = Bic(0) By + As,
c(1) = B1S — pf,
c(s)=0, s=2,3, (2.3.26)
ol Ny = ANy + By i/ By —
4/ En (1989a), Liu a introduit un théoréeme d’existence d’une solution strictement station-

naire de ce modele sous une condition plus simple & vérifier que la condition (2.3.18) :
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Théoréme 2.3.7 (Liu, 1989)
Considérons ’équation (2.3.17) avec une suite de variables aléatoires (e4,t € 7) indépen-

dantes identiquement distribuées telle que E|e;|” < oo pour un certain v € 10,2].

Soit T' =F (|A + €1BW/2) . Alors, si

A=p () <1, (2.3.27)

(i) L’équation (2.3.17) admet une et une solution strictement stationnaire {X;,t € Z} dont
la premiére composante { Xy, t € Z} est une solution strictement stationnaire unique, causale
et ergodique de (2.3.16).

(i7) L’unique solution strictement stationnaire de (2.3.16) est donnée par la premiére com-

posante de

Xy =Ce+ Y [[(A+eij1B) Cer, (2.3.28)

i=1 j=1

ou la série qui figure dans le second nombre de (2.3.28) converge absolument presque sire-

ment.

5/ la condition (2.3.27) fait appel au calcul des valeurs propres d’une matrice d’ordre p x p,
alors que la condition (2.3.18) fait appel au calcul des valeurs propres d’une matrice d’ordre
p? x p?.Donc, on obtient ici une condition plus simple.

* Inversibilité :

En utilisant la définition de Granger et Anderson, décrite précédemment, on obtient une
condition suffisante pour I'inversibilité du modele VBL (p). Considérons le modele défini

par (2.3.17) et soit &; P'estimateur de ¢; satisfaisant 1’équation aux différences
X, =H'AX, 1+ H'BX, 1é,_1 + H Dz, (2.3.29)
du (2.3.17) et (2.3.29), l'erreur de lestimation vérifie
H'DE, (t) = —H'BX; 1&, (t — 1),
ou &, (t) = &, — &;. Alors par des remplacements successifs de cette derniére, on obtient :
¢ _ H'BX;

E(8) = TLE(E— 7)€ (0) = Z7M (£ (5))1 €, (0) avec & (s) = oD

J=1
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D’ot, en prenant I'espérance et en utilisant le théoréme ergodique on obtient
. . t
limy o0 B (€7 (1)) < limy_oo E (€7 (5)) €7(0), avec &7 (0) # 0,
dont le terme de droite de cette inégalité tend vers zéro lorsque ¢t — oo si E/ (52 (s)) <1, ce
qui implique que
H'BE (X,X')B'H < (H'D)”. (2.3.30)

Etant donné A, B, H et D, on peut évaluer explicitement V = F (X, X).
La condition (2.3.30) est une condition suffisante de I'inversibilité du modele V BL (p) .
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2.4 Illustrations

Dans un cadre d’application des résultats présentés avant pour les modeéles bilinéaires
généraux ainsi pour le modele bilinéaire BL (p,0,p, 1) (via Papproche directe), cette partie
est consacrée a ’étude probabiliste de quelques cas particuliers des modeéles bilinéaires; a
savoir le modéle purement bilinéaire et strictement superdiagonal d’ordre un et le modéle

diagonal d’ordre un .

2.4.1 Le modéle BL(0,0,2,1)

* Définition 2.4.1

Un modéle purement bilinéaire et strictement superdiagonal d’ordre un noté par BL (0,0,2,1)

est une équation aux différences stochastique non linéaire de la forme :
Xt = b21Xt—25t—1 + &4, (241)

ot X; est un processus stochastique défini sur un certain espace de probabilité (2, A, P),
pour tout t € Z et ou {e,,t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes, équi-
distribuées, centrées, de variance finie o, définies aussi sur le méme espace de probabilité
(Q, A, P), telle que ¢, est indépendant de Xy, k < .

* Représentation vectorielle

En posant Xt - (Xt7Xt_1),7 gt =& et A (t) - ((1) b218t1) )

le modeéle (2.4.1) se réécrit facilement sous la forme suivante

X, =A(t) X1+ &

* Existence d’une solution stationnaire stricte, causale et ergodique

la condition suffisante d’existence d’une solution strictement stationnaire, causale et ergo-
dique donnée précédemment pour les modéles bilinéaires généraux par (2.3.3) se réduit pour

ce cas particulier &

Eln||[A(t)A(t—-1)]| <0, (2.4.2)
dont

A(t)A(t—n—(b?lgt—l 0 ).et,

bai€i—2
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[A @) At —1)|| = max {[bare—1], [ba1&—2|}
D’ou, la condition (2.4.2) est vérifiée, si pour un certain entier § > 0,
E{[|b215t_1| + |b215t_2|]5} <1.

Et comme ¢; a une variance finie, alors cette condition se réduit a :
2 2
2 |b21| o” < 1. (243)

* Existence d’une solution stationnaire au second ordre

Trouver une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution non anticipative
strictement stationnaire de carré intégrable unique causale de (2.4.1) revient a trouver la
condition sous laquelle la solution de ce modeéle converge en moyenne quadratique. En effet,

par des remplacements successifs en (2.4.1) on obtient :

m m—1 J
_ § : J
X = bgﬁXt—2m H Et—2k+1 | T+ 521575—23‘ H €t—9k+1 Tt &t
k=1 j=1 k=1

De cette derniére :

m—1
lim var | X; — E 62151; 2JH€t 2k11 + €t

m—o0
7j=1

Til_I)I;OUaT [bglxt 2m (H Et— 2k+1)]

k=1

= lim [(b3,0%)" var (Xi_apm)]

m—0o0

Il est trés facile de remarquer que la limite de cette derniére se découle & partir de la
lim,, o (b3,02)™ car le processus (X,,t € Z) est un processus de carré intégrable, donc

var (X;_an,) existe toujours et elle est finie. D’ow, pour que

— 0 lorsque m — o0, il suffit que

m—1
lim var Xt E b21€t 2j H Et—2k+1 + &
m—o00

7j=1 k=1
ba0? < 1. (2.4.4)

En outre, cette condition a été donnée par Guégan (1981) et elle est de plus un cas particulier
du résultat trouvé par Liu (1990) pour les modeéles bilinéaires généraux étudiés dans le

paragraphe 3.



CHAPITRE 2. LES MODELES BILINEAIRES 71

En effet, on a pour ce modéle :
p=q=0,P=2Q=1,dour=max(0,2) = 2,
0 0 0 b . A®A+d*’Bi®@B 0 0
A = <1 O)’ By = ( 21>,C = (),F = 0?(A® B +B ®A) 0 0], et
0c?(A® A+~'By®@B;) 0 0
p(I') = lobal.
Il en découle que p (T') < 1 ssi b3,02 < 1.
Remarque 2.4.1

Lorsque la convergence vers zéro est obtenue, ce modele a une solution strictement station-

naire causale unique donnée par
J
J
X — E by1€4—2; H Et—2k+1 T Et-
j>1 k=1
* Inversibilité

En suivant la définition de I'inversibilité au sens de Granger et Anderson, on obtient une

condition suffisante de I'inversibilité pour ce modéle :

Considérons le modeéle défini par (2.4.1) et soit &; I'estimateur de ¢; satisfaisant 1’équation
aux différences
Xt - bglxtfgétfl -+ ét, (245)

Du (2.4.1) et (2.4.5), lerreur de 'estimation vérifie :

§ = —bn Xy 2§ 4,

ou &, = g, —&;. Alors le carré de j remplacements successifs de cette derniére, par la propriété

de l'ergodicité, donne :

2 Tro2y? g2 HILGETE o seonter 1

& = H 51Xi—j-180 = (03, X5) & Do,
J=1

limy oo B (62) = limy o0 E (b3, X2)" €2, avec €5 # 0,

dont le terme de droite de cette inégalité tend vers zéro, p.s, lorsque t — oo si F (b3, X?) < 1,
2

o
ce qui implique que b3, E (X2) < 1, qui se réduit facilement, lorsque E (X?2) = il
— 050

la condition (2.3.15) trouvée par Guégan (1981).
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Remarque 2.4.2

Pham et Tran (1981), Guégan et Pham (1987) ont utilisé une autre définition d’inversibilité,
qu’ils ont nommé inversibilité au sens forte. Nous allons expliciter cette définition pour ce
cas particulier des modeéles bilinéaires :

Ce modele est défini par : X; = by1 Xy_0e,_1 + & , On pose :
Zy = b1 Xy 164, (2.4.6)

alors X; peut s’écrire : X; = Z;,_1 + &;.
Jusqu’a présent on supposait connaitre les valeurs des paramétres, or en fait, si on note

0 = (b91) le parametre, celui ci doit étre estimé quand on ajuste le modele aux données.
Considérons une valeur quelconque 6 de 6. Le bruit dans I'équation récursive (2.4.6) est
alors calculé en fonction de é, on le note ef /20" On se donne alors une valeur arbitraire z, de
Zy et on définit récursivement gf/zo et Z;/., a partir des équations (2.4.6) avec Z, /20 = 20-
Les équations récursives de Z; sont telles que :
Zy = b X1 (Xi = Zi1),
= b X1 Xp — ban Xo (Bglxt_gxt_l - 621Xt_22t_2) :
= B X X (<) B (X1 Xi) Xy + () Xir XKoo (B XX
b X1 5% 3)

De proche en proche on obtient pour Z; I’expression suivante :

) N 92 . é 2 .
D’ou I'équation de &} /20 €5t donnée par :

gg/zo =
t—2 NG i e L

Xo— XX =Y [(—bzl> AP e | | Xtﬂ] ~ (~bn) [H Xt“] 2.
i=1 J=1 J=1

Une forme forte de I'inversibilité est de montrer, lorsque la condition (2.3.15) est vérifiée,

quil existe un processus stationnaire €/ tel que ef/zo — &% — 0 en probabilité quand

t — o0, Vzg. En effet, il est tres facile de voir que, sous la condition —byy log X, < 1,
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(<)

_ N~
gf = X, — X; 02X 1 — Z [(—b21> bo1 Xy—i—aXi_i_1 HXt_j_]_ pour assurer la conver-

i>1

t—1
Hthl] Zo tend vers zéro lorsque ¢ — oo donc il devient clair de poser
j=1

j=1

0 0

gence vers zéro de g, — €.

* Structure d’autocovariance :

En posant u = E(X;), V; = E(X?) et ¢(h) = E((X; — p) (X;—p — p)), la moyenne ainsi
que 'autocovariance sont respectivement données par :

» La moyenne :

Le processus X; est de moyenne nulle étant donné que

p=bnE (Xi_2e1-1) + E (g1) =0,

car €;_1 est indépendant du passé du processus, et en particulier de X; o, et F (¢;) = 0 pour

tout t.

» L’autocovariance de retard h vaut :

E(X:X; 1) = E(ssgin + b3, Xt 060 1 Xt 26t n1+ b216: X4 n 08 n1+ baigr n Xy 261 1) -

- Si h > 1, nous avons :

E(X:X; ) = E (&) E (g1_p)+b3,E (60-1) B (Xy 2 Xt n28tn-1)+ba E (e¢) E (Xy_n_o08_n_1)+
b1 B (Xy2e4p) E(g4-1) = 0.

- Si h =1, le regroupement des facteurs est différent pour le dernier terme mais conduit au

méme résultat :
E(X:X; 1) =E () E(gi-1) + V4 E (g:-1) E (X 2X; 384 9)
+bo1 E (e¢) E (Xy—381—2) + b E (Xy—2) E (e7_,) = 0.
- En remplagant i par 0, nous trouvons une relation de récurrence pour la variance marginale
E(X?):
B(X2) = B () + 13, (X2,) B (€2,) + 20 B (2) E (Xi2) E (1-1).
et comme le dernier terme s’annule,
Vi, = o% + b2,0%V,_s.
11 existe une solution stationnaire du second ordre pour ce modéle défini par ’équation (2.4.1)

a condition que b3,0? < 1. La variance marginale vaut alors
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02

V=r—s

En conclusion, la structure d’autocovariance est résumée comme suit :

2

c(h)y={ 1-1b%0?
0, Vh > 1.

sous la condition b3,0% < 1, si h =0,

(2.4.7)

Remarque 2.4.3 :
A noter que ce processus se comporte comme un bruit blanc, du point de vue de sa fonction

d’autocorrélation.
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2.4.2 Le modéle BL(1,0,1,1)

* Définition 2.4.3

Un modéle bilinéaire diagonal d’ordre un noté par BL (1,0,1,1) est une équation auz diffé-

rences stochastique nmon linéaire de la forme :
Xt = CLlXt_l + bllXt—lgt—l + Et, (248)

ot X; est un processus stochastique défini sur un certain espace de probabilité (2, A, P),
pour tout t € Z et ot {e,t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes, équi-

distribuées, centrées, de variance finie o, définies aussi sur le méme espace de probabilité
(Q, A, P), telle que ¢, est indépendant de Xy, k < .
* Représentation vectorielle
A la premiére vue, on peut dire que équation (2.4.8) s’écrit facilement sous la forme vec-
torielle X; = A(t) Xy_1 + &, ou A(t) = ay + bi1e,—1. Par ailleurs, une représentation mar-
kovienne de ce modele, analogue a celle donnée par Pham (1985) , s’obtient facilement de la
maniere suivante :

Xi=ar Xp 1 + b X161 + ¢,

= (a1 + byer—1) X1 + ¢4,
= Zt—l + &¢.
ou
Zy = (a1 + bier) X,
= (a1 + buier) (Zi—1 + &)
= (a1 + buiet) Zi—1 + (a1 + biier) €.

D’ot1, une représentation markovienne de ce modéle est donnée par :
Xe =241+ &,
-1
(ay +bue)  Zy = Zi1 +ey.
Dans toute la suite on s’intéressera a 1’étude probabiliste de ce modele & partir de la repré-

sentation vectorielle.
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* Existence d’une solution stationnaire stricte, causale et ergodique
Il est tres facile de voir que la condition (2.3.3), donnée précédémment pour les modeéles
bilinéaires généraux dont A (t) est une matrice d’ordre r x r, se réduit pour ce cas particulier

de modele, ou A () est un scalaire, a
FEln |CL1 + b11€t_1| < 0. (249)

Remarque 2.4.4
Si on s’appuie sur la condition donnée par Liu (1989) pour le modeéle BL(p,0,p, 1),

p (E (\A + 5lB|7/2>> < 1, on retrouve facilement la condition (2.4.9) lorsque A (t) est un

scalaire et v = 2 (car le bruit a une variance finie).
* Existence d’une solution stationnaire au second ordre
Icionap=1,g=0,P=1etQ =1, dour =max(1,1) =1,

4o’ 00
A:al,Bl :blbD:l;F: 20'26L1b11 0 0
o?a? +~%2, 0 0

I en découle que p (I') < 1 ssi

al + %3, < 1, (2.4.10)

ce qui est bien la méme condition donnée par Pham et Tran (1981).

* Inversibilité

Avant, on a montré en utilisant la définition de I'inversibilité au sens de Granger et Ander-
son que H'BE (X,X!) B'H < (H'D)” est une condition suffisante de Iinversibilité pour le
modele BL (p,0,p,1). Donc, lorsque B = by; et D = 1, cette condition se réduit pour ce
modele, BL(1,0,1,1), a:

bLE (X2) < 1. (2.4.11)

S

Remarque 2.4.5

1°/ Pham et Tran (1981) ont donné une condition forte de I'inversibilité pour ce modele et

elle est donnée par le corollaire suivant :
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Corollaire 2.4.6 (Pham et Tran, (1981))
Selon que |byy| < e B8N gy by, | > e~ E08lXeD) Je modele (2.4.7) est fortement inversible
ou non. Dans le cas ow il est inversible i.e e, est F; (X) —mesurable ou {X;} est une solution

arbitraire de (2.4.7), on a
oo . J
gy = Xt — Z (—bll)J_l (&1 -+ bllthj) H Xt,k,t € 7.
j=1 k=1
2°/ La condition donnée par ce corollaire est tres forte et on peut la simplifier comme suit :
On a :
b1y | > e PUsIXe) < log [byy | > —E (log | Xy) -
En utilisant les propriétés suivantes :
~log [ Xy| = %logXE,loglbn\ = %IOgb%r
- L’inégalité de Jensen : Elog(|X;]) < logE (|X:|) & LE(logX}?) < ilogE (X}) =
—3E (log X?) > —3 log B (X7?),
on obtient :
log b3, > —Elog X}
& logh?, > —log E (X?)

1
= log b%l > log m

& b E(X?) > 1.

Par conséquent, une condition suffisante pour 'inversibilité du modéle défini par (2.4.7) est
b4 E(X?) < 1, qui est la méme condition trouvée précédemment en (2.4.11) & travers la
définition de Granger et Anderson.

* Expression de covariance :

Comme ce modele est un cas particulier du modele BL(p,0,p, 1), lorsque p = 1, qui a été
déja étudié précédemment, alors on omettra les moindres détails et on ne donnera que les
principaux résultats dont :

> Les expressions de la moyenne et de la variance asymptotique sont respectivement données

par :
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La moyenne asymptotique :
Ona:pu=(—-A""BC
Dans ce cas : A=a, B=b, C=1.

b
1—a

D'ou :E (X;) =

La variance asymptotique :

De méme, en remplacant A par a, B par b, C par 1 et u par T ,on trouve :
2ab
S=-"""12p
1—a
4a2b?
Av=-27 fqab? 4202 +1
1—a
1+ 2b? 4ab?
V=FE(X? =
R e A ¢ ey ¥ [y
D’ou
, 1+ 2b? —3a2b? + 4ab® + b* — b2
C(O):V—MM: 2 2+ 2
1~ =0 (1—aP(l-a— )

>L’expression de la covariance est résumée dans le systeme d’équations linéaires suivants :
. C(l) = a1 C(O) + Ag, ou Ag = (a,ll — 1) ,u2 + bllS,

cc(s)=anc(s—1) =ai;te(l), Vs >2.
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2.5 Comparaison entre les Modéles Bilinéaires et d’autres

modéles de séries chronologiques

Essentiellement, il existe deux approches pour étudier ou comparer les séries chronolo-
giques, a savoir ’approche dans le domaine du temps dite aussi I’approche temporelle ou
I’approche dans le domaine des fréquences dite aussi ’approche spectrale.

Alors, sous le titre de comparaison entre les modéles bilinéaires et d’autres modeles de séries
chronologiques, on donne importance dans ce qui suit a la premiére approche et cela via la

structure probabiliste ainsi que la structure de covariance.

2.5.1 Comparaison selon la structure probabiliste

>Outre le fait que les modeles bilinéaires sont une généralisation des modeéles autorégressif
moyenne mobile (ARM A), le modeéle autorégressif (AR) a erreur autorégressif conditionnel-
lement hétéroscédastique (ARC H) défini par

Xy =aX; 1+ {511{Xt,1<c} + bzl{Xt,lzc}} X;_18; + degy;t € NT,

ou {eg;,t € NT} est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
absolument continues, a, by, b, ¢ et d sont des nombres réelles,

peut étre vus comme un modéle de mélange entre les modeles bilinéaires et les modéles
autorégressif non linéaire & seuil introduit par Tong (1978) dont il présente deux régimes
différents expliqués par deux sous modeéles bilinéaires avec un point de variation spécifié par
le parametre c.

>Une classe de modéles non linéaires qui peut étre écrite sous la forme d’un modeéle bili-
néaire est celle des modeles GARCH (p,q) qui peut étre formulée, & son tour, & un modele
autorégressif a coefficient aléatoire (RC'A) . On consideére le processus {x;} défini par :

Ty = 042, (2.5.1)
ot {z:} est une suite de variables aléatoires i.i.d, et le processus o, satisfait oy = A (y;) , pour
certain processus sous-jacent 1, vérifiant soit
q9

biV (ztfz) )

p
Yo = ao+ Y aiY—;i +
=1 1

7

2

ou
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p q
Yo = a0+ D aiYe—i + Y iV (2—i) Yei,
i=1 i=1
pour des fonctions quelconques A : R — R et v : R — R. Définons ¢, = v (2;_1), ces deux
classes de modeles GARC H prennent les formes des modeles ARMA et AR — BIL respec-
tivement dont la combinaison de ces deux classes donne la classe des processus de volatilité

avec y; vérifie un modele bilinéaire sous diagonal.

Par ailleurs, il existe plusieurs spécifications des modeles GARCH ou dans chaque cas le
processus de volatilité appartient soit a la premiére classe soit a la deuxieéme, y compris :
*Asymmetric Power GARCH (Ding, Granger and Engle, 1993 ; Guegan and Diebolt, 1994 ;
Hentschel, 1995),

*NGARCH(p, q) (Engle and Ng,1993),

*LGARCH(p, q) (Robinson, 1991 ; Giraitis et al, 2004),

*Log-GARCH(p, q) (Geweke, 1986 ; Pantula, 1986),

*EGARCH(p, q¢) (Nelson, 1991).

Ainsi, parmi ceux cités précédemment, les 03 types de modéles qui peuvent étre reformulés
a la classe des modeles AR — BIL, deuxiéme classe, sont les suivants :

Asymmetric Power GARCH :

Ce modele vérifie I’équation aux différences stochastique suivante
p q

o =w+ Y B0t + > |z — b 1{zi < b} + |z — b 1{z_; > b} ol .,
i=1 i=1

ou 1{.} dénote la fonction indicatrice. Ici, les parameétres se restreignent a w > 0, o; > 0,
1=1,.,q, 3, 20,9=1,....,p, u,c > 0 et b € R qui est une forte spécification générale qui
contient de nombreux modeéles, comme cas spéciaux, proposés dans la littérature. Exemples
des modeles inclus sont : les modéles GARCH linéaires, Power GARCH, Asymmetric / GJR
GARCH, TS-GARCH/ T-GARCH.

Par conséquent, on retombe facilement sur la deuxiéme classe en posant : v, = o}, ag = w,
a; = fy, ¢ = .

NGARCH (p,q) :

Ce modele est donné par :

P p
O'% =w + Z /62'0-%_1' + Z a; (Zt—i - b)2 O-t2—i7
=1 =1
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onw>0,0;>0,0=1,...,q, 5, >20,1=1,....,p, et be R.

En posant : y; = 02, ag = w, a; = 3;, ¢i = o, et v (2) = (2 — b)2 > 0, on voit clairement que
ce modele appartient a la deuxiéme classe citée précédemment.

LGARCH (p,q) :

Ce modeéle n’impose pas la positivité de o, et il est défini comme suit :

P P
or=w+ Y B0+ im0y,
i=1 '

=1
De plus, il se considére comme une version restreinte des modeles ARC H (00) présenté en
Robinson (1991) . Sa structure probabiliste peut étre reformulée & un modeéle AR — BIL en

posant : y, = 0y, ag = w, a; = f;, ¢; = oy, et v (2) = z.

2.5.2 Comparaison selon la structure de covariance

Il est trés connu que, d’aprés (Pham, 1985), la structure de covariance d’un processus
admettant une représentation bilinéaire markovienne (2.4.1) , c’est-a-dire celle des modéles
bilinéaires diagonaux et superdiagonaux, a la méme forme que celle d’un processus ARM A.
Prenons a titre d’exemple le modele suivant :

* Le modeéle BL(p,0,p,1) et son équivalent linéaire ARMA(p,1) :

Prenons v (s) = cov (x (t + s),x (t)), i.e v(s) = Ay (s — 1) d’apres (2.2.19).

Trouvons alors les équations de Yule - Walker du modéle BL(p, 0, p, 1) défini par :
Xi=—a1Xp1— o — @ Xp p+ o X (t—1De(t—1)+...+buX(t—p)e(t—1).

En multipliant les deux membres de cette derniére par X; ,,h =0,1,2,....,p, et en prenant

I’espérance, on obtient :

7(0) =—ar (1) —az 7(2) — e —a, 7 (p),
v (1) =—=ay v(0) —ag y(1) —......... —a,v(p—1),
et pour h=2,.....,p, on a, le systéme d’équations :
((7(2) = —a17(1) —axy (0) — ... — a7 (p— 2),
7(3) = —a1y(2) —axy (1) —azy(0) — ... —ay (p = 3),

\ ;Y(P):—al vp=1) —av(p—2) - .. —a7(0).
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Ces équations sont les mémes que les équations de Yule - Walker pour le modeéle ARM A (p, 1).
Dong, on peut dire que les deux modeles "BL(p,0,p,1) et ARM A(p,1)" ont la méme struc-
ture de la fonction de covariance. Cette vérité fondamentale, c’est a dire la similarité célébre
dans la structure de covariance entre les processus bilinéaires et les processus ARM A, conduit
souvent & une misclassification d’un processus & un autre. Néanmoins, & l'intérieur de cette
concordance dans la structure de la fonction de covariance, il existe, pour certains modéles,

des différences cachées entre ces deux processus. Prenons a titre d’exemple le modéle suivant :

*Le modéle PDB (1) et son équivalent linéaire le modéle non centré M A (1) :

Un processus {X;,t € Z} est un modele bilinéaire purement diagonal d’ordre un, dénoté par
PDB (1), sl vérifié I’équation aux différences suivante :

Xy =01 X161 1+€, (2.5.2)
ou {&;,t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
avec F (g;) =0 et E (e2) = 02 < oo. L’équivalent linéaire du modele (2.5.2) est le processus

moyenne mobile non centré, dénoté par M A (1), et est donné par :

Xi = Bo+B U1+, (2.5.3)
ol uy, t € Z est tel que E (uy) =0 et E (u?) = 03 < 0o .
Etant donné le modele (2.5.2), les résultats suivants ont été établis avec \; = o16;et
A1) <1 :
F (X)) = 0%20) = 01\, (2.5.4)
1, _
P = o101 (1 — o107) _ A (1= A) k= 1: (2.5.5)
Lot +oi07  1+X+A Lo,

0,
De plus, pour le modeéle (2.5.3), les résultats suivants ont été établi facilement par Box et al,

1994 :

E(X,) = o (25.6)
L k=0,

=4 P k= (2.5.7)
1+ 51 E> 9

avec || < 1 pour l'inversibilité.
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Afin d’obtenir la valeur maximale de p; pour le modele (2.5.2), PDB (1), on différencie
(2.5.5) qui correspond a A;, on égale le résultat & zéro et on résoud I’équation résultante de

A1 pour obtenir :

1—2)\ -2\ =0. (2.5.8)

La résolution de (2.5.8) donne \; = 1/0.3660 = 40.6051. De méme, la valeur maximale
de p; pour le modele (2.5.3), MA(1),est & f; = +1. Le tableau n°1 montre les valeurs
calculées de p; pour les processus PDB (1) et MA(1), et cela en prenant les valeurs de
B, et Ay respectivement. De plus, la figure 1 montre le graphe de p, a partir des valeurs
admissibles de \; pour le processus PDB (1) alors que la figure 2 montre le graphe de p; a
partir des valeurs admissibles de /3; pour le processus M A (1). En raison d’espace, le tableau
1 est un tableau abrégé (le tableau entier a les valeurs de A; = [—0.99, —0.98, ..., 0.98,0.99]
et f, = [-0.99,—0.98,...,0.98,0.99]). Le tracé des graphes 1 et 2 a été basé sur le tableau

complet qui est disponible en Ohakwe (2008) .

PDB(1) MA(@D) o r(iraphe‘de m..‘a panirrde Ismt‘xla o e processus ‘PDBH]r
i pL B pL “ o
09 | 00624 | 09 | 04972 | °* f/ \ // \
08 [o01124]| 08 04878 | "7/ \‘\ / \ ]
0.7 | 01444 | 0.7 | -0.4698 01 / / l\ 1
06 | 01547 | 06 | -0.4412 0.08 .f)I }Ilr \ E
05 | 0.1429 | 05 | 04000 | ol / \
04 | 01134 | 04 | 03448 oot \
03 | 00746 | 03 | 02752 ‘\
02 | 00369 | 02] 01923 | °® \_ /
0.1 | 0.0098 | -0.1 | -0.0990 Ty T
0.0 0.0000 | 0.0 0.0000 Figure 1
0.1 | 00098 | 0.1 | 0.0990 s I Cebeioni b P e e e
02 | 00369 |02 | 01923 | . ///
03 00746 | 03 0.2752 03l
04 | 01134 | 04 | 03448 | ,,| //
05 | 01429 [ 05 | 04000 | , /
0.6 0.1547 | 0.6 | 04412 0 /
0.7 0.1444 | 0.7 0.4698 2 //
0.8 0.1124 | 0.8 | 04878 e //
09 0.0624 | 09 0.4972 ek /

Table 1 : o 7

Autocorrélation d’ordre 1 pour 5 4—;;’:; e e e

les modéles PDB(1) et MA(1)
Figure 2
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Du tableau 1, figure 1 et figure 2, les dissimilarités suivantes sont évidentes :

1. Intervalles pour p; : Pour le processus PDB (1), 0 < p; < 0.16 tandis que pour le
processus M A (1), |p;| < 0.5. Cela signifie que le processus M A (1) peut étre comparé avec
le processus PDB (1) uniquement dans le cas ou 0 < p; < 0.16.

2. Graphes de p; (en fonction de A\; ou ;) : Pour le processus PDB (1), le graphe de
p; aupreés \; est un graphe ondulatoire avec trois points de retournement (—0.6051,0.1547),
(0.0), et (0.6051,0.1547) alors que pour le processus M A (1), le graphe de p, aupreés 3,
ressemble & un arctangent.

Remarque 2.5.1

A noter que le carré du processus PDB (1) s’identifie comme un processus autorégressif
moyenne mobile d’ordre p = 1 et ¢ = 1 alors que le carré du processus non centré M A (1)

s’identifie toujours comme un processus M A (1) .
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2.6 Conclusion

A travers ce chapitre, on a étudie via deux approches différentes des modéles bilinéaires
a coefficients constants qui ont la particularité :
- d’étre une extension naturelle des modeles linéaires (ARMA) avec un nombre fini de para-
metres,
- d’étre linéaires par rapport a chacune des variables (entrée et sortie) quand on considére
I’autre constante,
- d’avoir une structure ARMA des autocovariances,
- d’avoir un comportement un peu particulier caractérisé par de fortes explosions suivies de

longues plages de calme.

Ainsi, cette étude méne & conclure qu’a 'aide de la représentation vectorielle utilisée par
Liu et Brockwell (1988), puis par Liu (1989 — 1990), on dispose de résultats plus généraux
et plus simples a vérifier que ceux établis par Pham (1985,1986) et Guégan (1987 — 1988)
a travers la représentation markovienne. En effet, dans les travaux de ces derniers on ne
considére que le cas ol le bruit admet une variance finie, alors que Liu donne une condition de
stationnarité et d’inversibilité pour les modéles bilinéaires généraux sans imposer de condition

sur la variance du bruit.

De Pautre co6té, le calcul des moments ainsi des moments d’ordre supérieurs est fastidieux
)

et trés long en utilisant cette approche tandis que le calcul peut se faire trés rapidement et

plus facilement en utilisant la représentation markovienne.



Chapitre 3

Les modéles bilinéaires périodiques

3.1 Introduction

Une classe particuliere de modéles bilinéaires & coefficients dépendants du temps, rare-
ment étudiés a notre connaissance dans la littérature del’analyse des séries temporelles non
stationnaires, hormis dans Subba Rao (1997), Bibi (2003) et Bibi & Oyet (2004) qui visent
essentiellement a décrire des propriétés de nature probabiliste ou statistique de certaines

sous-classes de modeles, est la classe des modeles ot les coefficients (a;.), <i<p (bjt)o <i<q

ainsi que la variance du bruit blanc sont des fonctions périodiques, du temps,

e T

de période S (S > 2). De plus, la classe des modeles bilinéaires périodiques appartient aux
processus du second ordre périodiquement corrélés c’est-a-dire que les fonctions d’autocova-

riances sont périodiques, au sens de Gladyshev (1961) , du temps de période S.

Ce chapitre a comme but de présenter quelques propriétés probabilistes des modéles
bilinéaires périodiques aprés étre passé en revue les définitions de base qui seront trés utiles

par la suite.

86
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3.2 Processus périodiquement corrélés et les modéles

bilinéaires périodiques

Cette section a comme but de présenter quelques résultats basic qui ont prouvé leurs uti-
lité et opportunité pour la modélisation des séries chronologiques non linéaires périodiques ;
a savoir le concept de la corrélation périodique, la propriété de la périodicité stricte ainsi
que l'ergodicité périodique ensuite on donnera la structure générale du modeéle bilinéaire
périodique. Toutefois, 'existence des moments d’ordre un et deux des processus stochas-
tiques permet de trouver quelques propriétés statistiques ; ainsi, la périodicité dans ces deux
moments peut étre suffisante pour expliquer la propriété de périodicité du processus. Cela

conduit au concept de la corrélation périodique.

3.2.1 Processus périodiquement corrélés

Soit {X;,t € Z} un processus, du second ordre, de moyenne
p=FE(X;),t€Z
et de fonction d’autocovariance
vt s) = E{(Xe — ) (Xs — p)}; Vit s € Z.

Si notre intérét ne porte pas sur la non -stationnarité de la moyenne, on peut, sans perte de
généralité, supposer que le processus {X;,t € Z} est un processus centré, i.e. u, = 0,Vt € Z.
Une classe particuliére de processus non-stationnaires est celle des processus dont les fonc-
tions d’autocovariance sont des fonctions périodiques du temps. La définition du processus
périodiquement corrélé a été introduite, dans la littérature de I’étude des processus aléatoires,

par Gladyshev (1961). Elle est donnée par :

Définition 3.2.1

Un processus du second ordre {X;,t € Z} est dit périodiquement corrélé ou faiblement pério-
dique s’il existe un entier positif S tel que la moyenne et la fonction d’autocovariance sont
S — périodique dans le temps, i.e

1) feysr = Hes

i) v (t+ S1,s+S71) =7(t,s), Vt,h, T € Z,

L’entier positif S permettant de satisfaire ces deux conditions est appelé la période du pro-
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cessus périodiquement corrélé. Dans toute la suite, nous supposons que cette période est le

plus petit entier positif satisfaisant les deux conditions citées précédemment.

Un simple exemple d'un processus périodiquement corrélé est celui du bruit blanc pério-
dique, qui est une suite de variables aléatoires non corrélées de moyenne zéro et de variance

périodique de période S, c’est-a-dire que ‘7§+sr = o2 pour tout s = 1,...,5, 7 € Z.

3.2.2 Processus strictement périodique

Définition 3.2.2

Un processus du second ordre {X;,t € Z} est dit strictement périodique de période S € N*
(N* indique ’ensemble des entiers positifs) si ses distributions, de dimension finie, sont

1muvariantes sous un multiple shift de S, i.e que la distribution conjointe du vecteur aléatoire
(X4, X4y, oy X)) est la méme que celle de (Xy,1sn, XiytShy - Xt,+5n) , pour tout entier
neN* heZet (t1,ta,....,1,) € Z™.

Remarque 3.2.2

1 -II est trés clair que le concept de la périodicité stricte généralise celui de la stationnarité
stricte. En effet, de la définition 3.2.2 il s’ensuit qu'un processus strictement périodique de

période S = 1 est strictement stationnaire.

2 -Une sous classe, utile, particuliére des processus strictement périodiques est la classe ou

les variables aléatoires sont indépendantes et périodiquement distribuées (notée désormais
i.p.d).

Définition 3.2.3

Une suite aléatoire {e;,t € Z} est dite indépendante et périodiquement distribuée de période
S, dénotée par (i.p.d), si:

i) {e1,t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes,

it) La distribution de probabilité de ¢, est la méme que celle de €, s, Vt, h € Z.
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Evidemment, une suite (i.p.d) de période S est un processus strictement S—périodique. De
plus, pour S = 1 on retombe sur le cas d’une suite indépendante identiquement distribuée
(1id).

Comme dans la stationnarité stricte, il est impossible de vérifier pratiquement la périodicité

stricte dans les processus stochastiques a ’exception de quelques cas particuliers.

3.2.3 Processus périodiquement ergodique

A noter que la définition d’un processus périodiquement ergodique est intimement liée & la

propriété de I'invariance d’un ensemble qui est défini comme suit :

Définition 3.2.4

Soit T une transformation shift et écrivons T pour la S puissance de T :

TS =ToTo..oT, S fois. Donc,

un ensemble C' est appelé S—invariant si et seulement si T°X € C pour toutes les séquences
doublement infinie de nombres réels ,appartenant o C, X = {.,X 1, Xy, X1,...} € RZA
I’aide de cet instrument, on peut alors citer étroitement la définition de ’ergodicité périodique
comme le montre la définition suivante :

Définition 3.2.5

Un processus s.p.s { X, t € Z} est dit périodiquement ergodique si :

P({..., X 1,X0,X1,...} €C) =0 ou 1, pour tous les ensembles de Borel S-invariant C' de
RZ.

Remarque 3.2.3

Comme dans le cas de la stationnarité stricte (voir par exemple la proposition 6.3.1 donnée
par Breiman (1968) ou le théoréme 3.6.4 par billingsley (1995)), la stationnarité strictement
périodique et l'ergodicité périodique sont conservées sous certaines transformations. Par

exemple si {X;,t € Z} est s.p.s et périodiquement ergodique, et si {Z;,t € Z} est donné

par :

Zt - ft (--'7Xt717Xt7Xt+17 ) 5

ol f; est une fonction de RZ & R qui est mesurable, périodique en ¢ de période S (f; = fiing ¥V n et t),

alors {Z;,t € Z} est aussi s.p.s et périodiquement ergodique.
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3.2.4 Les modéles bilinéaires périodiques

Définition 3.2.6
On dit qu’un processus périodiquement corrélé { X, t € Z},7Z = {0,£1,£2, ...}, du second
ordre, défini sur un espace probabilisé (2, F, P) est un modéle bilinéaire général périodique,

du temps, de période S s’il est solution de l’équation stochastique non linéaire suivante :

p q P Q
Xt = azo -+ Z at,z‘Xt—i —+ Z Ct,j€t—j + Z Z bt,int—igt—j + é?t,t € Z, (321)
i=1 j=1 i=1 j=1
ot (€¢);cy est une suite de variables aléatoires indépendantes et périodiquement distribuées

i.p.d), de moyennes nulles et de variances o2, définie sur le méme espace de probabilité
t

(4, F, P); et ot les coefficients (ari)ocicp s (Cti)o<jcq +(brif) ainsi que la variance

e R

du bruit blanc sont des fonctions périodiques, du temps, de période S, i.e, (a1rs; = ari) , (Ciars; = bij),

(bsrsij = Crij) €t 07 pg = 07 Yt k € Z.

3.3 Le modeéle PBL(0,0, P, 1),

Définition 3.3.1

On dit qu’un processus périodiquement corrélé { X, t € Z},7Z = {0,£1,42, ...}, du second
ordre, défini sur un espace probabilisé (2, F, P), est purement bilinéaire et strictement su-
perdiagonal périodique , du temps, de période S, noté désormais par PBL (0,0, P, 1), sl

est solution de l’équation stochastique non linéaire suivante :

P
Xt = Z bt,ilXt—igt—l + Et, te Z, (331)

1=2

dont (g¢),c, est une suite de variables aléatoires indépendantes et périodiquement distribuées

i.p.d), de moyennes nulles et de variances o2, définie sur le méme espace de probabilité
t

(Q,F,P), telle que ¢; est indépendant de Xy, k < l; et ou les paramétres by ;1,7 = 1,..., P

ainsi que o} sont périodiques de période S, i.e,(byirsin = by €t 07,5 = 07Vt k € Z.
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3.3.1 Ecriture vectorielle

Afin d’étudier quelques propriétés probabilistes de ce modéle, on doit répondre & ’étape
préliminaire qui consiste & reformuler le modéle sous forme d’une équation aux différences
stochastique vectorielle d’ordre un qui est, en effet, une représentation markovienne linéaire
de la forme X,, = A, X, 1+ B,,Vn € Z, ou (A,, B,) est une suite de matrices aléatoires
indépendantes ou non selon le cas. Pour cela, on dispose de deux approches différentes; a
savoir celle basée sur la période, introduite par Gladyshev en (1961) sous le nom de "Period
Span lumping", et la deuxiéme approche basée sur ’ordre, introduite par Bentarzi et Hallin
en (1994) nommée "Order Span Lumping". Donc, dans un premier temps on montre que
la premiére approche nous conduira a un modéle RCA "modéle autorégressif a coefficient
aléatoire" tandis que la seconde nous raménera & un modéele RCPAR "modele autorégressif
a coefficient aléatoire périodique". Cette derniére conservant la propriété de la périodicité
qui représente I'une de ses particularités, soulévera notre intérét par la suite. Le principe de

chaque approche est bien expliqué dans ce qui suit :

Period Span Lumping :

Posant X, (s) = Xgr1s €t €, () = €gr4s, lorsque t = ST + s, 'équation (3.3.1) devient :

Xo(s) = bi(s)Xr(s—i)er (s — 1) + &, (s). (3.3.2)

=2

En (3.3.2), la notation X, (s) fait référence a la variable X durant la s*™¢ saison (régime)
tel que s = {1,2,...,S} du Tmcycle.

Par commodité, X, (i) = X, 1(S+1),e, (i) = e,-1(S+1) si i < 0; & noter aussi que,
lorsque S > 1, le processus est globalement non stationnaire, mais il est stationnaire a
I'intérieur de chaque période.

La version "espace d’état" est alors obtenue par la définition des vecteurs suivants

X (5)=(X;(s5),... X, (s—P+1)), H=(1,0,...,0)", &, (s) = (e- (5)) H,

(o by (s)er (s—1) .. bp(s)aT(s—l)) |

et la matrice A, (s) =
( ) Ip_l 0P—1><1

Avec ces notations, on réécrit le modele (3.3.2) sous la forme

X, (s) = Ar () X, (s = 1) +2, (s), (3.3.3)
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ou X, (s) =H'X, (s).

Ainsi, la relation en (3.3.3) est la méme que ’équation définie pour un processus autorégressif
périodique multivarié. Maintenant, il est trés connu que dans les modeéles de série chronolo-
gique avec des coefficients périodiques, il est possible d’empiler les saisons en un processus

multivarié .

Plus précisément (X)), ., oo X, = (X! (1), X} (2),..., X (S))" est un processus RCA, i.e,
X. =AX_, +B, (3.3.4)

ot (A;, B;), ., sont des paires de matrice et vecteur aléatoires strictement stationnaires et

ergodiques définis respectivement par bloc comme :

O(p) 0(p) Ar(l) &r (1)
Opy -+ Op  A-(2)A-(1) A (2)e, (1) +e,(2)
AT = 7B‘r -
S5-1 S (S—k—1
0 O T[4 (S =5) z{ i AT<s—s>}§T<k>
s= SPxSP =1\ s= SPx1

ou comme d’habitude les produits vides sont posés égales a I(p).

En effet, le résultat découle facilement en remarquant que

X- (0) Xr (S)
XT (_1) XT*I (S - 1)
X, (0)= : = : =X, 1 (9).
X, (—p+1))  \X, 4 (S—p+1)

Order Span Lumping :

Cette approche nécessite la définition des processus P — varié suivant

! !
X, = (Xp, Xpi—1, . Xpi—pt1) 5 & = (€EprEPI—1, - EP—pP11) ,t €L

et les matrices périodiques suivantes

1 0 —fBps —Bps - —Bppa —Bpipa
0 1 0 —Bpic1a - —Bpimipes —Bpio1p—2
0 0 1 0 o —Bprap_a —Bpiap-3
At70 — . . . . . : ,
0 —Bpi—pi32
1 0
0 .. 0 1

et
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Brup 0 0
Bpi—ip—1 Bpi—ip 0
A - Bpi—ap—2 Bpi_ap-1  Bpi_ap
t71_ . . . )
Bpi—pioz Bpi—piozs Bpri_pioa Bpi_piop 0
0 Bpi—pi12 Bpi—pi1s ~° Bpi—piip—1 Bpi—pi1p

ol Bm = by i6¢—1, dont les termes généraux sont donnés par :

1 si 1=7
0 si j=1+1
(Ae0)i; =91 ¢ si j<i’
5Pt—z‘,P si =]
(At1);; =4 0 si J>1 ,avec Bp, pyyq =0.
Bpi—i,pij—i Sl J <t

Avec les notations précédentes, le modele (3.3.1) peut étre réécrit sous la forme
At,OXt = At,lxt_l + Eys (335)

et comme A;( est une matrice triangulaire supérieure inversible, la représentation (3.3.5)

s’écrit également sous la forme d’un processus RCPAR
X, = AX, |+ By, (3.3.6)

ou A; et B; sont respectivement une matrice, de dimension P X P, et un vecteur colonne de

dimension P X 1,donnés par
At = A;&At,la et Bt = A;&§t7 t e 7.
Remarque 3.3.1

* Dans le cas du modéle PBL (p,0,p, 1), on a :

P P P P
Xe=> ;i Xei + D baXiigra +er =D ai X+ ) BraXii + &
i=1 i=1 i=1 i=1
P P
Xy =), (am- + ﬁml) Xioi+e = ki X + e, qui admet une représentation vectorielle
i—1 i=1

identique & celle du modele PBL (0,0, P,1) lorsque P = p et k;; = a.; + B, rien que les

termes généraux des matrices At,O et At,l sont respectivement donnés par :
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1 i j=i
(At,U)Z‘Vj = 0 S.i j <'%. )
—Fkpt—ij—i si J>1
kpt—i,p Si j =71
(At,l)id' = 0 Si. j >‘Z.
kptf'i,erjfi S1 g <.

ou encore plus précisément,

1 —kpiy  —kpio o —kpip_o  —kpip_1
0 1 —kpi_11 o —kpi1p—3 —kpi_1,p—2
0 0 1 —kpr—21 ... —kpi_op_a —kpi—ap_3
A= ,
—kpi—p131  —kpi—pi32
1 —kpi—py21
0 0 1
et
kpt,P 0 0
kpi—1,p—1  kpi—1p 0
A= kpi—ap—o kpi—op-1 kpi—ap
t,1 — X . . )
kpi—pi22 kpi—p+23 kpi—pi24 kpi—pia.p 0
kpi—p+11 kpi—p+12 kpi—p+13 - kpi—py1,p—1 Kkpi—pt1,p

3.3.2 Stationnarité strictement périodique

Cette partie étudie 'existence d’une solution strictement périodique stationnaire (notée
s.p.s), X;, au modele (3.3.1). Notons qu’on est intéressé uniquement par des solutions non
anticipatives (e.g.Nicholls et Quinn (1982); Bougerol et Picard (1992a,b) de ce modéle.
Ainsi, étudier la stationnarité périodique de la solution de (3.3.1) se traduit immeédiatement
a étudier la solution de I’équation aux différences stochastique (3.3.6), qui a des coefficients
(A4, By) i.p.d au lieu des coefficients i.i.d (cf.Bougerol et Picard (1992a,b)). Comme pour
la stationnarité stricte, I’outil clé dans I’étude de la stationnarité strictement périodique est
"le plus grand exposant de Lyapunov" associé avec des matrices aléatoires i.p.d.

Soit ||.]| une norme arbitraire en M?* | I'espace des matrices carrées réelles de dimension p.

Alors, une extension naturelle de la définition standard de ’exposant de Lyapunov au cas
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périodique donne :

75 (A) = infpen- 2B {log || ApsAns—1... 41|}, (3.3.7)
et cela lorsque iE (log™ [|As]|) < oo, ot Va > 0 log® (z) = max (log (z) , 0).
A noter que 77 (.) hérite des propriétés de l'exposant de Lyapunov standard (déduit du
(3.3.7), lorsque S = 1). Par exemple, la propriété v (A) < f:lE (log || As|) est veérifiée avec

I'égalité dans le cas scalaire P = 1. De plus, si les coefficients {(As, By) ,t € Z} sont pério-
diquement stationnaires et périodiquement ergodiques (parallélement th de Brandt (1986)),

on peut énoncer le résultat suivant :

Proposition 3.3.1 :

Une condition suffisante pour que le modéle (3.3.1) posséde une solution strictement pério-
dique stationnaire est que

v (A) <0, (3.3.8)
Sous cette condition, l'unique solution s.p.s, non anticipative, et périodiquement ergodique

de (3.3.1) est la premiére composante de la somme presque sire de la série infinie,

Xt — Bt+z H At—iBt—nyt E Z (339)

n=1i=1
Preuve :
La démonstration de cette proposition s’appuie sur les 03 fréquentes étapes :

1/ Un simple argument, en utilisant le critére de Cauchy, montre que la série (3.3.9)

converge absolument et donc presque stirement, i.e :

n_1 n—1
n—1 Llog H At_iBi—n 1 _Z:O log Ay_i+L log By_n
n/it B H At—iBt—n = e i=0 —e = .
=0

Vu que :

n—1
1 A .
o E . log A;_; converge p.s par le théoréme ergodique vers e
=

Elog Ag
)

o %log B;_,, tend vers zéro lorsque n tend vers Uinfini, car £ |B;_,| < oo.

Alors :
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/X, — 0< 1 puisque Flog Ay < 0. Ceci signifie que la série (3.3.9) converge absolument

n—oo

et donc presque stirement.

2/ 11 est trés clair que le processus donné par (3.3.9) est une solution de (3.3.6), i.e

X, =B+ Z AtAi 1 A1 By
=B+ AtBt 1+ AA By 4+ AA A B s+
=By + A (B + A1 Bio + A1 Ay 9By 3+ ...)
=B +AX,
3/ Cette solution est clairement s.p.s et périodiquement ergodique puisque c’est une
fonction mesurable d’une suite i.p.d {(A;, By),t € Z} qui est aussi s.p.s et périodiquement

ergodique ce qui termine la démonstration.ll

3.3.3 Stationnarité périodique du second ordre

Une condition suffisante pour l'existence d’une solution s.p.s a (3.3.1) satisfaisant F (X?) <

oo est bien donnée par la proposition suivante :
Proposition 3.3.2

Une condition suffisante pour que le modéle (3.3.1) posséde une solution {X;,t € Z} s.p.s

telle que E (X}?) < 0o, V1 <t < S est que

p (ST;[: E (A?QS)) <1, (3.3.10)

de plus, la solution est unique et elle est donnée par (3.3.9) qui converge en moyenne qua-

dratique.

Preuve :
j—1
1/ Trouvons la condition sous laquelle X, — B, — E [T Ai—x | Bi—; converge en
j>1 k=
moyenne quadratique vers zéro :
Rappelons qu'une série X,, converge en moyenne quadratique vers X, si :

lim E [(X,, —X)*] =0.

m—00
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n—1 m—1 m—1
Sionpose P, = [[ Aiis Stm = D PinBin et Ry = [ Ai—nXi—m ot les produits vides
i=0

n=1 n=0
sont posés égales a I'identité, alors par des remplacements successifs en (3.3.6), on obtient
pour un certain entier positive m,
Xy =R+ Stm + By (*)
Alors, du (%), il revient & trouver la condition sous laquelle R;,, converge en moyenne
quadratique vers zéro; i.e :

m—1 /n—1 2
hmm—>oo E |:Xt - Bt - Z ( At—kz) Bt—n:|
0

n=1 \k=

= hmm_m E [Rt,mRé,m]

m—1 m—1 /
( H At—n) Xt—ml/t—m ( H At—n)
n=0 n=0

= lim,,—oo F

= lim,,,_. vecE

m—1 m—1 /
( H At—n) Xt—m&t—m ( H At—n)
n=0 n=0
m—1

= limy, o0 E [ [T (AF2,) vec (Xt_mi’t_m)]

n=0
Remarquons que la condition suffisante d’existence d’une solution s.p.s de (3.3.1) existe méme
si la suite des matrices A; et B; sont dépendantes. Autrement dit que cette condition n’exige

pas I'indépendance entre ces deux suites qui est par analogie entre A, et X, , . En outre,
puisque la matrice A; n’est pas donnée au cas explicite pour le modele PBL (0,0, P, 1), &
cause de la difficulté du calcul de la matrice inverse A, , alors, afin d’illustrer cette vérité,

on pose P = 2. Donc, on a d’une part :

X, X _ X22(tfm) Xo(t—m)X2(t—m)—1 A - borEar_1 0
X2( Y t .

hmmE—tmm t—m)—1X2(t—m) Xi(t_m)_l 0 bat—182¢—2
m—1
Et d’autre part lorsque les deux derniéres matrices composant le [] (A?fn) sont comme
n=0
suit
A, L= b2(tfm)+252(t7m)+1 0
e 0 ba(t—m)+1€2(t-m) )’

A, , = b2(tfm)+452(t7m)+3 0
e 0 ba(t—m)+3€2(t-m)+2 )
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alors il est trés facile de remarquer que A; ,, 11 est la seule matrice dépendante de X, .

mais indépendante du produit des matrices qui restent. Cela nous permet d’écrire :

limp, o E rnl (A22) vee (X,_, X', )}

n=0
m—2
iy o E [ I (A?fn)] E[AZ vee (X, X', )].
n=0
En utilisant la propriété de la périodicité, i.e; lorsque t = s + ST m = (™) 4 S7(m) tel
que s sm € {0,....5 —1}, 70 € Z et 70 € N, on a :
m—2 S—1 T(m) [sm)_o
( H Atn) = (H As<t)l> H As(t)fl ou T(m) = [%] ;
n=0 =0 =0

d’ou,

im0 B [Repn ) ]

"
= lim_(m)_, (H E <A®<t2> z)) < zl:lo E (A@E?) z)) E (Aﬁf)_s(mHUeC (Ksm_s(mﬁs(t)_s(m)))

#(m)

S—1
Il est tres facile de remarquer que la limite de cette derniére découle de la lim__(m)_, o ( I E <A§f) l))
1=0

car :

* Le processus X,,t € Z est un processus de carré intégrable, donc la quantité :

b2( ) _ 5<m>)+2 2( (t)_ s(m))+2E (XQ( ®_ 5(m>))

®2 / o 0
E <A5<t>,s(m)+1U€C (Xsu)_s(m)&s(t)_s(m))) = 0

b2( O S<m>)+1 2( ) — s<m>)E (Xz( O 5(m>) )

existe toujours et elle est finie,

s(m)_o s(m)_
*ok H E< ol l) est uniformément borné par max ( H E ( S l>> ce qui im-

0<s(h<S5—1

plique que sa limite existe et elle est finie.
m—1

2
D’ou, pour que lim,, .o, F [Xt — B, — > (H Al k) Btn] — 0 lorsque m — oo, il suffit

n=1

5-1
que p (H E (A®(t2) z>> <1.
1=0
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Par la propriété circulaire du rayon spectral, il est trés facile de remarquer que :

5-1 5-1
p < I[[E (A?ﬁ))) =p (H E (A?EJ) ,Vs®) ce qui détermine la condition (3.3.10).

=0 s=0

2/ Lorsque la convergence vers zéro est atteint, I'unique solution strictement stationnaire

de carré intégrable est bien donnée par :

n—1
X, =) (H Atk> Bi_y+ B,

n>1 \k=0

qui est clairement une solution de (3.3.6). De plus, puisque c’est une fonction mesurable d’une

suite i.p.d {(A;, By) ,t € Z} alors la solution est aussi s.p.s et périodiquement ergodique.
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3.3.4 Structure d’autocovariance

Cette section s’occupe du calcul des autocovariances théoriques du processus P — varié
PBL(0,0,P,1)g . Posant t = s + S7, o 7 = [%} ,s = 1,...,5, 7 € Z, la représentation

(3.3.6) s’écrit sous la forme :

XS-Q—ST = Asis_;_Sq—_l + Bs—i—STa s=1, "'7S77— €Z,

Ag 0 - 0
ou F (BS+STB</9—}Z+ST) = (ShOA.S; AS = 0 Al . 0 )
0 -+ 0 Ay,

et Az =F <€P(S+ST)_i6IJD(S+ST)—i> ,’i = 0, ey P — 1.

Soit 725) = E (X:X,_,) et FS) = E (X,X}_,) les fonctions d’autocovariances & l'instant ¢ et
retard h de {X;,t € Z} et {X,,t € Z} respectivement.

Alors, Wgt) et F;lt) sont S — périodique en t, i.e, 72‘9+ST) = 'ygf) et FSJFST) = FEZS), s=1,..,85,

et on a

(Ps) (Ps) . (Ps)
Y ph YPh+1 YPhitP-1
(Ps—1) (Ps—1) (Ps—1)
) — YPh—1 T pPh “ VPhyP—2
h . . )
Ps—P+1 Ps—P+1 Ps—P+1
,YEDiszJrl : %(thpw b %(Ph )

avec la propriété y(jf,i = (753]28%))/.

I1 est possible d’obtenir les autocovariances du modele PBL (0,0, P, 1) via deux procédures
différentes :

* La premicre procédure est une simple méthode basée sur approche de ’équation aux
différences, qui nécessite la résolution d’un systéme par bloc, obtenu & partir des équations
de Yule-Walker périodiques. En effet, ces équations peuvent étre obtenues en multipliant les
deux cotés de 'équation (3.3.1) par X; , h =0, ..., P, et en prenant ’espérance, on obtient

S systémes linéaires des équations (d’ordre P + 1) de la forme :

() { o2 bW, + Ao, h=0
Tn =

0. e 8= LS. (3.3.11)
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o b, = (bs21,bs31,-.,05p1), (I's))y = 71(:]‘7), I,k =2, .. P Alors, le calcul des autocova-
riances initiales exige la résolution du systéme précédent, qui est d’ordre S (P + 1), associé
a toutes les saisons. A noter que cette méthode est trés cotiteuse dans les calculs notamment
lorsqu’il s’agit des modeles avec une période importante comme dans le cas ol les données
sont mensuelles (i.e S = 12), c’est pour cela que la prochaine méthode vient pour faciliter
Iopération des calculs et pour restreindre le temps de cette derniére.

** La deuxiéme procédure est basée sur la représentation espace d’état des modeles PBL (0,0, P, 1)
donnée par I’équation (3.3.6) , utilisée récemment par Aknouche (2007) pour calculer les au-
tocovariances de démarrage des modeles PV AR purs et ou les autocovariances de chacune
des saisons peuvent étre calculées séparément, ce qui permet d’alléger le poids du calcul
surtout pour les modeéles de grandes périodes. En effet, en multipliant les deux cotés de

I'équation (3.3.6) par X, ,, h =0, ..., P, et en prenant I’espérance, on obtient :

FE)S) =EB (ASXS+ST71XIS+ST> +E (BS+STX;+ST) ’ (3312@)
I =0, Vh e N*, (3.3.12.b)

Et & cause de la non disponibilité de la matrice A, pour le modele PBL (0,0, P,1)4, on ne
peut donner ’expression d’autocovariance que pour des cas particuliers des modéles purement
bilinéaires et strictement superdiagonaux comme on va le montrer, en détail, ultérieurement
dans le cas ou P = 2.

Remarque 3.3.2

Concernant le modele bilinéaire superdiagonal périodique, PBL (p,0,p, 1), le calcul est fas-
tidieux par rapport au modele purement bilinéaire et strictement superdiagonal périodique
PBL(0,0,P,1)4 dont :

Le calcul de la moyenne et de la variance donne :

> py = agp + bs102 1,8 = 1,..., 5, on a, et i sont respectivement des vecteurs lignes et

’
colonnes donnés par a, = (@s,1, - Gsp)y s 1L = (7R ”sfp)pm .

> 75 = (@1 Gop) U (050, )
+U§_1 (bs,21, -, bs p1) ngp_Lp_l) (bs 21, -+, bs p1)

+4as,1bs,110€71 [(asfl,h seey a’S*Lp) (’us_2’ Y 'us_p_l) * b871’110§72i|
+202_, [as1 (bs21, -y bsp1) + bs11 (s 2, ooy asp)] (g ooy 'us—p)/

2 (p,p—1) !
+Qbs,1105_1 (as—l,la sy a's—l,p) @s (bs,217 s bs,pl)

!/
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!

+2bs’11b571,110371(7§72 (Ms—B? vy ,us_p_2) (bs,?;l; cey bs,pl)
+2bs,11b5,210§_103_2 {(bs—l,Qla R} bs—l,pl) (,usf?n ceey :usfp71>
205111 [(@s2,1, s Gs2) (Ho—gs oo Ho—pa) + Ds—21102 3] } + 02

(o)

m
2 2 2
ZH(S 141,110 s~ l) Os—j— 11{4as 1bs—j11 (Zas —j—LkMs—j_1— g+ bs—j—1,110%_ —j— 2)

j:1 =1 k=1

P
+2 > (as—j1bs—jk1 + bs—j11Gs—jk) Hs— ik
-

(pvp_l) /
+2bs—j,11 ((as_j_l,l,...,as_j_l,p) Dr (bs—jany ooy bs—jp1) X

!

[\

P
2 2
+2bsfj,21bsfj71,110'5_j_2 Z As—j—2,kHs_j_o_} T bsfjf2,1105_j_3

p
+bs_j210%_ 5 5 <Z bs—j—1k1Hs—j—1— k) + 2bs_j_1,1107_; 4 <kz bsj,kl,us—j—k))
3

+ zp: b2 r=1p-1)
s— ]kl s—j+1
=2

m J p
+Z [1 ( S—l+1, 1os z) Z Ay 3k¢§p7?+1 + 021 Z H ( 11105 z) E(5§_j)] ;
Jj=11=1 k=1 Jj=li=1
ou les matrices ¥, K, O,, ', &, sont comme suit :
s—1 S s—2 s
i R S
s— s—p s— s—p
\Ijs _ f)/l - . fYZTp 7K5 _ 71 ‘ - . 73Tp 7
(s—1) (5—p) (-2 (o)
Yp—1" Yo pXp Yp—2~ Yo p—Ixp—1
5—2 s— 5—3 s—p—1
R R
S— s—p S— S—p—
0, — 71. 73Tp T, = 71. 7371.7
(-2 (o) (=3 _(sp-1)
’Ypfl N pxp—1 ’Ypfl N pxp—1
s—2 s 1
R o8
s— s—p—
ot (I)s _ 71 72—p
s—2 s—p—1
P e A
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Ainsi, les autocovariances de ce modéle peuvent étre obtenues en résolvant le systéme suivant :

!
*7(15) = (asj, 52, ..., Asp) (785_1),755_1), ...,7&5_1)> + 26511021 [(@s-1.1, As—1.25 oy As—1,p)

/

(Ms—Q? Hg—3y -5 /Jls—p—l)l + 65*17110372} + Jgfl (b57217 ) bS,Pl) (ILLS—27 e Iu’s—p)

s 5—2 5—2 s-2)\’
*f)/g ) = (a/s,b Qg2 .- as,p) (7(71 )7 7( )7 (RS 7;57*2 )) + bSJlO’?*l/JIS_Q

/!
*’Yés) = (As1, 052, - Qs p) (7§ipp)77gipp)’ ""768 p)> . bs,nag,l,us_p

' (s) (s—3) (=) =Y 2 :
*y; = (Gs,1, 052,y Qs p) (fyl_j s Vomg s s Vs ) + 051105 15— jy ] = 2

!/
(s) _ (s—=3) . (s=3) (s=3) 2
Vi = (@1, @52, e s ) (V12 Y2m s Ypeg ) F 01105 (A1, Gs—ji2, ooy Gs—jip) X
/

(/’Ls—j—lﬂus—j—27 "'7/’L8—j—p) ,j 2 2

3.3.5 Les moments d’ordre supérieurs

Comme pour les modeles bilinéaires classiques, un simple argument en utilisant le bindéme de
Newton nous permet d’écrire ’expression des moments d’ordre r pour les modeéles bilinéaires

superdiagonaux périodiques, d’ordre P quelconque, sous les formes suivantes :

- Pour le modele PBL (0,0, P, 1) :

r/2 P 2j
r 2j ) ) 27 r—2j .
E (Xtr) — E (€t) + Zl CT» E (i:2 bt,letl) E (gtfl) E (gt) I palr (3313)
j:
0 r impair

- Pour le modele PBL (p,0,p, 1) :
r ' 14 Y J 4 ¢
FE (XtT) = F (Et)T —+ Z CﬂE <Z Xt—ibt,ilft—1> + Z O]l (Z Xt_iatyi) X
7=1 i=1 1=1 i=1
p i1
<Z Xtibt,i1€t1> E (&)T_J .
i=1

(3.3.14)
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3.4 Illustrations

Cette partie a comme but de faire une petite application des résultats présentés dans la sec-
tion précédente pour le modele RCPAR général, et cela sur des cas particuliers des modéles
bilinéaires périodiques; & savoir le modele purement bilinéaire et strictement superdiagonal

d’ordre un périodique et le modeéle bilinéaire diagonal d’ordre un périodique .

3.4.1 Le modéle PBL(0,0,2,1),

Définition 3.4.1

On dit qu’un processus périodiquement corrélé {X;,t € Z},7Z = {0,£1,+2,...}, du se-
cond ordre, défini sur un espace probabilisé (), F,P), est purement bilinéaire et stricte-
ment superdiagonal d’ordre un périodique , du temps, de période S, noté désormais par

PBL(0,0,2,1)4, sl est solution de l’équation stochastique non linéaire suivante :
Xt = bt,ZIXt72€t71 + Et, te Z, (341)

dont (),c; est une suite de variables aléatoires indépendantes et périodiquement distri-
buées (i.p.d), de moyenne nulle et de variance o2, définie sur le méme espace de probabilité
(0, F, P), telle que ¢, est indépendant de Xy, k < l; et ou le paramétre by o1 ainsi que o?
sont périodiques de période S, i.e, byipso = bo1 €t 07, 4g = 07, Vit k € L.

Ecriture Vectorielle

Comme il a été vu précédemment, I’écriture du modele sous forme d’une équation aux diffé-
rences stochastique d’ordre un en utilisant la deuxiéme approche nécessite la définition des

processus 2 — varié suivant :
!/ /
X, = (Xop, Xot1) 5 & = (eae-1) , L € Z,

et les matrices périodiques suivantes

10 bat 28211 0
Ao = et Ay = ’ :
W <O 1) o ( 0 b2t—1,2€2t—2)

Avec les notations précédentes, le modele (3.4.1) peut étre réécrit sous la forme

At,Oit - At,litfl + s (342)
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et comme A;( est une matrice inversible, la représentation (3.4.2) s’écrit également sous la

forme d’un processus RCPAR. "autorégressif a coefficient aléatoire périodique" suivant
Xt = Atxt_l + Bt, (343)

ou A; et B; sont respectivement une matrice, de dimension 2 x 2, et un vecteur colonne de

dimension 2 x 1, donnés par :

1 1
At = At,OAtJ = At,la et Bt = At,Oét =& t eZ.
Existence d’une solution stationnaire stricte

En suivant le raisonnement de Liu (1990), i.e lorsque les propriétés suivantes sont vérifiées

p
* HA” = max; {231 \aij|} y
j:

p
**y S F {ln
la condition (2.3.3), en exploitant la propriété de la périodicité, se réduit dans ce cas parti-

lj:A(t—ﬁ

J

culier comme suit :

S S
ElOg H Anst = ElOg H Ast
s=1 s=1
S S
= FElog || ][] A-s|| = E'log || [T 4|/, (3.4.4)
s=1 s=1

et lorsque le produit de ces matrices est égals a

S—1
S [T (b2s21€25-1) 0
(H As) = [ 5-1 ;
s=1 0 Ho (525—1,21525—2)

alors la norme de ce produit est bien donnée par

S S—1 S—1
H Al = max{ H (525,21525—1) ) H (523—1721525—2) }
s=1 s=0 s=0

Enfin, il est tres facile de voir que 'exposant de Lyapunov est strictement négatif si pour un

S—1 5-1 6
entier 5 >0 : E{ H <b23721€2571) + H (6237172182372) } < 1.
s=0 s=0
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Et comme ¢; a une variance finie, alors cette derniére se réduit a

i B

qui est la méme condition (2.4.3) trouvée par Liu (1990) lorsque S = 1.

S

2 2
| | b2571,21‘72572

s=1

2s 21023 1

Existence d’une solution stationnaire au second ordre

Trouver la condition de la stationnarité du second ordre périodique pour le modeéle (3.4.3)

revient & trouver le rayon spectral du produit des espérances de la quantité suivante :

b%s,m@%sﬂ 0 0 0
A®? = 0 bas 21025121825 18252 0 0
0 0 bas—1,2102521625—2€25—1 0

0 0 0 b%s—l,?lggs—Q

s
iep (H E (A;@Q)) qui est clairement inférieur a 1 lorsque :
s=1

maX{Hb2521‘72s 17Hb23 121‘725 2} <1

C’est la méme condition (2.4.4) trouvée par Guégan (1981) dans le cas classique (S =1).

Structure d’autocovariance

Dans ce qui suit, on donne les autocovariances de ce modéle en suivant les deux approches

citées précédemment :

1) Approche basée sur I’équation aux différences stochastique (3.4.1)

Du (3.3.11), le calcul des autocovariances de ce modéle se fait uniquement pour h = 0; elles

sont données par I’équation suivante :

2
1 =Wy ot it €L

ce qui devient aprés k remplacements successifs :

—_

k k oj—
(t—2k)
1:[ ( t—2j+2, 21‘71: 2]+1) Z 1:[ ( t—20+2, 21‘713 2l+1) U% 2j+2

En utilisant la propriété de la périodicité, i.e t = s+ S7, s = 1,5, 7 € Z,et lorsque k = S,
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I’espression de la variance est donnée par

-1

(s) _ & 2 2 5 2

Yo 1-11 bs—2j+2,2105—2j+1 > H ( s—2142, 2105 21+1) Os—2j+2
j:l j: =1

ol on retrouve le méme résultat trouvé précédemment, (2.4.7) ,dans le cas classique lorsque

S=1

Ainsi, pour S =4, 0on a:

[s =110 = B (X4 Xisr). |
L2 o0 B (aei o) ]
[ = o0 = B (aciXiee) ]
PENESET{iSTmE

qui sont transformées sous les équations de Yule Walker périodiques suivantes :

( 1 3
*7((3 ) = bizﬂt() )UzZL + 01,
2 4
o =B 0f + 03,
(3.4.5)
1
*78 ) = b§,217(() )‘73 + 03,
2
L *36” = Bars 03 + 0%
La résolution de ces équations nous donne les autocovariances suivantes :
(
*,_y(l) bl 210403 + 0}
-
bl 21b37210421‘7%’
*7(2) b§,21‘71‘74 + ‘7%
0 ’
1 - b%,mbi,zlg%‘f%
s 9o (3.4.6)
*7(3) b3,2101‘72 + 03
N—
— b7 21b3 210403
*7(4) bZ,210203 + 04
0 .
1- b%,mbz,m‘ﬁag

\

2) Approche basée sur la représentation d’état (3.4.3)

Lorsque P =2, on a :

o 7(23) 7(28)
Iy = (225h 1) (%Zf%) ) (3.4.7)
Yon—1 TVan
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bat,21€2t—1 0 Ay O
! ( 0 bat—1,21€2t—2 o 0 Ay

Alors, en multipliant les deux cotés de (3.4.3) par X} ,, h = 0, ..., P, et en prenant 1’espé-
rance, on obtient le méme systéme (3.3.12) dont :

, st 7(23 2)023— 0
E <ASX5+ST—155+ST> - < R i (25—-3) 2 ’

2
0 b2371,2170 0252

/ 0'28 0
E <B8+5’715+57—) - ( 5 O'% 1> .

Alors, la résolution de (3.3.12.a), dans ce cas, nécessite la résolution de I’équation aux dif-

férences linéaire du premier ordre suivante :

= ¢, LYY L A, ou

(155 — (bgs,Zlggsl ) 0 ) ) et As — <U%s 20 ) .
0 b23—1,21025—2 0 034

Et comme cette derniére équation est matricielle, on utilise 'opérateur “vec” et la propriété

vec (AB) = (I ® A)vec(B) pour obtenir I’équation vectorielle suivante :
vec (F(()S)> = (I ® ¢,) vec (F(()S_l)) + vec (Ay) ,

ce qui devient, aprés r (r > 1) remplacements successifs :

T

vec( ) li[ (I ® ¢y_jy1) vee (F((J )> +vec(As) + Jz:: lj (I® (3.4.8)
¢s—k+1) vec (Ag_j) .

En posant r = S, la propriété de la périodicité de Fés) augmente la performance de (3.4.8) a

j=1

S -1
vee <F(()s)> = (IP2><P2 - 11 (]PXP ® ¢sj+1)> (vee (As) +
(3.4.9)

Z;I ﬁ (I® ¢s—k+1) vec (Asj)> )

et malgré cet avantage, il existe deux inconvénients au niveau de la résolution de 1’équation
(3.4.9) :
1°/ Le calcul d’une matrice inverse, d’ordre P? x P?, pour chaque saison s,s = 1,..., 5.

2°/ Lorsque P > S, la symétrie de vec (Ffﬁ) contient des entrées identiques qui conduisent

4 une redondance indésirable dans le calcul.
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En outre, pour pallier ces deux inconvénients, on procéde comme suit :

1°/ En posant r = s, (3.4.8) se réécrit sous la forme équivalente suivante :

s s—=1 J
)\ _ ()
vec <I‘0 > = jl;[l (I ® ¢sfj+1) vec (Fo ) +vec (As) + j; kl;ll (U® (3.4.8.0)

¢s—k+1) vec (As—j) .
De plus, pour s = S, (3.4.8.a) devient :

S S—1 j
Tonspe = 1T (18 05_y1a) | vee (T7) = vee(as) + 5 1] (1 348
=1 s} (3.4.8.b)
¢ka+1) vec (As_j).
2°/ L’amélioration des calculs se fait selon les deux cas suivants :

i) Pour le cas ou S > P, qui est beaucoup rencontré dans le cas des modéles périodiques,

on sait que la redondance en Fé %) est causé uniquement par la propriété de la symétrie.
Cependant, on peut éviter cet inconvénient en utilisant ’opérateur vech au lieu de vec dont

le lien entre ces deux opérateurs est donné par vec (A) = Dyvech (A), ot A est une matrice
symétrique d’ordre k et Dy est la matrice de duplication usuelle d’ordre (k2 X %k (k + 1))

(eg, Magnus et Neudecker, 1989). Ainsi, I’équation (3.4.8.b) peut se réécrire sous la forme

équivalente

Buech ( () ) e (3.4.10)

ou la matrice B est le premier bloc de dimension @ de la matrice

S
<Ip2><p2 — H (IP><P X ¢S—j+1)) DPQXP(P2+1)

j=1

P(P+1)
2

et C est le vecteur contenant les premiers éléments du vecteur du coté droit de

(3.4.8.b). Par conséquent, nous n’avons besoins que de résoudre un systéme linéaire d’ordre

P(P+1)
— .

ii) Pour le cas ou S < P, il est possible d’améliorer la complexité de calcul de (3.4.8.b)

en superposant tous les éléments distincts de Fé %) et en utilisant ensuite une matrice de

permutation appropriée au lieu de la matrice de duplication Dj pour formuler un systéme

similaire & (3.4.10).
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Afin de manipuler la résolution de I’équation (3.4.10), on donne les illustrations suivantes,

pour P =2 et S =4, qui confirment 'efficacité de cette approche :

>> La matrice B est le premier bloc de dimension 3 de la matrice (I4x4 — P) Dyxs, ol :

1—- P 0 0 0
4 0 1-P 0 0
22
“(Laxa — P) = | Lyxa — Ioyo @ @y =
(Uia = ) s ]1;[1( 2 ® bicjin) 0 0 1-P3 0 [
0 0 0 1— Py
1 00
010
-Dyys = 01 0 , avec
0 01
12 312 12 32 2.2 92 2
Py = 58,21b6,21b4,21b2,2107050301a
12 312 12 312 2 .92 92 9
Py = b7,21b5,21b3,2151,2106040200a
12 312 12 32 2.2 2 2
P33 = b8,21b6,21b4,21b2,21070503017
12 312 12 312 2 .92 92 9
Py = b7,21b5,21b3,2161,21(76040200~
D’ou,
([4><4 - P) D4><3 -
2 12 12 12 2 2 2 2
1 - b8,2156,21b4,21b2,2107050301 0 0
2 12 12 12 2 2 2 2
0 1-— b7,2165,21b372lbl,21060—40_20—0 0
2 12 12 12 2 2 2 2
0 1 - b8,21b6,21b4,2lb2,21‘7705‘73‘71 0
2 12 12 12 2 2 2 2
0 0 1-— b7,21b5,2lb3,21b1,2106040200
et la matrice B est bien donnée par :
2 12 12 12 2 2 2 2
1_bs,2lb6,21b4,21b2,210705‘7301 0 0 by 0 O
2 12 12 12 2 2 2 2
B = 0 1_b7,21b5,21b3,21b1,21‘76‘740200 O] =10 by O
2 12 12 12 2 2 2 2
0 1_58,21b6,2154,21b2,2107050301 0 0 b3 0

> (' est le vecteur contenant les 03 premiers éléments de :

S

vec (Ay) + (I ® ¢g_ps1) vec(Agj) = vec(Ay) + 51 + Sz + Ss, out :

2 2 2
o; 0 _(og O _(og O
(O 0§>’A3_<0 0%)’A4_(O o)’

j=1k

o2 0
ae(? 0).a

1
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55,21 o %‘7 %

0

0 )
b%,zl o % o ?)

S1 = (I ® ¢y) vec (Az) =

b§,2lbg,210$‘7§0z21
0
'52 = (I ® ¢4) (‘[ ® ng) vec (AQ) = O )
53,2117%,210%0?103
b§7216§72lb§72la$a§a§a§
0
8y= (19 6,) (I ® 63) (1 ® 6) vee (Ay) = X

2 12 12 2.2 2 2
b7,21b5,21b3,2106‘74‘72‘71

D’ou,

s
vec (Ay) + ; kﬁl (I ® pg_j1) vec(Ag ) =

2 2 2 9 2 12 2 2 9 2 12 12 2.2 2 2
og + b8,21‘77<76 + b8,21b6,21070504 + b8,21b6,21b4,21‘77‘75‘7302

0

O b

2,12 2.2 12 12 222,12 12 12 2 2 2 9
o7+ b7,21‘76‘75 + b7,21b5,210604‘73 + b7,21b5,21b3,21‘76040201

et le vecteur C' est bien donné par :

2,72 2.2 .12 312 2.2 2 12 32 72 2 2 2 2
05 + 05210706 + 03 2105 21070507 + 05 9106 2107 9107050303 c1

C = 0 = C12
O C13

Enfin, sous les résultats précédents, I’équation (3.4.10) se transforme comme suit :

biu 0 0 7(()8) 11
0 b2 O Y 58) = |Gz,
0 b3 O 7(()7) C13

et la résolution de ce dernier systéme donne facilement :
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(8) Ci2 (13

T by
22 32
2 2 12 2.2 2 2
7(8) _ Cin o3+ bs 210706 + bs 2105 21070504 + b 21062104 21070503073
Ny = = >
b1t - b8,21b6,21b4,21b2,2107050301

2 312 292,12 312 2.2 92, 44 32 4.2 2
0y + 01910305 + b3 9103 51030707 + b 9105 91030703

1 14 4 4
11— b4 2102 2103071

(‘74 + b4 21‘73‘72) + b4 21b% 21030% (‘74 + b4 21‘73‘7%)

( - b4 21b2 21‘7301) (1 + b4 21b2 21030%)

‘74+b4210302 @
=7 -

I b4,2152,210'301
De méme, en suivant les mémes démarches précédentes sur I’équation (3.4.8.a) on retrouve

781), 7[(]2), ”yg )| trouvées précédemment en (3.4.6) .

Remarque 3.4.1

A noter que les équations de Yule-Wolker périodiques trouvées précédemment en (3.4.5) par
la premiére approche peuvent étre obtenues aussi a travers la représentation d’état (3.4.3).
En effet, on a :

> D’une part, du (3.3.12.a) :

25—2
F(S) _ ‘723 + b2s 21’7(() )‘73571 0
0o - b2 (2s—3) 2 )
0 025 1t 031217 0252

> d’autre part, du (3.4.7) :
2s 2s
- (80 ).
g Yo

D’ou, par identification, on obtient facilement :

2s 25 2

’7(() )_J2s+b2321 )‘725 1 14
(2s—1) b2 (25—3) o2 §=1
0 =03, 1+ 03, 1,2170 O%—2;

Enfin, d’apres ces équations et grace a la propriété de la périodicité, on est besoin uniquement

de poser s =1 et s = 2 pour obtenir le méme systéme périodique trouvé en (3.4.5).
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Les moments d’ordre supérieurs
En remplagant P par 2, 'expression (3.3.13) devient :

r/2
E(X) =E(e) + )Y C¥0/E(Xy2)” E(ei-1)” E ()™, (r pair)

J=1

et en posant /2 = jg, cette derniére se réécrit comme suit :

E(X,) = E(&) +202f1b?€1 (Xi2)™ B (21-0)"" B ()" | avec jo > ju

2jo
J1=1
Jo—1
é’:‘t "+ Z 022;; b?j;l Xt72)2‘71 E (Etfl)%l E (5 )2]0 251 + bt nl (Xt72)7’ E (5t—1>r .
Jji=1

Alors, par des remplacements successifs sur cette derniére on obtient & I’étape m

m m—1 l
E(Xy) = 1:[ Fogivoo B (Er-2ir1) B (Xi—am)" + zZ(:) (H bI—2i+2,21E(5t—2z‘+1)T) x

Jo—1

2j 2jo—2j 2j

{ (et-2)" + Z 022]135?12; o B (Xi—o1—2)"" E (4—21)™ ™" E (e4—21-1) ]1}
Jji=1

En utilisant la propriété de la périodicité, i.e t = s+ S7, s =1,5,7 € Z, et lorsque m = S,

I’expression du moment d’ordre r pour ce modeéle est donnée par

-1

S S—1 /1
E (Xs)r = <1 - 1:[1 b;—2i+2,21E (5s21+1)r> [Z (1:[1 b§—2i+2,21E (5S2i+1)r) X

=0
Jo—1
B (55—2l)r + Z 022]]'0117?],12[’215) (Xs—2l—2)2jl E (65_202]0*2]1 E (55—2l—1)2jl }] ’ (3.4.11)
—
’ 0
avec jo=1/2>jiet [[(.) =
i=1

Remarque 3.4.2
Grace a lexpression (3.4.11), le probléme du calcul des moments pour le modéle superdia-

gonale d’ordre un peut étre résolu facilement en utilisant la formule suivante :

Jo—1
E(X) =1 —=bF (1)) " x { (e)"+ Y CHBAE (X 0)™ E ()™ ™' E (st_l)%} :
1=1
0 0 :
avec jo > j1, [[ () =1et Z() =0.
=1 i—1

Par exemple, en posant r = 4, I’expression du moment d’ordre quatre est donnée par :
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E(X)' = (1= E (51)Y) " x {E ()" + CH2,E (X, 2)* E (1) E (e01)*}

(1=bE (5 1)) x (B (e)* + 602, (X, )2 o).

Et lorsque le bruit blanc est gaussien, N (0,1) : E (5t)4 =30*=3,V = et 'expres-

sion de cette derniére devient :

1 6b2
E(Xt)4: — X <3+i>
1— 304, 1— 62,

3+ 3b3, _ 3(1+03)

(1—=303,) (1—05,) (1—=3b5)(1—05)

Ainsi, grace a ces résultats, I'expression du Kortosis pour ce modeéle est telle que

E (X))
(B(x)")°
3 (1 + bgl)

= x (1 —b2)°
(1 —3b3,) (1 —03,) .

K —

3(L+05)(1—03) 3(1—0y)

(1—3by) (1—3by)

_3(1-3bh +26h) _, Ob,
(1—303) (1—3b3,)

Alors, cette derniére indique et confirme le fait que la distribution du modeéle bilinéaire est

> 3.

plus épaisse que celle de la loi normale, comme on 1’a déja vu précédemment (intro.ch.2)
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3.4.2 Le modéle PBL(1,0,1,1),

Définition 3.4.1

On dit qu’un processus périodiquement corrélé {X,,t € Z},7Z = {0,£1,42, ...}, du second
ordre, défini sur un espace probabilisé (S0, F , P), est diagonal d’ordre un périodique , du
temps, de période S, noté désormais par PBL(1,0,1,1)y, s’il est solution de l’équation

stochastique non linéaire suivante :
Xt = Gt71Xt,1 + bt,llXt—lgtfl + Et, t e Z, (3412)

dont (),c; est une suite de variables aléatoires indépendantes et périodiquement distri-
buées (i.p.d), de moyenne nulle et de variance o, définie sur le méme espace de probabilité
(2, F,P); et ou les paramétres a;1,b.11 ainsi que o? sont périodiques de période S, i.e,
(atsrsy = i1, bprsan = benn) et 07, = 07Vt k € Z.

Ecriture Vectorielle

A premiére vue, on peut écrire le modeéle (3.4.12) comme suit :

X = (arg +braier1) Xpm1 + e, t € Z

Donc, on peut dire que c¢’est un modeéle RC' PAR mais dans le cas scalaire puisque :

Ay = ap1 + baigi,
et
Bt = &t.

Existence d’une solution stationnaire stricte

Du (3.4.4) , exposant de Lyapunov est strictement négatif si

s
Y Eloglasi + bs11€5-1] <0, (3.4.13)

s=1
qui est la méme condition (2.4.8) trouvée par Liu (1990) lorsque S = 1.

Existence d’une solution stationnaire au second ordre

De méme, la condition de stationnarité du second ordre périodique est vérifiée lorsque
s
I1 (ai,l + 53,11‘7371) <1, (3.4.14)
s=1

qui est la méme condition trouvée par Bibi et Ho (2006) dans le cas périodique et on retrouve

aussi la condition (2.4.9) donnée par Pham et Tran (1981) dans le cas classique.
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Structure d’autocovariance

Contrairement aux modéles bilinéaires superdiagonaux, les modeéles bilinéaires diagonaux ne
sont pas centrés donc le calcul de la moyenne de ce modele, diagonal d’ordre un, est donné
par :
E(Xy) =a1E (X)) + b B (Xi—160-1) -
En posant p, = £ (X;), on obtient I’équation aux différences linéaire du premier ordre sui-
vante :
— by 1102
My = Qg fhyq + 011051
Par des remplacements successifs de cette derniére, on obtient :
m—1 m j—2
(H ap— 11) Loy m+Z H A zlbt —j+1, 110t —j (3-4-15)
i 7j=1:=0
En utilisant la propriété de la périodicité, i.e, lorsque t = s+S7, tel que s € {0,...,.S — 1} ,7 €
Z ,ona:
m j—1
<H Qg zl) Hs— m+z H Qg zlbs —j+1, 110'? e (3416)
i=1 j=1li=1
En posant m = S, une représentation équivalente a (3.4.16) est donnée par
S j—1
<H ag 1) s+ >0 11 as—inbs—jr1110% _j, car H As—i1 = H as1 par la propriété de la
j=11:=1 =1
périodicité des coefficients as ;.
D’ot, la moyenne du modele PBL (1,0,1,1)4 est donnée par :

s -1 s
g = (1 — 11 a&l) Bg, 11 lasa| < 1, (3.4.16)
s=1

s=1

S j-1
_ 2
avec By = > [ as—i1bs—j11,1105_;.

j=1i=1

Maintenant, le calcul de la variance est bien détaillé dans ce qui suit :
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W = 4 B (X Xoo1) + bt B (XeXo16121) + E (Xeey) , or
> (X Xy 1) = at,ﬂ(()t_l) +bnFE (Xt2—15t—1) ;
> E(XiXi16m1) = a1 B (X7 je0m1) + b B (X2 621)
> F (X&) = 02,
ce qui donne
"Y(()t) = a?,l’yg)til) + 20101 E (Xt{lgtfl) + b152,11E (Xt{lgt{l) + 07, o
> B (X7 je001) = a-10 B (KXo Xio18m1) + b1 B (Xim16i-1 Xy04-2) + E (Xymaet ),
E(Xi—2Xi-180-1) = 07111y,
avec E (X161 Xi9802) = 07107,
E (X)) = 0fy (a1apyy—s + b niof o) + B (])
D’ou

wx B (X2 60-1) =207 (@-1apteg + bi1,11075) + E (€74),

> 02 E (XP et ) = bl a11 B (XpaXo1el 1) + biibi1n B (Xiaer 2 Xio167 ) +

b2, B (X162 ), dont

(B (X 0Xi 162 ) = ar1002 7y 4 b1 107 B (X2 pei0) + 0B (£5)),

— 1102 Y £ 26y 10102 02, (@ aaptys + brani0y) +
bi11107 1 E (88 5) + o E (5 1) .

E(Xy 982Xy 162 1) = ap 1102 B (X2 081 5) + by 11102 B (X262 ,) + 02 ,E (3)),
= 2a;_1,107 107 5 (Q_21fty_5 + b_21107 3) + a_11107 1 E (g5,) +
bi_11107 B (XP 462 ,) + 0 ,E(g5)).

E(Xi 18} ) = araty_oE (g)1) + o102 L E (65.) + E (e}4) -

\

D’ou
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t—2
**bt211E (Xf 15t2 1) = (b?u"? 1) at2 11%() )

+4 (07 11071) a-1.1b-11107 5 (@215 + b211073) + b7 B (ef4) + A
+ b2 (b1 1107) E (X2 etsy) .
= (BBuo?y) ad ™+ (BFohy) (1n0ts) alonnd ™ +
(B11071) (F111072) (Bon0Ps) @ sivy  +
+4 (07107 ) ar11bi-11107 5 (@r—2,104_5+
bian10rg) +4 (b21,07 ) (b1 1107 ) ar21bi-21107 5 (@r—s1t_y + bi-31107_4)
+ 4 (071107 1) (b7_1.11075) (b?_011073) ar—31b—31107 4% (@r—a1ty_5 + bi—s11075)
00 E (eio1) + 000 (b11071) B (eiss) + b0 (0Fo101071) (BFa11072) E (€1-s)
+A+B+C
+ bt 11 (bt 1 11‘7? 1) (b?fzn‘f%fz) (b?f:z.,n"?fs) L <X1f274€?74) :
ou,
A=2 (bt 1) a1 E (88)) + 2b7 1, (be—1110%5) E (e0_,) +
2 (b7 11071) a-1abi-in B (€5)
B=2(b},07 ) (b}1 1107 5) ar-o1bionn B (e)_5) + 2071, (bP 11107 1) aronape_sE (6],) +
20711 (071 11071) oot 3B (€],)
=2 (b%,naffl) (bfﬂ,nafﬂ) (b%f2,110-t273) at-31bt-311 5 (5?74) +
2071, (b2 1 11071) (V791107 ) ar—say_4E (g 3) +
2bt2,11 (b?q,u"?fl) (5572,110372) bt*3711‘7?f4E (55’73) :
sont égales a zéro car le bruit est gaussien.
eme

En posant D, = E (Xfflgffl) , expression de cette espérance a la (m + 1) étape est

donnée par

m [ t—j—1
b?,llthl t11 H ( t— 31101: j) Dy Z H ( t— z+1110t l) {@t ]17(() B )+

o -1
4(at j1be— 311‘73 G— 1) (at —j—1,1 5 o+ bij- 1110? G- 2)}+b 11 H (b? l11‘7t2 Z)E(gf—j) )
En utilisant la propriété de la périodicité, i.e, lorsque t = s+57, tel que s € {0,...,5 — 1} ,7 €

Z ,on a:
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. ] s—j—1
bzuD sllH(s 91105 j) s—m— 1+2 {H(s z+11105 l){ zg,ﬂ(() a )+

4(as jlbs jllo-g j— 1) (as J—1,1Ms— —j— 2+b5 Jj— 1110% J— 2)}+b5111_[1(s lllo-g l)E(Eij):| :

En posant m = S, une représentation équivalente a cette derniére est donnée par

j=1 J=1 Li=1

1
S J
billDS—l = < I1 ( Jllas j)) {Z [H (bg—l+171102—l){ a?_ 317(() Ty

4(665 Jlbs ]1105 —j— 1) (as —j=1,1Hs—j— 2+b5 v 11108 —j— 2)}+bsllll_[1(s lllag l)E(gi—j)}

Par conséquent, la variance de ce modele devient

7 = ag,lﬁ}/éSil) +4a51051102 1 (G511t o+ bs_11102_5) + 02
& 2 2 o 5[4 2 2 2 (s—j-1)
+{1-— Hl (bs—j,llas ]) Z |:ZH (bs—l+1,1105—l) { s ],170 +
j: = :

—1
4 (as—jbs—jnoi_ —j— 1) (@s—jm1fte—jo + bsjimos —j- 2) } +bs11lHl (2 11105 l)E(gé—j)]}'

Remarquons que lorsque S = 1, 'expression de cette variance devient
7(()” = a%’y(()t) + 4a1by10?% (ayp + byyo?) + o

(1= 8310%) 7 {[(B10%) {atrl? + 4 (@buo®) (@p + bro®) |+ 1B ()] |
= (1 — a2 —b2,02) " [4aybyy0? (ajpu + biyo?) + 02 (1 — b%02) + b2, E (4]

+

qui est, lorsque E (gf) = 30* , le méme résultat trouvé par Pham et Tran, 1981.

Par ailleurs, le calcul des autocovariances est bien expliqué dans ce qui suit :
o) = a1 B (X2,) + b E (X2 ) |
_ at71fy(()t*1) + 2by 1102, (at_l,lut,z + bt—1,11<7t2—2) ;
.,ygt) = a1 B (Xyo1X2) + b1 B (X1 Xy 0641),
= a7V + be 11071 Hyas
o = 0 B (X1 Xos) + bt B (X1 X _se11)

= Qy, 175 + b 11071 s,

07§t) = Clt,17§‘t__11) + bt,llgfflrut—j’j 2 2.

Enfin, les autocovariances peuvent étre obtenues en résolvant le systéme suivant :
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%()8) = ag 17((35 Yy 4a,1bs1107 (aS—M“S*Q + b3_1’110§_2) toot A

vﬁs) = a, wés VA o
Ay = bs,uDs—l’ et
Ay = 2bs 1102, (as71,1us—2 + bsfl’HUg*?) '

Les moments d’ordre supérieurs

De méme que précédemment, en remplagant p par 1 dans (3.3.14) , on obtient

E<X[):E(€t) +ZC]E (Xt 1bt11€t 1 +ZC Xt 1%1) X

=1

(Xt—lbt,11€t—1) _l} E(gt) _j7

et en posant r = jy, I’expression de cette derniere devient

Jo—1 . I
E(X])=E(a) + Z Cﬂ [biln (Xe1ee1)" + Z Chat 117]111j2
.71— j2 1

X E <(Xt V' (e )ﬂ-ﬂ)} E (e,

Avec m remplacements successifs, on obteint

B =Bl + o nb () + S (M) £ @)

=

+ Z (H ay_ @+11> {ZC CATRUARETS E(<Xt—’—1>r (gt‘l_l)r_jz)

j2=0

J1
+ Z Ch LZ C’”a‘;{? l 1bj1 1]121 < F ((Xt—l—l)]l (5t—l—1)]17]2> B (Et—l)mh} ‘

J1=1 jo=0

En utilisant la propriété de la périodicité, i.e t = s+ S7, s = 1,5, 7 € Z, et lorsque m = S,
I’expression du moment d’ordre r pour ce modeéle est donnée par

S-1 l
Z (1:[ ag—i—l-l,l) { €s— l + ZC¥2 as_ llbz 5211

=0 j2=0

g 1
E(X]) = (1 - Elag—i+1)

XL <(X37171)T (857171)“]&) Cm (Z Chalnblin < B <(Xsfzfl)j1 (€sll)j1j2>>
Ji=1

Jj2=0

xE(sS_l)jofjl}] , avec Jjo =1 > j1 > jo €t H (\)=1.
i=1
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Conclusion et perspectives

Dans le cadre de ce travail, on a essayé de toucher le bord de quelques propriétés pro-
babilistes des modéles bilinéaires non stationnaires & coeflicients périodiques, dans le temps,
ou encore des modeéles bilinéaires périodiques et ce & travers le fond des propriétés proba-
bilistes des modéles bilinéaires stationnaires. Et comme 'objectif de ces modéles n’a pas
atteint son apogée jusqu’a ce jour, autrement dit que leur fond n’est pas encore visible, alors
il est évident de dire que la propriété de la périodicité reste un point ouvert nécessitant une

attention particuliere dans les recherches a venir.

Plus précisément, on a donné une condition suffisante d’existence d’une solution stric-
tement stationnaire et au second ordre pour ’ensemble des modeéles bilinéaires périodiques
ayant une représentation markovienne linéaire identique a une équation aux différences sto-
chastique de la forme X,, = A, X,,_1 + B,,Vn € Z, ou (A,, B,) est une suite de matrices
aléatoires périodiques non nécessairement indépendantes. Ensuite, pour la classe des modéles
bilinéaires PBL (0,0, P, 1), on a constaté que ces modeles représentent un bruit blanc faible

et ce & travers leur structure d’autocorrélation.

Vu qu’a notre connaissance il existe deux méthodes de résolution de la structure d’auto-
covariance"approche basée sur I’équation aux différences" et "approche basée sur la repré-
sentation espace d’états" des modeles bilinéaires périodiques dont la premiére est facile a
manipuler quant a la deuxiéme, malgré son efficacité par rapport a la premiére notamment
lorsqu’il s’agit d’une période importante, exige la présence de la matrice A, nécessitant a
son tour le calcul d’une matrice inverse d’ordre p x p. A cet effet, la résolution du systéme

n’été appliquée que pour p = 2 puisque la matrice A, n’est pas disponible dans le cas ou
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lordre p est quelconque. D’ailleurs, il est trés important de noter que le manque de cette
matrice est une clé qui contribue a une nouvelle orientation dans les recherches & venir, i.e,
elle offre une forme plus explicite de I’exposant de Lyapunov 7° ce qui conduit & son tour
a donner une condition d’existence d’une solution strictement stationnaire périodique plus

simple a celle donnée dans ce cadre de travail.

Outre le modeéle purement bilinéaire et strictement superdiagonal périodique PBL (0,0, P, 1),
on a étudié aussi le modele bilinéaire superdiagonal périodique PBL (p,0,p, 1) ot on a ren-
contré, par rapport au premier, une difficulté dans le calcul des autocovariances a cause de la
diagonalité du terme bilinéaire qui le caractérise. Ensuite, on a illustré les résultats trouvés
avant a travers deux cas particuliers, en posant P=2 dans le premier modeéle et P=1 dans
le deuxieéme. C’est-a-dire que, on a abordé deux cas particuliers de deux classes de séries
temporelles non linéaires périodiques telles que la classe des modéles purement bilinéaire et
strictement superdiagonaux périodiques et la classe des modéles diagonaux périodiques or il
est intéressant aussi d’explorer les modeles sous diagonaux périodiques et de les comparer

avec les deux classes citées auparavant.

Ainsi, on a considéré dans ce travail uniquement l’aspect temporel alors qu’il y a un

intérét croissant de ces modeles & travers ’approche fréquentielle (dans le cas périodique).



Chapitre 5

Annexe

Dans ce qui suit, on présente un complémentaire au chapitre deux sous format de preuves

de quelques théorémes afin d’approfondir la compréhension et d’élargir la connaissance :

Preuve du théoréme (2.2.2)

Il est facile de voir que (i) implique (i) & partir du moment ou la limite ) de Qy, si elle
existe, satisfait 1’équation de (7). Inversement, supposons que cette équation admette une
solution positive Q). Alors, @y étant définie comme en (éi), on a :

Qo < Q et donc Q; = AQuA + BQoB 02 + % < AQA + BQB 0>+ % = Q et en répétant
cet argument, on a (Q < Q) pour tout k. Le méme argument, en commencant avec )y < ()

donne Q) < Qr41. Ainsi la suite Q) converge. Or, ), est la matrice de covariance de :

k
Zagy = > (A+ Bey) ... (A+ Bey_ip1) (Cery+ D (€2, — 0°)) et comme Ce, + D (2 — 0?)
i=0
est de moyenne zéro et est indépendant de €,.1, €549, ..., alors pour tout vecteur z, la suite
tZuxy, k = 1,2,... est une martingale dont le moment d’ordre deux est borné par #Qx et
donc, converge en moyenne quadratique et presque stirement vers la limite £7;x. Il est fa-

cile de vérifier que Z; est la solution de (2.2.1). Inversement, si (2.2.1) admet une solution

stationnaire, alors (i) est vérifiée & partir du moment ou la matrice de covariance @) de Z;

satisfait la relation Q = AQA + BQB o2 + ¥. Pour montrer 'unicité de la solution (2.2.3),
on peut observer que toute solution de (2.2.1) a un vecteur d’état qui differe de Z; d’une

variable aléatoire U, satisfaisant U; = (A + Bey) U;_1 et donc la matrice de covariance @,

solution de I’équation () = AQA + BQB o2, doit tendre vers zéro par hypothése. B
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Preuve du théoréme (2.2.8)
Tout d’abord, on montre ’équivalence de (1) et (c2) et de (O1) et (O2). Pour cela, on observe
que Q est la somme de toutes les matrices de la forme : A" (o B)™ ... A" (6 B)"™ % (¢ B')™"
A (eB)™ A™ avecny > 1,n; > 0,1<i<rm,>1et ) (n;+m;) <k.
Puisque, 2"T'z = 0 implique que 2"T" = 0 si T" est une matrice positive, la singularité de @), est
équivalente & I’existence d’un vecteur orthogonal & toutes les colonnes de A™ (o B)™ ... A" (o B)™"
ol n; et m; sont définies comme ci-dessus. Ce qui montre ’équivalence de (¢;) et (¢2). De
méme pour (O;) et (O3).
On montre maintenant que si la représentation (2.2.1) n’est pas quasi minimale, alors (c;)
ou (O3) ne sont pas vérifiées. Si (¢;) n’est pas vérifiée, il n’ya rien & démontrer. On suppose
que (¢) est vérifiée ; ce qui implique que la matrice de covariance W de Z; est non singuliére.
Par hypothese, il existe une deuxiéme représentation :
{ Xe=HZi +e o

Zy=AZ, 1+ BZ; ey + Cey + De? — o2,
e { Zy =87 = ASZi_y + BSZ 16, + Cey + Det — o?,

Xy =HSZ; 1+ ¢

Par comparaison avec (2.2.1), on obtient HS = H, AS = SA, BS = SB,C = SC,D = SD.
Comme S a moins de lignes que de colonnes, il existe un vecteur z # 0 tel que SX = 0. Par
suite Hx = HSx =0, HAz = HASx = 0,...D’ott (O,) n’est pas vérifiée.
Inversement, si (¢1) ou (O3) ne sont pas vérifiées, alors la représentation n’est pas quasi
minimale. Si (¢;) n’est pas vérifiée, alors en notant Ker (Qy),k = 1, ...,n, le noyau de @y, on
a: Ker(Qr) # 0 et comme Ker (Qr) D Ker (Qgs1), on a: Ker (Qp1) = Ker (Q,), pour
p < n.Donc, Vo € Ker (Qpt1) : 2'Qpi1x = 0 clest a dire 2’ AQ, A’z +2'BQ,B'x+ '3z ainsi
que z € Ker (X) et Ax et Bx appartient & Ker (Q,) = Ker (Qp+1) . En répétant cet argu-
ment, Ker (Qy) = Ker (Q,) pour k>p. Par suite () est singuliére. Ainsi on peut construire
une représentation équivalente en conservant uniquement les composantes linéairement in-
dépendantes de Z;, et donc la représentation (2.2.1) n’est pas quasi minimale. De I'autre
coté, si (Oq) n’est pas vérifiée, ensuite de la méme maniére que précédemment, Py, n’est pas
singuliére pour tout k et donc les vecteurs lignes HA™ B™...A"™ B™ peuvent s’exprimer

comme des combinaisons linéaires de p < n parmi eux. Soit S la matrice formée par ces
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vecteurs, alors H = HS,SA = AS,SB = BS et d’ou on a une deuxiéme représentation avec
le vecteur d’état SZ;. B
Preuve du théoréme (2.3.2)
xPour établir ce résultat, nous commencons par donner la démonstration pour ) = 2 et dans
ce cas (2.2.1) devient :

X; = Cey+(A+ Bigi—1 + Baep2) Xy 1. (2.3.8)
Ainsi, avant de procéder a cette preuve, on introduit d’abord une suite de variables de di-
mension p qui sera utilisée par la suite pour générer une solution strictement stationnaire

de (2.3.8), Soit :

0, sin <0,
Sn(t) =< C&, sin =0, (2.3.9)
CE + (A4 Bigg—1 + Bagy—9) Sp1 (t = 1), sin >0,

et A, (t) =S, (t)—S,—1 (t) qui vérifie 'équation A, (t) = (A + Bigy—1 + Bagr2) A1 (t — 1),
pour n > 3.
De plus, par un simple argument en utilisant un critére d’induction, on peut conclure que
ces deux suites sont strictement stationnaires. Alors, en utilisant la théorie LP, (p > 1), le
probléme de I’existence d’une solution stationnaire au second ordre se réduit maintenant a la
convergence de (S, (t)),,~, vers X; en I.? dont la quantité d’intérét pour atteindre la conver-
gence est B {A,, (t) A, ()} qui est une quantité matricielle, et comme il est plus approprié
d’utiliser les vecteurs des moments on a alors :

Vo= E{A7 (1)},

=(A®QA+0*Bi@B1) Vo1 + (AR By + Bo @ A) E{A%2, () g1} + (B2 ® By).
E{AT (t) ey}

En posant D, = E{A% (t)e,1}, F, = E{A%(t)e2_;}, on obtient :

V=(A® A+ 0°B, @ B)) Vyoy + (A® By + By ® A) Dy g + (B2 ® B) By,

Dn == 0'2 (A@Bl + B1 ®A) f/n_l -+ 0'2 (B2 & B1 + B1 ®Bg) Dn—l,
Fy=(0?A® A+7*B1 ® By) Vo1 + 0 (A® By + Bo ® A) Dyy_y + 0% (By ® Ba) Fr 1.

Ce systeme se réduit facilement a une seule équation aux différences, en posant V, =

(Vn, D,, Fn> ,n > 3 comme suit :
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Vo=TV,_ 1 =..=1T"3V,_s, (2.3.10)
ot I' est une matrice définie comme (2.3.5) . Donc, la condition nécessaire et suffisante d’exis-
tence d’une solution stable de cette équation est que p (I') < 1.

Un autre instrument qui précéde cette preuve et qui semble intéressant & la compréhension

de celle ci se trouve dans la proposition suivante :

Proposition 2.3.3 :

Soit |V,| la somme en valeur absolue de toutes les composantes de V,,. Alors, si X := p (') <
L,on a l'inégalité |V,| < A2 pour tout n € {3,4,...} et pour une certaine constante c.
Preuve :

Si' = T7'AT est la décomposition du Jordan de T, alors il est clair que pour n > 2d = 6p?

(d est la dimension de V},) les éléments de A™ sont bornés en valeur absolue par < Z > A

et d’ott par KA\™2 pour une certaine constante K. Par conséquent, on obtient :

Vo] = |T"2V| = |T'A"2TV3| < eA™?, pour une certaine constante c.[]

Enfin, on peut entrer dans les trois fameuses étapes de démonstration du théoréme (2.3.2)
dont il s’agit de montrer que :

- (1) Uéquation (2.3.1) a une solution strictement stationnaire de carré intégrable X, :

A partir de la proposition (2.3.1), il s’ensuit que :

E IS0 () = Sut (OIF = E 180 (8)]> = trace (Vi) < | < "2,

et donc pour chaque t fixé, S, (t) est une suite de Cauchy en 1.2 et ainsi elle converge a la fois
en L2 et presque stirement. D’ot ses limites X;,t = 0, £1, ...sont des solutions strictement sta-
tionnaires de carrés intégrables de (2.3.1), et donc la premiére composante X;,t = 0,+1, ...
satisfait (2.1.1).

- (i1) la premiére composante X, est une solution stationnaire, causale et ergodique de (2.1.1) :
» La stationnarité de X; se découle a partir de la stationnarité stricte de X; et du fait que
pour chaque ¢, X; est la limite en IL? de S, ().

» Etablir la causalité et l'ergodicité de X; revient & montrer qu’il existe une fonction f

R>* — R, tel que : X; = f(e4,64-1,...), p.s pour tout ¢t € {0,£1,...}, On a :
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, Sn (t)@’]Xt:ft (€t,5t717---)a
d’une part, mg
Sn (0) = Xo = fo(€0,6-1,...) ,pour t =0,
et d’autre part, puisque S, (t) est définie comme (2.3.9), alors il existe une fonction mesu-
rable G,, : R™® — RP telle que pour tout ¢t € {0, £1,...},

Sn (t) = Gn (Et,Etfl, ) ,n = O, 1,2,
=G, (20,61, .-.) -

Alors :
Sn (t) TE; fo (815, 675,1, ) y
o= o= (A0 9.

En posant f = fél), on peut écrire : X; = f (e4,64-1,...), p.s pour tout ¢ € {0,£1,...} ce qui
signifie que X, est causal et ergodique.

- (i1i) Les solutions X; et X; sont uniques :

»Soit Y, une solution quelconque de (2.3.1) telle que Y; = g (4,641, -..) , (2.3.11)
ol g est une fonction mesurable de R> dans R? et soit : U; = X; — Y, ou X; est la solution
de (2.3.1) trouvée en (7). Alors U, est strictement stationnaire et satisfait les équations sui-
vantes : Uy = (A + Bigy_1 + Baogy o) Up1.t € 0,41, ...

En utilisant les mémes arguments que précédemment, (2.3.10) devient :
u="Tu=..=T%,Vt> 0t comme A\ = p(I') < 1, on en déduit que u = 0 (en probabilité
1), et donc que X; est la solution unique de (2.3.1) de la forme (2.3.11).

» Pour montrer maintenant que X; est I'unique solution stationnaire de (2.3.1), on définit :

0, sin <0,
Sr(t) =14 & = (12, tpr1) sin=0,
Ogt + (A + B1€t_1 + Bg6t_2) S;;—l (t — 1) , sin > O,

et on procéde de la méme fagon qu’en (i) pour montrer que pour chaque t, (S* (t),n > 0)
converge & la fois presque stirement et dans IL? vers un vecteur aléatoire Y, de la forme
(2.3.11) satisfaisant (2.3.1). A partir de I'unicité établie pour le processus X;, on en déduit
que Y, = X; pour tout ¢t € (0,+£1,...) en proba 1.

» 11 est ensuite facile de voir, par simple itération a partir de (2.3.9) que :

Sn (t) =C gt -+ Z H (A + Bl&g_j + Bz6t_j_1) Ogt_m,

m=1 j=1
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alors X; = lim S, (¢) satisfait (2.3.7), et ou la somme infinie peut étre interprétée comme

n—oo
limit § L2
une limite presque stire ou en L°.
sxxEnfin, pour démontrer le théoréme dans le cas général, avec () quelconque, on utilise les

mémes arguments que précédemment, mais les suites S, (f) définies en (2.3.9) sont rempla-

cées par :
0, sin <0,
Sn (t) = Cgt, sin = 07
Ce+P(t) S (t—1), sin >0,

ou®(t)=A+DBigg1+...+Bgerg,t=0,F1,..1
Preuve du théoréme (2.3.5)
Dans ce qui suit, on obtient successivement les conditions de stationnarité asymptotique du
1°" et 21 ordre de la série X, vérifiant le modeéle (2.3.17). On a :
E(X,)=HE(X,)
cov(XiXpps) = H E (X — B(X0))(Xows — BE(Xii))1 H
Pour toute la suite on suppose que les variables aléatoires {¢;} sont indépendantes et chacune
d’elles suit la loi N(0,1).
Posant : 1, = E(X;),V; = E(X;X,), St = E (XiX,e) et W, = E (X; X,e?) .
Condition de stationnarité du 1°" ordre :
Prenons l’espérance sur les deux cotés de (2.3.17) et notons E (X;e;) = C, on obtient :
py = Apy_y + BC,
& ey = Apy + BC,
= A%, , + ABC + BC,
= A3y, o+ A?BC + ABC + BC,

t—1

My = AT(1) + (Z AT)BC,

j=0
Dans le cas ou B = 0 et u; = 0 alors u, = 0,Vt > 1, et de la dans ce cas aucune condition
sur la matrice A est nécessaire pour la stationnarité de 1¢"ordre.

Autrement, on procéde comme suit :
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Soit :

-p(A) = le rayon spectral de la matrice A : p(A) = max {|\;(A)|} ot \;(A) est la i®™

propre de A.
- ||Al| est une norme qq d’aprés (Wilkinson,1965).

Alors, du fait que p(A) < ||A|| ,une condition suffisante pour que :

t—1
limy o0 (At,u(l) + (Z AJ)BC’> soit finie est : p(A) < 1.

Jj=0
Sous cette condition, la valeur de ’espérance i est donnée par :

t—1

p=Au+ (> A)BC,

=0
ce qui devient p = (I — A)"'BC, lorsque t = 1.

Conditions de stationnarité du 2°™¢ ordre :
A partir du modele (2.3.17), on a :

E {Xt€t+1} =0,
E {Xt€t€t+1} = O

129

¢ valeur

En outre, trouver la condition de stationnarité du second ordre revient & trouver la condition

sous laquelle E (Xth ) soit finie :

Du (2.3.17a) :
X, X; = AX, 1 X, + BX; 1 X,e,1+CX,ey,0r
XX, = Xi 1 X, A+ XX, e, B + X, ,6,C.

Donc :

XX, = AX, X, A+ AX, X[ &, B +AX, 16,C' + BX; 1 X, 16,14 + BX,_,.

X, je116, B '+ BX,_1g,16,C" + Ce, X, A + Cese, | X, B + Cee,C".
En appliquant I’espérance, on trouve :
Vi=AV, 1 A+AS_1B+BS;,_ 1 A+BW,_1 B+CC',
ol S; et W, sont calculée comme suit :
X, Xje, = AX, 1 X, Ae, + AX, 1 X, &)_eB + AX,_1ele,C"
+ BX; 1601 X,e, + Ce2X, (A + Ce’e, X, B +CeC’
X Xye? = AXy 1 X, g7 A+ AX, 1 X, 15, 1eiB + AX,_1e,e2C
+ BX; 1601 X,e2 +Ce3X, (A +Cele, X, B + CeliC’

(2.3.20)
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En appliquant I’espérance, on trouve :
S, = Ap, 0"+ BCC' +Cu; ;A" +CC'B
W, = AV, A" + AS,_\B' + E () + 3CC", ou
¥ = BX,_16.1X,e? = E () = BS,_1A' + BW,_,B’, d’oi1 on abien :
W, = AV, A"+ AS,.\B' + BS, 1A' + BW,_1B' + 3CC’
=V, +2CC (2.3.21)
Au cours de cette dérivation, on a pris en considération le fait que les {¢,} sont des variables
aléatoires gaussiennes avec : F {;} =0, E{e?} = 1 et E {e}} = 3.
De (2.3.20) et (2.3.21) on a :
V, = AV, A"+ AS, \B' + BS; 1A' + B (V,.1 +2CC") B' + CC'
= AV, A"+ BV, 1B + AS, \B' + BS, 1A' +2BCC'B" + CC" (2.3.22)
On suppose maintenant que le processus {x;} est stationnaire au premier ordre, on a alors :
fy =, Sy =S ot : S =AuC" +BCC' +CUA +CC'B
Avec les notations précédentes, 1'expression (2.3.22) se réécrit comme suit :
Vi = AV, A" + BV,_ B + Ay, (2.3.23)
ol : Ay = ASB"+ BSA' +2BCC'B + CC'.
Afin de trouver la condition sous laquelle, V; tend vers V' lorsque ¢ — oo ot V' ne dépend pas
de t, on utilise 'opérateur vec, pour rendre ’équation matricielle précédente une équation
vectorielle, qui est définie (d’aprés Neudecker, 1969) pour trois matrices carrées, chacune
d’ordre p X p, comme suit :
Vee(DEF) = (F' ® D) Vec(E), Vee(D E) = (I ® D) Vec(E)
En utilisant les notations ci - dessus, (2.3.23) devient :
Vec{V;} =(A® A+ B® B) Vec{V,_1} + Vec Ay
qui est une équation aux différences du 1¢" ordre dans Vec {V;} . Ainsi, pour que la solution
de cette derniére converge il est suffisant que :
p(A® A+ B® B) <1, (2.3.24)
qui est une condition suffisante de stationnarité asymptotique du 2™ ordre de la série z;
générée a partir de (2.3.17) . Supposant maintenant que la condition (2.3.24) est satisfait, on

obtient alors I'expression de la variance de {X;} :

V=AV A+BV B +A,.
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Afin d’obtenir I'expression de la covariance, on a :
E (X1 X)) = E (A XX+ B X, X, e, +C e111X,) = AV + BS,
B (Xi42X,) = AE (X411 X,) + BE (Xe11X, 141) + CE (6142X,)

= AE (X411 X;) + BCW,
B (Xi43X;) = A2E (X1 X]) + ABE (X11X, &141) + A.CE (£142X;) + BAE (Xy418042

X,) 4+ B%E (X¢11X, err16142) + BCE (e7,X,) + CE (5143X,)
= A’E (Xy1X,) + ABCy' + BCy/.
AV + BS, s=1,
Dot :E (X4, X,) = , o ,
{ ATUE (X1 X,) + (523 AT B C) 4 Vs > 1.

Soit ¢(s) = E ((Xpys — p)(Xy — p)') . Alors :

¢(0) = E (X, = ) (Xy = p)') = Vi — it

= AV, 1A'+ BV, ,B'+ ASB' + BSA' + 2BCC'B' + CC" — i,

= A(c(0) + pp YA + B(c(0) + pp')B' + ASB" + BSA' +2BCC'B' + CC" — ',
¢(0) = Ac(0)A" 4+ Be(0)B' + A,
ot : Ay = App' A" + Bup' B'+ ASB" + BSA' + 2BCC'B' + CC' — .

(1) = E((Xpp1 — p)(Xe = p)')
=B (X1 Xy — i Xoor — Xy + ppd')
= E (XinX;) — it
= AV + BS —
= A(c(0) + pp') + BS — i,
c(1) = Ac(0) + Ag, oli: As = App' + BS — pyi

¢(2) = B ((Xps2 — ) (X — M)/) ),
=F ((AXt+1 + BXii1 €e41 + C g0 — 1) (Xy — M)l) )
= AFE (Xt+1(Xt - /L),) + BE (Xt+1 Et+1 X,;) - BM/E (Xt+1 5t+1) - HE(Xt - ,U)/,
= AE (X1 X,) — App’ + BCy' — Bi'C,
= A(e(l) +pp') — App,
= Ac(1) + App' — Ayt
c(2) = Ac(1),

:c(s) = Ac(s — 1) = A5 1¢(1). s=1(2,3,...).1



Bibliographie

1]

[5]

(6]

[7]

8]

[9]

Abdullah, A.S and Taylan, A.U (1997) . Periodic stationarity conditions for periodic
autoregressive moving average processes as eigenvalue problems. Water resources re-

search, vol 33, n°08, 1929-1934.

Akaike, H.(1974a) . Markovian representation of stochastic processes and its applica-
tion to the analysis of autoregressive moving average processes. Ann. Inst. Stat. Math,
26, 363-387.

Akaike, H.(1974b) . Stochastic theory of minimal realizations. IEEE. Transactions on
Automatic Control, 19, 667-674.

Aknouche, A.; (2006). Etude théorique et algorithmique de la modélisation des séries
chronologiques périodiques. Thése de Doctorat. Faculté de Mathématiques, U.S.T.H.B.
Alger.

Aknouche, A.and Guerbyenne, H. (2009). Periodic stationarity of random coefficient
periodic autoregressions. Statistics and Probability Letters, 79, 990-996.

Aknouche, A.and Nadia, R. (2010).On an independent and identically distributed mix-
ture bilinear time-series model. Journal of Time Series Analysis, 31, 113-131.
Benghabrit, Y, (1992). Inférence asymptotique paramétrique et non paramétrique pour
les modeles bilinéaires. Thése de Doctorat en Sciences. Institut de mathématiques,

U.L.B, Bruxelles, Algérie.

Bentarzi, M. and Hallin, M.(1994). On the Invertibility of Periodic Moving Average
Models. Journal of Time Series Analysis. Vol 15, n°3, 263-268.

Bentarzi, M., (1995). Modeles de séries chronologiques a coefficients périodiques. These

de Doctorat en Sciences. Institut de mathématiques, U.S.T.H.B, Alger, Algérie.

132



BIBLIOGRAPHIE 133

[10] Berlinet, A. and Francq, C (1990). Stationnarité et identification d’un processus pure-
ment bilinéaire et strictement superdiagonal. Statistique et Analyse des Données, 15,
1-24.

[11] Bibi, A., (2002) . Quelques contributions dans 1’analyse des modeéles bilinéaires a coeffi-
cients dépendant du temps. Theése de Doctorat en Sciences. Institut de Mathématiques,

Université Mentouri, Constantine, Algérie.

[12] Bibi A® Oyet AJ? (2002) A note on the properties of some time varying bilinear
models. Statistics € Probability Letters, 58, 399-411.

(UDépartement de Mathématique, Université Mentouri de Constantine, Algeria.
() Department of Mathematics and Statistics, Memorial University of Newfoundland,
Canada.

[13] Bibi, A. (2003). On the covariance structure of the time-varying bilinear models, Sto-
chastic Anal. Appl, 21 (1), 25-60.

[14] Bibi, A.() and Moon-Ho Ringo Ho® (2004) . Properties of some bilinear models with
periodic regime switching. Statistics € Probability Letters, 69, 221-231.
[15] Bibi A, Oyet AJ (2004) .Estimation of some bilinear time series models with time-

varying coefficients. Stoch Anal Appl, 22,355-376.

[16] Bibi, A. (2004). On the stability and causality of general time-dependant bilinear
models. C. R. Acad. Sci, Ser. I, 338, 245248

[17] Bibi, A. (2005) .A note on the stability and causality of general time-dependent bilinear
models. Statistics € Probability Letters, 73, 131-138

[18] Bibi, A. (2005) .Stationnarité et inférence asymptotique de modeles bilinéaires pério-

diques. C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I, 341, 679-682.

[19] Bibi, A. and Gautier, A.(2005). Stationnarité et inférence asymptotique de modéles
bilinéaires périodiques. C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I, 341, 679682

[20] Bibi, A. and Gautier, A., (2006). Propriétés dans IL? et estimation des processus pu-
rement bilinéaires et strictement superdiagonaux a coefficients périodiques. Canad. J.

Statist, 34(1), 131-148.



BIBLIOGRAPHIE 134

[21]

[22]

[23]

[25]

[26]

[27]

Bibi, A.(). and Moon-Ho Ringo Ho®.(2006) . Estimation of Periodic Bilinear Time
Series Models. Communications in Statistics- Theory and Methods, 35, 1745-1756.

(1) Département de Mathématique, Université Mentouri de Constantine, Algeria.
(2) Department of Psychology, McGill University, Montreal, Quebec, Canada.

Bibi, A. and Lessak, R. (2009). On stationarity and S—mixing of periodic bilinear
processes. Statistics and Probability Letters, 79, 79-87.

Bibi, A and Aknouche, A. (2010). Stationnarité et S-mélange des processus bilinéaires
superdiagonaux a changement de régime Markovien, Comptes Rendus de 1‘Académie
des Sciences. A paraitre.

Bibi, A and Aknouche, A. (2010).Yule-Walker type estimators in periodic bilinear

models : strong consistency and asymptotic normality. Stat Methods Appl.
Billingsley, P., (1995). Probability and Measure, 3rd ed. Wiley, New York.

Bougerol,P. and Picard,N..(1992) . Strict stationarity of generalized autoregressive pro-
cesses. Annals of probability, 20, 1714-1730.

Bouzaachane, K., (2006) . Modeles de séries chronologiques bilinéaires : Estimations,
Algorithmes et Applications. Thése de Doctorat en Sciences Appliquées. Institut de
mathématiques, Université Mohammed V-Agdal. Ecole Mohammadia d’ingénieurs.
Box, G. E. P. and Jenkins, G. M. (1976). Time Series Analysis, Forecasting and
Control, 2nd edi., Holden-Day San Francisco, CA.

Brandt, A.,(1986). The stochastique equation Y, ;1 = A,Y, + B, with stationnary
coefficients. Advanced in Applied Probability, 18, 211-220.

Breiman, L., (1968). Probability. Addison Wesley, California.

Brockwell P. J.and Davis R. A.(1991). Time Series : Theory and Methods, Springer-
Verlag, New York, .

Diane, B., (1997). Modélisation stochastique des caisses de retraite. Thése de Philoso-
phiae Doctor (Ph. D.) en Mathématiques Appliquées. Faculté des études supérieures,
université de Montréal. Alger, Constantine.

Ding, Z., Granger, C.W.J. and Engle, R.F. (1993). A long memory property of stock

market returns and a new model. J. Emp. Finance, 1, 83-106.



BIBLIOGRAPHIE 135

[34]

Engle, R.F. and V.Ng (1993) . Measuring and Testing tne Impact of News on Volatility.
Journal of Finance, 48, 1749-1778.

Faurre, P, Clerget, M, Germain, F (1979) . Opérateurs rationnels. Dunod.

Geweke, J. (1986) . Modelling the persistence of Conditional Variances : Comment.

Econometric Reviews, 5, 57-61.

Giraitis, L.R. Leipus, P.M. Robinson and D. Surgailis (2004) . LARCH, Leverage and

Long Memory. Journal of Financial Econometrics, 2, 177-210.

Gladyshev, E.G., (1961), Periodically correlated random sequences. Soviet Mathema-
tics, 2, 385-388.

Granger, C.W.J and Anderson, A.P (1978b) . On the invertibility of time series models.
Stoch. Proc and their application, 8, 87-92.

Guégan, D. (1981) . Etude d’un modéle non linéaire, le modele superdiagonal d’ordre

1. C. R. Acad,. Sc, t.293, série I- 95.

Guégan, D. (1983). Cadre d’étude pour des modéles non linéaires. C. R. Acad. Sc,
£.296, série I- 167.

Guégan, D. (1987) . Different representations for bilinear models. J. Time Ser. Anal |
8, 38-58.

Guégan, D. and Diebolt, J. (1994). Probabilistic properties of the BARCH model.
Statist.Sinica, 4, 71-87.

Guégan, D.and Pham, D.T.(1987) . Minimalité et inversibilité des modeéles bilinéaires
a temps discrets. C. R. Acad. Sc, t.304, Série I, n°6.

Guégan, D. (1988) . Modeles bilinéaires et polynomiaux de séries chronologiques : Etude
probabiliste et analyse statistique. Thése de Doctorat en Sciences. Institut de mathé-

matiques, Université Joseph Fourier-Grenoble 1.

Guégan, D.and Pham, D.T.(1989) .A Note on the Estimation of the Parameters of the
Diagonal Bilinear Models by the Least Squares Method, Scand. Journ of Stat. Th and
Appl, 16, 129-136.

Guégan, D.and Pham, D.T.(1992) .Power of the Score Test against bilinear time series
models. Statistica Sinica 2, 157-170.



BIBLIOGRAPHIE 136

[48]

[49]

[50]

[51]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

Guégan, D.(1994) . Séries chronologiques non linéaires a temps discret, Economica.

Guerbyenne, H. (2007) :Modéles de séries chronologiques conditionnellement hétéroscé-

dastiques.Theése de Doctorat. Faculté de Mathématiques, U.S.T.H.B. Alger.

Gyorgy, T.(1990) . Second-Order Properties for Multiple-Bilinear Models. Journal of
multivariate analysis, 35, 295-307.

Hamdi, F., (2008). Modeles Espaces d’Etats et Processus Périodiquement Corrélés.
These de Doctorat. Faculté de Mathématiques, U.S.T.H.B. Alger.

Hannan, E.J.(1982) . A note on bilinear time series models. Stoch Proc and their Ap-
plications, 12, 221-224.

Hentschel, 1.(1995) . All in the family : Nesting Symmetric and Asymmetric GARCH

Models. Journal of Financial Econometrics, 39, 71-104.

Jou, J.J, Shaman, P, (1988) . The third order cumulant function and bispectral density
of the bilinear time series model BL (p,0,p, 1), Tech. Repport. Philadelphia.

Kalman, R.E (1960). A new approach to linear filtering and predicting problems, Trans.
ASME, J. Basic Eng, 82D, 35-45.

Kalman, R.E, Falb, P.LL et Arbib, M.A (1969). Topics in Mathematical System Theory,
McGraw-Hill, New York.

Kalman, R.E et Bucy, R.S (1961). New results in linear filtering and prediction pro-
blems, Trans. ASME, J. Basic Eng, 83D, 95-108.

Ka Diongue*, A., Guégan, D**.et Wolff, R.C***. Exact Maximum Likelihood estimation
for the BL-GARCH model under elliptical distributed innovations.
* Université Gaston Berger, UFR SAT, BP 234, Saint-Louis, Senegal.

** Paris School of Economics, MSE-CES, University Paris I Panthéon-Sorbonne,
France.

“** School of Mathematical Sciences, Queensland University of Technology, Australia.

Kim, W.K. Billard, L (1989). Third order moment structure and asymptotic properties

for the first order bilinear time series models, Tech. Repport. Georgia.

Kristensen, D. (2009) On stationarity and ergodicity of the bilinear model with appli-
cations to GARCH models. Journal of Time Series Analysis, 30, 125-144.



BIBLIOGRAPHIE 137

[61] Liu, J.et Brockwell, P.J.(1988). On the general bilinear time series model. J. Appl.
Prob, 25, 553-564.

[62] Liu, J.(1989). A simple condition for the existence of some stationnary bilinear time

series.J. Time Ser. Anal. 10, 33 - 39

[63] Liu, J.(1990). A note on causality and invertibility of a general bilinear time series

model. Adv. Appl. Prob, 22, 247-250

[64] Magnus, J.R. and Neudecker, H., (1989), Matriz Differential Calculus (NewYork :
JohnWiley).

[65] Meyn, P.S.et Tweedie, R.L (1993). Markov chains and stochastic stability. Springer-
Verlag. New York.

[66] Nelson, D. (1991) . Conditional Heteroskedasticity in Asset Returns : A New Approach.
Econometrica, 59, 347-370.
[67] Nicholls, D. F. and Quinn, B. G. (1982). Random Coefficient Autoregressive Model :

An Introduction. New York : Springer Verlag.

[68] Ohakwe, J. , (2008). Tables and moments of the purely diagonal bilinear time series
model. Ph. D Thesis, Abia State University, Uturu, Nigeria.

[69] Ohakwe, Johnson®).et Theanyi S.Iwueze(®. Characterizations of the moments of the
purely diagonal bilinear time series model of order one.

(1) Department of Statistics, Faculty of Biological and Physical Sciences, Abia State
University, P.M.B.2000, Uturu, Abia State, Nigeria.

(2) Department of Physical Sciences, College of Natural and Applied Sciences, Renais-
sance University, P.M.B 01183, Ugbawka, Enugu State, Nigeria.

[70] Olivier, G. (2010). Modeles probabilistes sur réseaux. Cours spécialis¢, 2iéme année

Master. University de Nancy 1.

[71] Pantula, S.G.(1986) . Modelling the Persistence of Conditional Variances : Comment.

Econometric Reviews, 5, 7T1-73.

[72] Pham, D.T et Lanh T.Tran.(1980). Quelques résultats sur les modéles bilinéaires de
séries chronologiques. C.R.Acad. Sc, t.290, série A-335.



BIBLIOGRAPHIE 138

73]

[74]

[75]

[76]

[77]

78]

[79]

[82]

[83]

[84]

[85]

Pham, D.T et Lanh T.Tran.(1981). On the first order bilinear time series model. J.
Appl. Prob, 18, 617-627.

Pham, D.T.(1985) Bilinear Markovien representation and bilinear models. Stoch. Pro-
cess. Appl, 19, 297-303.

Pham, D.T et Lanh T.Tran (1985). Some mixing properties of time series models.

Stoch. Process. Appl, 20, 295-306.

Pham, D.T.(1986) . The mixing property of Bilinear and Generalised Random Coeffi-
cient Autoregressive Models. Stoch. Process. Appl, 23, 291-300.

Priestly, M.B.(1988) . Non linear and Non stationary Time Series Analysis. Time se-
ries. Analysis, 519.5.

Quinn, B.G.(1982) . Stationarity and invertibility of simple bilinear models. Stochastic
Processes and their Applications, 12, 225-230.

Robinson, P.M. (1991) . Testing for Strong Serial Correlation and Dynamic Conditional
Heteroskedasticity in Multiple Regression. Journal of Econometrics, 47, 67-84.

Saidi, Y (2003). Etude probabiliste et statistique de modeéles conditionnellement hé-
téroscédastiques non linéaires. Thése de Doctorat en Mathématiques Appliquées aux

Sciences Economiques, Université Lille 3.

Seasay, S. A. O. and Subba Rao, T. (1988) : Yule - Walker type difference equations
for higher - order moments and cumulants for bilinear time series models. J. Time Ser.

Anal. 9, 385 - 401

Seasay, S. A. O. and Subba Rao, T. (1991) : Difference equations for higher order
moments and cumulants for the bilinear time series model BL(p, 0, p, 1). J. Time Ser.

Anal, 12, 159 - 176.
Seymour,L (1973).Probability : Cours et problemes. Serie Schaum, temple university.

Subba Rao, T.S. et Gabr, M.M. (1984). An introduction to bispectral analysis and

bilinear time series analysis, Lecture Notes in Statistics, New York, Springer, n°24.

Subba Rao, T.S (1981) . On the theory of bilinear time series models. J.R. Statist. Soc.
B, 43, n°2, pp.244-255.



BIBLIOGRAPHIE 139

[86] Subba Rao, T.S (1997). Statistical analysis of nonlinear and nongaussian time series
models. In Stochastic Differential and Difference Equations; Cscizar, I., Michaeltzky,

G., Eds; Birkhduser Boston, Inc : Basel, 285-298.

[87] Tiao, G.C.and Grupe, M.R.(1980). Hidden periodic autoregressive-moving average mo-
dels in time series data, Biometrika, 67 , pp. 365-373.

[88] Tweedie, R.L.(1975) . Sufficient conditions for ergodicity and recurrence of Markov
chains on general state space. Stoch. Process. Appl, 03, 385-403.

[89] Tweedie, R.L.(1983) . The existence of moments for stationary Markov chains. J. Appl
Prob, 20, 191-196.

[90] Wei, W.W.S (1990). Time Series Analysis : Univariate and Multivariate Methods.
Addison-Wesley, New York.





