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- Introduction : 
 

Le but de ce travail est l’étude de l’existence et de l’unicité des solutions généralisées 

dans des espaces de Sobolev appropriés de quelques problèmes aux limites de type non 

classiques pour des classes d’équations composites. 

On utilisera la méthode de l’inégalité de l’énergie qui est également appelée méthode 

d’analyse fonctionnelle ou bien méthode des estimations à priori. Cette méthode permet aussi 

d’établir la dépendance continue de la solution par rapport aux données, et elle est basée sur 

les idées de Leray [18], Garding [12] et Petrovsky [23] ; elle a été particulièrement 

développée par Ladyzhenskaya [15], Yurchuk [32] et Friedrichs [11]. 

 Cette méthode nécessite une étude particulière pour chaque problème et elle peut-être 

décrite par le schéma suivant : 

Etant donné un ouvert Ω de Rn, dans le cylindre Q = Ω x (0,T), avec T > 0 ; on considère 

l’équation aux dérivées partielles suivante : 

 

Lu = f(x,t)           ,            dans Q ,    (1) 

avec L  un opérateur différentiel. 

 

A l’équation (1), on associe les conditions initiales suivantes : 

 

)x()0,x(
t
uu ii

i

i
ϕ=

∂
∂

=  ,  Ω, i = p,0 ,    (2) 

et les conditions au bord : 

 0
x
u

j

j

j =
∂
∂

=γ                   ,    )T,0( x Ω∂=Γ , j = q,0 .  (3) 

 

Le problème (1) – (3) peut être écrit sous forme opérationnelle comme suit : 

 FLu = , 

où : L :  E                            F. 

L’opérateur L est engendré par l’équation (1) et les conditions initiales : L = (L, p0 ,...,  ), le 

membre de droite est donné par : F = (f, ϕ0, …, ϕp). 
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L’espace E est le «domaine de définition» de l’opérateur L lié au domaine de 

définition de l’opérateur L, dans lequel on retrouve les conditions au bord. 

F est l’espace produit des espaces dans lesquels f, ϕ0, …, ϕp  sont donnés. 

Comme première étape, on établit l’estimation suivante : 

 
FE

LuCu ≤  , ∀ u ∈ D(L),     (4) 

 

appelée «Inégalité de l’énergie», où C est une constante positive indépendante de u. 

Pour démontrer l’inégalité (4) qui représente le noyau fondamental de la méthode, on 

multiplie scalairement l’équation (1) par un opérateur Mu bien choisi et on intègre par partie 

le résultat Lu . Mu dans le cylindre Q ; l’opérateur Mu est appelé opérateur «diviseur». 

Ensuite, pour les topologies «fortes» des espaces E et F, on construit la fermeture (une 

extension) de l’opérateur L qu’on note L . 

Par passage à la limite, on prolonge l’inégalité (4) aux éléments de D( L ) : 

 
FE

uLCu ≤ .       (5) 

De cette inégalité découle immédiatement l’unicité de la solution et l’identité R( L ) = )L(R  

où, R(L) représente l’image de l’opérateur L et la solution du problème : 

FuL = , u ∈ )L(D      est appelée solution forte du problème considéré. 

Enfin, la dernière étape consiste à démontrer la densité de R(L) dans F, c’est-à-dire : 

 R(L)  = F pour avoir l’existence de la solution. 

Dans ce présent travail, on étudie les problèmes liés aux équations de type composite. Ce type 

d’équations a été introduit par Hadamard [13], il a étudié les problèmes aux limites pour 

l’équation : 

 0ux =∆∂ , 

où ∆ est l’opérateur de Laplace. 

Après lui d’autres auteurs [25] – [10] ont étudié par différentes méthodes les équations 

de ce type dans des ouverts de géométrie très simples (disque, rectangle dans le plan). 

Dans [8], en utilisant des méthodes d’analyse complexe, l’auteur étudie les équations 

composites du troisième ordre dans le plan. 
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Ce travail est proche des résultats obtenus dans [1] – [2], dans lesquels l’auteur étudie les 

problèmes aux limites pour une classe d’équations composites à une caractéristique réelle 

dans un domaine borné de Rn, de géométrie quelconque, et à frontière régulière par morceaux; 

dans [4], l’auteur étudie une équation de type parabolo-elliptique qui s’écrit comme 

composition de l’opérateur de la chaleur et l’opérateur de Laplace. 

Ce type d’équations est donné par des problèmes physiques concrets, qu’on rencontre 

lors de l’étude de certains phénomènes dans les milieux hétérogènes (milieux composites).    

A titre d’exemple l’étude d’un système multi-ondes parallèles Lin [19] et les vibrations 

longitudinales des poutres hétérogènes Timoshensko [28]. 

En suivant le schéma proposé dans [7], on montre l’existence et l’unicité de la solution 

pour les problèmes proposés, sur la base des inégalités de l’énergie pour le problème direct et 

son dual. 

Cette thèse se compose de trois chapitres : 

• Chapitre 0 : 

Dans ce chapitre, on donne quelques notations et rappels généraux sur quelques éléments 

d’analyse fonctionnelle, qu’on utilisera dans toute la thèse. 

• Chapitre 1 : 

Ce chapitre est consacré à l’étude des problèmes aux limites pour une classe 

d’équations composites de type parabolo-elliptique. 

Pour les deux premières parties, on désigne par Ω l’ouvert ] [1,0 de R et QT l’ouvert  

Ω x ] [T,0 , T > 0. 

Dans la première partie, on étudie le problème suivant :             
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Où a, b des constantes strictement positives et f une fonction donnée. 
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Pour ce qui est de la deuxième partie, on complète le problème précédent en ajoutant les 

membres d’ordre inférieur, d’où on étudie le problème suivant : 
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Où 0L  est l’opérateur défini dans le problème précédent appelé la partie principale du 

problème, λ une constante strictement négative, et f une fonction donnée. 

Et dans la troisième partie, on se donne un ouvert Ω de Rn et QT l’ouvert ] [T,0 x Ω   

avec T > 0, et on s’intéresse à la résolution du problème suivant :  
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Et avec des conditions adéquates sur les coefficients.                
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Où )T,0( x Ω∂=Σ  désigne la surface latérale du cylindre QT , ν  le vecteur unitaire de la 

normale extérieure à ∂QT , et f une fonction donnée, aij et bij des constantes strictement 

positives avec : aij = aji et bij = bji. 

L’étude de l’existence et l’unicité de la solution généralisée pour les trois problèmes 

précédents est basée sur l’inégalité de l’énergie pour le problème direct et le problème dual,  

en utilisant le même opérateur multiplicateur .u)Tt(Mu −=   

• Remarque 1 : 

Pour les trois problèmes précédents, la distribution des conditions au bord répond 

parfaitement à la théorie générale des problèmes aux limites pour les équations aux dérivées 

partielles. En effet, nous avons une condition sur toute la frontière, associée à l’opérateur 

elliptique, et les autres conditions sont celles associées à l’opérateur parabolique. 

• Chapitre 2 : 

Dans ce chapitre, on s’intéressera à l’étude des problèmes aux limites pour une classe 

d’équations composite de type hyperbolo-elliptique. 

Pour les deux premières parties, on se donne un ouvert ] [1,0=Ω de R et le rectangle 

QT= )T,0( x Ω ,T>0. 

Dans la première partie, on fait l’étude du problème suivant :  
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Où a, b des constantes strictement positives et f une fonction donnée. 
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Pour la seconde partie, on complète le problème précédent, en ajoutant les membres 

d’ordre inférieur, d’où on fait l’étude du problème suivant : 
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Où L0 est l’opérateur défini dans le problème (P1) appelé partie principale du problème,  

λ  une constante strictement négative et f une fonction donnée. 

Pour la dernière partie, on se donne un ouvert Ω  de nR et QT le cylindre )T,0( x Ω , T>0 et 

on résout le problème suivant : 
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Avec :      

et 
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Et avec des conditions adéquates sur les coefficients. 

Où )T,0( x Ω∂=Σ  désigne la surface latérale du cylindre QT, ν  le vecteur unitaire de la 

normale extérieure à ∂Q T , et f une fonction donnée, aij et bij des constantes strictement 

positives avec : aij = aji et bij = bji . 

Pour l’étude des problèmes (P1), (P2) et (P3), on se base toujours sur l’inégalité de l’énergie, 

en utilisant le même opérateur diviseur Mu = (t – T) u
t
u
−

∂
∂

, pour tout le chapitre. 

Notons que les opérateurs liés à ces problèmes sont des opérateurs auto-adjoints. 

• Remarque 2 : 

Pour la distribution des conditions au bord, on a la même remarque donnée dans le 

chapitre 1, car nous avons une condition sur toute la frontière, associée à l’opérateur 

elliptique, et les autres condition sont celles associées à l’opérateur hyperbolique. 
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• NOTATIONS  
 

1. Soit une suite ),...,( n1 αα=α , iα ∈N , n,...,1i =∀ , qui désigne un multi-indice. 

On note : n1 ... α++α=α ∑
=

α=
n

1i
i . 

2. Soit X nR∈ , X=(x1,…,xn), pour un nN∈α , on note la dérivation d’ordre α  par : 

n1
n1 x...xx αα

α

α

α

∂∂
∂

=
∂
∂

. 

 

3. )(C k Ω  : l’espace des fonctions définies sur Ω  qui admettent des dérivées partielles  

continues jusqu’à l’ordre k inclus, k étant un entier positif, où Ω  est un ouvert borné      

de nR . 

 

4. D (Ω) est l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support compact dans Ω . 

 

5. D '(Ω) l’espace des distributions définies sur Ω . 

 

6. L2(Ω) désigne l’espace des fonctions lebesgue mesurables avec : 

+∞<Ω∫
Ω

df
2

,  

       muni du produit scalaire : 

( ) ( ) ∫
Ω

Ω Ω= d g.fg,f
2L , 

       et de norme associée : 

∫
Ω

Ω
Ω= dff 22

)(L2
, 

        est un espace de Hilbert. 
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7. )(H m Ω est l’espace de Sobolev d’ordre m défini par : 
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et de norme associée : 

 

∑
≤α Ω

α

α

Ω ∂
∂

=
m

2

)(L

2

)(H

2

m x
uu , 

est un espace de Hilbert. 

 

8. Etant donnés deux espaces de Banach E et F et un opérateur non borné A de E dans F, on 

notera par D(A) le domaine de définition de A, par R(A) l’image de A et par G(A) le 

graphe de A. 

 

9. Pour un opérateur A à domaine dense, on note A* l’opérateur adjoint de A. 

 

10. On note par εJ  l’opérateur de régularisation de Freidrichs.  
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• RAPPELS  
 

- Opérateur fermable : 

Soient E et F deux espaces de Banach et A un opérateur de E dans F de domaine D(A). 

 

- Définition 1 : 

 L’opérateur A est dit fermable s’il est prolongeable en un opérateur fermé. 

 

- Définition 2 : 

On dit que A est fermé si son graphe est fermé dans E x F. 

 

- Proposition 1 :  

Les deux propositions suivantes sont équivalentes : 

(i)  A est fermé. 

(ii)  Si{ }⊂nx  D(A) telle que : 

           ⇒


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→

→

F y      Ax     

E x         x     

dans

et

 dans

n

n


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=

∈

yAx       

)A(Dx       
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- Proposition 2 : 

Si l’opérateur A est fermable, il existe un opérateur A  tel que : )A(G)A(G = . 

L’opérateur A  est appelé la fermeture de A. ( A  est la plus petite extension fermée de A). 

 

- Proposition 3 : 

Si A est fermable, on définit A  par : 

u ∈ D( A ) si et seulement si, il existe une suite {un} ⊂ D(A) telle que : 

un→ u dans E,     et    lim Aun   existe. 
                  n →+∞ 

Dans ce cas, on définit : A u =  lim Aun . 
                          n →+∞ 
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• Définition de l’adjoint A* : 

Soit A : D(A) ⊂  E →  F  un opérateur non-borné à domaine dense. On va définir un 

opérateur non-borné A*: D(A*) ⊂ F' →   E'   comme suit. On pose : 

D(A*)  }{ D(A)u ,uc Auv,  0c  :F' v que tel ∈∀≤〉〈≥∃∈=  

Il est clair que D(A*) est un sous-espace vectoriel de F.  

On va maintenant définir A*v pour v∈D(A*). Etant donné v∈D(A*), on considère 

l’application g : RD   )A( →  défini par : 





∈∀≤

∈〉〈=

D(A).u         ,   ucg(u)
D(A),u      , Au,v)u(g

 

Grâce au théorème de Hahn-Banach (forme analytique), on sait que g peut-être 

prolongée en une application linéaire f : FE →  telle que : 

Eu        ,uc)u(f ∈∀≤ . 

Par suite 'Ef ∈ , on remarquera que le prolongement de g est unique puisque f est 

continue sur E et que D(A) est dense. On pose :  A*v = f. 

Il est clair que A* est linéaire. L’opérateur A* : D(A*) ⊂ F’ →  E’  est appelé l’adjoint de A. 

On a par conséquent la relation fondamentale suivante qui lie A et A* : 

*).A(Dv),A(Du,u,v*AAu,v
xEExF'F ' ∈∀∈∀〉〈=〉〈  

 

• Opérateurs auto-adjoints : 

Soit H un espace de Hilbert complexe . On dit que l’opérateur A∈L (H) est auto-adjoint si 

A*=A , c'est-à-dire : si pour tous u, v∈H , on a : (Au , v)=(u , Av). 

 

• Opérateurs de régularisation : 

      Le rôle des opérateurs de régularisation est d’associer à une fonction u d'un certain espace 

fonctionnel, une fonction régularisée c’est-à-dire une fonction appartenant au même espace 

avec des propriétés supplémentaires. 

      Les opérateurs utilisés dans cette thèse sont les opérateurs de régularisation de Freidrichs 

définis dans Mikhailov [20] .  
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 Soitω  une fonction paire infiniment différentiable et : 

 ∫
−

=ζζω≥ζ=ζω≥ζω
1

1

1)d(       1     0)(      0)( et  si et   . 

 

• Définition 3 : 

Pour tout 0≥ε , on définit l’opérateur εJ  par : 

∫ ε
−

ω
ε

=ε
Q

n
dy )y(u )

yx
(1)x(uJ  

et on note :  )x(uJ)x(u εε = ,   

 )x(u ε   est appelée fonction régularisée et telle que : 





∉
∈

=
ε

ε .Q x,           0
Q, x,      )x(u

)x(u   

Avec ε⊂ QQ et .RQ n⊂  

 

• Propriété 1 : 

Pour toute fonction )Q(CuJ  D(L),u),Q(Lu TT2 fonction lasoit  ∈∈∈ ε  et en particulier 

elle est dans D(L ). 
 

• Propriété 2 : 

L’opérateur εJ  est auto-adjoint. 

 

• Propriété 3 : 

L’opérateur εJ  permute avec l’opérateur de différentiation. 

 

• Propriété 4 :  

.1J   :    , 0
2L

aon ≤≥ε∀ ε  

 

• Propriété 5 : 

0    0    uuJ quand
2L

→ε→−ε .  
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• Propriété 6 : 

Si a une fonction continue, alors on a : 

0       0  )au(JuaJ quand
2L

→ε→− εε . 

 

• Lemme de Gronwall : 

Si une fonction u(t) positive, absolument continue, vérifie pour presque tous les t > 0 

l’inégalité : 

)t(c)t(u)t(c
dt

)t(du
21 +≤ , 

où ic , i = 1,2  sont des fonctions intégrables, alors : 

∫∫ ∫ ττ




 ζττ−ζ+≤
ζ 1

0
1

1

0 0
12 )d)(cexp(d)d)(cexp()(c)0(u)t(u . 

 

• Remarque : 

Si )t(c1  est une constante positive non nulle )t(c  )c)t(c( 211 et≡  est une fonction 

croissante alors : 

)t(c
c

1)tcexp(
)0(u)tcexp()t(u 2

1

1
1

−
+≤ , 

 et  [ ] )tcexp()t(c)0(uc
dt

)t(du
121 +≤ .  

 

• Théorème 1 :  (Théorème de représentation de Riesz-Frechet) 

Soit H un espace de Hilbert . 

Etant donné 'H∈ϕ , il existe Hf ∈  unique tel que : 

Hv      ,)v,f(v, ∈∀=〉ϕ〈 , 

de plus on a : 
'H

f ϕ= . 
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• Théorème 2 :   (Alternative de Fredholm)   

Soit E un espace de Banach muni de la norme . 

Si T est un opérateur linéaire borné et compact dans E alors les assertions suivantes sont 

équivalentes : 

i)     I + T  est surjectif, c’est-à-dire : R( I + T) = E. 

ii)    I + T est injectif , c’est-à-dire : Ker ( I + T)={0E}. 

iii)   I + T est un isomorphisme et il existe une constante 0c ≥  telle que : 

Eu        , u)TI( cu ∈∀+≤ . 

 
• Inégalité de Cauchy-Schwartz : 

Soient a et b deux membres arbitraires, on a : 

      0.       ,b1a ab 2 22 >ε∀
ε

+ε≤  

• Définition d'une équation de type composite: 

On dit qu'une équation est de type composite si elle admet en chaque point des 

caractéristiques réelles et des caractéristiques complexes conjuguées. 

 
• Exemple: 

f
y
u

x
u

3

3

3

3

=
∂
∂

+
∂
∂

. 

Cette équation admet une caractéristique réelle et deux caractéristiques complexes 

conjuguées. 

 
• Remarque: 

Il ne faut pas confondre entre équation de type composite et une équation de type mixte.  

En effet une équation de type mixte, est une équation qui change de type dans différentes 

parties du domaine où elle est donnée. A titre d'exemple, l'équation : 

f
y
u

y
ux

x
u

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

, est:  

- hyperbolique si : x<0  

- elliptique si : x>0 

- parabolique si : .0x =  
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Partie 1 : Problème composite à partie principale  
 

 

1. Position du problème : 

Dans l’ouvert rectangulaire  (0,1)  ),T,0( x Q oùT =ΩΩ= est un intervalle ouvert de R , 

et T>0, on considère l’équation différentielle de type composite de la forme : 

(1.1) L 0u T2

2

2

2

2

2

Q        , )t,x(f)
x
ub

t
u)(

x
a

t
( dans =

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

= , 

 

où a, b des constantes strictement positives et f une fonction donnée. 

A cette équation, on associe les conditions initiales suivantes : 

(1.2) u (x ,0) = 0                ,   sur Ω , 

(1.3) ,   ,             0)0,x(
t
u

sur Ω=
∂
∂

 

 

La condition de Dirichlet homogène : 

(1.4) u (0,t) = u (1,t) = 0   ,  sur (0,T), 

 

Les conditions au bord : 

(1.5) T),(0,   ,    )t,1(
x
u)t,0(

x
u

sur
∂
∂

=
∂
∂

 

 

et la condition finale : 

(1.6) u (x,T) = 0                  ,  sur Ω. 

 

Parallèlement au problème (1.1)-(1.6), on considère son problème dual. On note L  0* le 

dual formel de l’opérateur L0, que l’on définit relativement au produit scalaire dans l’espace 

L2(QT) à l’aide de l’égalité suivante : 

(1.7) (L0u, v) = (u , L 0* v). 

Pour tout u et v de )Q(C T
4,3

0 , où  (.,.) désigne le produit scalaire dans ).Q(L T2  
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D’où on considère l’équation suivante : 

(1.8) L  0* v ),t,x(g)
x

vb
t
v)(

x
a

t
(

2

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=  

 

Le problème dual consiste à résoudre dans le rectangle QT, l’équation (1.8) par rapport à la 

fonction v vérifiant la condition initiale : 

(1.9)     v (x, 0) = 0                        ,       sur Ω, 

 

Les conditions finales : 

(1.10)   ,       ,  0)T,x(
t
v)T,x(v sur Ω=
∂
∂

=   

 

et les conditions aux limites : 

(1.11)    v (0, t) = v (1, t ) = 0    ,       sur (0, T ), 

(1.12) T).(0,      ,  0)t,1(
x
v)t,0(

x
v

sur =
∂
∂

=
∂
∂

 

 

2. Espaces  fonctionnels : 

On désigne le domaine de définition de l’opérateur L 0 par : D(L 0) ),Q(H T
4,3

0=  le sous- 

espace de l’espace de Sobolev ),Q(H T
4,3  constitué des éléments u vérifiants les conditions 

(1.2)-(1.6). On définit également le domaine de définition de l’opérateur L0* par  

D(L 0*) )Q(H T

4,30

=  constitué de tous les éléments v de )Q(H T
4,3  vérifiants les conditions 

(1.9)-(1.12). 

On note 2H ρ  l’espace de Sobolev avec poids, défini par : 









∈
∂
∂

ρ∈
∂∂

∂
ρ∈=ρ )Q(L

x
u(t) ),Q(L

xt
u(t) /)Q(Hu)Q(H T22

2

T2

2

T
1

T
2 , 

où  .)tT()t( 2
1

−=ρ  
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Soit )Q(H T
2
0  le sous-espace de ),Q(H T

2
ρ  dont les éléments vérifient les conditions 

suivantes : 

(2.1) ,     ,      0)0,x(
t
u)0,x(u sur Ω=
∂
∂

=  

(2.2) ,    ,                      0)T,x(u sur Ω=  

(2.3) T)(0,   ,          0)t,1(u)t,0(u sur  == , 

(2.4) T).(0,     ,    0)t,1(
x
u)t,0(

x
u

sur=
∂
∂

=
∂
∂

 

 

Soit )Q(H T
2

0
−  l’espace dual de )Q(H T

2
0  par rapport à la forme bilinéaire canonique 

〉〈 v,u , )Q(H v),Q(Hu T
2
0T

2
0 ∈∈ − , prolongement par continuité de la forme bilinéaire  

(u , v) où )Q(Lu T2∈ , et ).Q(Hv T
2
0∈  

 

3. Inégalité de l’énergie et ses conséquences : 

Le problème (1.1)-(1.6) sera considéré comme résolution de l’équation opérationnelle : 

(3.1) L 0 ∈= u    ,      fu  D(L 0), 

Où l’opérateur L 0 est engendré par l’équation (1.1). 

Et le problème (1.8)-(1.12) comme résolution de l’équation opérationnelle suivante : 

(3.2) L 0* ∈=       v,     gv  D(L 0*). 

Pour résoudre l’équation (3.1) pour tout f )Q(H T
2

0
−∈ , on construit une extension L0 de 

l’opérateur L 0 , dont l’image R (L0) coïncide avec l’espace ).Q(H T
2

0
−   

Pour construire l’extension L0 de l’opérateur L 0, on complète D(L 0) par les éléments qui 

rendent la forme bilinéaire )v,u(Φ  continue par rapport à v, c’est-à-dire : 

Une fonction )Q(Hu T
2
0∈   sera considérée comme élément de D(L0) (domaine de 

définition de L0 ), si l’application : 

                v                   ,u()v,u( =Φ  L 0* )v , 

est une fonctionnelle linéaire continue sur l’ensemble ),Q(H T

4,30

 dense dans l’espace  

)Q(H T
2
0  muni de la topologie induite de )Q(H T

2
0 .  
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Donc, la fonctionnelle )v,u(Φ  admet un prolongement continu, désigné par le même 

symbole sur tout )Q(H T
2
0 . D’après le théorème de Riesz, il existe un élément unique L0u 

)Q(H T
2

0
−∈  tel que : 

               〉〈=Φ v,uL)v,u( 0 , 

pour tout )L(Du 0∈  et pour tout ).Q(Hv T
2
0∈   

On note  la norme dans L2(QT), et 
0,p
la norme dans l’espace de Sobolev )Q(H T

p
0 , 

Zp∈  (ensemble des entiers relatifs). 

La norme de L0u est définie par la formule : 

 

                
0,2T

2
0

0,20 v
)v,u(

SupuL
)Q(Hv

Φ
=

∈
−

. 

 

De manière analogue, à partir de la forme bilinéaire : 

                =Ψ )v,u(  (L 0u , v ),  

on construit l’extension L0* de l’opérateur L 0*. 

 

- Définition 3.1 : 

La solution de l’équation opérationnelle : 

(3.3) ),D(Lu  ,       fuL 00 ∈=  

est appelée solution généralisée (faible) du problème (1.1)-(1.6), et la solution de l’équation : 

(3.4) ),*D(L    v,    gv *L 00 ∈=  

solution généralisée du problème dual (1.8)-(1.12). 

 

- Remarque : 

La résolution des problèmes (1.1)-(1.6) et (1.8)-(1.12) est basée sur les inégalités de l’énergie  

pour les opérateurs L0 et L0*. 
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- Théorème 3.1 : 

Les opérateurs L0 et L0* , engendrés par les problèmes (1.1)-(1.6) et (1.8)-(1.12) 

respectivement, satisfont les estimations à priori suivantes : 

),*D(Lv      ,   v*L*cv     )6.3(

),D(Lu      ,          uLcu     )5.3(

00,200,2

00,200,2

∈∀≤

∈∀≤

−

−
 

 où les constantes c>0  et  c*>0 ne dépendent pas de u et v. 

 

- Démonstration : 

On démontre dans un premier lieu l’inégalité (3.5) pour les fonctions assez régulières,  

c’est-à-dire (Du∈ L 0); dans ce cas on a : 

(3 .7) )v,u()v,u( 0L=Φ .  

Dans cette dernière égalité, on pose : 

Mu = v (x, t) = (t - T) u. 

En intégrant par parties, la forme bilinéaire )v,u(Φ  peut-être écrite sous une forme plus 

simple. Pour cela, on considère séparément les intégrales qui la composent. 

(L 0u , (t - T) u ) = [ ]dxdt u)Tt()
x
ub

t
u)(

x
a

t
(

TQ
2

2

2

2

2

2

∫ −
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

, 

                           [ ]∫ −





∂
∂

−
∂∂

∂
−

∂∂
∂

+
∂
∂

=
TQ

4

4

22

4

2

3

3

3

dxdt  u)Tt(
x
uab

xt
ua

xt
ub

t
u

, 

                            = I1 +  I2 + I3 + I4. 
 

En tenant compte des conditions (1.2)-(1.6), et du fait que le poids (t – T) s’annule pour t = T, 

à l’aide d’intégration par parties successives, on calcule les intégrales I1, I2, I3 et I4. 
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La première intégrale peut-être écrite comme suit :  

   

[ ]

∫

∫

∫

∫

∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

−+
∂
∂

−=

−
∂
∂

∂
∂

−=

∂
∂

−=

T

T

T

T

Q

2

Q

2
2

2

Q
2

2

Q
3

3

1

                               dxdt. )
t
u(

2
3    

dxdt, )
t
u(

t
)Tt(

2
1u

t
u    

,dxdt u)Tt(
tt

u    

,dxdt u
t
u)Tt(I

 

 

La seconde intégrale I2 peut-être écrite sous la forme : 

.dxdt )
x
u(b

2
1    

dxdt, )
x
u(

t2
1T)(t b    

,dxdt u
xt
u)Tt( bI

T

T

T

Q

2

Q

2

Q
2

3

2

∫

∫

∫

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

−−=

∂∂
∂

−=

 

 

On a également pour I3 : 

.dxdt )
xt
u( T)(t a    

,dxdt u
xt
u)Tt( aI

T

T

Q

2
2

Q
22

4

3

∫

∫

∂∂
∂

−=

∂∂
∂

−=
 

 

Et enfin l'intégrale I4 peut-être transformée comme suit : 

.dxdt )
x
u( T)(t ab   

,dxdt u
x
u)Tt( abI

T

T

Q

2
2

2

Q
4

4

4

∫

∫

∂
∂

−=

∂
∂

−=
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D’où en ajoutant membre à membre les intégrales précédentes on obtient : 

.dxdt )
x
u( )tT( ab2                      

dxdt)
xt
u( )tT( a2dxdt )

x
u( bdxdt )

t
u(3)u)Tt(,u( 2

T

T T T

Q

2
2

2

Q Q Q

2
2

22

∫

∫ ∫ ∫

∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

=−0L
  

 

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient : 

.dxdt uTdxdt )u(1                                           

dxdt)Mu(dxdt)u(1dxdt )
x
u( )tT( ab2 

dxdt )
xt
u( )tT( a2dxdt )

x
u( bdxdt )

t
u(3

T T

TTT

T T T

Q Q

222
0

Q

22

QQ

2
2

2

Q Q Q

2
22

∫ ∫

∫∫∫

∫ ∫ ∫

ε+
ε

≤

ε+
ε

≤
∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

L

L 0  

 

On a pour tout )(Du 0L∈  l’estimation de type Poincaré suivante : 

(3.8) )D(u ,      
t
uT2u 0L∈∀
∂
∂

≤ , 

 

en utilisant l’inégalité (3.8) on obtient : 

∫ ∫∫

∫ ∫ ∫

∂
∂

ε+
ε

≤
∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

T TT

T T T

Q Q

242
0

Q

2
2

2

Q Q Q

2
2

22

.dxdt)
t
u(T4dxdt)u(1  dxdt)

x
u( )tT( ab2 

dxdt)
xt
u( )tT( a2dxdt)

x
u( bdxdt)

t
u(3

L
 

 

Et d’autre part, on a : 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∂
∂

ε+
ε

≤
∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

+

T T T

T T T T

Q Q Q

2422
2

2

Q Q Q Q

2
2

222
2

.dxdt)
t
u(T4dxdt)u(1dxdt)

x
u( t)(T ab2              

dxdt)
xt
u( )tT( a2dxdt)

x
u( bdxdt)

t
u(2dxdtu

T4
1

0L
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Qui s'écrit également : 

.dxdt)u(1dxdt)
x
u( t)(T ab2                       

dxdt)
xt
u( t)(T a2dxdt)

x
u( bdxdt)

t
u()T42(dxdtu

T4
1

T T

T T T T

Q Q

2
0

2
2

2

Q Q Q Q

2
2

2242
2

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

ε
≤

∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

ε−+

L

 

En prenant 
4T4

1
=ε  et en minorant le membre de gauche de l’inégalité, on obtient : 

 

.dxdt)u(c                                                                                          

dxdt)
x
u( )tT(dxdt)

xt
u( )tT(dxdt )

x
u()

t
u(u

T

T TT

Q

2
0

Q Q

2
2

2
2

2

Q

222

∫

∫ ∫∫

≤

≤
∂
∂

−+
∂∂

∂
−+





∂
∂

+
∂
∂

+

L
 

où c est une constante indépendante de u. 

 De cette dernière inégalité découle immédiatement l’inégalité recherchée (3.5) et le théorème 

3.1 est démontré. 

 

Pour ),L(Du 0∈  on utilise les opérateurs de régularisation de Friedrichs [19 ]. 

 

- Théorème 4.1 : 

Si les conditions du théorème 3.1 sont vérifiées alors pour toute fonction )Q(Hf T
2

0
−∈  

(respectivement )Q(Hg T
2

0
−∈ ), le problème (1.1)-(1.6) (respectivement (1.8)-(1.12) ) admet 

une et une seule solution généralisée. 

 

- Démonstration : 

La démonstration de ce théorème est analogue à celle proposée dans [ 2 ], [ 14 ]. En effet, de 

l’inégalité (3.5) découle l’unicité de la solution. Elle assure également la fermeture de 

l’ensemble image R(L0) de l’opérateur L0. Pour montrer l’identité )Q(H)L(R T
2

00
−= , on 

montre d’abord l’inclusion ).L(R)L(R 00 ⊂  Ensuite on montre la densité des éléments 

uL 0  dans l’espace )Q(H T
2

0
−  lorsque u parcourt D(L 0). 
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En effet, soit { } Nkkf ∈  une suite de Cauchy dans l’espace ),Q(H T
2

0
−  constituée des éléments 

de l’ensemble R(L0). Il lui correspond une suite { } Nkku ∈  de D(L0) telle que : 

                   Nk      ,fuL k0 ∈= . 

 

De l’inégalité (3.5) on déduit que la suite { } Nkku ∈  est aussi une suite de Cauchy dans 

l’espace ).Q(H T
2
0  Car : 

{ } Nkkf ∈  une suite de Cauchy { }ε<−≥∀∈∃>ε∀⇔ qp00 ff: nq,p:Nn,  

 

et   ε<−=−≤−
−−

 cff c)uu(L cuu
0,2qp0,2qp00,2qp . 

 

La suite )u( k  converge vers un élément ).Q(Hu T
2
0∈  

Pour tout Nk∈ , la fonctionnelle : 

            )v,(u            v kΦ ,  

est continue dans )Q(H T
2
0 . Ce qui entraîne  la continuité de la fonctionnelle : 

            v)(u,           v Φ . 

On définit : fuL 0 = , avec kf limf = . 

D’où on obtient l’inclusion )L(R 0  dans )L(R 0 . 

Pour montrer la densité de )L(R 0  dans ),Q(H T
2

0
−  on montre un résultat équivalent, qui 

consiste à montrer que l’orthogonal se réduit à l’élément nul, c’est-à-dire : { }0)L(R 0 =⊥ . 

Soit )Q(Hv T
2

0
−∈  tel que : ).D(Lu      ,0v,uL 00 ∈∀=〉〈  

 

Pour )(Du 0L∈  et )Q(Hv T
2

0
−∈  et à partir de l’égalité (1.7) on a : 

          0*),u()v,u( == 00 LL . 

 

De cette dernière égalité, et en utilisant l’inégalité (3.6) on déduit que v est nulle dans l’espace 

)Q(H T
2

0
− , lorsque u parcourt D(L0 ). 
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La seconde partie du théorème, pour le problème dual se démontre de manière analogue en 

utilisant le diviseur :  

    tv)t,x(uv*M == . 
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Partie 2 :   Problème composite avec partie secondaire 

 

 
1. Position du problème : 

Dans l’ouvert  rectangulaire  (0,1)où  ),T,0( x QT =ΩΩ= est un intervalle ouvert de R , 

et T>0, on complète le problème étudié dans la première partie, en ajoutant les membres 

d’ordre inférieur. D’où on considère l’équation différentielle de type composite suivante  : 

(1.1) L u = L 0u fu
x
u

t
u

2

2

2

2

=λ+
∂
∂

+
∂
∂

+ ,Q       ,       Tdans  

avec :  L 0u )
x
ub

t
u)(

x
a

t
(

2

2

2

2

2

2

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

= , 

où a, b des constantes strictement positives, λ  une constante strictement négative et f une 

fonction donnée. 

A cette équation, on associe les conditions initiales suivantes : 

(1.2)      u (x ,0) = 0                  ,    sur Ω , 

(1.3)     ,     ,               0)0,x(
t
u

sur Ω=
∂
∂

 

 

La condition de Dirichlet homogène : 

(1.4)      u (0, t) = u (1, t) = 0  ,    sur (0,T), 

 

Les conditions au bord : 

(1.5)    T)(0,     ,      )t,1(
x
u)t,0(

x
u

sur
∂
∂

=
∂
∂

, 

 

et la condition finale : 

(1.6)    u (x ,T) = 0                    ,    sur Ω. 
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Parallèlement au problème (1.1)-(1.6), on considère son problème dual. On note L * le 

dual formel de l’opérateur L , que l’on définit relativement au produit scalaire dans l’espace 

L2(QT) à l’aide de l’égalité suivante : 

(1.7)        (L u , v) = (u , L * v). 

Pour tout u et v de )Q(C T
4,3

0 , où  (.,.) désigne le produit scalaire dans ).Q(L T2  

D’où on considère l’équation suivante : 

(1.8) L * v = L0* v ),t,x(gv
x

v
t
v

2

2

2

2

=λ+
∂
∂

+
∂
∂

+  

avec: L 
0 * v )

x
vb

t
v)(

x
a

t
(

2

2

2

2

2

2

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−= .         

 

Le problème dual consiste à résoudre dans le rectangle QT, l’équation (1.8) par rapport à la 

fonction v vérifiant la condition initiale : 

(1.9)    v (x,0) = 0                              ,   sur Ω, 

 

 Les conditions finales : 

(1.10)  Ω=
∂
∂

=     ,       0)T,x(
t
v)T,x(v sur ,  

 

et les conditions aux limites : 

(1.11)    v (0, t) = v (1, t ) = 0         ,   sur (0, T ), 

(1.12)   T)(0,    ,       0)t,1(
x
v)t,0(

x
v

sur=
∂
∂

=
∂
∂

. 

 

2. Espaces  fonctionnels : 

On désigne le domaine de définition de l’opérateur L par : D(L ) ),Q(H T
4,3

0=  le sous- espace 

de l’espace de Sobolev ),Q(H T
4,3  constitué des éléments u vérifiants les conditions (1.2)-

(1.6). On définit également le domaine de définition de l’opérateur L * par  

D(L ) )Q(H T

4,30

=  constitué de tous les éléments v de )Q(H T
4,3  vérifiant les conditions 

(1.9)-(1.12). 
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On note 2H ρ  l’espace de Sobolev avec poids, défini par : 









∈
∂
∂

ρ∈
∂∂

∂
ρ∈=ρ )Q(L

x
u(t) ),Q(L

xt
u(t)/)Q(Hu)Q(H T22

2

T2

2

T
1

T
2 ,  

où    2
1

)tT()t( −=ρ . 

Soit )Q(H T
2
0  le sous-espace de ),Q(H T

2
ρ  dont les éléments vérifient les conditions 

suivantes : 

(2.1) ,   ,       0)0,x(
t
u)0,x(u sur Ω=
∂
∂

=  

(2.2) ,   ,                        0)T,x(u sur Ω=  

(2.3) T),(0,   ,             0)t,1(u)t,0(u sur==  

(2.4) T).(0,  ,       0)t,1(
x
u)t,0(

x
u

sur =
∂
∂

=
∂
∂

 

 

Soit )Q(H T
2

0
−  l’espace dual de )Q(H T

2
0  par rapport à la forme bilinéaire canonique 

〉〈 v,u , )Q(H v),Q(Hu T
2
0T

2
0 ∈∈ − , prolongement par continuité de la forme bilinéaire  

(u , v) où )Q(Lu T2∈ , et ).Q(Hv T
2
0∈  

 

3. Inégalité de l’énergie et ses conséquences : 

Le problème (1.1)-(1.6) sera considéré comme résolution de l’équation 

opérationnelle : 

(3.1)       L ∈= u    ,      fu  D(L ), 

où l’opérateur L  est engendré par l’équation (1.1). 

Et le problème (1.8)-(1.12) comme résolution de l’équation opérationnelle suivante : 

(3.2)      L * ∈=        v,     gv  D(L *). 

Pour résoudre l’équation (3.1) pour tout f )Q(H T
2

0
−∈ , on construit une extension L de 

l’opérateur L  , dont l’image R (L) coïncide avec l’espace ).Q(H T
2

0
−   
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Pour construire l’extension L de l’opérateur L, on complète D(L ) par les éléments qui rendent 

la forme bilinéaire )v,u(Φ  continue par rapport à v, c’est-à-dire : 

Une fonction )Q(Hu T
2
0∈  sera considéré comme élément de D(L) (domaine de définition 

de L ), si l’application : 

                v                   ,u()v,u( =Φ  L * )v , 

est une fonctionnelle linéaire continue sur l’ensemble ),Q(H T

4,30

 dense dans l’espace  

)Q(H T
2
0  muni de la topologie induite de )Q(H T

2
0 . Donc, la fonctionnelle )v,u(Φ  admet 

un prolongement continu, désigné par le même symbôle sur tout )Q(H T
2
0 . D’après le 

théorème de Riesz, il existe un élément unique Lu )Q(H T
2

0
−∈  tel que : 

               〉〈=Φ v,Lu)v,u( , 

 

pour tout )L(Du∈  et pour tout ).Q(Hv T
2
0∈  

On note  la norme dans L2(QT), et 
0,p
la norme dans l’espace de Sobolev )Q(H T

p
0 , 

Zp∈ ( ensemble des entiers relatifs ).  

 

La norme de Lu est défini par la formule : 

 

           
0,2T

2
0

0,2 v
)v,u(

SupLu
)Q(Hv

Φ
=

∈
−

. 

 

De manière analogue, à partir de la forme bilinéaire : 

                =Ψ )v,u(  (L u , v ),  

 

on construit l’extension L* de l’opérateur L *. 
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- Définition 3.1 : 

La solution de l’équation opérationnelle : 

(3.3) ),D(Lu      ,      fLu ∈=  

est appelée solution généralisée (faible) du problème (1.1)-(1.6), et la solution de l’équation : 

(3.4)    ),D(L*       v,   gv*L ∈=  

solution généralisée du problème dual (1.8)-(1.12). 

 

 - Remarque : 

La résolution des problèmes (1.1)-(1.6) et (1.8)-(1.12) est basée sur les inégalités de l’énergie  

pour les opérateurs L et L*. 

 

- Théorème 3.1 :  

Pour tout 0λ−≤λ  tel que 0λ >0, les opérateurs L et L* , engendrés par les problèmes (1.1)-

(1.6) et (1.8)-(1.12) respectivement satisfont les estimations à priori suivantes : 

),D(L*v    ,    v*L*cv     )6.3(

),D(Lu   ,          Lucu     )5.3(

0,20,2

0,20,2

∈∀≤

∈∀≤

−

−
 

 où les constantes c>0 et c*>0 ne dépendent pas de u et v. 

 

- Démonstration : 

On démontre dans un premier lieu l’inégalité (3.5) pour les fonctions assez régulières,  

c’est-à-dire (Du∈ L ). Dans ce cas on a : 

(3 .7)          )v,u()v,u( L=Φ .  

Dans cette dernière égalité, on pose : 

           Mu = v (x , t ) = (t – T) u. 

En intégrant par parties, la forme bilinéaire )v,u(Φ  peut-être écrite sous une forme plus 

simple. Pour cela on considère séparément les intégrales qui la composent. 

[ ]∫ −





λ+

∂
∂

+
∂
∂

+−=−
TQ

2

2

2

2

0 dxdt u)Tt( u
x
u

t
u)u)Tt(,u(T)u)(tu,( LL , 
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,dxdtu)Tt(                         

dxdtu  
x
u)Tt(dxdt u

t
u)Tt()u)Tt(,u(u)Tt(,u(

T

T T

Q

2

Q Q
2

2

2

2

0 

∫

∫ ∫

−λ+

+
∂
∂

−+
∂
∂

−+−=− LL
 

3210 III)u)Tt(,u(                       +++−= L . 

En tenant compte des conditions (1.2)-(1.6), et du fait que le poids ( t – T ) s’annule pour        

t = T, à l’aide d’intégration par parties successives, on calcule les intégrales suivantes : 

D’après la première partie on a : 

.dxdt )
x
u( )tT( ab2                      

dxdt )
xt
u( )tT( a2dxdt )

x
u( bdxdt )

t
u(3)u)Tt(,u(2

T

T T T

Q

2
2

2

Q Q Q

2
2

22

∫

∫ ∫ ∫

∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

=−0L
 

 

D'autre part on a, 

.dxdt)
t
u( t)(T   

,dxdt u
t
u)Tt(I

T

T

Q

2

Q
2

2

1

∫

∫

∂
∂

−=

∂
∂

−=
 

 

Et, 

.dxdt)
x
u( t)(T    

,dxdt u
x
u)Tt(I

T

T

Q

2

Q
2

2

2

∫

∫

∂
∂

−=

∂
∂

−=
 

 

D’où en ajoutant membre à membre les intégrales précédentes on obtient : 

.dxdtu )Tt(2dxdt)
x
u( )tT(2                           

dxdt)
t
u( )tT(2dxdt )

x
u( )tT( ab2                           

dxdt )
xt
u( )tT( a2dxdt )

x
u( bdxdt )

t
u(3)u)Tt(,u(2

TT

TT

T T T

Q

2

Q

2

Q

2

Q

2
2

2

Q Q Q

2
2

22

∫∫

∫∫

∫ ∫ ∫

−λ+
∂
∂

−+

+
∂
∂

−+
∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

=−L
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En utilisant l’inégalité de cauchy-schwartz, on obtient : 

.dxdt uT dxdt )u(1                                   

,dxdt)Mu(  dxdt)u(1dxdt u)Tt( 2

dxdt )
x
u( )tT(2dxdt )

t
u( )tT(2dxdt )

x
u( )tT( ab2

dxdt )
xt
u( )tT( a2dxdt )

x
u( bdxdt )

t
u(3

T T

TTT

TTT

T T T

Q Q

222

Q

22

QQ

2

Q

2

Q

2

Q

2
2

2

Q Q Q

2
2

22

∫ ∫

∫∫∫

∫∫∫

∫ ∫ ∫

ε+
ε

≤

ε++
ε

≤−λ+

+
∂
∂

−+
∂
∂

−+
∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

L

L
 

On a pour tout )L(Du∈  l’estimation de type Poincaré suivante  

(3.8) )D(u        ,  
t
uT2u L∈∀
∂
∂

≤ , 

 
En utilisant l’inégalité (3.8) on obtient : 

                                                                                     
                                                                                                                  

.dxdt )
t
u(T 4dxdt)u(1dxdt u)Tt( 2 

   dxdt )
x
u( )tT(2dxdt )

t
u( )tT(2dxdt )

x
u( )tT( ab2

dxdt )
xt
u( )tT( a2dxdt )

x
u( bdxdt )

t
u(3

TTT

TTT

T T T

Q

242

QQ

2

Q

2

Q

2

Q

2
2

2

Q Q Q

2
2

22

∫∫∫

∫∫∫

∫ ∫ ∫

∂
∂

ε+
ε

≤−λ+

+
∂
∂

−+
∂
∂

−+
∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

L  

Cette dernière inégalité peut-être écrite comme suit : 

 

 

 

 

 dxdt)u(1dxdt u)tT( 2dxdt )
x
u( )tT(2

dxdt )
t
u( )tT(2dxdt )

x
u( )tT( ab2

dxdt )
xt
u( )tT( a2dxdt )

x
u( bdxdt )

t
u()T  43(

2

QQ Q

22

Q

2

Q

2
2

2

Q Q Q

2
2

224

TT T

TT

T T T

∫∫ ∫

∫∫

∫ ∫ ∫

ε
≤−λ−

∂
∂

−+

+
∂
∂

−+
∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

ε−

L
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En prenant 
4T8

5
=ε  et en minorant le membre de gauche de l’inégalité, on obtient : 

D'où on déduit :  

(3.9)    ,          ucuu     
0,200,2 −

≤λ+ L  

où c est une constante indépendante de u. 

De cette dernière inégalité on déduit l’inégalité recherchée (3.5) et le théorème 3.1 est 

démontré. 

Pour ),L(Du∈  on utilise les opérateurs de régularisation de Friedrichs [19 ]. 

Soit ),L(Du∈  en vertu de la propriété 1 )(DuJ L∈ε  donc uJ ε  vérifie l’inégalité (3.5), 

d’où : 

(3.10)    
)Q(HT

2
0

)Q(H

T
2

T
2 v

)v,uJ(
Sup cuJ

)Q(Hv

ε
ε

Φ
≤

∈
 . 

 

Nous allons d’abord calculer : ).v,uJ( εΦ  

Pour cela nous utilisons la propriété 2 et la propriété 3 des opérateurs de régularisation de 

Freidrichs et on décompose )v,uJ( εΦ  sous la forme : 

               

,dxdtu)v,uJl(                   

)v,uJl()v,uJl()v,uJl()v,uJl()v,uJl()v,uJ(

TQ

2
5

43210

∫λ++

+++++=Φ

ε

εεεεεε

 

où les opérateurs 543210 l  l,l,l,l,l et  sont donnés par : 

∫∫ ∫

∫∫

≤λ+
∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+





∂
∂

+
∂
∂

+

TT T

TT

Q

2

Q Q

2
0

2
2

2

Q

2
2

Q

222

dxdt)u(c  dxdtudxdt)
x
u( )tT( 

dxdt)
xt
u( )tT(dxdt )

x
u()

t
u(u

L
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.
x

l

,
t

l

,
x

abl

,
xt

al

,
xt

bl

,
t

l

2

2

5

2

2

4

4

4

3

22

4

2

2

3

1

3

3

0

∂
∂

=

∂
∂

=

∂
∂

−=

∂∂
∂

−=

∂∂
∂

=

∂
∂

=

 

En effectuant des intégrations par parties, et en tenant des conditions (1.2)-(1.6) on aura : 

.dxdt 
t
vJ u

t
                

dxdt 
t
vJ

t
u

t
dxdt vJ

t
u

t
dxdt

t
uJ u)v,uJl(

T

T T T

Q
2

2

Q Q Q
2

2

3

3

0

∫

∫ ∫ ∫







∂
∂

∂
∂

+

+





∂
∂

∂
∂

∂
∂

−





∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=

ε

εεεε

 

 

D’où :     

.dxdt
t
vJ u)v,uJl(

TQ
3

3

0 ∫ ∂
∂

−= εε  

 

Pour le deuxième terme on a : 

.dxdt 
xt
vJ u b

x
                

dxdt 
t
vJ

x
ub

x
dxdt vJ

x
ub

t
dxdt

xt
vJ u b)v,uJl(

T

T T T

Q

2

Q Q Q
2

2

2

3

1

∫

∫ ∫ ∫







∂∂

∂
∂
∂

+

+





∂
∂

∂
∂

∂
∂

−





∂
∂

∂
∂

+
∂∂
∂

−=

ε

εεεε

 

D’où : 

.dxdt
xt
vJ u b)v,ul(

TQ
2

3

1 ∫ ∂∂
∂

−= ε  
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On a également pour le troisième terme on a : 

.dxdt 
xt
vJ u a

t
dxdt 

xt
vJ

t
ua

x
                

dxdt 
t
vJ

xt
ua

x
dxdt vJ

xt
ua

t
dxdt

xt
vJ u a)v,uJl(

T T

T T T

Q Q
2

32

Q Q Q

2

2

3

22

4

2

∫ ∫

∫ ∫ ∫







∂∂
∂

∂
∂

+





∂∂

∂
∂
∂

∂
∂

−

−





∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

+





∂∂
∂

∂
∂

−
∂∂

∂
−=

εε

εεεε

 

D’où :  

.dxdt
xt
vJ u a)v,uJl(

TQ
22

4

2 ∫ ∂∂
∂

−= εε  

 

Et pour le quatrième terme on a : 

.dxdt 
x
vJ u ab

x
dxdt 

x
vJ

x
uab

x
                

dxdt 
x
vJ

x
uab

x
dxdt vJ

x
uab

x
dxdt

x
vJ u ab)v,uJl(

T T

T T T

Q Q
3

3

2

2

Q Q Q
2

2

3

3

4

4

3

∫ ∫

∫ ∫ ∫







∂
∂

∂
∂

+





∂
∂

∂
∂

∂
∂

−

−





∂
∂

∂
∂

∂
∂

+





∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

−=

εε

εεεε

 

D’où : 

             

.dxdt
x

vJ u ab)v,uJl(
TQ

4

4

3 ∫ ∂
∂

−= εε  

Et le cinquième terme s'écrit comme suit : 

[ ]

.dxdt 
t
vJ u)v,uJl(

.dxdt vJ u
t

dxdt vJ
t
u

t
dxdt 

t
vJ u)v,uJl(

T

TTT

Q
2

2

4

QQQ
2

2

4

:où'D

∫

∫∫∫

∂
∂

=

∂
∂

−




∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=

εε

εεεε
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Enfin pour le dernier terme on a : 

 

Donc :   

(3.11)     )Q(L

2

)Q(L2

2

T2T2
)vJ

xt
,

x
ub( 2)vJ

t
,

t
u( 2)vJ,u()v,uJ( εεεε ∂∂

∂
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+Φ=Φ . 

 

On note :  )Q(L

2

)Q(L2

2

T2T2
)vJ

xt
,

x
ub( 2)vJ

t
,

t
u( 2K εε ∂∂

∂
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= . 

 

On a pour tout 0>δ  et 0)( c >δ  qui dépend d’une manière continue de δ  l’estimation 

suivante : 

(3.12)        u )( cu u
0,20,1

δ+δ≤ . 

 

En utilisant la propriété 4 des opérateurs de régularisation, on obtient : 

               
0,20,1

vuK ≤ . 

 

En vertu de l’inégalité (3.11) on aura : 

                
0,20,2

v ) u )( cu (K δ+δ≤ . 

 

A partir de l'inégalité (3.9) on obtient l'inégalité suivante : 

),D(u   ,          ucuu     
0,200,2

LL ∈∀≤λ+
−

 

Et à partir de (3.11) et (3.12), on obtient : 

(3.13)     u )( cu 
v

)vJ,u(
Sup cuuJ

0,2
0,2T

2
0

00,2
)Q(Hv

δ+δ+
Φ

≤λ+ ε
ε

∈
, 

 

puisque :   
)Q(H)Q(H T

2
T

2 vvJ ≤ε . 

[ ]

.dxdt 
x

vJ u)v,uJl(

.dxdt vJ u
x

dxdt vJ
x
u

x
dxdt 

x
vJ u)v,uJl(

T

TTT

Q
2

2

5

QQQ
2

2

5

:où'D

∫

∫∫∫

∂
∂

=

∂
∂

−




∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=

εε

εεεε
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Donc : 

(3.14) 
0,2T

2
00,2T

2
00,2T

2
0

v
)v,u( 

Sup
vJ

)vJ,u( 
Sup

v
)vJ,u( 

Sup
)Q(Hv)Q(Hv)Q(Hv

Φ
≤

Φ
≤

Φ

∈∈∈ ε

εε . 

 

En vertu de (3.14), l’inégalité (3.13) peut-être écrite ainsi : 

       u )( cu   
v

)v,u( 
Sup cuuJ

0,2
0,2T

2
0

00,2
)Q(Hv

δ+δ+
Φ

≤λ+
∈

ε . 

En passant à la limite dans la dernière inégalité, quand ε →0  et du fait que u  uJ →ε    dans 

)Q(H T
2
0  donc : 

(3.15)     u )( cu Lu cuu
0,20,200,2

δ+δ+≤λ+
−

. 

 
En vertu du fait que δ  est une valeur suffisamment petite, et λ0 une valeur suffisamment 

grande, de l’inégalité (3.14) découle immédiatement l’inégalité (3.5). 

 

4. Existence et unicité de la solution : 

- Théorème 4.1 : 

Si les conditions du théorème 3.1 sont vérifiées alors pour toute fonction )Q(Hf T
2

0
−∈  

(respectivement )Q(Hg T
2

0
−∈ ), le problème (1.1)-(1.6) (respectivement (1.8)-(1.12) ) admet 

une et une seule solution généralisée. 

 

- Démonstration : 

La démonstration de ce théorème est analogue à celle proposée dans [ 2 ], [ 14 ]. En effet, de 

l’inégalité (3.5) découle l’unicité de la solution. Elle assure également la fermeture de 

l’ensemble image R(L) de l’opérateur L.  

Pour montrer l’identité )Q(H)L(R T
2

0
−= , on montre d’abord l’inclusion ).L(R)L(R ⊂  

Ensuite on montre la densité des éléments Lu  dans l’espace )Q(H T
2

0
−  lorsque u parcourt 

D(L ). 
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En effet, soit { } Nkkf ∈  une suite de Cauchy dans l’espace ),Q(H T
2

0
−  constituée des éléments 

de l’ensemble R(L). Il lui correspond une suite { } Nkku ∈  de D(L) telle que : 

                   Nk ,      fLu kk ∈= . 

De l’inégalité (3.5) on déduit que la suite { } Nkku ∈  est aussi une suite de Cauchy dans 

l’espace ).Q(H T
2
0  Car : 

{ } Nkkf ∈  une suite de Cauchy { }ε<−≥∀∈∃>ε∀⇔ qp00 ff: nq,p:Nn,  

et  . cff cuu(L cuu
0,2qp0,2qp00,2qp ε<−=−≤−

−−
 

La suite )u( k  converge vers un élément ).Q(Hu T
2
0∈  

:Pour tout Nk∈ , la fonctionnelle : 

            )v,(u     v kΦ→ ,  

est continue dans )Q(H T
2
0 . Ce qui entraine  la continuité de la fonctionnelle : 

            v)(u,     v Φ→ . 

On définit : fLu = , avec kf limf = . 

D’où on obtient l’inclusion )L(R  dans )L(R . 

Pour montrer la densité de )L(R  dans ),Q(H T
2

0
−  on montre un résultat équivalent, qui 

consiste à montrer que l’orthogonal se réduit à l’élément nul, c’est-à-dire : { }0)L(R =⊥ . 

Soit )Q(Hv T
2

0
−∈  tel que : ).D(Lu ,    0v,Lu ∈∀=〉〈  

Pour )(Du L∈  et )Q(Hv T
2

0
−∈  et à partir de l’égalité (1.7) on a : 

          0*),u()v,u( == LL . 

De cette dernière égalité, et en utilisant l’inégalité (3.6) on déduit que v est nulle dans l’espace 

)Q(H T
2

0
− , lorsque u parcourt D(L  ). 

La seconde partie du théorème, pour le problème dual se démontre de manière analogue en 

utilisant le diviseur : 

             tv)t,x(uv*M == . 
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Partie 3 :  Problème composite dans l’espace : 

 
 

1. Position du problème : 

Soit Ω un ouvert borné de points )x,...,x(x n1=  de l’espace nR , à frontière régulière par 

morceaux Ω∂=Γ . Dans le cylindre  )T,0( x QT Ω= avec  T>0, on considère l’équation 

différentielle de type composite suivante : 

(1.1)     L u ,Q      f)Bu
t
u)(A

t
( T2

2

dans   , =+
∂
∂

−
∂
∂

=   

Avec : 

                et      

.
xx
ubBu

,
xx
uaAu

n

1j,i ji

2

ij

n

1j,i ji

2

ij

∑

∑

=

=

∂∂
∂

=

∂∂
∂

=

 

 

A cette équation, on associe les conditions initiales suivantes : 

(1.2)    u (x , 0) = 0     ,      sur Ω , 

(1.3)   ,       ,      0)0,x(
t
u

sur Ω=
∂
∂

 

La condition finale : 

(1.4)    u (x , T) = 0      ,       sur Ω,  

et les conditions aux limites homogènes : 

(1.5)   0uu =
ν∂
∂

= ΣΣ . 

où )T,0( x Ω∂=Σ  désigne la surface latérale du cylindre QT, et ν  le vecteur unitaire de la 

normale extérieure à TQ∂ , f une fonction donnée et ijij b,a des constantes strictement 

positives vérifiant les conditions suivantes : 

. ab     )8.1(

R),...,(,    b ,          a     )7.1(

n.1,...,ji, ;    bb ,     aa     )6.1(

2

ijkjililkj

n
n1

2

jiij

2

jiij

jiijjiij

ζγ≥ζζ

∈ζζ=ζ∀ζβ≥ζζζα≥ζζ

===
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Parallèlement au problème (1.1)-(1.5), on considère son problème dual . On note L * le 

dual formel de l’opérateur L, que l’on définit relativement au produit scalaire dans l’espace 

L2(QT) à l’aide de l’égalité suivante : 

(1.9)      (Lu , v) = (u , L  *v). 

Pour tout u et v de )Q(C T
4,3

0 , où  (.,.) désigne le produit scalaire dans ).Q(L T2  

D’où on considère l’équation suivante : 

(1.10)  L  *v ,Q d     ,    g)Bv
t
v)(A

t
( T2

2

ans=+
∂
∂

+
∂
∂

−=       

Le problème dual consiste à résoudre dans le rectangle QT, l’équation (1.10) par rapport à la 

fonction v vérifiant la condition initiale : 

(1.11)    v (x, 0) = 0                      ,        sur Ω, 

De Les conditions finales : 

(1.12)    ,         , 0)T,x(
t
v)T,x(v sur Ω=
∂
∂

=   

et les conditions aux limites : 

(1.13) 0vv =
ν∂
∂

= ΣΣ . 

 

2. Espaces  fonctionnels : 

On désigne le domaine de définition de l’opérateur L  par : D(L ) ),Q(H T
4,3

0=  le sous espace 

de l’espace de Sobolev ),Q(H T
4,3  constitué des éléments u vérifiants les conditions (1.2)-

(1.5). On définit également le domaine de définition de l’opérateur L  * par  

D(L  *) )Q(H T

4,30

=  constitué de tous les éléments v de )Q(H T
4,3  vérifiant les conditions 

(1.11)-(1.13). 

On note 2H ρ  l’espace de Sobolev avec poids, défini par : 













∈
∂∂

∂
ρ∈

∂∂
∂

ρ∈=ρ )Q(L
xx
u(t) ),Q(L

xt
u(t) /)Q(Hu)Q(H T2

ji

2

T2
i

2

T
1

T
2 , 

où .)tT()t( 2
1

−=ρ  
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Soit )Q(H T
2
0  le sous espace de ),Q(H T

2
ρ  dont les éléments vérifient les conditions 

suivantes : 

(2.1) ,    ,      0)0,x(
t
u)0,x(u sur Ω=
∂
∂

=  

(2.2) ,    ,                      0)T,x(u sur Ω=  

(2.3) 0uu =
ν∂
∂

= ΣΣ . 

   

Soit )Q(H T
2

0
−  l’espace dual de )Q(H T

2
0  par rapport à la forme bilinéaire canonique 

〉〈 v,u , )Q(H v),Q(Hu T
2
0T

2
0 ∈∈ − , prolongement par continuité de la forme bilinéaire  

(u , v) où )Q(Lu T
2∈ , et ).Q(Hv T

2
0∈  

 

3. Inégalité de l’énergie et ses conséquences : 

Le problème (1.1)-(1.5) sera considéré comme résolution de l’équation 

opérationnelle : 

(3.1) L ∈= u   ,       fu  D(L ), 

Où l’opérateur L  est engendré par l’équation (1.1). 

Et le problème (1.10)-(1.13) comme résolution de l’équation opérationnelle suivante : 

(3.2)   L * ∈=    v,      gv  D(L *). 

Pour résoudre l’équation (3.1) pour tout f )Q(H T
2

0
−∈ , on construit une extension L de 

l’opérateur L , dont l’image R (L) coïncide avec l’espace ).Q(H T
2

0
−   

Pour construire l’extension L de l’opérateur L, on complète D(L ) par les éléments qui rendent 

la forme bilinéaire )v,u(Φ  continue par rapport à v, c’est-à-dire : 

Une fonction )Q(Hu T
2
0∈  sera considéré comme élément de D(L) (domaine de définition 

de L ), si l’application : 

                v                   ,u()v,u( =Φ  L * )v , 

est une fonctionnelle linéaire continue sur l’ensemble ),Q(H T

4,30

 dense dans l’espace  

)Q(H T
2
0  muni de la topologie induite de )Q(H T

2
0 .  
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Donc, la fonctionnelle )v,u(Φ  admet un prolongement continu, désigné par le même 

symbole sur tout )Q(H T
2
0 . D’après le théorème de Riesz, il existe un élément unique Lu 

)Q(H T
2

0
−∈  tel que : 

               ,v,Lu)v,u( 〉〈=Φ  

pour tout )L(Du∈  et pour tout ).Q(Hv T
2
0∈   

On note  la norme dans L2(QT), et 
0,p
la norme dans l’espace de Sobolev )Q(H T

p
0 , 

Zp∈ ( ensemble des entiers relatifs ). 

La norme de Lu est défini par la formule : 

            
0,2T

2
0

0,2 v
)v,u(

SupLu
)Q(Hv

Φ
=

∈
−

. 

De manière analogue, à partir de la forme bilinéaire : 

                =Ψ )v,u(  (L u , v ),  

on construit l’extension L* de l’opérateur L *. 

 

- Définition 3.1 : 

La solution de l’équation opérationnelle : 

(3.3)  ),D(Lu   ,      fLu ∈=  

est appelée solution généralisée (faible) du problème (1.1)-(1.5), et la solution de l’équation : 

(3.4)  )D(L*     v,       gv*L ∈= , 

solution généralisée du problème dual (1.10)-(1.13). 

 

- Remarque : 

La résolution des problèmes (1.1)-(1.5) et (1.10)-(1.13) est basée sur les inégalités de 

l’énergie pour les opérateurs L et L*. 
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- Théorème 3.1 : 

Si les coefficients de l'équation (1.1) vérifient les conditions (1.6)-(1.8), alors les opérateurs L 

et L* , engendrés par les problèmes (1.1)-(1.5) et (1.10)-(1.13) respectivement satisfont les 

estimations à priori suivantes : 

),D(L*v     ,  v*L*cv     )6.3(

),D(Lu     ,        Lucu     )5.3(

0,20,2

0,20,2

∈∀≤

∈∀≤

−

−
 

 où les constantes c>0 et c*>0 ne dépendent pas de u et v. 

 

- Démonstration : 

On démontre dans un premier lieu l’inégalité (3.5) pour les fonctions assez régulières,  

c’est-à-dire (Du∈ L ). Dans ce cas on a : 

(3 .7)          )v,u()v,u( L=Φ .  

Dans cette dernière égalité, on pose : 

           Mu = v (x ,t) = (t - T) u. 

En intégrant par parties, la forme bilinéaire )v,u(Φ  peut-être écrite sous une forme plus 

simple. Pour cela on considère séparément les intégrales qui la composent. 

(L u , (t-T)u ) = [ ]dxdt u)Tt()B
t
u)(A

t
(

TQ
2

2

∫ −+
∂
∂

−
∂
∂

 

[ ]dxdt, u)Tt(
xxxx

uba                    

xxt
ua

xxt
ub

t
u                   

n

1j,i

n

1k,l jkli

4

kjil

Q

n

1j,i

n

1j,i ji
2

4

ij
ji

3

ij3

3

T

−






∂∂∂∂
∂

−






−

∂∂∂
∂

−
∂∂∂

∂
+

∂
∂

=

∑ ∑

∫ ∑ ∑

= =

= =

 

                    = I1 +  I2 + I3 + I4. 
 
En tenant compte des conditions (1.2)-(1.5), et du fait que le poids (t – T) s’annule pour t = T, 

à l’aide d’intégration par parties successives, on calcule les intégrales ci dessus :  

Pour la première on a : 

  

∫

∫

∂
∂

=

∂
∂

−=

T

T

Q

2

Q
3

3

1

                               dxdt. )
t
u(

2
3    

dxdt, u
t
u)Tt(I
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La seconde intégrale peut-être écrite comme suit : 

∫

∫

∫

∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−−=

∂∂∂
∂

−=

T

T

T

Q ji
ij

Q ji
ij

Q ji

3

ij2

dxdt. 
x
u

x
ub

2
1    

,dxdt )
x
u

x
ub(

t2
1T)(t    

,dxdt u
xxt

u)Tt(bI

 

 

Pour la troisième intégrale on aura : 

dxdt. 
xt
u

xt
u)Tt(a    

dxdt, 
xt
u

xt
u)Tt(a)

x
u

x
ua(

t2
1    

,dxdt u
xxt

u)Tt(aI

j

2

i

2

Q
ij

Q j

2

i

2

ij
ji

ij

Q ji
2

4

ij3

T

T

T

∂∂
∂

∂∂
∂

−=













∂∂
∂

∂∂
∂

−+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

∂∂∂
∂

−=

∫

∫

∫

 

 

Et enfin, pour I4 on aura : 

dxdt. 
xx

u
xx
u)Tt(ba    

,dxdt 
xxxx

u)Tt(baI

jk

2

li

2

Q
kjil

Q jkli

4

kjil4

T

T

∂∂
∂

∂∂
∂

−=

∂∂∂∂
∂

−=

∫

∫
 

 

D’où en ajoutant membre à membre les intégrales précédentes on obtient : 

.dxdt 
xx

u
xx
u )tT( ba2                         

dxdt
xt
u

xt
u )tT( a2dxdt 

x
u

x
ubdxdt )

t
u(3)u)Tt(,u(2

T

T T T

Q jk

2

li

2

kjil

Q Q Q j

2

i

2

ij
ji

ij
2

∫

∫ ∫ ∫

∂∂
∂

∂∂
∂

−+

+
∂∂
∂

∂∂
∂

−+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=−L
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En utilisant (1.6), (1.7) et (1.8) on obtient l'estimation suivante : 

 

.dxdt Mu u2 dxdt )
xx
u( )tT( 2

dxdt)
xt
u( )tT( 2dxdt )

x
u(dxdt )

t
u(3

TT

T T T

QQ

2

li

2

Q Q Q

2

i

2
2

i

2

∫∫

∫ ∫ ∫

≤
∂∂

∂
−γ+

+
∂∂
∂

−α+
∂
∂

β+
∂
∂

L
 

 

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, de cette dernière inégalité on obtient : 

 

.dxdt uTdxdt )u(1                                                 

dxdt)Mu(dxdt)u(1dxdt )
xx
u( )tT( 2 

dxdt )
xt
u( )tT(2dxdt )

x
u(dxdt )

t
u(3

T T

TTT

T T T

Q Q

222

Q

22

QQ

2

ji

2

Q Q Q

2

i

2
2

i

2

∫ ∫

∫∫∫

∫ ∫ ∫

ε+
ε

≤

ε+
ε

≤
∂∂

∂
−γ+

+
∂∂
∂

−α+
∂
∂

β+
∂
∂

L

L  

 

On a pour tout )(Du L∈  l’estimation de type Poincaré suivante : 

(3.8) )D(u ,      
t
uT2u L∈∀
∂
∂

≤  

 

En utilisant cette estimation de l’inégalité (3.8) on obtient : 

.dxdt)
t
u(T4dxdt)u(1  dxdt)

xx
u( )tT( 2  

dxdt)
xt
u( )tT( 2dxdt)

x
u( dxdt)

t
u(3

T TT

T T T

Q Q

242

Q

2

ji

2

Q Q Q

2

i

2
2

i

2

∫ ∫∫

∫ ∫ ∫

∂
∂

ε+
ε

≤
∂∂

∂
−γ+

+
∂∂
∂

−α+
∂
∂

β+
∂
∂

L
 

 

Et d’autre part, on a : 

.dxdt)
t
u(T4dxdt)u(1dxdt)

xx
u( t)(T 2

dxdt)
xt
u( )tT( 2dxdt)

x
u( dxdt)

t
u(2dxdtu

T4
1

T T T

T T T T

Q Q Q

2422

ji

2

Q Q Q Q

2

i

2
2

i

22
2

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∂
∂

ε+
ε

≤
∂∂

∂
−γ+

+
∂∂
∂

−α+
∂
∂

β+
∂
∂

+

L
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Que l'on peut écrire encore sous la forme :  

.dxdt)u(1dxdt)
xx
u( t)(T 2dxdt)

xt
u( t)(T 2

dxdt)
x
u( dxdt)

t
u()T42(dxdtu

T4
1

T TT

T T T

Q Q

22

ji

2

Q

2

i

2

Q Q Q

2

i

242
2

∫ ∫∫

∫ ∫ ∫

ε
≤

∂∂
∂

−γ+
∂∂
∂

−α+

+
∂
∂

β+
∂
∂

ε−+

L
  

 

En prenant 
4T4

1
=ε  et en minorant le membre de gauche de l’inégalité, on obtient : 

,dxdt)u(c dxdt)
xx
u( )tT(

dxdt)
xt
u( )tT(dxdt  )

x
u()

t
u(u

TT

TT

Q

2

Q

2

ji

2

Q

2

i

2

Q

2

i

22

∫∫

∫∫

≤
∂∂

∂
−+

+
∂∂
∂

−+







∂
∂

+
∂
∂

+

L
 

 

où c est une constante indépendante de u. 

De cette dernière inégalité découle immédiatement l’inégalité recherchée (3.5) et le théorème 

3.1 est ainsi démontré. 

Pour ),L(Du∈  on utilise les opérateurs de régularisation de Friedrichs [19 ]. 

 

4. Existence et unicité de la solution : 

- Théorème 4.1 : 

Si les conditions du théorème 3.1 sont vérifiées alors pour toute fonction )Q(Hf T
2

0
−∈  

(respectivement )Q(Hg T
2

0
−∈ ), le problème (1.1)-(1.5) (respectivement (1.10)-(1.13)) 

admet une et une seule solution généralisée. 

 

- Démonstration : 

La démonstration de ce théorème est analogue à celle proposée dans [ 2 ], [ 14 ]. En effet, de 

l’inégalité (3.5) découle l’unicité de la solution. Elle assure également la fermeture de 

l’ensemble image R(L) de l’opérateur L. Pour montrer l’identité )Q(H)L(R T
2

0
−= , on 

montre d’abord l’inclusion ).L(R)L(R ⊂  Ensuite on montre la densité des éléments uL 0  

dans l’espace )Q(H T
2

0
−  lorsque u parcourt D(L ) 
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En effet, soit { } Nkkf ∈  une suite de Cauchy dans l’espace ),Q(H T
2

0
−  constituée des éléments 

de l’ensemble R(L). Il lui correspond une suite { } Nkku ∈  de D(L) telle que . 

Nk ,      fLu kk ∈= . 

De l’inégalité (3.5) on déduit que la suite { } Nkku ∈  est aussi une suite de Cauchy dans 

l’espace ).Q(H T
2
0  

 Car :  0     ff cuu(L cuu
0,2qp0,2qp00,2qp →−=−≤−

−−
. 

La suite )u( k  converge vers un élément ).Q(Hu T
2
0∈  

Pour tout Nk∈ , la fonctionnelle : 

            )v,(u    v kΦ→ ,  

est continue dans )Q(H T
2
0 . Ce qui entraîne  la continuité de la fonctionnelle : 

            v)(u,    v Φ→ . 

On définit : fLu = , avec kf limf = . 

D’où on obtient l’inclusion )L(R  dans )L(R . 

Pour montrer la densité de )L(R  dans ),Q(H T
2

0
−  on montre un résultat équivalent, qui 

consiste à montrer que l’orthogonal se réduit à l’élément nul, c’est-à-dire : { }0)L(R =⊥ . 

Soit )Q(Hv T
2

0
−∈  tel que : ).D(Lu ,    0v,Lu ∈∀=〉〈  

Pour )(Du L∈  et )Q(Hv T
2

0
−∈  et à partir de l’égalité (1.7) on a : 

          0*),u()v,u( == LL . 

De cette dernière égalité, et en utilisant l’inégalité (3.6) on déduit que v est nulle dans l’espace 

)Q(H T
2

0
− , lorsque u parcourt D(L  ). 

La seconde partie du théorème, pour le problème dual se démontre de manière analogue en 

utilisant le diviseur : 

             tv)t,x(uv*M == . 
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Partie 1 : Problème composite à partie principale  
 

 

1. Position du problème : 

Dans l’ouvert rectangulaire  (0,1)  ),T,0( x Q oùT =ΩΩ= est un intervalle ouvert de R , 

et T>0, on considère l’équation différentielle de type composite de la forme : 

(1.1)     L 0u Erreur ! Signet non défini. 

Où a, b des constantes strictement positives, 0ba ≥−  et f une fonction donnée. 

A cette équation, on associe les conditions initiales suivantes : 

(1.2)     u (x , 0) = 0                 ,       sur Ω , 

(1.3) Ω=
∂
∂   ,                 0)0,x(

t
u

sur       , 

(1.4) ,         ,                0)0,x(
t
u

sur
2

2

Ω=
∂
∂

 

 

La condition de Dirichlet homogène : 

(1.5)      u (0, t) = u (1, t) = 0   ,      sur (0,T), 

 

Les conditions au bord : 

(1.6)      T)(0,       ,      )t,1(
x
u)t,0(

x
u

sur
∂
∂

=
∂
∂

, 

 

et la condition finale : 

(1.7)       u (x ,T) = 0                   ,      sur Ω. 

 

Parallèlement au problème (1.1)-(1.7), on considère son problème dual. On note L  0* le 

dual formel de l’opérateur L0, que l’on définit relativement au produit scalaire dans l’espace 

L2(QT) à l’aide de l’égalité suivante : 

(1.8)    (L0u, v) = (u , L 0* v). 

Pour tout u et v de )Q(C T
4
0 , où  (.,.) désigne le produit scalaire dans ).Q(L T2  

D’où on considère l’équation suivante : 
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(1.9)        L  0* v ).t,x(g)
x

vb
t
v)(

x
a

t
(

2

2

2

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=  

Le problème dual consiste à résoudre dans le rectangle QT, l’équation (1.9) par rapport à la 

fonction v vérifiant la condition initiale : 

(1.10)     v (x, 0) = 0                                              ,      sur Ω, 

 

Les conditions finales : 

(1.11)   ,     ,  0)T,x(
t
v)T,x(

t
v)T,x(v sur   

2

2

Ω=
∂
∂

=
∂
∂

=   

 

et les conditions aux limites : 

(1.12)   v (0, t) = v (1, t ) = 0                             ,       sur (0, T ), 

(1.13)  T)(0,       ,                        0)t,1(
x
v)t,0(

x
v

sur=
∂
∂

=
∂
∂

. 

Les problèmes (1.1)-(1.7) et (1.9)-(1.13) sont auto-adjoints. 

 

2. Espaces  fonctionnels : 

On désigne le domaine de définition de l’opérateur L 0 par : D(L 0) ),Q(H T
4
0=  le sous 

espace de l’espace de Sobolev ),Q(H T
4  constitué des éléments u vérifiants les conditions 

(1.2)-(1.7). On définit également le domaine de définition de l’opérateur L0* par 

D(L0*) )Q(H T

40

=  constitué de tous les éléments v de )Q(H T
4  vérifiant les conditions 

(1.10)-(1.13). 

Soit )Q(H T
2
0  le sous espace de ),Q(H T

2  dont les éléments vérifient les conditions 

suivantes : 

(2.1) Ω=
∂
∂

=
∂
∂

=     ,      0)0,x(
t
u)0,x(

t
u)0,x(u sur

2

2

, 

(2.2)  Ω=                      0)T,x(u sur   ,                        , 

(2.3)  T)(0,   ,                             0)t,1(u)t,0(u sur== , 

(2.4)   T)(0,    ,                      0)t,1(
x
u)t,0(

x
u

sur=
∂
∂

=
∂
∂

. 
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Soit )Q(H T
2

0
−  l’espace dual de )Q(H T

2
0  par rapport à la forme bilinéaire canonique 

〉〈 v,u , )Q(H v),Q(Hu T
2
0T

2
0 ∈∈ − , prolongement par continuité de la forme bilinéaire  

(u , v) où )Q(Lu T2∈ , et ).Q(Hv T
2
0∈  

 

3. Inégalité de l’énergie et ses conséquences : 

Le problème (1.1)-(1.7) sera considéré comme résolution de l’équation opérationnelle : 

(3.1) L 0Erreur ! Signet non défini. D(L 0), 

Où l’opérateur L 0 est engendré par l’équation (1.1). 

Et le problème (1.9)-(1.13) comme résolution de l’équation opérationnelle suivante : 

(3.2) L 0* ∈=     v,      gv  D(L 0*). 

Pour résoudre l’équation (3.1)pour tout f )Q(H T
2

0
−∈ , on construit une extension L0 de 

l’opérateur L 0 , dont l’image R (L0) coïncide avec l’espace ).Q(H T
2

0
−   

Pour construire l’extension L0 de l’opérateur L 0 , on complète D(L 0) par les éléments qui 

rendent la forme bilinéaire )v,u(Φ  continue par rapport à v, c’est-à-dire : 

Une fonction )Q(Hu T
2
0∈   sera considéré comme élément de D(L0) (domaine de définition 

de L0 ), si l’application : 

                v                   ,u()v,u( =Φ  L 0* )v , 

est une fonctionnelle linéaire continue sur l’ensemble ),Q(H T

40

 dense dans l’espace  

)Q(H T
2
0  muni de la topologie induite de )Q(H T

2
0 . Donc, la fonctionnelle )v,u(Φ  admet 

un prolongement continu, désigné par le même symbole sur tout )Q(H T
2
0 . D’après le 

théorème de Riesz, il existe un élément unique L0u )Q(H T
2

0
−∈  tel que : 

               〉〈=Φ v,uL)v,u( 0 , 

pour tout )L(Du 0∈  et pour tout ).Q(Hv T
2
0∈   

 

 

On note  la norme dans L2(QT), et 
0,p
la norme dans l’espace de Sobolev )Q(H T

p
0 , 

Zp∈ ( ensemble des entiers relatifs ). 
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La norme de L0u est défini par la formule : 

                 
v

)v,u(
SupuL

0,2T
2
0

0,20
)Q(Hv

Φ
=

∈
−

. 

De manière analogue, à partir de la forme bilinéaire : 

                =Ψ )v,u(  (L 0u , v ) , 

on construit l’extension L0* de l’opérateur L 0*. 

 

- Définition 3.1 : 

La solution de l’équation opérationnelle : 

(3.3) ),D(Lu   ,      fuL 00 ∈=  

est appelée solution généralisée (faible) du problème (1.1)-(1.7), et la solution de l’équation : 

(3.4) ),*D(L       v,   gv *L 00 ∈=  

solution généralisée du problème dual (1.9)-(1.13). 

 

- Remarque : 

La résolution des problèmes (1.1)-(1.7) et (1.9)-(1.13) est basée sur les inégalités de l’énergie  

pour les opérateurs L0 et L0*. 

 

- Théorème 3.1 : 

Les opérateurs L0 et L0* , engendrés par les problèmes (1.1)-(1.7) et (1.9)-(1.13) 

respectivement satisfont les estimations à priori suivantes : 

),*D(Lv    , v*L*cv     )6.3(

),D(Lu    ,       uLcu     )5.3(

00,200,2

00,200,2

∈∀≤

∈∀≤

−

−
 

 où les constantes c>0 et c*>0 ne dépendent pas de u et v. 

 

 

 

 

 

- Démonstration : 

On démontre dans un premier lieu l’inégalité (3.5) pour les fonctions assez régulières,  
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c’est-à-dire (Du∈ L 0). Dans ce cas on a : 

(3 .7)          )v,u()v,u( 0L=Φ  . 

Dans cette dernière égalité, on pose : 

u
t
uT)(tt)v(x,Mu             −
∂
∂

−== . 

En intégrant par parties, la forme bilinéaire )v,u(Φ  peut-être écrite sous une forme plus 

simple. Pour cela on considère séparément les intégrales qui la composent. 

(L 0u , (t- T) u ) = dxdt u
t
u)Tt()

x
ub

t
u)(

x
a

t
(

TQ
2

2

2

2

2

2

2

2

∫ 



 −

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

, 

                         ∫ 



 −

∂
∂

−





∂
∂

−
∂∂

∂
−+

∂
∂

=
TQ

4

4

22

4

4

4

 dxdt, u
t
u)Tt(

x
uab

xt
u)ab(

t
u  

                       = I1 +  I2 + I3 + I4 + I5 + I6. 
 

En tenant compte des conditions (1.2)-(1.7), et à l’aide d’intégration par parties successives, 

on calcule les intégrales suivantes :  

 

Pour la première intégrale on a : 

   

∫ ∫

∫

∫

∫

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

−+
∂
∂

∂
∂

−=







∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−=

∂
∂

∂
∂

−=

T T

T

T

T

Q Q
2

2
2

2

2

Q

2
2

2

3

3

Q
3

3

Q
4

4

1

                               dxdt. )
t
u

t
u(

t
dxdt )

t
u(

2
3    

dxdt, )
t
u(

t
)Tt(

2
1

t
u

t
u    

,dxdt 
t
u)Tt(

tt
u    

,dxdt 
t
u

t
u)Tt(I

 

 

 

 

 

La seconde intégrale peut-être écrite comme suit : 
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.dxdt )
t
u

t
u(

t
dxdt )

t
u(    

,dxdt 
t
u

t
u    

dxdt, u
t
uI

T T

T

T

Q Q
2

2
2

2

2

Q
3

3

Q
4

4

2

∫ ∫

∫

∫

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

−=

∂
∂

=

 

 

L'intégrale I3 peut-être transformée sous la forme : 

.dxdt )
xt
u( a)(b

2
1    

,dxdt 
t
u

xt
u)Tt( )ab(I

T

T

Q

2
2

Q
22

4

3

∫

∫

∂∂
∂

−=

∂
∂

∂∂
∂

−−=
 

 

Et pour l'intégrale I4 on aura : 

.dxdt)
xt
u( a)(b    

,dxdt u
xt
u)ab(I

T

T

Q

2
2

Q
22

4

4

∫

∫

∂∂
∂

−=

∂∂
∂

−=
 

 

On a également pour I5 : 

.dxdt)
x
u( ab

2
1    

,dxdt
t
u

x
u)Tt( abI

T

T

Q

2
2

2

Q
4

4

5

∫

∫

∂
∂

−=

∂
∂

∂
∂

−=
 

 

Enfin pour la dernière intégrale on a : 

.tdxd )
x
u( ab   

,dxdt u
x
u abI

T

T

Q

2
2

2

Q
4

4

6

∫

∫

∂
∂

=

∂
∂

=
 

 

D’où en ajoutant membre à membre les intégrales précédentes on obtient : 
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.dxdt )
x
u( ab3dxdt)

xt
u( )ba(dxdt )

t
u()u

t
u)Tt(,u(2

TT T Q

2
2

2

Q Q

2
2

2
2

2

∫∫ ∫ ∂
∂

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

=−
∂
∂

−0L

  

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient : 

 

.dxdt u 2dxdt )
t
u(T dxdt )u(1                                 

,dxdt)Mu(dxdt)u(1dxdt )
x
u( ab3

dxdt)
xt
u( )ba(dxdt )

t
u(

TTT

TTT

T

Q

2

Q

22

Q

2
0

Q

22

QQ

2
2

2

2
2

Q

2
2

2

∫∫∫

∫∫∫

∫∫

ε+
∂
∂

ε+
ε

≤

ε+
ε

≤
∂
∂

+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

L

L 0   

 

 On a pour tout )(Du 0L∈  l’estimation de type Poincaré suivante : 

(3.8) 
















∈∀
∂
∂

≤
∂
∂

∈∀
∂∂

∂
≤

∂
∂

∈∀
∂
∂

≤

).(Du  ,             
t
uT2

t
u

),(Du  ,           
xt
uT2

x
u

),(Du  ,                
t
uT2u

2

2

2

0

0

0

L

L

L

 

 

en utilisant les inégalités (3.8) on obtient : 

 

.dxdtu 2 dxdt)
t
u(T                                                                   

dxdt)u(1  dxdt)
x
u( ab3  dxdt)

x
u)(ba(

T8
1

dxdt)
xt
u( )ba(

2
1dxdt)

t
u( 

2
1dxdt)

t
u(

T8
1

TT

TTT

T T T

Q

2

Q

22

Q

2
0

Q

2
2

2

Q

2
2

Q Q Q

2
2

2
2

2
2

2

∫∫

∫∫∫

∫ ∫ ∫

ε+
∂
∂

ε+

+
ε

≤
∂
∂

++
∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

L  

 

 

 

Et d’autre part, on a : 
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.dxdtu 2dxdt)
t
u(T                                                                                

dxdt)u(1dxdt)
x
u( ab3 dxdt)

t
u(

2
1dxdt)

xt
u( )ba(

2
1

dxdt)
x
u( )ba(

T8
1dxdt)

t
u(

T16
1dxdtu

T64
1

TT

T TTT

T T T

Q

2

Q

22

Q Q

22
2

2

Q

2
2

2

Q

2
2

Q Q Q

2
2

2
2

2
4

∫∫

∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫

ε+
∂
∂

ε+

+
ε

≤
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
−+

+
∂
∂

−+
∂
∂

+

0L

 

Que l'on peut écrire sous la forme suivante : 

.dxdt)u(1dxdt)
x
u( ab3 dxdt)

xt
u( )ba(

2
1dxdt)

t
u(

2
1

dxdt)
x
u( )ba(

T8
1dxdt)

t
u()T

T16
1(dxdtu) 2

T64
1(

T TTT

T T T

Q Q

2
0

2
2

2

Q

2
2

Q

2
2

2

Q Q Q

2
2

22
2

2
4

∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫

ε
≤

∂
∂

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+

+
∂
∂

−+
∂
∂

ε−+ε−

L

 

En prenant 
4T256

1
=ε  et en minorant le membre de gauche de l’inégalité, on obtient : 

.dxdt)u(cdxdt)
xt
u(                                     

dxdt)
x
u( dxdt)

t
u( dxdt )

x
u()

t
u(u

TT

T TT

Q

2
0

Q

2
2

Q Q

2
2

2
2

2

2

Q

222

∫∫

∫ ∫∫

≤
∂∂

∂
+

+
∂
∂

+
∂
∂

+





∂
∂

+
∂
∂

+

L
 

 

Où c est une constante indépendante de u. 

De cette dernière inégalité découle immédiatement l’inégalité recherchée (3.5) et le théorème 

3.1 est démontré. 

Pour ),L(Du 0∈  on utilise les opérateurs de régularisation de Friedrichs [19 ]. 

Soit ),L(Du 0∈  en vertu de la propriété 1, )(DuJ 0L∈ε  donc uJ ε  vérifie l’inégalité 

(3.5), d’où : 

(3.9) 
)Q(HT

2
0

)Q(H

T
2

T
2 v

)v,uJ(
Sup cuJ

)Q(Hv

ε
ε

Φ
≤

∈
 . 

Nous allons d’abord montrer l'égalité suivante:  

(3.10) )vJ,u()v,uJ( εε Φ=Φ . 

Pour cela nous utilisons la propriété 2 et la propriété 3 des opérateurs de régularisation de 

Freidrichs et on décompose )v,uJ( εΦ  sous la forme : 
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)v,uJl()v,uJl()v,uJl()v,uJ( 210 εεεε ++=Φ . 

Où les opérateurs 210 l et l,l  sont donnés par : 

.
x

abl

,
xt

)ab(l

,
t

l

4

4

2

22

4

1

4

4

0

∂
∂

−=

∂∂
∂

−=

∂
∂

=

 

En effectuant des intégrations par parties, et en tenant des conditions (1.2)-(1.7) on aura : 

,dxdt 
t
vJ u

t
 dxd 

t
vJ

t
u

t
               

dxdt 
t
vJ

t
u

t
dxdt vJ

t
u

t
dxdt

t
uJ u)v,uJl(

TT

T T T

Q
3

3

Q
2

2

Q Q Q
2

2

3

3

4

4

0

∫∫

∫ ∫ ∫







∂
∂

∂
∂

−





∂
∂

∂
∂

∂
∂

+

+





∂
∂

∂
∂

∂
∂

−





∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=

εε

εεεε

 

 

D’où :     

∫ ∂
∂

−= εε

TQ
4

4

0 dxdt
t
vJ u)v,uJl( . 

Pour le deuxième terme on a : 

,dxdt 
xt
vJ u )ab(

t
                 

dxdt 
xt
vJ

t
u)ab(

x
dxdt 

t
vJ

xt
u)ab(

x
                

dxdt vJ
xt
u)ab(

t
dxdt

xt
vJ u )ab()v,uJl(

T

TT

T T

Q
2

3

Q

2

Q

2

Q Q
2

3

22

4

1

∫

∫∫

∫ ∫







∂∂
∂

−
∂
∂

−

−





∂∂

∂
∂
∂

−
∂
∂

+





∂
∂

∂∂
∂

−
∂
∂

−

−





∂∂
∂

−
∂
∂

+
∂∂

∂
−=

ε

εε

εεε

 

 

D’où :  

∫ ∂∂
∂

−= εε

TQ
22

4

1 dxdt
xt
vJ u )ab()v,uJl( . 

 

 

Enfin pour le dernier terme on a : 
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,dxdt 
x
vJ u ab

x
dxdt 

x
vJ

x
uab

x
                

dxdt 
x
vJ

x
uab

x
dxdt vJ

x
uab

x
dxdt

x
vJ u ab)v,uJl(

T T

T T T

Q Q
3

3

2

2

Q Q Q
2

2

3

3

4

4

2

∫ ∫

∫ ∫ ∫







∂
∂

∂
∂

+





∂
∂

∂
∂

∂
∂

−

−





∂
∂

∂
∂

∂
∂

+





∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

−=

εε

εεεε

 

D’où : 

∫ ∂
∂

−= εε

TQ
4

4

2 dxdt
x

vJ u ab)v,uJl( . 

Donc :   

         )vJ,u()v,uJ( εε Φ=Φ . 

 

En vertu de (3.9) et (3.10), on obtient : 

(3.11)  
0,2T

2
0

0,2 v
)vJ,u(

Sup cuJ
)Q(Hv

ε
ε

Φ
≤

∈
. 

D'après la propriété 4 des opérateurs de régularisation, on a: 

            
)Q(H)Q(H T

2
T

2 vvJ ≤ε . 

Donc : 

(3.12) 
0,2T

2
00,2T

2
00,2T

2
0

v
)v,u( 

Sup
vJ

)vJ,u( 
Sup

v
)vJ,u( 

Sup
)Q(Hv)Q(Hv)Q(Hv

Φ
≤

Φ
≤

Φ

∈∈∈ ε

εε . 

 

En vertu de (3.12), l’inégalité (3.11) peut-être écrite ainsi : 

        
v

)v,u( 
Sup cuJ

0,2T
2
0

0,2
)Q(Hv

Φ
≤

∈
ε . 

En passant à la limite dans la dernière inégalité, quand ε →  0 et du fait que u  uJ →ε    dans 

)Q(H T
2
0 , on obtient:  

(3.13)     
0,200,2

uL cu
−

≤     ,  )L(Du 0∈∀ . 

A partir de la forme bilinéaire )v,u(Ψ  associée au problème dual, de manière analogue on 

établit l'inégalité (3.6) pour tout *).L(Dv 0∈  

 

4. Existence et unicité de la solution : 
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- Théorème 4.1 : 

Si les conditions du théorème 3.1 sont vérifiées alors pour toute fonction )Q(Hf T
2

0
−∈  

(respectivement )Q(Hg T
2

0
−∈ ), le problème (1.1)-(1.7) (respectivement (1.9)-(1.13))  admet 

une et une seule solution généralisée. 

  

- Démonstration : 

La démonstration de ce théorème est analogue à celle proposée dans [ 2 ], [ 14 ]. En effet, de 

l’inégalité (3.5) découle l’unicité de la solution. Elle assure également la fermeture de 

l’ensemble image R(L0) de l’opérateur L0. Pour montrer l’identité )Q(H)L(R T
2

00
−= , on 

montre d’abord l’inclusion ).L(R)L(R 00 ⊂  Ensuite on montre la densité des éléments 

uL 0  dans l’espace )Q(H T
2

0
−  lorsque u parcourt D(L 0). 

En effet, soit { } Nkkf ∈  une suite de Cauchy dans l’espace ),Q(H T
2

0
−  constituée des éléments 

de l’ensemble R(L0). Il lui correspond une suite { } Nkku ∈  de D(L0) telle que : 

                   Nk ,      fuL k0 ∈= . 

De l’inégalité (3.5) on déduit que la suite { } Nkku ∈  est aussi une suite de Cauchy dans 

l’espace ).Q(H T
2
0  Car : 

{ } Nkkf ∈  une suite de Cauchy { }ε<−≥∀∈∃>ε∀⇔ qp00 ff: nq,p:Nn,  

et  ε<−=−≤−
−−

 cff c)uu(L cuu
0,2qp0,2qp00,2qp . 

La suite )u( k  converge vers un élément ).Q(Hu T
2
0∈  

:Pour tout Nk∈ , la fonctionnelle : 

            )v,(u    v kΦ→ ,  

est continue dans )Q(H T
2
0 . Ce qui entraine  la continuité de la fonctionnelle : 

            v)(u,    v Φ→ . 

On définit : fuL 0 = , avec kf limf = . 

D’où on obtient l’inclusion )L(R 0  dans )L(R 0 . 

Pour montrer la densité de )L(R 0  dans ),Q(H T
2

0
−  on montre un résultat équivalent, qui 

consiste à montrer que l’orthogonal se réduit à l’élément nul, c’est-à-dire : { }0)L(R 0 =⊥ . 
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Soit )Q(Hv T
2

0
−∈  tel que : ).D(Lu ,    0v,uL 00 ∈∀=〉〈  

Pour )(Du 0L∈  et )Q(Hv T
2

0
−∈  et à partir de l’égalité (1.7) on a : 

          0*),u()v,u( == 00 LL . 

De cette dernière égalité, et en utilisant l’inégalité (3.6) on déduit que v est nulle dans l’espace 

)Q(H T
2

0
− , lorsque u parcourt D(L0 ). 

La seconde partie du théorème, pour le problème dual se démontre de manière analogue en 

utilisant le diviseur  

   v
t
vt)t,x(uv*M −
∂
∂

== . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Partie 2 :   Problème composite avec partie secondaire 
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1. Position du problème : 

Dans l’ouvert  rectangulaire  (0,1)où  ),T,0( x QT =ΩΩ= est un intervalle ouvert de R , 

et T>0, on complète le problème étudié dans la première partie, en ajoutant les membres 

d’ordre inférieur. D’où on considère l’équation différentielle de type composite suivante: 

 (1.1)  L u = L 0u fu
x
u

t
u

xt
u

t
u

2

2

2

2

2

3

3

3

=λ+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂
∂

+
∂
∂

+ ,Q            ,     Tdans  

Avec : L 0u Erreur ! Signet non défini.. 

Où a, b des constantes strictement positives, 0ba ≥−  , etλ  une constante strictement 

négative et f une fonction donnée. 

A cette équation, on associe les conditions initiales suivantes : 

(1.2)     u (x , 0) = 0              ,      sur Ω , 

(1.3) ,       ,             0)0,x(
t
u

sur Ω=
∂
∂

 

(1.4)  ,       ,             0)0,x(
t
u

sur
2

2

Ω=
∂
∂

 

 

La condition de Dirichlet homogène : 

(1.5)    u (0, t) = u (1, t) = 0  ,       sur (0,T), 

 

Les conditions au bord : 

(1.6) T),(0,       ,   )t,1(
x
u)t,0(

x
u

sur
∂
∂

=
∂
∂

 

 

et la condition finale : 

(1.7)   u (x ,T) = 0                 ,       sur Ω. 

 

Parallèlement au problème (1.1)-(1.7), on considère son problème dual . On note L * le 

dual formel de l’opérateur L, que l’on définit relativement au produit scalaire dans l’espace 

L2(QT) à l’aide de l’égalité suivante : 

(1.8)        (L u , v) = (u , L  * v), 
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Pour tout u et v de )Q(C T
4
0 , où  (.,.) désigne le produit scalaire dans ).Q(L T2  

D’où on considère l’équation suivante : 

(1.9)    L * v = L  *0Erreur ! Signet non 

défini. ),t,x(gv
x

v
t
v

xt
v

t
v

2

2

2

2

2

3

3

3

=λ+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂
∂

−
∂
∂

−  

Avec       L  *0Erreur ! Signet non défini. ).
x

vb
t
v)(

x
a

t
(

2

2

2

2

2

2

2

2

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=          

Le problème dual consiste à résoudre dans le rectangle QT, l’équation (1.8) par rapport à la 

fonction v vérifiant la condition initiale : 

(1.10)   v (x, 0) = 0                                            ,         sur Ω, 

  

Les conditions finales : 

(1.11)  Ω=
∂
∂

=
∂
∂

=        , 0)T,x(
t
v)T,x(

t
v)T,x(v sur   

2

2

,  

 

et les conditions aux limites : 

(1.12)     v (0, t) = v (1, t ) = 0                    ,          sur (0, T ), 

(1.13)   T).(0,           ,                    0)t,1(
x
v)t,0(

x
v

sur=
∂
∂

=
∂
∂

 

 

2. Espaces  fonctionnels : 

On désigne le domaine de définition de l’opérateur L   par : D(L ) ),Q(H T
4
0=  le sous espace 

de l’espace de Sobolev ),Q(H T
4  constitué des éléments u vérifiants les conditions (1.2)-

(1.7). On définit également le domaine de définition de l’opérateur L * par : 

D(L *) )Q(H T

40

=  constitué de tous les éléments v de )Q(H T
4  vérifiant les conditions 

(1.10)-(1.13). 

Soit )Q(H T
2
0  le sous espace de ),Q(H T

2  dont les éléments vérifient les conditions 
suivantes : 

(2.1)  ,      ,    0)0,x(
t
u)0,x(

t
u)0,x(u sur

2

2

Ω=
∂
∂

=
∂
∂

=  

(2.2)  ,       ,                                       0)T,x(u sur Ω=  
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(2.3)  T)(0,          0)t,1(u)t,0(u sur       ,                      == , 

(2.4)   T).(0,       ,                     0)t,1(
x
u)t,0(

x
u

sur=
∂
∂

=
∂
∂

 

 
Soit )Q(H T

2
0
−  l’espace dual de )Q(H T

2
0  par rapport à la forme bilinéaire canonique 

〉〈 v,u , )Q(H v),Q(Hu T
2
0T

2
0 ∈∈ − , prolongement par continuité de la forme bilinéaire  

(u , v) où )Q(Lu T
2∈ , et ).Q(Hv T

2
0∈  

 
3. Inégalité de l’énergie et ses conséquences : 

Le problème (1.1)-(1.7) sera considéré comme résolution de l’équation 

opérationnelle : 

(3.1) L Erreur ! Signet non défini. D(L ), 

Où l’opérateur L  est engendré par l’équation (1.1). 

Et le problème (1.9)-(1.13) comme résolution de l’équation opérationnelle suivante : 

(3.2) L  * ∈=    v,       gv  D(L  *). 

Pour résoudre l’équation (3.1)pour tout f )Q(H T
2

0
−∈ , on construit une extension L de 

l’opérateur L , dont l’image R (L) coïncide avec l’espace ).Q(H T
2

0
−   

Pour construire l’extension L de l’opérateur L, on complète D(L ) par les éléments qui rendent 

la forme bilinéaire )v,u(Φ  continue par rapport à v, c’est-à-dire : 

Une fonction )Q(Hu T
2
0∈   sera considéré comme élément de D(L) (domaine de définition 

de L ), si l’application : 

                v  →  ,u()v,u( =Φ  L * )v ,  

est une fonctionnelle linéaire continue sur l’ensemble ),Q(H T

40

 dense dans l’espace  

)Q(H T
2
0  muni de la topologie induite de )Q(H T

2
0 .  

Donc, la fonctionnelle )v,u(Φ  admet un prolongement continu, désigné par le même 

symbole sur tout )Q(H T
2
0 . D’après le théorème de Riesz, il existe un élément unique  

L0u )Q(H T
2

0
−∈  tel que : 

               ,v,Lu)v,u( 〉〈=Φ  

pour tout )L(Du∈  et pour tout ).Q(Hv T
2
0∈  
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On note  la norme dans L2(QT), et 
0,p
la norme dans l’espace de Sobolev )Q(H T

p
0 , 

Zp∈ ( ensemble des entiers relatifs ).  

 

La norme de Lu est défini par la formule : 

 

0,2T
2
0

0,2 v
)v,u(

SupLu
)Q(Hv

Φ
=

∈
−

. 

De manière analogue, à partir de la forme bilinéaire : 

                =Ψ )v,u(  (L u , v ),  

on construit l’extension L* de l’opérateur L  *. 

 

- Définition 3.1 : 

La solution de l’équation opérationnelle : 

(3.3)   ),D(Lu        ,      fLu ∈=  

est appelée solution généralisée (faible) du problème (1.1)-(1.7), et la solution de l’équation : 

(3.4)   ),D(L*         v,  gv*L ∈=  

solution généralisée du problème dual (1.9)-(1.13). 

 

- Remarque : 

La résolution des problèmes (1.1)-(1.7) et (1.9)-(1.13) est basée sur les inégalités de l’énergie  

pour les opérateurs L et L*. 

 

 

 

 

- Théorème 3.1 : 

Les opérateurs L et L* , engendrés par les problèmes (1.1)-(1.7) et (1.9)-(1.13) respectivement 

satisfont les estimations à priori suivantes : 

),D(L*v   , v*L*cv     )6.3(

),D(Lu   ,        Lucu     )5.3(

0,20,2

0,20,2

∈∀≤

∈∀≤

−

−
 

 où les constantes c>0 et c*>0 ne dépendent pas de u et v. 
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- Démonstration : 

On démontre dans un premier lieu l’inégalité (3.5) pour les fonctions assez régulières,  

c’est-à-dire (Du∈ L ). Dans ce cas on a : 

(3 .7)          )v,u()v,u( L=Φ .  

Dans cette dernière égalité, on pose : 

             u
t
u)Tt()t,x(vMu −
∂
∂

−== . 

En intégrant par parties, la forme bilinéaire )v,u(Φ  peut-être écrite sous une forme plus 

simple. Pour cela on considère séparément les intégrales qui la composent. 

,dxdt u
t
u)Tt( u

x
u

t
u

xt
u

t
u                             

)u
t
u)Tt(,u(u)

t
uT)(tu,(

TQ
2

2

2

2

2

3

3

3

0

∫ 



 −

∂
∂

−





λ+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂
∂

+
∂
∂

+

+−
∂
∂

−=−
∂
∂

− LL
 

 

,dxdtu dxdt u
t
u )Tt(                         

dxdtu  
x
udxdt 

t
u 

x
u)Tt(dxdtu  

t
u                         

dxdt 
t
u 

t
u)Tt(dxdtu  

xt
udxdt 

t
u

xt
u)Tt(                          

dxdtu  
x
udxdt 

t
u

t
u)Tt()u

t
u)Tt(,u(                             

TT

T TT

TT T

T T

Q

2

Q

Q Q
2

2

2

2

Q
2

2

Q
2

2

Q Q
2

3

2

3

Q Q
3

3

3

3

0

∫∫

∫ ∫∫

∫∫ ∫

∫ ∫

λ−
∂
∂

−λ+

+
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−+
∂
∂

−

−
∂
∂

∂
∂

−+
∂∂
∂

−
∂
∂

∂∂
∂

−+

+
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−+−
∂
∂

−= L

.IIIIIIIII)u
t
u)Tt(,u(                           9876543210 +++++++++−
∂
∂

−= L

 

En tenant compte des conditions (1.2)-(1.7), et à l’aide d’intégration par parties successives, 

on calcule les intégrales suivantes : 

D’après la première partie on a : 

∫∫∫ ∂
∂

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

=−
∂
∂

−
TTT Q

2
2

2

Q

2
2

Q

2
2

2

.dxdt )
x
u( ab3dxdt )

xt
u( )ba(dxdt )

t
u()u

t
u)Tt(,u(2 0L

 

Pour la première intégrale on a : 
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.dxdt)
t
u( 

t2
1dxdt)

t
u( t)(T   

,dxdt 
t
u

t
u)Tt(I

T T

T

Q Q

22
2

2

Q
3

3

1

∫ ∫

∫

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

−=

∂
∂

∂
∂

−=
 

 

La seconde intégrale peut-être écrite comme suit : 

.dxdt)
t
u( 

t2
1    

,dxdt u
t
uI

T

T

Q

2

Q
3

3

2

∫

∫

∂
∂

∂
∂

−=

∂
∂

=
 

 

Pour la troisième intégrale on aura : 

.dxdt)
xt
u( )tT(    

,dxdt
t
u

xt
u)Tt(I

T

T

Q

2
2

Q
2

3

3

∫

∫

∂∂
∂

−=

∂
∂

∂∂
∂

−=
 

 

L'intégrale I4 peut-être écrite sous la forme : 

.0    

,dxdt)
x
u(

t
-    

,dxdt u
xt
uI

2

Q

Q
2

3

4

T

T

=
∂
∂

∂
∂

=

∂∂
∂

=

∫

∫

 

 

 

 

Pour l'intégrale I5 on aura : 

.dxdt)
t
u(

2
1    

,dxdt
t
u

t
u)Tt(I

T

T

Q

2

Q
2

2

5

∫

∫

∂
∂

−=

∂
∂

∂
∂

−=
 

 

L'intégrale I6 peut-être transformée sous la forme : 
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.dxdt)
t
u(-    

,dxdt u
t
uI

2

Q

Q
2

2

6

T

T

∫

∫

∂
∂

=

∂
∂

=

 

 

Et l'intégrale I7 peut-être écrite comme suit : 

.dxdt)
x
u(

2
1    

,dxdt
t
u

x
u)Tt(I

T

T

Q

2

Q
2

2

7

∫

∫

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

−=
 

 

On a également pour I8 : 

.dxdt)
x
u(-    

,dxdt u
x
uI

T

T

Q

2

Q
2

2

8

∫

∫

∂
∂

=

∂
∂

=
 

 

Enfin pour la dernière intégrale on a : 

.dxdtu 
2
1    

,dxdt u
t
u)Tt( I

T

T

Q

2

Q
9

∫

∫

λ−=

∂
∂

−λ=
 

 

 

 

D’où en ajoutant membre à membre les intégrales précédentes on obtient : 

.dxdtu 3dxdt )
x
u( 3dxdt)

t
u(                                    

dxdt )
xt
u( )tT(2 dxdt )

t
u( )tT(2                                   

dxdt )
x
u( ab3dxdt )

xt
u( )ba(dxdt )

t
u()u

t
u)Tt(,u(2

TTT

TT

TTT

Q

2

Q

2

Q

2

Q

2
2

Q

2
2

2

Q

2
2

2

Q

2
2

Q

2
2

2

∫∫∫

∫∫

∫∫∫

λ−
∂
∂

+
∂
∂

+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

−+

+
∂
∂

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

=−
∂
∂

−L
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En utilisant l’inégalité de cauchy-schwartz, on obtient : 

.dxdtu 2                                                    

dxdt )
t
u(T dxdt )u(1                                                    

,dxdt)Mu(  dxdt)u(1 dxdt u 3dxdt )
x
u( 3

dxdt )
t
u( dxdt )

xt
u( )tT(2dxdt )

t
u( )Tt(2

dxdt )
xt
u( )ba(dxdt )

x
u( ab3dxdt )

t
u(

T

T T

TTT T

TTT

TTT

Q

2

Q Q

222

Q

22

QQ Q

22

Q

2

Q

2
2

Q

2
2

2

Q

2
2

Q

2
2

2

Q

2
2

2

∫

∫ ∫

∫∫∫ ∫

∫∫∫

∫∫∫

ε+

+
∂
∂

ε+
ε

≤

ε+
ε

≤λ−
∂
∂

+

+
∂
∂

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

L

L  

 

On a pour tout )L(Du∈  l’estimation de type Poincaré suivante  

(3.8)            )D(u ,      
t
uT2u L∈∀
∂
∂

≤ . 

 

En utilisant l’inégalité (3.8) on obtient : 

                                                                                 . dxdt )
t
u(T 9dxdt )u(1 dxdt u 3dxdt )

x
u( 3

dxdt )
t
u( dxdt )

xt
u( )tT(2dxdt )

t
u( )Tt(2

dxdt )
xt
u( )ba(dxdt )

x
u( ab3dxdt )

t
u(

T TT T

TTT

TTT

Q Q

222

Q Q

22

Q

2

Q

2
2

Q

2
2

2

Q

2
2

Q

2
2

2

Q

2
2

2

∫ ∫∫ ∫

∫∫∫

∫∫∫

∂
∂

ε+
ε

≤λ−
∂
∂

+

+
∂
∂

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

L

 

 

 

Que l'on peut écrire sous la forme suivante : 

                                                                                  .dxdt )u(1 dxdt u 3dxdt )
x
u( 3                   

dxdt )
t
u( )T 91(dxdt )

xt
u( )tT(2dxdt )

t
u( )Tt(2

dxdt )
xt
u( )ba(dxdt )

x
u( ab3dxdt )

t
u(

TT T

TTT

TTT

Q

2

Q Q

22

Q

22

Q

2
2

Q

2
2

2

Q

2
2

Q

2
2

2

Q

2
2

2

∫∫ ∫

∫∫∫

∫∫∫

ε
≤λ−

∂
∂

+

+
∂
∂

ε−+
∂∂

∂
−+

∂
∂

−+

+
∂∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

L
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En prenant 
2T18

1
=ε  et en minorant le membre de gauche de l’inégalité, on obtient : 

.dxdt)u(c dxdt)
xt
u(                          

dxdt)
x
u(dxdt)

t
u(dxdt )

x
u()

t
u(u

TT

T TT

Q

2

Q

2
2

Q Q

2
2

2
2

2

2

Q

222

∫∫

∫ ∫∫

≤
∂∂

∂
+

+
∂
∂

+
∂
∂

+





∂
∂

+
∂
∂

+

L
 

 

Où c est une constante indépendante de u. 

De cette dernière inégalité découle immédiatement l’inégalité recherchée (3.5) et le théorème 

3.1 est démontré. 

Pour ),L(Du∈  on utilise les opérateurs de régularisation de Friedrichs [19 ]. 

 

4. Existence et unicité de la solution : 

- Théorème 4.1 : 

Si les conditions du théorème 3.1 sont vérifiées alors pour toute fonction )Q(Hf T
2

0
−∈  

(respectivement )Q(Hg T
2

0
−∈ ), le problème (1.1)-(1.7) (respectivement (1.9)-(1.13) ) admet 

une et une seule solution généralisée. 

 

- Démonstration : 

La démonstration de ce théorème est analogue à celle proposée dans [ 2 ], [ 14 ]. En effet, de 

l’inégalité (3.5) découle l’unicité de la solution. Elle assure également la fermeture de 

l’ensemble image R(L) de l’opérateur L. Pour montrer l’identité )Q(H)L(R T
2

0
−= , on 

montre d’abord l’inclusion ).L(R)L(R ⊂   

Ensuite on montre la densité des éléments Lu dans l’espace )Q(H T
2

0
−  lorsque u parcourt 

D(L ).En effet, soit { } Nkkf ∈  une suite de Cauchy dans l’espace ),Q(H T
2

0
−  constituée des 

éléments de l’ensemble R(L). Il lui correspond une suite { } Nkku ∈  de D(L) telle que : 

                   Nk ,      fLu kk ∈= . 

De l’inégalité (3.5) on déduit que la suite { } Nkku ∈  est aussi une suite de Cauchy dans 

l’espace ).Q(H T
2
0  Car : 

{ } Nkkf ∈  une suite de Cauchy { }ε<−≥∀∈∃>ε∀⇔ qp00 ff: nq,p:Nn,  
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et  . cff cuu(L cuu
0,2qp0,2qp00,2qp ε<−=−≤−

−−
 

La suite )u( k  converge vers un élément ).Q(Hu T
2
0∈  

Pour tout Nk∈ , la fonctionnelle : 

            ),v,(u    v kΦ→  

est continue dans )Q(H T
2
0 . Ce qui entraîne  la continuité de la fonctionnelle : 

            v).(u,    v Φ→  

On définit : fLu = , avec kf limf = . 

D’où on obtient l’inclusion )L(R  dans )L(R . 

 

Pour montrer la densité de )L(R  dans ),Q(H T
2

0
−  on montre un résultat équivalent, qui 

consiste à montrer que l’orthogonal se réduit à l’élément nul, c’est-à-dire : { }0)L(R =⊥ . 

Soit )Q(Hv T
2

0
−∈  tel que : ).D(Lu ,    0v,Lu ∈∀=〉〈  

Pour )(Du L∈  et )Q(Hv T
2

0
−∈  et à partir de l’égalité (1.7) on a : 

          0*),u()v,u( == LL . 

De cette dernière égalité, et en utilisant l’inégalité (3.6) on déduit que v est nulle dans l’espace 

)Q(H T
2

0
− , lorsque u parcourt D(L  ). 

La seconde partie du théorème, pour le problème dual se démontre de manière analogue en 

utilisant le diviseur 

v
t
vt)t,x(uv*M −
∂
∂

== . 

Partie 3 :  Problème composite dans l’espace : 
 

 

1. Position du problème : 

Soit Ω un ouvert borné de points )x,...,x(x n1=  de l’espace nR , à frontière régulière par 

morceaux Ω∂=Γ . Dans le cylindre  )T,0( x QT Ω= avec  T>0, on considère l’équation 

différentielle de type composite suivante: 
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(1.1)   L u ,Q    ,      f)Bu
t
u)(A

t
( T2

2

2

2

dans=+
∂
∂

−
∂
∂

=   

Avec : 

            et    

∑

∑

=

=

∂∂
∂

=

∂∂
∂

=

n

1j,i ji

2

ij

n

1j,i ji

2

ij

xx
ubBu

xx
uaAu

 

 

A cette équation, on associe les conditions initiales suivantes : 

(1.2)     u (x ,0) = 0              ,    sur Ω , 

(1.3)    ,     ,            0)0,x(
t
u

sur Ω=
∂
∂

 

(1.4)     ,     ,          0)0,x(
t
u

sur
2

2

Ω=
∂
∂

 

 

La condition finale : 

(1.5)      u (x , T) = 0             ,     sur Ω , 

 

et les conditions aux limites homogènes : 

(1.6)       0uu =
ν∂
∂

= ΣΣ . 

où )T,0( x Ω∂=Σ  désigne la surface latérale du cylindre QT , et ν  le vecteur unitaire de la 

normale extérieure à TQ∂ , f une fonction donnée et ijij b,a des constantes strictement 

positives vérifiant les conditions suivantes : 

. ab     )9.1(

R),...,(,   )b(a     )8.1(

n.1,...,ji, ;    bb ,     aa     )7.1(

2

ijkjililkj

n
n1

2

jiijij

jiijjiij

ζγ≥ζζ

∈ζζ=ζ∀ζα≥ζζ−

===
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Parallèlement au problème (1.1)-(1.6), on considère son problème dual . On note L * le 

dual formel de l’opérateur L , que l’on définit relativement au produit scalaire dans l’espace 

)Q(L T2 à l’aide de l’égalité suivante : 

(1.10)      (Lu , v) = (u , L  *v). 

Pour tout u et v de )Q(C T
4
0 , où  (.,.) désigne le produit scalaire dans ).Q(L T2  

D’où on considère l’équation suivante: 

(1.11)  L  *v ,Q    ,      g)Bv
t
u)(A

t
( T2

2

2

2

sur=+
∂
∂

−
∂
∂

=       

Le problème dual consiste à résoudre dans le rectangle QT, l’équation (1.8) par rapport à la 

fonction v vérifiant la condition initiale : 

(1.12)    v (x, 0) = 0                                        ,   sur Ω. 

 

 Les conditions finales : 

(1.13)   ,    ,   0)T,x(
t
v)T,x(

t
v)T,x(v sur 

2

2

Ω=
∂
∂

=
∂
∂

=   

 

et les conditions aux limites : 

(1.14) 0vv =
ν∂
∂

= ΣΣ . 

 

Les problèmes (1.1)-(1.6) et (1.11)-(1.14) sont auto-adjoints. 

 

 

 

 

 

 

2. Espaces  fonctionnels : 

On désigne le domaine de définition de l’opérateur L  par : D(L ) ),Q(H T
4
0=  le sous-espace 

de l’espace de Sobolev ),Q(H T
4  constitué des éléments u vérifiants les conditions (1.2)-

(1.6). On définit également le domaine de définition de l’opérateur L  * par  
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D(L  *) )Q(H T

40

=  constitué de tous les éléments v de )Q(H T
4  vérifiant les conditions 

(1.12)-(1.14). 

Soit )Q(H T
2
0  le sous espace de ),Q(H T

2
ρ  dont les éléments vérifient les conditions 

suivantes : 

(2.1)  ,      ,   0)0,x(
t
u)0,x(

t
u)0,x(u sur 

2

2

Ω=
∂
∂

=
∂
∂

=  

(2.2)  ,     ,                             0)T,x(u sur  Ω=  

(2.3)  0uu =
ν∂
∂

= ΣΣ . 

   

Soit )Q(H T
2

0
−  l’espace dual de )Q(H T

2
0  par rapport à la forme bilinéaire canonique 

〉〈 v,u , )Q(H v),Q(Hu T
2
0T

2
0 ∈∈ − , prolongement par continuité de la forme bilinéaire  

(u , v) où )Q(Lu T
2∈ , et ).Q(Hv T

2
0∈  

 

3. Inégalité de l’énergie et ses conséquences : 

Le problème (1.1)-(1.6) sera considéré comme résolution de l’équation 

opérationnelle : 

(3.1)  L Erreur ! Signet non défini. D(L ), 

où l’opérateur L  est engendré par l’équation (1.1). 

Et le problème (1.11)-(1.14) comme résolution de l’équation opérationnelle suivante : 

(3.2)     L * ∈=   v,      gv  D(L *). 

Pour résoudre l’équation (3.1)pour tout f )Q(H T
2

0
−∈ , on construit une extension L de 

l’opérateur L  , dont l’image R (L) coïncide avec l’espace ).Q(H T
2

0
−   

Pour construire l’extension L de l’opérateur L , on complète D(L ) par les éléments qui 

rendent la forme bilinéaire )v,u(Φ  continue par rapport à v, c’est-à-dire : 

Une fonction )Q(Hu T
2
0∈  sera considéré comme élément de D(L) (domaine de définition 

de L ), si l’application : 

                v                   ,u()v,u( =Φ  L * )v , 
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est une fonctionnelle linéaire continue sur l’ensemble ),Q(H T

40

 dense dans l’espace  

)Q(H T
2
0  muni de la topologie induite de )Q(H T

2
0 . Donc, la fonctionnelle )v,u(Φ  admet 

un prolongement continu, désigné par le même symbole sur tout )Q(H T
2
0 . D’après le 

théorème de Riesz, il existe un élément unique Lu )Q(H T
2

0
−∈  tel que : 

               〉〈=Φ v,Lu)v,u( , 

pour tout )L(Du∈  et pour tout ).Q(Hv T
2
0∈   

On note  la norme dans L2(QT), et 
0,p
la norme dans l’espace de Sobolev )Q(H T

p
0 , 

Zp∈ ( ensemble des entiers relatifs ). 

La norme de Lu est défini par la formule : 

                
0,2T

2
0

0,2 v
)v,u(

SupLu
)Q(Hv

Φ
=

∈
−

. 

De manière analogue, à partir de la forme bilinéaire : 

                =Ψ )v,u(  (L u , v ),  

on construit l’extension L* de l’opérateur L *. 

 

- Définition 3.1 : 

La solution de l’équation opérationnelle : 

(3.3)   ),D(Lu   ,      fLu ∈=  

est appelée solution généralisée (faible) du problème (1.1)-(1.6), et la solution de l’équation : 

(3.4)   ),D(L*    v,   gv*L ∈=  

solution généralisée du problème dual (1.11)-(1.14). 

 

 

- Remarque : 

La résolution des problèmes (1.1)-(1.6) et (1.11)-(1.14) est basée sur les inégalités de 

l’énergie pour les opérateurs L et L*. 

 

- Théorème 3.1 : 
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Si les coefficients de l'équation (1.1) vérifient les conditions (1.7)-(1.9), les opérateurs L et 

L* , engendrés par les problèmes (1.1)-(1.6) et (1.11)-(1.14) respectivement satisfont les 

estimations à priori suivantes : 

),D(L*v    ,  v*L*cv     )6.3(

),D(Lu    ,        Lucu     )5.3(

0,20,2

0,20,2

∈∀≤

∈∀≤

−

−
 

 où les constantes c>0 et c*>0 ne dépendent pas de u et v. 

 

- Démonstration : 

On démontre dans un premier lieu l’inégalité (3.5) pour les fonctions assez régulières,  

c’est-à-dire (Du∈ L ). Dans ce cas on a : 

(3 .7)          )v,u()v,u( L=Φ .  

Dans cette dernière égalité, on pose : 

           u
t
u)Tt()t,x(vMu −
∂
∂

−== . 

En intégrant par parties, la forme bilinéaire )v,u(Φ  peut-être écrite sous une forme plus 

simple. Pour cela on considère séparément les intégrales qui la composent. 

(L u , u
t
u)Tt( −
∂
∂

− ) = dxdt u
t
u)Tt()B

t
u)(A

t
(

TQ
2

2

2

2

∫ 



 −

∂
∂

−+
∂
∂

−
∂
∂

 

dxdt, u
t
u)Tt(

xxxx
uba                                   

xxt
u)ab(

t
u                                  

n

1j,i

n

1k,l jkli

4

kjil

Q

n

1j,i ji
2

4

ijij4

4

T





 −

∂
∂

−






∂∂∂∂
∂

−






−

∂∂∂
∂

−+
∂
∂

=

∑ ∑

∫ ∑

= =

=

 

                                         = I1 +  I2 + I3 + I4+ I5 + I6. 
 

 

 

En tenant compte des conditions (1.2)-(1.6), et à l’aide d’intégration par parties successives, 

on calcule les intégrales suivantes : 

  

Pour la première intégrale on a : 
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∫ ∫

∫

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

−=

T T

T

Q Q
2

2
2

2

2

Q
4

4

1

                               )dxdt.
t
u

t
u(

t
dxdt )

t
u(

2
3   

,dxdt 
t
u

t
u)Tt(I

 

 

La seconde intégrale peut-être écrite comme suit : 

.dxdt )
t
u

t
u(

t
dxdt)

t
u(    

,dxdt u
t
uI

TT

T

Q
2

2

Q

2
2

2

Q
4

4

2

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=

∂
∂

=

∫∫

∫
 

 

Pour la troisième intégrale on aura : 

∫

∫

∫

∂∂
∂

∂∂
∂

−=













∂∂
∂

∂∂
∂

−
∂
∂

−−=

∂
∂

∂∂∂
∂

−−=

T

T

T

Q j

2

i

2

ijij

Q j

2

i

2

ijij

Q ji
2

4

ijij3

dxdt. 
xt
u

xt
u)ab(

2
1    

,dxdt 
xt
u

xt
u)ab(

t2
1T)(t    

,dxdt 
t
u

xxt
u)Tt)(ab(I

 

 

L'intégrale I4 peut-être écrite sous la forme : 

dxdt. 
xt
u

xt
u)a(b    

dxdt, 
x
u

xt
u)ab(    

,dxdt u
xxt

u)ab(I

j

2

i

2

Q
ijij

Q ji
2

3

ijij

Q ji
2

4

ijij4

T

T

T

∂∂
∂

∂∂
∂

−=

∂
∂

∂∂
∂

−−=

∂∂∂
∂

−=

∫

∫

∫

 

 

 

On a également pour I5 : 
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dxdt. 
xx

u
xx
uba

2
1    

,dxdt
xx

u
xx
uba

t2
1)Tt(    

,dxdt 
t
u

xxxx
u)Tt(baI

jk

2

li

2

Q
kjil

jk

2

li

2

kjil
Q

Q jkli

4

kjil5

T

T

T

∂∂
∂

∂∂
∂

−=













∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

−=

∂
∂

∂∂∂∂
∂

−=

∫

∫

∫

 

 

Enfin pour dernière intégrale, on a : 

dxdt. 
xx

u
xx
uba    

,dxdt 
xxxx

ubaI

jk

2

li

2

Q
kjil

Q jkli

4

kjil6

T

T

∂∂
∂

∂∂
∂

=

∂∂∂∂
∂

=

∫

∫
 

 

D’où en ajoutant membre à membre les intégrales précédentes on obtient : 

.dxdt 
xx

u
xx
uba3                                

dxdt
xt
u

xt
u  )ba(dxdt )

t
u()u

t
u)Tt(,u(2

T

TT

Q jk

2

li

2

kjil

Q j

2

i

2

ijij
Q

2
2

2

∫

∫∫

∂∂
∂

∂∂
∂

+

+
∂∂
∂

∂∂
∂

−+
∂
∂

=−
∂
∂

−L
  

 

En utilisant  (1.7) - (1.9) on obtient : 

 

.dxdt Mu u2 dxdt )
xx
u( 3dxdt)

xt
u(  dxdt )

t
u(

TTTT QQ

2

li

2

Q

2

i

2

Q

2
2

2

∫∫∫∫ ≤
∂∂

∂
γ+

∂∂
∂

α+
∂
∂ L    

 

 

 

 

 

 

 

 

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :  
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.dxdt u 2dxdt )
t
u(T dxdt )u(1                                  

,dxdt)Mu(dxdt)u(1dxdt )
xx
u( 3

dxdt )
xt
u( dxdt )

t
u(

TTT

TTT

TT

Q

2

Q

22

Q

2

Q

22

QQ

2

ji

2

Q

2

i

2

Q

2
2

2

∫∫∫

∫∫∫

∫∫

ε+
∂
∂

ε+
ε

≤

ε+
ε

≤
∂∂

∂
γ

+
∂∂
∂

α+
∂
∂

L

L       

      

On a pour tout )(Du L∈  l’estimation de type Poincaré suivante : 

(3.8) 
















∈∀
∂
∂

≤
∂
∂

∈∀
∂∂
∂

≤
∂
∂

∈∀
∂
∂

≤

).D(u ,           
t
uT2

t
u

),D(u ,        
xt
uT2

x
u

),D(u ,               
t
uT2u

2

2

i

2

i

L

L

L

 

 

En utilisant l’inégalité (3.8) on obtient : 

.dxdt u 2dxdt )
t
u(T                                                                  

dxdt )u(1dxdt )
xx
u( 3dxdt )

xt
u(  

2
1

 dxdt )
x
u(

T8
1dxdt )

t
u(

2
1dxdt )

t
u(

T8
1

TT

TTT

T T T

Q

2

Q

22

Q

2

Q

2

ji

2

Q

2

i

2

Q Q Q

2

i
2

2
2

2
2

2

∫∫

∫∫∫

∫ ∫ ∫

ε+
∂
∂

ε+

+
ε

≤
∂∂

∂
γ+

∂∂
∂

α+

+
∂
∂

α+
∂
∂

+
∂
∂

L  

 

Et d’autre part, on a : 

.dxdtu2                                                                   

dxdt)
t
u(Tdxdt)u(1dxdt)

xx
u( 3dxdt)

xt
u( 

2
1

dxdt)
t
u(  

2
1dxdt)

x
u( 

T8
1dxdt)

t
u(

T16
1dxdtu

T64
1

T

T T TT

T T T T

Q

2

Q Q Q

2222

ji

2

Q

2

i

2

Q Q Q Q

2
2

2
2

i
2

2
2

2
4

∫

∫ ∫ ∫∫

∫ ∫ ∫ ∫

ε+

+
∂
∂

ε+
ε

≤
∂∂

∂
γ+

∂∂
∂

α+

+
∂
∂

+
∂
∂

α+
∂
∂

+

L

 

Que l'on peut écrire sous la forme suivante : 
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.dxdt)u(1dxdt)
xx
u( 3 dxdt)

xt
u( 

2
1 dxdt)

x
u( 

T8
1

dxdt)
t
u( 

2
1dxdt)

t
u()T

T16
1(dxdtu)2

T64
1(

T TTT

T T T

Q Q

22

ji

2

Q

2

i

2

Q

2

i
2

Q Q Q

2
2

2
22

2
2

4

∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫

ε
≤

∂∂
∂

γ+
∂∂
∂

α+
∂
∂

α

+
∂
∂

+
∂
∂

ε−+ε−

L

 

 

En prenant 
4T256

1
=ε  et en minorant le membre de gauche de l’inégalité, on obtient : 

.dxdt)u(cdxdt)
xx
u(                                                          

dxdt)
t
u( dxdt)

xt
u( dxdt  )

x
u()

t
u(u

TT

T TT

Q

2

Q

2

ji

2

Q Q

2
2

2
2

i

2

Q

2

i

22

∫∫

∫ ∫∫
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+
∂
∂

+
∂∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

+

L
 

 

Où c est une constante indépendante de u. 

 De cette dernière inégalité découle immédiatement l’inégalité recherchée (3.5) et le théorème 

3.1 est démontré. 

Pour ),L(Du∈  on utilise les opérateurs de régularisation de Friedrichs [19 ]. 

 

4. Existence et unicité de la solution : 

- Théorème 4.1 : 

Si les conditions du théorème 3.1 sont vérifiées alors pour toute fonction )Q(Hf T
2

0
−∈  

(respectivement )Q(Hg T
2

0
−∈ ), le problème (1.1)-(1.6) (respectivement (1.11)-(1.14)) 

admet une et une seule solution généralisée. 

 

- Démonstration : 

La démonstration de ce théorème est analogue à celle proposée dans [ 2 ], [ 14 ]. En effet, de 

l’inégalité (3.5) découle l’unicité de la solution. Elle assure également la fermeture de 

l’ensemble image R(L) de l’opérateur L. Pour montrer l’identité )Q(H)L(R T
2

0
−= , on 

montre d’abord l’inclusion ).L(R)L(R ⊂  En suite on montre la densité des éléments Lu  

dans l’espace )Q(H T
2

0
−  lorsque u parcourt D(L ). 
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En effet, soit { } Nkkf ∈  une suite de Cauchy dans l’espace ),Q(H T
2

0
−  constituée des éléments 

de l’ensemble R(L). Il lui correspond une suite { } Nkku ∈  de D(L) telle que . 

Nk ,      fLu kk ∈= . 

De l’inégalité (3.5) on déduit que la suite { } Nkku ∈  est aussi une suite de Cauchy dans 

l’espace ).Q(H T
2
0  

 Car :  0   ff cuu(L cuu
0,2qp0,2qp00,2qp →−=−≤−

−−
 

La suite )u( k  converge vers un élément ).Q(Hu T
2
0∈  

Pour tout Nk∈ , la fonctionnelle : 

            )v,(u    v kΦ→  

est continue dans )Q(H T
2
0 . Ce qui entraîne  la continuité de la fonctionnelle : 

            v)(u,    v Φ→  

On définit : fLu = , avec kf limf = . 

D’où on obtient l’inclusion )L(R  dans )L(R . 

Pour montrer la densité de )L(R  dans ),Q(H T
2

0
−  on montre un résultat équivalent, qui 

consiste à montrer que l’orthogonal se réduit à l’élément nul, c’est-à-dire : { }0)L(R =⊥ . 

Soit )Q(Hv T
2

0
−∈  tel que : ).D(Lu ,    0v,Lu ∈∀=〉〈  

Pour )(Du L∈  et )Q(Hv T
2

0
−∈  et à partir de l’égalité (1.7) on a : 

          0*),u()v,u( == LL . 

De cette dernière égalité, et en utilisant l’inégalité (3.6) on déduit que v est nulle dans l’espace 

)Q(H T
2

0
− , lorsque u parcourt D(L  ). 

La seconde partie du théorème, pour le problème dual se démontre de manière analogue en 

utilisant le diviseur : 

             v
t
vt)t,x(uv*M −
∂
∂

== . 

 

 78 



• Conclusion: 
 

Dans le cas des problèmes mixtes, il suffit de faire l'étude de la partie principale de 

l'équation, et on peut étendre l'étude au cas de l'équation complète. Mais, dans le cas des 

équations de type composite cela n'est pas toujours possible.  

En effet, on ne peut pas rajouter tous les membres d'ordre inférieur tous dépend de 

l'opérateur diviseur. 

La question qui se pose, peut-on améliorer les opérateurs utilisés dans ce travail ?  
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