UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE HOUARI BOUMEDIENE

(U.S.T.H.B) ALGER

INSTITUT DE MATHEMATIQUES

THESE

Présentée pour l'obtention du grade de

MAGISTER

Présentée par :

MOULOUD Halima néee AIT-CHAIT

Option : Analyse (E.D.P)

SUJET :

Problemes aux limites pour quelgues éguations
de type non-classique

Soutenue publiquement le : 23 avril 2001

Devant le jury compose de :

M.S. MOULAY Professeur
N. BENOUAR Professeur
R. KESSI Maitre de conférence

A. ASSEM Chargé de cours

USTHB
USTHB
USTHB
USTHB

Président
Rapporteur
Examinateur
Examinateur






A la mémoire de mon frere Mohamed

et a toute ma famille



Remerciements

Je tiens a exprimer ma profonde gratitude a Monsieur
N.E. BENOUAR pour lintéressant sujet qu'il m'a proposé, et
pour les conseils et l'aide précieuse qu'il a dispensés durant
I'élaboration de ce travail. C'est grace a lui que jai pu faire

connaissance avec ce domaine de recherche.

Je remercie Monsieur M.S. MOULAY pour ['honneur qu'il

me fait en acceptant de présider le jury d'examination.

J'exprime également mes plus Vvifs remerciements a
Messieurs A. ASSEM et R. KESSI qui ont

accepté de faire partie du jury.

Je remercie chaleureusement mon mari Monsieur M.

Abdelrazak qui m'a aidée et encouragée a terminer ce travail.

Je n'oublie pas aussi d'adresser un Grand merci a tous

mes enseignants et a tous ceux qui ont contribué a la



réalisation de ce travail, en particulier Mademoiselle A.

CHAREF-KHODJA et Monsieur A. BOUZIANI.



Introduction :

Le but de ce travail est I’étude de I’existence et de I’unicité des solutions généralisées
dans des espaces de Sobolev appropriés de quelques problémes aux limites de type non
classiques pour des classes d’équations composites.
On utilisera la méthode de I'inégalité de I’énergie qui est également appelée méthode
d’analyse fonctionnelle ou bien méthode des estimations a priori. Cette méthode permet aussi
d’établir la dépendance continue de la solution par rapport aux données, et elle est basee sur
les idées de Leray [18], Garding [12] et Petrovsky [23]; elle a été particulierement
développée par Ladyzhenskaya [15], Yurchuk [32] et Friedrichs [11].

Cette méthode nécessite une étude particuliere pour chaque probléme et elle peut-étre

décrite par le schéma suivant :
Etant donné un ouvert Q2 de R", dans le cylindre Q = Q x (0,T), avec T > 0 ; on considére

I’équation aux dérivées partielles suivante :

Lu =f(x,t) : dans Q , 1)

avec L un opérateur différentiel.

A I’équation (1), on associe les conditions initiales suivantes :

(u=2tx0=9().  Qi=0p, @
et les conditions au bord :
v, 90U, , r=6Qx(0,T),j=0,q. 3)
oX,

Le probléme (1) — (3) peut étre écrit sous forme opérationnelle comme suit :
Lu=F,
ou:L: E — F.

L’opérateur L est engendré par I’équation (1) et les conditions initiales : L = (£, /..., £ 2) le

membre de droite est donné par : F = (f, o, ..., Qp).



L’espace E est le «domaine de définition» de I’opérateur L lié au domaine de

définition de I’opérateur L, dans lequel on retrouve les conditions au bord.

F est I’espace produit des espaces dans lesquels f, @o, ..., @p sont donnés.
Comme premiere étape, on établit I’estimation suivante :

Jull_ <C|Lul. . vueD), (4)

appelée «Inégalité de I’énergie», ou C est une constante positive indépendante de u.

Pour démontrer I’inégalité (4) qui représente le noyau fondamental de la méthode, on
multiplie scalairement I’équation (1) par un opérateur Mu bien choisi et on intégre par partie
le résultat Lu . Mu dans le cylindre Q ; I’opérateur Mu est appelé opérateur «diviseurs.
Ensuite, pour les topologies «fortes» des espaces E et F, on construit la fermeture (une
extension) de I’opérateur L qu’on note L.

Par passage a la limite, on prolonge I’inégalité (4) aux éléments de D(E) :

Jull. <c|tu.. - (5)

De cette inégalité découle immédiatement I’unicité de la solution et Iidentité R(L ) = R(L)
ou, R(L) représente I’image de I’opérateur L et la solution du probléme :
Lu=F,ue D(L) estappelée solution forte du probléme considéré.

Enfin, la derniére étape consiste a démontrer la densité de R(L) dans F, c’est-a-dire :

m) = F pour avoir I’existence de la solution.
Dans ce présent travail, on étudie les problémes lies aux équations de type composite. Ce type
d’équations a été introduit par Hadamard [13], il a étudié les problemes aux limites pour
I’équation :

OyAu =0,
ou A est I’opérateur de Laplace.

Apreés lui d’autres auteurs [25] — [10] ont étudié par différentes méthodes les équations
de ce type dans des ouverts de géométrie tres simples (disque, rectangle dans le plan).

Dans [8], en utilisant des méthodes d’analyse complexe, I’auteur étudie les équations

composites du troisieme ordre dans le plan.



Ce travail est proche des résultats obtenus dans [1] — [2], dans lesquels Iauteur étudie les
problémes aux limites pour une classe d’équations composites a une caractéristique réelle
dans un domaine borné de R", de géométrie quelconque, et a frontiére réguliére par morceaux;
dans [4], l'auteur étudie une équation de type parabolo-elliptique qui s’écrit comme
composition de I’opérateur de la chaleur et I’opérateur de Laplace.

Ce type d’équations est donné par des probléemes physiques concrets, qu’on rencontre
lors de I’étude de certains phénomenes dans les milieux hétérogénes (milieux composites).
A titre d’exemple I’étude d’un systéeme multi-ondes paralleles Lin [19] et les vibrations
longitudinales des poutres hétérogénes Timoshensko [28].

En suivant le schéma proposé dans [7], on montre I’existence et I’unicité de la solution
pour les problémes proposés, sur la base des inégalités de I’énergie pour le probléme direct et
son dual.

Cette these se compose de trois chapitres :

Chapitre 0 :

Dans ce chapitre, on donne quelques notations et rappels généraux sur quelques éléments

d’analyse fonctionnelle, qu’on utilisera dans toute la these.

Chapitre 1 :

Ce chapitre est consacré a I’étude des problemes aux limites pour une classe

d’équations composites de type parabolo-elliptique.

Pour les deux premieres parties, on désigne par Q I’ouvert ]O,l[de R et Qt I'ouvert
Qx o, T[, T>o0.

Dans la premiere partie, on étudie le probléme suivant :

0 0°,,0°u |, 0%
LOU:(a_aﬁxz)(Gtz +baxz)=f, dans Q. ,
,u=u(x,0)=0 : sur QQ,
ou

(P1)<€1u :E(X’O):O , sur Q,
u(0,t) =u(Lt)=0 , sur (0, T),
a_“(o,t):a_“a,t):o , sur (0,T),
OX OX
u(x,T)=0 , sur Q) .

Ou a, b des constantes strictement positives et f une fonction donnée.



Pour ce qui est de la deuxieme partie, on compléte le probleme précédent en ajoutant les

membres d’ordre inférieur, d’ou on étudie le probleme suivant :

2

o‘u 2

ou

Lu=L,u+—; +8x2 +au=f, dans Q.,
Z,u=u(x,0)=0 : sur Q2
ou

/u=—(x0)=0 : sur €2,
(PZ) 1 8'[( )

u(0,t)=u(®t)=0 : sur (0, T),

Moty=Ywn=0 | sur (0,T),

OX OX

u(x,T)=0 , sur Q2.

Ou L0 est I’opérateur defini dans le probleme précédent appelé la partie principale du
probléme, A une constante strictement négative, et f une fonction donnée.
Et dans la troisiéme partie, on se donne un ouvert €2 de R" et Qr I’ouvert Q X ]O, T[

avec T >0, et on s’intéresse a la résolution du probleme suivant :

0 o%u
Lu=(—-A +Bu)=f , d ,
(at )(8t2 ) ans Q
Z,u=u(x,0)=0 : sur Q,
(P,) fluzé—u(X,O)=0 : sur Q,
ot
ou
Ue.=—|«=0 ,
‘2 ov
u(x,T)=0 , sur Q.
Avec :
n o°u
Au= :
i,j=1 J@Xiaxj
et
n o°u
Bu= . .
(71 " OX,0X,

Et avec des conditions adéquates sur les coefficients.



ou X=0QXx (0, T) désigne la surface latérale du cylindre Qt, v le vecteur unitaire de la

normale extérieure a 0 Qr, et f une fonction donnée, aj; et bj; des constantes strictement
positives avec : ajj = aji et bij = bji.

L’étude de I’existence et I'unicité de la solution généralisée pour les trois problémes
précédents est basée sur I’inégalité de I’énergie pour le probléme direct et le probléeme dual,

en utilisant le méme opérateur multiplicateur Mu = (t — T)u.

Remarque 1 :
Pour les trois probléemes précédents, la distribution des conditions au bord répond

parfaitement a la théorie générale des problémes aux limites pour les équations aux dérivées
partielles. En effet, nous avons une condition sur toute la frontiere, associée a I’opérateur
elliptique, et les autres conditions sont celles associées a I’opérateur parabolique.

Chapitre 2 :
Dans ce chapitre, on s’intéressera a I’étude des problemes aux limites pour une classe

d’équations composite de type hyperbolo-elliptique.
Pour les deux premiéres parties, on se donne un ouvert Q:]O,l[de R et le rectangle

Qr=Qx (0,T),T>0.

Dans la premiere partie, on fait I’étude du probleme suivant :

0’ 0? ., 0°u , 0%
L.u= -a +b =f, d -y
° (8t2 8x2)(8t2 8x2) ansQ
?,u=u(x,0)=0 : sur Q,
élu:a—u(X,O):O : surQ,
ot
2
(P)¢,u= Zt‘j (x,0)=0 , sur 2,
u(0,t)=u(,t)=0 , sur (0, T),
a_“(o,t):a_”(l,t):o , sur (0,T),
OX OX
u(x,T)=0 : sur Q.

Ou a, b des constantes strictement positives et f une fonction donnée.



Pour la seconde partie, on complete le probleme précédent, en ajoutant les membres

d’ordre inférieur, d’ou on fait I’étude du probleme suivant :

o'u  d°u o’u olu

Lu=L,u+ + + + +au=f, dans Q.

ottt otox® ot? ox? Q
/,u=u(x,00=0 : sur Q2
Elu:a—u(X,O)zo , surQ,

ot

2

(P,) €2U=2tg (x,0)=0 : sur Q)

u(0,t)=u(Lt)=0 , sur (0, T),
ou (0,t) = é_u(l, t)=0 , sur (0, T),
OX OX
u(x,T)=0 : sur Q2.

Ou Lo est I’opérateur défini dans le probleme (P1) appelé partie principale du probléme,
A une constante strictement négative et f une fonction donnée.
Pour la derniére partie, on se donne un ouvert Q de R"et Q le cylindre Q2 X (0, T), T>0 et

on résout le probleme suivant :

0° o%u
Luz(@t_z_A)(étz +Bu)="f , dans Q-
/,u=u(x,0)=0 , sur Q)
élu:a—u(X,O):O , surQ
ot
(P,) oy
l,u=—-(x,00=0 , sur Q) ,
ot
ou
= — —0 ,
‘E ov
u(x,T)=0 , sur Q.




Avec :

n o°u
Au=>Ya ——,
,Zl ! OX0X,
et
n a u

=2.b

= 8x OX

Et avec des conditions adéquates sur les coefficients.

ot X =0Qx(0,T) désigne la surface latérale du cylindre Qr, v le vecteur unitaire de la

normale extérieure & 0 Q 1, et f une fonction donnée, ajj et bjj des constantes strictement
positives avec : ajj = a;i et bij = bj; .
Pour I’étude des problémes (P1), (P2) et (P3), on se base toujours sur I’inégalité de I’énergie,

. - ou _
en utilisant le méme opérateur diviseur Mu = (t — T)a — U, pour tout le chapitre.

Notons que les opérateurs liés a ces problémes sont des opérateurs auto-adjoints.
Remarqgue 2 :
Pour la distribution des conditions au bord, on a la méme remarque donnée dans le
chapitre 1, car nous avons une condition sur toute la frontiére, associée a I’opérateur

elliptique, et les autres condition sont celles associées a I’opérateur hyperbolique.



NOTATIONS

Soit une suite o = (at,,...,a ), o, €N, Vi=1,...,n, qui désigne un multi-indice.
n

Onnote: |o =a, +...+0a, = a,.
i=1

Soit Xe R" , X=(X4,...,Xn), pour un o € N", on note la dérivation d’ordre‘oc‘ par :

0" o
OX*  OX% 0K

C“(Q) : I’espace des fonctions définies sur € qui admettent des dérivées partielles

continues jusqu’a I’ordre k inclus, k étant un entier positif, ot {2 est un ouvert borné

de R".
D (€2) est I’espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans €.
D'(QQ) Iespace des distributions définies sur €.

L,(QQ) désigne I’espace des fonctions lebesgue mesurables avec :

Hf‘de<+oo,

Q

muni du produit scalaire :
(f’g)LZ(Q) = Ifg dQ,
Q

et de norme associée :

17, = [ 0.

est un espace de Hilbert.



7.

H™ (€2) est I’espace de Sobolev d’ordre m défini par :

Hm(ﬂ):{ueLz(m/ﬂeLz(Q),\a\gm},
ox*

o

o’u : . : : : .
ou 0—“ désigne la dérivation au sens de D (€2), muni du produit scalaire :
X

o“u o0*v

(U’V)Hm(g) = Z (

oo ox e ox e

et de norme associée :

2

o“u
15). 4

Ju

est un espace de Hilbert.

2
HT (@) z

‘a‘sm

L. (Q)

Etant donnés deux espaces de Banach E et F et un opérateur non borné A de E dans F, on
notera par D(A) le domaine de définition de A, par R(A) I'image de A et par G(A) le
graphe de A.

Pour un opérateur A a domaine dense, on note A* I’opérateur adjoint de A.

10. On note par J, I’opérateur de régularisation de Freidrichs.



e RAPPELS

- Opérateur fermable :

Soient E et F deux espaces de Banach et A un opérateur de E dans F de domaine D(A).

- Définition 1 :

L’ opérateur A est dit fermable s’il est prolongeable en un opérateur fermé.

- Définition 2 :

On dit que A est fermé si son graphe est fermé dans E x F.

- Proposition 1 :
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) A est fermé.

iy  Si{x,}c D(A)telle que :

X, —X dansE x e D(A)

et = et
AX, —y dansF Ax=y

- Proposition 2 :

Si I’opérateur A est fermable, il existe un opérateur A tel que : G(K) =G(A).

L’opérateur A est appelé la fermeture de A. (K est la plus petite extension fermée de A).

- Proposition 3 :
Si A est fermable, on définit A par :

ue D(K) si et seulement si, il existe une suite {u,} = D(A) telle que :

Up— udansE, et limAu, existe.
n -+

Dans ce cas, on définit : Au= limAu,.
n —+owo

10



e Définition de I’adjoint A* :

Soit A: D(A) ¢ E — F un opérateur non-borné a domaine dense. On va définir un
opérateur non-borné A*: D(A*) cF' — E' comme suit. On pose :

D(A*) = {v e F':3¢ 2 0telque[(v, Au)| < c|uf, Yu e D(A) }

Il est clair que D(A*) est un sous-espace vectoriel de F.
On va maintenant définir A*v pour veD(A*). Etant donné veD(A*), on considére
I’application g : D(A) — R défini par :
g(u) =(v,Au), ueD(A),

{\g(u)\ <c|uf , Yu e D(A).

Grace au théoreme de Hahn-Banach (forme analytique), on sait que g peut-étre
prolongée en une application linéaire f: E — F telle que :

f(u)<cful, VueE.

Par suite f € E', on remarquera que le prolongement de g est unique puisque f est
continue sur E et que D(A) est dense. On pose : A*v =,
Il est clair que A* est linéaire. L’ opérateur A* : D(A*) c F* — E’ est appelé I’adjoint de A.
On a par conséquent la relation fondamentale suivante qui lie A et A* :

(V,Au)_.. =(A*v,u)_ _,VYueD(A),VveD(A*).

F'xF E'xE !

e Opérateurs auto-adjoints :

Soit H un espace de Hilbert complexe . On dit que I’opérateur A<L (H) est auto-adjoint si

A*=A | c'est-a-dire : si pour tous u, veH ,ona: (Au, v)=(u, Av).

e Opérateurs de régularisation :

Le rble des opérateurs de réegularisation est d’associer a une fonction u d'un certain espace
fonctionnel, une fonction régularisée c’est-a-dire une fonction appartenant au méme espace
avec des propriétés supplémentaires.

Les opérateurs utilisés dans cette these sont les opérateurs de régularisation de Freidrichs
définis dans Mikhailov [20] .

11



% Soit® une fonction paire infiniment différentiable et :

()20 et o¢)=0 si |{=1 et jm(g)dgzl.

e Définition 3 :

Pour tout € > 0, on définit I’opérateur J_ par :
1 X —

3.u() == Jo*—) u(y) dy
e" 3 g

etonnote: U_(X)=J_u(x),
u, (x) estappelée fonction régularisée et telle que :
u(Xx , XeQ,
0 (x) = (X) Q
0 XeQ,.
Avec Qc Q et Qc R".

e Propriétél:
Pour toute fonction U € L, (Q,),soitu € D(L), lafonctionJ_u € C(Q,) et en particulier

elle est dans D(L ).

e Propriété 2:

L’opérateur J_ est auto-adjoint.

e Propriété 3:

L’opérateur J_ permute avec I’opérateur de différentiation.

e Propriété 4:

Ve>0, ona: |J <1.

L,

€

e Propriéte5:
[J.u-u

. — 0 quande —>0.

12



e Propriéte 6:
Si a une fonction continue, alorson a:

lad, u —JS(aU)HLZ — 0 quande—0.

e Lemme de Gronwall :

Si une fonction u(t) positive, absolument continue, veérifie pour presque tous les t > 0
I’inégalité :

du(t)

<c,(Hu(t) +c, (1),
ou C,,i=1,2 sont des fonctions intégrables, alors :

u(t) < {u 0) + j c,(€) exp(—i C, (r)dr)dg} exp(j c,(t)dr).

e Remarque:
Si c,(t) est une constante positive non nulle (c,(t)=c,)etc,(t) est une fonction

croissante alors :

exp(c,t) -1

u(t) <exp(c,t)u(0) + c, (1),

1

du(t)

et <[c,u(0) + ¢, (t)]exp(c,t) .

e Théoreme 1: (Théoreme de représentation de Riesz-Frechet)
Soit H un espace de Hilbert .

Etant donné ¢ € H', il existe f € H unique tel que :
(p,v)=(f,v), VveH,

deplusona: [f|=|g|..

13



e Théoreme 2 : (Alternative de Fredholm)

Soit E un espace de Banach muni de la norme || |.

Si T est un operateur linéaire borné et compact dans E alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) 1+T estsurjectif, c’est-a-dire : R(1+ T) = E.

i) 1+ Testinjectif, c’est-a-dire : Ker (1 + T)={0¢}.

iii) 1+ T est un isomorphisme et il existe une constante ¢ > 0 telle que :

lul<c|(1+T)u|, VvuekE.

e Inégalité de Cauchy-Schwartz :

Soient a et b deux membres arbitraires, on a :

2ab<ega’ +£b2, Ve > 0.
e

e Définition d'une équation de type composite:

On dit qu'une équation est de type composite si elle admet en chaque point des

caractéristiques réelles et des caractéristiques complexes conjugueées.

e Exemple:
o°u o’u

+ =f
ax3 ayE

Cette équation admet une caractéristique réelle et deux caractéristiques complexes

conjuguées.

e Remarqgue:
Il ne faut pas confondre entre équation de type composite et une équation de type mixte.

En effet une équation de type mixte, est une équation qui change de type dans différentes

parties du domaine ou elle est donnée. A titre d'exemple, I'équation :
o’u _o%u
2 +X 2
OX oy
- hyperbolique si : X<0

+—=7F  est:

- elliptique si : x>0

- parabolique si : X =0.

14



Partie 1 : Probleme composite a partie principale

1. Position du probléme :

Dans I’ouvert rectangulaire Q. =Q X (0, T), ot Q =(0,1) est un intervalle ouvert de R,
et T>0, on considere I’équation différentielle de type composite de la forme :

0?0
ox? ) ot?

2
(1.1) Lou :(g—a +b2XL:)=f(X,t), dans Q.,

ou a, b des constantes strictement positives et f une fonction donnée.

A cette équation, on associe les conditions initiales suivantes :

(12) u(x,00=0 , sur Q,

ou
1.3) —(x,0)=0 : Q,
(1.3) at( ) sur

La condition de Dirichlet homogene :
(14) u(O)=u(Lt)=0 , sur(0,T),

Les conditions au bord :

(1.5) a—u(O, t):a—u(l, t) , sur(0,T),
OX OX

et la condition finale :

(16) u(x,T)=0 , sur Q.

Parallélement au probléme (1.1)-(1.6), on considére son probléme dual. On note L o* le
dual formel de I’opérateur Lo, que I’on définit relativement au produit scalaire dans I’espace
L,(Q7) a I’aide de I’égalité suivante :

(17) (Lou,Vv)=(u,Lo* V).

Pour toutuetvde C*(Q,), ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L, (Q- ).

15



D’ou on considere I’équation suivante :
0’ )(82v
ox*" ot

0 o°v
8 *V=—(—+a +b =0(x,1),
(18) Lo (at aXz) g(x,t)

Le probléme dual consiste a résoudre dans le rectangle Q+, I’équation (1.8) par rapport a la

fonction v vérifiant la condition initiale :

(190 v(x,0)=0 , osurQ,
Les conditions finales :

(1.10) Vv(x,T)= %(X,T) =0, sur Q,

et les conditions aux limites :

(111) v(©0,)=v(@,t)=0 , sur(0,T),

(1.12) @(0, t) :@(1, t)=0, sur(0,T).
OX OX

2. Espaces fonctionnels :

On désigne le domaine de définition de I’opérateur L o par: D(L o) = Hz"1 (Q,), le sous-
espace de I’espace de Sobolev H**(Q. ), constitué des éléments u vérifiants les conditions

(1.2)-(1.6). On définit également le domaine de définition de I’opérateur Lo™ par

o0 3.4
DL o*)=H (Q,) constitué de tous les éléments v de H**(Q. ) vérifiants les conditions

(1.9)-(1.12).

On note HE I’espace de Sobolev avec poids, defini par :

" eL, Q). p) axl: € '—z(QT)}’

Hi(QT)={U€H1(QT)/p(t)§tax 0

1
2

ou p(t)=(T-1)2.

16



Soit Hy(Q,) le sous-espace de H’(Q.), dont les éléments vérifient les conditions

suivantes :
(2.1) u(X,O):%j(X,O)zO . surQ),

(22) u(x,T)=0 , surQ,
(23) u(0,t)=u(,t)=0 , sur(0,T),

(2.4) a—u(O, t):a—u(l, t)=0 , sur(0,T).
OX OX

Soit H,?(Q,) I'espace dual de HZ(Q,) par rapport a la forme bilinéaire canonique

(u,v), ue H(Q,),veH:(Q,), prolongement par continuité de la forme bilinéaire

(u,vyou uel,(Q,), et ve H:(Q;).

3. Inéqalité de I’énerqgie et ses conséquences :

Le probleme (1.1)-(1.6) sera considéré comme résolution de I’équation opérationnelle :

(31) Lou=f |, ueD(y),

Ou I’opérateur L g est engendré par I’équation (1.1).

Et le probleme (1.8)-(1.12) comme résolution de I’équation opérationnelle suivante :

(32) Lo*V=Qg , V e D(Log*).

Pour résoudre I’équation (3.1) pour tout f € ng (Q-), on construit une extension Lo de
I’opérateur L ¢ , dont I’image R (Lo) coincide avec I’espace H;Z Q).

Pour construire I’extension Lo de I’opérateur L o, on compléte D(L o) par les éléments qui
rendent la forme bilinéaire ®(u, V) continue par rapport a v, c’est-a-dire :

Une fonction U e Hﬁ(QT) sera considérée comme élément de D(L,) (domaine de

définition de L, ), si I’application :

% ®(u,Vv) =(u, Lo*V),

0 3.4
est une fonctionnelle linéaire continue sur I’ensemble H (Q,), dense dans I’espace

H?(Q,) muni de la topologie induite de HZ (Q. ).
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Donc, la fonctionnelled®(u,Vv) admet un prolongement continu, désigné par le méme
symbole sur tout Hé(QT). D’apres le théoréme de Riesz, il existe un élément unique Lou
eH (Q,) tel que:

®(u,v)=(L,u,v),
pour tout U € D(L,) etpour tout ve HZ (Q,).
On note H H la norme dans L,(Qr), et H Hp,O la norme dans I’espace de SobolevH? (Q- ),

p € Z (ensemble des entiers relatifs).

La norme de Lou est définie par la formule :

@(u, V)|
L,ul = Sup —=.
H 0 H-z,o veH2(Q;) HVHz,o

De maniere analogue, a partir de la forme bilinéaire :

Y(u,v)= (Lou,V),

on construit I’extension Lo* de I’opérateur L o*.

- Définition 3.1 :

La solution de I’équation opérationnelle :

(3.3) Lu=f , ue D(L,),

est appelée solution généralisée (faible) du probleme (1.1)-(1.6), et la solution de I’équation :
(3.4) L,*v=g , veD(L,%),

solution géneralisée du probleme dual (1.8)-(1.12).

- Remarque :
La résolution des problemes (1.1)-(1.6) et (1.8)-(1.12) est basée sur les inégalités de I’énergie

pour les opérateurs Lo et Lo*.
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- Théoréme 3.1 :

Les opérateurs Lo et Lo*, engendrés par les probléemes (1.1)-(1.6) et (1.8)-(1.12)
respectivement, satisfont les estimations a priori suivantes :

(3.5) |ul,, <c|L,ul,, ., YueD(L,),
(3'6) Hvuz,o < C*HLO *Vufz,o ! Ve D(Lo*)’

ou les constantes ¢c>0 et c¢c*>0 ne dépendent pas de u et v.

- Démonstration :

On démontre dans un premier lieu I’inégalité (3.5) pour les fonctions assez régulieres,
c’est-a-dire U € D(L); danscecasona:
(3.7) ®(u,v)=(L,u,v).
Dans cette derniére égalité, on pose :
Mu=v(x,t)=(t-T)u.
En intégrant par parties, la forme bilinéaire d(u,V) peut-étre écrite sous une forme plus

simple. Pour cela, on considére séparément les intégrales qui la composent.

0 0° . .0°u o°u
(t-T =|(—-a +b t — T)u[dxdt,
(Lou, (t-T)u) QIT(at ~ o axz)[( )u]
o°u ou o'u o'u
= +b —a —ab t—T)uldxdt ,
Q[{at‘? otox? ot?ox? 8X4:|[( ) ]

=L+ L+ 1+ 1.

En tenant compte des conditions (1.2)-(1.6), et du fait que le poids (t — T) s’annule pour t =T,

a I’aide d’intégration par parties successives, on calcule les intégrales 14, I, I3 et |4.

19



La premiére intégrale peut-étre écrite comme suit :

|1: I(t_
_ Iézu 0

[(t — T)u]dxdt,

:_ﬂz _( —~ )g(é_u) }dxdt,

_3 [ ()2 dxat.
24 ot

La seconde intégrale I, peut-étre écrite sous la forme :

3

I, = [b(t-T) 0 “2 u dxdt,
Qr

= Jo(-T )iﬁ(a“) dxdt,

jb( =) dxt

On a également pour I3 :

Iazja(t—T) 2udxdt,

—ja(t—

Et enfin l'intégrale 14 peut-étre transformée comme suit :

I _jab(t—

=|lab(t-T 2
QIT ( )8x2
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D’ou en ajoutant membre a membre les intégrales précédentes on obtient :

2(L,u, (t—=T)u)= 3](—) dxdt + jb(—) dxdt+2ja(T

+2[ab(T
Qr

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

3]( )7 dxdt jb(—) dxdt+2ja(T

+2[ab (T
Qr
1 [(Lou)? dxdt +eT? [u? dxdt,
8QT Qr

On a pour tout U € D(L ) I’estimation de type Poincaré suivante :

6o ljszml] vuen().

en utilisant I’inégalité (3.8) on obtient :

j(—) dxdt + jb(—) dxdt+2j'a(T

ou
+2|ab (T < L u)?dxdt +4eT* | (—)?dxdt.
QIT ( SQIT( oU) > QIT(at)

Et d’autre part, on a :

—judedt+2j( Y2 dxdt + jb( )dxdt+2ja(T

+2[ab(T -
Qr
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Qui s'écrit également :

ou ou o’u
2dxdt + (2 = 4eT*) [ () %dxdt + [ b (=) ?dxdt + 2 [a (T = t) (——)*dxdt +
| (2-4¢ )Q[(at) QI (ax) Qf ( )(atax)

+2[ab(T
Qr

1 _ : . :
En prenant € = F et en minorant le membre de gauche de I’inégalité, on obtient :

ou .,
j[u +( ) +(— )}dxdt j(T—t)(@) dxdt + j(T
_cj(l_ou) dxdt.

ou ¢ est une constante indépendante de u.
De cette derniére inégalité découle immédiatement I’inégalité recherchée (3.5) et le théoreme

3.1 est démontré.
Pour u e D(L,), on utilise les opérateurs de régularisation de Friedrichs [19 ].

- Théoréeme 4.1 :

Si les conditions du théoréme 3.1 sont vérifiées alors pour toute fonction f e H ?(Q.)

(respectivement ¢ € H;z (Q)), le probléme (1.1)-(1.6) (respectivement (1.8)-(1.12) ) admet

une et une seule solution généralisée.

- Démonstration :

La démonstration de ce théoréeme est analogue a celle proposée dans [ 2 ], [ 14 ]. En effet, de

I’inégalité (3.5) découle I'unicité de la solution. Elle assure également la fermeture de

I’ensemble image R(Lo) de I’opérateur Lo. Pour montrer Iidentit¢ R(L,)=H?(Q,), on
montre d’abord I’inclusion R(L,) = R(L,). Ensuite on montre la densité des éléments

L ,u dans I’espace H;* (Q. ) lorsque u parcourt D(L o).
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En effet, soit {f, },_ une suite de Cauchy dans I’espace H,*(Q, ), constituée des éléments

keN
de I’ensemble R(Lo). Il lui correspond une suite {u . }keN de D(Lo) telle que :

Lu=f, keN.

De I’inégalité (3.5) on déduit que la suite {uk} est aussi une suite de Cauchy dans

keN

I’espace H: (Q,). Car:

{f.},_., une suite de Cauchy <> {Vs >3dn, eN:Vp,gq=n, :pr - qu < 8}
&t Hup N uq“z,o < CHLO(up - uq)Hfz,o =C pr ‘qu,z,o <ce.

Lasuite (U, ) converge vers un élément u e H; (Q,).

Pour tout K € N, la fonctionnelle :
vV — O(u,,V),

est continue dans H_ (Q,) . Ce qui entraine la continuité de la fonctionnelle :
v —®(u,V).

On définit: L u=f, avec f =limf,.

D’ou on obtient I’inclusion R(L,) dans R(L,).
Pour montrer la densité de R(L,) dans H,*(Q,), on montre un résultat équivalent, qui
consiste a montrer que I’orthogonal se réduit a I’élément nul, c’est-a-dire : R(LO)L = {O}

Soit ve H?(Q,) tel que :(L,u,v)=0, YueD(L,).

Pour ue D(L,) et ve H,*(Q,) eta partir de I’égalité (1.7) on a:
(L,u,v)=(u,L,*)=0.

De cette derniere égalité, et en utilisant I’inégalité (3.6) on déduit que v est nulle dans I’espace

H.?(Q,), lorsque u parcourt D(L,).
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La seconde partie du théoreme, pour le probleme dual se demontre de maniére analogue en

utilisant le diviseur :
M*v=u(x,t)=tv.
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Partie 2 : Probléeme composite avec partie secondaire

1. Position du probléme :

Dans I’ouvert rectangulaire Q. =Q X (0, T), ou Q = (0,1) est un intervalle ouvert de R,

et T>0, on compléte le probléeme étudié dans la premiere partie, en ajoutant les membres

d’ordre inférieur. D’ou on consideére I’équation différentielle de type composite suivante :

o‘u o%u
(1.1) LU=Lgu+ pE +5X2 +au=f , dans Q;,
0 0% . ,o’u o%u
avec: Lou =(——a +b ,
° (at 8x2)(at2 ze)

ol a, b des constantes strictement positives, A une constante strictement négative et f une
fonction donnée.

A cette équation, on associe les conditions initiales suivantes :

(12) u((x,00=0 , sur Q,

ou
1.3) —(x,00=0 , surQ),
(1.3) at( )

La condition de Dirichlet homogeéne :

(1.4) u(0,t)=u(l,t)=0, sur(0T),

Les conditions au bord :

(1.5) a—u(O,t)za—u(l,'[) , sur(0,T),
OX OX

et la condition finale :

(16) u(x,T)=0 , sur Q.
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Parallélement au probleme (1.1)-(1.6), on considére son probléme dual. On note L * le
dual formel de I’opérateur L, que I’on définit relativement au produit scalaire dans I’espace
L,(Q7) a I’aide de I’égalité suivante :

17 (@u,v)=(U,L*V).
Pour toutuetvde C*(Q,), ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L, (Q- ).

D’ou on considere I’équation suivante :

2 aZV
(1.8) L*V=Lo*V +—+—+Av=0(X,1),
OX
0 0% . ,0°V 0%V
C Lo*V=—(=—+a +b :
e Lo G e o TP

Le probléme dual consiste a résoudre dans le rectangle Q+, I’équation (1.8) par rapport a la

fonction v vérifiant la condition initiale :

(1.9) v(x,00=0 , surQ,

Les conditions finales :

(1.10) v(x,T)= %(X, T)=0 , surQ,

et les conditions aux limites :

(111) v(©0,t)=v(1,t)=0 , sur (0, T),

(1.12) @(0, t)= @(1, t)=0 , sur(0,T).
OX OX

2. Espaces fonctionnels :

On désigne le domaine de définition de I’opérateur L par : D(L )= H 3‘4 (Q-), le sous- espace

de I’espace de Sobolev H**(Q- ), constitué des éléments u vérifiants les conditions (1.2)-

(1.6). On définit également le domaine de définition de I’opérateur L * par

o0 3.4
DL )=H (Q,) constitué de tous les éléments v de H**(Q,) vérifiant les conditions

(1.9)-(1.12).
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On note HE I’espace de Sobolev avec poids, defini par :

o°u o°u
L ,p(t
otox el,(Q,) p(t) o

Hi(QT):{“EH%QT)/p(t) ELz(QT)}'

1
ou p(t)=(T-1)2.
Soit H:(Q,) le sous-espace de Hf)(QT), dont les éléments vérifient les conditions

suivantes :
21) u(x,0)= %J(X,O) =0 . sur Q,

22 u(x,T)=0 . sur Q,
(23) u(0,t)=u(Lt)=0 , sur (0,T),

(2.4) a (0,1) = au 1,t)=0 , sur(0,T).
OX OX

Soit H,?(Q,) I'espace dual de HZ(Q,) par rapport a la forme bilinéaire canonique

(u,vy, ue H*(Q,),veH:(Q,), prolongement par continuité de la forme bilinéaire

(u,vyout uel,(Q,), et ve H:(Q;).

3. Inéqalité de I’énerqgie et ses conséquences :

Le probleme (1.1)-(1.6) sera considéré comme résolution de I’équation

opérationnelle :

31 ru=f , ueD),

ou I’opérateur L. est engendré par I’équation (1.1).

Et le probleme (1.8)-(1.12) comme résolution de I’équation opérationnelle suivante :

(32) L*V=Qg , V eD(L?).

Pour résoudre Iéquation (3.1) pour tout f € H,*(Q,), on construit une extension L de

I’opérateur L , dont I’image R (L) coincide avec I’espace H 52 Q).
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Pour construire I’extension L de I’opérateur L, on compléte D(L ) par les éléments qui rendent
la forme bilinéaire ® (U, V) continue par rapport a v, c’est-a-dire :
Une fonction u e H; (Q,) sera considéré comme élément de D(L) (domaine de définition

de L), si I’application :

v ®(u,v) =(u, L*V),

0 3.4
est une fonctionnelle linéaire continue sur I’ensemble H (Q.), dense dans I’espace

H?(Q,) muni de la topologie induite de H; (Q,). Donc, la fonctionnelle ®(u, v) admet
un prolongement continu, désigné par le méme symbéle sur tout H;(Q,). D’aprés le

théoréme de Riesz, il existe un élément unique Lu € H* (Q- ) tel que :

®(u,v)={(Lu, V),

pour tout U € D(L) et pour tout Ve H: (Q, ).
Onnote | | lanorme dans L2(Qr), et | Hp ,la norme dans I’espace de SobolevH{ (Q- ),

p € Z (ensemble des entiers relatifs ).

La norme de Lu est défini par la formule :

®(u, V)
HLUH—Z,O = SUp ‘ ‘
veH3 (Qy) Hvuz,o

De maniere analogue, a partir de la forme bilinéaire :
Y(u,v)=(Lu,v),

on construit I’extension L* de I’opérateur L *.
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- Définition 3.1 :

La solution de I’équation opérationnelle :

33) Lu=f , ueD(L),

est appelée solution généralisée (faible) du probleme (1.1)-(1.6), et la solution de I’équation :
(34) L*v=g , Vv eD(L»),

solution généralisée du probleme dual (1.8)-(1.12).

- Remargue :
La résolution des problemes (1.1)-(1.6) et (1.8)-(1.12) est basée sur les inégalités de I’énergie

pour les opérateurs L et L*.

- Théoreme 3.1 :

Pour tout A < —A tel que A,>0, les opérateurs L et L*, engendrés par les problemes (1.1)-
(1.6) et (1.8)-(1.12) respectivement satisfont les estimations a priori suivantes :

35) |ul,, <qul,, . vueD(Q)

(3.6) |v|,, <c*|L*v|,, ., VYveD(L®,

ou les constantes ¢>0 et c*>0 ne dépendent pas de u et v.

- Démonstration :

On démontre dans un premier lieu I’inégalité (3.5) pour les fonctions assez régulieres,
c’est-a-dire U € D(L ). Danscecasona:
(3.7) ®(u,v)=(Lu,v).
Dans cette derniére égalite, on pose :
Mu=v(x,t)=(@-T)u.
En intégrant par parties, la forme bilinéaire ®(u, V) peut-étre écrite sous une forme plus

simple. Pour cela on considere séparément les intégrales qui la composent.

{yu o2u

(Lu,(t—Tu) =(L,u, (t-THu)+ |

Qr

+

ot xu} [(t = T)u]dxdt,

29



(L u,(t—T)u:(Lou,(t—T)u)+j(t—T j(t—T

+ [t = T)udxdt,
Qr

=(L,u,(t-THu)+1, +1,+1,.

En tenant compte des conditions (1.2)-(1.6), et du fait que le poids (t — T ) s’annule pour

t =T, a I’aide d’intégration par parties successives, on calcule les intégrales suivantes :
D’apreés la premiére partie on a :

2(L U, (t—T)u) = 3[( )7 dxdt+ jb(—) dxdt+2ja(T

+2[ab(T
Qr

D'autre part on a,

= J(t-

Qr

_ Qj T-1) (E“)dedt.

Et,

o%u
I, =|1(t-T
= Je-nZ
— [(T-1 ()2 dxdt.
Qr ax

D’ou en ajoutant membre a membre les intégrales précédentes on obtient :

2(Lu, (t—T)u) = 3](—) dxdt + jb( )dxdt+2ja(T

+2[ab(T +2j(T—t)(E)2dxdt+

+2j(T—t)(—) dxdt+2jx(t—T)u dxdt.
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En utilisant I’inégalité de cauchy-schwartz, on obtient :

3](—) dxdt + jb(—) dxdt+2ja(T

+2jab(T

1) (—)2 dxdt + ZI(T—t) (g—i)z dxdt +

+2fk(t—T)u dxdt <= j(Lu) dxdt + + & [ (Mu)®dxdt,

Qr Qr

1 [(Lu)? dxdt +&T? [u? dxdt.
€ Qr Qr
On a pour tout U € D(L) I’estimation de type Poincaré suivante

(3.8) |Ju| < 2TH‘2—‘:H ,  VYueD(L),

En utilisant I’inégalité (3.8) on obtient :

3](—) dxdt + jb( )dxdt+2ja(T

+2jab(T +2j(T—t)(—)2dxdt+2j(T—t)(2—i)2dxdt+

+2jk(t—T)u dxdt <= J'(Lu) dxdt + 4¢ T* j( ) dxdt.

Qr

Cette derniére inégalité peut-étre écrite comme suit :

(3- 4aT)j( )dxdt jb( )dxdt+2ja(T

+2[ab(T
Qs

—1) (—)? dxdt +
)(at)

+2[(T-1) (a_u)2 dxdt — 2 [ A (T — t)u® dxdt 2 fw u) dxdt
Qr OX Qr €4,
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5 : . . :
En prenant € = ——_- et en minorant le membre de gauche de I’inégalité, on obtient :

ou ou o’u
u?> + (=) + ()2 [dxdt + [ (T —t) (—)*dxdt +
QI[ (at) (ax)} QIT( )(atax)
82
+ | (T -t
QIT( )(ax
D'ou on déduit :

39 |ul,, +2Juf<cy),,

D)7 dxdt + 2, [udxdt < c [ (Lu)”dxdt
Qr Qr

ou c est une constante indépendante de u.
De cette derniére inégalité on déduit I’inégalité recherchée (3.5) et le théoreme 3.1 est
démontre.

Pour u € D(L), on utilise les opérateurs de régularisation de Friedrichs [19 ].

Soit U € D(L), en vertu de la propriété 1 J_u e D(L ) donc J_u vérifie I'inégalité (3.5),
d’ou:

<c Sup (®0,u V)|

(3.10)
veH3(Qr) HV

J.u

H?(Qr)

H?(Qr)

Nous allons d’abord calculer : ®(J_u, V).
Pour cela nous utilisons la propriéte 2 et la propriété 3 des opérateurs de régularisation de

Freidrichs et on décompose ©(J_u, V) sous la forme :
oJ u,v)=>10J.uv)+ (I u,v)+ (I uv)+(1Jd uv)+(,J u,v)+
+(1,3,u,v) + 2 [ u’dxdt,
Qr

ou les opérateurs 1, 1., 1,,1,,1, et], sont donnés par :
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ot
83
1T otox?
64
| =—a——,
? Ot2ox?
4
|, =-ab 0
ox*
62
|, =—,
N &
82
IS:@XZ'

En effectuant des intégrations par parties, et en tenant des conditions (1.2)-(1.6) on aura :

dxdt — j%{i—“\] %}d xdt +

ou 0| o0%u
l,J.uv)=—|uld, dxdt + Jv
(Os ) J. a J.at{atz £i|

12052

D’ou :

o°v

(I,J,u,v)=

Pour le deuxiéme terme on a :

3 2
(Ingu,v):—jbng 4 V2 dxdt+jg b .
otox & OX

2
j {b ul, }dxdt.
otox

D’ou :

o°v
luv)=—|bul
(l ) (5[ aatax

- dxdt.

33

. Jsv}

Qr

dxdt — | 0

ik

Qr

X

p2U,
X

}d xdt +
"ot



On a également pour le troisieme terme on a :

4 3 2
(Istu,v)z—jang 52 V2 dxdt — jg ou J.v dxdt+j a JSQ dxdt —
ot ox 0.0t otox’ 5, OX a ox = ot

2 3
j oV ddt+j aud, 7Y Jdxdt.
L OX at " Otox otox’

D’ou :

Y dxdt.

I.Juv)=—laul.
(2 € ) (5[ 3 8X

2

Et pour le quatrieme terme on a :

3 2
(10,u.9) =~ | 2 828 axat + [ ab 23, faxat -
5, OX OX 3, OX ax OX
3
j o dm+j OV .

OX ax  Ox? ox®
D’ou :
(1,,0,v) = o

Et le cinquiéme terme s'écrit comme suit :

(1,Jd.uv)={uld, v + [ a[au Jsv} dxdt — jg[u J v]dxdt.
FRRErE Jat| ot dat
D'ou:
o0%v
I,J u,v)=
(4 € ) € atz
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Enfin pour le dernier terme on a:

(1,9.uv) = [ud, <Y axdt + | 8{6“ }d dt—j—[uJ v] dxdt.
QT

ox’ 5, OX| OX 5,0
D'ou:
(ISJgu,v):QjTng 2;‘2’ dxdt.
Donc :
(311) @ u,v)= q>(qu)+2(a—“ SZZJ V)i o + 2(b2—u af; W eon-
Onnote: K= 2(8_u 22 I V) o+ 2(b8_u 8i;x\]gv)Lz(QT).

On a pour tout 3 >0 et ¢(8) >0 qui dépend d’une maniére continue de & I’estimation
suivante :

612 |ul,, <8]ul,; +c@)ul.

En utilisant la propriété 4 des opérateurs de régularisation, on obtient :

K< Huul,ouvuz,o'

En vertu de I’inégalité (3.11) on aura :

K< |ul,, +c @) u)M,,

A partir de I'inégalité (3.9) on obtient I'inégalité suivante :

lullo + 2o ul<ceul,, . vueDL),

Et a partir de (3.11) et (3.12), on obtient :

ex) P, +hfulsc Sup

+8|ul, , +c(8)|ul.
H2(Q;) HVHZO

puisque :

<
H2(Qr) — H2(Qr)
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Donc :
b
19 sup IV [ u.I.v) | (u V)
ver3@,) V],

veH§(Qr) Hvuz,o veH§(Qr)

Jv

€

‘2,0

En vertu de (3.14), I'inégalité (3.13) peut-étre écrite ainsi :

@ (u,
HJSUHZ,O—'_}‘OHUHSC SUp ‘ (U V)‘

———= +03|ul[, +c(d)]ul.
L Jul. Jul

En passant a la limite dans la derniere inégalite, quand € —0 et du faitque J u —u dans

H?(Q,) donc:
(315)  Jul,, +2oful<clLul,, +3[ul,, +c(@)]ul

En vertu du fait que O est une valeur suffisamment petite, et Ao une valeur suffisamment

grande, de I’inégalité (3.14) découle immédiatement I’inégalité (3.5).

4. Existence et unicité de la solution :

- Théoreme 4.1 :

Si les conditions du théoréme 3.1 sont vérifiées alors pour toute fonction f € H.?(Q;)

(respectivement g € H,?(Q. ) ), le probléme (1.1)-(1.6) (respectivement (1.8)-(1.12) ) admet
gehn, (U,

une et une seule solution généralisée.

- Démonstration :

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle proposée dans [ 2 ], [ 14 ]. En effet, de
I’inégalité (3.5) découle I’unicité de la solution. Elle assure également la fermeture de

I’ensemble image R(L) de I’opérateur L.
Pour montrer Iidentit¢ R(L)=H?(Q,), on montre d’abord Iinclusion R(L) < R(L).
Ensuite on montre la densité des éléments Lu dans I’espace ng (Q-) lorsque u parcourt

D(L).
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En effet, soit {f, },_ une suite de Cauchy dans I’espace H,*(Q, ), constituée des éléments

keN
de I’ensemble R(L). Il lui correspond une suite {u . }keN de D(L) telle que :

Lu, =f . keN.

k k

De I’inégalité (3.5) on deduit que la suite {uk} est aussi une suite de Cauchy dans

keN

I’espace H: (Q,). Car:

{f, }._., une suite de Cauchy <> {Ve > 3n, e N:Vp,q=>n, :pr - qu < 8}
et Hup B uquz,o < CHLO(UP Bl uqH—z,o - CHfP _qu-z,o <Ce

Lasuite (U, ) converge vers un élément U e H; (Q,).

:Pour tout K € N, la fonctionnelle :
v > Ou,,v),

est continue dans Hé(QT) . Ce qui entraine la continuité de la fonctionnelle :
v > O(u,v).

On définit: Lu="f,avec f =limf,.

D’ou on obtient I"inclusion R(L) dans R(L).

Pour montrer la densité de R(L) dans ng (Q-), on montre un résultat équivalent, qui

consiste & montrer que I"orthogonal se réduit a I’élément nul, c’est-a-dire : R(L) " = {0}
Soit ve H?(Q,) tel que :{(Lu,v) =0 ,VueD(L).
Pour ue D(L ) et ve H?(Q,) etapartir de I’égalité (1.7) ona:

(Lu,v)=(u,L *)=0.
De cette derniere égalité, et en utilisant I’inégalité (3.6) on déduit que v est nulle dans I’espace
H.*(Q;), lorsque u parcourt D(L ).

La seconde partie du théoreme, pour le probleme dual se démontre de maniére analogue en
utilisant le diviseur :
M*v=u(x,t)=tv.
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Partie 3 : Probléme composite dans I’espace :

1. Position du probleme :

Soit © un ouvert borné de points X = (X,,..., X, ) de I’espace R", a frontiére réguliére par

morceaux I' =0CQ. Dans le cylindre Q. =Q X (0, T) avec T>0, on considére I’équation

différentielle de type composite suivante :

0 o’u
1.1 =(—-A +Bu)=f | d ,
(11) Lu (8t )(atz ) ans Q.
Avec :
n o’u
Au= > a. ,
le " OX,0X,
et n o
Bu=>» b, )
|;1 ! aXian

A cette équation, on associe les conditions initiales suivantes :

(12) u(x,0=0 , surQ,
ou

13) —(x,00=0 , surQ,

(1.3) p (x,0)

La condition finale :

(14) u(x,TH)=0 , surQ,

et les conditions aux limites homogenes :
ou

(15) Uy :a—V\E =0.

ol X =0Q X (0, T) désigne la surface latérale du cylindre Qr, et Vv le vecteur unitaire de la
normale extérieure a 0Q., f une fonction donnée et a,,b,des constantes strictement
positives vérifiant les conditions suivantes :

1.6) a,=a; ,b,=b; ;i j=1..n

W7 a6 zald”  bgE 2Bl VE=(C,nG,) R

(L8) b,a,C,C,>v[c,|
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Parallelement au probléme (1.1)-(1.5), on considére son probléme dual . On note L * le
dual formel de I’opérateur L, que I’on définit relativement au produit scalaire dans I’espace
L%(Qr) a I’aide de I’égalité suivante :

(19 (u,v)=(u,r *v).

Pour toutuetvde C*(Q,), ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L, (Q- ).

D’ou on considere I’équation suivante :

o’v
ot?

Le probleme dual consiste a résoudre dans le rectangle Qr, I’équation (1.10) par rapport a la

(1.10) L *V = —(g +A)(—-+Bv)=g , dansQ,,

fonction v vérifiant la condition initiale :
(1.11) v(x,0)=0 ,osurQ,

De Les conditions finales :
(1.12) v(x,T)= % (x,T)=0, sur Q,

et les conditions aux limites :

oV
(1.13) V‘Z—E =0.

2. Espaces fonctionnels :

On désigne le domaine de définition de I’opérateur L par : D(L )= Hg"1 (Q,), le sous espace

de I’espace de Sobolev H**(Q, ), constitué des éléments u vérifiants les conditions (1.2)-
(1.5). On définit également le domaine de définition de I’opérateur L * par

0 3.4
DL *)=H (Q,) constitué de tous les éléments v de H**(Q,) vérifiant les conditions

(1.11)-(1.13).

On note Hi I’espace de Sobolev avec poids, défini par :

0

2u
OXOX,

HFZ)(QT) :{u € Hl(QT)/p(t) afa)l: € LZ(QT)’ p(t) € Lz(QT)},

1
2

ou p(t) =(T —1t)2.
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Soit H{(Q,) le sous espace de H’(Q,), dont les éléments vérifient les conditions

suivantes :

(2.1) u(X,O):%J(X,O)=O . surQQ,

(22 u(x,T)=0 . surQQ,
ou
(2.3) “zzg\zzo-

Soit H,?(Q,) I’espace dual de HZ(Q,) par rapport a la forme bilinéaire canonique
(u,v), ue H?(Q,),ve HZ(Q,), prolongement par continuité de la forme bilinéaire

(u,v)oi uel’(Q,), et ve H:(Q,).

3. Inéqalité de I’énergie et ses conséguences :

Le probleme (1.1)-(1.5) sera considéré comme résolution de I’équation

opérationnelle :
3.1 ru=f , UeD(),
Ou I’opérateur . est engendré par I’équation (1.1).
Et le probleme (1.10)-(1.13) comme résolution de I’équation opérationnelle suivante :
(32) L*v=g , Ve DwL?).
Pour résoudre I’équation (3.1) pour tout f € H ?(Q,), on construit une extension L de
I’opérateur L , dont I’image R (L) coincide avec I’espace H ;2 Q).
Pour construire I’extension L de I’opérateur L, on compléte D(L ) par les éléments qui rendent
la forme bilinéaire ® (U, V) continue par rapport a v, c’est-a-dire :
Une fonction U € Hf)(QT) sera considéré comme élément de D(L) (domaine de définition
de L), si I’application :
\'

®(u,v)=(u, L*Vv),

o 3.4
est une fonctionnelle linéaire continue sur I’ensemble H (Q,), dense dans I’espace

H? (Q,) muni de la topologie induite de H (Q- ).
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Donc, la fonctionnelled®(u, V) admet un prolongement continu, désigné par le méme
symbole sur tout Hi(QT). D’apres le théoreme de Riesz, il existe un élément unique Lu
eH(Q,) tel que:

®(u,v)={Lu,vV),
pour tout U € D(L) et pour tout Ve H: (Q, ).
On note H H la norme dans L,(Qr), et H Hp,O la norme dans I’espace de SobolevH? (Q- ),

p € Z (ensemble des entiers relatifs ).
La norme de Lu est défini par la formule :
ol - swp 2OV
’ veH3 (Q7) Hvuz,o
De maniere analogue, a partir de la forme bilinéaire :
Y(u,v)=(Lu,v),

on construit I’extension L* de I’opérateur L *.

- Définition 3.1 :

La solution de I’équation opérationnelle :

(33) Lu=f , ueD(L),

est appelée solution généralisée (faible) du probleme (1.1)-(1.5), et la solution de I’équation :
(34) L*v=g ,v eD(L»,

solution géneralisée du probléeme dual (1.10)-(1.13).

- Remarque :
La résolution des problemes (1.1)-(1.5) et (1.10)-(1.13) est basée sur les inégalités de

I’énergie pour les opérateurs L et L*,
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- Théoréme 3.1 :
Si les coefficients de I'équation (1.1) vérifient les conditions (1.6)-(1.8), alors les opérateurs L
et L*, engendrés par les problemes (1.1)-(1.5) et (1.10)-(1.13) respectivement satisfont les

estimations a priori suivantes :
(35) HUHZ,O < CHLUH—Z,O , Vue D(L)’
(3.6) |v|,, <c*|L*v|,, . VYveD(?,

ou les constantes ¢>0 et c*>0 ne dépendent pas de u et v.

- Démonstration :

On démontre dans un premier lieu I’inégalité (3.5) pour les fonctions assez régulieres,
c’est-a-dire U € D(L ). Danscecasona:
(3.7) ®(u,v)=(Lu,v).
Dans cette derniére égalite, on pose :
Mu=v(x,t)=(t-T)u.
En intégrant par parties, la forme bilinéaire ®(u, V) peut-étre écrite sous une forme plus

simple. Pour cela on considere séparément les intégrales qui la composent.

azf 1 B)[(t - T)u]dxdt

0
(Lu,(tTu)=
Q[ ;

f p U g du
& BE P Otox,0x, i " ot?ox ox,
n n a4u

b, t — T)u |dxdt,
i Y ox,0x,0%, OX, [(t=Tu]

=L+ L+1;+1,.

En tenant compte des conditions (1.2)-(1.5), et du fait que le poids (t — T) s’annule pour t =T,
a I’aide d’intégration par parties successives, on calcule les intégrales ci dessus :

Pour la premiére ona:

= j(t—T)—udxdt

ou
== | (=)? dxdt.
ZQIT(at)
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La seconde intégrale peut-étre écrite comme suit :

3

a—u u dxdt,
OtoX . OX .

i i

Iz = Ibij(t_T)

- o, MMy gy,
o 20t " ox, X,

1 ou ou

== b, == dxdt.
29, " OX, OX,

Pour la troisieme intégrale on aura :

I, = ja..(t—T)Ludxdt,
o Ot?0OX,0X .

i ]

ou ou o’u  o°u

S 12l M My e, -T) dxd,
o 20t " OX; OX, otox; otox
2 2
=fai,~(t—T) o‘u o°u
o Otox,; otox,

Et enfin, pour 1, on aura :

o'u

I, =[a,b, (t-T dxdt,
* QI P )axiéxlaxkaxj

= fayb, (-T2 TU gyt
o OX;0X, OX,0X,

D’ou en ajoutant membre a membre les intégrales précédentes on obtient :

2 2
2(Lu,(t—T)u):3j(a—u)2dxdt+ jbija—ua—udxdt+2jaij (T-1)-2 % Y i+
o, Ot o OX; OX, o Otox; Otox,
2 2
+2[ayb, (T-t)- 29 FYU gyqt
o OX,0X, OX,0X,
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En utilisant (1.6), (1.7) et (1.8) on obtient I'estimation suivante :

3[( )ddt Bj(—) dxdt+2aj(T

82

+2yJ'(T—t)( ) dxdt<2jLuMudxdt

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwartz, de cette derniére inégalité on obtient :

3j( Y2 dxdt + Bj(—) dxdt+20cj(T

+2yj(T—t)( ) dxdt <= j(Lu) dxdt+sj(Mu) dxdt

1 [ (Lu)? dxdt +£T? [u? dxdt.
SQT Qr

On a pour tout U € D(L ) I’estimation de type Poincaré suivante :

69 |u< zTH%“H VueD(L)

En utilisant cette estimation de I’inégalité (3.8) on obtient :

3[(—) dxdt + Bj (aTU)deduzaj (T

ou
+2 T-t dxdt < L u)?dxdt + 4eT* | (—)?dxdt.
YI( )( ) QIT( ) > QIT(at)

Et d’autre part,ona:

L 2dxdt+2j(a—“)2dxdt+[3j (8—u)2dxdt+2aj (T
Qr Qr at Qr ax| Qr

o°u 1 ou
+2 T-t Zdxdt <= [(Lu)?dxdt + 4eT* | (<)% dxdt.
Yi( )(ax,axj) SQIT( ) € Q[(at)
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Que I'on peut écrire encore sous la forme :

= fuzdxdt (2 —48T4)j(a—u)2dxdt +Bj (a—“)dedt +
4T OX,

2

+2aj(T —t)(

)2 dxdt < 1 [ (Lu)?dxdt.
j € Qr

1 _ : . :
En prenant € = F et en minorant le membre de gauche de I’inégalité, on obtient :

j{u +( ) ( )}dxdt j(T

Qr

+J'(T—t)(

) dxdt<cj(L u)2dxdt,

ou c est une constante indépendante de u.
De cette derniere inégalité découle immédiatement I’inégalité recherchée (3.5) et le théoreme
3.1 est ainsi démontré.

Pour u € D(L), on utilise les opérateurs de régularisation de Friedrichs [19 ].

4. Existence et unicité de la solution :

- Théoréme 4.1 :

Si les conditions du théoréme 3.1 sont vérifiées alors pour toute fonction f € H*(Q,)

(respectivement geH;z(QT)), le probleme (1.1)-(1.5) (respectivement (1.10)-(1.13))

admet une et une seule solution généralisée.

- Démonstration :

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle proposée dans [ 2 ], [ 14 ]. En effet, de

I’inégalité (3.5) découle I'unicité de la solution. Elle assure également la fermeture de

I’ensemble image R(L) de I’opérateur L. Pour montrer I’identitt R(L)=H_(Q,), on

montre d’abord I’inclusion R(L) < R(L). Ensuite on montre la densité des éléments L u

dans I’espace H*(Q- ) lorsque u parcourt D(L )
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En effet, soit {f, },_ une suite de Cauchy dans I’espace H,*(Q, ), constituée des éléments

keN
de I’ensemble R(L). Il lui correspond une suite {u i} }keN de D(L) telle que .
Lu, =f, ,keN.

De I’inégalité (3.5) on déduit que la suite {uk}
I’espace H:(Q,).

Car: Hup B uquz,o < CHLO(UP - uqufz,o - CHfP _fqufz,o - 0.

oy €St aussi une suite de Cauchy dans

Lasuite (U, ) converge vers un élément U e H? (Q; ).
Pour tout K € N, la fonctionnelle :

vV > ®Ou,,v),
est continue dans H? (Q,) . Ce qui entraine la continuité de la fonctionnelle :

v > ®d(u,v).
On définit: Lu="f,avec f =limf .
D’ou on obtient I’inclusion m dans R(L).
Pour montrer la densité de R(L) dans H,*(Q- ), on montre un résultat équivalent, qui
consiste & montrer que I"orthogonal se réduit & I’élément nul, c’est-a-dire : R(L) " = {0}
Soit ve H?(Q;) tel que :{Lu,v) =0 ,VueD(L).
Pour ue D(L ) et ve H ?(Q,) etapartir de I’égalité (1.7) ona:

(Lu,v)=(u,L *)=0.

De cette derniere égalité, et en utilisant I’inégalité (3.6) on déduit que v est nulle dans I’espace
H.*(Q;), lorsque u parcourt D(L ).

La seconde partie du théoreme, pour le probleme dual se démontre de maniére analogue en
utilisant le diviseur :
M*v=u(x,t)=tv.
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Partie 1 : Probleme composite a partie principale

1. Position du probléme :

Dans I’ouvert rectangulaire Q. =Q X (0, T), ot Q =(0,1) est un intervalle ouvert de R,
et T>0, on considere I’équation différentielle de type composite de la forme :

(1.1) Lou Erreur! Signet non défini.

Ou a, b des constantes strictement positives, a — b > 0 et f une fonction donnée.

A cette équation, on associe les conditions initiales suivantes :

(12 u((x,0)=0 ,sur Q,
ou

1.3) —(x,00=0 ,  surQ),

(1.3) at( ) u
o°u

1.4 x,0)=0 ,  surQ),

(1.4) e (x,0) u

La condition de Dirichlet homogeéne :

(15 u(0,t)=u(l,t)=0 , sur(0,T),

Les conditions au bord :

(1.6) a—u(O,t)za—u(l,t) , sur(0,T),
OX OX

et la condition finale :

17 u®Xx,T)=0 , surQ.

Parallélement au probleme (1.1)-(1.7), on considere son probleme dual. On note L o* le
dual formel de I’opeérateur Lo, que I’on définit relativement au produit scalaire dans I’espace
L,(Q7) a I’aide de I’égalité suivante :

(18)  (Lou,Vv)=(u,Lo* V).

Pour toutuetv de C;(Q,), ou (..) désigne le produit scalaire dans L, (Q-).

D’ou on considere I’équation suivante :
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02 8% 9%
1.9 Lo*V = —a
(19 Lo (6t2 6x2)(8t2

Le probléme dual consiste a résoudre dans le rectangle Q, I’équation (1.9) par rapport a la

b Yy —g(x ).
OX

fonction v vérifiant la condition initiale :

(1.10) v(x,0)=0 ,  surQ,

Les conditions finales :

oV 0%V
(1.11) v(x,T) :E(X,T) = o (x,T)=0, surQ,
et les conditions aux limites :
(112 v(O,t)=v(1,t)=0 , sur(0,T),
(1.13) al 0,t) = ol @t)=0 , sur(0,T).
OX OX

Les problémes (1.1)-(1.7) et (1.9)-(1.13) sont auto-adjoints.

2. Espaces fonctionnels :

On désigne le domaine de définition de I’opérateur L o par: D(L o)=H;(Q-), le sous

espace de I’espace de Sobolev H*(Q. ), constitué des éléments u vérifiants les conditions

(1.2)-(1.7). On définit également le domaine de définition de I’opérateur Lo* par

0 4
D(Lo*)=H (Q,) constitué de tous les éléments v de H*(Q,) vérifiant les conditions

(1.10)-(1.13).

Soit H.(Q,) le sous espace de HZ(QT), dont les éléments vérifient les conditions

suivantes :

(21) u(x,O):%u(x,O): th x0)=0 , surQ,

(22) u(x,T)=0 , surQ,

(23)  u(0,t)=u(,t)=0 , sur(0,T),

(2.4) au (0,1) = au 1t)=0 , sur(0,T).
OX OX
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Soit H,?(Q,) I’espace dual de HZ(Q,) par rapport a la forme bilinéaire canonique
(u,v), ue H(Q,),ve HZ(Q,), prolongement par continuité de la forme bilinéaire

(u,vyoit uel,(Q,), et ve H:(Q;).

3. Inéqgalité de I’énergie et ses conséguences :

Le probléme (1.1)-(1.7) sera considéré comme résolution de I’équation opérationnelle :

(3.1) LoErreur ! Signet non défini. D(L ),

Ou I’opérateur L g est engendré par I’équation (1.1).

Et le probleme (1.9)-(1.13) comme resolution de I’équation opérationnelle suivante :

(32) Lo*v=Qg , VeDLog*).

Pour résoudre I’équation (3.1)pour tout f € ng (Q,), on construit une extension Lo de
I’opérateur L o , dont I’image R (Lo) coincide avec I’espace H,*(Q ).

Pour construire I’extension Lo de I’opérateur L o , on compléte D(L o) par les éléments qui
rendent la forme bilinéaire ® (U, V) continue par rapport a v, ¢’est-a-dire :

Une fonction U € Hé(QT) sera considéré comme élément de D(Lo) (domaine de définition
de Lo ), si I’application :

\

(D(U,V) = (U, L0*V):

0 4
est une fonctionnelle linéaire continue sur I’ensemble H (Q,), dense dans I’espace

H?(Q,) muni de la topologie induite de H; (Q,). Donc, la fonctionnelle ®(u, v) admet

un prolongement continu, désigné par le méme symbole sur tout Hg(QT). D’apreés le

théoréme de Riesz, il existe un élément unique Lou € H ?(Q- ) tel que
®(u,v)=(L,u,v),

pour tout U € D(L ) et pour tout Ve H: (Q,).

On note H H la norme dans L,(Qr), et H pro la norme dans I’espace de SobolevH¢{ (Q ),

p € Z(ensemble des entiers relatifs ).
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La norme de Lou est défini par la formule :
@(u, V)|
HLOUH—Z,O = SUp
veH{(Q7) Hvuz,o
De maniere analogue, a partir de la forme bilinéaire :

Y(u,v)= (Lou,Vv),

on construit I’extension Lo* de I’opérateur L o*.

- Définition 3.1 :

La solution de I’équation opérationnelle :

33) Lu=f , ueD(L,),

est appelée solution généralisée (faible) du probleme (1.1)-(1.7), et la solution de I’équation :
(3.4) L, *v=g , v eD(L,%),

solution géneralisée du probléme dual (1.9)-(1.13).

- Remarqgue :
La résolution des problémes (1.1)-(1.7) et (1.9)-(1.13) est basée sur les inégalités de I’énergie

pour les opérateurs Lo et Lo*.

- Théoréme 3.1 :
Les opérateurs Lo et Lo*, engendrés par les probléemes (1.1)-(1.7) et (1.9)-(1.13)

respectivement satisfont les estimations a priori suivantes :
35) |ul,, <cL,u|,, . VYueD(L,),
(3.6) |v|,, <c*|L,*Vv|,,. YveD(L,*),

ou les constantes ¢>0 et c*>0 ne dépendent pas de u et v.

- Démonstration :

On démontre dans un premier lieu I’inégalité (3.5) pour les fonctions assez régulieres,
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c’est-a-dire U € D(L ). Dansce casona:
(3.7) ®d(u,v)=(L,u,Vv).

Dans cette derniére égalité, on pose :
ou
Mu = v(x, t) :(t—T)E—u

En intégrant par parties, la forme bilinéaire ®(u, V) peut-étre écrite sous une forme plus

simple. Pour cela on considére séparément les intégrales qui la composent.

62 o%u 8u
P 6 2)(6t2 +Db e~ 2)[(t—T)——u}dxdt

j{ r(b-a) ai 2Xu}[(t—T)——u}dxdt

=L+ L+L+1L+1+ 1

(Lou, (t- T)u)—j(

En tenant compte des conditions (1.2)-(1.7), et a I’aide d’intégration par parties successives,

on calcule les intégrales suivantes :

Pour la premiére intégrale on a :

I—j(t— auéu
3
- jaua{(t—T)—}dxdt
83u8u o0 ,0°u
= — dxdt,
J[aﬁ (=T )}
2
—ja Wu ot
ot® ot

La seconde intégrale peut-étre écrite comme suit :
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4
IZ:j6 Y U dxdt,
g, Ot

—-jaﬁJ@Ed dt,

0 ,0°U ou
dxdt — [ — —) dxdt.
I(az) Ja(aﬁ o) &

L'intégrale I3 peut-étre transformée sous la forme :

O gy,
o ox” at

g:jm—ma—T)

Et pour l'intégrale 1, on aura :

1, = J(b—a)

v u dxdt,

On a également pour Is :

6“§9dm,
at

|_jwa—T)

Enfin pour la derniére intégrale on a :

D’ou en ajoutant membre a membre les intégrales précédentes on obtient :
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82

~)? dxdt+j(a b)

2(L0u,(t—T)%u—u)— j(

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

IS

+ BQITab P

1 [(L,u)? dxdt +£T? j(a—u)2 dxdt + 2 [u? dxdt.
€q, g, Ot Qr

On a pour tout U € D(L ) I’estimation de type Poincaré suivante :

Ju < 2T VueD(L,)
ot
ou o°u
3.8 <2T , YueD(L,),
(38) X iox (L,)
ou o’u
=27 , VYueD(L,).

en utilisant les inégalités (3.8) on obtient :

1
8T? s

j(—) dxdt +

ZQT

j(a b) S;I(Lou)zdxdt+

8T2
2 au 2 2
+eT? [ (=) dxdt + 2 & [ udxdt.
Qr ot Qr

Et d’autre part,on a:
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a_uz

[ u*dxat + ) dxdt +

Qr

lJ- o’u
2QT 2, o’

+3 I ab (2
Qr
2 au 2 2
+€T? [(—) dxdt + 2 ¢ [ u”dxdt.
Qr 8t Qr

Que I'on peut écrire sous la forme suivante :

(

—28)ju2dxdt+(

Uy (it +
64T" OX

8u

2QT

En prenant € =

~ eten minorant le membre de gauche de I'inégalité, on obtient :

ou ou
u? + (—)% + () |dxdt +
j{ (5t) (5X) } o

Qr
82
+QJT oo

<c [(L,u)*dxdt.
Qr

Ou c est une constante indépendante de u.
De cette derniere inégalité découle immédiatement I’inégalité recherchée (3.5) et le théoreme

3.1 est démontré.

Pour u e D(L,), on utilise les opérateurs de régularisation de Friedrichs [19 ].
Soit ue D(L,), en vertu de la propriété 1, J . ue D(L,) donc J_u vérifie Iinégalité
(3.5),d’ou:

()
(3.9) <c Sup M

veH3(Q;

H?(Qr)

H?(Qr)

Nous allons d’abord montrer I'égalité suivante:
(3.10) ®(J u,Vv) =d(u,J, V).
Pour cela nous utilisons la propriété 2 et la propriété 3 des opérateurs de régularisation de

Freidrichs et on décompose ©(J_u, V) sous la forme :
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dJ.u,v)=(,J.u,v)+(1J.uv)+(1,J.u,v).

OU les opérateurs |, 1, et ], sont donnés par :

| ——84
N o
84
| =(b-a)———,
1= )Gtzéxz
IZ:—aba4.
OX

En effectuant des intégrations par parties, et en tenant des conditions (1.2)-(1.7) on aura :

4 3 2
3.0 = Jud, Taxdt+ [2] T8 vaxdt— [ 2% N ot +
: Jat| at Jat| ot "t at

2 3
+j2 a—uJe6 v dxd—f2 uJe6 v
Jot| ot ot Jat| e

} dxdt,

D’ou:

4
(1,9,u,v)=—[u3J, Zt:/dxdt.
Qr

Pour le deuxiéme terme on a :

o0'v 0 o'u
I.Juv)=|(b-a)ul dxdt+ | —|(b—a J v |dxdt -
(1 € ) QJ.T( ) 3 atzaxg <5|.Tat|:( )ataxg € :|
[ o-a) Ty M axdt+ [ b-a) Xy, OV faxat -
5, OX | otox ot | 5, OX ot ~ otox
19 b-ayud, 2V dxat,
Jat| otox” |
D’ou :
(1,3,u,v) = [(b—a)uJ OV et
’ o Fotox’

Enfin pour le dernier terme on a :
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4 3 2
(13.uv)=—Jabud, “Yaxdt— [ [ab% Y g v |axat+ [ ap T | dxat -
S, X 5, OX OX 5, OX OX OX

2 3
_ Ii ab My OV | et + ji abud. 2V [axdt,
9. 0x|  ox °ox? 9, OX ox
D’ou :
o'v
(1,3,u,v)=—[abuJ, — dxdt.
Qr X

Donc :
dJ.u,v)=>(u,J,v).

En vertu de (3.9) et (3.10), on obtient :

| <c suwp [®(u,J,V)
2,0 —

(3.11)
veH3 (Qr) Hvuz,o

J.u

D'apres la propriété 4 des opérateurs de régularisation, on a:

\]“‘V H?(Qr) SHV H2(Qq)

Donc :

61y sp LIV (V) | (uv)
verz@r) ML,  vewz@n VL,  verzp M,

En vertu de (3.12), Iinégalité (3.11) peut-étre écrite ainsi :

<c Sup @)

veHS(Qr) HVH2,0 |

J.u

‘2,0

En passant a la limite dans la derniere inégalite, quand € — 0 et du faitque J . u —u dans
H?(Q.,), on obtient:

(313) |u|,, <c|L,ul,, . YueD(L,).

A partir de la forme bilinéaire W (u, v) associée au probléme dual, de maniére analogue on

établit I'inégalité (3.6) pour tout v € D(L ,*).

4. Existence et unicité de la solution :
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- Théoréme 4.1 :

Si les conditions du théoréme 3.1 sont vérifiées alors pour toute fonction f € H*(Q,)

(respectivement g ng (Q-)), le probléeme (1.1)-(1.7) (respectivement (1.9)-(1.13)) admet

une et une seule solution généralisée.

- Démonstration :

La démonstration de ce théoréeme est analogue a celle proposée dans [ 2 ], [ 14 ]. En effet, de

I’inégalité (3.5) découle I'unicité de la solution. Elle assure également la fermeture de

I’ensemble image R(Lo) de I’opérateur Lo. Pour montrer Iidentit¢ R(L,)=H?(Q,), on

montre d’abord I’inclusion R(L,) = R(L,). Ensuite on montre la densité des éléments
L ,u dans I’'espace H;*(Q, ) lorsque u parcourt D(L o).
En effet, soit {fk }keN une suite de Cauchy dans I’espace H,*(Q- ), constituée des éléments
de I’ensemble R(Lo). Il lui correspond une suite {u ‘ }keN de D(Lo) telle que :

Lu=f  ,keN.

De I’inégalité (3.5) on deduit que la suite {uk} est aussi une suite de Cauchy dans

keN

I’espace H; (Q, ). Car:

{f, }._., une suite de Cauchy <> {Vs > 3n, e N:Vp,q=>n, :pr — qu < 8}
&t Hup Bl uquz,o < CHLO(UP Bl uq)Hfz,o - Cpr _fqufz,o <te.

Lasuite (U, ) converge vers un élément u e H; (Q,).

:Pour tout kK € N, la fonctionnelle :

V> Ou,,Vv),
est continue dans H (Q, ). Ce qui entraine la continuité de la fonctionnelle :
vV —> O(u,v).
On définit: L u="f, avec f =limf,.
D’ouU on obtient I’inclusion m dans R(L,).
Pour montrer la densité de R(L,) dans H,*(Q,), on montre un résultat équivalent, qui

consiste a montrer que I’orthogonal se réduit a I’élément nul, c’est-a-dire : R(LO)i = {O}
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Soit Ve H ?(Q,) tel que :{L,u,v)=0 ,VueD(L,).

Pour ue D(L,) et ve H,?(Q,) eta partir de I’égalité (1.7) on a:
(L,u,v)=(u,L,*)=0.

De cette derniere égalité, et en utilisant I’inégalité (3.6) on déduit que v est nulle dans I’espace

H.*(Q;), lorsque u parcourt D(L, ).

La seconde partie du théoréme, pour le probléeme dual se démontre de maniére analogue en
utilisant le diviseur

M*v:u(x,t):t@—v.
ot

Partie 2 : Probléeme composite avec partie secondaire
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1. Position du probléme :

Dans I’ouvert rectangulaire Q. =Q x (0, T),ou Q = (0,1) est un intervalle ouvert de R,

et T>0, on compléte le probléeme étudié dans la premiere partie, en ajoutant les membres
d’ordre inférieur. D’ou on considere I’équation différentielle de type composite suivante:
o°'u  o°u o*u od%u

+ + +Au=f

11) LU=LoU+ + ,
1) T ot atox? | otr ox

dans Q.,

Avec : L oU Erreur ! Signet non défini..

Ou a, b des constantes strictement positives, a —b >0 , etA une constante strictement
négative et f une fonction donnée.

A cette équation, on associe les conditions initiales suivantes :

(12) u(x,0)=0 ,sur Q,
ou

13) —(x,00=0 , Q,

(13) at( ) sur
o°u

1.4 Xx,0)=0 , Q,

(1.4) e (x,0) sur

La condition de Dirichlet homogeéne :

(15 u(0,t)=u(l,t)=0, sur(0,T),

Les conditions au bord :

(1.6) a—u(O,t):é—u(l,t), sur (0, T),
OX OX

et la condition finale :

(1.7) u(x,T)=0 . surQ.

Parallélement au probleme (1.1)-(1.7), on considere son probléme dual . On note L * le
dual formel de I’opérateur L, que I’on définit relativement au produit scalaire dans I’espace
L%(Q+) & I’aide de I"égalité suivante :

(1.8) Lu,v)=(Uu,L *Vv),
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Pour toutuetvde C;(Q,), ou (..) désigne le produit scalaire dans L, (Q-).

D’ou on considere I’équation suivante :
(1.9) L *V = L *oErreur! Signet non
o’v. 0o°v  0'v 0’v
- -+ — +— +Av=g(X,1),
ot®  otox ot OX
0* 0% . 0’V o0%v

Avec L *oErreur ! Signet non défini.= —-a +b .

" ) G o TP

Le probléme dual consiste a résoudre dans le rectangle Qr, I’équation (1.8) par rapport a la

défini.—

fonction v vérifiant la condition initiale :

(1.10) v(x,0)=0 : sur Q,

Les conditions finales :
o0’V
ot?

(1.11) v(x,T) :%(X,T): (x,T)=0, sur Q2

et les conditions aux limites :

(112 v(0,t)=v(L,t)=0 sur (0, T),

sur (0, T).

oV oV
113) —(0,t)=—(Lt)=0
13 — (0.H=—(L1

2. Espaces fonctionnels :

On désigne le domaine de définition de I’opérateur . par: D(L )= H; (Q, ), le sous espace

de I’espace de Sobolev H4(QT), constitué des éléments u vérifiants les conditions (1.2)-

(1.7). On définit également le domaine de définition de I’opérateur L * par :

0 4
DL *) =H (Q,) constitué de tous les éléments v de H*(Q,) vérifiant les conditions

(1.10)-(L.13).

Soit H2(Q,) le sous espace de H*(Q,), dont les éléments vérifient les conditions
suivantes :

o%u
atZ
(22) u(x,T)=0 . surQ,

(2.1) u(x,O):%u(x,O): (x,00=0 , surQ,
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2.3) u(0,t)=u(Lt)=0 ., sur (0, T),
(2.4) a—u(O, t)= a—u(l, t)=0 , sur(0,T).
OX OX
Soit H,?(Q,) I'espace dual de HZ(Q,) par rapport a la forme bilinéaire canonique

(u,v), ue H?(Q,), ve HZ(Q,), prolongement par continuité de la forme bilinéaire

(u,v)ol uel’(Q,) et ve H:(Q,).

3. Inéqgalité de I’énerqie et ses conséguences :

Le probleme (1.1)-(1.7) sera considéré comme résolution de [I’équation

opérationnelle :

(3.1) v Erreur! Signet non défini. D(v),

Ou I’opérateur L est engendré par I’équation (1.1).

Et le probleme (1.9)-(1.13) comme résolution de I’équation opérationnelle suivante :

(32 L *v=g , Ve DL *).

Pour résoudre I’équation (3.1)pour tout f € ng (Q,), on construit une extension L de
I’opérateur L , dont I’image R (L) coincide avec I’espace H ;2 Q).

Pour construire I’extension L de I’opérateur L, on compléte D(L ) par les éléments qui rendent
la forme bilinéaire ®(u, V) continue par rapport a v, ¢’est-a-dire :

Une fonction u e H; (Q,) sera considéré comme élément de D(L) (domaine de définition

de L), si I’application :

v = ®(u,v)=(u, L*v),
est une fonctionnelle linéaire continue sur I’ensemble IEIA(QT), dense dans I’espace
HZ(Q,) muni de la topologie induite de H: (Q. ).
Donc, la fonctionnelled®(u, V) admet un prolongement continu, désigné par le méme
symbole sur tout HS (Q- ). D’aprés le théoréme de Riesz, il existe un élément unique
Lou e H,;?(Q,) tel que :

®(u,v)=(Lu,V),

pour tout U € D(L) et pour tout ve H; (Q,).
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On note H H la norme dans L,(Qr), et H pro la norme dans I’espace de SobolevH¢{ (Q ),

p € Z( ensemble des entiers relatifs ).

La norme de Lu est défini par la formule :

®(u,v)
= sup 20
veH3(Qy) HVH2,0

De maniere analogue, a partir de la forme bilinéaire :
Y(u,v)=(Lu,v),

on construit I’extension L* de I’opérateur L *.

- Définition 3.1 :
La solution de I’équation opérationnelle :
(33) Lu=f ueD(L),

est appelée solution généralisée (faible) du probleme (1.1)-(1.7), et la solution de I’équation :
(34) L*v=g, Vv eD(L%,

solution généralisée du probleme dual (1.9)-(1.13).

- Remarque :
La résolution des problémes (1.1)-(1.7) et (1.9)-(1.13) est basée sur les inégalités de I’énergie

pour les opérateurs L et L*.

- Théoréme 3.1 :
Les opérateurs L et L*, engendrés par les problemes (1.1)-(1.7) et (1.9)-(1.13) respectivement

satisfont les estimations & priori suivantes :
(3'5) Huuz,o < CHLUH—z,o , VUe D(L)’
(3'6) Hvuz,o <c* HL * VH72,0 , Ve D(L*)’

ou les constantes ¢>0 et c*>0 ne dépendent pas de u et v.
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- Démonstration :

On démontre dans un premier lieu I’inégalité (3.5) pour les fonctions assez régulieres,

c’est-a-dire U € D(1L ). Danscecasona:
(3.7) ®(u,v)=(Lu,v).

Dans cette derniére égalité, on pose :
ou
Mu :v(x,t):(t—T)E—u.

En intégrant par parties, la forme bilinéaire d(Uu,V) peut-étre écrite sous une forme plus

simple. Pour cela on considére separément les intégrales qui la composent.

ou ou
(Lu,(t—T)E—u)_(LOu,(t—T)E—u)+

o’'u  o°u  o*u du
+ J. 3 + 2 + 2 + 2
ot otox ot OX

+ xu} [(t - T)%u — u} dxdt,

Qr

u dxdt +

0°u ou jasu

:(Lou,(t—T)aa—‘:—u)+j(t—T) = dxdt -

Qr at3

3 3
auza—udxd—j 8u2
otox* ot 5, OtoX

2 2
O U et — [
oX" ot

3
Qr

2
U QU gyt -
o’ ot

+[(t-T) udxdt + [ (t-T)

u dxdt +

2

o’u
—i@tz udxdt+QjT(t—T)

Qr

+ [t =T) X U dxt - [ A u?dxat,
5 ot 5
ou
:(Lou,(t—T)E—u)+ll+I2 +,+ 1, + 1+ + 1+ 1+ 1.

En tenant compte des conditions (1.2)-(1.7), et a I’aide d’intégration par parties successives,
on calcule les intégrales suivantes :
D’apres la premiere partie on a :
o’u
atz

u

0 u
otox

82
OX?

)? dxdt.

2(L0u,(t—T)%u—u): [(55)? dxdt + [ (a—b) (=) dxdt +3[ab (

Pour la premiére intégrale on a :
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uau

|_j(t—

ﬁ(a”) dxdlt.
2QT

:J’(T_

La seconde intégrale peut-étre écrite comme suit :

3
IZ:Ia l:udxdt,

I R

240t ot

Pour la troisieme intégrale on aura :

L= J@-7) a“‘2—“o|o|

_J'(T

L'intégrale 1, peut-étre écrite sous la forme :

o’u
l, :I o u dxdt,

0 au
I@ OX
=0.

Y2 dxdt,

Pour l'intégrale Is on aura :

| _j(t—T)a “a—“d dt,

ou
=—= | (<)*dxdt.
]G

L'intégrale l¢ peut-étre transformée sous la forme :
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Qr

j( )ddt

Et I'intégrale 1, peut-étre écrite comme suit :

a‘“'a—“ol dt,

| _j(t—T)

ou
== [ (=)*dxdt.
2(£(ax)

On a également pour g :

2
1, = [2Y G et
9, OX

ou
=- | (==)*dxdt.
I(éx)

Enfin pour la derniere intégrale on a :

ou
I, = |A(t—=T)—udxdt,
= [re-D

:—ljkuﬂmn
2

D’ou en ajoutant membre a membre les intégrales précédentes on obtient :

2(Lu,(t—T)%u—u)—j(a

+2j(T

+—f ( ) dxdt + BI ( ) dxdt——SI},uzdxdt
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En utilisant I’inégalité de cauchy-schwartz on obtient :

[Cer

+2j(t—T)

j( )7 dxdlt +

3[( ) dxdt—3jku dxdt <= j(Lu) dxdt +8j(Mu) dxdt,

SQT
<Z I (Lu)’dxdt+eT? [ (—)? dxdt +
SQIT( ) QIT(at)

+ 28ju2dxdt.

On a pour tout U € D(L) I’estimation de type Poincaré suivante

ou

(3.8) Ju|<2T|— - YueD(L).

En utilisant I’inégalité (3. 8) on obtient :

j(az )? dxdt + 3jab

+2j(t—

j (E) dxdt +

3]( ) dxdt—3jku dxdt <= I(Lu) dxdt + 9¢ T2 j( ~—)? dxdt.

SQT

Que I'on peut écrire sous la forme suivante :

(=)

+2[(t- ) dxdt +
Qr

3[( ) dxdt—3jxu dxdt <= j(Lu) dxdt.
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En prenant € =

-~ eten minorant le membre de gauche de I’inégalité, on obtient :

o°u
ot’®

u

62
2dxdt +
8x2)

, ,0u,, ,ou,,
j[u +(EE) +(5;)}dxdt+i(

Qr

)2dxdt + [ (
Qr
‘u
+ [ (Z—)*dxdt <c [ (L u)*dxdt.
Qr atax Qr
Ou c est une constante indépendante de u.
De cette derniere inégalité découle immédiatement I’inégalité recherchée (3.5) et le théoreme

3.1 est démontré.

Pour u € D(L), on utilise les opérateurs de régularisation de Friedrichs [19 ].

4. Existence et unicité de la solution :

- Théoréme 4.1 :

Si les conditions du théoréme 3.1 sont vérifiées alors pour toute fonction f € H;*(Q,)

(respectivement g € H,?(Q- ) ), le probléme (1.1)-(1.7) (respectivement (1.9)-(1.13) ) admet
g o K1

une et une seule solution généralisée.

- Démonstration :

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle proposée dans [ 2 ], [ 14 ]. En effet, de

I’inégalité (3.5) découle I'unicité de la solution. Elle assure également la fermeture de
I’ensemble image R(L) de I’opérateur L. Pour montrer I’identitt R(L)=H_*(Q,), on
montre d’abord I’inclusion R(L) = R(L).

Ensuite on montre la densité des éléments LU dans I’espace ng (Q,) lorsque u parcourt

D(L ).En effet, soit {f, },_, une suite de Cauchy dans I'espace H.*(Q,), constituée des

keN

elements de I’ensemble R(L). Il lui correspond une suite {u ‘ }keN de D(L) telle que :
Lu, =f, ,keN.
De I’inégalité (3.5) on déduit que la suite {uk}keN est aussi une suite de Cauchy dans

I’espace H; (Q, ). Car:

{f, }..., une suite de Cauchy <> {Vs > 3n, e N:Vp,q=>n, :pr —qu < 8}
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et Hup B uquz,o = CHLO(UP B uqufz,o - CHfP _fqufz,o <Ce.

Lasuite (U, ) converge vers un élément U e H? (Q; ).

Pour tout K € N, la fonctionnelle :
v —> O(u,,V),

est continue dans H: (Q ). Ce qui entraine la continuité de la fonctionnelle :
v —> O(Uu,v).

On définit: Lu="f,avec f =limf .

D’ou on obtient I’inclusion R(L) dans R(L).

Pour montrer la densité de R(L) dans H*(Q. ), on montre un résultat équivalent, qui

consiste & montrer que I"orthogonal se réduit  I’élément nul, c’est-a-dire : R(L)* = {0}.
Soit ve H*(Q,) tel que:{Lu,v) =0 ,VueD(L).
Pour ue D(L ) et ve H,?(Q;) eta partir de I’égalité (1.7) on a:

(Lu,v)=(u,L *)=0.
De cette derniere égalité, et en utilisant I’inégalité (3.6) on déduit que v est nulle dans I’espace
H.?(Q,), lorsque u parcourt D(L ).

La seconde partie du théoreme, pour le probleme dual se démontre de maniére analogue en

utilisant le diviseur
oV
M*v=u(x,t)=t——v.
ot

Partie 3 : Probléme composite dans I’espace :

1. Position du probleme :

Soit © un ouvert borné de points X = (X,,..., X, ) de I’espace R", a frontiére réguliére par

morceaux I" =0 . Dans le cylindre Q. =Q X (0, T) avec T>0, on considére I’équation

différentielle de type composite suivante:
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0° o’u

(1.1) Lu:(at2 _A)(8t2 +Bu)=f , dansQ,,
Avec :
n o°u
Au= > a.
.,21 " OX,0X,
et i 5%y
Bu=>» b
2:11 ! GXian

A cette équation, on associe les conditions initiales suivantes :

(1.2) u((x,00=0 , sur Q,
ou
13) —(x,00=0 , surQ,
(1.3) p (x,0) u
2
(1.4) ‘;f x0=0 , suwQ,

La condition finale :

(15 u(x,T)=0 , surQ),

et les conditions aux limites homogénes :
ou

s = |s = 0.

| ov

ot X =0Q X (0, T) désigne la surface latérale du cylindre Q+ , et V le vecteur unitaire de la

16) U

normale extérieure a 0Q,, f une fonction donnée et a,

i bij des constantes strictement

positives vérifiant les conditions suivantes :
(1'7) a'|J :aJ| 1b” :b“ ;i,jzl,-..,n.

18) (a;—b))¢¢ zald \VE=(C,.E,) R’
(L9 b,a,C,C,2v[c,"
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Parallelement au probléme (1.1)-(1.6), on considére son probléme dual . On note L * le
dual formel de I’opérateur L , que I’on définit relativement au produit scalaire dans I’espace
L, (Q,)al’aide de I’égalité suivante :

(1100  (wu,v)=(u,L *v).
Pour toutuetvde C;(Q,), ou (..) désigne le produit scalaire dans L, (Q-).

D’ou on considere I’équation suivante:

0° o%u
1.1) L *v=(—-A + Bv) = , surQ.,
(1.11) (atz )(atz )=49 Q

Le probléme dual consiste a résoudre dans le rectangle Q+, I’équation (1.8) par rapport a la

fonction v vérifiant la condition initiale :

(1.12) v(x,0)=0 , sur Q.

Les conditions finales :
o°v
ot?

(1.13) v(x,T):%(x,T): (X, T)=0 , surQ,

et les conditions aux limites :

(1.14) V‘2 :E‘E =0.

Les problémes (1.1)-(1.6) et (1.11)-(1.14) sont auto-adjoints.

2. Espaces fonctionnels :

On désigne le domaine de définition de I’opérateur L par: D(L )= HS(QT), le sous-espace

de I’espace de Sobolev H4(QT), constitué des éléments u vérifiants les conditions (1.2)-

(1.6). On définit également le domaine de définition de I’opérateur L * par
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04
DL *)=H (Q,) constitué de tous les éléments v de H*(Q,) vérifiant les conditions

(1.12)-(1.14).

Soit H;(Q,) le sous espace de Hi(QT), dont les éléments vérifient les conditions

suivantes :
ou o%u
(2.1) u(x,O):E(x,O)z e (x,00=0 , surQ,
22) u(x,T)=0 . sur Q,
ou
(23) uy =8—V\Z =0.

Soit H,?(Q,) I'espace dual de HZ(Q,) par rapport a la forme bilinéaire canonique
(u,v), ue H*(Q,),veH:(Q,), prolongement par continuité de la forme bilinéaire

(u,v)ol uel’(Q,) et ve H:(Q,).

3. Inégalité de I’énergie et ses conséquences :

Le probleme (1.1)-(1.6) sera considéré comme résolution de I’équation

opérationnelle :

(31) L Erreur ! Signet non défini. D(.),

ou I’opérateur L. est engendré par I’équation (1.1).

Et le probleme (1.11)-(1.14) comme résolution de I’équation opérationnelle suivante :

(32 L*v=g ,VveDlL*).

Pour résoudre I’équation (3.1)pour tout f € H *(Q,), on construit une extension L de
I’opérateur L , dont I’image R (L) coincide avec I’espace ng Q).

Pour construire I’extension L de I’opérateur L , on compléte D(L ) par les éléments qui
rendent la forme bilinéaire ®(u, V) continue par rapport a v, ¢’est-a-dire :

Une fonction U € HS(QT) sera considéré comme élément de D(L) (domaine de définition

de L), si I’application :

v ®(u,v)=(u, L*V),
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0 4
est une fonctionnelle linaire continue sur I’ensemble H (Q,), dense dans I’espace

H?(Q,) muni de la topologie induite de H’(Q, ). Donc, la fonctionnelle ®(u, v) admet
un prolongement continu, désigné par le méme symbole sur tout Hﬁ(QT). D’apreés le
théoreme de Riesz, il existe un élément unique Lu € H;z (Q,) tel que:

®(u,v) =(Lu,Vv),
pour tout U € D(L) et pour tout Ve H; (Q,).
On note H H la norme dans L,(Qr), et H Hp‘o la norme dans I’espace de SobolevH¢ (Q- ),

p € Z (ensemble des entiers relatifs ).
La norme de Lu est défini par la formule :
L= s BUY
’ veH3 (Q7) Hvuz,o
De maniere analogue, a partir de la forme bilinéaire :
Y(u,v)=(Lu,v),

on construit I’extension L* de I’opérateur L *.

- Définition 3.1 :

La solution de I’équation opérationnelle :

(33) Lu=f , ueD(L),

est appelée solution généralisée (faible) du probleme (1.1)-(1.6), et la solution de I’équation :
(34) L*v=g , v e D(L%),

solution géneralisée du probléeme dual (1.11)-(1.14).

- Remarque :
La résolution des problemes (1.1)-(1.6) et (1.11)-(1.14) est basée sur les inégalités de

I’énergie pour les opérateurs L et L*,

- Théoreme 3.1 :
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Si les coefficients de I'équation (1.1) vérifient les conditions (1.7)-(1.9), les opérateurs L et

L*, engendrés par les problemes (1.1)-(1.6) et (1.11)-(1.14) respectivement satisfont les
estimations a priori suivantes :

(3'5) Huuz,o < CHLUH—Z,O , VUe D(L)’
(3'6) Hvuz,o <C *HL * Vufz,o , VVe D(L*)’

ou les constantes ¢>0 et c*>0 ne dépendent pas de u et v.

- Démonstration :

On démontre dans un premier lieu I’inégalité (3.5) pour les fonctions assez régulieres,

c’est-a-dire U D(L ). Danscecasona:
(3.7) ®d(u,v)=(Lu,v).

Dans cette derniére égalité, on pose :
ou
Mu = v(X, t) :(t—T)E— u

En intégrant par parties, la forme bilinéaire ®(u, V) peut-étre écrite sous une forme plus

simple. Pour cela on considére séparément les intégrales qui la composent.

ou o°u ou
(t=T)—— B) (t—T)— —u |dxdt
Gu (-7 -u)= j(atz = )[( )% u}x

n o'u
I + (b L
Qr ij=1 8'[ OX. 8X

_izn“a”b. 0'u }[(t_T)‘z—l:—u}dxdt,

i,j=11k=1 . 5Xi5X|5Xk8Xj

=h+ L+L+L+ 1+

En tenant compte des conditions (1.2)-(1.6), et a I’aide d’intégration par parties successives,
on calcule les intégrales suivantes :

Pour la premiére intégrale on a :
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uau

| _.ja-T

0 ,0°U du
— —)dxdt.
J.é (8'[2 8t)

La seconde intégrale peut-étre écrite comme suit :

o‘u
B I 0 a u au dxdt.
Pour la troisieme intégrale on aura :
o'u  au
I,=1|(b, —a, )(t- — dxdt,
3 d[( ij u)( )81: 6 a 6'[
:_j(t_T)lg (b, —a;) o’u o dxdt,
2 ot Otox, otoX,
2 2
j(, —a) 20 TY Gt
: atax Otox

L'intégrale 14 peut-étre écrite sous la forme :

o*u
I, = (b, —udxdt,
I( ! 8 20X 8
ou au
- —— dxdt,
J.( ij IJ atZa a J
= (b, -a,) 2% OY gt
S5, Otox; otox,

On a également pour s :
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ja” -y 2Y Mgt
: OX 0% ,0X . OX ; 0Ot

2 2
:j(t_T)lg[ p, O U o }dxdt,
Qr

"9 ox,0%, X, OX,
1j o’u  o°u

—|a,by dxdt.
24, OX,0X, OX,OX,

Enfin pour derniére intégrale, on a:

I, = fayb, ——2
& | OX,0X,0X,0X,

2
- [a,b, OU_ .
S, OX;0X, OX,OX,

D’ou en ajoutant membre a membre les intégrales précédentes on obtient :
o’u o’u o%u

2(Lu,(t—T)a—u—u)= f( dxdt +
ot 3ot OtoX, oK.

)? dxdt + [ (a, — b,)
Qr

2 2
+3[a,b, Ou_ U gyt
S5, OX,0X, OX,0X

En utilisant (1.7) - (1.9) on obtient :

cxj(‘9 )2 dxdt +3y | ou
5, OoX, 5, OX.0

62
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En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :
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j(azf)dedt+aj

j(Lu) dxdt +T? j( —)? dxdt+28ju dxdt.

Qr

On a pour tout U € D(L ) I’estimation de type Poincaré suivante :

lu < 21| VueD(L),
ot
ou o’u

3.8 , Vue D(L ),
G ax = aex, =bi)

2
L P | YueD(L).

B ot

En utilisant I’inégalité (3.8) on obtient :

j(a“) dxdt +

aj(———) dxdt +

8T ¢ Ter *d

o]

Qr i

+¢T? j(—)2 dxdt + 2 [u? dxdt.
Qr ot Qr

Et d’autre part,on a:

1

8_u au

2dxdt + 2dxdt +

j c———) dxdlt + ; [
i Qr
o’u o%u

1 2
+—a dxdt +3
2 QI (ataxi) YQIT (ax OX

ydmns—juuydmn+gﬁjcﬂydmn+
i j € Qr Qr at

+2¢ j u 2dxdt.
Qr

Que I'on peut écrire sous la forme suivante :
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-T)j( T2 dxdt + —j(—)ddt+

64T*

au |, 1
—)“dxdt +
8T2 Q[(c?xi)

En prenant € = - eten minorant le membre de gauche de I'inégalité, on obtient :

j{uu(g—‘:)u(a“) }dxdt j(52 ) dxdt +

Qr ax i

Ou c est une constante indépendante de u.
De cette derniére inégalité découle immédiatement I’inégalité recherchée (3.5) et le théoréme
3.1 est démontre.

Pour U € D(L), on utilise les opérateurs de régularisation de Friedrichs [19 ].

4. Existence et unicité de la solution :

- Théoreme 4.1 :

Si les conditions du théoréme 3.1 sont vérifiées alors pour toute fonction f € H.?(Q.)

(respectivement geng(QT)), le probléeme (1.1)-(1.6) (respectivement (1.11)-(1.14))

admet une et une seule solution généralisée.

- Démonstration :

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle proposée dans [ 2 ], [ 14 ]. En effet, de
I’inégalité (3.5) découle I’unicité de la solution. Elle assure également la fermeture de

I’ensemble image R(L) de I’opérateur L. Pour montrer I’identitt R(L)=H_*(Q,), on

montre d’abord I’inclusion R(L) < R(L). En suite on montre la densité des éléments Lu

dans I’espace H;* (Q,) lorsque u parcourt D(L ).
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En effet, soit {f, },_ une suite de Cauchy dans I’espace H,*(Q, ), constituée des éléments

keN

de I’ensemble R(L). Il lui correspond une suite {u i} }keN de D(L) telle que .

Lu, =f . keN.

k k

De I’inégalité (3.5) on déduit que la suite {uk}
I’espace H:(Q,).

Car: Hup B uquz,o < CHLO(UP - uqufz,o - CHfP _fqufz,o — 0

oy €St aussi une suite de Cauchy dans

Lasuite (U, ) converge vers un élément U e HZ (Q; ).
Pour tout K € N, la fonctionnelle :

vV > ®du,,v)
est continue dans H? (Q,) . Ce qui entraine la continuité de la fonctionnelle :

vV —> ®(u,Vv)
On définit: Lu="f,avec f =limf .
D’ou on obtient I’inclusion m dans R(L).
Pour montrer la densité de R(L) dans H,*(Q- ), on montre un résultat équivalent, qui
consiste & montrer que I"orthogonal se réduit a I’élément nul, c’est-a-dire : R(L) " = {0}
Soit ve H?(Q;) tel que :{Lu,v) =0 ,VueD(L).
Pour ue D(L ) et ve H ?(Q,) etapartir de I’égalité (1.7) ona:

(Lu,v)=(u,L *)=0.

De cette derniere égalité, et en utilisant I’inégalité (3.6) on déduit que v est nulle dans I’espace
H.*(Q;), lorsque u parcourt D(L ).

La seconde partie du théoreme, pour le probleme dual se démontre de maniére analogue en

utilisant le diviseur :

M*v:u(x,t):tg—v.
ot
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e Conclusion:

Dans le cas des problemes mixtes, il suffit de faire I'étude de la partie principale de
I'équation, et on peut étendre I'étude au cas de I'équation complete. Mais, dans le cas des
équations de type composite cela n'est pas toujours possible.

En effet, on ne peut pas rajouter tous les membres d'ordre inférieur tous dépend de
I'opérateur diviseur.

La question qui se pose, peut-on améliorer les opérateurs utilisés dans ce travail ?
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