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Introduction

Dans I’étude des équations aux dérivées partielles, la difficulté n’est pas uniquement de trou-
ver des solutions mais aussi de connaitre le comportement des solutions, a titre d’exemple
"le principe de prolongement unique". En général, pour prouver que la solution d’'une E.D.P
admet un prolongement unique, on utilise souvent des inégalités de type Carleman (Inégalité
avec poids). Carleman est le premier qui a introduit ces inégalités en 1939 pour montrer
la propriété du prolongement unique pour I'opérateur de Schrodinger H = A +V dans R2,
ou V est un potentiel borné (en fait, les inégalités de type Carleman peuvent étre utilisées
dans plusieurs démonstrations, a titre d’exemple, on a utilisé dans ce mémoire ces inégalités
pour établir la preuve du Théoréeme de 'inégalité des trois sphéres et I'inégalité "Doubling"
locale (voir chapitre 3 et 4)). En 1987, N. Garofalo et F.H Lin présentent dans [GL87] une

approche géométrique au prolongement unique pour 1’équation:

Lu=—div(A(x)Vu)+b(x).V(z)+V (z)u

ol A est une matrice symétrique a valeurs réelles sur 2 satisfaisant les hypothéses suivantes:

(i) I existe un A € (0,1) tel que pour tout z € Q et £ € R :

Mal* <3 ay (0) 66 < A7 ol

ij=1

(ii) Il existe une constante I' > 0 telle que, pour tout x,y € 2, on a:

laij (z) —ai; (y)| < Tz -y

Pour les coefficients b (x) et V (), on exige:



Introduction

To dr
0 rf(r) <

+00 et pour tout z € QN By, (x0), ou B, (z9) = {y € Q\|xo — y| < ro}, nous avons:

(iii) pour tout zq € €, il existe 1o > 0 telle que: f est décroissante sur (0, ),

c C
Pl g S e e

On dit que L a la propriété du prolongement unique fort dans €2, si u = 0 est 'unique

solution de Lu = 0 dans H,"? (), qui s’annule a un ordre infini en 2, € Q. (une fonction

loc
u € Lj, s’annule a un ordre infini en un point o € R™ si [ u?dx = O (r¥) ,Vk € N

qd r — 0).

x—xo|<T

Pour prouver 'unicité du prolongement, on utilise la propriété "Doubling":

Les conditions "Doubling": Soit v € H. 11062 () est une solution de Lu = 0 dans €2, avec
L satisfaisant (i), (ii) et (iii) ci-dessus. Soit zo € € ot r¢ > 0 est le nombre dans (iii). Sans
perdre de généralité, on peut supposer que By, (rg) C Q. Alors il existe deux nombres C,
7 > 0, avec C' dépendant de u, n, A, I' et les propriétés locales de b et V' en x( telles que

pour toute boule B,, pour laquelle By, C By (), on a:

/ WP <K [ Juf
B2r BT

ou I' et A sont les parametres introduits dans (i) et (ii). Une conséquence de cette inégalité
est que 'opérateur Lu admet la propriété du prolongement unique.

La propriété "Doubling" est un concept de base de la théorie de la mesure ((GCRDF85]),[H01].
Par la suite, elle s’est avérée étre un outil important pour obtenir des estimations elliptiques
convenables, dans les problémes inverses [ ABRV01, V08, MR04, MR05 | et dans certains

problémes aux limites. En effet, considérons ’équation elliptique:

div (cVu) = 0, dans Q (0.0.1)

ot §2 est un ouvert borné dans R", de frontiére suffisamment lisse notée 0, o (z) =
{04} est une matrice symétrique satisfaisant la condition d’ellipticité uniforme et telle que

o;; € C%L. Soit la solution de (0.1.1), satisfaisant la condition de Dirichlet.
u =g, sur 0 (0.0.2)

Alors la propriété "Doubling" précise que pour tout sous ensemble G de 2 et pour toutes

3



Introduction

boules B,, By, CG (B, ={x € Q /|| <r), on a:

/B WP <K [ | (0.0.3)
2r

By
ol K est une constante dépendant de €2, de GG, de la régularité, de l'ellipticité des coefficients

oi; et de u. Avec cette inégalité, on peut obtenir 'inégalité de propagation Lipshitz de la

petitesse:

[ wrzc [
By Q

L’inégalité "Doubling" pour I’équation (0.0.1) est une conséquence de 'inégalité d’'Harnack
(voir [ChiarFab86]).

Pour le systéme de Lamé d’élasticité isotrope (voir définitions dans les prochains chapitres):

div (u <Vu + (Vu)T>> + V (Adivu) = 0, dans Q (0.0.4)

ou 2 C R"™ est un ensemble ouvert borné et connexe, les coefficients de Lamé p = p(z),

A = A (z) sont dans C"'et satisfaisant la condition d’ellipticité :
w>ag>0,2u+A>p5y>0

pour des constantes «q, 5y données. L’inégalité "Doubling" de la forme :

/ lul> +|divul® < K/ Ju> + |divul>, YO < r < 7 (0.0.5)
B2r B
a été prouvée dans [AMO1], ou 7 dépendent de ag, Bo, ||l orr 5 | Ao

Plus récemment, les inégalités "Doubling" ont été étudiées pour des systémes avec une
partie principale diagonale (s’écrit sous la forme Al+(...)) comme le Laplacien A [LnKWO0§]
ou bien le Laplacien itéré [LngWO8|.

Le but de ce travail est d’établir une inégalité "Doubling" pour le probléme suivant:
div(u (Vu + (VU)T>) + V (Adivu) = 0, dans © (0.06)
((u (w + (VU)T)) + (Adiva) [n> v = @, sur OQ -

ot 2 est un ouvert borné de frontiére 92 Lipshitzienne, u, A € C*! (Q) et I,, matrice identité.

En ce qui concerne la démonstration de ce résultat, on utilise une méthode différente de
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Introduction

celle utilisée dans les articles indiqués précédemment. Afin d’atteindre 1’objectif attendu,
on partage notre travail en 5 chapitres:

On présente dans le premier chapitre des rappels sur les espaces de Sobolev et quelques
résultats fondamentaux utiles aux chapitres ultérieurs. Dans le deuxiéme chapitre, nous
définissons le systéme de Lamé, sa signification physique et mathématique, et, nous allons

voir comment, on peut réduire ce systéme & un systéme d’ordre 4:

3
‘A2ui‘ SKOZ |D%ul,i=1,...,n

la)=1

On généralise ensuite ce résultat jusqu’a l'ordre [ c’est-a-dire :

|A'| < Ko Z |D%l|,i=1,...,n (0.0.7)

o <[%]

Dans le troisiéme chapitre, on s’inspire de [LngWO08] pour prouver I'inégalité des trois
sphéres pour le systéme (0.0.7) et la démonstration de [AMRO02] pour prouver l'inégalité de
propagation de la petitesse.

Dans le chapitre 4, on démontre les inégalités "Doubling" pour le systéme (0.0.7).

Enfin dans le cinquiéme chapitre, on établit la preuve de ’existence et de 'unicité des

solutions du probléme au limite (0.0.6), et I'inégalité "Doubling" globale pour ce probléme.



Chapitre 1

Rappels de quelques résultats

fondamentaux

L’essentiel du contenu de ce paragraphe provient des références [Bre83], [Ada75] et de

[FBOR09).

1.1 Espaces H"(Q), HY (Q), H*(Q)

Définition 1.1.1 Soit Q un ouvert de R?. Pour tout entier k > 0, on définit l’espace de
Sobolev H* (Q) de la fagon suivante

H*(Q) ={uec L*(Q),0% € L*(Q),Ya € N |a| < k}

muni de la norme

1
2
lullge = | Y 10°ull
lal<k

De fagon évidente, on a H°(Q) = L*(Q) et H*(Q) = {u € H*(Q),Vu € (H*(Q2))?}.On
définit enfin HY (Q), Padhérence dans H*(2) de D(f2), ensemble des fonctions de classe C'*°

et a support compact dans (2.



1.1. Espaces H* (Q), HY (Q), H™*(Q)

Proposition 1.1.1 Les espaces H*(Q) et HY (Q) ainsi définis sont des espaces de Hilbert

et de plus, si ) est Lipschitzien, alors 'ensemble C*(2) des fonctions réguliéres jusqu’au

bord de Q est dense dans H*((2).
Il est possible de caractériser le dual topologique de I'espace HY (Q) de la fagon suivante.

Définition 1.1.2 Pour tout k > 1, on définit le sous espace des distributions suivant:
HHQ) = feD(Q), f=> 0fa, avec fo € L*(Q)
la|<k

munt de la norme

. 2
||f||H*k(Q) = inf Z ||fa||L2(Q)
la|<k

La borne inférieure étant pris sur toutes les décompositions possibles de f sous la forme

intervenant dans la définition de H™".

Pour tout k > 1, 'espace H *(2) ainsi défini est un espace de Hilbert qui, de plus,
est isomorphe au dual topologique de HY (). De facon plus précise, le crochet de dualité

s’exprime de la facon suivante

ooy = S0 (~D) /Q fudPude, Vf € H* Yu € HE(Q)

a<k

On vérifie que cette formule ne dépend pas de la décomposition de f en somme des 0°f,,.

Remarque 1.1.1 le dual topologique de H*()) n’est pas un espace de distributions et ne

posséde donc pas de caractérisation aussi simple.

Remarque 1.1.2 L’exemple le plus simple a retenir, et le plus utile pour la suite de ce

mémoire, est que tout élément f de H™' () s’écrit, au sens des distributions, sous la forme
f=u+divG, avec u € L*(Q) et G € (L*(Q))*

Concluons ce paragraphe par le théoréme de dérivation des fonctions composées dans les

espaces de Sobolev.



1.1. Espaces H* (Q), HY (Q), H™*(Q)

Théoréme 1.1.1 Soit Q un ouvert de R%. Pour toute fonctionu € H' (Q) et toute fonction

T : R — R de classe C' & dérivée bornée nous avons
T(u) € H (Q) et VT (u) =T (u)Vu

De plus:
u € HY(Q) — T(u) € H(Q)

est continue

Preuve. 1. On raisonne par densité en approchant u € H' (), par une suite (uy,),
de fonctions réguliéres. Pour ces fonctions u,, le théoréeme de dérivation des fonctions
composées s’applique et on a donc V(T (uy,)) = T" (u,) Vuy,.

En prenant une fonction test & € (C (Q))?, on a donc

/ T (uy,) div®dz = / T (un) Vu,. Pdr.
Q

Q
Il faut donc vérifier que 'on peut passer a la limite dans cette formule pour montrer le
résultat.

e Tout d’abord, comme T est & dérivée bornée :
T (un) = T(u)] < Nl Jtn —

et donc T'(u,) converge vers T'(u) dans L?(Q), ce qui permet de passer a la limite dans le
premier terme.

e Pour le second terme, on utilise le fait que, quite & extraire une sous-suite de (uy),
on peut supposer que u, converge presque partout vers u (et donc T"(u,) converge presque
partout vers 7"(u) puisque 7" est continue). Par convergence dominée, on en déduit que
T (u,) converge vers T"(u) dans L*((2), et comme par ailleurs Vu,, converge vers Vu dans
L?(£2), on a bien justifi¢ le passage a la limite dans ’égalité proposée.

2. Soit (uy), une suite de foncions de H'(€) qui converge vers v € H*(2).

e On a tout d’abord

1T (un) = T(w)ll 2 < Tl llun = ull 2



1.2. Inégalités/Injections de Sobolev

et donc T'(u,) converge vers T'(u) dans L?.

e [l faut maintenant regarder les gradients.

VT (u,) — VT ()] — T (un) Vi — T’ (u) V|
= [ |T" (un) Vi, — T (u) Vu|2 dx
= [o |7 (un) Vu, = T () Vu+ T (u,) Vi — T (u) Vu|2 dx
< Jo IT () (Y — V) > dz + [, [(T' (wn) = T’ (u)) Vu|*
<% 1Vt = Vullze + fo [T () = T (@) [Vl de

Nous trouvons donc:
) 2
IVT() = VT < [T [0 =Vl + [ | ) = 7 (@] 9 d
Q

Le premier terme de I'inégalité ci dessus tend clairement vers 0. Quand au second terme,
on va montrer que sa limite supérieure « est nulle. Pour cela, on considére une sous-suite
Ug(ny qui réalise la valeur o. Comme (uy,,), converge dans L? () et quitte & extraire encore
une fois une sous-suite, on peut supposer que Uy(n) CONVErge vers u presque partout. Dans

ces conditions, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et obtenir

T
a = lim / )T' (upn)) =T (u)‘ \Vul?dz =0
Q

n—>:aoo

En réalité, on peut montrer que cette propriété est encore vraie si 1" est seulement

Lipschitzienne et C! par morceaux par exemple. m

1.2 Inégalités/Injections de Sobolev

On se contente ici de donner les résultats concernant I'espace H' () méme si des résultats

similaires peuvent étres démontrés pour les espaces H*(£2) ou les espaces W (Q), avec p

42,

Théoréme 1.2.1 Soit Q un ouvert borné Lipschitzien de R% Sid = 1 : on a injection
continue de H' (Q) dans Uespace de Holder C%z (Q)e Sid =2 : on a Uinjection continue de
HY(Q) dans l’espace LP () pour tout p < +o00. Par contre, on n’a pas linjection continue

de H* (Q) dans L* (Q).e Sid >3 : on a linjection continue de H(§) dans ’espace LP" ()

2d

avec p* = 5.



1.3. Opérateur de trace. Espace de traces

Dans le cas non borné, les résultats sont essentiellement les mémes (& part quelques
variantes du fait que les espaces L ne sont pas emboités dans ce cas). La différence essentielle

est que la compacité des injections de Sobolev n’est plus vérifiée.

1.3 Opérateur de trace. Espace de traces

Définition 1.3.1 ( Régularité Lipshitzienne )[AMRV0S]: Etant danné un domaine 2, on
dit que O0S) est de classe Lipshitzienne avec les constantes ro, My, si, pour toute xo € OS2,
il existe une transformation rigide de coordonnées (x1,...,r,) sous lesquelles nous avons
T =0 et

QN By, (0)={z € B,, (0) /x,>¥(z)}

ot By (0) ={y e R" ' /ly| <ro},x € R"x = (2 ,x,),avec &' € R", z, ER et ou U est

une fonction de R"™', continue Lipshitzienne sur B,, (0) C R"! satisfaisant ¥ (0) = 0 et

[¥(2)-Y(y)|

H\I’”COJ(BTO(O)) <roMy. ou ||\If||001<Q) = ||\I!||CO(Q) +x31yl£Q oy

THY
On sait qu’une fonction Lipschitzienne définie sur un ouvert {2 peut se prolonger par

continuité jusqu’au bord de €2, ce qui permet de donner un sens a la notion de trace de
la fonction sur le bord. On va montrer que 'on peut, dans une certaine mesure, faire une

construction équivalente dans le cas de fonctions moins réguliéres.

Théoréme 1.3.1 Soit Q un ouvert borné et Lipschitzien de R?. L’application vy : u €
C>®(Q) — v(u) = ulapg € L*0N), se prolonge de maniére unique, et de fagon continue
a Uespace de Sobolev H'(Q). On appelle lopérateur o ainsi obtenu : [’application de
traces. L ’opérateur o n'est pas surjectif sur L?(0N2). L’image de 7o est un espace de Sobolev

fractionnaire appelé H %(89) et qui est un Hilbert pour la norme

Plyion = @ lelmne
ue H (Q)
tq: you ="v

Dans ces conditions, il existe un opérateur linéaire continu Ry : H2 (9Q) — H*(Q), dit de
relévement, qui vérifie

Yo © Ry = Idaq

10



1.4. Inégalité de Poincaré

N.B. : Dans le théoréme précédent, 1'espace L?(02) est défini par le biais de cartes

locales.

Proposition 1.3.1 L’opérateur de traces ainsi construit permet d’écrire une formule d’intégration

par parties (Green-Riemann)

vue H'(Q), Vo € (H' ()", /

udiv ® dx+/
Q

Vu . ® dz :/ (vou) (70®) . vds
Q 20

1.4 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.4.1 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné et Lipschitzien de R?. I

existe une constante C' > 0 telle que
lull 2 < C [ Vull 2, Yu € Hy ()
Théoréme 1.4.2 Soit Q un ouvert borné et Lipschitzien de R?

1. Soit T'P une partie fermée d’intérieur non vide dans 0Q (pour la topologie induite).
On note

Hj={ue H (Q), v (u) =0, sur "}

Alors il existe C > 0 telle que

lull 2 < ClIVull ., Yu € Hp (Q)

H}nz{ueﬂl(Q), /Qudxzo}.

Alors il existe C > 0 telle que

2. On note

lull 2 < ClIVull 2, Yu € H,y, ()

1.5 Les espaces de Holder

Définition 1.5.1 Soient Q CR", 0 <a<1etm €N

11



1.6. la transformation rigide

1. On définit 'espace C} (€2) par I'ensemble des fonction C™ (Q2) telle que toutes les

dérivées d’ordre inférieur ou égal & m sont bornées. On munit 'espace C (§2) de la

norme ||.|| () définie par:

J— «
cp@) = J0ax sup|D%u (z)]

|

2. De méme, on définit ’espace C™ (Q) par:

C™ (Q) = {u € C™(Q) /D*u s’étend par continuité a 2, V 0 < a < m } muni de la norme
H‘Hcm(Q) définie par:
Ilem @) = I-leg @)
3. (Espaces de Holder): Une fonction u est dite Holder-continue d’exposant v sur €2 s’il

existe une constante C' telle que:

On note C"™ © (Q) I’espace de toutes les fonctions u satisfaisant la condition précédente

sur 2.

De méme on note:
Cm e (@) = {ue ™ (Q) /Due O (Q),V0<a<m)

On muni les espaces de Holder de la norme ||.|| .. /(@) définie par:

[D%u(x) — D*u(y)|

||U||cm‘ v(@) = ||u||Cm(Q) + max sup

0Sasmg, yeq [z —yl”
7Y
1.6 la transformation rigide
Soit un repeére orthonormé cartésien noté R = (O, x1,..., x,). La position d’'un point M

est donnée par un nombre n de coordonnées. On choisit par commodité de représenter ces

coordonnées par un vecteur m de R"™, sous la forme d’une matrice colonne:

12



1.6. la transformation rigide

Le mouvement du point est la courbe paramétrée m (t) de R™ donnant sa position au
cours du temps. Le support du mouvement est la trajectoire du point.
Un solide 2 est dit indéformable si, pour toute paire de points de ce solide de coordonnées

m et n, ||m(t) —n(t)|| = constante au cours du temps.

Définition 1.6.1 Soit ) un solide indéformable. Le mouvement rigide de ce solide, con-

sidéré comme un sous ensemble de R" est le mouvement de chacun de ses points.

On appelle transformation rigide le résultat d’'un mouvement rigide amenant le solide
d’une situation initiale & une situation finale. Une transformation rigide est représentée
par une application unique qui transforme les coordonnées des points du solide €2 de leur
position initiale vers leur position finale.

A Tinverse, une application représentera une transformation rigide si elle conserve a la

fois les distances et 'orientation.

13



Chapitre 2

Position du probléme

2.1 Introduction

Les équations de I’élasticité linéaire modélisent les déformations d’un solide sous les hy-
potheéses de petites déformations et de petits déplacements (hypothése qui permet d’obtenir
des équations linéaires, d’ou le nom d’élasticité linéaire). On considére les équations station-
naires de 1’élasticité, c’est a dire indépendantes du temps. Parmi ces équations, on considére
le systéme de Lamé.

Il s’agit ici de plusieurs équations couplées entre elles. Pour obtenir ce systéme, on
suppose que le solide est homogene isotrope (le solide est dit isotrope s’il ne présente pas
de directions privilégiée). Le solide au repos occupe un domaine 2 de l’espace R". Sous
'action d’une force f il se déforme et chaque point = se déplace en x + u (). La force f (x)
est une fonction vectorielle de 2 dans R™, comme le déplacement u ().

La modélisation mécanique fait intervenir le tenseur des déformations, noté e (u) qui est
une fonction & valeurs dans I’ensemble des matrices symétriques.

1 /Oout Ouw
2 (axj " o

e(u):%(Vu—i-(Vu)T): ),1§i,j§n

ainsi que le tenseur des contraintes o (une autre fonction & valeurs dans 1’ensemble des

matrices symétriques) qui est relié a e (u) par la loi de Hooke :

o =2pe (u) + Atr (e (u)) Id,

14



2.1. Introduction

ou A et u sont les coefficients de Lamé, caractéristiques du matériau homogéne isotrope qui

occupe (). Pour des raisons de thermodynamique les coefficients de Lamé vérifient:

1. les conditions de convexité: Jay > 0, 79 > 0 des constantes tel que: p(x) > ao,

21 (z) + nA (z) > v , dans Q, ott n =dim$)
2. les conditions d’ellipticité: Jag > 0, Sy > 0 des constantes tel que: p(z) > ag,
21 (z) + X (z) > By , dans Q.
En fait il s’agit de 'ellipticité forte: cette condition est imposée pour que :
(Lu,u)>a ||U||L2(Q)

ol L = un opérateur de Lamé=div (1 (V + V7)) +V (Adiv) et a est une constante positive.

En effet, nous considérons le systéme d’équations de Lamé suivant:
"0 out o’
Liu = A (di 0; ;| , dans
' ;5% (M <393j i a’fz‘) *Aldive) ’]) o

Ensuite, on multiplie chaque équation ci-déssus par une fonction test v; € H' () tq

fQ v dxr = 0 et nous intégrons par partis pour obtenir:

" ot ou . o’
(Liu , v; ) = /9]218_% (M (&pj * 6@) +/\(dlvu)) al‘jdx

Nous sommons ces équations pour ¢ = 1,...,n afin de faire apparaitre la divergence de la
fonction v = (vq,...,v,) et de simplifier la premiére intégrale car:
n ou? oul | ot _ 1 n ou? ol ok v’
Z_j:]- (ij + 6$L) 8Ij -2 Zj:]- (61‘3‘ _'_ 8331) <8$j + 8:1:1>

= 2e (u)e(v) ot e(u) = % (Vu + (VU)T>

2

Comme H' () est un espace de Hilbert, on obtient alors:

<Lu,v):/,ue(u)e(v)der/)\divudivvdx
Q Q

En remplacant v par u, nous obtenons:

<Lu,u>:/u|e(u)\2dx+/A]divuﬁdaz
0 Q

15



2.1. Introduction

et comme L est elliptique donc:

fo2uleW)?de + [ M |divul’de > a HuHiQ(Q)
= [, (2ule (W)]* + A |divu|2) dr > « ||u||ig(m
On prend : e (u) = €T (u) + (divu) I, tel que: |e (u)|* = E3 (u)‘2 + |divul?

= [, (2,u <‘€T (u)|2 + |divu|2> + A |div u|2> dr > « ||U||i2(sz)

= [y (Z,LL E3 (u)‘2 + (21 + N) ]divu|2) dr > « ||u||i2(ﬂ)

En utilisant I'inégalité de CaccioppolilAMRO2], nous trouvons: ||u||22(9) > ||VU||%2(Q)
donc, nous déduisons: [, 21 [e” (u) |2d£L’ >« HVuHig o = Jag > 0 telle que 2u > g et
Jo Cp+ ) [divul* de > « ||VuHL2 = 3fp > 0 telle que 2+ X > fo.

En fait, la condition de convexité 1mphque la condition d’ellipticité, avec Sy = min (2ag, Yo)-
En effet, nous supposons que la condition de convexité est vérifiée, c’est a dire: oy > 0, vy >
0 des constantes telles que: i () > ag, 2 (z) +n () > 7o done A (z) > 2290 = 2 (z) +
si 0 — 20 > 0, il existefSy = 2 > 0 telle que 2 (z) + A (x) > fo
si o — 20 < 0, il existe Sy = o > 0 telle que 2u (x) + A (z) > Sy
= 36y = min (2ap, 7o) telle que 2u () + A () > So

On ajoute a cette loi constitutive le bilan des forces dans le solide.

A (ZE) > 2&0+L13mj =

dive = f dans

ou par définition, la divergence de o est le vecteur de composantes:

Oo;
divo = Y24
ivo = ( oz, )
Cicn

Utilisant le fait que tr (e (u)) = divu, on en déduit les équations pour 1 < i < n:

_iila%j (M (g;; a—ml)) A (divu) ;5 = f; dans Q.

avec f; et u;, pour, 1 < i < n, les composantes de f et u dans la base canonique de R",

lsii=y
d;j est le symbole de Kronecker (4;; =
0 sinon

Dans ce mémoire, on prend f = 0, i.e le cas ot le corps est en équilibre, donc I’équation

ci-dessus devient :

—~ 0 out  ou? .
Za%‘ (M (a%‘ " 8xz)) + A(divu)d;; = 0, dans Q

16



2.2. Réduction du systéme de Lamé a un systéme diftérentiel d’ordre 4

On prend le cas f = 0 pour pouvoir réduire 1’égalité ci-dessus & un systeme d’ordre 4

(voir la proposition (2.2.1)).

2.2 Réduction du systéme de Lamé a un systéme dif-
férentiel d’ordre 4

Proposition 2.2.1 Soit Q un owvert borné dans R, n > 2. Soit u, A\ € C**(Q) les

coefficients de Lamé satisfaisant les conditions d’ellipticité:
p(z) >ap>0,2u(z)+A(z) > By >0 pour toute z € (2.2.1)
et la condition suivante (dite de la norme supérieure)

lell gz () + Ml @y < M (2.2.2)

ol o, Bo,M sont des constantes positives. Alors, il existe une constante positive Ky dépen-

dant uniquement de: n, oy, Bo, M telle que, pour toute solution u € H} (2, R™) du systéme

de Lamé on ait :

div(j (Vu + (Vu)T>) + V (Mivu) = 0, dans Q (2.2.3)
De plus:
3
A% | < Ko Y |D|, i=1,...,n (2.2.4)
la|=1

preuve de la proposition (2.2.1). Soit u = (u',...u") € H; (R") solution de (2.2.3),

loc
: . . 2 .
Vu est une matrice de dimension n x n telle que Vu = (9;u/); ;_ et son transposé¢ V'u =

i\ ; noQut s : 9 [eJTReDN [oR)
(Oju'); joy, divu = 3217, 5=, oun = dimu. Onnote (Vi VA) = (6_51" eyt ,8mn’>et

i=1 9z, °

......... la matrice bloc, ot A=matrice de dimension n x k, ou k = 1,...,n (respt B

le deuxiéme bloc ). Donc, (2.2.3) s’écrit:

dul Au™ oul oul &) ,
poL e poe g o7 (Adivu) 0
div + + =
oul ou™ ou™ ou™ Jé) .
/’(’E e ’uamn ’uaxl o I[,Laxn E ()\dlv) 0

17



2.2. Réduction du systéme de Lamé a un systéme diftérentiel d’ordre 4

On trouve: pour chaque j =1,---,n

) ()] i (1) - e (12 + oo o
= pAw + (p+ ) (div w), = — (ZZ ) gﬁggﬁj +> 0 gﬁcg—i) (52) divu

On remarque que > ;_, gﬁc g;g + > g;; ggi Vi (Vu + (Vu) ) e; et ( ) divu =

VA <tr <Vu + (Vu)T>> Iej, on a utilisé le fait que: divu = 3tr (Vu + (Vu) ) I,
=
-2 (Vu + (Vu)T) e;
(Vp VN | (2.2.5)
— (tr (Vu + (VU)T>> Le;

. 1
pAw + (i + A) (div v, = 3

On dérive (2.2.5) par rapport z;:

,LLAgT“j (n+ )2 (dw u) = ggA ul — gJ”\ (div u),,

—2% (Vu + (VU)T> e;
_i_% (Vlu V)\) .........

- (7o )

-2 (Vu + (Vu)T> ej

— (tr (Vu + (VU)T>) Ie;

En faisant la somme, on trouve:

pA (div u) + (4 A) A (div u) = —VupAu -V (u+ \) V (div u)
—2(Au+ Vdivu)
_i_% (VM V)\) .........
—2V (div u)
—2Vu

H(Vh (ANT,)
— (divu) I,

Ainsi, on obtient:

18



2.2. Réduction du systéme de Lamé a un systéme diftérentiel d’ordre 4

—2(Au+ Vdivu) —2Vu
(2 + N) A (div u) = (Vi V) +(V2u (AN)I,)
—2V (divu) — (divu) I,
(2.2.6)

Ainsi, on dérive 'équation (2.2.6) par z;:

(2u+ A) %A (div u) = —% (2u 4+ AN) A (div u)

—2% (Au+ Vdivu) -2 (Au+ Vdivu)
+(Vu V) . + g0 (Vi V)
—2Va%j (div u) —2V (divu)
—2Vu —QV%
toe- (VP (AN 1) . + (V2 (AN I,)
— (divu) I, —a%j (divu) I,

Aprés les calculs, on obtient:

2(VAu+ V2divu + (Adivu) I,,)
(2u+ A\) VA (div u) = — (Vu V)
2V2 (divu) + (Adivu) I,

2V2u 2 (Au+ Vdivu)
—(V?u (AN I,) . — (V2 V2))
V (divu) I, 2V (div u)
2Vu
—(Vin V(AN 1)) . (2.2.7)
(divu) I,
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2.2. Réduction du systéme de Lamé a un systéme diftérentiel d’ordre 4

On applique maintenant le Laplacien sur (2.2.5), les calculs donnent :

0 (A (div u)) = —2VuV AW — ApAw/ — 2V (u+ N) iv (div u)

AZyJ ) —
pA U+ (p+ )&Ej o,

— A(/L—i—)\)ai(divu)

g
“ ou’ ou? o
" (out o ou

a ou'  Ou’ o

=1

— A (divu) S—A — (divu) A <§—)\>
Lj L

— 2V (divu) Vaa—;\j

Dans le cas général, I'inégalité ci-dessus devient:

pA*u+ (1 + X)) V(A (div u)) = —4VuVAu — 2V (g + A) V2 (divu) — A (divu) VA — ApAu
— A(u+ NV (divu) — 4V2uViu
—2V (div u)VZ\ — 2VuVAu — (divu) VAN
Ainsi:
2(2VAu + V2div u)
pA*u+ (u+ X)) VA (div u) = — (V. V)
2V2 (divu) + (Adivu) I,

4V?u (Au + Vdivu)
— (V2 V2)) — (Ap AN)
2V (divu) I, V (divu)
2Vu
—(V(Ap) V(AN) - (2.2.8)
(divu) I,
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2.2. Réduction du systéme de Lamé a un systéme diftérentiel d’ordre 4

On remplace V (A (divu))dans I’équation (2.2.8) par son expréssion (2.2.7), on obtient

2(“+’\ (Adivu) I, + 22 3“+A VAu+2V3divu

A%y < 2M+>\ (Vi V)
+ (Adivu) I,, + 2V? (div u)
Q%L’\) (Au+ V (divu)) — 2(3"”—+A)V2u
taum (Vi V2A)
—2V (divu)
% (Au+V (divu))
+ (A AN)
ﬁv (div )
29y
+(V(Ap) V(AN) . + 2LV
5 +/\ (divu) I,
On utilise la condition d’ellipticité (2.2.1) pour majorer les quantités + 32 1+/\ (ie p(x) >
oz0>O:>;§a—Oet2,u() ()>50>O:>m§5)ontrouve

2L (A divu) I, + 23N Y Ay + 2V div
A2 < L (Vp V)
— Bo

(Adivu) I, + 2V? (div u)
2(“;;)‘) (Au+ V (divu)) + Z%V%
+5 (Vi V2N
2V (div u)
aio (Au+V (divu))
+ (Ap AN)
BLOV (divu)
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2.2. Réduction du systéme de Lamé a un systéme diftérentiel d’ordre 4

O%Vu
+(V (Ap) V(AN) +2D 3,V
5 (divu) I,
L’hypothese (2.2.2), donne:
A%] < LM (w A diva| + 9 |VAu| + 2 V2 diva| + |Adiva| + 2 [V? (divu)|)
0 «@Q aQ
A (2&& [Au] + |V (divu)] + 2L V2] 4+ 2 |V(divu)|>

(12 v NGO g (2 ) 4 M diva]) + 22Vl
3 /5
” o o apBo

= |A%| < AN (W > 1Dl + % 5 D] +2 % |D%l+ % Dl 2 5 rmm)

* Jal=3 lal=3 jal=3 lal=3
oM | 2 Z |Dau|—|—|‘z |D“u|+6M Z |D“u|+2llz |D°‘u|>
al|=2 a|=2

272‘Dau‘ ;QlDﬂu| 272|D0‘U|
+M \al_ao + la‘_ao + ‘al_,BO +M Z ‘Dau’ + E |Dau’

a1 Ia\ 1

—i—M( Z |D°‘u|+ Z | D%

*la]=1

2
= |A%| < (aoﬁo +5;§) az ]D"‘u]+(a050+4é\f ) z \Dau\+(ﬂg—o+ ) z | Doy

2 8M? 5M 8M? AM | 2M M2 a
é’A ulgmax [<a050+ ﬁo)’ <a050+ Bo + Oéo)’ <50 ao)}lzllD u’
Finalement, on trouve pour chaque composante u; 'inégalité suivante:

3
|A2ui| < Ky Z | D%l i=1,...,n

|a|=1
ou Ky dépendant de : n, g, Sy, ®
Si 'on prend u € H? (Q, R") et on refait le méme travail, mais cette fois si on applique
le Laplacien plusieurs fois sur le systéme de Lamé, on trouve:
34
A | <Ko ) |D|, i=1,...,n (2.2.9)

laf=1
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2.2. Réduction du systéme de Lamé a un systéme diftérentiel d’ordre 4

Exemple 2.2.1 Sil = 3, on prend u € H°(Q, R"), p, A € C3? (Q) On applique A sur
(2.2.7) on trouve:

(21 4+ A) VA? (div u) = =V (2u + A) VA (div )
2(VA%u + V2A divu + (A% divu) I,,)

(Vi VN
IV2A (divu) + (A2diva) I,
2V2Au
— (V2 (AN 1)
V (Adiva) I,
2(VAu+ V2divu + (Adivu) I,,)
_(VAu VAN
9V? (divu) + (Adiva) I,
2(A*u+ VAdivu)
— (Vi V2N
2V (A div u)
2V Au
= (Vi V(AN 1))
(Adivu) I,
2V2u
—(V2Ap (&%) 1)
v (divu) I,
2 (Au+ Vdivu) 2Vu
_(V2Ap VAN . —(VBAu YV ((A2\) 1))
2V (divu) (divu) I,

(2.2.10)
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2.2. Réduction du systéme de Lamé a un systéme diftérentiel d’ordre 4

Ensuite, on applique A sur (2.2.8)

pA*u A+ (u 4+ X)) VA? (div v) = —VuA?u — V (1 + \) VA (div )

2 (2VA%u + V2A divu)
— (Vi V)
2V2 (Adivu) + (A%divu) I,
4V2Au
— (V2 V2X)
2V (Adivu) I,
(A?u+ VAdivu)
(A AN
VA (div u)
2(2VA2u + V2A div u)
_ (VAu VAN

2V2 (Adivu) + (A?divu) I,

2V Au
—(V(Ap) V(AN)
(Adivu) 1,
4V?u
— (V?Ap V?AN)
2V (divu) I,
(Au+ Vdivu)
— (A% A%N)
V (divu)
2Vu
—(V(A%) V(A%N)) (2.2.11)
(divu) I,
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2.2. Réduction du systéme de Lamé a un systéme diftérentiel d’ordre 4

On remplace VA? (div u) dans I’équation (2.2.11). Ensuite, on utilise les conditions
d’ellipticité (2.2.1) et le fait que
lillas(a) + IMlens(ay < M

comme dans la preuve de la proposition (2.2.1)

Finalement, on obtient:

5
‘A3ui| SKOZ|D°“U|, i=1,...,n

|af=1

Dans les chapitres suivants, on va appliquer des estimations quantitatives et des inégalités

"Doubling" sur les solutions de systéme (2.2.9).
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Chapitre 3

Estimations quantitatives pour des
systémes elliptiques a partie

principale diagonale

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on montre les estimations quantitatives ((3.2.3), (3.3.1), voir plus loin)
pour les solutions des systémes elliptiques ayant le Laplacien itéré comme partie principale

diagonale:

A | < Ko Y [D%|, i=1,...,n (3.1.1)

la]<¥
Définition 3.1.1 La partie principale diagonale d’un systéme elliptique est une partie di-

agonale d’une matrice contenant les dérivées d’ordre le plus élevé et elle s’écrit sous la

forme A+ (...)

Exemple 3.1.1 Soit L un opérateur différentiel tel que L = > a,D*. On note la partie
laj<n
principale du L par L* donc, L* = > a,D"

laf=n

Exemple 3.1.2 La partie principale diagonale du systéme de Lamé suivant:
div(p (Vu + (VU)T>) + V (Mivu) = 0, dans Q
est définie par pAu+ (p+ A) V div .
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3.2. Inégalité des trois sphéres

Dans ce travail, on considére 2 un domaine borné dans R™, n > 2, de frontiére OS2 de

classe Lipshitzienne avec les constantes ry, M citées dans le rappel.

3.2 1Inégalité des trois sphéres

L’histoire des inégalités des trois sphéres est étroitement lié au principe du prolongement
unique. L’inégalité des trois spheres pour les équations elliptiques scalaires est un résultat
assez classique, datant de Landis [Land63|, qui a généralisé le célebre théoréme des trois
cercles d’Hadamard aux solutions des équations elliptiques. L’inégalité des trois sphéres avec
des normes intégrales pour les équations elliptiques scalaires sont introduites au début par
Garofalo et Lin [GL86], [GL87] et plus tard développé par Kukavika [Kuk98]. Récemment,
Alessandrini et Morassi [AMO01] ont obtenu l'inégalité des trois sphéres pour le systéme
d’¢élasticité isotrope.
Proposition 3.2.1 si u est une solution de (3.1.1) alors u est une solution de

|A%u| < Kovn ) [D%| , i=1,...,n (3.2.1)

lal<[%]
Preuve. Soit u une solution de (3.1.1), donc on a:
2

l,1 o 1,1]2 2 @
A < Ko ey 1Dl = A < KB (2 cqag D)

3
2

2
| AP < Ko}z [Dul - = A2 < K3 (Zws[%z] ’DQUD
: : 2
|Afu| < Ko 3g<pag IDul = Al * < K3 <Z|a\s[%l] ‘D"‘“'> ~
2
|Alu|2 _ |Alu1‘2 + |Alu2}2 4+ ‘Alun|2 < Kgn (Z‘OAS[%[} ’Dau|)

ou u est définie par u = (u',u?, ... u"), donc :

|Alu| < Kov/n | Y [Dy| (3.2.2)

i< (31

Théoréme 3.2.1 [AMRV0S] (Inégalité des trois sphéres) Soient u € H? (Q,R™) solution
de (3.1.1) et Br = {x € R"/ ||z]| < R} C Q. Il existe v € R, 0 < v < e 2ne dépendant que
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3.2. Inégalité des trois sphéres

den, | et Ky vérifiant Nrqy, ro, 3 1 0 <1y <ry <wrs, r3 < R et tel que:

5 1-
/ lul>dz < ¢ (/ \u|2dx> (/ \u|2dx> (3.2.3)
B Br, B,

)

ot ¢ et & sont des constantes positives telles que 0< 9 <1, c>0, ne dépendant que de
u, I, Ko,r1, 72, 13 et B, ={x e R"/||z| <r;},i=1, 2, 3.

Pour démontrer le théoréme (3.2.1) on va suivre les mémes étapes que dans [LNg W08],
la proposition (3.2.1) et 'inégalité de Carleman utilisée dans [Lin08].
Avant de commencer la preuve, on va introduire 'inégalité de Carleman, avec poids:

w5 = pp (x) = exp (2 (log ]a:|)2) donnée dans [Lin08|.

Théoréme 3.2.2 (Inégalité de Carleman):Il existe un nombre suffisamment grand [y > 0
et un nombre suffisamment petit Ry > 0 dépendant de n, [, tels que pour toute u € Ug,avec
0<Ry<el, B>P, on ait :
> e / o 27" (log )" | D*u* dz < Co / o Lol A e (324
lal<2t
ot Ug, = {u € C° (R"/{0}) : supp (u) C Bg,} et Cy est une constante positive ne dépen-
dant que de n,et [.

Remarque 3.2.1 L’inégalité (3.2.4) dans le théoréme (3.2.2) reste valable si on suppose
u € HY

. (R"/{0}) avec un support compact . On peut obtenir l'inégalité facilement par

utilisation d’une fonction troncature .
La preuve du théoreme (3.2.1) se fait en plusieurs lemmes.

Lemme 3.2.1 Soit alors ( (x) € C§° (R™) satisfaisant : 0 < ((x) <1 et
0, silz| <mr/e
Clr)=4q 1, sir/2 < x| <er
0, si|x|>3r
o0 <r <ry < % ,alors Vo € N™:
|D*¢| = O (rl_‘al) pour toute 11/e < |x| <ry/2

(3.2.5)
|D¢| = O (r;|Q‘> pour toute ery < |z| < 3ry
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3.2. Inégalité des trois sphéres

Lemme 3.2.2 Soit u € H* (Q, R"), alors il existe une constantes C' indépendante de n

/a:lr<|a:|<azr

pour tout 0 < az <ay <as < ay, telle que, B,,, C ()

et u telle que :

]x|‘a| D%y

2
dr < C'/ lwu>dz | |af <21 (3.2.6)
asr<|z|<asr

Preuve. voir corollaire [17.1.4] dans [Hor] =

Preuve. (preuve du théoréme 3.2.1)Soit R’ une constante positive telle que 0 < 13 <
ro < R < % et Br C Q (la constante R peut étre choisir plus tard). Nous commengons
la preuve par appliquer l'inégalité de Carleman sur Cu (la fonction ¢ (x) est définie dans le

lemme (3.2.1)), on trouve:

Z ﬁ3172|a\ / 90% |x|2|a\—n (lOg ’x‘)21—2|a| ‘Dau|2 dr (327>
lal<2l r1/2<|z|<era

<

S e [ a1 log o) (D () o

o] <21

<

. . 2

Co [ la"™ |l (ol da

<

200 [ Alal" ¢ ataf do 28 [ 1t 1A ¢ uf do
(rappelons que A' (Cu) = (Alu+ [A' (] u) (3.2.8)

<
2

26‘0/<p%\x|4l_”(2 Kovn Z | Dul +26~’/<p%\:c]4l_”‘[Al,C] u|2d:c

lal<[81]

(Notant que le commutateur [A!, (] u est un opérateur différentiel d ordre(21—1))
2

| [Al, Cj U}Q _ Z §_1D2la—1—\a|CDau

la<21—1

< oM Z ‘D21—1—|a\q2 |Dau|2

la|<2i—1
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3.2. Inégalité des trois sphéres

Par lutilisation de (3.2.5), on trouve:

2 al— al— 2 o
I[AL ] uf* < 2% Z ‘O <rf‘ | 4l+2> L, eciaian sz + O (rgl | 4l+2> Loyaciotean| [ D%uf?

la|<2i—1

Ni+1 2|cr| —414-2 a. 12 2|ce| —414-2 a. 12
<2 Ch E 1 | Dl Ly fe<jal<ri/2 + C2 Ty | Dl Lery<|z|<3rs
lal<2i—1 lal<2i—1

(3.2.9)

On utilise (3.2.8) pour majorer la quantité HAI, ¢] u{z dans (3.2.7),

_ 2|a|— 20—2 2
E|a|§2[ 53l 2| fr1/2<\x|<er2 SD% ‘:C’ la|—n (log ’»TD la| ’Do‘u’ dx
<
= 4]— 2
2N+1Cngn r1j2<z|<ers (p% ’x| n Z\odé[%l] ’DO"LL|
Ni+2 A 2 4l-n 2|ar| —414-2 2
+2 =00 j;l/ESII\S’q/Q @5 |2 D jaj<a T | D%ul” da

+2MR20C, [

2 4l—n 2|ar| —41+4-2 2
era<a|<sry Y3 || Z|a\§2l—1 Ty | D%ul

<
A 41— 2
2V CoKin 11 /2< x| <ers 5 |z] nz\a|§[%] | Dul” di

+2Nl+20017’% f

ri/e<|z|<r1/2

4l— 2|a|—4l 2
90%|$| n2|a\§25—1(€|x|) . | DYu|” dx

+2N2 (02 |

erg<|z|<3ry

4l 2|a|—4l 2
90?3 || ”ngzl_l\x/d ° | D%ul

30



3.2. Inégalité des trois sphéres

Aprés les calculs, on trouve:

Z ﬁ?)l—2|oz\ / 90% |l‘|2|a\fn (log |m|)2lf2|a\ |Dau|2 dx

ol <2l r1/2<|z|<erz

IA

2N+IC~'0K§TL/ g0§|x|4l_n Z | D%ul® da

r1/2<|z|<ers |a|<[ﬁ]
=12

+2N1+QC~’CI/ go% Z ]:z;\2|a|_"\Dau\2dx

ri/e<lal<r /2 |a<2l-1

+2M+20 0, / o3 Z || 21" | Doy
erg<|z|<3rg

o] <211

IN

C’l/ gp%|x|4l*n Z | D%ul® dz
r1/2<|z|<erz

lal<[%]

+C’1/ 4,0?3 Z |:L’|2‘a|7n|DaU,|2d{L‘
ri/e<|z|<ry/2

la|<2i—1

+él/ 90% Z |x|2‘a|7"|DQU|2dx

erg<le|<3ry la|<2l-1

Nous prenons C; = max <2N+IC~’0K§n,2Nl+QC~’Ch oM+2C (0, ), ot N =cardinal{o\|a| < [3] } =
1+Z1g|k|g[%] ([35[} —k+ 1) C*, Ny =cardinal{a\|a] <21 -1} = 1+Zl§|k|§2l—1 (21 — k) CF.
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3.2. Inégalité des trois sphéres

Ainsi, on utilise le fait que, 3 est décroissante sur les intervalles |ry/e,r1/2[, |ers, 3ry:

S [ R gl D da
la]<21 r1/2<|z|<ers
<
| ALl Y Dl ds
rif2<[pl<er: lol<[%]
+ C’le”rl_”goé (ry/e) / Z |z | Do) da
r1/e<Ial<r1/2 o] <201
+ Cre "y "% (er) / Z |22 | DY da

era<|2|<3ry |o|<20—1

<

6'2/ gp%|:c|4l_n Z | D%ul® da
ri/2<|z|<era

lal<[%]
> (lal |D°‘u]>2dx

o] <211

+(52r2—n¢§ (er2)/ Z (|x|la\ |Dau|>2

erg<|e|<3ry |a|<2U—1

+ C’grf”gp/% (r1/e) /

ri/e<|z|<ri/2

avec Cy = max (C’l, Cien, C’le*”>. Par une application du (3.2.6) avec le choiz suivant de

a; =ri/e, as =11/2, a3 =11/4 et a4 =ry et la méme chose pour la deuxiéme intégrale,

on trouve:

Z 63l2a|/ (p% ‘$|2\a|—n (log |x’)2l—2|a\ |DaU|2 dx

|| <21 r1/2<|z|<era
<o [ @ Y
r1/2<|z|<erz \MS[%]

+ Cod, (20 —1) ri"e% (r1/e) / u|® da

r1/4<|z|<r

+ Cydy (21— 1) ry "% (ers) / u|® da

27y <|a|<dry
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3.2. Inégalité des trois sphéres
Donc:
> g | o 17" (10g o) | Dul* dax (3:2.10)
o] <21 r1/2<|z|<erz
< 63(/ o3 |7 Y T [Duf da + (ﬁ/e)/ u|® dz
r1/2<|z|<erz |04|S[35l] r1/4<|@|<rq
+T2_”<,0% (67“2)/ ]u\2da:)

2rg <|z|<4rg

On prend Cs = max <C’2, Cody (20— 1), Cydy (20 — 1)> Remarquons que l’on peut minorer
le premier membre de linégalité (3.2.9), comme suit :

Z ﬁ3l2a|/ (p%‘x|2\a|—n(

log |z)* 21| Du|? da

|a|<[3l} ri/2<|z|<ers

=12

<

Z 53172|a| / (70/% ’$‘2|a|fn (log ’x‘)2l72‘a| ‘Dau‘Q de
la|<2i r1/2<]z|<ers

Choisissons, maintenant rg < 6_671([%4)_1&’066 0 < e < 1, suffisamment petit tel que
:(log (ero))_2 < ﬁ En prenant R < ry et > [y > max{2é'3, 1}, on peut absorber

Uintégrale du deuziéme membre de l'inégalité (3.2.9) de la maniére suivante en tenant compte
de la remarque précédente:

—2|a 2lal—n 21—-2|a a. |2

S 4l—n a. 12
_03 fT1/2<|x|<er2 SO,%’ |‘I| Z\MS[%] |D u| dx
<

Cs

erg <|z|<37rg

(7"1 @3 (r1/e) fr1/4§\z\§r1 ul” dz + 13" 9% (ers) [ |ul dx)

~ ~ \ 3l—2|¢|
Comme 3 > 2C5(d’aprés Uhypothése) = B32lel > <ZC’3> . Dautre part: (log |z)* 2 <

(log (67’2))21_2'&‘, r<rg <R et R <rg=ery<ery donnent:

~ \ l—|e]
(2Cs) < (tog (erg))™ ! < (log [«
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3.2. Inégalité des trois sphéres

Donc:

~ \ 41-3|a] -
S [ Al ((203) - 03)
A <|z|<ers

laj<31” 2

<

rl’”gpé (rl/e)/ ]u\2dx+rgn<p% (67”2)/ \u]2 dx
r1/4<|z|<rqy 2rg<|z|<drg

~ \ 41-3|a] ~
Nous minorons ((20;;) — 03) : comme

la| < [31] = 4l —3|a| > 413

= 30657 < g
- -\ 2 - ~ o\ 43131 - _ \ 41-3]a| -
=y < ((203) —03) < <(203) B 03) < ((203) _ 03>
=
2 2|al—n a 12
/ 2 Lo | Do de (3.2.11)
5,17 3 <lzl<ers
lof<[31] " 2
0 2 “n 2 2 5 1
< Cy | "5 (r1/e) [u|” dx + 73" 5 (era) |ul”dx | avec 04—5
r1/4<]z|<ry 27y <|z|<drg 3

Pour a = 0 linégalité (3.2.10) devient:

/ gp%\x|7"|Dau|2dx
F<|z|<ers

<

C, (Tf"gpé (ri/e) / |u|2 dx + r;”goé (ers) / |u|2 dx)
r1/4<|z|<ry 27y <|z|<4rg

On observe que :

"R (1) / jul? da
<] <ry

0% o7 uf® do

h,V\

¥

L || <ro

IN

05 |2 7" |uf* da
L <|z|<ery
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3.2. Inégalité des trois sphéres

Par suite:
—-n 2 2 2 —n 2 2 —-n 2 2
pA ) [ WPt [ Wit [ lde
L <|a|<ry r1/4<|0|<rq 2ra<la|<dry
(3.2.12)
Divisant les deux membres de (3.2.11) par r3"¢% (ra):
/ u|® da
G <|z|<ry
<
Cullra/m) [ /) (300 [ ok (e /0] [ o)
r1/4<|z|<r

2rp<|w|<dry

Curafra [ (/0 163 )] | [ e /| . of ]

+ [ er2) 165 ()] | [ e ] ol ]

On fait un changement de variable dans [’intégrale fm P ]u\2 dx, on pose:

1
y =4z = dy = 4"dv = u (z)|” do = — u(y)[* dy
|z|<r1/4 4 || <r
Comme y est une variable muette, nous récupérons 4% flx\<r1 |u (x)|2 dz. Pour lintégrale
f‘$|<2r2 lu> dz, on procede de la méme maniére: on pose z = 2x, Uintégrale devient alors:

2" f|z|<4r2 \u]2 dz donc nous récupérons 2_”f|

/ u|® da
<] <ry

<

Calrafr) ™ [ /) i )] | [ P / G i
+ Cy [3 (er2) [ ()] [/W% lul? do — 2%/@@2 |u|2d4
<

Ci (rafr1)" [0 (1 /€) /22 ()] / uf? da

|z|<r1

2
ol <drs lu|"dz =

T Gy (rafr)" [ (er2) /02 (1) / L
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3.2. Inégalité des trois sphéres

En tenant compte des hypothéses données dans le théoréeme (3.2.1) : r1 < rg < vrg <
,1 —

n
ezr3=>”<7"2<”’“3< T ol el (1—2_")<1<<%>

Sty WP dz < Cs(rafra)" [ (/€ [} (r2)] fiycr, Ll

> ) (3.2.13)
+C5 (ra/11)" (@5 (er2) /03 (r2)] Jzjcam, [l d

ot Cs = max (6’4,1) avec un tel choiz de Cs, on peut voir que : Cs (ro/r1)" [90% (r1/e) /gp% (7"2)]
> 1, car: d’aprés les hypothéses:

C~'5:max (C),l) >1
:—f>1:><r—2) > 1

Prfe)  (ow(§ogtra/2))*)’
2

#5020 (exp(208(r2)))°)

= exp 3 (log (r1/e) — log (r5))* > 1

Donc Cs (ra/r1)" [¢% (r1/€) /% (r2)] > 1 pour toute 0 < ry < ry. Ajoutant maintenant

aux deur membres de (3.2.12) la quantité flz\<r1/2 lul>dz . Ceci donne:

/ |u|2dx—|—/ luf? da
|x|<ri/2 %§|z’\§r2

<

/ |U|2 dz + Cs (ro/r1)" [4,0?3 (ri/e) /gp% (7«2)} / |u|2 d
|z|<ri/2

|| <ry

1 Gy (rafr)" [ (era) /2% ()] / juf? dz

|z|<dro
/ lul? da
lz[<r2

<

/|a:<r1/2 lu|” dx + Cj ((T2/7‘1)n (% (r1/e) /% (r2)] /x|<rl |ul dx)
+ Cs (ro/r1)" [0 (er2) [ (r2))] / |u|? da

|x|<dra

/ ul® dz < / ul? da
lz|<r1/2 |z|<ry
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3.2. Inégalité des trois sphéres

et comme Cs (r5/71)" [cp% (era) /o3 (ro)] >1=

/| / |u|2 dx < /|| |u|2dx < Cs (ro/r1)" [(p% (r1/e) /4,0?3 (7“2)} / |u|2dx
x|<ry/2 x|<ry

|z|<ry

/ (uf? de + Gy (rafr1)" [ 62 (1 ]€) /22 ()] / uf? i
|z|<r1/2

|z|<r1
<
25 rofri)" [ (rufe) [y ] [l e
x|<ri
Considérons maintenant le terme f|x‘<4r2 ul? da: f|z|<4r2 luf’ dz < f|x|<1 ul” dz, car on

choisit ro = min {ro, }l} =
[tk <26 (Gafra [ /) f )] [ o)
|z|<rs |z|<ry

+2C5 (r2/m1)" [¢3 (er2) /% (12)] / |u|® da (3.2.14)

lz|<1

Notons : A=3"1log [gp% (ri1/e) /gp% (Tz)] = (logry — 1)2—(10g 7‘2)2 > 0; B=-3"1log [gp% (ers) /4,0?3 (7“2)} =
—1 —2logry > 0; On utilise les notations ci-dessus dans (3.2.13):

/@ . (> dz < 2Cs (rs)r1)" (exp (AB) /

z|<ry

P de + exp (-~ (85) | B |u|2d:c)
(3.2.15)

Ainsi, on considére trois cas :

1. si f\x|<r1 lul> dz # 0 et exp (Af) f|x\<r1 lu|® dz < exp (— (Bf)) f|x‘<1 |u|® dz .alors, on
peut prendre 5 > [y telle que: exp (AS) flx\<r1 lu> dz = exp (— (BB))f‘m|<1 lul? da.

Pour un tel B, on trouve:
Srep uldz <205 (rafr1)" (exp (AB) fiyyr, Il dx + exp (AB) [, . lul” dm)
= 4C5 (r2/1)" exp (AB) [y, [ul* do
= 4C5 (ra/r)" exp (AB) (f\x|<,«1 Jul” dx)

= 4C5 (rafr1)" ( fy o, Il d) o (exp (~AB = BB) [, luf dz) e
= 4Cs (ra/r1)" ([, Il d) " exp (AB) exp (— AB) (Jisgeo uf? dz) e
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3.2. Inégalité des trois sphéres

B A
~ A+B A+B
/||< WP dz < ACs (ra/r1)" (/u |u|2dac) (/u |u|2dx> (3.2.16)
x|<7r2 x|<r1 z|<1

2. Si f$|<r lul?dx = 0, alors de (3.2.15) on a: f|w‘<r2 lul*dz = 0, comme on peut

prendre 5 arbitrere grand, linégalité des trois sphéres est évidement vérifié.
- siexp (=BPo) [ lul”> dz < exp (— (Af)) Jiaem lul? dz, on obtient alors:

2 2
Sy, Jul” dz < ul? dz

- (f\x|<1 [ul? dx)m (fw<1B|U| da:) A+ )
= (exp (Bfo +Af) flw\<r1 |u|2 dx) o <f|x\<1 |U|2 dx) o

(car ry < 1). Donc, on a obtient:

B A
A+B ATE
/| lu|? da < exp (8, B) (/| |u|2dx) </| 1 |u® dm) (3.2.17)
z|<r2 x|<ri z|<

Combinant (3.2.15), (3.2.16) et prenant Cg = max {465 (ro/r1)", exp (BOB)},

on arrive qQ :

B A
~ AY+B A+B
/ luf? dz < G (/ |u]2dx> (/ \u|2dx> (3.2.18)
|z|<ra |z|<r1 |z|<1

Maintenant, pour le cas général, on prend v = R’ et considérant 0 < ry < ry < r3,

avec 0 < It L < 2 d<v<er 2. Fuaisons le changement de variable suivant

A

. atE a+E
r=r3y S 73 fyen uf>dy < 06( f‘y|<r1 |ul® dy) (rgfo |ul® dx)

_B_ _A
A+B A+B
(f <i PR d:c>

(e lu P d)

= .f‘y|<r2 |u’ dy S % (fy|<7"1 |u’ dy

N—— ——

= e luGfdy < @ (fyn Gl dy
T3

Posons maintenant:

i (y) = U(rsy)/w i (y)|* dy < Cs </||<” Iﬂ(y)IQdy> (



3.3. Propagation Lipschitz de la petitesse

T 1-7
/| ; > dy < ¢ </| . |ay2dy> </| 1 |11|2dx> (3.2.19)
YI<zg YI<ig T|<is

ouT=B/(A+B) avec A=A <T—1 T—2> = (log (r1/r3) —1)* = (log (ra/rs))*; B =

r3’ 13

B (T—Q) =—1-—2log <:—§);et c:max{élég, (ro/r1)", exp (ﬁoB)}, notant que Cs peut

3

étre choisir indépendamment du facteur scalaire r5 a condition que: r3 < 1. Rem-

plagant la variable y = x/rs dans (3.2.18) donne:

T 1—7
/ lu>de < ¢ (/ |ul? dm) (/ |ul? dx>
|| <r2 |z|<r1 |z|<rs

3.3 Propagation Lipschitz de la petitesse

Théoréme 3.3.1 (AMRVO08) (Propagation Lipschitz de la petitesse): Sous les hypothéses
du théoréme (3.2.1),¥p > 0, Vr € Qapot Qap :{93 € Q/dz’st(m,@Q) > % } On a:

/ (uf? do > c,,/ luf? da (3.3.1)
B, () Q

ou v est introduit dans le théoréme (3.2.1) et C, dépendant uniquement de n, 1, Ko, My,

ro, [ et ”UHH%(Q)/HUHB(Q)'

Preuve. On suit les mémes étapes que dans [AMRO02, proposition (4.1)].

Fixons py dépendant uniquement de ry, My telle que: Vp < po, Q% soit connexe.
Etant donné y € Q47p, soit v un arc qui relie les deux points x et y ; Vo € Q%. Nous
définissons la famille {z;}, ¢ = 1,..., L, comme suit : =y = x, x;11 = v (t;), ou t; =
max {t/ |y (t) — x;| = 2p} si |x; — y| > 2p, sinon, soit i = L et dans ce cas 1.1 = y. Alors,
par construction, les boules B, (z;) ou B, (z;) = {2/ |z; — 2| < p} sont deux & deux dis-
joints, en effet, montrons le par 'absurde: supposons que B, (z;) N B, (z;+1) # 0 alors il
existe un élément z € B, (x;) N B, (zi41) = |z —xi| < p et |z—zipq]| > p = 2p =
|z; — xip1| = [(x; — 2) — (xip1 — 2)| < |(x; — 2)|+ |(@ig1 — 2)| < 2p : contradiction, donc les

boules sont deux a deux disjoints, |z; — x; 11| = 2p, |z — y| < 2p.
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3.3. Propagation Lipschitz de la petitesse

Comme z; € Qapcar pour i = 1, 1 = x et x € (4 d’apreés 'hypothese du théoréme
(3.3.1), pour i # 1, on a x;.; = 7y (t;) pour i = 1,...,L, et d’aprés ’hypotheése v € Q4 =
x € €, donc on peut appliquer le théoréme (3.2.1)en prenant R = 4pg, v > %, T = x;,

rL=p, e =2p, r3 =4p, pour i =1--- L — 1 donc:

5 1-5
/ lul* dz; < C (/ |u|® dxi) </ |u|® dxi>
lz|<2p |lzil<p lzi|<4p

ouC > 0,0 < d < 1, dépendant uniquement de n, I, Ky, p. D’autre part, on utilise les

ST 2 2 2
inégalités: ||u||||L2(Bp(wi+1))|| < ||U||||L2(B2,,(xi))u (car B, (zit1) C Bay (1)), ||UH||L2(B,)(wi+1))|| <

HuHﬁLQ(B?:p(%‘i))Het le fait que: By, (7;) C ©, 0 < § < 1. pour trouver:
9 1-6 5 -5
4
2 2 2 1-46
f‘xkp ul de; < € <f|xi|<p [ul dx,) (Jq lul® dz;)

Combinant les deux inégalités, on obtient:

6
U ) Uu )
Tz oy _ (M) (3.3.2)

[ull 2o [ull L2
ou C' dépend uniquement de Ky, p, n, [. Notre objectif maintenant est de montrer
I'inégalité :

(51
P2 (mp i) o ety (1e2(Ep60)

||U||L2(Q) ||U||L2(Q)

Pour cela notre, on fait varier I'indice i dant (3.3.2)de 1,...,L:

Pour: =1 5
HUHL2(B,J(x2)) <C HUHLZ(BP(QH))
[ull o) [ull 2o
Pour i =2
52
ull 223, (o)) < O ull 123, (2))
lull 2@y~ [ull 2(q)
Pour s =3 5
ull 25, < O+ ull 225, (1))
”UHL?(Q) B ||u||L2(Q)
Pouri:=L -1

5L—1
ull 2203, (21)) < OV A5 ull 22, @)y
Hu“L2(Q) B HUHL2(Q)
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3.3. Propagation Lipschitz de la petitesse

Pouri:=L

5L
||u||L2(BP($L+1) < CLH0+0%+. 455 lu ||L2(Bp(w1))
[ull 2o [ull 20y

Comme: 7, = x, Zpp1 = ¥y, et 1+ + 82+ ... + 671 = %, onal<d <1

_sL
=l <f<1=0TF < Cl%é, on obtient:

(SL
U u
Telze e it (””L_m)> (3.3.3)

HUHL2(Q) HU”LZ(Q)

Notant que L < it

— wpp”

) e ) s 2
Nous couvrons maintenant 'intérieur {2s, par des cubes fermées de coté | = \/ﬁ’v, un

v
tel cube est inclus dans une boule de rayon p et de centre dans Q4p car ces cubes sont des

boules de centre x dans 25, et de rayon [, donc d (z, 0Q) > 5p >4 2 et pour n trés grand, on

a: [ < p Comme Qs, C Q Le nombre des cubes dans Qs,ne depasse pas N :|ZQT| = |Q2|Z;L”
. 2 2
donc Q% C Uicn B, (%) i=1--- L+ 1= ”uHQ%E <N ||UHB,,(:¢Z)
Pour v = L+ 1, on a 1,1 = y donc I'inégalité ci-dessus devient:
\/— ||U||QT,, < lull g, ) (3.3.4)

On utilise I'inégalité (3.3.4) dans (3.3.3), on trouve:

= 5L
1 | ”95 [ullg, )
— v < O | L1Be)
VN llull 20 [ll 20
” Jul |
6L
P(os) _ VO 1 (i
ull oy = V27" [ll 20
- Ju
u §L
L2 C  llull
L <= B, (y) (3.3.5)
||U||L2 P2 ”UHL?(Q)
avec L < w'ﬂ L les constantes C' > 0 et 0,0 < ¢ < 1, dépendent uniquement de n, [, K.
flull
L2<Q5p>
Ainsi, on écrit le rapport Wsous une autre manieére:
L2(Q
u u —
I ||L2(Qsp) [l g2y = Nl 12(o/my,) [ ||L2(Q/ as, )
vV _ vV _ \4
= l1-—2 (3.3.6)
[ull 2o [ull 2o [ull 20
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3.3. Propagation Lipschitz de la petitesse

En utilisant 'inégalité d’'Holder : "Si 1 < p < co et u € LP(Q), w € L” (Q), alors
uw € L'(Q) et [o|u(z)v(x)lde < flull,[lv]l,y, posant u = w0 = 1,p = ;25,0 = n,

n—1

= 10 o) < (g 1P 00) ™ (S, " %

\4 v
1 A
< ‘Q/Q%" n ((f@/mp |u|2(”1>> )
N \%4
140 (o, < |o/as|" 1, o (st (3.3.7)

Pour I'étape suivante, on va utiliser le théoréme (7.57) dans [ADT75] page 217, et on peut
I’appliquer car €2 est borné et sa frontiére est lipshitzienne, prenant s = %, p=2,1r= % =

Vn>1, Id: Hz (Q) — Lo (2) est continu =

[0y < C Nl g (333)
On a donc:
0 ) < € /| ullys 2 (3.3.9)
ou C' dépend uniquement de 7o, Mopet ||
De plus:
Q/Qsl <Cp (3.3.10)

ou C' dépend uniquement de ro, My et ||, (voir lestimation [A3] dans [AR9S] pour les
détails)).

Il ||L (Q )
5p cstpn ||u
Utilisant (3.3.7), (3.3.9), (3.3.10) et —— ¥/ > (1 - M) —il existe > 0,

||u||L2(Q) H“HL2(Q)

1 2
cstpn ”u”Hl:Z(Q) <

dépendant uniquement de 7o, Mo, |9, et HUHip;z(Q) / lul| 2oy telle que 3

HUHL2( )

||U||L2(Q)

||u||L2(Q)

Par suite:

(3.3.11)

DO | —

pour toute 0 < p < p.
De (3.3.5), (3.3.11) , on déduit :

1
51

50 el 50 \* 3
) < ¢ (LU) N (’é—o) [l oy < N[l g, oy POUE toute p, 0 < p <

|Iu||L2(Q) p% HUHL2(Q)
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3.3. Propagation Lipschitz de la petitesse

S

) o on obtient:

/ ul® dz > Cp/ ul? da (3.3.12)
By () Q

ou C, dépend uniquement de : n, I, Ko, 79, Mo, ||, ||u||H%(Q) /Nl 2oy et p. =

N3

En prenant C, = <gc
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Chapitre 4

les inégalités "Doubling" pour les

systémes elliptiques

4.1 Introduction:

Dans ce chapitre, nous traitons les inégalités "Doubling" (locale et globale: (4.2.1) et (4.3.1))

pour les solutions du systéme elliptique suivant:

A | < Ko Y [D%u|,i=1,..n (4.1.1)

lol<[%]

L’inégalité "Doubling" locale peut s’appliquer sur (4.1.1) mais pour des solutions u €
H? (B, R") de (4.1.1), c’est-a-dire des solutions qui vivent dans la boule unité B; C R"

(voir théoréme (4.2.1)). On définit cette inégalité par:

/ \u|2da: < K/ ]u\2dx, pour toute, 0 < r < v*
Ba, By

les constantes v*, K dépend de n, [, Ky et du rapport:

[l
22(By5 )
-Floc =T 7

[l
12(B,)

ou Ry € (0, 1) dépend de n, I, K.
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4.2. I'inégalité "Doubling" locale (la solution vit dans une boule de 2)

La preuve de cette inégalité a été établie par C-Lin, S-Nagayasu, et J. N Wang ([LNg
W08, théoréeme (1.3)). Leurs preuves sont basées sur les inégalités de type Carleman. Notre
preuve est basée sur [LNg WO08] mais avec des expressions plus explicites pour Ry, v'et K.

Dans la deuxiéme section, on généralise 'inégalité "Doubling" locale i.e au lieux de
prendre des solutions dans Bj, on prend des solutions qui vivent dans tout ’espace Q (2
est un ouvert borné de frontiére de classe Lipschitzienne). I’inégalité "Doubling" globale

est définie par:

F

| S

/ ]u|2 dr < K |u|2 dz, pour toute, 0 < r <
BQT(xO) Br(ﬁo)

7 >0 et 79 € Qr, K ne dépendant que de n, I, Ky, 79, My, ||, T et HuHH%(Q) \||u||L2(Q).
Pour la preuve de la version globale de I'inégalité "Doubling", on utilise I'inégalité "Dou-

bling" locale et larticle [AMRV0S].

4.2 D’inégalité "Doubling" locale (la solution vit dans
une boule de )

Théoréme 4.2.1 (AMRVO08) (I'inégalité "Doubling" locale). Soit u € H? (By, R") une
solution non triviale de (4.1.1) dans By C R", ou By = {x € R™\||z|| < 1}. Il existe une
constante Ry € (0, 1), v* € (0, %), K >0 telle que :

/ uf® dz < K/ u|® dz, pour toute, 0 < r < v* (4.2.1)
BQT B'r

Ry dépend de n, I, Ky, alors que v*, K dépend de n, [, Ky et du rapport:
[ull ,
L (BR(%)

[,
12 (5,g)

Remarque 4.2.1 Le rapport (4.2.2) est souvent appelé la fonction de fréquence. Garofalo

Floe = (4.2.2)

et Lin [GL86] ont attribué ce concept a Almgren [Al79]. En général, on prend la norme de

numérateur plus élevé que la norme de dénominateur.
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4.2. I'inégalité "Doubling" locale (Ia solution vit dans une boule de Q)

preuve de théoréme (4.1.1). On commence d’abord par une version légérement
modifiée de l'inégalité de Carleman donnée dans le théoreme (3.2.2): Vu € Cg° (R"\{0}) et
pour toute m € {k+1/2, k € N}, on a I'inégalité suivante

S [l gt D do < Gy [ o] 2 Al da (4.2.3)

o] <21

ou Cy dépend de la dimension n et la puissance /.
On peut utiliser (4.2.3) pour v € H?* (B, R") qui a un support compact dans R" en
utilisant une fonction de troncature donc on peut appliquer (4.2.3) a la fonction yu avec

X (x) € C§° (R™\0). Ainsi, on définie x (z) € C§° (R™\0) comme:

0si|z| <6/3,
X(@)=4q 1surd/2 <|z| < (Ri+1)RiRy /4 =14Ry
0 si 2r Ry < ||

ou § < R?Ry /4, Ry < 1 est suffisamment petit, r, < 1, le nombre R, est donné par
Ry = (Vm)fl/ % ouy > 0 est une constante que 'on déterminera plus tard. Utilisant

I'estimation (4.2.3) et I’équation (4.1.1), on peut déduire que :

— 2 2|a|— 2
ZIcv|§2z fa/zg\x|gr432 m2 2ol | lo=n | Du|” dx

<
Zla\gzl fm21—2\a| |$|_2m+2|a‘_n |D* (XU)|2 dx
<

CO f |x|—2m+4l—n }Al (XU)‘Q dr
<

Co f5/2§|x|gr432 |2l ‘Aluf dx+Cy [, 2+l AL(

2
1 Ra<|x|<2r4R2 ‘:U XU’)| dx

—2m—+4l—n 2
+Co f6/3<|m|<6/2 || i {Al (XU)| dz
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4.2. I'inégalité "Doubling" locale (Ia solution vit dans une boule de Q)

Ainsi, on a:

CO/ |x|72m+4l7n |Alu|2 d{[} + CO/ |x|72m+4lfn |Al (XU)}Q
§/2<|z|<raR raRa<|z|<2r4 R2

Gy / 2 2 | Al ()
0/3<|x|<6/2

Co2NnK? / Z | |2l 2m g |2l | pag 2 d

§/2<|z|<rsR2
lel<[¥]

+ OO/ |x|72m+4lfn }Al (XU)‘z de
T4R2<|1"<27’4R2

+ CO/ |x|—2m+4l—n |Al (XU)|2 dr
/3 <|x|<d/2

Donc:
_ 2 2|a|— 2 2|a|—n—2 2
/ m2l 2|a |LIZ" m+2|a|—n |Dau| dr < ClKg/ Z ’ZC| |a|—n—2m ‘Dau’ dx
|a\<2l 5/2§|1“§7‘4R2 5/2S|x‘§7’4R2

jal<[¥]

(4.2.4)

+ CO/ |x|—2m+4l—n |Al (Xu)|2 dr
raRa<|z|<2rs R

+ Co/ || 2L A (Xu)‘2 dx
0/3<|x|<6/2

ou " =Co2"n et N =cardinal{a \|o| < [¥]} =1+ Z1§\k\§[%l] (2] -k+1)Ck

Notons bien que |x|4l—2|a\ < (§)4l—2|a\

5 < 1. Maintenant, notre but est de débarrasser

2jal-n—2 2 : SR
du terme C'K? f6/2§\w|§r4Rz Z\&IS[%Z] || 272 Dogy? dzr du 28™¢ membre de I'inégalité

(4.2.4). Pour cela, on va choisir m telle que m? > 2C" K¢ i.e:

ClKg/ Z ’l_‘Q‘CA—n—Qm ‘Dau’2 dr
§/2<|z|<rsR2

jol<[%]

| 3, IA

/ Z |x|2|a\—n—2m |DaU,|2 dx
6/2<|z|<rsR>

ol <[]

| 3, IA

/ Z |x|2\oc|—n—2m |Dau|2 dx
8

/2S‘I|ST4R2 |a|§2l
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4.2. I'inégalité "Doubling" locale (Ia solution vit dans une boule de Q)

2

m al—m—2m o
7/5 > Ja Do) da

/2S|$‘ST4R2 ‘Oé|§2l

<

1 _ 2la|—n—2 2
3 m2 =2l | laf=n " |D%|” dx
6/2<|z|<rsR2 <21

Finalement, on trouve:

Z / m2172|a| ‘$|2m+2|a|—n ‘DQU|2 dr — C/Kg/ Z ‘x|2\a|—n—2m ‘Dau‘Q dz
§/2<|z|<rsRy

6/2<|z|<rs4R
|a|<21 /2<|z|<ra 2|a\§[%l]

>
Z / m21_2|a| ‘x|2m+2|a|7'n ‘Dau|2 dr — 1/ Z m?l—Q\Oé| |x’2|a\*n72m |DaU|2 dx
5 5

|a|§21 /2S|-'E|ST4R2 2 /2S|-'E|S7"4R2 ‘OA|§21

Cette derniére inégalité et (4.2.4) donnent:

— 2|a|—n—2 2
/ m2l 2|a| |$’ |a|—n—2m |Dau| dr
|a\<2l 5/2§|w\§r4R2

< 200/ |x|—2m+4l—n ‘Al (XU)’Q + 200/ |x|—2m+4l—n ‘Al (XU)’2 du
7‘4R2<‘1“<27‘4R2 5/3<\x|<5/2
(4.2.5)
D’aprés la définition de Yy, il est facile de voir que pour tout multi indice o on a :

|D*x| = O (67121} pour toute § /3 < |u| < §/2

(4.2.6)
|1D*x| = O ((r4R2)) pour toute r4 Ry < |u| < 2ryR,

.. . e 20—2|al 2|a]—n—2m o, 12
Ainsi, on minore la quantité: -, o f6/2§|m|§r4R2 m || |D*u|” dz comme

suit:

_ 2lal—-n—2 2
/ m2 =2l || laf=n " | D%u|” dx
la|<21 0/2<|z|<rsR2

> / m? |z| "™ ju|*dz  (on a pris o = 0)
6/2<|z|<raR2

> m? 22l d
§/2<|z|<rsR2
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4.2. I'inégalité "Doubling" locale (Ia solution vit dans une boule de Q)

Ensuite, on utilise le fait que:

m2 |I|fn72m |U|2 dr

6/2<|z|<rsRa

=m? |z |ul® dz + m? || 7" ) da
5/2<|o|<2 26<|o|<raRs

‘—n—Qm

Donc, on trouve:

m? 2|72 |ul? da
6/2<|z|<rsR2
Z m2 |x|fn72m |u|2 dl’ ‘I’ m2 |x|fn72m |u|2 dl’
6/2 <|x|<26 26<|z|<R}R2

> m? (20) 7" / u|® dz + m? (R%Rg)%nn/ ul? da
2

§/2<|x|<28 5<|z|<R2Rs

Notons que R? < r4 a condition que Ry < 1/3. Par ailleurs, utilisant (4.2.6) dans (4.2.5),

il vient que:

m? (25)_2m—n/ |U,‘2 da:+m2 (R§R2)—2m—n/ |u|2 i
5/2<z|<2s 25 <le|< 2 Ry
< / m2l*2‘a| ‘x|2‘06|—7’b—2m |Dau‘2 dr
laj<21 ¥ 0/2S|z|SraRe

< 200/ |$|—2m+4l—n ‘Al (XU)’2 + 200/ |x|—2m+4l—n ‘Al (Xu)’2 du
rq4Ro<|z|<2rsRa 6/3<|x|<d/2

< 2N1+100 |x’—2m+4l—n Z ‘D2lf|a\x|2 ’Dau|2 do+

raRa<|z|<2raRo la|<21

4+ oMiHIcy / |2 pa-lel () | D2 de
0/3<|x|<d/2

< 2N1+10061 Z (T’4R2>_4l+2|a| / ’x|—2m+4l—n ’Dau|2 da
|| <21 raRy<|z|<2r4RRy
+ 2N1+10062 Z (5)—4l+2\04| / |x|—2m+4l—n |Dau|2 do
|| <21 5/3<|z|<8/2
< C" Z (T4R2)4l+2a|/ |x|f2m+4l7n |DaU|2d1’
la| <21 rqaRao<|z|<2r4 R2
+CH Z (5)—4l+2|a/ ‘x’—2m+4l—n |Dau\2d;z;
|| <21 §/3<|z|<6/2
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4.2. I'inégalité "Doubling" locale (Ia solution vit dans une boule de Q)

Ainsi, on utilise I'inégalité précédante et (3.2.6), on obtient:

m? (25)2mn/ lul? dz 4+ m? (Rng)ﬂm*n / |u|® dz
/2 <|z|<26 26<|z|<R?R,
<
c" Z / |x|—2m+4l—n |x|2|o¢\—4l |Dau|2 dx
|Oé|§2l T4R2<|$|<2T4R2

+ o" / ’x|f2m+4lfn |x|2\a|f4l |Dau|2 dx
|| <21 6/3<|x|<d/2

S OII |—2m+4l—n |£L_|2‘a|—4l |Dau‘2 dx_i_
|a|<2l 7’4R2<‘$|<27’4R2

+ OII |—2m+4l—n |x|2\a|—4l |Dau‘2 dr

S C// | 2m—n |x|2‘a| |Dau|2 d$+

|a|<21 T4R2<‘$|<2T4R2

<Jz|<

\a|<2l

< Z (rafte) """ / 2o | Douf? dat
la|<21 r4Ro<|z|<2rsRa

0"y (3 /3y / 2l | Do
| <21 §/3<|z|<é/2

< (5)2m"/ lu|* dz + C" (7"4R2)2m"/ ul? da
5/4<‘CE|<5 R%RQ<|E|<3T4R2

Donc
m? (26)2mn/ lu|® dz + m? (RfR2)2mn/ |u|® da
/2 <|z|<26 26<|z|<R2R>
< ¢ (5)2m / Wl dz + C" (raRy) 2" / uf? da (4.2.7)
|x‘<5 ‘I|SR1R2

On a utilis¢ le fait que : Ry < 1/3 = 3ryRy = 3(R1+1)RiRy /4 <3 X 3R1Ry /4 =
RiR,

C = C"3?mtron " =max(2M1+1Cyer,2M Coes), ou Ny = cardinal{a \|a| <21} = 1 +
Drcipj<a (20— Kk +1)Cy
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4.2. I'inégalité "Doubling" locale (Ia solution vit dans une boule de Q)

On ajoute aux deux membres de Vinégalité (4.2.7) la quantité m?2 (26) 2" " 2] <6/2 |u|® dz,

ce qui donne:

m? (2(5)2m”/ ul® dz + m? (Rng)mn/ lu|® dz + m? (2(5)2m”/ ul? da
§/2 <|x|<28 26<|z|<R?R;

lz|<6/2
= m? (2(5)2m"/ |ul® dz + m? (Rng)an/ lul? da
o] <26

20<|2|<R} Ry

1 —2m—n 1 —2m—n
= —m?(26)° / lul® dz + ~m? (26) / u|® da
2 jo|<26 2 j2|<25
+m? (R2R,) " " / uf? dz
20< x| <R3 R
]- —_ — —zMm—n
> —m? (20) 7" "/ ul® dz + m? (RIRy) 2 / u|® da
2 j21<26 <25
o (R2Ry) " / uf? da
20< 2| <R3 R>
1 — — —zMm—n
= —m?(20)7" n/ u|? dz +m? (RR,) 2 / u|® da
2 0] <25 || <R2Rs

et d’autre part, on a:

(g / - ul® dz + C" (7“4R2)_2m_"/ u|? da + m? (26)_2m_”/ u|® da

|z|<R1R2 |z|<6/2
<C' (5)2mn/ lul® dz + C" (r4Ry) ™" / lul? dz + m? (25)2m"/ ul? da
|z|<d |z|<R1iR2 |z|<d
~ —2m—n 2 " —2m—n 2
— & (5) / > dz + C" (r4Ry) / luf? dz
lz|<d |x|<R1iR2
1 —2m—n 2 2 —2m-n 1 __ -2 R% e 2
=C" (0) |u|” dz +m* (RyRy) C"m — lu|” dx
x| <68 T4 |z|<RiRs
Donc:
1 —2m—n
—m? (25)_2m_”/ lu|® dz + m? (RIRs) 2 / |u|® dz
2 <26 |z|<RIR,
- R2 2m+4n
<C" (o) / lul? dz + m? (RyRy) ™" C"m ™2 (—1> / lul?> dz (4.2.8)
x| <8 T4 |z|<RiRa2

avec C" = C' 4 272m="p?2

D’abord, on remarque que:

"._—2 R% 2 "o—2 4R1 2t " -2 2m+n
C"m™ | — =C"m il <C"m ™ (4Ry) < exp (—2m)
T4 1
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4.2. I'inégalité "Doubling" locale (Ia solution vit dans une boule de Q)

pour toute Ry < 1—16et m? > C". Donc:

1 — — —zMm—n
~m?(26)*" n/ |u|® dz + m? (RIR,) 2 / u|® dx
2 |z|<28 +|z|<R2R,

<c @ |

lel<s

ul> dz +m? (R2R,) ™" exp (—2m ul? dzx 4.2.9
1

|z|<R1R2

Il est important de noter que (4.2.9) est valable pour toute m = j + %avec j€eNetj > jo,
ou jo dépend de n, [, €, et Ko. On prend R; = (v (j + %))_1/26 et utilisant la relation m =
()" (R)™*/", on déduit de (4.2.9) que:

1 —2m—n
—m? (25)—2’”—”/ uf? da + m? (R2R;) ™ / |u|® dz
2 jal <25 2| <R2R,
~ 1 —29m—n 2 2 2 —2m—n —2¢/l 2
< C (9) / |ul” dz + m?* (R R;) exp (—ZCRj )/ |ul” dx (4.2.10)
|z] <o |z|<R1R;

pour toute j > jo, et ¢ = y~1. Choisissons j, suffisamment grand, tel que:

R;i1 < R; < 2Rj pour toutej > jo (4.2.11)

Donc, si Rj11 < Ry < R;jpour j > jp,on a:

/ lu|® da < / |ul? da
2| <R3 Rz 2| <R2R;

D’apres les hypothéses précédentes et le fait que R; < 1—16 donc
1
RlR]‘ < 1—6R] < Rj+1 (4212)

D’autre part, en utilisant (4.2.11) et (4.2.12), on obtient:

/ lul? de < / |u|® da
|z|<R1R; |z|<Ro

Notre objectif maintenant est de montrer que exp (—QCR;%/ l) < exp (—CR; 2¢/ l)
Pour cela, on utilise toujours I'inégalité (4.2.11) et (4.2.12) , on déduit, donc:

%R‘y < R2 — (%R‘y)—2€/l Z <R2)—26/l — ¢ (LR‘])_Qe/l S —c (RQ)—QG/l

16
) —2¢/l

Comme 0 < € < % et pour [ suffisamment grand on a:(% <1l=

(_QCR;k/l) <. (_ (%6)—26/1 CR'f2e/l> < <—CR;2€/I> —

j
— exp (—QCR]-_ze/l) < exp <—CR2_26/I>
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4.2. I'inégalité "Doubling" locale (Ia solution vit dans une boule de Q)

Finalement, on conclut que :

2 2
f\xISRfRz [ul"dz < f|m|gR§Rj |ul” dzx

—2¢/l 2 —2¢/l 2
exp (—2ch />f|w‘§Rle |u|” dx < exp (—CR2 />f|m|§R2 lu|” dx

On utilise (4.2.13) dans (4.2.10), on trouve:

(4.2.13)

1 —2m—n

gt @ [ e (BR) T

<" (@ / uf de +m? (RER;) ™" exp (—ek, ™) / [ul e (4.2.14)
o]0 eIt

Supposons qu’il existe s € N tel que :
R;1 < RY® < R; pour tout j > jo, (4.2.15)

En remplacant Ry par R?* dans (4.2.14) on obtient:

1 —2m—n

Sm? (26) 72" / lul® do +m? (R2R;) " / [ul* da
|z <26 ol <R

<C @ [ et (BR) T e (<7 [ ufde (4210)
|z|<6 |"E|SR%S

On déterminera plus tard les valeurs de s et R;. L’astuce maintenant est de trouver un s

qui convient, Rjsatisfant (4.2.15) et l'inégalité ci-dessous. Pour un tel choix

—4se 1
exp <—CR14 /Z) / ul® dz < —/ u|® da (4.2.17)
jal< 2 2 Jya|<ry

On va maintenant utiliser I'inégalité (3.2.3). Pour cela , on choisit:
ry = Rfk”, Ty = R%k, T3 = R%k_Q pour toute k > 1, et remarquons que, r1 /13 < ro /13 <

R? < v. Par suite (3.2.3) implique :fBR%k lu*dz < C (fBzgaﬁ“ |u® dac)T <f312%;§72 ul? dx) o =
= [y Il < € (fB;Tz |u|2dx>T (fBgi_z juf? dz)
> (Jpge i) <0 (Rgoslabas) (felufan) ™ = (1 ) <
C (fyapos luf o)’ (fBg;lz juf? da / 30 10 d)
= (fBR%k uP do / [y |u|2d:c)T <c <f3§k12 uf? da /fBR%k |u|2d:c)1_T -

/ u|® da / ]u|2da:§Cl/T/ |u|® dz / u|® da (4.2.18)
Ban B, B Brge
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4.2. I'inégalité "Doubling" locale (Ia solution vit dans une boule de Q)

__ (log(r1\r3)—1)*—(log(r2\r3))
—1-2log(ra2\r3)

oi C' = max{CoR; >, exp (By (—1 —4log Ry))} et a = L2 =

=
_ (4log R1—1)*—(2log R1)?
- —1—4log Ry

S5/

On vérifie que :
1 <C < CoR ™
2 <a< —4log Ry

(4.2.19)

ol 31 = max {2n, 45} et si R; est suffisamment petit, e.g R; < e~%. Ainsi, on majore

le terme & gauche de (4.2.18) par un terme qui dépend de R? et R} au lieu de R¥*~2 et R2*.

2 2 . 2 2
fBR%S u) dx/fBIz;1+2 |u|” da <cY <fo—fl_2 | d.r/fBR%s |ul dx)

<CcYyr (C’l/T (fB]z;l_zl ul|* dz /fBR%S2 \u|2dx> )
o (o (e (e 1 ] ))
1 R1674

< C’l/T<171a—:1) (f |u|2dx/f |u|2dx)a _
>~ B}%l BR%

as—l

as~1
/ lul? da / lu> dz < C' @D / lul? da / ul? da (4.2.20)
Bpas By B} B

On prend maintenant s > 1. De la définition de a, on tire 7 = 1 /(a + 1). 1l s’en suit

que:

a1 —1 a+1
o 1 <3 s—1
T(a—1) a—l( )_ “

11 découle de (4.2.19) que:

s R2s u| dx/fB2ng2 juf* dz < C¥ ~4log Ry)” (f32 Jul” d:v/fB Jul” d$> -

(—4log Ry)*~ !
/ |u|2dx// ul® dz < (C’S’ (Rl)f?’Bl) : |u| dx / u|® dz
Bas B

(4.2.21)

s—1

On multiplie l'inégalité (4.2.21) par exp (—CR;4SE/I> Jg2ere ul® dz.
Ry

@w<—dﬂ““)/m WVdréem<—da%W)(ang3&y

B2
R2s

—4log Rl)s_1

X / lu|? da: / lul? dz: X / lul? dz: (4.2.22)
B}, B Byt
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4.2. I'inégalité "Doubling" locale (Ia solution vit dans une boule de Q)

Posons 1 = —log Ry, alors si Ry (< min {e™4,4/v}) est suffisamment petit , i.e ., p est
suffisamment grand, on a:

dtep /1 > (t — 1) log (411) + log (log C3 + 3B1) — log (¢ /4)

pour tout ¢ € N. Autrement, on a que pour tout R; petit

log (log C§ + 3B1p) < log(c/4) — (t — 1) log (4p) +4tep /1

(log CF + 3B14) < exp (log (¢ /4) — (t — 1)log () + 4tep /1)

=exp (log (¢ /4) — (t — 1) log (—4log Ry) — 4te /1 log Ry)
—exp <10g (¢/4) —log (—4log Ry)' ™" + log R1_4t6/l>

B R74te/lc/4 B R74te/lc/4
=exp (log (W» = <W)

3 R74te/l C/4
= exp (log Cy — 361 1log Ry) < exp W
(—4log Ry)t 1 —4te/l t—1
—38 R c/4(—4log Ry)
= <CO3R1 1) SeXp< ! (7410gR1)tg_11 >

(cg (Rl)“"’ﬁl)(uogm)ﬂ < exp (—cR;““/l /4) < (1/2)exp (—CR;‘*“” /2) (4.2.23)

pour tout ¢ € N.
Ainsi, on fixe un R; telle que (4.2.23) soit vérifiée et

4
—76 log R, — 2loga > 0. (4.2.24)

L’étape clefs dans notre preuve est de trouver une constante R; vérifiant (4.2.24). Apres

la fixation de R;, on définit alors le nombre ¢y, dépendant de R; et u. comme suit:

to = (log2 — log (ac) + loglog (fB% u|® da /fBR4 |ul? dx)) x (=% log Ry — log a)_l.
1 1

Vit >ty = <log2 —log (ac) + log log <f32 |u|® da /fB \ ]u\%la:))
Ry Rl
x (=3 log Ry — loga)f1 <t
= {loglog (fBIQQI lu|? da: /fBR% |u|2d:v) + .log2 — log (ac)]
<t (—4l—€logR1 — loga)
= log R{ /" —loga!
= loglog (fB% ul? da /fB ) |u|® da:)
1 Rl
M _ogat — log 2 + log (ac)
= log R """ —logat + log (%)
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4.2. I'inégalité "Doubling" locale (Ia solution vit dans une boule de Q)

2 2 —ate/l gl-te
= loglog (fBIQ%I |u|” dz /IBR% |ul dw) <log <R1 T)
o (fug, ol [ ) < exp (5
1 1

-1 t—1

= (fB%:l lul da /fBR4 Juf? dx) < (eXp <R;4t6/z%)>a . <CR1—4te/l /2>

Avec le choix de tgy, on peut voir que

/ lu|? dz: / ul? dz
B?zl BR‘{

pour tout t > tg.

s—

< exp <—CR1_486/Z /2> (4.2.25)

Soit siest le plus petit entier positif tel que s; > t.
Si
R < Rjy = (v (o +1/2))"%, (4.2.26)

alors, on peut trouver j; € N avec j; > jo tel que (4.2.15) soit vérifiée, i.e.,
Rj1+1 < R?SI < le

D’autre part, si
R > R, (4.2.27)

Alors, on choisit le plut petit entier positif s, > s;. tel que R2*> < Rj, et donc on peut aussi

trouver j; € N. avec j; > jo pour lequel (4.2.15) est vérifiee. Maintenant, on définit
s1 si (4.2.26) est vérifié

Sg si (4.2.27) est vérifié

Il est important de noter qu’avec un tel s, (4.1.15) est vérifiée pour certains j; et (4.2.24),
(4.2.25) sont satisfaites. Donc, on pose m; =n+2(j; +1/2) et m = (my —n) /2. Combi-
nant (4.2.23), (4.2.24) et (4.2.25) i.e:

—4se/l
exp <—cR1 />IBR25 |u|® dz
1

as—l

—dse _3p,) (T4log R1)*!
< exp (=R ") (8 (R) ) (IB% jul® da / Js, |u|2da:) Jgasa |uf* dz
1 1 1

< % B12§1+2 |U’2 dx

qui est (4.2.17). Utilisant (4.2.17) dans (4.2.16). on obtient

1 ]- —zM—n
L2 (26)72mn / ul? do+ 2m? (R2R,,) /
2 | <25 2

25+2
|$|§R18

uff dz < & (5)—2m—”/ luf? da
|| <o

(4.2.28)
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4.3. L’inégalité "Doubling"(la solution vit dans §2)

De (4.2.28), il vient que:
sm? (26) " || <26 [ul* dz < C" (8)7" " |x|<3 [ul* dae

Ceci donne:

=11

Pdr < —C om [ e (4.2.29)
2
|z[<26 (m1 —n) 2| <o

L’estimation (4.2.29) est valable pour tout § < R2?* /4. Donc (4.2.1) est vérifice pour
vt = RPT? 8 et K = 5C

(m1—n)

z2"™1. Ce qui termine la preuve du Théoréme (4.2.1). m

4.3 L’inégalité "Doubling" (la solution vit dans ()

Théoréme 4.3.1 (AMRVO08) (Inégalité "Doubling”) Soit Q un borné dans R"™, n > 2,
dont la frontiére est de classe Lipshitzienne avec des constantes ry, My et soitu € H* (Q, R™)
une solution non triviale de (4.1.1). Alors, il existe une constante v, 0 < v < 1, ne dépen-

dant que de n, | et de K, telle que: pour toute 7> 0 et pour xo € 2z, on a:

vr

/ lul>de < K lu|® dz, pour toute, 0 < r < (4.3.1)
Bay (xo) By (x0) 2

ot K > 0 ne dépend que de n, 1, Ko, ro, My, |Q|, 7 et de HuHH%(Q) /HUHLQ(Q).

Preuve. Comme u est une solution réguliére non triviale de (4.1.1) dans ©Q (car u €
H?(Q2, R")), alors d’aprés le principe du prolongement unique u est une solution non triviale
dans n’importe quelle région de 2 et évidement dans By (z¢) C 2, ou 7 > 0 et zg € Q7 =
{z € Q\dist (z, 0Q) > 7}

Donc, nous pouvons maintenant travailler avec des solutions dans By (xg): soit v (y) =
u(Fy +x9) = (Fy +30) € Br =y € By = v € H¥ (B, R")

Comme u est une solution de (4.1.1): u (Fy + x¢) est une solution de (4.1.1).

Il s’en suit que:

|AW ()| = | A (7y + 20)| < Ko o< [a] |1 D (Fy + o))

= | A ()] < Ko [1+ Cpea) (CL+ -+ CE) ] 8,0 1D (o)

Donc

A ()] < Ko ) [D(y)| (4.3.2)

lel<[%]
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4.3. L’inégalité "Doubling"(Ia solution vit dans §2)

ot Ky = Ky [1 + Ypeqa] (Ch+ -+ CE) fk]

Comme v € H* (B;, R") est une solution non triviale de (4.3.2). on peut appliquer le
théoreme (4.2.1) sur v: il existe des constantes Ry € (0, 1), v* € (0, %), K > 0, telle que

Is,, v)* dz < K [ lv|* dy, pour toute, 0 < r < v*. Ceci entraine que:

I5,, |u u(Fy +xzo)[* dy < K [ |u (7y + x0)|” dy, pour toute, 0 < r < ¥, posant = =

Ty + a0 = dy = F_"' Par suite:

2 2 2 2
f’@EQT lul”dex < KII@ET lu|”dx = f|x—a:o|§2rf |ul”dz < Kf|a:—$0\§7“7‘ lu|”dx =
fst(xo) ’u|2 dr < Kst(so) |’LL‘2 dx, avec s = r7 < Tv*
=
/ lu> doe < K |u|® dz, pour toutes, s < v*F (4.3.3)
Bas(xo) Bs(s0)
avec v* € (0, 1), K > 0 dépendant uniquement de n, I, Ky, 7 et:
il
~ 25
Fioe = (255 (4.3.4)

U
Il ,
voir théoréme (4.2.1)
Soit v € (0, 1) la constante introduite dans le théoreme (3.2.1). Siv* > £, alors (4.3.3)
est vérifiee pour s < 77, sinon, on prend s € (v 7“,2T) et par 'application du théoréeme

(3.2.1) avec 1, = VT, 19 = 25, r3 = 7. Il est clair que r; < ry < vry = vF car s €

(v*f M):>2$>v7” et 2s < vr:

5 1-5
/ ul” dz < C </ \u|2dzc> (/ |u|® d:v) (4.3.5)
Bas(zo) v*7(Z0) By (zo)

avec 0 € (0,1), C > 0 dépend uniquement de n, I, Ky, 2 = v*,2 = 2. Notans que

T3 ‘r3 T

9 2s

la constante C' dépendant de 2 =2 < Comme v dépend de n, [, Ky, C' dépend de
22— % < v. Comme v dépend de n, l, Ky, C dépend de n, [, Ky, v*. On peut écrire (4.3.5)

T3

sous une autre forme:

1-5
|u|® dw// |u|® da <C’< |u® da:// ]u\2dx)
st(l‘o v r(fl'() BT(zO v 7
< C< |u|® dz // ]u\2dx) (4.3.6)
Bi(z0) v (%0)
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4.3. L’inégalité "Doubling"(Ia solution vit dans §2)

Comme v*7 < s, on a:

2 2 2 2 lull 2B (x
fBU*f(xo) lu|” dz < st(zo) lu|” dx = fst(Io) lu|” dx /st(xo) lu|® do < CHuHH ”L (Br(xg))
* LQ(BU*F(QCO))
=

u #(x
/ uf dz < 0wy / ul? da (4.3.7)
Bas(xo) Bs (o)

||u||”u”L2(Bv*f(ZO))
pour toute s, v*1 < s < gT.
On va estimer Maintenant F},.. Soit p = min {Réf, ar }, on applique le théoréme (3.3.2):

ol Jull

L (BR%F(‘ZO)) < L (BRgF(a:o)> < HUHLQ(Q) < 1
u u _— u u _— U u _—
lullju > el 2 0y) = Tl 25,00y — V/Co

Eoc = =

2
L (BRéf(wo)

||“||L2(Q) 1

HUHHHHLz(BP(IfJ)) \/@

avec C, dépendant de n, [, Ko, ro, My, ||, 7 et HuHH%(Q) /Hu|]L2(Q)

Eoc =

(4.3.8)

Donc v*et la constante C' dans (4.3.7) dépendent des constantes: n, [, Koy, ro, My,

11l L2 (57 (wg))
‘“H”

19, 7 et Jlull ., /||u||L2(Q) . On peut maintenant estimer la quantité:
H2(Q) uHLz(Bv*;(zo))

2oy Mulzey 1 4 2 gy < _C 24
HuHHu”LQ(BvW(QO)) - ||U||Hu|\L2(Bp(x0)) - \/CT,, Oanst(xo) |u‘ L= \/C_prs(IO) ‘u’ z
=
/ uf dz < K uf? da (4.3.9)
Bas(wo) Bs(zo)
avec K = - m

5
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Chapitre 5

L’inégalité "doubling" globale pour

les solutions du systéme de Lamé

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous terminons la démonstration de I'inégalité "Doubling" pour le prob-

léme au limites:

div(p (Vu + ( T) + V (Adivu) = 0, dans €2

(( <Vu—|— (V) )) (Adivu) I, ) v — . dans 69 (5.1.1)

ot u € H' (Q, R"),u, A € C*' (Q) (les coefficients de Lamé), Q un domaine borné dans
R™ n > 2, avec une frontiére de classe Lipshitzienne avec des constantes rq, My, I, est la
matrice identité et v la normale extérieure a 9€2. On suppose que ¢ € L? (99, R™) définit

le champ de traction au bord satisfaisant la condition de compatibilité:

/m o =0 (5.1.2)

pour tout déplacement r tel que 7 (x) = ¢+ Wx ol ¢ est un vecteur constant,  un vecteur

qui n’est pas constant et W est une matrice constante n x n tel que: W = —W7
Rappelons qu’on ne peut pas, en général, se contenter d’'une condition aux limites de

Dirichlet sur l'intégralité du bord 0f) car elle s’interpréte comme le fait que le solide est

fixé et immobile sur son bord. En pratique, tout le bord n’est pas bloqué et souvent des

60



5.2. Existence et unicité de la solution du probléme au limite

forces surfaciques sont appliquées sur lui. Ce cas de figure est modélisé par une condition

aux limites de Neumann qui s’écrit ici:
((u (Vu + (Vu)T>) + (Adivu) [n) v =, surdf

On peut analyser le probléme (5.1.1) grace aux conditions de convexité, normalisation
(Jou=0, [o (Vu— (VTu)) =0), compatibilité (5.1.2).

Pour prouver que ce probléme est bien posé, c’est-a-dire qu’il admet une solution unique
et dépendante contintiment des données, nous utilisons ’approche variationnelle et les
espaces de Sobolev introduit au chapitrel.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la section 5.2 nous démontrons des résultats
d’existence et d’unicité des solutions du probléme au limite (5.1.1). Dans la section 5.3, on

démontre I'inégalité "Doubling" pour ce probléme.

5.2 Existence et unicité de la solution du probléme au
limite
5.2.1 Le théoréme de Lax-Milgram

Cadre abstrait:

Nous décrivons une théorie abstraite pour obtenir ’existence et 'unicité de la solution d’une
formulation variationnelle dans un espace de Hilbert. On note V' un espace de Hilbert réel
de produit scalaire (,) et de norme ||||. Nous considérons une formulation variationnelle de

type: trouver u € V tel que
a(u, v) = L (v) pour tout fonction v € V (5.2.1)
Les hypotheéses sur a et L sont:

1. L(.) est une forme linéaire continue sur V.

2. a(., .) est une forme bilinéaire sur V.
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5.2. Existence et unicité de la solution du probléme au limite

3. a(., .) est continue, c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que:

la (w, v)| < M ||wl|| ||v]| pour tout w, v eV (5.2.2)

4. a(., .) est coercive (ou elliptique), c’est-a-dire qu’il existe N > 0 tel que

a (v, v) > N |jv||* pour tout v e V

Comme nous le verrons au cours de cette sous-section, toutes les hypothéses ci-dessus
sont nécessaires pour pouvoir résoudre (5.2.1). En particulier, la coercivité de a (., .) est

essentielle.

Théoréme 5.2.1 (Laz-Milgram) Soit V' un espace de Hilbert réel L (.) une forme linéaire
continue sur' V', a (u, v) une forme bilinéaire continue coercive sur V. Alors, la formulation

variationnelle (5.2.1) admet une unique solution dépendant continiment de la forme linéaire

L.

Pour trouver la formulation variationnelle du probléme au limite, qui nous intéresse, on

écrit (5.1.1) pour chaque: 1 < i < n, on obtient:

ai( < —1—3“J>—|—)\(d1vu)5 >:0,dansQ

(n (35

Ensuite, on multiplie chaque terme du probléme ci-dessus par une fonction test v; €

(5.2.3)

=
i + gf) + A (divw) (Lj) v; = p;, sur O

(H' ()" telle que [,v =0, [, (VU — (VU)T> = 0 et on intégre par partie pour obtenir:

Jan3 (8 +82) o+ fuAAive) Fds = fon punda

On somme ces équations pour ¢ = 1,...,n afin de faire apparaitre la divergence de la

fonction v = (v',... ") et de simpliﬁer la premiéere intégrale car:

> (a“g;j)g% - 22 (ax]JrgZZ) (3;” axi) = 2e(u)e(v), ot e(u) =

7=1
) est un espace de Hilbert, on obtient alors la formulation variationnelle:

1 (w + (vu)T)
Comme H*!

(
trouver u € H' () tel que:
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5.2. Existence et unicité de la solution du probléme au limite

/ pe (u) e (v)dr + / Adivudivoedr = / ovdx,Yv € H' (Q) (5.2.4)
Q Q o9

On vérifie aisément que chaque terme de (5.2.4) a bien un sens.

Proposition 5.2.1 Soit 2 un domaine borné dans R™, n > 2, avec une frontiére de classe
Lipshitzienne avec des constantes ro, My. Soit p, A € C?1 (Q) vérifiant les conditions de
convexité:

p(z) > ag >0, 2u(x) +nA(x) > Yo, dans Q (5.2.5)

alors il existe une unique solution (faible) u € H' (Q) du probléme au limite (5.1.1) telle

/Qu:(), /Q(Vu—(Vu)T) =0

Preuve. Pour pouvoir appliquer le théoréeme de Lax-Milgram, la seule hypothése délicate

que:

a vérifier est la coercwité de la forme bilinéaire [, pe (u) e (v)dx + [, Adivudiveds. On

procéde en trois étapes. Premiérement, montrer que

/u\e(v)ﬁdm +/ A |div o]? do > C/ le (v)[* dz, ot C' = min (20, 7o)
Q Q Q

Pour cela, on utilise une inégalité algébrique: si on note A.B = Y a;b;; le produit

1=1
Jg=1
scalaire usuel des matrices symétriques, on peut décomposer toute matrice réelle symétrique

A sous la forme A = A%+ A" avec A* = A — 2trAl, et A" = LtrAl, de telle maniére

S ay|*, (la norme de Shur). En fait
1=1

que ATAM = 0 et |A]? = }Ad{z + |Ah‘2

,ou Al =

J=1
A représente le tenseur de déformation, A? est une matrice sans diagonale (i.e trA? = 0).
La décomposition précédente est une propriété utilisée en mécanique (des milieux continues)

sous la forme suivante: Si o = o+ o" o o et o sont appelés:

o?: deviateur de o
o": partie spherique de o

dd a des rotations qui n'influent pas sur la "déformation”
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5.3. L’inégalité "Doubling" globale

On a alors: 2u|A]> + X (trA)? = 2u ‘Ad}Q + (2pu+nA) ‘Ah}Q > min (2u, 24+ nA) |A]? >
min (ag, 7o) |A]* = C'|A)?, avec C' = min (ag, 7o), ce qui donne le résultat pour A = e (u).
Le fait que C' > 0 n’est pas un hasard: les arguments mécaniques et thermodynamiques qui
conduisent aux inégalités p > ag > 0 et (2 + n\) > 0 sont précisément les mémes. Deux-

iement, on utilise 'inégalité de Korn qui donne une constante C' telle que: [, |e ()| dz >
C' [, |Vv)*dx pour tout v € H'(Q, R") et [, <Vv — (VU)T> = 0. Troisiétmement, on

utilise l'inégalité de Poincaré qui donne une constante C" > 0 telle que pour tout v vérifie

Jov=0etve H (Q, R")
/|v|2dx§0”/|Vv|2dx
0 v

Au totale, ces trois inégalités et le fait que |, a0 P17 = 0 conduisent a la coercivité

/ 2 le (v))* dx +/ A|div o> dz > C" HUH?{l(Q)
Q Q

Remarque 5.2.1 L’interprétation mécanique de l’inégalité de Korn est la suivante. L’énergie
élastique, proportionnelle a la norme du tenseur des déformations e (u) dans L* (), con-

trole la norme du déplacement u dans H' (Q,R™), a l'addition prés de la norme de u dans
L?(9).

5.3 L’inégalité "Doubling" globale

On montre 'inégalité "Doubling" pour le probléme au limite (5.1.1)

Théoréme 5.3.1  [AMRVO0S] ( l”inégalité "Doubling” globale). Soit Q un domaine borné
dans R™, n > 2, avec une frontiére de classe Lipshitzienne. Soitu € H* (€, R") une solution

faible du probléme au limite (5.1.1) satisfaisant les conditions de normalisation:

/Quzo, /Q<Vu—(Vu)T>:0

Soit p, A € C*1 (Q) vérifiant les conditions de régularité:
||/~LHC2«1(Q) + ||)‘HC2,1(Q) <M (5.3.1)

64



5.3. L’inégalité "Doubling" globale

et les conditions de converité :
p(r) > g > 0,2u(x) +n(x) >, dans Q (5.3.2)

Alors, il existe une constante v, 0 < v < 1, dépendant de n, oy, Yo et de M, telles que pour

toute 7 > 0 et pour toute xy € Qr, ot Qr = {x\dist (x, 0Q) > T}, on ait:

/ lul® da < K/ lu|® dz, pour toute, 0 < r < =7 (5.3.3)
Ba, B

N <

ou K dépend de n, ag, Bo, M, ro, My, |2, T et de HS"HH%@Q)/H‘PHH—l(aQ) .

Preuve. Comme u € H' (€, R") est une solution faible du probléeme aux limites :
div(p <Vu + (VU)T>) + V (Adivu) = 0, sur
((,u (Vu + (Vu)T>) + (Adivu) In> v =, sur oS}
et u, A\ € O%! (Q) alors par des estimations de régularité a l'intérieur, on a aussi

u € HY

loc

(©Q, R™). (voir, [C80] ). D’apres la proposition (2.2.1), le probléme ci-dessus
est équivalent a:
A% < K, Zfa\ﬂ | D%, i =1,...,n
L’inégalité ci-dessus est valable pour toute solution faible du probléme au limite, donc
on peut appliquer le théoréme (4.3.1) sur u , i.e:
5o (20) ul® dz < K [ o) lu|? dz, pour toute, 0 < r <

donc, on peut prendre aussi xg = 0, on trouve:

/ ul® da < K/ |u|® dz, pour toute, 0 < r < =7 (5.3.4)
BQr B’V‘

ou K dépend de Ma n, aO?BOJ: K07T0>M07’Q|7F et de ||uHH%(Q) /||UHL2(Q)

Notre but dans cette preuve est de majorer la quantité [[ul| 4 @) / [[ull 12(q Par le rapport

100 -3 oy /1991130
Par la formulation faible du probléme aux limites (5.1.1) et les conditions de normalisa-
tion. on a d’abord:
||U||H1(Q) <C ||90||H’%(89) (5.3.5)
ou C dépend de n, 19, My, ||, ao,70. De plus I'inégalité d’interpolation suivante est
vérifiée.:

2
1ulliy3 0y = C lull oy 1ull 220 (5.3.6)
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5.3. L’inégalité "Doubling" globale

On a ensuite 'inégalité de trace (voir[Gr;85, théoréme 1.5.1.10]) suivante:
||U||i2(ag) <C ||U||L2(Q) ||U||H1(Q) (5.3.7)

ou C' dépend de r9,M),|€2| et I'estimation du lemme (4.10) dans [AMRO3]
HSOHH—l(aQ) <C HUHL2(89) (5.3.8)

ot C dépend de M, ro, My, 12|, @, Y0

Donc:

lull? [ )% lell® s
H2(Q) H1(Q) H(Q) H™2(Q) (5.3.9)

2 = = 2 2
||u||L2(Q) [ull z2q) ||U||L2(ag) ||90||H*1(8Q)

ou C' > 0 dépendant du n, ag, Yo, M, 19, My, |2 donc notre inégalité (5.3.4) devient:

T (5.3.10)

o<

/ |u]2 dr < C*/ \u|2d:1:, pour toute, 0 < r <
BQT B'r

ou C* dépend de n, ag, Bo, M, 1o, My, ||, T et H('DHH*%(aQ)/HSOHH‘l(@Q)' Il suffit de

prendre alors: K =C* =
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons prouvé I'inégalité "Doubling " globale pour le probléme cité

ci-dessous:
div(p (Vu + (VU)T>) + V (Adivu) = 0, dans 2

((,u (Vu + (Vu)T>) + (Adivu) In) v =, sur Jf)
Ce qui est intéressant dans la preuve c’est bien 'utilisation du systéme des inégalités dif-
férentielles et des inégalités d’interpolation. En effet, nous avons réduit le systéme de Lamé

a un systéme d’ordre 4:

3
A% < KOZ |D%|,i=1,...,n
lal=1

Ainsi, on a généralisé ce dernier systéme & un systéme d’ordre [351]

{Aluﬂ < K, Z |D%|,i=1,...,n
lal<[%]

Pour ce faire, on a utilisé le théoréme des trois sphéres, la propagation Lipschitz de la
petitesse, I'inégalité "Doubling" locale, et 'inégalité "Doubling" globale.

La preuve du théoréme de I'inégalité "Doubling" globale pour les solutions des problémes
aux limites est basée sur: le systéme d’ordre 4 et 'inégalité "Doubling" globale pour ce
dernier.

Notons en guise de perspectives que 'inégalité "Doubling" pour les solutions du systéme
de Lamé isotrope est un probléme ouvert dans le cas: u, A € C%! (Q) (le systéme de Lamé
isotrope).

Enfin, on propose d’établir cette inégalité pour le systéme de Lamé antisotrope, les

équations paraboliques et hyperboliques.
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