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Introduction générale

”Le commencement est la moitié de tout”.

Pythagore(vers 580-495 av. J.-C.)

Contexte historique

Newton, en travaillant sur la loi de la gravitation universelle, utilise pour la premiere
fois les équations différentielles (deuxieme loi de Newton). Beaucoup de phénomenes sont
modélisés, par un systeme d’équations différentielles (ou d’équations aux dérivées par-
tielles) : I'électromagnétisme, la dynamique des fluides, la météorologie, les fluctuations
boursieres, la dynamique des populations, . . .

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence et 'unicité des solutions d’une équation
différentielle, sous des hypotheses de régularité assez faibles. Pourtant, on ne connait pas
de solution explicite pour la plupart de ces équations. Motivé principalement par cette
difficulté, Poincaré, au cours de son étude du probleme des trois corps, met en place une
théorie nouvelle pour I’étude de ces équations : I’étude qualitative des systemes dynamiques.

Il propose d’étudier le comportement topologique asymptotique des orbites du champ de
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vecteurs associé a I’équation différentielle, cela sans connaitre explicitement ses trajectoires
[11]. Les systemes de réaction-diffusion sont représentés par des équations aux dérivées
partielles paraboliques semi-linéaires; ces équations sont des modeles mathématiques en
biologie, chimie et physique.

L’un des premiers modéles de processus biologiques qu’on connaisse est sans doute celui
proposé par Léonard de Pise (Fibonacci), dans son "liber abbaci” (1228), qui a construit
les suites bien connues en réfléchissant sur la dynamique d’une population de lapins. Il re-
marquait notamment que les jeunes lapins ne pouvaient pas se reproduire immédiatement
aprés leurs naissance mais n’étaient matures qu’apres un certain temps, d’ou la notion de
ce qu'on appelle aujourd’hui les classes d’ages [21].

En physique théorique, I’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles,
introduite initialement en 1811 par Fourier pour décrire le phénomene physique de conduc-
tion thermique. C’est 'exemple le plus simple d’une équation parabolique.

Considérons I’équation scalaire parabolique suivante

ou  0%u
E:@+f(u),0<x<7r,t>0 (1)

avec les conditions aux limites de Dirichlet

ou u(0) =0,u(m) =0 et f: R — R est une fonction différentiable.

Et soit ¢ une solution stationnaire hyperbolique de probleme (1), (2).
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Un des problemes fondamentaux dans les systemes dynamiques est le suivant :
Est-ce-que le probléme non linéaire (1), (2) est topologiquement conjugué a un probleme
linéaire dans un voisinage d’une solution stationnaire ¢ 7
Hartman et Grobman prouvent qu’on peut déterminer un homéomorphisme qui conjugue
le probléeme non linéaire (1),(2) & un probléme linéaire dans un voisinage d’une solution
stationnaire hyperbolique [24], [14].

Pour réaliser notre travail, nous allons commencer par quelques rappels d’analyse fonc-
tionnelle et de systémes dynamiques.

Dans le deuxieme chapitre nous étudions les ensembles invariants , les notions de base de
variétés invariantes, le feuilletage, quelques théoremes de variétés invariantes et feuilletages
au voisinage d'un point fixe hyperbolique.

Dans le dernier chapitre nous analysons le théoreme de Hartman-Grobman pour les problemes
(1), (2), au voisinage d’une solution stationnaire hyperbolique ¢(u).

La raison justifiant de travailler dans un espace de Hilbert ou de Banach est 1’étude de

I'opérateur linéaire.



Chapitre 1

RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET

SYSTEMES DYNAMIQUES

”Les propositions mathématiques sont recues comme vraies parce que personne n’a intérét
qu’elles soient fausses”.

Montesquieu(1689-1755).

Introduction

Ce premier chapitre a pour but de présenter (ou de rappeler) un certains nombre d’outils
d’analyse fonctionnelle et de systemes dynamiques qui seront utilisés dans la suite de ce

mémoire .
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1.1 Notions d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces complet et espace de de Banach

On considere, un espace métrique (E, d).

Suite de Cauchy

Définition 1.1 Soit (2, ),en, une suite de E. On dit que c’est une suite de Cauchy si

Ve > 0,IN € N, Vm,n > N = d(x,,x,) < ¢

Définition 1.2 Un espace métrique est dit complet si toute suite de Cauchy est conver-

gente. Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

1.1.2 Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel.

Définition 1.3 On appelle produit scalaire sur H une forme bilinéaire symétrique définie
positive, notée B : H x H — R, et vérifiant les trois propriétés suivantes :

(i) symétrie : Vo,u € H, B(u,v) = B(v,u)

(ii) positivité : Vv € H, B(v,v) >0 ,

(iii) B(u,u) =0 < u=0.

Proposition Soit B un produit scalaire sur H.
L’application x € H — ||z||g = +/B(u,u) est une norme (norme induite). Elle vérifie

I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Vu,v € H, B(u,v) < |[ulla|v]la
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Définition 1.4 On dit que (H,B) est un espace de Hilbert si, muni de la norme associée

a la forme bilinéaire B, H est complet.

Soient E et F deux espaces de Hilbert réels.
Définition 1.5 On appelle opérateur toute application linéaire continue A : £ — F.
On définit la norme de A comme suit :

Al = supjap<il| Az

Adjoint d’un opérateur

Soint E et F deux espaces de Hilbert, £(FE, F') 'espace des applications linéaires conti-

nues de E dans F.

Théoréme 1 Soit A € L(E,F) Alors il existe un unique opérateur A* € £(F, F) tel que

Ve e EVy € F,< Ax,y >p=< z, A*y >g lopérateur A* s’appelle ’adjoint de A.

Définition 1.6 (opérateur auto-adjoint) si A € £(E, F) est tel que A = A*, on dit

que l'opérateur A est auto-adjoint ( ou Hermitien).

Les opérateurs auto-adjoints ont des propriétés particulierement importantes que nous
allons maintenant rappeler.

Soit E un espace de Hilbert et A € £(F, E) un opérateur.

Théoréme 2 (Norme d’un opérateur auto-adjoint) Si A est auto-adjoint, alors

[All = supjzj=1 < Az, x>

Corollaire Si dimFE < co et si A € £(E, E) est auto-adjoint, alors A est diagonalisable.
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Théoréme 3 Si A est auto-adjoint, les valeurs propres de A sont réelles et les vecteurs
propres correspondant a des valeurs propres distinctes sont deux a deux orthogonaux (Au-
trement dit les sous-espaces propres correspondant a des valeurs propres Ny # Mg, sont

orthogonauz) .

Proposition Soit A € £(E, F) un opérateur auto-adjoint et soit F un sous-espace de E.

Si F est invariant par A, alors F'* est aussi invariant par A.

Théoréme J Si A est un opérateur compact auto-adjoint, alors il admet une valeur propre

A telle que [N = [|A]|.

Pour ceux qui veulent voir en détails des démonstrations de cette section vous pouvez

consulter [6] et [9].

1.1.3 Projection Orthogonale

Soit E un espace de Hilbert, x € E et F une partie non vide de E.

Définition 1.7 Deux élements x et y d'un espace de Hilbert E sont dits orthogonaux si
< x,y >= 0, on écrit alors z L y. On dit que deux parties F et G de E sont orthogonales si
tout élément de F est orthogonal & tout élément de G, on écrit alors F' L G. L’orthogonal

d'une partie F de E, noté F'*, est 'ensemble des éléments de E orthogonaux a F.

Théoréme 5 (projection sur un sous-espace de Hilbert) Soient E un espace de Hilbert, F
un sous-espace de Hilbert et x un élément de E. Il existe un unique élément a, € F' tel que
|z — as|| = d(z, F).

De plus, a, est l'unique élément de F tel que x — a, soit orthogonal a F'; il est noté Pp(x)

et est appelé la projection orthogonale de x sur F.
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Corollaire Soient E un espace de Hilbert et F un sous-espace de Hilbert de E. Alors les

sous-espaces F et F'- sont supplémentaires dans E, c’est-a-dire que : E = F @ F*.

Preuve Le sous-espace FNE est réduit & 0 parce que le produit scalaire est non dégénéré ;
de plus, pour tout element x de E on a evidemment x = 2— Pp(2)+ Pr(z) et 2— Pr(z) € F*

6u Pp(z) est la projection orthogonale de x sur F.

Proposition L’application Pr est un opérateur linéaire de E dans F qui vérifie, pour tout

x et tout y dans E, ||Ppz|| < ||z||, < Prz,y >=< z, Pry > et Pp(Prx) = Prx

Théoréme 6 Tout élément x de E s’écrit de fagon unique sous la forme x =Y~ | x,+x
ou, pour tout entier n > 1,x, désigne la projection orthogonale de x sur F, et xq sa

projection orthogonale sur ker(A). De plus, on a Ax = " A\yan, Vo € E.

1.1.4 Les espaces de Sobolev

Avant de définir ’espace de Sobolev nous allons commencer par :

Espace L?

Soit € un ouvert de R".

Définition 1.8 soit p € R avec 1 < p < oo, on appelle LP 'espace des fonctions u
mesurables, de  — R telles que M (JuP) < co ot M est une mesure sur 2.

On appelle norme L” et on note || . ||,, I'application définie par ||ul[z» = [, ]u\pdx]%.

On désigne pour p = 2 'espace L? des fonctions de carré intégrable sur  a valeurs dans
R.

Les fonctions intégrables ou les fonctions de carré intégrable ne sont pas forcément dérivables
(exemple des fonctions en escalier qui ne sont méme pas continues). Il va pourtant falloir

considérer leurs dérivées.



Chapitre 1 : Rappels d’analyse fonctionnelle et systémes dynamiques 9

Dérivation faible

Soit 2 un ouvert de R™.

On définit 'espace D(§2) par :
D(Q) = C° = {fonction de classe C*° & support compact dans Q }

Soit ¢ une fonction dans D(S2). Etant dans C*°(£2) on peut la dériver a tout ordre. Soit

a=aqy...a, € N* onnote || =X,1_n0 , et

Définition 1.9 Soit u une fonction de L*(Q).

On dit que u est dérivable au sens faible dans L?(2) s’il existe des fonctions w; € L*(Q),
pour i € 1,...., N, telle que, pour toute fonction ¢ € C(Q2), on a :

Jo u(:x)g—i(:v)dx = — Jowi(x)p(z)dz.

chaque w; est appelée la i-eme dérivée partielle faible de u, et notée 24

ox;*

Espace H'(Q)
Soit € un ouvert de R".

Définition 1.10 On définit Pespace de Sobolev H'(Q) par :
H'(Q) = {u € L*(Q) telle que Vi € [1,n], 24 € L*(Q)}, ot 2~ est une dérivée partielle

de u au sens faible.

Proposition H'(Q) est un espace vectoriel muni du produit scalaire
<u,v >m= [qu(@)v(z)de +>7 [, g—; . g—;dx
et de norme
lull = (i Jo |13 (@) Pde + [, lulda)?

C’est un espace de Hilbert.
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Espace H?(0)
Soit 2 un ouvert de R™.

Définition 1.11 De la méme facon que dans la définition 1.10, on définit les espaces de
Sobolev H? par

H*(Q)={ue L?:Dw e L*(Q)Va €N, |a| <2}

On le munit de la norme naturelle :
ull iz = (([, ul?dz)? + > ai<2 Jo |D?(u)[2dz])2 ot D est une dérivée partielle de u

au sens faible .

Espace H{ ()

Définition 1.12 Hj(f2) est I'ensemble des fonctions de H'(2) qui s’annulent sur le bord

de Q.

Pour ceux qui veulent voir en détails des démonstrations de cette section vous pouvez

consulter [5],[6] et [9].

1.2 Introduction aux systemes dynamiques

Avant de définir de maniere précise la notion de systeme dynamique, nous allons essayer
d’en donner une idée intuitive. Considérons un systéme physique (par exemple, le systéeme
solaire) dont I’état varie en fonction du temps. Une origine du temps et une unité de temps
étant choisies, I'ensemble des temps sera identifié a ’ensemble R des réels. Supposons que
I’état du systeme, a un instant donné, puisse étre représenté mathématiquement par un
point d’un ensemble €.

Supposons aussi que lorsque 1'état du systeme, a un instant ¢;, est un point x; de €2, son
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état xo a tout autre instant postérieur to > tq, s’il existe, est entierement déterminé par le

point x; et par la durée t5 — t; de l'intervalle de temps considéré.

1.2.1 La notion de Systéeme dynamique

Définition 1.13 (Systéme dynamique a temps continu) On appelle systeme dynamique a
temps continu sur un ensemble € une famille d’applications {¢;t € R}, ou {4t € R},
paramétrée soit par I'ensemble R des réels positifs ou nuls, soit par ’ensemble R de tous
les réels, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Chaque application ¢, est définie sur une partie U; de €2, et a valeurs dans (2.

(ii) L’application g, définie sur €2 entier, est idSQ.

(iii) Si 0 <ty < ty, alors Uy, C Uy,.

(iv) Soient t et s deux éléments de I'ensemble (R* ou R) qui parametre la famille d’ap-

plications considérée. Soit x € U,. Alors ¢4(x) est élément de U, si et seulement si x est

élément de Ugy; et, lorsque c’est le cas,

©1(0s(x)) = Poge().

L’ensemble 2 est appelé espace des phases du systeme dynamique.

Définition 1.14 (Systeme dynamique a temps discret) On appelle systeme dynamique a
temps discret sur un ensemble  une famille d’applications {p,;n € N}, ou {@i,;n € Z
paramétrée soit par I’ensemble N, soit par 'ensemble Z, vérifiant les propriétés suivantes :
(i) Chaque application ¢,, est définie sur une partie U,, de 2, et a valeurs dans (.

(ii) L’application g, définie sur 2 entier est id(€2).

(iii)Si 0 < ny < ng, alors Uy, C U,,.

(iv) Soient n et m deux éléments de 1’ensemble (N ou Z) qui parametre la famille d’appli-

cations considérée. Soit x € U,,. Alors ¢,,(z) € U, si et seulement si z € U,,,,, et, lorsque
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c’est le cas ,
n(Pm(2)) = Pnym(T).

Trajectoire et orbite

L’étude qualitative des solutions de ce systeme est ’étude de ’ensemble des solutions
(ou trajectoires) d’'un point de vue géométrique : on s’intéresse non pas a une solution
particuliere mais a l’ensemble des solutions [2], [3].

Nous considérons dans cette section un systeme dynamique a temps continu ¢;;¢t € R sur

un espace des phases €2, paramétré par ’ensemble R.

Définition 1.15 Soit {¢;;t € R} un systeme dynamique & temps continu sur un espace

des phases 2. Pour tout t € R on note U, la partie de €2 sur laquelle 'application ¢, est

définie. Pour tout point x € €2, on note I, I'ensemble des ¢t € R tels que x € U, c’est-a-dire
tels que () soit défini.

1. On appelle trajectoire d’un point = € € I'application, définie sur I, et a valeurs
dans Q, t — ¢ ().

2. On appelle orbite d'un point = € 2 la partie {¢;(x);t € 1.} de I'espace des phases

Q.

3. Un élément x € 2 est dit point fixe, ou point d’équilibre du systeme dynamique si

son orbite est x.
4. L’orbite d'un point € €2 est dite périodique si x n’est pas un point d’équilibre et
sl existe un élément T de I, vérifiant T > 0 et ¢r(z) = x. On dit alors que T est

une période de 'orbite périodique considérée.
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Générateur (infinitésimal) d’un systéme dynamique [8]

Nous allons montrer qu’'un systeme dynamique a temps continu est déterminé par la
donnée d’un champ de vecteurs, appelé générateur infinitésimal de ce systeme.
Définition 1.16 Soit {¢;t € R} un systéme dynamique & temps continu sur un ensemble
Q). Nous faisons les deux hypotheses suivantes :

A - I'ensemble €2 est un ouvert d’un espace affine réel de dimension finie ;

B - pour tout point x € (), 'ensemble des t € R tels que = € U; contient un intervalle

ouvert centré sur l'origine, et 'application ¢t — ¢.(z) est différentiable a I'origine.

Posons, pour tout x € 2,

X([L’) - dwctl—lgz)lt:()a

Le champs de vecteurs X ainsi défini sur €2 est appelé générateur infinitésimal du systeme

dynamique [8].

1.2.2 Le flot d’un systeme différentiel

Soit U un ouvert de R™.

Définition 1.17 Le flot du systeme différentiel est la famille a un paramétre d’applica-

tions {¢; her de U dans lui-méme définies par

wi(ro) = x(t, z0), Vg € U

ou x(t, xo) est I'unique solution du probleme :
T = f(t,x)

X (to) = 29



Chapitre 1 : Rappels d’analyse fonctionnelle et systémes dynamiques 14

Le théoreme suivant affirme que les solutions d’un systeme différentiel dépendent de maniere
différentiable des conditions initiales et que le flot est un groupe a un paramétre de

difféomorphismes.

Théoréme 7 L’application p; est différentiable sur U. Le flot {4 }ier vérifie les propriétés
suivantes :
oy, = Id (1d est Uidentité de E)

Ot O Pty = Pi4t,  pour tout ty,ts dans R (Loi de composition).

Voir démonstration dans [13]. Du théoreme d’existence et d’unicité on déduit que pour
chaque t € R : ¢, est un difféomorphisme de E et que ¢; ' = p_,.

Donc on a : ¢i(xg) = z(t, zo) pour tout ¢t € R, et tout z¢ € E.

Remarque 1 il ne faut pas confondre le flot ¢,(z¢) et la solution x(t, z) :

- Pour chaque (z¢) € U la solution z(.,zg) : R — E, donne 'état du systéeme z(t, zq) pour
tout ¢t € R,tel que z(0, xy) = xo.

- Pour chaque t € R, le flot ¢, : U — U donne 'état du systeme ¢, (zg) a U'instant t, pour
tout (zo) € U.

Par définition du flot on a : %g@t(xo) = f(xo).

Ax(

Pour un systeme linéaire @ = Az, le flot est donné par : ¢ (z9) = e (xo) ou la matrice

exponentielle e?? est définie par la série :

e =T +tA+ 12 A 4+ .+ SthAT + L

Point d’équilibre

Les points d’équilibre ( états stationnaires, points fixes, ou points singuliers) d'un

systeme jouent un role important dans la description des propriétés du systeme.
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Définition 1.18 Un point z* est un point d’équilibre du systeme (1.1), s’il satisfait

f(z*) = 0 ou bien de maniere équivalente si p;(z*) = x* pour tout ¢t € R.

1.2.3 L’existence et ’unicité locale des solutions

Théoréme 8 (Cauchy-Lipschitz) [25]

Soient f € (I x U; E), ou I est un intervalle ouvert de R et U un ouvert d’un espace de
Banach E, et (tg,z9) € I x U. On suppose qu’il existe un voisinage de (tg,zo) € I x U et
L > 0 tel que pour tous (t, z) et (t, y) dans ce voisinage (f(t,x) — f(t,y)) < L(x —y)

Alors on a les propriétés suivantes :

Existence

Il existe T et u € C'([tg — 7,19 + 7], U) solution du probléme de Cauchy :

(1.1)

U (to) = Ug
Unicité

Si v est une autre solution de (1.1), elle coincide avec u sur un intervalle d’intérieur

non vide inclus dans [ty — 7,19 + T].

Définition 1.19 (d’une application lipschitzienne ) Soit E un espace de Banach, U un
ouvert de R x E, k € R’ et soit u(t,x) une application v : U — E.

On dit que u est lipschitzienne dans U par rapport a la seconde variable x si pour tout
couple (t,x1), (t,x2) appartenant & U, on a : ||u(t,x1) — u(t, x9)|| < k|lx1 — x2|.

On dit que u est une contraction si k < 1.
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Théoréme 9 (Banach—Picard)[23]
Soit E un espace de Banach et uw: E — E, si u est contractante alors il existe un unique

point fize, c’est a dire un unique x € E tel que u(zr) = x.

1.2.4 Conjugaison et équivalence des flots [11] [18]

Définition 1.20 Deux champs de vecteurs X et Y de classe C*sont dits topologiquement
équivalents s’il existe un homéomorphisme h qui envoie les orbites de X sur les orbites de
Y en préservant l'orientation. Autrement dit, si on désigne par ¢(t,u) et (¢, u) les flots
de X et de Y, étant donné un point p et un réel 6 > 0, il existe donc un ¢ tel que pour t,

O<t<detunt 0<t <etels que h(p(t,z)) =Yt h(z)).

1.2.5 Linéarisation des systemes dynamiques

Considérons le systeme dynamique non linéaire défini par :
X = F(X),X = (ﬁl, Xy, ...,l‘n), F= (fl; fg, PN fn) (12)

et soit #* un point d’équilibre de ce systéme. Supposons qu’une petite perturbation ()

soit appliquée au voisinage du point fixe. La fonction F peut étre développée en serie de
Taylor au voisinage du point x* comme suit :

e(t) +a* = F(e(t) + %) (1.3)

= F(z%) + Dp(z%)e(t) + O(e]?). (1.4)

comme ¢ est petit, alors les termes d’ordre supérieur a 1 deviennent négligeables devant le

terme d’ordre 1, et on peut ainsi écrire :

F(z*) + Dp(z*)e(t) + O(|e]?) = F(a*) + Dp(x*)e(t).
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avec Dp(z*) est la matrice Jacobienne de la fonction F definie par :

ofr ofr
or1 OTn
Ofn Ofn
oxr1 Oxn

Comme F(z*) = x*, alors P'équation (1.2) redevient :

g'(t) = Dp(x*)e(t) (1.6)

L’écriture (1.6) veut dire que le systeme (1.2) est linéarisé [7].



Chapitre 2

VARIETES INVARIANTES ET

FEUILLETAGES AU VOISINAGE D’UN

POINT FIXE HYPERBOLIQUE

”En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue.”.

John von Neumann(1903-1957).

Introduction

L’étude des systemes dynamiques passe par la connaissance de leurs objets invariants.
Nous verrons dans ce chapitre que les variétés invariantes et le feuilletage , en particulier
variétés stables, instables, jouent un role important pour la description des éléments d’un

espace des phases.
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2.1 Variétés différentielles

2.1.1 Variétés topologiques

Avant de définir les variétés topologiques, nous proposons d’abord ce théoreme d’inva-
riance du domaine de Brouwer.

Pour tout n dans N on a,

Théoréme 10 [12] Soit U un ouvert de R™, et f : U — R"™ une application continue et

injective. Alors f(U) est ouvert, et f: U — f(U) est un homéomorphisme.

Définition 2.1 Une variété topologique est un espace topologique M tel que :
e [’espace M soit séparé et a base dénombrable,

e Tout point de M admet un voisinage ouvert homéomorphe a un ouvert d’un espace R".

Pour tout n dans N, une variété topologique est dite de dimension n si tout point admet

un voisinage ouvert homéomorphe a un ouvert de R".

Exemple

1. Les variétés topologiques de dimension 0 sont les espaces discrets dénombrables.
2. Une courbe est une variété topologique de dimension 1.

3. Une surface est une variété topologique de dimension 2.

2.1.2 Sous-variétés de R"

Définition 2.2 [10] Soit M un sous-ensemble de R™. On dit que M est une sous-variété, si
et seulement si en chaque point zy de M il existe un voisinage U de x( et un difféomorphisme

local ¢ tel que 'on ait

e(UNM)=(Rx0)NeU).
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L’entier p(p < n) est appelé dimension de M en x.

Sip=1,2,n—1, on dit que M est une courbe, surface, hypersurface (différentiable) de R"

respectivement.

FIGURE 2.1 — Une sous-variété de dimension 1 du plan.

Proposition La dimension en un point x d'une variété est définie de maniere unique, et

notée dim, M. Si la variété M est connexe, cette dimension ne dépend pas du point choisi.

Preuve [10]

2.1.3 Variétés différentiables
Cartes, Atlas [17]

Définition 2.3 a) Une carte d’'une variété topologique M est la donnée d’un couple (U, ¢)
formé d'un ouvert U de M (le domaine de la carte) et d’'un homéomorphisme ¢ de U sur

un ouvert de R™.
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b) Un atlas de M est une famille (U;, ¢;)1cn/ (pas nécessairement finie) de cartes, dont les

domaines U; recouvrent M.

Exemple

La surface de la terre est une sphére S?, que I’on peut considerer comme une variété de
dimension 2.
Les cartes sont des représentations planes, forcément partielles (un espace compact ne
pouvant étre homéomorphe a un ouvert de R"), et un atlas d’au moins deux cartes sont

necéssaires si on veut représenter toute la terre.

Définition 2.4 1. Un atlas (U;, ¢;),i € I d’une variété topologique M de dimension n
est dit différentiable de classe C? ( avec p entier > 1 jou p = 00) si pour tout couple

(i,7) tel que U; N U; # 0, I'application ¢, o p; * est différentiable de classe C?.

2. Deux atlas (U;, ;) et (U}, ¢f), de classe CP, de la méme variété topologique M, sont
dits C? — équivalents si leur réunion est encore un atlas de classe C?, c’est-a-dire si
pour tout couple (z,7) tel que U; N U; # () les applications @i 0w Vet g0 90;-_1 sont

différentiables de classe CP.

Définition 2.5 Une variété différentiable de dimension n et de classe C? ( avec p entier
> 1, 0u p = 00) est une variété topologique de dimension n munie d’une classe d’équivalence

( au sens de la CP — équivalence ) d’atlas de classe CP.

Exemple

Si M et M’ sont des variétés différentiables de classe CP, de dimension respectives n et
n', le produit M et M’ est une variété de classe CP, de dimension n + n’. En effet, si les

(Ui, pi)ien forment un atlas de M et les (V}, ;) en, un atlas de M’ les (U; x V}, (¢4, 1;)),
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forment un atlas de M x M’. Par exemple, le cylindre S! x R est une variété différentiable

de dimension 2.

2.2 Fibré tangent

Considérons une variété différentiable M. Il est tres souhaitable de pouvoir définir la
notion de vecteur attaché a un point x de la variété M (on dira vecteur tangent a M au
point x). Cela permettra, par exemple, de considérer des équations différentielles sur la
variété M ou de généraliser aux variétés la notion de champ de vecteurs sur un ouvert de

R™.

2.2.1 Sous-espaces tangents d’une sous-variété de R" [12]

Soient p < n dans N, M une sous-variété de R"de classe C* et de dimension p, et x un
point de M.
Un vecteur v de R™ est dit tangent a M en x s’il existe un intervalle ouvert I contenant 0

et une courbe ¢ : I — R" de classe C*, a valeurs dans M, telle que

c(0) = x et ¢ (0) = v.
On note T, M T’ensemble des vecteurs tangents a M en x.

Définition 2.6 Si U est un voisinage ouvert de x dans R", si V est un voisinage ouvert
de 0 dans R et f : U — V un C'-difféomorphisme tels que

f(x) =0et f(UNM)=VnN(RPxD0), alors

T,M = df1(RP x 0) .
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Donc 'ensemble T, M est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension p, appelé le sous-
espace vectoriel tangent a M en x. On appelle z + T, M le sous-espace affine tangent a M

e1n Xx.

Exemple

1. le sous-espace tangent a S,en x est le noyau de 'application linéaire v —< v,z > i.e.

T.S, est l'orthogonal de x (pour le produit scalaire usuel de R™).

e - =

F1GURE 2.2 — Un sous-espace tangent a S

2. si M est localement défini comme le graphe d’une application f : R — R"7? dans
une decomposition R” = RP x R"? de coordonnees (x,y), alors 'equation du sous-
espace affine tangent en (zg,yo = f(z0)) est y — yo = df, (x — 20).

Donc si (g—z(xo))lgigmgjgn,p est la matrice jacobienne de f en xp, un systeme

d’équations du sous-espace affine tangent est

Vi, 1<j<n—pY;— (o) = S0, 2 (x0)(X; — (z0)s)

Proposition Soit M une sous-variété de classe CP™! de R". Soit F' = F); le sous-ensemble
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de R™xRR" formé des couples (x,v) de M xR" tels que v € T,; M, alors F est une sous-variété

de classe C? de RP x RP,

2.2.2 Fibre tangent[8]

Définition 2.7 On appelle fibre tangent a la variété M, et on note T'M, la réunion
Usens ToM des espaces tangents a M en tous ses points, considérés comme deux a deux

disjoints.

2.2.3 Champs de vecteurs

Définition 2.8 [4]
— On appelle champs de vecteurs sur une variété diférentiable M une application X de
M dans le fibré tangent TM qui & tout point = de M, associe le couple (z, X'(z)) ou
X'(z) est un vecteur tangent a M au point z .
— Soit X un champ de vecteurs sur la variété différentiable M. On appelle équation

différentielle associée a X, I’équation

(L) = X(p(1))- (2.1)

Cette équation différentielle est dite autonome. Une solution de cette equation est
une application différentiable ¢ : I — M d’un intervalle ouvert I de R dans M.

— On appelle champ de vecteurs dépendant du temps sur la variété M une application
Y : QO — T'M définie sur un ouvert {2 de R x M et a valeurs dans T'M, telle que
pour tout (¢t,z) € ,Y(t,x) soit élément de I'espace vectoriel T, M, tangent en x a
la variété M.

— Soit Y : Q — T'M un champ de vecteurs dépendant du temps sur la variété M, défini
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sur un ouvert €2 de R x M. On appelle équation différentielle associée a Y, ’équation

Y(t) = Y (L, ¥(1)). (2.2)

Cette équation différentielle est dite non autonome. Une solution de cette équation

est une application différentielle ¢ : I — M d’un intervalle ouvert I de R dans M.

2.2.4 Flot d’un champ de vecteurs sur une variété

Définition 2.9 Soit M une variété différentiable. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz est
aplicable a I’équation différentielle autonome associée a un champ de vecteurs différentiable
de classe C? sur M, on peut définir le flot du champ de vecteurs X, exactement comme on
I’avait fait dans le chapitre 1, lorsque la variété était un ouvert d’'un espace de dimension

finie.

2.3 Variétés invariantes

2.3.1 L’ensemble invariant

Définition 2.10 [22]

Un ensemble A est dit invariant sous le flot ¢, d’un champ de vecteurs X (ou bien par
le systeme 2’ = f(x) correspondant) s’il contient son image par le flot pour tout ¢ > 0 ,
autrement dit si X C A pour tout ¢ > 0, Ainsi, si A est invariant, les trajectoires partant

d’un point de A restent dans A pour tous les temps.

Exemple

Pour un espace des phases a une dimension, le type possible de variété invariante est

un point fixe du systeme dynamique .
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Ensemble stable et instable d’un point d’équilibre

Soit ¢y;t > 0 un systeme dynamique sur un ouvert {2 d'un espace de Banach F. Soit

a € ) un point d’équilibre.

Définition 2.11 1. On appelle ensemble stable (ou bassin d’attraction) du point a
'ensemble des éléments x de Q tel que pour tout ¢t > 0,p,(z) soit défini, et que

limy 400 0i(2) = a .
2. On appelle ensemble instable (ou bassin de répulsion) du point a l’ensemble des

éléments x de 2 tel que pour tout ¢t > 0, ¢y (x) soit défini, et que lim;, o ¢i(x) = a .

Point d’équilibre hyperbolique

Définition 2.12 Soit X un champs de vecteurs différentiable de classe C? défini sur un
ouvert () d’un espace de Banach FE, un point d’équilibre a € €2 de ce champ de vecteurs
est dit hyperbolique si toutes les valeurs propres de DX (a) ont une partie réelle non nulle.
Donc pour un point fixe hyperbolique, on a trois cas possibles :

M

1. toutes les valeurs propres sont de partie réelle strictement positive, le point 7a” est
un puits.

MM

2. toutes les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative, le point ”a” est

une source.

3. Il existe une valeur propre de partie réelle positive et une valeur propre de partie
réelle négative, le point "a” est un point-selle.
Les sous-espaces stables et instables [25]

On appelle sous-espace stable le sous-espace vectoriel de R" engendré par tous les

vecteurs propres associés a des valeurs propres de parties réelles strictement inférieures a
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0.ie: B = EBRe)\<0E)\-
On appelle sous-espace instable le sous-espace vectoriel de R™ engendré par tous les vecteurs

propres associés a des valeurs propres de parties réelles strictement supérieures a 0. ie :

E* = ®pexso L.

Exemple

Soit a un équilibre d'une équation différentielle dans le plan

= f(z),z = (2.3)

r € R? f(a) =0.

Au voisinage de a, on a

A = df(a).Si A a deux valeurs propres A, tel que A < 0 < pu les sous-espaces stables E*

et instables K" sont représentés par :
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FIGURE 2.3 — Les sous-espace stables et instables .

2.3.2 Les théoremes de la variété stable et instable

Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe CP défini sur un ouvert €2 d’un

espace de Banach E, a € 2 un point d’équilibre de ce champ de vecteurs.

Définition 2.13 [1] Les ensembles stables et instables du point ”a”, pour le systeme dy-

namique formé par le flot (¢;) de X, sont des variétés différentiables de classe C?; on les

appelle variété stable et instable du point "a”. Les espaces tangents, au point "a”, a la

variété stable et a la variété instable, sont le sous-espaces stable et le sous-espace instable

de l'origine

pour le systeme linéarisé de générateur infinitésimal.

autrement dit si V' est voisinage ouvert de a dans E on définit les variétés stable et instable

comme suit :

M = {x € V|lim¢;(z) = a,t — oo}

M, ={z e V|limp_;(z) = a,t — oo}
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E* = T,M,

L M.

D,

FIGURE 2.4 — M, et M, au voisinage V d’un point fixe hyperbolique a.

Remarque

Les ensembles M, et M, qui contiennet le point fixe a sont invariantes sous le flot ¢,

d’un champ de vecteurs, ie : ¢(M,) = M, et o(M,) = M,

Théoréme 11 (i) Si a est un puit, alors il existe un voisinage V de tel que My =V et
M, = {a}.

(i) Si a est une source, alors il existe un voisinage V de a tel que M, =V et My = {a}.
Voir preuve dans [20].

Théoréme 12 (Théoréme de variété stable-instable)
Soit f: R* — R? un difféomorphisme de classe CP,p > 1, Supposons que a = (0,0) soit
un point fixe hyperbolique de f avec

df(0,0) = A0 S A ERIN <1, |p > 1.

0w
Alors il eziste un voisinage carré V.= [—0,d] x [=6,0] de (0,0) sur lequel la variété

stable locale My de (0,0) dans V est donnée par le graphe d’une fonction de classe C? ;

c’est-a-dire qu’il existe une fonction g(x) sur [—9, 6] de classe CP telle que
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M = {(z,9(z)) : # € [, 0]}

De plus, ¢'(0) = 0. De méme la variété instable locale M, de (0,0) dans V est le graphe

d’une fonction h(y) de classe C? :

M, ={(y,h(y)) : y € [-9,4]}

et ¢(0) =0 .

Voir preuve dans [20].

2.4 Feuilletages

Nous introduisons dans cette partie la notion de feuilletage et les propriétés les plus
élémentaires qui seront utilisées dans le reste de ce travail.
Soit k un élément de N U oo, et p < n dans N.

Soit M une variété de dimension n et de classe C¥ .

Définition 2.14 (atlas feuilleté ) Un atlas de cartes feuilletées C* sur M est un atlas de
cartes A de classe C* de M, tel que

e pour chaque carte (U, ) de A, on a p(U) = V x T avec V un ouvert de R? et T un
ouvert de R"P,

e pour toutes les cartes ¢ : U = V x T et ¢ : U — V' x T" dans A, le changement de

cartes est localement de la forme

(z,y) = (f(z,9),9(y))
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FIGURE 2.5 — Atlas de cartes feuilletées

Définition 2.15 Un feuilletage § de classe C*, de dimension p, et de codimension n — p,
dans M est un atlas de cartes feuilletées C* de M. Une variété feuilletée (M, ) de classe

C* est une variété M de classe C* munie d'un feuilletage C*.

Définition 2.16 On appelle feuille du feuilletage § passant par un point x de M, et on
note §,, la composante connexe de x dans M. En particulier, les feuilles de § forment une
partition de M. En général, ’ensemble des feuilles est non dénombrable.

Exemple

Soit X un champ de vecteurs C* ne s’annulant pas sur une variété M de classe C**1,

M admet un feuilletage de classe C*, dont les feuilles sont les courbes intégrales de X.

2.4.1 Feuilletages au voisinage d’un point fixe hyperbolique

Notation

Nous supposons que :
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7' = Az + F(z), A = 8L(0), etF(0) = 0, DF(0) = 0.
et E°, E" le sous-espace stable, instable tel que :
R" = ES@® E", dimE* =k et dimE* =n —k
Soient P et Q des projections, tel que :
P:R"— FE,Q:R"— E, avec Q = I-P.

et My, M, sont les variétés locales stables et instables a 0.

Théoréme 13 (Feuilletage des variétés stables)

1l existe 3 > 0 et un voisinage V de 0 dans Es tel que V& € M, il existe une fonction
he : V. — R"?
tel que he(n) sont continue en & et n, dérivable en n , et une variété
M;,(§) = {€ € R /€ = he(n),n € V}
est un graphe sur V, telles que les propriétés suivantes soient satisfaites pour € € Mg, (€) :

x(t, &) = hy, (t,)(Py(t,€)),t >0 (2.4)

et

supyso|w(t, &) — my(t, )]’ < 0o (2.5)

a condition que la solution reste dans un voisinage de 0. Ici, pour chaque & € M, x,(t,§)

est la solution qui passe par &, et reste sur M, ( M, est invariant ).

(voir [20] pour la démonstration de ce théoreme).
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Remarque 2 1 La variété M}

2.(6),& € M, forme un feuilletage d’'un voisinage de 0 dans

an ( Ms

2 .(€) peut étre considéré comme des feuilles), tel que, si nous commengons

une solution par £ € M}

2.(&), alors aprés un temps t, la solution est sur la feuille

MS

loc

(€)(24(t, €)). En plus 'orbite de (2(,€)) converge vers la variété instable M, si

t — 00.

2 Si & =0,M;.(€) est une variété stable locale de M; au voisinage de 0. Nous savons que

he(n) est continue en ¢ et n, dérivable en 7, si £ — 0, les feuilles M

loe CONVErgent vers

M.



Chapitre 3

THEOREME DE HARTMAN-GROBMAN POUR
LES EQUATIONS DE REACTION-DIFFUSION

”Les mathématiques consistent a prouver une chose évidente par des moyens complexes”.

George Polya(1887-1985.)

Introduction

L’objectif de ce chapitre consiste a déterminer, a quelle condition il existe un change-
ment de coordonnées qui transforme localement les trajectoires du systéme non linéaire en
des trajectoires de son linéarisé tangent. Si 'on prend les homéomorphismes comme chan-
gements de coordonnées, le théoreme d’Hartman et Grobman conduit a une classification

utilisant la notion d’hyperbolicité. Pour plus de précisions, on pourra se reporter a [15],

[19].
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3.1 Hypothese et Notation

Considérons I’équation scalaire parabolique suivante :

ou  0%u
a_@4-a(a:)uij(zz:,u),O<x<7r,t>0. (3.1)

avec les conditions aux limites de Dirichlet
u(0) = 0,u(r) = 0. (3.2)

olt a est une fonction de classe C?; f est une fonction de classe C, f(z,0) = 0 et f'(x,0) = 0.
Soit X = L*(0,7) et Au = —(88—;2 + a(x))u pour chaque u € H;.

A est un opérateur auto-adjoint de domaine : D(A) = Hj(0,7) N H?(0,7) dans X.

Soit E = H(0, 7).

Nous définissons f* = f(x,u) pour chaque u € E. Soit f*: U — E est C! avec, f*(0) =0
et Df"(0) =0, ou U est un voisinage ouvert de 0 dans E et D est un opérateur différentiel.

Soit # une fonction de troncature : 6 [0, co[— [0, 1](en anglais C*° cut-off function ) avec :

f(s)=1pour 0 <s<1,

0(s) = 0 pour s > 2 et sups>o|0'(s)] < 2.
Nous supposons que §,(s) = 6(2) pour p > 0, et F,(u) = 0,(|[u]])f*(u), o .|| est la
norme usuelle de 'espace E. Il est clair que F), est de classe C! de E dans E.

Soit K la constante de Lipschitz de F}, .

Nous considérons 1’équation suivante :
u' = —Au+ F,(u) (3.3)

On note que le probleme (3.1), (3.2) est le méme que (3.3) dans la boule :

B, ={uc E/l[u]] < p}.
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A partir de maintenant , nous allons étudier (3.3) au lieu de (3.2) , (3.1).
Nous savons a partir de la théorie de Sturm-Liouville, que le spectre o(A) contient seule-
ment des valeurs propres simples . A\; < Ay < A3 < ... < A\,... et des fonctions propres

correspondantes eq, €g, ..., €,, ... qui forment une base de E. De plus :

2 . A?’L - n2
An =1+ o0(1),n — oco.(lim . — 0) (3.4)
n—oo
Soient
Al — A A — Ao
a, = min{ = ) Nn>1 (3.5)
2 2
et
Q= MiNp>10, (3.6)
et ona ;- =0(1) sin — oo.
Soit
E,=<e, >,

1
B =<el, .. ln1,€nt1,... >.

El =<e,,...,e, >. pour m > n,

et P,, Py, P les projections du E, , Ex-, E", A" = A\gn et nous écrivons u € E si

u=> " u, ouu, €E, et K est une constantede Lipschttz pour I'equation F,

3.2 Existence de variétés invariantes

Dans cette section nous choisissons p convenablement, pour démontrer :
1- L’existence d’une infinité de variétés invariantes de dimension 1.
2- L’existence d'une variété invariante de dimension n, pour I’equation (3.3), nous montrons
également l'existence de variété invariante de dimension 1 pour le flot dans les variétés

invariantes de dimension n.



Chapitre 3 : Théoréeme de Hartman-Grobman pour les équations de réaction-diffusion 37

Théoréme 14 Soit p > 0 tel que gK < 1, alors pour chaque n il existe une variété

invariante de dimension 1 pour (3.3) qui est donnée par :
M, = {u, + h,(u,) u, € E,}

ot h, : E, — EX est lipschitzienne avec une constante de Lipschitz H qui satisfait :

ho(0) =0 et H< —2E_ <1.

an—3K

Preuve On définit I'espace de Banach C,, par :

C,, = {u\u: R — E est continue et sup;cg||e* || < 0o}

avec la norme |ul,, = supier|[e "]

Désignons par u(t,u’) la solution de (3.3) avec des données initiales u(0,u°) = u® .

Soit
M, = {u®\u(t,u’) est définie pour tout les t € R et u = u(t,u’) € C,, }

On a 0 € M, donc M, est non vide, et invariante sous le flot de 1’équation (3.3). Nous

allons montrer que M, est donné par le graphe d’une fonction C%!(lipschizienne) sur E,,.

Lemme 3.1 v’ € M,, & u(.) € C,,, avec u(0) = u° et satisfait

t

t t
u= e’\"tﬁ—l—/ ek”(ts)Pan(u)ds—i-/ eA?l(ts)Plep(u)ds—i-/ e~ A= pee [ (u)ds,
0

(3.7)
ou: &= Pul.
Preuve =’ :par la formule de variation des constantes ,nous savons que :
t
Pou(t,u’) = e Pu’ —|—/ eI PF (u)ds, (3.8)
0

t
Pt u’) = e’A?fl(t’T)Pf“lu(T, u”) +/ e*A?ﬂ(t’S)P{FIFp(u)ds. (3.9)
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¢
P u(t,u’) = e =T P gy (7 u) +/ e~ A=) pee B (y)ds. (3.10)

Comme u € C,, nous avons pour t < 7,0 < 7

le= P ()|
< e—)\n—l(t—T)e—)\nT-i-OénT |u’a

< e MnmttemonT |y, — Osi T — +o00
si nous prenons la limite quand 7 — 400 de (3.9) nous avons :

t
Plnlu(t,uo):/ e’AT?l(t’s)Pflep(u)ds (3.11)

o0

De méme, nous avons pour 7 < t,7 < 0.

le= 4= =T BRg u(r, u) |

< e—)\n+1(t—7’) 6)\n+17—an’r |u|a
—_ n

= e Mt ePnar=dn=an)7|y | < emAnsitemanT|y| 5 Osi T — —00

si nous prenons la limite quand 7 — —oo dans (3.10) nous avons :

¢
Pﬁj’rlu(t,uo):/ e~ A= pee B (u)ds (3.12)

— 00

si nous faisons la somme de (3.8), (3.11) et (3.12) nous trouvons (3.7).

Pour démontrer <=’ Nous suivons les mémes étapes.

Soit J,(u, &) la partie droite de (3.7). nous voyons que J,(u,§) : C,, X E, — C,,,.

Pour tout w,u € C,, nous avons :
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[T (1, ) = Jn (@ €)la,
< sup{ertanltl(]| fot e*)‘"(t*S)Pn(Fp(u) — F,u)ds
+ [l e TP (Fy () — Fu)ds
+ L e PR (Fy(u) — Fa)ds|, }

< %|u — Uy, -

— an

Nous notons que J,, est lipschitzienne en &.
Par hypothese de ce théoreme, nous savons que % < 1. donc J,, est une contraction par
rapport au paramétre &.
Par le principe des fonctions contractantes et pour chaque J, € E,, J,(.,£) a un unique

point fixe u(.,&) € C,,, , u(.,.) est lipschitzienne de E,, — C,, et satisfait :

0(8) = (Ol < 1€ il (3.13)

Soit

0 0

ha(€) = PH(0,6) = / e~ ) PR (s, €))ds + / e~ AT P2 (u(s, £))ds,

o0 —00

Alors h,(0) = 0, h,, est lipchizienne et satisfait :

17 (&) = ha(O)] < 25z 1€ =€l

Par (3.7) nous avons
M, = {u, + hy(up)\u, € E,} .

Théoréeme 15 Soit p > 0 tel que %K < 1, alors pour chaque n il existe une variété

invariante de dimension n pour (3.3) qui est donnée par :

M} = {p+hi(p) p€ E}
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ot h, : E — E55, est lipschitzienne avec une constante de Lipschitz H' qui satisfait :

hi(0) =0, H' < - et

1h3 ()]l < 52 supuesll Fp(w)ll, si Anyr >0

Pour la démonstration voir [19].

Maintenant nous considérons le flot dans la variété invariante M{'. On I’écrit comme suit :

p=—Alp+ PI'F,(p+ hi(p)), (3.14)

oupe L.
Les théoremes suivants démontrent l'existence d’une variété invariante de dimension 1 et

k, (1 <k <n) pour I"équation (3.14).

Théoréme 16 [19] :
Soit p > 0 tel que % < 1, alors pour chaque k(1 < k < n), il existe une variété invariante

de dimension 1 pour(3.14) qui est donnée par :

M = {6+ B (E\E € Ex}

ot lllz’" B, — EM' o B, est lipschitzienne avec une constante de Lipschitz L, qui

satisfait :

41K
L < a6k < 1.

Théoréme 17 [19] :
Soit p > 0 tel que % < 1, alors pour chaque k, (1 < k < n il existe une variété invariante

de dimension k pour (3.14) qui est donnée par :

MP™ = {€+ 15" (§)\¢ € Ef}
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ou l]f’”(()) =0, 5" Bf — B, est lipschitzienne avec une constante de Lipschitz L', qui
satisfait :

k .
L'< B et [l < 5 supuesl LI, si Awr > 0

Corollaire Soit n > k nous avons :

u) € By , alors ug(t, u?) est une solution de :
U, = —Aug, + PpF,(ug + hy(ug)) (3.15)
si et seulement si ug(t, u)) satisfait :
iy = — Mgy + PoF(uy, + 07" (ug) + B (ug, + 37" (ur))), (3.16)

et (up + hy(ur)) = we + 0" (ug) + B2 (g + 17" (ug)) -

i) soit p° € EF alors p(t, p?) est une solution de
p=—Aip + P{F,(p+ hi(p)) (3.17)
si et seulement si
p=—Afp+ PEF,(p+ 1" (p) + hi(p + 1" (p))) (3.18)

et p+hb = (p+ 17" () + hip+ 17" (D).

Preuve u(t,u?) est une solution de (3.15) avec les données intiales uy (0, u) = ul.
Comme MY} est invariante, nous avons u(t) = uy(t, ud) + hg(us(t,u?)) qui est une solution
de (3.3) et u(.) € Cor . On a Cyy, € Cy,, donc u(0) € M7

Il existe donc une p° € E¥ telle que u(0) = p° + A7 (p°).

Soit p(t, p") une solution de (3.14) avec les données initiales p(0, p°) = p.

Par U'invariance de la variété M7, nous savons que p(t,p°) + h7(p(t, p°) est une solution de

(3.3).
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Par I'unicité des solutions nous savons que u(t) = p(t,p°) + A (p(t,p°)) et u(.) € Cup
implique que p° € M;"" donc il existe p} € Ej, tel que p° = pQ + 17" (p).

Comme M,f" est invariante et par l'existence et 1'unicié des solutions, nous savons que
p(t,1°) = pe(t, p2) +1" (pr(t, ) , ou pe(t, pY) est une solution de (3.16) avec les conditions

initiales px(0) = p? donc;

u(t) = p(t, p°) + b (p(t, 0°) = p(t,p°) + 17" (pi(t, 0R)) + B (i (£, pR) + L™ (i (£, PY))).-

Cela implique que py(t, p?) = ug(t, ul) .

Nous utilisons les méme arguments pour démontrer (ii).

3.3 Existence d’un feuilletage invariant

Dans cette section nous allons montrer 'existence de feuilletage invariant pour les

équations (3.3),(3.14).

Théoréme 18 Soit p > 0 tel que %K < 1, alors pour chaque n il existe un feuilleitage

invariant pour (3.3), ot sa feuille est donnée par :

w (W) = {51 (g, u°) + qd\g € E;5L}

u € E et ¢, : EX%, X E — E} est lipschitzienne avec une constante de Lipschitz C, tel
que
2K

C<— < 1. 3.19
_an—2K< ( )

en plus ,

ZOH(‘L UO) = Pf(uo) + RZOH(‘L UO)
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R satis fait
[R5 (g, u0) | < 5% < 1,(3:20)

2 .
1R (g, u”)l < msupueElle(U)HL 51An < 0. (3.21)

et §2°1(u®) N M} contient un unique point &+ hf'(€), ou £ € E} est determiné uniquement

par u® et & =£(u®) est continue.

Remarque 3 En peut constater que chaque feuille est une sous variété de classe C1, et

transversale a la variété invariante M]" [16].

Preuve On définit I'espace de Banach C par :

Cor = {u\u:RT — E est continue et supy=olle** u(t)]| < oo}

/\ntJrantH .

avec la norme |ul,, = supi>olle
Désignons par u(t,u’) la solution de(3.3), nous recherchons toutes les solutions de (3.3) tel

que

w(t) satisfait :

t
wt) = ATty + / AT P (F (w4 u(s, 1)) — F(u(s, u?)))ds
0

t
+ / e_A?(t_S)P{L(Fp(w +u(s,u’)) — F,(u(s,u")))ds (3.22)
ou : ¢ = P2%,w(0). Nous savons que pour tout (¢,u’) € E, X E, I'équation a une

n

unique solution dans C .

Pour voir ¢a ,soit J2%;(w, ¢, u°) la partie droite de (3.22). Nous voyons que
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oo . '+ oo +
J 1 Cf X B — CF
Pour tout w,w € C; mnous avons :

2K
T8, 4,0) = T (0,0 [F, < = — B, (323)

n

Nous notons que J;9, est lipschitzienne en ¢, mais on ne sait pas si J;5; est continue en

ul.
Par le principe de contraction uniforme ,nous savons que pour chaque (g, u’) € E° 1 X E,

(3.22) a une solution unique w(.,¢,u") € CF qui satisfait :

«

(. g,0) = w(,g,u%)] < ——]lg — ]| (324)

0

Nous voyons que w est continue en u”, nous choisissons v > 0 tel que :

0<vy<a,et < 1.

Qn—7

Nous avons pour tout w,w € C’a oy

’ n+l(w7Q7u0) - J;ﬁ-l(mv%u ) ;rn—&-v S an— »y‘w w'a +°

Par le principe de contraction uniforme, nous savons que pour tout (q,u’) € Ex, x L,
Péquation (3.22) a une solution unique w,(.,¢,u’) € Cg, ., puisque Cf . C C7 , par

'unicité des solutions de (3.22), nous avons w = ws,.
Donc w(.,q,u") € CF .. Pour montrer que w(.,q,.) est continue de E' — C pour tout q

fix¢, il suffit de montrer que : Ve > 0 3§ > 0 telle que si |[u° — u°|| < § alors

lw(., q,u°) —w(.,q,u’)|a, <e.

Soit ¢, (g, u’) = Plu® + Plw(0,q — P2 u’, ul) et :

n

RZO-&-l(CL uO) = Plnuo + P1nw<0ﬂ q— Poj-luov uO) =

n

f AL P Fy(w(s, g — P2 qu®, u®) 4+ u(s, u®)) — F,(u(s, u®))]ds.

n



Chapitre 3 : Théoréeme de Hartman-Grobman pour les équations de réaction-diffusion 45

Alors ¢2% (g, u®) et R, (g, u’) sont continues.

Nous utilisons (3.24), nous avons

C <5 <1,

—2K

1725 (g, w0 < 5-5x Ndll

et [|R, (g, u”)]] < ﬁsupueEHFp(u)H, si A, <0.
Soit :
n (u) = {u\u(, %) —u(,u’) € CF )
Si nous utilisons (3.22), nous avons

(W) = {51 (q.u°) + g\g € E;5}

Dans cette partie nous montrons que : §2%,;(u®) N M} contient un unique point.

Supposons que u € Fo,,(u®) N M. Alors il existe p € E} et ¢ € E2%, tel que :

u=p+hi(petu = ¢, (q,u’) +q.
Cela implique :
b= ¢n+1 (q> )
et ¢ = hi(p).

D’autre part , comme C' < 1let L' <1,

p= ¢n+1( ( ) uO)

a une solution unique p € E7, et p = p(u®) est continue en u°, par le principe de contraction

uniforme. Cela implique §%°, (u”) N M}* contient un unique point. Il est facile de voir que

graphg?s, (., u®) =graph ¢, (., p + hi(p))

et F = UpeE{zgraph ¢ZO+1(~7P =+ h?<p)>
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est un feuilletage de classe C°. Finalement, nous prouvons que ce feuilletage est invariant
sous le flot de (3.3).

Pour voir ¢a, nous prendrons toute feuille = graph ¢2°, (., p° 4+ hf'(p®)), nous montrons que
u(T,.) transforme cette feuille par une autre feuille.

En prenant un point quelconque u° € graph ¢°, (., p + h7(p)), nous avons que

u(.,u?) —u(.,p” + R (°)) € CF .

Comme 'equation (3.3) est autonome et M est invariante,

u(., u(r,u?)) — u(.,p(r)) + R (p(r)) € Cf . ou p(t) est une solution de (3.14) avec les
conditions intiales p(0) = p". Cela implique que u(7, u’) € graphe ¢3°4 (., p(7)) + hi(p(7))
pour toute u® egraph ¢, (., p + hip”)

Maintenant nous avons construit un feuilletage invariant pour le flot sur une variété inva-

riante de dimention n M7".

Le flot en M7 est décrit par 1’équation suivante :

p=—Alp+ PI'F,(p+hi)(p))

ou p 3 E}. Pour simplifier les choses on suppose que, F;'(p) = P['F,(p + hi(p))

p=—Alp+ F)(p). (3.25)

Théoréme 19 Soit p > 0 tel que gK < 1, alors pour chaque 1 < k < n il existe un

feuilletage inavriant pour (3.14), sa feuille est donnée par :

e () = {op (0, 10°) +n\n € Epy, ),
ot (p°) € EY ol - Ep.y X B — EY est lipschitzienne avec une constante de Lipschitz

C’, avec

2K
< —— < 1. 3.26
o, — 4K ( )
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en plus, o7 (n,p°) = PF(p°) + R}y (0, p°)

ou R}, satisfait :

||Rk41(777p0)|| < mHUH? (3.27)

IR (0, 0°) || < = supuerl| Fy(w)ll, A < 0 (3.28)

|)\ |
et Fp(P°) N MP" = ek £ 1BF(eR), ou € € EF est unique, déterminé par p° et €8 = £¢(PP)
est continue.
Soit H'\(n) = ¢y (n, 0). Alors

My = {H () +n\n € By )

est une variété invariante pour (3.25).
la preuve est la méme que le théoreme précédent, pour plus d’information consulter [19].

Théoréme 20 [19] Soit p > 0 tel que gK < 1, alors pour chaque 1 < k < n il existe un

feuilletage invariant pour (3.14, sa feuille est donnée par :
Fr"(0°) = {7 (€ ) + €\ € BFY,

ou (p¥) € E} | ]f’" : Bf x Ef — B, est lipschitzienne avec une constante de Lipschitz c,

o
2K

P LY 3.29
S 4K (3.29)

en plus, ¢y (&, p°) = PPy (p°) + RY™(E,p°)

ot RV™ satisfait :

2K

mHmH, (3.30)

IRY™(&,p%)|| <

n 2 :
IR (60" < —supace | Fy )] side > 0 (3:31)
+
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et 3" (p°) N M\ contient un unique point H," (n) +n,0t n = n(P°) est continue.

3.3.1 Le théoreme de Hartman-Grobman

Nous considéron I’équation scalaire parabolique suivant :

ou  0%u
E_@+a(x)u+g(x,u),0<x<7r,t>0 (3.32)

avec les conditions aux limites de Dirichlet
u(0) = 0,u(r) = 0. (3.33)

ou a, g sont des fonctions differentielles avec g(x,0) =0 et ¢'(z,0) =0 .

Nous définissons g*(u) = g(z,u) pour chaque u € H;.

Théoréme 21 Supposons que a(x) € C°((0,7)), ¢° : U — Hy(0,7) est une fonction de
classe C' avec : g®(0) = 0 et ¢(0) = 0. ou U est un voisinage ouvert de 0 dans H} et
D un oppérateur differentiel. Il existe alors un voisinage ouvert V de 0 dans Hj et un
homéomorphisme ¢ : V. — ¢(V) C H} de telle sorte que si u(t,.)(u(t,.) € V) est une

solution de (3.32), (3.33), Alors ¢(z(t,x)) est une solution de l’équation linéaire :

ow  *w
5_@+a(x)w,0<x<ﬂ,t>0. (3.34)
avec
w(0) = 0, w(r) = 0. (3.35)

et st w(t,.),(w(t,.) € p(V)) est une solution de (3.34),(3.35) alors nous pouvons dire que

¢ Hw(t,x)) est une solution de (3.32), (3.33).
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3.4 Démonstration du théoreme de Hartman-Grobman

3.4.1 Transformation sur M

Nous Considérons 1'équation différentielle suivante qui décrit le flot de (3.1) sur M} :

p=—Alp+plF,(p+ hi(p)) (3.36)

Théoréme 22 Soit p > 0 tel que %K < 1. Alors il existe un homéomorphisme ®,, de

E} — E} tel que lapplication ®,, transforme les solutions de (3.36) en solutions de :

/

01 = —\v1 + PLE,(vy + hi(v1))

(3.37)

[ On = — A + Py F,(vy + hy(vy))

et ¢t transforme les solutions de (3.37) en solutions de (3.36). En plus ®,(0) =0 et
®,(p) —p| < C7, (3.38)
ou C* est une constante indépendante de n.
Preuve La démonstration de ce théoreme s’étale sur 4 étapes .

Etape 1 : construction de ¢,

Soit 1 < k < n et p’ € EP, nous désignons par p(t,p°) la solution de (3.36) avec la

condition initiale p(0) = p® et par v(0) = vY la solution de

i)k = —/\kvk + Pka(?}k + hk(vk))
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avec les condition initiale vy, (0) = vy .
(i) k = 1. D’apré le théreme 20 F5"(p°) N M|™ contient un unique point v} + ;"™ (v}),

ou (v}) € Ey,v) = v1(p?) est continue et satisfait
o = Pupo + By (177 (,) (3.39)

Par l'invariance des feuielletage et des variétés, nous savons que

vl(t7v(:l]> = Tzlyn(l%n(vl(t’v?))>p(t>p0)) :

(ii) & = n. D’apré le théoréme 21, F7 1 (p°)NM"" contient un unique point H™"(v9)+ (v2),

n

ou (v2) € E,v° = v2(p°) est continue et satisfait

vh = Pupo + Ry (R (00), p°). (3.40)

En plus nous savons par l'invariance de feuilletage et de variéte invariante que :

valt, o) = &1 (R (valt, 07)), p(t, 1°)) -
(iii)1 < k < n. D’apré le théreme 20, FL (1°)NMP" contient un unique point I (£F)+(€9),

ou (£F) € EY, et &8 = £%(p°) est continue et satisfait :

¢F = Plpo + REFL I (€5), p°). (3.41)

D’apré le théreme 22, (%) N M contient un unique point H, ™ (v2) 4 (v), ou (vf) €

B0 = v)(€F) est continue et satisfait
vp = P + Ry (HEM (), €) (3.42)

Pour cette raison v9 = v?(£8(p°)) est continue et satisfait

n.n 1kn k—1,k k.k
ve =P’ + PRy (1 (€"),0°) + Ry ' (H (v3), €°). (3.43)
Nous savons par l'invariance de feuilletage et de variéte invariante que :

vty v) = oy (L (ot 0))), €(p(t, 7))
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Nous définissons ®n(p®) = Y p_, v}, il est clair que ®,, est continue et ®,(0) = 0. On note

> or_q Up par v™.
Par (3.39),(3.40),(3.43) et les théoreme 20, 21 on a

n—1
,(p°) = o™ = PP+ Ry (" (o), pO) R (™ (00), p) 4> (PRl (17" (€9), p)+ By (HRH (0]), €
k=2

(3.44)

et

B0(p") — (")) < 52 s supue Fy(u) = C.

Notez que cette série infinie est convergente puisque A, = k* + o(1). Donc nous avons

que ¢ transforme la solution de (3.1) en la solution de (3.36).

Etape 2 ®,, est injective

Lemme 3.2 Pour m > n
ona : P'®,,(p° + 17" (p°)) = ©,(p") (3.45)

Preuve Soit P'®,,(p° + 17" (p%)) = Y1, 0y et @, (p°) = >°;_, vj. Nous allons montrer
que V) = oY .

(i) k = 1, d’aprés la construction de ®,, et ®, nous savons que ) + I;""(79) € Foy"™(p° +
[ (0)) 1 ME™ et o + 1(00) € (%) 0 M

De (3.22) nous avons v9 + 1™ (v9) + 17" (09 + 11" (1?)) € M)"™.

Dans lintervalle, 00 + 17" (v9) + I7™ (09 4+ 1;7"(09)) € F5™ (0 + 1™ (p%)).

par conséquent v¥ =79 puisque F5"(p° + 17" (p°)) N M contient un unique point.

(ii) k = n. Il est trivial.

(i) 1 < k < n d’apres la constructions de ®,, et ®,, nous avons Ek = ¢k

Ce qui implique que 79 = v .Donc P,®,,(p° + 11" (p°)) = ®,,(p°)
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Maintenant nous allons prouver que ®,, est injective.

Soit P° # p° pour ca, nous considérons les trois cas suivants :

(1) Si p(.,p") — p(.,p") n’appartient pas a C} pour k = 1,...,n. Cela signifie qu’il n’ya pas
de feuille sur laquelle p° et p° restent en méme temps. Ce qui implique que v9 # v{ .

(2) Sip(.,,p°) —p(.,p°) € CF _, alors 7] # o) puisque p® # p’.

(3) p(,p°) — p(.,P°) € CF mais n’appartient pas a Cap» pour 1 <k <n—1. Donc par

le théoreme 20 nous avons :
gL (pP) #£ (0 € BT,

olt €% est donnée par (3.41), En utilisant (2), nous savons que Pyy1®,.1(E8 (%)) #

P 1@ (E1 (1Y) -
Et si on utilise (3.45), nous avons que Pyy1®,, (¥ (p0) 4+ (€51 (p°))) # Pry1 @, (E4T1(F°) +

I (EM1(p0))). Crest-a-dire que o), # v,.,. Donc @, est injective.

Etape 3 ®,, est surjective

Nous le prouvons par récurrence
(i) n = 1. Tl est trivial.
(ii) Supposons que c’est vrai pour n — 1 .
(iii) Nous montrons que ®,, est surjective. Pour tout v" = >} v{ , et par hypothése de

récurrence, il existe un unique p"~' € E7! tel que
(S
nous savons par le principe de fonctions contractante que
T wn + HM () O (Pamt 1 (D))

contient un unique point p".

De (3.45) et la construction de ®,, nous avons @, (p™) = v™. Donc ®,, est surjective.
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Etape 4 ¢! est continue

Comme E™ est un espace de dimension infini et ®,, est continue et satisfait (3.38), par
le théoréme d’inversion locale nous avons que ®, ! est continue.

Par P'unicité des solutions, @, transforme les solutions de (3.37) en solutions de (3.36).

La transformation d’équation (3.3)

Dans cette section nous démontrons le théoréeme (21)

Théoréme 23 [19] Soit p > 0 tel que 2K < 1. Alors il existe un homéomorphisme @,

de E — FE tel que l'application ®,, transforme les solutions de (3.3) en solution de :

(

Q.Jl = —)\11)1 + Ple(Ul + hl(vl))

(3.46)

et ¢t transforme la solution de (3.37) en solution de (3.46). En plus ®,,(0) =0 et
|D,, (u) — u| < C%, (3.47)
Voir preuve dans [19]. (les mémes étapes de preuve que le théoréme 22).

Théoréme 24 Il existe un homéomorphisme V : E +— E tel que ¥ transforme les solutions
de (3.46) en solutions de
w = —Aw (3.48)

et U1

transforme les solutions de (3.48) en solutions de (3.46).
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Preuve Nous avons I’équation suivante :

Up = =AUy + PoFy (v, + RY(0,)) (3.49)

une équations différentielle de dimension 1. Puisque A, # 0, nous savons qu’il existe un

homéomorphisme v,, de E,, — E,, qui est donné par :

Yn(Vn) = v + Hy () (3.50)
tel que :

et transforme (3.50) en

W= =AWy, (3.51)

Et comme A\, = n? + o(1) si n — oo, nous savons quey -, H,(v,) est uniformément
convergente.

H,, est continue donc Y~ H,(P,v,) est continue en v, cela implique que

ZZO:1 @Z)n(PnUn)

est convergente et continue en v. Soit

w=W(v) =3 Yn(Povn)

Comme 1, est un homéomorphisme donné par (3.51), nous savons que Y oo, ¥ (P,v,)
est convergente et continue en w,c’est l'inverse de W. Pour V = B,(0) , p est un réel et
tel que % < 1 par les théoremes 23, 24 et, on note que ®* = U.®, alors * = V.P est un

homéomorphisme de V' — &*(V') transforme (3.32), (3.33) en (3.34), (3.35).



Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons étudié une méthode de linéarisation des équations de
réaction-diffusion basée sur la théorie de variété invariante et du feuilletage invariant.
Nous avons utilisé les variétés invariantes de dimension 1 pour tracer des nouveaux axes
et le feuilletage invariant afin de tracer de nouvelles coordonnées, donc nous pouvons
complétement dissocier le probleme (3.32), (3.33) en un nombre infini de systémes de
dimension 1.

Ensuite, nous linéarisons chaque probleme a une dimension, les mettons ensemble pour
obtenir une C° théorie de linéarisation pour le probleme (3.32) , (3.33).

Et nous suggerons qu’un travail supplémentaire traite des exemples (le cercle par exemple).
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R ésumé

Résumé

L objectif de ce travail est l’étude d’une méthode géométrique (basée sur l'existence de
variété invariante et feuilletage invariant ) pour la détermination des formes normales des
équations d’evolution de type réaction-diffusion au voisinage des solutions stationnaires
hyperboliques.
Mots clés : FEquation de reaction-diffusion, linéarisation, systémes dynamique,
géométrie différentielle, variété stable-instable, feuilletage au voisinage d’un point fixe

hyperbolique

Abstract

T he objective of this work is the study of a geomtric method (based on the invariant

manifold theory and the invariant foliation theory) for the determination of normal forms

of evolution equations of reaction-diffusion type in the neighborhood of hyperbolic stationary
solution.

Keywords : Reaction-diffusion equation, linearization, dynamic systems, differen-

tial geometry, stable and unstable manifolds, foliation of an ODE near a hyperbolic

fixed point.
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