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NOTATIONS

Les lettres p, n, = et s = o + it désignent successivement un nombre premier, un nombre entier
positif, un nombre réel et un nombre complexe de partie réelle R(s) = o et de partie imaginaire
S(s) =t
©(n) la fonction d’Euler qui compte les résidus invesibles modulo n > 1
o(n) = Z 1:nH<1—>
1<i<n, (I,;n)=1 pin

k et [ désignent deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <[ < k

0(x;k,l) = Z Inp, 0(z)=0(x;1,1) = Zlnp

p<z, p=l(k) p<z
) (zskl) = > Inp, Y () =¢(2;1,1) = Y Inp
pm <z, pm=i(k) pm<z
x x
Sz k,l) = 0(x; k1) — ——, Rz k) =9 (x; k1) — —
(@ihl) = 0kl -~ (@ihod) = (ashD) =
1+ Inx Foo
x?In”x x
+00 +o0
K(z;k,1) = / S (t;k,1) g(t)dt, L(z; k1) = (¥ (K, 1) = 6 (¢ k,1)) g(t)dt

m(x k1) = oo, m(x;1,1) = 7 ()

p<z, p=l(k)
p1 = p1(k, 1) le premier nombre premier congru a [ modulo k
x un caractere de Dirichlet modulo k
G(k) = 'ensemble des (k) caracteres de Dirichlet y modulo k
L(s, x) la fonction de Dirichlet associée au caractere x modulo k définie dans le demi plan complexe
R(s) =0 > 1 par L(s,x) = JrZojox(n)/ns
Z(x) l'ensemble des zéros cgrjli)lexes de la fonction de Dirichlet L(s, x)
Z (k) la réunion des ¢ (k) ensembles Z(x)
HRG(k) = I'Hypothese de Riemann Généralisée pour k qui conjecture que tous les zéros complexes
p € Z(k) sont sur la droite z = 1/2
Py, ; le produit

1 6 8
Py = H (1 - pg> <P1,1 =3 Py = WQ)

p=l(k
~ la constante d’Euler définie par v = lim (1 + % + - F % —1In n) = 0.57721566 - - -
n—-4oo
N = I’ensemble des nombres entiers naturels
7, = ’ensemble des nombres entiers rationnels
R = I’ensemble des nombres réels

C = l’ensemble des nombres complexes.



INTRODUCTION.

Soient k et | deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 < I < k, {l + km} la progression
arithmétique de premier élément [ et de raison k et n un nombre entier plus grand ou égal a 2.

Le travail présenté dans cette these porte essentiellement sur I’étude des fonctions arithmétiques
suivantes :

ok,1(n) = somme des diviseurs de n dans la progression arithmétique {l + km}.

0}1(n) = somme des diviseurs unitaires dans la progression arithmétique {I + km} .

Un diviseur d de n est dit unitaire s’il est premier avec n/d.

ori(n)/of, (n) = quotient de o (n) et o} ;(n).

d1(n) = nombre des diviseurs de n dans la progression arithmétique {l + km} .

Mais aussi sur I’étude des fonctions L(s, x) de Dirichlet dont la position de leurs zéros complexes inter-
vient dans le comportement des grandes valeurs des fonctions oy, ;(n) et al’;’l(n) et enfin la répartition
effective des valeurs de la fonction ¢ (n) d’Euler.

Pour, n = [] p® > 2, on pose par définition

p*|In
o) = [ Q..+, i) =om) =) d=[[ @ +...4p%
p*||n, p=l(k) djn p*|In
opy(n) = I a+r. o (m)=c"m)= Y d=]] Q+pY)
p<|In, p=I(k) dln, (d,n/d)=1 p|n
) = [ (a+), dii(m) =dn) = S"1= [ (a+1)
pe|n, p=i(k) din pn

et, pour tout nombre réel x > 0
O(x) = 1.
p(n)<z

Pour k£ > 1, x un caractére modulo k et s = o + it un nombre complexe tel que R(s) > 1, on pose

<~ x(n)
L(s,x) = s
n=1

La fonction L(s,x) se prolonge dans tout le plan complexe en une fonction holomorphe sauf si le

caractere x est principal. Dans ce cas elle admet un pole simple en s = 1 et le résidu y est ¢ (k) /k.

Les fonctions L(s, x) de Dirichlet

Le calcul des fonctions L(s, x) de Dirichlet et de leurs zéros comlexes ont fait 'objet de plusieurs
travaux de recherches ([8], [28], [32]). Dans le premier chapitre de cette these, on établi une méthode
de calcul de ces fonctions et de leurs premiéres racines complexes. Cette méthode est un raffinement

de celle décrite par D. Davies et C. B. Haselgrove dans [8].

Le deuxieme et le troisieme chapitre



Ils sont consacrés a 1’étude des fonctions
1\ ! 1
R(x;k,0), J(x;k,D), K(z;k,1), Lk 1), ] 1-2) 11 1-5
p<=, p=i(k) p>z, p=i(k)
pour lesquelles on a donné des formules asymptotiques et des majorations explicites numériquement

appliquées aux cas k = 1, 2, 3. L’étude de ces fonctions est fondamentale pour celle des fonctions
or(n), oy, (n) et opi(n)/og (n).

La fonction o} ;(n)

On a montré que son ordre maximum est égal a
ar) Pegn (In (o (k) Inn))"/ ¢

ol ay,; est un nombre réel strictement positif effectivement calculable explicité dans [35] page 356.

Voici, a titre d’exemples, les valeurs numériques des nombres ay; pour k =1, 2, 3, 4.

ai; = € =1.781071---, as1 = €"/2 = 0.890536 - - -

1/2 1/2
az1 = ((2\/% Pss ev) /27) = 0.712515--, ags = ((8\/§wP3,1 e’Y) /27) — 1.666463 - - -
ag1 = ((r Pyse?)/8)Y% =0.773811- -, ass = ((m Pyy €7) /4)? =1.150843 - - .

Pour £ = 1,...,20,22,23, 26,30, 34, 38,46, 73,146, on a montré qu’il existe une infinité de nombres

entiers n tels que

o7 1(n) > ay Peyn (In (g (k) Inn))/e®)

La fonction oy (n)

Pour la fonction oy, (n), on a précisé le théoreme principal de [25] dans les cas k = 2, 3 en montrant

1/2

o32(n) <azz2n (In(2lnn)) pour n>5

(HRG(3) est vraie) =
021(n) <azin (In(lnn)) pour n>3* x5 x 7% x 11 x - x 67.

La réciproque s’obtient comme dans le cas k = 1 dans [24] . On a aussi donné des majorations explicites
de 02,1(n) et 03;(n). Les nombres o ;—colossalement abondants (ox; — c.a.) définis et étudiés dans
(1], [13], [24], [25] sont & la base de I’étude des grandes valeurs de la fonction oy ;(n). Nous les avons

aussi étudié et établi des programmes en fortran pour les calculer effectivement.

. *
La fonction oy,(n)/o} ;(n)
On a prouvé que o (n)/o} ;(n) prend ses grandes valeurs sur des nombres voisins des nombres
oy, —colossalement abondants qu’on a appelé a;;l—colossalement abondants. Nous les avons étudié et
établi des programmes en fortran pour les calculer effectivement. A Daide de ces nombres on a montré

que 'ordre maximum de oy, ;(n)/o} ,(n) est égal a

aky (In (g (k) Inn))/#®
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et, contrairement a oy ;(n), on a montré que pour tout k > 1

U’:J(n) < ap; (In(¢(k)ln n))l/@(k) pour n assez grand.
oj(n)

Ensuite, on a établi les majorations explicites suivantes
o(n)/o*(n) < €’ (Inlnn) pour n > 17
021(n)/o31(n) < (7/2) (Inlnn) pour n > 676
031(n)/o31(n) < az1 (In (2Inn))/?  pour n > 8282
032(n)/035(n) < azz (In (21nn))1/2 pour n > 4.

Pour cela on a utilisé les estmations effectives des fonctions sommatoires des nombres premiers dans les
progressions arithmétiques données dans [9] et [23], le calcul effectif des nombres o} ;—colossalement

abondants et les valeurs numériques des nombres ay; pour k =1, 2, 3.

La fonction dj ;(n)

Les résultats obtenus sur la fonction dj;(n) généralisent ceux obtenus par J. L. Nicolas et G. Robin
sur la fonction d(n) dans [20]. On a introduit les nombres dj,;—hautement composés supérieurs qui
généralisent ceux définis par Ramanujan et qui maximise la fonction dj;(n), on a donné leur structure
et écrit des programmes en fortran pour les calculer effectivement. A Daide de ces nombres on a
montré que I'ordre maximum de In(dy(n)) est égal a

Inn

In(¢ (k) Inn)

et obtenu des estimations effectives de dj,;(n) dans les cas k =1,...,13.

La fonction ¢(z)

Pour la fonction ®(x) nous avons donné une version effective du théoreme de Batemann ([6]), compa-

(In2)

rable & celle obtenue par A. Smati dans [31].



CHAPITRE 1
LES FONCTIONS L(s,x) DE DIRICHLET

Résumé
Soient k > 3, k un nombre entier, x un caractére primitif modulo k et L(s, x) la fonction de Dirichlet
associée au caractere x définie dans le demi plan complexe R(s) > 1 par

= x(n)

ns

+
L(37 X) =

n=1
Dans ce chapitre, on établi des formules qui permettent d’évaluer et prolonger analytiquement la
fonction L(s,x) a tout le plan complexe C et calculer ses premiers zéros complexes. Notre méthode

est inspirée de celle de Davies et Haselgrove dans [8].

1.1 Introduction
Soient k > 3, k un nombre entier, x un caracteére primitif modulo k et L(s, x) la fonction de Dirichlet
associée au caractére x. Pour s = o + it un nombre complexe, r et N deux nombres entiers tels que

o> —=2r+1et N > |s| + 2r, nous établirons les formules suivantes :

kN (n) r 2m—2 s+ i
(1'1) L(37X) - nZ:l an - 2: C2m—1 1;[ ((k]\f)irl> +R1(5) si X(_l) =+1

2m—1

s+ .
m S +R (S) S1 (_1):_1
Z ? ]HO <kN +1> 2 X

ou les nombres C, = Cy(x) sont effectivement calculables & partir des relations (1.3) qui les lient avec

kN (
(L2)  Lis)=Y -

n=1

les fonctions complexes ¢, (z, x) & variable réelle x définies par

w0 (,x) = S (z,x) + Co ot S(z,x)=>_ x(n)
n<x
xT
(13) Pr+1 (‘T,X> = / Pr (t7X) dt+07‘+1 pour r= 0’172
0
k
/ or(z,x)dx =0 pour r=0,1,2,....
0

et les restes Ry(s) et Ra(s) sont respectivement majorés par les expressions

205 VEC2r) 1T (15131 o 1pce 20s| VEC(2r +1) 17 (ls+l
Ra(s)| < H( ) et o)l < H( ).

(2r + 0 —1) (20)* (EN)° N (2r + o) (20)* T (kN)? N

La fonction L(s, x) vérifie I'équation fonctionnelle L(s,x) =& (s, x) L(1 —s,%x) ([8] page 123) ou

E(s,x) = (2%)8 X @ x I'(1 —s) x sin (%) E(x) = Xk: x(m) cos (%Tm) six(—=1)=+1
(1.4) m=1
>

£(s,x) = (35)° x EX 51 (1 — 5) x cos (%), E(x)= > x(m)sin (Z2) si x (1) = —1.
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On considere la fonction Z(t, x) définie par

(1.5) Z(tx) =L <; + it,x> exp (i (t, X)) ot O(tx)= f% arg <5 @ +it, X)) .

A Paide de I’équation fonctionnelle on vérifie que Z(t, x) est une fonction réelle de ¢ vérifiant
(1.6) Z(t,x) =0 sietseulement si L(1/2+it,x)=0.

Soit 7" > 1. On note par N(T, x) le nombre de zéros complexes de L(s, x) dans le réctangle Ry dont
les sommets sont les points d’affixes —% — T, % — T, % + 4T, —% +4T. D’apres [17] page 268, on a

(1.7) 27 N(T,x) = T'ln (f_) 149 (m (r <i +5+ g))) +2Acarg (L (s, ))

oun a= (x(1) —x(=1)) /2 et Acarg(L(s,x)) estla variation de 'argument de L(s, x) sur le contour
C' qui est la partie de Ry avec o > 1/2.

De (1.6) on déduit que I'hypothese de Riemann gnéralisée pour k est vraie jusqu’a la hauteur 7" si et
seulement si pour |t| < T, le nombre de changements de signe de Z(t, x) est égal & N (T, x) ce qui est
le cas pour k =3,4,5,7,8,9, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 23, 73 et T = 50. Les calcul sont fait par
le fortran et, pour le calcul effectif des zéros des fonctions L(s, x) on a utilisé la méthode numérique

dichotomie.

1.2 Les caracteres modulaires

Définition 1.1 Soit £ > 2 un nombre entier. On considere les groupes abéliens suivants G (k)
le groupe multiplicatif des classes modulo k, C* le groupe multiplicatif des nombres complexes et
Hom (G (k),C*) le groupe des homomorphismes de G (k) dans C*.

Pour tout f € Hom (G (k) ,C*), on définit la fonction arithmétique Z - C par

xf(n)=fm si (nk)=1 et xp(n)=0 si (nk)#1.

Xy est appelé caractere modulo k associé a f.

L’ensemble des caracteres modulo k est noté par G (k), la loi de composition

(xx') (n) =x (n)x' (n) pour tout n € Z

le munit d’une structure de groupe abélien dont I’élément neutre est le caractere principal yg défini
par xo (n) =1si (n,k) =1et 0si(n, k) # 1.

Les caractéres modulo un entier k& > 2 vérifient un certain nombre de propriétés élémentaires qui
découlent directement de la définition et qu’on rassemble dans le

Théoréme 1.1 ([11] page 233) Soit k > 2 un nombre entier.

1. Les groupes abéliens G (k), G (k) et Hom (G (k),C*) sont isomorphes.

2. Soit x € G (k), pour tout n € Z premier avec k, x (n) est une racine o (k) —ieme de lunité dans

C* (¢ désigne la fonction d’Euler).
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3. Les caractéres modulo k sont des fonctions complétement multiplicatives et périodiques de période
€gale a k.

4. Quels que soient x € @(k:) et Ne Z ona

k
Zx(k]\f—f—m):go(k) si x=xo0 et Zx(kN—i—m):O st X # X0-

m=0 m=0

5. Pour tout nombre entier n € Z, n premier avec k on a

Z x(n)=p(k) si n=1(k) et 0 sinon.
x€G (k)

6. Pour x et X' deuz caractéres modulo k on a

ot X est le caractére conjugué de x. Il est défini par X (n) = x (n).

1.2.1 Deétermination des caracteres modulo k > 2
Pour £ = 2, on a un seul caractere c’est le caractere principal xg.
T
Soit k > 3. De la décomposition, k = [] pi’, de k en facteurs premiers tels que a,...,a, € N

i=1
résultent les isomorphismes canoniques suivants

Gk)~GEd) x...xGp) et Gk)~G(P™) x...x G (per)

qui nous permettent de vérifier que

~

XE€EG((k)= x=x1-Xxr ol Xiéa(p?i) pour i=1,--- 7.

Alors pour déterminer G (k) il suffit de déterminer G (p®) pour p > 2 premier et o € N*.

1.2.1.1 Les caracteres modulo 2% ou o € N*
On distinguera trois cas :
Lorsque a =1, G (2) est restrinct au caractere principal xo.

Lorsque o = 2, G (4) = {xo0, x} tel que x est défini de Z dans C par
x(n)=1 si n=1(4) e x(n)=-1 si n=3(4).

Lorsque a > 3, le groupe G (2%) est le produit direct de ses deux sous groupes cycliques H et K
engendrés respectivement par —1 + 2*Z et 5 + 2*Z. L’ordre de H est 2 et celui de K est
m1 = 272, Alors pour tout entier impair n il existe un couple unique de nombres

(v1,12) € {0,1} x {0,1,...,mp — 1} tel que n = (—1)"* 52 (2%). On en déduit que

~

G(2) = {xpa} telque (ba) € {0,1} x {0,1,...,2772 — 1}
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tel que pour tout (b,a), xp, est défini de Z dans C par

) %) . .
Xba (n) = exp (m’bvl + a3 > sio(n,2)=1 et xpo(n)=0 si (n,2)>1.

1.2.1.2 Les caracteres modulo p* ou p > 3 premier et o € N*

Soit r + p®Z tel que 1 < r < p® et (r,p) = 1 un générateur du groupe cyclique G (p®) qui est
d’ordre m = ¢ (p*) = p*~ ! (p — 1), alors pour tout nombre entier n premier & k il existe un nombre
unique v, 0 < v < m tel que n = ¥ (p®). On en déduit que @(pa) = {X0, X1+ Xm—1} OU, pour
a=0,1,...,m—1, x, est défini de Z dans C par

2imav

Xa(n)zexp( > si (n,p)=1 et xa(n)=0 si (n,p)>1.

1.2.2 Le caractere primitif et le caractére primitif induit

Définition 1.2 Soient k > 2, k un nombre entier et d > 2 un diviseur de k. Deux caractéres x € G (k)

et X' € G (d) sont dits équivalents si et seulement si x (n) = ' (n) pour tout entier n premier avec k.

On écrit x ~ x/.

Lemme 1.1 Soient k > 2, d > 2 un diviseur de k, x € G (k) et x1,x2 € G (d).

Ona(x~x1 et x~x2)= (x1=x2)-

Démonstration. Soit n un nombre entier. Si (n,d) > 1on a x1(n) = x2(n) =0. Si (n,d) =1, on

considere le nombre m = n + qd, ou g est le produit de tous les facteurs premiers de k qui ne divisent

pas m, m est premier a k par construction. On a alors x1 (m) = x1 (n) et x2(m) = x2(n) car les

caracteres 1 et x2 sont de période d. D’autre part x1 (m) = x (m) et x2(m) = x (m) car x1 ~ x et

X2 ~ x et (m,k) = 1. Il en vient x1 (n) = x2 (n).

Définition 1.3 Soit k¥ > 3 un nombre entier. Un caractére non principal x € G (k) est dit primitif si

et seulement si quel que soit d > 3 un diviseur de k, x n’est équivalent a aucun caractere modulo d.

Lemme 1.2 ([3] page 168) Soient k > 2 un nombre entier. Un caractére x modulo k est primitif

si et seulement si pour tout diviseur d > 1 de k il existe deux nombres entiers a et b vérifiant

(a, k) = (bk)=1,a=0(d) et x(a) # x(b).

Définition 1.4.

Soient k£ > 3 et x un caractere non principal et non primitif modulo k. Soit d > 3 le plus petit diviseur

de k pour lequel il existe un caractére x* modulo d tel que x ~ x*. En tenant compte du lemme 1.1,

x* est I'unique caractere primitif équivalent a x. Il est appelé le caractere primitif induit de .

Remarques 1.1 Soit £ > 2 un nombre entier.

Sik=2, G (k) = {xo0}; xo est non primitif car il est principal.

Si k > 3 est premier, alors tous les caracteres non principaux modulo k& sont primitifs.

Sik= ﬁ p;t > 3, alors tout caractére non principal x € G (k) est de la forme x = x4, Xiy * * - Xi. OU
i=1

j

a; e eer .
1 < s <rou y;; est un caractere non principal modulo 2 et on a x est primitif si et seulement si x;;
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est primitif pour j = 1,...,s. Si x n’est pas primitif, son caractere primitif induit est x* = xj, X7, - - Xj.
ou ij est le caractere primitif induit de ;.
1.2.3 Les sommes de Gauss associées aux caracteres

Définition 1.5 Soient k£ > 3 un entier, y un caractére non principal modulo k. Pour tout nombre

entier n on pose

i cos [ 2nmm +1
Zx - pour x(—1) =

1 sin —1.

Le nombre E (x) = E (1, x) est appelé la somme de Gauss associée au caractere x.

Lemme 1.3 ([3] page 166) Soient k > 3 un nombre entier et x un caractére primitif modulo k.
Pour tout nombre entier n, on a E (n,x) =X (n) E(x) et si n est premier avec k on a

B (n,)I* = [E Q0P = .

1.3 Etude des fonctions ¢, (z, )

Proposition 1.1 Soient k > 3 et x un caractére non principal modulo k.

1. La fonction S (x,x) Z x(n) est périodique de période k.

2. Pour toute fonction f deﬁme de [0,k[ dans C et admet une primitive g, on a
k—1
(1.8) / S(t,x)f Z g(m
=1

3. Si x est primitif, le développement de S (x,x) en série de Fourier est donné par
Se=0 456t _ 1 B0 §¥ ) gy (2 :

. X — me( )+ =X leTsm("lfw) si x(—=1)=+1

=

(1.9) ool
SemXES) = 1T gy (m) - B > M eos (B2) i x(-1) = -1,

Démonstration.

1. Pour tout nombre entier IV, on a

S+ Nk,x)= > x(n) =Y xn+Nk)=> x(n) =5(x)

n<z+Nk n<lz n<z

cela prouve que S (x, x) est périodique de période k.

2. On a
k k-1 m+1
| storwa - mzo{(x(0)+-~-+x(m)) / f(t)dt}
k k—1
[ S0 = 3 G0+ xom) gl + 1)~ g}
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En arrangeant convenablement la derniére somme on trouve

o (60 10t = = 5 x(m)g(on) +x (D g2+ 53 (1) +++--+ x(m) glom + 1)
=5 1)+ = 1) glon)
On remarque que
k-1 k—1
xm) glm+1) = 3 (x(1) + -+ + x(m — 1)) g(m)
m=2 m=3
d’ou
k—1 k—1
2)+ > (x()+--+x(m)gm+1)= > (x(1)+---+x(m—1))g(m)
m=2 m=2
par suite
k k—1
/0 FOS (tx)dt=— 3 x(m)g(m).

m=1
3. La série de Fourier associée a la fonction S (z, x) est donnée par

ag + Z {ancos ( mrx) + b, sin <2n]:x>}

ol
1 k—
ay = / S t X anZ:
k—1
2nm 1 2
a, = / S (t, x) cos (k) 7TmZ:lx(m)sin( an> pour n =1,2,...
k—1
1 2
b, = / S(t,x)s ( ) — X(m)cos< nm7r> pour n=1,2,....
nmw = k
Si x(—1) =1, on pose 6 = (2n7) /k pour n>1 et l'on a
_q km =
0) = —— k— in((k—m)0).
p ZX sin (m e X(k —m)sin ((k —m)0)

m=1 m=1

Puisque x(k—m) = x(m) et (k—m)0 =2nm —mb, pour m =1,...,k — 1, alors
k-1 k—1

1

— x(m) sin (m#@)

nm

m=1

k—1

-1 1

o x(m) sin (m@) - E X(k —m)sin ((k —m) 0
m=1 m=1

ce qui implique a, = 0. Nous vérifions que ag = 0 en remarquant qu’on a

k—1 k—1 k—1
> ety = 3 el <k 5 S o) = 5 .
m=1 m=1 m=1

Si x(—1) = —1, on montre de la méme fagon que b, =0 pour n =1,2,....

En tenant compte de la définition 1.5 et le lemme 1.3, on obtient pour n = 1,2, ...

1

by, = EE(X) (n) si x(-1)=1 et a,= —%E(X)Y (n) st x(=1)=-1

it
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d’ott les formules (1.9).
Proposition 1.2 Soit x un caractére primitif modulo k > 3.
1. Pour r =1,2,..., la fonction ¢, (x,x) est continue périodique de période k.

2. Les développements en séries de Fourier des fonctions ¢, (x,x) sont donnés par les formules

suivantes :
_ +o0 1
2 T =1 ™ cos k -1
Pour r=1,2,...
r—1 % x(n nmx
e () = (-1 E20 ()" 8 (i eos ()
(1.11) B [ 20 oo <) , siox(=1)=+1
@ar (z,x) = (—=1)" TX (ﬂ) 21 (nX2r+1 sin (%))
r-1 1% xX(n) nwx
e () = (1) P20 ()7 1 (S (1))
(1.12) 00 ko +oon77(n) , st x(—=1)=—-1.
o (,x) = (—1)" & (k) > (nxwl cos (%))

3. Les nombres C = Cy.(x) sont explicités par les formules suivantes :

Six(—1) =+1
Coyr=0 pour r=0,1,...
A
(1.13) Cr=—5; 2 mx(m)
L
r—1 —
k2r72m C e
Coyr1=— ), (2r_27xn+21)! L — k><(12r)! S m?x(m) pour r=2,3,....
m=1 m=1
Si x(=1) = -1
Cor_1=0 pour r=1,2...
k—1
1
(1.14) Co=15% > mx(m)
m=1
Con = _ ril R2r—2m s Oy n 1 ki:l oyt ( ) 1
2r = @r—2m+1)! T Ex(2r+1)! m=oexim)opour =1, 4,
m:0 m=
Démonstration.
1. 1l est clair que les fonctions ¢, (z, x) pour r = 1,2, ... sont continues car elles sont primitives de

fonctions continues par morceaux. Les propriétés des caracteres et les formules (1.3) permettent de
montrer par recurrence que pour tout N € Z et r € Non a
(N+1)k
[ e @de =0 et gt Nk = erla )
Nk
ce qui prouve que les fonctions ¢, (z, x) sont périodiques de période k.

2. Les formules (1.10), (1.11) et (1.12) s’obtiennent par intégrations succéssives de (1.9) en tenant
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compte des formules (1.3).

3. Les formules (1.11) et (1.12) montrent qu’on a pour r = 1,2, ...

Cor = P2r (OaX) =0 si X(_l) =41 et Cy_1= Par—1 (OaX) =0 si X(_l) =-1L

D’apres la troisieme formule de (1.3), on a

k
o = L stur= S =0 s =
k Jo k

1t ’ 1t
Pour o =2,3,...

k
(1.15) Co = k‘/ rpa—1(x, x)dz.
0

En intégrant oo — 1 fois successives par parties le membre droit de (1.15) on trouve

_ 1 TR (=)~ /k o
Co= 2 <Z ml Co—m+1 + ol ) %o (z,x) dx | .

m=2

D’autre part, on a

k k k potl 1 k! .
/0 x <P0($7X)dx:CO/O x dx—l—/o x S(x,xda::Co(a+1)—(a+1)m:1m x(m).
Il en vient
a+1 1 a k-1
km (_1) e

Si x(—1) = +1, on obtient les formules (1.13) en posant, a = 2r — 1 dans (1.16) et en tenant compte
de Cy, = 0.

Si x(—1) = —1, on obtient les formules (1.14) en posant, o = 2r dans (1.16) et en tenant compte de
cor—1 = 0.

Remarque 3.1 Pour tout caractére primitif y modulo k& > 3, ¢, (z,%) = m pour tout nombre
entier r > 0 et tout nombre réel z. Donc C,(¥) = Cr(x)-

Voici a titre d’exemples les premiers nombres Cy, () ot x est le primitif réel modulo 11.

425 1207 124975 172614341
= —1 g = —— = — e ——— e ——
Co » G2 =3, Cl 1 6= 0 O 1344 €0 604800

1.4 Evaluation des fonctions L(s, y) de Dirichlet

Soient k > 3 un entier, x un caractere primitif modulo k et r et N deux nombres entiers strictement

positifs tels que R (s) =0 >1—2r et N > |s| + 2r. On écrit

ZX Ly X

n>kN
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La formule sommatoire d’Abel ([11] page 11) nous permet d’obtenir

+oo 400 +o00
X (n) S (t,x) Co / o (t, X)
1.17 = dt = — dt.
1 n>ZkN n S/k:N tott GNY T e

Si x(—1) = +1, on obtient la formule (1.1) avec

400 t
R1(5)28(8+1)~-(s+2r—1)/ Wdt
kN

en intégrant 2r — 1 fois par parties l'intégrale du membre droit de (1.17), en tenant compte de
©m(EN, x) = Cp, (x) = Cpy, et les formules (1.13) .
Si x(—1) = —1, on obtient la formule (1.2) avec

0 oo (¢, X)

ts+2r+1 dt

Rg(s):s(s—l—l)---(s—i—Qr)/

kN

en intégrant 2r fois par parties I'intégrale du membre droit de (1.17), en tenant compte de ., (kN, x) =
Cim(x) = Cpy et les formules (1.14).

Les majorations des restes R;(s) et Ra(s) viennent des formules (1.11) et (1.12).

1.5 Les zéros des fonctions L(s, x) sur ’axe R(s) = 1/2

Soient k > 3 un nombre entier, x un caractére primitif modulo k, L(s, x) la fonction de Dirichlet
associée a x et T > 7 un nombre réel. Le calcul des zéros de L(s,x) sur 'axe R(s) = 1/2 avec
|t| < T nécéssite le calcul de la fonction Z (¢, x), définie par les formules (1.5) et (1.4), I'étude de ses

changements de signe et le calcul du nombre N (T, x) défini par la formule (1.7).

1.5.1 Calcul de la fonction Z(¢, x)
Pour calculer Z(t,x) il suffit d’évaluer 6 (¢, x) car L (1/2 4+ it, x) est explicitée par les formules (1.1)
t (1.2). Pour ¢t > 7, les formules (1.5), (1.4) et la formule de Stirling appliquée a arg (I (1/2 — it))

nous donnent

2 27 2 2 2 8 2
ou
(t) - 1 n 7 n 31 n 127 n 511
g C 24t 28803 ' 40320t5  215040t7 6082569

1414477 n 8191
738017280¢1t © 1277952t13

4
et 191 (0] < 75

Pour 0 <t < 7, on évalue 0 (¢, ) par la formule suivante

0(ty) = %log <2k7:r> _arg (E(x)) N h(t) (=) (77 _ arctan (e7™ )> b ()

ou
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avec

I /1 t3
— (> = —1.963510026021423 et | ()] < ———.
I'\2 6(M+1/2)

1.5.2 Calcul du nombre N(T, ).

Pour T' > 7, on évalue 4 (logF (% +5+ z%)) par la formule de Stirling, et on obtient de la formule

(1.7) les expressions suivantes :

Six(—1) = +1
1 kT 1
(1.18) N(T,x) = = T log 22 ) "3 arctan(27") + F1(T') + Ac arg (L(s, x)) | + F2(T).
Si x(~1) = —1
1 kT 1 2T
(1.19) N(T,x)=—(Tlog| — ) + zarctan [ — | + F5(T) + Acarg (L(s,x)) | + Fa(T).
s 2me 2 3
avec
5) 67 19 247 10
BT = - — t | (T —
1(T) 24T * 288073 806471 + 21504077 et BT < T
19 1613 30649 262313 27
Ry(T) = ¥ et |Fu(T)| <

24T 2880T3 ' 4032075 21504077 9
Pour k=3, 4,5, 7, 8,9, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 23, 73 et x un caractere primitif modulo k,
on a vérifié par calcul direct, que la fonction L(s, x) ne s’annulle pas sur le contour Ry pour T' = 50.

Alors la variation de 'argument Ac arg(L(s, x)) des formule (1.18) et (1.19) est donnée par
Acarg(L(s, x)) = Ac arg(L(s,X)) = arg (L (1/2 +iT, x)) + arg (L (1/2 +iT,X)) .

Cela nous a permis de calculer le nombre N (50, x) et vérifier qu’il est égal au nombre de changements
de signe de Z(t, x) dans la bande 0 < o < 1 et |t| < 50, ce qui prouve que 'hypotheése de Riemann
généralisée pour ces valeurs de k est vraie jusqu’a la hauteur T' = 50. Ensuite on autilisé la méthode

numérique dichotomie et calculé les premiers zéros complexes de partie imaginaire > 0



1.6 Les tables

Dans les tables suivantes on donne le nombre N (50, x,,) des racines de L(s, x,) danslabande 0 < o < 1

et |T| < 50 ainsi que les premieres racines py de partie imaginaire > 0 de L(s, x5 ) ou X, est le n—iéme

caractere primitif modulo £ =3, 4,5, 7, 8,9, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 23, 73.

k=3 (et 6) k=4 k=8
n | N(50,xn) | po=35+ito | |n| NGO, xn) | po=3+ito | |n|NBO,xn) | po=73+ito
1 34 to = 8.039737 | | 1 40 to = 6.020948 | | 1 50 to = 3.576154
2 50 to = 4.899973
k=5 (et 10) k=7 (et 14) k=09 (et 18)
n | N(50,xa) | po=3%+ito | |n| N(BO,xn) | po=5+ito | |n|N(GBO,xn) | po= 3 +ito
1 43 to=6.183578 | | 1 49 to = 5.198116 | | 1 52 to = 4.575735
2 42 to = 6.648453 | | 2 47 to = 4.356401 | | 2 52 to = 5.319575
3 43 to=4.132903 | | 3 48 to = 4.475738 | | 4 52 to = 3.444093
4 47 to = 6.201230 | | 5 52 to = 2.901994
5 49 to = 2.509374
k=11 (et 22) k=12 k=13 (et 26)
n | N(50,xn) | po=3+ito | |n| NG5O, xn) | po=3+ito n | N(50,xn) | po =% +ito
1 56 to = 3.547041 | | 1 56 to = 3.804627 | | 1 58 to = 4.244609
2 55 to = 5.133699 2 57 to = 4.454853
3 55 to = 5.070316 3 59 to = 3.743821
4 55 to = 4.629353 4 58 to = 4.938590
5 56 to = 2.477243 5 58 to = 0.883960
6 55 to = 2.696004 6 58 to = 3.119341
7 55 to = 1.231188 7 58 to = 3.329832
8 55 to = 3.610040 8 58 to = 2.273131
9 56 to = 3.414921 9 59 to = 2.195553
10 57 to = 3.660974
11 58 to = 2.345468
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k=15 (et 30) k=16 k=20 (et 34
n | N(50,xn) | po=75+ito | |n| NGO, xn) | po=3+ito ||| N(B0,xn) | po=35+ito
1 60 to = 2.734603 1 61 to = 2.842441 1 64 to = 3.531095
2 60 to = 3.057018 2 61 to = 3.772196 2 66 to = 2.358934
3 60 to = 4.406700 | | 3 62 to = 3.346219 | | 3 64 | to=2.439704
4 62 to = 1.585583
k=17 (et 34) k=19 (et 38) k = 23 (et 46)
n | N(50,xa) | po=73+ito || n | N(50,xn) | po=35+ito || n [ N(50,xn) | po=3+ito
1 63 to = 2.767094 1 64 to = 2.392764 1 68 to = 2.354111
2 62 to = 3.030850 2 64 to = 4.270623 2 67 to = 4.107576
3 63 to = 2.345022 | | 3 65 to = 3.922337 | | 3 67 | to=3.608107
4 62 to = 3.387643 4 62 to = 3.637151 4 67 to = 2.695063
5 62 to = 4.451507 9 64 to = 0.018956 9 67 to = 2.103409
6 62 to=4.851474 | | 6 63 to = 4.408834 | | 6 66 to = 3.011974
7 62 to = 3.967330 7 65 to = 2.809644 7 68 to = 2.422807
8 62 to = 3.728142 8 64 to = 2.138180 8 67 to = 2.044762
9 62 to = 1.554269 9 64 to = 1.516083 9 67 to = 0.595428
10 62 to = 2.122170 10 64 to = 2.874547 10 66 to = 3.461093
11 62 to = 0.391314 | | 11 65 to = 1.460088 | | 11 68 to = 2.871339
12 62 to = 1.894562 12 63 to = 1.573208 12 66 tg = 3.180067
13 63 to = 1.718797 13 64 to = 3.494471 13 67 to = 4.312231
14 62 to = 3.732345 14 62 to = 3.098780 14 67 to = 4.121681
15 63 to = 3.167110 15 65 to = 1.844820 15 68 to = 1.379784
16 64 to = 2.733275 | | 16 66 to = 1.276538
17 64 to = 3.007290 17 67 to = 0.689271
18 67 to = 2.470391
19 67 to = 1.233777
20 67 to = 1.969771
21 68 to = 2.473712




k=173 (et 146)

n [ N(50,xn) | po=35+ito | n | N(50,xn) | po=75+ito | n | N(50,xn) | po =73+ it
1 87 | to=2.615965 | 13 86 to = 1.706786 | 25 86 to = 2.310318
2 86 to = 2.774136 | 14 85 to = 2.611849 | 26 86 to = 2.321079
3 86 to = 2.517690 | 15 86 to = 2.186265 | 27 85 to = 2.932190
4 85 to = 1.750638 | 16 85 to = 2.438964 | 28 85 to = 3.380998
5 85 to = 1.677712 | 17 85 to = 1.022740 | 29 85 to = 3.510473
6 85 to = 1.105548 | 18 85 to = 2.389461 | 30 84 to = 0.631266
7 86 to = 1.538300 | 19 85 to = 2.705922 | 31 85 to = 0.421825
8 85 to = 1.521707 | 20 85 to = 2.450907 | 32 84 to = 2.108565
9 86 to = 1.835485 | 21 85 to = 1.403566 | 33 85 to = 1.376850
10 86 to = 2.491796 | 22 85 to = 1.592299 | 34 85 to = 0.991251
11 86 to = 1.981864 | 23 86 to = 4.220008 | 35 86 to = 1.186195
12 85 to = 2.219104 | 24 85 to = 2.016684 | 36 86 to = 2.901010
n | N(0,xn) | po=35+ito | 0| N(50,xn) | po=3+ito | n | N(50,xa) | po= 3+ ito
37 86 to = 2.553207 | 49 86 to = 1.917890 | 61 86 to = 1.286565
38 85 to = 3.461212 | 50 85 to = 1.626459 | 62 86 to = 2.186073
39 85 to = 0.598099 | 51 85 to = 0.576952 | 63 86 to = 1.859807
40 84 to = 0.001349 | 52 85 to = 0.901259 | 64 85 to = 2.897183
41 85 to = 1.030361 | 53 85 to = 0.240843 | 65 86 to = 0.709801
42 84 to = 1.652654 | 54 85 to = 1.593508 | 66 85 to = 1.624834
43 85 to = 0.110198 | 55 85 to = 1.636008 | 67 85 to = 0.549264
44 85 to = 1.211614 | 56 85 to = 0.898303 | 68 85 to = 1.322604
45 85 to = 0.856474 | 57 86 to = 0.448401 | 69 86 to = 0.439129
46 86 to = 2.101255 | 58 85 to = 1.040143 | 70 86 to = 1.786945
47 86 to = 0.536369 | 59 86 to = 1.281425 | 71 87 to = 1.490285
48 85 to = 1.606426 | 60 85 to = 1.549233. | / / /
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Remarque. Le nombre de zéros de la fonction ((s) de Riemann dans la bande 0 < o < 1 et |t| < 50

est 17 et son premier zéro de partie imaginaire > 0 est pg = 1/2 4 i14.134725.
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CHAPITRE 2
ETUDE DES FONCTIONS R(z: k, 1) ET J(x; k, 1)

Résumé

Soient k et | deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <1 <k, p; = p1(k,l) = le premier
nombre premier dans la progression arithmétique {l + mk}. On considere, pour x > p1, les fonctions

classiques (de Tchebycheff) de la théorie analytique des nombres

0 (z;k, 1) = Z Inp, 0(x)=10(x;1,1) = Zlnp

p<z, p=l(k) p<z
Y (zsk, D) = > lnp, Y(@) =1 (x:L,1)= Y Inp
pm <z, pm=l(k) pm<z
T T
Sz k,l) = 0(x;k, 1) — ——, R(x; k)= (x; k1) — —
@kl = 0kl - o (@ikl) = v (kD) — 75
—+o00
g(x) = 1;# J(x;k,l):/ R(t;k,1) g(t)dt,
x4 In“ x x
—+00 “+oo
Kaihl) = [ SEh)g0d, Lk = [ (@ @ik ) =0 (askD) g(0)

Dans ce chapitre, on étudie les changements de signe des fonctions R(x; k,1) et J(x; k, 1), on établi des
formules asymptotiques des fonctions J(x; k, 1), K(x;k, 1) et L(x; k,l) et des majorations explictes qui

seraient plus fines si 'hypothese de Riemann généralisée pour k est vraie.
2.1 Notations, propriétés et définition

Pour tout nombre entier k& > 1, on note G (k) = lensemble des (k) caractéres modulo k. Pour

tout caractere y € G (k), on note Z (x) = Densemble des zéros complexes de la fonction L(s, x) et

Z(k)= U Z(x). Six(=1) =1 les zéros triviaux de la fonction L(s, ) sont les nombres enticrs
x€G(k)

négatifs pairs 0, —2, —4,.... Si x(—1) = —1, les zéros triviaux de la fonction L(s,x) sont les nombres

entiers strictement négatifs impairs —1, — . Si x est non principal et non primitif et x; € G (k1)

est son caractére primitif induit modulo k1 qui est un diviseur de k, alors les fonctions L(s, x) et

L(s, x1) sont liées, pour R(s) > 1, par les relations

L(s,x) =L (s,x1) H (1X1p(sm) et Ii/((&X) L + Z X1 (p)Inp p)Inp

plk, ptk1 %)

par conséquent Z(x) = Z(x1). Si x = xo le caractere principal, la fonction L(s,xo) est liée a la
fonction ( (s) de Riemann, pour $(s) > 1, par les relations

L(s,x0) = ¢ ()] | (1 —_ 1) o Lsx0) _ C(s) LM (p) Inp

s p® Lisixo)  C(s) 2 p*—1
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d’out Z(x0) = Z(¢) = l'ensemble des zéros de ((s). Enfin on pose a = (x(1) — x(—1)) /2.
Définition 2.1 Soit p € 2(1{:) et Xiys---Xi, les v caractéres tels que p est zéro de L (S,Xij) avec
un ordre de multiplicité égal a mj; > 1 (1 <1 < p(k)). Pour tout nombre entier | premier avec k tel

que 1 <1 <k, on pose
T
mp| = ijij(l) ou Xi; désigne le caractére conjugué de xi;.
7=1

my,1 est appelé Uordre de multiplicité composé de la racine p relatif a .

2.2 Etude des fonctions R(z; k, 1) et J(xz; k, 1)
2.2.1 Oscillation des fonctions R(z;k,l) et J(x;k,1).

Nous étudions loscillation des fonctions R(z;k,l) et J(x;k,l) en utilisant la position des premieres
racines complexes des fonctions L(s, x) de Dirichlet et le théoreme de Landau ([11] page 192) que
nous rappelons :

Théoréme de Landau Soit A(x) une fonction positive localement intégrable pour x > 1. On suppose
qu’il existe un nombre réel a tel que l’intégrale

+o0 T
F(s):/1 Al )dac

xs—l—l

soit définie pour R(s) > a. Soit b < a. Si la fonction F peut étre prolongée analytiquement en tout
point du segment |b,a], alors

(a) Uintégrale converge dans le demi-plan R(s) > b et représente une fonction holomorphe dans cette
région

(b) pour tout t et tout o > b, on a |F(o +it)| < F(o).

Maintenant on considere la fonction complexe G(s) = G(s; k,1) définie, pour R (s) > 1, par

(2.1) G(s) = G(s; k, 1) = /;oo (W) da.

Proposition 2.1 La fonction G(s) se prolonge dans tout le plan compleze, en une fonction méromorphe,

par la formule

§) = — 1 mp, 1 — = 1
(2.2) G(s) v (k) pezz%k) p(s—p) + o (k) Xez@:(k)X(l) nZ:l (2n+a)(s+2n+a)
L Y(Z) E(S) s) est une fonction entiére
%"<’“>X%O{s<s+a>}+ 50 Flo) estune fonction enficre.

Démonstration.

1. D’apres ([24] page 346), on a pour tout nombre complexe s tel que R(s) > 1
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_ 1 1 _ L' (s,%) 1 2 dx
23) GO = WD W {X(”u }ﬂo(k) T

L/ (37X) S 1 +o0 s
i - D 7 83
pGEZ(:x)p(S_p)Jrera n:1(2n+a)(s+2n+a)+ (x) ([7] page 83)

D(x) est une constante qui dépend de x, donnée par l’expression

Y = a 1 k
(2.4) D(x) = 5" > m - ilog <7r> + B(x).

ou B(x) est une constante qui dépend de x et 7 la constante d’Euler. Si x n’est pas primitif, et xi

est son caractere primitif induit modulo le diviseur k; de k, on a

L' (s,x) s 1 = s x1 (p)logp DO
= E - E X1
ez0 ’ (s=p) sta ‘5 (nta)(st+inta) plk, ptki pr=l

ou

D(x1) = 7 Zm 210g<k>+B(X1)

Alors, pour tout caractere non principal x, on a

X () D
E(s,x) = _Xx(H) D) est une constante.
p (k)
Si x est non principal et non primitif et y; est le caractére primitif induit modulo kq
X (0 p)l
E(s,x) = — x{) D (x Z Xl JIogp est une fonction entiere.
? (k) plk, ptk1 pr-1

Si x = xo le caractére principal, on a

1
log 27 + Z ngl
|k

Les formules (2.3), (2.5) et (2.6), nous donnent la formule (2.2), avec

log 27 1 logp S 2 dx

E(s) = E E(s,x) — — E + —.

#) = (5:%) ek)  ok)==p =1 (k) )y a°
0 plk

Proposition 2.2
1. Soient k et | deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <1 < k. On suppose que :

(a) Aucune des ¢ (k) fonctions de Dirichlet L(s,x) ne s’annulle dans l'intervalle 0, 1].
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(b) Il existe p € Z(k) tel que son ordre de multiplicité composé my, relative a I est # 0.

Alors les fonctions réelles R(x;k,l) et J(z,k,l) oscillent indéfiniment autour de 0.

2. Pour k = 1,2,...20,22,23,26,30,34,38,46,73,146 et 1 < < k avec (I,k) = 1, les fonctions
R(z; k1) et J(x; k1) oscillent indéfiniment autour de 0.

Démonstration.
1. Soient § = le(rllc : (IS(p)]) et W5 l'ouvert simplement connexe :
pe

Ws={seCtel que R(s) >1} U{s € C tel que 0 < R(s) <let |S(s)] <}.

La formule (2.2) et les hypotheses (a) et (b) impliquent que la fonction G(s) est analytique dans
louvert simplement connexe Ws et posseéde au moins un pole simple dans le demi plan R(s) > 0.
Alors, d’apres le théoreme de Landau, la fonction R(x;k,[) oscille indéfiniment autour de 0.

On considere

—+o0 .
H(s) :/ Mdm pour R(s) > 1.
2

:L-S

On calcule H(s) par parties :

U = J(x;k1), dV =@ de
v — -Blekldtler), 1
x?log” x (s =1)at

On obtient, pour R(s) > 1

(2.7) H(s) = ou h(s)= dr avec h(1) =0.

J(2;k,1) /+°° R(z;k,1) (1 +1nx)
28 2 st n? x

La fonction G(s) étant analytique dans Wy qui est un ouvert simplement connexe, alors elle y possede
des primitives. Notons par Gi(s) et Ga(s) la premiere et la deuxieme primitive de G(s) dans Ws.

Soient A et p deux nombres complexes, on a

d <_ /+OO R@kl, o )\) — G(s) pour R(s)>1

ds xstllogx

et

d ([t R(x;k,l) 00 R (31 k1)

- = dr A = _ DERY 5 )

ds (/2 x5t log? 2 rhAsH M) /2 w5+ logz z+ A pour R(s)>
donc

+0 R(z;k, 1) 0 R (2 k)

G1(s) /2 5 log x z+ X et Ga(s) /2 o 7 T+ As+

La formule (2.7) devient alors
1

(2.8) H(s) = p— (G1(s) — Ga(s) + hi(s))

avec
J(2:k,1)

hl(s) = 92s—1

+ As+ p — A une fonction entiere.
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La fonction (G1(s) — Ga(s) + hi(s)), est analytique dans Wy, nulle en s = 1 donc la fonction

1
s—1

(G1(s) — Ga(s) + ha(s))

est analytique dans W alors H (s) se prolonge en une fonction sans singularité sur le segment 0 < o < 1.
Supposons que J(x;k,l) garde un signe constant pour z assez grand. Alors d’apres le théoreme de
Landau la fonction H(s) serait analytique dans le demi plan R(s) > 0 ce qui impliquerait, d’apres la
formule (2.8), que les fonctions G1(s) — Ga(s) et GY(s) — G4(s) sont aussi analytiques dans le demi
plan $(s) > 0. Or, ceci est impossible, car d’aprés ’hypothese (b) et la formule (2.2), la fonction
G(s) possede un pole simple p dans le demi plan R(s) > 0 et au voisinage de p on a

mp.l (1 + s — p)
X 5 -

v(k)  p(s—p)

Donc p est un pole d’ordre 2 de GY(s) — GY(s) dans le demi plan R(s) > 0.

G(s) = Gy(s) = G'(s) = G(s) ~

2. Les tables du paragraphe 1.6 pages 19, 20 et 21, montrent que les conditions (a) et (b) de I’assertion

1 sont vérifiées pour toutes les valeurs de k citées d’ou le résultat annoncé de ’assertion.
2.2.2 Estimation de J(z;k,[) sous H RG(k)

Dans ce paragraphe on suppose que HRG (k) est vraie.

Pour k > 1 et x un caractere modulo k, on note par Z(x) l’ensemble des zéros complexes de la fonction
de Dirichlet L(s, x). Si x = xo est le caractére principal, alors Z (xo) = Z (¢) = l’ensemble des zéros
complexes de la fonction ((s) de Riemann. On note par Z (k) la réunion des ¢ (k) ensembles Z(x) et

par Cj, la somme de la série convergente Cp, = 5. 1/|p|*>. On a
peZ(k)

Ci=0Cy=7v+2—1In4r =0.04619 ([10] page 83).

Pour k£ > 3, les nombres C}, se calculent & partir du
Lemme 2.1 (déduit des formules (17) et (18) de [7] page 83)
Soit k> 3 et x un caractere primitif modulo k. On a

3 1|2:1n<fr)—7+a;11n2+2%<m> o1l azw.

pezi0 1P

D’apres [24] page 345, on a les valeurs suivantes arrondies par éxes a la troisieme décimale
Cs = 0.160, C4y=0.202, C5 = C1o=10.610, C3=0.754, Cy = C1g =1.412
Ci11 = Cy =4.262, C13 =0.646, Ci3 = Cog = 6.456, C15 = C3p = 1.998

Cie = 5.776, Ci7 = C34 =13.022, C1g = C33 = 18.166, Co = 2.400

Lemme 2.2 ([23] page 195) Pour x un nombre réel, x > 2 et p un nombre complexe on pose

too 1+Int
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1. Si R(p) =1/2

(a) on a
1 2i3(p) 1
Fy(x) = (1 — p> NY +r,(x) avec ry(r) =0 (\/Elnzx)
(b) Pour x > 25000, on a
1 1 1.395
Fy(z) < — + .
501 < 1 (7 ﬁln%)
2. Pour x > 25000, on a
2 1.210 2.810
F < - et Fip(r) < ———.
1/2($) Valnz \/Eanx 1/3( ) \/EIHQ:U
Lemme 2.3
1. Pour tout k > 1 et x un caractére modulo k, on a
1 1
> pE A< 2P
PEZ(X) PEZ(X)
2. On a
(2 1
CC((2)) <g-h2r+2 Y o—
PEZ(x0) el
Démonstration.
1. 1 suffit de vérifier que |p (2 — p)| > |p|*. Or, pour p = 1/2 + it on a
1 1+p 13/2 — it|
2 2 2 2
p@=pl=lof |1+ 3 = o [L22) = 2 B2
p@=p)l = 1o |1+ 2 . i

SICO R 2++§ ! 1Yy > 2 (I7] 80 et 81)
= 1N 427 5 i on m P (2 _ p) pages € .
n=1 PEZ(x0)

L’inégalité annoncée vient alors du fait que

+oo
1 1 1 5 2 2
— =) =-2, 2>m2r et S — =
Z<2+2n 2n> 3 g mm et 3 reEnh 2 E

n=1 PEZ(x0)

Proposition 2.3 Soient k et | deuxr nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <[ <k et x > 2.
Si HRG(k) est vraie alors

1. On a
213(p)

Cy(x 1 N v
ok = s 0 () =m0 2 i

PEZ(X)

Ci1(x) est une fonction réelle de x qui dépend de k et [.

Pour x > 25000, on a

Ck Ay 1
J(x: k)| < L Cf = —
e I TR IV AT 2

Ar = 1.395Cy + ¢ (k) (0.000002+ 0.5151Ink + 0.065 d (k))
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avec d(1)=In2m, d(2)=In2r— (In2)/2 et, pour k>3

1 1 7 k 2C%
dk)=——||In2r — = Inp —|—<—ln27r+lnk—i— >
B=m 32 2 1w

2. Pour k=1, 2 et 3, on a les valeurs Ay = 0.184, Ay = 0.519 et Az = 1.782.
Démonstration. On part de la formule explicite de la théorie des nombres premiers dans les pro-

gressions arithmétiques ([17] page 271), valable pour tout x > 2

ik = [arna= T S w0 Y T (@)
1Ty R, L) = t;k, t = — 7~ X —— ¢ t g1
1 20 (k) w(k) S ezt Pt 1)
ou
—2n+1—a
- d do 2 1 ds 1 d
g1(x) ( XX: ;2n(2n1+2) +di x+dy x logx +d3 logx + dy

expression dans laquelle

_ M’ dlzi Z X () (m(x) —b(x)), dzz—spzk)ZX(l)m

B = —— 3 %0, d4:¢1k x(l>L/((_1’X))+ Y. XD+

x(=1)=-1
m (x) est Pordre de multiplicité de la racine 0 de la fonction de Dirichlet L(s, x)

b(x) une constante, qui dépend de x, explicitée dans [17] page 274

c(x) est la constante dans le développement en série de Laurent de L’ (s, x) /L (s, x) au voisinage de
s =—1.

La série, dans I’expression de g1 (), et sa dérivée obtenue en dérivant terme a terme sont uniformément

convergentes alors ¢} (z) = ga(x; k, 1) +d3/x +dy Inz +ds ou

(2n+a—1)z 2 ¢ B 1
(:L'k‘l ZX Zl 2n(2n—|—2a—1) et d5—d1+d2—90(k);b

Puisque la série

xp—l—l

1 _
EEP I LI Dirrmy

PEZ(X)

est uniformément convergente alors, la méthode de [19] page 381, est applicable pour tout k£ > 1 et

nous donne

+eo 1+Int d
J (x5 k1) = g3 (x5 k,1) —i—/ g1 (t) ﬁdt (gi (t) = ga(t; k, 1) + 73 +dalnt + d5>
o n

ou

wono-- T ¥ ([ ()4} -y o 3 5

PEZ(X)
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Le lemme 2.2 assertion 1 (a), nous donne

Cra(z) 213(p)

1 N v
93($;k,l)=go(]€)\/m+o<\/m> ou Ck,l(x):_;xa) Z m

PEZ(X)
C.(x) est réel car c’est une somme de nombres complexes conjugués deux a deux et on a

1
ICra(@) < ) W:C’“’

On a aussi, d’apres le lemme 2.2 assertion 1 (b),

Ck 1.394C,

Tk, 1) < + .
195 ) ¢ (k)Vzlogz ¢ (k)\/zlog’x
Pour évaluer ga(x;k,1), on considere d’abord les cas k =1 et k =2 ou l'on a
+too  _on
T 2
A —.
0< 92(-7:; ) ) ; m < 312
Pour k£ > 3, on écrit
1 “+oo 22 1 +0oo p—2n—1
k) = —— x (1 —_—F+ —— x (1l .
ga(aikl) = o (;) 1><()Z1 o (%: ><()Z1 T
x(—1)= n—= xX(—1)=— n—=

En tenant compte de

k . 2
Z 1= Z 1:@;) on obtient |g2(z; k,1)| < =—.

3 2
M(D=1 x(D=-1 !
L’expression de dg implique
1 1 1
|ds| = |- XD <—= > 1=5.
k k 2
P (e L
Pour majorer dg, nous remarquons d’abord que ((0) = —1/2 et L(0,x) # 0 pour tout caractére non

principal x tel que x(—1) = —1, alors d’apres (3.1) de [17] page 271 on a

. B Ink Ink
b=\ gy > XOmO|< sy 2 1= ghy

x(=1)=1, x#xo x(=1)=1

Pour k > 3, l'expression de d(k) annoncée est définie par |ds| < d(k) et obtenue par application
des formules qui évaluent le nombre b(y) dans [17] page 274 et le lemme 2.3. Les évaluations de

g3(z; k1), g2(t; k,1), ds, da et ds impliquent
C 1
J(i;k7l):l~c,l(@+o( >

o (k)y/rlnz Vzln?z
et
Ck D(a;,k:)
; < > 2
Tk OIS S Ve T o vende P 2
ol

B (44 3z)lnx  Ink ((1+Inz)lnz Inz
D (z,k) = 1.395C) + ¢ (k) < 622/z t ome ( N > +d(k)\/5) .
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La décroissance de la fonction D(zx, k), pour & > 25000, permet de terminer la preuve.
2. Application numérique de 'assertion 1 en tenant compte des valeurs C; = Cy = 0.04619 et

Cs = 0.160.
2.3 Etude des fonctions K (z: k, 1) et L(x; k,1)

Soit xg > p1, xo un nombre réel suffisamment grand. D’apres le théoréeme des nombres premiers dans
les progressions arithmétiques, il existe une constante srtictement positive § = §(k, z¢) qui dépend de

xq et k telle que

o x 0 x
2. 1—— < : <|14+— ) — > x.
(2.9) 0< < ln:U) 0 S 0 (z;k,1) < ( + 1nx> 0 pour x > xg

La constante 0 est effective (voir [3] chapitre 3). Pour k=1et k=3 on a

(2.10) 1— 0.006788 r<f(x)<(1+ 0.006788 x pour z > 1054411 ([3] page 14)
Inz Inz
0.524\ = 0.524\ x
' _ Z<0(x:3.1)< il > -
(2.11) (1 o > 5 = 0 (z;3,1) < <1 + 2 > ; pour x> 215 ([3] page 114)

De I'encadrement (2.10) et le calcul direct sur ordinateur pour 25000 < x < 10544111 on obtient

0.007 0.007
(2.12) 1-— x<0(x;2,1), 0(x) < |1+ x pour z > 10544111
Inx Inx
et
1 1
(2.13) <1 0 06) x<6(x;2,1), 0(x) < (1 + 0 06) x pour x > 25000
Inx Inx

2.3.1 Majoration de la fonction K (z;k,!)

Lemme 2.4 (Application de l’encadrement (2.9))

Pour xy et § de l’encadrement (2.9), on a

5(1—|—1n$0)> 1
v (k

In zg )Inz

pour T > xg

|K (x;k,1)| < (
2.3.2 Majoration de la fonction L(:L“; k, l)

Lemme 2.5 (Hardy page 98) Soit k et | deux entiers premiers entre eux tels que 1 <1 < k. On
note par s = s(k) le nombtre de solution de l’équation de congruence x> =1(k).

On écrit k = 2°k’ et on pose n(k') = le nombre de facteurs premiers de k'.

1. Si l est non résidu quadratique modulo k, alors s = 0.

2. Si l est résidu quadratique modulo k alors on a

s=2"K) gia=0o0ua= 1, s= k) i =2 et s=2"F)2 g o >3
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Lemme 2.6 Pour x > 2, on a

0.014
P(x)—0(z) <o+ lnx\/i + 1.324628 5.

Démonstration. On étudie trois cas : 2 < z < 1011, 101 < 2 < 1022 et £ > 10%2. Dans le
premier cas, un programme écrit en fortan calcule en tres peu de temps le maximum de la fonction
(Y (x) — 0 (z) — /x (14 0.014/Inz)) /2'/3, ce maximum est égal & 1.324627 - - -, il est atteint en

x = 2832. Donc

0.014
¥(x)—0(x) < Vo+ 1\/5 +1.324628z"% pour 2 <z < 10"
nx

Dans le deuxiéme cas on écrit
b@) = 0@ <0 (ob) +0(af) +2 (v (a7) —0(a))
et on utilise I'inégalité 6 () < z pour z < 10 ([28] page 360) et le calcul du premier cas. On obtient
(¢ (z) — 0 () < Vo + 1.281460 z'/3,

Dans le troisieme cas, on écrit

1/1($)—9(1:):Zt9<x%> SQ(\/E)—FG(:E%)—I-@(Q:&)—I- (ECS—ZL) 0(1‘%)

n>2
Alors les encadrement (2.12) et (2.13) nous donnent

Y (x)—0(x) < \/:E+001114$\/5 + (A1(2)) 23

ou

0.042 1 0.424 1 /1 0.530
Ai(z) = <1+ >+ <1+ >+ (nx 4> <1+ : ) < 1.097017.

Inz pl/12 Inz 22/15 \In2 nx
Proposition 2.4 Soient k et | deux entiers premiers entre euz tels que 1 <[ < k.
1. Pour x suffisamment grand, on a

2s 1
o (k) Vzlnz o 2.
S O () (o dutenme 29

2. Si l est résidu quadratique modulo k et x > 25000 on a

L(x; k1) =

2 n 2.541
Vzlnz = /rln’z

3. Si l est non résidu quadratique modulo k et x > 2, on a

L(z;k, 1) < L(z;1,1) <

2.810\

L(z;k,1) < W

ou /\k =

Y (w3 k, 1) — 0 (x5 k1)
>3 T2<k ( z1/3 /o (k) > .
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4. Pour k=3, on a la valeur A3 = 1.561.

Démonstration.

1. On a

(2.14) 0 < (aik0) — 0 (xkD) = > Z (x%;k,r).
m>1 rm:l

Alors, le théoréeme des nombres premiers dans les progressions arlthmétiques, nous permet d’obtenir

O (k1) — 0 (23K, 1) = :\(/g 0<1‘£>

Ensuite, on applique 'assertion 2 du lemme 2.2.

2. On utilise le lemme 2.2 et I'inégalité
.014
0 < (k1) —0(x;k, 1) <tp(z) —0 () < Va+ Oohm‘ﬁ + 1.324628z/3.
3. Sil est non résidu quadratique modulo k, la formule (2.14) devient

(2.15) 0< ¢ (ashl) 0k =5 3 9<xﬁ;k,7«).

m>1 r2m+l— l

Il s’en suit
ik, — 0 (x; k1
lim <¢ L) (w3 k, )> = s3 = le nombre de solution de 1’équation =3 = I (k)
A\ 2o ()

donc la fonction (¢ (k) (¢ (z;k,1) — 0 (x; k,1))) /z'/3 est majorée et on note \; son maximum absolu

pour z > 2. On a donc

(6 (@ k1) — 0 (k) < %23 pour 2> 2.

On applique ensuite I’assertion 2 du lemme 2.2
4. Pour 2 < 2 < 10'%, on a vérifié par calcul direct sur ordinateur que

e L (33,2) —0(2:3,2) _ ¥ (27;3,2) — 6 (273

,2)
2<r<i0ls RVEY) = 757 = 1.463932 - - -

Pour z > 101, la formule (2.15) et 'encadrement (2.11) impliquent

(¢ (2:3,2) =0 (233,2)) < (A2(x)) «'/?/2

1.572 1 Inz 2.62
A =11 — =2 14+ — 1.561.
2(2) ( + Inz > + x2/15 <1n2 > < + lnw) < 156

ou
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CHAPITRE 3

ESTIMATION DES FONCTIONS

-1
pgl’vl;lfl(k) (1 B Z%) 7 \/ﬂ<p£r[, p=I(k) (1 - 1%>
Résumé

On étudie le comportement asymptotique de ces deux fonctions et on établi des majorations explicites

qu’on appliquera numériquement aux cas k = 1, 2, 3. On utilisera les résultats du chapitre 2.

3.1 Estimation de ] (1—l)71

p<z, p=i(k) g
Lemme 3.1. Pour x > p1 = le premier nombre premier congru d | modulo k, on a
1\ ! 1 S (3 k1)
1 — = = ) A . )
(3.1) I (1-3) —ow 2 e { TG00 k@inn + ko)
p<a, p=l(k)
1! 'l
(3.2) I1 <1 - p> = ary (n(p (K) 0 (2 k,1) 7 exp {6 (a;k, 1)+ ulz; k, 1)}
p<a, p=l(k)

expressions dans lesquelles ay; est un nombre réel, ay; > 0, explicité dans [35] théoréme 1 page 356,

(S(z;k,1)% g (€) (S(z; k1)) g (€)

Blxik, 1) = —K(x;k,1)+ 5 = —J (;k,1) + L(x; k, 1) + 5
. l1+Inz ) )
ou g(z) = pETRI et & =¢(x) est une fonction comprise entre x et ¢ (k)0 (x; k, 1),
z2In” z
1 1 1
u(x; k1) = Z <+ln(1—)><0, u(x;k:,l)zO( >
P p xlnx
p>z, p=l(k)
Les fonctions K (x;k,l), L(xz;k,l) et J (z;k,1) sont définies et étudiées au chapitre 2.
Démonstration. On écrit
! 1
(3.3) H 1-—-= =exp{ —Ai + Z =+ u(wz; k1)
p<ap=ih) © 7 p<a, p=(k)
ou
1 1 1 1
Apg = Z <+ln(l>) et wu(z;k,l) = Z <+ln(1)>.
p=l(k) p p p>x, p=l(k) p p

La formule sommatoire d’Abel ([11] page 11) nous permet d’obtenir

1 Td(0(t; k1 Inl ikl
(3.4) ) —/ dOkD) _p e Skl g
D 9 tint v (k) zlnzx
p<z, p=I(k)

ou Br; =1/(2In2) — (In(In2)) /24 K (2; k,1) . En substituant (3.4) dans (3.3) on obtient ’expression

(3.1) avec ap; = exp{By; — A} . Maintenant la formule de Taylor appliquée a la fonction Inlnx
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donne

S (x; k1) lnln( (k)0 (z;k,1)) Inlnz n o (k) (S(z; k1) g (€) ol g(x) = l1+Inz
xlnx o (k) ¢ (k) 2 I = 2y

et &€ = £ (z) est une fonction de = comprise entre x et ¢ (k)0 (x; k,1). 1l en vient

. . 2
(3'5) Z l — Bk,l + In (ln ((10 E’ij:)(:)($7 ka l))) o K(.’L‘; k‘, l) + 2 (k) (S(l‘, k?él)) g (5 (l')) )

p<z, p=l(k)

En substituant (3.5) dans (3.3) on obtient I'expression (3.2) avec

Kokt 1 2R S@kD) g (©)

On obtient la deuxiéme expression de ((x;k, 1), en écrivant —K (x; k,1) = L(x; k1) — J (z; k, ).

On donne, a titre d’exemples, les valeurs numériques des nombres a;; pour k =1, 2, 3, 4.

a, = ¢ =1781071-- a1 = €/2 = 0.890536 - -

1/2 1/2
as1 = ((2\/§7r Py eV) /27) = 0.712515 -+, ass = ((8\/%133,1 eV) /27) = 1.666463 - - -
a1 = ((m Pyse?)/8)Y? =0.773811-- - ag3 = ((r Py1 €7) /4)/? =1.150843 - - - .

Lemme 3.2
Soient xo > 25000, 6 la constante de l'encadrement (2.9) (ch. 2, §3) et & du lemme 3.1.

1. 1l existe une constante vy > 1 qui dépend de xq et k telle que pour x > xq

1+¢ vk—i—lnx 1+ Z(x9,0)

9(8) = £2 lnf 2ty o kT T(xo,0)

) 252 0

res - ((1-2) (Hm;m(l-mg))f

2. Pour x > xg, on a

o

(1)

o (k) (S (x:k,1)* g(€) _ 6° (vp +Ina)
2 ~ 20 (k)In*x

(vg de la premiére assertion) .

3. Pour k=1, 2, 3 et xog = 25000, on a les valeurs v = v9 = 1.262 et vy = 2.422.
Démonstration.

1. Pour majorer g (&), on étudie deux cas : © < & < (k)0 (z;k,1)

et ¢ (k)0 (z;k,1) <& < x. Dans le premier cas, la décroissance de g(z) implique

1+Inx

22In’

g(&) <g(x) =
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Dans le deuxieéme cas, ’encadrements (2.9) (ch. 2, §3) et la décroissance de g(z) nous permettent

d’obtenir

0= 25 () 0= (0-15) 0 o1 2))"

L’expression de T'(z,d) implique (Inz) (1 —T1(z,9)) < Z(z,d) ou
) 202 ) 20 | o )

0<T(z,0) <1, T(x,9) croissante et Z(z,0) > 0 décroissante.

o) (1455 (457)

v +Inz 1+ Z(x0,9)
< = = —
g9(¢) < Uk T(z0.0)

2. Application de ’encadrement (2.9) (ch. 2, §3) et la premiere assertion.

On a
Alors, en écrivant

on obtient

22In’ > L

3. Les encadrements (2.11) et (2.13) du cahpitre 2 §3 donnent les valeurs de vy, v, v3 annoncées.
Lemme 3.3 Si Uhypothése de Riemann généralisée pour k est vraie on a
1. Pour x > k, il existe une constante n > 0 qui dépend de k, telle que
p (k) (S (2:k,D)* g(6) _ Mk
2 ~ (k) yrin®z

2. Soient k <8, x > 25000 et v la constante du lemme 3.2. On a uniformément pour [

(g(x) et & du lemme 3.1).

21/25000 ’ 2 x 10°
3. Pour k=1, 2, 3, on a les valeurs m1 = n2 = 0.230 et n3 = 0.962.

, (0.0211n%25000)” (vg + 0 25000)  (0.0821n% 101°)* (v}, 4 101n 10)
e = (i (k)" max

Démonstration.

1. ([7] page 125).

2. On étudie deux cas : 25000 < z < 1019 et z > 1010,

Dans le premier cas on utilise le théoréme 2 de [23] page 398 qui nous donne

|S (5 k,1)] < 0.021y/zIn®z. Alors de la premiere assertion du lemme 2.7 vient

p (k) (S (x:k, D) g (&) _ (¢ (k))? ((0.0211n2 x)Q) (vp + Inz) X
? R 2 o (k) yale

Pour z > 1019, I’assertion 1 du théoréme 3.7 de [9] page 114 et le lemme 2.6 impliquent

|S(x; k,1)| < 0.082y/zIn? z. En appliquant une deuxéme fois I’assertion 1 du lemme 3.2, on obtient

o (k) (S (z3k,1))% g (€) - (¢ (k))? ((0.082 In? x)2> (o, + Inz) )
? - 2V o (k)yrin®z
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L’étude de ces deux cas fournit le résultat annoncé de ’assertion.
3. C’est une application numérique de l'assertion 2 en tenant compte des valeurs v; = vy =

1.262 et vs = 2.422.

Proposition 8.1 Soient x > x¢ > 25000, g et § de l'encadrement (2.9) (Ch. 2, §3).

1. (a) On a uniformément pour |

_1 /
I (: Y )W ep P
“ P ’ ¢ (k) Inz

p<z, p=I
M (-8 <on tnle®rn)s® epl I
D ’ B o (k)Inx
p<z, p=l(k)
ou
, 0 (1+1nx) ) §(1+Inzg) 62 (vg + Inzo)
/Bk = + y ﬁk = 3
In zg In xg In zq 21n° xg

(b) Pour k=1, 2,3 et x > x9 = 25000, on a les valeurs
Bi = ﬁé = 0.127, ﬁé = 0.628 et Py =0 =0.117, (3 =0.578

2. Si l’hypothése de Riemann généralisée pour k est vraie on a

(a) Pour ke€{1, 2},1=1 et z > 25000, on a

1\ ! 2.04619  3.290
H (1—) <ak7lln(0(x;k,1))exp{\/51nx + 2 }
p<z, p=1(k) p Valn®a

(b) Pour k >3 et | non résidu quadratique modulo k

1\ _ . C Ag + 1 + 2810\
11 (1_19) <ak’l(ln(gp(k)9(fc’k’l)))(>eXp{so(k)\/51ncv+ p (k) o ln® }

p<z, p=I(k)
(c) Pour k=3,1=2 et x> x9= 25000, on a

1>_1 12 0.160 7.131
H 1—-— <azz (In(260(x;3,2))) "/ exp + 5
p<z, p=2(3) < p 2yxlnz  2/zln’x

Démonstration.
1. Est une conséquence des lemmes 3.1, 2.4, 3.2 et les encadrements (2.11), (2.13) du chapitre 2 §3.
2. Les trois assertions s’obtiennent en appliquant successivement le lemme 3.1, les propositions 2.3, 2.4

et le lemme 3.3 et en tenant compte des valeurs C7 = Cy = 0.04619 et C3 = 0.160.
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3.2 Estimation de II (1 - pi)
V2z<p<z, p=I(k)
On utilise dans ce paragraphe les encadrements (2.11), (2.12) et (2.13).

Lemme 3.4 Pour x> 2, on a

I (-5)-e0f ¥ - ¥ -2 ¥ 4

V2zx<p<z, p=l(k) p>x, p=l(k) p>V 2z, p=l(k) n>2p>z, p=I(k)

Lemme 3.5 Pour x> 2, On a

. +oo . +oo
3 ko ) Stb TSGR, g [
p>x, p=l(k) T T
3 1 I(V2z)  S(V2wik,0) /+O° S(t:k,1) (1 +2nt)
B 2 21n 9 o 37.2 :
p>v/2x, pzl(k)p v (k) et Ve t*In"t

Démonstration. La formule sommatoire d’Abel ([11] page 11) nous donne
1 1 T d(0(t; k, 1))
Puisque 0 (t;k,1) = S (t;k,1) +t/¢ (k) alors

Z 1 1 /+°° dt _S(m;k,l)+/+°°(5(t;k,l))(1+21nt)
p? (k) ), 2t 2?lnz :,3 t31n%¢ '

p>x, p=l(k)

On obtient la deuxieme égalité du lemme en remplacant x par v/ 2z dans la derniére expression.
Lemme 3.6 Pour x> €, on a

1 1 too dt 1 1 1
I(g)=—— ——+2 — <I(z) <
() zlnz zln?z + / 2In3t’ zlnz 2n?z (z)

V2 V2(2+In2)
I(m)_ﬂlna?_ Vrin?z Vi)

o

V2 —n2\"  2V2 In2\" oo dt
- VS N () () (22 42
Viz) \/:Elnm;< Inz > * \/Eln2:cz( Jin+ )<lna:) + /\/ﬂ t21n ¢

n>1
Démonstration. On obtient l'expression de I(x) en intégrant deux fois par parties. Pour obtenir
I’expression de [ (\/ 2:1:) , on écrit

1 1 R <1 mz)l_ 2v2 (1+ln2)2
V2zInv2z 2zl V2r  Vzlhhx Inz

et on utilise les égalités
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Observons que V(z) > 0et V(z) = O (1/ (Vzln’z)).
Proposition 3.2

1 Pour k> 1, on a pour x suffisamment grand

1 Qf;):m{¢®¢;m+oQ5;J}

V2z<p<z, p=I(k)
2 Pour k=1, 2, 3 et x > 25000, on a

I (p) = I (b)) <e{ 2 2n)

V2r<p<z, p=1(2) V2zx<p<z

1 (1_]?12> exp{z—ﬁ 8.329

+
1 2
V2z<p<z, p=I(3) Vrlnz = 2\/xln*x

N

} uniforme pour .

Démonstration.
1. Conséquence des lemmes 3.4 et 3.6 et le théoréeme des nombres premiers dans les progressions
arithmétiques sous la forme S(z;k,l) = O (z/Inz).

2. Pour k = 1, on étudie deux cas 25000 < x < 105441112 /2 et = > 105441112 /2. Dans le premier cas

1 6 1\ ! 1\ !
[ (-5)-o I (-5) H0-5)
Vaz<p<e <V p>a

Un programme écrit en fortran nous a permis de vérifier que

6 1\ 2 3.792

- R .

# I005) <o s s
PSS €T

M(i-5) <o T}

p>x p p>x
1

on écrit

Sachant que

les lemmes 3.5, 3.6 et 'encadrement (2.13) impliquent
H<1 1)‘1<ep{ 0.067}
- 72 X 72 .
e D NZAE"

1 > -2 3.859
| | <1 —— ] <exp { + } .
2 1 2
VT P Velnz  /zln*x
Dans le deuxiéme cas (z > 10544111?/2) , on utilise les lemmes 3.4, 3.5, 3.6 et 'encadrement (2.12),

1 > -2 3.874
| | (1 — — | <exp { + } .
2 1 2
e D Velnz  /zln*z
Pour k = 3, on utilise les lemmes 3.4, 3.5, 3.6 et 'encadrement (2.11).

Il en vient

on obtient
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CHAPITRE 4

GRANDES VALEURS DE LA FONCTION SOMME
DES DIVISEURS UNITAIRES DANS LES
PROGRESSIONS ARITHMETIQUES (o} (n))

Résumé
Soient k et | deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <[ < k. Pour n = [] p® > 2, on
pose . .
oy = I (4 e g'(mikD) = i)

p<|In, p=1(k) n (In (¢ (k) In n))l/sa(k)

ou ¢ (k) est la fonction d’Euler. Nous montrons que 1’ordre maximum de la fonction oy l(n) est égal &
ag Peyn (In (¢ (k) Inn))/#®

ol ay; > 0 est un nombre réel effectivement calculable explicité dans [35] théoreme 1 page 356.

Pour k=1, 2, 3 4, on a les valeurs suivantes :

a, = € =1.781071--- az1 = €/2 = 0.890536 - -
1/2 1/2
as1 = ((2\/§w Py 67> /27) = 0.712515 -, a3 = ((8\/§7TP3,1 67> /27) = 1.666463 - - -
as; = ((m Pyse?)/8)Y? =0.773811-- - ag3 = ((r Py1 €7) /4)/? =1.150843 - - - .
et

1 6 8
P = H (1 — 2) a titre d’exemples P11 = — et P = —;.
p=I(k) p & 7r

On a étudié les grandes valeurs de az’l(n) et obtenu les résultats suivants :

Théoréme 4.1 Pour k et | deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <1 <k, on a

1. limsup g*(n; k1) = apy Pry

n—-4oo

2. Pour tout k € {1,...,20,22,23,26,30,34,38,46, 73,146} , il existe une infinité de nombres entiers
n tels que

o7 1(n) > agy Poyn (In (g (k) Inn))/e®)
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4.1 Etude de la fonction ay,(n)

Lemme 4.1 Soient k et | deux entiers premiers entre eux tels que 1 <1 < k. On considére la suite
ordonée (p;);cn- des nombres premiers congrus a | modulo k et on pose Ny, = p1 X p2 X -+ X pp pour

m=1,2,.... Pour tout nombre entier n > N1 = p1, on a
N <1 < N1 = gy (n) < ggy (Nm) -

Démonstration. Soit n > p; et m > 1 tel que Ny, < n < Npy41. Le nombre de facteurs premiers

p =1(k) de n est < m, cela implique

* * Nm
P ln) 11 (1 + 1) < Tt (Nm)
(*)

n
pln, p=l

par suite
or1 (1) 1 (Nm)
n(n (o (k) Inn))#@® Ny, (In (¢ (k) In Nyy)) 00
Pour les nombres n tels que 2 < n < p1, on a
1 - 1
(In (¢ (k) In )70 (In (p (k) In2))/#0)

Lemme 4.2 Soient k et | deuz nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <1 <k, N = N (z) =

g (nyk,1) =

A\
Il
Q
*
=
3,
ks

*

Gry (n) =

)

[I »p ot x>ps et B(z;k,1) la fonction étudiée au chapitre 3 (lemme 3.1). On a
p<z, p=l(k)

9" (N; k1) = apy Py exp{f(z;k,1)+ui ()}

o
1 1 1
up (x) = Z <—ln(1—|—>> >0 avec ul(x):O< >
D P rzlnz
p>x, p=Il(k)
Démonstration. On a
‘77:;,1 (V) 1 1\ ¢ 1
p<z, p=I(k) p<z, p=l(k) p<z, p=l(k)

D’apres le lemme 3.1 (chapitre 3), on a
1\ L
I1 (1 - ) — (0 (o (k) 0 (5, 1)) 7 exp {8 (w3, 1) + u(as b, 1)}
_ p
p<z, p=I(k)
ou
(4.2) wwkl) = <1+ln<1—1>)
: ik, ) , :
p>z, p=l(k)

Ensuite on écrit

(4.3) 1T <1—I)12>:Pk7l exp{ — Y <ln<1—;>+ln<1+;>>



Les formules (4.1), (4.2) et (4.3) impliquent
(

0';;71 N) _ . 1 '
= Qg1 Pk,l (ln (90 (k) 0 (:L‘, ka l))>¢(k> eXp {B(‘Ta k7 l) + ul(x)} :

N
Sachant que (In (¢ (k) In N)Y?®) = (In (o (k) 0 (2 k,1)))?*) | on obtient I'égalité énoncée.

Pour vérifier que uj(z) > 0 et que c’est un O(1/xInz), il suffit d’observer

w@= ¥ (;—ln<1+;>>: 3 <;_$+...>

p>x, p=I(k) p>z, p=i(k)
d’out
1 1 .
0<u(z) < E - =0 d’apres les lemmes 3.5 et 3.6 page 37.
p rlnzx
p>x, p=l(k)

4.2 Démonstration du théoreme 4.1

41

1. D’aprés le lemme 4.1, on a limsup g*(n; k,1) = limsup ¢g*(Ny,; k,1). Or, pour tout nombre entier

n—-+o0o m——400
m > 1 et & un nombre réel tels que py, < & < Prmy1, on a Ny, = Nj (). Donc

limsup g*(n; k,l) =limsup ¢* (N, (2); k1) = agy Py car  lim (B(z;k,1) + ui(z)) = 0.

n—-+oo T—+00 T—+00

2. D’apres le lemme 3.1, On a

L (S@k,0)’g()

Blx; k1) +ui(x) = —=J(z; k, 1) + L(z; k, 1) 5

+ui(z) > —J(z; k, ).

Donc, pour tout N = Nj,(z), on a
9" (N3 k1) > apy Py exp{—J(x;k,1)}.
D’apres I'assertion 2 de la proposition 2.2 (chapitre 2 pages 24 et 25), pour tout

ke{l,...,20,22,23,26,30,34,38,46, 73,146}

la fonction —J(x;k,1) est > 0 une infinité de fois donc ¢g*(N;k,l) > axr; Py, pour une infinité de

nombres N = Ny (z).



CHAPITRE 5

GRANDES VALEURS DE LA FONCTION SOMME
DES DIVISEURS DANS LES PROGRESSIONS
ARITHMETIQUES (0,(n))

Résumé

Soient k et [ deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <l < ket n= [] p* > 2. On pose

p*n
o (n)
oran)= ] Q4p+-+0%) et fruln)= : :
o I, p=1(K) n (I (k) Inm) /20

Les grandes valeurs de la fonction o ;(n) sont étudiées par G. Robin dans [25] ou l'auteur a montré

que 'ordre maximum de la fonction oy, ;(n) est égal a
ag;n (In(e(k)In n))l/‘p(k) (les nombres aj; sont cités au chapitre 4)

et établi un théoreme sur le comportement relatif de oy ;(n) et de son ordre maximum.

Dans ce chapitre nous donnons des estimations effectives de o ;(n) pour k = 2 et k = 3 et nous
précisons le théoréeme de [25] pour ces deux valeurs de k. La méthode utilisée est applicable a tout
k > 1. Elle est basée sur la structure des nombres oy, ;—colossalement abondants et leur calcul effectif.
Ces nombres généralisent les nombres colossalement abondants définis et étudiés dans [1], [13], [24] et

[25] . Nous résumons les résultats obtenus dans le :

Théoréme 5.1

I. Pour k=2etk=3,0na

1. 021(n) < 14.178 n In(Inn) pour n >3

2. 021(n) <0.982 n In(Inn) pour n > 45045
3. 031(n) <0.981 n (In (21nn))Y/? pour n > 2

4. 032(n) <2.625n (In(2In n))t/? pour mn > 2

5. 032(n) <1.715 n (In (21nn))1/2 pour n > 20.

I1. Si Uhypothése de Riemann généralisée pour k = 3 est vraie alors
1. 021(n) < (¢7/2) n (log (logn)) pour n>3* x5 x 7> x 11 x - x 67.

2. 032(n) < azz2n (log(2log n)Y?  pour n>20 (ag’g = ((8v/3mPs; €7) /27) Y2 1.666463 - ) .
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Nous considérons dans ce chapitre la fonction a(x; k, ) définie par
a(w;k,1) = 0 (@ k) + >0 ((x2/2)1/” ;k:,l) ou O(x:k)= 3 lup.
i>3 p<z, p=l(k)

D’apres le théoréeme des nombres premiers dans les progressions, il existe yu = p (k) qui dépend de k

tel que

¢ (k)

Les résultats de ([9] pages 14 et 144), ([23] page 398) et le calcul direct sur ordinateur pour les petites

(5.1) O<pu<let a(x;kl)>p pour x > 215.

valeurs de = (215 < z < 10544111) permettent d’obtenir

(5.2) a(z;2,1) > 0.999 x pour x > 215

(5.3) a(x;3,1) >0.949 (x/2) pour x > 215.

5.1 Les nombres 0}, ;— colossalement abondants (o;; — c.a.)

Lemme 5.1 (et définition). Soient k et | deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <

I < k. Pour tout € > 0 il existe un unique nombre N = N, vérifiant

oki(n) _ okt (N) o1 (n) _ ok (N)
nz—:Jrl — Nz—:Jrl n€+1 N€+1

pour n < N et pour n > N.

Démonstration. La limite de la fonction (o, (n)) /n° étant nulle, elle atteint son maximum en un
nombre fini d’entiers. IV est alors le plus grand. Le nombre N est appelé oy ; — c.a. associé a ¢.

Lemme 5.2 (et définition) Pour tout entier a > 1 et © > 1, on pose

1 1
F,a)=—n|(l4+ ——— ui est une fonction décroissante pour x et .
@)= oot (1 ) f v
Pour tout € > 0, l’équation F (x,a) = € admet une unique solution x, > 1. On définit ainsi une
suite (Tq),>; dans Uintervalle |1, +oo[ on notera x1 = x. Cette suite est strictement décroissante et

posseéde les propriétés

xa>x1/a pour x>1 et a>2
V2 (1 — Jn2 ) < xo < V2x pour x > 1925.

2Inz

(P)

Lemme 5.3 Soient k et | deux entiers premiers entre eux tels que 1 <[ <k, e >0et N = N le
nombre oy ;—colossalement abondant associé a €.

1. Tout diviseur premier p de N est congru a | modulo k.

2. Pour tout diviseur premier p =1 (k) de N avec exposant o > 1 on a

F(p,a) <e < F(p,a+1) et xar1 <p <o 0U Ty et xotq sont les termes d'indice « et o+ 1 de
la suite de la définition 5.2.

3. Sie>eq, tel que e = F (p1,1) ou p1 = p1 (k,1) est le premier nombre premier congru a | modulo
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k. Alors N = 1.
4. La structure de N est donnée par
(5.4) N = H P X H P2 X e X H p™.
za<p<z, p=i(k) z3<p<w2, p=l(k) T 41 <p<Tm, p=l(k)
On dit aussi que N est associé a = et on le note par Ny (z).
5. Pour tout p =1 (k) on pose
E,={F(p,a) ot a>1} et FE= U E,.
p=l(k)
On range les éléments de E en une suite décroissante €1 = F(p1,1) > €9 > --- . Alors l’ensemble des

nombres oy —colossalement abondants est

{1} U{N;, tel que g; € E} etona 1 <N < Ngy <Ny <:---.

Voici a titre d’exemple les septs premiers nombres oy ; — c.a. pour k =1, 2, 3.
k=1letl=1

€ N =N, o1,1(N) f11(N)
e>e1 = F(2,1) = 0.584962 1 1 indéfinie
€1 > € > ez = 0.261859 2 3 —4.092625
go > e > e3 = 0.222392 2x3 12 3.429366
€3 > e >e4 = 0.113282 22 x 3 28 2.563440
€4 > € > e5 = 0.099535 22 x3x5 168 1.986369
g5 > € > g6 = 0.072858 22 x3x5 360 1.915700
€6 > € > e7 = 0.062621 23 x 32 x5 1170 1.833470.
k=2etl=1
e N =N, g2,1(N) | fa,1(N)
e>e; = F(3,1) = 0.261859 1 1 indéfinie
€1 > € > 62 =0.113282 3 4 14.177183
g2 > e > e3 = 0.072858 3x5 24 1.296674
€3 > € > 4 = 0.068621 32 x5 78 1.132201
€4 > € > e5 = 0.036286 32 x5x7 624 1.030010
g5 > € > g6 = 0.028892 32 x5 x7x11 7488 0.981274
g6 > € > e7 = 0.023045 32 x5 x7x11x13 | 104832 | 0.966653.
k=3etl=1
€ N = N. o3,1(N) f3,1(N)
e>e; = F(7,1) = 0.068621 1 1 indéfinie
€1 > e > eg = 0.028892 7 8 0.980396
g2 > & > e3 = 0.017420 7% 13 112 0.829853
€3 > e > eq4 = 0.009245 7x 13 x 19 2240 0.788142
€4 > € > e5 = 0.009095 7 x 13 x 19 x 31 71680 0.761904
g5 > e > e = 0.007385 72 x 13 x 19 x 31 510720 | 0.755661
g6 > € > e7 = 0.006112 72 x 13 x 19 x 31 x 37 | 19407360 | 0.747990.
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k=3etl=2

e N =N, 03,2(N) | f3,2(N)

e>e; = F(2,1) = 0.262458 1 1 indéfinie
€1 > € > ez = 0.222392 2 3 2.624583

€9 > € > e3 = 0.113282 22 7 1.732943

€3 > € > eq4 = 0.099535 22 x5 42 1.569466

€4 > € > e5 = 0.047305 28 x5 90 1.591599

g5 > € > e = 0.036286 24 x5 186 1.578073

g6 > € > e7 = 0.020836 2% x5 x 11 2232 1.570838.

Lemme 5.4 ([25] page 340) Soient 3 < Ny < n < Ny, Ny et Ny étant deur nombres oy — c.a.
Alors fri(n) < max (fri (N1), fiq(N2))-

Lemme 5.5 Soient x > 2 et N = Ny i(x) le nombre o, — c.a. associé¢ a x. On a

1 1 -1 1
() < ol ()og )7 [T (1-1) I (i-2)
p<z, p=i(k) V2z<p<z, p=l(k)

Démonstration. Déduction directe de la formule (5.4) et les propriétés (P).

Lemme 5.6 ([25] page 339) Pour N = Ny (z) oy — c.a. associé & x assez grand on a

2
(k) \/Elnx \/EIDQx

Pour les évaluations effectives nous aurons besoin du résultat précis suivant

<1og<so<k>logzv>>W“f)=<<1og<so<k>e<w;k,z>>>>1/*’<’“>exp<w —V2 +0< ! ))

Lemme 5.7 Soit N = Ny, (x) le nombre o; — c.a. associé 4 x > y = 25000, 0 la constante de
Iencadrement 2.9 du chapitre 2 page 30 et u de 'inégalité (5.1).
1. Ona

(In (¢ (k) 10 N)) 597 < (In (¢ <k>e<x;k,z>>>@eXp{¢

—a/2 . (aln2) /v/2
(k) Vzlnz ¢ (k)yzln?z

ot o = a(k) est une constante donnée par les relations suivantes
(1 as > apIn?y <1 a ) ; plny
a=a« -], a3=—5—, =« —— ] et = ——.
3 V2ylny 5 §+1n%y 2 ! V2y ! 0+ 1Iny
2. Pour k=2 et k=3, on a les valeurs o(2) = 0.982 et «(3) =0.918.
Démonstration.

1. De la formule (5.4) vient

n (14 (4225))
In (¢ (k) In N) > In (o (k) 0 (z: k, 1)) exp [ 1n | 1+ UG
7 - In (p (k) 6 (a: %, 1))
Il suffit alors de minorer I'expression de I’exponnentielle.
Les formules (5.1) et (2.9) et les propriétés (P) impliquent

a (x93 k, 1) . /2 (1_ ln2> . V2 (1_ (In2) /2) . piny

0(x;k,l) = (1+6/Inz)/x 2 NZ3 Inz ol a1:5+lny‘
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Alors I'inégalité In (1 4 t) >t — t2/2 pour ¢ > 0, nous permet d’obtenir

(o SEED) 2 - 2) (- )

In (¢ (k)0 (x;k,1)) <1nx< ln6x> < <1+lngy> Inz

a(xa;k,l
ln( + 0((x2kl))) - azV/2 1 — (In2) /2 ol o= 22 In? y
In(p (k)0 (2:k,1)) ~ Jalna Inz T sty

On utilise une deuxieme fois, 'inégalité In (1 +¢) >t — t2/2 pour ¢ > 0, on obtient

In|1+

a(xa;k,l
In (1 + 9((:c2k,l))> - a2 1 (In2) /2 o ;s
n(p (k)0 (k1)) | ~ Vzlnz nz ) 04T V2ylny )

2. C’est une application numérique de l'assertion 1 et les inégalités (5.2), (2.13), (5.3) et (2.11).

5.2 Démonstration du théoreme 5.1
5.2.1 Démonstration de la premiere partie du théoreme
Soit k € {2,3} et N = Ny (x) le nombre o4 — c.a associé a x > 25000.

Les lemmes 5.5, 5.7, ’assertion 1 de la proposition 3.1 et la proposition 3.2 nous donnent

67 2.803 4.356 0.117
(5.5) f21(N) < {Ilm \/51n2x+ — }<0.900
—1.356 4.390 0.289
(5.6) f3,1(N) < asqexp { Jilnz + \/:Eln2 . + oz } < 0.733
1.356 4.354 0.289
. 1.714.
(5 7) f372( <a3QeXp{\/§lnl‘+\/:fln2x+ Iz } < 1.7

Ensuite on a calculé

tous les nombres N o271 — c.a. < Na 1 (25000) (2834 nombres)
tous les nombres N 032 — c.a. < N32(25000) (1440 nombres)
tous les nombres N 037 —c.a < N31(25000) (1401 nombres)

et on a constaté que

(5.8) fo1(N) <e’/2  pour  No=3"x5x7*x11x---x67 <N < Nyj(25000)

104832
. 4504 =0.981--- 45045 < N < N
(5 9) fg,l( ) < f2 1 ( 50 5) 15045 ln(ln(45045)) 0.98 pour 5045 < < INp
4
8
5.11 f31(IV) < f3.1(7) = =0.980--- pour 7 < N < N31(25000

(5.12)  f32(N) <azs  pour  2?x5=20<N < N35(25000).
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Pour k=3,2<n<7et2<n<20on a terminé les calculs a la main et on a obtenu

8
n) < 7) = =0.980--- pour 2<n<7
fs,1(n) f3,1(7) (0 @ (7))
3
fz2(n) < f32(2) = =2.624--- pour 2 <mn <20.
() 20) = 2 22

En tenant compte du lemme 5.4, on obtient enfin

fo1(n) < f21(3)= ) 14.177---  pour n >3

faa(n) < fa1(45045) = 15015 111?3181:(335045)) =0.981--- pour n > 45045
foat) < Bl =000 (fn7)))1/2 o o=

fz2(n) < f32(2) = 2(n2 (?n 2))1/2 =2624--- pour n>2

fz2(n) < 1.715 pour n > 20
d’ou les assertions de la premiere partie du théoreme.

5.2.2 Démonstration de la deuxieme partie du théoreme
Soient k € {2,3} et N = Ny ;(z) le nombre oy, ; — c.a. associé a x > 25000.
Les lemmes 5.5, 5.7, ’assertion 2 de la proposition 3.1 et la proposition 3.2 nous donnent

e’ —0.75581 7.646 e’ —2.552 15.910
f271(N) < 2€Xp{ } < — et f372(N) < as?2 exp{ } < as?2

+ +
Valnz Vzin?z 2 2yrlnz  2/zln’zx
donc
(5.13) f2,1(IN) < €7/2 pour tout nombre N 031 — c.a. N > Na 1 (25000)
(5.14) f32(N) < azz pour tout nombre N o392 — c.a., N > N3 2 (25000) .

Maintenant les inégalités (5.8), (5.12), (5.13), (5.14) et le lemme 5.4 nous donnent les deux assertions
de la deuxieme partie du théoreme.
Remarques 5.1

1. Les nombres N3 1(25000), N3 1(25000) et N3 2(25000) sont

No1(25000) = 3% 57 x 7% x (11 x 13 x 17)* x H P> x H p? X H D

19<p<37 41<p<211 223<p<24989
N31(25000) = 7° x 13* x (19 x 31 x 37)® x 11 p? x 11 P
43<p<211, p=1(3) 223<p<24979, p=1(3)
N32(25000) = 27 x 57 x (11 x 17)* x (23 x 29)% x 11 p? x 11 p.
41<p<197, p=2(3) 227<p<24989, p=2(3)

2. Pour k = 2, on a trouvé 23 nombres 031 —c.a. N < 353 xT2x11x---X67 tels que f21(N) > e7/2.



CHAPITRE 6

GRANDES VALEURS DE LA FONCTION gy, (n)/o} ,(n)

Résumé

Soient k£ et [ deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 < [ < k. Pour un nombre entiers

n= ][] p® > 2, on considere les fonctions
p%|n

Ok,l (n)

o= I Q4p+tp?), oiimy= [ Q@+ et fiu(n)=— e
pelin, p=1(k) peim. p=1(k) k1 () (In (@ (k) Inn)

ou ¢ (k) est la fonction d’Euler.¢ (k). Dans ce chapitre, nous introduisons et étudions les nombres

o}, —colossalement abondants (0,’;7 1= c.a.) qui, par définition, maximisent la fonction f,;l(n). La struc-

ture de ces nombres ainsi que le théoreme des nombres premiers dans les progressions arithmétiques

et les résultats du chapitre 3 nous permettent d’obtenir les résultats suivants :

Théoréme 6.1
Pour k et | deur nombres entiers premiers entre euz tels que 1 <1 <k, on a

1. lim sup f},(n) =ak; (les nombres ay; sont cités au chapitre 3).
n—-+o00 ’
2. Il existe ng = no(k,l), assez grand, qui dépend de k et | tel que
ok (1)
Uz,l (n)

8. Pour k=1, 2, 3 ona

< ak; (In(p (k) lnn))l/v(k) pour m > ng.

o1,1(n)

» < a1y (In(lnn pour n > 17 ng(1,1) =17

i) (In (Inn)) (no (1,1) = 17)
Ui’l (n) < az; (In(lnn)) pour n > 676 (no (2,1) = 676)
091 (n)
751 (n) asy1 (In(2Inn))'/? pour n > 8282 (no (3,1) = 8282)
031 (n)
752(0) ) (n(2Inn)) Y pour > 4 (0 (3,2) = 4).
032 (n)

On rappelle que :

ai; = € =1.781071---, az1 =¢€’/2=10.890536- -

1/2 1/2
as1 = ((2\/% Pys 67) /27) —0.712515 -, ass = ((8\/%133,1 67) /27) — 1.666463 - - -
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6.1 Les nombres o, ;,—colossalement abondants (JZ ;= c.a.)
Lemme 6.1 (et définition) Pour k et | deux nombres entiers premiers entre euz tels que 1 <[ <k
et € > 0, il existe un unique nombre N = Ny (¢) qui dépend de k, 1 et € tel que

o1 (n) < Okl (N)

okt (n) _ okt (V)
nfoy ,(n) = Néoj ,(N)

nfoy ,(n) ~ Neoj (N)

pour n < N et

pour n > N.

Ce nombre est appelé azyl—colossalement abondant associé a e.
Démonstration. La limite, quand n — 400, de la fonction oy (n) / (nfa;;l(n)> étant nulle, alors
elle atteint son maximum en un nombre fini de nombres entiers. N est alors le plus grand.

Lemme 6.2 (et définition) Pour tout nombre entier o > 0 et tout nombre réel x > 1, on pose

G(r,a)=(In(14go(z)))/Inz ot go(x) =2/ (Z x2m> .
m=0

1. Pour tout nombre entier o« > 0 fixé, la fonction G(x,«a) est continue, strictement décroissante de
+00 a 0 sur lintervalle |1, 4o00].

2. Pour tout x € ]1,+00] fizé, G (z,a + 1) < G (z, ) pour tout o > 0.

Démonstration.

1. Pour tout nombre réél x > 1 et o un nombre entier, & > 1, on a

-1
a/2
(1 + 3 (=¥ 4+ 1/:627")) si «a est pair
m=1
Yo (.T,') - <(a—1)/2 -1

S (x2m+1+1/x2m+1) si  « estimpair.

m=0

Dans les deux cas ¢, (x) < 0. Il en résulte

9a(®) 1y 5 1In(1+ ga(z))

G (v,a) = 1Fga () < 0.
(=,0) (Inz)?

Pour z > 1, G (z,0) = In2/Inx est continue, strictement décroissante de +o00 a 0.

2. Pour tout nombre réel x € |1, +o00] fixé et o un nombre entier & > 0, on a

a+1
¢+ Z (w2m+a _ x2m+a—1)
9o () — gat1 (x) = ";:1 o) >0 cequiimplique G (z,a)>G(z,a+1).
<z x2m) <Z x2m>

m=0

m=0

Lemme 6.3 (et définition) Pour tout nombre réel € > 0 et o un nombre entier, a > 1, ’équation
G (z,a) = € admet une unique solution x, dans lintervalle ]1,+oco[. On définit ainsi une suite
(Ta)qen+ dans |1,+00[. On pose x1 =z et on a

1. La suite (7q),cn- €St strictement décroissante.
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2. Pour tout «>2 et x>1onaz"/* <z, < V2x.

3. Pour tout « > 2 on a

o — () (1 Ina  (2a+(a+1))lna o 1
o = (ax) <1 + + ( >>

alnz 202 (ln2 x) In?x

4. Pour z>¢€* ona

Vo (1o 2 oo
2lnz

Démonstration.

1. Onacec = G(z,1) = G(zq,a) = G(xq41,a+ 1). Puisque la fonction G est décroissante par
rapport a ses deux variables, alors G (4, @) = G (a+1, @ + 1) < G (zo41, @) par suite T4 > Tat1-

2. Pour a > 2 et & > 1 on pose t = 2/%. Puisque z > 1 alors t > 1 et t2 + - - - 4+ t2* < at®* par suite
a o o

te at at 14
14 t2

«
1 >1 >14+—FF>
( +1+t2+---+t2a> L ST T

2

Puisque at® = azr et at?® = az? alors

o ¢ x
1 >1 .
( +1+t2+~-+t2a> Tl

En prenant le logarithme des deux membres de la derniere inégalité et en divisant par Inx, on obtient

G(t,a) > G(z,1) soit G <x1/°‘,a) > G (2,1) = G (za,a) dot 2% < 24 < V2.

3. Pour a > 2, on pose y = x,. Le développement limité généralisé de G (z,a) et G’ (z,a) au

voisinage de +o0o nous donne

1 | | , o
(6.1) G (@)= 2z 2%me | C (x‘”l lnx) et Glz,a)~ zotling’
De (6.1) vient
1
G ~ t G (z,1) ~ .
o)~ oy ¢ @D~

Puisque G (x,1) = G(y,«) alors y*Iny ~ xzlnz ce qui permet d’obtenir
(6.2) y ~ (az)/* .
Soit f la fonction définie, de [1, +oo[ — [1,+o0][, par

(f (x)*In(f(x)) =xInz.

La fonction w (y) = y®logy étant croissante de [1, +oo[ dans [0, +o00[ admet une fonction réciproque
w~l. Donc f(x) =w l(xlnz); f(z) est une fonction strictement croissante de 1 & +oo sur [1, +oc].

Pour simplifier les notations, on écrit

(6.3) ffInf=zlnz.
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De (6.3) on obtient
(6.4) f~ (o).
Posons u () = G (x,) pour x > 1. Des formules (6.1), (6.2), (6.3) et (6.4) on obtient

1 1 1 L !
U(f):JW+O<]WHmJC> ot u(y):G(x’l):xlnx_2x21nx+0<37211113>

d’ou vient

(6.5) w) =) =0 (e )

:L,lJrl/a Inzx

D’autre part on a

(6.6) u(y) —u(f) =y —fu ()
ou £ est une fonction de x comprise entre y et f. Puisque les deux fonctions f et y sont équivalentes
a (o) donc € ~ (az)?, alors de la formule (6.1) on obtient

—Q —Q

v~ £otn (€) - (az) /%

(6.7)
Les formules (6.5), (6.6) et (6.7) nous donnent
(6.8) y—f=0(1).
Le développement limité de f s’obtient par itération. D’apres (6.4) on pose
f=(ax)/*(1+0(1))
d’ou
1 1
(6.9) Inf=—Inz+—Ina+o(1).
a a
Par définition
(6.10) f=(znz)/Inf)’.
Des formules (6.9) et (6.10) on obtient

(6.11) f = (az)M® (1 - Oirllnax +o <1nlm>> .

On remplace, dans la formule (6.10), In f par son expression déduite de (6.11) et on fait un développement

limité généralisé a 'ordre 2 de I'expression de f obtenue on trouve

(6.12) f = (azx)V/® (1 Ino +(204+(04+1))1na+0( ; )>

alnz 202 (ln2 x) In“z
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Les formules (6.8) et (6.12) nous permetteront alors de conclure.

4. Pour z > €2, on pose

In2
z=+2x g(z) ou g<$):1_2?na: <z>1 car x262>\@>

et on montre G (x2,2) < G (z,2) ce qui permettera de conlclure car la fonction G est décroissante par

rapport a ces deux variables. On a
1 o
In(l14+-)>(x+1/2) pour tout x>0
x

ce qui implique

1 2 222
G(Z,Q)_lnlog(l i >>( i

+1+z2+z4 243224+ 24)Inz

D’autre part, on a

1 x 1
G(CL'Qv ) G(CL‘, ) Inz Il< + 1+x2> < zlnzx
alors
In z 222

<
xlnz 24322+ 24

impliquera G (z2,2) < G (z,2).

Remarquons que
In z d(x) In2 In2
u d =14+ — - —.
ou d(x) + e IZa

zlnx 2x
Alors
d(z) - 222
2z 2+ 322 + 24

entrainera G (x2,2) < G (z,2).

Or, comme z = v/2x g(x), on a I’équivalence

2
L) < —2

<7
2x 2+ 322 4 24

2
D) = <<d<x> o) 1) =+ <3df)> o 4((;(3)?) |

Nous devons donc démontrer D(x) < 0. La fonction

<—D(x) <0

ou

In2 In2 .. 2
— -3 est décroissante pour x > e
Inx In‘zx

d(z)=1+

et on a

l<d(z)<(1+1n2)/4<1.174 pour x> e

La fonction g(z) =1 —1In2/(2lnx) est croissante pour x > 1, et on a
0.826 <1—(In2)/4 < g(x) <1 pour z>e?

par suite

0.341 < (g(z))* /2 < 1/2 pour z > e’
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Les majorations explicites des fonctions d(z) et g(x) permettent d’obtenir

1.174 3x1.174 1.174 9
D(x) = <2 — 1) + ( 102 > + 579802 © —0.286 pour =z > e

Nous avons vu que D(x) < 0 implique G (22,2) < G (2,2) d’ou

In2
z:\/ﬁ 1-— o < T2 pour 1‘262.
2Inx

Remarque 6.1 On peut améliorer I'assertion 4 du lemme de la fagon suivante : En posant

In2 4+4+3In2
2lnx 8In?z

z=+2zx g(z) on glz)=1-

la fonction d(z) devient
In2 In2 4+43In2
Inz Inz 8z

dz) =1+
La fonction g(z) est alors croissante pour x > 81 et on a 0.960 < g(z) < 1 pour x > 81 d’ou
0.461 < (g9(x))*/2 <1/2 pour x> 8l.
La fonction d(x) est décroissante pour x > e alors pour z > 81
1 <d(z) < 1.131.

Ces majorations donnent
D (z) < —0.423 pour x> 81

d’ou

In2 4+3In2
zo > V2 (11— - + —|—2n pour x > 81.
2Inx 8In“z

Lemme 6.4 Soient € € R, k et | deux nombres entiers premiers entre euz tels que 1 <1 < k et
N = Ny (¢) le nombre 0} —colossalement abondant associé a €.

1. Tout diviseur premier p de N est congru a | modulo k et, son exposant o est > 2.

2. Pour tout diviseur premier p =1 (k) de N avec exposant o > 2 on a

(a) G(p,a) <e<G(p,a—1).

(b) o <p<xn_1 0U Ty €l To—1 sont les termes d’indice o et o — 1 de la suite de la définition 6.3.
3. Pour tout € > €1, tel que e1 = G (p1,1) ot p1 = p1 (k,l) est le premier nombre premier congru a
I modulo k, on a N = 1.

Démonstration.

1. Supposons que N admet un diviseur premier p non congru a [ modulo k, alors N = p*N’ avec

(p,N')=1eta>1. Ona

! /
NN o o) ) on (V)
Neop (N) — po= (N')"op )(N') — (N')" o ,(N)
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cela prouve que N n’est pas o, ,—colossalement abondant.
Supposons qu’il existe p = [ (k) un diviseur premier de N, avec exposant o = 1, alors N = pN’ et
(p, N') = 1. On aura

ort (N)  opg (N) o1 (N')

N <N et =
Neap (N) - p= (N') op  (N') — (N')° o y(N)

ce qui montre que N n’est pas o ;—colossalement abondant.
2. (a) Soit p =1 (k) un diviseur premier de N, avec exposant « > 2, N = p®N’ avec (p, N') = 1.
On considére pN = p®T! N’ > N. Par définition on a

ok, (pN) < Ok (N)

(6.13) . .
(pN)° Uk;,z(pN) (N)° Uk,l(N)
d’ou
(Lptp™)A+p?) _ o
(1+p+...+pa)(1+pa+1) :
Puisque
L+p+--+p ) (1+p*)
( - ) o =1+ 9a(p)
(I+p+--+p*) (1 +pth)
alors
(6.14) e =G(xq,a) > G (p,a).

Ensuite on considere le nombre N/p qui est plus petit que N, alors on a

or1 (N/p)
(N/p)* o} ,(N/p)

ok (V)
(N)" o5 (N)

<
On en déduit comme de (6.13)
(6.15) G(ro—1,0—1)=e<G(p,a—1).

(b) L’inégalité (6.14) implique z, < p et l'inégalité (6.15) implique p < z4_1.

3. Soit € > 1. Supposons que N > 1. D’apres la premiere assertion et (a) de la deuxiéme assertion,
p1 diviserait N avec exposant o > 2 et alors ¢ < G (p1,a — 1) < G (p1,1) = €1 contradiction avec
€>e1.

Lemme 6.5 Soient € tel que 0 < ¢ < g1, x = x1 le premier terme de la suite de la définition 6.3,
défini par G(x,1) =€ et N = Ng,(e) le nombre o ;—colossalement abondant associé a e.

1. Si p=1(k) est un facteur premier de N, alors son exposant o vérifie
a~Inz/lnp lorsque x — +oc.

2. Le nombre N a la structure suivante

N = 11 p* x 11 PP X x I1 prtL

za<p<z, p=l(k) x3<p<za, p=l(k) Ty41<p<xm, p=l(k)
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m est le plus grand indice tel que x,, > p1 > Tymy1 ot p1 = p1(k,l) est le plus petit nombre premier
congru a [ modulo k; m ~ Inz/Inp; pour x assez grand. On dit aussi que N est associé a x et on le
note par ngfl)'

Démonstration.

1. On a G (p, @) < ¢, cela est équivalent a
P2 (p° —1)a? — (pz—l)x—(pa—l) >0 avec x=p%>1.

La fonction polynomiale p? (pf — 1) 22 — (p2 - 1) x— (pf —1) pour x > 0 est strictement positive si

et seulement si x est strictement plus grand que la racine positive de ’équation
PP -1 - (PP -1z - -1)=0

il en vient

. ((p2_1)+\/(p2—1>+4p2(p6—1>2>

2p2(p=—1)

Inp

(6.16) h(p,e) = < a.
De la méme fagon on déduit, de ¢ < G (p, — 1), I'inégalité

(6.17) a<hpe)+1.

Les inégalités (6.16) et (6.17) montrent que

a = [h(p,e) + 1] = la partie entiere de h(p,e) + 1.

En posant y = p® — 1 dans h (p, ) on obtient

2_1 1 1 4 2,,2
i ((575) (Vs + 555))

Inp

h(p,e) =

on en déduit

2_

In (p2p21) —Iny+In (1 +/2 (Z‘jg’iyljz)

h(p7 5) — 1 .
np

Sachant que

In(l1+z/(1+2%)) 1
Inx zlnz

= G(n1) = (1+0(1))
alors lorsque © — 400, y =0 et —lny =Inx +Inlnx + o (1), il en résulte

h(p,e) ~Inxz/logp parsuite «~Inz/Inp.

2. La structure annoncée de Ny (¢) est une conséquence immédiate de 'assertion 2 (b) du lemme

6.4. Puisque m + 1 est ’exposant de p; alors m+ 1~ Inz/Inp; dot m ~ Inx/Inp;.
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Lemme 6.6 Soient k et | deur nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <1 < k. Pour tout
nombre premier p =1 (k) on pose

E,={G(p,a) ot a>1} e E= E,.

p=l(k)

Pour tout € > 0 il n’y a qu’un nombre fini d’éléments de E supérieurs a €. On range les éléments de
E en une suite décroissante €1 > €9 > -+ avec £1 = G (p1,1).
1. Soient ¢; et €;41 deux élements successifs de E. Alors quel que soit ¢ € E tel que g;41 < € < ¢
on a Ny (g) = Ny, (ei)

2. L’ensemble des nombres o ,—colossalement abondants est
{1} U{Ny(ei) telque e, € E}  etona 1< Nyi(e1) < Ngi(e2) < Niglez) <---.

Démonstration.

1. 1 suffit de montrer que, pour tout nombre premier p =1 (k) et a > 2, on a
G(p,a)<e<G(p,a—1)<—= G(p,a)<e <G(p,a—1)

c’est a dire que Ny () et Ny (g;) ont les mémes diviseurs premiers avec les mémes exposants.

Ona (G(p,a)<e et e<g)= G(p,a)<eg et

gir1 <e<G(p,a—1
s <G ) = <G(p,a—1).
et G(p,a—1) € E, giy1 < g; successifs dans F

Alors
Gp,a)<e<Gp,a—1)=G(p,a)<e <G(pa-—-1).
Par le méme raisonnement on montre I'implication réciproque.
2. Sie > gy, alors d’apres le lemme 6.4, on a Ny () = 1. Sie; > e d’apres l'assertion 1, on a
Ny1(e) = Nii(e;) ol €; est le plus grand élément de E tel que €;41 < € < ;. Alors I'ensemble des

nombres o}, ;—colossalement abondants est

1, Nii(e1), Nig(ea),....

Soient g; > e;41 deux éléments succéssifs de E et Nj; (€;) et Ny (€i4+1) les nombres o ,—colossalement
abondants qui leur sont associés. Soit p = [(k) un diviseur premier de Ny, (€;41) avec un exposant
a > 2. Supposons que p divise Ny (€;) et soit 3 > 2 son exposant.

Puisque ;41 < &; sont succéssifs dans F, alors les inégalités
G(p,Oé+1)<€»,;+1§G(p,Ck) et G(p7ﬁ+1)<€z§G(pw8>

impliquent

G(p,a+1)<e <G(p,B).
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Comme la fonction G(z,«) est décroissante alors o > 3. Donc Ny (&) divise Ny (g541) par suite
Ny (€i) < Niy(gi+1) . Montrons qu’en fait cette inégalité est stricte. Puisque €;41 € E alors il existe
un nombre premier p = [(k) et @ > 1 tel que ;41 = G(p,a). D’apres l'assertion 2 (a) du lemme
6.4, o est 'exposant de p dans la décomposition de Ny (gi41). Si p ne divise pas Nj; (g;) on aura

Ny (€i) < Niy(€i41) . Supposons que p divise Ny (¢;) avec exposant 3 > 2. Dans ce cas on a
G(p,B+1) <& <G(p,fB).
Puisque ;41 < ¢; alors la derniere inégalité implique
git1 = G(p,a) <e; <G (p, ) ce quiimplique a > F donc Ny, (&) < Niji(€i41) -

Dans les tables suivantes on trouve les listes des septs premiers nombres o, ;—colossalement abondants
N pour les valeurs & = 1, 2, 3 ainsi que les valeurs de f;;, (IV). le calcul est fait par ordinateur en

utilisant le fortran.

k=1,1=1
Valeurs de & N = Ny 1(e) fia(N)
e>e1 =G(2,1) 1 indéfini
0.485426--- =1 = G (2,1) > & > &2 22 4.286139 - - -
0.251538 -+ = e = G (2,2) > & > e3 23 2.276557 - - -
0.238814--- =e3 =G (3,1) > e > &4 23 x 32 1.490989 - - -
0.129767--- =e4 = G (2,3) > & > 5 24 x 32 1.478492 - - -
0.109285 - =e5 = G (5,1) > e > e6 | 2% x 32 x 52 | 1.344175- .-
0.085845--- = g6 = G (3,2) > e > e7 | 2% x 3% x 52 | 1.344175- - -.
k=21=1
Valeurs de ¢ N = N3 1(¢) fa1 (N)
e>e; =G(3,1) 1 indéfini
0.238814--- =& = G(3,1) > & > e 32 1.651433 - - -
0.109285 - - = &5 = G(5,1) > & > e3 32 x 52 0.917498 - - -
0.085845 - - - =e3 = G(3,2) > & > g4 33 x 52 0.908879 - - -
0.067335--- =e4 = G(7,1) > & > &5 33 x 5% x 72 0.828949 - - -
0.036001 --- =e5 = G(11,1) > e > e6 | 3% x 52 x 7% x 112 | 0.777833 - - -
0.029488 - - = g6 = G(3,3) > & >e7 | 3! x 5% x 72 x 117 | 1.344175 - - ..
k=3,1=1
Valeurs de e N = N3 1(¢) fa1(N)
e>e1 =G(7,1) 1 indéfini
0.067335 - =1 = G(7,1) > € > e 72 0.795817 - - -
0.028728 - - - = g5 = G(13,1) > & > &3 72 x 132 0.721521 - - -
0.017373--- = e3 = G(19,1) > & > &4 72 x 132 x 192 0.700953 - - -
0.010172--- = ¢4 = G(7,2) > € > &5 73 x 132 x 192 0.702391 - - -
0.009235--- = e5 = G(31,1) > & > e¢ 73 x 132 x 192 x 312 0.692181 - - -
0.007380--- = e¢ = G(37,1) > e >e7 | 7° x 132 x 192 x 312 x 37% | 0.687598 - - - .
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k=3,1=2

Valeurs de € N = N3 2(¢) f3.0 (N)

e>e1 =G(2,1) 1 indéfini
0.485426 - = &1 = G(2,1) > € > e 22 1.386355 - - -
0.251538 - = &3 = G(2,2) > € > €3 23 1.396058 - - -
0.129767 - -- = e3 = G(2,3) > ¢ > &4 24 1.393295 - - -
0.109287 - -- =e4 = G(5,1) > € > &5 24 x 52 1.379655 - - -
0.066152--- = g5 = G(2,4) > € > &6 25 x 52 1.413570 - - -
0.036016--- = e¢ = G(11,2) > e > e7 | 2° x 52 x 112 | 1.401754 - - - .

Lemme 6.7 Soient k et | deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <1 < k et sotent N et
N’ deuz nombres o} ,—colossalement abondants successifs tels que 3 < N < N'.

Pour tout nombre entier n tel que N <n < N', on a

fig () <max ( fi, (N), fiy (N)).

Démonstration. Les nombres N et N’ étant successifs, alors il existe ; > g;41 successifs dans E
tels que N = Ny (e;) et N' = N i(gi41). Soit € le nombre réel défini par

or (N)  opg (N) <N'>E ~ okt (N') x o, (N)

Neoy  (N) — (N') op, (N') N ) o1 (N)xop, (N')

Par définition on a

ot (N) _ ogg (N (NN T (V') x oy (V) _ (V"N
Neitigp  (N) = N'&itiop, (N) N ~ ok (N) x o, (N')

N
ce qui implique €;411 < €. De méme on a

oxg (N') g1 (N) dod (N’>€i J Ik (N') x aj (N) <N’>E
- ou —_— = _
(N of (N') ~ Neigg, (N) okt (N) x af  (N) N

N

ce qui implique € < ;. Alors g;41 < ¢ < ¢;. Puisque N et N’ sont successifs alors Ny ;(¢) = N ou
Nji(e) = N', on en déduit, pour N <n < N’,
o1 (N') oy, (N)

< =
~ (V) o (NY) - Neog (N)

D)
ncoy , (n)

par suite

< (5) () )

et

(
Alors pour que f}; (n) < max ( feir(N) S fr (N’)) il suffit que

n\¢ (In n 1/ (k) n e /ln a N Vek)

Or les inégalités (6.18) sont équivalentes a

(6.19) h(lnn) <h(InN) ou h(lnn) <h(InN’')
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avec h(z) =¢ex — (1/p(k))In(In(¢ (k)x)). Les inégalités (6.19) sont vraies car 1 <InN <lInn <

In N" et la fonction h (x) est convexe pour = > 1.

6.2 Démonstration du théoreme 6.1
6.2.1 Démonstration des deux premieres assertions du théoreme

Soit N =N ngl) le nombre o} ;—colossalement abondant associé & > p; et a ¢ = G (¢,1). On a

N = H p2>< H p3><...>< H pm’ mwlni

zo<p<z, p=i(k) z3<p<za, p=l(k) Tm+1<p<zm, p=l(k) Inpr
d’ou
m —1
1! Hl{ <H z<k)<<1_’”'}+2> <1+’ﬁ) >}
o= T <p_:Ea, p=
6.20 fi (N) = <1 — ) i .
(6.20) e (V) 11 p (In (¢ (k) In N))/#®)

p<z, p=l(k)
Nous estimons chaque facteur de la formule (6.20).
Le lemme 3.1 du chapitre 3 page 36 et le théoréeme des nombres premiers dans les progressions

arithmétiques impliquent

(6.21) 11 <1 - ;)_1 ~ ay (nz)Y/e® <1 +0 <h§x>> |

p<z, p=l(k)

Pour z441 < p < x4, l'assertion 2 du lemme 6.3 implique

1 1\ 1)?
+2 +1 +1

Il s’ensuit que

m 1_# 1\2 1\ 2%
1201;[1 H (1—1—1+1> > H (1—$> Z<1_JS>

Tat+1<p<Ta, p=l(k) P

avec

(6.22) ﬁ 11 (;:ji) :exp{O (mix>}:1+0<xﬁlx>.

a=1 | zat1<p<za,p=l(k)

Pour évaluer In (¢ (k) In N), on écrit
InN =20 (z;k, 1)+ 0 (x2; k, 1) + -+ 0 (xm; K, 1)

et on applique le théoreme des nombres premiers dans les progressions arithmétiques et I'assertion 3

du lemme 6.3, on obtient

(6.23) (o () V)40 = ()0 (14 3520 (15-)).

Les formules (6.20), (6.21), (6.22), (6.23) nous donnent

(6.24) frg (N) = aky <1 - (p(:ﬁnx + 0 (mi:][;)) :
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Maintenant, le lemme 6.7 et la formule (6.24) impliquent

lim sup fkl( ): lim fkl( lgl)):akvl
n—-+o0 —+oo

et la formule (6.24) montre que f;;(N) < ag; pour z > zg assez grand.
Alors si on note ng = Ny (xg) =le nombre O‘Z’l — c.a., on aura

ok (n)
UZJ (n)

< ap; (In(p (k) Inn)Y?® pour n > ny.

6.2.2 Démonstration de la troisieme assertion du théoreme

Soit k € {1,2},l=1et N = N,Ea? le nombre o}, —colossalement abondant associé a x avec . De la
formule (6.20) vient
~1 ~1
(M) <(n@mN) ] (1-) et f3(N)<@(n0N) ] (1-) .
p<z p<zx
D’apres ([24] page 205)

1\ 0.2
H(l—) <e”10g:c(1—i—1 3 ) pour z > 10*
p

p<a og- T

d’ou

-1y
H(l—) <210g:n<1+

0.2
5 > pour :L‘2104
p<x

log= x

par suite, pour z > 10*

e’lnx (1 + 10(;'2290) % Inx ( 125290)
(625) fl,l (N) < ln IDN et f2,1 (N) < ln lnN :
Minoration de In(InN). On a
InN = (29(30)—1—29(:@,2,1)) >20(z) si k=1
=2
= (—21112 + 20 () + 29(331-,2, 1)) >20(zx) —2In2 si k=2
i=2

D’apres ([29] page 359) on a
O(x)>x(1—1/(8Inzx)) pour x> 19421.
Alors pour = > 19421, 20 (x) > 260 (x) — 2In2 > 1.974z par suite
(6.26) In(InN) > (Inz) (14 0.68/1nx)
Les formules (6.25) et (6.26) impliquent

fii(N)<e’ et f3;(N)<e’/2 pour x> 19421
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Alors d’apres le lemme 6.7

fi1(n) <e’ pour n > N1(}19421) et fy1(n)<e’/2 pour n > N2(}19421),

N1(7119421) est le nombre o7 ; —colossalement abondant associé a 19421

N2(7119421) est le nombre o3 ; —colossalement abondant associé a 19421.

En utilisant les résultat du §6.1 on établi un programme en fortran qui calcule les nombres o7 ;—
colossalement abondants N tels que 1 < N < N1(,119421) ils sont en nombre de 2283 et on constate que
fia (N) < €” pour N > 72 ce qui permet de conclure pour n > 72 ensuite on termine le calcul pour
2 <n < 71 On fait de méme pour la fonction f3, (n). Les nombres o3 ; —colossalement abondants N
tels que 1 < N < N2(}19421) sont en nombre de 2226 et on a f5, (N) < €7/2 pour N > 33075.

Pour k=3 et N = Né? le nombre o}, — c.a. associ¢ a x, on a d’apres la formule (6.20)
N _1 1\ !
(6.27) () <mEem@) 2 ] 1—=) .
_ p
p<z, p=I(3)
D’apres la proposition 3.1 assertion 1 page 39, on a

-1
H <1 - 1> < ap; (Inz)/#® exp { 0'314} .
P ’ Inz

p<z, p=I(3)

Sachant que (n + 1)! > 2™ pour tout nombre entier n > 2, on a

+0o0 n +oo n
0.315 1 /0.314 0.314 0.314
) =1 — 1
exp( Inz > +Zn! ( Inx > s Inx ngo (21nx>

n=1

Pour z > 19421, on a

2Inx 2Inx

0.314 = n
—277 £ 0.015955 et Z ( > < 1.016214.

n=0

On obtient enfin

(6.28) 11 (1 - 1> - < asy (Inz)'/? (1 + 0‘32O2> .

p<z, p=I(3) p nz

De la méme maniere on obtient

1\ 2
(6.29) H <1 - p> <asy (lnfb’)l/z <1 + 0 866) pour x> 10,

Inx
p<z, p=I(3)

Minoration de (In (2In N))Y2. On a In (2In N) > 260 (x;3,1). D’apres ([23] page 398)

1 2.072
0(x;3,1) > (= — z pour 19421 <z < 10'°
( ) <2 \/19421> P -

et

1 0.00456
0 (z;3,1) > ( -

5 > ) T pour x> 10,
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Il en résulte

@) > ()t (14 S20) pour 19421 <0 < 10%
nz
(6.30) et
34171
log (2In N 25 (Inz 2 1+03 ! pour x> 10%.
1
nz

Les formules (6.27), (6.28), (6.29) et (6.30) impliquent
ﬁ;z<P%§?) <agz; pour x> 19421

cela prouve que

19421 19421
fi1(n) <az1 pour n > N:’E,l ) et fia(n) <azz pour n> N?E’2 ),
N (19421) " AR
3.1 est le nombre o3 ; —colossalement abondant associé a 19421
N§129421) est le nombre o3 ,—colossalement abondant associé a 19421.

Ensuite on a calculé par ordinateur
(19421)

tous les nombres 03 ; —colossalement abondants N < Nj | (1119 nombres)
tous les nombres o3 ,—colossalement abondants N < N§}29421) (1154 nombres) .

On a constaté que f3; (N) < as,1 pour les nombres o}, — c.a. N tels que 72 x 132 x 19% = 2989441 <
N < Ng(,ll%?l) et on a terminé le calcul pour les nombres n tels 2 < n < 2989441.

Pour [ = 2, on a trouvé fg}Q(N) < a2 pour les nombres Uzvl —ca. N telsqued4d < N < N:§7129421) et
fr(2) =1749- - > a3z et f;,(3)=1.127--- <aspo.

Remarques 6.2

1. fii(n)>¢e pour n =3, 4, 5, 8, 16.

2. f31(n)>¢e/2 pour n=3,...,25,27,36,45,63,72,81,108, 135,162, 225, 675.

3. f31(n) >a31 pour n=2,...,36,49,98,147,196,245,294, 343, 392 441, 490, 539, 588, 637, 686,
1029, 8281.

4. f35(2)=1.749--- > a3po.
(19421)

5. Pour k =1, 2, 3, les nombres o, ;—colossalement abondants IV, , sont
NIPRD = 91853l w58 5 70 % 110 x 139 x (17 x -~ x 37) x [ P 2
(v - Px I »
41<p<191 193<p<19421
NIPED = 38w O x 11518 x (17 x - x 30 [ P> [ 4
41<p<191 193<p<19421
NSPPY = 78 %137 x (19 x 31 x 37)" x I1 P x I1 2
41<p<191, p=1(3) 193<p<19421, p=1(3)
NP = 218 5% % 1% % (17 x 23 x 20) x I1 p3 x I1 .

41<p<191, p=2(3) 193<p<19421, p=2(3)
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CHAPITRE 7

LE NOMBRE DES DIVISEURS D’UN ENTIER DANS
LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES (d;;(n))

Résumé

Soient k£ et [ deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 < [ < k. Pour un nombre entier

n= ][] p® > 2, on considere les fonctions
pe|n

B Cn et gy (0 (i) (n( (B Inn)
d'f’“”)‘pa“ml}zl(kf T et Flmkl (1n2) (inn)

ou ¢ (k) est la fonction d’Euler. Nous introduisons, étudions et donnons la structure des nombres
di,;—hautement composés supérieurs (dy; — h.c.s.). Ces nombres généralisent ceux définis par

S. Ramanujan [4] (voir l'article de synthese de J. L. Nicolas [21] pour davantage d’information et
une abondante bibliographie sur le sujet). Nous prouvons que le maximum absolu de F(n;k,l) est
atteint sur ces nombres et nous le donnons explicitement pour k£ = 1,2,...,13. Les résultats obtenus

généralisent ceux de J. L. Nicolas et G. Robin dans [20]. Nous les résumons dans le :

Théoreme 7.1

Pour k et | deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <1 < k, on a

1. lim supF(n;k,l) =1 et il existe une infinité de nombres n > 2 tels que F(n;k,l) > 1.
n—-+00

2. La fonction F(n; k,l) atteint son mazimum absolu en un nombre dy, ;—hautement composé supérieur.

3. Pour k=1,2,...13, le mazimum absolu X\ (k) de F(n;k,l) est donné dans la table de la page 71
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7.1 Les nombres d;,;— hautement composés supérieurs
(dw — h.C.S.)
Lemme 7.1 (et définition) Pour k et | deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 <1 < k

et € un nombre réel € > 0, il existe un unique nombre entier N = N,ﬁ‘l(s) qui vérifie

gy (n) _ diy (N) dig(n) _ dieg (N)
= < e pour n <N et e < Ne

pour n > N.

Démonstration. La limite, lorsque n — 400, de la fonction dj; (n) /n® étant nulle alors elle atteint
son maximum en un nombre fini d’entiers. N est alors le plus grand. Le nombre N est appelé
di,; — h.c.s.

Lemme 7.2 (et définition) Pour tout nombre entier a > 1 et x réel x > 1, on pose

1 a+1
H(m,a)zlnxln< 5 >

Pour tout € > 0, l’équation H (x,a) = € posséde une unique racine xo > 1. On définit ainsi une suite

(Ta)gen+ dans |1,400[. On note x1 = x et on a
1. La suite (2q)yen- €St strictement décroissante.
2. Pour x > 60, ona$2>\/ﬁ

3. Pour > 2 ona

In (1+l)

1 1
o et xo < Ty < xainz
In2

ot v(a)=

Démonstration.

1. Ona €= H (z,1) = H (zo,) = H (xq41,a+ 1). Puisque la fonction H (x,«) est décroissante
par rapport a ses deux variables, alors H (o, ) = H (za+1,a + 1) < H (2441, @) par suite x4 > Tot1-
2. Ona

21 2 In2
H(V2x,2 —H(x,l):M—n—>0 pour x > 60.
In2+Inz Inzx

Donc H (V2z,2) > H (z,1) = H (22,2) dot z3 > V2z.
3. De l'égalité H(zq, ) = H(z,1) vient z, = 29 ot

l<v(a)zln(1+§) 1

1 1
pour « > 2 implique zo <z, < xohnz,
« In2 aln?2

Lemme 7.3 Soient ¢ >0 et N = N/?,z (¢) le nombre dj; — h.c.s. associé a €.
1. Tout diviseur premier p de N est congru a | modulo k.

2. Pour tout diviseur premier p =1 (k) de N avec exposant o> 1 on a
H(p,a+1)<e<H(pa) e x441<p<zq

3. Si €>e1 tel que 1= H (p1,1), (p1 est le premier nombre premier congru a I modulo k) alors
N =1.

Démonstration. Analogue & la démonstration du lemme 6.4 chapitre 6 page 53.
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Lemme 7.4 Soient € tel que 0 < e <ey et N =N}, () le nombre dy; — h.c.s. associé a e.

1. Soit p=1(k) wun facteur premier de N avec exposant o > 1. On a

1 Inzx Inzx
“:E<pe—1>“<1n2><lnp> DI

E(t) désigne la partie entiére de t.
2. Soit x = x1 le premier terme de la suite de la définition 7.2 qui est défini par H (x,1) =
(In2) /Inx =e. Le nombre N = N,?’l(g) a la structure suivante
N = H p X H p2 X - X H ™"
p=l(k), za<p<z p=l(k), z3<p<wzs p=lU(k), Tm+1<p<Tm

m est le plus grand indice tel que Tpmy1 < p1 < T,

m=F ( L > Inz (x — +o00) et m< Inz
= ~ — RS
p;—1 (In2) (Inp;) ~ (In2) (Inpy)

On dit aussi que N est associé a x et le note par N,?l(:c).
Démonstration. Déduction directe du lemme 7.3.

Lemme 7.5 Pour tout p=1(k) on pose

E,={H (p,a) ot «a>1} et E:UEp.
p

Pour tout € > 0, il n’y a qu’un nombre fini d’éléments de E supérieurs a €. On range les éléments de
E en une suite décroissante €1 > €9 > --- avec €1 = H (p1,1).

1. Soient ¢; et g,41 deux élements successifs de E. Alors quel que soit € > 0 tel que g; > € > €41
on a N,ﬁl (e) = N,?,l (€:).

2. L’ensemble des nombres dj;—hautement composés supérieurs est
{1} U {N,ﬁl(ei) tel que ¢; € E} etona 1< N,ﬁl (e1) < N,ﬁl (e2) < ---.

Démonstration. Analogue a celle du lemme 6.6 chapitre 6 page 56.

Voici a titre d’exemples les premiers nombres dy; — h.c.s. pour k =1, 2 et 3.

k=1letl=1

€ N. dei(Ne) | F(Neik, 1)

e>e1 =1 1 1 indéfinie
€1 >¢e>¢ep =0.630929 - - - 2 2 —0.528766 - - -
€a > & > e3 = 0.584962 - - - 2x3 4 0.650978 - - -
€3 > e > eq = 0.430676 - - - 22 x 3 6 0.946886 - - -
€4 >6>¢e5 =0.415037--- | 22 x3 x5 12 1.234235 - - -
€5 > e >e6=0.369070--- | 25 x3x5 16 1.308415 - - -
€6 > e >e7 =0.356207--- | 22 x32 x5 24 1.380756 - - -
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k=2etl=1
e N. dii (No) | F(Ne;k, 1)
e>e = H(3,1) = 0.630929 - - - 1 1 indéfinie
€1 > e > ey = 0.430676 - - - 3 2 0.0856060 - - -
€9 > & > e3 = 0.369070 - - - 3x5 4 0.735753 - - -
e3> & > e4 = 0.356207 - - - 32 x5 6 0.907738 - - -
€4 > &> e5 = 0.289064 - - - 32 x5x7 12 1.090367 - - -
€5 > & > e = 0.270238 - - - 32 x5 x7x11 24 1.180250 - - -
€6 > € >e7 = 0.261859 - - - 32 x5x7x11x13 48 1.236140 - - -
k=3etl=1
e N, di1(Ne) | F(Nejk, 1)
e>e = H(7,1) = 0.356207 - - - 1 1 indéfinie
€1 > e > ey = 0.270238 - - - 7 2 0.698324 - - -
€9 > & > e3 = 0.235408 - - - 7% 13 4 0.975261 - - -
€3 > e > ey = 0.208367- - - 7 x 13 x 19 8 1.087309 - - -
€4 > € >e5 =0.201849 - - - 72 x 13 x 19 12 1.118816 - - -
€5 > e > e = 0.191958 . - - 72 % 13 x 19 x 31 24 1.159293 - - -
€6 > & >e7 = 0.184288- - - 72 x 13 x 19 x 31 x 37 48 1.186273 - - -
k=3etl=2
e N, di,1(Ne) | F(Neik,l)
e>e1=H(2,1)=1 1 1 indéfinie
€1 > e > ey = 0.584962 - - - 2 2 0.471233 - - -
g9 > & > e3 = 0.430676 - - - 22 3 1.165925 - - -
€3 > e >e4 =0.415037 - - - 22 x5 6 1.544848 - - -
€4 > e >e5 =0.321928 - - 2% x5 8 1.625265 - - -
€5 > & > e = 0.289064 - - - 2t x5 10 1.645533 - - -
€6 > e >e7 = 0.263034 - - - 2% x5 x 11 20 1.661929 - - -
g7 > e >eg =0.251929- - 2% x 5 x 11 24 1.659266 - - -
eg > e >e9 = 0.244650--- | 2° x 5 x 11 x 17 48 1.641937--- .

7.2 Lemmes préparatifs

Lemme 7.6 Soient a et b > 2 deux constantes. On considére le fonctions

Ag(T) =InT + ag et By(T) = % -~ bb%l
1. (a) Sia<é€?, alors la fonction A.(T) est croissante dans lintervalle [e, +00] .
(b) Sia> €2, alors la fonction Aq(T) est convese dans Uintervalle [e?,400] .
2. La fonction By(T) est croissante dans l'intervalle [82, eb] et décroissante dans l’intervalle [eb, —|—oo] .
Démonstration. Elémentaire.
Lemme 7.7 Soient exp (62/g0 (k:)) <N; <n <Ny ot Ny <Ny sont deux nombres dy;—hautement

composés supérieurs succéssifs. Alors
F(n;k,1) <max (F(Ny;k,l), F(Nak,l)).

Démonstration. D’apres le lemme 7.5, il existe deux éléments de E succéssifs g;11 < ¢; tels que

Ny = N,?’l (e;) et Ny = N,?’l (€i41) - Soit € > 0 défini par

deg(N1) _ dgi(N2) . _ In((diy(N2)) / (dry(N1)))
NG = Nz € est donné par ¢ = In (Na/N) .
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Par définition on a
dk,l(Ng) dk,l(Nl) dk,l(Nl) dk,l(NZ)
— < = et = S Ty
N3 Ny Nyt Nyt

ce qui implique €;41 < e < g;. Si g41 < € < €4, le nombre Nj serait égal, d’apres le lemme 7.5, a N,

ce qui entraine
dri(N1)  drg(Na) - dy,1(N1)

N: =N : N: absurde.

Donc € = €441 et il en vient
In (ko(NQ)) — &i+1 In (NQ) =In (ko(Nl)) — &i+1 In (Nl) .

Maintenant on a
In (ko(n)) <git1lnn+1In (ko(Ng)) —€ir11n (NQ)

ce qui donne

Eitl In(p (k) Inn) €it1
. < —
F(n;k,l) < o <In(g0 (k)Inn) +a o (k) o ln2Aa(cp (k)Inn)
ou
InT .
Ao(T)=InT + @~ (notation du lemme 7.6)
avec
In (di(N2)) — €i4+1 In (N In (di 1 (N1)) — €41 In (N
o= (k) 0 (dii( 2))A €i+11n (Ng) k) 0 (i 1)). giv1In (V1)
Ei+1 Ei+1

Puisque €2 < ¢ (k) In N1 < ¢ (k) Inn < ¢ (k) In No, alors d’apres le lemme 7.6, si a < €2

F(n;k,1) < j*; Aa(p (k) In Na) = F(Na; k,1) < max (F(Ny; k, 1), F(Nask,1))
n

et si a > e?
F(n;k,1) <max (Ag(e (k) InNy), Aa(e (k)InNy)) = max (F(Ny;k, 1), F(Na;k,l)).

Lemme 7.8 Soit Ny = N,?l (e0) le premier nombre dy;—hautement composé supérieur qui vérifie

exp(e?/p (k) < No. On a
F(n;k,l) < F(No; k,l) pour 2<mn < Nj.

Démonstration. Par définition on a

di(n) < dy,1(No)

nf  —  N§°
d’ou
£0 In(p (k) Inn) €0
. < 2 _ Y
F(n; k1) < o <ln(g0 (k)lnn) +a oK) Inn 1n2AOL(<p(k:) Inn)
ol

In (dk,l(NO)) —£€0 In (NO) ot A (T) =InT + ahli
a - T °

a=a(k,l) = ¢ (k) =
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Pour k tel que ¢ (k) > 12, on a exp(e?/12) < 1.8512, alors d’apres le lemme 7.5, on a

No=pi(k,l)=p1 et eo=H(p,1)= 111?})21
p1 = le premier nombre premier congru a [ modulo k£ d’ou
a:cp(k:)ln2_ln2 _0
€0
Puisque ¢ (k)Inn < ¢ (k)In Ny alors
di,i(No) In(p (k) In No)

&
F(ni k1) < ﬁln (¢ (k) In Np) =

m2) Ny L Woik D).

Pour les nombres £ tels que 1 < ¢ (k) < 10 qui sont les éléments de ’ensemble
r={1,...,12,14,15,16, 18,20, 24,30}
on a calculé les nombres Ny correspondants et vérifié que

max a(k,1) = a(14,3) = 4.676866 - - - < 2.
kek, 1<I<k, (I,k)=1

Alors d’apres le lemme 7.6, on a pour ces valeurs de k

F(n;k,1) < %Aa (p (k) InNo) = F(No; k,1) pour e <o (k)lnn) < ¢ (k)InNy.
n

Ensuite, on a terminé le calcul pour les nombres n tels que 2 < n < exp(e/p (k)).

Lemme 7.9 ([20] pages 489 et 490) Soit

A=A (k,1) = max (F(n;k,1)) = F(N; k,1).

n>2

Alors N est le nombre dj,;—hautement composé supérieur associé a

In(p(k)lnN)—1

== ) S )

Démonstration. D’apres le lemme 7.8 on a N > Ny = Ny (p). Alors
o (E)InN > ¢ (k) In Ny > €2

Pour montrer que N est le nombre dj, ;—hautement composé supérieur associé a ¢, il suffit de montrer

les deux inégalités suivantes
In(dg;(n)) —elnn < In(dgi(N))—eln N pour n > N

In(dg(n)) —elnn < In(dg(N)) —elnN pour n < N.

Ecrivons

In(di;(n)) —elnn = <In(dk71(n)) — )\m) + (Am —¢ln n) :
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La premiere parenthese est < 0, quant a la deuxieme parenthéese on I’écrit, avec les notations du lemme

7.6, sous la forme

In2
)\8{;) By (T) avec b=In(p(k)InN)>e? et T =y (k)Inn.
¥
L’assertion 2 du lemme 7.6 et I’égalité

Aln2

PO (eb> = In(diy(N)) —eln N

nous permettent d’obtenir
In(di;(n)) —elnn <In(dg;(N)) —eln N pour n> N

et
In(di;(n)) —elnn <In(dg;(N)) —eln N pour No <n < N.

Nous devons vérifier la derniere inégalité pour 2 < n < Ny. Puisque Ny est dj;—hautement composé

()

d.1 (N di (N N\°  dpi(N
kot g) < Ry (N < wi(V)
(No) Ne

N & N €0
(N) < <N> ce qui implique ¢ < €.
0 0

diai(n) _ dii(No) o, n\”
< N d’ott dyy(n) < ((%) )dk,l(No)

supérieur associé a g alors

dk,l(N)<dk,l(N0) doi d(N)
(N)* = (No)™ d.1(No)

IN

On a aussi

On obtient alors

Soit n < Npy. On a

ce qui implique
= () () (95 - (G)) ()

dy,1(No) <dk,z(N)
(No)* = N°¢

Puisque

n<Ny, e9—e>0 et

alors
di.1(n) < dia(N)
n® — N¢
Lemme 7.10 Soit xo le deuziéme terme de la suite de la définition 7.2. D’aprés le lemme 7.2 on a

o =2 ot 6=1In(3/2)/In2. Pour k=1,2,...,13 et x > 25000, on a uniformément pour

qui équivaut a In(dg(n)) —elnn <lIn(dg;(N)) —eln N.

X o
0.842746—2— < @ (z:k, 1) < 1.157254—~—
oy < PR o (F)
)
0 < 6(a20 k1) <2.286045——
= (w ’ ) < o (F)
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et
0< 0 (x2: k1) _ 0 (2% k,1) - 2.712615
0 (z;k,1) 0 (z;k,1) xl=o

Démonstration. C’est une simple application numérique des théoremes 1 et 2 de [23] page 398.

7.3 Démonstration du théoreme 7.1

1. D’apres le lemme 7.7, on a

lim sup F(n;k,l) =lim sup F(N;k,I) ou N est dy;— h.c.s.

n—+00 N—+4o00

Soit N = N ,? ,(z) un nombres dj, ;—hautement composé supérieur associé a x. Du lemme 7.4 vient

F(N: k1) = ggi l]z g
1 (& a+1 =
Fiwhl) = m(zwm;k,mn( a )) (m(wk) (Ze@a;k,w)))
a=1 a=1
Fy(x; k1) = Ze(ma;k,l) (m(x1;k,0) =7 (x5 k1) et O(xy5k,1)=0(x;k,1)).
a=1

Le théoreme des nombres premiers dans les progressions arithmétiques

x x
w(z k)~ ——— et O(xz;k, 1)~
(#:5) o (k)Inz (@) ¢ (k)

et l'assertion 3 du lemme 7.2 nous permettent de vérifier que

Fl(xakvl)

Fywik,l) ™! dou F(N;k,l) ~ 1 lorsque  — +00.

On a aussi
Fi(z;k, 1) (m(z;k,0) (In (@ (k) 0 (25 k,1)))
Fy(x; k,1) 0 (x;k, 1)+ 0 (w5 k, 1) + -+

Alors en écrivant

I’assertion 3 du lemme 7.2 nous permet d’obtenir

(7 (x5 k, 1)) (In (p (k) O (25 k,1))) 1
0 (z;k,1) + 0 (w2;k, 1) + - -- —1+lm+0<

ln233> > 1 pour x assez grand.

Donc il existe une infinité de nombres N pour lesquels F(N; k1) > 1.

2. Est une conséquence immédiate des lemmes 7.7 et 7.8.

3. Nous remarquons d’abord que pour z > 25000, le nombre N = Nii(z) > Ny (Np est le nombre
décrit au lemme 7.8). Si le maximum absolu A(k,[) de F'(n; k,l) est atteint en un nombre N = Ny ;(x)

avec = > 25000. Alors par application des lemmes 7.9, 7.4 et 7.2 on obtient

Ak, 1) < frax(23 K, D)
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ou
In (¢ (k)6 (z; k1) 0 (2% k,1) 1
Inz 0 (z;k,1) (In2)(Inpy)
n 1
(Inz) (In (¢ (k) 0 (2 k,1)) — 1)
D’apres le lemme 7.10 on a pour x > 25000

fmax(x; ka l) =

avec d =1In(3/2)/1n2.

fmax(x; k, 1) < 1.109866 uniformément pour [.

Alors

A(k,1) < max (1.1098667 max (F(N; k:,l)) .
N<N},(25000)

Pour toutes les valeurs k du théoreme et | premier avec on a calculé les nombres dj;—hautement

composés supérieurs N < N ,? ;(25000) et vérifié que

Ak, 1) < max  (F(N;k,1).
N<N},(25000)

Dans la table suivante on trouve les valeurs de A (k) = le maximum absolu de F(n; k, ) uniforme pour

lpour k=1,...,13.

k )\(k’) lg N:Nk,l (E) >4 dkle(N) Z

1 | 1.537939--- | 1 | 2°-3%.5%2.7.11-13-17-19 0.235408 - - - 2304 2896
2 | 1.348897--- | 1 | 3*.5%2.7%2.11...43 0.184288 - - - 46080 2876
3 ]1.661929--- | 2 | 2%.5.11 0.289064 - - - 20 1464
4 | 1.448428... |3 | 3%.7.11-19-23 0.2106472--- | 64 1453
5 | 2.071053--- | 2 | 2%.7 0.356207 - - - 8 743
6 1.298412--- | 5 | 5%.11%2.17-.23-29-.41-47-53-59-71 | 0.162608 - - - 3072 1444
7 | 2.427439... | 2 | 28 0.415037 - - - 4 487
8 | 1.646895--- | 3 | 3%-11 0.261859 - - - 8 734
9 | 2427439... | 2 | 28 0.4150337--- | 4 500
10 | 1.614755--- | 3 | 3%.13 0.261859 - - - 8 727
11 | 2.228805--- | 3 | 32 0.369070 - - - 3 290
12 | 1.383712 5 | 5%.17-29-41-53 0.174583 - - - 64 726
13 | 3.214459... | 2 | 22 0.584962 - - - 3 264

> désigne le nombre des nombres dj; — h.c.s. < N (25000) .

Autre méthode. On peut utiliser les lemmes 7.7 et 7.8. Alors on majore, pour x > 25000, la fonction

F(N; k1) = Fy(x; k,1)/Fa(x; k1) on N = N,ﬁl(:z:).

Fi(z; k1) = ﬁ ( 7 (o k, 1) In <a;‘,¥— 1)) (ln (go (k) (Zﬂ(xa;k,lo))
a=1 a=1

Fy(xz; k1) = Zﬁ(aca;k:,l) (m (13 k, 1) =7 (x; k1) et O (x13k,1) =0 (x5 k,1)) .

a=1

ensuite on fait le calcul pour les nombres N tels que Ny < N < Nl?l(25000).




CHAPITRE 8

UNE VERSION EFFECTIVE D’UN THEOREME DE
BATEMAN

Résumé
On désigne par ¢ (n) la fonction arithmétique d’Euler qui compte le nombre des résidus inversibles modulo n
et on pose pour tout nombre réel x > 0
O (z) = Z 1 (®(z)=0 pour0<z<1).
p(n)<z
Plusieurs mathématiciens ont étudiés la fonction @ (z).
ERDOS, en 1945 dans [12], a montré que ® (x) ~ A x  quand 2 — +oo pour une constante convenable A, cette
constante fut calculée par la suite, elle est donnée par A = ({(2) ¢ (3)) /¢ (6) = 1.943596436. Bateman en 1972
dans [6] a entrepris 'étude du reste R (z) = ® () — A z. Par une méthode analytique basée sur I'intégration
sur un contour dans le plan complexe il montre que

(8.1) R(x)=0 (J;exp (— (1—2¢) W)) pour tout € > 0.

SMATT, en 1992 dans [31], obtenait l’estimation effective suivante : Pour = > 3

ln(ln(lnm))+4—log2> (Inx) ln(lnx)}.

. < 1. _ _
(8.2) |R(x)] <1 4xlnmlnlnxexp{ (1 I (I 2) 5

Stankus, dans [33] en 1996, a montré que

(8.3) R(z)=0 (;1: exp {— (1 + Clnl(rirzl(rlf;f))> (Inz) 1;1 (Inz) }) pour C > 0.

Balazard et Tenenbaum, dans [5] en 1998, ont amélioré (8.1). Ils ont obtenu
I )3/
R(z)=0 [ zexp —a% pour une constante positive a.
(In (Inx))™"”
Dans ce chapitre nous allons démontrer le
Théoréme 8.1

1. Pour z > 108
1 /(lnz)ln(lnz)

|R(z)| < 3775 x exp{—20 2} .

2. Pour z > exp (exp(10))

\R(z)| < 0.972 & exp{_ (1 8.126 ) (Inz)mn (mx)}

" In(Inz) 2

3. Pour z > exp (exp (exp (30)))

|R(z)| < 0.972 2 exp { <1 i 0'1791n (In (lnx))> (Inz)In (Inz) } '

In (Inz) 2
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8.1 Définitions et notations

On considere les fonctions a variable complexe s = o + it suivantes
1

G(s) = H (I4+wp(s)) ou wy(s)= S pls pour R(s) >0

+oo 1 1 -1
C(s) = nz::lnszl;[<l—ps> pour R (s)>1
Z(s) = G(s)(¢(s) pour R(s)>1.

La fonction Z (s) se prolonge analytiquement dans le demi plan complexe R(s) > 0 avec un seul pole
simple en s = 1 de résidu égal a A.

Pour  un nombre réel on note par F(z) la partie entiere de x et par 7 (z) la fonction qui compte les
nombres premiers p < x. Pour n > 1 on désigne par p(n) le nieme nombre premier. Pour les fonctions

7 (x) et p(n) on a les résultats suivants

(8.4) 0.9211i < 7 (z) < 1.10555 x li pour z>30 ([34] page 11)
nr nr

(8.5) ﬁ < 7 (z) < 1.058 ﬁ pour 2 > 108 ([9] page 40)

(8.6) p(n) >nlnn pour n>16 ([9] page 14).

8.2 Lemmes Préliminaires

Lemme 8.1 Soient t, o, 3, 0¢ et v des nombres réels tels t >ty > 107, a > 1

Inlnt Inlntg 2Int at
b=ht)=1 It = ° ! Inty tl<vsh=exp (lnlnt) =¥ Int
On pose
aY
d
J(t, v, a) :/ 7uﬁ
v (ulnu)
On a
exp(2) — 1 2 x al7% x Intg Int
J(t - 2).
(v, ) < ( (Inv)?° Intg —Inlntp+Ina/ Inlnt exp(2)

Démonstration. On écrit
Y1 d aY d
J(t,U,a):J1+J2 ou le/ 7@65 et J2:/ 7,”,6
v (ulnwu) vi (ulnuw)

Pour obtenir le résultat annoncé il suffit de majorer Jj et Jo. On a

1 1 18 1-8 exp(2) — 1 Int
< — .
J1< (Inv)“° (1 —ﬁ) (Yl v ) < (Inv)°° “Inlnt

Pour majorer Jy on remarque que

>Y e > > 100) = 2 - — ] — .
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Alors

aYy 1-8 1-8
1 2 Y 2 Y,
J2<2/ (1 b x) du (@¥) 73 L
Yy 1-6" Inu/) (ulnuw)’ 1-06\In”(aY) 1-6\In’Yy;
2 (aY)F _(2al7P Int A < 2 a7 Int, Int
1-46\1nf (aY) - \1-p Int —Inlnt+Ina/ ~ Intg—Inlntg+Ina \In(Int)

2 vy P 2Int exp(2) 2lnt \ P
1-7 <1n15 Y1> " hn (Int) ((mm)ﬂ = —exp(2) <lnlnt> < —exp(2)

Inlnt

et

alors

2 o770 Int, Int
J — 2).
2 < <lnt0 —Inlntg —i—lna) In (Int) exp(2)

Lemme 8.2 Soient

Inln [¢| Inlntg

b=1. 1, to=1 = 6(|t) =1- - ‘
000001, to =100, 8= A(|t]) 0] <% 101n ¢

1. Pour s=o0+it tel que oo <B=p0(t]) <o <b et |t|>1t ona

1Z(s)] In |£]
< 2.515 .
3 1.185
2] 2]

2. Pour s=op+it avec |[t| <100 ona |Z(s)| < 1668.803.
Démonstration. Pour chaque assertion du lemme on doit majorer G(s) et ((s).
1. Les inégalités

2 <l et fupls) < —2
— our e Wyl S —_—
(p—1° PO P= P =1yt

nous permettent d'éerire  |G(s)| <exp {3, +> 5 +> 5} ou

1 1
> > n< e +poo> 3.57388

(8.7) |wp(s)| < pour p > [t|

p<99
¢ 99 1
=) X
99<p<[t]
t b it \? 1
= 1+ — t .
2 ( +|t|> (|t|—1> 12 o

p>[t|

1 _ 1 _ 1 1
Z ﬁgltllﬂ Z ];:|75|1B Z];_Z;? .

99<p<[t] 99<p<[t] p<[t] p<99

Sachant que

1 1
> —=1802817--- et Y = <In(In|t[)+0.3 (théorémes 5 et 20 de [27])
p<99 p<|t|



75

on obtient
t
>, = (2020408 ) ((m mﬁ) (In (In |¢])) — 3.537282- -

La formule sommatoire d’Abel ([11] page 11) et I'inégalité (8.4) nous donne

2.2111 t
Ity 1+6 g7 Par suite Y <0.596189---
it P oo (In [t]) 3

Nous obtenons en fin
G(s)| < (1.882860..-)exp{(2.020408.-.) ((m\t\)%) (In (1n|t\))}.

Pour majorer [((s)| on utilise la formule habituelle

1 1 1 o B(u
(8.8) ) =Y s N AN 5/ us(+1)du

n=1 N

valable pour tout s# 1 avec R(s) >0 et N > 1 un entier et B(u) = u— E(u) — 1/2 est une
fonction périodique de période 1 qui vérifie |B(u)| < 1/2 pour tout u > 0.

De la formule (8.8) vient

i1 N'0 NP (4 b N
— 5 2 2x B

Puisque

N N
Z LSNPy = (N N N
n=1 6 n=1 n

alors

- 1 1 1 tl+0b
< (N PmnN) (1 ‘
C@)l< (3 )( TV |t|1nN+2N1nN+2ﬁNlnN>

En posant N = E (|t|) dans la derniere inégalité et en tenant compte du fait que [¢t| > 100 et
99 < || =1 < N < |t| on obtient

IC(s)] < (1.335714---) (In [¢])10 .
Les majorations de G(s) et ((s) nous donnent
1Z (s)] < 2.514963 In |¢] exp { <110 +2.020409 (In \t)10> In (In |t|)} .
Remarquons que pour |t| > 100
<110 +2.020409 (In [¢]) 10 > (In (In [¢])) — 0.8151In |¢t| < O

alors

|Z(s)] n|t| In |
<2 514963|I2W <2515 Te5-

2. Ona [G(s)| <exp{>;+>2+>%}. Pour lalasomme > % on peut écrire

t b to \?2 t 2.2111
ZO§(1+)< 0 ) 77r(000)+ —r
3 to) \to—1 to oo (In100)
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Sachant que m(tg) = m(100) = 25 on obtient 3% < 0.296055--- . On a aussi

L

t
>, < (2.020408--) ((1n100) w) (In (In 100)) — 3.537282 - - < 0.057344 - - -

alors

IG(s)| < exp {3.573884 - -« + 0.057344 - - - +0.296055 - - - } < 50.768851 - - - .

Pour majorer ((s) on utilise la formule (8.8). Pour s =09+ it et [t/ <1, on pose N =1 dans la
formule (8.8) on obtient

3 1 oo+ 1
<Z(1l)=-= 32.870606 - - -
CElszm =3+t B

Pour s=o0p+it avec N—-1<[t|<N et N=2.3,...,100 on a

1 N1-oo 1 oo+ N

CEN<ZIN) =) —+ + .
S o (v AN 200N

Alors pour s =09 +it avec [t/ <100 on a

€l <, max {Z(N)}=Z(1) < 32.870606 - .

N=1,...,10
On obtient en fin |Z(s)| < 32.870606 - - - x 50.768851 - - - = 1668.802898 - - - .
Lemme 8.3 Soient
Inln [¢| Inlntg
b =1.000001, to= 5.6 =0(t) =1— t =1- .
) 0 eXp(eXp( ))? /8 /8(| |) h’l‘t‘ € g0 lnt()

1. Pour s =0+t tel que oo < B=0(|t]) <o <bet|t| >ty ona

z 8 In J¢
Z)] _ expd- }exp{5.559n|‘—ln|t|}.
P " e n (In ¢

2. Pour s =00+t et |t| <ty on a |Z(s)| < exp{250}.
Démonstration. Pour chaque assertion du lemme, on doit majorer G(s) et ((s).

1. Les inégalités (8.7) nous permettent d’écrire

t t
|G(s)] < exp {21 + ZQ + 23} expression dans laquelle

1 1
Y= Zln<1+m+a>:6.505955---
L S (p—=1)" " po
t 2 x 107 1
Zg - 107 — 1 Z B
107 <p<|t|
¢ b it \? 1
= (14— t :
= () (i) W Z

p>t]

Sachant que p(664580) = 107 + 19, les inégalités (8.5) et (8.6) nous permettent d’obtenir

¢ 2 x 107 .
>, < <107_1) J(t,v,0) ot v=664579 et a = 1.058.



Par application du lemme 8.1 on obtient

In |¢|
In(In |¢])

La formule sommatoire d’Abel et 'inégalité (8.5) nous donnent

2% 1.058Y [t|'™” 2 x 1.058 -8
- o 2L i),
2] Z 1+ﬁ— < In [¢] ) o0 + %0 2] n[t|

p>|t|

b to \2 2 x 1.058
Zt 14+ = 0 14 220 160744 - -
3 to to— 1 00

On obtient en fin
In |¢]

In(In |¢])

Pour majorer ((s) on utilise la formule (8.8) qui nous donne

—14.778113 - - - .

t
22 < (5.094218 - --)

Alors

IG(s)] < exp{(5.094218---) —7.111414---}.

N
1 N NP t|+b) N7
s REDR

S22 T T 25
On a
N du N=F_1 NP
;iﬁ / ﬁ:1+ 5 <1—ﬂ
il s’en suit
N1=P B-0) , BA-=0), (tI+b)(1-0)
K(S”Sﬂ(l—ﬁ) <ﬂ+ || T 2N + 2N >

En posant N = E (|t|) dans la derniére inégalité on obtient

1 B1—B)  (1-5)(B+b+]t])
<OI=30a m<ﬂ+ T )

Ensuite on vérifie que

|t~ __ (njth*  exp{2lnln|t]}
B(1 =)~ oo(In(Intp)) oo (In (Intp))
et
BA=0) A=pB)(B+b+]t]) 33+ (1+b)to—2
S () R T (P
d’ott

1¢(s)] < exp{—1.296376--- }exp {2In (In [¢])} .

On obtient donc

In |¢]
In(In |¢])

|Z(s)| < exp{—8.407790- - - } exp {(5.094218‘ ) +2In(In \t\)} .

Nous obtenons enfin 'assertion du lemme en écrivant

Z 8.4 41n*(Int In |t
Z(s)]  oxp {=8407790--} \\  ['(5 00ap1s... 4 A Unto)y Ml L
|t] |t] In* |¢| Intg In(In [¢])
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2. Ona [G(s)| < exp{}, + 30 go} < exp {238.890563 - - - } . Pour ((s), on pose N = E(ty)
dans la formule (8.8) on obtient
to 1—0
1 ty °° 1 to +
O [ D s T

n% 1—o9 2(tp—1)"° + 200 (to — 1)7°

n=1

to to l—o0 _ l—og _
21§1+/ du_qpho ol =0
= noo 1 u% 1—o09 1—o09p

d’ott |((s)| < exp{10.173850--- }. On obtient en fin |Z(s)| < exp {249.064413}.

Lemme 8.4 Pour ne{l1,2,...,10}, >100 et t>20 ona

Inlnt Int 2InzInlnz
Inz +— >\ .
Int n n

Démonstration. Pour 20 < ¢ < 1700, on vérifie 'inégalité par calcul direct sur ordinateur. Pour

t > 1700, on considere la fonction

Inlnt n Int
Int n

fnaz(t) =Inz
qui atteint son minimum en t = t(x) qui vérifie Inz =1n?t/ (n(Inlnt — 1)) pour lequel

Inlnt
L+ Inlnt—1

fnz(t)
J/Znznnz f\/mnt (2Inlnt —In(n(nlnt — 1))

Sachant que log (n(Inlnt —1)) >0 pour ¢ > 1700, on peut écrire
na(t 41 [ Inlnt
fra(t) >y+ ou y = L)
Vimzlnlng 2y Inlnt-1

L’inégalité 2+ 1>2y pour y > 1 permet d’obtenir le résultat annoncé.

Lemme 8.5 On considere, pour ¢ > exp(exp(5.6)), la fonction réelle suivante

In(Int) Int
Int —
g It =559 s

vzp(t) =lnx

1. Pour x > exp(exp(9.999)), on a

8.126 .
vz (t) > va(z) = <1 - lnlnx> 2(Inz)In(Inx) avec — mlnx < —264 — vy(x).
2. Pour x > exp (exp (exp (29))), on a
In (In (1 —5.61
vz (t) > v3(z) = <1 + 0.179w> 2(Inz)In(lnx) avec (9}(5;(3;6? < —264 — v3(z).

Démonstration.

1. La fonction v, (t) atteint son minimum en ¢ = ¢(x) qui vérifie I’égalité

(8.9) Inz = f(t) =

In?t¢ 5559 N 5.559
Inlnt -1 Inlnt  1n?lnt/
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Pour = > (exp (exp (9.999)) il existe un unique ¢ = ¢(x) > exp(exp(5.6)) qui vérifie (8.9) en lequel

v, (t) atteint son minimum et 'on a

(1) > Int Inint 5.559 5.559 1 5.559
v n - —
= Inlnt -1 Inlnt  In%lnt Inlnt
ce qui implique

5.059 0.5 0.5
8.10 vz(t) >2Int | 1 — .
(8.10) =(t) < Inlnt  In?Ilnt 1n31nt>

De (8.9) on a

D=

1
1 2 5.559  5.559 \
Int=+vInzvVinlnt |1 — 1-— + =
Inint Inlnt  In“Int
Le développement limité généralisé au voisinage de 0 de la fonction
1 9 _1
((1=2)7) ((1 - 5.5592 + 5.5592%) %)

nous permet d’obtenir

2.2 .2941 25.692140274
(8.11) Int > Vinzvinlnt (1 ;220 T . S057T5 2569 30 ! 6875) :
Inlnt In“Int In”Int
Les formules (8.10) et (8.11) nous donnent
4.4
(8.12) vz(t) > 2vInzVinlnt (1 - 1165t) .
nln

L’égalité (8.9) nous permet d’obtenir
(8.13) Inlnz <2Inlnt —Inlnlnt et Inlnlnz <In2+Inlnint

ce qui implique

Inlnx Inlnlnz —1n2 Inlnx 1.609
(8.14) Inlnt > 5 (1—|- nlne ) > <1+lnlnx) .

Les formules (8.12) et (8.14) impliquent

Inlnz 1+ ﬁi?r??c

1
1. 2 893 L
) > VIt (14 250 )° (1(11)> |

Sachant que

N

8.93
(1 + 1.609y) <1 y) >1-8126y pour 0<y <1

1+ 1.609y
on a

12
vz (t) > va(z) = <1 i 6> V2Inzlnlnz.

" Inlnz

Pour la deuxieme inégalité, on a pour x > exp(exp(9.999))

5.6 5.6 264 vg(x)> <0

-1 264 =1 S S
exp(5.6) na 264+ vy(z) n:c( exp(5.6) Inz Inz

2. De la formule (8.13) vient

nlnt > lnl2na: <1+ (1 In2 ) lnlnln:zc) - Inlnz <1+0.9761nlnlnx>,

Inlnlnz Inlnzx 2 Inlnzx
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En tenant compte de I'inégalité

1 1
(1+x)%>1+§x—§x2pour0<x<8

1 : 9762 Inlnl Inlnl
\/m>ml+ 0.976 0976 Iz nlnlne
2 2 8 Inlnz Inlnz
d’ot

(8.15) i > /> lnlne 4 0.ag7nininay
2 Inlnz

Les formules (8.12), (8.14) et (8.15) impliquent

Inlnl 8.93
ve(t) > V2InzInlnz <1+0.487m> (1 )

Inln " Inlnz

on obtient

d’ou

Inlnl
U2 (t) > v3(x) = (1 + 0.179m> V2Inzlnlnz.

Inlnz
Pour la deuxiéme inégalité, on a pour x > exp(exp(exp(29)))

5.6 264 | v3(w) <0
exp(5.6) Inz Inx '

~exp(5.6)

Inz + 264 + v3(x) =lnx (—

Lemme 8.6 Soient, pour = > x1 > 105, A(z) une fonction réelle strictement décroissante et

strictement comprise entre 0 et 1 et X' > 0 une constante telles que

T 2
(8.16) Ry(z) = / O (u) du — A:BQ‘ <Nz A(z) pour x>z
1

Pour x>x9>x1 telque x (1 — A(az)) > x1, on a

| () — Az| < A x /A (x) ou )\Zg_i_/\/ (1"‘(1‘1‘\/@)2)

Démonstration. On pose h = h(z) = z\/A(z). On a x — h est strictement croissante. Soit
xo > x1 tel que l'on ait x — h > 1 pour z > xy. Puisque la fonction ® (u) est croissante alors

1 x 1 x+h
(8.17) / O (u)du < P (z) < / O (u) du.

h z—h h x
Les inégalités (8.16) et (8.17) et les propriétés de la fonction A(x) nous permettent d’obtenir 1’assertion
du lemme.
8.3 Démonstration du théoreme 8.1

On part de la formule

T 1 b+ico ds
/1 B (u) du = C(5)G(s)a™+ (5] page 242)

B Tm b—ioco 5(8 + 1)
avec b = 1.000001 en tenant compte du fait que

s+1
résidu M, s=1 :é z2.
s(s+1) 2



1. En vertu du lemme 8.2, on déplace le chemin d’intégration de la ligne ¢ = b au contour

_Inln (max {|t|,100}) }
101n (max {|¢t|,100}) |

le{s telque s=oc+it ou o=1

On obtient

2.51
o15 2% I (z)

s ™

Rl(x) §

1668803 Ty 5 f In(inl00)
P17 T0m 100

ou

+oo Inlnt Int 100 q¢
Ii(z) = ~1 B gt et I = ~ % 1615
1(2) /100 eXp< nxlOlnt) prass Ot b 2 /0 2y <O

o —lnxlnlnt Int e _i lnxlnlnt—i—ln—t Int
P 10t/ 185~ P70 Int ' 4 {116

on obtient, par application du lemme 8.4

1 /lnxzlnl
I(x) < 32473 A(z) ot A(z) = exp {_10\/@} |
Inln 100 1 /Inz xInlnz
—Iny—— s+ [ —(—— >15
( rl”@10(111100)4%0\/#)<0 pour z > 10

InIn 100
_nnh, Az).
exp{ 1010 100 nx} < A)

Alors  |Ry(z)| < 883.879 22 A(z). Le lemme 8.6 nous permet alors de conclure.

En écrivant

En remarquant que

on peut écrire

2. On déplace le chemin d’intégration de la ligne ¢ = b au contour

Inln (max {|¢|,t0})
In (max {|t|,t0})

Ly = {s =o0+it on o=1— } ou tg = exp(exp(5.6)).

En tenant compte du lemme 8.3 on obtient

— 61
|Ri(x)] < exp7{T8} 2% I3(x) 4 exp {250} I; 2 exp {_eif)(;g)}
ou
+oo dt 1 [l dt
8.18 I = —vUx(t t Iy =— —Fs <1
(519 o) /to P -velO) g o 7T/0 2+ o

Le lemme 8.5 et la fomule (8.18) nous permet d’obtenir
|R1(x)| < exp (—13) 2% exp{—wa(x)} pour z > exp(exp(9.999)

ensuite on applique le lemme 8.6.

3. Le lemme 8.5 et la fomule (8.18) impliquent
|Ry(z)| < exp{—13} 2? exp{—w3(x)} pour z > exp(exp(exp(29)))

I’assertion vient alors par application du lemme 8.6.
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RESUME

Soient k et | deux nombres entiers premiers entre eux tels que 1 < I < k, {l + km} la progression
arithmétique de premier élément [ et de raison k et n un nombre entier plus grand ou égal a 2.
Le travail présenté dans cette these porte principalement sur ’étude des fonctions arithmétiques
suivantes :

ok,1(n) = somme des diviseurs de n dans la progression arithmétique {I + km} .

0}4(n) = somme des diviseurs unitaires dans la progression arithmétique {I + km}.
On rappelle qu’un diviseur d de n est dit unitaire s’il est premier avec n/d.

oki(n)/of, (n) = quotient de oy, (n) et o} ;(n).

dj,;(n) = nombre des diviseurs de n dans la progression arithmétique {l + km} .
Il s’agit d’étudier le comportement relatif des grandes valeurs de ces fonctions et leurs ordres
maximaux qui seraient déterminés de fagon explicite. Les résultats obtenus généralisent et précisent
les travaux, publiés en 1983, 1984 et 1987, par J. -L. Nicolas et G. Robin qui s’ajoutaient & une suite
de contributions de S. Ramanujan, P. Erdés et L. Alaoglu.
Suivant I'idée de S. Ramanujan, ces fonctions atteignent leurs grandes valeurs sur des suites de
nombres entiers particuliers dont la structure est fondamentale dans les méthodes utilisées.
Le comportement des grandes valeurs des fonctions o (n) et o} ;(n) est lié & la répartition des
nombres premiers dans les progressions arithmétiques et a la position des zéros complexes des fonctions
L de Dirichlet. Cela nous a conduit & établir une méthode de calcul de ces fonctions et de leurs premiers
zéros complexes. Cette méthode est inspirée de celle de D. Davies et C. B. Haselgrove en 1961.
La derniere partie de cette these est consacrée a la fonction ® (z) qui, pour un nombre réel x > 0,
compte le nombre d’entiers positifs n tels que ¢ (n) < x ol ¢ est l'indicateur d’Euler. Pour cette

fonction, on a établi une évaluation effective comparable & celle obtenue par A. Smati en 1992.

Mots clés : Progressions Arithmétiques, Zéros des fonctions L de Dirichlet, Nombres Colossalement

Abondants, Nombres Hautement composés Supérieurs, Oscillation de fonctions arithmétiques.
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