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INTRODUCTION

Plusieurs travaux établissant des liens entre courbes elliptiques et suites récurrentes linéaires
ont été réalisés, essentiellement avec des suites de Fibonacci et leurs généralisations. On peut ci-
ter le travail de Ribenboim [27] qui détermine les points de coordonnées entieres dans certaines
courbes elliptiques grace a 1’étude de certaines suites de Lucas. Bugeaud et al [11] ont montré, par
des techniques modulaires inspirées de la preuve du dernier théoreme de Fermat, que les seules
puissances parfaites dans la suite de Fibonacci sont 1,8 et 144. Plus récemment, Reynolds [26] a
démontré qu’il n’y a qu'un nombre fini de puissances parfaites dans les suites de divisibilité el-
liptiques dont un cas particulier est la suite de Fibonacci. Aussi, il y a eu des études de périodes
de suites récurrentes linéaires modulo un entier m > 2. On peut citer le travail de Brent [10] qui a
étudié les périodes de suites de Fibonacci généralisées. Klaska [21H23]] a étudié la suite Tribonacci
modulo p’ pour un nombre premier p, ainsi que les formules de partition modulo un entier m > 2.
Klagka et Skula [24] ont étudié les périodes de la suite Tribonacci modulo un nombre premier p =1
modulo 3. Wall [137] a étudié les périodes des suites de Fibonacci modulo m et Vinson [35] a étudié
la relation entre la période et le rang d’apparition de zéro dans une période de la suite de Fibonacci
modulo m. Vince [34] a considéré une suite récurrente linéaire d’ordre N quelconque, définie sur
I’anneau des entiers A d’un corps de nombres K et il a étudié les propriétés des périodes de cette
suite modulo des idéaux de A.

Le but de ce travail est de faire le lien entre la combinatoire énumérative et la théorie des
nombres a travers les courbes elliptiques. Plus précisément, 1’étude des périodes de suites récur-
rentes linéaires sur des courbes elliptiques. Il y a un premier travail qui a été fait par Coleman et al
[12] qui ont étudié les périodes des suites de Fibonacci sur les courbes elliptiques. Ce travail peut
étre considéré dans un cadre plus général.

On sait que les nombres de Fibonacci s’expriment comme étant la somme des éléments parcou-
rant les diagonales principales du triangle de Pascal, c’est-a-dire que chaque élément de la suite de
Fibonacci (F;,), est la somme de coefficients binomiaux (”;k) cF1 =Yg (";k) Dans ce contexte,
il existe deux facons de généraliser les travaux de Coleman et al [12]. D’abord, sachant que la

suite de Fibonacci est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, nous sommes curieux de voir si nous



pouvons reproduire ce travail pour les suites récurrentes linéaires d’ordre s + 1 définies par :

up=ur=---=u;,_1=0¢et ug=1,

(0.1)
Uptl = Up+Up—1+ -+ Up—g, (n > S)-

Les éléments de cette suite récurrente linéaire sont la somme des éléments des diagonales prin-
cipales d’un triangle de Pascal généralisé et sont donnés par u, s = Y (";k)s, ot les (}), sont
des coefficients qui généralisent les coefficients binomiaux, donnés par la fonction génératrice
(I+x+---+x)", voir [6]. Cependant, déterminer des propriétés liées a la divisibilité des nombres
premiers pour les suites récurrentes linéaires d’ordre s quelconque n’est pas chose facile. Donc,
pour montrer que nous pouvons généraliser ce travail et avoir une premiere étape vers un pro-
gramme plus vaste, nous 1’avons fait d’abord pour les suites Tribonacci, c¢’est-a-dire s = 2.

Une deuxieme facon de prolonger les travaux de Coleman et al [[12] est de généraliser a la suite
récurrente linéaire (v,),, associée a différentes directions des transversales finies du triangle de

Pascal, définie pour n,p,q,r € Zavecn >0, r>1,0<p<r—1letg+r>0,par

Vpnt+1 =

[(n=p)/(a+7)] (n_qk>x” ———

k=0 p+rk ’

et qui satisfait la relation de récurrence linéaire [8l],

r r r
Vn _x(1> Vn—1 +x2 <2) Vp—2+ -+ (_1)rxr (I”) Vn—r = yrvn—r—qa 0.2)

et ayant la fonction génératrice [9]

ZTrqp yprH(l—XZ)r_p_]
= n+1 (1_ )r_yrzq+r

Lorsque g <0, la suite (v,), est d’ordre r pour tout g (—r < g <0), et le coefficient y" de v,—,_,
est soustrait de 1’'un des coefficients des termes v,_1,...,v,—_, de sorte que, pour —r < g < 0, on

obtienne

Vi —x(I) Vp1 4+ ((—x)r“’ <ﬂ:q) —y’) Vner—q e+ (—x)’C) Vp_r = 0.

Ainsi, le coefficient de ce terme change de statut. C’est ce qu’on appelle le phénomene Morgan-
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Voyce.

Dans le premier chapitre, nous présentons des préliminaires sur les résidus quadratiques et
les courbes elliptiques. Plus précisément, dans la premiere partie nous introduisons un résultat
qui permet de déterminer les nombres premiers p pour lesquels une équation quadratique a des
solutions modulo p. Dans la deuxieme partie, nous définissons la notion d’une courbe elliptique et
nous expliquons comment additionner deux points sur une courbe elliptique donnée par le graphe
d’une équation de Weierstrass.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons des préliminaire sur les suites récurrentes linéaires
d’ordres N et leurs matrices compagnons. Nous définissons la notion d’une suite récurrente linéaire
simplement périodique modulo un entier m > 2 et nous donnons une condition suffisante sur la
matrice compagnon pour que la suite soit simplement périodique modulo m. Ensuite, nous rappe-
lons ce qu’est une matrice circulante et nous donnons ses valeurs propres dans le cas général. Nous
terminons par le cas Fibonacci ol I’on résume les résultats qui nous ont motivé et que nous nous
proposons de généraliser a d’autres suites récurrentes linéaires.

Dans le troisieme chapitre [4], nous traitons lecas r =2, g=—1,x=1lety = \/t dans ,
qui coincide avec la relation de récurrence satisfaite par la suite de Morgan-Voyce. En fait, la suite

de Morgan-Voyce classique (M,,), est la suite récurrente linéaire d’ordre 2 définie par

M, = 1, M, = 1+Z+S,
M, = (2—|—I)Mn_1 —M,_», (I’l > 3)

Toujours en relation avec le triangle de Pascal, on a [8,19] :

L n+k n+k
M, :kZE)M(n,k)tk avec M(n,k) = ( ok )+s<2k+1).

Pour prendre en charge un travail en relation avec les réseaux é€lectriques, A. M. Morgan-Voyce

[25] a défini une famille de polynémes par :

bu(t) = tBy—1(t)+by_1(t) (n
By(t) = (1+0)Bui1(t) +bp1(t)  (n

v

1)
1,

v

avec by(t) = Bo(t) = 1. Ces polynémes b, et B, ont des propriétés fascinantes et intéressantes. Ils

ont été étudiés par plusieurs auteurs, on peut citer, par exemple, Horadam [17], Swamy [32} [33] et



vii
plus récemment Belbachir et al [8, 9]]. Il n’est pas difficile de voir que ces polyndomes vérifient

bu(1) = (24 1)bn-1(t) = bp—2(1), (n=2)
bo(t) =1, bi(t) = 1+t,

et
Bn(t) = (Z‘Jl‘t)anl(t) —anz(t), (l’l > 2)

Byo(t) =1, By(t) =2+t.
Ces polyndmes sont donc un cas particulier de la suite (M,,), et sont obtenus pour s =0 et s = 1.
Dans ces cas 1a, les coefficients M(n,k) sont bien connus dans 1’étude des réseaux électriques.
Pour s = 0, ces coefficients sont exactement les lignes du triangle DFF donné dans le Tableau 1 ci-
dessous [14], alors que pour s = 1, ils forment les lignes du triangle DFFz donné dans le Tableau 2

ci-dessous [15]].

n\k |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 |1

1 |1 1

2 |1 3 1

311 6 5 1

4 |1 10 15 7 1

511 15 35 28 9 1

6 |1 21 70 84 45 11 1

7 |1 28 126 210 165 66 13 1

8 |1 36 210 462 495 286 91 15 1

9 |1 45 330 924 1287 1001 455 120 17 1

10 | 1 55 495 1716 3003 3003 1820 680 153 19 1
11 |1 66 715 3003 6435 8008 6188 3060 969 190 21 1

Tableau 1 : Le triangle DFF

Dans le quatrieme chapitre [2]], nous traitons le cas de la suite quasi Morgan-Voyce introduite

par Horadam [[18]] et donnée par

D=1, Dy=1+1t+s,
D,=2+t)Dy—1+Dy—, (n>3).

Horadam a posé la question suivante : pouvons-nous trouver, si elle existe, une formule pour
D(n,k) comportant des coefficients binomiaux, analogue a celle de M(n,k), c’est-a-dire : D, =

i D(n, k)i ?
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n\k | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 1

1 2 1

2 3 4 1

3 4 10 1

4 5 20 21 8 1

5 6 35 56 36 10 1

6 7 56 126 120 55 12 1

7 8 84 252 330 220 78 14 1

8 9 120 462 792 715 364 105 16 1

9 |10 165 792 1716 2002 1365 560 136 18 1

10 | 11 220 1287 3432 5005 4368 2380 816 171 20 1
11 | 12 286 2002 6435 11440 12376 8568 3876 1140 210 22 1

Tableau 2 : Le triangle DFFz

La réponse a été donnée par Belbachir et al [8, 9]. Elle est négative pour les parametres réels.
Notons que pour t = —1 et s = 1, la suite quasi Morgan-Voyce donne exactement la suite de

Fibonacci (F,)p.

Dans le cinquieme chapitre [3], nous traitons le cas s = 2 dans (0.1)) qui est la suite Tribonacci

donnée par
To=T=0,T,=1,
i1 =Th+Th—1+ T2, (n22)

Dans chacun de ces trois derniers chapitres, nous étudions les propriétés des périodes de notre
suite modulo un entier m > 2. Pour les chapitres 3 et 4, nous définissons une relation d’équivalence
sur I’ensemble (Z/mZ)? et nous donnons un théoréme de partition de 1’ensemble de toutes les
conditions initiales possibles. Nous faisons de méme dans le chapitre 5 sur I’ensemble (Z/mZ)3.
Nous obtenons aussi une relation entre les périodes et les matrices circulantes. Finalement, nous
définissons notre suite sur une courbe elliptique donnée par le graphe d’une équation de Weierstrass
a coefficients dans un corps fini F,(=Z/pZ), ou p est un nombre premier différent de 2, et nous
étudions quelles sont les propriétés qui restent vérifiées lorsqu’elles sont généralisées aux courbes
elliptiques. Il s’avere que la plupart des concepts que nous développons sur les groupes de courbes
elliptiques sont vrais sur tout groupe abélien fini. Cependant, nous traitons les propriétés analogues
dans le contexte des courbes elliptiques puisque c’est ce qui a motivé notre travail.

En Annexe A [1], nous revenons a I’étude de la suite quasi Morgan-Voyce définie ci-dessus

que I’on notera cette fois-ci (QSIS)> . Si nous écrivons Ql(qi)rl =Yri o0 Q(S) (n,k)tk pour n > 0, alors,

n
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dans un premier temps, nous montrons que les coefficients Q(!) (n,k) sont des produits de convo-
lution de suites de Pell. Ensuite, nous montrons que les coefficients Q%) (n,k) sont des produits de
convolution de suites de Pell généralisés.

Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion ou des perspectives sont données.

Liste des articles réalisés : acceptés ou soumis, relatifs a la these.
1. L. Ait-Amrane, H. Belbachir et K. Betina. Periods of Morgan-Voyce sequences and elliptic
curves, a paraitre : Mathematica Slovaca.
2. L. Ait-Amrane et H. Belbachir. Periods of quasi Morgan-Voyce sequences and elliptic curves,
soumis.
3. L. Ait-Amrane et H. Belbachir. Periods of Tribonacci sequences and elliptic curves, soumis.
4. L. Ait-Amrane et H. Belbachir. Quasi Morgan-Voyce sequences as convolutions of iterated ge-

neralized Pell sequences, soumis.



CHAPITRE 1

QUELQUES ELEMENTS SUR LES CONGRUENCES DANS Z ET LES COURBES
ELLIPTIQUES

1.1 Réciprocité quadratique

Cette section est largement puisée du livre de K. Ireland et M. Rosen "A Classical introduction
to Modern Number Theory" [20].

Dans ce qui suit, on considére a € Z et m € N*. Si p est un nombre premier, la résolution de la
congruence x> = a mod p est assez facile. Elle est résoluble si et seulement si a?~1/2 =1 mod p-
Toutefois, si la question est inversée, le probleme est beaucoup plus difficile. Supposons que a est

un nombre entier. Pour quels nombres premiers p la congruence x> =

a mod p est-elle résoluble ?
La réponse est fournie par la loi de réciprocité quadratique. Cette loi a été formulée par Euler et
Legendre, c’est Gauss qui a été le premier a fournir une preuve complete en 1801. Gauss était

extrémement fier de ce résultat qu’il a appelé le Théoreme d’or.

1.1.1 Résidus quadratiques

Pour pgcd(a,m) = 1, a est appelé un résidu quadratique modulo m si la congruence x> =

a mod m a une solution. Sinon, a est appelé un non résidu quadratique modulo m.

Dans ce qui suit p désignera un nombre premier impair.

Définition 1.1.1. Le symbole (a/p) aura la valeur 1 si a est un résidu quadratique modulo p, —1 si
a est un non résidu quadratique modulo p et 0 si p divise a. Le symbole (a/p) est appelé symbole

de Legendre.

Le symbole de Legendre est un outil tres pratique pour étudier les résidus quadratiques. Nous

allons énumérer quelques-unes de ses propriétés.
Proposition 1.1.1. /20, Proposition 5.1.2]

(@) alP~V/? = (a/p) mod p.

(b) (ab/p) = (a/p)(b/p).

(¢) Sia=bmod p, alors (a/p) = (b/p).



Corollaire 1.1.1.1. /20, Corollaire 1, p. 51] Il y a autant de résidus quadratiques que de non

résidus quadratiques modulo p.

Corollaire 1.1.1.2. /20, Corollaire 2, p. 51] Le produit de deux résidus quadratiques est un résidu
quadratique, le produit de deux non résidus quadratiques est un résidu quadratique et le produit

d’un résidu quadratique avec un non résidu quadratique est un non résidu quadratique.
Corollaire 1.1.1.3. /20, Corollaire 3, p. 52] (—1)(P=D/2 = (—1/p).

Le Corollaire est particulierement intéressant. Tout entier impair est de la forme 4k - 1
ou 4k + 3, ce qui permet de reformuler le Corollaire comme suit : x> = —1 mod p a une
solution si et seulement si p est de la forme 4k + 1. Ainsi, —1 est un résidu quadratique pour les
nombres premiers 5,13,17,29,... et p est un non résidu quadratique pour les nombres premiers

3,7,11,19,....

Proposition 1.1.2. [20, Proposition 5.1.3] Le nombre 2 est un résidu quadratique pour les nombres
premiers de la forme 8k + 1 et 8k+77. Le nombre 2 est un non résidu quadratique pour les nombres

premiers de la forme 8k + 3 et 8k + 5. Cette information est résumée dans la formule
(2/p)= (=) V.

1.1.2 Loi de réciprocité quadratique

Théoreme 1.1.3. [20, Théoréme 1, p. 53] Soient p et q des nombres premiers impairs, alors
(@) (=1/p)=(—1)r=1D/2

(b) (2/p) = (_1)(172—1)/8.

© (p/q)(g/p) = (—1)(P=D/2a-1)/2),

Si p ou g est de la forme 4k + 1, alors ((p—1)/2)((g—1)/2) =0 mod 2. Si p et g sont de la
forme 4k +3, alors ((p—1)/2)((¢—1)/2) = 1 mod 2. Cela nous permet de reformuler la partie (c)

de la maniere suivante :

(1) Si p ou g est de la forme 4k + 1, alors p est un résidu quadratique modulo ¢ si et seulement si

q est un résidu quadratique modulo p.



(2) Si p et g sontde la forme 4k + 3, alors p est un résidu quadratique modulo ¢ si et seulement si

g est un non résidu quadratique modulo p.

Comme premiere application de la réciprocité quadratique, on montre comment elle peut étre
utilisée, a I’aide de la Proposition [I.1.1} dans le calcul numérique du symbole de Legendre. Un
exemple devrait suffire pour illustrer la méthode.

On se propose de calculer (23/41). Puisque 41 = 1 mod 4, on a (23/41) = (41/23) = (18/23).
La derniere étape découle de 41 = 18 mod 23. En outre, on a (18/23) = (2/23)(3/23)? = (2/23).
Maintenant, 23 = 7 mod 8, donc (2/23) = 1. Par conséquent, (23/41) = 1, c’est-a-dire, 23 est un
résidu quadratique modulo 41. En effet, 8% = 23 mod 41.

La prochaine application est plus importante. Nous avons remarqué précédemment que —1
est un résidu quadratique pour les nombres premiers de la forme 4k + 1 et que 2 est un résidu
quadratique pour les nombres premiers qui sont de la forme 8k + 1 ou 8k + 7. Si a est un nombre
entier arbitraire, pour quels nombres premiers p a-t-on a un résidu quadratique modulo p? La

réponse, dans le cas ou a = g est un nombre premier impair, est donnée dans le théoréme suivant.
Théoreme 1.1.4. [20, Théoreme 2, p. 54] Soit g # 2 un nombre premier.

(a) Sig=1mod4, alors q est un résidu quadratique modulo p si et seulement si p = r mod g, o

r est un résidu quadratique modulo q.

(b) Sig=3mod4, alors g est un résidu quadratique modulo p si et seulement si p = +b% mod 4q,
q q q q p p q

ou b est un entier impair premier avec q.

Prenons g = 3 comme une premiere illustration. D’apres la partie (b) du Théoreme|l.1.4] nous
devons trouver les résidus modulo 12 des carrés des nombres entiers impairs premiers a 3. Les
nombres 12,5%,72 et 112 sont tous congrus 2 1. Ainsi, 3 est un résidu quadratique pour les nombres
premiers p congrus a =1 modulo 12 et un non résidu quadratique pour les nombres premiers
congrus a £5 modulo 12.

Considérons maintenant ¢ = 5. Puisque 5 = 1 mod 4, nous sommes dans la partie simple (a) du
Théoreme [I.1.4] Les nombres 1 et 4 sont les résidus quadratiques modulo 5, et 2 et 3 sont les non
résidus quadratiques. Ainsi, 5 est un résidu quadratique pour les nombres premiers congrus a 1 ou

4 modulo 5 et un non résidu quadratique pour les nombres premiers congrus a 2 ou 3 modulo 5.



1.2 Courbes elliptiques

Cette section est puisée, en grande partie, du livre de L. C. Washington "Elliptic curves : Num-
ber theory and cryptography" [38]], pour un complément exhaustif, voir aussi [28-30].
Dans cette section K désignera un corps commutatif.

1.2.1 Equation de Weierstrass

Une courbe elliptique E est une courbe lisse donnée par le graphe d’une équation de la forme
y2—|—a1xy—|—a3y:x3—i—a2x2+a4x+a6, (1.1)

ou ap,az,as,ay et ag sont des constantes. Cette équation s’appelle équation de Weierstrass géné-
ralisée d’une courbe elliptique. On aura besoin de préciser a quel ensemble ay,as,a3,a4,a6,x €ty
appartiennent. En général, ils sont dans un corps commutatif, par exemple, le corps des nombres
réels R, le corps des nombres complexes C, le corps des nombres rationnels (Q, I’'un des corps finis
F,(= Z/pZ) pour un nombre premier p, ou 1'un des corps finis F,, ot ¢ = p* avec k > 1. Si la

caractéristique du corps est différente de 2, alors on peut diviser par 2 et compléter le carré

aix  az\2 a? aia a2
(e g) = (e ) 2o o 85 (§ ).

ce qui peut étre écrit comme suit
y%:x3+a'2x2+aﬁtx+a'6, (1.2)

avec y; =y—+a1x/2+a3/2 et ay,dy,ag des constantes. Si la caractéristique est aussi différente de

3, on peut poser x; = x+a, /3 et obtenir
y% :x%—f—axl + b,

pour a et b des constantes données. On vient de voir que toute courbe elliptique définie sur un corps

de caractéristique différente de 2 et de 3 peut €tre donnée par le graphe d’une équation de la forme :

¥ =x +ax+b, (1.3)



ou a et b sont des constantes. Cette derniere équation s’appelle équation de Weierstrass d’une
courbe elliptique. Si a et b appartiennent a K, on dit que E est définie sur K.

Si on veut considérer des points dont les coordonnées sont dans un certain corps L 2 K, on écrit
E(L). Par définition, cet ensemble contient toujours le point a I’infini, noté O, que 1’on définira plus

loin dans cette section. On note donc par E(L) ’ensemble
E(L)={0}YU{(x,y) e LXL|y* =x*>+ax+b}.

Il n’est pas possible de dessiner des graphes significatifs de courbes elliptiques sur la plupart
des corps. Cependant, pour I’intuition, il est utile de penser en termes de graphes dans le plan réel.
Ces graphes ont essentiellement deux formes représentées dans la Figure 1 ci-dessous. La cubique
y?> = x> — x dans le premier cas a trois racines réelles distinctes. Dans le second cas, la cubique
y? = x> 4 x a une seule racine réelle. Dans le cas général, il ne peut pas y avoir de racine multiple
car par hypothese, une courbe elliptique est une courbe lisse, on supposera donc que le discriminant

A = —2%(4a® +27b?) est non nul.

Figure 1.

On a vu qu’en caractéristique différente de 2 et 3, toute courbe elliptique est donnée par le
graphe d’une équation de Weierstrass (I.3). Cependant, en caractéristique 3, il existe aussi des
courbes elliptiques qui sont données par une équation de Weierstrass (I.3). Les deux exemples
précédents sont des courbes elliptiques sur [F3.

Pour des raisons techniques, il est utile d’ajouter un point a I’'infini a une courbe elliptique.
Dans la sous-section 2.3, ce concept sera expliqué rigoureusement. Cependant, il est plus facile de

le considérer comme un point (eo,0), généralement noté par O, se trouvant au sommet de 1’axe



des ordonnées. Pour des fins de calcul, ce sera un symbole formel répondant a certaines regles de
calcul. Par exemple, une droite passe par O exactement lorsque cette droite est verticale (c’est-a-
dire x = constante). Le point O peut sembler un peu artificiel, mais on verra que le fait de le rajouter

a des conséquences tres utiles.

1.2.2 Laloi de groupe

Connaissant deux points, ou méme un point, sur une courbe elliptique, on peut produire de

nouveaux points sur cette courbe.

b

P3

Figure 2.

Sommer des points sur une courbe elliptique

Commencons avec deux points

Pi(x1,51), Pa(x2,y2)

sur une courbe elliptique E donnée par 1’équation y*> = x> + ax + b, on définit un nouveau point P;
comme suit : on trace la droite D qui passe par P, et P>, on verra ci-dessous que D intersecte E en
un troisiéme point P;, on prend le symétrique de P; par rapport a 1’axe des abscisses pour obtenir
le point P3. On définit

P=P+bB.

Supposons d’abord que P; # P, et qu’aucun des deux points n’est le point O. On trace la droite



D passant par Pj et P». Si x; = x3, la droite D est verticale, on traitera ce cas plus tard. Supposons

donc que x; # xp, alors la pente de D est

y2—N
m-— —
X2 — X1

et son équation est donnée par

y=m(x—xi)+yi.
Pour trouver I’intersection avec E, on remplace y dans 1’équation de E et on obtient
2_ 3
(m(x—x1)+31)° = +ax-+b,
ce qu’on peut écrire sous la forme
0=x>—m’x>+---.

Les trois racines de cette cubique correspondent aux trois points d’intersection de D et E. En regle
générale, la résolution d’une cubique n’est pas facile, mais dans le cas présent, on connait déja deux
des racines, a savoir x| et xp, puisque Py et P, sont des points de D et E. Par conséquent, on pourrait
factoriser la cubique pour obtenir la troisieme valeur de x. Mais il y a un moyen plus simple. Si on

a un polynéme cubique x* + ax? 4 Bx + y avec des racines 7, s,1, alors
Bra? 4 Brty=(x—r(x—s)(x—1)=x>—(r+s+o)x*+---.

Si on connait deux racines r et s, alors la troisiéme racine estt = —¢ — r — s.
Dans notre cas, on obtient

x:mz—xl — X3

et

y=m(x—x1)+yi.

Maintenant, on prenant le symétrique par rapport a 1’axe des x, on obtient le point Py = (x3,y3) :
— 2 —
X3 =m" —Xx] — X2, y3 =m(x; —x3) —yi.

Dans le cas ol x| = xp mais y; # y;, la droite passant par P; et P, est une droite verticale, qui

intersecte £ a I’infini (au point O). En prenant le symétrique de O par rapport a 1’axe des x, on



obtient le méme point O (c’est pourquoi on met O a la fois en haut et en bas de I’axe des y). Par
conséquent, dans ce cas, P + P, = O.

Considérons maintenant le cas ot P, = P, = (x1,y;). Lorsque deux points sur une courbe sont
tres proches I'un de 1’autre, la droite D passant par ces deux points se rapproche d’une droite
tangente. Par conséquent, lorsque les deux points coincident, la droite D est la droite tangente. La

différentiation implicite nous permet de trouver la pente m de D :

dy 2 dy 3x% +a
2y— =3 d = = .
ydx X~ +a, onc m I 2

Si y; = 0, alors la droite D est verticale et on pose P; + P, = O, comme ci-dessus (en fait, comme
E est par hypothese lisse, alors y; = 0 implique que le numérateur 3x% +a # 0). C’est pourquoi, on

suppose que y; # 0. L’équation de D est
y=m(x—x1)+y1,

comme ci-dessus. On obtient 1I’équation cubique
0=x>—m’¥*+---.

Cette fois-ci, nous ne connaissons qu’une seule racine, a savoir x|, mais c’est une racine double

puisque D est tangente a E en Pj. Par conséquent, en procédant comme précédemment, on obtient
2
x3=m"—2x;,  y3=m(x1 —x3) =y

Enfin, supposons que P» = O. La droite passant par P; et O est une droite verticale qui intersecte
E au point P{ qui est la réflexion de P; sur I’axe des x. Lorsqu’on prend le symétrique de P| par

rapport a I’axe des x pour obtenir P3 = P| + P>, on revient au point Py, donc
P+0=P

pour tous les points P; dans E. Bien sir, on prolonge ce dernier cas pour avoir O+ O = O.

Résumons la discussion ci-dessus :



Loi de groupe

Soit E une courbe elliptique définie par (1.3). Soient P, = (x1,y;) et P, = (x2,y2) des points de
E avec Py, P, # O. On définit P, + P, = P; = (x3,y3) comme suit :

1. Six; # xp, alors

_ _ Y2y
X3=m"—x1—Xx3, y3=m(x;—x3)—y;, oum= .
X2 —X1
2. Six; =xp ety # yp, alors P+ P, = O.
3. SiPp =P ety #0,alors
3x2+a
x3 =m? —2x1, y3=m(x; —x3)—y;, oum= 21
Y1

4. SiPp =P ety =0,alors P+ P, = 0.
5. P+0O =P, pour tout point Pde E.

Notons que si P; et P> ont leurs coordonnées dans un corps L contenant a et b, alors Py + P> a aussi
ses coordonnées dans L. Par conséquent, 1’addition de points ci-dessus est une loi de composition

interne dans E(L).

Théoreme 1.2.1. /38 Théoreme 2.1] L’addition de points sur une courbe elliptique E satisfait les

propriétés suivantes :
1. (Commutativité) P, + P, = P> + Py pour tous Py, P, dans E.
2. (Existence d’un élément neutre) P+ O = O pour tout point P dans E.

3. (Existence des inverses) Etant donné P dans E, il existe P’ dans E vérifiant P+ P' = O. Ce

point P’ sera noté —P.
4. (Associativité) (P, + Py) + P3 = Py + (P> + P3) pour tous P, P», Py dans E.
En d’autres termes, les points de E forment un groupe abélien additif ayant O pour élément neutre.

Remarque 1. Pour I’équation de Weierstrass (1.3)), si P = (x,y), alors —P = (x, —y). Pour 1’équa-
tion de Weierstrass généralisée (1.1)), ce n’est plus le cas. Si P = (x,y) est sur la courbe décrite par

(1.1), alors —P = (x,—ajx —az —y).
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Pourm € Z et P € E, on pose

mpP= P+---+P, [mP= —-P—---—P, [0]P=0.
N e’ P e

m termes si m>0 |m| termes si m<0

Pour calculer [m|P pour un grand nombre entier m, il est inefficace d’ajouter P a lui méme de fagon
répétée. Il est plus rapide d’utiliser la multiplication successive par 2. Par exemple, pour calculer
[19]P, on calcule

2P, [4]P = [2]P+[2]P, [8]P = [4]P+[4]P,

[16]P = [8]P + [8]P, [19]P =[16]P + [2]P+P.

Cette méthode nous permet de calculer [m]P pour de trés grand m, dire de plusieurs centaines de
chiffres, tres rapidement. La seule difficulté est que la taille des coordonnées des points augmente
tres rapidement si on travaille sur les nombres rationnels. Cependant, lorsqu’on travaille sur un
corps fini, par exemple [F),, ce n’est pas un probléme parce qu’on peut sans cesse réduire modulo
p et ainsi garder les nombres relativement petits. Notons que le fait que la loi est associative nous

permet de faire ces calculs sans se soucier de de I’ordre qu’on utilise pour combiner ces additions.

1.2.3 Espace projectif et le point a I’infini

On sait tous que les droites paralleles se rencontrent a I’infini. L’espace projectif nous permet
de donner un sens a cette assertion, et aussi d’interpréter le point a I’infini sur une courbe elliptique.
L’espace projectif P%{ de dimension 2 sur K est donné par des classes d’équivalence de triplets
(x,y,z) avec x, y, z € K et au moins un des x, y, z est non nul. Deux triplets (x,y1,z1) et (x2,y2,22)

sont dit équivalent s’il existe un élément non nul A € K tel que

(x1,y1,21) = (Ax2,Ay2,A22),

on écrit (x1,y1,21) ~ (x2,¥2,22). La classe d’équivalence de (x,y,z) est notée (x:y: z).

Si (x:y:z) estun point avec z # 0, alors (x:y:z) = (x/z:y/z: 1). Ce sont les points "finis"
de P%(. Cependant, si z = 0 alors diviser par z devrait étre considéré pour nous comme si on était a
I’infini en coordonnée x ou y, et donc les points (x,y,0) sont appelés les "points a linfini" de P%(.
Le point a I’infini sur une courbe elliptique sera bientdt identifié avec 1’un de ces points a I’infini

de P%.
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Le plan affine de dimension 2 sur K est souvent noté par
A ={(x,y) €K xK}.

On a I’'inclusion canonique

A% — P%

donnée par

(x,y) = (x:y:1).

De cette fagon, le plan affine est identifié avec les points finis de P%(. Ajouter les points a I’infini
pour obtenir P% peut étre considéré comme un moyen de "compactifier" le plan.

Un polynome de trois variables est homogene de degré n s’il est la somme de termes de la forme
ax'yizk avec a € K et i+ j+k = n. Par exemple, F(x,y,z) = 2x> — 5xyz + 7yz? est un polyndme
homogene de degré 3. Si un polyndme est homogene de degré n, alors F (Ax,Ay,Az) = A"F(x,y,z)
pour tout A € K. Il s’ensuit que si F est homogene d’un certain degré et (x1,y1,21) ~ (x2,y2,22),
alors F(x1,y1,21) = 0 si et seulement si F(x2,y2,z2) = 0. Par conséquent, un zéro de F dans P%( ne
dépend pas du choix du représentant de la classe d’équivalence, donc 1’ensemble des zéros de F
dans P% est bien défini.

Si F(x,y,z) est un polynéme arbitraire en x, y, z, alors on ne peut pas parler d’un point de
P% vérifiant F(x,y,z) = 0 car cela dépend du représentant (x,y,z) de la classe d’équivalence. Par
exemple, soit F(x,y,z) = x>+ 2y — 3z, alors F(1,1,1) = 0, donc on serait tenté de dire que F
s’annule en (1:1:1). Mais F(2,2,2) =2et(1:1:1)=(2:2:2). Pour éviter ce probleme, on a
besoin de travailler avec des polyndmes homogenes.

Si f(x,y) est un polyndme en x et y, alors on peut le rendre homogene en insérant une puissance

appropriée de z. Par exemple, si f(x,y) = y> — x> — ax — b, alors on obtient le polynéme homoggne

F(x,y,2) = y*z— x> —axz> — bz>.

Si F est homogene de degré n, alors

F(x,y,2) =2"f(x/2,/2)

et

f(x,y) =F(x,y,1).
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On peut maintenant voir ce que signifie deux droites paralleles qui se rencontrent a I’infini.
Soient

y=mx+by et y=mx+by

deux droites paralleles non verticales avec by # b», elles ont les formes homogenes
y=mx+biz et y=mx+byz.
Lorsqu’on résout les équations simultanément pour trouver leur intersection, on obtient
z=0 et y=mx.

Puisqu’on ne peut pas avoir x = y = z = 0, on doit avoir x # 0. Par conséquent, en divisant par x on

obtient que I'intersection des deux droites est
(x:mx:0)=(1:m:0).

De méme, si x = ¢; et x = ¢, sont deux droites verticales, elles s’intersectent au point (0: 1:0). 11
s’agit d’un des points a I’infini de P%{.

Regardons maintenant la courbe elliptique E donnée par y> = x> 4+ ax+ b. Sa forme homogene
est y2z = x> 4axz? +bz>. Les points (x,y) sur la courbe originale correspondent aux points (x:y: 1)
sur la version projective. Pour voir quels sont les points sur E qui se situent a I’infini, on pose z =0
et on obtient 0 = x>. Par conséquent, x = 0 et y peut &tre n’importe quel nombre non nul. En divisant
par y on obtient que (0:y:0) = (0:1:0) est le seul point a I’infini sur E. Comme on I’a vu ci-
dessus, le point (0 : 1:0) se trouve sur toutes les droites verticales, de sorte que chaque droite
verticale intersecte E en ce point a I’infini. De plus, étant donné que (0:1:0)=(0: —1:0), le

"haut" et le "bas" de I’axe des y sont les mémes.

1.2.4 Points de torsion

Soient E une courbe elliptique définie sur K et n un entier strictement positif. L’ ensemble des

points de n-torsion est définie par

E[n] ={P € E(K) | [n]P = 0},
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ou K est une cloture algébrique de K. Soulignons que E[n] contient des points de coordonnées dans
K, et pas seulement dans K.
On s’intéresse au cas de la caractéristique différente de 2. Dans ce cas, on a vu (équation (|1.2))

que E peut étre mise sous la forme y? = une cubique, il est donc facile de déterminer E[2]. Soit

Y =(x—e)(x—e2)(x—e3),

avec eq, e, e3 € K. Un point P satisfait [2]P = O si et seulement si la droite tangente a P est

verticale, ce qui veut dire que y = 0, donc

E[2] ={0,(e1,0),(e2,0),(e3,0)}.

Proposition 1.2.2. /38, Proposition 3.1] Soit E une courbe elliptique sur K. Si la caractéristique
de K est différente de 2, alors
E2| ~Z/27Z x 7.]27Z.

Si la caractéristique de K est 2, alors

E2]~(0) ou Z/27.

La situation générale est donnée par le théoreme suivant.

Théoreme 1.2.3. /38 Théoreme 3.2] Soient E une courbe elliptique définie sur K et n un entier

strictement positif. Si la caractéristique de K ne divise pas n, ou si elle est égale a 0, alors

En| ~Z/nZ x Z/nZ.

Si la caractéristique de K est p > 0 et p|n, on écrit n = p"n’ avec p{n’, alors

E[n| ~Z/W7ZxZ/W7 ou En~7Z/nZ xZ/n'Z.

1.2.5 Courbes elliptiques sur un corps fini

Soient F' un corps fini et £ une courbe elliptique définie sur F. Puisque il n’existe qu’un nombre

fini de paires (x,y) avec x, y € F, le groupe E(F) est fini. Plusieurs propriétés de ce groupe, par
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exemple, son ordre, se révelent importantes dans de nombreux contextes. Dans cette section on

donnera deux résultats dont on aura besoin dans les chapitres suivants.

Lemme 1.2.1. [l/2| Lemme 2.1] Soit R un point d’une courbe elliptique E définie sur le corps fini

), ot p est un nombre premier différent de 2. Soient m et n des entiers, alors
[m]R = [n]R <= m =nmod ord(R).

Théoreme 1.2.4. [38 Théoreme 4.1] Soient q une puissance d’un nombre premier et E une courbe

elliptique définie sur le corps fini ¥y, alors
EFy)~Z/nZ ou Z/mZxZ/nZ,

pour un certain entier n > 1, ou pour certains entiers ny, no > 1 avec n; divisant nj.



CHAPITRE 2

QUELQUES ELEMENTS SUR LES SUITES RECURRENTES LINEAIRES, LES
MATRICES ET LES PERIODES (LE CAS FIBONACCI)

2.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre N

Soit (N, np) € N* x N, une suite récurrente linéaire d’ordre N a valeur dans un corps commutatif

K est définie, pour tout n > ny, par la relation de récurrence suivante :

UntN = AN—1UntN—1 F ** + d1Up1] + doUn, (2.1)
ou ay, ai, ..., ay—1 sont des scalaires fixés de K avec ap # 0. Une telle suite est entierement
déterminée par la donnée des N premiers termes iy, Uy+1, - - - , Unyg+N—1 de 1a suite et par la relation

de récurrence (2.1). A une telle suite (u,), on associe le polynéme F(x) de degré N suivant :

N—1
F(x)=x"— Z aix'. (2.2)
i=0

Le polyndme F (x) est appelé polyndme caractéristique associé a la suite (uy)y.

La relation (2.1]) peut étre écrite sous forme matricielle comme suit :

Upi1 =TUy, (I’l > 0)7 (2.3)
avec
0 1 0 0 g
6o 0 1 - 0 Ung+n+1
T - 9 Ui’l =
0 . e e O 1 un0+ﬂ+N—2
ap ap - - ay—i UngtntN—1

La matrice T est appelé matrice compagnon du polynéme F(x), ou bien, matrice compagnon
de la suite (uy,),, et le polyndme F(x) est le polyndme caractéristique de la matrice T qui est aussi

son polyndme minimal. En fait, nous avons le théoréme suivant :

Théoreme 2.1.1. /19 Théoréme 3.3.14] Tout polynéme unitaire est a la fois le polynéme minimal
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et le polynéme caractéristique de sa matrice compagnon.

Supposons maintenant que les scalaires ag, ai, ..., ay—1 ainsi que les N premiers termes de la
suites (uy,), sont entiers et soit m > 2 un entier. Puisque 1’anneau 7 /mZ est fini, la suite (u, mod m),
est périodique a partir d’un certain rang, ce qui revient au méme de dire que la suite (U, mod m),
est périodique a partir d’un certain rang. En fait, comme on vient de voir que les identités
et (2.3) définissent la méme suite, on utilisera, selon notre besoin, 1’'une ou "autre de ces deux
identités.

On dit que la suite (u,), est simplement périodique modulo m, ou que la suite (u, mod m),, est
simplement périodique, si elle est périodique et qu’elle revient a son premier terme, c’est-a-dire,

s’il existe un entier k > 0 tel que :

Ui = u; mod m, avec ng<i<ng+N-—1, (2.4)

ou
Ui = Uy mod m. (2.5)
On note par k(up,...,un,+N—1;m) la période de la suite (1, mod m),, i.e., le plus petit entier

strictement positif k vérifiant . Un entier k € N* vérifie (2.4) si, et seulement si, k est multiple
de k(uny, - . ., Unyg+-N—1;m), voir [34].

On aura besoin du lemme suivant dans les prochains chapitres. Pour simplifier les notations, on
pose v = k(up, ..., uny+N—1;m). Notons que la matrice compagnon ne dépend pas des conditions

initiales.

Lemme 2.1.1. Soit m > 2 un entier. Si detT est inversible modulo m, alors la suite (u,, mod m), est

simplement périodique.

Démonstration. Puisque la suite (1, mod m), est périodique, alors pour un certain entier /, on aura
Uy, = U; mod m,
en outre Uy, = T'U, et U; = T'Uy, donc cette derniére congruence devient

T'U, = T'Uy mod m.
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Lorsque detT est inversible modulo m, on obtient
U, = Uy mod m.

]

Vince [34] a étudié les périodes de suites récurrentes linéaires modulo un idéal premier dans le
cas général. On donne ici un de ses résultat dont on aura besoin dans les chapitres suivants. Soit p

un nombre premier, le polynéme F(x) s’écrit dans le corps fini F, comme suit
_ rperge €p
F=F'F---F,

ou chaque F; est irréductible sur IF,. Soit f; le degré du polyndme F; dans cette factorisation et soit

b; le terme constant de F;. On note par 7; I’ordre multiplicatif de (b;)(—1)/ dans le corps F,,.

Proposition 2.1.2. /34, Corollaire 3] Soit s I'unique entier vérifiant p* > maxe; > p*~', alors

k(g - - - 7Mno+N—1;P)\PSPP0m[Ti(P‘ﬁ —1)/(p—1)].
On aura aussi besoin du lemme suivant qui est un cas particulier du Lemme 2 dans [34], ou I’on
a posé v(m) = k(un, . .., Uny+N—1;M).

Lemme 2.1.2. Soit m = p'' - p}* - - p§* la factorisation de m en produit de nombres premiers, alors
v(m) = ppem (v (p}') v (p3) s+ v (p5)) -

2.2 Matrices circulantes

Dans les prochains chapitres on aura besoins de certaines propriétés des matrices circulantes
qu’on va présenter dans cette section, pour plus de détails sur les propriétés de ces matrices, voir
[SL 113, 116].

Une matrice circulante est une matrice carrée, a coefficients dans le corps des nombres com-

plexes C, dans laquelle on passe d’une ligne a la suivante par permutation circulaire (décalage vers
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la droite) des coefficients. C’est donc une matrice de taille n de la forme

(&) C1 2 Cn—1

Cn—1 (&) C1 Cn—-2

Wo=1|cn2 1 co -+ 3
C1 (69} c3y - CQ

La matrice circulante standard 7, est 1a matrice de taille n suivante

1 0 0
0 1 0
o001 ---0

=1 . oo .
00 1
1 00 O 0

qui est également appelé la matrice de permutation vers l’avant.

Toute matrice circulante s’exprime comme un polyndome en 7,, en effet

n—1
W, =Y cmp. (2.6)
k=0
La matrice 7, a des valeurs propres distinctes qui sont les racines n-ieme de I’unité 2imk/n pour
k=0,1,...,n—1. Les valeurs propres de W,, sont alors
n_l . .
A=Y i 0<j<n—L. (2.7)
k=0

Ces valeurs propres ne sont pas nécessairement distinctes.

On note par w, = detW,, le déterminant de la matrice circulante W,,, on a alors

n—1
wa = [ 4 (2.8)
j=0
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2.3 Périodes de Suites de Fibonacci et courbes elliptiques

La suite de Fibonacci modulo un entier m > 2 a été étudiée par plusieurs auteurs. Nous nous
sommes intéressés en particulier aux travaux de Coleman et al [12] et a certains résultats des travaux
de Vinson [35] et Wall [37]] que nous allons résumer dans cette section. Considérons d’abord la suite

de Fibonacci (F,), donnée par

Fp=0, Fp =1,
Fo=F, 1+ F 2, (Vl22)

Cette suite calculée modulo un entier m > 2 est simplement périodique, comme on peut le voir
d’apres le Lemme [2.1.1] Le théoreme suivant contient quelques-unes des propriétés fondamentales
connues sur les périodes de la suite de Fibonacci modulo un entier m > 2. Dans toute la suite de ce

chapitre, on notera par k(m) = k(0, 1;m) la période de la suite (F, mod m),.

Théoreme 2.3.1. [[I2| Théoreme 1]

(a) Si p est un nombre premier et p = £1 mod 10, alors k(p)|(p —1).

(b) Si p est un nombre premier et p = +3 mod 10, alors k(p)|2(p+1).

(¢) Sim=T]]pj" estlafactorisation en produit de nombres premiers de m, alors k(m) = ppcm (k( Py ))
(d) Sin|m, alors k(n)|k(m).

(e) Sim > 2 et n est le plus petit entier strictement positif tel que n est pair et m|F,, ou n est impair

et m|F,,_| + F,11, alors k(m) = 2n.
Le théoreme suivant donne tous les indices n pour lesquels F, est congru a 0 mod m.

Théoreme 2.3.2. /37, Théoreme 3] Les indices des termes F, pour lesquels F,, = 0 mod m forment
une progression arithmétique simple. C’est-a-dire, n = xd, pour x =0,1,2, ... et un certain nombre

entier strictement positif d = d(m), donne tous les n vérifiant F,, = 0 mod m.

D’apres le Théoreme [2.3.2] on voit que d(m) est le plus petit entier strictement positif k pour
lequel F; = 0 mod m. On a

F,=0mod m <= d(m)|n.
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En particulier, puisque F(,,) = Fp =0 mod m, on a
d(m)|k(m).
On définit une fonction /(m) par I’équation d(m)l(m) = k(m). On note que /(m) est un entier pour
tout m, c’est le nombre de zéros dans la période de la suite (F,), modulo m.
Théoreme 2.3.3. /35 Théoréme 1] Pour m > 2, on a
i) {(m) =1 ou 2 sid(m) est pair, et
ii) /(m) =4 si d(m) est impair.

De plus, 1(1) = 1(2) = 1. Inversement, [(m) = 4 implique d(m) est impair, [(m) = 2 implique d(m)
=1

est pair, et [(m) implique d(m) est pair oum =1 ou 2.

Considérons maintenant la (a,b)-suite de Fibonacci (G, ), donnée par

G():a, G1 :b,
G,=G, 1+ G, o, (nZZ)

La proposition suivante contient quelques propriétés de la suite (G, ),-
Proposition 2.3.4. [/2| Proposition 2] Soient a,b et m des entiers avec m > 2.

(@) La (a,b)-suite de Fibonacci (G,), satisfait

G, =aF,_| +bF,, (n>0).

(b) La (a,b)-suite de Fibonacci modulo m est simplement périodique.

La proposition suivante contient quelques propriétés des périodes des (a, b)-suites de Fibonacci

modulo un entier m > 2.
Proposition 2.3.5. [/2| Proposition 3] Soit m > 2 un entier.
(a) k(0,b;m) =k(b,0;m) et k(0,b;m)|k(m).

(b) Sipged(b,m) =1, alors k(0,b;m) = k(m).
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(¢) k(a,b;m)|ppcm(k(a,0;m),k(0,b;m)).
Le théoreme suivant nous dit quand et pour quels entiers m on a k(m) = k(a,b;m)

Théoréme 2.3.6. [37, Théoreme 12] Soient a, b et m des entiers tels que pged(a,b,m) = 1 et
supposons que m = p¢ pour un nombre premier impair p # 5 et un entier e strictement positif. Si

k(a,b;m) est pair, alors k(a,b;m) = k(m).

Soit m > 2 un entier, on définit une relation d’équivalence sur I’ensemble (Z/mZ)?> comme
suit : on dit que (g,r) est équivalent a (a,b) si g et r (modulo m) apparaissent comme des termes
consécutifs dans la (a,b)-suite de Fibonacci modulo m. Puisque deux termes consécutifs déter-
minent complétement la (a,b)-suite de Fibonacci, il s’agit bien d’une relation d’équivalence sur
(Z/mZ)>.

La taille d’une classe d’équivalence contenant (a,b) est k(a,b;m). On définit c;(m) comme
étant le nombre de classes d’équivalence distinctes de taille d. Les petites classes d’équivalence

sont décrites dans la proposition suivante.

Proposition 2.3.7. [[2]| Proposition 4] Soit m > 2 un entier.
(@) ci(m)=1.

(b) cx(m)=0.

(¢c) Sim est pair, alors c3(m) = 1, sinon c3(m) = 0.

(d) Si51m, alors c4(m) = 0. Si 5|m, alors ca(m) = 1, et 0 n’apparait pas comme un terme dans la

période.

Tandis que la Proposition donne des informations sur ¢4 (m) pour des petites valeurs de d,
on va considérer d’autres cas, d’une maniere générale. Tout d’abord, observons que si x1,x2,...,Xg

est une période de la (x1,x;)-suite de Fibonacci modulo m, alors

X1 +xp =x3mod m, x»+x3 =x4 modm,..., x;+x1 = xp mod m.
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Ainsi, on obtient

1 1 -1 0 O 0 X1

0 1 I -1 O 0 X2

0 0 1 I -1 0 X3 _ mod .
-1 0 o0 o0 0 - 11 Xg—1 0

1 -1 0 0 0 -~ 01 Xq

1 1 -1 0 0 0
0o 1 1 -1 0
Wb _ 0 o0 1 1 00
n
-1 0 0 O 11
1 -1 0 O 0 1
On note par wk = det W le déterminant de la matrice circulante de Fibonacci.

Proposition 2.3.8. /12, Proposition 5] Soit wE™ le déterminant de la matrice circulante de Fibo-

nacci.
. n—1 .. ..
(a) |W£lb| — (_l)nfl H <1_|_e(21ﬂ?])/n_e(4lﬂ_])/l’l).
=0

(b) [wWhl| = (=1)""1—14+F 1+ Fy.

(¢) Sin est impair, alors |WE™| = F, | + F,_1 = L, oil L, est le n-iéme nombre de Lucas. De plus,
si n =0 mod 4, alors |wE™| = 5Fnz/2 et sin =2 mod 4, alors |[wE™| = Lﬁ/z.

F

On peut maintenant énoncer la pertinence de la suite (|wn

ib|)n sur la période de la suite de

Fibonacci modulo m.

Théoreme 2.3.9. [[12, Théoréme 6] Soient a, b et m des entiers tels que m > 2 et (a,b) # (0,0) mod m.
Si ¢ = k(a,b;m), alors pged (wE™®|,m) > 1.

Le théoréme suivant compte les éléments de (Z/mZ)? correspondant  la partition de cet en-

semble en classes d’équivalence.
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Théoreme 2.3.10. [[/2] Théoréeme 7] Soient m > 2 un entier et c4(m) le nombre de classes d’équi-

valence distinctes de taille d, alors

m> = Z)d~cd(m).

dk(m

La proposition suivante nous donne toutes les valeurs de c4(p) pour une certaine classe de

nombres premiers p.

Proposition 2.3.11. [/2, Proposition 9] Si p est un nombre premier tel que p = 3 ou 7 modulo 20

etk(p) =2(p+1), alors co(p) = 1,co(ps1) = (p — 1)/2 et c4(p) = O pour tous les autres d.

On va définir maintenant une suite de Fibonacci sur une courbe elliptique E. Dans toute la
suite de cette these, on désignera par E une courbe elliptique donnée par une équation de la forme

v =x'4+ax+baveca,bcF p» OU p est un nombre premier différent de 2. On posera
E(F,) ={(x,y) €Fp xF, |y* =x’+ax+b}U{0},

et on notera par & = ord(E(F,)) I’ordre du groupe E(IF,,) et par hg = ord(R) I’ordre de tout point
Re E(F),).
Soient A et B deux points de E(F,). On définit la (A, B)-suite de Fibonacci (H,), par :

Hy=A, H =B,
H,=H, {+H,_ >, (I’lzz)

La proposition suivante nous donne quelques propriétés de la suite (Hy,),,.
Proposition 2.3.12. [l/2] Proposition 10] Soient A et B deux points de E(IF ).

(a) La (A,B)-suite de Fibonacci (H,), est donnée par

H,=[F,|JA+[F)B,  (n>0).

(b) La (O, B)-suite de Fibonacci est donnée par H,, = [F,,)B, avec n > 0.

(¢) La (A,B)-suite de Fibonacci (H,), est simplement périodique.
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On note par K (A, B; E) la période de la (A, B)-suite de Fibonacci (H,),. La proposition suivante
fait le lien entre les périodes de la suite de Fibonacci définie sur une courbe elliptique et les périodes

de la suite de Fibonacci ordinaire.

Théoréme 2.3.13. [I2| Théoreme 12] Soient A et B deux points de E(F ), alors
(a) K(O,B;E) =K(B,0;E) = k(hp).

(b) K(A,B;E)|ppcm(K(A,0:E),K(0,B;E)).

() K(A,B;E)|k(h).

Puisqu’on a k(hg) = K(O,B; E), certaines propriétés de la suite ordinaire de Fibonacci peuvent
étre transférées a des propriétés analogues pour les (O, B)-suites de Fibonacci sur une courbe ellip-

tique.

Théoreme 2.3.14. [12| Théoreme 13] Soient A et B deux point de E(F,).

(a) Si hp est un nombre premier tel que hg = +1 mod 10, alors K(O,B;E)|(hg — 1).
(b) Si hp est un nombre premier tel que hg = +3 mod 10, alors K(O,B;E)|2(hg+1).

() SiIl pf" est la factorisation en produit de nombres premiers de hp, alors on a K(O,B;E) =

ppem (k(p{)).
(d) Si hyl|hp, alors K(O,AE)|K(O,B;E).

On donne maintenant la notion analogue d’une classe d’équivalence pour les suites définies sur
les courbes elliptiques. Soient A, A’, B et B’ des points de E(F,). On dit que (A’, B’) est équivalent
a (A,B) si A’ et B’ apparaissent comme des termes consécutifs dans la (A, B)-suite de Fibonacci.
On sait que la taille d’une classe d’équivalence contenant (A, B) est K(A,B;E). On note par C;(E)

le nombre de classes d’équivalence distinctes de taille d.

Théoreme 2.3.15. [12| Théoreme 14] Soient A et B des points de E(F,) et wl les déterminants

des matrices circulantes de Fibonacci.

(a) Cl(E) =1

(b) C>(E) = 0.



(¢) Sic=K(A,B;E), alors pged (wE™|,h) > 1.
Finalement, nous avons un théoréme analogue au Théoreme[2.3.10]

Théoréme 2.3.16. [[2, Théoréme 15] Soit C4(E) défini comme ci-dessus, alors

n =Y d-CyE).
dlk(h)
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CHAPITRE 3
PERIODES DES SUITES DE MORGAN-VOYCE ET COURBES ELLIPTIQUES

Dans ce chapitre, on étudie la suite de Morgan-Voyce (M,,),, qui est une suite récurrente linéaire
d’ordre 2 définie par
M =1 My=1+4+1t+s,
My, = Q2+t)My 1 —M, 2, (n>3).

Puisqu’on est intéressé par les périodes de la suite de Morgan-Voyce modulo un entier m > 2,
on suppose que s et ¢ sont entiers. La matrice compagnon de la suite de Morgan-Voyce est (7? 2 +1t )
Cette matrice est de déterminant 1, elle est donc inversible modulo tout entier m > 2. On en déduit,
d’apres le Lemme que la suite (M,,),, modulo m est simplement périodique.

On commence par le cas s = 1. Dans ce cas, les deux premiers termes de notre suite sont M = 1
et My =2 +t. On peut définir, a partir de la relation de récurrence, le terme My = (2+1)M; — M, =
0. Ainsi, dans ce qui suit, on désignera par (M,), la suite de Morgan-Voyce de valeurs initiales

My =0et M} = 1. On note par k(m) la période de la suite (M, ), modulo m, i.e., le plus petit entier

strictement positif &k tel que My =0 mod m et My, = 1 mod m.

3.1 La suite de Morgan-Voyce

On commence par donner quelques propriétés de la suite (M,,), fort utiles pour la suite de notre

travail.

Proposition 3.1.1. On a les identités suivantes

"5

(@) My= Y (=DF("TT) @40y, (n>1),
k=0

(b) Mr% _MnfanJrl = 1; (}’l > 1),
n_l n+k\  k

(c) My = kgo <2k+1)t ) (n>1),

(d) My My —My oMy =2+1= My, (n > 2),

(e) Mn+g = Mn+1Mg _MnMgfly (g >1l,n> O)’

(f) M, :Mn(Mn—H _Mn—l)a (n > 1)’
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(g) M2n+l = Mn(MnJrZ _Mn) + 17 (n > 0>,
(h) M?_ | — (2+t)My_ 1M, +M> =1, (n>1),

(i) Pour o= (2+1t+vVA)/2,B =2+t —VA) /200 A=1>+4t, 0ona
afp=1 e (a—B)M,=(a"—p"), (n=0),

(]) Mn+1 _Mnfl == an_,’_ﬁn’ (n 2 1)’
(k) My i1 — z 2 (e (n>1).

Démonstration. (h) découle de (b), (g) s’obtient par récurrence en utilisant (b) et (f), utiliser (c)

pour (k). (d) peut étre vérifiée directement a 1’aide de (b), en effet

My, M, = M, [(2+t)Mn71_Mn72}

= (241)M? | —M,_\M,_,

et
Mn—2Mn+1 = M, [(2 + l)Mn _Mn—l]
= (2 +t> n— M, Mn—ZMn—b
d’ou
My My —My oMy = (2+41)(My_ — M, 2M,)
= (2+1)
Pour (a) voir [7], pour (b), (¢), (e) et (f), on peut voir [32], pour (i) et (j) on peut voir [17]. ]

Remarque 2. Siz ¢ {0,—4}, alors (i) implique

U
o—pB "’

M, = (n>0). 3.1)

Sit =0, alors M;, = n pour tout n > 0 et si t = —4, alors M,, = (—1)”+1n pour tout n > 0.
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Soit F(x) = x> — (2+1)x+ 1 le polyndme caractéristique de la suite (M,,),,.

Théoreme 3.1.2. Soit p # 2 un nombre premier.

(a) Si F(x) a deux racines distinctes modulo p, alors k(p)|(p —1).
(b) Si F(x) est irréductible modulo p, alors k(p)|(p+1).

(c¢) SiF(x) a une racine double modulo p, alors k(p)|2ﬂ

Démonstration. Conséquence de la Proposition [2.1.2] en effet

(a) Si F(x) a deux racines distinctes modulo p, alors on est dans le cas fj = fo = e = ey = 1,

s=0et|(p—1)pouri=1, 2. D’apres la Proposition 2.1.2} on obtient k(p)|(p — 1).

(b) Si F(x) est irréductible modulo p, alors on est dans le cas fj =2,e; =1, s=0et 71 =1,
donc, d’apres la Proposition 2.1.2} on obtient k(p)|(p + 1).

(c) Si F(x) = (x—b1)?> mod p, alors on est dans le cas f; = 1, e; = 2, s = | et puisque b%

1 mod p, alors 71|2. D’apres la Proposition [2.1.2} on obtient k(p)|2p.

O
Lemme 3.1.1. Soit p # 2 un nombre premier, alors
F(x)=0mod p < (2x—(2+1))* = 1>+ 4t mod p.
Démonstration. Soit p # 2 un nombre premier, alors
(2x—Q2+0))? =2 +4rmodp <= 4(x*—(2+1)x+1)=0mod p
<= F(x)=0mod p.
O]

Lemme 3.1.2. Soit p # 2 un nombre premier, alors F(x) a une racine double modulo p si et

seulement si t> + 4t = 0 mod p.

Dans la référence [4] nous n’avons pas explicité que k(p)|2p, on a juste précisé que k(p)|p(p —1).
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Démonstration. Soit p # 2 un nombre premier, alors
?+4t=0mod p <= (1+2)>=4mod p <= t+2=+2mod p,

dans ce cas, on a

F(x)=x*—(2+t)x+1=(x+1)*> mod p.

Théoreme 3.1.3. Soient p # 2 un nombre premier et m > 2 un entier.

(a) Sit>+4t est un résidu quadratique modulo p, alors k(p)|(p —1).
(b) Sit>+4t est un non résidu quadratique modulo p, alors k(p)|(p+1).
(c) Si p|(t* +4t), alors k(p)|2p.

(d) Si m =T]p{ est la factorisation en produit de nombres premiers de m, alors on a k(m) =

ppem (k (pj’)).

(e) Sin

m, alors k(n)|k(m).

Démonstration. (a), (b) et (c) sont des conséquences du Théoreme [3.1.2] et des Lemmes [3.1.1] et
Pour (d), supposons que m = [] p{’. Puisque les p;’ sont deux a deux premiers entre eux, on

a

MkEO[m] etMy = 1[m] mle et m](MkH —1)
pi'|My et pi'|(My+1 — 1) pour tout i

M =0[p{] et M1 =1[p{] pour tout i

reuee

k (p) |k pour tout i,

le plus petit entier k strictement positif qui satisfait a ces conditions est d’une part k = k(m)
et d’autre part k = ppem (k (p{’)). Pour (e), supposons que n|m. Puisque My, = 0 mod m et
Mi(m)+1 = 1 mod m, alors M,y = 0 mod n et My(,,,)4.1 = 1 mod n, d’ ot k(n)|k(m). O

On va décrire, pour certaines valeurs de 7, les nombres premiers p pour lesquels k(p)|(p —1) et

ceux pour lesquels k(p)|(p+1).
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(1) Pour ¢t = 1, la suite est définie par M,, = 3M,,_ — M,,_,. Cette suite correspond a A001906
dans I’encyclopédie des suites entie¢res de Sloane [31]. Le polyndme caractéristique est F(x) =
x%> —3x+ 1. Ce polyndme a une racine double modulo p seulement pour p = 5. Pour p & {2,5},
on ax?>—3x+1=0mod p si et seulement si (2x —3)?> =5 mod p. On a vu dans le Chapitre 1
que 5 est un résidu quadratique pour les nombres premiers de la forme p = 10k + 1 et 5 est un non
résidu quadratique pour les nombres premiers de la forme p = 10k + 3. Ainsi, on obtient k(2) = 3
et k(5) = 10. Si p = 10k £ 1, alors k(p)|(p — 1) et si p = 10k £ 3, alors k(p)|(p+ 1). Dans le
Tableau on donne la suite (M, ), modulo de petits nombres premiers p de la forme 10k £ 1,
ainsi que ses périodes. Dans le Tableau on donne la suite (M,), modulo de petits nombres

premiers p de la forme 10k 4-3 et ses périodes.

p (M, mod p), k(p)|(p—1)
11 0,1,3,8,10;0, 1 k(11) =5
19 0,1,3,8,2,17,11,16,18;0, 1 k(19) =9
29 0,1,3,8,21,26,28;0, 1 k(29) =7
31 0,1,3,8,21,24,20,5,26,11,7,10,23,28,30;0,1 | k(31)=15

p (M, mod p), k(p)|(p+1)
3 0,1,0,2:0,1 k(3) =4
7 0,1,3,1,0,6,4,6;0,1 k(7) =8
13 0,1,3,8,8,3,1,0,12,10,5,5,10,120, 1 k(13) =14
17 0,1,3,8,4,4,8,3,1,0,16,14,9,13,13,9, 14,160, 1 k(17) =18
23[0,1,3,8,21,9,6,9,21,8,3,1,0,22,20, 15,2, 14,17,14,2,15,20,22;0,1 | k(23) = 24

Tableau 3.1I — périodes modulo de petits p de la forme 10k + 3.

(2) Pour ¢ = 2, la suite (M,), est définie par M,, = 4M,,_; — M,,_,. Cette suite correspond a
A001353 dans [31]]. Dans ce cas, 1> +4¢ = 12 et d’apreés (b) de la Propositio ona (12/p) =
(2/p)*(3/p) = (3/p). Le calcul nous donne k(2) = 2 et k(3) = 6 et on a vu dans le Chapitre 1
que 3 est un résidu quadratique pour les nombres premiers de la forme 12k £+ 1 et 3 est un non
résidu quadratique pour les nombres premiers de la forme 12k +5, on en déduit que si p = 12k + 1,
alors k(p)|(p—1) et si p =12k +5, alors k(p)|(p + 1). Dans le Tableau on donne la suite
(M,,),, modulo de petits nombres premiers p de la forme 12k £ 1, ainsi que ses périodes. Dans le
Tableau on donne la suite (M, ), modulo de petits nombres premiers p de la forme 12k £ 5 et

ses périodes.
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pP (Mn mOdp>n k(p)‘(p—l)
11 0,1,4,4,1,0,10,7,7,10;0, 1 k(11) =10
13 0,1,4,2,4,1,0,12,9,11,9,12;0, 1 k(13) = 12
23 0,1,4,15,10,2,21,13,8,19,22:0, 1 k(23) =11
37 | 0,1,4,15,19,24,3,25,23,30,23,25,3,24,19,15,4,1,0,36,33,22,18, | k(37) =36
13,34,12,14,7,14,12,34,13, 18,22, 33,360, 1
Tableau 3.II1 — périodes modulo de petits p de la forme 12k + 1.
p (M, mod p), k(p)l(p+1)
5 0,1,4;0,1 k(5)=3
7 0,1,4,1,0,6,3,6;0,1 k(7)=38
17 0,1,4,15,5,5,15,4,1,0,16,13,2,12,12,2,13,16;0,1 k(17) =18
19 0,1,4,15,18;0,1 k(19) =5
29 0,1,4,15,27,6,26,11,18,3,23,2,14,25,28;0,1 k(29) =15
31 0,1,4,15,25,23,5,28,14,28,5,23,25,15,4,1,0,30,27, 16,6,8,26,3,17, | k(31) =32
3,26,8,6,16,27,30;0, 1

Tableau 3.IV — périodes modulo de petits p de la forme 12k £ 5.

(3) Pour ¢ = 3, la suite (M,), est donnée par M,, = 5M,,_| — M,,_,. Cette suite correspond a
A004254 dans [31]]. Dans ce cas, > +4¢ = 21 et d’apres (c) du Théoréme [3.1.3} on obtient (3)|6 et
k(7)|14. Apres calculs, on trouve k(2) = 3,k(3) = 3 et k(7) = 14. D’apres la Proposition [I.1.1] (b),
ona (21/p) = (3/p)(7/p) et en utilisant le Théoréme (b), on obtient que si p = 42k + 1,
42k £5, 42k + 17, alors k(p)|(p — 1) et si p =42k + 11, 42k £ 13, 42k + 19, alors k(p)|(p+ 1).
Dans le Tableau on donne la suite (M,,), modulo de petits nombres premiers p de la forme
42k £1, 42k £5 et 42k £ 17, ainsi que ses périodes. Dans le Tableau on donne la suite (M,,),
modulo de petits nombres premiers p de la forme p =42k + 11, 42k + 13 et 42k + 19, ainsi que ses

périodes.
» (M, mod p), k(p)|(p—1)
5 0,1,0,4:0, 1 k(5) =4
17 0,1,5,7,13,7,5,1,0,16,12,10,4, 10, 12, 16;0, 1 k(17) = 16
37 0,1,5,24,4,33,13,32,36;0, 1 k(37) =9
41 [ 0,1,5,24,33,18,16,21,7,14,22,14,7,21,16,18,33,24,5,1,0,40,36, | k(41) =40
17,8,23,25,20,34,27,19,27,34,20,25,23,8, 17,36, 40;0, 1

Tableau 3.V — périodes modulo de petits p de la forme 42k 41, 42k +5, 42k +17.

(4) Pour r = 4, la suite (M,), est définie par M,, = 6M,_; — M,,_,. Cette suite correspond a
A001109 dans [31]. Dans ce cas, 1> +4t = 32 et (32/p) = (2/p)> = (2/p). Le calcul nous donne
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P (M, mod p), k(p)|(p+1)
11 0,1,5,2,5,1,0,10,6,9,6,10;0, 1 k(11) =12
13 0,1,5,11,11,5,1,0,12,8,2,2,8,12;0, 1 k(13) = 14
19 0,1,5,5,1,0,18,14,14,18;0, 1 k(19) =10
23 0,1,5,1,0,22,18,22;0, 1 k(23) =8
29 0,1,5,24,28:0,1 k(29) =5
31| 0,1,5,24,22,24.5,1,0,30,26,7,9,7,26,30:0,1 | k(31) =16

Tableau 3.VI — périodes modulo de petits p de la forme p =42k 411, 42k + 13, 42k £ 19.

k(2) =2 et on déduit de la Proposition que si p =8k =L 1, alors k(p)|(p—1) et si p=8k+3,
alors k(p)|(p+ 1). Dans le Tableau [3.VII, on donne la suite (M,,), modulo de petits nombres pre-
miers p de la forme 8k + 1, ainsi que ses périodes. Dans le Tableau [3.VIII, on donne la suite (M,,),

modulo de petits nombres premiers p de la forme 8k £ 3 et ses périodes.

p (Mn mod p)n k(p)|(p— l)
7 0,1,6;0,1 k(7)=3

17 0,1,6,1,0,16,11,16;0, 1 k(17) =8
23 0,1,6,12,20,16,7,3,11,17,22;0,1 k(23) =11
310,1,6,4,18,11,17,29,2,14,20,13,27,25,30;0,1 | k(31) =15
41 0,1,6,35,40;0, 1 k(41) =5

Tableau 3.VII — périodes modulo de petits p de la forme 8k +- 1.

P (M, mod p), k(p)l(p+1)
3 0,1,0,2;0,1 k(3) =4
5 0,1,1,0,4,4;0,1 k(5) =6
11 0,1,6,2,6,1,0,10,5,9,5,10;0, 1 k(11) =12
13 0,1,6,9,9,6,1,0,12,7,4,4,7,12;0,1 k(13) = 14
19 0,1,6,16,14,11,14,16,6,1,0,18,13,3,5,8,5,3,13,18;0, 1 k(19) =20
29 0,1,6,6,1,0,28,23,23,28;0, 1 k(29) = 10
37 [ 0,1,6,35,19,5,11,24,22,34,34,22,24,11,5,19,35,6,1,0,36,31,2,18, | k(37) =38
32,26,13,15,3,3,15,13,26,32,18,2,31,36:0, 1

Tableau 3.VIII — périodes modulo de petits p de la forme 8k =+ 3.

(5) Pour = 5, la suite (M,,), est donnée par M,, = TM,,_; — M,,_,. Cette suite correspond a
A004187 dans [31]. Dans ce cas, on a k(2) = 3. Puisque 2+ 4¢ = 45, alors d’apres (c) du Théo-
réme[3.1.3} on ak(3)|6 et k(5)|10. D apres (b) de la Proposition ona (45/p)=(3/p)*(5/p) =
(5/p). Comme pour le cas t = 1, si p = 10k + 1, alors k(p)|(p — 1) et si p = 10k + 3, alors
k(p)|(p+1). Dans le Tableau on donne la suite (M,), modulo de petits nombres premiers p
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de la forme 10k + 1, ainsi que ses périodes. Dans le Tableau on donne la suite (M), modulo

de petits nombres premiers p de la forme 10k + 3 et ses périodes.

p (Mn mod p)n k(p)‘(p — 1)
11 0,1,7,4,10;0,1 k(11) =5
19 0,1,7,10,6,13,9,12,18;0, 1 k(19) =9
29 0,1,7,19,10,22,28;0, 1 k(29) =7
31 0,1,7,17,19,23,18,10,21,13,8,12,14,24,30;0,1 | k(31) =15
41 0,1,7,7,1,0,40,34,34,40;0, 1 k(41) =10

p (M, mod p), k(p)|(p+1)
7 0,1,0,6:0,1 k(7) =4
13 0,1,7,9,4,6,12:0,1 k(13) =7
17 0,1,7,14,6,11,3,10,16;0, 1 k(17)=9
23 0,1,7,2,7,1,0,22,16,21,16,22;0, 1 k(23) =12
37 | 0,1,7,11,33,35,27,6,15,25,12,22,31,10,2,4,26,30,36;0,1 | k(37) =19

Tableau 3.X — périodes modulo de petits p de la forme 10k 4 3.

Notons qu’il existe des cas faciles. Par exemple, si r = 0, la suite (M,,), est définie par M,, = n
pour tout n > 0. Dans ce cas, il est évident que k(m) = m pour tout m > 2. Sit = —1, la suite est
donnée par M, = M,,_| — M,,_,. Dans ce cas, il est facile de voir que k(2) = 3 et k(p) = 6 pour
tout p # 2. Eneffet, onaMy=0,M =1, M, =1, M3=0,My=—1,Ms = —1, Mg =0, M7 =1,
.... En fait, en utilisant le Théoréme on obtient k(3)
k(p)[(p—1)etsi p=12k—1o0u p=12k+5, alors k(p)|(p+1).

6,s1 p=12k+1 ou p =12k — 35, alors

Le théoréme suivant est un analogue au Théoreme [2.3.2] pour le cas Morgan-Voyce.

Théoreme 3.1.4. Les indices des termes M, pour lesquels M,, = 0 mod m forment une progression
arithmétique simple. C’est-a-dire, n = xd, pour x = 0,1,2,... et un certain nombre entier stricte-

ment positif d = d(m), donne tous les n vérifiant M,, = 0 mod m.

Démonstration. La Proposition (b) nous donne pged(M,,,M,,11) = 1. De cette derniere avec
la Proposition (e) on obtient que si M; = 0 mod m et M; = 0 mod m alors

Mi+j = 0 mod m, (32)
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et (aveci > j)
M;_; = 0 mod m. (3.3)

En effet, la congruence (3.2)) est obtenue en posant n =i et g = j. En posant n+g =ietn = j, on
obtient M 1My =M;+M;M,_1 =0 mod m, donc M M;_; =0 mod m. Cette derniere congruence
avec pged(M;,M; 1) =1 et M; = 0 mod m donnent la congruence . Maintenant, I’ensemble
S des entiers strictement positifs k satisfaisant M = 0 mod m n’est pas vide puisqu’il contient
k(m). Soit d le plus petit de ces entiers et soit & un autre entier quelconque de S. Supposons
que d 1 a, alors il va exister deux entiers positifs B et v tels que @ = Bd +y avec 0 < y < d.
Des congruences (3.2) et (3.3) on obtient My _pg; = 0 mod m, ¢’est-a-dire My = 0 mod m, ce qui
contredit la minimalité de d. On en déduit que o est un multiple de d. Finalement, la congruence

(3.2) nous dit que les indices n qui nous intéressent sont de la forme n = xd avec x =0,1,2,... et

d>0. [l

Vinson [35] a déterminé le nombre de zéros dans la période de la suite de Fibonacci modulo m.
Nous suivons la méme méthode pour le cas Morgan-Voyce.
D’apres le Théoréme on voit que d(m) est le plus petit entier strictement positif k pour
lequel M, =0 mod m. On a
M, =0mod m <= d(m)|n. (3.4)

En particulier, puisque My ,,) = Mo =0 mod m, on a
d(m)|k(m). (3.5)

On définit une fonction /(m) par I’équation d(m)l(m) = k(m). On note que /(m) est un entier pour
tout m, c’est le nombre de zéros dans la période de la suite (M,,),, modulo m.
Pour 7 ¢ {0,—4}, I'identité (3.1) donne un prolongement naturel de la suite (M), aux valeurs

négatives de n. En utilisant I’identité o " = 1, on trouve
M_,=—-M,. (3.6)

Il est facile de voir que I’identité (3.6) est également valable pour ¢ € {0, —4}. De cela, on note que

la relation de récurrence M, = (2+1)M, | — M,,_, est valable pour la suite prolongée.
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Supposons maintenant que ¢ ¢ {0, —4}. En résolvant le systeme

ai -t = (a—p)M;
ook —B-Bt = (o—P)M,

en ok et Bk, on obtient

o = My — BMy = (2+1)My — My — BMy = oMy — My
B =Myt — aMy = (2+ )My — My — oMy = BMy— M,

on en déduit que
(Oﬂ _B)Mnk—i-r — ankJrr_BnkJrr — (OCMk _Mk—l)nar . (BMk_Mk—l)nBr~

En développant et en recombinant, on obtient (pour n > 0)

Myjsr =Y (—=1)" (;) MM, "M, ;. (3.7)
j=0

On déduit de

0 (M) = 3 (e 1
=1

J

J

que 1I’égalité (3.7) est aussi vérifiée pour ¢t € {0, —4}. En effet, pourr =0 on a

ji()(—l)”f(’})M,{MZ:{Mm - j_i0<—1>"f(’})kf<k—1>"f<r+j>
— nk+r

= Mg+
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De la méme fagon, on trouve pour t = —4 que

n

n—j 1 j —J nk-+r
3 (107 () MMM = (1 k) =M
=0

Maintenant, si on pose k = d(m) dans (3.7)), on trouve
On note que ceci est valable pour les entiers négatifs aussi bien que pour les entiers positifs 7.

Lemme 3.1.3. [(m) est le plus petit entier strictement positif n pour lequel
(—1)”M2’(m)_1 = 1 mod m.

Démonstration. Supposons que (—1)”M§(m)_l = 1 mod m, alors de on obtient M,() 4, =
M, mod m, pour tout r. On en déduit, d’apres la définition de k(m), que k(m) < nd(m) et donc
I(m)=k(m)/d(m) <n.

Maintenant, on pose r = 1 et n = [(m) dans pour obtenir

(_l)l(m)Ml(m) = Mimya(m)+1 = Mi(my+1 =M1 =1 mod m.

On en déduit que /(m) est le plus petit entier strictement positif n pour lequel on a (— 1)”MC’}(m)71

[

1 mod m.
Théoreme 3.1.5. Soient m > 2 un entier et p # 2 un nombre premier.
(a) I(2)=1etl(m)=1o0u?2.
(b) 1(p) =2 si et seulement si k(p) est pair, dans ce cas d(p) = k(p)/2.
(c) I(p) =1 si et seulement si k(p) est impair, dans ce cas d(p) =k(p) # p+ 1.

(d) Si]] pf" est la factorisation de m en produit de nombres premiers, alors d(m) = ppcm (d ( pfi) )
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Démonstration.

(a) 1(2) =1 est facile a vérifier. On pose n = d(m) — 1 dans I'identité (b) de la Proposition [3.1.1]

pour obtenir
(=M1 = M3 1 = MamyMa(my—2 +1 = 1 mod m,

et (a) découle du Lemme

(b) Tl est clair que si I(p) = 2, alors k(p) =I(p)d(p) est pair. Inversement, si k(p) est pair, alors
en mettant n = k(p)/2 dans I’identité (f) de la Proposition [3.1.1} on obtient

My(p) = Mi(p) 2 (Mp) 241 = Mi(p) j2-1) - (3.9)

Supposons maintenant que My, /241 —Mj(p)/2—1 =0 mod p, alors en mettant n = k(p)/2—1
dans I’identité (g) de la Proposition [3.1.1] on obtient

Mi(p)—1 = Mi(p) /21 (Mip) /241 = Mi(p)2-1) +1 =T mod p.
Puisqu’on sait que My (,) =0 mod p, on obtient
Mk(p)+1 = (2+Z‘)Mk(p) _Mk(p)fl = —1 mod p,

mais on sait, par définition de k(p), que My (p)+1 = 1 mod p, donc —1 =1 mod p, ce qui
est une contradiction pour p > 2, d’ott My(,,) /21 — Mi(p)/2—1 # 0 mod p, et d’apres (3.9) on
obtient My, /» = 0 mod p, c’est-a-dire, [(p) = 2.

(c) D’apres (b) on voit que k(p) est impair, si et seulement si [(p) # 2, et de (a) on en déduit que
I(p)=1.

(d) Puisque les p{’ sont deux a deux premiers entre eux, m|My est équivalent a p;'|M; pour tout
i, ce qui est équivalent, d’apres li a d(p;")|k pour tout i. Le plus petit entier strictement
positif k£ qui satisfait a ces conditions est k = ppcm (d ( pf") )
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Par exemple, dans le Tableau 3.1V} k(5), k(19) et k(29) sont impairs et on a bien [(5) =1(19) =
1(29) = 1, alors que k(7), k(17) et k(31) sont pairs et on a bien [(7) =1(17) =1(31) = 2.

3.2 La suite de Morgan-Voyce avec des conditions initiales généralisées

Soient a et b des entiers et considérons la suite (M, ’b) n définie par

MY =a, MPP =b et MPP = 2+0)M™P —M*", pourn > 2.

Puisque la matrice compagnon de la suite (M, ’b)n est la méme que celle de la suite (M,), (elle
ne dépend pas des conditions initiales), on en déduit que la suite (M,f’b mod m), est simplement
périodique, pour tout entier m > 2. On désigne par k(a,b;m) la période de la suite (Mff’h mod m),,

1.e., le plus petit entier strictement positif k tel que MZ’b = a mod m et M,ffl = b mod m. Notons

2+l‘)

que la suite de Morgan-Voyce classique est (M,% _s’l)n. La suite (M,% “), qui est appelée la suite

compagnon de (M,),, satisfait plusieurs propriétés [[17]. La proposition suivante indique qu’on
peut exprimer la suite (M%), en fonction de la suite (M,),. Notons qu’a partir de la relation de

récurrence, on peut définir M_; = (2+1)My — M; = —1. On peut aussi utiliser la relation (3.6).

Proposition 3.2.1. La suite (M*"),, satisfait
M% = bM,, —aM,,_; (n>0). (3.10)

Démonstration. Cela découle d’une simple récurrence. [
Proposition 3.2.2. Soient a, b et m des entiers avec m > 2, alors

(a) k(a,b;m)|k(m).

(b) k(b,0;m) =k(0,—b;m) =k(0,b;m) et k(0,b;m)|k(m).

(c) Sipged(b,m) =1, alors k(0,b;m) = k(m).

(d) k(a,b;m)|ppcm(k(a,0;m),k(0,b;m)).
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Démonstration.
(a) La relation (3.10) nous donne
b ,b _
a,b — a b
Mk(m)+1 - ka(m)+1 — aMy(m) Mk( )41 = = bM| —aMy mod m

(b)

(c)

(d)

ab
. Mk(m) =amod m

Mab

k(m )H_bmodm

Il vient que k(a,b;m)|k(m). Remarquons que (a) peut se déduire aussi de (b) et (d).

Il est clair que M 1 = M pour tout n > 0, il vient que k(b,0;m) = k(0, —b;m). Pour la
deuxieme égalité, on a M = —Mo’b pour tout n > 0. En effet, de la relation (3.10)), on a
Myt = —bM, et MyP = = bM,, pour tout n > 0. Posons maintenant [ = k(0, b;m), alors

MOb—Omodm —Mlo’bEOmodm
0b __ 0.b __
MlJrl =bmodm _M1+1 = —bmodm

Mlo’_b =0 modm

0,—b __
MIJrl = —b mod m.

Cela montre que k(0,—b;m) = k(0,b;m). Le fait que k(0,b;m)|k(m) est un cas particulier
de (a).

Le fait que b est inversible modulo m nous donne que M; = M; mod m, si et seulement si,
bM; = bM; mod m, si et seulement si, M?’b = M;)’b mod m. On en déduit que k(0,b;m) =
k(m).

D’apres la relation li on a Mo’b = bM,, et M“’0 = —aM,,_, pour tout n > (. Posons
o = k(a,0;m) et T = k(0,b;m), alors M%" = a mod m, Mo+1 =0 mod m et M>” =0 mod m,
M?fl = b mod m. Soit 6 = ppcm(0, 7). Puisque 6|0 et 7|0, 0na —aMy_| = Mg’o = amod m,
—aMy = Me’_H =0 mod m, bMy = Mg’b =0 mod m et bMg,| = Mg’fl = b mod m. On dé-

duit de ces quatre dernieres congruences et de la relation 1} que M“’b =bMg —aMg_| =
amod m et M b V1 =bMg 1 —aMg=bmodm,i.., k(a,b;m)|6 = ppcm (k(a,0;m),k(0,b;m)).
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O

Proposition 3.2.3. Nous avons les identités suivantes.

(a) (M) — M2\ MPP = @+ 6% — (2 +1t)ab, (n>1),

(b) MLY, = M2P My —My" M, (g>1etn>0),

(¢) M5" =M (Myy1 — My 1) —a, (n>0),

(d) My) | =My (M7, — My")+b, (n>0),

(e) (MY —(2+0)M" My" + (M) = & 4+ b — (2 +1)ab, (n>1).
Démonstration. Utiliser les résultats de la Proposition [3.1.T]avec (3.1). ]

Lemme 3.2.1. Soient a,b et m des entiers tels que pged(a,b,m) = 1 et supposons que m = p°

. . . . . o 2,24t N
pour un nombre premier impair p et un entier strictement positif e, alors Mg’ =2 mod m, ou

g =k(a,b;m).

Démonstration. 1l est facile de voir que M,% 24 _ M, 1 —M,_ pour toutn > 0. On a

Mg’bzamodm bMy —aM,_| = a mod m
<~
M;fl = b mod m bMg 1 —aMg = b mod m

bMy, —a(My—1+1) =0 mod m
b(Mgyy—1)—aMy=0modm

Puisque pged(a,b,m) = 1, on obtient Mg — (My41 —1)(Mg—1 + 1) = 0 mod m, qui, a I’aide de la
proposition (b), devient My | — M, | =2 mod m, c’est-a-dire, M§’2+t =2 mod m. O

Le théoréme suivant est aussi un analogue au Théoreme [2.3.6| pour le cas Morgan-Voyce.

Théoreme 3.2.4. Soit p > 2 un nombre premier tel que p{ (1> +4t) ; soient a et b des entiers tels

que pged(a,b,p) =1, alors k(a,b; p) = k(p).

Démonstration. D’apres la Proposition (j), on a M,%’ZH = a" + B" pour tout n > 0; donc,
d’apres le Lemme[3.2.1) on a
of 4+ % —2=0mod p,
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ou g = k(a,b; p). Puisque a3 = 1, on trouve
(a8 — B8)? = (¥ + B4 —2)* +4(a® + B% —2) =0 mod p.

Maintenant, puisque p{ (t* +4¢), on divise la relation ci-dessus par (a — f8)? = t> 44t pour obtenir

ol — ﬁg 2 )
=M; =0mod p,
< o—p ) & P
d’olt M, = 0 mod p. Cette derniére congruence et la relation My, = (24 ¢)M, — M,_; donnent
Mgy = —M, | mod p. Cette derniere congruence avec Mg 1 —M,;_; =2 mod p impliquent
Mgy = —M,_1 =1 mod p. Ainsi, on obtient k(p)|g et on déduit de la Proposition (a) que
g =k(p). O

Considérons maintenant une relation binaire sur I’ensemble (Z/mZ)? définie par (a,b) ~ (q,7),
si et seulement si, il existe un indice i tel que M; b = g mod m et Ml“f1 = r mod m. Puisque deux
termes consécutifs déterminent complétement la suite (M, ’b) » modulo m, il s’agit bien d’une rela-
tion d’équivalence sur (Z/mZ)?. Le Tableau ou I’on considere ¢ = 1, donne toutes les classes

d’équivalence modulo 6.

k(a,b;6) | (a,b)
1 (0,0)
12 (0,1),(1,3),(3,2),(2,3),(3,1),(1,0),(0,5),(5,3),(3,4),(4,3),(3,5),(5,0)
4 (0,2),(2,0),(0,4),(4,0)
3 (0,3),(3,3),(3,0)
12 (1,1),(1,2),(2,5),(5,1),(1,4),(4,5),(5,5),(5,4),(4,1),(1,5),(5,2),(2,1)
4 (2,2),(2,4),(4,4),( ,2)

Tableau 3.XI — Les (a,b)-classes d’équivalence modulo 6.

Une suite (Mna’b)n de période d modulo m est de la forme Mg’b, Mf’b, Mg”b, . Msfl, Mg’b =

Mg ’b, Msfl = Mf7b, .... Par conséquent, les paires distinctes qui sont composées de deux termes
consécutifs dans la suite (M,‘l”b mod m), sont (Mg’b,Mf’b), (Mf’b,Mg’b), e (Mgf’l,Mg’b). Ainsi,

on a d paires, on en déduit que la taille de la classe d’équivalence contenant (a,b) estd = k(a,b;m).
Etant donné un entier m > 2 fixé, on définit c,4(m) comme étant le nombre de classes d’équivalence
distinctes de taille d. Ainsi, dans le Tableau [3.XI, on voit que ¢1(6) = 1, ¢3(6) = 1, c4(6) = 2,

c12(6) =2, et c4(6) = 0 pour tous les autres d.
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Le théoréme suivant compte les éléments de (Z/mZ)? correspondant 2 la partition de cet en-

semble en classes d’équivalence.

Théoreme 3.2.5. Soient m > 2 et c4(m) défini comme ci-dessus, alors

m? = Z d-cq(m).

d|k(m)

Démonstration. Les classes d’équivalences forment une partition de (Z/mZ)? et d’apres la Pro-
position (), la taille de chaque classe d’équivalence divise k(m). En additionnant le nombre
d’éléments dans chaque classe de taille d pour tout d|k(m), on obtient le nombre de paires possibles,

qui est m?. [

Des résultats partiels pour les petites classes d’équivalence sont décrits par la proposition sui-

vante.
Proposition 3.2.6. Soit m > 2 un entier.
(a) ci(m) = pged(t,m).

(b) (i) Sipged(t,m)=1, alors co(m) = (g—1)/2, oit g = pged(4+1,m).
(ii) Sim

t, alors co(m) = 0 si m est impair et cy(m) = m/2 si m est pair.
(c) Sipged(3+t,m) =1, alors c3(m) = 0.
Démonstration.

(a) Une suite de période 1 est de la forme a,a, a, ... modulo m. Ainsi,ona (2+4¢)a—a =a mod m,
ce qui est équivalent a ta = 0 mod m. Soit g = pged(z,m), alors t = gt; et m = gm; avec

pged(t;,m;) =1.0na

ta=0modm <= gtja=0mod gm
<— tf1a =0 mod m

< a=0modmy,

donc, a =1Im; =1Im/g, avec =0,1,...,g— 1. Eneffet, on a

l / /
(2+t)ﬂ—ﬁ — " fiim =" mod m.
8 8 8 8
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(b) Une suite de période 2 est de la forme a,b,a,b, ... modulo m. Ainsi,

(2+1t)a—b = b[m| — tla+b) = 0[m] ' 31D
(2+1)b—a=a[m] 2a—2b+ta

Il
=)
3

(i) Sipged(t,m) =1, alors

B1) — b= . (3.12)
(4+1t)a = 0O[m]

I
|
2,
=S

Soit g = pged(4 +1,m), alors 4+t = gt; et m = gm avec pged(t;,m;) =1.0Ona

b = —a[m] b = —alm]
3.12) <= <~ ,
gtia = 0[gmy] a = 0[my]
donca=Im/getb=m—a=m—1Im/g avec | =0,1,...,g— 1. En enlevant les cas

a = b et ou les mé€mes suites a,b,a,b,...eth,a,b,a,... sont obtenues, il ne reste que les
suites Im/g,m—1Im/g,...avec =1,2,...,(g—1)/2, d’ou ca(m) = (g — 1) /2. Notons
que puisque pged(m,t) = 1, alors g est toujours impair.

(ii) Siml|t, alors le systeme est équivalent & 2a = 2b[m|. Dans ce cas, si m est impair,
la derniere congruence est équivalente & a = b[m], ce qui donne ¢, (m) = 0. Si m est pair,
alors 2a = 2b[m] si et seulement si a = b[m /2], ce qui donne des suites de période 2 qui

sonta,m/2+a,a,m/2+a,...,aveca=0,1,...,m/2—1,d ot ca(m) =m/2.

(c) Une suite de période 3 est de la forme a,b,c,a,b,c,... modulo m. Ainsi,

(2+1)b—a—c=0[m] (3+1)(b—c) =0[m]
2+t)c—b—a=0[m] <= (3+1)(c—a)=0[m| - (3.13)
(2+t)a—c—b=0[m] (2+t)a—c—b=0[m]

e

Si pged(3+1¢,m) = 1, alors (3.13) donne a = b = ¢[m], d’ou c3(m) =
[

Par exemple, si t = 8 et m = 4, alors ¢;(4) = 4,c3(4) =2 et c3(4) = 0. Puisque k(4) =4, on
déduit du Théoreme que c4(m) =2 et cg(m) = 0 pour tous les autres d.
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A I’exception de la suite (M,? ’O)n qui est toujours de longueur 1, on peut avoir toutes les classes

de longueur k(m), comme représenté dans le Tableau (3. XII|par le cas r =2 et m = 7, avec k(m) = 8.

Diviseur d |1 |2 |4 |8
cq(7) 110[01]6

Tableau 3.XII — Longueurs et nombre de classes d’équivalence modulo 7 pour t = 2.

Théoreme 3.2.7. Soient m > 2 un entier et p > 2 un nombre premier.

(a) Simlt, alors M,, = n mod m, pour tout n > 0. Dans ce cas, k(m) = m.

(b) Sim|(2+1), alors M, =0 mod m si n =0 mod 2, M,, = 1 mod m si n = 1 mod 4 et M,, =
—1 mod m si n=—1 mod 4. Dans ce cas, k(2) =2 et k(m) = 4 pour m > 2.

(c) Siplt, alors ci1(p) = p, cp(p) = p—1 et cq(p) = 0 pour tous les autres d.

(d) Sip|(2+1), alors c1(p) = 1, c4(p) = (p* — 1) /4 et c4(p) = O pour tous les autres d.
Démonstration.

(a) Le fait que k(m) = m est une conséquence de la congruence M,, = n mod m pour tout n > 0,

qui elle méme découle de la Proposition (c) et du fait que mltz.

(b) Le fait que k(2) = 2 et k(m) = 4 pour m > 2 est une conséquence des trois congruences qui

elles mémes découlent de la Proposition (a) et du fait que m|(2+1).

(c) Si plt, alors d’apres (a), on a k(p) = p. Ainsi, d’apres la Proposition (a), on obtient
que toutes les classes sont de taille 1 ou p; et d’aprés le Théoreme [3.2.5] on obtient p? =
c1(p) + pcp(p). Maintenant, d’apres la Proposition (a), on a c;(p) = p. On en déduit

que cp(p) =p—1.

(d) Si p|(2+71), alors d’apres (b), on a k(p) = 4. D’apres la Proposition a), on obtient que
toutes les classes ont une taille divisant 4. Les conditions p > 2 et p|(2+¢) impliquent p {¢
et pf(4+1t). Donc, d’apres la Proposition (a), on a c¢1(p) = 1 et d’apres la Proposition

(b) (i), on a ca(p) = 0. Maintenant, d’aprés le Théoréme [3.2.5, on obtient p? — 1 =
deq(p). Dot cy(p) = 1, c4(p) = (p* — 1) /4 et c4(p) = O pour tous les autres d.
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Théoreme 3.2.8. Si p > 2 est un nombre premier tel que p1 (> +4t), alors c¢1(p) = 1, Cr(p)(P) =
(p? = 1)/k(p) et cq(p) = O pour tous les autres d. En particulier; si on a k(p) = p+ 1, alors
ci1(p) =1, cpr1(p) = p—1 et cq(p) = 0 pour tous les autres d. Si k(p) = p— 1, alors c1(p) = 1,

cp—1(p) = p+ 1 et cq(p) = 0 pour tous les autres d.

Démonstration. D’apres le Théoreme [3.2.4] on sait que, sauf pour c;(p) qui est égal a 1, toutes
les classes sont de taille k(p). Ainsi, d’aprés le Théoréme onap?—1= k(p)ck(p)(p). Si
k(p) = p+1,alors ci(p) = 1,cp41(p) = p— 1 et cq(p) = 0 pour tous les autres d. Si k(p) = p—1,
alors ¢1(p) = 1,cp—1(p) = p+ 1 et c4(p) = 0 pour tous les autres d. O

Notons que, pour p # 2, puisque p|(2+t) implique p 1 (t* +4t), le Théoréme (d) est un

cas particulier du Théoreme [3.2.§]

C . . . b ..
En considérant, d’une maniere générale, une suite (M,f ")n de période d modulo m, on a

~M§P MM = MEP M oM = M MG MMy = M

ou M, = 2+t. Ainsi, on obtient

On définit la matrice circulante de Morgan-Voyce WMV par la matrice de taille n suivante :

-1 M, ~1 0 0
0 —1 M, —1 0 0
o _ [0 0 1M 0 0
-1 0 0 0 ~1 M
My, =1 0 0 0 -1

1 M, -1 0 0 -~ 0 0 0\ (M 0
0 -1 My =1 0 -~ 0 0 0 ||Mm
0 0 -1 M, =1 - 0 0 0 []|Mm*
: = mod m.
0 0 0 0 -1 My —1| | M7
1.0 0 0 0 - 0 —1 M||MP,
My -1 0 0 0 --- 0 0 —1)\M"



Proposition 3.2.9. Soit WV = detWMV alors

n—1

(a) wy"' =TI (—1+M2€2mj/”—64mj/"),

j=0

(b) wilV' = (=1)""3 (M1 —M,—1 —2),

MV _ _
wit =t,wy " =

(c)

2

4z,

(@) WitV = (=1)"3 & 22 (1,

n+k

Démonstration.

n—

(a) D’apres I’identité (2.6), on a WMV =
propres de WMV sont —1 4 M,e?®i/m — ¢*mi/" avec j=0,1,...,n— 1. On en déduit que le

(_ 1 + Mye2imi/n _ e4mj/n>_

déterminant est w¥V = ]
j=0

46

~I, + My, — it2 et d’apres I'identité (2.7), les valeurs

(b) Pour n = 3, on peut le vérifier directement. Pour n > 4, notons par L; la i-ieme ligne de la

matrice WMV . En remplacant L,, | par —Z?:_f M;L;+ L, et L, par Zl’.’:_f M; L+ Ly, on

obtient
-1 M,

0 -1
0 O

o o o O
o O o O

on en déduit que

MV

-1 0
M, —1
—1 M
0 -1

o O o O
o O o O

= (-1

S O o O
S O o O

—1 M,
0 —1
—M, 3 M, 4
0 M,y —

0 0
0 0
0 0
0 0
—1 0
M, -1

—1 0
M, —1
—1 M,

n—2 —1
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En développant, par rapport a la premiere colonne, on trouve

n

Wil = (=)' [ = 1 = My o (MoMy_3 — M,,_4)
+Mr(MoM,,— 1 — M, —2) — My (MaM,—3 — M,,_4)

—My—1 + My 1My +M,_3].

En utilisant la définition de la suite (M,,),, on obtient

whtV = (=13 [ = 1= Mp_, + MoM, — MaM,,_»
- n—1+Mn—1Mn—3+Mn—3}
= (—l)n_3[— 14 (M 1My 3 — My, ) + My, —M,_1],

finalement, de la Proposition [3.1.1] (b), on obtient

wplV = (=1)" 3 (M1 — My —2).

n

(c) Larelation de récurrence !V = 2¢(—1)"73 — (2 +1)wMY, — wMY, résulte de (b), WiV =1 et

wilV = —t2 — 4t donnent une définition de wi!" et w!" inspirée par (b).

(d) Utiliser (b) et la Proposition [3.1.1] (k).
L]

Corollaire 3.2.9.1. Soient a, b et m des entiers tels que pged(a,b,m) = 1 et supposons que m = p*

pour un nombre premier impair p et un entier strictement positif e, alors nglv = 0 mod m, ou
g =k(a,b;m).
Démonstration. Découle de la Proposition[3.2.9](b) et du Lemme [3.2.1] O

Le théoréme suivant nous donne une relation entre w’V et 1a période de la suite (M, ’b) » modulo
m. En fait, il nous dit que si pged (W?’Iv,m) =1, alors [ ne peut pas étre une période d’une suite

(M*?),, modulo m.

Théoréme 3.2.10. Soient a et b des entiers tels que (a,b) Z (0,0) mod m, ott m > 2 est un entier.

Sil = k(a,b;m), alors pged (w?/lv,m) # 1.
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Démonstration. Supposons par 1’absurde que pged (W)Y, m) = 1. D’une part, on sait que X =

(Mg’b,Mf’b, .. ,Ml“;bl) est une solution non triviale du systtme WM"X = 0 mod m. D’autre part,

pged (w?’lv,m) = 1 implique que WZMV est inversible modulo m, donc la seule solution du systeme

W; X =0 mod m est X = 0 mod m, ce qui conduit a une contradiction. U

3.3 Suites de Morgan-Voyce sur les courbes elliptiques

Soient A et B deux points de E(FF,,) ot E : y* = x> +ax + b est une courbe elliptique définie sur
le corps fini F,, avec p > 2 un nombre premier. On définit la suite de Morgan-Voyce (M,?’B)n sur
la courbe elliptique E par

MyP=A, M} =B et MM =24 0MM" — M

2, pour n > 2.

Tout d’abord, on établit quelques propriétés de base relatives a (Ma%),..

Proposition 3.3.1. Soient A et B deux points de E(F ).

(a) La suite (MJ™®), est donnée par

M," = [M,)B— M, 1]A, (n>0). (3.14)

(b) La suite (M,?’B)n est simplement périodique.

3E = My — MM E - A

(c) AB , (n>0).
Ml = [M](Mn+2 MyP)+B

Démonstration.

(a) Cela découle d’une simple récurrence.

(b) Sion considere une paire constituée de deux termes consécutifs quelconques de la suite, alors
il n’y a que 4? paires distinctes possibles. Par conséquent é un certain point de la suite, on
aura une paire qui se répete. Supposons qu’on a M ] = M tM MA’B avec T > O.
Puisque Mn’_2 = [2—|—t]M B —Mn’ , on en déduit que M = M pour p > 0. D’ot pour
p=o0—1,on aMf MT o1 Ctpour p = cronaMSl M o- On en déduit que la suite

est périodique et qu’elle revient a son point de départ.
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(c) Utiliser la relation (3.14) et les relations (f) et (g) de la Proposition [3.1.1]

]

On note par K (A, B; E) la période de la suite (M;"?),,, ¢’est-a-dire, le plus petit entier strictement
positif k satisfaisant M,?’B =Aet M,ff] =B.

Le Lemme nous permet de faire le lien entre les périodes de (M,?’B)n et les périodes de
(M, mod m),.. On va voir que la période de la suite (MS"?), ne dépend que de hp = ord(B), de sorte
que tous les points R qui ont le méme ordre vont engendrer des suites avec exactement la méme
longueur. Une fois cette connexion établie, on pourra généraliser les propriétés de la suite ordinaire

(My)n 2 des suites (M"®),, sur les courbes elliptiques.

Théoreme 3.3.2. Soient A et B deux points de E(IF ).
(a) K(B,0;E) = K(0,—B;E) = K(O,B;E) = k(hp).
(b) K(A,B;E)|ppcm (K(A,O0;E),K(O,B;E)).

(c) K(A,B;E)|k(h).

Démonstration.

(a) La preuve des deux premieres égalités découle d’arguments analogues a ceux de la preuve de
la Proposition b). D’apres la relation li la suite (M2?),, est de la forme ([M,]B),.
Soit ¢ = K(O, B;E), alors

M2P =m$P [M.]B = [My)B = [0]B
O,B O,B —
M. =M [Mc11|B=[M|B=[1]B
M. =0 mod hp
—

M. 1 =1mod hp '
La derniere équivalence résulte du Lemme Puisque c est le plus petit entier positif
vérifiant ce dernier systéme, on en déduit ¢ = k(hp).

(b) La preuve est analogue a celle de la Proposition d).

(c) On sait que &y |h et hg|h. Par conséquent, d’apres le Théoreme (), on a k(hy)|k(h) et
k(hg)|k(h), donc ppem(k(ha),k(hg))|k(h). D apres (a), on a k(ha) = K(A,O;E) et k(hg) =
K(O,B;E). Le résultat découle de (b).
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]

Corollaire 3.3.2.1. Soient A et B deux points de E(F ) et supposons qu’on est dans le cas E(FF,) ~

Z/m7Z x 7]/ nyZ, avec ny, n, > 1 des entiers donnés tels que n; divise ny, alors K(A,B;E)|k(ny).

Démonstration. Découle d’une preuve analogue a celle du Théoreme [3.3.2](c) en utilisant le Théo-

réme et le fait que 1’ordre de tout point de E(IF,) divise ny. O

Puisqu’on a k(hg) = K(O,B;E), certaines propriétés de la suite ordinaire (M, ), peuvent étre

Z. 2 N sz . O.B ..
transférées a des propriétés analogues pour les suites (M, ), sur une courbe elliptique.

Théoreme 3.3.3. Soient A et B deux points de E(IF)).

(a) Si hg est un nombre premier impair et t* + 4t est un résidu quadratique modulo hg, alors

K(0,B:E)|(hg —1).

(b) Si hg est un nombre premier impair et t*> +4t est un non résidu quadratique modulo hg, alors

K(O,B;E)|(hg+1).
(c) Si hg est un nombre premier impair et hg|(t> 4 4t), alors K(O,B;E) |2hBEl

(d) Si [1p;" est la factorisation en produit de nombres premiers de hg, alors K(O,B;E) =
ppem (k(p')).

(e) Sihalhp, alors k(hy)|k(hp).

Démonstration. Utiliser le résultat du Théoreme [3.3.2](a) dans le Théoreme [3.1.3] O

On donne maintenant la notion analogue d’une classe d’équivalence pour les suites définies
sur les courbes elliptiques. On dit que (A, B’) est équivalent & (A, B) s’il existe un indice i tel que

A.B A.B . . , S .
M =A"et M. B'. Comme pour le cas ordinaire, la taille d’une classe d’équivalence contenant

i i+1 =

(A,B) est K(A,B;E). On définit C;(E) comme étant le nombre de classes d’équivalence distinctes
de taille d.

Des résultats partiels pour les petites classes d’équivalence sont décrits dans la proposition

suivante.

Dans la référence [4] nous n’avons pas explicité que K (O, B; E)|2hp, on a juste précisé que K (O, B;E)|hg(hg —1).
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Proposition 3.3.4. Soit E une courbe elliptique sur I,
(a) Ci(E) =#{P <€ E(F,)|t=0modhp} > 1.

(b) (i) Soita=#{P€E(F,)|(4+1t)=0modhp}. Sipged(h,t) =1, alors C2(E) = (ot —1)/2.

(ii) Soit B =#{(P,Q) € E(F,)?*| P +# Q et [2]P = [2]Q}. Si hlt, alors

C(E) =0, si h est impair,

(3.15)
C2(E)=B/2,  sihestpair.

Démonstration.

(a) Une suite de période 1 est de la forme P, P, P, .... Ainsi, [24¢]P— P = P, ce qui est équivalent
a [t]P = O. Cela équivaut, d’aprés Lemme|1.2.1} a7 = 0 mod &p. On note que la suite triviale

est toujours de période 1.

(b) Une suite de période 2 est de la forme P, Q, P, Q, .... Ainsi, on a

2+t Q—P=P — tj(P+Q)=0 (3.16)
R+1P-0=0 R+1P—[2]0=0
— r=0modhrio (3.17)

2+1P—[2]0=0

(i) Sipged(h,r) =1, alors (4.3) est équivalent a hp g = 1,1ie., Q= —P, et [4+1t]P =O.
Ainsi, en enlevant les cas ou P = —P et ou les mémes suites P, —P, P, —P, ... et —P,
P, —P, P, ... sont obtenues, il ne reste que (@ — 1)/2 suites différentes de période 2.
On note que, puisque pged(h,7) = 1, il n’y a aucune contribution de points d’ordre 2
a o. On note aussi que o — 1 est toujours pair, puisque hp = h_p et P = O n’est pas

considéré.

(ii) Si ht, alors (4.2) est équivalent a [2](P — Q) = O. Si h est impair, il n’y a aucun point
d’ordre 2 dans E(IF,) et Co(E) = 0 (la cas P = Q donne une suite de période 1). Si
est pair, en enlevant les cas ou les mémes suites P, Q, P, O, ...et Q, P, O, P, ... sont
obtenues, on obtient C>(E) = /2. On note que 3 est toujours pair, puisque (P,Q) et

(Q, P) satisfont les mémes conditions.
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]

Par exemple, sur la courbe elliptique E : y* = x> + x + 1 considérée sur Fs, on a E(Fs) =
{P; = [j]P1,0 < j <8}, ou P, =(0,1). Le point P; est d’ordre 9 et engendre ce groupe. Ainsi,
E(Fs) ~ 7Z/9Z. Par conséquent, travailler sur E(Fs) revient a travailler sur les suites de Morgan-
Voyce ordinaires modulo 9 et on a Cy(E) = c4(9) pour tout d. Par exemple, si t = 3, alors C;(E) =
#{0,P;,Ps} =3 =pgcd(3,9) =c¢1(9). Sit =1, alors o = 1, donc C2(E) =0 = ¢2(9).

Le théoréme suivant est analogue au Théoreme [3.2.10]

Théoréme 3.3.5. Soient A et B deux points de E(F ) tels que (A,B) # (0,0) et w1V les détermi-
nants des matrices circulantes de Morgan-Voyce définis comme précédemment. Si c = K(A,B;E),

alors pged(wMV | h) # 1.

Démonstration. Découle d’une preuve analogue a celle du Théoreme [3.2.10] Notons que la ma-
trice WMV qui intervient dans I’équation matricielle, contient uniquement des multiples entiers de
points d’une courbe elliptique et par conséquent, la matrice garde tout son sens. Compte tenu du
Lemme et du fait que chaque point R de E(IF),) est d’ordre divisant & = ord(E(FF,)), on peut
considérer WMV modulo 4 et le systéme aura des solutions triviales lorsque w¥V est premier avec
h. ]

Le théoréme suivant est analogue au Théoreme [3.2.5]

Théoreme 3.3.6. Soient E une courbe elliptique sur F, et Cq(E) défini comme précédemment,

alors

h =Y d-CyE).
)

d|k(h
Démonstration. Résulte du fait que les classes d’équivalence forment une partition de E (Iﬁ‘p)2 et
que, d’apres le Théoreme ¢), toutes les classes ont une taille qui divise k(). O

Corollaire 3.3.6.1. Supposons qu’ona E(F,) ~Z/nZ x Z/nyZ pour ny,ny > 1 des entiers donnés

tels que ny divise ny, alors

h= Y d-CyE).
dlk(n2)

Démonstration. Découle du Théoréeme [3.3.6]et du Corollaire[3.3.2.11 O



CHAPITRE 4
PERIODES DES SUITES QUASI MORGAN-VOYCE ET COURBES ELLIPTIQUES

Dans ce chapitre, on étudie la suite quasi Morgan-Voyce (D), qui est une suite récurrente

linéaire d’ordre 2 définie par

Di=1,Dy=1+t+s,
D, = (2+[)Dn_1 +D,_», (I’l > 3)

Comme dans le chapitre précédent, on suppose que s et ¢ sont entiers. La matrice compagnon
de la suite quasi Morgan-Voyce est ((1) ) _IH) Cette matrice est de déterminant —1, elle est donc
inversible modulo tout entier m > 2. On en déduit, d’apres le Lemme que la suite (Dy),
modulo m est simplement périodique.

On commence par le cas s = 1. Dans ce cas, les deux premiers termes de notre suite sont D; = 1
et Dy = 2+t. D’apres la relation de récurrence, on peut définir Dy = Dy — (2+1¢)D; = 0. Dans ce
qui suit, on note par (D, ), la suite quasi Morgan-Voyce avec les valeurs initiales Dy =0 et D} = 1.
On notera aussi par k(m) la période de la suite (D)), modulo m, i.e., le plus petit entier strictement
positif k tel que Dy = 0 mod m et Dy 1 = 1 mod m. Notons que si m|(1+1), alors D, = F,, mod m
pour tout n > 0, ou (Fy), est la suite de Fibonacci. De sorte que, dans ce cas, tous les résultats
sur la suite de Fibonacci modulo un entier m > 2 se généralisent a la suite quasi Morgan-Voyce.
Cependant, on va voir que la suite quasi Morgan-Voyce vérifie des identités qui sont vérifiées par
la suite de Fibonacci, ce qui va nous permettre de généraliser des résultats du cas Fibonacci au cas
quasi Morgan-Voyce pour tout entier 7. Notons que si m/|t, alors D, = P, pour tout n > 0, ou (P,),

est la suite de Pell.

4.1 La suite quasi Morgan-Voyce
Soit F(x) = x* — (2+1)x — 1 le polyndme caractéristique de la suite (D, ),.
Théoreme 4.1.1. Soit p # 2 un nombre premier.
(a) Si F(x) a deux racines distinctes modulo p, alors k(p)|(p —1).

(b) Si F(x) est irréductible modulo p, alors k(p)|2(p+1).
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(c¢) Si F(x) a une racine double modulo p, alors k(p)|41ﬂ

Démonstration. Méme preuve que pour le Théoreme [3.1.2] sauf que dans ce cas on a 7] = 2 pour

(b) et 71 |4 pour (c). O

Les deux lemmes suivants découlent du fait que
4F (x) = (2x— (2+1)) = (1 + 41 +8).
Lemme 4.1.1. Soit p # 2 un nombre premier, alors
F(x)=0mod p < (2x— (2—|—t))2 =12+ 41+ 8 mod p.

Lemme 4.1.2. Soit p # 2 un nombre premier, alors F(x) a une racine double modulo p, si et

seulement si, t* + 4t +8 = 0 mod p.

Théoreme 4.1.2. Soient p # 2 un nombre premier et m > 2 un entier.
(a) Sit?>+4t+8 est un résidu quadratique modulo p, alors k(p)|(p —1).
(b) Sit*>+4t+8 est un non résidu quadratique modulo p, alors k(p)|2(p+1).
(c) Si p|(t> +4t+38), alors k(p)|4p.

(d) Sim= pri est la factorisation en produit de nombres premiers de m, alors on a k(m) =

ppem (k(piT)).

(e) Sin

m, alors k(n)|k(m).

Démonstration. (a), (b) et (c) sont des conséquences du Théoréme et des Lemmes et
|.1.2] Pour (d) voir le Lemme [2.1.2] Pour (e), la méme preuve que pour le Théoreme [3.1.3](e) reste
valable. [

On va décrire, pour certaines valeurs de 7, les nombres premiers p pour lesquels k(p)|(p —1) et

ceux pour lesquels k(p)[2(p+1).

(1) Pour t = —1, la suite (D), est définie par D, = D,_| + D,_», donc on est dans le cas

Fibonacci, voir [[12]].

'Dans la référence [2]] nous n’avons pas explicité que k(p)|4p, on a juste précisé que k(p)|p(p —1).
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(2) Pour t = 0, la suite (Dy), est définie par D, = 2D,_| + D,_,, Cette suite correspond a
A000129 dans [31] (Les nombres de Pell). Dans ce cas, 1>+ 4¢ + 8 = 8 et d’apres (b) de la Propo-
sition ona (8/p) = (2/p)*> = (2/p). On a vu dans la Proposition que 2 est un résidu
quadratique pour les nombres premiers de la forme 8k &1 et 2 est un non résidu quadratique pour
les nombres premiers de la forme 8k + 3. On en déduit que si p = 8k £ 1, alors k(p)|(p— 1) et si
p = 8k=+3, alors k(p)|2(p+ 1). Le calcul nous donne k(2) = 2. Dans le Tableau 4.1, on donne la
suite (D, ), modulo de petits nombres premiers p de la forme 8k + 1, ainsi que ses périodes. Dans
le Tableau on donne la suite (D), modulo de petits nombres premiers p de la forme 8k £ 3 et

ses périodes.

p (D, mod p), k(p)l(p—1)
7 0,1,2,5,5,1;0,1 k(7)=6
17 0,1,2,5,12,12,2,16,0,16,15,12,5,5,15,1;0,1 k(17) =16
23 0,1,2,5,12,6,1,8,17,19,9,14,14,19,6,8,22,6,11,5,21,1;0,1 k(23) =22
3110,1,2,5,12,29,8,14,5,24,22,6,3,12,27,4,4,12,28,6,9,24,26,14, | k(31) =30
23,29,19,5,29,1;0,1
41 0,1,2,5,12,29,29,5,39,1;0, 1 k(41) =10
Tableau 4.1 — périodes modulo de petits p de la forme 8k 4- 1.
P (D, mod p), k(p)|l2(p+1)
3 0,1,2,2,0,2,1,1;0,1 k(3) =
5 0,1,2,0,2,4,0,4,3,0,3,1;0, 1 k(5) = 12
11 0,1,2,5,1,7,4,4,1,6,2,10,0,10,9,6,10,4,7,7,10,5,9, 1,0, 1 k(11) =24
13 0,1,2,5,12,3,5,0,5,10,12,8,2,12,0,12,11,8,1,10,8,0, 8, k(13) = 28
3,1,5,11,1;0,1

19| 0,1,2,5,12,10,13,17,9,16,3,3,9,2,13,9,12,14,2,18,0, 18,17, 14, | k(19) =40
7,9,6,2,10,3,16,16,10,17,6,10,7,5,17,1;0, 1
29 0,1,2,5,12,0,12,24,2,28.0,28,27,24,17,0,17,5,27, 150, 1 k(29) = 20
371 0,1,2,5,12,29,33,21,1,23,10,6,22,13,11,35,7,12,31,0,31,25,7,2, | k(37) =76
11,24,22,31,10,14,1,16,33,8,12,32,2,36,0,36,35,32,25,8,4, 16,
36,14,27,31,15,24,26,2,30,25,6,0,6, 12,30,35,26, 13, 15,6,27,
23,36,21,4,29,25,5,35,1;0, 1

Tableau 4.1I — périodes modulo de petits p de la forme 8k £ 3.

(3) Pour ¢ = 1, la suite (D,,), donnée par D,, = 3D,,_1 + D,_», cette suite correspond a A006190
dans [31]. Dans ce cas, 1> +4t +8 = 13. L’assertion (c) nous dit que k(13)|52 et le calcul donne
k(13) = 52. puisque 13 = 1 mod 4, d’aprés le Théoreme (a), 13 est un résidu quadratique

modulo p si et seulement si p = r mod 13, ou r est un résidu quadratique modulo 13. Apres calculs,
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on obtient que si p est de la forme 26k £ 1, 26k + 3, 26k +9 alors k(p)|(p — 1) et si p est de la
forme 26k +5, 26k +7, 26k + 11 alors k(p)|2(p+1). Dans le Tableau 411}, on donne la suite (D,),
modulo de petits nombres premiers p de la forme 26k £ 1, 26k + 3, 26k £ 9, ainsi que ses périodes.
Dans le Tableau on donne la suite (D), modulo de petits nombres premiers p de la forme
26k + 5,26k +7, 26k £ 11 et ses périodes.

p (D, mod p), k(p)l(p—1)
3 0,1;0,1 k(3) =2
17 0,1,3,10,16,7,3,16,0,16,14,7,1,10,14,1;0, 1 k(17) =16
23 0,1,3,10,10,17,15,16,17,21,11,8,12,21,6,16,8,17,13,10,20,1;0,1 | k(23) =22
29 | 0,1,3,10,4,22,12,0,12,7,4,19,3,28,0,28,26,19,25,7,17,0,17,22, | k(29) =28
25,10,26,1;0,1
437170,1,3,10,33,23,16,28,14,27,9,11,42,8,23,34,39,22,19,36,41,30,2, | k(43) =42
36,24,22,4,34,20,8,1,11,34,27,29,28,27,23,10, 10,40, 1;0, 1

Tableau 4.IIT — périodes modulo de petits p de la forme 26k £ 1, 26k 3, 26k 9.

) (Dy mod p), k(p)[2(p+1)
5 0,1,3,0,3,4,0,4,2,0,2, 150, 1 k(5) =12
7 0,1,3,3,5,4,3,6,0,6,4,4,2,3,4,1,0, 1 k(7) =16
11 0,1,3,10,0,10,8, 1;0, 1 k(11) =8

19| 0,1,3,10,14,14,18,11,13,12,11,7,13,8,18,5,14,9,3,18,0, 18,16, | k(19) =40
9,5,5,1,8,6,7,8,12,6,11,1,14,5,10, 16, 1;0, 1
31 0,1,3,10,2,16,19,11,21,12,26,28,17,17,6,4,18,27,6,14,17,3,26, | k(31) = 64
19,21,20, 19, 15,2,21,3,30,0,30,28,21,29, 15, 12,20, 10,19,5,3, 14,
14,25,27,13,4,25,17,14,28,5,12,10, 11,12,16,29, 10,28, 1;0, 1
37 0,1,3,10,33,35,27,5,5,20,28,30,7,14, 12,13, 14, 18,31,0,31,19, 14, | k(37) =76
24,12,23,7,7,28,17,5,32,27,2,33,27,3,36,0,36,34,27,4,2, 10,32,
32,17,9,7,30,23,25,24,23,19,6,0,6, 18,23, 13,25, 14,30, 30,9,
20,32,5,10,35,4,10,34,1;0, 1
411 0,1,3,10,33,27,32,0,32, 14,33,31,3,40,0,40,38,31,8,14,9,0,9,27, | k(41) =28
8,10,38,1;0,1

Tableau 4.1V — périodes modulo de petits p de la forme 26k £ 5, 26k +7, 26k +11.

(4) Pour ¢ = 2, la suite (D,), est définie par D, = 4D, + D,_», cette suite correspond a
A001076 dans [31]]. Dans ce cas, 1> +4¢ +8 = 20. L assertion (c) nous dit que k(5)|20 et les calculs
donnent k(2) =2 et k(5) = 20. D’apres (b) de la Proposition ona (20/p) = (2/p)*(5/p) =
(5/p). On a vu dans le Chapitre 1 que 5 est un résidu quadratique pour les nombres premiers de la
forme 10k £ 1 et 5 est un non résidu quadratique pour les nombres premiers de la forme 10k =4 3.

On en déduit que si p = 10k + 1, alors k(p)|(p — 1) et si p = 10k + 3, alors k(p)|2(p+ 1). Dans
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le Tableau on donne la suite (D), modulo de petits nombres premiers p de la forme 10k + 1,
ainsi que ses périodes. Dans le Tableau 4.VIl on donne la suite (D, ), modulo de petits nombres

premiers p de la forme 10k £ 3 et ses périodes.

p (D, mod p), k(p)l(p—1)
11 0,1,4,6,6,8,5,6,7,1;0,1 k(11) =10
19 0,1,4,17,15,1;0,1 k(19) =6
29 0,1,4,17,14,15,16,21,13,15,15,17,25,1;0, 1 k(29) = 14
31 0,1,4,17,10,26,21,17,27,1;0, 1 k(31) =10
41 [ 0,1,4,17,31,18,21,20,19,14,34,27,19,21,21,23,31,24,4,40,0,40, | k(41) =40
37,24,10,23,20,21,22,27,7,14,22,20,20,18,10,17,37,1;0,1
Tableau 4.V — périodes modulo de petits p de la forme 10k 4 1.
P (D, mod p), k(p)[2(p+1)
3 0,1,1,2,0,2,2,1;0,1 k(3) =8
7 0,1,4,3,2.4.4.6,0,6,3,4.5,3,3, 150, 1 k(7) =16
13| 0,1,4,4,7,6,5,0,5,7,7,9,4,12,0,12,9,9,6,7,8,0,8,6,6,4,9,1;0,1 | k(13)=28
17 0,1,4,0,4,16,0,16,13,0,13,1;0, 1 k(17) = 12
23 0,1,4,17,3,6,4,22,0,22,19,6,20,17,19, 1;0, 1 k(23) = 16
37 [ 0,1,4,17,35,9,34,34,22,11,29, 16, 19, 18, 17,12,28,13,6,0,6,24,28, | k(37) = 76
25,17,19,19,21,29,26,22,3,34,28,35,20,4,36,0,36,33,20,2,28,3,
3,15,26,8,21,18,19,20,25,9,24,31,0,31,13,9,12,20, 18,18, 16,8,
11,15,34,40,9,2,17,33,1;0, 1
Tableau 4.VI — périodes modulo de petits p de la forme 10k £ 3.
Notons qu’il existe des cas faciles. Par exemple, si t = —2 on obtient F(x) = x> — 1, donc F(x)

a une racine double pour p = 2 et deux racines distinctes pour p > 2. Ainsi, on a k(p)|(p— 1) pour
p > 2. En fait, la suite (D), est définie par D,, = D,,_», donc on a Dy = 0,D; = 1,Dy = 0,D| =
1,.... Par conséquent, on a k(m) = 2 pour tout m > 2.

Soient o = [(2+1) ++/A]/2 et B = [(2+1) — v/A] /2 les racines complexes du polyndme carac-

téristique F(x), ol A = (24-1)? +4. Ces racines sont distinctes pour tout entier . On a les identités

suivantes
D} —Dy_1Dyyy = (—1)", (n>1), (4.1)
Dyyg = Dny1Dg+DyDy—1, (g>1,n>0), (4.2)
o' B = (~1)" (n>0), 43)
p,= %" (n>0), (4.4)

o—pB "’
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Dy 1+D, 1= (Xn—Fﬁn, (I’l > 1). 4.5)

L’identité (4.2) se démontre par récurrence, I’identité (#.3)) est évidente. Pour les identités (4.1)),
(4.4) et @.3), voir [18]].
Etant donné que les identités ci-dessus sont les mémes que celles vérifiées par la suite de Fibo-

nacci (F},),, on a les mémes résultats suivants.

Théoreme 4.1.3. Les indices des termes D,, pour lesquels D,, = 0 mod m forment une progression
arithmétique simple. C’est-a-dire, n = xd, pour x = 0,1,2,... et un certain nombre entier stricte-

ment positif d = d(m), donne tous les n vérifiant D,, = 0 mod m.

Démonstration. La méme preuve que dans le cas Fibonacci en utilisant les identités (4.1]) et (4.2)),
voir [37, Théoreme 3]. Le fait que pged(Dy,Dy+1) = 1 se déduit de I'identité (4.1). On peut aussi
le voir de la fagon suivante. Si d > 0 est un diviseur de D,, et D, 1, alors d divise aussi le terme
précédent puisque D, = D, 1 — (2+1)D,. En réitérant cette opération, on démontre que tous les

termes précédents sont divisibles par d, donc en particulier d|D; = 1. [

D’apres le Théoreme on voit que d(m) est le plus petit entier strictement positif k véri-
fiant Dy = 0 mod m. En particulier, on a d(m)|k(m). On définit une fonction /(m) par 1’équation

d(m)l(m) = k(m). Notons que 1(m) est le nombre de zéros dans la période de la suite (D, mod m),.
Théoréeme 4.1.4. Soit m > 2 un entier, alors

1. 1(m) est le plus petit entier strictement positif n vérifiant D} (m)—1 = 1 mod m.

2. Pourm>?2, ona

(a) 1(m) =1 ou?2 sid(m) est pair, et

(b) 1(m) =4 si d(m) est impair.
De plus, 1(1) = 1(2) = 1. Inversement, [(m) = 4 implique d(m) est impair, [(m) = 2

implique d(m) est pair, et [(m) = 1 implique d(m) est pair ou m =1 ou 2.

Démonstration. La méme preuve que dans le cas Fibonacci en utilisant les identités (.1)), (4.3) et
(@.4). Voir [35, Lemme 1 et Théoreme 1]. O

Par exemple, dans le Tableau d(5)=3,d(13) =7,d(29) =5, d(37) = 19 et on a bien
1(5)=1(13) =1(29) =1(37) =4, alors que d(3) =4, d(11) =12, d(19) =20 et on a bien [(3) =
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[(11) =1(19) = 2. Dans le Tableau[d.1] d(7) = 6, d(23) =22, d(31) = 30, d(41) = 10 et on a bien
1(7)=1(23) =1(31)=1(41) = 1.

Méthode de calcul de k(m) : au lieu de calculer tous les M; mod m jusqu’a obtenir O et 1
comme deux termes consécutifs, on commence par calculer les M; mod m pour i = 2,3,..., dés
qu’on obtient un M; qui est congru a 0 modulo m alors d(m) = i. Si d(m) est impair, alors [(m) = 4
et k(m) = 4d(m). Si d(m) est pair, alors /(m) = 1 ou 2. Dans ce cas il suffit de voir M ,,)+; mod m.
Si My(m)+1 = 1 mod m, alors [(m) = 1 et k(m) = d(m), si My(u) 41 Z 1 mod m, alors [(m) =2 et
k(m) =2d(m).

4.2 La suite quasi Morgan-Voyce avec des conditions initiales généralisées

Soient a et b des entiers et considérons la suite (Dﬁ’b) » définie par

D’ =a, DY =b et DY = (241D’ + D", pour n>2.

n—

Puisque la matrice compagnon de la suite (D%”),, est la méme que celle de la suite (Dy),, on en
déduit que la suite (Dﬁ’b mod m), est simplement périodique, pour tout entier m > 2. On désigne
par k(a,b;m) la période de la suite (Dﬁ’b mod m),, i.e., le plus petit entier strictement positif & tel
que DZ’b =a mod m et DZfl = b mod m. La suite (D,Z,’zﬂ)n, appelée suite compagnon de (Dy,),,
satisfait plusieurs propriétés, voir [[18]]. La proposition suivante indique qu’on peut exprimer la suite
(Dﬁ’b) » en fonction de la suite (Dj,),. Notons qu’a partir de la relation de récurrence, on peut définir

D_1=D;— (2+Z)D0 =1.

Proposition 4.2.1. La suite (DZ’b)n satisfait
D%’ = bD, +aD,_1, (n>0). (4.6)

Démonstration. Cela découle d’une simple récurrence. 0
Proposition 4.2.2. Soient a,b et m des entiers avec m > 2, alors

(a) k(a,b;m)|k(m).

(b) k(b,0;m) =k(0,b;m) et k(0,b;m)|k(m).

(c) Sipged(b,m) =1, alors k(0,b;m) = k(m).
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(d) k(a,b;m)|ppem (k(a,0;m),k(0,b;m)).
Démonstration.

(a) La relation donne

7b 7b J—
Dy = bDi(m) + aDgm)—1 D} = bDo+aD_y modm
a,b _ a,b .
Dk(m)+l - ka(m)+1 +aDy() Dk(m)Jrl = bD +aDy mod m
ab
D];(m) =amodm .
a7 _
Dk(m)Jrl =b mod m

Il vient que k(a,b;m)|k(m). Remarquons que (a) peut se déduire aussi de (b) et (d).

(b) 11 est clair que Difl = Dy’ pour tout n > 0, il vient que k(b,0;m) = k(0,b;m). Le fait que

k(0,b;m)|k(m) est un cas particulier de (a).
(c) Méme preuve que dans le cas Morgan-Voyce, voir la Proposition [3.2.2] (c).

(d) D’apres la relation 1) on a Dg’b = bD,, et DZ’O = aD,,_1, pour tout n > 0. Posons ¢ =

k(a,0;m) et T = k(0,b;m), alors D%° = a mod m, D°

GHEOmodmeth’bEOmodm,

Dgfl = b mod m. Soit 8 = ppcm(c, 7). Puisque |6 et 7|0, onaaDgy_| = D‘é’o = a mod m,
aDg = D%" | =0 mod m, bDg = Dy” =0 mod m et bDg ;| = Dy | = b mod m. On déduit de

ces quatre dernieres congruences et de la relation (4.6) que Dg’b = bDg+aDg_1 =amod m
et D‘éﬁl =DbDg 1 +aDg =b mod m, i.e., k(a,b;m)|0 = Ppcm(k(a,O;m),k(O,b;m)),

O

Lemme 4.2.1. Soient a,b et m des entiers tels que pged(a,b,m) = 1 et supposons que m = p°
pour un nombre premier impair p et un entier strictement positif e. Si g = k(a,b;m) est pair, alors

2241
Dy ' =2 mod m.

Démonstration. 1l est facile de voir que D?,’zH =D, 1+ D, pourtoutn >0.0Ona

Dg’b =agmodm bDg+aDy_1 =amod m
A
DZ;’:] = b mod m bDgy1+aDg = b mod m

bDg+a(Dg_1 —1) =0 mod m
b(Dgi1—1)+aDy=0mod m
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Puisque pgcd(a,b,m) = 1, on obtient D? — (Dg41 —1)(Dg—1 — 1) = 0 mod m, qui, a 'aide de

I’identité ii devient Dg 1 +D,_| = 2 mod m, c’est-a-dire, D§’2H =2 mod m. O

Le théoreme suivant est un analogue au Théoreme 12 dans [37] pour le cas quasi Morgan-
Voyce, que nous énongons dans le cas m = p un nombre premier différent de 2, alors que dans
[37] il est énoncé pour m = p° une puissance d’un nombre premier impair. Nous pensons que dans

I’article de Wall [377]], pour une puissance d’un premier, il y a un probleme dans la preuve.

Théoreme 4.2.3. Soit p > 2 un nombre premier tel que p { (> +4t +8) ; soient a et b des entiers

tels que pged(a,b, p) = 1. Si g = k(a,b; p) est pair, alors g = k(p).

Démonstration. D’apres I’identité ll ,ona D%’ZH = "+ B" pour n > 0. Par conséquent, d’aprés
le Lemme[d.2.1] on a
of + B8 —2=0mod p.

Puisque af = —1, on trouve
(a8 —B8)? = (¥ + B —2)* +4(a® + B —2) =0 mod p.

Maintenant, puisque p { (t> 4-4¢ +8), on divise la relation ci-dessus par (o — )% = > + 4t + 8 pour

obtenir

as — B8\2
( o—p )
d’ol Dy = 0 mod p. De I'identité Dy, | = (2+¢)Dg+ D,y_1, on obtient Dg | = Dy_1 mod p. Cette

02—
=D, =0mod p,

derniere congruence avec Dg 1 + D, | =2 mod p impliquent Dy = Dy = 1 mod p. Ainsi, on
obtient k(p)|g et on déduit de la Proposition [4.2.2(a) que g = k(p). O

Considérons maintenant une relation binaire sur I’ensemble (Z/mZ)? définie par (a,b) ~ (q,7),
si et seulement si, il existe un indice i tel que D?’b = ¢ mod m et fol = r mod m. Puisque deux
termes consécutifs déterminent complétement la suite (DZ’b mod m),, il s’agit bien d’une relation
d’équivalence sur (Z/mZ)?. Le Tableau ou I’on a considéré r = 1, donne toutes les classes
d’équivalence modulo 6.

Une suite (DZ’b) » de période d modulo m est de la forme Dg’b, D‘l”b, D‘zl’b, e Dfl’fl, Dfl’b = Dg’b ,

Dgfl = D?’b, .... Par conséquent, les paires distinctes qui sont composées de deux termes consé-
cutifs dans la suite (D" mod m), sont (D3, D%"), (DY?,DSP), ..., (Dfl’fl ,D¥"). Ainsi, on a d

paires et on en déduit que la taille de la classe d’équivalence contenant (a,b) est d = k(a,b;m).
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k(a,b;6) | (a,b)
1 (0,0)
6 (0,1),(1,3),(3,4),(4,3),(3,1),(1,0)
2 (0,2),(2,0)
3 (0,3),(3,3),(3,0)
2 (0,4),(4,0)
6 0,5),(5,3),(3,2),(2,3),(3,5),(5,0)
3 (1,1),(1,4),(4,1)
1 (2,2)
1 (4,4)
3 (5,5),(5,2),(2,5)
6 (1,2),(2,1),(1,5),(5,4),(4,5),(5,1)
2 (2,4),(4,2)

Tableau 4.VII - Les (a,b)-classes d’équivalence modulo 6.

Etant donné un entier m > 2 fixé, on définit c,(m) comme étant le nombre de classes d’équivalence
distinctes de taille d. Ainsi, dans le Tableau 4.VII, on voit que ¢1(6) = ¢2(6) = ¢3(6) = c6(6) =3

et ¢y(6) = 0 pour tous les autres d.

Le théoréme suivant compte les éléments de (Z/mZ)? correspondant i la partition de cet en-

semble en classes d’équivalence.

Théoréme 4.2.4. Soient m > 2 un entier et c4(m) défini comme ci-dessus, alors

m? = Z d-cq(m).
dlk(m)
Démonstration. La méme preuve que dans le cas Morgan-Voyce, voir Théoreme [3.2.5] O

Les petites classes d’équivalence sont décrites dans la proposition suivante.
Proposition 4.2.5. Soient m > 2 un entier et g = pged(2+t,m).
(a) ci(m)=g.
(b) ca(m) =g(g—1)/2.

(c) Sim|(2+1t), alors k(m) =2, c;(m) =m, co(m) =m(m—1)/2 et cy(m) = 0 pour tous les

autres d.

Démonstration. Posons 2+t = gt; et m = gm avec pged(ty,m;) = 1.
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(a) Une suite de période 1 est de la forme a, a, a, ... modulo m. Ainsi, d’apres la définition de
la suite, on a (2+1¢)a+a = a mod m, ce qui est équivalent 2 a =0 mod m, d’ott a =Im/g

avecl=0,1,...,g—1,ie,ci(m)=g.

(b) Une suite de période 2 est de la forme a,b,a,b,... modulo m. Ainsi, d’apres la définition de
la suite,ona (2+7)a+b=>bmod met (2+1)b+a = a mod m, lesquelles sont équivalentes a
a=0mod m; et b =0 mod m,. En enlevant les cas ot a = b et ol les mémes suites a, b, a, b,
...etb,a, b, a,...sontobtenues, on obtienta =Iym/getb=ILm/gavec0 <1} <l <g—1,
d’otcp(m)=g(g—1)/2.

(c) Supposons que m|(2+1). D’aprés (a) et (b), on a ¢y (m) + 2c,(m) = m?. Par conséquent,
d’apres le Théoreme cq(m) = 0 pour tous les autres d et k(m) = 2.

]

A I’exception de la suite (D%O) » qui est toujours de longueur 1, on peut avoir toutes les classes

de longueur k(m), comme représenté dans le Tableau 4. VIIl|par le cas t = 1 et m = 7, avec k(m) =
16.

Diviseur d |1 |2 |4 | 8| 16
cq(7) 110{0(0] 3

Tableau 4.VIII — Longueurs et nombre de classes d’équivalence modulo 7 pour ¢ = 1.
En considérant, d’une maniere générale, une suite (Df‘,’b)n de période d modulo m, on a
b b _ pyab  pab b ryab b b pyab
Dy’ +D,D{” =D5”, DY +D,D5” =D5”,..., DY+ D2Dy” = DY”,

ou D, = 2+t. Ainsi, on obtient

1 Dy -1 0 0\ (D5
0 1 Dy —1 o || by’
0 0 1 D o] by’
= mod m.
b
-1 0 0 0 - 1 Dy||Dy,
D, -1 0 0 -0 1) \D% 0

d—1
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On définit la matrice circulante quasi Morgan-Voyce w2Mv par la matrice de taille »n suivante

1 D, -1 O 0O O

0 1 D, -1 0 O

wowv | 0 0 1 Dy 00

fa
-1 0 0 0 ---1 Dy
D, -1 0 0 --- 0 1
Proposition 4.2.6. Soit w2V — detw MY | alors
(a) WQMV_H <1+D262m]/n_e4z7r]/n> (n23)
(b) W = (—1y (=1 14Dy + D), (n>3).
(c) Sin est impair, alors wiMV — Dy 1+D, 1= D%’ZH, (n>3).
) wM =2 4t WM = (4441 +12),

wi = (1) 1) 24 1) — 2+ 0w @Y (n>3).

Démonstration. L assertion (a) découle de I’identité (2.8). Pour avoir (b), on échelonne la matrice
WnQMV exactement comme dans le cas Fibonacci, voir [[12, Proposition 5 (b)]. L’assertion (c) dé-

coule de (b). Pour montrer (d), soit n > 3, alors on a d’apres (b)

WMV (g 1[( 1)"' 1 4 Dyt + D 1}
— (—1) 1[( 1)n- 1—1+(2+Z)Dn+Dn,1+(2+t)Dn,2+Dn,3]
= (_l)n 1( t)( "+D’l—2)+(_1>n_3[(_1)n_3_1+Dn—1+Dn—3}
= (1) '+ 1) (Da+ Dy + (1) 21— (=1)" 24 1) + w2
= (=)' 1)@2+0) - +)wM WM
leMV =2+tet wQMV —(4 44t +1?) donnent une définition de WQMV et ngV inspirée par
(b). O

Comme dans les cas Fibonacci et Morgan-Voyce, nous avons un théoréme qui nous donne une

oM

relation entre w2 et la période de la suite (D, ’b) » modulo m.
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Théoreme 4.2.7. Soient a et b des entiers tels que (a,b) Z (0,0) mod m, ott m > 2 est un entier. Si
I =k(a,b;m), alors pged (WZQMV,m> # 1.

Démonstration. La méme preuve que dans le cas Morgan-Voyce fonctionne, voir Théoreme[3.2.10]

]

4.3 Suites quasi Morgan-Voyce sur les courbes elliptiques

Soient A et B deux points de E(F),) o0 E : y? = x> 4 ax + b est une courbe elliptique définie sur
le corps fini IF,, avec p > 2 un nombre premier. On définit la suite quasi Morgan-Voyce (D’é ’B) n Sur

la courbe elliptique E par
Dy =4, DY =B et D) = 240Dy +Dy%, pour n>2.

Proposition 4.3.1. Soient A et B deux points de E(F ).

(a) La suite (D), est donnée par

DﬁaB = [Dy|B+ [Dy—1]A, pour n>0. 4.7)

(b) La suite (D‘,? ’B)n est simplement périodique.

Démonstration. (a) découle d’une simple récurrence et (b) se démontre de la méme facon que dans

le cas Morgan-Voyce, voir Proposition [3.3.1] (b). O

On note par K(A, B; E) la période de la suite (D‘,;\ ’B)n, c’est-a-dire, le plus petit entier strictement
positif k satisfaisant D‘,? B— Aet D?fl =B.

Comme dans le cas Morgan-Voyce, le Lemme [[.2.1| nous permet de faire le lien entre les pé-
riodes de (D}"®), et les périodes de (D, mod m),. On va voir que la période de la suite (DS?),
ne dépend que de hp, de sorte que tous les points R qui ont le méme ordre vont engendrer des
suites avec exactement la méme longueur. Une fois cette connexion €tablie, on pourra généraliser

les propriétés de la suite ordinaire (D,), a des suites (Dﬁ‘ ), sur les courbes elliptiques.
Théoreme 4.3.2. Soient A et B deux points de E(IF ).

(a) K(B,0;E) =K(0,B;E) = k(hg).
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(b) K(A,B;E)|ppcm(K(A,O0;E),K(O,B;E)).
(c) K(A,B;E)|k(h).
Démonstration.

(a) Il est clair que fol = D,?’B pour tout n > 0, il vient que K(B,O0;E) = K(O,B;E). D’aprés
la relation (4.7), 1a suite (D$®),, est de la forme ([D,]B),. Soit ¢ = K (O, B;E), alors

p?* =p{* [D.]B = [Dy]B = [0]B
p%% = pY*® [D.1]B = [D1]B=[1]B
c+1 — 1 c+1|D — 1D —
D, =0mod hg
<

D.y1 =1mod hp '

La derniere équivalence résulte du Lemme [[.2.1] Puisque ¢ est le plus petit entier positif
vérifiant ce dernier systeéme, on en déduit ¢ = k(hp).

(b) La preuve est analogue a celle de la Proposition #.2.2] (d).

(c) Méme preuve que dans le cas Morgan-Voyce, voir Théoreme [3.3.2](c).

[

Corollaire 4.3.2.1. Soient A et B deux points de E(F ) et supposons qu’on est dans le cas E(F,) ~

Z/m7Z x 7/ nyZ, avec ny, np, > 1 des entiers donnés tels que ny divise ny, alors K(A,B;E)|k(ny).

Démonstration. Découle d’une preuve analogue a celle du Théoréme (c) en utilisant le Théo-
réme et le fait que 1’ordre de tout point de E(IF,) divise ny. O

Puisqu’on a k(hg) = K(O,B;E), certaines propriétés de la suite ordinaire (D,), peuvent &tre

transférées a des propriétés analogues pour les suites (D,?’B) » sur une courbe elliptique.
Théoreme 4.3.3. Soient A et B deux points de E(IF)).
(a) Si hg est un nombre premier impair et t> + 4t + 8 est un résidu quadratique modulo hg, alors
K(O,B;E)|(hg—1).
(b) Si hg est un nombre premier impair et t> + 4t + 8 est un non résidu quadratique modulo hg,

alors K(O,B;E)|2(hg+1).

(c) Si hg est un nombre premier impair et hg|(t* 44t +8), alors K(O,B;E)|4hBEI

Dans la référence [2] nous n’avons pas explicité que K (O, B; E)|4hp, on a juste précisé que K (O, B;E)|hg(hg —1).
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(d) Si ] pfi est la factorisation en produit de nombres premiers de hp, alors K(O,B;E) =
ppem (k(p{)).

(e) Sihy|hp, alors k(hy)|k(hp).

Démonstration. Utiliser le résultat du Théoréme {.3.2a) dans le Théoreme [d.1.2] O

On donne maintenant la notion analogue d’une classe d’équivalence pour les suites définies
sur les courbes elliptiques. On dit que (A", B’) est équivalent a (A, B) s’il existe un indice i tel que
D’?’B =A'et D‘;\ ﬁ = B’. Comme pour le cas ordinaire, la taille d’une classe d’équivalence contenant
(A,B) est K(A,B;E). On définit C;(E) comme étant le nombre de classes d’équivalence distinctes
de taille d.

Proposition 4.3.4. Soit oo =#{P € E(F,) | hp|(2+1)}, ot E est une courbe elliptique sur IF,.
(a) C1(E) = a.
(b) CG(E)=a(a—1)/2.

Démonstration.

(a) Une suite de période 1 est de la forme P, P, P, .... Ainsi, [2+41t|P+ P = P, ce qui est équi-
valent, d’apres le Lemme a2+t =0 mod hp. Notons que la suite triviale est toujours

de période 1.

(b) Une suite de période 2 est de la forme P, R, P, R, .... Ainsi, 2+t|R+P=Pet [2+t|P+R=
R, lesquelles sont équivalentes a 24t = 0 mod hg et 2+4¢ = 0 mod hp. En enlevant les cas
ou P = R et ou les mémes suites P, R, P, R, ... et R, P, R, P, ... sont obtenues, il ne reste que

o(a — 1)/2 suites différentes de période 2.
0

Par exemple, sur la courbe elliptique E : y* = x> + x + 1 considérée sur Fs, on a E(Fs) =
{P; =[j]P1,0 < j <8}, ou P = (0,1). Le point P; est d’ordre 9 et engendre ce groupe. Ainsi,
E(Fs) ~ Z/9Z. Par conséquent, travailler sur E(Fs) revient a travailler sur les suites quasi Morgan-
Voyce ordinaires modulo 9, et on a Cy(E) = c4(9) pour tout d. Par exemple, si 247 =0 mod 9, alors

o = 9,C1 (E) = 61(9) =9et Cz(E) = C2(9) =36.Sit=1, alors ot = #{0,P3,P6} = 3,C1 (E) =
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C1(9) =3et CZ(E) = C2(9) =3.

Le théoreme suivant est analogue au Théoreme |4.2.7

Théoréme 4.3.5. Soient A et B deux points de E(IF,) tels que (A,B) # (0, 0) et w@MV les déter-
minants des matrices circulantes quasi Morgan-Voyce, comme précédemment. Si ¢ = K(A,B;E),

alors pged <WCQMV, h) # 1.
Démonstration. La méme preuve que dans le cas Morgan-Voyce, voir Théoreme [3.3. 0
Le théoréme suivant est analogue au Théoreme [4.2.4]

Théoreme 4.3.6. Soient E une courbe elliptique sur F, et C4(E) défini comme précédemment,

alors
n =Y d-CyE).
d|k(h)
Démonstration. La méme preuve que dans le cas Morgan-Voyce, voir Théoreme[3.3.6 O

Corollaire 4.3.6.1. Supposons qu’on a E(F),) ~7/n1Z x Z/nyZ pour ny, n, > 1 des entiers donnés

tels que ny divise ny, alors

n= Y d-CyE).
dlk(ny)

Démonstration. Découle du Théoreme et du Corollaire 4.3.2.11 O
Par exemple, sur la courbe elliptique E : y*> = x> 4 2 considérée sur F7, on a E(F;) ~ Z/37Z x

ZJ3Z. Sit = 1, il est facile de voir que k(3) = 2. D’apres la Proposition{4.3.4, on a C;(E) =9 et
C>(E) = 36. Ainsi, le Corollaire 4.3.6.1|est vérifié.



CHAPITRE 5
PERIODES DES SUITES DE TRIBONACCI ET COURBES ELLIPTIQUES

Dans ce chapitre, on étudie la suite Tribonacci (7,), qui est une suite récurrente linéaire d’ordre
3 définie par
Io=0,T1=0,T, =1,
L1 =T+ T 1+ T, (n>2).

On sait que (7,, mod m), est simplement périodique pour tout entier m > 2 [36],[39]. On peut aussi

. . . . . . . (010
le voir en utilisant le Lemme [2.1.1| puisque la matrice compagnon de la suite Tribonacci ((1) (1) })

est de déterminant 1 et est donc inversible modulo tout entier m > 2. On note par k(m) la période
de la suite (7, mod m),, i.e., le plus petit entier strictement positif k tel que 7; = Tj.+; = 0 mod m

et Tx4+2 = 1 mod m.

5.1 La suite Tribonacci

Soient F(x) = x> — x> —x — 1 le polyndme caractéristique de la suite Tribonacci (T}), et I =
{3,5,23,31,...} I’ensemble de tous les nombres premiers p pour lesquels F(x) est irréductible
sur F,, O = {7,13,17,19,...} I’ensemble de tous les nombres premiers p pour lesquels F(x)
se factorise sur I, en produit d’un facteur lin€aire et d’un facteur quadratique irréductible et
L={2,11,47,53,...} I’ensemble de tous les nombres premiers p pour lesquels F(x) se factorise
completement sur IF), en facteurs linéaires. Ces ensembles sont donnés dans [24]. Le théoreme sui-
vant contient certaines des propriétés fondamentales connues sur les périodes de la suite Tribonacci

modulo m.

Théoreme 5.1.1. Soit p # 2,11 un nombre premier.

(@) SipelL alorsk(p)|(p—1).

(b) Si p € Q, alors k(p)|(p*—1).

(¢) Sipcl alorsk(p)|(p>+p+1).

(d) Si[lp;" estla factorisation en produit de nombres premiers de m, alors k(m) = ppcm (k( ple’))

(e) Sin

m, alors k(n)|k(m).
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Démonstration. Pour (a)-(c) voir [24] ou utiliser la Proposition [2.1.2] pour (d) voir [36 39] ou
utiliser le Lemme Pour (e), Supposons que n|m et soient ¢ = k(n), T = k(m), alors o est le
plus petit entier strictement positif satisfaisant 75 = T5+1 = 0 mod n, T2 = 1 mod n et T est le
plus petit entier strictement positif satisfaisant 7; = T = 0 et Tr12 = 1 mod m. Par hypothese,

on a n|m, d’oti I’on déduit que T; = Tr11 = 0 mod n, Tz, = 1 mod n et donc o|. O

Par exemple, la suite Tribonacci modulo 3 est donnée par 0,0, 1, 1,2, 1,1, 1,0,2,0, 2, 1, 0,
0,1, ..., ce qui implique k(3) = 13](32 +3+4 1) = 13 et donc (c) est vérifiée. La suite Tribonacci
modulo 6 est0,0,1,1,2,4,1,1,0,2,3,5,4,0,3,1,4,2,1,1,4,0,5,3,2,4,3,3,4,4,5, 1,
4,4,3,5,0,2,1,3,0,4,1,5,4,4,1,3,2,0,5,1,0,0, 1, ..., et donc k(6) = 52. Modulo 2, la
suite est 0, 0, 1, 1,0, 0, 1, ..., et donc k(2) = 4. Ainsi, la partie (d) est aussi vérifiée puisqu’on a
ppem (k(2),k(3)) = ppem(4,13) = 52 = k(6). On voit aussi que (e) est vérifiée puisque 2,36 et
k(2),k(3)|k(6).

5.2 La (a,b,c)-suite Tribonacci

Soient a, b et ¢ des entier, la (a, b, c)-suite Tribonacci est la suite (G, ), définie par

Go=a, G| =b, G, =c,
Gu+1=Gn+Gu-1+ Gy, (I’l > 2)

Puisque la matrice compagnon de la (a,b,c)-suite Tribonacci (G,), est la méme que celle de la
suite (7},), , on en déduit que la suite (G, mod m), est simplement périodique, pour tout entier
m > 2. On désigne par k(a,b,c;m) la période de la suite (G, mod m),, c’est-a-dire, le plus petit
entier strictement positif k tel que Gy = a mod m, Gy,.1 = b mod m et Gy, = ¢ mod m.

La proposition suivante nous indique qu’on peut exprimer la suite (G,), en fonction de la suite
(T,)n. Notons qu’a partir de la relation de récurrence, on peut définir 7y =T, —T1 — Tp = 1 et

To=T —Ty—T_ | =—1.

Proposition 5.2.1. Soient a, b, ¢ et m des entiers avec m > 2. La (a,b, c)-suite Tribonacci satisfait
G,=aTl,—1+b(T,—1+T,—2)+cT, pourn>D0. (5.1)

Démonstration. Cela découle d’une simple récurrence. [
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Proposition 5.2.2. Soit (G,), la (a,b,c)-suite Tribonacci, oit a, b, ¢ et m sont des entiers avec

m> 2.

(@) k(a,b,c;m)|k(m).

(b) k(0,0,c;m) = k(c,0,0;m) et k(0,0,c;m)|k(m).

(c) Sipged(c,m) =1, alors k(0,0,c;m) = k(m).

(d) k(a,b,c;m)|ppcm(k(a,0,0;m),k(0,b,O;m),k(0,0,c;m)).
Démonstration.

(a) La relation (5.1]) implique

Gim)y = aTxm)—1 +b(Tigmy—1 + Tegm)—2) + Ti(m)
Gim+1 = aTim) +D(Tem) + Tegm)—1) + Timy+15
Gim+2 = aTimy+1+0(Temy+1 + Tim)) + Ti(m) 425

ce qui implique

Gimy = al- 1+ b(T_1+T-3)+ cTp mod m,
Gk(m)+1 =  aTly+b(To+T-1)+cT) mod m,
Gk(m)+2 = ali —l—b(T] + T()) + ¢T> mod m,

donc on obtient Gy () = Go, Gi(m)+1 = G15 Gi(m) 42 = G2 mod m. 1l vient que k(a, b, c;m) |[k(m).

(b) La premiere partie découle du fait que la (c,0,0)-suite Tribonacci commence par c,0,0,c
donnant la méme suite que la (0,0, c)-suite Tribonacci a 1’exception du premier point. La

deuxieme partie est un cas particulier de (b).

(c) La relation (5.1 implique que le terme général de la (0,0, ¢)-suite Tribonacci est G, = cT,,. Si
pged(c,m) = 1, alors c est inversible modulo m et donc ¢7; = ¢T; mod m si et seulement si

T; = Tj mod m. Par conséquent, k(0,0,c;m) = k(m).

(d) Soient ¢ = k(a,0,0;m), T = k(0,b,0;m) et 6 = k(0,0,c;m). La relation (5.1) implique, en
considérant les termes généraux des (a,0,0), (0,5,0) et (0,0,c)-suites, que aT5—| = a, aTs =

0, aTs41 =0 mod m, b(Tr—1+Tr—2) =0, b(Tr + Tr—1) = b, b(Tr41 +Tr) =0 mod m et
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cTop =0, cTy+1 =0, Ty, = ¢ mod m. Soit p = ppcm(o,7,0). Puisque o|p, T|p et O|p,
alorsalp_1 =a,alp =0,aTp 1 =0mod m, b(Tp—1 +Tp—2) =0,b(Tp) +Tp—1) = b, b(Tp4+1+
Tp) =0modmetcTy, =0, cTp11 =0, cTp 2 = ¢ mod m. Ces neuf dernieres congruences et

la relation (5.1) donnent G, = a, Gp11 = b et Gp12 = ¢ mod m, d’ou k(a,b,c;m)|p.

Considérons maintenant une relation binaire sur 1’ensemble (Z/mZ)3, définie par (a,b,c) ~
(g,rt), si et seulement si, dans la (a,b,c)-suite Tribonacci, il existe un indice i tel que G; =
g mod m,G;y1 = r mod m et G;j;» =t mod m. Puisque trois termes consécutifs déterminent com-
pletement la (a,b,c)-suite Tribonacci modulo m, il s’agit bien d’une relation d’équivalence sur
(Z/mZ)?. Le Tableau 5.1 donne toutes les classes d’équivalence modulo 6.

Une suite Tribonacci de période d modulo m est de la forme x, x2, x3, ..., X4, Xg+1 = X1,
X4+2 = X3, .... Par conséquent, les triplets distincts qui sont composés de trois termes consécutifs
dans cette suite sont (x,x2,x3), (x2,x3,%4), ..., (X4,X1,X2). Ainsi, on a d triplets et on en déduit que
la taille de la classe d’équivalence contenant (a,b,c) est d = k(a,b,c;m). Etant donné un module
entier m > 2 fixé, on définit c;(m) comme étant le nombre de classes d’équivalence distinctes
de taille d. Ainsi, dans le Tableau on voit que ¢1(6) =2, c2(6) =1, c4(6) = 1, c13(6) = 4,
c26(6) =2, ¢52(6) =2 et ¢y(6) = 0 pour tous les autres d.

Le théoréme suivant compte les éléments de (Z/mZ)> correspondant  la partition de cet en-

semble en classes d’équivalence.

Théoréme 5.2.3. Soient m > 2 un entier et cq(m) défini comme ci-dessus, alors

m’ = Y, d-cq(m).

d|k(m)
Démonstration. La méme preuve que dans le cas Morgan-Voyce, voir Théoreme [3.2.5] O

On a vu dans le Tableau que modulo 6, il y a des classes qui ont des tailles différentes.
Cependant, a I’exception de la (0,0, 0)-classe qui est toujours de longueur 1, on peut avoir toutes les

classes de longueur k(m), comme représenté dans le Tableau [5.11| par le cas m = 5, avec k(m) = 31.

Les petites classes d’équivalence sont décrites dans la proposition suivante.
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Tableau 5.1 — Les (a, b, ¢)-classes d’équivalence modulo 6.
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Diviseur d | 1 | 31
cq(10) 1|4

Tableau 5.II — Longueurs et nombre de classes d’équivalence modulo 5.

Proposition 5.2.4. Soit m > 2 un entier.

(@) ci(m) =1 si m est impair et c;(m) =2 si m est pair.

(b) cp(m) =0 si m est impair et ca(m) = 1 si m est pair.

(¢) c3(m)=0.

(d) ca(m)=0sim=1,3 mod4, c4(m)=1sim=2mod4 et ca(m) =23 sim=0mod 4.
Démonstration.

(a) Une suite de période 1 est de la forme a, a, a, a, ... modulo m. Ainsi, a +a+a = a mod m,
donc 2a = 0 mod m. Si m est impair, on obtient @ = 0 mod m et la suite est en fait 0, 0, 0, .. .,
d’out ¢;(m) = 1. Si m est pair, on obtient a = 0 mod m/2. Dans ce cas, on a les deux suites 0,
0,0,...etm/2,m/2,m/2, ...,d’ ot c;(m) = 2.

(b) Une suite de période 2 est de la forme a, b, a, b, a, ... mod m. Ainsi, a+b+a = b mod m
et b+a+b =a mod m, ce qui donne 2a = 2b = 0 mod m. Si m est impair, on obtient
a = b =0 mod m. Ceci donne la suite 0, 0, 0, ..., qui est en fait une suite de période 1, d’ou
c2(m) = 0. Si m est pair, on obtient a = b = 0 mod m/2. Ceci donne une suite de période 2,
qui est (2 un ordre pres) 0, m/2,0,m/2, ... et deux suites de période 1, qui sont 0, 0, 0, ... et
m/2,m/2,m/2, ...,d’oucy(m) = 1.

(¢) Une suite de période 3 estde la forme a, b, ¢, a, b, ¢, ... mod m. Ainsi, onaa+b—+c=a mod m,
b+c+a=bmodmetc+a+b=cmodm, ce qui donne 2a = 2b =2¢ =0 mod m. Si m
est impair, on obtient a = b = ¢ = 0 mod m. Ceci donne la suite 0, 0, O, ... qui est en fait
une suite de période 1, d’ou ¢3(m) = 0. Si m est pair, on obtient a = b = ¢ = 0 mod m/2.
Ceci donne une suite de période 2 qui est (a un ordre pres) 0, m/2, 0, m/2, ..., deux suites
de période 1 qui sont 0, 0,0, ...etm/2, m/2,m/2, ..., les autres cas donnent la mémes suite

d’ordre 4 qui est (a un ordre pres) m/2, m/2,0,0,m/2,m/2, ..., d’ ot c3(m) = 0.

(d) Une suite de période 4 peut s’écrire sous la forme a, b, ¢, a+b+c, a+2b+2c, 2a+3b+4c,
da+6b—+7Tc, ... mod m. Ainsi, on a a+2b+2c = a mod m, 2a +3b+4c = b mod m et
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4a+ 6b+Tc = ¢ mod m, ce qui implique 20+ 2¢ = 2a+ 2¢ = 2a+ 2b = 0 mod m. Si m est
impair, on obtient b+ ¢ =a+c = a-+b =0 mod m, ce qui implique 2a =2b =2c =0 mod m
et donc a = b = ¢ = 0 mod m. Par conséquent, on a une suite de période 1 quiest0, 0, O, ...
et c4(m) = 0. Si m est pair, on obtient b+ ¢ =a+c =a+b =0 mod m/2, ce qui implique
2a = 2b =2c¢ =0 mod m/2, ici aussi, on distingue deux cas. Si m/2 est impair, alors on a
a=b=c=0mod m/2 et on obtient une classe de taille 4 qui est (0,0,m/2), deux classes
de taille 1 qui sont (0,0,0), (m/2,m/2,m/2) et une classe de taille 2 qui est (0,m/2,0), d’ou
ca(m) = 1. Si m/2 est pair, alors a = b = ¢ = 0 mod m/4 et on obtient 2 classes de taille
1 qui sont (0,0,0,), (m/2,m/2,m/2), une classe da taille 2 qui est (0,m/2,0), trois classes
de taille 4 qui sont (0,0,m/2), (m/4,m/4,m/4), (m/4,3m/4,3m/4) et six classes de taille
8 qui sont (0,0,7/4), (0,0,3m/4), (0,m/4,0), (0,m/2,3m/4), (0,m/2,3m/4), (0,3m/4,0).
On en déduit que c4(m) = 3.

O]

On considére maintenant, d’une maniére générale, une (x;,x»,x3)-suite Tribonacci de période d

modulo m, alors on a x| +xp +Xx3 = X4, X0 +X3 + X4 = X5, ... Xy—1 + X7 +Xx] = x». Ainsi, on obtient

1 1 1 -1 0 O -~ 00O X1
0 1 1 1 -1 0 --- 000 X2
0 1 1 1 -1 --- 000 X3
= mod m.
-1 0 0o o0 o0 0o -~ 111 X4 0
1 -1 0 0 o0 O -~ 011 Xg—1
1 1 -1 0 0 0 --- 001 Xq 0

11 1 -1 0 0
111 -l 0

W 0 1 1 1
1 -1 0 0 0 11
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On note par wi ' = det (W,/®!) le déterminant de la matrice circulante Tribonacci. D’apres les

formules 1} et 1i on a wIRl = H;f;(l) (1 + 2T/ 4 pHimi/n _ poinj/ ”) Le théoréme suivant

nous donne une relation entre w! ¥ et 1a période de la suite Tribonacci modulo .

Théoréme 5.2.5. Soient a, b et ¢ des entiers tels que (a,b,c) # (0,0,0) mod m, oit m > 2 est un
entier. Si | = k(a,b,c;m), alors pged (w] R m) # 1.

Démonstration. La méme preuve que dans le cas Morgan-Voyce fonctionne, voir Théoreme[3.2.10]
O

Le Tableau|5.11I|donne quelques valeurs de la suite (w! ®!). Par exemple, si on considére W1T3RI =

2862 = 2-33.53, alors le Théoreme nous dit que si une suite a une période de longueur 13
modulo m, alors 2,3 ou 53|m. A titre d’exemple, il est facile de voir que k(2,2,4;6) = 13 et on a
pgcd(wIR |6) = 6. Ainsi, les facteurs premiers de w!®! donnent une liste finie de nombres premiers,

st aucun d’eux ne divise m, alors n ne peut pas €tre une période d’une suite Tribonacci modulo m.

n Wl n wIRl
4 16=2% 20 195536 =2*-11%-101

5 22=2-11 21 361286 = 2-43-4201

6 28 =2%2.7 22 665372 =2%.397-419

7 86=2-43 23 1219462 = 2-47-12973

8 128 =27 24 2248064 =27.7-13-193

9 218=2-109 25 4134922 =2-11-187951

10 484 =2%.112 26 7595748 = 2%2.33.53.1327

11 794 =2.397 27 13985354 = 2-109 - 64153

12 1456 =2%-7-13 28 25718128 =2%.29.43.1289
13 2862 =2-37.53 29 47283806 = 2-23641903

14 4988 = 22.29.43 30 | 87007228 =2%.7-11%2-61-421
15 9262 =2-11-421 31 160006750 = 2-53 - 640027

16 17408 =210-17 32 294264832 =213.17.2113
17 31282 =2- 15641 33 541334114 =2-397-681781
18 | 57988 =22-7-19-109 | 34 | 995580932 = 2%-15641-15913
19 107314 =2-53657 | 35| 1831116386 =2-11-43-1935641

Tableau 5.111 — Les nombres wl®! et leurs factorisations en produit de nombres premiers.

5.3 Suites Tribonacci sur les courbes elliptiques

Soient A, B et C trois points de E(F,) ou E : y? = x> +ax + b est une courbe elliptique définie

sur le corps fini I, avec p > 2 un nombre premier. On définit la (A, B,C)-suite Tribonacci, notée
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par (H,),, sur la courbe elliptique E par

HO :A7 Hl :B7 H2 :C7
Hy 1 =Hy+Hy—1+Hy 2, (n > 2)
Tout d’abord, on établit quelques propriétés de base de (H,,).

Proposition 5.3.1. Soient A, B et C trois points de E(F)).

(a) La (A,B,C)-suite Tribonacci (H,) est donnée par

H, = [Tn_l]A + [Tn_z + Tn_l]B + [Tn]C. (5.2)

(b) La (0,0,C)-suite Tribonacci est H, = [T,]C.
(¢) La (O,B,0)-suite Tribonacci est H, = [T,,—» + T,,—1]B.
(d) La (A,B,C)-suite Tribonacci (H,) est simplement périodique.

Démonstration. (a) découle d’une simple récurrence. (b) et (c) sont des cas particuliers de (a) avec
A =B =0 pour (b) et A =C = O pour (¢). (d) se démontre de la méme facon que dans le cas
Morgan-Voyce en considérant cette fois-ci un triplet constitué de trois termes consécutifs, voir

Proposition (b). [

On note par K(A,B,C;E) la période de la (A, B,C)-suite Tribonacci, c’est-a-dire, le plus petit
entier strictement positif k satisfaisant Hy = A, Hy.1 = B et Hy ) =C.

Comme dans les cas Morgan-Voyce et quasi Morgan-Voyce, le Lemme [I.2.1| nous permet de
faire le lien entre les périodes de le suite Tribonacci sur une courbe elliptique et les périodes de
la suite Tribonacci ordinaire. On verra que la période de la (0, O,C)-suite ne dépend que de k¢,
de sorte que tous les points R qui ont le méme ordre vont engendrer des suites Tribonacci avec
exactement la méme longueur. Une fois cette connexion établie, on pourra généraliser les propriétés

de la suite Tribonacci ordinaire a la (O, O, C)-suite Tribonacci sur les courbes elliptiques.
Théoréme 5.3.2. Soient A,B et C des points de E(F ), alors
(a) K(0,0,C,E) =K(C,0,0;E) = k(hc). Si hc est impair, alors K(O,C,0;E) = k(hc).

(b) K(O,C,0;E)|k(hc).
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(¢) K(A,B,C;E) | ppcm (K (A,0,0;E),K(0,B,0;E),K(0,0,C;E)).
(d) K(A,B,C;E) | k(h).
Démonstration.

(a) L’égalité K(0,0,C;E) = K(C,0,O;E) est évidente étant donné que les deux suites sont les
mémes. La Proposition (b) nous dit que la (0,0,C)-suite est H, = [T,]C. Soit ¢ =
K(0,0,C;E), alors [0]C = H, = [T,]C, [0]C = Hoi1 = [To1]C et [1]C = H,4» = [T.12]C.
D’apres le Lemme [[.2.1] cela se produit si et seulement si 7. =0, T.1; =0 et T.yo =
1 mod h¢. Puisque ¢ est le plus petit entier vérifiant ces congruences, on en déduit que
¢ =k (h¢). Supposons maintenant que A¢ est impair et soit c = K(O,C, O; E). La Proposition
(c) nous dit que la (O, C, O)-suite est H, = [T;,_» + T,,—1]C. Ainsi, on a

Hy = H. 0]C = [I.2+T.]C
Hi = Hyy <= [1IC = [L+TJC
Hy = Hco 0]C = [I.+T.]C
( T, 24+T..1 = 0 mod (hc)
= T..1+T. = 1 mod (he)
T.+T.;1 = 0 mod (hc)
2T 11 = 0 mod (he)
< T..1+T. = 1 mod (he)
| Te+T.41 = 0 mod (hc)
( T.r1 = 0 mod (he)
— T..1 = 1 mod (he)
| . = 0 mod (hc)
( T.v1 = 0 mod (he)
>\ T2 = 1 mod (hc)
T. = 0 mod (he)

ot la deuxieme équivalence provient du Lemme [[.2.1] Puisque c est le plus petit entier véri-

fiant le dernier systeme, on en déduit que ¢ = k(h¢).
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(b) Si h¢ est un entier positif quelconque, alors la quatrieme équivalence ci-dessus devient une

implication puisque
T.+1 =0 mod (hc) — 2T.+1 =0 mod (hc)

Ainsi, on en déduit que K(O,C, O;E)|k(hc).
(c) La preuve est analogue a celle de la Proposition [5.2.2(d).

(d) On sait que hy|h, hg|h et he|h. Par conséquent, d’apres le Théoreme (e), on a k(hy)|k(h),
k(hp)|k(h) et k(hc)|k(h). D apres (a) et (b), on a K(A,0,0;E) = k(ha), K(O,B,0;E)|k(hp)
et K(0,0,C;E) = k(hc), on en déduit que les trois périodes K(A,0,O;E), K(O,B,0;E) et
K(0,0,C;E) divisent k(h), donc ppcm(K(A,0,0;E),K(O,B,0;E),K(0,0,C;E))|k(h) et

le résultat découle de (c).
O

Corollaire 5.3.2.1. Soient A, B et C trois points de E(F ) et supposons qu’on a E(F,) ~ 7 /nZ x

Z/nyZ pour ny, ny > 1 des entiers donnés tels que n| divise ny, alors K(A,B,C;E)|k(ny).

Démonstration. Découle d’une preuve analogue a celle du Théoreme [5.3.2(d) en utilisant le Théo-
réme et le fait que 1’ordre de tout point de E(IF,,) divise n,. O

Puisqu’on a k(h¢) = K(O, O,C; E), certaines propriétés de la suite Tribonacci ordinaire peuvent
étre transférées a des propriétés analogues pour les (O, O, C)-suites Tribonacci sur une courbe el-

liptique.

Théoreme 5.3.3. Soient A, B et C trois points de E(IF ).
(@) Sihc e L\{2,11}, alors K(0,0,C;E)|(hc —1).
(b) Si hc € Q, alors K(0,0,C;E)|(h% —1).

(¢) Sihc €1, alors K(0,0,C;E)|(h% +hc +1).

(d) Si[Ip; est la factorisation en produit de nombres premiers de he, alors on a K(0,0,C;E) =
ppem (k(pj')).

(e) Si hA’/’lc, alors k(hA)‘k(hc).
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Démonstration. Utiliser le résultat du Théoréme [5.3.2a) dans le Théoreme[5.1.1] O

On définit maintenant, comme pour les suites Tribonacci ordinaires, une relation d’équivalence
sur les suites Tribonacci définies sur les courbes elliptiques. On dit que (A’,B’,C’) est équivalent
a (A,B,C) si, dans la (A, B,C)-suite Tribonacci, il existe un indice i tel que H; = A, H;11 = B' et
H;.» = C'. Comme pour le cas ordinaire, la taille d’une classe d’équivalence contenant (A, B,C)
est K(A,B,C;E). On définit C;(E) comme étant le nombre de classes d’équivalence distinctes de
taille d.

On va voir dans le théoréme suivant que nous ne pouvons pas toujours avoir les mémes résultats

que pour la suite Tribonacci ordinaire modulo m.

Théoréme 5.3.4. Soient A, B et C trois points de E(F,) et wIR! les déterminants des matrices

circulantes Tribonacci comme précédemment, alors

(

1, si la cubique n’a pas de racine dans I,

(@ Ci(E)=14 2, si la cubique n’a qu’une racine dans I,
L 4, si la cubique a trois racine dans I ,.

0, si la cubique n’a pas de racine dans I,

(b) G(E) =14 1, si la cubique n’a qu’une racine dans F,,
| 6, si la cubique a trois racine dans I .

(¢) Sic=K(A,B,C;E), alors pged (wIRl h) # 1.

Démonstration. (a) et (b) découlent d’arguments analogues a ceux de la preuve de la Proposition
En effet, si la cubique n’a pas de racine dans ), et par conséquent, n’a pas de point d’ordre 2
dans E(IF),), alors on aura une suite de période 1 qui est (O, 0, O) et pas de suite de période 2. S’il
n’y a qu’un point P d’ordre 2 dans E(IF,), alors on aura deux suites de période 1 qui sont (0,0, 0)
et (P,P,P), une suite de période 2 qui est (O, P,0). S’il y a trois points P, avec i = 1,2, 3, d’ordre 2
dans E(IF,), alors on aura quatre suites de période 1 qui sont (0,0, 0) et (P, P;, F;) avec i = 1,2,3,
six suites de période 2 qui sont (O, P;,0) et (P;,P;,P;) avec i, j =1,2,3 et i < j. Pour (c), la méme

preuve que dans le cas Morgan-Voyce fonctionne, voir Théoreme [3.3.5] O

Le théoréme suivant est analogue au Théoreme [5.2.3]
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Théoreme 5.3.5. Soient E une courbe elliptique sur F, et C4(E) défini comme précédemment,

alors

w=Y d-CyE).
)

d|k(h
Démonstration. Découle du fait que les classes d’équivalence forment une partition de E (IFP)3 et
que, d’apres le Théoreme d), toutes les classes ont une taille qui divise k(h). O

Corollaire 5.3.5.1. Supposons qu’on a E(F,) ~7Z/n\Z x Z./nyZ pour ny, ny > 1 des entiers donnés

tels que ny divise ny, alors

=Y d-CyE).

dlk(n2)

Démonstration. Découle du Théoreme [5.3.3let du Corollaire 5.3.2.1] O

Le Tableau illustre le Corollaire(5.3.5.1| pour la courbe elliptique y*> = x> +2 sur F7. On a
E(F;7) ~7/37 x 7/3Z,h = ord(E(F7)) = 9,k(3) = 13 et k(9) = 39.

Diviseurd | 1|3 | 13 | 39
C4(E) 11015 |0

Tableau 5.1V — Longueurs et nombre de classes d’équivalence pour y* = x> +2 sur [F7.

Exemple 1. Sur la courbe elliptique E : y*> = x> +x+ 1 considérée sur le corps Fs, on a E(Fs) =
[0.P,1 <i< 8}, 0n Pl = (0,1), Py = (4,2), Py = (2,1), Py = (3,4), Ps = (3,1), Ps = (2,4),
P;=(7,3) et By = (0,4). Le point P; est d’ordre 9 et engendre ce groupe. On a P; = [j]P; avec 1 <
J < 8. Ainsi, E(Fs) ~ Z/97Z. Par conséquent, travailler sur E(FFs) revient a travailler sur les suites
Tribonacci ordinaires modulo 9. Ce groupe n’a pas de point d’ordre 2, donc Cy(E) =1 = ¢(9),

G (E) = 0= ¢2(9).

Exemple 2. Sur la courbe elliptique E : y* = x> + x considérée sur [F3, la cubique n’a qu’une racine
dans F3 qui est x = 0, donc il n’y a qu’un point d’ordre 2 dans E(FF3) qui est (0,0). Les autres
points non triviaux sont (2,1) et (2,2) qui sont d’ordre 4, on en déduit que E(F3) ~ Z/47. Par
conséquent, travailler sur E (IF3) revient a travailler sur les suites Tribonacci ordinaires modulo 4 et
onaCi(E)=2=c(4),Co(E) =1 = c3(4). Le Tableau[5.V|illustre le Théoréme pour cette
courbe elliptique. On a ord (E(F3)) =4 et k(4) = 8.
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Diviseurd |1 |2 |4 |8
C4(E) 2111316

Tableau 5.V — Longueurs et nombre de classes d’équivalence pour y* = x> + x sur F3.

Exemple 3. Sur la courbe elliptique E : y* = x>

dans [F3, donc on a trois points d’ordre 2 dans E(F3) ~ 7 /27 x 7./27Z. Dans ce cas,on a C| (E) = 4

— x considérée sur [F3, la cubique a trois racines

et C2(E) = 6, ce qui ne se produit pas sur une suite Tribonacci ordinaire modulo m.



Annexe A

Les suites quasi Morgan-Voyce comme convolutions itérées de suites de Pell généralisées

Horadam [18] a introduit la suite quasi Morgan-Voyce définie par (Il nous a semblé utile de

changer les notations vu que ¢’est une annexe indépendante, on fait juste appel a ces résultats)

0 =1, o =1+1+s,

7 9 s (A1)
oY =2+n0Y, +0Y,, (n>3).

Si nous écrivons Q}(ﬁl =Yr 0 Q(S) (n, k)tk pour n > 0, alors, dans un premier temps, nous mon-
trons que les coefficients Q") (1, k) sont des produits de convolution de la suite de Pell (P,),,, définie
ci-dessous, avec elle méme. Ensuite, nous montrons que les coefficients Q(s) (n,k) sont des produits

de convolutions de suites de Pell généralisés.

Al Cass=1

On commence par le cas s = 1. Dans ce cas, notre suite est donnée par

ol =1, o) =2+1,

(A2)
o =2+00, +0V  (n>3).

On va montrer que les coefficients Q(!) (n,k) sont exactement les lignes du triangle de convolution
de la suite de Pell donné ci-dessous, ce triangle correspond a A054456 dans [31]. On rappelle que
la suite de Pell (P,), est définie par

P=1P=2,

(A.3)
Py =2B 1+ P2, (I’l > 3)

Le triangle de convolution des suites de Pell est défini comme suit : la premiere colonne est consti-
tuée des nombres de Pell, la deuxiéme colonne est constituée de la convolution de la colonne des
nombres de Pell avec elle-méme, la troisieme colonne est constituée de la colonne des nombres de
Pell convolée deux fois avec elle-méme et ainsi de suite. Les O dans le Tableau [A I sont représentés

par un vide.
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n\k| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
2 1
5 1
12 14 6 1
44 27 8 1

70 131 104 44 10 1

169 376 366 200 65 12 1

408 1052 1212 810 340 90 14 1

085 2888 3842 3032 1555 532 119 16 1
2378 7813 11784 10716 6482 2709 784 152 18 1

OO0 NN RN O —
[\
O

Tableau A.I — Triangle de convolution de la suite de Pell.

Si on note par D(n, k) les éléments de ce triangle, alors on a

D(n,k) =0, (n <k), (A4)
D(n,n) = (n>0), (A.5)
D(n,0) = By, (n>0), (A.6)

et pour tout j € {0,1,...,k—1}

n—1
D(n,k) =Y D(i,)D(n—1—i,k=1—j),  (kn>1). (A7)
i=0

Lemme A.1.1. Soientn > 1 et k > 1 des entiers, alors on a
D(n+1,k) =D(n,k—1)+2D(n,k) +D(n— 1,k). (A.8)

Démonstration. Soientn > 1 et k > 1 des entiers, alors

D(n+1,k) = ZH:D(i,k—l)D(n—i,())
i=0
- D(n,k—l)D(0,0)—i—D(n—1,k—1)D(1,0)—i—nizD(i,k—I)D(n—i,O)
i=0
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= D(nk—1)+2D(n—1,k—1)
n—2

+ Y D(i,k—1)[2D(n—1—i,0) +D(n—2—i,0)]
i=0
= D(nk—1)+2D(n—1,k— 1)+2nizD(i,k— 1)D(n—1—i,0)
i=0
+ni2D(i,k— 1)D(n—2—i,0)
i=0

n—1
= D(n,k—1)+2) D(i,k—1)D(n—1—i,0)
i=0
n—2
+ Y D(i,k—1)D(n—2—1i,0)
i=0
= D(n,k—1)+2D(n,k)+D(n—1,k).

O
Théoreme A.1.1. Le terme général de la suite (Q,(ll)> est
n
n
o), =Y. D(nk)*,  (n>0). (A.9)
k=0

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 0 et 1, I’identité (A.9) est facile a vérifiée. Suppo-

sons que (A.9) est vraie jusqu’a I’ordre n, alors

o), = @+nol), +o

n n—1
= 241 Y Dn,k)*+ Y D(n—1,k)t*
k=0 k=0

n n n—1
= 2Y D(n,k)*+ Y D(n, k) + Y D(n—1,k)t*
k=0 k=0 k=0
n n+1 n—1
= 2Y D, k)" + Y D(nk— 1)+ Y. D(n—1,k)t*
k=0 k=1 k=0
n—1 n—1
= 2D(n,0)+ Y 2D(n,k)t* +2D(n,n)t" + Y D(n,k— 1)*
k=1 k=1
n—1
+D(n,n— D" +D(n,n)t" "' +D(n—1,0) + Z D(n—1,k)*
k=1
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— [2D(n,0)+D(n—1,0)] +nf [D(n,k —1)+2D(n,k) +D(n — 1,k)]1*
k=1

+2D(n,n) +D(n,n— 1)]1" + D(n,n)t" ",

d’apres le Lemme [A.T.T]et les relations (A.4), (A.5), (A.6) et (A.8) on obtient

n—1

o, = D(n+1,00+ Y. D(n+ 1,0 +D(n+1,n)" +D(n+1,n+ 1)i"+!
k=1
n+1
= Y D(n+ 1k
k=0
O
Proposition A.1.2. Avec les mémes notations que précédemment, on a
L(n—k)/2) , 9 ,
D(nk)= Y <” ,J) (” ) ])2"21’<, 0<k<n. (A.10)
j=0 J
Démonstration. D’apres [7, Corollaire 1], on a
[n/2] ;
1 n—j Y
oh = X ("o
=0 \ J
2 N n—2j .
_ ( - J) 'y ( - 21) o2k
J=0 J )i\ k
xS
Jk J k
0<k<n—2j<n
—k)/2 . :
k=0 j=0 J k
et le résultat découle en identifiant cela avec (A.9). O

A.2 Cas s entier quelconque

Nous traitons maintenant le cas général (s entier quelconque). Supposons donc que notre suite

quasi Morgan-Voyce est donnée par (A.1) et soit (G,), la suite de Pell avec des conditions initiales
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généralisées, donnée par
G =1, Go=1+sy,
G,=2G,_ 1+ G,_», (I’l > 3).

(A.11)

On définit le triangle de convolution des suites de Pell généralisées comme suit : la premiere co-
lonne est constituée des nombres de Pell avec les conditions initiales 1 et 1 + s, la deuxieéme co-
lonne est constituée de la convolution de la suite (G, ), avec la suite (P,),, la troisiéme colonne est
constituée de la suite (G,), convolée deux fois avec la suite (B,), et ainsi de suite. C’est-a-dire,
chaque colonne est la convolution de la colonne précédente avec la suite (P,),. On va montrer que
les coefficients Q%) (n,k) sont exactement les lignes du triangle de convolution des suites de Pell

généralisées donné ci-dessous.

n\k 0 1 2 3 4 5 6
0 1

1 1+s 1

2 3+42s 3+s 1

3 745s 10+4s 5+s 1

4 | 17+12s  30+14s 21+46s T+s 1

5 | 414+29s  87-+44s T7+27s 36+48s 9+s 1

6 | 99+70s 245+131s 262+104s 156+44s 55+10s 11+s 1

Tableau A.II — Triangle de convolution des suites de Pell généralisées

Si on note par B(n, k) les éléments de ce triangle, alors on a

B(n,k) =0, (n<k), (A.12)
B(n,n) = (n>0), (A.13)
B(1,0) = Gpu1, (n>0), (A.14)

et pour tout j € {0,1,...,k—1}
n—1
B(n,k) =Y D(i,j)B(n—1—ik—1—j), (k,n>1). (A.15)
i=0

Lemme A.2.1. Soientn > 1 et k > 1 des entiers, alors on a

B(n+1,k) = B(n,k—1)+2B(n,k)+B(n—1,k). (A.16)
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Démonstration. Soientn > 1 et k > 1 des entiers, alors

D(n+1,k) = iD(i,O)B(n—i,k—l)
i=0
= D(0,0)B(n,k—1)+D(1,0)B(n—l,k—1)+zn:D(i,O)B(n—i,k—1)
i=2
= B(n,k—1)+2B(n—1,k—1)
Y 2D~ 1,0)+ D(i—2,0)] B(n—ik—1)
i=2
= B(n,k—1)+2B(n—1,k—1)+2iD(i—l,O)B(n—i,k—l)
i=2
+iD(i—2,0)B(n—i,k—l)
i=2
= B(n,k—1)+22n:D(i—1,0)B(n—i,k—1)
i=1

+Y D(i—2,0)B(n—i,k—1)

=2
n—1 n—2
= B(n,k—1)+2) D(i,0)B(n—1—i,k—1)+ ) D(i,0)B(n—2—i,k—1)
i=0 i=0
= B(n,k—1)+2B(n,k)+B(n—1,k).
]
Théoreme A.2.1. Le terme général de la suite (QSZS)> est
n
n
oY), =Y Bink)it,  (n>0). (A.17)
k=0

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 0 et 1, I’identité (A.17) est facile a vérifiée. Suppo-
sons que (A.17]) est vraie jusqu’a I’ordre n, alors

o, = @2+n0Y,+0of

n n—1
= (2+1) Y. B(n,k)t* + Y B(n—1L,k)*
k=0 k=0

n 1

n
= 2Y B(n,k)i*+ Y B(n, k)t +
k=0 k=0

n

Y B(n—1,k)*

k=0



n n+1 n—1
= 2Y B(n,k)t*+ Y B(nk—1)i*+ Y B(n—1,k)t*
k=0 k=1 k=0

n—1 n—1
= 2B(n,0)+ Y 2B(n,k)t* +2B(n,n)t"+ Y. B(n,k— 1)i*
k=1 k=1

+B(n,n— 1)t" + B(n,n)" ™' + B(n—1,0) —|—§B(n —1,k)t*
k=1
= [2B(n,0)+B(n—1,0)] —l—ni:l [B(n,k—1)+2B(n,k) + B(n—1,k)] *
k=1

+[2B(n,n) +B(n,n— 1)] 1" + B(n,n)t"*!,

d’apres le Lemme [A.2.T|et les relations (A.12)), (A.13), (A.14) et (A.15)) on obtient

n—1
0, = B(n+1,0)+ Y B(n+ 1,k)* +B(n+1,n)i" + B(n+ 1,n+ )"
k=1
n+1
= Y B(n+ Lk
k=0
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Plusieurs propriétés des périodes des suites de Fibonacci se généralisent aux suites de Morgan-
Voyce et quasi Morgan-Voyce qui sont des suites récurrentes linéaires d’ordre 2. Certaines de ces
propriétés s’étendent aussi aux suites Tribonacci qui sont des suites récurrentes linaires d’ordre 3.

Le fait que certaines identités satisfaites par la suite quasi Morgan-Voyce sont les mémes que
celles satisfaites par la suite de Fibonacci fait que 1’on obtient, parfois, exactement les mémes résul-
tats, ce qui n’est pas le cas pour la suite de Morgan-Voyce qui satisfait des identités qui ressemblent
a celles satisfaites par la suite de Fibonacci.

Notre premiere perspective est de faire 1’étude des périodes des suites de Morgan-Voyce d’ordre
3. Ces suites sont obtenues en posant » = 3 et ¢ < 0 dans la relation (@]) Dans ce cas, on obtient
la relation de récurrence

3

2
Vi —3xV,_ 1 +3x Vv, — XV, 3= y3vn_3_q.

Comme par hypotheése on a g+ r > 0, on en déduit qu’on a trois cas qui sont ¢ =0, —1 ou —2.
Nous allons d’abord nous intéresser aux trois cas (¢, p) = (0,0), (—1,0) et (—2,0).

Par exemple, dans le premier cas, on obtient la suite

2

vi=1,vy=x, v3=x",

Vp = 3xv,_1 =382V, 0+ (3 4y v, 3, (n>4).

0 1 0
La matrice compagnon de cette suite est ( 0 0 1 ) qui est de déterminant x> 4+ y>. On en dé-

B4y =382 3x
duit que si x> 4 y? est inversible modulo un entier m > 2, alors cette suite modulo . est simplement
périodique. Il est raisonnable de commencer 1’étude pour certaines valeurs de x et y.
Notre deuxieme perspective est de s’intéresser a 1’étude des périodes de la suite Multibonacci
donné par (0.I). Cette suite a une matrice compagnon de déterminant 1, elle est donc simplement
périodique modulo m, pour tout m > 2.

Notre troisieme perspective est d’étudier les périodes de suites récurrentes linéaires sur un

groupe abélien fini quelconque.
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