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Nomenclature

Lettres latines
A

A(Ip1)

Nomenclature

: rapport de forme de la conduite annulaire
: coefficient de convection-diffusion

: coefficient dans I’équation discrétisée

: terme constant dans I’équation discrétisée
: chaleur spécifique du fluide

: diametre hydrauligue.

: conductance de diffusion

: débit d’écoulement

: force de surface

: force de volume

: accélération de la pesanteur

: nombre de Grashof

: coefficient de transfert thermique

: coefficient moyen de transfert thermique
. coefficient local de transfert thermique

: flux total (convection + diffusion)

: conductivité thermique du fluide

: longueur de la conduite

: masse du fluide

: nombre de Nusselt moyen

: nombre de Nusselt local

: nombre de Nusselt asymptotique correspondant a un écoulement établi
- pression

. pression motrice adimensionnelle

: nombre de Prandtl

: debit volumique de fluide

: flux de chaleur a la paroi interne.

: coordonnée radiale

: coordonnée radiale adimensionnelle

: nombre de Rayleigh

: nombre de Reynolds

: rayon du cylindre intérieur

: rayon du cylindre extérieur

: rayon moyen

: surface d’échange ou terme source

: partie constante du terme source linéarise
: coefficient de ¢p dans I’expression du terme source linéarisé
: temps

: température

: température adimensionnelle



Nomenclature

TWB

: température de la paroi externe
: température du fluide a I’entrée de la conduite annulaire
: écart de température (T, —T,)

> vecteur vitesse

: vitesse du fluide a I’entrée de la conduite

: vitesse moyenne du fluide

: composante du vecteur vitesse suivant la direction axiale

: composante du vecteur vitesse suivant la direction radiale

: composante du vecteur vitesse suivant la direction azimutale

: composantes adimensionnelles de la vitesse

: puissance des forces intérieures et extérieures
: coordonnée axiale
: longueur adimensionnelle

Lettres grecques

o

Indices

m
nb
ref

o s X

. diffusivité thermique du fluide

: coefficient de relaxation

: coefficient de dilatation thermique

: tenseur de Kronecker

: coefficient de diffusion

- variable dépendante

: fonction de dissipation visqueuse

: viscosité dynamique du fluide

: viscosité dynamique moyenne du fluide
: viscosité dynamique du fluide a la paroi
: viscosité cinématique du fluide

: viscosité cinématique du fluide a I’entrée de la conduite
: volume

: facteur de correction

: masse volumique du fluide

: tenseur des contraintes

: coordonnée azimutale

: grandeur moyenne

: nceuds voisins

: référence

. valeur locale

: paroi

: grandeur a I’entrée de la conduite
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INTRODUCTION GENERALE

Le pompage des liquides trés visqueux a été toujours source de probleme a
I’industrie, a commencer par la dépense énergétique engendrée par les fortes pertes de
charge apparaissant lors de I’écoulement de ces fluides dans les canalisations. On envisage
alors, de lubrifier I’écoulement laminaire du liquide tres visqueux en injectant dans la
conduite, dans la zone annulaire pariétale, une mince couche de lubrifiant (liquide de faible
viscosité) non miscible qui accompagnerait I’écoulement du fluide. Une injection pariétale
est alors envisagée car c’est a la paroi que la contrainte de cisaillement y est maximale en
écoulement de Poiseuille, et qu’on espeére la réduire grace au lubrifiant.

La convection mixte est un phénoméne de transfert thermique associée aux
écoulements de fluides. Elle est, en général, a la fois forcée et naturelle. La convection
forcée pure et la convection naturelle pure ne sont que des cas limites rencontrés lorsque
I’un ou I"autre de ces types de transfert de chaleur peut étre négligé. Le phénoméne mixte
est d’autant plus marqué si I’écoulement d’un fluide est entrainé a une vitesse relativement
faible dans un tube (porté a une température différente de celle du fluide entrant). On
associe a la vitesse de I’écoulement forcé, ou écoulement principal, une autre composante
de vitesse, dite secondaire. Cette vitesse résulte des forces de poussée gravitationnelle
combinées a une réduction de la masse volumique du fluide pres de la surface chauffée.
C’est qu’un apport de chaleur pariétal sur I’écoulement dans un tube par exemple induit un
gradient de température entre le fluide adjacent a la surface pariétale et celui se trouvant au
centre. Ce gradient de température provoque une variation de la densité qui provoque un
mouvement des particules d’un fluide caloporteur. Ainsi chauffé, le fluide a tendance a
s’élever prés de la paroi et a descendre au niveau de la région centrale de la conduite. La
présence de la convection naturelle influe alors simultanément sur les champs thermique et
hydrodynamique, le probleme devient ainsi couplé. Les mouvements secondaires résultant
de la convection naturelle vont alors améliorer I’échange thermique par convection, ce qui
aura pour conséquence une augmentation du nombre de Nusselt.

Le phénomene de convection mixte est rencontré dans diverses applications telles
que celles concernant les échangeurs de chaleur destinés au chauffage ou au
refroidissement des fluides visqueux, dans les procédés chimiques et les industries
alimentaires, les échangeurs de chaleur compacts, pour les écoulements de gaz ainsi que
ceux intervenant dans les applications biomédicales. Le transfert thermique en régime de
convection mixte ne se limite pas au cas des échangeurs, car on le retrouve aussi dans le
transport des huiles par pipelines, I’évacuation de la chaleur dans les réacteurs nucléaires et
le refroidissement des composants eélectroniques qui représente un cas concret de
combinaison des deux modes de convection forcée et libre. D’autres champs d’applications
peuvent aussi étre considérés, il s’agit entre autres des collecteurs solaires, sachant que
dans ce type d’appareils, I’écoulement s’effectue généralement aux faibles nombres de
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Reynolds ce qui permet d’induire des courants secondaires par convection naturelle dus
aux variations de la masse volumique du fluide pres des parois. Ces courants modifient, a
leur tour, la distribution des champs de vitesse et de température et donnent ainsi a
I’écoulement un caractere tridimensionnel qui complique davantage le traitement et la
résolution des problémes liés a de telles applications.

Le présent travail porte sur la caractérisation numérique de I’écoulement laminaire et
du transfert thermique en mode de convection mixte, d’un fluide newtonien a viscosité
dynamique thermodépendante, en tenant compte de la fonction de dissipation visqueuse.
Cet écoulement ascendant, en développement simultané des couches limites, circule dans
I’espace annulaire créé par I’emboitement de deux cylindres coaxiaux de rayons r; et re
tels que ri < re. Un flux de chaleur uniforme est imposé a la paroi interne tandis que régne
une température constante et uniforme sur la paroi externe. Ce mémoire est structuré en
quatre chapitres.

En prélude, nous présentons une revue des différents travaux concernant I’étude des
écoulements et du transfert thermique en régime de convection mixte.

La description mathématique compléte du probléme fait I’objet du deuxiéme
chapitre. Elle concerne la présentation des équations de conservation qui régissent ce type
d’écoulement, a savoir les équations de continuité, de la quantité de mouvement et de
I’énergie. L’introduction des variables réduites dans ces équations fait ressortir des
groupements adimensionnels qui sont les nombres de Reynolds, de Rayleigh, de Prandtl et
de Brinkman.

La modélisation numérique des équations ainsi que la méthode de résolution sont
abordées au troisiéme chapitre. La méthode des volumes finis est utilisée pour résoudre le
systeme d’équations, exprimées en formulation ‘vitesse-pression-température’. Le
couplage des variables primitives est traité grace a I’algorithme SIMPLER. Sur ces bases,
un code de calcul a été développé en langage Fortran, avec une configuration
tridimensionnelle permettant la résolution des équations de transport en coordonnées
cylindriques (O, z, r, 6).

Dans le quatrieme et dernier chapitre, nous exposons les différents résultats issus de
nos simulations hydrodynamiques et thermiques relatifs a I’écoulement laminaire en
développement simultané. Nous considérons a cet effet, le transfert thermique en modes de
convection forcée et de convection mixte, en tenant compte dans I’équation d’énergie de la
fonction de dissipation visqueuse. Le caractere thermodépendant de la viscosité dynamique
du fluide est également analyse.

En conclusion a ce mémoire, nous présenterons briévement les principaux résultats
obtenus afin de dégager les perspectives de développement de ce travail a moyen terme et
les extensions a donner a cette recherche.
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Introduction

La convection est un mode de transfert de chaleur qui se produit uniquement entre un
milieu fluide et une paroi solide; elle est un transport d'énergie d0 a des mouvements
macroscopiques et a un processus de diffusion thermique [1,2]. On distingue
habituellement deux formes de convection : la convection forcée et la convection naturelle,
la convection dite mixte étant un mode de transfert de chaleur pour lequel les deux formes
de convection existent. La Différence entre la convection naturelle et la convection forcée
est a la fois d'ordre thermodynamique et d'ordre mathématique. Au plan thermodynamique,
le transfert d'énergie d'une région a l'autre du fluide est dd, en convection naturelle, a un
écoulement créé par un phénomeéne dit de poussée d'Archimede qui prend naissance du fait
de la présence simultanée de l'accélération gravitationnelle et d'inhomogénéités spatiales
des températures dans le fluide. En convection forcée, I'écoulement est provoqué par une
force due & une puissance mécanique externe.

Nombreuses sont les recherches théoriques et analytiques entreprises depuis le debut
de XX*™ siécle pour la résolution des équations gouvernantes en convection mixte. Ces
derniéres, restent tres compliquées du fait de la non linéarité des termes d'inertie (bilan de
la quantité de mouvement) surtout lorsqu'il faut tenir compte des effets de gravité et de
I'inclinaison du tube. Effectivement, les équations de quantité de mouvement deviennent
fortement couplées a I'équation de I'énergie par le biais de termes représentant les forces
gravitationnelles. Par conséquent, la résolution de ces équations doit s'effectuer
simultanément et contrairement a la convection forcée pure ou elle se fait séparément.

I.1. Revue bibliographique

Depuis I’année 1910, de nombreux auteurs se sont intéressés aux problémes de
convection forcée en régimes dynamique et thermique non établis, en raison de leur utilité
pratique considérable (échangeurs de chaleur, réacteurs nucléaires ou chimiques, etc.).

Le probleme de I’écoulement thermique non établi une fois le régime dynamique
établi, fut le cas le plus étudié. Parmi les travaux relatifs a ce sujet, citons les travaux
effectués par Hatton et Quarmmby [3], Labdberg & al. [4] et Mojtabi et Caltagirone
[5].

Terhmina et Mojtabi [6] ont étudié I'écoulement en régimes dynamique et
thermique non établis dans la région d'entrée d'un espace annulaire delimité radialement
par deux cylindres coaxiaux et isothermes en mode de convection forcée. La résolution du
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probleme a été faite par la méthode des différences finies du fait que le probléeme
dynamique est découplé du probléme thermique et que les équations gouvernantes sont du
type parabolique. Ils ont négligé les termes de dissipation visqueuse et de conduction
axiale dans I’équation de I’énergie. Ainsi, ils ont obtenu les champs de vitesse et de
température pour plusieurs combinaisons du rapport des rayons, des nombres de Reynolds
et de Peclet et de la température du fluide a I'entrée. Ce qui leur a permis d'établir les
corrélations suivantes :

~1)"* Re®®r, (1-1)
pour la longueur d'établissement dynamique Lp, et :

L, =0,70*(R*0,~1)* Pe*r, pour €= 0,00
L, =112*(R*0,~1)" *Pe*r,  pour = 0,25 (1-2)
L, =135*(R*0,~1)° *Pe*r,  pour 8,=0,40

pour la longueur d’établissement thermique L+. Ils ont pu aussi dégager les conclusions
suivantes :

Dans le cas de grands nombres de Prandtl, la longueur d’établissement dynamique
devient négligeable devant la longueur d’établissement thermique. Par conséquent, dans ce
cas, le probleme thermique peur étre résolu en considérant que le régime dynamique est
établi a partir de la section d'entrée.

L'établissement du régime dynamique s'accompagne d'une légére réduction de la
longueur d'établissement thermique.

Le transfert de chaleur, local ou global, ne dépend que de I'abscisse axiale réduite
Z = z/Lt et de latempérature du fluide a I'entrée de I'espace annulaire.

Avci Mete et Aydm Orhan [7] ont étudié de maniére analytique le transfert de
chaleur par convection forcée dans des écoulements pleinement établis a I’intérieur des
conduites annulaires concentriques. Ils ont considéré deux cas de conditions aux limites :
un flux de chaleur uniforme a travers la paroi extérieure avec une paroi intérieure
adiabatique (Cas A) ou bien un flux de chaleur uniforme a travers la paroi intérieure avec
la paroi extérieure adiabatique (Cas B), ils ont trouvé que pour des valeurs positives du
nombre de Brinkman (flux de chaleur positif) le nombre de Nusselt diminue avec
I’augmentation de ce dernier a cause de la diminution de I’écart entre la température
moyenne du fluide et celle de la paroi, alors que pour des valeurs négatives du nombre de
Brinkman (flux de chaleur négatif), le nombre de Nusselt augmente.

Ciampi et al. [8] Ont étudie expérimentalement le transfert de chaleur par
convection mixte dans un espace annulaire concentrique et horizontal, pour des nombres
de Reynolds dans le domaine 2200 < Re <5000 ou les écoulements sont respectivement
turbulents et laminaires dans les régions au—dessus et au-dessous du tube interne chauffé.
Ils ont montré que I’écoulement est laminaire et hélicoidal pour des nombres de Reynolds
inférieurs a la valeur critique Re;. Pour Re > Rey, il y a une rupture dans le mouvement
hélicoidal, avec transition a la turbulence au sommet et dans les régions latérales du
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passage annulaire. Ainsi, le nombre de Nusselt local au sommet du tube intérieur est
respectivement inférieur, égal et supérieur a celui a la base pour Re < Re;, Re = Re; et
Re > Re;. Le nombre de Nusselt moyen est faiblement dépendant de la position
longitudinale et peut étre exprimé en fonction des nombres de Rayleigh et de Reynolds et
du rapport des diameétres des tubes.

Rogers et Yao [9] ont étudié la stabilité hydrodynamique de la convection mixte
dans un espace annulaire vertical. La limite de la stabilité linéaire est déterminée pour un
écoulement ascendant avec un flux thermique uniforme sur la paroi interne et une isolation
externe. lls ont montré que I’écoulement pleinement établi est thermiquement instable dans
plusieurs régions de la conduite annulaire.

Nazrul Islam et al. [10] ont étudié numériquement le transfert de chaleur par
convection mixte laminaire dans la région d’entrée d’un espace annulaire concentrique.
Deux types de conditions aux limites ont été adoptés pour les parois des cylindres intérieur
et extérieur a savoir, flux de chaleur pariétal uniforme et température pariétale uniforme.
Les équations générales ont été résolues numériquement par le biais de la méthode des
volumes finis. 1ls ont montré que pres de I’entrée de la conduite annulaire jusqu'a une
position donnée, les différentes courbes se confondent et ont la méme allure que celle
obtenue pour le cas d’un écoulement en convection forcée ce qui signifie que les effets de
la convection naturelle (courants secondaires) dans cette région sont négligeables, Plus en
aval les courbes tendent vers des valeurs asymptotiques différentes selon la valeur du
nombre de Rayleigh, contrairement au cas de I’écoulement en convection mixte dans une
conduite cylindrique maintenue a température pariétale uniforme ou apparait une troisieme
zone correspondant a la prédominance, encore une fois, de la convection forcée dans la
zone d’établissement et par conséquent, une tendance vers la méme valeur asymptotique.

1.2. Généralités
1.2.1. Couche limite thermique

On considére dans ce paragraphe I’échange de chaleur entre un fluide et une surface
solide. Si le fluide entre dans le tube représenté par la Figure 1.1 a une température
uniforme T(r,0) inférieure a la température pariétale, un transfert de chaleur se crée et une
couche limite thermique commence a se développer. Plus encore, si les conditions
thermiques a la paroi sont fixées en imposant soit une température uniforme (T, est
constante) ou un flux de chaleur uniforme (qw est constant), les conditions d’un écoulement
thermique établi seront éventuellement atteintes loin en aval.

TW)IO—l __ T2 |_Région de couche limite

1
1
1
1
1
" | v
I
I
1
1.
1

— Z Zone d’entrée thermigue Ecoulement établi

Figure 1.1 : Développement de la couche limite thermique dans un tube.
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1.2.2. Température moyenne

Le terme profil de température établi implique qu’il existe, sous certaines conditions,
un profil de tempeérature géneralisé qui est invariant avec la longueur de la conduite. On
définit alors une température locale adimensionnelle T *en prenant comme référence
I’écart entre la température a la paroi Tw(z) et la température moyenne du fluide dans la

section droite z, notée T, (z) :

Ipv(r,z)T(r,z)dS

Ipv(r,z)dS

T, ()= (1-3)

Cette température est appelée aussi température de mélange, c’est la température qui
caractérise I’énergie thermique moyenne du fluide.

Pour un écoulement incompressible, dans une conduite annulaire, I’expression (I-3)
peut s’écrire comme :
[v.Tr drdo

= — (1-4)
Ivzr drdé

T.(2)

1.3. Procédure de calcul du nombre de Nusselt

Le coefficient de transfert thermique noté h,, désigne la moyenne du coefficient de
transfert thermique local h, le long de la zone d’échange, soit :

h, :%Ihz dz (1-5)
avec.
q=h(2)[T,(2)-T,(2)] (1-6)
U (%)) 1.7
qw(z)_ k ar - ( )

h, : coefficient de transfert de chaleur
gw : flux de chaleur a la paroi

Alors, le nombre adimensionnel correspondant a hy, est défini par le nombre de
Nusselt moyen noté Nup, et s’écrit :

Nuy, = (|'8)




Chapitre | Synthése bibliographique

Dy : diameétre hydraulique
L : représente la longueur de la zone d’échange,
z : représente la coordonnée axiale (ou la génératrice) de la conduite.
1.3.1 Température pariétale constante
Dans le cas général, le champ spatial de température dépend des trois coordonnées
(z, r, ©). L’équation (I-7) devient alors :

qw(z,e)z—k%’r“g) (1-9)

d’autre part, I’équation (1-6) s’écrit :
a,(2.0)=h(z.6)[T.(2)-T,(2)] (1-10)

En égalisant les expressions (1-9) et (1-10), on obtient :

k aT(z,r,0)
h(z,0)= - I-11
(Z ) TW(Z)_Tm (X) or r=r, ( )
Le nombre de Nusselt correspondant est le Nusselt local :
NU(z,0) = h(z,0)D, _ D, aT(z,r,0) (1-12)
k Tu(2)-T,(2) or
1.3.2 Flux pariétal constant
Dans ce cas, le nombre de Nusselt local est donné par :
Nu(z,0)=— L (1-13)
(Z)_Tm (Z)
avec :
T-T
O=—"2 (1-14)
q D,
k
d’ou Nu(z)= Nu, = ! T . ! ——do (1-15)
i 27 OTW(Z)_Tm(Z)

1.4 Pertes de charge
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Pour déterminer la chute de pression totale que subi le fluide en évoluant dans la conduite,
il est trés utile de travailler avec le facteur de frottement de Fanning défini par :

-
"1 1-16)
Z 5 V2
ZP m
. dVv
ou: = z 1-17
fom (I-17)

r=ry

parameétre a ne pas confondre avec le coefficient de frottement de Moody (ou de Darcy)
qui est défini par :

A:14% =4t (1-18)
Z o V?2 -
5 P Vm
f(z,0)= _2 W, (1-19)
Re dR |,
le facteur de frottement moyen sur une circonférence est :
2z
Re f(z)=Re f, __Lrdv g (1-20)
7 dR g
et le facteur de frottement moyen sur une longueur est :
1 YPdu
Re f =- dé dz )
7 (L/Dy) ! -([dR . (1-21)

1.5 Dépendance de la viscosité avec la température

La loi de variation de la viscosité dynamique en fonction de la température u(T) peut

étre exprimée de différentes facons, elle dépend du fluide et de I’intervalle de température
ainsi que de son étendue (les larges gammes de température sont les plus difficiles a
représenter d’une maniére précise).

Plusieurs modeles sont utilisés dans la littérature pour prendre en compte la loi u(T) :

X/

s Le modele d’Arrhenius (exponentiel) est le plus simple, il donne une bonne
représentation pour la plupart des fluides [12,13, 14,15]. 1l est exprimé par :

|l A eXp[— c (T - Tref )] (|_22)

X/

% Le modéle de la loi de puissance [16,17] :
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n= uref (T/Tref )70 (|_23)
% Le modéle de la loi polynomiale [18,19] :
u= “ref [1+ c (T - Tref )]71 (|_24)

% Le modele d’Andrade (exponentielle modifiée) [20,21], ce modele donne une bonne
estimation sur une large gamme de température :

M= Mgt eXp(C [l/T _]/Tref ]) (|-25)

s Le modele logarithmique-polynomial [22, 23], ce modele semble donner la meilleure
représentation de la loi u(T) a cause de sa forme. En effet, I’équation décrivant ce modéle
posséde plus de constantes d’ajustement :

In(u—a)=(T/Ter )" In(ur - ) (1-26)

1.6. Etude des effets isovisqueux sur le transfert de chaleur

On définit un écoulement non-isovisqueux comme un écoulement dans lequel la
viscosité du fluide varie. En considérant le cas de fluides visqueux dont les viscosités sont
trés sensibles aux variations de tempeérature, I’échange de chaleur au niveau de la paroi
induira des variations radiales de viscosité en conduite. Ainsi, pour les liquides, la viscosité
dynamique p diminue quand la température augmente. Un tel fluide réchauffé a partir
d’une paroi, aura une viscosité u, au voisinage immédiat de la paroi plus faible que la
viscosité um du fluide a la température moyenne ; il en résultera une augmentation de la
vitesse axiale du fluide proche de la paroi a cause de la lubrification pariétale et donc une
augmentation du cisaillement pariétal, accompagnée d’un aplatissement du profil de
vitesse de I’écoulement (Figure 1.2).

Liquide chauffé, gaz__, _ Liquide refroidi, gaz

R F) ___________

1
Viscosité constante

Figure 1.2 : Distorsion d’un profil établi de vitesse sous I’effet des variations de la
Viscosité.

Il en résultera également une augmentation du coefficient de transfert thermique. A
I’inverse, un liquide refroidi a partir d’une paroi aura une viscosité a la paroi plus forte que
celle du fluide a sa température moyenne, et donc le cisaillement pariétal sera plus faible.
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Ceci entraine une diminution du coefficient de transfert thermique. Si le fluide en
écoulement est un gaz c’est le contraire qui se produit car la viscosité des gaz augmente

avec I’augmentation de la température.

|.7. Effet de la convection naturelle sur la convection forcée

1.7.1 Cas d’une conduite

L’effet de la gravité sur le transfert thermique dans les écoulements forcés est
fortement influencé par la direction des forces de volume. Ainsi, on distingue trois cas
spécifiques largement étudiés : lorsque les forces de volume et I’écoulement forcé ont la
méme direction (assisting flow), des directions opposées (opposing flow) et des directions
croisées ou perpendiculaires (transverse flow).

Rep
A
10° _

10° [ FORCEE TURBULENTE]

Nup=o0.116[1+ (‘—E—) mJ [Relf® - 125] prire :T{E)W

104 (Hausen)

[MIXTE TURBULENTE |

Nup = 4vGQRCB’TPr°"‘Gr$°'(E) 0,38
(Métais) L

rrrrrr

10*

Transition

FORCEE LAMINAIRE| = gicly
amina -
102 _1Nrto: 1,86G:1/3 ﬂf)""' MIXTE LAMINAIRE o= bpeinie
He
Sieder et Tat Nup =1,75(25"" (5., < p0.75] /2
(Sieder et Tate) up L 75 (#P) [GL +0, OGSGHGE;) 5]
10 (Oliver)

CONV. NATURELLE

T T T T T I | T
10 10? 102 10t 10% 10° 107 10° 10° Ra DE
7

Figure 1.3 : Mise en évidence des différents régimes de convection en écoulement
dans des tubes horizontaux, d’aprés [24].

Une étude des effets de la convection naturelle sur la convection forcée a été menée
par Metais et Eckert [24]. La Figure 1.3 présente les régimes de convection pour un tube

horizontal.

Les corrélations présentées sur la figure précédente sont données pour un tube
isotherme et toutes les propriétés du fluide sont évaluées a la température du film.

Les limites des trois domaines, c’est-a-dire celles de la convection forcée (CF), de la
convection naturelle (CN) et de la convection mixte (CM), sont fixées par le nombre de
Richardson qui tend vers zéro dans le cas de la CF et vers I’infinie pour la CN. Il est

exprimeé par :

_9 B D AT _ Gr (1-27)

Ri
\Vs Re?

10
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Un régime de convection mixte correspondrait alors a Ri =~ 1.

1.7.2 Cas d’une plaque plane verticale
Considérons une paroi verticale (Figure 1.4).

Deux cas distincts sont maintenant a considérer suivant que les forces de poussée
d’Archimede sont dans le méme sens ou dans le sens opposé a I’écoulement forcé.

Dans le cas ou les deux sont dans le méme sens, le gradient de pression motrice dd a la

. . : . oP :
convection naturelle et qui peut s’exprimer par la relation : am =gBAT, s’ajoute au
z

gradient de pression qui génere I’écoulement forcé. On se trouve alors en convection mixte
favorable. Dans le cas contraire, les poussées d’Archiméde s’opposent au gradient de
pression motrice de I’écoulement forcé. On est alors en convection mixte défavorable.
Dans ce dernier cas, il en résulte souvent des décollements ou des recirculations.

Suivant que la paroi est chauffée ou refroidie, et suivant la direction de I’écoulement
forcé : vertical, ascendant ou descendant, il existe quatre situations possibles qui sont
présentés a I’aide des schémas suivants

Tx Us T. U
PELLED B e
Ta J
g “] y “] y
’ TO < Ts
TO>T, x X
X
X TO < Tx T0>T- v
Ly V—
2 2
A T
Us T=
Us T
|(0nvectim] mixte favorable | ‘Com‘ection mixte défavorable ‘

Figure 1.4 : Convection mixte dans une plaque plane verticale.

Dans le cas de la paroi refroidie en présence d’un écoulement descendant, si I’on
examine le terme de poussée d’Archimede, il s’avére que la composante verticale de
I’accélération de la pesanteur est positive, par contre le terme (T—Tw) est négatif, ce qui
donnera un terme finalement positif, donc une source de quantité de mouvement. De
méme, le cas de I’écoulement descendant, avec une paroi chauffée, engendrera un terme de

11
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la forme(—gB(T—Tw)) qui lui sera bien négatif et correspondra donc a une perte de

quantité de mouvement qui s’oppose au terme moteur di a la convection forcée (qui se
traduit par une condition a la limite de vitesse Us imposée).

1.7.2.1 Convection mixte favorable

En régime de convection mixte favorable sur la plaque plane verticale, par suite du
comportement du frottement dans les deux cas extrémes, on trouvera donc un
comportement dominé par la convection forcée au voisinage du bord d’attaque (le
frottement de convection forcée domine) puis, au fur et a mesure que I’on se déplace a Z
croissant, on se rapprochera d’un comportement de plus en plus dominé par la convection
naturelle. D’un classement en régime de convection mixte global, on démontre ainsi que,
localement I’écoulement peut étre dominé soit par la convection naturelle, soit par la
convection forcée. Il en résulte la vision approximative de la couche limite de convection
mixte, représentée sur la Figure 1.5.

/—\

Convection naturelle

dominante

To>Ta %

¥/ 0
/—\ /T i —y

) L Us
Convection forcee T / '

dominante

Figure 1.5 : Vision approximative de la couche limite en régime de convection mixte
favorable sur la plaque plane verticale
1.7.2.2. Convection mixte défavorable (en cours de construction)
a) Convection forcée dominante :

Ce cas n’est possible que si la plagque est de longueur finie. Dans le cas contraire, la
convection naturelle finie toujours par étre dominante.

12
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uy, Tg T
TP Naturelle N comfecriou forcée pure
maximum au bord d’attaque

T .
PForcée

‘W
\
L]

t To> Tt

Convection naturelle pure
négligeable en bas

Figure 1.6 : Vision approximative de la couche limite en convection forcée dominante.
b) Convection naturelle dominante :

Dans ce cas, la convection naturelle est fortement dominante.

ug. T¢

HIUTH

effets de convection naturelle \4
plus importants I I\ % E I

contournement de la couche §
limite de convection naturelle Q
\
\
la notion de couche limite N
n’est plus valable §
3

To> T

Figure 1.7 : Vision approximative de la couche limite en convection naturelle dominante.

1.8. Corrélations pour le nombre de Nusselt

Dans la pratique, on utilise souvent une corrélation de la forme :

Nu™ = Nug, £ Nug, (1-28)

13
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ou n peut prendre les valeurs 3, (7/2) ou 4.

L’expression (1-28) représente une premiére approximation et le traitement d’un
probléme de convection mixte doit étre accompagné par un examen soigné des corrélations
disponibles dans la littérature. Dans le Tableau 1.1, on présente quelques corrélations
donnant le nombre de Nusselt moyen, ou les effets de variation de la viscosité sont pris en
compte par I’utilisation d’une correction du type Seider et Tate [25].

Tableau 1.1 : Corrélations du nombre de Nusselt moyen pour un régime de convection
mixte.

Références Corrélations Commentaires

Air, eau, huiles
24 < L/D < 400
0,76 < Pr <160
c=0,015

Colburn

0,14
Nu, =175 L”—m] Gz¥* (1+cGr¥?)
[26]

Hy,

014 Glycérole, eau, alcool
, . . é
Depewet |y —175 (“_mj [Gz +C (6z Gr pros )O,ssr Eau:L/D =284

Augest Huw 510 < Gr <10°
[27] C=012 25 < Gz < 712
57 <Pr<391

youset o - 3 couche limite, air
NUm =175 (M—mj [GZ +C (Gzl,S Gr]/g)O,BBZ}-/ ,

Tarasuk i, 6<L/D <46
[28] C = 0,245 20 < Gz <110
0<L/D<ow
" lo<Gr<10’
Palen et Nu, =2,5+455 (Re* D/L)o,37 proi7 | Bm
Taborek Ly, 0,1 < Re <2000
[29] ou Re” =Re+08Gr exp(-42/Gr?) 10° < p,, /p,, <55
20 < Pr <10*

14
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Chapitre 11 Modélisation Mathématique

CHAPITRE |1
MODELISATION MATHEMATIQUE

Introduction

Dans ce chapitre sera présenté, le probleme physique de la convection mixte dans une
conduite annulaire concentrique inclinée suivi des différents modéles mathématiques
généralement utilisés pour 1’étude du phénomene (équations de conservation de la masse,
de la quantité de mouvement et de 1’énergie). Des hypothéses simplificatrices adaptées a
notre configuration seront ensuite définies. Enfin, les différents traitements de ces
équations et des conditions aux limites associées seront passés en revu pour arriver a la
forme adimensionnelles caractérisant ces écoulements.

11.1. Probléme physique

Puisque I'étude concerne une enceinte incliné, tridimensionnelle et annulaire, le
systtme de cordonnées cylindriques est le plus approprié pour exprimer les équations
descriptives du phénomeéne de convection. Cette conduite annulaire est de longueur L, de
rayon intérieur r; et de rayon extérieur rt., dans laquelle s’écoule un fluide newtonien,
incompressible, Figure II.1. Ce fluide est caractérisé par la variation de ses propriétés
rhéologiques avec la température. La paroi extérieure de la conduite est supposée
isotherme, c’est-a-dire que la température pariétale est constante, alors que la paroi
intérieure est soumise a un flux de chaleur constant ®@.

Figure 11.1 : Représentation du modéle physique
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11.2. Hypothéses simplificatrices

Un ensemble d’hypothéses est retenu dans cette étude afin de simplifier la
modélisation du probléme. Ces hypothéses sont issues des propriétés physiques de
I’écoulement d’un liquide dans une conduite annulaire concentrique inclinée avec transfert
de chaleur en mode de convection mixte :

1. L’écoulement est permanent en régime laminaire.
2. Le fluide étudi¢, I’eau en I’occurrence, est newtonien et incompressible.

3. L’hypothése de Boussinesq est adoptée pour 1’étude de la convection mixte (les
propriétés thermophysiques du fluide sont constantes, excepté la densité qui est
variable dans le terme de gravité). Cette hypothése est tres utilisée dans les études de la
convection mixte. Celle-ci reste plausible tant que les écarts de température
(température maximale et celle de référence) ne sont pas tres élevés pour que 1’on
puisse se limiter au premier terme du développement en série de p, on obtient
I’expression linéaire suivante :

p=p, (1-p AT) ar-n

Avec:

po : Masse volumique déterminée a une température de référence Ty
B : Coefficient de dilatation thermique donné par :

_1(op i
-4(2)

4. La pression est considérée comme étant la somme de deux composantes dont la
premicre P’ représente la pression moyenne dans une section de la conduite et dépend
uniquement de la position axiale ; la deuxieme P représente une perturbation dans le
plan (1, 0) :

P=P'(1,0)+P'(2) (II-3)

Cette hypothése a été proposée et justifiée par Patankar et Spalding [32].

5. Les champs de vitesse et de température sont supposés indépendants du temps ; en
d’autres termes, I’écoulement est supposé stationnaire : (9/ot =0) ,

6. Le mode de transfert thermique par rayonnement est négligé.

Il s’agit a présent d’écrire les équations régissant le phénomene de convection mixte,
en tenant compte des hypothéses précédentes.

11.3. Mise en équations du probléme

. 16
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Pour définir un systéme matériel au sein d’un fluide en écoulement, on choisit
d’abord, un volume de référence qui est un volume géométrique connexe, fixe par rapport
au repére galiléen dans lequel I’écoulement est décrit. Le systtme matériel, auquel on
applique les théorémes de conservation, est défini par le fluide contenu dans le volume de
référence a I’instant considéré.

Dans ce qui suit, nous nous contenterons de donner les expressions des équations
pour lesquelles la notation indicielle est adoptée pour les entités vectorielles et tensorielles.
Nous avons, en effet, fait un usage systématique de la convention de sommation d’Einstein
relative a la répétition de I’indice muet. Les équations de conservation s’écriront alors
comme suit (Annexe 1) :

11.3.1. Equation de conservation de la masse

La masse est une invariante en mécanique classique, et plus généralement dans toute
la physique non relativiste. La mati¢re peut se mouvoir, se transformer méme, sous 1’effet
de phénomeénes physiques ou chimiques ; la masse totale de la matiére mise en ceuvre ne
s’en trouvera pas modifiée pour autant. C’est un principe fondamental de la physique. On
arrive alors a 1’équation de Continuité :

o, 0 _
E+87j(p V,)=0

(11-4)

En tenant compte des hypothéses précédentes, cette équation s’écrit en coordonnées
cylindriques comme :

106yl Do, Ve (11-5)
r or r 00 oz

11.3.2. Equation de conservation de la quantité de mouvement

Pour un systéme matériel, le théoréme de la quantité de mouvement se déduit des
deuxiéme et troisieme principes de Newton. Il s’énonce ainsi : le taux de variation dans le
temps de la quantité de mouvement totale d’un systeéme est égal a la résultante des forces
extérieures s’exergant sur le systéeme. L’€équation suivante rappelle ce théoréme :

A/ RO (11-6)
dt ox, ox

Le second membre regroupe les forces s’exercant sur une particule de fluide :
pesanteur, pression (statique) et forces de frottement visqueux. Cette équation se porte sur
des forces par unité de volume. Les forces de surface apparaissent sous la forme de leurs
dérivées spatiales : le gradient de pression statique et la divergence des tenseurs des
contraintes.
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p 0; : représente la force de volume qui se réduit a la force due au champ de pesanteur.
Elle a pour composantes :

pg, = +pgCosBCosa
pg, = —pgSindCosa (I1-7)

pg, =—pgsina

Introduisons la pression motrice P* proposée par Choudhury et Patankar [30], telle
que :

P" =P +p,grCos0Cosa (I11-8)

En considérant la variation de la viscosité avec la température, les projections de
I’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrivent comme :

e Suivantr:

oV, 'V, oV, oV, Vg} oP 16( avrj 16( avrj
— +V =——+ r +——

pO Vr + z - 2
or r 00 0z r or ror or r° 00 00
+ i av 2“ 8\/ + Vr (a_uj — l(g) + 8_u 8\72 + a_ug & + (11-9)
oz 82 00 r \ or rir oz \ or obor\ r
6p HOfy —e — p,gBATCosOCosa
8r or

e Suivant @:

v Ny, Vo @V, Vo ViVo|_ (apj+lg(mavej+ 12 a( oV, j
0) rorl or o0\ 00

or r 00 * 0z r
r’ 00 r\r oz 89 £ 89

oz\ 0z
[?rl j( aa\g -V, j + p,gBAT sin OCosa

e Suivantz:

ov, V, 8V ov, 1 0 OV
Po Vr “+— z ur + 2 AN
or r 89 r 8r or r- 00 89
av oV, v, (-1
+— 0 + s l o 6_},1 +p,gBATsina
0z 82 or \ oz r\ 00 82 0z \ 0z

18
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11.3.3. Equation de conservation de I’énergie

Cette équation exprime la conservation de 1’énergie totale du systéme ; elle s’écrit
comme :

dT 0 oT oV.
avt _ o fyeb |, N (1-12)
P Gt OX; [ axJ Y ox,
Posons :
oV, ov.Y (1ov, V.\' (ov,Y
ik, MU ) lree ) Tl
i (1-13)
1oV, @ (V@j ’ {ave 1av;}2 {avr avz}2
+ | — +—| 2] +p + = +u +
r 00 or\ r 0z r 00 0z or
Avec :

¢ : Désigne la fonction de dissipation visqueuse qui représente la dégradation des forces
intérieures en chaleur.

L’équation (II-13) s’écrit en coordonnées cylindriques, comme :

2 2
pcp[vra—T+£(a—Tj+V 8—T}:k[l a( aTj+ 10 T+8 T}+

—— r_ PR
o r \ 00 * 0z ror\ 0z) r?ao0* 0z°
2 2 2
" oV, +16VZ . oV, N oV, R 10V, +£ Vo N (11-14)
0z 1 00 0z or roo or\r

2 2 272
oV, 10V, V, ov,
2u +| - +—L| +
or r 00 r 0z

I11.4. Conditions aux limites

e A I’entrée de la conduite annulaire: Z=0; r, <r<r,;0<0<n
Le fluide entre dans la conduite avec une vitesse axiale uniforme. Par conséquent :

V,=Up ; V,=Vg=0

On consideére également un profil uniforme de température a I’entrée, on aura :
9

T=T,
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Dans le cas du développement dynamique, on considére que le profil de vitesse a
I’entrée de la conduite est parabolique (écoulement de Poiseuille). La vitesse axiale sera
donnée par 1’expression suivante :

r2
V, =2V, (1——2j (11-15)

e Alaparoiintérieure: r=r;0<z<L;0<06<7n

On suppose que cette paroi est exposée a un flux pariétal uniforme :
oT )

or K

r=rj
e Alaparoiextérieure: r=r,; 0<z<L;0<0<n

La conduite externe est portée a une température pariétale constante et uniforme :
T=T,,

11.5. Equations genérales adimensionnelles de conservation

L’adimensionnalisation ou la normalisation consiste a transformer les variables
dépendantes et indépendantes en des variables sans dimensions, ¢’est-a-dire qu’elles seront
normalisées par rapport a certaines dimensions caractéristiques. Cela permet de spécifier
les conditions d’écoulement avec un nombre restreint de parametres et facilite beaucoup
les comparaisons entre les résultats numériques, analytiques et expérimentaux.

Introduisons les variables réduites suivantes :

* V * V L * V L . VL
R:L, Z:i’ VZ= Z, Vr —_r r; Ve: 0r Pm :&; P’—p r
T, L, U, U, Upr, u, U, u,U,
T r.®
Lr:re(l_ 1)2 7 Rlz_la AT: >

r, k

On peut décomposer la pression comme suit :

P(x;r;0)=P,(x) +P'(r;0) (11-16)

Pour la température adimensionnelle, on adoptera les deux expressions :

. T-T
Température pariétale constante : T =——
TO B Te
Flux pariétal constant: T =( L))
DU,
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Ou:

Uy : Vitesse moyenne ou vitesse débitante ;

Ty : Température du fluide a I’entrée de la conduite ;
T, : Température de la paroi extérieure;

@ : Flux de chaleur a la paroi.

Les équations précédentes s’écrivent alors en fonction des variables réduites
prédéfinies comme :

11.5.1. Equation de conservation de la masse (équation de continuité)

£

L0 Ry ) L Do V. (I1-17)
R OR R 00 oz

r

11.5.2. Equation de conservation de la quantité de mouvement

° Suivant r :

LRV V) 1 aveVe) a(v;‘vj):_( 1 g )4) P (I-18)
R R R 00 oz Re” " )R

1 J1a (v, ave 1 af(v)ev 1 Yo(vYev
+—(1-R)| == — R—=+— + o

Re ReR(v,) R R 00 o0 ) \(1-R,)" JoZ\ v, \ 0Z
+L(1—Rl)2 Vri L . L Vrz == 8V + 1 . i L aVZ "
Re R OR | v, v, JR* R 0 \(1-R,)")ozZ\ v, \ oz
ol |9 & —i—Ri A IR + YoVo |_ Gr2 "(1-R, )" Cos6Cosa
v, JoR R v, JoR| R R ) Re

° Suivant @:

1 a(Rvjvg)Jr 1 a(v;vg)+ ovive)_ 1 ( oP" +(V:Vg]+ 1-19)
R R R 00 oz

R

|

e e R €

e R G okl )
o

LoV YAy ), Lo (V)] Gr e
R* 0 v, | 09 R R | 09

—T

Re? 1-R,)*Sin0Cosa
e

. 21
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. Suivant Z :

1 a(Rv v a(v V), avivi) 1 aP' (I1-20)
R R 0z  |Re(l-R,)

{R VL J Rl aae (_J aave ]{(I—L)Jaiz[(ﬂ agé H
( I R R (= ba

*Sina

11.7.3. Equation de conservation de I’énergie

8(RV:T*)+i8(V9*T*)+6(V;T*)+L(1_Rl)z[li[Ra_T*}r%EGZT*j

1
R R R 00 aZ  Pe ROR|  6R 002

o x 0\ 2 * # *\ 2
PR S T O S % N Y Vo 7 Y R R
(1-r,)"\ 6z Pe(1-R,)" | v, oR R 60 R oz
v v (1av: o (v (ov. 1ov'Y
+ +—=| + +— =2 || + +—
oz R ) |R o oR|R 2R R 00

Les parametres caractéristiques intervenant dans les équations adimensionnelles
citées précédemment, dont les valeurs conditionnent I’écoulement et le transfert de chaleur,
sont :

U
e Le nombre de Reynolds : Re = Po—ole
Ko
MOCp
e [e Nombre de Prandlt : Pr = -
2 3
e Le nombre de Grashoff : Gr = pOgB#
Mo
e Le nombre de Rayleigh: Ra = GrPr
2 2
e [e nombre de Brinkman : Br = M()Uocg—Rl)
re
e Le nombre de Peclet : Pe =RePr

Les équations (II-16), (II-17), (1I-18), (II-19) et (II-20) forment le systéme
d’équations qui régit notre probléme. Remarquons que toutes ces équations sont de la
forme des équations de transport qui s’écrivent sous la forme générale suivante :

. 22
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10 (0 ey 10 (e, @y 1 0( T, 00). 10(T,a
L9 Rovip)+ L (ovio)+ - (pvig) =~ | R | L O e 00
R ar PV g gloVie)s 27 (oVie) R@R[ j R@@[R )

Avec:

¢ : Variable dépendante ;
I'y : Coefficient de diffusion ;
S¢ : Terme source.

H=(-R,)’

Le Tableau II.1 regroupe les expressions du coefficient de diffusion et du terme

source relatifs a la variable indépendante ¢, par identification avec le systéme d’équations
précédent (11-22).

Tableau 11.1 : Identification des équations de conservation par rapport a I’équation
générale de transport.

Equations ) Iy So

de Continuité (II-17) 1 0 0

5 Suivant R (II-18) A Rie(l ~R,) %] S,

jé Suivant 0 (II-19) v, Rl—e( -R,)’ VV—OJ S

S | Suivant Z (11-20) \'A Rie(l -R,) VLJ S,
0

de I'énergie (11-21) T é@ -R,) S..

Les termes sources présentés dans le Tableau II.1 sont donnés par les expressions
suivantes :

1 oP°  Gr .. 1
S.. :—(R—e(l—lzl)“ja—l{:2 T (1—R1)4C059Cosoc+R—e(l—Rl)2

Vo (v v V. 2 (v )ov, 1 o v oV,

—— - 5= + = (I1-23)
R R (v, vo )JR? R*(vy,) @0 ((1-R,)" )oZ\v, \ 0Z
00\ v, JOR| R oR\v, JOR{ R R

. 23
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S . :_i(L(l_Rl)4J%+ ViVo | Lgog pl 2] Y|
Vo R\ Re 00 R Re R*{v, \ 06
| V_62 + ;4 L ofv oV, +in Vv | Ve +2V (11-24)

v, AR (1-R,)* JROZ{v, \ 06 )] R* 06\ v, \ 06

L Lofov, -V irzT*(l—Rl)“SineCosa
R OR | 00 Re

v,

1 P Gr .. 2 e
== T'(1-R,) Sino.+ ———
[Re(l—Rl)2]82+Re2 (1-R,) mOH_Re(l—Rl)z

Offy v 1oy vy [ 1 |a(v)aY, =
R\\v, )0z ) R®\v,)dZ |(1-R,)")ozZ\v,) oz
* 2 * * * 2
Br v oV, 16V, V) (aV,
Se=——+1—12 +| = + +
T Pe(1-R,) v, oR R 8 R oz
* * 2 * * 2 * * 2
oV, v, 1oV, o (V, oV, 10V,
+ +—=| +| = +—| || + +—
0Z R R 00 OR( R R R 00

11.8. Conditions aux limites adimensionnelles

(11-26)

A I’entrée de la conduite annulaire : V, =1 ; V.=V, =0 ; T =1
e Alaparoiintérieure: V, =V, =V, =0
e Alaparoiextérieure: V, =V, =V, =0 ;T =0

z

Conclusion

Aprées avoir posé le modele physique, formulé les équations gouvernant 1’écoulement
dynamique du fluide, le transfert de chaleur ainsi que les conditions aux limites associées,
il est a présent nécessaire de modéliser numériquement le probleme.

Les questions relatives aux choix de la méthode numérique, au traitement des
interfaces ainsi qu’a la technique de résolution seront traitées dans le chapitre qui suit.
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CHAPITRE |11
MODELISATION NUMERIQUE

Introduction

Le développement des capacités informatiques ces dernieres décennies a permis a la
simulation numérique d’accéder au cceur de la recherche et de [I’expérimentation
scientifique. Aujourd’hui, cette dynamique de développement est toujours d’actualité,
motivée par la demande de calculs de plus en plus complexes et par la diversité de ses
applications. Ainsi, I’étude de la convection mixte dans les conduites cylindriques
horizontales a fait I’objet d’un certain nombre d’études numériques utilisant différentes
méthodes de discrétisation telles que celles entreprises par Hwang et al. [31] et Shome et
al. [23]. Parmi ces méthodes, nous pouvons citer :

- La méthode de volume finis ;
- la méthode différences finies ;
- la méthode éléments finis.

II1.1. Choix de la méthode de discrétisation

Le systeme d’équations aux dérivées partielles, présenté dans le chapitre précédent,
gouvernant le processus de convection mixte dans une conduite annulaire concentrique
inclinée et satisfaisant aux conditions aux limites retenues, sera résolu par la méthode des
volumes finis ou volumes de contrdle. Cette méthode développée par Patankar [32], en
raison des avantages qu’elle procure, est devenue fréquemment utilisée.

La méthode des volumes finis est caractérisée par son avantage a satisfaire la
conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie dans tous les
volumes finis et donc, dans tout le domaine de calcul. Elle facilite la linéarisation des
termes non linaires dans les équations de conservation, tel que le terme source. La
méthode consiste a partager le domaine de calcul en plusieurs volumes dont chacun
entoure un nceud. En utilisant différents schémas d’approximations, nous pouvons intégrer
les termes des équations différentielles modélisante sur chaque volume de contréle.

II1.2. Discrétisation de I’équation générale de transport
Les phénomenes physiques impliquant I’écoulement du fluide et le transfert
thermique sont régis par les équations de conservation de la masse, de la quantité de

mouvement et de I’énergie. Ces équations se présentent sous la forme géenérale d’une
équation de transport, soit :
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d
— - =l |*S (1)
ot 2Z R R R 00 0zZ\HaZ) RER 6R) ROO\RGO) [
%/_/

| 1

o) 20V28), 1alRoVie) 1 pVio)_ @ (C8).L2(pr2),12(T )

Avec :

V; ; Vr* ; Vg : sont les composantes du vecteur vitesse suivant respectivement Z, R et 9,
¢ : variable dépendante,

I : coefficient de diffusion,
S : terme source.

H= (- Ry

Cette équation de transport comporte quatre termes représentant les processus par
lesquels la variable ¢ peut changer.

l. Variation temporelle au sein du volume,

. Convection a travers les faces du volume,

1. Diffusion a travers les faces du volume,

V. Génération ou destruction au sein du volume.

Pour obtenir la forme discrétisée de I’équation (111-1), on doit, en premier lieu,
définir un maillage du domaine de calcul, figure 111.1. En configuration tridimensionnelle,

le point P aura comme voisins les point : E (East), W (West), N (North), S (South), T (Top)
et B (Bottom).

Figure II1.1 : Volume de contrdle en coordonnées cylindriques.
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IT1.3. Intégration de I’équation générale de transport
II1.3.1. Sans le terme convectif (terme non-linéaire)

Dans un premier temps, on s’intéresse a I’integration de I’équation (I11-1) sans le
terme convectif ; elle se raméne donc a I’équation suivante :

o) 0 (13, 121 ), 101, i
ot 0Z\H?JZ) R or OR R 06\ R 00

En intégrant cette équation sur le volume de contréle et suivant le temps on obtient :

t+Atetn5( (1)) t+Atetn
j [[[2L2 RdRd 0dzdt = [ [[[SRdRd 6dzdt +
wb's t wbs (111-3)
t+Atetn
] IH[ ( 8¢j ii(FR@} (Fa"’ﬂRdeedZdt
L s 0z\Haz) RorR\ "oR) Ro6(R 00

Cette equation donnera donc :

t+At
1 0 5‘1) a¢j 1
— R, ARABAZ = r—| -\ I'— — R, ARAOdt
p(¢P ¢P)m {{[ azje [azWH m "

t+At t+At i
] KFR@j —(FR@) }AOAZdt+ | KE@J [raﬂ }ARAZdt (1h-4)
R Jn 0R Js R0, \R a0

t t

+SRy ARAOAZA

Afin d’évaluer les dérivées de la variable ¢ aux interfaces, on doit lui choisir un
profil de variation entre les nceuds. Si on évalue les dérivées a partir d’un profil linéaire, on
obtient :

t+At
plob — 00 )R m AR AOAZ= | {Fe

t

Re(0g —0p) T'w Ry (9p —ow) L AR AOGE +
(52)e (SZ)W H

t+IAt[r Rn(0n —¢p) TsRs(9p - ¢S)}A9A2dt+ (11-5)

t ®R)y R )s

t+At _ _
f{rt(d’T ¢p) _TIp (9p )¢B)}ARAZdt+SRmARA9AZAt+

t | R(80) R (30);

OU S représente la valeur moyenne de S dans le volume de contrdle. Ce terme est
généralement fonction de la variable ¢. Nous pouvons cependant considérer uniquement
une forme linéarisée (voir Annexe). Ainsi, nous exprimons S sous la forme :

S =Sc+Sp dp (111-6)
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Apres traitement des termes instationnaires (voir Annexe 3), I’équation (I11-6) s’écrit

comme :
ap ¢p =ag ¢g +aw ¢w +an ¢ +as s +at ¢t +ag dg+hb (-7
Avec :
aE:FeReARAG_ - _ Ty Ry ARAG - _Th R, ABAZ
HGZ), HGZ), (3R), '
Iy ARAZ I, ARAZ TS R{AOAZ . o pAv
ar =—————;agp=—2—"— """, ag=—3"""" ap =
R (50 ), R, (86 ), (BR ) At

ap =ag +awy +ay +tag+ag +ap +ag—Sp Av
b=Sc Av+al ¢% Av=Rp ARAOAZ

Av : représente le volume occupé par le volume de contrble;
Rm : désigne le rayon moyen. Il est donné par I’expression :

Rm:%(RnJrRS) (1N-8)

I11.3.2. Avec le terme convectif

On s’intéresse dans ce qui suit au traitement des termes convectifs de I’équation
(111-1). La convection étant générée par un écoulement de fluide, notre but a ce stade est
d’obtenir la solution ¢ en présence de cet écoulement. Comme le terme convectif est lié
au terme de diffusion, les deux termes seront manipulés ensemble. Ainsi, I’équation (111-1)
peut s’écrire comme :

a(p¢)+an L10R 13

o6  oZ RO R o0 (11-9)

AVecC:

Jz, Jr, et Jo : représentent les flux de convection-diffusion dans les directions Z, R et 6
respectivement, ils sont donnés par les expressions :
L 2%

* * a(I) *
J7> =pV — ; Jr = RpV -T'R —/— : Jg = pV —
z =pVzd 57 R pVR O R ; o =pPVed

I o
R 06

Notons également que le champ d’écoulement doit satisfaire I’équation de continuite,
c’est-a-dire :

op 10 x o
ot RaR(p

RVR )+%%(pvg)+a—z( V§)=0 (111-10)
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Le traitement des termes convection—diffusion est similaire pour les trois directions ;
on considére par exemple le terme suivant la direction Z :

R
Considérons le flux total, Jz, tel que :

Iz =pVz ¢—E gi (111-12)
Alors, I’équation (111-11) implique :

g—i=0:>3e—JW=O (111-13)

Le probléme qui se pose a présent est I’évaluation des termes Je et J,, qui nécessite
un certain nombre d’approximations. Cela est effectué en utilisant des profils
d’interpolation donnant I’évolution de la variable ¢ entre les nceuds du maillage (aux
interfaces des volumes de contrdle).

I11.3.3. Formulation généralisée

Les schémas de discrétisation du terme convection—diffusion different par le choix
du profil adapté pour approximer la solution du probleme. Ces schémas ne sont en réalité
que des cas particuliers d’une formulation générale.

Considérons les nceuds i et i+1 de la figure I11.2 séparés par une distance . Le
flux traversant I’interface (en pointillés) entre ces deux nceuds peut étre écrit comme :

d
ol 90 (111-14)

Dans cette expression, P est le nombre de Peclet qui désigne le rapport du transfert
par convection au transfert par diffusion. Il est définit par :

P p Vs _F
(T/H8) D

(I1-15)

Avec :

F =p V7 : débit d’écoulement,

D= HLS : conductance de diffusion.
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A
v

Figure II1.2 : Représentation du flux a I’interface.

La valeur de ¢ a I’interface est considérée comme une moyenne pondérée entre ¢;

6t i1, alors que le gradient d((;d/)s) est proportionnel & ¢i+1-¢i. D’oll J” s’écrira sous la
forme suivante :
3 =Plodj +({1-) dis1]—B (¢i41 i) (111-16)

o et B étant des facteurs adimensionnels de pondération dépendant de P.

L’équation (111-16) peut encore s’écrire sous la forme :
I =Boi-Adiy (11-17)

A et B sont des coefficients dépendant de P. Par conséquent, le choix d’un schéma
d’interpolation donné revient au choix approprié des coefficients A et B dans I’équation
(11-17).

I11.3.4. Propriétés des coefficients A et B

Si ¢, =¢,,,, le terme de diffusion s’annule. Par conséquent, le flux total est fonction
seulement du flux de convection, alors :

I =P ¢ =P iy (111-18)

En combinant cette equation avec I’équation (111-17), on obtient :

B=A+P (1V-19)

Un changement dans le sens de I’axe de coordonnées modifie P en —P. Les roles de
A et B seront donc permutés, soit :
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A(-P)=B(P)
(111-20)
B(-P)=A(P)

Si nous considérons I’équation (111-19), alors, pour des valeurs négatives de P, nous
pourrons écrire :
A(P)=B(P)-P=A(-P)-P=A(P|)-P (111-21)

Et donc, pour P quelconque, positif ou négatif, A(P) peut étre écrit sous la forme

compacte suivante :

A(P)=A(P|)+[-P.0| (11-22)
B)= AlP)+| PO o)
Avec :
|a,b| : désigne le maximum de a et b.
Ainsi, en combinant les équations (111-17) et (111-18), on peut écrire :
I =P i = Algi —dis1)
(111-24)

3" ~P is1 = B(di —dis1)

En multipliant maintenant les équations précédentes par D =T/8H et en appliquant

la relation (I11-17) aux interfaces e et w, on obtient la formulation convection-diffusion
suivante :

ap ¢p =ag g +aw dw (111-25)
AvVec :
ag =Dg A(Pe[)+ |- Fe.0
ayw =Dy AQPWDJF”FW’O”
ap =ag +aw +(F —Fy)
Fe :(P VE)
Fu = Vv3)
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Fe, Fw : sont les débits d’écoulement aux interfaces e et w.
D., Dy : sont les conductances de diffusion correspondantes.

I11.4. Schémas d’interpolation

Nous introduisons maintenant quelques schémas d’interpolation servant a déterminer
la valeur de la variable dépendante ¢ aux interfaces du volume de contrble. Parmi ces
schemas, on distingue le schéma aux différences centrées (Central Difference Scheme) qui
utilise une procédure d’interpolation linéaire qui reste, cependant, limité pour des valeurs

de |P|< 2.

Une autre alternative a ce schéma est la procédure aux différences déecentrées
(Upwind Scheme). Ce schéma est moins précis que celui aux différences centrées pour les
écoulements qui ne sont pas a convection dominée. Par conséquent, un certain nombre
d’auteurs ont proposé des combinaisons des deux schémas précédents. Selon Patankar
[32], Spalding a developpé le schéma hybride (Hybrid Scheme) qui rejoint le schéma aux

différences centrées pour |P| < 2 et le schéma aux différences décentrées pour |P| > 2.

1.0

A

Upwind
D? 0.5 \ Exponential (Exact)
<

Power low
I'4
hybrid
0,0
g 2 4 & g

Central difference x

Figure II1.3 : La fonction AQ P|) pour chacun des schémas.

1P|

L’inconvénient majeur du schéma hybride est I’erreur introduite au voisinage de
|P| =2, comme le montre la Figure I11.3. Ainsi, un certain nombre de méthodes ont éeté

développées afin de présenter un changement plus graduel et qui sont en bon accord avec
la solution exacte d’un probleme monodimensionnel. Patankar [32] propose le schéma
d’approximation de la loi de puissance (Power Law Scheme) qui s’avere tres efficace
puisqu’il approche beaucoup mieux la solution exacte d’apreés la Figure 111.4. Ce schéma a
été développé a partir du schéma exponentiel exact (Exponentiel Scheme). Ce dernier n’a
pas été utilisé a cause du temps de calcul important nécessaire au calcul des exponentielles.
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L L] 1 L] L] L] L] T L T L] L] L] L] L] 1

l.zF
- Central difference f\ l
= 0.6}  Exact (also power low)
% 0.4
= ’ Exact (also power low)
0,2}
0,0}
Hyhrid
0,2} yhet \ _ Ceniral difference
-10 -5 0 5 10
P

Figure II1.4 : Prédiction de ¢, par les différents schémas dans un intervalle
du nombre de Peclet.

Le schéma de la loi de puissance est le plus recommandé dans la littérature, aussi
nous I’adapterons dans notre travail. On note également que le temps de calcul pour ce
schéma est légerement plus important que le schéma hybride. Par ailleurs les schémas

préalablement définis peuvent étre vus comme des choix particuliers de la fonction AQP|).
Ainsi on établit le tableau suivant :

Tableau III.1 : La fonction A(|p|) pour chacun des schémas.

Schémas Expressions de A (|P|)
Centré 1-05]P|
Upwind 1
Hybride [o.@-05P))
Loi de puissance H 0,(L-01|P|f
Exponentiel 1P|/exp(P])-1]

D’autres schémas ont été développés tels que le schéma SUD (Skew Upwind
Differencing) introduit par Raithby [33]. Ce schéma a été modifié et amélioré dans une
autre étude effectuée par Busnaina et al. [34] dans laquelle il propose le schéma SUWD
(Skew Upwind Weighted Differencing).
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I11.5. Equation discrétisée pour le cas général

A ce stade nous disposons des outils nécessaires permettant d’écrire I’équation
générale de transport (I111-9) sous forme discrétisée. Ainsi, par intégration sur le volume de
contréle de la Figure 111.5, I’équation (111-9) devient :

Pp ¢p —Pp
At

i AV+Jg -3y +3y —Js +3¢ —Jp = (Sc+Sp op ) AV (111-26)

et ce, en linéarisant le terme source et en considérant, pour le terme instationnaire, que pp
et ¢p prévalent le long du volume de controle.

\\\§N w7 n ;/”’/ J
\\\\\ Ve VT%P%; I
_
? S ¢

Figure IIL.5 : Volume de contrdle pour la configuration tridimensionnelle.

Dans I’équation (111-26), les termes Je, Jw, Jn, Js, J, €t Jp représentent les flux totaux
intégrés le long des interfaces e, w, n, s, t et b respectivement. Ils sont donnés par les
expressions suivantes :

tn * r a(l)
Je:”(JZ)ERdeez{pVZq)———} Rm AR A0
b H oz ],

—}?(J) Rdee—{ Vz —5@} Rm AR A8
_bs Z)w =|{pP Vz H@ZW m

te * a(l)
In=[10r), dZdez[er ¢—rR—} AZ A®

n

Js=[[(Rr) dZdo= pV:¢—FR%} AZ AO
S

bw L

J :en(J ) deZz_ ——@ AR AZ
t ” 0/t p e¢ R 20
t
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en
Jp = [[(g), dR dzz{pvg —5@} AR AZ
we R 0,

De la méme facon, I’intégration de I’équation de continuité (111-10) donne :
(pp ~pp )AV (111-27)
At
Ou:

Fe, Fw, Fn, Fs, Ft et Fy sont les débits d’écoulement a travers les faces du volume de
contréle. Leurs expressions respectives sont :

Fe =(p VE)e Re AR AD Fuv =(p V;)W Ry AR A0
Fn=(pRVf)n AZAD Fsz(pva)sAZAe
Ft :(p Vg)t AZ AR ; Fo Z(p Vg)b AZ AR

En multipliant I’équation (111-27) par ¢p et en la retranchant de I’équation (111-26),
on obtient :

(00— 68 )98 2 + (0 ~Fo 0p)~ (0w ~Fu 80)+On —Fr b0
(111-28)

~(Js —Fsop)+ (0t —Frdp)—(Jp —Fp dp ) = (Sc+Spdp ) Av

L’hypothése de I’uniformité le long des faces du volume de contrdle permet d’écrire
I’équation générale sous forme discrétisée :

ap ¢p =ag g +aw dw +an N +as ds+at 1 +ag dpg +b (111-29)
Avec :
ag =De A(Pe|)+] - Fe.0] aw =Dy AlPw)+| Fu 0]
ay =D, AlP[)+]-F.0] as =D, A(R|)+|F.0]
ar =Dy AP)+|-F.0] a8 =D AlP])+|Fo.0]
pi:;_ii, ag:pg%, b=ScAv+al ¢3

ap =ag +ay +ayn +ag+ag +apg +aB—SpAv
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et:
_Fe Re ARAO _FW Ry ARAG D _Fn R, AZ AO
° HG2, Y He2, " (@R),
_FS Ry AZ AD ) _Ft AR AZ . D _Fb AR AZ
T (BR) © Y R (00), TP TRy (50),

L’équation (I11-29) peut étre écrite sous une forme plus compacte, soit :

ap 0p = 2.app Ppp +D (111-30)

L’indice nb définit les nceuds voisins (neighbour) du point P, et la sommation est
effectuée a travers les nceuds voisins.

I11.6. Discrétisation du champ dynamique

Nous avons présenté la méthode de discrétisation de I’équation générale de transport
pour une variable indépendante ¢ en présence d’un champ d’écoulement donné. Mais le
probléme qui se pose a présent est comment ce champ d’écoulement peut-il étre obtenu ?

I11.6.1. Equation de quantité de mouvement

Pour la discrétisation de I’équation de quantité de mouvement, nous procéderons
d’une maniére analogue a celle de [I’équation genérale de transport (I1I-1).
Malheureusement, ces équations sont non-linéaires et fortement couplées, cela nécessite
donc d’autres considérations. Cependant, les projections de I’équation de quantité de
mouvement peuvent étre écrites sous la forme de I’équation générale de transport, soit :

ape), 1 oRpVad) 1 0lpVse) dlpVie)_ o F@}ii{m@}

ot R oR R 060 0z oz|Haz| ReR oR

R 06| R 06

(111-31)

Ou la variable indépendante ¢ représente I’'une des composantes de la vitesse

* * * , R ., . .
(Vz,V, ouVy)et T represente la viscosité dynamique p. Le terme source S contiendra
donc les termes restants en incluant les gradients de pression

Les formes intégrales des équations sont obtenues en utilisant un schéma

d’interpolation approprié aux interfaces des volumes de contrdle. Ainsi, la forme finale de
ces équations se présente comme :

ap ¢P =ag ¢E +ay ¢w +ay ¢N +ag ¢s +ay ¢T +ag ¢B +3S (111-32)
Lors de la détermination de la forme discrétisée de I’équation de quantité de

mouvement, la technique d’évaluation de la pression sera cruciale. En effet, si on utilise un
maillage décalé (staggered grid), en raison d’une représentation plus pratique du champ de
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pression, alors chaque composante de la vitesse sera décalée suivant sa direction par
rapport au maillage principal, Figure 111.6.

I

Maillage standard

_____ Maillage décalé

T Volume de controle pour la vitesse axiale V; ]
Volume de contrdle pour la vitesse radiale Vz : ﬁ
v Volume de contr6le pour les autres variables : O

Figure II1.6 : Représentation du maillage décalé.

Ainsi pour la vitesse u, par exemple, on obtient I’équation discrétisée suivante :

de (V;)e =2 anb (V;)nb +b+Ae (Pp —Pg) (1-33)
Avec :

A, (P, —P.) : force de pression agissant sur la face du volume de contréle,

A, : étant I’aire de la surface sur laquelle agit la différence de pression,
b : le terme source, gradient de pression exclu.
Nb : désigne les nceuds voisins.

’ . - . . A * *
Des équations similaires peuvent étre obtenues pour les autres composantes : V, et V.

I11.6.2. Equation de pression
L’équation de quantité de mouvement ne peut étre résolue qu’une fois le champ de

pression est donné ou au moins estimé. En effet il existe trois approches principales de
calcul du champ de pression utilisées dans la littérature.
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a) Utilisation d’une équation implicite pour la pression

Il est possible de tirer une équation implicite pour la pression statique a partir de la
divergence de I’équation de quantité de mouvement. Babu et al. [35] présentent I’équation
résultante sous la forme d’une équation de Poisson pour la pression, elle s’écrit comme
suit :

ot Re (111-34)

D étant le terme de dilatation défini par :

oV,
D=—~1%
ox, (11-35)

Cette forme de I’équation de pression a eté utilisée par Liang Cheng et Armfield
[36] dans leur méthode SMAC (Simplified Marker and Cell) pour des écoulements
incompressibles. L’inconvénient majeur de cette procédure est que les conditions aux
limites pour la pression doivent étre spécifiées, ce qui n’est pas facile pour les problemes
complexes.

b) Utilisation de la compressibilité artificielle

On introduit une dérivee artificielle de la pression par rapport au temps dans
I’équation de continuité pour le cas d’un écoulement permanent et incompressible, soit :

B@+iM+ia(pVg)+a(pV;):o (111-36)

o0 R OR R 00 oL

Le facteur B est relatif a une vitesse de son.

La solution transitoire n’a pas de sens physique, elle doit &tre considérée comme un
artifice pour atteindre le régime stationnaire. Cependant, il existe deux principaux
inconveénients a ce schéma. La conservation de la masse n’est garantie qu’a la limite de la
convergence et le choix des parametres 3 et le pas de temps At pour avoir un taux de
convergence optimal.

¢) Méthodes de correction de la pression

Les méthodes de correction de la pression s’appuient sur la résolution, en premier
lieu, de I’équation de la quantité de mouvement en utilisant un champ de pression estimé,
dans le but d’obtenir une approximation du champ de vitesses. Les champs de vitesse et de
pression sont ensuite corrigés tels que I’équation de continuité soit satisfaite.

L’une des premieres méthodes de correction de pression est la méthode SIMPLE

(Semi-Implicite Method for Pressure Linked Equations) développée par Patankar et
Spalding. Un nombre de méthodes alternatives a été proposée afin d’améliorer les
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propriétés de convergence de SIMPLE, il s’agit des procédures SIMPLEC et SIMPLER
qui seront présentées par la suite.

e Algorithme SIMPLE

L’ algorithme SIMPLE peut étre obtenu en considérant d’abord les équations de
quantité de mouvement sous la forme discrétisée. Elles s’écrivent pour les différentes
composantes de vitesses sur les faces positives (East, North, Top) du volume de contrdle
comme :

a, (v} )e =Yan (v} )nb +b+A, (Pp —Pg) (111-37-a)
(V ) =2.an (V:)nb +b+Ap (Pp —Py) (111-37-b)
a (V ) =Y an V, ( )nb +b+A¢ (Pp —Pr) (111-37-c)

Pour un champ de pression estimé, P, il résultera un champ de vitesse intermédiaire
(VE) ;(V:) ;(Vg) qui satisfait I’équation de quantité de mouvement mais pas I’équation

- - Ve - - - *
de continuité. Ainsi, pour la composante de vitesse V, on aura :

g ((VE )): = anp (V§ )*nb +b+A, (P;* - p;*) (111-38)

En retranchant I’équation (111-38) de I’équation (111-37-a), on obtient :
de (VZ)e =2 anp (Vz)nb +Ag (Pp —PE) (11-39)

Dans cette équation, (VE) = (V;)—(VE) et P =P—P" représentent les formules
de correction de vitesse et de pression, respectivement. 1l est a noter que des équations

- - - A~ ~ - * \* * W
similaires peuvent étre obtenues de la méme maniére pour les composantes (VIr ) et (Ve) .

L algorithme SIMPLE définit la correction des vitesses en utilisant I’équation

7 7 - 7 - * ' 7 -
précédente mais en négligeant le terme > ap, (Vz )nb . Par conséquent, la forme finale de
correction des vitesses sera donc :

(v§ )e = (v* ): +dg (P;, - P'E) (111-40-a)
e T v il (o
(vg )t = (v*): +dy (P;, —P'T) (111-40-c)
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Avec :

d =—" i=en,t

L’équation de correction de la pression est établie en substituant les équations de
correction des vitesses dans I’équation de continuité. On obtient alors la forme discrétisée
suivante :

a, P, =a P. +a, P, +a, Py +as P.+a; P, +a; Py +b (111-41)
Avec:
ag =pe de Re AR AD (111-42-a)
aw =pw dw Rw AR A0 (111-42-b)
an =pp d, Ry AZ AO (111-42-c)
ag = pg dg Rg AZ AB (111-42-d)
aT =pt dy AZAR (111-42-¢)
ag =pp dp AZ AR (111-42-f)
a, =a. +a, +a, +as+a, +ag (111-42-g)

b{(p (V;)*jw RW_(p(Vz)*je RQ}AR Ae{(p (V:)*]S Rs ‘(P (VF)*jn Rn}AZAe
+KP (Vg)*]b —[p (VS)*M AR AZ+(p0 _pp)%

(111-42-h)

Une fois la correction de la pression déterminée, les champs de vitesse et de pression
peuvent étre corrigés. L algorithme SIMPLE sera donc défini par les étapes suivantes :

1. Estimer le champ de pression,
2. Résoudre les équations de quantitt de mouvement pour obtenir

vl T i
3. Résoudre I’équation en P et cela, en utilisant (VE) (V:) : (Vg)

4. Calculer le champ de pression P et du champ de vitesses (Vz) (V;‘) et (Vg) A partir

de leurs expressions de correction en utilisant P',

5. Résoudre I’équation discrétisée pour d’autres variables dépendantes ¢ (température,
concentration, etc.) s’ils influencent le champ d’écoulement,

6. Traiter la pression P comme un nouveau estimé P™, et revenir a I’étape 2 pour
répéter la méme procédure jusqu’a convergence.
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e Algorithme SIMPLEC

L’algorithme SIMPLEC (SIMPLE Consistent) est établi d’une facon similaire a celle
de I’algorithme SIMPLE. La différence principale entre ces deux schémas réside dans le
traitement du terme négligé dans la correction des vitesses.

Dans la procédure SIMPLEC, on soustrait des deux membres de I’équation (111-39),

la quantité ((Vz )e Zanb), donnant :

(VE); (ae _zanb)z[zanb (V;)‘nb _Zanb (V;);j"'Ae (PP _PI'E) (|||_43)

Le terme (Zanb (VE )nb - anp (VE )eJ est alors moins significatif et pourra étre

négligé. Par consequent, les expressions de correction des vitesses auront la méme forme
que celles établies pour SIMPLE avec les coefficients d; définis par :

A

_ e . A - d At
ae —2.anp

dg __Pn g oA
an —2anp at—2.anp

dy

Il est & noter que cette approche peut étre utilisée seulement si on effectue une sous-
relaxation de I’équation de quantité de mouvement. Cependant, il a été montré que
I’algorithme SIMPLEC offre une amélioration dans la vitesse de convergence par rapport
au schéma SIMPLE pour la plupart des problémes étudiés.

e Algorithme SIMPLER

L’algorithme SIMPLER (SIMPLE Revised) a été développé par Patankar [32] dans
le but d’améliorer la convergence du schéma SIMPLE. Pour cela, écrivons les équations
(111-37) sous la forme :

(V*)e _ 2 anp (V;)nb +b

z - +de (Pp —Pg) (111-44-a)
e

* Za b V* +b - -
(Vr )n _ 22 (a r )nb +d, (Pp—Py) (111-44-b)
n
* > a Vg ), +D A
(V6 )t _ nb (atG)nb +dt (PP _PT) (“I 44 C)
Avec :
de:i, dn:A” et dtzi.
a, a, a,

Définissons les pseudo-vitesses par :
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(03), - =2 (;/ez b+ (111-45-2)
e * (111-45-b)

57 - Zoe Yo 2
(07 - Z2m (;/te ), +b (111-45-)

Alors les équations (1V-47) deviennent :

(V* )e - (Aﬁ)e +dg (Pp—Pg) (111-46-a)
(Vf)n - (“:)n +d, (Pp =Py ) (111-46-b)
V) =05+ o oo ) (50

En remplacant ces expressions dans I’équation de continuité (111-27), on obtient
I’équation discrétisée du champ de pression, soit :

ap Pp =dp Pp +aw PW +ay PN +ag PS +aT PT +apg PB +b (1-47)

Les coefficients a; sont donnés par les expressions (I111-42) sauf pour le terme b dont
I’expression sera donnée par :

oo bBre)av [ o2), my o (0)) raJaR a0
o @) me b @0 ) ruJaz a0+ o (@)}, -6 (9 ) Jaz ar

L’ algorithme SIMPLER sera utilisé dans notre étude car il nécessite moins
d’itérations pour atteindre la convergence en comparaison avec les deux schémas SIMPLE
et SIMPLEC.

(111-48)

- Séquence des opérations de I’algorithme SIMPLER

Apres avoir exposé la méthode de discrétisation des différentes equations, nous
présenterons les différentes étapes de I’algorithme SIMPLER pour la résolution des
champs dynamique (vitesse, pression) et thermique (température) pour le mode de
convection mixte. Elles sont au nombre de huit :

1. Proposer un champ de vitesse estime,

2. Calculer les coefficients de I’équation de la quantité de mouvement et déterminer
les pseudo-vitesses \72,\7: et \7§ d’apres les équations (111-45),
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3. Calculer les coefficients de I’équation de pression (I11-47) et la résoudre pour
obtenir le champ de pression,
4. Prendre ce champ de pression comme P et résoudre les équations de quantité de

mouvement pour obtenir, (\72) (\7: ) et (\75 )

5. Calculer le terme source b a partir de I’équation (111-42-h) et par la suite résoudre
I’équation (111-41) afin d’obtenir le champ de correction de pressionP’,

6. Corriger le champ de vitesse a I’aide des équations de correction des vitesses
(111-40). Notons que la pression n’est pas corrigée,

7. Résoudre I’équation de I’énergie pour obtenir le champ de température,
8. Revenir a I’étape 2 pour répéter la procédure jusqu’a la convergence.

Quoique le nombre d’itérations, pour atteindre la convergence, soit réduit en utilisant
I’algorithme SIMPLER, un effort considérable est dépensé pour chaque itération a cause
de la résolution de I’équation de pression et de I’équation de correction de pression en
comparaison avec les autres schémas, SIMPLE et SIMPLEC. Mais I’avantage principal de
I’algorithme SIMPLER est qu’au cours de son établissement, aucun terme n’a été négligé,

c’est-a-dire le terme de sommation ap (V;)nb. Dans les algorithmes SIMPLE et

SIMPLEC, un choix initial adéquat du champ de pression joue un réle important, ce qui
n’est pas necessaire pour SIMPLER, car il est plus facile d’estimer un champ de vitesse
raisonnable dans la majorité des problemes. Par ailleurs, I’utilisation de la sous-relaxation
dans I’équation de pression est facultative dans la procedure SIMPLER.

D’autres schémas de correction de pression ont été développés afin d’ameéliorer les
qualités de SIMPLER. Citons entre autres, I’algorithme PISO (Pressure Implicit Split
Operators) établi par Issa [37]. Ce dernier peut étre considéré comme une extension du
schéma SIMPLER mais en ajoutant d’autres étapes de correction appelées étages de
correction.

I1L.7. Critére de convergence et facteurs de relaxation

On dit qu’un processus itératif a atteint la convergence, lorsque les itérations ne
produisent aucun changement significatif dans les valeurs des variables dépendantes. En
pratique, on exprime cette convergence par un test d’arrét du processus itératif qui dépend
de la nature du probléme et des objectifs de calcul.

Le critére de convergence le plus utilisé dans la littérature porte sur les résidus de
quantité de mouvement, de masse et d’énergie. Ainsi, pour que la solution converge, le

résidu doit diminuer pour toutes les variables au cours du processus itératif. Le résidu local
peut étre défini par :

Ro=22anp dnp +b—ap ¢p (111-49)
Ce critere de convergence peut se traduire par I’inégalité suivante :

%‘RM“ (111-50)
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Avec :
Q) : Domaine de calcul,
e : Valeur infiniment petite caractérisant I’erreur sur la solution obtenue.

Ho et Tu [38] ont utilisé, dans leur étude, un critére de convergence basé sur I’erreur
absolue. Cette derniére est de I’ordre de 1077, soit :

Max ‘q)p —¢]§‘ <e (I11-51)

Ou:
¢p : Valeur actuelle de la variable dépendante
o : Valeur de ¢ al’itération précédente.

Dans I’étude entreprise par Orfi et al. [39], un autre critére de convergence est
proposé. Il s’agit d’un test basé essentiellement sur la masse résiduelle résultant de
I’intégration de I’équation de conservation de la masse sur un volume de contréle. Cette
masse ne doit pas dépasser la valeur 107 dans tous les cas analysés. Hwang et al. [40]
emploient, quant a eux, un autre test de convergence, il est défini par rapport a la
température relative et s’exprime par :

Tp—Tp| 494 (111-52)

*

Tp

Afin de contrdler la convergence d’un processus itératif, nous utilisons la technique
de relaxation car une divergence peut avoir lieu lors de la résolution du systeme
d’équations couplées a caractére non-linéaire. Pour éviter cette divergence, le processus de
convergence est ralenti entre deux itérations au moyen de la sous-relaxation. Elle consiste a
introduire un facteur de sous-relaxation o, compris entre 0 et 1 dans I’équation (IV-33) :

¢p=¢2+ap{23ﬂ!hiiﬁ—¢2} (111-53)

ap
Avec :
¢; Désigne la valeur de la variable ¢ obtenue a I’itération précédente,
¢, Désigne la valeur actuelle de la variable ¢ .

Il n’existe pas de regle genérale pour le choix de la bonne valeur du coefficient o, .
Sa valeur optimale dépend de plusieurs facteurs tels que la nature du probléme, le nombre

de nceuds, I’espacement de la grille et la méthode itérative utilisée [32].
I11.8. Maillage utilisé
Afin de suivre avec précision toutes variations des champs thermique et

hydrodynamique, particulierement dans la région proche de la paroi et également dans la
zone immédiate a I’entrée de la conduite étudiée, nous adopterons un maillage qui possede
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des incréments uniformes circonférentiellement mais non uniformes radialement et
axialement. Shome et al. [23] ont utilisé dans leur étude une loi de puissance pour générer
la grille radialement, cette loi est donnée par I’expression :

Rj=05-05[(N-j)/NJ- (111-54)

Ou N représente le nombre de nceuds suivant la direction radiale. Concernant la direction
axiale ils proposent une grille évoluant selon une suite geométrique telle que :

AZy 1 =115AZ) (111-55)

Dans notre étude, le maillage utilisé est représenté sur la Figure 111.8. Ce maillage se
compose d’une grille standard qui coincide avec les frontieres du domaine de calcul et
d’une grille décalée définissant les volumes de contrdle pour les vitesses.

Figure II1.8 : Représentation du maillage utilisé.

I11.9. Solution des équations discrétisées

La résolution des équations algébriques (I111-29), obtenues apres discrétisation par la
methode des volumes finis, est effectuee en utilisant une méthode itérative. Ceci est dd a la
commodité de ces méthodes a traiter les non-linéarités. Cependant, il existe plusieurs
methodes itératives. La plus simple est celle de Gauss-Seidel qui présente comme
inconvénient la lenteur de convergence, particulierement lorsque la grille est composée
d’un nombre important de points.

Afin de remédier a ces difficultés, une combinaison entre la méthode de Gauss-

Seidel et la méthode directe TDMA (Tridiagonal Marix Algorithm) est réalisée
(Annexe 4). Il s’agit de la méthode ligne par ligne (line by line method).
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I11.9.1. Méthode ligne par ligne

La méthode ligne par ligne consiste a employer I’algorithme TDMA le long de toutes
les lignes dans la direction Z, en supposant que les valeurs de la variable ¢ sur les lignes
voisines (suivant r et 8) sont connues a partir de leurs valeurs précédentes. Cette procédure
est ensuite répétée pour les lignes suivant les directions R et 6. Ainsi, comme les nouvelles
valeurs de ¢ sont calculées le long d’une ligne, elles seront utilisées comme des valeurs
estimées ¢~ dans la résolution pour la ligne suivante.

Cette méthode de résolution est applicable aux cas bi et tridimensionnels et converge
plus rapidement que celle de Gauss-Seidel. Par ailleurs, le choix de la direction de traverse
et de balayage des lignes peut dans certains cas influer d’une fagon importante sur la
vitesse de convergence [32]. La séquence dans laquelle les lignes sont parcourues peut étre
dictée par la geométrie et les propriétés du probléme considéré.

I11.9.2. Présentation de la méthode

Si dans I’équation discrétisée (111-29), les valeurs voisines ¢y et ¢s dans la direction
R ainsi que ¢r et ¢g dans la direction 6 sont connues. Alors, cette équation aura
seulement trois inconnues, ¢p, ¢e et dw. Si de telles équations sont écrites le long des lignes
dans la direction Z, leur forme sera :

aj 0j =Dbj j1+Cj dj_1 +d; (111-56)

Avec :

di, di+1, et iy représentent op, O et pw respectivement.

aj=ap , bj =ag , Ci =aw
(1-57)

* * * *
di =aN ¢N +as ¢s+ar o1 +ag ¢pg +b

Ici, ¢ représente une valeur estimée déterminée & partir de I’itération précédente.
L’ensemble des équations forme un systeme linéaire a matrice tridiagonale. Celui-ci est
résolu par I’algorithme TDMA.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la procédure numérique choisie afin de
simuler I’écoulement et le transfert de chaleur dans une conduite cylindrique horizontale en
régime de convection mixte. Pour cela, nous avons opté pour la méthode des volumes finis
avec un schéma en loi de puissance (power law). L algorithme SIMPLER est adopté pour
traiter le couplage pression-vitesse dans lequel la méthode ligne par ligne est exploitée
pour résoudre les équations discrétisées.
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Le code de calcul que nous avons développé se présente comme une extension du
code SIMPLER qui est congu pour traiter les phénomenes d’écoulement, de transfert
thermique et de transfert de masse en situations bidimensionnelles seulement. Notre code
est établi dans le but de résoudre les problémes tridimensionnels en coordonnées
cylindriques (r, 6, X) et en coordonnées cartésiennes (X, y, z). Evidemment, il reste aussi
applicable aux configurations bidimensionnelles.

Le chapitre suivant sera consacré a la validation du code de calcul ainsi qu’a la
présentation des différents résultats qui en découlent.
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CHAPITRE IV
RESULTATS ET DISCUSSION

Introduction

Dans ce chapitre, seront présentés les principaux résultats issus de la présente étude
ainsi que leur interprétation et ce, aprés une étude sur la sensibilité des résultats
numériques au maillage qui sera suivie d’une validation du code de calcul en confrontant
les résultats obtenus a ceux de la littérature.

V.1 Sensibilité des résultats numériques au maillage

Dans toute résolution numérique la précision des résultats dépend du maillage utilisé.
La solution numérique converge vers la solution réelle lorsque le maillage n’influe plus sur
les résultats et que I’erreur entre deux solutions tend vers zéro. Pour satisfaire a ce critere,
une ¢étude de sensibilité des résultats numériques au maillage a été réalisée.

La figure IV.1 montre que le maillage (60(Z) X55(R) x15(8) est le plus adéquat étant
donné que les valeurs du nombre de Nusselt restent insensibles si I’on continue a
augmenter le nombre de nceuds.

28
N, =55x55x15 |
4 XS — N,=60x55x 15
: N, =65 60x20
20
SN
2 16}
12 -
gL i
Ll Lol L L MR Ar e |
1E-3 0,01 0,1
Z

Figure 1V.1 : Effet du maillage sur I’évolution axiale du nombre de Nusselt.
Ri=0,5;Re=200;Pr=0,7;Br=0.
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1.2 Validation du code de calcul

La validation du code de calcul est vérifiée apreés comparaison des valeurs du nombre
de Nusselt calculées le long de la paroi interne de la conduite annulaire, ou le flux de
chaleur est maintenu constant, avec celles issues de I’étude de Nazrul et al [10]. Cette
comparaison est illustrée sur les figures IV.2 (a), (b) et (¢).

Ces figures montrent une bonne concordance, notamment pour les valeurs du nombre
de Rayleigh inférieures a 10°. En effet, I’erreur commise est de 1’ordre de 3,21% pour Ra =
0 et de 2,60%, pour Ra = 10’ alors qu’elle est de ’ordre de 4,20% pour Ra = 10°. Ce qui
permet de valider notre code de calcul pour la simulation numérique des résultats.

28

Présente étude
= = =Nazrul et al. [10]

24

20

28

Présente étude

\ - - - Nazrul etal. [10] 1
24 N .

20

16 |

Nu,

12
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28

Présente ¢tude

- ---Nazrul et al. [10]

24 L

20

16 -

NuZ

12 +

(c)

Figure 1V.2 : Comparaison entre les valeurs du nombre de Nusselt obtenues par la
présente étude et celles de Nazrul et al. [10]. R; = 0,5; Re =200; Pr=0,7; Br=0.
(a) Ra=0 (b) Ra=10" (c) Ra=10°

1.3 Simulation des écoulements en mode de convection forcée
IVV.3.1 Influence de la dissipation visqueuse

La dissipation visqueuse résulte du frottement des couches fluides les unes par
rapport aux autres et avec la paroi se traduit par un chauffage du fluide. La prise en compte
de cette fonction dans 1’équation de ’énergie entraine des modifications du champ de
température moyenne du fluide et par conséquent, di nombre de Nusselt.

Les figures IV.3 et IV.4 illustrent respectivement 1’évolution axiale du nombre de
Nusselt calculé le long de la surface interne de I’entrefer et de la température moyenne,
pour différentes valeurs du nombre de Brinkman. Les courbes de la figure IV.3 présentent
une allure décroissante tendant vers des valeurs asymptotiques dans la zone correspondant
au régime établi et ce, pour des valeurs du nombre de Brinkman inférieures a 0,5, selon le
tableau IV.1. Ce dernier montre que le transfert thermique est meilleur pour les valeurs
¢levées du nombre de Brinkman. Et les valeurs du nombre de Nusselt restent constament
positives.

Pour une valeur du nombre de Brinkman égale a 0,5, nous obtenons un
comportement différent. Effectivement, dans la zone prés de I’entrée de la conduite
(Z < 0,004), les valeurs du nombre de Nusselt sont négatives. Ceci s’explique par le fait
que l’introduction de la dissipation visqueuse engendre 1’augmentation de la température
moyenne du fluide qui va dépasser celle de la paroi interne et par conséquent, 1’écart entre
ces deux températures va augmenter toujours dans le sens négatif jusqu’a une position
correspondant a Z = 0,004 ou cet écart tend vers zéro (T, = Tp,), donnant lieu a une valeur
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minimale du nombre de Nusselt (Nu, = -o). A cette méme position axiale, nous observons
un saut du nombre de Nusselt vers un maximum (Nu, = +o0) suivie d’une décroissance au-
dela de Z = 0,004, résultant de I’augmentation de 1’écart de température étant donné que la
température de la paroi dépasse a présent celle du fluide(sa température moyenne). Tres

loin de ’entrée, Z > 0,05, le nombre de Nusselt tend vers une valeur asymptotique égale a
12,62.

Tableau 1V.1: Valeurs asymptotiques du nombre de Nusselt obtenues pour différentes
valeurs du nombre de Brinkman.

Br=0 Br=0,01 | Br=0,05 | Br=0.10 | Br=0,50
Nu, 6,00 7,90 8,00 8,44 12,62

Notons également que la compétition entre la diminution de I’intensité de 1’échange
thermique lors du frottement fluide/paroi et la génération de chaleur engendrée par la
dissipation visqueuse, prolonge la longueur d’entrée et retarde 1’établissement du régime
thermique.

30 \ : \
N . . ! . I Br= 0,50
AR i S -
25 L W : ! \“ Br=0,10 4
k . ! \ Br=0,05
1
20 : \ - =-- Br=0,01
| i N —— Br=0,00 |
15 s s i
| o - T et e e e e e e ]
A_\
=" 10 A ]
Z. ; nd ~o-}35-3-1-1-3-3-z-z-:g-:z-z-:z-z-z-:z-z-:z-m_
5+ ! ]
I i
0 : 1
i
Sk i N
- i
-10 P~ i i
| 0

1E-3
Figure 1V.3 : Effet de la dissipation visqueuse sur 1’évolution axiale

du nombre de Nusselt.R; =0,5; Re=200; Pr=0,7 ; Ra=0.

La figure IV.4 montre également, que la température moyenne du fluide augmente
avec l'augmentation du nombre de Brinkman (8,21% pour Br = 0,01 et 16,43% pour Br =
0,05, en comparaison avec le cas de référence Br = 0) est devient supérieure a celle de
I’entrée (Tm* > 1) pour une valeur du nombre de Brinkam égale a 0,50.
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12+ -

Figure 1V.4 : Evolution axiale de la température moyenne du fluide en fonction
du nombre de Brinkman. R; =0,5; Re=200; Pr=0,7 ; Ra=0.

1V.3.2 Influence de la variabilité de la viscosité dynamique
L’influence de la thermodépendance de la viscosité dynamique du fluide considére,
sur I’évolution axiale du nombre de Nusselt pour différentes valeurs du nombre de

Brinkman est illustrée a travers la figure IV.5.

40

30 [

10

Figure IV.5 : Effet de la thermodépendance de la viscosité dynamique sur le
développement axial du nombre de Nusselt, pour différents nombres
de Brinkman.R;=0,5 ; Re=200; Pr=7;Ra=0
______ viscosité dynamique variable __ viscosité dynamique constante.
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Toutes les courbes montrent le méme aspect : une diminution de 1’échange thermique
localisée au niveau de la zone d’entrée puis, au fur et a mesure que 1’on s’enfonce dans la
conduite, le nombre de Nusselt tend vers une valeur asymptotique qui traduit
I’établissement du régime thermique trés loin de I’entrée et ce, pour chaque valeur du
nombre de Brinkman.

Il est a noter que la diminution de la viscosité¢ dynamique prés de la paroi, suite a
I’¢lévation de la température dans cette zone, entraine 1’accélération des couches pariétales
et une augmentation remarquable de la température moyenne du fluide par rapport au cas
isovisqueux, comme le montre la figure IV.6. Ceci conduit a 1’amélioration du transfert
thermique, d’une moyenne générale, variant entre 3,68% et 7,52% par rapport au cas
1sovisqueux.

Il est intéressant de noter également sur la figure IV.5 que la discontinuité¢ de la
courbe du nombre de Nusselt apparait a partir de Br = 0,1 alors qu’elle apparaissait a partir
de Br = 0,5 pour le cas isovisqueux.

De plus et contrairement au cas isovisqueux, pour Br = 0,5, nous remarquons que la
courbe du nombre de Nussetl passe par un maximum correspondant a une valeur finie
égale a 22,85 en Z = 0,01. Cette valeur correspond a 1’écart minimal entre la température
de la paroi et la température moyenne du fluide.

1,0

0,8
0,6
% 8
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Figure 1V.6 : Effet de la thermodépendance de la viscosité dynamique sur
la répartition du champ de température moyenne du fluide.
Ri=0,5;Re=200;Pr=7;Ra=0;Br=0,1

IV.4 Simulation de I’écoulement en mode de convection mixte
Dans cette partie, nous présenterons les résultats portants sur 1’effet de certains

parametres sur le comportement hydrodynamique et thermique de 1'écoulement en mode de
convection mixte. Ces parametres sont: le nombre de Rayleigh, de la dissipation
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visqueuse, l'inclinaison de la conduite annulaire par rapport a I’horizontale, la variation
avec la température de la viscosité dynamique et enfin, le nombre adimensionnel de
Reynolds.

1V.4.1 Effet du nombre de Rayleigh

a) Profil de vitesse

L’effet de ’intensité de la convection mixte, traduite par la variation du nombre de
Rayleigh, sur le profil de vitesse établi, est illustré sur la figure IV.7.

0=n
J00 02 04 06 08 10 12 14 16
- - A:\A“u
) e Ra = 10°
R ******** Ra = 105 } | :
0,7 } —— Ra=
ol ”/"”/T;‘i’/;'f",;”1/,,,1, jpes
0,5 _
0,5
0,6 | - n
077 F A Ra=106 AAAA v\u"
T Ra=10 5 A‘:
0.8 | Ra =0 )
ol "”"”.;T,’i‘iff;”,";f‘,l
1 70 2 = T : : 1 1 1 1
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k
0 =0 5

Figure 1V.7 : Influence du nombre de Rayleigh sur les profils de la vitesse axiale.
Ri=0,5;Re=200;Pr=0,7;Br=0;a=0.

Il est & noter que lorsque le taux de chauffage augmente et par conséquent, le nombre
de Rayleigh, la vitesse axiale du fluide dans la région centrale de I’entrefer diminue de
0,73% pour Ra = 10 et de 8,37% pour Ra = 10° par rapport au cas de la convection forcée
(Ra = 0). En effet, I’augmentation du nombre de Rayleigh se traduit par I’augmentation de
I’intensité des courants secondaires, localisés prés de la paroi interne de la conduite
exposée a un flux thermique constant. Ces courants de fluide chaud tendent a orienter le
fluide vers la paroi extérieure de 1’entrefer. On remarque que I’augmentation du nombre de
Rayleigh entraine respectivement la diminution et ’augmentation du gradient pariétal de
vitesse du coté intérieur et extérieur de I’entrefer. De plus, la vitesse maximale diminue en
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fonction de ’augmentation du nombre de Rayleigh et se déplace vers le coté extérieur de
I’entrefer sous I’effet de I’augmentation de I’intensité des courants secondaires.

b) Coefficient de frottement apparent

L’écoulement d’un fluide réel dans une conduite annulaire est systématiquement
accompagné d’une perte de charge. Cette derniére est un paramétre important dans le
dimensionnement des installations industrielles et peut étre déterminée en calculant le
coefficient de frottement.

La figure IV.8 illustre 1I’évolution axiale du coefficient de frottement apparent calculé
au niveau des deux fronti¢res de I’entrefer (parois interne et externe) et ce, pour différentes
valeurs du nombre de Rayleigh.

Nous remarquons ’existence de deux comportements différents selon qu’il s’agisse
de la paroi interne ou externe. En effet, les courbes se superposent sensiblement a 1’entrée
de la conduite puis se séparent a partir de Z = 1,08 10™. Les courbes qui représentent le
coefficient de frottement relatif a la paroi interne se localisent au-dessus de celles relatives
a la paroi externe. Ceci est di au fait que le gradient de vitesse au niveau de la paroi
interne, (chauffée par un flux de chaleur), est plus élevé que celui de la paroi externe,
(maintenue a une température pariétale uniforme).

Il est intéressant de remarquer également que les courbes relatives a la paroi interne
tendent vers des valeurs asymptotiques différentes suivant la valeur du nombre de
Rayleigh : 27,07 ; 27,75 et 28,67 pour des valeurs du nombre de Rayleigh égales a 0 ; 10°
et 10°, respectivement. Ceci est dii a la condition aux limites thermique considérée (flux
pariétal uniforme) qui fait en sorte que les courants secondaires se maintiennent jusqu’a la
sortie. Par contre, pour la paroi externe, nous remarquons la naissance d’une zone
intermédiaire pour 107 < Z < 10" ou la convection naturelle est prédominante. Les
courbent tendent, plus en aval vers une valeur asymptotique unique indépendante du
nombre de Rayleigh, et égale a 22.
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Figure 1V.8 : Influence du nombre de Rayleigh sur le coefficient de frottement
le long de la conduite annulaire. R; = 0,5, Pr=0,7, Re =200, a. =0, Br=0.
______ paroi interne, paroi externe.
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¢) Nombre de Nusselt

L’évolution du nombre de Nusselt locale moyenné sur toute la périphérie de la paroi
intérieure de 1’espace annulaire pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh est
illustrée sur la figure (IV.9).

Figure 1V.9 : Influence du nombre de Rayleigh sur I’évolution axiale du nombre de
Nusselt le long de la conduite annulaire. R; = 0,5, Pr= 0,7, Re =200, oo = 0, Br = 0.

Nous remarquons que pres de I’entrée de la conduite annulaire et jusqu'a une position
Z = 0,009, les trois courbes se confondent et ont la méme allure que celle obtenue pour le
cas d’un écoulement en mode de convection forcée (Ra = 0). Ce qui signifie que les effets
de la convection naturelle (courants secondaires) dans cette région sont négligeables. La
décroissance du nombre de Nusselt s’explique par 1’augmentation rapide de 1’écart de
température entre la paroi intérieure et celle des couches fluides adjacentes a la paroi.

Pour des positions axiales situées relativement loin de 1’entrée (Z > 0,01), les courbes
du nombre de Nusselt correspondant 4 un nombre de Rayleigh différent de zéro (Ra = 10°
et Ra = 10°) se détachent de celle relative & Ra = 0. Ceci s’explique par la présence des
courants secondaires, induits par la prédominance de la convection naturelle dans cette
région, et dont I’¢lévation du degré de I’intensité améliore le transfert thermique.

Plus en aval (Z > 0,20), les courbes présentent une tendance asymptotique vers des
valeurs constantes du nombre de Nusselt, correspondant a un écoulement pleinement
développé. Les valeurs asymptotiques atteintes pour Ra = 10° et Ra = 10° sont
respectivement de 1,38 et 1,68 fois plus élevées que la valeur correspondant a un
¢coulement de convection forcée pure dont la valeur est égale a 6,13.

Il est intéressant de noter que les courbes tendent vers des valeurs asymptotiques
différentes suivant la valeur du nombre de Rayleigh, contrairement au cas de 1’écoulement
en mode de convection mixte dans une conduite cylindrique maintenue a température
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pariétale uniforme ou apparait une troisi¢me zone correspondant a la prédominance, une
seconde fois, de la convection forcée dans la zone d’établissement et par conséquent, une
tendance vers la méme valeur asymptotique. Ceci s’explique par le fait que 1’exposition de
la paroi intérieure a un flux pariétal constant provoque un écart constant de température
entre la paroi et le fluide [Tw(z)-Tm(z)] qui se maintient tout le long de la conduite. Ce qui
fait que les courants secondaires persistent et par conséquent, la convection naturelle.

1V.4.2. Effet de la dissipation visqueuse
a) Profil de vitesse
Les figures IV.10 (a) et (b) représentent les profils établis de vitesse axiale pour deux

valeurs du nombre de Rayleigh : Ra = 10° et Ra = 10°, en tenant compte de la fonction de
dissipation dans I’équation de I’énergie.
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(b)

Figure 1V.10 : Influence de la prise en compte de la dissipation visqueuse sur les profils
établis de vitesse axiale. R; =0,5; Re=200;Pr=0,7.
(a) Ra=10" (b) Ra=10°

Nous remarquons qu’au fur et & mesure que I’on augmente la valeur du nombre de
Brinkman (augmentation de D’effet de la dissipation visqueuse), la vitesse maximale
devient relativement plus importante et les profils se déportent vers la partie interne de
I’entrefer. En effet, ’augmentation de la dissipation visqueuse entraine une élévation de la
température moyenne du fluide et donc, la diminution de 1’écart de température
fluide/paroi interne. Par conséquent, les couches fluides adjacentes a la paroi s’accélérent
conduisant ainsi a I’augmentation du gradient pariétal de vitesse. Par conservation du débit
volumique, le gradient de vitesse pariétale au niveau de la paroi externe diminue alors.

D’un autre coté, en passant d’un nombre de Rayleigh égal a 10° a 10° les profils de
vitesse se déportent vers la paroi extérieure étant donné que D’intensité des courants
secondaires s’est amenuis¢ vu la diminution de I’écart de température (entre la paroi
externe et le fluide).
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b) Coefficient de frottement apparent

La figure IV.11 (a) présente I’évolution axiale du coefficient de frottement apparent
relatif a la paroi interne et externe de la conduite annulaire, et ce pour différentes valeurs
du nombre de Brinkman et un nombre de Rayleigh égal 4 10°

Les courbes suivent la méme allure : une décroissance au niveau de I’entrée de la
conduite puis une tendance asymptotique. En effet, en s’enfongant dans la conduite
annulaire, les profils de vitesses se déformant depuis la forme rectangulaire initiale
(correspondant a un profil de vitesse uniforme) jusqu’au profil correspondant a
I’écoulement établi. Les gradients de vitesse, et par conséquent (f Re) diminuent alors.
Lorsque le régime établi est enfin atteint, le produit (f Re) atteint sa valeur asymptotique.
Concernant I’influence de la variation du nombre de Brinkman, nous observons deux
comportements distincts entre les courbes relatives a la paroi externe et celle de la paroi
interne. L’effet de la dissipation visqueuse est quasiment inexistant au niveau de la paroi
externe. Sur la paroi intérieure en revanche, son effet se fait plus ressentir, en particulier
pour Br = 0,5 ou nous obtenons un maximum de 31,09 pour Z = 7,7 107 et une valeur
asymptotique égale a 29,02. Cette valeur élevée du coefficient de frottement est due a la
chaleur supplémentaire créée par le frottement des couches fluides entre elle d’une part et
en particulier celui du fluide contre la paroi d’autre part qui tend a augmenter la
température des couches fluides adjacentes a la paroi interne.
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Figure 1V.11 : Influence de la prise en compte de la dissipation visqueuse sur le
coefficient de frottement le long de la conduite annulaire.
R;=0,5;Re=200;Pr=0,7,a=0.

______ paroi interne, paroi externe
(a) Ra=10" (b) Ra=10°

Par ailleurs, sur la figure IV.11 (b) ou le nombre de Rayleigh est égal a 10°, nous
obtenons le méme comportement que celui observé pour Ra = 10°. Il est néanmoins
intéressant de noter une déformation des courbes relatives a la paroi externe. Comme vu
précédemment (Figure 8 : influence du nombre de Rayleigh), I’augmentation de I’intensité
de la chaleur, générée au sein de fluide suite a la prise ne compte de la dissipation
visqueuse, n’a également pas d’effet sur le coefficient frottement calculé¢ au niveau de la
paroi extérieure pour les nombres de Brinkman choisis (Br < 0,5). En augmentant
I’intensité des courants secondaires a travers le nombre de Rayleigh, on note une légere
variation du coefficient de frottement (cette augmentation, visible sur la projection axiale
de équation de I’'impulsion (II.19), correspond au dernier terme de second membre). En
effet, pour une valeur du nombre de Brinkman égale a 0,50, la courbe passe par une valeur
minimale égale a 21,49 en Z = 8,6 10 ou la convection naturelle est prédominante, puis
tend plus en aval vers une valeur asymptotique égale a 22,78. Ceci est évident étant donné
que la vitesse centrale, passe par un maximum et par conséquent, le gradient pariétal de
vitesse prend alors une valeur minimale sur la paroi et ce, par conservation du débit
volumique (figure IV.10 (b)).

¢) Nombre de Nusselt

Les figures IV.12 (a) et (b) présentent Les répercussions de la prise en compte de la
fonction de dissipation (Br > 0 et Br < 0) pour deux valeurs du nombre de Rayleigh, sur
I’évolution axiale du nombre de Nusselt (calculé au niveau la paroi interne de la conduite
annulaire, ou le flux de chaleur est maintenu constant).

Pour des valeurs positives du nombre de Brinkman, la production de chaleur par
dissipation visqueuse dans la masse fluide fait augmenter le nombre de Nusselt de 8,48%
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et de 127% dans la zone établie pour respectivement Br = 0,1 et Br = 0,5, par rapport au
cas ou la dissipation visqueuse n’est pas prise en compte. En effet, avec ’augmentation du
nombre de Brinkman, 1'échange thermique s'intensifie du fait de I’augmentation de la
température moyenne du fluide.

Il est intéressant de noter que l’introduction de la dissipation visqueuse diminue
Ieffet de la convection naturelle. En effet, pour Ra = 10° (figure IV.112. b), le nombre de
Nusselt n’augmente que de 4,79% et 80,65% pour respectivement Br = 0,1et Br = 0,5 par
rapport au cas Br = 0. Soit, une diminution de prés de 36% pour Br = 0,1 et de 43% pour
Br = 0,5, par rapport au cas de la figure (IV.12.a) relatif a Ra = 10’
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Figure 1V.12 : Influence de la dissipation visqueuse sur I'évolution axiale du nombre
de Nusselt., R; =0,5; Re=200; Pr=0,7; a =0.
(a) Ra=10" (b) Ra=10°
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1VV.4.3. Effet de I'inclinaison de la conduite

L’inclinaison de la conduite annulaire par rapport a l'horizontale joue un role
important dans le comportement hydrodynamique du fluide en écoulement a I’intérieur
d'une conduite subissant un chauffage ou refroidissement. En effet, les forces de poussée
agissent différemment selon I’inclinaison par rapport a I’horizontale par conséquent
I’influence de I’écoulement secondaire sur I’écoulement principal est alors différente.

a) Profil de vitesse

Les figures 1V.13 (a) et (b) illustrent ’effet de la variation de l’inclinaison par
rapport a ’horizontale de la conduite annulaire concentrique, sur les profils de vitesse
axiale en régime hydrodynamique établi. On remarque que les vitesses maximales
augmentent d’une part avec 1’augmentation du degré d’inclinaison de la conduite 0° < a <
60° et d’autre part, avec celle du nombre de Rayleigh. L'impact des variations de
l'inclinaison, sur les profils de vitesse est clairement mis en évidence a travers la figure
IV.13 (b) ou les courbes y sont nettement espacées.
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Figure 1V.13 : Influence de I’inclinaison de la conduite annulaire sur les profils
de la vitesse établie. R;=10,5; Re =200 ; Pr=0,7; Br=0.
(a) Ra=10" (b) Ra=10°

Pour une conduite verticale (0 = 90°), le profil de vitesse tracé différe des autres. En
effet, la vitesse maximale atteint est comprise entre celles correspondant a 6 = 0° (conduite

horizontale) et 30°, d’autre part ce profil s’est déporté, contrairement aux autres, vers la
paroi interne.

Notons également que le redressement de la conduite entraine la diminution de
I’intensité de la poussée, qui se traduit par un rapprochement des profils de vitesse de la
paroi interne en eux.

b) Coefficient de frottement apparent
Etant donné que I’inclinaison de la conduite annulaire induit des effets importants sur

le développement des profils de vitesse axiale (Ra = 10°), cela se répercute nécessairement
sur le coefficient de frottement apparent (f Re). Ainsi, nous présentons sur les figures

63



Chapitre IV Résultats et discussion

IV.14 (a) et (b), I’évolution axiale de ce dernier sur les deux fronti¢res de 1’entrefer pour
différents angles d’inclinaison.

Notons que le degré d’inclinaison de la conduite a le méme effet sur le coefficient de
frottement que ce soit au niveau de la paroi interne ou externe. En effet, ’augmentation de
I’angle d’inclinaison entraine une diminution du coefficient de frottement apparent dans la
zone ou la convection naturelle est prédominante (tableau IV.2) en particulier.

Tableau IV.2 : Ecarts, par rapport a I’horizontale, du coefficient de frottement apparent
pour différents degrés d'inclinaison de la conduite.

Ra =10 Ra = 10°
45°/0° 90°/0° 45°/0° 90°/0°
11,41 16,24 37,71 63,50
1,31 4,00 12,40 29,04

Il est intéressant de noter qu’au niveau de la paroi interne, les courbes représentant
I’évolution axiale du coefficient de frottement apparent passent par un maximum, suite a
I’intensification des courants secondaires.

Pour la paroi externe, soumise a une température pariétale constante, les courbes se
situent en dessous des précédentes et passent par un minimum.

Pour le cas Ra = 10°, comme I’illustre la figure précédent (13.a), I'influence de
I’inclinaison de la paroi par rapport a ’horizontale est faiblement ressenti dans la zone
établie (n’est pas trés visibles). Cela se répercute directement sur I’évolution axiale dans
cette méme région du coefficient de frottement.
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Figure 1V.14 : Développement axial du coefficient de frottement de Fanning
le long de la conduite annulaire. R; = 0,5 ; Re =200 ; Pr=0,7; Br= 0.
______ paroi interne, paroi externe
(a) Ra=10" (b) Ra=10°

¢) Nombre de Nusselt

Afin de bien cerner I'impact de I’inclinaison de la conduite par rapport au plan
horizontal, sur le transfert thermique, nous avons tracé, sur les figures IV.15 (a) et (b),
I’évolution axiale du nombre de Nusselt pour différentes valeurs du degré d’inclinaison.

Nous observons sur la figure IV.15 (a) que I’inclinaison n’affecte pas d’une fagon
trés significative 1’évolution axiale du nombre de Nusselt et ce, pour un nombre de
Rayleigh de I’ordre de 10> et un nombre de Reynolds égal a 200. Par contre, pour une
valeur du nombre de Rayleigh égale a 10° la figure IV.15 (b) révéle une variation du
nombre de Nusselt plus prononcée.

Dans la zone ou la convection naturelle prédomine (0,01 < Z < 0,2), nous remarquons
que la courbe représentant I’évolution du nombre de Nusselt pour une conduite verticale (o
= 90°) se situe en dessous de toutes les autres courbes. La valeur du nombre de Nusselt
pour ce cas est de 9,06 pour Z = 0,03 par exemple. En effet, les courants secondaires,
constitués des composantes transversales de la vitesse (radiale et tangentielle), se trouvent
diminué de la composante tangentielle (suivant I’angle azimutal 0) au fur et & mesure que
la conduite se redresse et s’annule lorsque celle a est complétement verticale (o = 90°).

Notons également, dans cette région, de 1’existence d’un angle optimal offrant un
maximum d’échange thermique. Ce dernier se situe entre 0° et 30°.
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Figure 1V.15 : Effet de I’inclinaison de la conduite annulaire sur évolution axiale du
nombre de Nusselt pour : R;=0,5; Re=200; Pr=0,7 ; Br=0.
(a) Ra=10" (b) Ra=10°
1V.4.4 Effet du nombre de Reynolds
a) Coefficient de frottement apparent
L’évolution axiale du coefficient de frottement apparent pour différentes valeurs du

nombre de Reynolds est illustrée sur les figures IV.16 (a) et (b) et ce, pour Ra = 10° et
Ra = 10° respectivement.
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Nous constatons que 1’influence de la variation du nombre de Reynolds n’est
ressentie qu’au niveau de la zone d’entrée ou ’accroissement du nombre de Reynolds
provoque une augmentation du coefficient de frottement apparent. Alors qu’au-dela d’une
certaine distance de I’entrée de la conduite (Z > 0,006), les courbes représentant I’effet du
nombre de Reynolds, relatives a chaque paroi, se confondent et tendent vers une valeur
asymptotiquement traduisant 1’établissement du régime d’écoulement.
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Figure 1V.16 : Influence du nombre de Reynolds sur le développement axial du coefficient
de frottement de Fanning. R;=0,5; Pr=0,7 ; Br=0; a =0.
______ paroi interne, paroi externe
(a) Ra=10" (b) Ra=10°
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Il est a noter également que pour la valeur du nombre de Reynolds égale a 1000, les
courbes représentant 1’évolution axiale du coefficient de frottement relatives a la paroi
interne et celles relatives a la paroi externe sont presque confondues des 1’entrée de la
conduite. Par contre, a partir de Z = 0,003, les deux courbes se détachent 1'une de 'autre et
chacune tend vers sa propre valeur asymptotique : égale a 27,77 pour la paroi interne
(soumise a un flux pariétal constant) et 21,86 pour la paroi externe (soumise a une
température pariétale constante).

b) Nombre de Nusselt

L’évolution axiale du nombre de Nusselt tout le long de la paroi intérieure de la
conduite annulaire concentrique (ou le flux de chaleur est maintenu constant) est
représentée sur les figures IV.17 (a) et (b) et ce, pour différentes valeurs du nombre de
Reynolds.

Les courbes présentent le méme aspect : une diminution localisée au niveau de la
zone d’entrée puis une évolution asymptotique loin en aval (a partir de Z = 0,20), qui
traduit 1'établissement du régime thermique. Nous remarquons aussi que pour Ra = 10’
(figure IV.17 (a)) I'influence de la valeur du nombre de Reynolds n’est ressentie qu’au
niveau de la zone d’entrée de la conduite annulaire (Z < 0,01), ou I’accroissement du
nombre de Reynolds provoque une intensification de I’échange thermique. En revanche, la
valeur du nombre de Nusselt asymptotique (Nu, = 8,46) reste insensible aux variations du
nombre de Reynolds.

Sur la figure IV.17 (b), l'influence de l'augmentation du nombre de Rayleigh se fait
surtout ressentir pour les faibles valeurs de nombre de Reynolds, en particulier pour Re =
100. Effectivement, une nette amélioration du transfert thermique est observée pour cette
valeur du nombre de Reynolds, dans la zone de convection mixte ou le transfert de chaleur

est gouverné par les deux modes de convection (naturelle et forcée simultanément) Z >
0,01.

30

———-Re = 1000
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(b)

Figure 1V.17 : Influence du nombre de Reynolds sur 1’évolution du nombre de Nusselt
le long de la conduite annulaire. R;=0,5 ; Pr=0,7 ; Br=0, a =0.
(a) Ra=10" (b) Ra=10°

IV.4.5. Effet de la variabilité de la viscosité en fonction de la température

Dans cette derniére partie des résultats, nous avons considéré comme variable, la
viscosité dynamique du fluide étudié et nous avons considéré loi de variation de la
viscosité dynamique en fonction de la température, proposée par Shome et al. [33] et
donnée par la relation suivante :

v(T) = (exp(exp(-5,89510g((1 - T)AT + T, )+ 33,0316)) - 0,88) (IV-2)

AT =(T,, =T
v : représente la viscosité cinématique du fluide en (m?/s),

T : représente la température absolue du fluide prise en degré Kelvin
Ty : température du fluide a I’entrée de la conduite annulaire.

Dans ce qui suit, I’influence de la variabilité de la viscosité avec la température, sur
les caractéristiques hydrodynamiques et thermiques de 1’écoulement sera passée en vue.

a) Profil de vitesse

Les figures IV.18 (a) et (b) traduisent 1’effet de la variation de la viscosité dynamique
sur les profils de vitesse axiale établie, pour les deux valeurs du nombre de Rayleigh
(Ra =10 et Ra=10°).
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Nous remarquons une distorsion des profils de vitesse correspondant au cas du
chauffage (contraction pour : AT =+15 et +30K) et au cas du refroidissement (allongement
pour : AT = -15 et -30 K) par rapport a ceux relatifs au cas isovisqueux (AT =0 K). Il est a
noter également que si I’on considére le cas du chauffage ou du refroidissement, la vitesse
maximale du fluide augmente avec I'augmentation de 1'écart de température entre le fluide
et la paroi interne.

D’un autre co6té, lorsque l'on augmente la valeur du nombre de Rayleigh (figure
IV.18 (b)) les profils de vitesses deviennent nettement plus espacés tandis que la vitesse
maximale se déporte vers la paroi extérieure de I’entrefer et sa valeur augmente avec
I’augmentation de 1’écart de température.
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Figure 1V.18 : Influence de 1'écart de la température sur les profils de
vitesse axiale établie. R; =0,5; Re=200;Pr=7;Br=0,a=0.
(a) Ra=10" (b) Ra=10°

b) Coefficient de frottement apparent

Etant donné que la variabilité de la viscosité en fonction de la température conduit a
la modification de la structure de I’écoulement, cela se répercute impérativement sur le
coefficient de frottement apparent. Les figures IV.19 (a) et (b) illustrent 1’évolution axiale
de ce dernier, pour différents écarts de températures (AT =T, - Ty).

Notons que I’effet de I’écart de température sur le coefficient de frottement relatif a
la paroi externe, est considérable au niveau de I’entrée de la conduite. Cet effet devient
moins important a partir de 1’abscisse Z = 0,1 étant donné que les courbes se rapprochent
de plus en plus (tableau 3). Par contre, pour celles relatives a la paroi interne, nous
observons un comportement inverse. Effectivement, I’effet de 1’écart de température est
moins ressenti a ’entrée et devient plus intense a partir de la position Z = 0,002. Pour Ra =
10°, le comportement reste inchangé tant que I’abscisse axiale reste inférieure a Z < 0,04.
Pour Z > 0,04 et jusqu’a Patteinte de I’écoulement totalement établi, les courbes se placent
dans un ordre différent de celui observé précédemment (0, -15, -30, 15 et 30 K). En effet
c’est le comportement des courbes qui traduisent le refroidissement (AT < 0) qui différent
et se placent au-dessus du cas isovisqueux et en dessous de courbes de chauffage (AT =
+15, +30 K)
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Tableau V.3 : Ecarts relatifs entre les valeurs du coefficient de frottement obtenues dans
le cas d’une viscosité thermodépendante et le cas isovisqueux.

AT Ecart (%) pour Ra = 10° Ecart (%) pour Ra = 10°
(K)

Z=0,01 Z=0,20 Z=0,01 Z=0,20
Interne | externe | Interne | externe | Interne | externe | Interne | externe

15 8,72 | 14,95 | 7,68 416 | 10,10 | 16.42 9,15 | 4,11
30 14,76 2594 | 1121 | 923 | 16,12 | 25,75 | 11,27 | 10,26
-15 537 | 1946 | 2,12 | 5,07 | 338 | 1925 | 4,21 6,19
-30 | 1345 | 48,19 | 7,02 | 11,80 | 11,41 | 4838 | 7,02 | 12,80

Il est a noter que pour le cas du chauffage (AT > 0), la lubrification pariétale (a cause
de la diminution de la viscosité dynamique ) et I’intensité des courants secondaires agissent
dans le méme sens (contrairement au cas refroidissement). Ce comportement est attribué
au changement de comportement du champ de vitesse axiale dans I’entrefer et plus
précisément au changement du gradient pariétal de vitesse suivant la direction azimutale.
En effet, les profils de vitesse changent d’allure selon que I’on se place en bas ou en haut
de la conduite : (0=0;ri<r<r.etO=m ;1 <r <r.) Pour expliquer ce comportement, il
faut noter que la formule mathématique donnant le coefficient de frottement s’obtient en
moyennant les gradients périphériques relevés au niveau de la paroi. En effet nous
remarquons que les profils de vitesse axiale dans ’entrefer changent d’allure selon que
I’on se place au niveau de la partie inférieure ou supérieure de la conduite annulaire, en
d’autre terme: 0 =0; 1 <r<r.et O=m;1 <r < r.. Les quantités refroidies de fluides
tombent au fond de la conduite (partie inférieure (0 = 0 r = 1;) décélérant 1’écoulement
pariétal au niveau de cette région, ce qui ce traduit par une accélération des couches fluides
de la région 0 = 0, r = r.. le gradient pariétal, et par conséquent le coefficient de frottement
apparent, augmente alors.
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Figure 1V.19 : Effet de 1'écart de température sur le développement axiale du coefficient
de frottement de Fanning. R; =0,5;Re=200; Pr=7;a=0.
(@) Ra=10" (b) Ra=10°

c) Nombre de Nusselt

L’influence de la thermodépendance de la viscosité dynamique du fluide considéré,
sur 1’évolution axiale du nombre de Nusselt, est illustrée a travers les figures IV.20 (a) et

b), pour respectivement Ra = 10° et 10°.
(®),p p
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Figure 1V.20 : Evolution du nombre de Nusselt le long de la conduite annulaire pour
différents écarts de température. R;=0,5; Re =200 ; Pr=7;Br=0; a=0.
(a) Ra=10" (b) Ra=10°

Nous remarquons que l’influence de la thermodépendance est plus visible sur la
figure IV.20 (b) par rapport au cas de la figure IV.20 (a) ou le nombre de Rayleigh est
égale 4 10°, Nous remarquons néanmoins le méme comportement aussi bien pour Ra = 10’
que Ra = 10°. La particularité de ces deux figures réside dans I’inversion de I’ordre de
positionnement des courbes relatives au chauffage et au refroidissement par rapport au cas
isovisqueux.
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Comme il a été expliqué précédemment, la diminution de la viscosité dynamique pres
de la paroi, suite a 1’élévation de la température dans cette zone (cas du chauffage),
entraine 1’augmentation de la vitesse et une diminution remarquable de la température du
fluide. Ceci méne a une amélioration du transfert thermique comprise entre 2,13% et
5,11% par rapport au cas isovisqueux. Par contre, dans le cas du refroidissement (AT < 0),
la viscosit¢ dynamique du fluide prés de la paroi est plus élevée. Ce qui entraine une
diminution de la vitesse et par conséquent, une dégradation du transfert thermique par
rapport au cas isovisqueux, atteignant 2,63% et 6,14% pour AT = -15 °C et AT = -30 °C,
respectivement.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons procédé a 1’é¢tude du comportement d’un fluide
newtonien en écoulement laminaire a 1’intérieur d’une conduite horizontale isotherme en
régime de convection mixte. Nous avons constaté que I’introduction de la convection
naturelle affecte d’une manicre significative le développement de I’écoulement et les
distributions des coefficients de friction et de transfert thermique. En particulier pour un
nombre de Rayleigh de 10°, ou des courants secondaires associés & la convection libre
naissent tout preés a 1’entrée et se développent trés rapidement induisant des déformations
considérables sur les profils de vitesse axiale et de température.

D’autre part, nous avons montré qu’en régime de convection mixte, trois régions
successives apparaissent tout le long de la conduite. Dans la premiére, 1I’écoulement est
gouverné essentiellement par le mode de convection forcée. Dans la deuxiéme, les courants
secondaires engendrent un brassage important du fluide favorisant ainsi I’échange
thermique et augmentent le frottement pariétal en chauffage. Finalement, loin de 1’entrée,
I’écoulement s’établit entierement pour atteindre des solutions asymptotiques différentes
suivant la valeur du nombre de Rayleigh

Les résultats obtenus ont permis aussi d’évaluer I’influence du caractére
thermodépendant des fluides sur 1’écoulement laminaire en régime de convection forcée et
mixte. Il s’avére que la variation de viscosité agit de fagon remarquable sur les
caractéristiques de I’écoulement
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Conclusion Générale

CONCLUSION GENERALE

Le travail présenté dans ce mémoire consiste en la simulation numérique du
développement simultané de I’écoulement hydrodynamique et thermique stationnaire d’un
fluide newtonien dans I’entrefer délimité par deux cylindres coaxiaux. Cette conduite,
cylindrique de sections droites circulaires, est le siege d’un transfert de chaleur en mode de
convection forcée puis mixte. La paroi externe est maintenue a une température constante
alors gu’un flux thermique constant est imposé a la paroi interne. Cette étude numérique a
permis d’apporter un certain nombre de résultats correspondant a une certaine gamme de
parameétres adimensionnels caractéristiques mis en jeu. Ces derniers, traduisent les effets
relatifs aux phénomenes physiques en présence et qui sont : le nombre de Rayleigh, et de la
dissipation visqueuse, l'inclinaison de la conduite annulaire par rapport a I’horizontale, la
variation avec la température de la viscosité dynamique et enfin le nombre de Reynolds.

Nous avons procédé dans un premier temps, a une description détaillée de la
méthode des volumes finis, que nous avons adopté pour I’élaboration de notre code de
calcul. Cette méthode permet la discrétisation des équations générales de transfert et leur
transformation en une équation algébrique. Cette partie est précédée de celle de la mise en
équations de notre probléme et des précautions a prendre quant a la prise en compte du
mode de convection naturelle d’une part, et de la fonction de dissipation visqueuse d’autre
part. Elle a été suivie par les différents résultats obtenus par le code de calcul élaboré et
leur discusion.

Dans le cas de la convection forcée, I’analyse de I’effet de I’introduction de la
fonction de dissipation, représentée par le nombre de Brinckman dans I’équation de
I’énergie nous a permis de constater une nette amélioration du transfert de chaleur en terme
de nombre de Nusselt et de champ de température. 1l a été noté aussi que la compétition
entre la diminution de I’intensité de I’échange thermique (lors du frottement entre le fluide
et la paroi) et la génération de chaleur, engendrée par la dissipation visqueuse, prolonge la
longueur d’entrée et retarde I’établissement du régime thermique. Alors que la diminution
de la viscosité dynamique pres de la paroi, suite a I’élévation de la température dans cette
zone, entraine I’accélération des couches pariétales et I’augmentation remarquable de la
température moyenne du fluide par rapport au cas isovisqueux.

Le probléme de I’écoulement en régime de convection mixte a été abordé dans le
deuxiéme volet de nos résultats. C’est un régime ou les deux modes de convection (forcée
et libre) coexistent et sont d’égale influence. Nous nous sommes intéresses dans une
premiére analyse au développement des courants secondaires induits par la convection
naturelle. Les effets de cette derniere commencent a apparaitre dans une région pres de
I’entrée et augmentent le long de la conduite pour atteindre un maximum caractérisant une
intensité maximale des courants secondaires. L’augmentation du nombre de Rayleigh
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correspond a I’accroissement de I’intensité des ces courants pres de la paroi interne de la
conduite, exposée a un chauffage par un flux constant. Les courants de fluide chaud
tendent alors a deplacer le fluide vers le cOté supérieur de [I’entrefer. De plus,
I’augmentation du nombre de Rayleigh entraine d’une part, la diminution du gradient
pariétal de vitesse et celle de la vitesse maximale et d’autre part, le gradient pariétal de
vitesse du coté externe de I’entrefer augmente. 1l est a rappeler que la conduite externe est
portée a une température constante et uniforme, elle est par conséquent, moins chauffée
que la paroi interne. Nous avons observé également que I’influence du nombre de Rayleigh
se fait surtout ressentir pour les faibles valeurs de nombre de Reynolds, en particulier pour
Re = 100, ou une nette amélioration du transfert thermique est observéee dans la zone ou le
transfert de chaleur est gouverné par le mode de convection naturelle.

Il est intéressant de noter que dans notre cas, les courbes representant I’évolution
axiale du nombre de Nusselt pour différents valeur du nombre de Rayleigh, tendent vers
des valeurs asymptotiques distincts, contrairement au cas de I’écoulement en mode de
convection mixte dans une conduite cylindrigue maintenue a température pariétale
uniforme ou apparaitrait une troisieme zone, correspondant a la prédominance, une
seconde fois, de la convection forcée dans la zone d’établissement. Les courbes tendent
alors vers la méme solution asymptotique. Ceci s’explique par le fait que maintenir la paroi
a flux de chaleur uniforme entraine un écart constant de température entre la paroi et le
fluide qui se maintient tout le long de la zone établie. Cette constance de I’écart de
température se traduit alors par une persistance des courants secondaires, ce qui implique
un mode de convection mixte.

L’influence de I’inclinaison de la conduite annulaire par rapport a I’horizontale, dans
la zone ou la convection naturelle prédomine (0,01 < Z; < 0,2), a révélé I’existence d’un
angle optimal offrant les meilleures performances thermiques. Ce dernier se situe entre 0°
et 30° alors que le minimum correspond a une conduite annulaire verticale.

Le dernier volet de nos résultats a été consacré a I’étude de I’influence de la variation
avec la température de la viscosité dynamique et de son effet sur I’écoulement en mode de
convection mixte. Il y apparait que la thermodépendance de la viscosité dynamique affecte
de maniere significative la cartographie des champs de vitesse et de température et par
consequent, I’évolution du nombre de Nusselt et du coefficient de frottement le long de la
conduite. D’autre part, le chauffage ou le refroidissement des liquides induit des
comportements complétement différents sur les coefficients de transfert thermique et de
frottement. En effet, I’augmentation de I’écart de température dans le cas du chauffage
conduit a la diminution du coefficient de frottement étant donné que le gradient pariétal de
vitesse augmente en raison de la diminution de la viscosité prés de la paroi. Pour le cas du
refroidissement, le ralentissement des couches fluides pariétales (en raison de
I’augmentation de la viscosité dynamique) entraine I’augmentation du coefficient de
frottement.

Perspectives

En guise de conclusion, nous voulons simplement exposer quelques tendances nouvelles
également ressorties, et qui meériteraient une étude plus approfondie. Notamment, la
visualisation de I’écoulement secondaire pour de grandes valeurs du nombre de Rayleigh
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permettrait de mieux cerner I’influence de ce nombre. Le conditionnement thermique peut
présenter différentes variantes d’études et cela en considérant d’autres types de conditions
aux parois, a savoir, un flux thermique variable ou bien une température pariétale en

variation linéaire le long de la conduite.
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Annexe 1 : Equations de base

Cette annexe est consacrée au traitement des équations de base qui expriment les
principes de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie
gouvernant les phénomeénes de transfert dans un milieu fluide.

1. Equation de conservation de la masse

Le principe de conservation de la masse est appliqué au volume connexe (v). A
I’instant t la masse est :

m(t) = I p, dv (A1-1)

\

A I’instant t+dt la masse devient :

m(t+dt)= Ipt+d‘ dv +Jp (V, n,)dt ds (A1-2)

\ S

Le principe de conservation de masse impose : m(t)= m(t+dt). Alors I’équation (A1-1)
sera égale a I’équation (Al1-2), soit :

j(pt - pt+dt) dv = jp (VJ nj) dt ds (A1-3)

\ S

le développement limité de la quantité p,,, donne:

Pt =Pt (%] dt + o(dt) (A1-4)
En injectant cette équation dans I’équation (A1-3) on trouve :

0
J.EpdVJFJ‘p (VJ- nj)dS:O (A1-5)

S

En appliquant le théoréme de la divergence (ou théoréeme d’Ostrogradski) a I’intégrale de
surface de I’équation (A1-5) on obtient :

op J‘ 0
—dv+|—Ip V.)dv=0
ot x| (P 1) (Al1-6)

\"
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ou:
.[[% + aixj(p v, )J dv=0 (A1-7)

En faisant tendre le volume vers zéro, on obtient la relation ponctuelle :
‘Zt—p + 6%(;) V,)=0 (A1-8)

Cette equation s’écrit en coordonnées cylindriques comme :

op 1alprVvy) 10V, eV _, (AL9)
ot r or r o0 OX

¢ Cas particuliers :
a) Ecoulement en régime stationnaire (8/6t = 0) :
Dans ce cas, I’équation (A1-9) devient :

1aprv) 10V, V) _, (A1-10)
r or r oo OX

b) Fluide incompressible (p = cte) :
L’équation (A1-9) se réduit alors a :
19(r v,)+1 V, , OV

x=0 (A1-11)
r or r 00 OX

2. Equation de conservation de la quantité de mouvement

Cette equation exprime le deuxiéme principe de Newton : le taux de variation de la
quantité de mouvement du fluide contenu dans le systeme Q est égale a la résultante des
forces qui lui sont appliquées.

A I’instant t la quantité de mouvement est :

Jov)av (A1-12)

\

A Iinstant (t+dt) la quantité de mouvement devient :

_[ (P Vi) AV + I(p Vi)V, n, dtds (A1-13)

\" S

La variation de la quantité de mouvement entre I’instant (t) et (t+dt) est donnée par :
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Jeto vy av = [lp Vo~ Vil Jav s [ V)V, m, s (AL-14)

\% \ S

En effectuant le développement limité de la quantité (p V;),, ., on aura :

(O Vi)o = (P Vi), + % dt + o(dt) (A1-15)

En injectant I’équation (A1-15) dans I’équation (A1-14) et en réarrangeant les termes, nous
obtenons :

Jd(p\/i)dV:Ig(pVi)dtdV+I(pM)Vj n, dt ds (AL-16)

\ \ S

et en appliquant le théoreme de la divergence a I’intégrale de surface de I’équation (Al-
16), on aura :

[Seva-| B(p V)4V, V,-)} dv (AL-17)

\ v )

Remarque :
Cette derniere expression est souvent appelée formule de Leibnitz ou théoreme de

transport de Reynolds. Elle s’écrit pour un champ scalaire y (ou vectoriel) comme :

]

d
J‘a(w) dv = J.g(\y) dv + I@%(W Vj) dv (A1-18)

\ \

D’autre part, en vertu du deuxiéme principe de Newton :
d
IFAEEDNGEDNMEYYCH! (AL-19)

or, le principe de I’action et de la réaction impose :
> (F) =0 (A1-20)

Les forces extérieures sont de deux types :
e Forces de volume :
Ces forces resultent de I’action d’un champ de forces auxquelles les particules
fluides sont soumises. Si g; représente la projection de I’accélération de la pesanteur
g sur I’axe Ox;, on aura :

I:vol = I(p gi ) dV (A1-21)

v
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e Forces de surface :
L’ action du milieu extérieur sur le fluide contenu dans le systéeme se traduit par
I’existance au sein de celui-ci d’un tenseur de contraintes que nous noterons cj; :

Fourt :J-Gij n; ds (A1-22)
D’ou :
d
Z(Fext )i = (Fvol )i + (Fsurf )i = J.a(p \/I) dV (A1-23)
Donc :
d
J.a(p Vi)dV=_[p 9; dV+Icsij n; ds (A1-24)

En appliquant le théoréme de la divergence a I’intégrale de surface de I’équation (Al1-24),
on obtient :

d 0
J-a(p V,)dv = J[p 9; +a_x,.(6“')} dv (A1-25)
Le tenseur des contraintes oj; est donné par :
o =—P 3 +1; (A1-26)

Ou p est la pression statique au sein du fluide et = le tenseur des contraintes visqueuses.
En égalisant les deux équations (A1-17) et (A1-26), on obtient :

0 0 oGy
—(pV)+—Ip V. V. dv:j F—> | dv -
j ~ V) x bV v) {P g, axj (A1-27)
Pour avoir la relation ponctuelle, faisons tendre le volume vers zéro, soit :
0 5, 0G;;
- \/I + — \/I V = i -|-—IJ A1'28

] J

En injectant I’expression du tenseur oj; dans I’équation (A1-28), on aura :

0 0 op 8Ti,-
“(oV)+—I(pV V. |]=-—2 oy Al-29
at(p ')+8x.(p : ‘) OX. +pg,+ax ( )

i i i

Cette équation peut s’écrire aussi comme :
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%_’_V % —_@_’_ g +%

o ax | ek PP T (A1-30)
vV V. dv,
0 L1V, N _ v (A1-31)
ot ox; dt

N \V , e Lo
ou : d_tl représente la dérivée particulaire ou totale.

Pour un fluide newtonien, le tenseur des contraintes est donné par :

[6\4 v,
T =M +

oV,
+ 8, A1-32
ox, o, | i (A1-32)

OX,

ou : u est la viscosité de cisaillement,
n est la viscosité de dilatation.

Dans le cas d’un fluide incompressible (p = cte), I’expression (Al1-32) se réduit a :

| M (A1-33)
ox;  OX;
En coordonnées cylindriques, les composantes du tenseur t; s’écrivent comme sulit :
T, =2 N, ;T =Te = I’g£+18\/r
m Hér ’ o = tor = H or r r oo
Tgg =2 18Ve+i p Tex =Tyg = 5V9+l8Vx
W= T ] T T T T o
o M R e\ %
XX M@X ’ x = Txr = H or OX
Ainsi, les projections de I’équation (A1-29) s’écrivent :
e Suivantr:
2
V, 1 arv, vr)+1 a(V, v,)+a(vx AR =—@+pgr+££ 2t M),
ot r or r oo OX r or 0 or
(Al-34-a)

10 o(V,) 1oV, 1 10V, V. 0 ov, oV,
S—lp|r—|—=\+= —=|2pu|=—+—"||+—|p| —=+——
r 00 or\r r 00 r r 00 r OX or OX

e Suivant @:
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p(ﬁve +1 a(r Vi Ve)+l 5(V9 V9)+8(VX V9)+Vr Vej:_1@+ig[rz (I’ Q(ﬁj

ot r or r o0 OX r roo r?or orlr
_{_lavrj +li ZH(E ave_{_ij +i “(1 6vx+avej -|-pge (A1_34_b)
r 0o r 0o r 0o r OX r 00 OX
e Suivant x:
o M 1AV 1oV V) OV, o O], (Y,
ot r or r 00 OX OX OX OX
(A1-34-c)

10 (avx avr} 10 (ave 1 6VX)
——|rp +— ||+ =y —F+—— |+
ror or  oXx r 0o oxX r 00

Par ailleurs, si la viscosité du fluide était constante on retrouve les équations de Navier-
Stokes.

3. Equation de conservation de I’énergie

Nous déduirons I’équation de conservation de I’énergie a partir du premier principe
de la thermodynamique. Le taux de variation de la somme de I’énergie interne et de
I’énergie cinétique d’un systeme Q est égale a la somme de la puissance mecanique fournie
a Q par les forces extérieures (de volume et de surface) et de la puissance calorifique
fournie a Q par I’extérieur, on a donc :

%Hp u +% P VZ} v = Wy, + W, +¢ (A1-35)

avec :
W, :puissance des forces de volume,
W, :puissance des forces de surface,
g : puissance calorifique,
u : énergie interne.

Ajoutant et retranchant la puissance des forces intérieures W,

int

au second membre, soit :

d 1 , , . .
aj‘(p u +E P sz dv = Wvol + Wese Q4+ (Wint - Vvint) (A1-36)

or, de I’équation (A1-19),0na:

I %(p Vv =" (Rl + D (F), (A1-37)

en multipliant I’équation ci-dessus par V;, on obtient :

5oV v =i o, (A58

\
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L’eéquation (A1-38) constitue I’énoncé du théoréme de I’énergie cinétique. En retranchant
de I’équation de I’énergie (A1-36) I’équation (A1-38), on trouve :

d LG
)=, P

a) Puissance des forces intérieures :

En appliquant la formule de Leibnitz au premier terme du membre de gauche de
I’équation (A1-38), on obtient :

%j@p sz = jg@ P sz d“jep sz (v, n,)as (AL-40)

\

En vertu du théoreme de la divergence, que I’on applique au deuxieme terme du second
membre, on aura :

d (1 (1 o (1
LEEPRVE dv=I—— vzjdv+J'—(— VZV.jdv Al-41
dt.!.(zp j Vat(zp Jox, 2PV (AL-41)

les expressions des forces de volume et de surface étant connues, le second membre de
I’équation (A1-38) devient :

]

W+ Vi = { [roviove [2(, V.)dv] VW, (A1-42)
X .

\ \

I’équation (A1-38) devient alors égale a :

j j X

]

o1 o (1 0G oV, .
—| =p V? dv+J.— Zp V? V.j dv:J. V. +V.—l 4o, —L [dv+ W Al-43
J.at(Zp ) OX (ZP ! PO x| i o )

Revenons maintenant a I’équation de I’impulsion, et multiplions la par V;, on aura :

oV, oV. 0G
——t4pV. —L=pg. +—2|V. Al-44
{p o P X, P o axj] ' ( )
d’ou :
8 1 2 a 1 2 66”
—| =V |+pV.—| =V°|=pg. V.+V.—
pat(Z j p ’axj(Z j POV i axj (Al1-45)

De méme si on multiplie I’équation de continuité (A1-8) par EVZ’ on obtient :
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1.,\0p (1.,)0 ~
(Zvjat (Zv }ax (pVv,)=0 (A1-46)

i

Sommons les deux équations (Al1-45) et (A1-46) et réarrangeant les termes, on obtient
apres intégration :

01 o (1
— = dv+J V2V jdv j V, dv+JV —"dv Al-47
I&t[Z ] axj(zp PO ( )

En identifiant I’équation (A1-43) avec (A1-47), on obtient I’expression de W,

_ J' N gy (A1-48)

i

En introduisant I’expression du champ des contraintes, I’équation (A1-48) devient :

) oV, vV,
Wi, = Ipa—xi dv - _[fi,- e dv (A1-49)

]

b) Echange de chaleur

Le flux de chaleur directionnel résultant du transfert thermique et donné par la loi de

Fourier :
0= [l 5t o (AL50)

q : représente le flux de chaleur directionnel donné par la loi de Fourier,
k : représente le coefficient de conductivité thermique local.

Ou:

Remplacons les équations (A1-49) et (A1-50) par leurs expressions dans I’équation (Al-
39) et en réarrangeant les termes, on obtient :

J- pu)dv= I dv+ p% dv— J‘T” M dv (Al1-51)

dt 0X, 8x OX, OX;

En faisant tendre le volume de références vers zéro, on aura la relation ponctuelle, soit :

d ov, o0 (, 0T oV,
—(pu)+ (A1-52)

p___ K—|+7 u
dt ox;, ox,\ ox, ax

Quelques réarrangements donnent :
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oo, 0T oV 0(, 3T, oV, do (A153)
dt ox; ox,\ 0ox; ox; dt

Ainsi on obtient, pour un fluide incompressible, I’expression analytique de I’équation de
I’énergie. Celle-ci s’écrit comme :

L ﬂ(k ar ] Lo M (A1-54)

P = ~ | T
dat  ox;\ 0ox, X
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Annexe 2 : Linéarisation du terme source

Il est fréquent que le terme source S soit une fonction non linéaire de la variable
dépendante ¢, il convient ainsi dans ce cas d’exprimer cette dépendance sous une forme
linéarisée. Ceci est justifié d’une part, par le fait que le systeme a résoudre se ramene a un
systeme algébrique linéaire. D’autre part, le choix d’une forme linéaire est meilleur que le
traitement de S comme une constante.

Cependant, il existe differentes facons de linéariser le terme S et que le choix du
profil de Sp et S est d’une importance capitale. En effet, le terme source est en genéral a
I’origine des divergences pouvant se produire lors des calculs numériques et le choix d’un
profil convenable du terme source permet en général d’atteindre la convergence. Ainsi,
I’expression de linéarisation recommandee [21] s’écrit comme suit :

S=S+ (j—ij(n -T)) (A2-1)

Exemple : soit le terme source suivant :
S=4-5T° (A2-2)
parmi les formes linéarisées possibles, on peut écrire :
¢ S, =4-5T,; S,=0
o S, =4; S, =-5T,

e S, =4+10T°, S =-15T"

Il est & noter que, conformément aux régles de la méthode des volumes finis, le terme Sy ne
doit pas étre positif.
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Annexe 3 : Traitement du terme instationnaire

On s’intéresse dans ce qui suit au traitement des termes instationnaires. Pour cela, on
considéere I’équation suivante :

% _ i(r @j (A3-1)
ot oOXx OX

En intégrant sur le volume de contrle de la Figure (A3-1) et sur I’intervalle de temps de t
a t+At on obtient :

e t+At

I j % dt dx = Tj'a%(r %} dx dt (A3-2)

— @ e (6% —y

] ]
] ]
] ]
Wi O e O
W ' P ' E
| |
] ]
e AX K

Figure (A3-1) : Volume de contréle considéré.

o9

Pour le terme re on suppose que la variable dépendante ¢ reste égale a ¢p dans tout le

volume de contrdle. Ainsi, ona:

e t+At

I j % dt dx = Ax (¢ — ¢2) (A3-3)

ou I’indice 1 désigne le temps t+At et I’indice O le temps t.

od

Pour le terme x on suivra la méme démarche que pour le régime permanent. On aura
X

donc :

- dt (A3-4)

1 0 _“At Fe((l)E_(I)P) Fw((I)P_d)W)
i) [[F -5
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A ce stade, on doit choisir le profil d’évolution de ¢p, ¢e et dw entre t et t+At. Cependant,
plusieurs profils sont possibles, certains peuvent se mettre sous la forme :

t+At

j B it = [F 6% + (1) o2 ] At (A3-5)

Avec f facteur de poids compris entre O et 1.
D’autre part, en utilisant la méme formule d’intégration pour ¢e et ¢ow, et apres
réarrangement, on obtient :

ap §p = aE[f ¢1E +(1_f)¢g]+aw[f d)%N +(1_f)¢?/v]+[ag_(l_f)aE _(1_f)aW] (A3-6)

avec .
T, I, .o AXx

0
,aP_A—t, a,=fa.+fa,+a;

Pour des valeurs spécifiques du facteur de pondération f, I’équation discrétisée (A3-6) se
réduit & I’un des schémas connus pour les équations paraboliques. Ainsi, on distingue
suivant la valeur de f, trois schémas :

1- Schéma explicite (f = 0) : ¢p garde une valeur constante égale a ¢ durant le pas de
temps,

2- Schéma totalement implicite (f = 1) : Au temps t, ¢p passe subitement de ¢ a ¢ et
reste constante durant le pas de temps At.

3- Schéma de Crank Nicolson (f = 0,5) : pour ce schéma, ¢p varie linéairement suivant le
temps entre ¢ et ¢p.

93



Annexes

Annexe 4 : Résolution d’un systéme algébrique

linéaire a matrice tridiagonale par
la méthode de Thoma (TDMA)

considerons le systeme linéaire suivant :

AXx=bhb

(A4-1)

ou A est une matrice tridiagonale, alors I’algorithme de Gauss peut étre simplifié, et cela
en tenant compte de la structure particuliere de A.

En adoptant la notation suivante pour les éléments de A, x et b :

=
O
=

b
a

N
(ox

)

N
o

L n

Y1
Yo
Ys

Yi

yn—l
Ya

Alors I’algorithme TDMA peut étre résumé dans les étapes suivantes :

triangularisation de la matrice A :

Y
Y1 bl
C. .
k b —a; v,
Y1
B, b,
Bi:m i=2 n-1
b —a; vi,

Reésolution du systeme a matrice bidiagonale :

X, =B,
X =B =i Xin

i=n-1,n-2,n-3,---

o1

(A4-1)
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