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Résumé

Ce mémoire porte sur la résolution d’un probléme d’optimisation d’une fonction linéaire sur l’ensemble
des solutions efficaces d’un probléme linéaire stochastique multi-objectifs (MOSLP). Ce probléme
appartient a la classe des problemes de l'optimisation globale dont un point minimum local peut différer
du point minimum global. En effet, cela est di a ’ensemble réalisable du probléme, a savoir ’ensemble
des solutions efficaces qui est généralement non convexe. Nous proposons, dans ce travail, une méthode
qui génere une solution efficace optimale globale sans énumérer toutes les solutions efficaces du MOSLP.
Nous avons adapté le modéle de recours a 2-niveaux pour convertir le MOSLP en un probléeme multi-
objectifs déterministe. Cette méthode combine la méthode d’Ecker et Song et la méthode L-Shaped, elle
consiste principalement a déterminer, dans un premier temps, une solution efficace initiale du MOSLP
en utilisant une heuristique qui repose sur la méthode L-Shaped concue pour résoudre les problémes
stochastiques a 2-niveauxr avec recours appliquée sur une relaxation du probleme principal et sur un
programme linéaire qui teste U'efficacité du point retourné et, en second lieu, rechercher une meilleure
solution efficace en termes des préférences du décideur, qui sont expliquées par la fonction linéaire que
lon veut maximiser, avec la technique de pivotage d’Ecker et Song. Un exemple illustratif est donné

pour décrire la méthode.

Mots clés : Programmation multi-objectifs, Programmation stochastique, Modéle de recours a

2-niveauz, Optimisation sur I’ensemble des solutions efficaces.
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Introduction générale

E décideur est, bien souvent, confronté a plusieurs criteres de choix qui, sans étre

nécessairement antagonistes, ne varient pas forcément tous dans le méme sens en fonc-
tion des décisions envisageables et, en outre, il doit faire face a un certain nombre de fac-
teurs inconnus, ou plus précisément seulement connus statistiquement. Ces situations peuvent
étre modélisées par des problémes de programmation linéaire dont les objectifs ainsi que les
contraintes dépendent des parametres incertains.

Lorsque les parameétres inconnus de la situation confrontée sont modélisables par des variables
aléatoires, la présence simultanée de ces deux aspects, a savoir, multicritere et stochastique, dans
la situation induit & un probléme de programmation linéaire stochastique mulricritere (MOSLP :
Multiple Objectif Stochastic Linear Programming).

Rares études qui ont relevé le challenge de résoudre les problemes MOSLP. La plupart de ces
méthodes font recours aux techniques de la programmation multi-objectifs (les méthodes inter-
actives) et de la programmation stochastique. Dans ce contexte, on cite la méthode PROTRADE
de Goicoechea et al. [GOICOECHEA ET AL. 76], la méthode STRANGE proposée par Teghem
[TEGHEM ET AL. 86] et PROMISE de Urli et Nadeau [URLI ET NADEAU 90] dans le continu
et dans le discret, la méthode STRANGE-MOMIX développée par Teghem [TEGHEM 90], la
méthode des coupes de Abbas et Bellahcene [ABBAS ET BELLAHCENE 06] et la méthode de
Moulai et Amrouche [MOULAI ET AMROUCHE 06].

Cependant, malgré ces efforts, I’énumération explicite de toutes les solutions efficaces du
probleme MOSLP n’est pas souvent nécessaire dans beaucoup de cas pratiques, ou le décideur
se trouve face a un grand nombre de solutions efficaces différentes dont une sélection de ses
meilleurs compromis s’avere impossible.

L’optimisation d’une fonction linéaire sur ’ensemble des solutions efficaces qui est un des



concepts importants et intéressants de la programmation multicritere, est un moyen fructueux
pour éviter telles situations avec possibilité d’évaluer toutes les solutions efficaces et les distinguer
les unes des autres a travers une fonction linéaire qui résume les préférences du décideur.

Dans ce contexte, et dans le cas déterministe, de nombreuses études ont été élaborées
par beaucoup de chercheurs, on cite a titre d’exemple, Philip [PHILIP 72|, Ecker et Song
[ECKER ET SONG 94], Benson et Sayin [BENSON ET SAYIN 94] et Fiilop [FULOP 94] dans le
continu et dans le discret, & notre connaissance, la méthode proposée par Chaabane et Abbas
[ABBAS ET CHAABANE 06] et, plus récemment, celle développée par Jorge [JORGE 09]. Bien que
le cas stochastique n’a pas connu un tel essor. A notre connaissance, aucune technique n’a été

développée dans ce cas.

Dans notre travail, nous proposons une technique qui combine la méthode L-Shaped
[VAN SLYKE ET WETS 69] et la méthode d’Ecker et Song [ECKER ET SONG 94] pour résoudre
le probleme d’optimisation d’une fonction linéaire sur ’ensemble des solutions efficaces d’un
probleme (MOSLP). Et donc, une complication additionnelle est superposée au probleme par
I’incorporation de ’aspect stochastique.

Dans la suite, ce mémoire s’organise de la maniere suivante :

Dans le chapitre 1 nous rappelons les notions fondamentales liées & la théorie de la décision
multicritere, nous donnerons une présentation sommaire des approches de base de la pro-
grammation mathématique multicritere et puis, nous présentons ’approche d’Ecker et Song
[ECKER ET SONG 94| pour la résolution d’un probleme d’optimisation linéaire sur 1’ensemble
des points efficaces.

Le chapitre 2 fournit les éléments de la programmation linéaire stochastique nécessaires a
la compréhension du modele de recours a deux niveaux, et notamment de l’approche L-Shaped
[VAN SLYKE ET WETS 69] qui est un algorithme fondamental qui traite les problemes linéaires
stochastiques a 2-niveaux avec recours et qui est, outre la méthode d’Ecker et Song, un outil de
base de la méthode que nous proposons.

Le chapitre 3 est consacré a la méthode que nous proposons apres avoir définit quelques
notions liées a la programmation stochastique multi-objectif. Cette méthode est illustrée par un

exemple.

12 Novembre 2008



CHAPITRE 1

Programmation Mathématique

Multi-objectifs

Es problémes mathématiques a objectifs multiples consistent a optimiser simultanément plu-
sieurs criteres non comparables sur un ensemble de solutions réalisables non vide. Le concept

de points efficaces joue un roéle crucial dans I'analyse et la résolution de ces problemes.
Plusieurs chercheurs se sont intéressés a optimiser une fonction linéaire sur ’ensemble des points
efficaces, on cite Philip [PHILIP 72|, Isermann [ISERMANN ET STEUER 87|, Benson [BENSON 91]

et autres .. ..

Ce chapitre introductif expose le cadre général de notre travail. Dans un premier lieu, nous rap-
pelons les notions fondamentales liées aux problemes d’optimisation multi-objectifs, nous don-
nons une présentation sommaire des approches de résolution de base. Ensuite, nous présentons
une description détaillée de I’approche d’Ecker et Song [ECKER ET SONG 94] pour la résolution
d’un probléeme d’optimisation linéaire sur ’ensemble des points efficaces d’un probleme multi-
objectifs.

La plupart des éléments généraux de la programmation mathématique multicritere présentés
dans ce chapitre ont été décrits dans de nombreux ouvrages (citons a titre d’exemple 'ouvrage

de Steuer [STEUER 86| ou encore de P. Vincke [VINCKE 89)).

1.1 Probleme d’optimisation multi-objectifs

Un probleme multi-objectifs ou multicritere peut étre définit comme un probléeme de decision

en présence de criteres multiples et souvent conflictuels. Ces problemes consistent a optimiser p



1.1 Probleme d’optimisation multi-objectifs 7

critéres simultanément (p > 2) qui sont des fonctions & valeurs réelles explicites des variables de
décision. Le domaine sur lequel les alternatives admissibles prennent leurs valeurs est continu.
Ce probleme est définit généralement par :

“Optimiser”  f(z) = (fi(x),..., fp(x))

N

S.a. resS

(1.1)

x, est caractérisée par un vecteur de R" (z = (z1,...,2,)),
S, l'espace de décision, S = {z € R" | g,(x) <0, y=1,...,m},

fr(k=1,...,p), et g, (1=1,...,m), des fonctions a valeurs réelles du vecteur de décision x.

Dans ce travail, nous nous intéressons au probleme de programmation linéaire multi-objectifs
(MOLP : Multiple Objective Linear Programming) que I'on définit lorsque les p critéres et les

contraintes dépendent linéairement de x :

“Optimiser”  Zy(x) = Cyx k=1,...,p
S.Q. Az =b, (1.2)

z >0.

Ou
Cj une matrice de dimension (1 x n).
S un polyedre convexe de R", définit par S = {z | Az = b, = > 0}, avec A, x et b sont des

matrices de dimensions (m x n), (n x 1) et (m x 1).

Notations

Dans la suite de ce travail, nous conservons les notations suivantes :
— toute optimisation se rapporte a une maximisation, sans perte de généralité,
— p, le nombre de criteres, p > 2,
— x, le vecteur des variables de décision,
— Z(+), le k-eéme critere, Z, : S — R pour k=1...p,
— Z(-), le vecteur des fonctions criteres,
— 5, ’ensemble des solutions qui décrivent les décisions possibles, espace de décision, S C R",
— Y, espace des criteres (I’ensemble des images des x appartenant a S), Y C RP.
Nous utilisons la notation Z(z) > Z(y) comme abréviation de Zy(z) > Zx(y) pour tout

k=1...p.

12 Novembre 2008



1.2 Concepts de base et terminologie 8

Le probleme (1.2) peut étre reformulé, d’'une maniére équivalente, comme suit :

‘max”  Z(z) = (Z1(x),...,Zy(x)) (1.3)

s.d. resS

Par la suite, nous allons voir que ces problemes ont en général plusieurs solutions car la

définition d’un optimum ne peut étre établie dans le cas de problemes multi-objectifs.

Problématique

La difficulté de ces problémes vient du fait que, contrairement aux problemes mono-objectifs,
il n’existe plus de relation d’ordre entre toutes les solutions admissibles (un probleme de ran-
gement n’aura pas une solution objective) et donc plus de notion d’optimalité (& moins qu’une
solution soit optimale pour toutes les fonctions objectifs, ce qui est rarement le cas). Dans le cas
des problemes multi-objectifs, elles sont remplacées par les notions de dominance et de Pareto
optimalité (efficacité).

Résoudre un probleme multicritere consiste a aider le decideur a maitriser les données (sou-
vent complexes) de son probléme et de progresser vers une solution. Celle-ci est souvent appelée

solution du meilleur compromis.

1.2 Concepts de base et terminologie

Dans cette partie, nous rappelons brievement les concepts fondamentaux de la programma-

tion linéaire multi-objectifs.

1.2.1 Relation de dominance et solutions efficaces

Définition 1.2.1 (Dominance). Soient deux vecteurs criteres 7,7, € RP. On dit que 7
domine Z3 si et seulement si Zy > Zy et Z1 # Za (ie : 2z} > 24 pour tout 7,2 =1...p, et 2] > 2}

pour au moins un 7).

Définition 1.2.2 (Dominance forte). Soient deux vecteurs critéres Zj, Zs € RP. On dit que Z;

domine fortement Zs si et seulement si 2z} > 25, V2, 1 =1...p.

Si Z1 domine fortement Zo, alors Z; est meilleur que Z5 sur tous les criteres.

Définition 1.2.3 (Efficacité). Une solution z* est une solution efficace du probleme (1.2) s’il

n’existe pas de x € S tel que Z(z) domine Z(z*).

12 Novembre 2008



1.2 Concepts de base et terminologie 9

Un point est efficace si son image dans ’espace des criteres est un vecteur critére non dominé.

Cela signifie que tout gain sur un critere entraine nécessairement une perte sur au moins un autre.

Définition 1.2.4 (Efficacité faible). Une solution x* est une solution faiblement efficace du

probleme (1.2) s’il n’existe pas de z € S telle que Z(x) > Z(x™).

Une solution est faiblement efficace si son vecteur critere n’est pas fortement dominé.

Définition 1.2.5 (Efficacité forte). Une solution z* est une solution fortement efficace du

probleme (1.2) s’il n’existe pas de x € S telle que x # z* et Z(x) > Z(x™).

Une solution x est fortement efficace s’il n’existe pas une autre solution telle que le vecteur

critere, qui lui est associé, soit aussi bon que celui de x.

Nous ne parlerons donc plus de solution optimale, mais d’un ensemble de solutions efficaces.
L’ensemble des solutions efficaces du probleme (1.2) est noté E. La projection dans l’espace des

objectifs de cet ensemble E décrit une frontiere communément appelée frontiére efficace.

En outre, deux points caractéristiques ne correspondant généralement a aucune solution ad-
missible sont aussi souvent utilisés, a savoir, le point idéal et le point nadir. Ces deux points
correspondent, respectivement, a la borne supérieure et la borne inférieure de I’ensemble des so-
lutions non dominées (la frontiere efficace). Ils sont souvent utilisés comme points de références
dans la plupart des méthodes interactives dont leurs but est de trouver le meilleur compromis

ou bien certaines solutions préférées pour le decideur.

1.2.2 Point idéal

Définition 1.2.6. Le point idéal est, dans RP, le point de coordonnées (Z7, ..., Zlg), avec

Zézr;lgchk(a:), E=1...p.

On notera par X ,g I’ensemble des points x}g qui maximisent Z.

1.2.3 Point anti-idéal

Définition 1.2.7. Le point anti-idéal est, dans RP, le point de coordonnées (ZlAI, .. '721;)4])’
avec

ZAT — min Z k=1...p.
& =min k(7), p

12 Novembre 2008



1.2 Concepts de base et terminologie 10

1.2.4 Matrice des gains

Définition 1.2.8. Nous appelons matrice des gains GG, une matrice de dimension p x p dont les

1

» suivant tout les criteres.

colonnes représentent les performances de p points x1,... =

En particulier,

Remarquons que la matrice des gains n’est unique que si chaque critere atteint son maximum

en un seul point.

1.2.5 Point nadir

Définition 1.2.9. Le point nadir est, dans RP, le point de coordonnées (Z{V e ZI],V ), avec
ZY = min Z,(2!) = min Zy(z), E=1...p.
J J zelE

La figure (Fic. 1.1) illustre ces différents points caractéristiques dans ’espace des objectifs

sur un exemple d’un probleme de maximisation a deux objectifs.

] ¢ Point supporte
Faint non supports
», Point doming
Foint 1d&al
Foint Madir

I Fermeture oconveaxe de la frontitre efficace

F1G. 1.1 — Points caractéristiques d’'un probléme de maximisation bi-objectif

1.2.6 Face

Définition 1.2.10. Soit S un polyedre, soit H un hyperplan, H = {z | d'z = a}.

Soit F', un sous ensemble non vide de S tel que FF =S N H.

12 Novembre 2008



1.3 Les grandes approches multicritéres 11

F est une face de S, alors

VeeS: d'z<a.

1.2.7 Face efficace

Définition 1.2.11. Une face F' de S est dite efficace, si tout x € I est efficace.

1.2.8 Convexité

Définition 1.2.12. L’ensemble y est dit convexe si tout segment joignant deux points quel-

conques de x est inclus dans Y.

F1a. 1.2 — Espace convexe (& gauche) et non convexe (& droite)

La convexité est le premier indicateur de la difficulté du probleme. En effet, certaines

méthodes sont dans I'incapacité de résoudre des problémes non convexes de maniere optimale.

1.3 Les grandes approches multicriteres

Dans la cas général, la résolution de problemes d’optimisation multicriteres qui vise a établir
un compromis entre plusieurs criteres, met en oeuvre des mécanismes d’optimisation ainsi que
des mécanismes de prise de décision dans lesquels intervient un décideur humain.

Le domaine de prise de décision distingue a cet égard trois schémas possibles de combinaison de
ces deux mécanismes complémentaires qui correspondent a des situations et des problématiques

différentes [VINCKE 89|, [TALBI 99] :

1.3.1 Les approches a priori

Dans lesquelles le décideur intervient en amont du processus d’optimisation, pour définir
la fonction d’agrégation des différents critéres. Dans ce type de méthodes, le probleme de

résolution du probleme multi-objectifs est ramenée a la résolution d’un probleme mono-objectif.
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Tout décideur essaye implicitement de maximiser une fonction, appelée une fonction d’utilité ou
d’agrégation,
uw=u(Zy...2Zp,)

u:RPx A — R A={XNeRF : Y7 _ X\ =1, \y > 0}, qui agrege tout les points de vue &
prendre en compte en leur attribuant d’éventuels poids A qui caractérisent I’'importance relative
des p criteres, fixés a priori. Pour cela il faut que tous les objectifs représentent des grandeurs
d’unités comparables.

Le probleme multicritere (1.2) est donc remplacé par un probleme unicritere dont la fonction

économique est la fonction d’utilité :
max u(Z,\),
ZeY.

Le modele le plus couramment utilisé est le modéle additif

p

w(Z,2) = (Zi, \),

=1
avec u, fonction de mise & ’échelle du critere 2.
Quelques formes analytiques de u

Les fonctions d’utilités les plus employées sont :

— somme pondérée des objectifs (particulierement utilisée dans le cas linéaire) :
P
ui(Z,\) = ZAka, AeA,
1=1

ou bien,

P
ua(Z,N) =Y M| Z—Z"|,  A€A,
=1

— norme L, pondérée :

P 1

uz(Z,\) = (ZAk | Zy — 7! |P)P, AeA, peZd,

1=1

— norme Ly, pondérée de Tchebychev :

us(Z,\) = max {wlze—z 1}, aen

— norme pondérée augmentée de Tchebychev :
P
Z\) = { Zy — 77! } Zy — 77! A
U5( 7)\) 11%1’?%(1) )‘k’ k ’ +p;)‘k’ k ’a P>07 A€ )
zref = (Zfef e, Zfef ) les buts qu’on désire atteindre pour chaque objectif (valeurs cibles).
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Il est & noter que cette technique suppose en outre que les jugements soient transitifs, d’ou ’ap-
pellation agrégation compléte transitive [ROY 85]. D’autres [VANDERPOOTEN ET VINCKE 89]

I’appellent encore Optimisation paramétrique avec articulation a posteriori des préférences.

1.3.2 Les approches a posteriori

Elles font intervenir le décideur en aval du processus d’optimisation, en lui présentant toute
les solutions efficaces sur lesquelles il exerce son choix final.
Le lecteur désirant connaitre toutes les méthodes de cette approche se référera a la synthese

de Siskos et al. [SISKOS ET AL. 83] (167 références).

1.3.3 Les approches interactives

Une méthode interactive consiste en une alternance d’étapes de calculs par ’analyste ou
I'ordinateur et d’étapes de dialogue avec le décideur.

La premiere étape de calculs fournit une ou plusieurs solutions de compromis. Celles-ci
sont présentées au décideur qui réagit en apportant des informations supplémentaires sur ses
préférences. Cette information est injectée dans le modele utilisé et permet de construire de
nouvelles solutions de compromis.

Le processus s’arréte évidemment lorsque le décideur se montre satisfait ou bien par une
condition d’arrét que ’analyste se fixe.

Le lecteur désireux d’approfondir ses connaissances sur cette approche trouvera une mine

d’informations dans [STEUER 86].

1.4 Classification des méthodes d’optimisation multi-objectifs

En se basant sur ces trois schémas possibles de coopération entre solveur du probleme et
décideur final, les approches utilisées pour la résolution des problemes multi-objectifs peuvent

étre classées en trois catégories [TALBI 99] :

1.4.1 Transformation du probléeme multi-objectifs en uni-objectif

Consiste a combiner les divers criteres en les pondérant. Ces méthodes sont de type a priori.
Dans cette catégorie, nous citons les méthodes d’agrégation, e-contrainte et la programmation

par but (goal programming).
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1.4.2 Les approches pareto

Les approches pareto utilisent la notion de dominance, elles visent a atteindre deux buts :
d’une part converger vers la frontiere pareto (efficace) et d’autre part obtenir des solutions
diversifiées (réparties sur toute cette frontiere).

Ces approches appartiennent également aux approches dite a posteriori.

1.4.3 Les approches non pareto

Elles traitent séparément les différents criteres non commensurables, elles utilisent direc-
tement la notion de non dominance dans leur processus de recherche. Il s’agit principalement
d’approches de type a posteriori.

Nous citons les algorithmes génétiques a sélection parallele, a sélection lexicographique.

1.5 Quelques résultats de base

Pour tester l'efficacité en un point x € S, Steuer (voir [STEUER 86]) a introduit le concept

d’ensembles dominants au sens de la définition suivante :

Définition 1.5.1 (Cone dominant). Soit V' la région semi-positive du cone généré par les gra-

dients des p fonctions objectif du probleme (1.2), tel que,
V={reR"|Cr>0}uU{0}. (1.5)
On appelle V le Cone dominant.

Le théoreme suivant montre I'importance de la notion du cone dominant dans la ca-

ractérisation des points efficaces.

Théoréme 1.5.1 ([ECKER ET SONG 94]). 20 € E si et seulement s’il n’existe pas une direction

réalisable dominante non nulle = dans S au point z°.

Le théoreme (1.5.1) fournit un test permettant de détecter les points efficaces et pouvant
étre géométriquement visualisé (dans R? et R3) : si I'intersection du céone dominant au point
2 avec la région réalisable contient seulement z°, alors z¥ est efficace, cependant, s’il existe

d’autres points appartenant & 'intersection de ces deux ensembles, alors z¥ est efficace.

A travers les résultats présentés ci-dessous, nous caractérisons I’ensemble des solutions efficaces
en termes des solutions d’un programme pondéré (probleme d’optimisation paramétrique). Cette
technique est souvent utilisée pour résoudre les problemes multicriteres a deux objectifs et cela

devient complexe ou impossible une fois le nombre d’objectifs est assez grand.
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Théoréme 1.5.2 (Geoffrion : cf. [GEOFFRION 68]).

St x* est une solution optimale du probléme mono-objectif

(Py) max A\ Cz (1.6)
s.a. x=€S
pour un certain X € A={XeRP : 3P _ Ay =1, A, > 0}, alors z* est une solution efficace du

probléme linéaire multicritére (1.2).

La réciproque du théoreme (1.5.2) n’est vérifiée que sous certaines hypotheses de convexité
de l'espace des criteres.

Les solutions efficaces générées par résolution du probleme mono-objectif (Py), sont dites
solutions efficaces supportées du probleme (1.2).

Certaines solutions efficaces du probleme (1.2) ne sont pas des solutions optimales du
probleme (Py) pour aucun A, elles sont dites solutions efficaces non-supportées du probleme

(1.2) (voir Fic. 1.1).

Théoréme 1.5.3 (Bowman : cf. [VINCKE 89]).
Soit le probleme :

max ug(Z,\), A€EA (1.7)

x* est efficace si et seulement si x* est une solution optimale unique du probléme paramétrique

(1.7), dans la cas ou x* n'est pas unique, l'une au moins des solutions optimales est efficace.

Théoréme 1.5.4 (cf. [VINCKE 89]).
Soit le probléme :

max us(Z,\), AEA (1.8)

x* est efficace si et seulement si x* est une solution optimale du probléme paramétrique (1.8).

1.6 Optimisation d’une fonction linéaire sur ’ensemble des so-

lutions efficaces d’un probleme linéaire multicritere

Dans certains cas pratiques, il est plus utile au décideur de pouvoir sélectionner un petit sous
ensemble de solutions efficaces jugées préférées, a partir d’'un ensemble tres large de solutions
(il n’est pas nécessaire de disposer de toutes les solutions efficaces), sans énumérer et exami-
ner toutes les solutions de cet ensemble. Par conséquent, une procédure d’identification de ces

solutions préférées est nécessaire.
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Plusieurs chercheurs, citons en particulier, Philip [PHILIP 72], Ecker et Song
[ECKER ET SONG 94|, Benson et Sayin [BENSON ET SAYIN 94] et Fiilép [FULOP 94], mo-
tivés par de nombreuses applications, se sont intéressés a I'optimisation d’une fonction linéaire
sur I’ensemble des solutions efficaces d’un probleme linéaire multicritere. Ce probléeme répond
a certaines difficultés de 'usage de la programmation linéaire multi-objectifs dans certains

probléemes de décision.

Le probleme d’optimisation d’une fonction linéaire sur ’ensemble des solutions efficaces d’un
MOLP peut étre définit mathématiquement comme suit :
(P) max ¢(z)=d'x (1.9)
s.a. reFE
oll
d un vecteur de dimension (1 x n) (d € R™).

¢ : R — R est une fonction linéaire continue a maximiser.

La difficulté de ce probleme réside dans le fait que ’ensemble des solutions efficaces, constitué
de I'union de certaines faces du polyedre S, est en général non convexe, par conséquent, le
probleme (P) appartient & la classe des probléemes d’optimisation globale (programmation non

convexe) dont un point optimal local peut étre différent du point optimal global.

Dans la literature, il existe une diversité de méthodes pour la résolution et ’analyse des
problemes d’optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble E. Yamamoto propose dans
[YAMAMOTO 02] une classification, de ces algorithmes, qui contient plusieurs groupes différents
, a savoir, algorithmes de recherche du sommet adjacent, algorithmes de recherche du sommet
non adjacent, algorithmes basés sur Branch and bound, algorithmes basés sur la relaxation

lagrangienne, approche duale et algorithmes de bisection.

1.6.1 Notes

Le probleme (P) a été étudié pour la premiere fois par Philip [PHILIP 72| en 1972, qui
a élaboré un algorithme basé sur le déplacement sur les sommets efficaces en améliorant la
fonction objectif. Une coupe hyperplane est ajoutée a S chaque fois qu’un point optimal local
est rencontré. Quelques années plus tard, Isermann et Steuer [[SERMANN ET STEUER 87|, ont
développé une procedure similaire pour un probléme de minimisation d’une fonction objectif

C,x du MOLP sur I’ensemble des solutions efficaces du MOLP. Ces deux algorithmes nécessitent
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I’exploration de tout les points efficaces sur la face correspondante a la coupe hyperplane dans
I'ensemble réduit mais d’aprés Benson [BENSON ET SAYIN 94] aucune de ces procedures n’a
expliqué, théoriquement, comment trouver tout ces points.

Benson était le premier & étudier théoriquement le probleme (voir [BENSON ET SAYIN 94]) et
considérer ses aspects d’implémentation.

Le cas d’une fonction, ¢, quasi convexe a été considéré par Bolintineanu [BOLINTINEANU 93]
et Yamamoto [YAMAMOTO 02].

Ecker et Song ont proposé dans [ECKER ET SONG 94] deux algorithmes détaillés basés sur
I’approche de Phillip.

Ces auteurs ont décrit des procedures qui utilisent une technique de recherche locale basée
sur la méthode du simplexe et les coupes hyperplanes pour éviter les points optimaux locaux.

En plus de I'étude théorique de la structure du probléeme, Benson a proposé plusieurs
méthodes implémentables. Dans [BENSON 91] et [BENSON 92] deux algorithmes de relaxation
pour le probleme (P) ont été suggéré.

Sayin a proposé dans [SAYIN 00] un algorithme basé sur 'approche Branch and Bound qui
effectue une recherche en profondeur des faces efficaces du MOLP.

Plus récemment (2005), Jorge a proposé dans [JORGE 05] un algorithme qui consiste a
résoudre a chaque itération un programme & variables bivalentes et autre a variables réelles.
Cet algorithme est indépendant de toute restriction sur ’ensemble E des points efficaces : E
n’est pas nécessairement borné.

Le probleme d’optimisation d’une fonction linéaire sur l’ensemble des solutions ef-
ficaces entieres a été considéré, a notre connaissance, par Abbas et Chaabane dans
[ABBAS ET CHAABANE 06] et Jorge [JORGE 09].

Certains auteurs ont montré que le probleme (P) peut étre écrit sous forme d’un programme
linéaire avec une contrainte non linéaire additionnelle. Les techniques de programmation non
linéaire sont ainsi applicables pour résoudre (P). A titre d’exemple, White dans [WHITE 96] a
incorporé la contrainte non linéaire en introduisant un parametre de pénalité (approche de la
fonction pénalité).

Due a la difficulté du probléme, quelques heuristiques ont été aussi proposé, qui générent une

solution approximative de la solution optimale (voir a titre d’exemple [BENSON ET SAYIN 93]).

Nous présentons, dans cette section, la méthode de Yamamoto [YAMAMOTO 02] et d’une
maniere plus détaillée, la méthode développée par Ecker et Song [ECKER ET SONG 94] de la-

quelle est inspiré notre algorithme.
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Nous introduisons, en premier lieu, quelques résultats de base liés a I'optimisation d’une fonction

linéaire sur ’ensemble des solutions efficaces d’'un MOLP.

1.6.2 Résultats fondamentaux

On adopte les notations suivantes :
RP dénote ’ensemble des vecteurs colonnes réels de dimension p.
R ={z eRP |2 >0},RE, ={z R |z >0}

R? et R?

sont définit de la méme maniere (& la place de >, on a le symbole <).
R, dénote I’ensemble des vecteurs lignes réels de dimension p.
Par analogie, on définit R, , Ry; 4, R,_ et R,__.

e désignera un vecteur dont toutes les composantes sont égales a 1.

Définition 1.6.1. Pour A € R, et x € S, la fonction concave
ga(z) = max{\Cz | & € S;Ct > Cz} — \Cx

est dite fonction lacune (gap function). Pour A =e € R, g\ est notée g.

Une des plus importantes approches de 'optimisation sur ’ensemble des solutions effi-
caces est basée sur 'utilisation de la fonction lacune pour représenter les points efficaces. Dans
[HORST ET AL. 07], Horst et al. Ont développé une technique pour construire une fonction la-
cune, gy, finie, définie dans R™ qui peut étre utilisée pour caractériser les solutions efficaces du
MOLP a travers une contrainte additionnelle de la forme gy (z) < 0, appelée contrainte conveze
inverse (reverse convex constraint).Ainsi, le probleme (P) est ramené & un probléme de pro-
grammation conveze inverse (reverse convexr programming problem) qui est étudié dans le cadre
de 'optimisation globale.

Autres caractérisations de I’ensemble des solutions efficaces sont établies par le théoreme

suivant :
Théoréme 1.6.1 ([YaAMAMOTO 02]).

E = {xz|zeS;3\eRypy tel que \Cx > NC'& pour Vi € S}
= {x|x€S;dt € R" tel que Ct > 0;C% # 0; Ad = 0; %, > 0 pourt avec x, = 0}
= {z|zeS;3(\ ) € Ry xRy X Ry tel que \C' — pA+v =0; ve =0}
= {z|zeS;3(\ pn) € Ryyy xRy, tel que A\C' — pA < 0; A\Cx — pb = 0}

= {z |z €S; gr(z) = 0}.
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De plus, il existe M > 0 tel que R, peut étre remplacé par un simplexe de dimension p—1

définit par : A={X € R,y | A >e; de=M}.

Nous invitons le lecteur a consulter le survey de Yamamoto [YAMAMOTO 02| pour la

démonstration de 1’équivalence des ces caractérisations.

Déterminer un point efficace initial est crucial pour la plupart des techniques de recherche
de toutes les solutions efficaces. Les trois premiers résultats présentés ci dessous établissent une
simple technique pour déterminer un point efficace initial, ou encore, montrer que cet ensemble

de solutions efficaces, E, est vide.

Théoréme 1.6.2 ([ISERMANN 74]). Etant un point réalisable arbitraire z* € S, soit (Py) le
probléeme linéaire
(Py+) max eTs
s.a. Cx=1Is+ Cx*,
(1.10)

x €S,

s > 0.
avec e = (1,...,1)T € RP et I une matrice d’identité de dimension (p X p).

z* € E si et seulement si la valeur optimale de la fonction objectif du probléme linéaire (Py+)

est nulle.

Le probleme (P,«) est souvent utilisé pour tester 'efficacité d’un point donné. Le théoreme
suivant, montre que (Py+) peut étre aussi utilisé pour générer un point efficace méme si le point

x* ne l'est pas.

Théoréme 1.6.3 ([ECKER ET KOUADA 75]). Si (Py+) posséde une valeur mazimale finie non

nulle atteinte en un point w, alors w est efficace.

Théoréme 1.6.4 ([ECKER ET KOUADA 75]). Si (Py«) n’admet pas une solution optimale finie,

alors l'ensemble, E, des solutions efficaces est vide.

Le théoreme suivant établie un autre résultat tres important sur lequel sont basées les tech-
niques de recherche du sommet adjacent et qui sont basées sur le simplexe. Pour la preuve voir

[STEUER 86|, [NACCACHE T78].

Théoréme 1.6.5 ([YAMAMOTO 02]). L’ensemble des solutions efficaces, E, d’un probléme
linéaire multi-objectifs est connexe. Toute paire de sommets efficaces sont reliés par un che-

min formé d’arétes efficaces, une aréte efficace est une aréte de S contenue dans E.
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Ce théoreme implique la possibilité d’atteindre n’importe quel point efficace a partir de

n’importe quel point efficace fixé par une série d’opérations de pivotage.

Rappelons que les méthodes proposées par Phillip [PHILIP 72], Ecker et Song
[ECKER ET SONG 94] et Filop [FULOP 94] dans le cas d’une fonction ¢ linéaire convexe et
celles proposées par Bolintineanu [BOLINTINEANU 93] et Yamamoto [YAMAMOTO 02] pour une
fonction ¢ quasi-convexe, sont basées, principalement, sur deux étapes :

1. & partir d’'un sommet efficace du polyedre, .S, se déplacer vers un sommet efficace voisin,
a travers une aréte efficace, en améliorant la fonction objectif ¢(x),

2. a un point optimal local rencontré, appliquer une coupe hyperplane dans S pour éliminer
I’ensemble des points dont ¢ prend des valeurs inférieures a la valeur courante de la fonction

objectif et chercher une meilleure solution efficace dans I’ensemble réduit.

1.6.3 Méthode de Yamamoto [Yamamoto 02]

Soit Sy, 'ensemble des points extrémes (sommets) de S. Soit © € E, Ng est 'ensemble des

points efficaces extrémes #, adjacents a x par une aréte efficace représentée par (x, ),
Ng(x) = {.Cé |z € ENSy; (z,4) C E}

En utilisant la quasi-convexité de ¢, on a le lemme suivant qui établie une caractérisation des

points optimaux locaux du probleme (P).

Lemme 1.6.6 ([YAMAMOTO 02]). Soit x € ENSy et {& |4 € Ng; ¢(£) > ¢(x)} = 0. Alors x

est un optimal local pour le probléme(P).

Soient Hf = {z | # € R"; ax > a} et H* = {z | # € R"; ax < a}, les demi-espaces
k

déterminés par 'hyperplan H = {x | = € R"; axr = «o}. H _’ﬁ 4 et HY  sont leurs intérieurs

respectivement.

Algorithme de Yoshitsugu Yamamoto.

(Etape 1) (Initialisation)

Poser { =k =0, S° = S. Trouver un point efficace initial 2° € Sy N E.

Si Ng(2Y) =0, alors, terminer avec x° la solution optimale de (P).

Sinon aller a ’étape £.

(Etape ()

Si{x | x € Np(x%); ¢(x) > ¢(z*)} # 0, choisir un *+1 dans cet ensemble. Poser { = £+ 1 et
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aller a l’étape £.

Sinon, soit L' = {x | ¢(z) < ¢p(2)} et aller a I'étape k.

(Etape k)

k1. Trouver v* € argmax{p(z) | z € S*}. Si ¢p(xt) > ¢(v*) — € pour un e > 0, alors terminer
avec z° une € — approximation de la solution optimale du probléme (P).

Sinon, aller o U'étape k2.

k2. Trowver un hyperplan support H® de L' tel que L C H_’ﬁ et v € HF .

k3. Sil existe une aréte efficace (4,4) telle que (4,4) N H* £ 0 et max{o(d, ¢(d)) > ¢(z%)},
alors, soit T, lun des points efficaces i et 4 donnant une meilleure valeur de la fonction
objectif ¢, la nouvelle solution efficace courante. Poser £ = £+ 1 et aller a la boucle £.

Sinon, aller a U'étape k4.

k4. Poser S¥t1 = Sk n Hfﬁ Aller a la boucle k.

Cet algorithme géneére une séquence de solutions efficaces 2%, z!,... et de polytopes SY,

St... telles que ¢(z%) < ¢(x!) < ... et S° D S' D .... La solution optimale du probleme (P)
fournie par I'algorithme n’est pas nécessairement exacte, la qualité de cette solution dépend du
choix du parametre de tolérance e.

Par rapport a cette méthode, Ecker et Song [ECKER ET SONG 94] tentent de trouver une

(1 améliorant ¢ en maximisant les objectifs du MOLP individuel-

nouvelle solution efficace x
lement dans S N H, avant de faire recours & l’exploration des points efficaces sur la face F* qui
correspond & la coupe appliquée au point z¢. Dans la section qui suit, nous décrivons en détail

cette procedure.

1.6.4 Méthode d’Ecker et Song [Ecker et Song 94]

Rappelons que cette méthode était congue pour le cas d’une fonction ¢ linéaire convexe.

Rappelons aussi que le probleme (P) qu’on désire résoudre est
P) max ) =dx
(P) max o(a) o

N

s.a. r€eF

ol
d un vecteur de dimension (1 x n) (d € R,,).

¢ : R™ — R est une fonction linéaire continue a maximiser.
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On note, (R), le probleme relaxé associé a (P) :

(R) max ¢(x)=dz (1.12)
s.q. resS

Comme dans toute procedure de recherche des sommets efficaces, il est crucial de déterminer
une solution efficace initiale. Dans l'algorithme, cette étape repose sur la résolution du probleme
relaxé (R) et 'utilisation du programme (P,-) pour tester 'efficacité de la solution optimale z*
de (R) (voir les théoremes (1.6.2), (1.6.3) et (1.6.4)).

Les deux lemmes suivants établissent un simple résultat montrant comment aboutir a une

solution optimale de (P) a partir de (R) dans deux formes différentes de la fonction ¢.

Lemme 1.6.7 ([ECKER ET SONG 94]). Si dx > 0 pour tout x € S non nul, alors toute solution

optimale de (R) est une solution optimale du probléme (P).

Lemme 1.6.8 ([ECKER ET SONG 94]). Si dx > 0 pour un certain x € S non nul, alors au

moins une solution optimale de (R) est aussi solution optimale de (P).

Donc la, pour déterminer une solution optimale de (P), il suffit de choisir n’importe quelle
solution z* de (R) et puis utiliser le programme (FP,+) pour déterminer la solution efficace,
solution optimale de (P).

Pour le cas ot dz < 0, ou bien, si aucune des trois situations ne survient, ceci devient
complexe. La procedure de recherche d’une solution optimale de (P) nécessite l'introduction
d’une technique de pivotage pour explorer tout les points efficaces adjacents a une solution
efficace courante Z, si aucune solution efficace adjacente ne conduit & une amélioration de la
fonction ¢, ce qui explique que T est une solution optimale locale, alors on rajoute une coupe

hyperplane a I’ensemble réalisable S et on considere le probleme linéaire multi-objectifs réduit

“max” Cx

N

sa. x € 8, (1.13)
S = {ze8|d¥x>d'7}.

Soit E I’ensemble de ses solutions efficaces pour le probleme (1.13).

Etant 7 la solution optimale locale de (P), pour vérifier s’il existe un point efficace = dans
I'ensemble réduit S conduisant & une amélioration de ¢, on considere les problemes linéaires
mono-objectifs, (1,), pour : =1,...,p,

(I,) max Clx

N

s.a. x€S.
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A Tissue de la résolution du probleme (I,), pour une solution optimale z* obtenue, on peut

tomber sur I'un des trois cas suivants :

1. Sidz® > dz et x* € E; alors on utilise 2* comme étant la nouvelle solution efficace courante

et on continu le processus de recherche d’une aréte efficace améliorant ¢(x), si elle existe.

2. Si dx' > d7 et 2* ¢ E; ceci implique qu’il existe une solution alternative 7 € E (C1'7 =
CI'z). Dans ce cas on aura :
- soit dT > dx alors, T la solution efficace courante et on continu le processus de recherche
d’une aréte efficace améliorant ¢(z),

- ou bien dZ = dZ, on résout alors (1,41).
3. Si dx' = d''%, alors on résout (I,41).

Si jamais ce dernier cas se répete pour tout probleme (7,), 2 = 1,...,p, résolu, ce qui explique
que tout les points optimaux sont sur la face de découpage alors T est une solution optimale du
probleme (P).

Le lecteur désireux d’approfondir ses connaissances peut trouver dans [ECKER ET SONG 94]

plus de détails sur ces résultats.

Technique d’Ecker et Kouada pour la caractérisation des points efficaces des MOLPs

[Ecker et Kouada 78|

La plupart des algorithmes générant toutes les solutions efficaces d’un MOLP, sont basés
sur la caractérisation de l'efficacité d’un point adjacent a un point efficace donné, permettant
I’exploration de I’ensemble des points efficaces.

Ces procedures d’identification des points efficaces nécessitent, généralement, la résolution
d’un probléme linéaire pour chaque point adjacent a la solution efficace donnée (voir a titre
d’exemple 'algorithme du simplexe multicritere (Multicriteria Simplex Algorithm) décrit dans
[EHRGOTT 05]). Ecker et Kouada [ECKER ET KOUADA 78] ont élaboré une technique plus simple
qui caractérise 'efficacité d’une aréte incidente a un point efficace donné sans avoir a faire recours

a la résolution d’un probléeme linéaire.

Supposons que ’on dispose d’une solution efficace initiale, Z, la question majeure qui se pose :

comment déterminer toutes les arétes efficaces incidentes a X ?

B correspond aux variables

Etant donné un point extréme efficace initial 7 = (zB,zV), =
basiques et " aux variables non basiques. Cette solution est représentée par le tableau (1.1).
Soit FY 'aréte incidente & z induite de I'incrémentation de la variable hors base %;V .
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N B
Z|-c 0
b| A I

TAB. 1.1 — Structure du tableau associé a 7.

Théoréme 1.6.9 ([ECKER ET SONG 94]). Supposons que le tableau (1.1) associé a la solution

efficace T est non dégénéré et considérons le probléme linéaire (Q7),

(Q’) max z = els

s.a. Cu=s+CI,

(1.15)
u >0,
s> 0.
avec C7 la 7°™¢ colonne dans le tableau (1.1) correspondant d la variable hors base :?;V et e un
vecteur dont toutes les composantes sont égales a 1. Alors,
F'CE, ssi z=0 dans (Q’). (1.16)
Considérons le probleme dual, (Q”), du probleme (@) :
(@) min ¢y
s.aa. CTy >0, (1.17)
-y =>e.
En posant y = —(v + €), on obtient :
(5]) min —e’'C? — T Y
saa. CTv < —CTe, (1.18)

v >0.
Selon les propriétés de la dualité, le probleme ((Q?) admet une solution optimale nulle si et

seulement si le probleme (@) est réalisable et sa valeur optimale est aussi nulle.

Donc, (@7) admet une solution optimale nulle si et seulement si 1’ensemble
X={(w,w™)>0|CTv+w" =-CTe, wjv =0} # 0. (1.19)

Définition 1.6.2. Une variable wjv est dite non redondante dans X s’il existe un point (v, w'") €

X tel que ij = 0, sinon wjv est dite redondante.

Conséquence directe du théoreme (1.6.9) et de la définition d’une variable redondante, le

corollaire suivant :
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N est non

Corollaire 1.6.10. Etant donné un tableau (1.1) non dégénéré, alors, F? C E, ssi w;

redondante dans X.

Cette technique se résume donc a déterminer les variables non redondantes dans X. Les

équations définissant I’ensemble X sont représentées par le tableau, T, suivant :

v wN

—CTe | CT T

TAB. 1.2 — T : Test aréte efficace.

On suppose que —CTe > 0, sinon, on effectue des opérations de pivotage dans le tableau
T de fagon a avoir une colonne constante non négative. On observe que, si wjv peut sortir de
la base en maintenant la la colonne constante, —C”e, positive ou nulle , alors F7 est une aréte

efficace.

Donc, nous venons de présenter un résultat fondamental (la technique d’Ecker et Kouada)
utilisé dans l'algorithme d’Ecker et Song et dans l'algorithme que nous proposons, pour la
caractérisation de toutes les arétes efficaces incidentes a une solution efficace donnée a partir,
simplement, d’une observation dans le tableau ¥ contre faire recours a la résolution de probléemes

linéaires.

Exemple 1.6.1. Pour illustrer la technique d’Ecker et Kouda, nous considérons le MOLP a

trois objectifs :

max T1+ To

max T —2x3

max —2j + x3

s.q. r1+ T2 <1, (1.20)
) <2,

r1— T2+ w3< 4,

x1, w2, w3>0.

Ce probléme a été utilisé comme exemple dans [EHRGOTT 05] pour illustrer ’algorithme du
simplexe multicritere (nous I'avons transformé en un probléeme de maximisation pour qu’il ait
une forme similaire au probleme (1.3)) et I’ensemble des points efficaces, E, généré est constitué
des deux arétes (z',22) et (z!,23). L’ensemble, S, des solutions réalisables du MOLP ainsi que
I’ensemble des points efficaces sont représentés dans la figure (1.3).

Le point efficace #! = (0,1, 0) est représenté par le tableau (1.3).
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3

J‘.{\ 2

3 rl
2 -
3 )

ab 2
332

330 | | |
1 2 3 4 1
|—62

F1G. 1.3 — Région d’admissibilité S et 'ensemble, E, des points efficaces du probleme (1.20).
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ry T2 T3 T4 ITs Te

-2 | -1 0 0 -2 0 O
0 1 0 -2 0 0 O
0|-1 0 1 0 0 O
1 1 1 0 1 0 0
17-1 0 0 -1 1 0
5 2 0 1 1 0 1

TAB. 1.3 — Tableau associé au point z! = (0,1,0).
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Notre objectif est donc de déterminer toutes les arétes efficaces incidentes & 2!

, en utilisant la
technique d’Ecker et Kouada.

Pour ce faire, nous construisons le tableau ¥ représentant de ’ensemble X,

U1 Vg U3 w1 W3 W4
1| -1 1 -1 1 0 0
1 0 -2 1 0 1 0
2| =2 0 0 0 0 1

TAB. 1.4 — Tableau %.

En observant le tableau ¥, on voit clairement que la variable w4 est redondante, di au fait
que la constante est positive et les variables hors bases non positives ce qui rend impossible de
pivoter pour que w, sort de la base et maintenir la constante positive. Nous considérons alors
le tableau réduit apres avoir éliminer la ligne et la colonne correspondantes a w4. Une opération

de pivotage dans le tableau réduit donne le tableau ¥ :

U1 V2 vz w1 w3
1/-1 1 -1 1 0
3| -2 0 -1 2 1

TAB. 1.5 — Tableau ;.

En observant le tableau ¥, nous constatons que la variable w; n’est pas redondante (w; = 0),
alors 'aréte F'! induite de l'incrémentation de la variable hors base z est efficace. La variable
w3 peut étre aussi étre mise hors base apres une opération de pivotage, et donc ws est aussi non
redondante et 'aréte F3 est efficace.

Alors, nous concluons que les arétes F'! et F3 obtenues par I'incrémentation des variables
hors base x1 et 3 dans le tableau (1.3) sont les seules arétes efficaces incidentes a z!.

Donc, uniquement deux opérations de pivotge dans le tableau (1.3) offrent des solutions
efficaces adjacentes a la solution efficace initiale z! :
sur I’aréte efficace F'!, 1 rentre en base et x5 sort de base donnant le point efficace 22 = (1,0, 0),

sur 'aréte efficace F'3, 23 rentre en base et g sort de base donnant le point efficace 2% = (0, 1, 5).

C’est ce que montre la figure (1.3).

On termine cette section par une description explicite de cette technique, d’Ecker et Kouada,
que nous avons illustré dans ’exemple précédent.
Supposons que 1'on dispose d’une solution efficace initiale , représentée par le tableau (1.1).

Soit N, l’ensemble des indices hors base dans le tableau (1.1) et notons par J I'ensemble des
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indices des variables non redondantes dans X que nous cherchons & déterminer.

J={yeN| wjv est non redondante dans X}.

Technique d’Ecker & Kouada.

1. Poser L =N et J = 0. Construire le tableau ¥.

2. Eliminer dans T les colonnes et les lignes correspondantes auzr variables ij, 7 € L,
reconnues redondantes. Poser L = L/{)}.

3. Pivoter sur T, tant que nécessaire, pour avoir une constante non négative. Soit T, le tableau
obtenu.

4. Faire J = JU {3} et L = L/{3}, pour toute variable w) hors base ou de base nulle dans T,
rencontrée.

5. Faire J = JU{y} et L = L/{y}, pour toute variable wjv de base dans Ty, et qui peut étre
mise hors base en une seule opération pivot.

6. Si L =0, alors terminer. Sinon, choisir 3 € L et poser L = L/{3}, ajouter au tableau %,
la ligne qui correspond a l'objectif w]N a manimiser. Vérifier les étapes 2, 4 et 5 aprés chaque
opération de pivotage.

7. Si la valeur minimale de wJN est nulle, faire J = JU{y} et aller a 6.
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Enoncé de P’algorithme

Apres avoir présenté tout les éléments nécessaires pour une bonne compréhension du
principe de la méthode d’Ecker et Song, nous concluons cette partie par une description

formelle des étapes discutées précédemment.

Algorithme d’Ecker & Song (Recherche de la solution optimale pour (P)).

<Etape 0) Trouver une solution optimale x* de (R). Si x* € E, alors x* est une solution
optimale du probléme (P). Sinon, trouver une solution T de (Py+). St dT = dx*, alors T

est une solution optimale de (P). Sinon, aller a ’étape 1.

<Etape 1) (Initialisation). Poser x le point efficace initial, qui est solution optimale du
probléme (Py+).

(Etape 2) (Progression). Soit & la solution efficace courante. Trowver une aréte efficace in-
cidente a T améliorant la fonction objectif ¢.
— Si une telle aréte n’existe pas, ce qui erplique que X soit une solution optimale locale,
aller a Uétape 3.
— Sinon, pivoter au point efficace extréme T, voisin de T a travers l'aréte efficace et faire
une autre itération de l’étape 2 pour la recherche d’une meilleure solution efficace avec un
nouveau départ, T = T.

(Etape 3) (Troncature). Ajouter la ligne correspondante & la contrainte additionnelle, dx >
dz, on aura ainsi le tableau T3 qui représente T comme un point extréme dans S.

(Etape 4) (Examination et progression).

4.1 Poser = 1.

4.2 Trouver une solution optimale z* du probléme (I,) qui est une solution extréme efficace
du probléme réduit (1.13).

4.2.1 Sidx" > dx, alors x* est un nouveau point efficace, poser T = T. Ajuster le tableau
pour que x* représente un point efficace dans S. Aller a [’étape 2.

4.2.2 Si dx' = dz et il existe une aréte efficace (z',T) qui rapporte une amélioration en
valeur de ¢. Alors, poser T = T, la nouvelle solution efficace courante. Aller a ’étape
2.

4.2.3 Si1 <p—1, faire une autre itération pour 1 =1+ 1. Aller ’étape 4.2.

4.3.1 Sidx < 0 pour toute v € S non nul, F C E. Pivoter sur F pour verifier s’il existe

un point y € F' qui a une aréte efficace incidente qui incrémente la valeur de ¢. Si une
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telle aréte n’existe pas, alors la solution efficace courante T est une solution optimale
de (P).

4.3.2 Si dx £ 0 pour un certain x € S non nul, alors les points de F ne sont pas,
nécessairement, tous dans E. Pivoter sur F suivant des arétes efficaces dans F en
cherchant s’il existe un point y € F qui a une aréte efficace incidente qui incrémente
la valeur de ¢. Si une telle aréte n’existe pas, alors la solution efficace courante T est

une solution optimale de (P).

4.4 S’il existe une aréte (y,Z) C E, alors poser T = x. Aller a ’étape 2.

Illustration

On considere le probleme multi-objectifs suivant :

“max” T1 — 3x9
1 + 3x2
s.a x1 + 2y <8,
200 + xy <7, (1.21)
r1 — 2x0 <1,
1 2 U,
To =

L’ensemble des solutions réalisables, S, ainsi que l’ensemble des points efficaces sont
représentés dans la figure (F1c. 1.4).

Le probleme (P) qu’on désire résoudre est définit comme suit :

(P) max —3z; — 29 (1.22)
5.a. rzel.

La résolution du probleme relaxé (R), fournit la solution optimale (0,0) ¢ E. Soit = = (2, 3)
le point extréme efficace initial et Ty le tableau associé.

On vérifie 'l existe des arétes efficaces incidentes & 2 et choisir celle qui améliore la valeur
de ¢ et pour ce faire on construit le tableau ¥. Apres une seule opération de pivotage sur ¥,
pour avoir une constante non négative, on obtient le tableau T, suivant :

En observant T, on voit clairement que w4 est une variable non redondante dans X (w4 = 0)

et donc l'incrémentation de la variable hors base x4 conduit & une aréte efficace incidente & z°.
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T2

I

F1G. 1.4 — Région d’admissibilité S du probleme (1.21).

Ty X2 T3 T4 Ts
-12(0 0 -3 -3 O
-710 0 -2 2 0
mj{o o % -3 0

3]0 1 2 -1 0
21 0 -3 2 0
5/0 0 2 -2 1

TAB. 1.6 — Tableau T associé & 7.

V3 V4 ws Wy

TAB. 1.7 — Tableau %,,.
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De plus, a partir du tableau T, on voit bien que x4 améliore la fonction objectif ¢. on choisit

x4 pour entrer dans la base et on pivote au point efficace extréme ' = (0, 4) représenté par le

tableau T7.

1 X2 r3 T4 Ts

-8 2 0 -1 0 0

-12|-2 0o -2 0 o0

12 3 0 3 0 0

4 i1 3 0 o0

3 50 -2 1 0

9 2 0 1 o0 1

TAB. 1.8 — Tableau T} associé & z'.

Une seconde fois, on fait appel a la technique d’Ecker et Kouada pour la recherche des arétes
efficaces incidentes & x!. Cette technique propose #; comme variable candidate unique & rentrer
dans la base. Cependant, cette aréte ne rapporte pas une amélioration du critere ¢ et donc elle
va pas étre en considération, on passe a ’étape 3.

On ajoute la contrainte —3z; — 229 > —8 qui correspond a la coupe hyperplane au tableau 77,

on obtient le tableau T}.

Tr1 T2 T3 T4 Ts Te
-8 2 0 -1 0 0 0
-12| -2 0 -2 0 0 0
120 3 0 32 0 0 0
4 i1 1 00 0
3 50 -2 1.0 0
9 2 0 1 0 1 0
0 2 0 -1 0 0 1

TAB. 1.9 — Tableau T}.

A I’étape 4, on cherche un point efficace initial meilleur dans I’ensemble réduit.
On résout le probleme (I7) qui consiste & maximiser la premiere fonction objectif dans S, on
obtient le point optimal unique x? = (1,0) (2% € E) et qui présente une meilleure valeur de la
fonction objectif, dz? > da', alors 22 € E.

On pose 7 = 22 = (1,0), la nouvelle solution efficace courante dans S. Cette solution est
représentée par le tableau ajusté 75,

Apres avoir construit le tableau T, on constate qu’il y’a pas d’arétes efficaces incidentes & 22
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Ty T2 T3 Tg4 T5 Te

=310 § 0 0 -3 0
110 1 0 0 1 0
110 -5 0 O 1 0
510 § 0 0 =3 0
510 5 01 -2 0
710 4 1 0 -1 1
111 =2 0 O 1 0

TAB. 1.10 — Tableau Tx.

=310 8§ 0 0 -3
110 1 0 0 1
110 -5 0 0 1
510 5 0 1 =2
710 4 1 0 -1
111 -2 0 0 1

TAB. 1.11 — Tableau T, approprié au point & = (1,0)7.

qui améliorent le critere principal. On passe a ’étape 3.
On coupe 'ensemble réalisable par I’hyperplan —3x1 — 229 = —3. On ajoute la coupe hyper-

plane et on obtient le tableau T,

T T2 T3 T4 T5 Te

-310 8 0 0 -3 O
110 1 0 O 1 0
110 =5 0 O 1 0
510 5 0 1 -2 0
710 4 1 0 -1 O
111 -2 0 0 1 0
010 § 0 0 =3 1

TAB. 1.12 — Tableau 7.

On résout le probleme (I1), on obtient le point z? qui est sur I'hyperplan. On résout (I2),
on obtient le point y = (0, %) qui est aussi sur 'hyperplan. Cette solution est représentée par le

tableau Ty.
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r1 X2 X3 T4 Ts Te
-3 0 0 0 0 0 -1
-2 1% 0o o o o -3
3 0 0 0 0 3
4 3 o 0 1 0 -3
5/1-2 0 1 0 0 -1
4 4 0 0 0 1 1
8 51 0 0 0 %

TAB. 1.13 — Tableau Ty.

x? et y sont tout les deux sur la face qui correspond & la coupe appliquée, de plus, il n’existe
pas un point efficace sur cette face améliorant dx, par conséquent, le point efficace courant

22 = (1,0)T est une solution optimale pour probleme (P).
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CHAPITRE 2

Programmation Linéaire Stochastique

Es décideurs (DMs) sont souvent confrontés a des situations ot les données du probleme sont
imprécises ou incertaines : des données sur des événements du passé qui ne pouvaient pas étre
connues exactement di aux erreurs de mesure, des données sur des événements futurs (demandes)
et simplement ne peuvent pas étre connues avec certitude. La programmation stochastique est
une approche qui modélise ces probléemes, en tenant compte de ces parametres incertains, qui
sont supposés étre des variables aléatoires.
Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions de base, dont nous aurons besoin dans la
suite de notre travail, liés a la modélisation et la résolution des problemes linéaires stochastiques

(SLP).

2.1 Probleme de programmation stochastique

Un probléme stochastique est définit, en général, comme suit [KALL ET WALLACE 94] :

“min77 f(x?g)
saa.  g(x,6) <0, 1=1,...,m (2.1)
res

avec :
— 5§ € R" est un ensemble déterministe des décisions réalisables,
— ¢ est un vecteur aléatoire variant sur 'ensemble Z C R*| k est le nombre de variables

aléatoires, parametres incertains, du probleme,
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— on suppose connaitre une famille d’événements F, F € P(Z), appelés scénarios, et la
distribution de probabilités P dans F , c-a-d, VA € F(A C E), P(A) est connue, (A est
une réalisation de la variable aléatoire &),

— la fonction objectif et les contraintes sont des fonctions réelles dépendantes du vecteur

aléatoire,

f(z,§) :E—R, V¢,
gz, &) :E—R, V¢, .

Dans le cas ou les contraintes ainsi que la fonction objectif dependent linéairement de x et
S un polyedre convexe , on parle d'un probléme de programmation linéaire stochastique (SLP :

Stochastic Linear Programming), il est définit par :

avec
— C(&), T(E), h(&) sont des vecteurs aléatoires de dimensions respectives (1 x n),
(mg x n), (mg x 1), définis sur 'espace de probabilités (=, F, P),
- S ={Ax =b : x > 0}, un polyedre convexe des décisions x, A et b sont des vecteurs

déterministes de dimensions (m x n), (m x 1) respectivement.

Difficulté d’un probleme stochastique

Un probleme de programmation stochastique est mathématiquement mal posé, du fait que
la signification de “min” ainsi que les contraintes n’a pas de sens du moment que le décideur est
contraint a prendre une décision sur z avant de connaitre la réalisation de £. Donc, une révision
du modele (2.2) devient nécessaire, et ce-ci, en le transformant en un probleme déterministe,

appelé, probléme déterministe equivalent de (2.2), qui peut étre établie par différentes approches.

Le présent chapitre n’a pas la prétention de montrer dans le détail le fonctionnement de
toutes les approches. Simplement, apres en avoir exposé les bases théoriques, on se contentera de
présenter, I’approche de recours (recourse approach), et plus spécialement 1’approche de recours a
deuzx niveauz, qui est la base de notre travail, et I’approche CCP (chance constrained approach).

Une discussion plus approfondie de ces approches peut étre trouvée dans

[KALL ET WALLACE 94] et [KLEYWEGT ET SHAPIRO 00].
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2.2 Programmation linéaire stochastique avec recours

Le plus simple modele de cette approche est, le modéle de recours a 2-niveauz, introduit
par Dantzig [DANTZIG 55| et Beale [BEALE 55|, permettant de prendre des décisions dans beau-
coup de situations complexes qui incluent la possibilité de faire des actions de recours apres
I’occurrence d’un scénario.

Initialement, avant de connaitre les réalisations des parametres aléatoires, on détermine une
décision anticipative, appelée décision du premier niveau, et une fois le futur est réalisé, on prend
une seconde décision corrective, & un certain cott, pour maintenir la faisabilité du modele, celle-
ci, est appelée décision de recours ou décision du second niveau.

L’objectif est de déterminer les décisions du premier niveau d’une maniére a minimiser
I’espérance mathématique d’une certaine fonction cotut obtenue par sommation du cout du pre-
mier niveau et le cott de recours (cout du second niveau), fonction qui dépend évidemment des

éléments stochastiques.

2.2.1 Formulation du probleme a 2-niveaux avec recours
Une formulation standard d’un probleme linéaire stochastique a 2-niveaux est :

min CT x4+ Q(z)

(2.3)
s.a. Ax=b, x>0,
ol
Q(z) = E[Q(z, 8],
et
_ : T
Q(z,§)= min ¢'y (2.4)
sa. Wy=h—-Tuz, y>0,
avec

- &= 1(q,T,W,h), le vecteur des parametres aléatoires. La matrice W (¢), de dimension
(mg X ng), est dite matrice de recours,

— y € R™ la décision de recours ou décision du second niveau, elle dépend de la décision
du premier niveau x et du vecteur aléatoire &,

— CT g est le coiit du premier niveau,

— Q(xz, &) est la valeur optimale du cotit de recours et E[Q(z, )] I'espérance mathématique

du cofit de recours,

12 Novembre 2008



2.2 Programmation linéaire stochastique avec recours 38

le probleme (2.3), avec les variables © € R™, constitue le premier niveau, qui doit étre résolu
avant la réalisation de &, et le probleme (2.4), avec les variables y € R™, constitue le probleme

du second niveau (le recours) pour une décision, z, déterminée et une réalisation de &.

On considere les problemes ot le vecteur £ possede un nombre fini de scénarios, &1, ...,¢N, &
caractérisé par (q,, T,, W,, h,), avec des probabilités d’occurrence respectives p,, ,..., N (loi de

probabilités discrete et finie). Dans ce cas Q(x, §) peut étre écrit sous forme d’une somme finie :

N

Qz) =Y p Qx,8).

=1

Soit ¥, la variable de recours correspondante au scénario 2, en combinant les deux probléemes (2.3)
et (2.4), on obtient le probléeme linéaire avec, ce que 1'on appelle une structure de décomposition

duale, suivant :

N
min CT x + sz a’ y,
1=1
s.a. Ar=0b, x>0, (2.5)

Wzyz:hz_T’zx7 ¥, >0, +2=1,...,N.

Le probleme (2.5), définit tout les inconnus des différents scénarios d’une maniére expli-
cite, d’ou son appellation de déterministe équivalent. La complexité de ce probleme dépend
linéairement du nombre de scénarios N qui évolue exponentiellement avec le nombre de va-

riables aléatoires du probléme (dimension de §).

D’apres la définition du probléeme du second niveau (2.4), pour une décision = du premier
niveau, il doit étre faisable pour tout les scénarios &1, ...,&y de €. Dépendant de la matrice de
recours W (&), cela n’est pas nécessairement vrai pour tout = € S, cela veut dire que pas pour
n’importe quelle décision réalisable du premier niveau on pourrait compenser les contraintes
stochastiques violées, par conséquent, les décisions du premier niveaux sont limitées a x €

{Axz =0, x > 0} N K avec
K={«x|Tx+Wy,=h,, y>0,2=1,...,N}.

K est I'ensemble réalisable induit du premier niveau (induced first-stage feasibility set).
Pour éviter le probléme des contraintes induites, 2 € {Az = b, x > 0} N K = (), on considere
généralement des matrices de recours complet pour lesquelles K = R™0 (voir la définition 2.2.3

ci-dessous).
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2.2.2 Types de recours

Recours fixe

Définition 2.2.1. Un probleme est a recours fize si la matrice de recours W ne dépend pas de
§W(E)=Ww.

Recours relativement complet

Définition 2.2.2. On dit que le probleme (2.3) a un recours relativement complet si
Ve e{z: Az =b,xz > 0}, E[Q(x,&)] < oo, (2.6)

Autrement dit, le probleme du second niveau (2.4) est toujours faisable peu importe le
scénario réalisé et la décision réalisable du premier niveau x € S choisie (on peut toujours mener
une action corrective pour n’importe quelle erreur).

Recours complet

Définition 2.2.3. Le probleme (2.3) est dit de recours complet si la matrice de recours satisfait
{t| t=W()y, y>0}=R", (2.7)

Autrement dit :

Vt, Jy > 0| W(y =t, (2.8)

cela implique que h(§) — T'(§)z = W(€)y, V. Le probleme (2.4) est toujours réalisable pour

tout = et pour tout scénario &,.

Remarque 2.2.1. On voit bien que cette définition est une généralisation de la définition 2.2.2,
par conséquent, si un probleme est a recours complet alors il est a recours relativement complet

(le recours complet implique le recours relativement complet).

Remarque 2.2.2. Si de plus, dans les définitions 2.2.3 et 2.2.2, W (&) = W, on parle de recours

fixe complet et de recours fize relativement complet respectivement.

Recours simple

Définition 2.2.4. C’est un cas spécial de recours fixe complet, il correspond au cas ou la matrice

de recours W = (I, —1I) avec I la matrice d’identité d’ordre my.
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2.3 Programmation stochastique avec contraintes probabilistes (I’approche CCP}0

Une extension évidente de la programmation stochastique a 2-niveaux avec recours est d’avoir
plus de niveaux, c’est ce que 'on appelle la programmation stochastique a niveauxr multiples avec

recours.

2.2.3 Problemes a niveaux multiples avec recours

Cette approche modélise les situations ou les décisions a prendre sont déterminées
périodiquement & base de certaines réalisations de certaines variables aléatoires. Chaque niveau
(le premier n’y pas compris) correspond au moment ol certaines informations sont disponibles
et on doit prendre une décision (sur la période qui suit).

Un probléeme linéaire a H-niveaux avec recours peut étre écrit sous la forme :

min CT z; + E{mingl s + ... + Elmin¢5zy]}
s.a. Azx1 =0

Tixr +Wize = hy

Tpxpg—1+Wgrg = hg1
X1 ZO,...,.CEH ZO.
Donc la, au lieu des deux décisions x et y qu’on doit prendre aux niveaux 1 et 2 , on est face
a H décisions séquentielles x1, x2, ...,z y, qui correspondent aux niveaux 1,2,..., H.
Au niveau 7 (2 < 7 < H), les réalisations des variables aléatoires (1, ..., &;) sont disponibles
ainsi que les décisions x1,...,2x,—1 et on doit se décideur sur z, d’une facon que les contraintes

A ce niveau solent satisfaites.

2.3 Programmation stochastique avec contraintes probabilistes

(’approche CCP)

L’ensemble réalisable du probleme (2.1) peut étre aussi définit par des contraintes définissant
des événement qui doivent étre réalisés avec une certaine probabilité notée « € [0, 1] (chaque
contrainte est considérée comme étant un événement).

Sous cette supposition, le probleme déterministe équivalent de (2.1) peut étre définit comme

suit

min - E[f(z,¢)]
s.a. P{&] g(x,8) <0}) >, 1=1,....m (2.10)
res
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Le probleme (2.11) est appelé probléme stochastique avec articulation de contraintes pro-
babilistes (probabilistically constrained ou problem with joint probabilistic constraints)
[KALL ET WALLACE 94].

En particulier, pour le probléeme linéaire stochastique (2.2), on aura le probléme déterministe

équivalent suivant :

min E[CT (€)x]
saa. P{E|T,(§) <h})>ay, 1=1,...,m (2.11)

resS

T,, h, correspondent & la -éme ligne et a la -éme composante de T'(-) et h(-) respectivement.

2.4 Autres techniques de modélisation des PS

Mise a part la programmation stochastique, il existe différentes approches pour modéliser
et résoudre les problemes sous incertitudes. On se contente de présenter quelques unes
et nous renvoyons le lecteur désireux d’approfondir ses connaissances aux références

[KALL ET WALLACE 94],[KLEYWEGT ET SHAPIRO 00].

2.4.1 Approche de la solution large

Une technique qui nous parait évidente et rassurante est de chercher une solution qui satisfait
toutes les contraintes pour n’importe quel scénario réalisé, cette solution est appelée la solution
large (fat solution). Néanmoins, ces solutions sont trés couteuses, elles présentent un grand risque

au décideur.

2.4.2 Approche wait-and-see

Cette approche nécessite une connaissance a priori des réalisations des parametres aléatoires
du probleme (information complete). Les solutions sont obtenues, en résolvant le probleme pour

chaque scénario, celles-ci sont appelées, les solutions wait and see.

2.4.3 Approche déterministe

Elle nécessite la connaissance des moyennes des variables aléatoires. Un modele déterministe
est établie en remplagant chaque variable aléatoire du probleme par sa moyenne, la solution

ainsi obtenue est appelée solution en moyenne (expected value solution).
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La programmation stochastique offre des solutions optimales sur I’ensemble de tout les
scénarios et donc elles sont plus robuste, par rapport a la variation des distributions de proba-

bilités, que celles obtenues par I’approche déterministe.

2.5 Exemple illustratif

Cet exemple permet d’illustrer toutes les notions introduites dans les sections précédentes.

On considere le probleme suivant [KALL ET WALLACE 94]. De deux lignes de production rawl
et raw?2, on peut produire simultanément deux types de produits différents prodl et prod2. Les
données sur les productivités unitaires des lignes par produit m(rawi, prodj), les colits unitaires
des produits par ligne C' = (¢rqw1, Craw2)’ (engendrant un cotit de production Z), les capacités
de production, les quantités maximales que les lignes peuvent produire, b et les demandes en les

deux produits h = (Aprodi, hpmdg)T sont montrés dans le tableau (TAB. 2.1).

produits
Lignes | prodl prod2 | c b
rawl 2 3 2 1
raw? 6 3 3 1
relation > > =| <
h 180 162 | Z | 100
TAB. 2.1 —

Ce probleme peut étre modélisé par le programme linéaire suivant :

min - 2Tprqw1 + 3Trqw2
5.a. Trawlt Traw2 < 100,

2xraw1 +6x7"aw2 > 1807

(2.12)
3Trawl +3Traw2 = 162,
LTrawl >0,
Traw2 = 0.

Due a la simplicité du probléme (2.12), on peut faire une représentation graphique de ’en-
semble de ses solutions réalisables (voir Fia. 2.1).

Avec, la fonction objectif, Z(x) = 22,401 + 3Zraw2, on conclut facilement (Fic. 2.2) que
Trawl = 36, Trawz =18, Z(F) =126 (2.13)
est I'unique plan de production optimal du probleme (2.12).
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100

a0

=11

40

20

F1G. 2.2 — Le plan de production optimal du probleme (2.12)
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La solution optimale est obtenue sous certaines restrictions, a savoir, la connaissance a priori
des données concernant le cout de production, la productivité, la capacité de production ainsi
que la demande. Néanmoins, en pratique, ce n’est pas toujours le cas, il se peut qu’au moins
une de ces données présentent un aspect aléatoire et on est contraint a prendre une décision sur
le plan de production avant de connaitre les valeurs exactes de ces données.

Pour illustrer les modeles qu’on a définit dans les sections précédentes, on suppose que

— les productivités w(rawl, prodl) et mw(raw?2,prod2) varient aléatoirement entre certaines
limites (les autres productivités sont déterministes),

— les demandes hyoq1 €t hprode sont aléatoires,

— le plan de production Z,qwi, Traw2 doit étre fixé a I’avance et on ne peut pas le remettre
en cause lorsque les données deviennent connues.

Et on aura, ainsi, les parametres aléatoires suivants :

hprodl = 180+€17

hproaz = 162 + &, (2.14)
w(rawl,prodl) = 2+,
m(raw2,prod2) = 3.4 —ny,

les variables £; et &2 sont modélisées par des lois normales et les variables 11 et 72 sont modélisées

par une loi uniforme et une loi exponentielle respectivement :

& ~ Nu=0,0=12),
& ~ N(p=00=9),
m o~ U[-08,0.8],

M o~ EXP(\=2.5).

(2.15)

Par raison de simplification on suppose que ces variables aléatoires, &1, &2, m1 et 792, sont mu-
tuellement indépendantes. Comme £, £ et 72 sont non bornées, on se restreint a considérer

leurs intervalles de confiance (& un seuil de 99%). On aura les réalisations suivantes :

& e [-30.91,30.91],
v € [-23.18,23.18],
(2.16)
nt e [-0.8,0.8],
n, € [0.0,1.84].
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Et donc, a la place du probleme déterministe (2.12), on aura le probleme linéaire stochastique

min 2567“(111}1 + 3xraw2

S.d. xrau)l—i_ Traw?2 S 1007
(2 + nl)xraw1+ 6rqw2 > 180 + &1, (217)
3$raw1+(3-4 — 772)377"aw2 > 162 + 52;
Trawl > 0?
Traw2 = 0.

qui est un probleme de décision mathématiquement mal posé.

On voit tres clairement que le domaine des solutions réalisables depend des réalisations des
variables aléatoires et il est compliqué de présenter, graphiquement, toutes les conséquences de
leurs variations.

— Si on consideére uniquement la variation des seconds nombres dans les intervalles men-

tionnés dans (2.16), I’ensemble des solutions réalisables varie en translatant parallelement
les facettes, en question (concernées), de l'ensemble réalisable du probleme déterministe,

comme c’est indiqué dans la figure (F1G. 2.3).

F1G. 2.3 — Variation du domaine réalisable avec les demandes.

— On peut aussi considérer, uniquement, I'effet de la variation des valeurs de nj et 74 dans les
intervalles mentionnés dans (2.16), la variation est caractérisée par la rotation des facettes
correspondantes. Quelques situations possibles sont indiquées dans la figure (FiG. 2.4) ou
les petits cercles montrent les centres de rotation.

— En considérant tout les changements possibles des demandes et des productivités, simul-

tanément, on aura une superposition de translations et de rotations. Voir (Fia. 2.5).

12 Novembre 2008



2.5 Exemple illustratif

46

A‘H 1] =t

wii

F1a. 2.4 — Variation du domaine réalisable avec les productivités.
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F1G. 2.5 — Variation du domaine réalisable avec les demandes et les productivités avec certaines

solutions wait-and-see.
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Solutions wait-and-see

Pour ce modele de solutions optimales, on devrait connaitre les réalisations des variables

aléatoires a l'avance. La figure (F1G. 2.5) montre quelques solutions possibles,

T o= (frawla -/%'\raw2) = (36, 18), Z =126,
y = (@\rawla Z//\ran) = (20, 30), Z =130, (218)
z = (Erawla Eran) = (507 22), Z = 166,
v o= (67“111017 '/U\raw2) = (58, 6), 7 = 124.

Par supposition, on a que des informations statistiques sur les lois de distribution des demandes

et des productivités. Par conséquent les solutions proposées dans (2.18) nous intéressent pas.

La solution large

Une premiere possibilité consiste & rechercher un plan de production str qui est faisable pour
toutes les valeurs possibles des demandes et des productivités. De (FiG. 2.5), on peut conclure

que la solution large est a 'intersection, elle est donnée par

T = (T 1 Trgws) = (48.018,25.548),  Z(z ) = 172.681. (2.19)

Modeéle de recours

On suppose qu’en cas de demandes non satisfaites par la production, on a la possibilité de
se tourner vers une ressource supplémentaire externe pour couvrir la quantité restante et ceci
est a un colit unitaire de

Gprodl = 7, Qprodl = 12, (220)

pour les produits prodl et prod2 respectivement.

Les cotit des pénalités des demandes non satisfaites (contraintes violées), qu’on a appelé cotits
de recours, sont déterminés avant de connaitre les réalisations des parametres aléatoires. Donc la,
on doit décideur sur les quantités a produire (décisions du premier niveau) et a acheter (décisions
du second niveau), avant que les demandes ne soient connues, qui minimisent le cotit du premier
niveau (coiut de production) et I'espérance mathématique du cotit de recours simultanément.

Pour simplifier la modélisation, on considere le vecteur aléatoire & = (&1, &2,m1,72) et

hl (5) <~ hprodl =180 + 517
h = hyos = 162+ &,
2(&) prod2 &2 (2.21)
a() <« w(rawl,prodl) =2+ n,
B() <« m(raw2,prod2) = 3.4 —n.
USZ?{‘B
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Ala place du probleme stochastique (2.17), on aura le probleme stochastique avec recours a

2-niveaux,

min {2xraw1 + 3T rqu2 + E§[7y1 (f) + 12y, (5)]}

s.a. Trawl+ Traw? < 100,
a(§)zrawi+  6Zrauw2+y1(§) > h1(§),
3Traw1+B(£)Trawz + +y2(§) = ha(§), (2.22)
Trawl > 0,
Traw?2 >0,
y1(§) >0,
y2(8) =0.

Les variables de recours y;(§) et y2(§) représentent les quantités non satisfaites des produits
prodl et prod2 . Dans le cas ou le vecteur aléatoire, £, possede une distribution de probabilités
discrete et finie, {(¢*,p,), 1 = 1,..., N}, le probleme (2.22) sera un probléme linéaire ordinaire

avec une structure de décomposition duale :

min - {2%,qu1 + 3Trawz + Sony 2u[Ty1(€7) + 1251(€Y)]}

s.a. Trawlt+ Traw? < 100,
a(E)rrauwi+  6Traw2ty1(E) > hi(§') Vo,
3Trauw1+B(£") Trawa+ +y2(8') = ha(§') Vo, (2.23)
Trawl >0,
Traw? > 0,
y1(£") >0Vy,

y2(8") >0V

Une méthode fondamentale de résolution de cette classe de problemes sera décrite dans la section
qui suit.

Par approximation des lois de distribution des variables aléatoires, données dans (2.15), du
vecteur £ par des lois discretes avec 5, 9, 7 et 11 réalisations respectivement, on obtient une loi
de distribution discrete avec 5 x 9 x 7 x 11 = 3465 réalisations (3465 blocs dans (2.23)). En
résolvant le probleme stochastique avec recours (2.23) comme un programme linéaire ordinaire,

avec 2 x 3465 4+ 1 = 6931 contraintes, on obtient comme solution &
T = (37.754,23.629), ~(x)=150.446, ~;(x) = 146,396, (2.24)

avec v(-) le cout total et v7(&) le cotit du premier niveau.
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Contraintes probabilistes

On suppose que les demandes sont les seuls parametres aléatoires du probleme. On suppose
aussi qu'il est nécessaire, pour maintenir les clients, de satisfaire les contraintes (leurs demandes)
avec une probabilité de 95%. Dans ce cas, notre probléme peut étre modélisé par un programme

stochastique avec articulation de contraintes de probabilités :

min 2%rqw1 + 3Traw?2

s.q. Trawlt Traw2 < 100,
Trawl > 07
Traw2 = 0,

2%rqu1 +H06Traw2 = h
3Trawl +3Traw2 = h2(§)

Il existe des méthodes appropriées pour résoudre ce probléme, nous renvoyons le lecteur a
[KALL ET WALLACE 94], ou elle est présentée une de ces méthodes. La résolution de ce probleme
nous donne la solution

2 = (37.758,21.698)), 71(z) = 140.612. (2.25)

2.6 Meéthode de décomposition L-Shaped
[Van Slyke et Wets 69]

Dans cette section, on décrit d’'une maniere succincte la méthode de décomposition L-Shaped
de Van Slyke et Wets [VAN SLYKE ET WETS 69], décrite dans [KALL ET WALLACE 94], aussi
connue sous le nom de méthode de décomposition de Benders [BENDERS 62], un algorithme
fondamental pour la résolution des problemes linéaires & 2-niveaux avec recours (2.3).

Cette méthode consiste, principalement, a décomposer le probléeme en deux niveaux. Le
probléme principal dit probleme maitre utilise une approximation linéaire de la fonction de re-
cours & travers une variable auxiliaire 6§ (voir (2.26)) pour déterminer la décision du premier
niveau, qui sera utilisée dans le deuxiéme niveau pour générer les coupes de faisabilité et d’opti-
malité et donner une meilleure approximation de la fonction de recours, a partir de la résolution

du probleme dual du probleme de recours pour les différents scénarios.
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L’idée de base est de réécrire le probleme (2.3), en introduisant la variable auxiliaire 6 qui

sert a estimer la fonction de recours, comme suit :

min CT z+6
s.a. Ax=2b
(2.26)
0> Q)
x>0

~

Dénotons (Z, #) la solution optimale du probléeme maitre (2.3) obtenue, nous souhaitons avoir
la contrainte active sur 6 , 0 = Q(Z). Pour ce faire, nous utilisons les coupes.
Deux types de coupes apparaissent :
— Coupes de faisabilité qui servent a restreindre I’ensemble réalisable de premier niveau a
S N K ( rappelons que K est l’ensemble réalisable induit du premier niveau, K = {x |
Tx+Wy,=h, y,>0,1=1,...,N}).

— Coupes d’optimalité pour estimer la fonction de recours espérée @Q(x). La contrainte 6 >

Q(x) s’exprimera a ’aide des coupes d’optimalité.
Pour comprendre I’algorithme, nous introduisons quelques résultats de base.

2.6.1 Test de faisabilité

On introduit un autre aspect de la faisabilité, & savoir, si on dispose d’une décision z = 2°

du premier niveau du probleme (2.3), comment décideur qu’elle aboutit a des problemes (2.4)
de second niveau, réalisables pour tout les scénarios possibles de &, dans un cadre général de
recours (le recours n’est pas relativement complet) ?.

Pour ce faire, on va travailler sur le dual
rmax{(h, — T,2°)'r | Wir < ¢!} (2.27)
™

du probléme (2.4). On voit bien que son ensemble de contraintes D = {7 : W'r < ¢!’} est

indépendant de x.

On suppose que 'on dispose d’un ensemble I' des points extrémes 7 et un ensemble A des
directions extrémes o de I’ensemble réalisable D du probleme dual (2.27).

A base du lemme de dualité de Farkas [KALL ET WALLACE 94], on a le résultat suivant :
{y| Wy =h, - T,a" y >0} =0 (2.28)

si et seulement si

WTr <0 implique que (h, — T,2°)Tw <0 (2.29)
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D’une autre part, a partir des propriétés de la dualité (voir [NEMHAUSER ET WOLSEY 88] et
[ABBAS ET BELLAHCENE 06]), on a :
1. D =0 (le probleme (2.27) n’est pas réalisable) cela implique que
— soit Q(2°,&,) = +oo (le probleme Q(z?,&,) n’est pas réalisable),
— ou bien Q(2°,¢,) = —oo (le probleme Q(2°,&,) n'est pas borné).
2. D # 0 (le probleme (2.27) est réalisable) cela implique que
— Q(2°,¢&,) admet une solution optimale (si le probleme (2.27) I'est aussi),
— ol bien Q(2°,¢,) = +00, il n’est pas réalisable (si le probléeme (2.27) n’est pas borné).
On conclut que Q(z°,&,) n'est pas réalisable si et seulement si D posséde une direction
extréme o pour laquelle (h, — TZxO)TU > 0, sinon la valeur optimale de Q(2°,¢,) est donnée par
(h, — T,2°)T7 avec m un point extréme de D.
Donc, pour verifier la faisabilité des problemes du second niveau, on doit déterminer le

vecteur o, en résolvant le probleme
T 0 T
omax{c’ (h, —T,x") | "W <0, || o, <1} (2.30)
g

La derniere contrainte est introduite pour borner o, sinon la valeur maximale sera égale & +o0
et ¢ca nous interesse pas du moment qu’on cherche une direction définie par o.
Si pour un certain§,, 1 =1,..., N, (h,—TZa;O)TU > 0, alors on a trouvé un scénario &, pour lequel

O ne géneére pas un probleme de second niveau réalisable,

la décision du premier niveau x = x
par conséquent, on doit exclure (h, — T;2°) (sans exclure des solutions réalisables), on crée alors
la coupe de faisabilité

ol'(h, — T,x) < 0. (2.31)

2.6.2 Test d’optimalité

On suppose que toutes les coupes de faisabilité sont disponibles, ot bien, on dispose d’un
recours relativement complet. De plus, I'ensemble S = {z | Az = b, x > 0} est borné.

Soit (2.32), le probleme maitre courant :

min CT x40
s.a. Axr = b,
o'l > o'h,1€{1,...,N}, (2.32)
0 > Q)
x > 0.

Résoudre ce probleme nécessite de définir explicitement la fonction Q(x) a l'avance, ce qui n’est

pas le cas puisqu’elle est définit en traitant le dual du probleme de recours lié a chaque scénario.
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Soit 2¥ une décision du premier niveau réalisable et §° (initialement on se fixe #° 4 —o00). La

valeur de Q(z) est calculée & partir du probleme dual (2.27)

N
Q") => p Q0"%&) = sz ! (h, — Toa?), (2.33)
1=1

avec ! (h, —T,2°) la valeur optimale du probleme Q(2°,¢,). Si Q(2°) < 6°, alors x° est optimale,

sinon, on exclut le point ¥, on crée alors la coupe d’optimalité

N
6> p, w7 (h,—Ta). (2.34)
1=1

2.6.3 Algorithme de la méthode

On suppose que l'ensemble S = {z | Az = b, x > 0} est borné. Rappelons que le probleme

(2.3) est remplacé par le probleme maitre,

min CT z+6
s.a. Ar=b
0 > Q(x)
x>0
Algorithme L-Shaped.
Initialement, on a aucune restriction sur 6 (aucune coupe n’existe). Poser § = —oo, borne

inférieure de Q(x), nous le retirons de la fonction objectif, cela revient a résoudre le probléme

(2.3) de premier niveau seul.

1. Résoudre le probléeme maitre courant. Si le probléme courant n’est pas réalisable alors
le probleme (2.3) n’est pas réalisable. Terminer. Sinon, soit (Z, é\), la solution optimale

obtenue.
2. Résoudre les problémes (2.30) et (2.27) pour tout scénario &, avec x = T.

3. Supposons que le probleme de recours n’est pas réalisable, pour un certain scénario 1,
ol'(h, — T,2) > 0, alors rajouter la coupe de faisabilité (2.31) au probleme maitre courant

et Aller a l’étape 1.

4. Supposons que Q(Z,&,) < oo pour tout scénario &,. Evaluer Q).
-5 Q) < §, (z, 67) est optimale.
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— Sinon. Ajouter la coupe d’optimalité 0 > Efil p, 7w (h, — T,x) au probléme maitre

courant et aller a l’étape 1.

Etant ensemble des solutions réalisables borné, I'application de coupes de faisabilité et d’op-
timalité & chaque itération permettra d’exclure des points une fois explorés (sans les remettre
en cause). D’une autre part, on sait bien que tout cone est engendré par un nombre fini de
rayons (générateurs) qu’on utilise pour construire les coupes de faisabilité, comme le probleme
(2.26) est solvable, pour un =z € S la condition de faisabilité sera vérifiée et par conséquent
y’aura un nombre fini de coupes de faisabilité et d’optimalité. Ces deux conditions conduisent a

la convergence de la méthode apres un nombre fini d’étapes.
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CHAPITRE 3

Programmation Linéaire Stochastique

Multi-objectifs

E plus en plus, le décideur doit prendre sa décision a partir de plusieurs criteres, souvent an-
tagonistes et, de plus, sans connaitre a priori les valeurs de certains éléments stochastiques

au moment ou il doit prendre une décision. Lorsque ces parameétres incertains sont considérés
comme étant des variables aléatoires, le probleme résultant est nommé probleme de programma-

tion stochastique multicritere.

3.1 Formulation du probleme linéaire stochastique multicritere

Un probléme de programmation linéaire stochastique multicritere (MOSLP ; Multiple

Objective Stochastic Linear Programming) est définit, en général, comme suit :

“min”  Zp=Cr(§)z k=1,...,p
s.a. Tz = h(8),
Ar = b,

x > 0,

avec Ci(§), T(&), h(€) sont des vecteurs aléatoires de dimensions respectives (1 x n), (mg X
n), (mg x 1), définis sur l’espace de probabilités (2, F, P), S = {Az =b : x > 0}, un polyedre
convexe et déterministe des décisions x, A et b sont des vecteurs déterministes de dimensions

(m x n), (m x 1) respectivement.
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3.2 Approches de résolution

En général, la résolution de ces problemes est abordée avec des techniques de la programma-
tion multicritére et de la programmation stochastique. Ainsi, Stancu et Minasian montrent dans
[STANCU-MINASIAN 84] que la résolution de ces problemes nécessite une double transformation :
transformation du probleme multicritére en un probleme monocritere et du probleme stochas-
tique en un probléme déterministe. Les mémes étapes sont aussi considérées par Ben Abdelaziz
[BEN ABDELAZIZ 92|, il a classé les techniques disponibles pour la résolution de ces problemes
selon 'ordre d’exécution de ces transformations. Il a appelé

— approche multi-objectif ’ensemble des techniques qui considerent tout d’abord la trans-

formation du probleme multicritere stochastique en un probleme multicritére déterministe
équivalent,

— approche stochastique pour se référer a toutes les techniques qui transforment le probleme

multicritere stochastique en un probleme stochastique avec un seul critere,
qui vont étre, par la suite, résolus avec une des approches existantes dans la littérature.

Il est a souligner que toutes les deux approches présentent des faiblesses du fait qu’elles ne

considerent pas les deux aspects du probléeme simultanément, & savoir, ’aspect stochastique et

I’aspect multicritere.

3.3 Quelques concepts de solutions efficaces

L’analyse de lefficacité pour les problémes stochastiques multicriteres dont les variables
aléatoires sont discretes a été abordée dans plusieurs travaux, nous citons a titre d’exemple
les travaux de Ben Abdelaziz dans [BEN ABDELAZIZ 92|, [BEN ABDELAZIZ ET AL. 97] et
[BEN ABDELAZIZ ET AL. 99].

Nous nous intéressons dans ce travail a la définition de quelques concepts de solutions effi-
caces qui coincident avec ’approche multi-objectif, a savoir, ces solutions sont déterminées en
transformant chacun des objectifs stochastiques en leurs équivalents déterministes, en utilisant
le critere de 1'espérance mathématique (le critére adapté dans le modele de recours), la variance
minimum, ...Ce dernier probleme, I’équivalent déterministe résultant sera ensuite résolu et les
solutions efficaces obtenues seront considérées comme étant les solutions efficaces du probleme

initial.
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3.3.1 Définitions

Considérons le probleme linéaire stochastique multi-objectif (3.1) et supposons que l'en-
semble réalisable est constitué uniquement de contraintes déterministes ou bien qu’il a été trans-
formé en son équivalent déterministe.

Soit S, un polyedre convexe, ’ensemble réalisable du MOSLP (3.1).

Solution efficace en moyenne (attendue)

Définition 3.3.1 ([WHITE 82]). x € S est une solution efficace en moyenne du probléme (3.1),

si elle est une solution efficace du probleme multi-objectif déterministe (3.6).

“min”  Zj(z), k=1,...,p,

s, Ar = b, (3.2)

z > 0,

avec . .
Zi, = E[Z) = ;pzzm- = ;plck@)x = E[Cr(&)a]. (3:3)

L’application du critere de la variance minimale pour transformer le probleme (3.1) en un

probleme déterministe donne le concept de solution efficace suivant :

Solution efficace de variance minimale
Définition 3.3.2 ([WHITE 82]). = € S est une solution efficace avec une variance minimale du
probleme (3.1), si elle est une solution efficace du probleme

chnelgl (o7 (2),...,00(x)), (3.4)

avec o(x) la variance du k-eme critere.

On peut aussi considérer le critere du risque minimum pour la transformation du probleme
(3.1) en un probleme déterministe.

Dans ce contexte, on suppose que le décideur peut fixer, & priori, les niveaux d’aspiration
u pour chacun des objectifs stochastiques Zj. Le but est donc de déterminer la solution x
qui maximise les probabilités que les objectifs soient inférieures a leurs niveaux d’aspiration :

P (Z}, < uy). Ceci nous conduit a la définition de 'efficacité suivante :

12 Novembre 2008



3.4 Optimisation linéaire sur I’ensemble des solutions efficaces du MOSLP 57

Solution efficace a risque minimum

Définition 3.3.3 (Stancu-Minasian et Tigan [STANCU-MINASIAN ET TIGAN 84]). = € S est
une solution efficace avec une variance minimale du probleme (3.1), si elle est une solution

efficace du probleme

r;leaé((P(Zl <u),...,P(Z, <up)). (3.5)

Cette définition nécessite la connaissance des fonctions de répartition, ot bien des lois de pro-
babilité des objectifs stochastiques et encore la collaboration du décideur pour la détermination

des niveaux d’aspiration.

3.4 Optimisation d’une fonction linéaire sur ’ensemble des so-
lutions efficaces d’un probleme linéaire stochastique multi-
critere

La plupart des méthodes de résolution des MOSLPs transforment d’abord le probleme
(3.1) en un probleme déterministe et puis le résoudre par une méthode interactive, dans
ce contexte, nous citons la méthode PROTRADE [GOICOECHEA ET AL. 76], STRANGE
[TEGHEM ET AL. 86] et PROMISE [URLI ET NADEAU 90].

La méthode STRANGE-MOMIX développée par Teghem [TEGHEM 90] traite le probleme
MOSLP & variables entieres (MOSILP), ce cas a été aussi considéré par Moulal et Am-
rouche dans [MOULAI ET AMROUCHE 06] et par Abbas et Bellahcene qui ont proposé
dans [ABBAS ET BELLAHCENE 06] une méthode basée sur la méthode des coupes planes

[ABBAS ET MOULAT 99] et la technique L-Shaped.

Classiquement, la résolution de ces problemes passe par la détermination de ’ensemble des
solutions efficaces. Néanmoins, dans la pratique, il peut s’avérer que ’ensemble des solutions
efficaces soit tres grand et il devient impossible pour le décideur de choisir le meilleur compromis
en termes de ses préférences. L’optimisation d’un critere, qui explique les préférences du décideur,
sur ’ensemble des solutions efficaces constitue, des lors, un sujet de recherche essentiel dans ce
domaine. Cependant, & notre connaissance, aucune méthode dans la littérature n’a été proposée
a ce sujet.

Connaissant a priori la structure des préférences du décideur, nous proposons, dans ce
travail, une méthode exacte pour résoudre le probleme d’optimisation d’une fonction linéaire

sur ’ensemble des solutions efficaces du MOSLP. Cette méthode est inspirée de la méthode
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d’Ecker et Song [ECKER ET SONG 94] et la méthode L-Shaped [VAN SLYKE ET WETS 69] qui

traite les problemes linéaires stochastiques & deux niveaux avec recours.

Ce probleme est définit mathématiquement comme suit :

max ¢(z) =d'x
s.a. rel
ou
d, un vecteur de dimension (1 x n) (d € R").

¢ : R™ — R, une fonction linéaire déterministe continue a maximiser.

E, ensemble des solutions efficaces du MOSLP.

Une complication additionnelle est superposée au probléeme classique qu’on a étudié dans la

chapitre 1, par I'incorporation de I'aspect stochastique introduit par le MOSLP.

Notre méthode comporte deux grandes phases : la phase de modélisation qui consiste a
transformer le MOSLP en un probleme équivalent déterministe en adaptant I’approche de recours

a deux niveaux et la phase de la résolution qui consiste, principalement a :

1. Dans un premier temps, déterminer une solution optimale du probleme relaxé de (P) avec
la méthode L-Shaped et utiliser la solution optimale obtenue comme point d’entrée
dans le programme (Py-+) (voir les théoremes (1.6.2), (1.6.3) et (1.6.4) du chapitre 1) pour
obtenir la solution efficace initiale du MOSLP.

2. En second lieu, étant donné une solution efficace courante, utiliser la technique de
pivotage d’Ecker et Song, qui inclue la technique d’Ecker et Kouada pour
I'identification des arétes efficaces incidentes & une solution donnée, pour la recherche de

la meilleure solution efficace en termes des préférences du décideur.

Remarque 3.4.1. Dans notre algorithme, nous avons utilis¢ une variante de l’algorithme
d’Ecker et Song (voir [ECKER ET SONG 94]. Algorithme 5.2), et donc une technique de pivotage
différente de celle que nous avons donné dans le chapitre 1 (voir algorithme d’Ecker et Song. Page
29), a savoir, & une solution efficace courante, nous génerons directement la coupe sur le critere
principal sans examiner les arétes efficaces incidentes a la solution en question et I’exploration
des arétes efficaces se fait dans un seul cas lorsque 'on tombe sur une solution efficace sur la

face de découpage.
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3.4.1 Probléeme déterministe équivalent du MOSLP

Dans notre travail, nous avons adapté le modele de recours pour transformer le probleme
(3.1) en un probleme déterministe équivalent. Pour ce faire, nous supposons que le vecteur

aléatoire, £, possede une distribution de probabilités discrete et finie, {(&,,p,), 1 =1,...,N}.

1. Nous associons a chaque scénario &, un critere Z;, une matrice T, et un vecteur h,, pour

mettre en évidence toutes les conséquences de toutes les réalisations possibles.

2. Revenant a I'idée de 'approche de recours, on suppose que le décideur peut préciser les
couts des pénalités, g, = ¢(&,), des contraintes violées y,. On ajoute, a chaque critere Z;,

la fonction de recours Q(z,¢,),

Q(z,§) = min qZT Yo
s.a. Wy, =h,—T,z, y,>0.

On aura, ainsi, & minimiser l'espérance mathématique du cott total, Z, = E[Z; + Q(z,§)],

k=1,...,p.

Le probleme stochastique multi-objectifs a 2-niveaux avec recours (TSMOSPR : Two
Stage Multiple Objective Stochastic Programm with Recorse) résultant en termes des

décisions du premier niveau est décrit par :

“min”  Zj = Z,+Q(z), k=1,...,p,

s.a Ax = b, (3.6)
z > 0,
avec N N
Zi, =E[Zk) = pZki = > _ nCil(&)r = E[Ck(§)a], (3.7)
1=1 1=1
et N
Qz) = E[Q(,9)] = > p. Q). (3.8)
1=1

3.4.2 Regions de faisabilité

Il est souvent commode de définir les ensembles réalisables associés au différents niveaux
du probleme stochastique avec recours. L’ensemble réalisable du TSMOSPR est divisé en deux
ensembles.

S, 'ensemble réalisable du premier niveau déterminé par les contraintes déterministes, a savoir
celles qui ne dépendent pas du vecteur aléatoire £ (S est un polytope).

K, 'ensemble réalisable du second niveau, a savoir I’ensemble des décisions qui admettent des
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décisions de recours (décisions de second niveau) réalisables indépendamment de S apres 1'oc-

currence d’un scénario. Cet ensemble est donné par :
K ={z]Q(x) < oo}

Le probleme linéaire stochastique multi-objectifs a 2-niveaux avec recours peut étre reformulé

simplement comme suit :

min  Zy = Z! +Q(x), k=1,...,p
r+ Q) (3.9)

s.a. reESNK.
Rappelons que le probleme central que ’on veut étudier est le probleme d’optimisation d’une

fonction linéaire sur ’ensemble des solutions efficaces du TSMOSPR (noté (P) nous gardons la

méme notation que le probleme classique, voir section 1.6, page 15) décrit par :

(P) max ¢(z)=dz, (3.10)
s.d. x €k,

oll
d un vecteur de dimension (1 x n) (d € R™).
¢ : R™ — R est une fonction linéaire continue déterministe a maximiser.

FE est 'ensemble des solutions efficaces du TSMOSPR.

Remarque 3.4.2. Nous adaptons, dans notre travail, le concept de solution efficace en moyenne,
décrit dans la définition (3.3.1) et nous parlerons tout simplement ci-apres d’une solution efficace
du MOSLP au lieu d’une solution efficace en moyenne. Cet ensemble de solutions efficaces est

donc généré par la résolution du TSMOSPR.

Nous associons a (P) le probleme relaxé suivant :

(R) max 6(z) = dz + Q(x)
5.Q. reSNK

(3.11)

3.4.3 Description des grandes étapes de la méthode

En appliquant la reformulation de L-Shaped par 'introduction d’une variable auxiliaire 6
pour estimer la valeur de la fonction de recours Q(x), nous obtenons la formulation équivalente

du TSMOSPR suivante que ’on note (MOLP) :

(MOLP) “min” Z,=2Z,+6, k=1,...,p,

S, (3.12)

s.Q. r €
0 > Qx),
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avec

S={zeS|c"Tx>0"h, 1e{l,...,N}}.

Recherche d’une solution efficace initiale

Cette étape consiste a déterminer une solution efficace initiale du (M OSLP), qui impliquera
I'introduction de la méthode L-Shaped dans ’algorithme.

Le choix de la solution efficace initiale est crucial dans le processus de résolution du probleme
(P), commengant par une bonne solution efficace proche de la solution optimale de (P) pourrait
bien nous épargner de lents calculs. Dans ce contexte, nous proposons I’heuristique suivante,
qui commence par résoudre le probleme relaxé (R) de (P) en appliquant la méthode L-Shaped
et puis verifier l'efficacité de la solution obtenue en traitant le probleme (P,«) dans I’ensemble
réalisable courant (apres avoir appliqué les coupes de faisabilité et d’optimalité générées par la
méthode L-Shaped).

La reformulation L-Shaped du probleme relaxé (R) nous conduit & la forme équivalente

suivante (probléeme maitre associé au probleme relaxé) :

max ¢(x) = ¢(x) + 6
sa. x € 8, (3.13)
0 > Q=)

avec
S={zeS|ocTTx>0Th, 1e{l,...,N}}.
la détermination d’une solution efficace initiale du TSMOSPR se fait en deux étapes

complémentaires :

1. Appliquer la méthode L-Shaped au probleme maitre (3.13) associé au probleme relaxé avec
la condition initiale § = —oo sans aucune coupe de faisabilité et d’optimalité (§ =9) et

~

sans aucune restriction sur 6, € R. Soit (7, §) la solution obtenue.

2. Résoudre le probleme (P,+) au point Z dans 'ensemble courant S (test d’efficacité). Si (Py+)
n’admet pas une solution optimale finie, alors £ = (), on termine. Sinon, si Z est efficace, on

arréte le processus avec (7, 6) solution efficace optimale du probléme principal (P). Sinon

utiliser la solution retournée par (P,+) comme solution efficace initiale du TSMOSPR.

Proposition 3.4.3. Une solution efficace initiale du TSMOSPR, si elle existe, sera déterminée

apres un nombre fini d’itérations.
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Démonstration. Cela provient de ’ensemble S étant borné et de la technique L-Shaped : étant la
matrice de recours W finie, le nombre de coupes de faisabilité et d’optimalité générées et qui sont
a base de de la matrice de recours est limité et donc une solution optimale de (R) sera obtenue
apres un nombre fini d’itérations, ¢a d’une part et d’une autre part, les théoréemes (1.6.2), (1.6.3)
et (1.6.4) montrent qu’en traitant le sous probleme (P« ), nous finissons par obtenir une solution

efficace si elle existe. O

Recherche d’une meilleure solution efficace

Soit §M I’ensemble réduit induit de I'application des coupes de faisabilité et d’optimalité

générées par L-Shaped et des coupes sur le critére principal :
§M:{m€§|dx2df}.

Etant donné une solution efficace courante 7 € §*, on génere la coupe hyperplane (dz > dx)
qui élimine tout les points x € S’VM dont la valeur du critere principal est inférieure a dz. Cette

coupe ne réduit pas nécessairement le domaine réalisable courant S7;.

La question qui se pose est comment déterminer la meilleure solution efficace, si elle existe,
dans ’ensemble réduit (apres l'ajout de la coupe sur le critére principal au point = : dz > dz) ?
Inspirés par la technique de pivotage d’Ecker et Song, Ceci peut se faire en minimisant les

objectifs individuellement dans ’ensemble réduit en appliquant la méthode L-Shaped.

On considere le probleme linéaire multicritere déterministe (M OLP),

(MOLP) “min” Zj, = Z}, +9, k=1,...,p,
s.a. T € Sy (3.14)
0 > Qx),

avec
§M:{x€§\da¢2d5}.
On définit les problemes mono-criteres, (Ix), k =1,...,p, comme suit :
(Ik) min Zk = Zl,v + 0,

S+, (3.15)
Q(x).

s.Q.

vV m

x
0
Etant donné le probleme maitre ([), trois situations peuvent apparaitre a lissue de la

résolution de (Ij,). Soit x* le point réalisable optimal retourné par la méthode L-Shaped.
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Situation 1 . 2* est efficace et (dz* > d¥). On choisit ¥ comme étant la nouvelle
solution efficace optimale courante, on génére la coupe hyperplane (¢(z) > da*) et on continu
le processus de recherche d’une solution efficace qui augmente en valeur la fonction ¢(x) dans
I’ensemble réduit résultant gﬁ.

Situation 2 . z* est efficace et (dz* = dZ). La solution z* est sur la face de découpage.

On cherche dans §H, en utilisant la technique d’Ecker et Kouada, une aréte efficace, (xk

,T) si
elle existe, incidente & z* qui apporte une amélioration en valeur de dz et qui admet au moins
une décision de recours réalisable, sinon (si Q(T) = oo) rajouter les coupes de faisabilité et
d’optimalité au probleme maitre (I) tant que nécessaire et vérifier le test d’efficacité.

Si une telle solution existe, on utilise T comme une nouvelle solution efficace courante, on génere
la coupe (¢(x) > dT) et on poursuit le processus de recherche d’une meilleure solution si elle
existe.

Sinon on passe a traiter le probléeme ([j41).

Cela veut dire qu'une solution efficace T adjacente & z* qui incrémente la valeur de dz n’est
prise en considération seulement si les Q(7, &,) sont réalisables pour tout &, 1 = 1,..., N et le
test d’optimalité est vérifié.

Situation 3 . z* n’est pas efficace. z* est dominée par des solutions examinées aupara-

vant. On résout le probleme (Ij41).

A partir d’un point 7, si pour toute solution optimale z* de (I) pour k = 1,...,p, aucune des
deux premieres situations citées n’est rencontrée au cours de ’exécution de la procedure indi-
quant que z* est dominée par des solutions efficaces déterminées au cours des étapes précédentes
ou bien, y’a plus de solutions efficaces du (M OSLP) qui améliorent la valeur de dz, alors T est

une solution optimale de (P).

Proposition 3.4.4. La procedure se termine avec une solution efficace du probléme (MOLP)

qui incrémente la valeur de dx si elle existe.

Démonstration. Dans le pire des cas, en traitant les problemes (Ij) successivement dans le méme

k

ensemble réalisable S37, on examine toutes les solutions optimales 2% associées aux problemes

(Ir;) (un nombre fini de problemes) et donc, si cette solution efficace du (M OLP) existe (si elle
n’est pas encore explorée), elle doit étre une des solutions optimales des (I). ]

Etape finale

On termine ’algorithme :
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— lorsqu’on ne peut plus effectuer des opérations de pivot indiquant que le domaine courant
ne contient plus de solutions réalisables,

— ou bien, lorsque tout les points optimaux des (i) sont sur la coupe hyperplane et on
ne peut plus passer, a partir d’un point efficace (lors de la procedure de recherche d’une
meilleure solution efficace), & un autre point efficace qui augmente en valeur la fonction
dx (soit il n’existe pas une solution efficace adjacente meilleure, soit cette solution existe
mais on trouve pas de solutions efficaces qui engendrent des problemes de second niveaux
réalisables dans cette direction),

— ou encore, a la premiere étape, si le probleme relaxé (R) n’est pas réalisable ou bien la
solution optimale obtenue s’avere efficace (par rapport au probleme relaxé) et vérifie les

tests et de faisabilité et d’optimalité.

Théoréeme 3.4.5. Sous l’hypothése S borné et non vide, l’algorithme de recherche d’une solution

optimale du probléme (P) converge en un nombre fini d’étapes.

Démonstration. La proposition (3.4.3) nous garantit que 1’on peut trouver une solution efficace
initiale de (P) si elle existe. Au fur et & mesure d’avancer dans l’algorithme, le domaine de
faisabilité devient de plus en plus restreint dii aux coupes répétées de faisabilité et d’optimalité
générées par la méthode L-Shaped (que I'on impose lors de la résolution du probléeme maitre en
question) qui éliminent strictement les points non réalisables, sans les remettre en question et
aussi a ’application des coupes d’Ecker et Song sur le critere principal afin d’éviter des solutions
optimales locales de (P). En outre, d’apres la proposition (3.4.4), & une certaine étape, lorsque
I'on tombe sur une solution efficace du (MOLP) sur la coupe hyperplane et qu’elle n’admet
pas des d’arétes efficaces incidentes qui améliore le critere principal, on change complétement
la direction de recherche d’une meilleure solution en résolvant le probleme (Ij) suivant, et on
continu le processus. On arréte le processus lorsque toutes les solutions optimales retournées
des problemes (1), k = 1,...,p se trouvent sur la face de découpage ce qui explique que toutes
les solutions efficaces du (M OLP) ont été exploré du moment que I'ensemble E est connexe
(voir le théoreme (1.6.5) sur la propriété de connexité de E). Toutes ces conditions meénent a la

convergence de l'algorithme en un nombre fini d’étapes. O

3.4.4 Formulation de 1’algorithme

L’algorithme géneére une solution optimale du probleme (P), sans pour autant énumérer
toutes les solutions efficaces du (MOSLP). Une description détaillée de cet algorithme

d’incorporation de la méthode L-Shaped dans la technique d’Ecker et Song est donnée.
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Algorithme. (Optimisation d’une fonction linéaire sur ’ensemble des solutions effi-

caces du TSMOSPR).

({ Etape 0)) (Initialisation)

Appliquer la procédure L-Shaped au probléme (R) avec la condition initiale 0 = —oo et

sans aucune coupe de faisabilité et d’optimalité (S = S) (sans aucune restriction sur 6).

— Si (R) n’est pas réalisable alors (P) est aussi non réalisable. Terminer.

— Sinon, Soit (, g) la solution optimale obtenue.

Résoudre le probléme (Py+) au point Z dans l'ensemble courant S.

— Si, (Py+) n’admet pas une solution optimale finie, alors l’ensemble des solutions efficaces
du TSMOSPR est vide (E = (). Terminer.

— Sinon, si T € E. Terminer, avec (x°P,0°P*)=(7, 5) et ¢Pt = (7).
Sinon, soit T la solution optimale de (Py+), utiliser T comme solution efficace initiale

du TSMOSPR. Poser (x° 0°P') = (7,0) et ¢°P' = ¢(T). Générer la coupe dx > ¢°P'.

Poser k =1 et aller a ’étape k.

(( Etape « ))(Exploration et progression)
Appliquer la méthode procedure L-Shaped et résoudre le probléeme (1,;), soit (x",6%) la

solution optimale obtenue. Evaluer o(z") = dx"® et tester Uefficacité de z®, alors :
( k1) Six" nlest pas efficace. Poser k =k + 1.

( kK2') Siz® est efficace et (dz® > dxP'). Poser (z°P,0°Pt)=(z", 0%), ¢°Pt = ¢(x~) et générer la

coupe dx > ¢°Pt. Poser k = 1.

( kK3) Six" est efficace et (dx™ = dz°P!) (z* se trouve sur la coupe hyperplane). Utiliser la tech-
nique d’Ecker et Kouada (décrite dans le chapitre 1) et déterminer, si elles existent,

les arétes efficaces incidentes a x". Soit xy la solution efficace obtenue en incrémentant la

N

5 correspondante a x".

variable hors base x
- 8l existe x tel que dx’y > da®. Tester si (Q(x7,€,) < 00), V&, v =1,..., N, ajouter
les coupes de faisabilité (2.31) si nécessaire, évaluer Q(aﬁf), vérifier le test d’optimalité
et le test d’efficacité.
Poser (z°,0P") = (x,0%), évaluer ¢°P* = day et générer la coupe dx > ¢°P'. Poser
K =1.

— Sinon. Poser k = k + 1.
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( k4) Sik < p, aller Iétape k. Sinon Terminer avec (z°Pt,0°P!) la solution optimale de (P)
avec la valeur optimale ¢°Pt correspondante.
( k5) Si le probléeme (I.;) n’est pas réalisable, Terminer avec (x°P',§°Pt) la solution optimale

de (P) avec la valeur optimale ¢°P* correspondante.

3.4.5 Exemple illustratif
Nous considérons le probleme central suivant :

P) max -2z — x9,
(P) |~ 10
s.a. x € FE.

E, 'ensemble des solutions efficace du (MOSLP).

Nous considérons le probleme MOSLP (d’une structure similaire & celle du probleme (3.1)),
avec trois objectifs et deux contraintes stochastiques, subordonnés a un vecteur aléatoire £ a
deux éventualités (£ suit une loi de bernoulli) équiprobables, &; et &. Nous supposons que le
décideur ait la possibilité de mener des actions correctives une fois un scenario est réalisé, pour
avoir la possibilité d’utiliser 'approche de recours pour la conversion du probleme MOSLP en

un probleme déterministe équivalent (TSMOSPR).

Les données du probléme sont comme suit :
p = 3, le nombre d’objectifs du probleme que nous désirons maximiser,
ng = 4; mo = 2, la dimension de la matrice de recours W : deux contraintes stochastiques et
quatre variables de recours, vy,
m = n = 2, la dimension de la matrice technologique A : deux variables de décisions du
premier niveau (ou du probléme maitre), x, et deux contraintes déterministes, représentées par

I'ensemble, S (voir (3.1)) :

—4x1 4+ 2x9

\%
|
»0

1 + x99 < 9,

Ci(&1) = (=9,4); C2(&1) = (3,-5); C3(&1) = (8, —11);
C1(&2) = (3,-5); Ca(&) = (7,1);  C3(&2) = (—4,9);
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3 2 -5 —6
Calcul de E(Z,(x,§)), 1 =1,2,3:
7y = E(Z1(z,€)) = 3C1(&)z + $C1(&2)x = —3x1 + 22

Zh = E(Zy(x,8)) = %Cg(fl)w + %CQ({Q)CE =521 — 272.
Zh = E(Z3(,€)) = 3C3(&1)z + 3C5(&2)x = 221 — 20

L’adaptation de l’approche de recours donne le probleme stochastique multi-objectif a

2-niveaux avec recours suivant (TSMOSPR) :

min 7y = —3x1 + 22 + Q(x)
min  Zy = 5x1 — 229 + Q()
min Zg =211 — 22 + Q(x) (3.17)
s.a. 4dx1—2xy <8,
1+ 22 <5,

r1, x2 =>0.

Q(x) = 5Q(z,&) + 5Q(x, &).
Q(x,&1) et Q(x,&1) les deux problemes du second niveau associés aux deux scénarios & et &

respectivement :

Q(z,&1) = min ¢"(&)y(&)
CR Wy(&) = h(&) —T (&), (3.18)

Q(z,&) = min ¢"(&)y(&)
s.a. Wy(&1) = h(&2) — T(&)x, (3.19)
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FiG. 3.1 — Region de faisabilité S et la direction de maximisation d.

Initialisation

Comme expliqué dans I’étape initialisation de I’algorithme, nous devons résoudre le probleme
relaxé (R) par L-Shaped pour déterminer une solution efficace initiale. Cependant, pour raison
d’illustrer toutes les étapes de la méthode, nous avons diu prendre le chemin le plus long en
considérant une solution efficace qui est plus éloignée de la solution optimale de (P).

Nous démarrons notre algorithme par le point réalisable (arbitraire) z = (3,2) € S avec

¢(x) = —8. Ce point est représenté dans le tableau (3.1).

C{B CéB CéB B B 1 Ty T3 T4
3 -5 -2 1 3 1 0 : 3

-1 2 1 o 2 0 1 —2 2
-7 =1 SEEVAL -7 0 0 -2 -3
~Z4 =11 cy -z 11 0 0 z 3
—Z4 = —4 cy —zi? 4 0 0 z 0
=-8 & — ¢ 8 0 0 3 3

TAB. 3.1 — Le tableau associé & la solution optimale z = (3, 2).

— Test de faisabilité de x = (3,2)
Pour tester le faisabilité des problemes du second niveau Q(z,&;) et Q(x,&2), on résout le

probleme (2.30) pour & et & pour déterminer les vecteurs oy et o9 avec :
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3 1 2 3 —4
h(&1) = T(&1)z = - = ;
5 -2 1 2 9
6 1 0 3 3
h(&2) —T(§2)z = - =
1 3 4 2 —16
max —40% + 90%
s.a. —201+30% <0

le maximum est atteint a
1 2
—oy+207 < T 1 2 2 1

1 9 01 :(01701):(575)-
20i—507 <0
0%—60’%

U%—F 0'%

max 303 — 1603

s.a.  —2034303 <0 ) N
le maximum est atteint a
1 2
—05+205 <0 T 1
oy = (03,03) = (0,0).
203—505 <0
ol —603 <0
o3+ o3 <1

W =
N———
|
I
Il
| —
V
o

o hien - (el = 3,

o3 [h(&) — T(&2)x] = (0,0) —0<0.
~16

Cela implique que le probleme du second niveau Q(x, &) n’est pas réalisable. On génere la

coupe de faisabilité de la forme (2.31), (voir Fia. 3.2) :

21 1 2 T 21 3
373 =53 ’
-2 1 €T 5)
équivalente a —g.%g + x5 = —%, avec x5 la variable d’écart introduite par la contrainte,
l’ajout de cette contrainte au tableau précédant, engendre le tableau (3.2).
En procédant par le dual du simplexe, on obtient la solution z = (1—;, %) donnée par le
tableau (3.3).
— Test de faisabilité de z = (£, 1)

Testons la faisabilité des problemes du second niveau engendrés par x = (%, %),
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C’{B C’éB C’éB B B 1 T T3 T4 T5
3. =5 =2 1 3 1 0 3 3 0
-1 2 1 o 2 0 1 -3 2 0
1 5 10
-7y =7 cy - zy -7 0 0 -z -1 0
— 75 =11 cy —zy 11 0 0 z 3 0
—Z4 = —4 cy -zt 4 0 0 i 0 0
_ 1 4
=-8 & — @ 8 0 0 1 1 0
TAB. 3.2 — Le tableau augmenté par §$2 > %
5 L
45
4
Y-
3
25 %28
W22
| |
2 C 1 1 1
0 05 15 25

FIG. 3.2 — L’ensemble réalisable S induit de I’ajout de la coupe de faisabilité %mg > %

B TB T T2 T3 T4 Ts5

3 -5 -2 Z1 % 1 0 0 1 %

-1 2 1 To 4 0 1 0 0 -3

0 0 0 x3 g 0 0 1 —4 15—8

~Zi=% cy’ -2y -3 0 0 0 "

~Zy=-% Cy’ — Zy’ 38 0 0 0 5 2

—Zy=—% cy! — 7y u 0 0 0 2 9

¢=-% &~ 3 0 0 0 2 3
TAB. 3.3 — Le tableau associé & la solution z = (1, 1),
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h(&1) — T (&) =

h(&2) — T(&2)z =

21 1 4 42 2
max —%0]+ 0]
s.a. —201+302 <0 , .
le maximum est atteint a
_ 41 2
o1+201 <0 7 1

oy = (o1,07) = (%7%)
20} —507 <0

oi—60% <0

oi+ o7 <1
S.d. —20%4-30% <
N le maximum est atteint a
1 2
—05+205 <0
L of = (o, o3) = (3.2).
204502 <0
oy—60% <0
o3+ 03 <1
21
2 1 -z
e el = (3.5 )| 2 | o
5
16
52 5 72
oF [h(&2) — T(€2)a] = (7, 7) ) -2

5

Cela implique que la solution optimale obtenue, x = (1—54, %), engendre des problemes du

second niveau, Q(z,&1) et Q(z, &), réalisables.

— Test d’optimalité de x = (%, %)
1 11

Pour tester I'optimalité 2 = (5, %), on résout le probleme (2.27) pour &; et &.
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211 4 42 2
max —Fm] + F 7]

s.a.  —2mi+3ri <1 le maximum est atteint &
T 12 1
—mi+2m3 <0 ni = (m1,77) = (=1, —3).

271'% —57r% <6

m—67% <2

16,1 81,2
max ?772 — gﬂ'z

le maximum est atteint a

772T = (md,73) = (1,0).

s.a.  —2mi+3m3

IN

—mi+2m3

1 2

IA
N oW o

IN

s —673

IA
—

Ona: Qx)= %Q(l‘,&) + %Q(%&)a

ou
N [ -2
Q) =l - Teel = (-1-3) |7 ) =0,
5
e 16
Q&) = mi[h(&) = T(&@)a] = (1LO) | ° | =+,
5
alors on trouve Q(x) = %
Or, 0 = —oc0 < Qz) = %, et donc, on introduit la coupe d’optimalité de la forme
(2.34),
1 1 . . 1 1 5
0> 57 (h(&1) = T(&)z) + 572 (h(&2) —T(§2)z), on, 6> 1 g1t o
On aura, apres avoir rajouté la variable d’écart s; : —%xl + %%'2 -0+ s = —%, et en

réécrivant la contrainte en fonction des variables hors base, z4 et x5, on aura l’équation
1 21 - _8
5-734'}‘%1‘5—94-81— 5

On introduit cette contrainte au probleme, on obtient le tableau (3.4).
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CiB CéB CéB B B T Z9 T3 T4 Is 0 S1
3 -5 =2 1 4 1 0 0 1 3 0 0
-1 2 1 T2 u 0 1 0 0o -3 0 0
0 0 0 3 s 0 0 1 -4 -1 0 0
0 0 0 51 -3 0 0 0 ; A& - 1
-Z1 =% oy —zy -4 0 0 0 -3 -2 0 0
~Zy=-% cy’ — zy ® o 0 0 5 % 0 0
-z =-% cy - zy’ ¥ 0 0 0 2 2 0 0

39 39 3
p=-2 & — ¢ 0 0 0 2 3 0 0

TAB. 3.4 — Le tableau associé a ’ajout de la coupe 6 > i - %xl + %xg.

On applique le dual du simplexe, on obtient le tableau optimal (3.5).

O{B CéB CéB B rB T T2 T3 T4 xIs 0 S1
3. -5 =2 1 4 1 0 0 1 3 0 0
-1 2 1 T2 3 0 1 0 -2 0 0
0 0 0 3 s 0 0 1 -4 -1 0 0
1 1 1 0 g 0 0 0 -3 - 1 -1
~-z; =34 oy —zy -3 0 0 -3 -2 0 0
-z =-% cy — zy 3 0 0 0 5 & 0 0
—Zy=-4 cy — 7y’ z 0 0 0 2 2 0 0

— _ 39 39 3
p=-2 & — ¢ 2 0 0 0 2 g 0 0

TAB. 3.5 — Le tableau optimal associé a I’ajout de la coupe 6 > i — %xl + %xg.

0 = % = Q(x). Alors = = (%4, 1—51) est la solution de base réalisable optimale dans la region de

faisabilité courante (voir FiG. 3.2). On la note x°.

O_(14 11

x” = (%, %) est la premiere solution efficace qu’on obtient avec une pénalité 60 = % et le vecteur

critere correspondant (24, Zh, Z5) = (—3, 38 17Ty,

On pose (x°Pt, §°Pt) = (x0,0°) et ¢p°Pt = —39,

— On génere la coupe d’Ecker et Song —2x1 — 9 > —% équivalente a —2x4 — %1‘5 + a6 =0
avec g la variable d’écart introduite par la contrainte. On rajoute la contrainte au probléme, on

obtient le tableau (3.6). On pose k = 1 et on passe ’étape 1 pour résoudre le probléeme maitre

I dans §M
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CiB CéB CéB B B I i) I3 Ty Is Te 0 S1
3 -5 -2 2} 4 10 0 12 0 0 0
-1 2 1 T2 u 0o 1 0 0o -2 0 0 0
0 0 0 3 s o o 1 -4 -2 0 0 0
8 1 21
11 1 0 8 o o o -3 -Z o 1 -1
0 0 0 T 0 0 0 0 -2 -3 1 0 0
~-z; =34 -z -3 o 0o o =3 -2 0 0 0
~Zy=-% cy — zy ® 0 0 0 5 % 0 0 0
5 5 5
~Zh=-4 cy — 7y u 0 0 0 2 2 0 0 0
p=-2 &’ — ¢ 2 0 0 0 2 3 0 0 0

TAB. 3.6 — Le tableau augmenté par —2x; — xo9 > —35—9.

Etape 1

On résout le probleme mono-objectif (1;) dans §H. Nous remarquons (d’apres le tableau
(3.6)) que x = (%, %) est la solution optimale du probleme (I7).
La solution z = (1—;, %) = 20, est sur face correspondante & la coupe hyperplane. Et donc,
on doit vérifier s’il existe une aréte efficace incidente a x améliorant le critére principal
¢(x). Pour ce faire, on applique la technique d’Ecker et Kouada. On construit le tableau ¥ et

apres une seule opération pivot, pour avoir une constante non négative, on obtient le tableau T, :

v vy w3z wy  ws
1 11 _5
2 0 4 4 1 4
3 7 3 5
bl e S SR U v

TAB. 3.7 — Le tableau ¥, approprié & x = (%,

En observant T, on voit clairement que ws est une variable non redondante dans X (ws est
une variable hors base) et donc I'incrémentation de la variable hors base x5 conduit & une aréte
efficace incidente & 2° et entraine une amélioration de ¢(x).

Faisant renter x5 dans la base, on aura une nouvelle solution optimale z = (0, 5), donnée par le

tableau (3.8).
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CiB CéB CZ;B B B I xT9 X3 Ty Is Te 0 S1
14 5 5
3 -5 -2 zs u 2 o 0 2 1 0 0 0
-1 2 1 Ta 5 1 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 3 18 6 0 1 2 0 0 0 0
11 1 g 8 z 0 0 50 0o 1 -1
0 0 0 6 4 1 0 0 -1 0 10 0
—Z! =5 cl -z 5 4 0 0 0 0
—Z5 =10 cy — 7y ~10 —7 0 0 -2 0 0 0 0
~Zy=5 cy -z -5 -3 0 0 -1 0 0 0 0
¢=-5 & — ¢ 5 ~1 0 0 1 0 0 0 0
TAB. 3.8 — Le tableau correspondant a la solution z = (0, 5).
— Test da faisabilité de x = (0,5)
Testons la faisabilité des problemes du second niveau engendrés par = = (0, 5),
3 1 2 0 -7
h(&) = T(&)z = - = ;
5 -2 1 5 0
6 10 0 6
h(§2) — T(&)z = - =
1 3 4 5 -19
max —7o}
s.a. —20{+30} <0 i .
le maximum est atteint a
1 2
—0oi+207 <0
ol = (o1,0%) = (0,0).
201507 <0
oi—60? <
o+ of <
max 605 — 1903
s.a. —204+4303 <0 ' o
le maximum est atteint a
1 2
—054205 <0
2 2= o = (03,02) = (0,0).
203—503 <0
o3 —602 <0
oi+ o2 <1
USC_I*B
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a? = 02T = 0, cela implique que la solution optimale obtenue, x = (0,5), engendre des

problemes du second niveau, Q(x, &) et Q(x, &), réalisables.

— Test d’optimalité de x = (0,5)

Pour tester 'optimalité de x = (0,5), on résout le probleme (2.27) pour &; et &o.

max —777%
s.a.  —2mi+3ri <1 le maximum est atteint &
_rl42ml <0 o = (wh,7) = (1,1
2mi—5m3 < 6

1 2

max 673 — 1973

s.a. —27r%+37r% <5 le maximum est atteint a
—mi4272 < 3 w5 = (w3, 73) = (1,0).
2mi—bms < 2

ma—6m3 <1

Ona:Q(z) =1Q(z,&) + 3Q(z, &),

ou
T 1 -7
Q(xvél) =m [h(gl) - T(fl) ] =(-L 9 0 =T,
Q(z, &) = 73 [h(&2) — T(&)x] = (1,0) ol 6,
1
et donc Q(z) = ?3
0 = Q(z) = 2, alors z = (0,5) est une solution optimale avec une pénalité § = 13, on
la note z'.

x! = (0,5) est la deuxiéme solution efficace qu'on obtient avec une pénalité 61 = % et le
vecteur critére correspondant (Zy, Z5, Z5) = (5,10, —5) et ¢(a!) = =5 > ¢P .

On pose (x°Pt, 9oPt) = (x1 01) et ¢°Pt = —5.

— On géneére la coupe d’Ecker et Song sur le critere principal —2x; — o2 > —5, équivalente a
x1 — x4 + 7 = 0 avec x7 une variable d’écart. On rajoute la contrainte au probleme (1) (voir le

tableau (3.9) ), et on résout a nouveau (I;) dans le domaine §M courant (voir la figure (3.3)).
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5. -
45 B
4 ]
>é\‘3.5 B
3 .
25 14| A

¥ 22

|

2_ 1 1 1 1 1 1 1 17
0 0z 0.4 06 0. 1 12 1.4 16

Fi1G. 3.3 — L’ensemble gﬁ, réalisable induit de ’ajout de la coupe —2z1 — x5 > —5

C’{B C’éB C’éB B Tp 1 Ty I3 Ty x5 x X7 0O s1
3 -5 -2 5 4 5 0 0 51 0 o0 0 0
-1 2 1 o 5 1 1 0 10 0 0 0 0
0 0 0 3 18 6 0 1 2 0 0 0 0 0
11 1 0 2 z 0 0 20 0o o0 1 -1
0 0 0 g 4 1 o 0 -10 1 0 0 0
0 0 0 7 0 1 o 0 -10 0 1 0 0
~Zy=-5 cy —zy 5 4 0 1 0 0 0 0
~Z5 =10 cy —zy ~10 —7 o 0 -20 0 0 O0 0
~ZL=5 cy — 7y -5 -3 o 0 -10 0 0 O© 0
=5 & — ¢ 5 -1 0 0 1 0 0 0 0 0

TAB. 3.9 — Le tableau augmenté par —2x; — x5 > —5.
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On obtient la solution optimale z = (%, 1), donnée par le tableau optimal (3.10).

C’{B C’éB C’éB B Tp 1 Ty T3 Ty x5 kg T7 0O s1
3 =5 -2 4 z 1 0 0 1 3 0 -1 0 0
-1 2 1 o 2 0 1 0 0o -2 0 00 0
0 0 0 3 i 0 0 1 0o -2 0 -2 0 0
11 1 4 B 0 0 0 0 —3% 0 -3 1 -1
0 0 0 zg 4 0 0 0 0 0 1 -1 0 0
0 0 0 ) z 1 0 0 o % 0 L 0 0
-Z{ =2 cy -z -2 0 0 0 0 -2 0 -2 0 0
—Zh=-13 cy —zy 3 0 0 0 0 2 0 35 o0 0
—Zy=-3 cy’ -z 3 0 0 0 o ¢ o0 10 0
¢=-5 & — ¢ 5 0 0 0 1 0 0 10 0

TAB. 3.10 — Le tableau correspondant a la solution z = (I, 4).

- Test de faisabilité de x = (I, 1)

Testons la faisabilité des problemes du second niveau engendrés par z = (%, Q),

3 12 z ¥
h(&) = T(&1)z = - 151 = 258 ;
5 -2 1 a B
6 10 ¥ %
h(&2) = T(&2)x = - ] = °
1 3 4 2 —12
max —%O’% + %0%
s.a. —20i{+30} <0

le maximum est atteint &

of = (of,01) = (3. 3)-

—0i{+20% <0
20} —50% <0
oi—60% <0

ol+ o3 <1
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23
max 02 — 1202

s.a.  —203+303 <0 . TN
le maximum est atteint a
1 2
—05+205 <0
o3 = (03,03) = (0,0).
20} —503 <

1 2

J%—l— (7%<1

AT Ih(Er) ~ T(E )] = ( )

1
'3
2
o3 [h(&2) — T(&2) (
11

Cela implique que la solution optimale obtenue, z = (%, %), engendre des problemes du

second niveau, Q(z,&1) et Q(z, &), réalisables.

- Test d’optimalité de x = (%, )
Pour tester I’optimalité (%, %), on résout le probleme (2.27) pour &; et &s.

141, 28 2

max T+ FT

sa.  —2mi4+3r? <1 le maximum est atteint &
—7T%—|—27T%§0 W?:(W%,W%):(0,0).

2mi—5m? <6

mi—6mF <2

23
max 2Brl — 1273

s.0. —2772+37r§ <5 le maximum est atteint a
—ri42n) <3 wf = (rh,73) = (1,0).
2my—5m3 < 2
—673 < 1
_ 14
Q(z, &) = mf [h(&1) — T(&1)z] = (0,0) 285 — 0,
5
23
T 5 16
Q(x,&) = w5 [W(&) — T'(&2)x] = (1,0) . =5
23

on obtient Q(z) = 0
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0=Q(x)= %, alors z = ( %, 1—51) est une solution optimale avec une pénalité 0 = %, on la note
z2.

x2 = (%, %) est la troisitme solution efficace qu’on obtient avec une pénalité 1 = }—g et le
vecteur critére correspondant (Z},Z5,Z%) = (-2, 1?3, g) et ¢p(x?) = —5 = ¢°Pt .

22 est donc sur la coupe hyperplane, on doit alors vérifier & nouveau s’il existe des arétes
efficaces incidentes & z2. On construit le tableau ¥, apres une seule opération pivot, on obtient

le tableau T, suivant

U1 V2 U3 ws  wr
8 9 _4 _2
5 1 5 5 3 0
2 26 1
510 -% -5 -1 1

iy,

(SN

TAB. 3.11 — Le tableau T, associé a la solution efficace 22 = (

)

Le tableau ¥, propose la variable x5 a rentrer dans la base, néanmoins, ceci n’implique pas
'amélioration du criteére principal ¢(z), par conséquent, aucune aréte efficace incidente & z2 ne
correspond a une direction de maximisation de ¢. Par conséquent, on pose k = k+1 = 2, on va

a l'étape 2.

Etape 2

On résout le probleme (I3), on obtient le point z! = (0,5) qui est sur la coupe hyperplane
et on vérifie aisément qu’il n’existe pas une aréte efficace incidente & z! qui améliore le critere

principal ¢. On pose k = Kk + 1 = 3 et on va a l’étape 3.

Etape 3

La résolution du probléme (I3) donne aussi le point 2 = (0, 5).

En conclusion, tout les points optimaux de (I1), (I2) et de (I3) sont sur la face de découpage
¢(x) > —b, et il n’existe pas de solutions efficaces sur la coupe qui ont des arétes efficaces inci-
dentes qui apportent une augmentation en valeur du critére principal ¢(z), par conséquent, on
termine la résolution du probléme (P) avec la solution optimale x°Pt = (0, 5) avec une pénalité
gopt = 13 (7!, 7}, Z}) = (5,—10,—5) le vecteur critere associé et la valeur de la fonction ob-
jectif ¢°Pt = ¢(x!) = —5.
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Conclusion et perspectives

ors du processus de prise de décision, impliquant des modeles de programmation multi-

objectifs, le décideur doit réaliser une analyse de I’ensemble des solutions efficaces du
probleme pour sélectionner les solutions efficaces préférées, et cela s’avere impossible lorsque
cet ensemble est large.

Dans le cas ou les préférences du décideur sont modélisées, explicitement, par une fonction
linéaire, alors le probleme du choix des solutions efficaces peut étre énoncé sous forme d’un
probleme d’optimisation d’une fonction linéaire sur ’ensemble des solutions efficaces. La difficulté
de ces problemes réside dans le fait que ’ensemble des solutions efficaces, est en général non
convexe, le probleme appartient & la classe des probléemes d’optimisation globale (programmation
non convexe).

Une complication additionnelle est superposée au probleme par l'introduction de I'aspect
stochastique, les parametres du probleme sont incertains, modélisables par un vecteur aléatoire,
induisant un probleme d’optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble des solutions efficaces

d’un probleme linéaire stochastique multi-objectifs (MOSLP).

Pour résoudre ce probleme, nous proposons, dans ce travail, une méthode qui integre la
méthode la méthode L-Shaped dans la méthode d’Ecker et Song. Pour convertir le MOSLP
en un probleme multi-objectifs déterministe, on a utilisé le modele de recours a 2-niveaux, sous
I’hypothese que le décideur peut mener des actions correctives une fois un scénario est réalisé.
Cette technique, que nous avons proposé, consiste principalement a déterminer, dans un premier
temps, une solution efficace initiale du probleme (MOSLP) en utilisant la méthode L-Shaped et,
en second lieu, partant d’une solution efficace courante, rechercher une meilleure solution efficace
qui apporte une augmentation en valeur de la fonction linéaire ¢ que 1’on veut maximiser avec la

technique de pivotage d’Ecker et Song (utilisant la technique d’Ecker et Kouada pour identifier
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les solutions efficaces).

Cet algorithme génere un meilleur compromis, en termes des préférences du décideur, par
rapport a toutes les solutions trouvées (sans énumérer toutes les solutions efficaces), en outre,
il donne la valeur du cout optimal correspondant aux pénalités de violation des contraintes
stochastiques.

Des suppositions doivent étre maintenues pour que ’algorithme fonctionne correctement et
puisse étre appliqué :

— disposer de la forme explicite de la structure de préférences du décideur,

— I’ensemble S des solutions réalisables doit étre borné,

— pour une solution obtenue, on doit tester sa faisabilité et évaluer ’espérance de la fonction
de recours en résolvant une série de problemes linéaires qui correspondent aux N scénarios, on
doit donc avoir un nombre raisonnable ou petit de scénarios, comme on I’a déja signalé dans le
chapitre 2, ce nombre croit exponentiellement avec la taille du vecteur aléatoire qui représente
les parametres incertains du probleme.

— 11 est aussi important de noter que 1’algorithme est approprié aux problémes avec un nombre
modéré de fonctions objectif & maximiser (ou & minimiser), du moment qu’a une certaine étape
de recherche d’une meilleure solution efficace, on doit résoudre, dans le pire des cas, tout les
problemes mono-objectifs, par contre, ’espace des décisions envisageables peut étre assez large.
Les coupes de faisabilité et les coupes d’Ecker et Song qu’on applique a chaque itération de

I’algorithme permet d’obtenir la solution optimale aprés un nombre petit d’itérations.

Avant d’appliquer cette technique sur des problemes de décision réels, il est trés important
de I'implémenter avec un programme informatique ce qui permettra de résoudre plusieurs et
différentes instances de cette classe de problemes afin d’évaluer les performances de cet algo-
rithme en termes de convergence (temps d’exécution) et mettre en évidence les suppositions
citées ci-dessus.

Faire une extension de la méthode au cas de problemes linéaires stochastiques multi-objectifs
a variables discreétes et résoudre avec 'introduction des méthodes de coupes (la méthode de Go-
mory) ou bien la méthode de séparation et évaluation (Branch and Bound) dans la méthodologie
est en vue pour ’avenir.

Dans certaines applications, le décideur n’a pas souvent la possibilité de faire recours dans
le futur, apres 'occurrence d’un scénario (I’ensemble K des contraintes induites est vide), dans

ce cas, nous devons faire recours a une autre approche de la programmation stochastique pour
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convertir le probleme stochastique a un probleme déterministe, a savoir le modele CCP. Suppo-
sons qu’on est dans les conditions d’adaptation de cette approche, nous suggérons d’introduire
cette approche, a la place du modele de recours que nous avons utilisé, pour résoudre le probleme
(P).

Dans notre travail, nous avons supposé que les préférences du décideur se sont expliquées
par un critere d’utilité déterministe. Il serait tres intéressant d’étendre notre méthode au cas de
modeles de décision dans l'incertain (préférences dans I'incertain) [CHATEAUNEUF ET AL. 06].
Le modele le plus célebre et le plus simple est le critere d’utilité espérée subjective (S.E.U :
Subjective Expected Utility) dii & Savage [SAVAGE 54], lorsqu’il existe une loi de probabilité

(subjective) P sur les événements et une fonction d’utilité u sur les conséquences.
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