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Notations

N, 'ensemble des entiers naturels (N* désigne les entiers naturels non nuls).

Le mot " entier " (sans précision supplémentaire) désigne un entier naturel non nul.
R, I’ensemble des nombres réels.

C, ’'ensemble des nombres complexes.

|z] désigne l'unique entier k tel que k < x < k+ 1 (la partie entiere de z)

{z} deésigne la partie fractionnaire du réel z.

Y(x) = x — |x] — 1, désigne la premiére fonction de Bernoulli.

m | n signifie m divise n, p® || n signifie p* | n et p*™ { n.

>~ représente une somme étendue a tous les entiers n € [1,x].
n<x

z|| = min (2 +¥(x), L —(x)) représente la distance d’un nombre réel = & son
]l (3 2

entier le plus proche.
e(z) = exp (i27x) .

La fonction zéta de Riemann

w(n), la fonction “nombre de diviseurs premiers distincts de n , définie par

w(n): :ZL

pln

La convolution de deux fonctions arithmétiques :

(f9) (M) =D fd)g(5).

din

f = 0(g) et f < g, notations de Landau et Vinogradov' pour signifier qu’il existe

une constante C' > 0 et un réel xy tel que pour tout x > xg,
[f(@)] < Cglx).

f=0.g) et f <. g, notations de Landau et Vinogradov pour signifier qu’il existe

une fonction bornée C' (€) > 0 et un réel x, tel que pour tout = > o,

[f (@) < C(e) ().

'Pour voir la différence entre les deux symboles voir ([15], préface)



|/ ()]
g ()
18. f(x) < g(z) signifie f < get g < f.

17. f = o(g) signifie que lim =0 quand xr — +o0.




Résumé

Le sujet de cette thése porte sur I'étude de la variation de certaines suites de parties
fractionnaires. Dans le premier chapitre, on rappelle les principales définitions et notations
nécessaires et certains théorémes importants sur les fonctions arithmétiques ainsi que
I'inégalité de van der Corput et ses propriétés. Ces deux notions sont utiles aux chapitres
suivants.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de la variation de certaines suites de
parties fractionnaires. Nous y présentons des résultats avec des démonstrations détaillées.
Ce travail a fait ’objet d’une publication dans la revue “Communications in Mathematics”
[2].

Le troisieme chapitre est consacrée a une application du théoréme principal du deuxieme
chapitre. Nous avons étudié une somme liée & la fonction “nombre de diviseurs premiers
distincts d’un entier et la fonction partie entiere”. Ce travail a fait ’objet d’une publication

dans la revue “Notes on Number Theory and Discrete Mathematics” [11].
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Summary

The subject of this thesis is the study of the variation of certain sequences of fractional
parts. In the first chapter, we will recall the main definitions, necessary notations, some
important theorems on arithmetic functions as well as the van der Corput inequality and
its properties. These two notions are useful in the following chapters.

The second chapter is devoted to the study of the variation of certain sequences of
fractional parts. We present results with detailed demonstrations. This work is the subject
of a publication in the journal “Communications in Mathematics” [2].

In the third chapter, we present an application of the main theorem of the second
chapter. Then, we study a sum involving the number of distinct prime factors function
related to the integer part function. This work is the subject of a publication in the journal
“Notes on Number Theory and Discrete Mathematics” [11].
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Introduction

En théorie analytique des nombres, comme dans toute autre branche des mathéma-
tiques, les avancées proviennent essentiellement de résolutions de problémes posés précé-
demment, parfois méme plusieurs siécles auparavant, par des mathématiciens ayant une
intuition géniale et/ou une grande expérience due & leurs recherches. La comparaison
asymptotique est une méthode qui consiste en ’étude du comportement d’une fonction
au voisinage d’un point (ou a l'infini), en regard du comportement d’une autre fonction
réputée « simple » et « connue », souvent choisie sur une échelle de référence. Cette
échelle comprend en général les fonctions constructibles par somme, produit, élévation
a une puissance réelle, différentiation et intégration de monomes, d’exponentielles et de
logarithmes. Cette méthode est également utilisée en théorie analytique des nombres pour
évaluer finement ’erreur commise lors de la détermination de ’ordre moyen d’une fonc-
tion arithmétique, un exemple célébre étant le théoréme des nombres premiers?. Méme si
les comparaisons asymptotiques sont trés souvent mal connues, et possédent un compor-
tement qui semble irrégulier et sans cohérence, elles sont restées un sujet de prédilection
durant le 20 eme siécle. Les techniques de la branche de la théorie analytique des nombres
se sont rapidement complexifiées, ce qui a fait apparaitre le probléme de rendre comple-
tement explicites des résultats devenus tous a priori asymptotiques. Dans ce cadre, on

évoque un ancien probléme du mathématicien Aurel Wintner?, dans un article de 1946,

2Pour un réel z, le nombre 7 (x) de nombres premiers inférieurs ou égaux a x est équivalent, lorsque
z tend vers +00, au quotient de x par son logarithme népérien. Soit

w(x)N% (z —> +00).

3 Aurel Friedrich Wintner (8 avril 1903, Hongrie-5 janvier 1958 Etats-Unis) était un mathé-
maticien reconnu pour ses recherches en analyse mathématique, théorie des nombres, équations
différentielles et théorie des probabilités. Il était I'un des fondateurs de la théorie probabiliste
des nombres.



Square root estimates of arithmetical sum functions (cf. [24]), ou il considéra la fonction

we =S {0

en raison de son importance primordiale dans le domaine de la comparaison asymptotique,

(x >0),

comme on le voit dans I’exemple suivant :
Si f une fonction arithmétique* & valeurs réelles ou complexes dont la fonction som-

matoire

F(z)=Y f(n) (x>0

n<x

est bornée. La série

est convergente.

On pose g = f x 1, oil x est le produit de convolution®, on a

gn) =Y _fd) (n=12.).

din

En posant

G(z) = g(n)

=> f(n) |z/n]
=Cz—Y F(n)({z/(n+1)} = {x/n}),

n>1

on en déduit 'estimation
|G(z) = Cx| < |Fl[ W(z) (z>0),

ou || F||,, désigne la borne supérieure des modules des sommes F(z) = > f(n) .
n<x

Dans [24], Wintner démontra que

W) =<z2 (z>1).

4Une fonction arithmétique f est une application de N* dans C.
>Voir la définition 1.4, page 14
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Il en résulte que G(z) = Cx+ O <x5> . De plus, ce résultat est optimal au sens ou, quelle

que soit la fonction positive ¢(z), définie pour x > 0 et telle que
d(z) = ofx?) (v — +o00),

il existe une fonction arithmétique f, dont la fonction sommatoire est bornée, et pour
laquelle la relation

G(z) = Cr + O (¢(x))

est fausse. Ce dernier fait découle de la minoration W (z) > 27 et du principe de conden-
sation des singularités ( Théoréme de Banach et Steinhaus®, [4] ).

En outre, Wintner a remarqué que ces résultats se déduisent uniquement de la relation
W(z) =< 2, et non de Dexistence de la limite lim,_, o 2~ */2W (z), probléme qui a été

traité dans [3] par Michel Balazard, ou il a démontré que pour tout = > 0,

W(z) = %g(g/z)ﬁ L0 ().

Le but principal de cette thése est ’étude de la variation de certaines suites de parties

fractionnaires qui a fait ’'objet de I’article [2], et plus précisément les suites de la forme

{ v }_{ i }',ou0<a<b.
n+a n+b

Nous avons démontré le résultat suivant

W(z;a,b) = Z

n=0

W(sza,h) = 2C(8/2) Ve + O (o)

tel que
z>40c (1402 et c=b—a.

Cette thése est composée de trois chapitres.
Le premier chapitre est constitué de deux parties. Dans la premiére partie, nous rappelons
les principales définitions et notations nécessaires et certains théorémes importants sur les
fonctions arithmétiques. Dans la deuxiéme partie, nous présentons d’abord un résultat de
Kusmin, Landau, lié aux sommes exponentielles, puis nous fournissons des versions plus

pratiques que nous pourrons utiliser par la suite. Nous donnons aussi une inégalité tres

6La formulation originelle du théoréme de Banach-Steinhaus est la suivante

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés. Pour qu’'une famille d’applications linéaires continues
de E dans F' soit uniformément bornée sur la boule unité de F, il suffit qu’elle soit simplement bornée

sur une partie non maigre de E.
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utile de van der Corput, qui peut étre considérée comme le point de départ de théorémes
cruciaux fournissant des estimations pour des sommes exponentielles.
Le deuxiéme chapitre est consacré aux résultats obtenus dans l'article [2], ou nous

mettons en évidence les étapes principales ainsi que les calculs effectués pour étudier la

{nia}_{nib}‘ (0<a<b).

Nous commencons par la décomposition de la somme W (z; a;b) en somme partielles W,

fonction

W(z;a,b) = Z

n=>0

ensuite nous estimons les contributions a W des sommes W; afin de donner une estimation
de la somme W (z;a;b), en adoptant la méthode de van der Corput.

Cette fonction est une généralisation de la fonction W (z;1,2) et elle joue un role auxi-
liaire dans l'article [24] de Wintner. Il y démontra l'ordre de grandeur W (x;1,2) < /x
(pour x > 1), et en déduisit 'optimalité de 1'estimation O (y/x) pour le terme d’erreur de
formules asymptotiques pour certaines moyennes arithmétiques. L’estimation de Wintner

[24] a été précisée par M. Balazard dans [3] : on a
2
W(w;1,2) = 2¢(3/2)Va+ 0 (a*7) (v >0),

ou ¢ désigne la fonction zéta de Riemann (cf.[3]).
Le troisieme chapitre est une application du théoreme B déja cité et démontré au
chapitre 2. Nous y montrons le résultat suivant :
Ty _ 1/2
Z w(|=])=Cz+ 0O (z"*logx) ,

n
n<zx

avec
C~0,5918... et x> 1.




Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est composé de deux parties, la premiére partie contient les définitions
principales, des notations et quelques théorémes fondamentaux sur les fonctions arith-
métiques. Dans la deuxiéme partie, nous rappelons des résultats dus & van der Corput
qui fournissent des estimations pour des sommes exponentielles. Toutes ces notions se-
ront utiles dans les chapitres suivants. Les références utilisées sont les suivantes : [1], [5],
6], [16], [20], [21], [22], 23].

1.1 Sur les fonctions arithmétiques

Il y a deux types de fonctions arithmétiques, les fonctions arithmétiques additives et les
fonctions arithmétiques multiplicatives. Dans cette partie, on donne quelques propriétés

de ces fonctions et on introduit les outils nécessaires pour les chapitres qui suivent.

Définition 1.1 Une fonction arithmétique est une application de N* dans C. On désigne

par A l’ensemble des fonctions arithmétiques.

Exemple 1.1 Nous énumérons les principales fonctions arithmétiques que le lecteur peut

rencontrer dans ses études en théorie analytique des nombres.

1. La fonction indicatrice 6 définie par § (n) = L SZ, n =1
0, stn>2.

2. La fonction constante 1 définie par 1 (n) = 1.

3. La fonction w définie par w (1) = 0, et pour tout n > 2, w (n) est le nombre de facteurs

premiers distincts de n.

4. La fonction Q définie par Q (1) = 0 et pour tout n > 2, par

Q(n):Za.

p*||n

12
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5. La fonction de Mdébius p définie par p (1) =1, et pour tout n > 2,

0, st n est divisible par un carré parfait
p(n) = wln) .
(=" sinon.
6. La fonction de Liouville A définie par \ (n) = (—1)%™.
7. La fonction des diviseurs de Piltz dj, définie par dy = 1, et pour tout n > 1,

dy(n) =d(n) =Y 1etdg(n) = dp(d), (k>2).
djn djn

Définition 1.2 On dit qu’une fonction arithmétique f est multiplicative si f(1) = 1 et
f(nm) = f(n)f(m) lorsque (n,m) = 1. On désigne par M l’ensemble des fonctions
multiplicatives.

Une fonction arithmétique f est dite complétement multiplicative si f(1) =1 et f(nm) =
f(n)f(m) pour tous entiers n et m.

Une fonction arithmétique [ est dite fortement multiplicative si f est multiplicative et si

f(p*) = f(p), quels que soient p premier et k entier > 1.
Exemple 1.2 Les fonctions d, X et p sont multiplicatives.

Remarque 1.1 Si f est une fonction multiplicative, alors pour tout entier n = H P,

p*||n
on a

fn) =TI £
p%|n
Proposition 1.1 Si f et g sont deux fonctions arithmétiques multiplicatives, alors il en

est de méme pour les fonctions fg et i, (g#0).
g

Définition 1.3 Une fonction arithmétique f est dite additive si, pour tous entiers positifs

m et n tel que (m,n) =1, on a

f(mn) = f(m)+ f(n).

La fonction f est complétement (strictement) additive si la condition f(mn) = f(m)+f(n)
est vérifiée pour tous les entiers positifs m et n.
La fonction f est dite fortement additive si f est additive et si f(p¥) = f(p), quels que

soient p premier et k entier > 1.
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Exemple 1.3 les fonctions w et ) sont additives, la premiére est fortement additive, la

seconde est complétement additive.

Définition 1.4 Soient f et g deux fonctions arithmétiques. Le produit de convolution de

f et g est la fonction f *x g définie par

(fxg)m) =D f(d)g (%)

dln
Remarque 1.2 Toute fonction arithmétique f vérifie I’égalité suivante :
Vn e N* (fx0)(n) = f(n),
ol § est la fonction indicatrice.

Proposition 1.2 Soient f, g et h trois fonctions arithmétiques. Les propriétés suivantes

sont vraies

1) fxg=gxf, 2) (fxg)xh=fx(g*h), 3) f+(g+h)=(fxg)+(f*h).

Preuve. Soit n € N*. Pour la premiére assertion, on a
amwm:;ﬂmeﬁ=%f@ﬁw=%¥wﬂﬁzwwww

Pour I’assertion 2), on a par définition

((F9)xh) () = 3_(F * ) (@Dh ()
din
et comme
S ra)dn (5) = 2 () (@h(m) et (f g)(d) = 3 F(R)g(0),
d|n dm=n kl=d

alors on obtient

(fxg)xh)(n) = Y > f(k)g)h(m)

= > fk)gDh(m)
= Y FR) D gh()
- %;f%ﬂg*m<g>

= (fx(gxh))(n).
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De méme, on montre la distributivité par rapport a ’addition. En effet, on a

el =35 (3 (g) + 1 (3))

et comme la somme est finie on a

(f * (g +h)(n)

S @y (5)+ > r@n(5)

dn

= (fxg)(n)+ (f+h)(n).

1.2 Formule sommatoire

Définition 1.5 Soit f une fonction arithmétique, et soit x > 1. La fonction F(x) définie

par F(x Z f(n) est dite fonction sommatoire de f.
n<x
Exemples

1. La fonction 7(z) : Pour tout x > 0, on désigne par 7(z) le nombre de nombres

premiers inférieurs ou égaux a x

m(x) = card{p, tel que p premier et p < x}

- 2{:1

p<z
avec m(z) =0 pour 0 < x < 2.

2. La fonction |z| : Pour tout € R, on définit la fonction partie entiére de z par

= Z 1, tel que n entier et n < x.

n<x

Proposition 1.3 ([6]) Soient x > 1 un nombre réel et f, g deuz fonctions arithmétiques.
Alors

S (g = D@ (%)

n<wz n<z dn
= dZ; f(d) ; g (%)
- djn

=Y f(d) g

d<z 9<%
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Remarque 1.3 Soit f une fonction arithmétique et soit x >y, on pose f = g« 1, alors

par la proposition précédente on a

Yoo f) = DY g@ Y1

r<n<z+y d<z+y %<q§§%£
. S
- (] )
d<z+y

S b ol PCT( S 1)

d<y  y<d<z+y
=2t
1 2

Dans [7] et [8], O. Bordellés a montré que si f est une fonction arithmétique multiplicative
vérifiant :

0< f(n) <1, pour tout n € N*

et

f (p) =1, pour tout nombre premier p,

alors pour tout € > 0 et x,y > 2 deux nombres reéls tel que 2% <y < x, on a

Y =yP(f)+0 (zﬁ)
et

>.=0 (fcé“Hﬁ) :

2

ol

P (f) ::H(l-%) <1+gf](5)

p

) |

Théoréme 1.1 Soit z > 0 un nombre réel quelconque, a € N et soient f : [a,x] — C et

g€ C'a,x]. On a

S ) =g@) S Fn) - / g ( ) f(n)) dt. (L1)

as<n<zT as<n<zc a as<n<t

1.3 Sommation partielle

Preuve. Pour tout entier n € [a, ], et tout nombre réel ¢ € [a, x|, on pose

1, (1) = 1, sin<t
" 0, sinon.



Nous obtenons N .
[ 1wg = [ god=g@-gm),

et donc en multipliant par f(n) on trouve

En additionnant pour n € {a, ..., |[z]}, on obtient
Y. fmgn)=g(z) Y f(n) —/ g (t) ( > L (t)f(n)) dt.

On remarque facilement que

MLm= Y fn).

as<n<z as<n<t

Théoréme 1.2 Pourxz >1 on a

1
Z —:lnx—i-’y—i-(?(x’l),
n
0<n<lz
ol = (1}

1

Preuve. On applique la formule (1.1) avec f (n) =1 et g (t) = 1/t.
On a alors Y f(n) = >, 1= [t] et on écrit

> = Y rmem)
= > smgte) - [ (Z f(n)> (o).
donc
Z% = %4‘ x%dt
airahl Al M-

+o00
= 1nx+'y+/ %dt,
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et I'inégalités 0 < {t} < 1 donne
+00 {t} +00 dt 1
0 < /i 7§—dt<:j£ ¥§1: 5.

2

0<n<zx

D’ou

S|

zlnx—i—”y—i—(’)(:fl).

Exemple 1.4 Puisque d = 1 % 1, en utilisant la proposition 1.3 et le fail que |z] =

x — {z}, nous obtenons

D dm =3 > 1= > 1= 1

n<z n<z dln n<x dg=n dg<x

donc

dodn) = D D 1+ > > 1->Y 1) 1

n<e 1Sd<Vza<§  1<qSvEd<i  g<vE d<vE
X T 2
- > 5+ 2 [5]-wa
1<d<y/= 1<q<y/=

2% G
1<d<\z
> %l—z > {5} -e+ro(va).

1<d< /7 1<d<z

1
et par le théoréme 1.2, on a Z o= Inyz+~v+0 (\%), alors
1<d<yz

S dm) =clz+(2y-Da+-2 Y ({Q—%) +0(Va).

n<z 1<d</z

U

1.4 Sur une inégalité de van der Corput

1.4.1 La fonction ¢ (définition et propriétés)

Définition 1.6 (La fonction "sawtooth" ) Pour tout x € R, on pose

1

Y@)=a—la] - 5 ={a} - 5,
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ot {x} = x—|x]| désigne la partie fractionnaire du nombre réel x, et | x| sa partie entiére.

{-’-__f\' P e z,__r"'-' o -
o~ ~ ’
1 1 i = 1 1 4 1 1
1 1 = 1 1 ™ 1 1
i - f -
-2 5 1 I £} g 1 - 2 2 ¥ 1
- -
v L} b L w -

Théoréme 1.3 Pour tout x € R, on a
1. La fonction v est périodique de période égale a 1.

2. Pour deux réels x et y, on a

PE+y) -y <v@) <P —y) +ysiy >0 (1.2)

3. Le développement en série de Fourier de la fonction 1 est donné par
+oo

)= - Ly ST gy (1.3)

v n
n=1

La série converge uniformément dans tout intervalle fermé ne contenant aucun entier.

Preuve. 1. On note que, pour tout z € R, il existe un unique nombre entier n vérifiant
n<z<n+1l(n=|z|)etlona{z} =2—n=g(x). La fonction g est périodique de

période 1 car
gx+k)=oc+k—|z+kl=c+k—|z|-k=gx) (ke€Z).
Ceci implique que, Vk € Z

p(r+k)=g(@+k) -5 =g) -
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Donc la plus petite valeur positive T' qui vérifie ¢ (x + T') = ¢ ()
est T' =1 qui représente la période de .

2. La fonction v est périodique de période 1, on a alors

W(x) =ap+ Z {a, cos (2nmx) + b, sin (2nmx)},

n=1
ou
1
ap = / Y(x)dr =0
- 1 1
a, = 2/ () cos (2nmz) de = 2/ <x - 5) cos (2nmz) dx =0
0 0
1 1 1 1
b, = 2/ Y(x)sin (2nmz) de = / <x - —) sin (2nmx) de = ——.
0 0 2 nmw
Donc
B _lzsm (2mnx) (z €R).
77- :
La série

Z n (2mnx)

est convergente sur tout R, nulle pour tout x € Z et uniformément convergente dans tout
intervalle [a,b] (a < b) tel que [a,b|NZ =& .

3. Pour tout x € R, on a
—|lz] < —|x—y] et —|x+y] < —|z] siy est un réel positif.

D’ou

Y(x)<vx—y)+tyet Plx+y) —y < (x)siy>0.

La fonction ¢(z) = = — |z| — % apparait dans la plupart des problémes de la théorie
analytique des nombres. La raison est trés simple : lorsque nous étudions les ordres moyens
des fonctions arithmétiques classiques, les sommations sont souvent prises sur des sous-
ensembles de ’ensemble des diviseurs d’un entier n, et lors de I’échange de l'ordre des
sommations, des parties entiéres et la fonction v apparaissent. Par conséquent, cette
fonction a suscité l'intérét de nombreux chercheurs en mathématiques. Par exemple, a

partir de 1922, van der Corput [21] apporta une contribution importante a la théorie
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des sommes d’exponentielles, il a pu étudier les sommes de type > ¥(f(n)), lorsque la
a<n<b
fonction f vérifie la condition suivante :

() { f(u) est réelle et deux fois dérivable dans l'intervalle a < u < b, (a+ 1 < b),

la dérivée seconde étant monotone, toujours positive ou toujours négative.

L’un des résultats les plus importants de van der Corput [21], est I'estimation suivante

Ewam»«/ﬂmm“w+ L
. NIEOINIEC

a<n<b

1.4.2 Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

Théoréme 1.4 Pour deur nombres réels a et b, tels que 0 < a < b et toute fonction

fecC(a,b] - C), ona
/fﬁ ﬂ)¢@MH/MWWﬁ (1.4)

Preuve. On pose m = |a], k = |b]. Pour deux entiers n et n — 1 de l'intervalle [a, ],

a<n<b

/LL”f< ”—1/1f =(n=1)(f(n)— f(n—1))
/_1 lt] f/()dt =[nf(n)—(n—1)f(n—1)]— f(n).

En sommant sur les entiers n de m + 1 jusqu’a k, on obtient

/Ltjf Z (n—1)f(n—1)] Zf

a<n<b
=kf(k) —mf(m)— > f(n)

a<n<b

De la derniere égalité vient

> s —mftm) = [ (2] 7oyt

=kﬂ®—mﬂ®—/lﬂf@ﬁ

Par intégration par parties, nous obtenons

b b
[ st =)~ af@) - [ rwar
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Il en résulte

>, f(n)Z/ f(t)dt+(b—k)f(b)—(a—m)f(a)—/ (t = t]) f'()t,

a<n<b

d’ou la formule annoncée.

Proposition 1.4 (Kusmin-Landau) Soit

- Un intervalle I de R

- Une fonction réelle f, définie et continiment dérivable sur I, sa dérivée [’ étant mo-
notone et vérifiant 0 < A < |f'(t)] < 1/2, ou A est un réel fizé.

Alors,

D e(f(n) <A (1.5)

nel

Preuve. Puisque

nel nel

on peut supposer que f’ est une fonction strictement croissante. Les hypothéses impliquent

qu’il existe des nombres entiers k tels que
E+XA<fln)<k+1-X\

On a

nel nel

alors, on peut supposer que

On définit une fonction g(n), ou
g(n) = f(n+1) = f(n).
D’aprés le théoréme de la valeur moyenne!, il existe un réel x,,, vérifiant
n<a, <n+1letg(n)=f(x,).

Par conséquent g est une fonction croissante et A < g(n) < 1 — A. Notons que

e(f(n)) —e(f(n+1))
1 —e(g(n))

'Pour toute fonction f & valeurs réelles, définie et continue sur un segment [a, b], avec a < b, il existe

e(f(n)) = = [e(f(n)) —e(f(n+ 1)) Cn,

un réel ¢ compris entre a et b (a et b étant exclus) vérifiant : f(c) = ;- fab ft)dt.
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C, = % (14 icot(mg(n))) .
Ainsi,
> elfn) = ) e(f(n)) —e(f(n+1))] Cn +e(f(b))
nel n=a+1
b—1

= e(f(n)) (Cn = Cua) +e(f(a+1))Caga + e (f(0) (1 = Coa) -

Il en résulte que

b—1
1
> e(f(n) <3 > Jeotmg(n — 1) = cot mg(n)| + |Casr| + |1 = Chi] .
nel n=a-+2

Puisque cot (rg(n)) est une fonction décroissante, en négligeant les valeurs absolues ap-
paraissant dans la somme de droite de la derniére inégalité, la somme restante est téles-

copique, donc

> elf(n)

nel

1
< 5 (cotmg(a+1) = cotmg(h— 1)) + |Coga| + |1 = Cya

En utilisant le fait que |cot 72| < ||z||”", nous terminons la preuve du théoréme.

Pour majorer une somme du type

v (f(n),

nel

il est utile d’avoir une majoration de 1 par une somme finie, au lieu de la série infinie

(1.3) . La proposition suivante fournit une telle majoration.

Proposition 1.5 Soit J > 1. Il existe des coefficients v; , 1 < |j| < J, tels que

+ Z vje%ijt, (1.6)

1<ljl<J

~l =

Y(t) <

1
avec v; K ';'

Cette proposition se déduit d’un théoréme de Vaaler, dont on peut trouver la démons-
tration dans [20].
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1.4.3 Intégrales trigonométriques

Lemme 1.1 Soit f une fonction réelle définie et continiment dérivable sur l’intervalle

la,b], sa dérivée f" étant monotone et vérifiant |f'(t)] < ¥ < 1, ou ¥ est un réel fixé.

Alors,

> e / 2O dt + Oy(1). (1.7)
a<n<b

Preuve. Si b — a < 1, le résultat est trivial.

On suppose que b — a > 1. Alors, d’apres la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin, on

obtient

Z e2mf / 2mif( t)dt+27'('2/ w 2mf(t dt—FO( ) (18)

a<n<b

Dans le deuxiéme membre de (1.8), en utilisant la formule (1.3), nous obtenons

/ V() f () Oar = —24 Z / f'(t) sin (2mot) 2Ot
_ Z_ / fl(t)e%ri(f(t)fvt)dt.
—00 v a

v#£0

J'(#)
frt) —w
moyenne? pour les parties réelle et imaginaire dans la derniére intégrale et on trouve

f(a) 0 20/ (1 - 1)
Fi(a)— v f'<b>—v‘<<ﬁ v

Puisque la fonction est monotone, on peut utiliser la deuxiéme formule de la

’ f,<t) / v 2mi(f(t)—vt)
/(; f/<t> —v (f ( ) ) dt <y

Ainsi,
V=00

1
ori / V) f ()0t <« Z =<y 1,

et l'insertion du dernier résultat dans (1.8) termine la démonstration de l'inégalité du

lemme 1.1.

Lemme 1.2 Soit f une fonction réelle définie et deux fois contindment dérivable sur
Uintervalle [a,b] , telle que | f"(t)| = Ao > 0. Alors,

b
. 1
/ O « S (1.9)

2Soient f, g deux fonctions continues de [a, b] dans R, avec f positive et décroissante. Alors :

EICEabff a) [7g(t)
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1
Preuve. Si b — a < ——, le résultat est trivial. Nous supposons donc que b — a >

1
Vg Vs
Supposons que f”(t) = Ay > 0, alors f’ est strictement croissante. Par conséquent, on
peut diviser 'intervalle [a,b] en un ou deux intervalles, sur lesquels la fonction f’ est de

signe constant. Supposons d’abord que pour tout ¢ € Ja,b[, f'(t) >0

TV it 1
it g « 1.10
/ = (1.10)

Ainsi,

et d’apres la deuxiéme formule de la moyenne

b
- 1
27r2f(t)dt <
e )
/a+1/\/x2 flla+1/vA)

Il existe un réel c ot a < ¢ < a + 1/4/Ag, tel que

f'la+1/vV) — f'(a)
a+1/vA—a

Flla+1/v20) = f(a) + Ve = Vo,

= f”(C) 2 )\27

par conséquent

d’ou

b

. 1

IOt <« ——. (1.11)
/a+1/\/E VA2

La conjonction de (1.10) et (1.11) fournit (1.9).

La démonstration dans le cas ou f'(t) < 0 est similaire. Si f’(f) change de signe en
€ [a,b], on applique la majoration qui vient d’étre démontrée a chacun des inter-

valles |a, ¢ et |¢,b]. Enfin si f”(t) < —A\y < 0, on applique le résultat précédent a —f.

Lemme 1.3 Soit f une fonction réelle définie et deux fois continiment dérivable sur

la,b], telle que |f"(t)] = Ay > 0. Alors,

2mif(n) 1f'(b) = f'(a)| +1
a;be < I : (1.12)

Preuve. Si Ay > 1, le résultat est trivial, puisque

Z e27r7lf(n) <<(b—a)\/)\_2

a<n<b
/ |f” (1)] dt
If’

T'
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Supposons maintenant que Ay < 1 et f”(¢ o > 0. Soit [a, f] un sous-intervalle de

) = A
[a,b], tel que, pour ¢ € [, 5], on ait h — 1/2 < f/(t) < h+1/2, ou h est un entier. Alors
d’apres (1.7) et (1.9), on en déduit que

Z 627rif(n): Z 6271'1‘(f(n)—hn)

a<n<f a<n<p
B
:/ 27m(f —ht) dt+0( )

1
L —=.
VA2
La division de I'intervalle [a,b] en au plus |f'(b) — f'(a)| + 1 intervalles,

ou f'(t) — 1/2 varie entre deux entiers consécutifs, nous donne

: |f/(b) = f'(a)| +1
S et
¢ < Vs '

a<n<b

Lemme 1.4 Soit f une fonction réelle définie et deux fois contindiment dérivable sur
[a,b], telle que |f"(t)] = Ay > 0. Alors

S i) < LU )v/?» D (113

Preuve. Par la formule (1.12), on a

2mij f(n —
> eI < f(b a)| \/ — (j=12..)
a<n<b j)\
En utilisant une formule trigonométrique de Vaaler (Proposition 1.5) i.e

+ Z 2mjt0uj>1,y ><<‘ij
1<lil<d

)
nous obtenons donc

> w(f(n) < b—Ta+ ST Y e

a<n<b 1<5<J a<n<b
b—a -—1( / J 1 )
<=5 * b) — f'(a)| (] + —=
7 X (e - el

b—a , , J 1
<<T+|f(b)—f(@)| /\—2+\/—/\—2
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Par ailleurs, on a

b
£ - @l = [ 1 Old > 0o

S G(fm) < 1FB) - f(a) (%q/?)w%_

a<n<b

Ainsi,

Pour finir la démonstration, il suffit de choisir J = A\, 13

1.4.4 Une inégalité de van der Corput

Théoréme 1.5 Soit f une fonction réelle définie et deux fois continiment dérivable sur

la,b]. On suppose f" monotone et de signe constant sur |a,b]. Alors

S () < /blf”(t)|1/3dt+ L,
: NIEOIRRVIET

a<n<b

ol

b(x) =A{z} —1/2.

Preuve. Supposons que |f”| est une fonction croissante. On divise l'intervalle ]a,b] en

sous-intervalles |t,, t,.1] (v =0,1,.... N — 1) et |ty,b], tels que, tg = a, et

2' (@) < 1O <27 (@) < /()]

Sit, <t <ty et

N = | el O]~ gl
log 2

on a d’apres (1.13),

S ere) = % e+ Y w(m)

a<n<b v—Otv<n<%+1 tny<n<b

N (tora [, 1) - -
<K 3 2
% 2“f” Dl Y f” |§ ;W" |
N 1

v H % %+1 N H *% N 1
< 2|f )| dt+ (2" |f"(a |f ) dt + — |

@)
<< // 3 dt+
/ 7t |f”< Il
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La démonstration dans le cas ou |f”| est une fonction décroissante est similaire et on
1

obtient ————.

[7(b)]

Nous donnons comme exemple le probléme des diviseurs de Dirichlet?, ce qui revient

Z Y <%) , (h entier) .

1<h</T

Nous décomposons cette somme en deux sommes partielles

S ow(3) et S w(3). (hentien),

A la somme

INASZ Ya<hsva
Puisque [¢)] < 3, ona | Y (%)‘ < 3¢/x. Pour un z suffisamment grand ¢z + 1 <
INASZ

Vx, de sorte que la relation (C") (paragraphe 1.4.1 page 21) est remplie pour a = /z, b =

Vret f(u) = £. La valeur de la deuxiéme somme partielle est donc plus petite que

=) du
3/ 2z
o)
1
— L aymioge + Lyme L
G Vxloga \/5\/5 7

de sorte que l'erreur dans le probléme des diviseurs ne surpasse pas, en effet, I'ordre de la
fonction &/ log .

Théoréme 1.6 Soit f une fonction réelle définie et continiment dérivable sur I, sa

dérivée [’ étant monotone et vérifiant 0 < X\ < |f'(t)] < 1/2, o X est un réel fixé. Alors,

S (1 <<N/\+§ (1.14)

nel

Preuve. En utilisant la formule trigonométrique de Vaaler, nous obtenons

S« 3 LS el

nel 1<j<J nel

Puisque la fonction jf’ (1 < j < J) est monotone et vérifie 0 < jA < |7 f'(t)| < j/2, on

utilise la formule (1.5), et on a donc

Z e2miif(n) o (j)\)—l

nel

*Voir exemple 1.4: 35 d(n) =z (logz +2y—1) =23, . ¢ (&) +0(V/x)
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D’ou
N 1
S vt <o Y L
nel 1<]<J

N
RIS
<<J—|—

Pour finir la démonstration, il suffit de choisir J = A~

Théoréme 1.7 Soit f une fonction réelle définie et deux fois continiment dérivable sur
Uintervalle I = [a,b], telle que aX = |f"(t)| = X > 0. Alors,

D W (f(n)) <a NAVZ 4 X712, (1.15)

nel

Preuve. Par la formule (1.12), on a

S e < (b !\f+— (=12..).

a<n<b

En utilisant une formule trigonométrique de Vaaler i.e

Y

—+ Z )2t ot J =1, () )<<‘j_l

1<jl<g

<

nous obtenons

> W(fn) < Z)—Ta+ ST YD e

a<n<b 1<5<J a<n<b

< b—Ta+ Z it (!f'(b) — f'(a)l \/,\ZQJFﬁ)

1<

b—a , , J 1
<— (b)—f(a)|\/)\:2+\/—A—2-

b
£ — f(a)] = / POl dt > (b—a) A

Par ailleurs, on a

Ainsi,

> w(fm) < If () - f’<a>\<%+ §)+

a<n<b

Sl

Il existe un réel c ot a < ¢ < b, tel que

W:\f”(c)lgak (b—a< NeNY,
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D P(f(n) <a NA <ﬁ + \&) o5

a<n<b

Pour finir la démonstration, il suffit de choisir J = A\, 13,
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Chapitre 2

Sur la variation de certaines suites

de parties fractionnaires

Soit la fonction

)

W(x;a,b):nzﬂ)‘{nia} a {nib}

pour x >0et b>a > 0.

Les différences de parties fractionnaires, pour x > 0 et b > a > 0.

{nia}_{nib} (n=0,1,2,...)

sont les termes d’une série absolument convergente puisque pour n > x—a, cette différence

vaut cz/(n + a)(n 4+ b), avec

c=b-—a,

notation que nous conserverons dans tout ce chapitre. On peut donc considérer la norme
au sens /! de la quantité W (z;a,b).

La somme W(x;1,2) joue un role auxiliaire dans l’article [24] de Wintner. Il y dé-
montra l'ordre de grandeur W (x;1,2) < /z (pour z > 1), et en déduisit 'optimalité
de estimation O (y/x) pour le terme d’erreur des formules asymptotiques pour certaines
moyennes arithmétiques. L’estimation de Wintner a été précisée par M.Balazard dans [3] :

on a

W(x:1,2) = gg (3/2) Vi + 0 (22 (¢>0), (2.1)

ou ¢ désigne la fonction zéta de Riemann (cf.[3]).

Dans ce chapitre nous avons pour but la généralisation de (2.1) a la somme W (z;a,b).

31
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Afin d’énoncer notre premier résultat, il nous faut introduire les quantités

Ro(zia.b) == > ¥ ({a/k—a} = {a/k—b}) (2.2)

1<k<K(z/c)

Ri(xia,b) =Y (Kc/x — j) ({a/k —a} — {z/k —b}) (j €N, (2.3)

k
ou, pour t > 0 et j € N, nous notons
e K (t) le plus grand nombre entier k tel que k(k + 1) < ¢;
k

e I{;(t) le plus grand nombre entier k > j tel que (k — j) k < jt (en particulier, Ky(t)=0).

Enfin, nous posons, pour J réel et positif,

R(J,zia,b) = Y Rj(xia,b).

0<j<J

Observons que, pour c entier, en particulier si @ = 1 et b = 2, les quantités R;(z;a,b)
sont nulles; elles ne jouent donc aucun role dans 1'étude effectuée dans [3]. Le premier

résultat suivant est une généralisation de (2.1).

Théoréme A Pour x > 40¢ 3 (1+b)*, on a
2
W(z;a,b) = }C (3/2) Vex + R (J,x;a,b) + O ((1 +b)*° cl/5x2/5> ,

o J = A5 (14 b)Y 215,

La somme R (J,z;a,b) peut étre estimée grace aux résultats classiques de van der

Corput, obtenus grace a 'utilisation de sommes trigonométriques. Nous avons donc,

Théoréme B Pour z > 40c¢= (1+b)*"*, on a

W(z:a,b) = %g (3/2) vz + O (/924/9) .

Le plan de cette étude est le suivant : au paragraphe 2.1, nous décomposons W (z;a, b) en

somme de quantités W;(x; a,b), regroupant les entiers n tels que

lz/(n+a)| = |z/(n+b)] =5 (eN),

et nous donnons des expressions de W;(z;a,b) ( formules (2.8) au §2.1.2, et (2.21) au

§2.1.9. Au §2.1, nous donnons des estimations des quantités W;(z;a, b), faisant intervenir
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les sommes R;(x;a,b) définies par (2.2) et (2.3) ci-dessus. Nous en déduisons le Théoréme
A au §2.3. Enfin, au §2.4, nous utilisons quelques éléments de la théorie de van der
Corput fournis au premier chapitre pour estimer les quantités R;(z; a, b). Cela nous permet

d’obtenir le Théoréme B.

2.1 Décomposition de la somme W(zx;a,b)

Comme z, a et b sont fixés dans ce paragraphe et les paragraphes §2.2 et §2.3, nous
allégeons la notation en écrivant simplement W au lieu de W (x; a,b), et nous adopterons
la méme convention pour les quantités et ensembles, dépendant de x, a et b, intervenant
dans la démonstration. Les lettres j, k, h,n désigneront toujours des variables entiéres

positives ou nulles.

2.1.1 Les sommes W;
En utilisant la notation d’Iverson ([P] = 1 si la propriété P est vraie, [P] = 0 sinon),

posons, pour j € N,

W= llz/(n+a)] = /(n+b)] = j].{a/ (n +a)} = {z/(n + b},

n=>0

de sorte que

w=> "W

jEN
Nous allons évaluer W, en suivant la méthode adoptée dans [3].

Pour commencer, les relations

k=lz/(n+a)]
et
h= e/ (n+b))

entrainent 0 < h < k < z/a et équivalent a

z/(n+a)<k+1
n -+

/
J(n+b) <h+1,

NN
8

k
h

autrement dit

xz X X x
_ — < 1 — - . .
max (k‘ 1 a, A 1 b> <n < min (k a, h b) (2 4)
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(avec la convention /0 = 00).
Nous désignons par I(h, k) 'intervalle des valeurs de n défini par 'encadrement (2.4) ,

c’est-a-dire
I(h,k)=N"Nn]z/(k+1) —a,x/k—a]N]z/(h+1) —b,x/h —1].

La collection des I(h, k) non vides constitue une partition de N.

Notons que, pour n € I(h, k), on a
{z/(n+a)} —{z/(n+b)} =cx/(n+a)(n+b)—k+h,
ol nous rappelons que ¢ désigne la différence b — a. En particulier,
0<k—h<y+1,

ou l'on a posé y = cx/ab.

La somme W; est donc nulle si j > y + 1. Posons
W(hk)= > lex/(n+a)(n+b)—k+h|
nel(h,k)

et,pour e Ntelque 0 < j<y+1,

Ej:{(h,k)€N2:0<h k< /a k—h=j}

Nous aurons

= Y W(hk)

(h,k)EE,

= D> > la/(nta)n+b) -l

j<k<z/anecl(k—jk)

Nous allons établir une expression de la somme W, en commencant par le cas j = 0.

2.1.2 Expression de W,

Nous avons
Eo={(k,k), k€N, 0<k <z/a}.
L’intervalle I(k, k) de N est défini par I'encadrement

x
E+1

8

—a<n<——b (2.6)

=



35

Il est vide si k (k+ 1) > x/c. Pour t > 0, désignons par K (t) le plus grand nombre
entier k tel que k (k + 1) < t, et observons simplement, pour l'instant, que K (t) < v/%.

Posons également

F(t)=) _1/(n+a)(n+b), (t>0) (2.7)

et, par convention,
F(c0)=0
Fit)=F(07) =) 1/(n+a)(n+b) (t<0).

Pour z > a?/c, en notant K = K(z/c), on aura, K < v/x/c < z/a, donc

Wo= Y W(kk)

0<k<K

= Z Z cx/(n+a)(n+0b)

0<k<K z/(k+1)—a<n<z/k—b
=cr Yy (F(z/(k+1)—a)—F(z/k—Db))
0<k<K

=cxF(z/(K+1)—a)+cz Z (F (x/k—a)— F(z/k—D0)). (2.8)

1<E<K

2.1.3 Décomposition de I’ensemble E;

Nous supposons maintenant j > 1. Toujours en adaptant la démarche suivie dans [3], nous
allons décomposer ’ensemble E; défini par (2.5) en une partition de trois sous-ensembles
sur lesquels I'encadrement (2.4) s’exprimera sans recours aux fonctions max et min.

Sik>hZ>0etx >0, 'inégalité

x x
Z_a<Z b
EOSh
équivaut a
kh </
g, ST/
En particulier, on a les implications
x x x x
—a < —b=—-——a<--b
Ft1 W+ 1 E S h
et
’ > b= > b
k h E+1 h+1
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Nous considérons donc les trois parties suivantes de E; ( la définition de chaque Ej; est

suivie par la forme que prend I’encadrement (2.4) lorsque (k — j,k) € E;; :

Ep={(k—jk):j<k<az/a, (k—j+1)(k+1)<jr/c}

x x

—b < - - 2.
F—j41 oS (2.9)

Eia= (k= j k) : j <k <afa, (k= )k > jojc}
x x

_ < — — :

1 a<n\k_j b (2.10)
Ejs={(k—j.k):j<k<wz/a, (k=j)k<jz/c <(k—j+1)(k+1)}

v —a<n§z—a. (2.11)

+
Celles des trois parties £;; (1 < i< 3) qui sont non vides forment une partition de
E;. Par conséquent, on a
W= Wi+ Wiz + Wi,

ol
Wii= Y. W(hk), (1<i<3).
(h,k)EEjﬂ'(l‘)
Avant d’évaluer successivement les trois quantités W, ;, nous allons définir, aux sous-

paragraphes suivants, deux fonctions auxiliaires, K; et N;.

2.1.4 La fonction K (t)
Pour j € N et ¢ > 0, nous définissons Kj;(¢) comme le plus grand nombre entier k£ > j tel
que (k — j)k < jt. En particulier, Ky(t) = 0.

Au moyen de la fonction Kj(t), on peut, pour j > 1, récrire les conditions, quadratiques
relativement & k, intervenant dans les définitions des ensembles I} ;, sous les formes sui-

vantes, respectivement :

k< Kj(z/e)—1  (i=1) (2.12)
k> K;(z/c) (1=2) (2.13)
k=K;(z/c) (i =3) (2.14)

De plus, la condition k& < x/a, qui figure également dans la définition de ces ensembles,
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est superflue pour i = 1,3, si j < y = cz/ab. En effet la relation j < y peut s’écrire sous

la forme
T

. X .
jr/c < <— —j) —.
a a
Les inégalités
(Kj(z/c) = j) Kj(z/e) < jz/e 5 j<y<z/a,

et le fait que t — (t — j) t est strictement croissante pour ¢ > j entrainent alors I'inégalité

Ki(z/c) < x/a. (2.15)

2.1.5 La fonction N ;(z; a, b)
Pour exprimer la quantité |j —cx/(n+a)(n+0b)| sans valeur absolue, nous sommes
conduits & définir, pour j € N*, N; = N;(z;a,b) comme le plus grand nombre entier
n tel que
(n+a)(n+b) < cx/j.

On a donc N; > 0si j <y = cx/ab.

Etablissons maintenant une relation entre les quantités K; = Kj(z/c) et N; =
N;(z;a,b).

Proposition 2.1 St j e N* et j <y, ona

X i
—a| <N;< | —al.
{ijtl aJ ’ {Kg‘ GJ

Preuve. L’encadrement définissant Kj,

(K; — ) K; <jr/e< (K;+1—7)(K;+1),

équivaut a

T T i <CI'< X xz i
c — < —|=—=+c],
Ki+1\K,+1 i K \K;

c’est-a-dire a

T n a o) <L (XL _ay L A+
—a+al. —a —<|=-a+al.|——-a )
K +1 K +1 ; K, K,

Ona N; >0, et t— (t+a)(t+b) est strictement croissante pour ¢t > —a. Le dernier

encadrement entraine donc celui de 1’énoncé.
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2.1.6 Calcul de W,
Supposons 1 < j < y. En notant simplement K, pour Kj(x/c), nous aurons, d’aprés
(2.9),(2.12) et (2.15) :

Win= > W(hk)

(h,k)EE; 1
- > > cz/(n+a) (n+b) —j|.
J<h<K =1 =2 —b<n<f—a
La somme intérieure est non vide seulement si
x x
— —b< -—a
k—j+1 ko
autrement dit seulement si k > K,_;(rappelons que Ky, = 0). Les nombres entiers n
intervenant dans cette somme intérieure sont strictement supérieurs a

T T

. Z -
Kj =] K;

—G>Nj,

d’apres la proposition 2.1.
Dans le calcul qui suit, ainsi qu’au paragraphe suivant, nous emploierons la fonction

F définie par (2.7), et I'identité «r—télescopique»:

Z (Uk — kar) = Z Up — Z Uk .

a<k<p B—r<k<p a—r<k<a

Wii= > > (j —cx/(n+a) (n+D))

Kj,1<k<Kj71 ﬁ—b<n<%—a

= 2 M =)

Kj,1<k:<Kj—1

ca X (Pt ) - r(G0). o

Kj_1<k<Kj71

I’avant-derniére somme vaut

S (E-a-|=a-1])

K]'_1<k<Kj—1

> (el X (bl [y

Kj_1<k<Kj—1 Kj_1<k<Kj—l
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ou, par lidentité «(j — 1) —télescopique»,

> ([ )) -

Kj,1<k<Kjfl
Kj—j<k‘<Kj—1 Kj_l—(j—1)<k‘<Kj_1

Une manipulation similaire s’applique a la derniére somme de (2.16), et on obtient fina-
lement

Win=j >, ([f—-a-[5-0)

K]'_1<k‘<Kj—1

DI LU LD DRt

Kj—j<k<Kj—1 Kj_lf(jfl)<k<Kj_1

ver Y (F(z-a)-F(:-b)

Kj,1<k‘<Kj71

ter Y F(§-b)—cx > F(2-b). (2.17)

K;j—j<k<K;-1 Kj,lf(jfl)<k§Kj,1

2.1.7 Calcul de W;,
On a ici, toujours pour 1 < j < y, et d’apres (2.10),(2.13) et (2.15),

Wia= > W(hk)

(hk} GEJQ

= > Y. lex/(nta)(n+b)—jl.

Kj<k<z/a k+1 a<n<k%j—b

La somme intérieure est non vide seulement si

s A
—a < - — b,
E+1 k—j

autrement dit seulement si £ < K;; —1. Nous supposerons donc maintenant que j < y—1,

de sorte que K1 < x/a, d’aprés (2.15) , et on obtient

Wie= > Y. le/nta)(n+d) ]l

Kj<k<Kji1—1 21 —a<n< 25 —b
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Les nombres entiers n intervenant dans la somme intérieure sont inférieurs ou égaux a

’ b<
—._ _CL7
Kj‘l—l—j Kj—‘r-l

par définition de K;. La proposition 2.1 prouve alors que ces nombres entiers sont < V.

On a donc

W;o = Z Z (cx/(n+a) (n+b)—j)

K; <k<KJ+1 1 a<n<k 7 —b

zq -l
() e

+
+cx ( <
K; <k<K +1—1

L’avant-derniére somme vaut

> (el == -0]) =

Kj+1<k<Kj1
> (lE-a -+ X (- - =)
Kj+1<k<Kj1 Kj+1<k<Kjt1

ou, par l'identité «(j + 1) —télescopique,

(=) -
P L LD S P

Kj+1—(j+1)<k§Kj+1 KJ—]<I€<KJ+1

Une manipulation similaire s’applique a la somme (2.18), et on obtient finalement

vasi & (o)

Kj+1<k‘<Kj+1
DS S EE D SN L
Kj+17(j+1)<k§Kj+1 Kj*j<k‘<KJ’+1

o 3 () (E)

Kj+1<k‘<Kj+1

+cx > F(g=b)+ex >  F(£-0). (2.19)

Kjp1—(+1)<k<Kj1 Kj—j<k<Kj+1
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2.1.8 Calcul de W;3
Pour 1 < j <y, on a, d’apres (2.11),(2.14) , et (2.15),

Wis = > jcz/(n + a) (n +b) = j

_x z
K,+1 a<n< K, a

= Y. (w/ln+a)(n+b)—H+ > (—cx/(n+a)(n+D)),

ﬁ—a<n<NJ‘ Nj<n<Kij—a

d’aprés la proposition 2.1. Observons que ’avant-derniére somme est vide si V; = { KJ-JC+1 — aJ .
On a

Y (ew/nta)(ntb)—j) = c:z:(F(K;”H—a)—F(Nj))—j(Nj—LKJﬁrl—aJ)

€T
i —a<n< Nj

: Y (j-ex/(nta)(ntb) = j({f_aJ_Nj)_cx<F(Nj)_F(?_a))7

Nj<n<KLjfa

donc

Wijs =cx (F (ij-i- . —a) +F(Ki —a) _2F<Nj))

) e

2.1.9 Expression de W, pour j > 1
En regroupant les identités (2.17) ,(2.19) et (2.20), on obtient, pour 1 < j <y — 1,

vies 8 (G- o)
S

. xr
+ ] E E —
Kj1—(+1)<k<Kji1 Kj 1—(-1)<k<Kj-1

|
o S (F(0)r(0)

Kj 1<k<Kji1

+cx > F(2-b)—cx > F(2-b)

Kj1—(j+1)<k<Kj1 Kj 1—(j—1)<k<K;-1

— 2jN; — 2caF (N;). (2.21)
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2.2 Estimation des sommes W

Nous allons maintenant utiliser les identités obtenues au paragraphe précédent pour

estimer les contributions & W des sommes I¥/;. Nous commencons par le cas j = 0.

2.2.1 La fonction K
Au §2.1.2, pour t > 0, nous avons introduit la fonction K(t) pour désigner le plus grand

nombre entier k tel que k(k + 1) < ¢, c’est-a-dire,

K(t) = |VEi+1/a-1/2],

et notons simplement K la valeur K (x/c). Nous utiliserons I’encadrement
ViE—3/2<V/t+1/4—3/2 < K(t) < V.

Proposition 2.2 Pour x > 90?/c, on a

Preuve. On a

donc

six > 9b%/c.

2.2.2 Estimation de la fonction F

Rappelons la définition (2.7) :

F(t)=) _1/(n+a)(n+0).

n>t
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Proposition 2.3 Pourb>a>0ett >0, on a

F(t) = % + 0 ((1+b)/t?) (2.22)
F(t) = L U Sl G ;b D20 ((1+0)* /) (2.23)

—~ <+

Preuve. Nous démontrons (2.23) ; la démonstration de (2.22) est similaire, et plus simple.

Pour n € N*, on a

1 1 a+b_(a2+ab+b2)n+ab(a+b)<31)2

mta)(n+d) w3 W (n+a) (n+b)

nt’
Pour t > 0, on a

i:1+u+0(7§*3)

n? t 12
n>t
_ 1 O(tfi’))
nd  2t2
n>t 1
_ -3
2 =0
n>t

Par conséquent,

Fiy=Y" (i _atb o (b?/#))

n? n3
n>t

:%—1—{t}_<a;b+1>/2+O((1—|—62)/t3).

2.2.3 Estimation de W,

Nous commengons par estimer le premier terme de expression (2.8) de Wj.

Proposition 2.4 Pour x > 9b?/c, on a
1
Flx/(K+1)—a)=—=+0((1+0) /cx).

cx
Preuve. On a K + 1= y/x/c+ Vg, ou || < 1 et \/z/c > 3b/c > 3. Par conséquent,

—a=+cx+O().

T x
_— = —
K + 1 \/ I‘/C + ’190

On a donc z/ (K +1) —a = y/ex (1+ 1), avec ¥; = —5/6 ( d’aprés la proposition
2.2), et ¥; = O (b/+/cx) . L'estimation (2.22) nous donne alors

F(z) (K +1) —a) = HO%\@)+o<<1+b)/cx>=%+0((1+b)/m).

Passons & la somme apparaissant dans (2.8).


MIHOUB
Textbox

MIHOUB
Textbox


44

Proposition 2.5 Pour xz > 9b?/c, on a

1
> (Fafk—a) = Pla/k=b) =~

2 Y k2 ({x/k—a} — {x/k - b}) +O (1 +b)* /*z) .

1<k<K

_|_

Preuve. Nous allons utiliser P'estimation (2.23). Par la proposition 2.2, les quantités
z/k—aet x/k—b, figurant dans la somme a évaluer, sont toutes > /cz /6. Par conséquent,

la contribution a cette somme du terme d’erreur de (2.23) est
< (1+b)?K/(cx)*? < (1+b)?/Pa.
Pour 1 < k< K,ona

Lo ey
v/k—a x/k—0b a2 x x

= —ck?/2* + O (cbk®[27)

car bk/x <1/3si1 <k < K.

Par conséquent, la contribution a la somme étudiée du terme 1/t de (2.23) vaut

> <x/k1_ - - x/kl_ b) = —x—i (K?/34 O (K?)) + O (cbK*/2?)

1<k<K
1
2—3\/5%-(9(19/01’).
Enfin,
{e/k—a}—(a+b+1)/2 {z/k—b}—(a+b+1)/2

(¢/k — a)’ (¢/k —b)*
({z/k—a} — (a+b+1)/2) (K*/2* + O (bk*/2?))
—{z/k =0} —(a+b+1)/2)(K*/z* + O (bk3/x?))
=k ({z/k —a} —{z/k —b}) /z*> + O ((1 + b*) k*/2?).

La contribution du dernier terme d’erreur a la somme figurant dans (2.8) est
< (1+0*) K'/2® < (1+V7) /P

Le résultat découle de ces estimations.

Les propositions 2.4 et 2.5 et la formule (2.8) fournissent 1’expression suivante de W.
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Proposition 2.6 Pour x > 9b?/c, on a
2
Wo = g\/E+RO(x)+O((1+b2) /c) .

ol

Ro(z) = g—i S K ({z/k —a} — {z/k —b}) (x> 0). (2.24)

1<kSK

2.2.4 Grandes valeurs de j
Avant d’examiner en détail chaque quantité W;, notons I'estimation suivante, qui nous

permettra de limiter les valeurs de j a considérer.

Proposition 2.7 Soit J un nombre réel supérieur a 1. Pour x > 0, et b >a > 0, on a
W< Vew/(J-1)+1.
§>J

Preuve. Si j = |2/ (n+a)] — |z/(n+b)] > J, alors

@ cx
n? " (n+a)(n+0)

=j+{z/k—a} —{z/k - b}
>J—-1,

donc n < y/cx/(J —1). On en déduit que
ZWj < Z 1

g>J 0<n<y/cx/(J—1)
<vcex/(J—-1)+1.

2.2.5 Résultats auxiliaires sur les quantités K;

Nous allons utiliser les résultats, démontrés dans [3], concernant les fonctions K;(t), dont

la, définition a été rappelée au §2.1.4, ici évaluées en t = x/c.

Pour 0 < j < z/cet x > ¢, les propositions 2 et 3, p.12 de [3], affirment que
Kjoy — K, = (\/j F1- \/3) Jz/e+0(1) (2.25)
N ST i/
Y oR- U+ DVIHFLZIVT (032 4 0 (5 4+ 1) a/c). (2.26)

3
Kj<k<Kjr
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Notons que (2.25) entraine
K- K; < (@/ei)”  (0<j<a/e). 2.27)
L’encadrement (17), p. 11 de [3] se récrit
Vit/e+i/2—1< K; < \/jz/c+ . (2.28)

En particulier, pour 0 < j < z/c, on a

1
K, > L/l (2.29)

et

Kin<vV{i+Daz/e+j+1<2/jz/c+ 25 <4/ jx/c (2.30)

Les quatre propositions suivantes sont des lemmes utilisés lors des calculs des para-

graphes suivants.
Proposition 2.8 Pour 0 < j < z/cet K;_1 <k < Kji1, ona
—1 < ck?/z—j <1+485%%(c/x)" /2.
Preuve. En effet, par définition de K+, on a, pour K;_; < k < K41,
G-Dafe+(G-DE<k<(G+1a/c+(+1)k,

donc
—14(j =D ke/z < ck?/x —j <1+ (j+1)ke/x.

L’encadrement annoncé résulte alors de la majoration K, < 44/jx/c.

Proposition 2.9 Pour 0 < j < z/c, on a

Z ‘k:2c/x —j‘ < (a:/cj)l/2 +J.

Kj_1<k‘<Kj+1

Preuve. En utilisant (2.27) et la proposition 2.8, on obtient

Z |KPc/z — j| < (z/cj)? <1 432 (C/x>1/2>

Kj_1<k?<Kj+1

= (/)" + i
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Proposition 2.10 Pour 0 < j < cx/9(1+0b)? et k < Kj, on a
o/~ b) > o\/er ]
x/k—b>x/2k.
Preuve. En utilisant (2.28), on a, d’une part,

e/k—b) > /K, ~b— 1>

x
Viz/etj 4
D’autre part,

bx n bex o
1+b)  9(1+b)7 2

kb < K;b < by/jajc+bj < 3

Proposition 2.11 Pour 0 < j < cz/9(1+b)° et K; —j <k < Kj, on a

—b—1>§\/cx/j—b—1>

| 8

(2.31)

(2.32)

5 .
E\/cx/].

jlwfk=b) +ex/|z/k—b] =2\/jer + O ((1 +b)? 552 (cx)_1/2> .

Preuve. Il s’agit d’une adaptation de la proposition 5, p.17 de [3].
Posons ¢ = [z/k —b]. On a

jq+cx/q—2v/jex = p?,

ou

=\/Jjqg—+/cx/q= jq" = .
p_\/]_ \/_/ q(\/ﬁ_{_m)

D’apres (2.28), on a
5

Viefedj > K2 k> K —j+12ivje—jj2> g \ivfe,

donc, compte également tenu de la proposition 2.10,

q=lz/k—"b]
=x/k+0O(1+0)

~ Viz/e+0()
=ex/j++0(1+1).

+O(1+b)

(2.33)
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Par conséquent,
J¢* — ez = O ((1 +b) Vejz)
p=0 <(1 + b) j3/4 (cx)71/4>
et
Jjq+cx/q—2y/jex =0 ((1 +b)? 532 (cx)_1/2> :

2.2.6 Estimation de W; pour j > 1
Commencons en observant que la condition j < cx/9 (1 + b)2 — 1, qui va figurer dans les
trois premiers énoncés de ce sous-paragraphe, entraine l'inégalité j < y — 1, condition
d’application de 'identité (2.21).

Nous estimons en premier lieu la contribution & W, des sommes de (2.21) ol a ne

figure pas.

Proposition 2.12 Pour 0 < j < cz/9(1+b)> -1, on a

DY U NP VN

Kj1—(j+1)<k<Kjt1 Kj 1—(j—-1)<k<Kj;_1

+cx > F(2-b)—cx > F(2-b)

Kj1—(j+1)<k<Kj;i1 Kj 1—(—1)<k<Kj_1
=(2j+D)VGjFI-(2j—-1)Vj—1)ex
+0 ((1 4 b)? 452 <cm)*l/2) LO(1+D)7). (2.34)
Preuve. Observons que, si j = 1, la deuxiéme et la quatriéme somme sont vides.
Pour ¢ > 1, nous récrivons (2.23) sous la forme

F(t) = ﬁ - %ﬁ;l +O((1+b)2/t) (2.35)

D’apres (2.31), la contribution & la troisiéme et quatriéme somme de (2.34) du terme
d’erreur de (2.35) est

< GL+0) (ex/j) ™ = 52 (1 + ) (ca) 2. (2.36)

On a ensuite, en utilisant (2.33) et (2.31),

) —— > (G+1) ez +0 (1 +0) (j/ex)*?) )

| (w/k—b)?° ,
Kjt1—(+1)<k<Kj+1 Kjp1—(+1)<k<Kj1

— G+ 1) fer+ O (f/? (1+0b) (cx)*3/2) , (2.37)
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et, de méme,

Z ;2 —(-1)%/cx+0O ( 5/2 (14 b) (c:c)‘3/2) . (2.38)

Kjflf(j71)<k<Kj,1 (Q;/k B b)

La proposition 2.11 et (2.33) nous donnent

> (U Lw/k = b] +cx/ [x/k —b]) =

Kjt1—(+1)<k<Kjp

- > (2\/(j+1)03:—1—(9((1+b)4j3/20_5/2$_1/2)> -~ > |z/k —b]

Kjp1—(+1)<k<Kj Kjp1—(+1)<k<Kjt
=2/ +1)/([+1) cx+0( (140)* 552 (cx)” 1/2> +O((14b)7) (2.39)

et, de méme,

> ( [w/k = b] +ca/[x/k = b]) =

K]‘_l—(j—l)<k<Kj 1
=(2j-1)/G—1 cm+(9( 1+0)% %2 (cx)” 1/2) +O((1+b)j). (2.40)

En regroupant les résultats (2.36) , (2.37) , (2.38) , (2.39) et (2.40) , on obtient le résultat
annonce.

Passons maintenant a la contribution & W, des sommes de (2.21) ou figure a.
Proposition 2.13 Pour 0 < j < cz/9(14+b)°—1, on a

i (E-d-li-th+e > (FE-a-F(E-b)

Kj_1<k<Kj+1 K]' 1<k‘<Kj+1

:(21_1)V3+1;(2j+1)V L Ve 4+ R+ O((1+b)2/0).,

(2.41)

avec

Ri=Ri(mab)= S (Fefw—j)({a/k—a} - {o/k—b}).

Kj_1<k<Kji1

Preuve. D’aprés la proposition 2.10 et (2.27), la contribution a la seconde somme du

terme d’erreur de (2.23) est
< (Kjp1 = Kjop) (14 6) (/) < (14 0)% /P,

Pour k < K4, I'inégalité (2.32) nous permet d’écrire

{z/k—b} —(a+b+1)/2 _ k?
(z/k —b)°

= /b= b} = (a+b+1) /2) + O (14 )8 /s?)
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La contribution & cette seconde somme du terme ({t} — (a + b+ 1) /2) /t* de (2.23) est

donc

v > B {a/k—ay—{z/k—b})+ O ((1+b)j/x) .

Kj_1<k<Kjt1
En utilisant (2.26), (2.27) et (2.32), on voit que la contribution du terme 1/t de (2.23)

est

Z (:U/kl— a x/k:l— b> - _x_cz Z (K + 0 (bh/x))

Kj_1<k<Kj1 Kj 1<k<Kj1

_ U+ +1I-(G-1)Vi-1 ,
= - NG + O (bj/cx) .

Enfin, la premiére somme du premier membre de (2.41) vaut, d’apres (2.25),

(K~ K= Y (a/k—a} — {efk— b)) =

Kj_1<k<Kji1

(VitI-vi-D) ez +0() = Y ({z/k—a} —{a/k-b}).

Kj_1<k<Kjt+1

On obtient la relation (2.41) en collectant ces estimations.

Notons que la relation «triviale» de R; est donnée par la proposition 2.9 :

1/2

Ry < (xz/cj)’" + 7.

Estimons enfin la contribution a W; des termes de (2.21) ou figure N;.
Proposition 2.14 Pour 0 < j < cz/9 (1+b)*, on a
JN; + cxF (N;) = 2\/jex + O (1 +b)j).
Preuve. Rappelons que N; est le plus grand nombre entier n tel que
(n+a)(n+b) < cx/j.

On a donc

N, = L cz/j+ 2J4 — (a+b)/2J .

En particulier,

Ver/j—(a+b)/2—-1< Ny < Vex/j.
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Pour 0 < j < cz/9(14b)?, la borne inférieure de cet encadrement de N; est >

2\/ca/j. Par suite, en utilisant (2.22),

: . . 1 :
JNj 4+ cxF (N;) = j <\/Cﬂ?/j+0(1+b)> +cx (\/W+O(1+b) —i—O((l—!—b)/(cx/y)))

=2\/jex + O ((1+1b) ).

Nous sommes maintenant en mesure d’adapter la proposition 6, p. 18 de [3].
Proposition 2.15 Pour 0 < j < cz/9(14+b)°—1, on a
Wj = fVew + By + O (1+0)° j/e) + O (140)" 72 (cx) 7).

avec

=Y Y2 T

3 3
et ot R; est défini par (2.3).

Preuve. On obtient cette estimation en insérant dans (2.21) les résultats des propositions
212, 2.13 et 2.14.

2.3 Estimation de la somme W(x;a,b)

2.3.1 Mise en évidence du terme principal
Nous donnons d’abord une expression de W = W(x; a, b) faisant intervenir un parameétre
J.

Proposition 2.16 Pour z et J réels tels que 3/2 < J < cx/9(1 + b)2 1. ona
2

W = ;C (3/2) \/a—i-R (J)+O ((1 + b)2 J2/0)+O <(ca:/])1/2> +0O ((1 + b)2 JT/? (C$)71/2> |

ot l'on a posé

R<J>:R0+ Z Rj7

1<5<J

les quantités R; étant définies par (2.2) (j =0) et (2.3) (j > 0).
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Preuve. On a

W=Wo+ Y W;+> W,

1<j<J j>J
1/2
=Wy + Z W;+ 0O ((cx/J) ) (d’apres la proposition 2.7, et car 1 < cz/J)
1<g<d

=§@+RO+O((1+b2)/C)
+ Z <f(J)\/§+ R;+0((1 —|—b)2j/c) + 0 ((1 +b)? 572 (cx)_1/2>)

1<y<d
+0 <(C$/J)1/2> (d’apres les propositions 2.6 et 2.15)
-2 (g) Ve + R(J) + 0 (140 2fc) +0 ((ex/)"?) +0 (14 7 (cx)?),

ou 'on a utilisé la somme de la série
- + Zf ¢(3/2) (cf. 3], (35), p. 20),

et Iestimation f(j) < j~%/2.
En restreignant l'intervalle de variation de .J, simplifions légérement 1’énoncé de la

proposition 2.16.
Proposition 2.17 Pour x > 40(1 4 b)3¢2 et J tel que 3/2 < J < (z/c)"*, on a
= Ec (g) Ve + R () + O ((L+b)?2J%/c) +0 ((cx/J)l/2> .
Preuve. D’une part, on vérifie que
x> 40(1+ b2 = (z/c)® < cx/9 (1 +b)* —
D’autre part, on a

J < (2)c)? = 1+ )2 T2 (cx) < (1+ ) J?/c.

2.3.2 Démonstration du Théoréme A

Proposition 2.18 Pour z > 40 (1 + b)* /c?,
2
W= 2¢(3/2) Ver + R(J) + 0 ((1 4 b)2® 01/51;2/5) ,

ot J = ¢35 (1 + b)~° z1/5,
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Preuve. Nous choisissons J pour équilibrer les deux premiers termes d’erreur de la pro-

position 2.16 :
J =P (14 b) "o,

On vérifie que
=40 (1+b)' /@ =3/2< J < (x)e)?,

et les deux termes d’erreur de la proposition 2.17 sont

< (1+ b)2/5 el

2.4 Démonstration du Théoréme B

Afin d’estimer la somme R(.J), nous utiliserons ’énoncé suivant, di & van der Corput,
qui résulte de la version la plus simple de sa méthode d’estimation de sommes trigonomé-
triques (cf. théoréme 1.3 chapitre 1) et (cf. [23], Satz 5, p.252; [22], Satz 1, p.215; [21], p.23).
Soit u, v des nombres réels tels que v —u > 1, et f : [u,v] — R une fonction deux

fois dérivable, dont la dérivée seconde est monotone et de signe constant. On a alors

v 1 1
(s -2 < [ 1o e+ D e
u;ng u VI @)l V()]
ou la constante implicite est absolue.
Par sommation partielle!, on déduit de (2.42) Pestimation suivante.
v /3 G G
1 (=112 <G [ 170 de+ n (2.43)
u;ng u VI V()]

ou

G = max |fyn| + Z |’7n+1 —Tn

u<n< v

Y

u<n< v
et ou la constante implicite est absolue, (7,,) étant une suite de nombres réels.

2.4.1 Estimation de la somme R(J)

u<n<v

Proposition 2.19 Pour 2 < j < (z/c)'*, on a

R; < xl/?’j*l +x1/4j3/4c*3/4.
1POIH' S’ﬂ: Z w (f(n)) ’ on a E ’Y’nw (f(n)) = Z 7’n (STL - S’ﬂ—l)

u<k<n u<n<v u<n<v

= > VnSn— > 7n+15n<|7vH55‘+' > |7n"7n+ﬂ|SnL

u<n<v u—l<n<v—1 u<n<v—1
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Preuve. Pour K;_; < k < Kj;1, posons

Vi =Y (T, 0,5) = ck?Jx — j.

La suite () étant croissante, la proposition 2.8 implique 'estimation

max |yl Y v — v <14+ (/) <1,

K 1<k<K;+1
7 = Kj_1<k?<Kj+1

en tenant compte de Ihypothése j < (z/¢)"? .

En appliquant (2.43) aux deux fonctions f(t) = x/t —a et f(t) = x/t — b, on obtient

Kjt1

> wlefb-a}—fafb-b) < [ (o) Pk L]

1
. [0 53 3
Kj_1<k<Kji Kj-1 /K7 r/K3,,

K;

1/3 Jj+1 —1/27-3/2

< 2" L=+ VPR
j—1

Kj+1 - Kj*l + $_1/2 (jx/c)3/4
K,

(d’apres (2.30))

< :El/3

< g3y gl
ot l'on a utilisé (2.25) et (2.29) .
Proposition 2.20 Pour x > 1+c¢, on a
Ro+ Ry < z'21n (2z/c) + ¢ 3/ 424,

Preuve. On a

RotBi=S 3 k2 (a/k —a} — {o/k— 0D+ 32 (Kefw — 1) ({a/k — a} — {u/k— b))
T Shek 1<k<K>
Un raisonnement analogue & celui de la démonstration de la proposition 2.19 fournit

Pestimation

ke 1/3 1 1
RO+R1<<1+/ (z/t%) di+ —=+
1

Ve o \Jz/K3

< /3 1n (2z/c) + ¢34

Proposition 2.21 Pour x et J réels tels que 3/2 < J < (z/ (1+¢))?, on a

R (J) < 23 1n (x/c) + x/*J7/ 434,
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Preuve. D’apres les propositions 2.19 et 2.20, on a

R(J)= ) R,

0<y<J

<<x1/3ln(x/c)—|— Z (x1/3j*1+x1/4j3/4c*3/4)
0<j<d

< 2VBIn(x/c) + a3,

2.4.2 Conclusion |
Proposition 2.22 Pour z > 40¢7° (1 + b)*"/?

W = %g (3/2) Vex + O (¢*29) .
Preuve. Pour

x> 40¢75 (14 b)*™? (2.44)

et 3/2 < J < (z/(1+b))"?, la conjonction des résultats des proposition 2.17 et 2.21
montre que

W — 2¢(3/2) ex < (cx/J)? 4 VATt 4 2 3 (z/c) + (1+ D) T2 /e

Nous choisissons J pour équilibrer les deux premiers termes d’erreur : J = ¢>/21/9,
Cette quantité vérifie I'encadrement 3/2 < J < (z/ (1 + b))"/* si

x> 40max (¢ 7%, (1+b)*). (2.45)
On a alors, d’une part,

(cx)J)? + 24T < 2049,

D’autre part, sous les hypotheses (2.44) et (2.45), on a
2310 (z/c) < /3 (x)e)® < 2O,
et I'inégalité
> V2 (1+0)° (2.46)

entraine
(14+0)*J2/c < (14 b)* /2220 <« 2949

Si 2 > 40¢7° (1 + b)*/?, les trois conditions (2.44), (2.45) et (2.46) sont vérifices, et le

résultat est démontré.
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Chapitre 3

Sur une somme liée a la fonction

w(n) et la fonction partie entiére

Dans cette partie, nous présentons une application qui montre I'utilisation du théoréme
principal de notre travail, en étudiant une caractéristique importante de la fonction ad-

ditive w(n). Ce travail a fait 'objet d’une publication dans [11].

3.1 Sur la fonction w(n)

Soit n un entier, n > 1. On pose w (n) : = > 1. La fonction additive w (n) désigne le
pln
nombre de diviseurs premiers distincts de n. Plusieurs auteurs ont étudié les propriétés

de cette fonction. En 1917, G.H. Hardy and S. Ramanujan [14] ont prouvé le résultat

classique,

Zw(n):xloglogx—i—Bx—l—O( a >, (3.1)
log

n<x
ot B=v+> (log(1—1/p)+ 1/p) et v désigne la constante d’Euler. Le résultat (3.1) a
p
été généralisé en 1970 [19] et en 1976 [12] par la formule suivante :

Zw( —nloglogn—l—Bn—l—Z na; +O<#),

— (logn)’ logn

pour tout entier m > 1, avec

— /oo {tt—?} (logt)’ " dt.
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Dans [18], nous avons aussi le résultat suivant :

Z w(d(n))=cx+0 (371/2 log’ z) (3.2)

n<x

tel que d(n) := > 1 et ¢ > 0, une constante.
din
Il est facile de montrer que la relation suivante est vérifiée pour tout x > 1 :

Sdm=331=3 |5

n<z n<lx k< % n<lz

ou [t]| désigne la partie entiere de t € R ( voir [6, ezample — 4.18] ).

3.2 Reésultat obtenu

Théoréme 3.1 Pour tout x > 1 assez grand, nous avons

Z w({%J) = Cx—l—O(xl/Qlogx),

n<x

tel que C' =~ 0.5918 ... est un réel strictement positif.

La preuve de ce résultat est basée sur les lemmes suivants :

Lemme 3.1 Soit x > 1 un nombre réel. Pour toute fonction arithmétique f, nous avons

; fquzk% f(n)(ﬂ - {nilJ)

Preuve. Par définition, si on pose {EJ =k,alorsonaz/(k+1) <n<ax/k.
n

Donc

SHEh = X W

n<lx n<lx
z/n—1<k<z/n

= > fk)

k<z
x/(k+1)<n<z/k

= > fley— > f(k)

k<x k<z
n<z/k n<z/(k+1)

S SICD I ITED DI
k<z n<z/k k<z n<z/(k+1)

- X ([ [7)):

k<z
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Lemme 3.2 Soient n € N* et § un réel positif. Pour tout réel x > 1, on a
+oo | 1 n
—5t n n o _se
logt)"dt < — 1 — ] .
/m ™ (logt)"dt < — (0g$+5x)

Preuve. En posant [, = 20 =0t (log )" dt et en utilisant l'intégration par parties, on a
- g g

e 0" W [T (logt)" ! e 0" o n
I, = 5 (log z) +5/x oot dt < 5 (log x) +Efn_1.

En utilisant le raisonnement par récurrence, on obtient pour tout entier naturel n,

sz " n—k
o< € M(n) (log:p)k
= \F/ (0w)

! 1\"
< n—e"h <log1’+—) .

Lemme 3.3 Soit x un nombre réel suffisamment grand, il existe une constante C' > 0,

> oo (Eler), 3

n<x

telle que

ot C =~ 0.5918 - - .

Preuve. Soit x un nombre réel suffisamment grand, on a

wn) w(n) w(n)
Zn(n—%l)izn(n—%l)_zn(n—l—l)' (34)

n<lx n>1 n>r

La borne triviale bien connue de w(n) (voir [17, (6.85) — p.169]), appliquée a la premiére

somme a droite en (3.4), implique que

w(n) 1 logn
Zn(n+1) = logQZ;n(nle)'

n>1 n>

(n)

. w L, -
Donc la série E m est convergente, et par un calcul numérique, on trouve que
n
>1

O:;%zosgl&--. (3.5)
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Dans le second terme a gauche de (3.4), on pose g(t) =

(1.1), on obtient

Z% = —9(55)2 w(n) —/m g'(z) ( Z w(ﬂ)) dt

, et par sommation partielle
tt+1) P P

n>x n<lz rz<n<t
-1 oo 2t —1
= —F wln)— NG ) wln dt.
x(x—l—l); () /w 2(t+1)> (KXH:Q ( >>

En utilisant la formule (3.1), on obtient

log1 B 1 T Joglogt
3 win) g°g°g$+—+0< )+0(/ o8 08 dt). (3.6)
“~n(n+1) x x xlogx . t
D’apres le lemme 4.2 (n =1, = 1), et en utilisant un changement de variable, on a

+oo
log log tdt < log log . 1
- 12 x xlogx

_ 0 <log10g:1:) ‘
x

Par conséquent, en utilisant cette derniére estimation dans (3.6), on obtient

3 % ~-0 (%) . (3.7)

n>x

La conjonction des formules (3.4),(3.5) et (3.7), termine la démonstration de ce lemme.

Démonstration du Théoréme. Pour tout x > 1, d’aprés le lemme 4.1, on a

> ol = Sem (2] |1 5))

a6

Par ailleurs, en utilisant la borne triviale de w(n) et le théoréeme B—chapitre 2

G-

(En prenant a = 1,0 =2), on a

w0 () 6)

IN
(]
S
S

) lggx x x
= 1og2; {ﬁ}_{n—l—l}’
log 2 /
< oo (W<(3/2NE+ O («* 9))
2¢(3/2)

= leﬂ logx + O (x4/9 logx) .
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Donc,

3" win) ({njl} - {%}) — 0 (" log ).

n<x
Finalement, d’aprés le lemme 4.3, on obtient
Z w( LEJ) = Cz+ O (loglogz) + O (z'/*log z)

n
n<x

= Czx+0O (x1/210g$).

Remarque 3.1 En suivant les mémes étapes que [’étude précédente, en remplacant la

fonction w par la fonction €, on obtient le résultat suivant
Ty _ 1/2
Z Q(L—J) =Cz+ O (z'?logz),
n<x n
ot C est un réel positif défini par
Q(n)
C= _
Z n(n+1)

n>1
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