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Etude de problémes de contact avec
frottement pour des matériaux élastiques

Résumé

Ce mémoire porte sur I’étude de quelques problémes aux limites décrivant le contact entre
un corps déformable et une fondation. Nous considérons des problémes statiques et des
processus quasi-statiques en élasticité linéaire. Dans le cas statique nous établissons dans
I'ordre, ’existence, I'unicité, la dépendance continue de la solution par rapport aux don-
nées en utilisant des arguments de compacité, du point fixe et de semi-continuité inférieure.
Dans le cas quasi-statique nous utilisons les mémes arguments et une méthode de discrétisa-
tion temporelle pour montrer I'existence d’une solution. Nous approchons numériquement
les problémes statiques par une méthode des éléments finis conformes. Nous obtenons des
estimations d’erreur pour chaque probléme et des résultats de convergence d’algorithmes

itératifs.

Mots-clés : matériau élastique, contact, compliance normale, inéquation variationnelle,

solution faible, éléments finis, estimation d’erreur.
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Notations

Notations

Si X est un espace de Hilbert réel et d € N*, on utilise les notations suivantes:

X7 Despace défini par X = {z = (z;) |z; € X,i=1,d}.

(.,.)x : le produit scalaire de X.

|.llx : lanorme de X.

X' I’espace dual de X.

(., ) x'wx ¢ le produit de dualité entre X et X.

Si Q est un domaine de R? (d = 2,3), on note par 2 ’adhérence de €.

r: la frontiere de (2.

I; (i =1,3) : une partie de la frontiére T'.

mes I';: la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T';.

Vo la normale unitaire sortante a I'.

v,,v, : les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v défini sur Q.

Cct (ﬁ) : Pespace des fonctions réelles continment différentiables sur Q.

D () : lespace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support compact
contenu dans ).

i

D (§2) : Pespace des distributions sur €.

D =[D(Q)*.

D' =[D ()]

D I'espace des fonctions symétriques appartenant a [D (Q)]dXd.
P Pespace des distributions symétriques appartenant a [D’ (€))7
Q : I'espace des fonctions symétriques appartenant & [L? (Q)]dXd.
Hy =[H'(Q)".

Hy={oceQ|divo € H}.

2(I') : Despace de Sobolev d’ordre s sur I
Hr = |H? (r)r

H,={¢€ Hrl|{, =0pp.surI'}.

H=2 (T') : l'espace dual de Hz ().

Hp = [H‘é (F)]d l'espace dual de Hr.

of : la dérivée partielle de f par rapport a la iéme composante z;.

=

—

D=

divf la divergence de f.



Notations

ii (resp.u) représente la dérivée seconde (resp.premiére) du champ des déplacements par

rapport au temps.

liminf : la limite inférieure.

limsup : la limite supérieure .

Sy ’espace des tenseurs symétriques de second ordre sur R?.
Py I’espace des polyndémes de degré un.

p.p. : presque partout.

0ij le symbole de Kronecher.

I, : opérateur d’interpolation de Lagrange.



Introduction générale

Les problémes de contact avec ou sans frottement entre deux corps déformables ou entre
un corps déformable et une fondation, abondent en industrie et dans la vie de tous les
jours. Le simple contact entre une roue de voiture et la route, le piston avec la chemise, les
frottements entre les plaques tectoniques sont des exemples parmi bien d’autres. Devant les
besoins accrus des industriels, confrontés aux problémes de contact en systémes mécaniques,
le contact entre solides rigides ou déformables a fait 'objet d’un investissement scientifique
trés important ces derniéres années.

La littérature mathématique dédiée a 1’étude des phénoménes de contact est récente,
'article de Signorini [35] ou le probléme de contact unilatéral (dit de Signorini) entre un
corps linéairement élastique et une fondation rigide est 'une des premiéres publications
mathématiques concernant ce sujet. Ce probléme pouvait s’interpréter comme un systéme
physique contraint par une inégalité variationnelle dont la solution dépend des contraintes
physiques qui dépendent elles-mémes de la solution recherchée. Les conditions aux lim-
ites qui permettent de rendre compte de ce comportement ont par conséquent une structure
mathématique bien différente des conditions aux limites classiques telles que celles de Dirich-
let ou de Neumann.

La formulation variationnelle associée a ce type de conditions a été étudiée mathéma-
tiquement par Fechera [13] ot le probléme de Signorini a été résolu en utilisant des arguments
des inéquations variationnelles de type elliptique. Il s’ensuit les travaux de Duvaut et Lions
[12] qui ont rajouté le frottement aux problémes de contact et ils ont pu écrire ce probléme
sous forme d’un probléme de minimisation d’une fonctionnelle quadratique. Le probléme
de Signorini a été étudié par d’autres auteurs pour différentes lois de comportement, des
résultats d’analyse mathématique de ce probleme ont été établis par Hlavdcek et Necas
[30], Kikuchi et Oden [22]. En élasticité linéaire les problémes de contact unilatéral avec
frottement de Coulomb ont été étudiés par Duvaut [11], Cocou [9]. Des problémes de con-

tact quasi-statique ont été étudiés par Anderson [2,3|, Shillor et Sofonea [36], Rocca [33]

1



Introduction générale

et Klarbring et Miklic [23]. En raison des difficultés introduites par le contact et le frot-
tement, les chercheurs ont souvent limité leurs études & un corps élastique en frottement
avec un corps rigide. Afin d’intégrer une certaine réalité physique de I'interface du contact,
la loi de compliance normale a été considérée la premiere fois dans [27]. Dans cette loi
les interfaces en contact sont supposées pénétrables, ce type de probléme a été étudié par
Anderson [3], Motreanu et Sofonea [29], Touzaline [40]. A la modélisation et I’analyse vari-
ationnelle s’ajoutent I'analyse et la mise en ceuvre numérique, pour une étude complete des
phénomeénes de contact. L’analyse numérique des modéles est destinée a ’étude des schémas
discrétisés associés aux formulations faibles, parmi ceux qui ont abordé ce sujet Glowinski
et Lions[20], Han et Sofonea[16], et Haslinger et Vlach [15]. La mise en ceuvre numérique a
pour but d’obtenir des simulations numériques permettant de vérifier la fiabilité des modeéles
mathématiques utilisés dans la description du contact.

Dans ce travail, on étudie des problémes de contact statique ou quasi-statique en élas-
ticité linéaire sous I’hypothése des petites déformations. Le but est de justifier rigoureuse-
ment ’existence et 'unicité ainsi que la stabilité de la solution de deux problémes statiques
linéaires. On étudie aussi 'existence d’une solution pour deux problémes de contact quasi-
statique. Enfin on effectue 'analyse numérique des problémes statiques.

Ce mémoire est composé de six chapitres. Le premier est consacré a I'introduction et a la
formulation mathématique des problémes mécaniques auxquels on s’intéresse. On introduit
les espaces fonctionnels, notamment de type Sobolev associés aux opérateurs divergence et
déformation en rappelant les théorémes de trace et les propriétés essentielles, on rappelle
aussi des résultats abstraits standards d’existence et d’unicité concernant les inéquations
variationnelles elliptiques.

Le deuxiéme chapitre concerne ’étude d’un probléme de contact statique entre un corps
élastique et une fondation réactive. Le contact est modelé avec une loi de compliance
normale et de frottement de Coulomb. On écrit la formulation variationnelle du probléme
et on montre qu’il admet une solution unique. On étudie la dépendance continue de la
solution par rapport aux données dans la derniére section.

Dans le troisieme chapitre, on considére un probléme de contact statique avec frottement
entre un corps élastique linéaire et une fondation rigide ot le coefficient de frottement dépend
de la solution du probléme. Le contact est modélisé avec une version simplifiée de Tresca du
frottement sec. On énonce le probléme et les hypothéses, puis on propose une formulation

variationnelle du probléme. La section suivante sera consacrée & I'étude de l'existence et
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I'unicité de la solution faible. On termine ce chapitre par I’étude de la dépendance continue
de la solution par rapport aux données et par rapport au coefficient de frottement.

Dans les chapitres quatre et cing, on étend I’étude des problemes statiques aux cas
quasi-statique. Pour chaque probléme, on propose une formulation variationnelle et on
établit I'existence d’une solution des problémes ainsi formulés, en utilisant une méthode de
discrétisation en temps.

Dans le dernier chapitre, on effectue ’analyse numérique des problémes de contact sta-
tique définis aux chapitres deux et trois. La méthode utilisée est celle des éléments finis
conformes. Pour chaque probléme, on montre I’existence et I'unicité de la solution des prob-
lemes discrétisés, on y établit des estimations de l'erreur et on montre la convergence des
schémas proposés. Enfin, on présente une étude élémentaire concernant 1’existence de solu-
tions d’un exemple de probléme de contact statique avec frottement et compliance normale
dans le cas bidimensionnel ot on établit précisément la non-unicité de la solution pour un

coefficient de frottement assez large.



Chapitre 1

Formulation des probléemes.

Préliminaires

Ce chapitre est consacré d’abord & l'introduction et a la formulation mathématique des
problémes mécaniques auxquels on s’intéresse. On fait des rappels sur la loi de comporte-
ment d’un corps élastique, ensuite on définit les conditions aux limites et les conditions de
frottement d’un corps déformable en contact avec une fondation qu’on utilisera ultérieure-
ment. Ensuite, on introduit les espaces fonctionnels notamment de type Sobolev associés
aux opérateurs divergence et déformation en rappelant les théorémes de trace et les pro-
priétés fondamentales des principaux espaces fonctionnels. Enfin, on rappelle des résultats

abstraits d’existence et d’unicité concernant les inéquations variationnelles elliptiques.



1.1. Formulation des problémes mécaniques

1.1 Formulation des problémes mécaniques

Un solide est un ensemble de points matériels, chaque point du solide occupe un point de
'espace R? (d = 2,3) et le corps est associé & une configuration qui est le domaine Q C R%
sous ’action de forces, lorsque un corps est non rigide il se déforme d’une certaine maniére.
Dans tout ce qui suit, on va considérer un corps déformable occupant un domaine borné €2
de R?(d = 2,3), de frontiere 9Q = I' supposée réguliere. On étudie dans un intervalle de

temps [0, T'], I’évolution du corps diie a Papplication de forces de volume et de surface.

1.1.1 Tenseur de déformations

Les tenseurs et notamment les tenseurs du second ordre jouent un réle important en mé-

canique des milieux continus, cela découle du souci de décrire les phénomeénes physiques

sous une forme indépendante du systéme de coordonnées choisi. Lorsque le corps est soumis

a des tractions extérieures et des forces de volume il se déforme, c’est-a-dire que chaque
. N 9 s . N L . 2 N 2 :

point & I'intérieur du corps, se retrouvera a une position différente aprés déformation. On

s’intéresse, au seul cas de petites déformations, le tenseur des déformations linéarisé noté

fi T g (axj * axi) (L11)

Il est clair que €;; =¢j;, donc il s’agit d'un tenseur symétrique. On note par S; ’espace des

€ij, est défini par:

tenseurs symétriques de second ordre dans RY.

1.1.2 L’équation de mouvement

Dans I’étude d’un systéme physique, la premiére étape consiste a formuler I’équation de
mouvement des corps étudiés et a exprimer mathématiquement les conditions aux limites,
I’évolution du corps diie & 'application de forces de volume et de surface dans un intervalle

de temps [0, T, est décrite par I’équation de mouvement:
pii = divo(u) + ¢, dans Q x (0,7) (1.1.2)

ot la densité de masse p:Q) — R et la densité des forces volumiques p,:92x [0, T] — R% sont
des données. Le probléme consiste & trouver le champ de déplacements u:§) x [0,T] — R?
et le champ des contraintes o : Q0 x [0,T] — Sy, vérifiant (1.1.2) .

Les processus d’évolution modelés par I’équation (1.1.1) s’appellent processus dynamiques.



1.1. Formulation des problémes mécaniques

Dans le cas ou le champ des vitesses 4 varie trés lentement par rapport au temps, le terme
pti devient négligeable. 1l s’agit alors d’un processus quasi-statique, dans ce cas 1’équation
(1.1.2) s’écrit:

divo(u) + ¢, =0 dans Q x (0,7") (1.1.3)

La nouvelle équation (1.1.3) s’appelle équation d’équilibre.
Dans le cas statique le second membre de 1’équation (1.1.2) est identiquement nul, dans ce
cas on cherche le champ de déplacements u : 0 — R? et le champ de contraintes o : Q0 — Sy,

tel que:
divo(u) + ¢, =0 dans Q (1.1.4)

Remarque 1.1. Une solution u de (1.1.2) ou de (1.1.3) est dite réquliére si elle posséde le

degré de régqularité nécessaire pour que toutes les opérations de dérivation soitent permises.

Les équations (1.1.2) ou (1.1.3) ne suffisent pas a elles seules pour décrire les mouvements
des milieux continus. En effet, il faut la compléter par une description propre au matériau.

C’est I'objet de la loi de comportement qu’on va introduire briévement.

1.1.3 Loi de comportement

Dans un corps élastique, I'action d’un certain nombre d’efforts conduit & un certain nombre
de déformations, si I’on connait la relation entre les deux, a savoir la relation entre le tenseur
des contraintes o;; et le tenseur des déformations ¢;;, on est capable de caractériser et de
prévoir le comportement mécanique du matériau. Cette relation d’origine souvent expéri-
mentale, est appelée loi de comportement. On présente ci-dessous la loi de comportement
élastique traitée dans ce mémoire.

Pour les matériaux élastiques linéaires, la loi de comportement est de la forme
o=F (e) (1.1.5)

ot F = (F ;jkn) est une application linéaire.

1.1.4 Conditions au bord

La prise en compte du contact et du frottement en mécanique des solides déformables impose
la définition de conditions aux limites sur les déplacements et sur les forces aux interfaces

de contact.



1.1. Formulation des problémes mécaniques

Condition de traction-déplacement
Soit un corps matériel (Fig.1) occupant un domaine borné 2 de R? (d = 2, 3), de frontiére
0Q =T constituée de trois parties: I' =Ty UT, U T3, I'y, T'y, '3 ouverts disjoints. Soit v le

vecteur normal extérieur & I'. On considére les conditions aux limites suivantes:
u=mu, surly (1.1.6)

ov =, surly (1.1.7)

-La condition (1.1.6) est appelée condition aux limites de déplacement, elle signifie que
le champ de déplacements est imposé sur la partie I'; de la frontiére I', la fonction u, étant
une donnée du probléme, si u, = 0, le solide est encastré en I'y dans une structure fixe.

-La condition (1.1.7) est appelée condition aux limites de traction, elle signifie que le
vecteur des contraintes de Cauchy ov = (0;;v;), i = 1,...,d est imposé sur la partie I'y, ou

o, représente la densité des forces surfaciques appliquées.

i 4 "‘\/ P2

- %

= @)

i (,Dzl I

2 s bt
Fondation —

Fig.1. Contact entre un corps et une fondation.

Loi de frottement:

I's représente la partie de I' soumise & des conditions aux limites de frottement, ces
conditions représentent la relation entre les efforts tangentiels sur la zone de contact et le
mouvement tangentiel relatif (le glissement) du corps en contact avec la fondation. Ceci
fait intervenir les composantes normales et tangentielles du champ de vecteurs déplace-
ments. Pour tout champ de vecteurs u sur I'; on définit u, (resp.u,) la composante normale

(resp.tangentielle) de u comme suit:
Uy = WV = UV
u, = (ury) tel quer ury =u; — vy, i=1,...,d

Les conditions aux limites de frottement font intervenir également les composantes normales

et tangentielles du vecteur des contraintes de Cauchy ov, on note:

Oy = 0V.V = 04;V;V;

o, = (0) tel que: 0, =015 —o,v; 4,5 =1,...d.

7



1.1. Formulation des problémes mécaniques

ou 0, (resp.o,) est la contrainte normale (resp.tangentielle).
De plus, on a la relation:

OijVijU; = 0. Ur +o,u, (118)

Les phénomeénes physiques a faire apparaitre dans une loi de frottement sont I’existence
d’un seuil d’effort en dessous duquel aucun glissement n’est possible et une éventuelle dépen-
dance de ce seuil & I'intensité des efforts normaux. Parmi ces lois, on peut citer :

-la loi de Coulomb: c’est toute loi de proportionnalité entre I’effort normal et la force
de frottement.

-la loi de Tresca : utilisée lorsque les forces normales sont importantes, ot le seuil est
fixé & priori, cette loi s’exprime uniquement en contraintes.

Dans ce travail les lois de frottement étudiées sont:
Loi de contact avec compliance normale et frottement.

Cette loi modélise 'interpénétration de la surface de contact dans la fondation, dans ce cas
la zone de contact n’est pas connue a priori. La contrainte normale o, satisfait a la condition

dite de compliance normale, c’est-a-dire

—0y =DPv (uzz - Q)

ou u, est le déplacement normal, ¢ représente le saut initial entre le corps et la fondation
mesuré dans la direction de la normale v, p, est une fonction positive donnée. Cette condi-
tion montre que la fondation exerce une réaction sur le corps dépendante de la pénétration

u, — q. Pour plus de détails voir par exemple [16], [34], [28].

5~ y Pz

] Q

11z (}"11 I:

: l‘

:k s G) — d
Fondation \ Fondation

Fig.2. Contact avec compliance normale et frottement

La loi de frottement associée est une loi de Coulomb, dans le cas statique elle s’énonce

comme suit:
|JT| < Pr (ul/ - Q)
lor] < pr(uy —q) = u, =0 sur I's (1.1.9)
0

lor| = pr (uy, —q) = IXN =0 tel que: 0, = —Au,

8



1.1. Formulation des problémes mécaniques

ol p, est une fonction positive représentant le seuil de frottement. Tant que ce seuil n’est
pas atteint, il y a immobilité (le déplacement tangentiel est nul). Quand le seuil est atteint,

le corps se met a glisser et la contrainte tangentielle tend a s’opposer au mouvement.
Loi de contact avec coefficient de frottement dépendant de la solution (cas statique).

Dans ce type de loi le coefficient de frottement est une fonction du déplacement tangen-
tiel, c’est-a-dire :u = p (Ju,|). Cette loi est utilisée, essentiellement, en géophysique pour
I’étude du glissement des plaques tectoniques, ot la contrainte normale est imposée sur I's.

Elle s’énonce comme suit:

o, =-S5 sur I's
o | < p(lur]) S

(1.1.10)
lor| < p(lus)S = u, =0 sur '3

lo-| = pn(Jur|) S = 3IX =0 tel que: 0, = —u,

Loi de contact avec compliance normale et frottement (cas quasi-statique).

Dans le cas quasi-statique, la loi de contact avec compliance normale et frottement s’énonce

comme suit:

-0, =py, (U, — q) sur I's x (0,7

o7 < pr (u, —q)

(1.1.11)
los| < pr(uy, —q) =i, =0 sur T3 x (0,7)

|UT| = Dr (ul/_q):>0-7':_>\u7'7 >\>0

ou les fonctions p,, p- et ¢ sont définies de la méme maniére que dans le cas statique.

Loi de contact avec coefficient de frottement dépendant de la solution (cas quasi-statique).

La version quasi-statique de la loi (1.1.10) s’écrit comme suit:

o, =-S5 sur I's x (0,7
| < ) S
2] < 1 (Ju ) i
lor| < p(lus|)S = u, =0 sur I's x (0,7

o] = p(Jur|) S = 3IA >0 tel que: o, = =i,
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1.1.5 Formulation mathématique des problémes

On présente ci-dessous les types de problémes qu’on se propose d’étudier en précisant

I’ensemble des équations et la loi de frottement de chaque probléme.

Probléme (P;). (contact avec compliance normale et frottement, cas statique)

Trouver le champ de déplacements u: @ — R? tel que:

divo 4+ ¢, =0 dans (2,

o=1F(c(u)) dans Q ,
u=0 sur I'q,
oV = @, sur I's,

— 0y =Dv (ul/ - Q) sur FS?

’UT’ < br (uzx - q>
|O-7'| <p7'(ul/_q):>u7—:0 sur P3,
0| = pr (wy, — q) = 3N = 0 tel que 0, = —Au,

Probléme (F,). (contact avec coefficient de frottement dépendant de la solution,

cas statique):

Trouver le champ de déplacements u : 2 — R? tel que:

divo 4+ ¢, =0 dans €2,

o=F (¢(u)) dans Q,
u=20 sur I'y,
oV = @y sur 'y,
o, =-S5 sur I's,

o7 < p(fur]) S
los| < p(lur|)S = u, =0 sur I's
lor| = p(Jur]) S = 3IX >0 tel que: 0, = —Au,

10



1.1. Formulation des problémes mécaniques

Probléme (P). (contact quasi-statique avec compliance normale et frottement):

Trouver le champ de déplacements u : 2 x [0,T | —R? tel que:
divo + ¢, =0 dans Q x (0,7),

o=F (¢(u)) dansQ x (0,7),
u=>0 sur I'y x (0,7,
oV = sur I'y x (0,7,
—o,=p, (u, —q) sur 'z x (0,7)

‘O-T| g pT (uu - q)
7] < e (=) = i =0 sur Ty x (0.7,
lo-| = pr (u, — ¢) = IX >0 tel que 0, = —\ii,

u(0) = up dans Q.

Probléme (P,). (contact quasi-statique avec coefficient de frottement dépen-
dant de la solution):

Trouver le champ de déplacements u : 2 x [0,T | — R? tel que:
divo + ¢, =0 dans Q x (0,7),

o=F (e(u)) dansQ x (0,7),

u=0 sur I'y x (0,7,
OV = P, sur I'y x (0,7,
o, =-S5 sur I's x (0,7,

o7 < pi(lur]) S
los| < p(lur|)S = i, =0 sur I's x (0,7,
lor| = p(lur|) S = 3IAN >0 tel que: o, = =\,

u(0) = up dans .

11
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1.2 Préliminaires

1.2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section, on introduit les différents espaces de type Sobolev et les espaces fonc-
tionnels utilisés en mécanique des milieux continus. On présente leurs principales propriétés
sans indiquer explicitement la dépendance des diverses fonctions & ’égard de la variable
spatiale, les résultats sont donnés sans preuve, pour plus de détails voir [4, 12, 18, 26]. Les

notions introduites dans cette section seront utilisées dans tout ce travail.

1.2.1.1 Espaces de fonctions a valeurs dans R

Soit £ un ouvert borné de R? de frontiére notée I'. Un multi indice est une collection de d

d
entiers non négatifs, « = (ay, ..., ay). On note |a| = > «;. Si une fonction réelle v définie
i=1
sur € est n fois différentiable, alors pour tout |a| < n,

ledy(z
D%(z) = 0%v(z)

0 gy..0%x,.

est la dérivée partielle de v d’ordre a.

Espace des fonctions continiment différentiables et espaces de distributions:

1. Soit C (Q) 'espace des fonctions réelles continues sur . C’est un espace de Banach

pour la norme définie par:

Ivllegay = sup [o(@)

Pour tout entier non négatif m, on note par C™ (Q) I’espace des fonctions réelles défini

par
C"(Q)={veC(Q): D e C(Q) pour tout |a| < m}

cm (Q) est un espace de Banach pour la norme

0]

om@) = 2 1D%l¢q)

lo|<m

2. Pour tout fonction réelle v définie sur €2, son support est défini par:

suppv = {z € Q : v(z) # 0},

12
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on dit que v est a support compact si suppv est un ensemble propre de (2.
On définit alors I'espace D (€2) désignant I’espace des fonctions réelles v définies sur €2

indéfiniment dérivables et a support compact inclus dans (2.

3. D (Q) est 'espace des fonctions indéfiniment dérivables dans €2, muni de la famille de

normes

sup | D0 (a)|
FISY)

qui en fait un espace de Fréchet.

4. D" () est I'espace des distributions sur €2, c’est-a-dire: 'espace des formes f — (f,v)
linéaires continues sur D (). Pour tout f € D' (Q), on définit D*f € D' (Q) et cela

pour tout « par
(D*f,4) = (=D)I(f, D) v € D(Q)

En outre, I’application linéaire f — D f est continue.

5. Une fonction réelle v définie sur €2 est dite Lipschitz continue s’il existe une constante
c > 0 telle que:
() —v()| < cllz—yl| Vr,yeQ

Les espaces L*

1. On pose L'(Q), 'ensemble des fonctions intégrables sur ouvert €, dans lequel on
identifie deux fonctions qui coincident presque partout. L(£2) est un espace de Banach

pour la norme définie par:

V]l 210y = g; jo(z)] d

2. Sur louvert €, on introduit 'espace LP(2) égal a l'espace des (classes de) fonctions

défini pour 1 < p < oo par:
LP(Q) = {v: Q — R tel que v mesurable et |v] € L'(Q)},

on définit sur LP(2) la norme

0]l 00y = ( [P dx)

qui en fait un espace de Banach. En particulier, L?(£2) est un espace de Hilbert muni

hSA

du produit scalaire donné par

(v, W) 2) = gv(x)w(x)dx.

13
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3. On introduit aussi pour p = oo 'espace:
L®(Q) = {v: Q2 — R : v mesurable et il existe C > 0 tel que |v(z)] < C p.p. v € N}

L>(Q) est aussi un espace de Banach pour la norme
[V]] oo 2y = sUD €55 [0 ()]
e}

Si v € LP(Q), Papplication ¢ — [wv(2)y(z)dx est continue sur D (), donc définit une
Q
distribution v par:

(0,0) = év(x)w(x)dx

L’application v — © étant injective, on identifie donc ¥ a v et on a LP(Q2) C D’ ().

Soit p > 1, notons par ¢q ’exposant conjugué de p définit par ]lj + % = 1. On pose ¢ = 1 pour
p=o00 et g=o0 pour p=1.

Propriétés:

a) Inégalité de Holder: Soit p tel que 1 < p < oo et soit v € LP(Q2) et w € LI(S2), alors

lowl[ 1y < M0l o) 1wl Loy
b) Représentation de Riesz: Soit 1 < p < oo et soit f € (LP(Q)), ou (LP(2))" est
I'espace dual de LP(£2) (I’ensemble des formes linéaire sur LP(£2)), alors il existe w € L9(€2)

unique tel que
f() = [vwdz Yve LP(Q)
Q

De plus, on a |[w|[1qq) = | fll(1s(q)y- Ce résultat exprime que 'on peut identifier I'espace
dual de LP(Q2) a l'espace L9(£2). Le résultat est faux si p = oo, en effet, le dual de L>(2)
contient L!(€2), mais il est strictement plus grand que L'().

c) L’espace LP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oc.

Notions de convergence

- Soit 1 < p < 00, on dit que v,, converge fortement vers v dans LP(Q) si v,,v € LP(Q) et si

lim {lv, = v[| gy = 0

- Pour 1 < p < oo, on dit que v,, converge faiblement vers v dans LP(Q2) si v,, v € LP(2) et
sl
lim [(v,(z) — v(z))w(z)dz =0, Vw € LI(Q)

n—o0 Q
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- Si p = o0, on dit que v,, converge faible* vers v dans L>®(Q) si v,,v € L>(Q) et si

lim [(vn(2) — v(z))w(z)dr =0, Yw € L*(Q)
n—eo g
Prorietés:
a) Si v, converge faible* vers v dans L>((2), alors v, converge faiblement vers v dans
LP(Q2), Vp > 1.
b) Pour 1 < p < oo, si v, — v fortement dans LF(S2), alors |[val| s — [[0]| sy dans
R.
c) Sil < p < oo etsiwv, — v faiblement dans LP(Q), alors v, est bornée de plus
ol < Himine el -
d) Sil < p < oo (resp. p=00), alors de toute suite bornée v,, dans LP(€2) (resp. L>*(Q2))
on peut extraire une sous suite faiblement (resp. faible®) convergente dans LP(2) (resp.
dans L>(Q2)).

Espaces de Sobolev

On appelle espace de Sobolev d’ordre m sur LP(Q2) et ’on note WP () 'espace défini par
WmP(Q) ={v|v € L*(Q), D € LP(Q), |aof < m}

W™P(Q)) est un espace de Banach muni de la norme

3=

laj<m

[0l ) = ( 2 HD%H’EP(Q)>

Le cas p = 2 est fondamental, pour simplifier 1’écriture, on posera W™?(Q) = H™(Q) qui

est un espace de Hilbert muni du produit scalaire:

(v,w)gm@) = Y, (D%, D)

la|<m
Résultats de trace:

A) On suppose que I est de classe C1, alors C¢ (Q) est dense dans I'espace H'((). Pour
ve(Ct (Q), on posera:

Yov = yv =" trace de v sur I' "' c’est-a-dire la valeur de v sur I'. Et

L*(T) = {f |f mesurable et de carré sommable sur I' pour la mesure dI'} .
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On montre alors que 1'on peut définir de fagon unique la trace vov = yv de H'(Q) sur ' de
fagon que yv coincide avec la définition usuelle déja citée. Si v € C* (Q), Yov € LA(T) et

I'application v — v,v est linéaire continue de H'(2) dans L*(T).

B) L’application précédente n’est pas surjective, I'espace image de H'(2) par v, est
I'espace H %(I‘). On obtient une caractérisation de cet espace en introduisant les
espaces H*(R?) pour s non nécessairement entier. Une propriété de localisation des
espaces H*(R?) donnée en [10] permet de définir les espaces H*(T'), avec H*(T") =
(H*(I"))' si s <0 et on a:

[ est de classe C, I'application v — 74v est linéaire, continue et surjective de H'(2)
dans Hz(T).

1.2.1.2 Espaces des fonctions a valeurs dans R? oti dans R%*? et propriétés.

Dans cette partie, on va étendre les définitions et les propriétés précédentes aux cas des
espaces de fonctions a valeurs dans R? et celles & valeurs dans R%*?. Soit  un ouvert de
R?, on rappelle que D (Q2) est 'espace des formes linéaires continues sur D (). Le produit
de dualité sera noté par (.,.), p. On introduit également les espaces suivants:

D={p=(p)lp; €D(Q), 1<i<d}=D(®)

D= {¢: ((%) ‘¢ij:¢ji €eD(Q), 1<4,j Sd}

D' ={u=(w)|ly €D (Q), 1<i<d}

D ={o=(0y)|oy=0; €D (Q), 1<i,j<d}
Les dualités entre D et D', P et P’ seront notées respectivement par () p'xp et () prup-

Soit 'opérateur 0; = 0/0x; défini pour les fonctions et pour les distributions, les opéra-

teurs différentiels du premier ordre utilisés sont:

e:D— D,e(p) = (€ (9) i (9) = % (05 + ;) Vi, j=1,djpeD.  (1.2.1)
div: D — D,diveg = (0;¢;;) Vi,j=1,d,¢ € D. (1.2.2)

Les mémes notations sont utilisées pour les espaces de distributions, & savoir:
e:D — D e(u) = (g5 (u), e (u) = L(Oju; + Ouy)  Vi,j=1,dueD. (1.2.3)
div: D' — D' dive = (8;045) Vi,j=1,d,oceD. (1.2.4)

L’opérateur ¢ s’appelle opérateur déformation, 'opérateur div s’appelle opérateur diver-

gence. On a les relations:
(0i0,0) prwp = —(0,00) prp VO € D' (€),¢0 € D(Q) (1.2.5)
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(£ (W), 0)pvp = — (u,divg) ., YueD peD (1.2.6)
(divo, ©) pryp = —(0,6(0)) prvp VoE D,peD (1.2.7)

On introduit aussi les espaces :

H={u=(u)|u € L*(Q), i =1,d} = L*(Q)* (1.2.8)

S Y

Q == {O' == (Uij) |O-ij = 0ji < L2 (Q), ’l,j = L_d} = L2 (Q)dXd (129)

Les espaces H et () sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires respectifs:

(u,v)y = / wvidr Yu,v € H
Q

(O’,T)Q = / oiTiidx Yo, T € Q.
Q

Pour l'opérateur déformation défini par (1.2.3) , on introduit ’espace de Hilbert réel.
Hi={ueH|e(u) €Q}
muni du produit scalaire
(u,v) g, = (u,0) g + (e (u),e(v))y Vu,v € H;

et de la norme associée |||, -

On a 'égalité (algébrique et topologique) H, = (H(Q))4, voir[10], d’ot :
L’injection Hy; < H est compacte (théoréme de Relich); et l'opérateur de déformation
e : Hy — @ est continu.

Autres propriétés:
En supposant que la frontiére I' de Q est de classe C*, on a les résultats:
1) C! (Q)d est dense dans H;, ou C! (Q) ! désigne 'espace des fonctions une fois contintiment
différentiables dans €.
2) Pour v € C! (Q)d, on pose v — v |r la trace de v sur I'. On a le résultat suivant :

[ est de classe C'alors, Uapplication v — v |p définie sur C* (Q)d dans L2 (T)" s’étend
en une application v continue de H, dans L* (F)d appelée trace de v sur T.
3) L’application trace v : H; — L? (F)d n’est pas surjective. L’espace image de H; par 7y est
le sous-espace Hz ()" de L2 ()" not¢ Hy qui est de Hilbert et on a: Uapplication v — yv
est linéaire continue et surjective de Hy dans Hr.

4) L'injection Hp — L2 (I')? est continue.
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En notant par v = (v;) la normale sortante unitaire a T', pour tout ¢ € Hr on définit ces

composantes normale et tangentielle respectivement par:
v, =preto =p—p,v (1.2.10)
oup, € H 2 (') et @, € H,, tel que H, est le sous-espace fermé de Hr défini par:
H, ={p€ Hrlp, =0p.p.sur I'}

On utilisera respectivement les espaces duaux Hy., H~2 (I') et H. de Hp, H2 (T') et H,, on

note leurs normes ainsi que leurs produits de dualité par

P O P |‘|H—%(r)’<'='>r et [l , <"‘>H;xHT‘

Moyennant ’application trace, on définit pour tout v € H; les éléments v,u € H 2 (T') et

v,u € Hy par v, u = (yu), et v,u = (yu)..
On rappelle que si v € C* (ﬁ)d alors

yu=ulr, vu=ulrv, vu=ulr — (ulp.v)v.

Pour tout w € Hy, on utilisera souvent les notations u, u,, u,, au lieu de yu, vy, u, v, u.
Soit maintenant I' = I'; UT'y une partition de I telle que I';y NI’y = (, soit V' le sous-espace
fermé de H; défini par:
V={veH |y =0pp. surI'1}. (1.2.11)

Proposition 1.1. (Inégalité de Korn ) Simes 'y > 0 alors il existe une constante Cq >

0 dépendante seulement de €2 et I telle que:
le@)llg = Callvlly, YveV (1.2.12)
Considérons dans V' le produit scalaire :
(u, v)v = (e(u),e(v))q

et la norme associée ||.||,,. De I'inégalité de Korn, on déduit que ||.||;, est une norme sur V'

équivalente & la norme canonique ||.||5, et grace a un théoréme de trace de Sobolev, on a:
[0l L2y < Collvlly,  VoeV (1.2.13)
ou Cy dépend uniquement de €2 et de I'.
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On introduit aussi ’espace
Hy={o€Qldivc € H}

muni du produit scalaire
(0,7)y, = (0,7)g + (dive, divT); Vo, € Hy.

L’injection H; — H et l'opérateur div : H; — H sont des applications continues.

H et H, sont des sous-espaces de D' et D', et on a:
(divo, p)pryp +(0,6(p)g=0 VoeQ,peD (1.2.14)

(dive, o)y + (0,6 (p))g =0 Vo€ Hy,p € D. (1.2.15)

Soit ’espace C* (ﬁ)de défini par
C' (@) = {0 = (o) oy = 05 € C* (Q) i, j = 1,d}
o (@)

résultat suivant:

? est dense dans @, on définit l'application trace sur I'espace H,; grace au

Proposition 1.2. [l existe une application linéaire continue et surjective, telle que:

y¥:Hg— Hlla
De plus, on a
(50, €) ez = /au.gda V¢ € Hp, o € C' ()7 (1.2.16)
r
Ce qui permet de déduire la formule de Green :
Pour tout o € Hy, 5o € Hy est Punique élément vérifiant 1’égalité:
(7o, U>H§pr = (0,2 (v))g + (divo,v); Vv € Hy. (1.2.17)

Compte tenu de I'application trace, on définit pour tout o € Hy les éléments 7,0 € H -3 ()
et 7,0 € H; par:
Y0 =o),, Vo= (o),
SiocecC! (ﬁ)de, les éléments Jo,75,0,7,0 sont définis par:
Nyo=olrv, Fo=(olrv),, Y,o=0lr.v—_(0o|r.v)rv.
Pour simplifier les notations, on utilisera dans la suite ov, o, et o, au lieu de Fo,7,0 et

7,0

Pour tout o € H,, on a la double égalité:

<UV,71}>H/FX1{F = (00, V)p + {07, V)t i, = (0,6 (V) + (dive, v) (1.2.18)
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Espaces de fonctions a valeurs vectorielles W*?(0,T; X)

Pour I'étude des problémes d’évolution, on aura besoin des espaces de fonctions & valeurs
vectorielles W1°(0,T; X), ici X désigne un espace de Hilbert et 7 un réel positif. On
rappelle que C ([0, 7] ; X) est I'espace des fonctions continues définies sur [0, 7] dans X, qui

est un espace de Banach muni de la norme:

’u‘C([O,T];X) = tr%nTc Ju)| x

Pour k£ € [0,00], 'espace LP(0,7; X) désigne 'espace des (classe de) fonctions ¢t — f(t)

mesurables, qui font des espaces de Banach pour la norme:

(f||v det) sil<p<oo

HUHLP(O,T;X)
sup ess [o(t)][y  sip=oo
(0,7)

En particulier Pespace L?*(0,T; X) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire:

T

(w,0) r20m:x) = { (u(t), v(t))x

On désigne par D'(0,T; X) Pespace des distributions sur |0, 7'[ & valeurs dans X.

Pour k € [0, 00|, on définit I'espace des distributions vectorielles suivant
Whe(0,T; X) = {u e D'(0,T; X) tel que : Diu e L=(0,T; X) pour j =0, ., k:} ,

Diy désigne la dérivée jusqu’'a l'ordre j de u au sens des distributions. Par ailleurs,

Wk (0, T; V) est un espace de Banach pour la norme définie par:

[ullyrce ,1,x) = Z Sup essHDjuHX
0(0,7)

En particulier pour £ =0, on a
Whe(0,T; X) = L=(0,T; X)
Pour k = 1, I'espace W1*°(0, T; X) est définit par:
Whe0,T; X) = {u:[0,T] — X tel que: u€ L>(0,T;X) et & € L=(0,T;X)},

muni de la norme:
|u|W1!°°(O,T;X) = |U|L°°(0,T;X) + |u|L°°(O,T;X)

Pour tout p € [0, co] l'injection de W>(0,T; X) dans C ([0, 7] ; X) est continue.
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1.2.2 Problémes abstraits

La modélisation mathématique pour des classes différentes de problémes en mécanique des
milieux continus est liée aux inéquations variationnelles elliptiques, cette méthode permet
a la fois 'obtention des résultats théoriques et la mise au point des méthodes numériques
efficaces. Dans cette section on va présenter des résultats d’existence et d’unicité de la
solution de certains problémes variationnels.

Soit a(.,.) une forme bilinéaire sur X, et la fonctionnelle ¢ : X — |—o00,4o00] et f € X
ot X est un espace fonctionnel de Hilbert réel muni du produit scalaire (., .) , et de la norme
associée ||.||y .

Probléme (51). Trouwver u € X tel que:
a(u,v —u)+p () —pu) = (fLr—u)y YveX (1.2.19)

Un résultat d’existence et d’unicité de la solution du probléme (S) est donné par(voir

par exemple [14]):

Théoréme 1.3. Si a(.,.) est symétrique continue et coercive et ¢ est une fonctionnelle
conveze, propre et semi-continue inférieurement alors l'inéquation variationnelle elliptique

(1.2.19) admet une solution unique.

Soit maintenant a(.,.) : X x X — R une forme bilinéaire, j : X x X - Ret f € X, ou X
est un espace réel de Hilbert. On considére le probléme suivant:

Probléme (53). Trouwver u € X tel que:
a(u,v —u)+j(u,v) —j(u,u) = (f,v—u)y VYvelX (1.2.20)

A la différence du probléme (.S7) on remarque la présence d’une fonctionnelle qui dépend
de la solution recherchée, ce qui complique la résolution de ce genre de problemes. Pour
résoudre le probléme (S3), on présente un résultat d’existence et d’unicité de la solution,
obtenu par D. Montrenau et M. Sofoena [28]. En formulant des conditions sur la fonc-
tionnelle j (non différentiable en général) et sa dérivée directionnelle, on obtient I'existence.
D’autres conditions donneront 'unicité et la dépendance continue de la solution par rapport
a la donnée f.

On suppose que a est symétrique, continue et coercive donc elle vérifie:

(a) il existe M > 0 tel que:
la (u, o)l < M lullx ol Vu,0eX

(h1)

(b) il existe m > 0 tel que:

a(v,v) =m|v]% YoeX
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On suppose que la fonctionnelle j satisfait
(h2)  j(n,.): X — R est convexe sur X, pour tout n € X,
la dérivée directionnelle de j (7,.) notée j} est définie par:
(hs) i () =l [ (-t Xeo) = j ()] Vi, 0 € X,

et on considere les hypothéses suivantes:

( Pour toute suite (un) C X avec |Juy|ly — o0

et toute suite (t,) C [0,1], on a:

1

n—00
X

Pour toute suite (u,) C X avec |uy|y — o0

et toute suite bornée (n,) C X, on a:

1
lim inf [—235 (M0 Un —un)] <m

noe | [lunllx

Pour toutes suites (u,) C X et (n,) C X telles que:
u, — u faiblement dans X et n,, — n faiblement dans X, pour tout v € X,
I'inégalité ci-dessous est vérifiée

lim sup [] (77'rw/0) -J (nm un)] <J (777U) —J (77>u) :

\ n— 00

() J(u,v) =7 (u,u) + j (v,u) — j(v,0) gﬁHu—vHi Yu,v € X,u#v
J4
pour un certain € R avec § < m.

Le résultat principal obtenu dans [28], est le suivant:

Théoréme 1.4. Supposons que le probléeme (S3) vérifie les hypothéses (hy), (hs) et (hs),

alors:

1) Sous les hypothéses (j1),(j2) et (j3) Uinéquation variationnelle (1.2.20) admet au
moins une solution.

2) Sous les hypothéses (j1), (J2), (J3), et (ja) l'inéquation variationnelle admet une so-
lution unique, ot u dépend lipschitzement de f avec une constante de Lipschitz égale a
(m—B7).

La démonstration de ce résultat s’effectue en plusieurs étapes, elle est basée sur des
arguments standards des inéquations variationnelles, tels que I'argument du point fixe et la

théorie du degré topologique, voir [28].
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Chapitre 2

Probléeme de contact statique avec

compliance normale et frottement

Dans ce chapitre, on étudie un probléme de contact statique entre un corps élastique et une
fondation déformable ou réactive. Le contact est modelé en utilisant une loi de compliance

normale et frottement de Coulomb.
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2.1. Enoncé du probléme - Hypothéses

2.1 Enoncé du probléme - Hypothéses

Soit un corps élastique occupant un domaine borné 2 C R4 (d = 2,3), de frontiére I' sup-
posée réguliére, telle que I' = I'; UT, U T3 avec I'y, I'y, T's ouverts, disjoints et mes (I';) > 0.
Le corps est soumis a une densité de forces volumiques ¢, donnée sur €2 et a une densité de
forces surfaciques ¢, donnée sur I';. Le long de I's le corps est en contact avec une fondation
déformable (réactive). Le contact entre le corps et la fondation, est modélisé par une loi de
compliance normale et frottement. Cela revient a étudier le probléeme (P;) du chapitre 1.

Probléme (P;). Trouver le champ de déplacements u :  — R? tel que:

dive + ¢, =0 dans €, (2.1.1)
o=1F(e(u)) dans Q, (2.1.2)
u=0 sur I'y, (2.1.3)
oV = P, sur 'y, (2.1.4)
-0, =p, (u, — q) sur I's (2.1.5)

’UT’ g Pr (U'u - Q)
D whi @
lor| = pr (u, —q) = IX = 0 tel que 0, = —u,

Rappelons ici que:
(2.1.1) est ’équation d’équilibre.
(2.1.2) représente la loi de comportement élastique introduite au chapitrel.
(2.1.3) —(2.1.4) sont les conditions aux limites classiques de déplacement-traction.
(2.1.5) représente la condition de compliance normale.
(2.1.6) sont les conditions aux limites de frottement de Coulomb auxquelles est soumise
la partie I'3 de la frontiere T'.
On rappelle les espaces utilisés :
S, est Pespace des tenseurs symétriques de second ordre sur RY(d = 2,3), . et |.|

dénotent le produit scalaire et la norme euclidienne dans S, et R? respectivement, c¢’est-a-

dire :

wy = ww, |u| = (v.v)% Vu,vo e R 1<i,j <d,

0.7 = 0Ty, |T|= (T-T)% Vo,r €84, 1<ij=<d
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2.1. Enoncé du probléme - Hypothéses

On rappelle également les espaces:
H={u=(u)|y € L*(Q), i=1,d} =12 (Q)?
Q= {o=(oy)loy =05 € L*(Q), i =1,d} = L* ()"

munis des produits scalaires canoniques respectifs:

(u,v)y = / wvidr Yu,v € H
Q

(0,7)g = / oijTide Vo, T € Q.
Q

et les normes associées ||. ||, ||/, -

Pour le champs des déplacements, on utilisera I’espace
Hy ={ue Hle(u) € Q},
H, est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
(u,v) g, = (U, )y + (e (u) € (’U)>Q Yu,v € Hy,

et de la norme associé |||, -

On rappelle aussi I'espace:
Hy={oce€Q|divc € H}

muni du produit scalaire (.,.), défini par
(0,7)g, = (0,T)g + (divo, divT),;  Vo,T € Hy,
et 'espace V' défini par:
V={veH |lv=0 sur 'y},

muni du produit scalaire (.,.),, défini par

<u> U)V - <€ (u> € (U)>Q .

et de la norme associée ||.|| .

Hypotheéses sur l'opérateur d’élasticité linéaire F

a) F:Qx8S;— Sy

= (Fijw), 1 <isj kb <d et Fim € L® ().
¢) il existe B > 0 tel que: FC.C = B|C)° V¢ € Sy p.p. dans Q.
d) Fo.(=0.F(,Vo,( €Sy p.p. dans €.
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2.2. Formulation variationnelle

Hypothéses sur ¢, et ¢,
p, € H (2.1.8)

@, € L? (T3)". (2.1.9)

Hypothéses sur les fonctions de contact
pr: 3 xR — R, r=(7,0v) telles que

;

(a) il existe L, > 0 tel que:
pr (7, u1) = pr (T, u2)| < Ly |ug —ua|  Vuy, us €R, pp. v €T3

(2.1.10)
(b) © — p, (x,u) est Lebesque mesurable sur I's, YV u € R
\ (¢) 2 — py(x,u) =0 pour u <0 pp. x €.
De plus, on suppose que:
qeL*(T3), ¢=0 pp. xecls. (2.1.11)

Pour la formulation variationnelle on introduit:
En utilisant (2.1.8) , (2.1.9) , en vertu du théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, il

existe un élément f € V tel que:

(fa U)V = (Solu U>H + (90277U)L2(F2)d YveV. (2112)

On définit la fonctionnelle j : V' x V' — R par

J (u,v) = / o (U, — q) vvda+/ pr (Uy — q) |v7|da Vu,v € V x V. (2.1.13)
I's I's

2.2 Formulation variationnelle

Afin d’établir une formulation variationnelle du probléme (F,), on donne une forme équiv-

alente des conditions aux limites (1.1.6) .

Lemme 2.1. Si o, et u, sont deux fonctions réguliéres, alors la condition

|UT| ng (uu _Q)
|O—T‘ < Pr (uu_Q) :>u‘r:0 sur F37

lor| =pr (uy —q) = 07 = —Au;, A20

est équivalente a:
o] < pr(uy —q) 000 + pr (uy, — q) |ur| =0 sur Ts. (2.2.1)
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2.2. Formulation variationnelle

Preuve. Le résultat est évident si u, =0 .

Maintenant si 0, = —Au, avec |o,| = p; (u, — q), il est clair que:
OrUr + Dr (UV - Q) ‘U’Tl = 0.
Réciproquement, si

Or.Ur +Pr (uy - Q) ‘uTl =0et ’0'7" = Pr (ul/ - q) )

alors
Or.Ur = —Pr (uu - Q) |u7'| - - |UT| |UT| )

donc il existe A > 0 tel que: o0, = —Au,.

Si

‘O-‘r‘ < Pr (uu - Q> )
on a:
- |0-7'| |UT| < Or.Ur < |UT| |UT| )
d’ou
07 Ur + Pr (UV —q) ’u7'| > —|o.]. |u7" + pr (u, — q) |UT’
> |uz| (= |or| +pr (w, —q)),
or

‘O-T| < Pr (ul/ - Q) )

il vient que |u.| = 0 soit u, = 0, d’ou I’équivalence annoncée.

On consideére la forme bilinéaire a(.,.) définie sur V' x V' par:

a (u,v) :/QF(S (uw)).€ (v)dx

D’apres (2.1.7) , a(.,.) est symétrique continue et coercive, d’ou:

(

(a) il existe M > 0 tel que:
la (u,0)] < M |lully lvlly,  Yu,v eV

(b) il existe m > 0 tel que:

a(v,v) =ml|} YoeV

\

On a le résultat:
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La forme (2.2.1) , facilite ’établissement de la formulation variationnelle du probléme (Py).



2.2. Formulation variationnelle

Lemme 2.2. Si les fonctions u, o sont suffisamment régquliéres et vérifient le probléme mé-
canique (Py) , alors:
uevV,
a(u,v—u)+j(u,v)—ju,u) = (fv—u)y YweV (2.2.3)

Preuve. Soit v € V, de (1.2.18) on déduit

(0,6 (v) —€(u))g + (dive, (v —u))y = ‘IEO'V. (v—u)da YveV

En utilisant (2.1.1) et (2.1.4) , on obtient :

(,e(v)—e(u)g = (p,v—u)y+ [ ov.(v—u)da.

ov.(v—u)da+

2

 —

= (p,v—u)y+ ov.(v—u) da,

3

gpz.(v—u)da—l-/ ov.(v—u) da
2 r

I

= (@1aU—U)H+

w

et donc d’apres (2.1.12)
a(u,v—u):(f,v—u)v—i-/ ov.(v—u)da (2.2.4)
I's
D’autre part d’apres (2.1.13) et (2.1.5) , on a :

jww—ﬂwoZQAmwwaMﬂmm+/mWwwaPW$m

I's

g—/amMﬂmm+/mwfwmm—mmm
I's

s

on en déduit en tenant compte du lemme 2.1. que :

T

Jjlu,v) — j(u,u) > —/ o, (v, — uy)da —/ or. (v —uy)da,
3 I's
d’ou
/ ov.(v—u)da > j(u,u) — j(u,v).
r
En portant la derniére iné3galité dans (2.2.4) , on obtient
a(u,v—u) = (f,v=u)y +7juu) = juv)),
dott (2.2.3) . m
Le probléeme (P;) admet alors la formulation faible suivante:
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2.2. Formulation variationnelle

Probléme (P;3). Trouver le champ de déplacements u € V' tel que:
a(u,v —u)+j(u,v) —j(u,u) = (f,v —u), YveV (2.2.5)
Réciproquement, on va vérifier par un calcul formel que:

Lemme 2.3. Siu est une solution réguliére du probléme (P 2), alors u vérifie les équations

et les conditions aux limites du probléme (Py).

Démonstration. Soit u une solution réguliére du probléme (P 2), montrons que u
satisfait les conditions (2.1.1) —(2.1.6) .
1- Soit ¢ € D(Q2)%, choisissons v = u + ¢ dans l'inégalité (2.2.5) , il vient:

a(u, o) +j (u,u+ @) = j(u,u) = (f, )y,

Oou encore
(0,e(9)g +J(wu+@)—juu) = (f,¢)y,

moyennant (2.1.12) , (2.1.13) et la formule de Green

(divo, @)y + /

s
> (1. SO)H + (¢, ’YSO)LQ(H)d

P (1t — ) <u+so—u>vda+/ pr (s — @) (| + 9)+] — |ur]) da

s

ou encore

/ ov.pda — (divo, ), + / Po (U — @) (u+ @ — u)yda + / pr (U, — q) || da
T2 I's

I's
> (01, 0)g T (P2, 79) 2 ()i

0 € D(R2)4, alors ¢ = 0 sur I, d’oul
(divo-v QD)H + ((1017 SO)H Z 0
Maintenant pour v = u — ¢ et par les méme arguments, on obtient:

(dive, o)y + (1, 9) g <0,

@ est arbitraire d’ou

divo + p; =0 dans . (2.2.6)
2- La formule de Green (1.2.18) et 'inégalité (2.2.5) donnent
<UV77U - 7u>H1L><H1—~ - (diUO', U) +] (U, U) - j (U,U) Z (fa YU = ’}/U)V VweV
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2.2. Formulation variationnelle

d’on, d’apres (2.1.12) et (2.2.6)
(ov,yv — ’YU>H;xHF + 7 (u,0) = j (u,u) = (pg, 70 — ’YU)L2(F2)2 ; (2.2.7)
pour ¢ € D(Q)?, qui s’annule sur I'; U T3 et la fonction test v = u £ ¢, on obtient:

/ (ov — ¢3) v da = 0.
>

¢ étant arbitraire, on déduit que:
ov = @, sur [y, (2.2.8)

3- En choisissant une fonction réguliére ¢ qui s’annule sur I'y UT's tel que ¢, = 0 sur I's

et en utilisant les mémes arguments qu’auparavant, on obtient:

/ (0, +pu (U, — q)).pda = 0,
I's
la fonction ¢ est arbitraire, d’ou:
o, +py, (u, —q) =0, sur T's. (2.2.9)
4-En tenant compte de (2.2.8) , (2.2.7) devient:
/ ov(yv —~vyu)da+ j(u,v) —j(u,u) =20 YveV,
I's
c’est-a-dire que l'on a:

fr3 o, (yv —yu) da + st or. (yo —~yu)da + frg po(u, — q) (v, —u,) da
+fr3 pr(uy, — q) (|v| = |ur]) da = 0,

sachant que:

07V = 07.0s,

et que:

[or] < [0

on déduit en tenant compte de (2.2.1) que:

/ (0704 pr (uy, — q) |v]) da — / (07w + pr (uy — q) lur]) da >0
I's

I's

Si on pose v = +kv avec k > 0 dans 'inégalité précédente, on aura:

k;/ (£o,.v+pr(u, — q) |v|)da—/ (oru+pr(uy —q)|ur|)da>0 YveV,
Fg FS
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2.3. Existence et unicité de la solution du probléme

par conséquent, on a d’une part
/ (0rur + pr(uy, — q) |ur])da <0 (2.2.10)
I's

et d’autre part
/ (£orv+ pr(u, —q)|v])da =0 (2.2.11)
I's

par densité la derniére relation est vraie Vv € L? (T'3), choisissons alors

v= B0, p.p. sur '3 ou B e L*(3)et B3>0 pp. sur I's, on obtient
| 1ol 4 pr s = @) o) da >0,
s

ce qui entraine:

— o+ +pr (uy — q) lo| >0 pp. sur Ty,

c’est-a-dire
|O-T| < pT (uu - Q)

ce qui permet de déduire que:
—0r.Ur g ‘O_T'UT| g pr (UV - C]) |U’T’ p-p. sur F?n

il s’ensuit:

o 4+ pr (U, —q) |ur| =0 p.p. sur I's. (2.2.12)

Il découle immédiatement des inégalités (2.2.10) et (2.2.12) que:
sty +pr (uy, —q) lu] =0 p.p. sur T's.

En utilisant le lemme 2.1. , on obtient les conditions aux limites de frottement (2.1.6) m

2.3 Existence et unicité de la solution du probléme

Ayant établi ’équivalence formelle entre les problémes (P;) et (P;2), maintenant on se

propose de donner un résultat d’existence et d’unicité de la solution du probléme (P 5).

Théoréme 2.4. Sous les hypothéses (2.1.7) —(2.1.11) , il existe une constante C > 0 telle

que si C (L, + L;) < 1, le probléme (Py2) admet une solution unique u.
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2.3. Existence et unicité de la solution du probléme

Preuve: Pour démontrer le théoréme 2.4. , on introduit un probléme intermédiaire:

Pour chaque g = (g1, ¢2) € L3 (T'3)?, ou
L2 (T'3) = {z € L* (') tel que: z > 0 p.p.sur I's},
on définit la fonctionnelle 2, : V' — R de la maniére suivante:
hy (w) = / qgrw,da +/ go lw.|da Yw e V.
I I's
Le probléme intermédiaire est défini comme suit :
Probléme (P). Trouwver u, € V tel que:
a(ug, w — ug) + hg (W) — by (ug) = (f,w —uy), YweV (2.3.1)
Lemme 2.5. Le probléme (P{) a une unique solution.

Preuve. La fonctionnelle i, est convexe, propre et semi continue inférieurement, de plus
a est symétrique, continue et coercive, on déduit en vertu du théoréme 1.3. du chapitrel
sur les inéquations variationnelles elliptiques que I'inéquation (2.3.1) posséde une unique
solution. m

Maintenant, pour démonter le théoréme 2.5. , on définit I’application suivante:
U L2 (Ts)? — L2 (1)
g +— Y(g)=(p(ug, —q), pr(ug, —q))

et on montre le

Lemme 2.6. U a un point five g* et ugy est solution du probléeme (Py).

Preuve. Pour i = r, s, soit le probléme :

Probléeme (P}"). Trouver u, € V tel que:
a(tg,, v — ug) + hy, (V) = hy, (ug,) = (f,0 —ug,)y, Vug € V.
Posons v = u,, dans I'inégalité du probléme (P{"), on obtient:
a(ug, , tg, — ug,) + hy, (ug,) = hy, (ug,) = (f,ug, — ug,),
et posons v = u,, dans l'inégalité du probléme (P}*), on a:

a(“gm Ugr - ugs) + hgs (U’gr) - hgs (U/gs) 2 (f7 ugT - U’gs)7
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2.4. Résultats de dépendance continue de la solution par rapport aux données

en additionnant les deux inégalités obtenues, il vient:
a (ug, — ug,, (ug, — ug,)) + hy, (Ug, — ug,) = hg, (ug, —ug,) 20,
ce qui permet d’écrire:
—a (ug, — ug,, ug, — Ug,) + hg, (ug, — ug,) — hy, (ug, —ug,) 20,
d’apres (h) (b), il existe une constante m telle que:
hy, (ugs — g, ) — hy, (ug, —uy,) =m Hugr - UQSH%/ .

en utilisant les propriétés de h,, on déduit qu'’il existe une constante C’ > 0 telle que:

hgr (ugs - ugr> - hgs (ugr - ugs> < C/ Hugr - ugs Vv ng - gsHLQ(F3)2 ?

d’ou
!

C
v S m g, — gsHLQ(I‘g)z : (23-2)

Hugr — Ug,

D’autre part, on a :

1V (g,) — ¥ (gs)||L2(1"3)2 = [|(pv (ugr, — @) = pv (ugs, — ), r (tgr, — @) — Pr (Ugs, — Q))HL2(F3)2 5

en utilisant ’hypothese (2.1.10) (a) sur les fonctions p, (r = 7,v), on déduit de (1.2.13)
que:
19 (gr) =W (g)ll 2ry)> < Co (Lo + Le) [Jug, — g,

'
d’ot, on déduit en exploitant (2.3.2) que
C'Cy

1 (gr) = ¥ (95)ll L2y < (Lo + L) l9r = 9sll p2ry)2

en posant C' = %, on déduit que si C' (L, + L;) < 1, ¥ est une contraction; donc elle
admet un unique point fixe que ’on note g* et ug,+ est une solution unique du probléme
(Pr2) m

2.4 Reésultats de dépendance continue de la solution

par rapport aux données

Dans cette section, on étudie la dépendance continue de la solution du probléeme (P;) par

rapport aux données ¢,, p, et par rapport aux fonctions de contact p, et p,.
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2.4. Résultats de dépendance continue de la solution par rapport aux données

2.4.1 Dépendance continue de la solution par rapport aux don-

nees i, o

On a une dépendance continue de la solution du probléme (P ;) par rapport aux données
externes ¢, ¢,. Notons par u;, i = 1,2 la solution du probléme variationnel (P, ;) associe

aux données ,;, @,; satisfaisant (2.1.8) et (2.1.9) . Dans ce cas, on a l'estimation:

Théoréme 2.7. Supposons que (2.1.7) , (2.1.10) et (2.1.11) sont vérifiées et qu’il existe
une constante positive C' telle que C(L, + L;) < 1, alors il existe une constante ¢ > 0 telle
que:

s = wnlly < e (12 = @aally + 1922 = Par o)

Preuve. Soit u; la solution du probléme (Ps ) associe aux données 1, ©q1, €t usg
la solution du probléme (Ps 1), associe aux données ¢4, Qgo.
Posons v = us dans la premiere inéquation et v = u; dans la deuxieme inéquation,

en additionnant, on trouve:
—a(ug — uy,ug — ur) + j (ur, uz) — j (u1,ur) + j (uz, up)
— J (w2, u2) = (f1 — fo,us — w1),
et en utilisant (hy), il s’ensuit:
m[lug — Ul”%/ < J (ua, u2) — j (ug,ur) + J (w2, ur)
— J (ug, ug) + (fo — fi;u2 — uy).
Par ailleurs, de (2.1.13) , on a :

(2.4.1)

J (w1, uz) = j (ur, ur) + Jj (uz, ur) = j (uz, uz) <
(o (2, — @) = po(wr, — Dl 2y + 1(Pr(u2, — @) = pr(ur, — Dl p2gry)) luz — will 2y
en remplacant f par son expression donnée par (2.1.12) et en utilisant la condition de
contact (2.1.10) (a) joint a (1.2.13) , on déduit qu’il existe deux constantes positives

C1, Cs telles que:

J (w1, ug) — j (ur,ur) + Jj (ug, ur) — j (ug, uz) <
Ch (”9011 — P1allg + a1 — 8022|’L2(r2)d> g — Ul“v
+ CQ(LV + LT) ||U2 — U1||%/

On déduit de la derniére inégalité et de (2.4.1) que si: m — Cy(L, + L;) > 0, alors, il

existe une constante ¢ > 0 telle que:

iz = wnly < ¢ (12 = Paally + 1022 = Por o)
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2.4. Résultats de dépendance continue de la solution par rapport aux données

2.4.2 Dépendance continue de la solution par rapport aux

fonctions de contact

Dans la suite, on suppose que les conditions (2.1.7) —(2.1.11) sont satisfaites et qu’il existe
une constante C' > 0 telle que C'(L, + L,) < 1. Pour chaque a > 0 soit p& une perturbation
de p, qui satisfait les conditions (2.1.10) avec une constante de Lipschitz notée L% (r = v, 7).
On introduit la fonctionnelle j* en remplacant p, et p, par p$ et p? respectivement dans
I'expression (2.1.13) .

On considére le probléme suivant :

Probléme (P}). Pour a > 0, trouwver le champ de déplacements u® : Q — R u* € V

tel que:
a(u®, v —u®) + 5% (u*v) — 7% (u*u®) = (f,v—u®), YveV (2.4.2)
Le probléme (P[*) représente une formulation variationnelle du probléme (2.1.1) —(2.1.6)

ol u est remplacée par u® et p,, p, sont remplacées par p¢, p® respectivement. On suppose

que les fonctions de contact vérifient les hypotheéses suivantes :

il existe 6 > 0 et une application 6, : R, — Ry, r = (v, 7) tel que:
(@) [py(z,u) — pp(z,u)] < Op(@)ul VueR, pp. z€ls.

(b) limOQT(oz) =0

(c) C(LY+ LY +6) < 1.

(2.4.3)

Pour tout o > 0 et sous les hypothéses précédentes, on déduit en vertu du théoréme 2.4.
que le probléme (Pf*) admet une unique solution u® € V.

Par ailleurs, on a le résultat suivant:

Théoréme 2.8. La solution u® du probléme (P{*) converge fortement dans V wvers u la

solution du probléeme (Py) quand o tend vers 0 .
Preuve. On pose v = u® dans (2.2.5) et v = u dans (2.4.2) et on additionne, il vient :
a(u® —u,u® —u) < Jj* (u* u) — j* (u*u®) + j (u,u) — j (u,u), (2.4.4)
par ailleurs, on a :

J (u* u) — J* (u®u®) + j (u,u®) — j (u,u) <

(IIPS(UQ =) = Pt — Dl 2y + 07wl — @) — pru, — Q)IILz(r3)> [ = ull popgy s
(2.4.5)
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2.5. Conclusion

Maintenant de (2.1.10) (a) et de (2.4.3) (a), on a:

(05 (u® = @) = pr(ww — @)l 12ryy = 1(P7(w) — @) + D7 (w — @) = P (w — @) = pr(wy — @) 12y
< 7y — @) = P (ww = Ol pagry) + 108 (v — @) = pr(ww — Ol 2y,
< LY lug — ul/||L2(F3) + 6, () ||uHL2(I‘3)d J

(2.4.6)

ou, r = (v, 7).
En utilisant la derniére inégalité dans (2.4.5) , on obtient:

1 (uu) — 7% (u* u®) + 7 (u,u®) — 7 (u,u) <

500 57 00 45 %) ) o)

[Ju® — U||L2(F3)d + (0 (a) + 07()) ||U||L2(r3)d Ju® — “”L2(F3)d )

de (1.2.13) , on en déduit que:

1 (uu) — 3% (U™ u®) + 7 (uu) — 7 (u,u) <

(0 w) = 7 () 4 u,0) —  (w0) o1s)

Co(Lg + L) llu* — ully + G (8(a) + 0-(c)) Ifuly u® — wlly,

d’ou de (2.4.4) et (h1)(b):
(m = GR(Lg + L) [lu® — ully, < CF(B,(cr) + () [fully fJu® — ully,

2
Pour C' < %, il vient:

(7= (L5 + L) [l = ully < (0u(@) +0r()

et donc, d’apres (2.4.3) (¢), on a:
0 lu® = ully < (0u(@) + 0-()) [lully

Quand o« — 0, 0,.(ov) — 0, donc u® converge frottement vers v dans V. =

2.5 Conclusion

Sous I’hypothése de petitesse des fonctions de contact on a montré que le probléme mé-
canique (P;) a une solution faible unique. Le théoréme 2.7. est important dans les ap-
plications, car il montre qu'une petite variation des données ¢, et ¢, n’entrainerait que de
faibles variations des solutions de problémes correspondants. Une remarque similaire pourait
s’appliquer au théoréeme 2.8. qui montre que ces solutions restent stables par rapport aux

petites perturbations des fonctions de contact.
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Chapitre 3

Probléeme de contact statique avec
coefficient de frottement dépendant de

la solution

Il existe un trés grand nombre d’applications qui font appel & des mécanismes de contact
dans lesquels un corps déformable peut glisser sur une fondation et que le frottement dépend
de ce glissement, tel est le glissement des plaques tectoniques. En tenant compte de cette
propriété, dans ce chapitre, on s’intéresse & un contact statique entre un corps élastique
linéaire et une fondation; le contact est modélisé avec une version simplifiée du frottement

de Tresca.
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3.1. Enoncé du probléme - Hypothéses

3.1 Enoncé du probléme - Hypothéses

On suppose qu’un corps élastique est représenté par un domaine borné Q de R?, (d = 1,2),
ayant les propriétés suivantes :

- Q de frontiere 02 = T réguliére telle que I' = TyUTLUTy, ou I'y, Iy et T'y sont des
ouverts disjoints de I'.

- Le corps est soumis a des forces de volume de densité ;.

- Sur I'y le déplacement imposé est nul.

- Sur I's on impose des forces de densité ¢,.

- Le corps est en contact avec une fondation le long de I's.

Le probleme s’énonce comme suit:

Probléme(P,). Trouver le champ de déplacements u: Q — RY tel que:

divo + ¢, =0 dans (2, (3.1.1)
o=F(e(u)) dans Q, (3.1.2)
u=20 sur I'y, (3.1.3)
oV = @, sur Iy, (3.1.4)
g, =-S5 sur I's, (3.1.5)

o7 < Sp(Jur)
los| < Sp(lur]) = u, =0 sur I's (3.1.6)
lo-| = Sp(Jur]) = 3IA = 0 tel que: 0, = —Au,

On rappelle que :

- 3.1.1 est I’équation d’équilibre.

- (3.1.2) représente la loi constitutive élastique ol F est une fonction linéaire symétrique
donnée et vérifie la conditions (2.1.7) du chapitre précédent.

- (3.1.3) et (3.1.4) sont les conditions du déplacement-traction.

- (3.1.5) affirme que la contrainte normale o, est imposée sur la partie I'3, ou S est une
fonction donnée.

- (3.1.6) sont les conditions de frottement sur la zone de contact I's.

On rappelle 'espace V' défini par:

V={veH lv=0surI}
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3.2. Formulation variationnelle

V est un espace de Hilbert pour le produit scalaire noté (., .), et la norme associée ||,

tel que:

Autres hypothéses
o, € H, @, € L*(Iy)". (3.1.7)

SeL®(Ts) et §>0 (3.1.8)

Le coefficient de frottement vérifie les conditions suivantes:
(

(@) p:T3xR—-R,.
(b) 1l existe une constante L, > 0 telle que:

(. r) —p ()| < Ly —re| Vri,ra € Ry, pop.dans Ts.
(c) Il existe une constante p* > 0 tel que:

p(z,r) < p* pour tout r € Ry et p.p. x € I's.

| (d) L’applications x — i (x,7) est Lebesgue mesurable dans T's pour tout v € Ry.

(3.1.9)
3.2 Formulation variationnelle
Pour la formulation variationnelle, introduisons certaines notations:
En utilisant le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, on définie f par:
(f,v), = / py.vdx +/ vy vda — / Sv,da Vv e V. (3.2.1)
Q Ty I's
Et soit 7 : V x V — R la fonctionnelle définie par:
J (u,v) = / Sp(|url) |vs| da, (3.2.2)
I's

qui est une fonctionnelle continue non différentiable.
Les assertions (3.1.7) , (3.1.8) assurent que les intégrales (3.2.1) , (3.2.2) sont bien définies.

De plus, la fonction j vérifie I’hypothése suivante:
Jj(n,.) : V. — R est une fonctionnelle convexe pour tout n € V (3.2.3)
Et on sait qu’il existe une dérivée directionnelle j; de j, donnée par:
i (n,0) = T [ (4 Ao) = ()] Vv €V (324)
Pour déduire une formulation variationnelle du probléme (F;), on va montrer le
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3.2. Formulation variationnelle

Lemme 3.1. Siu,o sont suffisamment réguliéres et vérifient les conditions (3.1.1)-(3.1,6),
alors
(0,e(v) —e(u))g +Jj(u,v) = j(u,u) = (f,v—u) YveV. (3.2.5)

Preuve. Soit u une solution du probléme (P), et soit v € V.
De la formule de Green (Sec.2.1. Chap.1) et de (3.2.1) et (3.1.4) , on a:

(0,e(v)g = <(TV,'U>H/ o (dive,v) g

- (9017 U)H + (O-Va 7”>L2(F2)d + (UV7 ”}/’U)L2(F3)d
()it (01, + (79,70)

L2(rg)d

et d’apres (1.1.8) et (3.2.5) , on en déduit que

(ov,v) = (o, UT)LQ(F3)d + (o, UV)LQ(Fg)

= fr3 o, vrda — (S, v,)

L2(r3)d

L2(r3)’

et donc
(0,60 = (91,0)1 + (93,70) 1 = (50 + [ ovvnd
3
et d’apres (3.2.1) :

(0,e(v)g = (fiv)v +/ or.vda, (3.2.6)

I's
d’autre part (3.1.6) , donne

/ o, vrda > —/ Su(|url) |vs| da,
I's I's
donc d’apres (3.2.2) , on déduit que
/ or.vrda = —j(u,v) (3.2.7)
I's

en rapportant (3.2.7) dans (3.2.6) , il vient

(075(0))Q —|—j(u,v) > (fa U)V' (328)
Maintenant, de (3.1.6) et de (3.2.2) , on déduit que

—j(u,u) = — [ Su(lur])|u-| da

s

> / or.u-da,
I's
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3.3. Résultat d’existence et d’unicité

et donc d’apres (3.2.7)
—j(u,u) = / or.urda, (3.2.9)
I's

faisons v = u dans (3.2.6) , on en déduit

(0,e(u))g +i(u,u) = (f,u)v (3.2.10)

Finalement, (3.2.5) est une conséquence directe de (3.2.8) et (3.2.10) . m
La formulation variationnelle que I'on considére est alors le:

Probléme (P, ;). Trouver le champ de déplacements u : Q0 — R?

u eV, tel que:

(3.2.11)
a(u,v —u) +j(u,v) —j(u,u) > (f,v —u), YveV.

Remarque 3.1. La forme bilinéaire a est définie comme au chapitre 2, c’est-a-dire

a(u,v) = (F(e(u)),£(v))q
et vérifie, par conséquent, la condition (hy) du chapitre 1.

Notons que le probléme (P;) est équivalent au probléme (Ps ;) dans le sens que si u est
solution suffisamment réguliére de (P ), alors u est solution du probléme (F;), la démon-

stration formelle de cette équivalence utilise les mémes techniques employées au chapitre
2.

3.3 Résultat d’existence et d’unicité

Dans cette section on donne un résultat d’existence et d’unicité de la solution du probléeme

(Ps1)-

Théoréme 3.2. Sous les conditions (2.1.7) et (3.1.7) -(3.1.9) , il existe Ly > 0, tel que si
Ly 1S\ oo (ryy < Lo, alors le probléme (Pa.1) admet une solution unique qui dépend contind-

ment de f.

Pour la démonstration du théoréme 3.2., on suppose dans tout ce qui suit que les condi-
tions (2.1.7) et (3.1.7) —(3.1.9) , sont vérifiées, et on va prouver que la fonctionnelle j vérifie
les conditions du théoréme 1.4.

D’abord il est clair que j vérifie les hypothéses (hs) et (h3), cependant, on a le lemme

suivant:
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3.3. Résultat d’existence et d’unicité

Lemme 3.3. La fonctionnelle j satisfait les conditions (j1), (ja)-

Preuve. Considérons les suites (u,,) C V,t, C [0,1].

En utilisant la définition de j dans (3.2.2) , on obtient:
j(tnurw Up — Aun) - j(tnun7 un) - / S,u (|tnum'|> (|un7'| - /\ ’unT| - |um'|>da
I's

= 2 [ Syttt e da
I's
d’ou d’apres (3.1.9)
J (i, uy — Auy)) — j(tntin, uy) <0, (3.3.1)

et donc

Jo (b, Un; —uy,) < 0 < m. (3.3.2)

Ceci entraine que si: ||uy,||,, — oo, alors

. 1
liminf | ——-75 (tntn, Up; —uy) | < m,
n=oo | lually

c’est-a-dire que j vérifie la condition (j;).
Pour l'autre condition, soit maintenant les suites {u,} C V et (n,) C V telles que:

[unlly — o0 (3.3.3)

In.llyy < ¢, oue>D0. (3.3.4)

De (3.3.2) ,on a:

Il est immédiat, grace a (3.3.3) et (3.3.4) , que:

o L.

lim inf —23§ (M Un; —up) | < M,
n—oo
[l

d’ou le résultat. m
Lemme 3.4. La fonctionnelle j vérifie I’hypothése (j3).

Preuve. Soient les suites (u,) C V et (n,) C V telles que:

u, — u € V'  faiblement,
et
n, — n €V faiblement.
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3.3. Résultat d’existence et d’unicité

Il résulte, d’apres la propriété de compacité de 'opérateur trace (théoreme de Relich)

et de (3.1.9) , que:

w|n,.| — pln,| fortement dans L? (I'3)
et

| tyr] — plu,|  fortement dans L?(T'3),

et donc pour tout v € V', on a :

j(nn’ U) I j(nv U)
et

J (s n) — 5 (1, )
d’ou la condition (j3). ®
Lemme 3.5. Sous la condition (3.1.9) (b) j satisfait l'inégalité:
j (u,v) — 7 (u,u) + 5 (v,u) — j (v,v) < CEL, 15l oo gy 10 = o} Yu,v € V. (3.3.5)
Preuve. D’Apres (3.2.2) ,on a:

j(u,m—j(u,um(v,u)—j(uv)=/ S(a (url) = p (Jo,)) ([[or] = s |l da Vv € V.

I's

En appliquant (3.1.9) (b), il vient:
/ S (lur|) = w(loz]) (lor| = lurll) da < / SLy [ur = vr| ([[v7] = |ur|]) da
Fg FS
< / SL, |u. — v,|*da,
I's

d’ou

j(u,m—j(u,u>+j<v,u>—j<v,v></ ST, s — .| da,
I's

(1.2.13) implique qu’il existe Cy > 0 telle que:
Ly [[S 1 oo g /F [ur — v, da < C Ly S| poo g lu = 0I5, da
3

d’ou 'inégalité (3.3.5) m
Preuve du théoréme 3.2. La forme bilinéaire af(.,.) vérifie I'hypotheése(hq)(b),
c’est-a-dire :

a(v,v) =mlvl;, YoV
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3.4. Dépendance continue de la solution par rapport aux données

Posons
m

= —27
Co

et supposons que L, ||S||L°°(F3) < Ly, alors il existe 8 € R, tel que:

Lo (3.3.6)
CoLu 1Sl ooy < B < m.
En utilisant ce résultat dans l'inégalité (3.3.5) , on obtient
jusu—v) —jv,0—u) < Bllu—vll} Yu,v€V,uw.

Et donc la fonctionnelle vérifie la condition (j;). En tenant compte des lemmes 3.3. et

3.4. , on en déduit que le probléme (P, ;) vérifie les conditions du théoréme 1.4. m

3.4 Dépendance continue de la solution par rapport

aux données

Dans cette section, on se propose d’étudier la dépendance continue de la solution faible du
probléme (P, ;) par rapport aux données ¢, ¢,, et par rapport a une faible perturbation du

coefficient de frottement 1 .

3.4.1 Deépendance continue de la solution par rapport aux

données ¢, p, :

On a une dépendance Lipschitz continue de la solution du probléme (P, ;) par rapport a
la donnée f. En effet, soit u; , i = 1,2 la solutions faible du probléme variationnel (Pz )
donnée par le théoréme 3.2. associée aux données ¢y, @,; satisfaisant (3.1.7) , alors, on a

I'estimation:

Théoréme 3.6. Il existe une constante ¢ > 0 telle que:

Jur = ually < c (”‘Pn — 1ol + [l — 9022||L2(1“2)‘i>

Preuve. Le résultat est une conséquence directe du théoreme 3.2. m
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3.4. Dépendance continue de la solution par rapport aux données

3.4.2 Dépendance continue de la solution par rapport au

coefficient de frottement

Maintenant, pour étudier le comportement de la solution faible du probléme (P;) par rapport
aux petites perturbations du coefficient de frottement, on se place dans les conditions du
théoréme 3.2. avec Ly, [|S|| poo(ry) < Lo, 0t Lo est donné par (3.3.6) .

Soit u la solution faible de (FP). Pour tout @ > 0, soit pu® une perturbation de p qui
satisfait les conditions (3.1.9) , avec Ly, [|S|pec(p,) < Lo. On introduit les fonctionnelles
J¢ en remplacant p par u® dans l'expression de j et on considere le probléme variationnel
perturbé:

Probléme (P§). Pour tout a > 0, trouver le champ de déplacements u® : Q@ — R?

u® eV, tel que:

(3.4.1)
a(u®, v —u®) +j* (u*,v) — j* (u*,u®*) = (f,v —u*), YvelV.

Remarque 3.2. En utilisant le théoréme 3.2. , on déduit que le probléme (P5,) admet une

solution unique u® € V.
On a le résultat de convergence suivant:

Théoréme 3.7. Si la condition:

1l existe une application 6 : R, — R, telle que:
(a) |p* (x,t) — p(z,t)| < O(a) |t] VteR,, pp. x€ls. (3.4.2)
(b) limoe(oz) =0

est vérifie, alors u® — u fortement dans V' quand oo — 0.

Preuve. Soit « > 0. Posons v = u® dans (3.2.11) et v = u dans (3.4.1) ,

et additionnons, il vient:

o «

a(u —uU _u) < j(”jua)_j(uvu)"i_ja(ua’u)_ja(ua>ua)
< / S (fur ) — 2 () (2] = [ ]]) da,

d’apres (hy)(b), il existe m > 0 tel que :
a(u® —u,u® —u) = mlu

ce qui entraine

m|lu® —ul)} < A S ([ug]) = (ug])) + (e (Jur]) = e (JugD)] (Jug] = [u-|]) da,
’ (3.4.3)
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3.5. Conclusion

en utilisant (3.1.9) (b) et (3.4.2) (a), on obtient :
m[ju — u||%/ < () ||S||L°°(F3) ||Ua||L2(F3)d Ju® — U||L2(F3)d + ||S||Loo(r3)d Ly [Ju® — U”i?(rs)d )
(1.2.13) appliquée a la derniére inégalité, donne
(1 = C2L, ]l ymry) [0 = ully < CBO@) 1y Il (34
D’autre part, si on choisit v = 0 dans (3.4.1) , on obtient
a(ua’ ua) < _ja(uoz’ ua) + (f7 ua)V
< <f7 ua)Va
En utilisant de nouveau (hy)(b), il vient:

m [l < (f, u®)y, (3.4.5)

d’ou, on déduit:
o 1
Jully < - 7]l Va>0 (346

sachant que Ly, ||S|| oo,y < Lo, pour Ly < &z, on trouve en utilisant (3.4.4) dans (3.4.6)
0

CE IS oo gy 1/ 11y
m — C3L, ||S||L°°(I‘3)>

0(a),

o
— <
||u UHV ~ m(
et donc
[u® = ully, < kO(a),

ou k > 0, et la convergence est une conséquence directe de (3.4.2) (¢). =

3.5 Conclusion

Sous I'hypothése de petitesse du coefficient de frottement et de la contrainte normale im-
posée, on a montré que le probléme (P 1) a une solution faible unique. Le résultat obtenu a
un grand intérét en application, du fait qu’il confirme la stabilité de la solution du probleme
(P,) dans le sens qu'une petite perturbation des conditions de contact n’induit qu’'une petite

perturbation de la solution du probléme (P).
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Chapitre 4

Probleme quasi-statique avec

compliance normale et frottement

Dans ce chapitre, on étudie un probléme de contact quasi-statique avec compliance normale
et frottement de Coulomb (probléme (Ps), du chapitrel). Pour ce probléme, on suppose que
la fondation est déformable ou réactive. On établit une formulation faible du probléme et

on démontre un résultat d’existence en utilisant une méthode de discrétisation en temps.
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4.1. Enoncé du probléme - Hypothéses

4.1 Enoncé du probléme - Hypothéses

Ce chapitre est dédié a I’étude d’un probléme d’évolution qui modélise le contact quasi-
statique entre un corps déformable et une fondation déformable. Le corps occupe un domaine
borné Q@ C R? (d = 2,3), de frontiére I' supposée réguliére, telle que I' = Ty UTy U T3 ou
I'y, 9, '3 sont des ouverts disjoints avec mes (I'1) > 0. Soit 7" > 0, [0, T'|dénote I'intervalle
du temps qu’on considére. Le corps est soumis a une densité de forces volumiques ¢, donnée
sur 2 x(0,7T) et & une densité de forces surfaciques ¢, donnée sur I'y; x (0,7). Le long de
I's, le contact est supposé avec compliance normale et frottement de Coulomb. Cela revient

a étudier le probléme suivant:

Probléme (P;)

Trouver le champ de déplacements u : Q x [0,T] —R? tel que:

divo + ¢, =0 dans Q2 x (0,7, (4.1.1)
o=F (e(u)) dans x(0,7), (4.1.2)
u=20 sur 'y x (0,7, (4.1.3)
oV = @, sur I'y x (0,7, (4.1.4)
-0, =p, (u, —q) surI's x(0,7), (4.1.5)

|0-7'| <p'r (ul/ _Q)
lor| < pr(uy, —q) =1, =0 sur I's x (0,7, (4.1.6)
lor| = pr (u, — q) = IA > 0 tel que 0, = =i,

u(0) = up dans Q. (4.1.7)

- (4.1.1) est I’équation d’équilibre.

- (4.1.2) est la loi constitutive élastique, ou f est symétrique et linéaire, vérifiant les
conditions (2.1.7) du chapitre 2.

- (4.1.3) et (4.1.4) sont les conditions au bord de déplacement-traction.

- (4.1.5) représente la condition du contact avec compliance normale.

- (4.1.6) sont les conditions de frottement de Coulomb sur la frontiere de contact I's.
Soit ’espace V' défini par:

V={ve H;v=0surI'|},
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4.2. Formulation variationnelle du probléme

on munit V' de la norme ||.||;; induite par le produit scalaire défini par:

On fait les hypothéses:
o, € W2 (0,T; H), o, € W <0,T; L2 (Fg)d> , (4.1.8)

Les fonctions de contact p,., 7 = (7,v) et ¢ vérifient les conditions (2.1.10) et (2.1.11) du
chapitre 2.

On définit la forme bilinéaire a (.,.) : V' x V —R comme suit:

a(u,v) = (F (¢ (u)),e(v))g- (4.1.9)

(2.1.7) entraine que a est symétrique est vérifie la condition (h;) des chapitres précédents.

On introduit en outre la fonctionnelle convexe j : V x V' —R par:
J(u,v) = / Py (U, — @) vyda + / pr (uy — q) |vs| da, (4.1.10)
F3 F3
Soit la fonction f définie par:
(f(t),v)y = / y.vdx +/ py.vda Yv eV Vte|0,T], (4.1.11)
Q Ty

(4.1.8) entraine:
fewh=(0,T;V). (4.1.12)

et on suppose que la condition initiale satisfait:

upg €'V (4.1.13)

a(ug,v) + j(ug,v) = (f(0),v)y YveV. (4.1.14)

4.2 Formulation variationnelle du probléme

L’objet de cette section est d’établir une formulation variationnelle au probléme mécanique
(Ps). On utilise une approche analogue a celle du chapitre 2.

La condition (4.1.6) s’écrit sous la forme donnée par le lemme suivant:
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4.2. Formulation variationnelle du probléme

Lemme 4.1. Si o, et u, sont deux fonctions réguliéres, alors la condition

lo7| < pr (u, —q)
lor] < pr(uy, —q) = u, =0 sur T3 x (0,7,
lor] =pr (uy, —q) = 0, = =Xy, X220

est équivalente a:
lor| < pr(uy —q), 070 +pr (u, —q) || =0 sur T3 x (0,7). (4.2.1)

Preuve. La preuve est similaire a la preuve du lemme 2.1. =

Cependant, on a le lemme suivant:

Lemme 4.2. Siu, o sont suffisamment réguliéres et vérifient le probléme mécanique (Ps3),

alors:

{ u(t) €V,

(4.2.2)
a(u(t),v—"u(t)+ju(t),v)—j@),u(t) =), v-1ult)), YweV

Preuve. Soit u une solution assez réguliére du probléme (Ps), soit v € Vet t € (0,7).

En utilisant la formule de Green et (4.1.1) , on obtient:

(0(t). e (v) — £ (1)) = (p2(6),v — (1) + / ov. (v — ilt)) da,

r

grace a (4.1.4) et (4.1.11) , on a:

(0 (t),e(v) —e(a(t)g = (f(t),v—"uilt))y + /F3 o (t)v.(v—1u(t))da,
Cest-a-dire :
a(u(t),v—a(t)=(ft),v—u(t), + /F o (t)v. (v— i (t)) da. (4.2.3)
D’aprés (4.1.10) et (4.1.5) on a :

Ju(t),v) = j(u(t),a(t) = /va(uu—Q)(vv—ﬂu(t))daJr/ pr (uy = q) (Jor] = [t (£)])da

T's

< / o0 (1) (v — i (£))da + / pr (ty — @) (o] — [itr (£)])da

I's

En tenant compte du résultat du lemme 4.1. , on a :

/FpT(uu—q)pT(uu—Q)(lvA—|u7(t)l)da2—/ or (1) (vr = (1)) da,

I's
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4.3. Existence de solutions du probléme

il vient :
—/F oy (t) (v, =ty (t))da — /F o7 (t) (vr — 47 (8)) da = j (u(t),v) —j (u(t),u(t)),
d’ou:

[ o@rto—i)daz i) - .0, (4.2.4)
I's
L’inégalité (4.2.2) est une conséquence directe de (4.2.3) et (4.2.4) . m

Le lemme précédent permet d’associer au probléme (P;) la formulation variationnelle faible

suivante:

Probléme (P ;). Trouver le champ de déplacements u € W1 (0,T; V), vérifiant
u (0) = uy dans Q, tel que
a<u<t)7v _u<t)) —|—](U(t>7v) _j(u(t) 7u(t)) > (f (t),l) _U(t))v (42 5)
YoeV, pp. te(0,T)
Avec un raisonnement analogue & celui du chapitre 2, on vérifie, sans peine, que ré-

ciproquement si u est solution du probléme variationnel (Ps;), alors u vérifie les conditions

(4.1.1) -(5.1.1) , d’ou I’équivalence des deux probléemes.

4.3 Existence de solutions du probléme

Dans cette section, on énonce un résultat d’existence de la solution faible du probléme (P;),

on démontre le théoréme suivant:

Théoréme 4.3. Sous les hypothéses (2.1.7) , (2.1.10) , (2.1.11) , (4.1.8) , (4.1.13) et
(4.1.14) , il existe une constante C' > 0 telle que, si C(L, + L,) < 1,le probléme (Ps;)

admet au moins une solution u € W (0,T;V) .

Pour démontrer le théoréme 4.3. , on procéde par étapes en supposant que les hypotheses
du théoréme sont toutes vérifiées. D’abord on introduit un découpage uniforme de 'intervalle
[0, T']; on définit un pas de temps At = =, associé & un entier n € N*, et on pose t; = iAt,i =
0,...,n, on note par v’ la valeur de la solutlon approchée au temps t;, et Auli=uli+1 — i,
En utilisant un schéma d’Euler implicite, on obtient une suite de problémes approchés (P')

définis par:

Probléme (Pi). Trouver u'+* € V tel que:

n

o (w0 =22+ (u m,v)—j(wam) (frro-2)  woev
\%4

(4.3.1)
o u’ =wg, flirt = f(tis1)
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4.3. Existence de solutions du probléme

Lemme 4.4. [l existe une constante positive C' telle que si C'(L, + L;) < 1, le probléme

(P%) admet une solution unique.

Preuve. En multipliant I'inégalité (4.3.1) par At il vient:

a (ut”l,At(v Au 1)) + 7 (u'+r) Atw) — j (ub+r) Au't)

> (ftwrl, At(v — Agf))v Yo eV,

on pose

Aty +u' = w,

on obtient:
a (U w — w4 g (W w — ) — g (W A > (L w — uti“)v Vw e V.

Inversement si on pose w = Atv + u' dans 'inégalité précédente et on divise par At, on
obtient I'inégalité (4.3.1) d’on, on déduit que le probleme (P') est équivalent au probléme
suivant:

Probléme (Q!). Trouver u'+' € V tel que:

a (u'tt, w —uf) 4 g (uh w — ut) — g (uh A = (ffw —ab), Yw eV

o u’ =wup, fU = f(ti1)
(4.3.2)

Du théoréme 2.4. du chapitre 2, on déduit qu’il existe une constante C' > 0 telle que si
C(L, + L;) < 1, le probleme (Q%) admet une solution unique et par conséquent, il en est
de méme pour le probléme (Pf). =

Dans la suite on va établir des estimations a priori sur les solutions discrétes, on va

démontrer ci-apres le

Lemme 4.5. I existe une constante C' > 0 telle que si C(L, + L;) < 1,il existe une

constante ¢ > 0 telle que:
Juteey < el (433)

| At (4.3.4)

1% chAfti”V

Preuve. Posons w = 0 dans (4.3.2), on obtient:
a (uti+1’uti+l> —j (uti+1’ _uti) +j (uti+1’Auti> < (ftiJrl’ Uti+1)v’
or

g (ul, Aut) —j (uf+t, —ul) = /pu( S =a) (UE+1)da+/pT(U§*l—Q) (= uy

Fg 1—‘3

—oyti
ut
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4.3. Existence de solutions du probléme

et donc grace a (hy)(b) ,(2.1.10) (b) et (1.2.13) , on en déduit

m |5 < GO+ Lo e+ (L7 [l

Si C3(L, + L,) < m, il découle directement qu’il existe une constante positive c,
telle que:

la =l < call 7

Pour montrer (4.3.4) , on pose w = u'" dans (4.3.2) , et w = u'i*! dans sa translatée par

rapport au temps t;, on obtient les inégalités suivantes:

a (uti-H7 uti _ uti+1) _]' (uti+17uti+1 _ uti) > (fti-!—l,uti _ uti+1)v 7

et
a (uti7 uti+1 o uti) ‘|‘j (uti, uti+1 _ utiﬂ) o ] (uti7 uti _ utiﬂ) > (fti7 uti _ utz‘+1)v ’
en additionnant les deux inégalités précédentes, on obtient:

—a (uti+1 _ uti, uti+1 _ uti) +] (uti’ uti+1 _ uti—l) _ ] (uti’ uti _ uti—l)

_j (uti-&-l, uti+1 _ uti) > (ftz _ fti+l,uti+1 _ uti)v 7
d’ou

a (Auti, Auti) < g (uti, ulitt — utifl) —J (uti,u“ — utifl)

(b (A A, (4.3.5)
En remplagant j par son expression donnée par (4.1.10) et en utilisant le fait que

Huti+1 . uti—l‘ o }uti—l . uti

< ‘uti+1 o uti

Y

il vient:

i+1

Pl = @) = p (s — )] | Al | da

a (Au'i, Au'i) < /

+f
I's

en utilisant les hypothéses (h1)(b) et (2.1.10) (b), on déduit que:

2 t;
v g/ L, ’Auy
I's

et d’apres (1.2.13) , on a:

T's
tit1

pr(u™ = ) = pr(uts — g)| |Aut

da + (Af', Autt),,,

m || Aut Aul

2da+/ L, |Aut: da+ (Af% At
I's

m || Aut [}, < C2(L, + L) ||Aut ||, + [|Af"

‘Auti

v Ay
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4.3. Existence de solutions du probléme

ce qui entraine:
1

<
v < m — C¢(L, + L)

‘ ‘ Al

a7

d’ou, si %S(LV + L;) < 1, on déduit qu’il existe une constante ¢, > 0 tel que (4.3.4) est
vérifiée. Pour conclure il suffit de prendre ¢ = max(c,, ). ®
Maintenant pour montrer le théoréme 4.3. ; on considére les suites de fonctions

u [0, 7] = Vet a":[0,7] — V définies par:

n t; Auti .
u (t) =u"—+ Al (t—tl) Vt € (ti:tiJrl]a 2:O,...,n— 1 (436)
ﬂ/n(O) = Uyg, &n(t) = ut"“ vVt € (tz, ti+1], 1= O, e, = 1 (437)
On définit aussi la suite (f") par:
f1(0) = f(0), f(t) = f(tix1) VtE (tistina], i=0,...,n—1 (4.3.8)

On montre alors les résultats de convergence donnés par le

Lemme 4.6. [l existe uw € WH> (0,T;V) tel que: en passant  une sous suite de (u™) notée
encore (u"), on a:

u" — u  dans W (0,T;V) faible* (4.3.9)
u"(t) — wu(t) dansV faiblement Vt e [0,T], (4.3.10)

et en passant & une sous suite de (4") notée encore (u"), on a:

" — wu dans L™ (0,T;V) faiblex (4.3.11)
a"(t) — wu(t) dansV p.p. t€[0,T] (4.3.12)

Preuve. On a d’apres (4.3.3) , le résultat

n(t < o (0.T:V) 1
ﬁ% ||u"™( )HV C”fHL (0,T;V)

et de (4.3.6) , (u") est absolument continue et sa dérivée est donnée par:

. Auti
u(t) = A7

, P.p. t € (ti)ti—l-l)v 1=0,...,n—1

il en découle

Auli
At

<cl|f
,

1" | oo 0,50

Y

max
ostsnd L=(0.T3V)
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4.3. Existence de solutions du probléme

ce qui montre que (u") est bornée dans W1 (0,T;V), donc on peut extraire

de (u™) une suite, encore notée (u™), telle que I'on a (4.3.9) .

Pour (4.3.10) , on sait que I'injection W1 (0,T;V) — C ([0,T],V) étant continue,
donc:

u™(t) — u(t) faiblement dans V'Vt € [0, T/,

Par ailleurs, pour tout ¢ € (¢;,%;11), on a

~n n t; t; Auti
|a"(t) —u"(t)],, = |[u'™ —u'— (t—t;) (4.3.13)
At v
Ayl
T, .,
< @l

or (4") est bornée dans L* (0,7;V), d’ou

" —u" — 0 dans L™ (0,T;V) (4.3.14)
de plus

a"(t) —u"(t) — 0 dans V p.p. t € [0,T] (4.3.15)

(4.3.11) et (4.3.12) découlent immédiatement des deux derniers résultats et de (4.3.9)
et (4.3.10) m

Remarque 4.1. Puisque f € W (0,T;V), on a:
" — f fortement dans L* (0,T;V). (4.3.16)

Maintenant, il reste a prouver que I’élément u de W1 (0, T; V') donné par le lemme 4.6.

est solution du probléme (Ps ;). Pour cela, on montre les propriétés suivantes:

Lemme 4.7. Les propriétés suivantes sont vérifiées:

7111_{20 ' a(u"(t),v(t))dt = /T a(u(t),v(t))dt Yve L*(0,T;V) (4.3.17)
hgiolgf/o a(u"(t),a"(t))dt > /0 a (u(t),a(t))dt (4.3.18)
nlg]go Tj (@™(t),v(t)) dt = /Tj (u(t),v(t))dt Yve L*(0,T;V) (4.3.19)

lim sup /0 J (), i (2) dt > /0 J (u(t), t)) dt (4.3.20)

n—oo

lim [ (), 0(t) — (1)), dt = /0 (f(t),0(t) — a(t)), dt Vv e L2(0,T;V) (4.3.21)

n—oo 0
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4.3. Existence de solutions du probléme

Preuve. Pour (4.3.17) il suffit d’utiliser (4.3.11) .
On a
a (a"(t), " (t)) = a (a"(t) —w"(t),a" (1)) + a (u" (1), 0" (¢))

d’ou
/0 a(a"(t),a"(t))dt = /0 a(a"(t) —u"(t),a"(t))dt +/0 a(u"(t),u"(t))dt
De I’hypothese (h1)(a), on a:

ja (@™ (t) = u™(t), 2" (t))] < M [|a"(t) = u"(@®)]ly - [a" Ol -

or
sup [[a" ()]l <c|f
te(0,T) L>=(0,T;V)
et donc, on déduit de (4.3.13) que
T

lim a(a"(t) —u"(t), 4" (t))dt =0,

n—oo 0
d’autre part, on a

(1), 0 (1)) = 5 0 (" (1), " (1)

d’ou

/0 L (), i) dt = Ea (W (1), u”(t))}

cecl entraine

liminf/o a(u™(t),a"(t))dt > liminf (%a (u™(T),u"(T)) — %a (uo,uo))

n—oo

vV

don (4.3.18) .

On a d’une maniére évidente 1’égalité

j(ana Z) = j(ﬂ’n7 Z) - j(”? Z) + ](U, Z),
en remplagant j par son expression et en utilisant (4.3.17) et (2.1.10) , on en déduit qu’il
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4.3. Existence de solutions du probléme

existe une constante positive c telle que

jﬁ G (1), 2(6)) — 3 (u(t), =()) de (4.3.22)

< (L + Ly) <||17f; - Uu||L2(o,T,L2(F3)) + [lay — UT||L2(0,T,L2(F3)d)> ||z||L2(O,T;V)

En utilisant le deuxiéme théoreme de trace (Chap.1l. Sec.2.1) et le théoréme de conver-

gence dominée de Lebesgue, on déduit que:

iy, — w, HL2(0,T,L2(F3)) — 0

et

~ 1

a7 — ur |’L2(0,T,L2(F3)d) — 0

et donc en passant a la limite dans (4.3.22) , on retrouve I'inégalité (4.3.19) .

Pour montrer (4.3.20) , on a:

/0(j(ﬂ"(t),ﬂ(t))—j(U(tM(t)))dt‘= /0 (j(ﬂ”(t)—U(t)yﬂ(t))dt',

en remplacant j par son expression et en utilisant (1.2.13) et (2.1.10) , on obtient

4<mmmmm—ﬂwmwm4

< Co(L,+L;) (Hﬂﬁ - UV||L2(0,T,L2(F3)) + |lar — Ur”L?(o,T,B(rg)d)) HuHL?(O,T;V) .

d’ou 4.3.20
Pour montrer (4.3.21) il suffit d’utiliser le fait que f* — f fortement. =
Maintenant, de I'inégalité (4.2.5) , on déduit pour tout v € L? (0, T; V), I'inégalite:

a (a"(t),v(t) —a" (1)) + 7 (a"(t), v(t)) — j (@"(t), a"(t)) = (f*,v(t) = a"(1))y

L’intégration des deux membres de cette inégalité sur [0, 7] donne:

/ a(a"(t),v(t) —a"(t))dt —l—/ Jar(t),v(t))dt
or r 70 (4.3.23)
—/J@WMNWﬁZ/Jﬂww@—anﬁ

/Oa(ﬂ”(t),v(t)—u”(t))dt:/o a(ﬂ“(t),v(t))dt—/o o (G (1), 6"(1)) dt.



4.4. Conclusion

en utilisant (4.3.17) et (4.3.18) , on obtient:

im [ a (@), 0(t) — (1)) dt < /0 o (u(t), o(t)) dt — /0 o (u(t), i) dt.  (4.3.24)

n—oo 0

En passant a la limite dans (4.3.23) et en utilisant (4.3.24) et les résultats (4.3.19)
-(4.3.21) du lemme 4.7. , on déduit 'inégalité:

/ a(u(t),v(t) —u(t)) dt+/ g (u(t),v(t))dt
0 0 (4.3.25)

- /0 J(u(t),u(t))dt > /0 (f(t),v(t) —a(t)), dt Yve L?*(0,T;V)

Choisissant dans (4.3.25) v € L?(0,T; V) défini par:

{w sur [t,t+ A, weV
v(s) =

u(s) ailleurs.

En divisant I'inégalité obtenue par A, on obtient 'inégalité suivante:
A A
%/ a(u(s),w—ﬂ(s))ds—i—%/ J (u(s),w)ds
! s 42
[ iyt [ (e -iw),ds

Ainsi en passant a la limite selon A — 0, on déduit que u vérifie I'inéquation (4.2.5)

et par conséquent u est solution du probléme (Ps ).l

4.4 Conclusion

Sous I'hypothése de petitesse des fonctions de contact on a obtenu un résultat d’existence

de la solution. A présent, le probléme de 'unicité de la solution demeure toujours ouvert.
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Chapitre 5

Probleme quasi-statique avec
coefficient de frottement dépendant de

la solution

Dans ce chapitre, on étudie un probléme quasi-statique avec coefficient de frottement dépen-

dant de la solution (Probléme (P;), du chapitrel).
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5.1. Enoncé du probléme - Hypothéses

5.1 Enoncé du probléme - Hypothéses

Considérons un corps déformable occupant un domaine Q C R? (d = 2, 3), supposé borné,
de frontiére réguliére I', telle que I' = T'; UTy, U T3 ot Ty, Ty, 'y sont des ouverts disjoints
avec mes (I'y) > 0. Soit T' > 0, [0, 7] dénote l'intervalle du temps qu’on considére. Le corps
est encastré en I'; et soumis a une densité de forces volumiques ¢, donnée sur Q x (0,7) et
a une densité de forces surfaciques ¢, donnée sur I's X (0,7"). Le long de I's il est en contact
avec une fondation avec frottement dont le coefficient dépend de la solution. Ce probléme

s’énonce comine suit:

Probléme (P;)

Trouver le champ de déplacements u : Q0 x [0,T] — R? tel que:

dive + 9, =0 dans Q x (0,7), (5.1.1)
o=F (¢(u)) dansQ x (0,7), (5.1.2)
u=70 sur 'y x (0,7, (5.1.3)
oV = @, sur I'y x (0,7, (5.1.4)
o, =-S5 sur I's x (0,7, (5.1.5)

o7 < p(Jusr]) S
los| < w(lur|)S =i, =0 sur I's x (0,7, (5.1.6)
lor| = p(Jur]) S = 3IA >0 tel que: o, = —Au,

u(0) = uo dans . (5.1.7)

- (5.1.1) est I’équation d’équilibre.

- (5.1.2) est la loi de comportement, oul f est linéaire, vérifiant les conditions (2.1.7) du
chapitre2.

- (5.1.3) et(5.1.4) sont les conditions de déplacement-traction.

- (5.1.5) -(5.1.6) sont les conditions de frottement sur la frontiere de contact I's.

- (5.1.7) est une condition initiale.

En tenant compte de la condition (5.1.3), on définit ’espace de Hilbert V' par:
V={ve H;v=0surI'i},
'espace V' est muni de la norme ||.||;, induite par le produit scalaire défini par:

(u7 U)V - (5 (u) € (U))Q :
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5.2. Formulation variationnelle du probléme

On suppose que
o, € WY (0, T H), oy € Wh™ <O,T; 2 (FQ)d) , (5.1.8)

SeL®(3), S>0 pp. xeTls, (5.1.9)

et on garde les mémes hypothéses du chapitre 3 sur le coefficient de frottement, c¢’est-a-dire

que p vérifie les conditions (3.1.9) .

5.2 Formulation variationnelle du probléme

Pour établir une formulation variationnelle, introduisons les notations:

On définit une forme bilinéaire a (.,.) : V' x V' —R par:

a(u,v) = (F (g(u)),e(v))g- (5.2.1)

(2.1.7) entraine que a est symétrique et vérifie (hy).

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, on définit 'élément f () par:

(f(t),v)y = / ©y.vdx +/ ©y.vda —/ Sv,da Vv eV pourtel0,T], (5.2.2)
Q | I's

ol da et un élément de surface dans I's
(5.1.8) entraine:
fewh>(0,T;V).

Et on définit la fonctionnelle j : V' x V' —R par:
i (u,v) = / Sp (s (3))) |02 da, Vv €V x V (5.2.3)
I's

j est une fonctionnelle continue convexe non différentiable.

On suppose que la condition initiale satisfait:
up €V (5.2.4)

a(ug,v) + j(ug,v) = (f(0),v)y YveV. (5.2.5)

En utilisant la formule de Green (Sec2.1. Chapl), on montre le

Lemme 5.1. Siu est suffisamment réguliére et vérifie le probléme (Py), alors:

{ u(t) €V,

(5.2.6)
au(t),v—"a(t)+ju®),v)—j®),u@)=([)v-u), YveV.
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5.3. Existence de solutions du probléme

On peut montrer que réciproquement si u vérifie (5.2.6), alors u vérifie les conditions
5.1.1 -5.1.7 , ce qui permet d’associer au probléme (FP;) la formulation variationnelle faible

suivante:

Probléme (P, ;) Trouver le champ de déplacements v € WL (0,T; V), vérifiant
u (0) = ug dans §, tel que:

{ a(u),v="ua(t)+ju(t),v)=ju®), i) =(f(),v—alt),

(5.2.7)
YoeV,pp. te(0,T)

5.3 Existence de solutions du probléme

Dans cette section, on énonce un résultat d’existence de la solution faible du probléeme (Fy),

on va dans la suite démontrer le

Théoréme 5.2. Si les hypothéses (1.1.7) , (3.1.9) , (5.1.8) , (5.1.9), (5.2.4) et (5.2.5)
sont vérifiées, alors le probléeme (Py1) admet au moins une solution u € W1 (0,T;V) pour

un coefficient de frottement et une contrainte normale assez petits.

Pour montrer I'existence d’une solution dans le théoréme 5.2. , on utilise une méthode
d’approximation analogue & celle utilisée au chapitre 4.
Commengons par le choix d’une discrétisation réguliere de [0,7]. Pour tout n € N*, on
pose At = % et t; = iAt,i = 1,...,n. Pour une fonction continue v on utilise la notation
u' = wu(t;), et Aufi=u'*+1 — y'; on obtient alors une suite de problémes approchés (P')
définis pour u® = vy par:

Probléme (P!). Trouwver u'+* € V tel que:

a (ubitt w — i) + g (ubitt w — ul) — g (ubitt Aubt) > (fw — utitt), Yw e V.

ot fl+ = f(ti1)
(5.3.1)

On montre l'existence d’une solution u'i+! de (5.3.1) , puis l'on établit des estimations a

priori sur ces solutions, on a d’abord le

Lemme 5.3. Il existe une constante positive Lo > 0, tel que si Ly, ||S|| o,y < Lo,

le probleme (P') admet une solution unique.

Preuve. On considére I'inégalité translatée de (5.3.1) :

a(ﬂ,w—ﬂ)—f—](ﬂ—f—utl’w)—j(ﬁ+utz7ﬂ)

(5.3.2)
> (ffrw—a)y, YwelV,
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5.3. Existence de solutions du probléme

ou i = Au'
On déduit que u'+* est solution du probléme (P%) si et seulement si @ est solution de
I'inéquation (5.3.2) .

Par ailleurs, la fonctionnelle j : V x V —R définie par:
j(ﬂ,v) =7 (ﬂ—i-uti,v) , Yu,veV xV,

vérifie les conditions du théoréeme 3.2. du chapitre 3, donc il existe une constante positive

Ly telle que si Ly, [|S]| joo(py) < Lo, le probléme (F7) admet une solution unique. m

Lemme 5.4. On a les estimations suivantes:

. 1/, .
Hu““”v < p” (u Cov/measI's ||S||LOO(F3) + Hft’HHV> ) (5.3.3)

Si L,C3 Sl oo (ryy < m , il existe une constante ¢ > 0 telle que:

HAU“ v Sc HAft" v (5.3.4)
Preuve. Posons w = 0 dans (5.3.1) , il en découle
a (uti+l’ uti+1) < ] (uti+1 ’ utz‘+1) + (ftiJrl ’ utHl)V , (535)

En utilisant les hypothéses (3.1.9) sur ju, on obtient:

7 (uti“,ut"“) < p*y/measls HSHLOO(I‘;;) Hutm HLZ(Fg)d ’

ou encore (d’apres (1.2.13) )

g (uft utr) < pCov/measls ||| ooy [0y 5

en combinant avec (5.3.5) , jointe a (hq), on trouve

m G < e Con/measTs 18 geeqry [l [l + L7554 =[],

dou (5.3.3)
Pour montrer (5.3.4) , on pose w = u' dans (5.3.1) , et w = v’ dans sa translatée par

rapport au temps ¢;, on obtient les inégalités suivantes:

a (uti—o—l, uti _ ut¢+1) _ ] (uti+17 uti+1 _ uti) > (fti+1’uti _ utz‘+1)v 7
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il résulte de ’addition des deux inégalités précédentes que

—a (Auti, Auti) -7 (uti“, Auti) +7J (ut",uti+1 — uti‘l)

—j (v, uf =) < (Aft",Auti)V, (5.3.6)
en utilisant le fait que

Y

tiv1 _ .t
< ‘uT u,;

e = o] = fues = ]
on en déduit que
a (Au®, Au') — j (u', Au) + 5 (u', Au) < (Af5 Au), (5.3.7)
En utilisant les propriétés de j (3.1.9) et (1.2.13) , il découle:

!—j (uti, Auti) + 4 (ut"“, Auti) f/.

< LuCg ||SHL<><>(F3) HAuti
En appliquant cette inégalité a (5.3.7) , jointe & (hy) (b), on en déduit que

mHAuti f/—i- HAuti

v l1Aarey

2 .
v S LuOg ||S||L°°(F3) HAutz

ce qui entraine

1
< Aft
V" m— L,Cf HS||L<><>(F3) H v

d’on, si L,C3 1]l oo (ryy < m , il existe une constante c tel que (5.3.4) est vérifice. m

e

Pour montrer le théoréme 5.2. , on considére la suite de foncions u™ : [0, 7] — V définie par:

t;

u(t) = u" + A7

(t—tl> Vit € [ti7ti+1]7 1=0,...,n

On a le lemme suivant:

Lemme 5.5. [l existe u € WH> (0,T;V) tel que: en passant a une sous suite de (u™) notée

encore (u"), on a:
u" —u  dans WH (0, T;V) faiblex (5.3.8)

Preuve. D’Apreés (5.3.4) , (u") est bornée dans C ([0,7];V) et il existes ¢; > 0, cg > 0
telles que

tgﬁ% [u" (@)l < a ||fHL°°(0,T;V) + C. (5.3.9)

De (5.3.4) , on en déduit que (4") est bornée dans L™ (0,7; V') et Il existe c5 > 0

telle que
Auti
At

Par conséquent, (u™) est bornée dans W (0, T; V), donc on peut extraire de (u") une

<c3
v

f (5.3.10)

um . max
|| ||L°°(O,T,V) 0<i<n—1 L*(0,T5V)

suite, encore notée (u"), telle que 'on a (5.3.8) . =
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5.3. Existence de solutions du probléme

Remarque 5.1. Comme linjection de W' (0,T;V) dans C ([0,T];V) est continue, on
déduit que u"(t) converge faiblement vers u(t) dans V, p.p. t € [0,T].

Introduisant les fonctions constantes par morceaux 4" (t) et f™(t) définies sur [0, 7] dans
V par:
ﬂ"(O) = Uy, ﬂ"(t) = uti“ vVt € (ti,tprl],’i = O, = 1

f10) = f(0), () = f(tia) YVt (titia], i=0,.5n—1

On en déduit, par le méme procédé qu’au chapitre 4, les résultats de convergence suivants

Lemme 5.6. En passant & une sous suite de (a") notée encore (4"), on a:

" — u dans L= (0,T;V) faible * (5.3.11)
a"(t) — wu(t) faiblement dansV p.p. t € [0, T (5.3.12)

Remarque 5.2. Comme f € W (0,T;V), alors " converge fortement vers f dans
L2(0,T;V).

Proposition 5.7. La fonction u est solution du probléme (Py).

Preuve. Pour v € V, posons w = vAt + u' et divisons par At dans I'inégalité (5.3.1) ,

on obtient:

Auyti Aulbi Aulti
alutw— >+j u' w —j(uti“, ) > (ft”l,w— ) Vw eV,
(s T ) ) ¥ 5,

on déduit pour tout w € L*(0,T;V), I'inégalité:

a (a"(t), w(t) —a"(t))+j (@"(t), w(t))—j (@"(t),u" (X)) = (/" w(t) =" (), pp. t €(0,T)
Intégrant les deux membres de cette inégalité sur [0, 7, il vient:

S a(@ (@), w(t) —ar(t)) dt + [} j (@ (1), w(t))dt

T ., ~ . T . (5313)
= Jo 3@ (t),a"(t))dt = [y (f*(8),w(t) — a"(t))y dt
[ ]
Pour conclure, on montre le lemme suivant:
Lemme 5.8. Les propriétés suivantes sont vérifiées:
T T
lim a(a"(t),v(t) —a"(t))dt < / a(u(t),v(t) —u(t))dt Yo € L*(0,T;V) (5.3.14)
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5.3. Existence de solutions du probléme

lilniilop/o J(ar(t),u"(t))dt > /0 J (u(t),u(t))dt (5.3.15)
nl_l)gloo Tj (a™(t),v(t))dt = /Tj (u(t),w(t))dt Yve L*(0,T;V) (5.3.16)

T

lim (f"(t),v(t) —a"(t)), dt :/O (f(1),v(t) —u(t)), dt Yove L*(0,T;V) (5.3.17)

n—-+00 0

Preuve. On opére exactement comme au chapitre 4, on trouve

n]_l)I}_loo OTa (a"(t),v(t))dt = /OTa (u(t),v(t))dt Vv € L*(0,T;V),

et

lim inf /0 o (i (1), 0" (1)) dt > /0 o (u(t), a(t) dt,

n—-+400
dou (5.3.14) .
Pour montrer (5.3.15) , on écrit

J(@™(t),u"(t)) = j(@"(t),a" (X)) — j (u"(t),a"(t)) + j (u"(t), 0" (1)) (5.3.18)

on a

J @ (), a"(t)) — j (u"(t), 4" (t)) <

(5.3.19)

/F S (u(laz O) = plu @) [a7 @) da
et de (3.1.9) , on obtient

/F S (u (| ()]) — (| (@)])) [a2(8)| da

< Ly IS oo gy 187 (8) = w2 ()] L2 gy 167 (B ] L2 )

En utilisant (5.3.9) , on en déduit qu’il existe une constant positive k telle que

14" | oo 0,00y < Kl Fllwrceo vy

et on a
e (8) =z Ol 2ryye < Colla” (&) —u" (Bl
< Cog 14| Lo 0,7517)
< Gkl o
d’ou

T
/O S edfar @) = plur D) [ (6),] dadt
3
2 T 2
< k COLME HSHLOO(Fg) HfHWLOO(o,T;V)

66



5.4. Conclusion

Par conséquent

lim / / S i () = llue () 29 dot =0 (5.3.20)

n—-+o0o

c’est a dire que
lim Jg@r(t),a"(t)) — 5 (u"(t),a"(t)) =0 (5.3.21)

n—-+o0o 0

et donc

lim sup /0 (@ (), a" () dt > /0 j (u(t), a(t)) dt (5.3.22)

n——+00
La démonstration de (5.3.16) se fait en utilisant un raisonnement analogue.
Pour I'inégalité (5.3.17) il suffit d’utiliser le fait que f" converge fortement vers f dans
L?(0,T;V) pour expliciter le résultat. m

Maintenant, en passant a la limite dans I'inégalité (5.3.13) , on obtient

Jo aut),w(t) —a(t))dt + [ j(ult),w(t))dt

. - (5.3.23)
= Jo J(ut),a(t))dt = [; (f(£),w(t) —u(t))ydt Yw e L*(0,T;V)

Choisissant dans (5.3.23) v € L?(0,T;V) définie par:

w(s) =

{v sur [t,t+ A, weV

u(s) ailleurs.
Il vient, apres division par A,

L[N g (u(s), 0 — as)) ds + L [T (u(s), v) ds
A _ N ‘
— L), at) ds = 2 [T (F(s), 0 —a(t))y, ds
d’ou a la limite quand A — 0, on récupere I'inéquation (5.2.7) et par conséquent u est

solution du probléme (Py;).H

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a montré 1’existence d’une solution faible sous I’hypothése de petitesse
du coefficient de frottement et de la contrainte normale imposée. Le probléme de 'unicité

de la solution reste une question ouverte.
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Chapitre 6

Approxrimation numérique des

problémes de contact statique

Dans ce chapitre, on effectue ’analyse numérique des problémes de contact statique étudiés
aux chapitres 2 et 3. On utilise une méthode des éléments finis pour 'approximation
numérique de la solution de chaque probleme. La convergence des méthodes employées
est établie en donnant des estimations des erreurs. Enfin, on étudie 'existence de solutions
discrétes d'un probléme de contact statique avec frottement et compliance normale dans un

cas bidimensionnel.
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6.1. Cas de contact statique avec compliance normale et frottement

6.1 Cas de contact statique avec compliance normale

et frottement

Les méthodes des éléments finis consistent & découper le domaine €2 en un nombre fini de
"petits" éléments sur lesquels on fait un calcul approché de la solution du probleme. Afin
d’obtenir une approximation globale de la solution, une décomposition du domaine doit

vérifier certaines propriétés, voir [8].

6.1.1 Approximation du probléme continu

On reprend le probléme de contact statique avec frottement et compliance normale (Prob-
leme (P;). Chap.2 ), on garde toutes les hypothéses faites sur ce probléme, en particulier,
on suppose que les conditions du théoréeme 2.4. ont lieu.

On a montré dans (Sec2. Chap.2) que le probléme mécanique (P ) est équivalent au probléme
variationnel suivant:

Probléme (P;3). Trouver le champ de déplacements u € V, tel que
a(u,v—u)+j(u,v) —j(u,u) > (f,v—u), YveV (6.1.1)

ou a(.,.), f et j sont définies respectivement par (2.2.2) , (2.1.12) et (2.1.13) .

Approximation de ’espace V'

Pour commencer, précisons quelques notations et définitions. Pour la simplicité des déf-
initions, supposons que 2 est polyédrique (polygonal si d = 2) pour plus de détails et le
traitement de domaines plus généraux voir [8] et [32]. Une partie de la frontiere Kp est
appelée face (coté si d = 2) d’un polyedre K si et seulement s’il existe un hypérplan H et

un seul tel que
Kr=0KNH

D’abord, soit ¥ une décomposition de ) c’est-a-dire:

0= U Q, Q€T EeN

1<e<E
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6.1. Cas de contact statique avec compliance normale et frottement

Les élément 2, sont des polyédres ou des tétraedres (polygones ou triangles si d = 2) et

vérifiant :

(
i) tout élément (2, est d’intérieur non vide,
i7) QN =0, siee

i11) toute face (coté si d = 2) d’un élément 2, € T est: soit une face (coté si d = 2) d'un

autre élément Q, et alors €2, et €, sont dits adjacents, soit une partie de la frontiere I,

Une décomposition vérifiant les propriétés i), ii), iii) est appelée triangulation.
Un élément €, de T est défini par deux grandeurs. Son diameétre noté h, = diam(§2.) qui
correspond a la plus grande distance entre deux points de €2, et p, le diamétre de la plus
grande boule contenue dans €).. On note h = max. h. et la partition sera indexée par
I’indice h et notée T},
Le maillage noté Tr, 5, sur I's est défini comme la trace de la triangulation %) sur I's, c’est
a dire que Ty, |r, est constitué des éléments (2. N T's) que 'on note I'; .. ( Dans notre cas
les I'; . sont des polygones ( segments si d = 2)
Propriétés:
1) Une famille de triangulations {¥,} est dite réguliére si et seulement si:

a) Il existe une constante A > 0 tel que, Vh, ¥, € T, L= < A\

Pe
b) Ve > 0, il existe T, € {%,} tel que h = max. he < €.

2) {%,} sera dite uniformément réguliere si elle réguliere et il existe ¢ < 1 tel que Vh,
VQ, € Ty, he > ch.

On veut construire un espace qui soit une approximation de type éléments finis conformes
de V. Soit h un parameétre positif destiné a tendre vers 0, on considére une triangulation ¥,
de Q, telle que les triangulations T, et T, |, sont uniformément réguliéres. Notons P; (£2)
I’ensemble des polynomes de degré un définis sur €.

A T}, on associe 'espace élément fini Vj, approchant ’espace V', tel que:
Vi ={vn € C(V% vplr, =0et vpla, €Pi(Q) VR €T, ,1<i<detl<e<E}.

Approximation du probléme (P )

En utilisant la discrétisation de type éléments finis introduite précédemment, le probléme
(Py.2) est approché par le probléme suivant

Probléme (P,). Trouver le champ de déplacements uy, € V, tel que
a(up, vp, — up) + J (un,vn) — J (up,ur) = (f,on —un)y Yo, €V (6.1.2)
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6.1. Cas de contact statique avec compliance normale et frottement

On introduit un opérateur d’interpolation de Lagrange noté II;, (voir [8])

I, : VNncQ)?* — Vi, tel que
v €V, Yo e VNC(Q)?
,u(s) = v(s) Vs e &
ou & est I'ensemble des sommet des 2, € ), 1 <e< E

Proposition 6.1. Il existe une constante Ly > 0 telle que si (L, + L;) < Lo, le probléme

(Pn) admet une solution unique.

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoréeme 2.4. du chapitre 2. m

6.1.2 Estimation de ’erreur

Dans ce paragraphe, on donne une borne de 'erreur résultante de ’approximation par les
éléments finis définis précédemment.
Soit u la solution du probléme (P 2) et uy, celle du probléme (P,), le résultat essentiel de

cette partie est donné par le
Théoréme 6.2. Siu € V N (H?(Q))4, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
3
Ju—unlly < ch¥ (Jullgaqaye + (0 = ), (6.1

Remarque 6.1. - ] est clair qu’avec ce résultat u, tend vers u lorsque h tend vers 0.

- La constante ¢ dépend uniquement de M, m,Cy, L, et L, mais pas de h.
Maintenant pour démontrer le théoreme 6.2. , on montre le lemme suivant
Lemme 6.3. Sous les condition du théoréme 6.2, il existe une constante ¢ > 0 telle que

1 1
l = unlly < e min {{u—vnlly +llu = vll L2y + lIpr (e = @l Zaqry) 1 = VnllZargyat
(6.1.4)

Preuve. Posons v = u;, dans l'inégalité (6.1.1) , il vient
(I(U,uh - U) +](u7uh) _j(u7u> 2 (f?uh - U)V )
d’autre part, on a

a(tp, vy — up) + J (un, vn) = J (un, un) = (f, 00 — un)y
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6.1. Cas de contact statique avec compliance normale et frottement

en additionnant les inégalités précédentes, on obtient:
a(u,u —up) — alup, vy —up) < J(w,up) = J (w,u) + j (un, vn) — J (un, un) — (f, o0 — u)y,
or
a(u,u — up) — a(up, vp —up) = alu — up, u — up) — a(u — up, u — vy) — a(u, vy, — u)
il vient d’apres (hq)(b):
mllu—unlly, < alu—unu—wvy) +j (u,un) = j (u,u)
a(u, vy — u) + j (un, vn) — J (un, un) — (f, o0 — u)y,

qui s’écrit si ’on rajoute et on soustrait le terme (j (u,vy) + j (u,w) + j (up, u)),
sous la forme

m||u—uh||%/ < Ry + Ry + R3 + Ry (6.1.5)
ou
Ry = a(u—up,u—uvy)
Ro = aluyon— )+ (u,vm) —  (u,0) — (F,on — 0y

Ry = j (u7 uh) -7 (uau) +7J (uhau) —J (uh,uh)
J(

Ry = j(u,u)—j(u,vp)+ 7 (un,vn) — J (up,w)

Estimons chaque terme de la derniére inégalité:

De (h1)(a), il existe une constante M > 0 telle que
a(u = up,u —vp) < M [lu—uplly [lu—wnlly -

En appliquant 'inégalité de Young (ab < da? + g—z Vo > 0), on montre qu’il

existe une constante c¢; > 0 telle que:
Ry < er(flu— unll? + llu - wal12) (6.1.6)
D’aprés la formule de Green, on a:
Ry = /F ov.(vp, —u)da + j (u,vp) — j (u,u) .
3

En remplagant j par son expression donnée par (2.1.13) , il vient

&zfmm%—wm+/wm~mmm—WWa
I's

I's
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6.1. Cas de contact statique avec compliance normale et frottement

et en utilisant (2.1.6), joint a ’hypothése (2.1.10) , on en déduit qu’il existe une constante

co > 0 telle que:
Ry < ¢z |[pr(uy — q)HLQ(Fg) lu — UhHL?(rg)d (6.1.7)

En remplagant j par son expression donnée par (2.1.13) dans R3, on obtient:

J(u,up) — g (u,u) + j (un,u) — j (up,up) = A {(po(uy — q) — pu(un, — q)(un, —uy)
+(pr (= q) — pr(un, — @) (l[un,| — u-l|) }da,

en utilisant les conditions (2.1.10) sur les fonctions de contact p,, r = (7, v), il vient:
R3 < / (Ly |uy — up, |* + Ly [ty — uny| 1y — up,|) da
I's
d’ou d’apres (1.2.13) :
Ry < C2(L, + L) |lu — us||} (6.1.8)

En remplagant j par son expression donnée par (2.1.13) dans R4, on obtient:

J(u,u) = j(u,vn) + j (un, vn) — J (un,u) = A {(pu(un, — q) = pu(uy, — q)(up, — w)
+(pr(un, — @) = pr(uy — @) (|[un, | — [u-|]) }da,

en utilisant encore les conditions (2.1.10) sur les fonctions de contact p,, r = (7,v), il

vient
R < / (Lo luy — un | [ty — v+ Lo [ty — wn, | [ty — vn,|}da
I's
de méme, d’apres (1.2.13) :
Ry < Col(Ly + Ls) [t — iy (11— 0l gy

et en appliquant I'inégalité élémentaire de Young a ce terme, on en déduit qu’il existe

une constante c3 > 0 telle que:

Ry < eallfu— unll? + llu— vl 22(e,y) (6.1.9)

les estimations (6.1.6) —(6.1.9) et (6.1.5) entrainent:

2 2 2
lu —wnlly < e{llu—onlly + flu— Uh“LQ(Fg,)d + |lp-(w — q)HLQ(Fg) lu— /UhHLQ(Fg)d}

d’ou 'estimation donnée par (6.1.3) m

Pour montrer I'estimation de 'erreur telle qu’elle est donnée dans le théoréme 6.2. | soit
IT,u linterpolé de la solution u, donc on prend v, = [I,u ceci a un sens puisque le fait que
Q) est de frontiére lipshtizienne entraine que H%(Q)? C C(Q)¢, alors pour u € H%(Q)? et

3 . :
ulr, € H2(I'3)? on a les estimations suivantes:
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6.1. Cas de contact statique avec compliance normale et frottement

Lemme 6.4. [l existe une constante ¢ > 0 telle que:

Ju = Myully, < Ch||u||H2 (6.1.10)
lu =Tl pagrge < flull, g, (6.1.11)

(6.1.10) est une estimation standard voir par exemple [8]. Pour (6.1.11) la démonstration
est établie dans [17].
On déduit de (6.1.3) que:

1 1
lu = unlly < etllu = pully + llu = Maull 20 + [1p- (w0 = @72y e = Wt fo pya b
En appliquant (6.1.10) et (6.1.11) , on a

1
lu—unlly < el lull gagaya + 12 lull 3 oy + 1P ( = @)l Faqry) B [l H2

2(I)d

< efhllull ey + B2l g oo + 53 1Pt = @)l 2oy + 54 lull g

Hz(F Hz(F }

de la continuité de I'application trace, il existe une constante k£ > 0 telle que:

lull ;3 e < Fllull 2oy et done on récupére l'estimation donnée par le théoréme 6.2.

H3(T)d =

6.1.3 Itérations successives et convergence

Le probleme (P,) peut étre approché par une méthode itérative. Soit u) € V},, on définit

une suite récurrente par

a(up ™ v — w4 g (ugt, o) — g (up,up ) = (f,on — uZH)V Y, € Vi, (6.1.12)

1

Ceci signifie que si on connait u}, on calcule u} "', c’est-a-dire de proche en proche on

arrive a calculer uy, la solution du probléme (P;,). Cependant, on a le résultat de convergence,

donné par le
Théoréme 6.5. Sous les conditions du théoréme 2.4.

|lup —uplly, — 0 quand n — +oo
De plus, il existe une constante o € |0, 1] telle que:

= unlly < o™ [Jus — ual],,
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6.2. Cas de contact statique avec coefficient de frottement dépendant de la solution

Preuve. Choisissant v, = uZH dans I'inégalité du probléme (P,) et v, = u;, dans
(6.1.12) , alors par addition, il vient

n+1

£ = () — o) 5 )

a(u, — up ™ u, — uptt) < g (up, uy

En utilisant ’hypothése (h1)(b) et en remplagant j par son expression et en appliquant

les conditions (2.1.10) sur les fonctions p, , r = (7,v) , on déduit que:

C2
e = wnlly < 2220 + Lo) g = wnlly [ = ],

d’ou
|un™ —unl,, < C(Ly + Ly) lujp — sl

ou C < %3, avec C(L, + L;) <1 (Sec3. Chap2).

Posons o = C(L, + L), on a pour uj 'estimation
1 0
[, — |, < of[uh — ],

de méme

2 1 21,0
ik = wnlly, < e flun = unlly < 0 [|uh = wnl],,
et donc par récurrence, on obtient
n __ < " 0
Juh — unlly < @™ |juy —up Vo

d’ou 'estimation recherchée.

Comme « € ]0, 1], on en déduit que ||u} — usll,, — 0 quand n — +oo =

6.2 Cas de contact statique avec coeflicient de frotte-

ment dépendant de la solution

6.2.1 Approximation du probléme continu

On reprend le probléme (P,) du chapitre 3, et on suppose que les conditions du théoréme
3.2. sont vérifiées.

On a montré dans (Sec2. Chap.3) que le probléme mécanique (P,) est équivalent au probléme
variationnel suivant:

Probléme (P,5). Trouver le champ de déplacements u € V, telle que
a(u,v—u)+j(u,v) —j(u,u) > (f,v—u), YveV (6.2.1)
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6.2. Cas de contact statique avec coefficient de frottement dépendant de la solution

ou a(.,.), f et j sont définies respectivement par (2.2.2) , (3.2.1) et (3.2.2) .
En utilisant la discrétisation de type éléments finis et les mémes notations introduites
précédemment, le probléme (P, 5) est approché par le probléme suivant:

Probléme (P,). Trouver le champ de déplacements uy, € Vy,

a(uh,vh — uh) + 4 (Uh,Uh) -7 (Uh, Uh) = (f, Vp — uh)v You, € V), (622)

6.2.2 Estimation de l’erreur
Le probléme (P,) admet une solution unique uy, cependant on a:

Théoréme 6.6. Supposons que u € VN (H?(Q))?, alors il existe une constante Cy > 0 telle
que

1
= wnlly < Cub3 ] s e (6.2.3)

Remarque 6.2. D’Aprés cette estimation il est immédiat que uy, tend vers u lorsque h tend

vers 0, c’est-a-dire que l’erreur est d’ordre hs
lu = unlly = O(h?)
Démonstration du théoréme 6.6. Posons v = u;, dans 'inégalité (6.2.1) , il vient
a(t, up — ) + J (U, up) = j (u,u) 2 (f,un —u)y

d’autre part, on a:

aun, vn — un) + J (un, vn) — J (un, un) = (f, o — un)y
en additionnant, il vient d’apres (hy)(b),

mllu—unl? < alu—up,u—vy) + alu, v, —u) 4+ j (u,up) — j (u,u)
+7 (un, vn) = J (un, un) = (f, o0 — )y
qui s’écrit encore sous la forme
m||u —up||? < Ry + Ry + Rs + Ry (6.2.4)

ou

Ry = a(u—up,u—vy)

Ry = a(u,vn—u)+j(u,vn) = j(u,u) = (f,on — )y

Ry = j(u,un) = j(u,u) + j (un,w) — j (un, up)

(
Ry = j(u,u)—j(u,vp) + j (up,vn) — j (up, w)
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6.2. Cas de contact statique avec coefficient de frottement dépendant de la solution

En utilisant (h1)(a), on en déduit qu’il existe une constante M telle que:
(= s — ) < M [lu = unlly = vl

en appliquant I'inégalité élémentaire de Young, on montre qu’il existe une constante
c1 > 0 telle que:
Ry < ex(lfu— unll?, + llu = va?) (6.2.5)

En remplagant j par son expression donnée par (3.2.2) , on a

R < (o =)+ | Sl ) (len, | =l [)da = (£, — )y
I's
en appliquant (3.1.9) (¢) et (h1)(a), on déduit qu’il existe une constante co > 0 telle que
Ro < ca Jally e = vally + 17 11l e 18 = ol ey (6.2.6)

En remplagant j par son expression donnée par (3.2.2) dans R3, on obtient

J (uyun) = j (u,w) + j (un, w) = j (un, un) < / S(ullurl) = plun. ) lur = un.| da.
I's
En utilisant ’hypothése (3.1.9) (a) joint a (1.2.13) , on obtient
Ry < Coly, ||S||L°°(F3) lu — uh”%/ : (6.2.7)

En remplagant j par son expression donnée par (3.2.2) dans Ry, on obtient

5 () — 5ty vn) + 7 (s om) — J () = / Syl ) (ftr] — [, [)dl + / Sl )([n, | — [117])dla

s

< / S(ullur]) — plun, ) (llus| — o ||)da
< / S(u([ur]) — pilun, ) (s — v, |)da

En utilisant (3.1.9) (a) et (1.2.13) , on trouve
Ry < CoLy, HSHLoo(rg) lw = wnlly lu — UhHL2(1"3)d 5

d’ott on en déduit qu’il existe une constante c3 > 0 telle que

2 2
Ry < c3 ||S||L°°(F3) (lu = unlly + flu — UhHLZ(Fg)d)' (6.2.8)

Les estimations (6.2.5) —(6.2.8) et (6.2.4) entrainent I’existence d’une constante ¢ > 0

dépendante uniquement de M, m, L, ||S];« () €t de u” telle que:

1 1 1
lu = unlly < e min {Ju—vnlly +llu = vnll L2y + lulli llw = vnll + lw = onll 22 rga}-
(6.2.9)
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6.2. Cas de contact statique avec coefficient de frottement dépendant de la solution

Pour montrer I'estimation de ’erreur telle qu’elle est donnée dans le théoréme 6.6. , soit I1,u
I'interpolé de la solution u, prenons vy, = II,u, alors pour u € H%(Q)? et u|r, € H3(T5)%,
on utilise les estimations:
Ju = Ipully, < chlullyzq,
=Tl oqgya < ch? HUHHQ(F
on déduit qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que:
1

= unlly < efh ||ull 2oy + 2 [lull? ko))

d’ou il existe une constante C; > 0 telle que

1
lu = unlly < Cih? flull gz(aye

d’ou (6.2.3) m

6.2.3 Itérations successives et convergence

Dans ce cas aussi le probléme (F},) peut étre approché par une méthode d’itération de point

fixe. Soit u) € V, on définit la suite récurrente par
alup ™ on —up ™) + j (up,on) = 5 (up, up ™) = (fon—uptt), Ve €Vi o (6.2.10)
On a un résultat de convergence analogue a celui du cas précédent, donné par le
Théoréme 6.7. Sous les conditions du théoréme 3.2.
|lup —uplly, — 0 quand n — +oo
de plus, il existe une constante 6 € 10, 1[ telle que
lr; = unlly < 0" [|u = wall,

Preuve. Posons v, = u}*! dans (6.2.2) et v;, = u;, dans (6.2.10) et additionnons,

il en découle
a(up, — up ™ up, — up Y < g (up,up ™) — g (ud ) = G (uns us) + 5 (up )
En remplacant j par son expression, on trouve

a(up — uzﬂ,uh — UZ—H) = /1“ S (M(|uh7|) — u(

/F S (sl |) — sl
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6.3. Etude d’un exemple dans le cas bidimensionnel

En utilisant 'hypothese (h1)(b) et en appliquant la condition (3.1.9) sur la fonction p,

r = (1,v), on en déduit que

1
o = nlly < CEL IS e 1k =l
L
< F S ey I = il

ou Ly est la constante définie au théoréme 3.2. | avec Ly < %3, (Sec2. Chap3).

Posons 0 = i—g 151 oo (1) o1 & pour uy 'estimation
ek = wnlly < O fJur = ua],

de méme

i = unlly < O = unlly = 6% ui = unl]y,

et donc par récurrence, on obtient
n n 0
Jup — unlly, < 0™ ||up —ual|,,

d’ou 'estimation recherchée.

Comme § € ]0,1[, on en déduit que ||u}, — up||,, — 0 quand n — 400 m

6.3 Etude d’un exemple dans le cas bidimensionnel

Soit un corps élastique (homogene et isotrope) occupant €2, dans le repére orthonormé
(X1, X3). On suppose que 2 est un triangle de sommets A(0,0), B(l,0) et C(0,1) avec
[ > 0. On définit I'y = [B,C], I'y = [A,C] et I's = [A, B]. Le long de I's le corps est en

contact avec une fondation déformable (Fig2.)
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6.3. Etude d’un exemple dans le cas bidimensionnel

RS
[

0,

Fig.3.

On suppose que les forces de volume sont négligeables, le corps est soumis & des tractions

surfaciques sur I's de densité
Oy = Po1 X1 + V99 Xa telle que py;, yy sont constantes sur I'y
La loi de comportement du matériau est celle de Hooke, c’est-a-dire:
o=F (e(u) = Aeg, (w) 055 + 20e45 (u) (6.3.1)

ou A, ¥ sont les coefficients positifs de Lamé. On utilise la notation ¢ au lieu de la
notation habituelle pour ne pas confondre avec le coefficient de frottement .
Le contact entre le corps et la fondation est modelé par la loi de compliance normale et

frottement, la fonction de compliance normale considérée est

pv(T) =Gy,

ol ¢, est une constante positive, 7, = max{0,r}. Formellement la condition de non péné-
tration est obtenue lorsque ¢, — o0.

p- est la fonction positive donnée par

Pr = UPv,
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6.3. Etude d’un exemple dans le cas bidimensionnel

ce qui définit une loi classique de Coulomb, ot i > 0 est le coefficient de frottement. Cette

loi peut étre modifiée pour des considérations thermodynamiques en utilisant la fonction

br = ﬂpu<1 - 5pu>+a

ol § est une petite constante liée & la nature du matériau (usure et raideur).
Sans se restreindre a la généralité, on suppose que ¢ = 0. Telle quelles sont définies, les
fonctions p, et p, vérifient les conditions (2.1.10) du chapitre 2, il suffit de poser: L, = ¢,
et L, = pc,.

La formulation faible du probléme (P;) est de trouver u € V' tel que
a(u7 v = u) + j <u7 U) - j (u7 u) > <g027 U= u)LQ(Fg) YoeV (632>

On suppose que ) est discrétisé en un seul élément fini. Par conséquent, I'espace V), est

défini par:

Vi = {vn = (vn1,vn2) € (P1)% wnlr, =0}
Le probléme discrétisé est donné par (6.2.2) , qui admet une solution unique pour (L, + L)
assez petit ou L, et L, sont les constantes de Lipchitz de p, et p, respectivement.
Soit v, € V}, notons par V, (resp. par V;) la composante normale (resp. tangentielle)

de v,(A). Dans notre exemple on a:
{ V, = —upa(A)
Ve = —vni(A)

et donc les composantes du tenseur des déformations sont:

Av V.
611(?)h) = QTh = 27,
Vi, +V;
e12(vp) = I )
£99 (?)h) = 271/
c’est-a-dire que:
1 2V, V,+V;
(o) = — (6.3.3)
A\ Vv, +V. 2y

et donc par (6.3.1) , on obtient:

1<(/\+2a)VT+)\VV a(V. +V,) > 634)

o(vy) = =
(o) =3 Vi + V) (A +20)V, + AV,
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6.3. Etude d’un exemple dans le cas bidimensionnel

Le probléme discrétisé (Fy,) est équivalent au probléme suivant:

Trouver le champ de déplacements uy, € Vy, tel que

{ CL(U,h, Uh) +] (Uh,vh> 2 (4;027,0}1)[,2(1"2)2 vvh S Vh (6 3 5)

a(un, un) + j (un, un) = (P9, Un) 2(p, )2
Soit u; une solution du probléme approché, U,, U, sont les valeurs de la composante
normale et tangentielle respectivement de u; au point A,
ie:
U, = —upa(A) et U, = —up1(A)
En utilisant (6.3.3) et (6.3.4) , on trouve
1
alup,vp) = 5((>\ +3a) (U, V. + U, V,) + (A + ) (U, V, + U, V;)

et

l
(2, Un) p2ryy2 = _5(9021‘4 + 00V))

Notons la valeur de (up,); au point A par P,. Il résulte

“pV, silU,>0

J pu(un, on,da = { | 650
te 0 sinon
ZC_VPV ‘/7- 1 UV >0
[ p-(un,) [on, |da = g by Ve si
" 0 sinon

2% = ¢,, alors le probléme approché (6.3.5) est équivalent au

Pour simplifier notons
probléme suivant:

Probléme (Pg). Trouwver (U,,U,) € R?, tel que

(A +3a)(U,V, + U, V;) + (A + ) (U, Vs + U.V,) + c,(P,V, + uP, |V;])
> —l(pa1 Vi + 092V0) vV, V; eR

(A +3a) (U2 4+ U?) + 2\ + a)U,V; + c,(P,U, + uP, |U,]) = —1(p5,Uy + ©095U,)
(6.3.7)

Ce probléme est équivalent a résoudre le systéme suivant:

p

A+ 30)U, + A+ @)U; + ¢, P, = —lpyy
A+ a)U, + (A +3)U, + c,uP, > —lpy
A+ a)U, + (A +3a)U, — c,uP, < —lpy

| (A+3a)(U7 + U7) + 200+ a)U Ve + e (PU, + pPy [Ur]) = =l Ur + 920,),
(6.3.8)
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6.3. Etude d’un exemple dans le cas bidimensionnel

Pour chercher des solutions du systéme, analysons cas par cas:

A) Supposons que U, < 0 (décollement), alors P, = 0, le systéme (6.3.8) devient donc:

A +3a)U, + (A + a)U, = —lp,y

U, <0
D’abord si U, = 0, alors ¢y, = %¢21 et si ¢y, > 0, alors la solution est
— (g3 + 921)
p= = = 3.1
U= 30 1 20) (6:3.10)

Lorsque U, # 0, les solutions de (6.3.9) sont données par:

LA+ a@)pgg — (A + 3a)pqy)
da(X + 2a)

I((A + 3a) 9y — (A + ) pqy)

Uy - )
do(N + 2a)

U, = (6.3.11)

Or U, <0 d'oll gy < 520y, et U, # 0.
B) Supposons que U, = 0 (collement), ici encore P, = 0 et le systéme se réduit a la

recherche de U, tel que

(A +3a)U; = —lpy
d’ou si @y, = ﬁ—?’sgom, la solution est donnée par
U. = s + 21) (6.3.13)

2(A + 2a)
Avec U; < 081 g9 > 0 et Uy > 0 si gy < 0.
Donc si ¢,y # A)\er—?’of‘gpﬂ, le systéme n’admet pas de solution.
C) Maintenant supposons que U, > 0 (pénétration), alors P, = U, et le systéme devient:

¢

A+3a+c,)U, + (A + a)U, = —lpy,
AN+ a+cun)U, + (A+3a0)U, > —lpy
A+ a—cu)U, + (A +30)U,; < —lpy

| (A +3a)(UF +U2) + 200 + )0 U + e (U + Uy |Ur]) = =10 Ur + 035U,),
(6.3.14)

C.1) D’abord si U, = 0, alors:

(A4 3a+c,)U, = —lpy
A+ a+cu)U, > —lpy (6.3.15)
AN+a—cul, <
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6.3. Etude d’un exemple dans le cas bidimensionnel

pour ¢,, < 0, on obtient la solution
—lpg
U, =~—-7+7"— 6.3.16
(A+3a+¢,)) ( )

f A P N : . AM3adcy A-3a+cy
les deux inégalités du systeme entrainent: roelPn < Pag et gy < STy pour

7 Aj—y‘x Sip= ’\j—ua alors on a necéssairement p,; < 0.

C.2) Si U, > 0, de la premiére équation de (6.3.14) , on a
(A +3a+c,)U? + (A +a)U.U, = —lp,U,
En remplacant dans la derniére équation, on obtient le systéme a deux équations:
A+ 3a+c)U, + (A +a)U. = —lpy
A+ a+cu)U, + (N +3a)U; = —lpy, (6.3.17)

U,>0, U.>0

dont le déterminant est

D =4a(A+2a) + (A + 3a)c, — e, (A + )

alors il existe une solution unique (U,, U,) telle que:

LA+ 30) 90 — (A + a)py) WA+ a4 cpp)pay — (A +3a + ¢,)pg)

U, = .

U, =

D D
(6.3.18)
Comme U,, U, > 0, on a nécessairement gy, > 3750y et gyy > $To0 80y, pour
A+3a 4o Q
< — |1 ie: D >0
a /\—|—a+cy(+)\+a)’ He
et gy < ,\AJ:F_;;O;SOzl et gy < iiiitf;%l pour
A+3a 4o «
> — 1+ — ie: D <0
H )\+a+c,,(+)\—|—a)’ e
Si
da(N+ 2 A+3a)e, .
. a(A+2a) + (A + 3a)c i D=0
(A +a)
alors, il existe une infinité de solutions vérifiant U,, U, > 0 données par:
—1(Pg1 + pag) — B . B

B < —1(pg + @o)

v

= Ur = 9y | o\
200+ 2a) + ¢, (L + p)’ 2(\ + 20)
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6.3. Etude d’un exemple dans le cas bidimensionnel

Remarque 6.3. Dans les trois cas précédents, on a nécessairement @y, gy < 0.

C.3) Si U, <0, on aura le systéme:

(A+3a+a)U, + (A+a)Ur = —lpy
A+ a—culU, + (A +3a)U, = —lpy (6.3.19)
U,>0,U.<0

- Pour u # ’\j—yo‘, le déterminant du systeme est
D' =4a(A + 2a) + (A + 3a)e, + e pu(X + @)

D’ est strictement positif, alors le systéme (6.3.19) admet une solution unique donnée

par:
U, = LA+ 3a)pgy — (A + 04)9021)’ U, = A+ a — i) gy — (A + 3+ ) pa) (6.3.20)
D’ D’
comme U, >0 et U, <0, alors @,y > £5 0y, et gy, < f\‘jtzﬁfzapm.
- Pour p = ’\j—y"‘, la solution est donnée par:
U, = H(A+3a)pyy — (A + O‘)‘Pm)’ = —lpy (6.3.21)
(A+3a)(A+3a+c¢,) (A + 3a)
comme U, > 0 et U; <0, alors gy > )j\j—:,)‘fx(pm, et @y >0
Dans I’étude précédente, la valeur ’\/\1—35 = 3—4v (ou v est le coefficient de Poisson avec

0<v< %) apparait comme 'une des valeurs critiques.

Remarque 6.4. Sipu <1, et p < A;L—V“ alors

A+« - A 3a+ ¢, - A+ 3a+c,
A3a Atatcepn Ata—cpu

Les résultats précédents permettent de conclure: sous la condition de la remarque 6.4,

selon le chargement, on a les situations suivantes:

; Ao .
a) Si ay < 351 ON a les cas:

; ' ; ; : : At3atey At3atcy
(Séparation et déplacement & gauche/droite). Si arasPn < Qo < Siaratea, le

probléme (Pg) admet une solution unique donnée par:

LA+ 3a) s — (A + @) pqy) LA+ a@)pgg — (A + 3a)pqy)
Uy = 4o+ 20) » Ur= da(X + 20) (63.22)

A 3a+cy A 3a+cy
Mra—cpu P21 < P9y < Mratepu P21

- (Séparation)-(Pénétration du corps dans la fondation). Si

le probléme (Pg) admet deux solutions données par (6.3.22) et

1
U, =0, U =— %2 (6.3.23)



6.3. Etude d’un exemple dans le cas bidimensionnel

b) Si vy = ﬁ—%gpﬂ, selon le signe de 4, 0N a :

- (Collement - glissement & gauche). Si vy < 0 le probléme (Pg) admet une solution
unique donnée par:

B (g + 091)
U=0 Uy =520 (6.3.24)

- (Séparation)-(Collement - glissement o droite). Si @y > 0, il existe deux solutions
données par (6.3.24) et la solution suivante:

U — — (a9 + ©21)

vV T A/N L a N r — Y, . .2
20\ + 20) 0 (6:3.25)

. pEe .
c) Si pgy > {i3a a1, ONA:

- (Pénétration et glissement a droite). Si %3021 < gy < AE3atay

Aa—cy i

©q1, alors le probleme

(Pg) admet une solution unique donnée par

U, — LA+ 3a)pyy — (A + @) py) U — A+ a—cap)py — (A +3a+a)py)
Y da(M+2a) + (A +3a)e, e pA+a) T da(Mh+2a) + (A + 3a)e, + cu(N + @)
(6.3.26)

Si g > %@21 > 0, alors le prbléeme n’admet pas de solutions.

- (Pénétration et glissement a gauche). St 0 > > o, e probléme (Pg) admet
g g P22 =~ p3aP21

une solution unique donnée par

U, — LA+ 3a)pyy — (A + @) py) U. — A+ a+cp)py — (A +3a+ a)py)
Y da(M+2a) + (A +3a)e, —cpA+a) T da(A+2a) + (A +3a)e, — (A + )
(6.3.27)

Les résultats précédents sont représentés par le schéma donné par (Fig.4.):

Pa
Zone de pénétration
(unicité)
Uu,>0
U, <0
Pasde solutions /.-
Soltonunigee | /S e 7\
u=0N | S e U,=0 u,<0
U0 N | e U=0 U;=0
Zone de pénétration (unieits) .=
u,=0 e %1
U0 e ‘Zone de separation
TR e (uniui&l
=" U,<0

“Zone de separation

{unicite)
DL solutions

U, < Uﬂ U,>0
Ur<0 U=0

Fig.4. Cas pour < 1.

86



6.3. Etude d’un exemple dans le cas bidimensionnel

Maintenant, observons ce qui se passe si ’\+a > 1 > 1. Dans ce cas on a:

A+ 3a+c, At3a+c, A3«
< < 7
Aa—cp Atat+cop At

Pour p < ):\135 + da o (1 + 5 +a), on obtient le schéma suivant:

e Deux solutions
= < ’
u,=0 ﬂL\, 0 .
U< 0 U =0 »
¢
\ ,"Lone de separation
” {unicite)

»
Pas de solutions *

R Deux solutions

Deux solutions Zone de penetratuon ; Zone de séparation

(unicité)

Uy<0

Solution unique "’
Uy,>0 ."
U< 0 o

Solution unique
U,=0
U, 0

P

Fig.5. Cas pour p>1

Remarque 6.5. Dans les deux cas précedents si > % i—“ (1 + )\%a) ou > ’\+°‘

une modification du sens du glissement et du mombre de solutions apparaitra dans la zone

T . A+3a+tcy A+3a+cy
délimitée par les droites de pentes {7, el el St

’\/\135 4 4 . (1 + 5 +a) alors il existe une infinité de solutions dans la region p,, >

’\:32 ©91. On obtient pour p > 1 le schéma suivant:

Sip=
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6.4. Conclusion

+

a2 s’
P
Deux solutions 'o'zune de
=0 U,<0 +»*  séparation
v v P
er

’ L
Pas de solutions UT"'-'- 0 UT =0 '0' (unicite)

’o' Deux solutions
+
Fa
+
'O
+
o+,
Zone de pénétration el Pay
(infinité de solutions) e
4
- » E . e
u, > S Zone {?ﬁ, is;;e_ eal ation
T = P
Ur=>0 ’ U.<0
* Jy ™
#
*
';' Solution unigue
’ T —
'ﬁ' L’\J _O
Pid U0

Fig.6. Cas pour p = ﬁ_35+i_7(1+ﬁ) >1

6.4 Conclusion

Dans 'approximation numérique proposée dans la section 1, on a établi ’existence d’une
solution unique du probléme discrétisé sous I’hypothese de petitesse de (L, + L,). Dans le
cas discret a travers I’étude d’un exemple élémentaire, on peut confirmer que I'unicité de la
solution en dehors de la condition citée, n’est pas toujours vraie et en particulier pour un

coefficient de frottement assez large pu > 1.
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Conclusion générale

Sous I’hypotheése de petitesse des fonctions de contact, grace au théoréme du point fixe
de Banach on a prouvé l'existence et 1'unicité de la solution du probléme (P;) ainsi que la
stabilité de celle ci par rapport aux données externes et par rapport aux petites perturba-
tions des conditions de contact. Pour le probléme (P,) I'existence et ['unicité sont obtenues
pour un coefficient de frottement et une contrainte normale assez petits griace & un résultat
non standard obtenu dans [29]. On a aussi démontré la dépendance continue de la solution
par rapport au données externes et la stabilité par rapport aux petites perturbations du
coefficient de frottement. Par ailleurs, on peut toujours se demander si les hypothéses de
petitesse sous les quelles 'existence des solutions est établie traduit des caractéristiques in-
trinséques des problémes mécaniques ou bien elles ne représentent qu’une limitation imposée
par les outils mathématiques employés.

On a étendu ’étude en utilisant des méthodes similaires aux cas quasi-statiques. Dans
les deux cas, une technique de discrétisation en temps a permis d’obtenir ’existence de
solutions incrémentales pour des fonctions de contact assez petites. On a montré ’existence
d’une solution quasi-statique en passant a la limite par rapport au temps. A présent, le
probléme de 'unicité de la solution des deux problémes reste encore ouvert.

Par une méthode d’éléments finis, on a pu proposer des schémas d’approximation de la
solution continue des problémes statiques, ot on a établi des estimations d’erreur et on a
montré la convergence des méthodes proposées.

A la question de I'unicité de la solution pour des problémes quasi-statiques en général,
des réponses ont été obtenues pour certains cas de contact bilatéral et de lois simples qui
nécessitent des algorithmes qui devraient permettre un calcul numérique des solutions; méme
pour ce calcul des problémes se posent lorsque on passe du statique au quasi-statique. Or,
si I’on veut appréhender des problémes concrets, il faut pouvoir les résoudre d’'une maniére

quasi-statique.

89



Conculsion générale

La modélisation des problémes d’évolution de contact avec frottement nécessitent une
modélisation plus fine et spécifique dans les régions de contact. Actuellement on s’intéresse
de plus en plus a des problémes de contact avec frottement et adhésion et & des problémes de
contact dit éléctro-élastique (voir par exemple [38]). Des résultats théoriques plus proches de
la réalité physique sont obtenus, ot la mise en ceuvre des méthodes numériques s’intensifie.

A ce stade beaucoup de travaux de recherche sont attendus.
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