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Introduction

L’une des questions centrales de [’analyse sur les variétés est l’estimation du spectre
du laplacien des fonctions et des p-formes différentielles agissant sur une variété rieman-
nienne compacte en fonction d’invariants géométriques. Des résultats importants ont été
obtenus concernant la minoration de la premiere valeur propre du laplacien (i.e : la plus
petite non nulle). Pour ce qui est des fonctions, le travail de Bochner et Lichnerowicz a
donné un résultat remarquable par la minoration de la courbure de Ricci [Oba62], ainsi
que les travauzr de S.Gallot et D.Meyer qui ont donné une estimation optimale pour le
spectre du laplacien des p-formes en fonction de 'opérateur de courbure.

Dans ce mémoire nous allons, en premier lieu, expliquer et détailler les démonstrations
nécessaires ayant abouti a la minoration optimale de la premiére valeur propre du laplacien
de Hodge et De Rham des p-formes différentielles agissant sur une variété riemannienne
compacte conneze et orientée en fonction de l'opérateur de courbure, qui ont été faites

par S.Gallot et D.Meyer [GHLO5].

Ensuite, et en deuzieme lieu, nous allons calculer les valeurs propres du laplacien des
fonctions agissant sur la sphére, ainsi que les valeurs propres du laplacien des p-formes
agissant sur la spheére. Le travail qui conclura a 'optimalité de la minoration, est basé sur

les travauzr de I.Iwasaki et K.Katase [IK79] et S.Gallot et D.Meyer [GHLO5].

Nous terminerons notre mémoire par la détermination de l’espace propre pour chaque
valeur propre du laplacien des p-formes agissant sur la sphére, et des multiplicités de
ses valeurs propres. Résultats des travaux de I.Iwasaki et K.Katase [IK79] et A.Ikida et
Y. Taniguchi [IT78].



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Variétés riemanniennes

1.1.1 Les Variétés
Variété topologique[GHLO05], [Gud07]

Définition 1.1.1 Une variété topologique de dimensionn est un espace topologique séparé
M localement homéomorphe a R"™. Pour tout point m de M, il existe un voisinage ouvert
U de M contenant m et un homéomorphisme ¢ de U sur un ouvert W de R".

On appelle (U, @) une carte locale autour de m.

On dit que deux cartes (Uy, 1) et (Us, o) de M telles que Uy MUy # B, sont compatibles
si Uapplication changement de cartes

w2001 11 (U NUs) — @a(Uy NUy)

est un homéomorphisme.

Un atlas de M est un ensemble A = {(Uy, o)} de cartes tels que les ouverts U, recouvrent
M et toutes les cartes de A sont deux o deux compatibles.

= N cp/w% /
///mr \\\ / om .

A S
\\\\\ 7////{//// S \\\\ Rn /

Homéomorphisme ¢ de la Variété M dans R"



Variété différentiable

Définition 1.1.2 [Dom06]

1. Une variété différentiable de classe C* ot k est un entier tel que 1 < k < +o0o est
une variété topologique munie d’un atlas dans les homéomorphismes de changement
de cartes sont de classe C*.

Dans toute la suite on dira variété différentiable pour une une variété de classe C'*°.
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L’homéomorphisme de changement de cartes.

Exemples :

1. Les ouverts (non vides) 2 de R™ dont ’atlas correspondant Ag contient la seule
carte (2, Idg).
2. La sphere standard S™ définie par :

Sn:{l':(l'[), ...... ,!En)GR”+1/f(x)=$g+ ...... _|_1»31_1: }

est une variété différentiable de dimension n.
3. Le tore T" défini par :

Tn = {l‘ == (xh """ ,xQn) € R2n/(x% + x% = 17 """ 7x§n—1 + x%n = 1)}

est une variété différentiable de dimension n.

4. Le groupe spécial orthogonal :
SO(n) = {A € M,(R)/det(A) =1 et 'AA= Id}

oy : . 1
est une variété de dimension %



1.1.2 Espace tangent

Premiére définition : tangente a une courbe [Dom06][MAS03|

Soit m un point de la variété M.
On note par : €, = {7y : [-1,1] — M,C* tel que v(0) = m} l'ensemble des courbes qui
passent par le point m. Soit (U, ¢) une carte locale (m € U) alors pour chaque v € €,,,, il
existe € > 0 tel que y([—¢,¢]) C U. Sur [—¢,¢] posons v'(t) = z%(y(t)), on i € {1,...,n}
et les ' sont les applications coordonnées associées a la carte locale (U, ). Sur €,,, nous
définissons la relation suivante :

A~ (t d~" (t
v~v’®<7()) :(7()) i

La relation ~ est une relation d’équivalence indépendante du choix du systeme de coor-
données sur U,

Définition : Despace tangent en m a M, que l'on note T,,M, est [’ensemble des classes
d’équivalences de la relation ~.

Seconde définition : dérivation

L’ensemble des germes des fonctions de classe C* au voisinage de m (o m € M) est
noté Co(M).

Définition 1.1.3 Un vecteur tangent en m a M est une application :
X: Cr(M)—R

qui a toute fonction f € C(M) fait correspondre un nombre X(f) = X(f)(m) de sorte
que les régles suivantes soient vérifiées pour tous f et h € C°(M) :

1) X(A\f+h)=XX(f)+X(h) YAeER

2) X(f.h) = X(f)h(m) + f(m) X (h)

3) f est constante = X (f) =0

L’ensemble des vecteurs tangents en m forme un espace vectoriel noté T,,M.

Remarque :
Les deux définitions précédentes sont équivalentes.
On montre que T,,M est un R-espace vectoriel de dimension n, voir [MAS03].
Notons par :{%}19-9 une base orthonormée de 'espace tangent T}, M au point m.



Fibré tangent

On montre que I'ensemble défini par :

TM = U T, M

meM

est une variété différentiable de dimension 2n, qu'on appellera le fibré tangent.

1.1.3 Champs de vecteurs

Définition 1.1.4 Soit U C M un ouvert. Un champ de vecteurs sur U est une applica-
tion :
X:U—-TM , m—X,ecT,M

telle que :
I(X,,) =m VmeU

avec : II:TM — M la projection canonique.
X (M) désigne l’ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur M.

Crochet de Lie :

On appelle crochet de Lie I'application notée [, |, définie par :

] x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) — [X,Y]:=XY -YX,

tel que pour toute application f : M — R différentiable : [X,Y](f) = X(Y(f))-Y (X (f)).
Propriétés (du crochet de Lie) :

Pour tous o, f € R, f, h€ C®(M), X,Y,Z € x(M) on a

D). [0X + BY, 7] = alX. 2] + 6IY. 7],

2). [X,Y] = —[Y, X], (antisymétrique)

3). [FX,hY] = LhIX,Y] + f(XB).Y — h(Y f).X

4). [X,[Y,Z]| + Y, [Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0, c’est I'identité de Jacobi.



1.1.4 Espace cotangent

[M.B86] On appelle espace cotangent au point m de M 1'espace dual de T,,M que
nous notons 7, M, dont la base orthonormée au point m (associée a la base {%}gign)

de T,, M est : {dx’|,,}1<i<n avec :

8 . 81’]'

42 |- (m)) = 52

(m) = (52]

I’espace défini par :
T°M = | ] T;M

meM

est appelé le fibré cotangent de M.
Les 1-formes différentielles :

On appelle 1-forme différentielle une section de classe C*° du fibré cotangent
(ilie:a: M —T*M).
Une section est une application qui a pour tout m € M associe un élément «/,, de T M.
Q' (M) désigne 'espace vectoriel des 1-formes différentielles de M.

Localement : au dessus d’une carte locale (U, ¢) de M, on a :

n
o= g o;dx’,
i=1

avec les «; : U — R des fonctions C°.

1.1.5 Les tenseurs
Le produit tensoriel [Dom06] :
Soit E et F' deux R-espaces vectoriels, de bases respectives {e;} , {fi} et leur dual E*

et F* de bases respectives {e'} et {f'}. Pour tous f € E* et g € F*
le produit tensoriel def et g est défini par :

(f®g)(r,y) = f(x)g(y).

ou (z,y) € EXF
On note par E* ® F* I'espace vectoriel {f ® g/f € E*, g € F*} qu’on appelle le produit
tensoriel de E* et F™.



Tout élément T' € E* ® F™* s’écrit sous la forme T = Zij Tijei ® f7, ou T;; € R

Notons par :
QE =E"QEF ® --QFE".

-~

r fois

Soit T un élément de Q" E* (T est appelé tenseur) de la forme
T =Y Thizirel @ 2 ®---® e on dit que :

T est symétrique si T4 = Tleic@) () pour tout o € &,.

T est antisymétrique si 7% = (—1)592O) Tiec)io@) o) pour tout o € &,.
Ou &, est le groupe des permutations de I'ensemble {1, ...,r}.

Produit extérieur :

A" E* est le sous espace vectoriel de ®" E* des éléments antisymétriques.

On définit le produit extérieur par

A:ANTE* x N°E* — ATTSEX
(w,n) — wAm,

tel que :
(@AM (@1, 22, Trps) = = D (1) V(20,0 () N Eo(r11)s - Totrts))-

Nous avons la propriété : w An = (—1)"n A w.
Les fibrés extérieurs de F, et de E*, notés respectivement AE et AE* sont définis par :
AE=ENE et AE =(PHNE".
peEN peEN

Les tenseurs sur une variété différentielle :

Définition 1.1.5 On appelle tenseur T du type (q,p)(ou (q,p)-tenseur)au dessus de
m, un élément de [’espace vectoriel Tr(f’p)M, avec

TWPM=T,M® .0 T,MTM®..0T M

" -~

q fois p fois




Dans une base associée a des coordonnées (x;) au voisinage de m, T s’écrit sous la
forme :

Ty = T7077 Mm@ @ —|m @ d2 ], @ ... @ d?|,y,
= TG © 8 G @], © . @ o
avec . a a

jljllzip(m) =T (%ﬂ'ma EE) Wiq‘madm]l‘ma "'7dwjp|m) .

Un (p, g)-tenseur est aussi appelé ”p(fois)-contravariant et ¢(fois)-covariant tenseur”.

Champs de tenseurs
On considere la variété différentiable

T@P) N[ — U TT(r;LP)M

meM

qui est un fibré au dessus de M, le fibré des tenseurs de type (q,p).

Les sections C*° de T(@P) M sont appelées champs de tenseurs de type (q,p).

Un champ de tenseurs T' de type (q,p) s’écrit au dessus d'une carte locale de M, de
coordonnées (z;),

)
T=T""_"_.. ®

: dr’' @ ... ® da
11...0q 8$i1 8331 ®dr” @ ® dx

q

L’ensemble des champs de tenseurs du type (g, p)est noté I'(T@P) M). [GHLO5]
Groupe symétrique special :

Le groupe symétrique special ("Battage” ou ”Shuifle”) noté S(k,n), ou k < n, est l'en-
semble des permutations défini par :

Stk,n)={ce€®,|c(l)<o2)<..<ak) e ok+1)<oak+2)<..<a(n)}.
S(k,n) est un sous-groupe de &,,.

10



1.1.6 p-formes différentielles

Définition 1.1.6 [Dom06] Une p-forme différentielle (ou une p-forme) sur M est
un champ de tenseurs de type (0,p) antisymétrique.
On note QP(M) Uespace des p-formes.

Pour p =0: Q°(M) = C=(M).
Pour p = 1, on retrouve les 1-formes différentielles.
Pour p > n (n dimension de M) : QP(M) = {0}.

Une p-forme différentielle est donc une application C*°-multilinéaire antisymétrique de
X(M) x ... x x(M) dans C*>(M).

P (n—p)lp!"

dim QP (M) = ( " ) —

n—p

Puisque : ( Z ) = ( " ), donc dim QP(M) = dim Q"P(M).
Expressions locales :

Soit {dz"'}1<i<n est une base des 1-formes différentielles, au dessus d’un ouvert U d’une
carte locale de M, de coordonnées (z;), on pose

dz™' A ... A\ dzt = Z (—1)59" dgte ) ® ... @ dx'o®

oed,

pour 1 <1 < ... <1, <n.
{da™ A A dx'}i<i <. <i<n est une base de QP(M).

C’est a dire que toute p-forme 7 s’écrit, au dessus de U :

T = Z Tilmide?il A ... Adx'™,

11<...<ip

ou les 7, ;, sont des fonctions C* de U — R.

11



Produit extérieur des formes :

Pour w € QP(M) et n € Q4(M), le produit extérieur w A n € QPTI(M) est défini
par la formule :

1

plg! Z (=1 (X (1) X)) N X 1) Xo(pra))-

wANX1, .o, Xprg) = i

0€&ptq

L’espace Q* (M) = QO(M) @ QY(M) @ ... ® Q"(M) a une structure d’algebre. 1l a la
propriété de commutativité :
wAn=(=1)PnAw.

Différentielle ou dérivée extérieure :

Définition 1.1.7 [MAS03]

soit M une variété différentielle lisse (i.e : C*°), et p € N :

Il eziste un unique opérateur d appelé la dérivée extérieure ou la différentielle (qui
ne dépend que de la structure différentielle de M ) défini par :

d: (M) — QPYY(M)

T — dT

tels que :
i) Pour p=0, d : C®(M) — QY (M) est la différentielle des fonctions,

ii) Pour tout T € QP(M) :

p
dr(Xo, X1, ... X)) = Y (-1)Xi7(Xo, ..., X, .., X))
i=0
+ Z(—l)er]T({X“ X]]’ couy Xh couy X]7 couy Xp)

i<j

ot X; signifie que l'on omet X; dans les arguments de 7, R
et X;.7(Xo, ..., Xi, ..., Xp) est la dérivation sur la fonction 7(Xo, ..., Xi, ..., Xp).

Propriétés de la différentielle :
1) En utilisant l'identité de Jacobi, on obtient :
dod=0.

2) Une forme 7 € QP(M) est dite fermée si dr = 0,elle est dite exacte si il existe
n € (M) telle que dn = 7.

12



3) Pour 7 € QP(M) et n € QI(M) :
dlaNp)=(danp)+ (=1)P(aAdp).
4) Dans un ouvert U, 7 s’écrit :
T = Z Tilmipdﬂfil VANAN d‘fip,
11<...<ip

avec les 7;,.;, des fonctions C*°(M). Alors

dr = Z dri, i, N dz™ A ... A dxr

11<...<ip
u 0
= Z Z (a—Tz‘l...z'p> dz' Ndx™ N ... ANdx'®.
11<...<ip =1

Cohomologie de De Rham

Dans chaque espace QP(M ), deux sous-espaces sont associés canoniquement a la différentielle
d.

Le premier est le noyau de d, considérée comme application d : QP (M) — QPTL(M). qu'on
note ZP(M) = kerd C QP(M).
Le second est I'image de d, considérée comme application d : QP71 (M) — QF(M). On
note BP(M) = Imd C Q*(M).
Comme d? = 0, alors :
BP(M) C ZP(M).
On appelle cohomologie de de Rham l’espace :
H*(M,d) = @ H (M, d).

p>0

o HP(M,d) = Z°(M) /B (M).

Le produit intérieur :
Soit X € x(M), on définit le produit intérieur ix sur les formes différentielles par :
ix : QM) — QPH(M)
T — ix(7),

tel que :

(’iX(T))(Xl,XQ, ---»Xp—l) = T(X, Xl,XQ7 ...,Xp_1>. (].].)

13



Propriétés (du produit intérieur) :
1). Sur les fonctions : ix f = 0.
2). Pour tout 7 € QP(M), et ¢p € Q4(M) on a :

ix(T AY) =ix(T) AN+ (=1)PT Nix ().
3). Le produit intérieur est un opérateur fermé :
(ix)® = 0.
La dérivée de Lie :

La dérivée de Lie dans la direction du champ de vecteurs X, notée Ly, est définie
par :
Lx : QP(M) — QP(M).

avec
Ly =ixd+ dix. (1.2)
Propriétés (La dérivée de Lie) :
Lxd = dLx
[Lx,iy] = ixy
Lixy) = [Lx,Ly]

Remarque :
La dérivée de Lie est I’extension de la dérivation des fonctions, aux tenseurs et aux formes.

Forme de volume

Sur une variété différentiable M de dimension n, toute n-forme w qui ne s’annule en
aucun point de M sera appelée une forme de volume. Il est facile de vérifier qu’il y
a équivalence entre le fait que M soit orientable et le fait que M admette une forme de
volume.

Pour M orientable, deux formes de volume w et w’ ont méme orientation s’il existe une
fonction strictement positive h : M — R telle que w = hw'.

Ces formes de volumes ont des orientations opposées si h est strictement négative.

Si M est orientable, alors elle n’admet que deux orientations différentes possibles.

14



1.1.7 La connexion

Soit M une variété différentiable de dimension n.

Définition 1.1.8 [MAS03]

Une connezion sur M est une application V : x(M) x x(M) — x(M) telles que pour tous
X, XY, Y ex(M) et feC®M) :

1). VxixY =VxY +VxY,

2). VixY = fVxY, C®-linéaire sur le premier argument,

3). Vx(Y +Y")=VxY + VxY’,

1) Vx(fY) = fVxY + (X.f)Y.

De cette définition, il est possible de montrer que (VxY')p,, ne dépend que de Xj,, et de
Y avec ses dérivées en m. C’est a dire que pour tout ouvert U contenant m, le champ de
vecteurs (VxY') en m ne peut dépendre que de Y|y et de Xj,,.

On a aussi : VxY — Vy X = [X,Y].

1.1.8 Géométrie riemannienne

Soit M une variété différentiable de dimension n.
La Métrique :[M.B86], [GHLO5], [Kih06]

Définition 1.1.9 [Kih06]

On appelle métrique riemannienne g sur M un (0,2)-tenseur vérifiant les conditions sui-
vantes :

1). gn(X,Y) =gn(Y,X) VX,Y (symétrique).

2). gn(X,X) >0 VX #0 (définie positive).

3). Les coefficients g;; de représentation locale

o 0

I = ;gij(m)dxfm ® dxljm, Gij = g(a—%, 0_%)

les gij sont des fonctions différentiables.  (differentiabilité).

Le couple (M, g) est appelé variété riemannienne.

15



Remarque :

La métrique introduit une distance sur la variété, et un produit scalaire sur 1’espace
tangent.

L’isométrie

Définition 1.1.10 /[CAR93]
Soit (M, g) et (N,h) deux variétés riemanniennes, un difféomorphisme f : M — N est
dit isométrie si YVm € M et Yu,v € T,,M :

G (s 0) = Do) (Mo pmy (W), g my (V)

on dit que les deux variétés M et N sont tsométriques s’il existe une isométrie f : M —

N.

Exemples :

i) Dans un ouvert U de R", et pour tout z € U, T,U = R",
le produit scalaire euclidien <, >= g,, est une métrique sur U

g= Z dz' @ dx'.
i=1
on 'appelle la métrique canonique et on note : Cany.
ii) La sphere unitaire S" = {x € R""!/||z|| = 1} ¢ R""!

est une sous variété de dimension n, on peut la définier par sa projection stéréographique
qui définit une structure de difféomorphisme local :

7:8"—{N} —R"

donné par :

( ) - -

(UL, ooy Upgq) = - )
b I+ Upyq I+ upn
avec N le pole nord N = (0,...,0, 1)

alors :

4
(S™ — {N}, Cangn) est isométrique a (R", sCangn).

(1 + [[z][?)

B Cangr» la métrique canonique de S™.

4
On note Cans'n = W
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S
=

01

La projection stéréographique de péle (0, 0, 1) sur le plant =0

Connexion de Levi-Civita :

On appelle Connection de Levi-Civita I'unique connection V symétrique et compatible

avec la métrique g, ce qui veut dire :

VXY, Z € x(M): X.g(Y,Z) = g(VxY, Z) + g(X,Vx Z).

Symbole de Christoffel :

Soit g une métrique riemannienne et X,Y € x(M), localement on a :

g = Z gi;dr’ ® dx? |

1,J

Le symbole de Christoffel est la fonction F;k

Alors on a :

Si on note 0, =

X = En:Xi
=1

VXY:Z ZXJ

i=1 j=1

% on obtient :

j’k_ ZQ

0 "0
- Y - YZ—.
oxt’ ; oy’

C> de M dans R, définie par :

Z Fﬂf ot

zn: I X]Y’“

7,k=1

(091 + Okgrj — algjk)

17

o 0
95 =9 g0 )

l .



1.1.9 Géodésiques

Définition 1.1.11 [GHLO05] Soit (M, g) une variété riemannienne et D la dérivation des
courbes sur M. Une courbe différentiable v : J — M est une géodésique si :

D
7 y(t) =0, teJ (intervalle de R).

Théoréme 1.1.1 [BUS04]

1. Pour tout m € M et tout vecteur v € T,, M il existe un intervalle J C R avec 0 € J et
une géodésique v : J — M telles que v(0) = m et 4(0) = v.

2. Soit ¢,y + J — M deux géodésiques, s’il existe to € J tels que c(to) = 7(to) et
¢(to) = (o), alors c(t) = y(t) pour tout t € J.

3. Les géodésiques d’une variété riemannienne (M,g) sont des “courbes de longueurs
minimums”.

Géodésique S

1.1.10 Application exponentielle et coordonnées normales

[IMASO03|

Pour tout m € M fixé, soit X|,,, € T},,M, il existe une unique géodésique autoparallele
vx sur M (i.e : Vi, yx) = 0), telle que vx(0) = m et 4x(0) = X.
Soit Vj le plus grand ouvert de T, M telle que X|,, € Vy, vx est définieent =1;
sur cet ouvert, ’application exponentielle au point m est définie par :

expm Vo — M
Xm — x(1).

c’est un difféomorphisme entre V4 et un voisinage ouvert U,, de m dans M.

18



L’application exponentielle au point m

Siu:R"— T, M est un isomorphisme d’espaces vectoriels,
alors exp, ou: W C R™ — U, définit une carte locale (U,,, (exp,, o u)~') contenant m.
Les coordonnées sur U,, données par cette carte sont les coordonnées normales en m
associées a V et u, et elles sont centrées en m.

Exemple : Soit la sphére unitaire S? de R? définie par la projection stéréographique,
I’application exponentielle peut étre exprimée par ses coordonnées sphériques, ou les vec-
teurs tangents sont : r cos (ba% + rsin (ba%’ exprimés en fonction de r et ¢ :

expy(r, ¢) = (cos¢cos(7" — g),singbcos(r - g),sin(r — g)> _

1.1.11 Connexion des p-formes

[Kni95] L’extension d’une connexion agissant sur des champs de vecteurs aux p-formes
est définie par :
pour tout 7 € QP(M) et pour tous X, X1, Xo, ..., X,, € x(M)

=

Var(X1, Xo, o Xp) = X (7(X1, Xo, 0 Xp)) = D> 7(X1, Xo, 0, Vi Xy, o, X)), (13)

=1

on note :
VT(X, Xl,XQ, ...,Xp> = VXT(Xl,XQ, ...,Xp>. (14)

Remarque :

Dorénavant M sera une variété riemannienne, <, > sa métrique , et V la connexion de
Levi-Civita associée.

QP(M) désigne l'espace des p-formes différentielles sur M.

On note <, >, le produit scalaire sur APT M au point m, et |.| sa norme.
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Le produit scalaire globale sur QP(M), o le produit scalaire de L*(QP(M)), est donné
par :

(r,7) = / <7,7 >,dv V1,7 € Q(M), (1.5)
M

avec dv I'élément de volume riemannien.

|| . || est la norme associée au produit scalaire global (, ).

Soit m € M, on note {X;}i<i<, un repere local orthonormé au voisinage de m, et
{ X} }1<i<n son coorepere local orthonormé au voisinage de m.

{X: ANXE A ANX] Y est la base orthonormée de APT) M.

P

Notation :

Pour tout 7 € QP(M), nous noterons par la suite :
T(o, g, s ) 1= T(Xay s Xagy ooy Xay) Vo, € {1,2,...,n}, et i =1,2,...,p.

Isomorphismes musicaux :

#,b sont les isomorphismes définis pour tout m de M par :
T, M — ToM
X, — X
avec VY, € T, M : X2, (V) :=< X, You >m,

et
g 1ToM — T, M

’7'm'—>7'nﬁ1

avec VY, € T,M :< 7}, Y, >:= 1,(V;,).

Pour les 1-formes on a : Vx7 = (Vx7)’.

1.1.12 La courbure

Définition 1.1.12 [GHL05], [CAR93]
La courbure est le (1,3)—tenseur R défini par :

VXY, Z € X(M) : R(X, Y)Z = V[va}Z —VxVyZ +VyVxZ. (16)

Le tenseur de courbure riemannienne est le (0,4)—tenseur, noté aussi R défini
par :

VX, Y, Z, T € x(M): RX,Y,Z,T) =< R(X,Y)Z,T > (1.7)
en tout point m € M.
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Propriétés (de la courbure) : pour tous champs de vecteurs X,Y, Z, T sur M on a :

1) . RX,Y,Z,T)=—-R(Y,X,2,T) = —R(X,Y,T, Z). (1.8)
2) . R(X,Y,Z,T)+R(Y,Z X,T)+R(Z,X,Y,T) = 0. (1.9)
3) . RX,)Y,Z,T)=R(ZT,X.Y). (1.10)

la propriété 1.9 est appelée "Identité de Bianchi”.
Courbure sectionnelle[BUS04]

Soit (M, g) une variété riemannienne, pour tout point m € M et pour tout couple de
vecteurs x,y € T,,M linéairement indépendants, on définit la courbure sectionnelle
par :

RWL(I'? y? x? y)

R ) = e D o) — @ D)

Remarques :
1). K(z,y) ne dépend que du plan o C T},, M engendré par z et y, on le note K(«).
2). Dans une base orthonormée (repere local) on a :

K(z,y) = Rn(z,y,2,y).

Définition 1.1.13 /GHLO05]

On dit qu’une variété riemannienne est a courbure constante (resp. positive, négative), si
sa courbure sectionnelle est constante (resp. positive, négative) pour tous les plans de la
variété.

Exemples :
1). Dans 'espace R™ : pour tout plan P de R™ on a K(P) =0,
2). Dans 'espace S™ : pour tout plan P de S™ on a K(P) =1,
3). Dans I'espace hyperbolique H" = {z € R"™ /22 — 23 — ... — 22 = 1,29 > 0} qui est
une sous variété de R"*! de dimension n : pour tout plan P de H" on a K(P) = —1.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de Classification)[GHLOS]
Soit (M, g) une variété riemannienne compléte (i.e : M espace topologique complet) de
dimension n, de courbure constante K(P) = C :

1). Si C' = —1 alors (M, g) est isométrique a (H", Cangr),

2). Si C =0 alors (M, g) est isométrique a (R", Cangn),

3). 8i C' =1 alors (M, g) est isométrique a (S™, Cangn).

21



1.1.13 Tenseur de Ricci et la courbure scalaire

La courbure de Ricci est la courbure trace du tenseur de courbure. C’est le (0,2)-tenseur
covariant symétrique, on le note Ric.[GHLO05], [Kni95]

Soit {e;}1<i<n une base orthonormée de 7,, M.
Le tenseur de Ricci au point m est défini par :

Ricy(X) =) R(X,e;)e
La courbure de Ricci au point m est définie par :

Ric,(X,Y) Z < R(X,e)e;, Y > .

=1

La courbure scalaire au point m est définie par :

n

Scal(m Zchm e;,e;) —ZZ<RBZ,€])€],€Z>.

=1 j=1

Remarques :
1). Connaitre le Ric < Connaitre la fonction symétrique associée,
2). Si la courbure sectionnelle K = ¢ en m, alors Ric,, = (n — 1)c.gm,
et Scal(m) =n(n —1)c,
3). En général I'information donné par le Ric est plus faible que celle de K, sauf dans les
casn = 2et 3.

Si le Ric = k.g avec k = C', on dit que M est une variété d’Einstein.

Classement :

»

Variété a courbure Constante C Variété d’Einstein C Variété a courbure
sectionnelle constante.

1.1.14 Extension de la courbure aux p-formes

Définition 1.1.14 [Kni95] L’extension de la courbure aux p-formes différentielles est
définie par :
pour tout T € QP (M) et pour tous X, Xg € x(M)

R(a, B) = ViesT — Vo VT + VgV, T.
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Proposition 1.1.1 [GM75] :
Pour toute p-forme 7 et pour tous champs Xo, X, Xa,, Xay, ...y Xo, de la base ortho-
normée au voisinage d’'un point m de M on a :

p

R(o, B)1(0u, gy ..oy i) = Z T(on, ag, ..., R(a, Bay, ..., ayp).

i=1

Preuve
D’une part : par définition de la connection des p-formes (1.3) on a :

p

ViegT(on, ag, ..., 0p) = [, B](T(1, g, .., ) — ZT(al, ag, ..., Viag i, ..., ap). (1.11)
i=1

d’autre part :
VaoVsr(ay,ag,...;ap) = Vo{Var(ar,ag,...;ap)}

p
= Vo {B(r(a1, o, ...,0p)) — ZT(al, Qg, ..., Vaa, ...,ap)}
i=1

p

— Va(ﬁ(T(Oél,OQa---aO‘p)))_ZVQ(T(OQ’OQ’""vﬁai’m’ap))
= a(B(t(a1, az,...,03)))

p
- 25(7'(@17 ag, ..., Voo, ..., 0p))
i=1

p

- Z a(t(aq, g, ..., Vi, ..., o))

i=1

p
+ Z T(aq, g, ..., Voo, ..., Vgag, ..., o)
i#]

P
—|—Z7’(a1,a2,...,Vavﬁai,...,ap). (1.12)
i=1
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de méme pour VgV, 7 :

VaVat(oq,as,...;a) = fla(t(ag, ag, ..., qp)))

p
- Z a(r(ag, ag, ..., Vi, ..., o))
=1
p
- 2/8<T(a17 062, ceey vaai, ceey O(p)>
=1

p
+ ZT(al, ag, ..., Vgay, ... Vaaj, ..., qp)
i#

P
—I—ZT(al,ag,...,Vﬁvaai,...,ap). (1.13)
i=1

les formules 1.11, 1.12 et 1.13, donnent :
R(a, B)1(ar, a9, ...;ap) = (Viag — VoV +VVo)T(00, g, ..., 05)

p

= |, fl(1(o1, 09, ..., ) — Zf(al, a2, ...y Vg, ... Qp)
i=1
P
Bla(r(ar, ag, ..., ap))) + Z T(on, ag, ..., VgV, ..., o)
i=1
P
—a(B(1(0q, g, ..., ap))) — ZT(@I, ag, ..., Vo Vgag, ..., o)
i=1

p
= Y 7(a1, 09, Via g — VaVpai + VVaai, ... ).
=1

finalement on a :

hS]

R(a, B)1(0n, ag, ..., o) = Z T(on, ag, ..., R(a, Bay, ..., o).

=1

O

1.1.15 La divergence, la différentielle et la codifférentielle

La divergence|[GHLO5| est 'opérateur trace qui est défini par :
div: QF(M) — QP Y(M)
T — divT

tel que : pour toute p-forme 7 on a :

divT(ag, ag, ..., ) = Z VaT(a,ag, ..., ap). (1.14)
a=1
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Propriété : Par la notation 1.4 et pour tous X, Xo,, Xa,, ..., Xo, ¢t 7€ QP(M) on a :

divVT(Xay, Xy, Xoy) = > Vx,V7(Xa, Xay Xay, oo Xay)

a=1

= Y Vi, V. m(Xa, Xay, ooy Xay)- (1.15)
a=1

La différentielle
On peut exprimer la différentielle d en fonction de la connection V par :
Ve QP(M) Vo, € {1,2,....,n}eti=1,2,....p

p+1
dT(CKl, Ao, ..., Oép+1> = Z(—l)iJrlvaiT(CYl, Qo, ..., OAéi, ey Oép+1>. (116)

i=1

La codifférentielle : notée ¢ est I'opérateur adjoint de la différentielle d relatif au
produit scalaire de L?(QP(M)), :

§:P(M) — QP (M)

T — 0T

tel que pour tous 7 € QP (M) et 7 € QP(M) on a :

(dr,7") = (1,67). (1.17)
qui a la propriété :
07 (g, a3, ...y () = — Z Vat(a,ag, ..., ap). (1.18)
a=1

La définition de la divergence nous donne : V7 € QP(M), T = —div T.

1.2 Le laplacien

1.2.1 Le laplacien des fonctions
Les deux définitions suivantes sont équivalentes :

Définition 1.2.1 Soit (M, g) une variété riemannienne,
le laplacien est l'opérateur, noté A, défini par :

Af = —div(grad f) VfelC®(M),

avec "grad f” est le gradient de f : grad f = Df(m) = (%f, oy 72 1)
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Définition 1.2.2 [BGM71] Le laplacien est l'opérateur A de Q°(M) dans Q°(M) défini
par :
Af = 5df fe ()

Propriété : Le laplacien est un opérateur différentiel elliptique du second ordre.

Expression de A en coordonnées locales :
Dans un repere orthonormé, le laplacien s’exprime :

0*f
Af =— i pres
pour tous : Vf et h € C*°(M)
0*h of oh O f

= —fAh—2(Vf,Vh) + hAf.

1.2.2 Le laplacien de Hodge-de Rham

On appelle laplacien de Hodge-de Rham 'opérateur différentiel du second ordre défini
par :

A:QP(M) — QP(M)
T — Ar=(dod+dod)rT.

le laplacien A est un opérateur autoadjoint pour le produit scalaire globale i.e :

vr, 7 e QP (M) (A7, 7") = (1, AT").

1.2.3 L’opérateur de Hodge

Définition 1.2.3 [WARS83/[MAS03]

Soit (M, <, >) variété riemannienne compacte connexe et orientable, et dv la forme vo-
lume riemannienne.

Pour tout p € {0,1,---,n} lUopérateur de Hodge est ['unique isomorphisme défini par :

x: QP(M) — Q" P(M)

tel que pour toutes formes T,7" € QP(M) :

TAxT =< 1,7 > dv
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Propriété 1.2.1 Soit {X;}1<i<n le repére orthonormé de M et {X[}1<i<n la base ortho-
normée associée, alors pour tout o € S(k,n) :

*(X:'(l) A X;(Q) A A X;(k)) = SZgn(O')(X;(kJrl) A X;(kJrQ) A A X;(n))

Propriété 1.2.2 pour toutes formes 7,7 € QP(M)

. (1,7) :/ TN *7
M

o * ok T = (=1)Pn=P)r

. oT = (1) "y dxr
° * AT =AxT

o TAx7T  =7AxT

. x1 =dv , xdv=1

o <7 x7 > =<T1,7 >.
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1.3 Estimation du spectre des O-formes et des 1-formes
Définitions et propriétés du spectre [BGMT1]

Définition 1.3.1 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, on appelle spectre du
laplacien, noté Spec(M,g), l'ensemble des réels N pour lesquels il existe une fonction
f € C®(M) non nulle telle que :

Af = M.

On appelle espace propre associé a A, noté Vy, l'espace vectoriel constitué de l’ensemble
des fonctions pour lesquelles A est une valeur propre auquel on ajoute la fonction nulle.
La dimension de l’espace propre est appelée : multiplicité de la valeur propre.

Propriété 1.3.1 [GHL0S]
— Le spectre du laplacien forme une suite discréte tendant vers +0o -

DO=X < A\ << A<+
— Pour tout X\ € Spec(M, g) , Va(M, g) est de dimension finie.
1.3.1 Estimation du spectre des 0-formes
Formule de Bochner-Lichnerowicz [BGMT1].

Le laplacien d’une variété riemannienne compacte (M, g) est un opérateur auto-adjoint
défini positif. c’est a dire : Vf et h € C*(M)

<Af,h> = < f,Ah >
<Af, f> = VI~

Théoreme 1.3.1 Formule de Bochner-Lichnerowicz :
Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, pour toute f € C*(M) on a :

S A(dFP) = |[Hess [~ |AFP + Ric(V£, V).

Hess f désigne le Hessien de f : la dérivée covariante seconde de f.
Hess f = Ddf est une forme bilinéaire symétrique de T,, M.
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Théoreme 1.3.2 de Lichnerowicz
Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n.
S’il existe un nombre k > 0 tel que :

Ric > kg,

alors

A >
1_n—l

o \1 est la premiere valeur propre non nulle du laplacien.

Théoréme 1.3.3 d’Obata Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n telle que :

Ric > kg.
et st

A = k
I

alors (M, g) est isométrique a (S™, can).

1.3.2 Estimation du spectre des 1-formes

Théoreme 1.3.4 Théoréme de Bochner-Lichnerowicz
Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n.
Sl existe un nombre k > 0 tel que :

Ric > kg,
alors la premiere valeurs propre '\ est minorée par :
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Chapitre 2

Minoration du p-spectre de Hodge
De Rham

2.1 Formule de Weizenbock

Dans cette section on va démontrer la formule de Weizenbock qui nous permettra
d’écrire le laplacien en fonction de la courbure et la connexion, et de décomposer le produit
scalaire du laplacien < A7, 7 > en une somme de termes qu’on peut minorer.[GM75]

2.1.1 Théoreme de Weizenbock

Théoréme 2.1.1 Weizenbick [GM75]
Pour tout 7 € QP(M) et pour tous X, X5, Xay, Xags s Xa, € {Xi}icn un repére ortho-
normé et paralléle, on a :

1
< AT, T >= 5A(|7’|2) + VT2 + F(7), (2.1)

avec

F(r) = _ > (VaVs = VaVa)T(a, g, .y ). 7(B, 0, .. ). (2.2)

Pour démontrer ce théoreme on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.1 Pour toute p-forme T on a :
AT = —divVT + R(7)

avec

P n
R(7) (a1, a9, ..., ) 1= Z Z R(ag, a)T(aq, g, .oy 1, O, Qi1 -y Q).

k=1 a=1

pour tous 1 < a; <mnetie{l,2,..,p}
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Preuve du théoréme 2.1.1 On utilisant le lemme 2.1.1, on obtient :

< AT, T >=< =divVT,T >+ < R(7), T >

d’une part :

n
< —dwVtT, 7> = — Z <V Vor, 7>

a=1

= Z{a < Vor, 7> — < Vo, Vor >}

a=1
1 n n
= —520404 <T,T > —l—Z < Vo1, Vor >
a=1 a=1
1 2 2
= §A|T| + | V7|~
d’autre part :
1
<R(r), 7> = ] Z (R(T)) (a1, gy ooy )T (01, 2,y ..y 1)
Qa1,...,0p

1 e
= EZZ Z R(ou, )7 (g, g, ooy O, O, Q1,4 ., 0p) T(O01, Qg oy )

k=1 a=1 ai,...,ap

1 K&
— HZZ Z (VaVa, = Vo, Va)T(Qr, oy Qo1 O Qi1 ooy @) T(001 oy ),

k=1 a=1 az,...,ap

1 n
<R(r), 7> = H{Z Z (VaVa, = Vo, Vo) T(a, ag, ...y ap).m(ar, g, ..., )

a=1 ay,...,ap

+Z Z (VaVa, = Vo, Vao)T(a1, o, as, ..., 0p).T(aq, a, ..., o)

a=1 ay,...,ap

—1—2 Z (VaVas — Vo, V)T (a1, @, a, ay..., ). T(0, g, ..y i)

a=1 ai,...,ap

—i—z Z (VaVa, = Vo, Va)T (a1, a0, ooy 1, 0 Qppy 1, ooy )T ooy )

a=1 ai,...,ap

—1—2 Z (VaVa, = Vo, Va)T (o, g, .oy a1, ). 7(, g, .o ) }

a=1 ai,...,ap
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pour chaque ligne de I'égalité précédente, on fait le changement d’indice : o = 3,

k=1,...,p:

< R(1), T >

d’ou :

< R(1), T >

1
a{ Z (vaVﬂ - Vﬂv&)T(ava%“wap)-T(ﬁ, OZQ,...,O[p)

B0,

+ Z (VoaVs = VsVa)T(aq, a,as, ..., ap). (0, B, as, ..., )

047570117063...,(110

+ Z (VaVs = VVo)T (00, 2o, @,y ...y ). T(1, i, B, g,y 1)

a,B,a1,a2,04...,ap

+ Z (VoaVis = VVo)T(aq, g, oy 1, @ Qs -y 1)

avﬁzaly"wakv“vap

XT(alv g, .y 01, 57 Qg1 ey ap)

+ Z (VaVis = VVa)7(an, g, .y apo1, @).7(Q1, g, .oy a1, B) .

a?ﬁzalv"'zap—l

1
H{ Z (VQVB - VBVQ)T<Q7a27'~'7ap)-T(ﬁ, 042,...704p>

a,B,a2...,0p

+ Z (VoV = VVo)T(a, 00, as, ..y ap).7(6, 01, g, ..oy i)

a,B,01,a3...,ap

+ Z (VoVg = VVo)T(a, 0, a0, 0., 0).7(5, 01, g, ..., )

a,f,a1,02,04...,0p

+ Z (VoVg = VVo)T(a, 00, g, ooy A1, Qg - Q)

B0 B

XT(B? A1, Oy ooy Of—1y Ot 1,y -y ap)

+ Z (VaVs — VVo)T(a, a1, a0, ooy ap1).7(0, a1, gy ooy 1)

a,B,01,.,0p—1

On fait un deuxieme changement d’indices pour cette derniere équation, (qui est juste

un décalage) :

pour tout k de 1 & p, (i.e keme ligne) : (aq, ag, ..., ax_1) = (a2, as, ..., ) alors on a :
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1
<R(r), 7> = H{ Z (VoVs = VVa)T(a, g, ...y ). T(B, g, ...y i)

o,B,a2...,0p

+ Z (VaVs = VVo)T(a, ag, ..., a).7(8, g, ...y )

a,B,0...,0p

+ Z (VoaVs = VVo)T(a, ag, ..., ). 7(6, gy ..y )

()[757&2---’(12)

+ Z (VaVs = VsVo)T(, ag, ..., ). T(5, az, ..., o)

Oé,ﬁ,OZQ...,Oép

+ Z (VaVs = VVo)T(, g, ...y a,y).T(5, g, .oy ) }.

a,B,a2...,0p

finalement :
1
<R(r), 7> = H{p Z (VoVs = ViV (o, ag, ..., o). 7(6, g, ..y ) }
) o,B,a2...,0p
1
- (p— 1) ﬂz (VoVis = VVo)T(a, ag, ..., 0).7(5, g, .. )
= F(7)

Preuve du lemme 2.1.1
D’une part :
a partir des formules (1.14), (1.18) on a :

(0d + divV)7(ay, ag,...,ap) = (divV — divd)T(aq, ag, ..., ap) = div(V — d)T(o1, g, ..., ay)

= > Vol(V-d)7(a, 1,0, ... 05)}

a=1

— Z Vo{VT(o, 01,0, ..., ) — d7(a, 1, 02, ..., ) }

a=1
n
— ZVQ{VQT(OQ, a2,y ) — Vot (ag, g, oy ap) — Y (=1)"Vo, 7(a, a1, ooy Qs ooy ) }
a=1
n p
= Z VQ{Z VakT(Oél, A9y eeey O 1,0, Oy 1y eeey Oép)}
a=1 k=1
n p
= Z Z VavakT(Oél, Aoy eeey 1, Xy Oy 1,y -ey O(p).

a=1 k=1
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d’ou :

n o p
(0d + divV)7(aq, ag,...,qp) = VaVa, (00, g, .oy ap_1, @, i1, .., ). (2.3)
a=1 k=1
d’autre part :
p
doT(aq, ag, ..., qp) = Z(—l)’”lvak&'(al,ag, ooy Qllgy ey Q)
k=1

i

= D (D" =) Var(o o1, 0z, ., 8k, o)}

k=1 a=1
p n
= ZZ(_l)kVkaaT(a,al,az,,af\k7,ap)
k=1 a=1
d’ou :
p n
doT (o, 0, i) = = Vo, Var(on, 0z, ., Qho1, & Qg1 ooy ). (2.4)

k=1 a=1

Finalement par (2.3) et (2.4), avec [«, o] = 0 (repere parallele) on obtient :

p n
(AT + divV)(aq, ag, ..., ) = ZZ(VQV%—VakVQ)T(al,ag,...,ak_l,a,ak+1,...,ap)

k=1 a=1

V4 n

= ZZR(akaa)T(alaa27"-aak—bavak-i-lv"'7ap)
k=1 a=1

= R(7)(ou, a2, ..., ).

O
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2.1.2 Conséquences du théoreme de Weizenbock

On va donner quelques conséquences immédiates de la formule de Weizenbock.
Corollaire 2.1.1 [GM75] Pour tout T p-forme différentielle on a :
(Ar,7) = || V7 [*+Q(7),

ou () est quadratique en T et

Preuve
La formule de Weizenbock (2.1) donne :

(AT, 7) = /<AT,7’>di/
M

_ 1/2/ A|T!2du+/ mm/ F(r)dv
M M M

_ 1/2/ A2y + ||V 7|2 + Q).
M

or
[ ateadr= [ <alias = [ <pfarsa=o
M M M

donc
(A7, 7) = V7 [I” +Q(7).

O
Définition 2.1.1 Une p-forme différentielle T est dite harmonique si At = 0.

Corollaire 2.1.2 [GM75]
Si la forme quadratique Q est définie positive sur QP(M) alors :
toute p-forme harmonique est identiquement nulle.

Preuve
Du corollaire (2.1.1) on a :

(A7) =[| V7 | +Q(7).
siAT=0= (A7,7)=0=||V7|]?+Q(1) = 0.

or ||[V7]]? >0 et Q(7) > 0 et donc Q(7) = 0.

d’ou 7 = 0.
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Proposition 2.1.1 Si Q est définie positive sur QP(M) alors Y7 € QP(M) :
Vr=0& A7 =0.

Preuve
<) Identique a la preuve du corollaire (2.1.1).
=) Vu que :

ptl
dr(aq, g, ..., pp1) = Z(—I)ZHVWT(OQ, Q2 eey Qs ey Q).
i=1

n
Or(a, gy oy pg) = Z Va,T(a, 00, a0, ..., 05).
a=1

si Vr =0 alors dr =0 et 7 = 0 et donc A7 = doT + ddT = 0.

0

2.2 Les identités de Ricci

2.2.1 Les identités de Ricci
Théoréme 2.2.1 Les identités de Ricci [GM75]

V7 € Q,(M) et VXqy, Xoy, -, Xap, Xa, Xg € {Xito<icn un repére orthonormé pa-
ralléle, avec o; € {1,2,....,n}, on a :

n

D (VaVs = VsVa)7(, 00, ..o 0) =

a=1
p
Z {R(a, k, a0, B)7T(k, g, ..., ) — Z R(k,aq, o, B)7(cv, 0, ooy i1, Ky 0, ooy ) 1
1<a,k<n =2
Preuve

On utilisant la propriété de la courbure des p-formes (proposition 1.1.1), et I'identité
de Bianchi de la courbure (1.9), on obtient :
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p

Z { R(a,k,a,ﬁ)T(k,Oz27O[3,...,Oép)— (k ap, & aﬁ) (a7a27"'7O~/l—17k7al+17"'7ap)}
ok =2
= Z{ZR By, k)T (kg ooy )
a=1 k=1

+ZZR ﬁ,al, (a,ag,...,al_l,k,alﬂ,...,ap)}

=2 k=1

— Z{T Z 5,@ k)k G, A3, ..., Op )
P
+Z7-(a,a2,.. o 1,ZR Bro, k)k auya, - 0p) )
=2
_ Z{T Z Bosk >k as, as, ..., o)

P n
+ZT(O&,O[2, ...7011_172 < R(Oé,ﬁ)Oél,]C > k70él+1, "‘7ap)}

2.2.2 Expression de ”F” en fonction du tenseur de la courbure
riemannienne ” R”

Théoréme 2.2.2 [GM75] Pour tout 7 € Q,(M) on a :

F(r) = [A— 5], (2.5)

avec
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Remarque : Pour permettre aux lecteurs de suivre les démonstrations dans le cas général
(p quelconque), on donne d’abord les démonstrations dans le cas ou p = 2.

Preuve
Du théoreme de Weizenbok (2.1.1), F' s’écrit :

Premiére étape pour p = 2

F. A, B et I'identité de Ricci s’écrivent :

F(r) = Y (VaVs = VsVa)r(a,7)7(5,7),

B,y

A = ZT(S,T’)T(t,T)R(S,U,t,U),

7,8,t,u

B = ZT(T,S,)T(t,u,)R(r,s,t,u),

7,8,t,U
n

Z(fovﬁ - Vﬁva)7'<04, ’7) = Z {R(Oz, k’ «, ﬁ)T(k’ 7) - R(k> 7, &, ﬁ)T(Q, k)}

a=1 1<a,k<n

en utilisant 'identité de Ricci dans I'expression de F', on obtient :

F(r) = Y A{R(a.ka,B)r(k,y)7(8,7) — R(k, 7,0, 8)7(c, k)7(83,7)}

a,B,7v,k
= > Rla ko, B)7(k,)7(B,7) = Y Rlk,v,0,8)7(a, k)7(B.7).
gzﬁmk gtﬁmk |

-~ -~

(a) (a”)

on fait le changement d’indices suivant dans A : (r,s,t,u) = (v, k, 3, «) alors :

A = ZT(S,T)T(t,r)R(s,u,t,u)

r,8,t,u

= Z T(k,v)7(B,7)R(k, o, B, @)

a,B,7,k

= Z 7(k,7)7(8,7)R(a, k, o, B)

a,B,7,k

= (a).
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par l'identité de Bianchi de la courbure R (1.9) :

B = ZT(r,s,)T(t,u,)R(r,s,t,u)

r,8,t,U
= Z T(T7 S)T(tau)[_R(t7T787u) - R(S,t,’/‘, u)]
r,8,tau
= — Z T(r, $)7(t,u)R(t, 7, s,u) — Z 7(r, )T (t,u)R(s,t,r,u).
r,8,t,u r,8,t,u

J/ N J/
-~ -~

(0) (®)

les changements d’indices suivants :

(0) : (r,s,t,u) par (v, 6, k, a),
(0') : (r,s,t,u) par (o, k,~, ), donnent :

B = - Y JR(k,v.8,0) = ) (o k)7(y. A)R(K, 7, o )

a,B,7,k a,B,7v,k
= 2> 7 YRk, o, )
a,B,7v,k
= 2(d).
finalement : .

Deuzieme étape cas général 2 < p < n,

L’identité de Riceci donne :

n

D (VaVs = VsVa)7(a, 02, ... )

a=1

= Z {R(a,k,a, B)T(k, g, ...;ap) — Y R(k,ay, 0, B)7(a, gy oo, i1, by g1,y

1<a,k<n =2

d’ou :
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1
- ( _1)| Z {R(aakaaaﬂ)T(kaab"-aap>
p " a,B,a0,..., op,k
_ZR(k7alaa7ﬁ)T(aaa2a'-'7al—1>k:>al+l>"-aap)}T(ﬁ7a2a"'7ap)
=2
1
- (p—l)'{ Z R(a, k, a, B)7(k, g, ... ) T(B, gy - )

-~

(a)

— Z ZR (k,aq, o, B)T (0, vy ooy 1, Ky g1y ooy ) T(B, 2y oy ) T

N J/
-~

a’)

—

alors :

F(r) = j (@) + (@) (2.6)

dans A on fait le changement d’indices suivant :
(r,s,t,u,as, ..., o) = (a2, k, 5, a, as, ..., o) on obtient,

A = Z Z (s,7, a3, ey p)T(E, 7, 3, ..y ) R(S, u, t,w)
= Z T(k, g, ..., ap)7(B, g, ..., o) R(K, o, B, )

= Z T(k, g,y ..., ap)T(B, g, ..., o) R(a, by, 5)

alors :

pour B, par lidentité de Bianchi pour la courbure R (1.9) on obtient :
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B = Z Z7'(7’,8,043,...,ap)T(t,u,ag,...,ap)R(r,57t,u)

Qas,...,ap T,8,L,u

= Z T(r, s, a3, .oy ap)T(t,u, ag, ooy ) [ R(E, 7, 8,u) — R(s,t,7r,u)]

Qas,...,Qp,T,8,t,u

= — Z T(r, 8, a3, ..., )T (t, u, i3, ..., o) R(E, 7, s, 1)

Qas,...,Qp,r,s,t,u

®)
— Z T(r, 8, a3, .0y ) T(t,u, ag, .oy ) R(S, t, 7, 0)
Qgz,...,0p,7,8,t,u
®)
alors
B = (b)+ (V) (2.8)

p
(a) = Z ZR(k’,@l,@,ﬁ)T(Oé,Oéz,...,Oél_l,k',OéH_l,...,Ckp)T(ﬁ,Oég,...,O{p).

o,B,02,...,0p,k =2

(a) = Z R(k,as, 0, B)T(a, k, s, ..., o) T(5, a2, ... )

a7ﬂ7a27"'7a[)7k

+ Z R(k,as, o, B)T (0, o, ky g, ...y 0pp)T(5, gy .oy i)

a,B,a3,...,0p,k

+ Z R(k,oq, o, B)m(a, g, ooy, ky gy ooy ) T(0B, gy oy )

a,B,a2,...,0p,k

+ Z R(k, cp, o, B)T (0, g, ..oy 1, K)T(B, g, ...y ).

a,B,a2,...,0p,k

Le premier changement d’indices :
pour chaque | € {2,...,p} :
(o, Bk, cu, g, ., 0y ey ) = (U, 8,8, 7, g,y .o, ),
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(') = Z R(t,r,u, 8)T(u, t, ag, ooy ) T(8, 7, (3, ..y 1)

7,8,8,u,a3,...,ap

+ Z R(t,r,u, s)T(u, s, t, ay, ..., 0p)T(S, 3, 7, gy oy )

7,8,t,u,Q3,...,0p

+ E R(t,r,u, s)T(u, az, .oy 1, t, 0041, ooy ) T(8, Qi3 ooy U1, Ty Q1 ey Q)
7,8,8,u,03,...,0p

+ Z R(t,r,u, s)T(u, az, ..oy 1, )T(S, i3, ..oy i, 1)

7,8,t,u,a3,...,0p

alors :
(a) = - Z R(t,r, s, u)T(t, u, g, ..., ) T(7, 8, 3, ...y )
7,8,t,u,Q3,...,Qp
— Z R(t,r,s,u)7(t,u, sz, ..., ) 7T(7, 8, 3, ..., ()
7,8,t,u,a3,...,ap
— Z R(t,r,s,u)7(t,u, as, ..., 0)7(7, 8, 3, ..., )
r,8,t,u,a3,...,0p
— Z R(t,r,s,u)7(t,u, sz, ..., 0p)7T(7, 8, 3, ..., ()
7,8,t,u,a3,...,0p
= —(p-1 Z R(t,r, s,u)T(t,u, g, ..., p)7(1, 8, 3, ..y )
r,8,t,u,as,...,ap
= —(p—1)(b).
d’ou :
() = () (29)
= a').
p—1

le deuxieme changement d’indices est :
pour chaque | € {2,...,p} ,
(a, Bk, cuy gy oy QU oy ) = (1,1, S, i,y oy ),
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(") = Z R(s,t,r,u)T(r, 8,03, .., ap)T(u, t, a3, ..., )

rs,t,u,a3,...,ap

+ Z R(s,t,r,u)T(r, a3, s, 0y, ...y ) T(S, a3, b, gy ..oy i)

7,810,003 .00

+ Z R(s,t,r,u))7T(r, 08, .o 04_1, S, QUi1, ooy O T(S, Qi3 ooy 01, by Q1 oy Q)
7,8,t,u,03,...,0p

+ Z R(s,t,r,u)T(r, as, ..., ap_1,8)7(s, s, ..., ap, t)

7,8,t,U,03,...,0p

alors
(a) = - Z R(s,t,r,u))7(t, u, s, ..., 0p)7(1, 5, a3, ..., Q)
r,8,t,u,a3,...,ap
— Z R(s,t,r,u))7(t, u, s, ..., 0p)T(1, 8, 3, ...\ Q)
r,8,tu,a3,...,ap
- Z R(s,t,r,u))7(t,u, as, ..., 0p)7(1, 8, 3, ..., ()
7,8,t,u,a3,...,ap
— Z R(s,t,r,u))7(t, u, s, ..., 0p)T(1, 8, A3, ..., Q)
r,8,tu,as,...,ap
—(p—1 Z R(s,t,r,u))7(t,u, as, ..., 0p)7(7, 8, 3, ..., )
r,8,t,u,a3,...,0p
= —(p—1)().
d’ou :
) = — (). (2.10)
p—1
récapitulons :

par la formule

(2.6) :
par la formule (2.7) :
par la formule (2.8) :
par la formule (2.9) :

(2.10

par la formule
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finalement :

2.3 L’opérateur de courbure et minoration de ” [’

2.3.1 L’opérateur de courbure

Définition 2.3.1 [GM75]

Soit la variété riemannienne (M,<,>). L’opérateur de courbure est le tenseur de
courbure, interprété en tout point m € M comme l'endomorphisme p, de l’espace des
formes bilinéaires antisymétriques sur l’espace tangent, défini par :

p (M) — Q*(M),
tel que : ¥Ym € M et Vx,y,u,v € T,,M :
< P ANYT), (W AVY) >=< R(z,y)u,v > .
Propriété

Pour tout m € M, soit {X;}i<, est une base orthonormée de T,,M, l'opérateur de
courbure au point m est :

pm  N*T:M  — AN*TEM
X NXE — p(X] AKX,

tel que :

p(XPAXD) = Y < RX[,XHX], X5 > X AX]

1<i<j<n

Définition 2.3.2 Pour tout m € M, on dit que :

Pm >k st Yu € AT M . < pplu),u > > klul.

et que
p>k st Yme M : p, > k.

Proposition 2.3.1 Si p > k alors la courbure sectionnelle est supérieure ou égale a k.
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Preuve
Dans un repere local orthonormé :

K(e1,e2) = R(ey, ea,e1,e2) = R((e1,e2)er,e2) =< pm(e1 Aes),eq Aeg >> kleg A 62|2 =k.

U

Remarque|[GMT5]

Les éléments diagonaux de la matrice symétrique associée a p,, dans la base ortho-
normée { XA X7 }i<icj<n sont des courbures sectionnelles, I'identité de Bianchi détermine
completement la dite matrice.

Notations : [GM75] Soient 7 € QP(M), m € M, dans la base orthonormée {X;}i<,
on notes :

P n
R * *
(oq,az,...,ap)T = E E T(Oél,OéQ,...,Oéi_l,li,OéH_l,...,Oép)Xli /\XOéi7
i=1 [;=1
(01,02,00)0 = < Pml(a1,0,00) T )s(01,0,00) T >
(a1,02,...,ap) A = T(O{l, Aoy ey 01, li7 (O 7T I Oép)
li,L;

XT(O&l, a9,y ..., 1, Li, Qi 1y eeey Oép)R(CYZ’, li, Q;, Ll),

4,7 e E
(a1,02,...,ap) B = T(O{l,OéQ,...,Oéi_l,li,CYH_l,...,Oép)
li\l;

XT(O[l, O, .oy 01, lj, Oljy1y ey Oép)R(Oéi, li, Qi l]>

Proposition 2.3.2 :

p

(a17a27"'7ap)0 = Z (Cll,aQ,...,ap)iA + 2 Z (al,az,...,ozp)i7jB'

i=1 1<i<j<p

Remarque
Pour alléger les notations posons :

pT (al,ag,...,ap)Tv
0 = (al,ocg,...,ocp)ea
‘A = (al,ag,.A.,ap)ZAa
“B = (al,oag,...,ozp)ZJB'
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Preuve :

Premiere étape : pour p = 2,

n

2T = Z (ZI’OQ Xll /\X* + Z Oél,lg Xl2 /\XC*MQ’
1=1 lo=1
9 = < pm( )727— >
1A - ZT ll’a2 L17O(2)R<Oél,l170[17[/1)7

11,01

2A = Z T(ala12)T<0517L2)R<052,l2,062,L2)7

l2,L2

172B - ZT(ll,OéQ)T(Oél,ZQ)R(Oéhll,OZQ,lQ).

l1,l2

on remplace o7 dans 0 :

g = < pm<27—)727— >

n

= <pm(D_ Tl 00)X; AXL D 701, 1) X} AXE),
=1 l2=1

Z (11,042 Xl1 /\X* —|—Z Oél,lg Xl2 /\)(;:2 >

l1 1 l2 1
comme p,, est linéaire :

n

O rll00) > 7(Lr,02)} < pu(XfEAXE), X AXE, >

=1 Li=1

+{Z 7(au, lo) Z (o, L)} < pm( X[ N X)), X1, N XD, >

lo=1 Lo=1

O 7l 2) > T(an, )} < pm(X A X)X AXG, >

l1=1 lo=1

HO Tl b)Y Tl )} < pml(X A XE), XL AXE, >
lo=1 =1

mais pp, : < p(X*AY*), Z* A\W* >=< R(X,Y)Z, W >= R(X,Y, Z,W)
donc :
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9 = Z T(ZDO&Z)T(LDCKZ)R(ZDC“DLlaal)

U1,

+ Z (a1, lo)T (o1, Lo) R(lg, g, Lo, a2)
lo,Lo

+Z ll,OéQ Oél,lQ)R(ll,Oél,lQ,OéQ)
l1 lo

+Z (a1, )T (11, o) R(ly, g, by, ),
l1 lo

- Z T(llya2>T(L17QQ)R(a17l17a17L1) (: 1A)

11,11

+ Z7'(0&1,[2)’7'(@1,LQ)R(CYQ,ZQ,OZQ,LQ) (: 2A)
lo, Lo

+Z (I, a2)7 (01, L) R(on, Iy, g, 1) (= 1’23)
l1,l2

+Z 0517l2 llaa2)R(0517l17a25l2)' (: 1723)
l1,l2

finalement :
0=""A+>A+2("*B).

Deuxieme étape cas général 2 < p < n,
Par les définitions :

P n
pT = T(Oél,OéQ,...,Oéz;l,li,OéH,l,...,Oép)Xli/\Xai,

i=1 ;=1
0 = <pu(pT)pT >,
[
A = E T(CYl,OéQ,...,Oéi_l,li,ai+1,...,04p)
lisLy

XT(CKl, a9,y ..., 1, Li, Qi 1y ey Oép)R(Oéi, li, (o788 LZ),

i7' p—
JB = E T(CYl,OéQ,...,Oéi_l,li,ai+1,...,04p)
lil;
XT(Oél, Qg, ..y, i1, lj, Qljity ey Oép)R(Oéz‘, li, Qi lj)

on remplace ,7 dans ¢ :
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0 = <pm(p7)pT >

p n
= < pm<ZZT(Oé1,0é2, ...,Oél',l,li,C(iJrl, ...,Oép>X;; /\X;),

i=1 l;=1
P n
* *
E E T(Oél,C(Q, ...7Oéi,1,li,05i+1, ...,Oép)Xli A Xai >
i=1 l=1
P n
= E { E T(Ckl,afg, ...,ai,l,li,aiﬂ, ...,Oép)
i=1 =1

n
X Z T(Oél,CKQ, -'-7ai717Li,ai+17 ...,Oép) < pm<Xlt /\X;Z),le /\)(;Z >}
L;=1

p n
+Z{ZT(a1a Qg, '-~7ai—17li,ai+1, ...,a/p)

i#£] Li=1

n
X ZT(OQ,CKQ, ---,ajfljlj,afj+l, ...,CYp) < pm(XZ N X;i)’X;; /\ij >}.

1=1
mais :
< pm(XTANY ), ZF AW >=< R(X,Y)Z,W >= R(X,Y, Z,W).
alors :
p
9 = Z T(Oél, Ao,y .oy 1, li, Ay eeny O[p)T(Oél, Ao,y .oy 1, Li; Ay eeny ap)R<li> a4, Li; Oéi>
i=1 1;,L;
+ Z Z T(a17 Q2 ey (1, lia O VRS PIRERS ap)T(ala A2,y Qj_1, l]a Qg1 eeey ap)R(lia Qs l]7 Oé])
1<j ll‘,lj
+ Z Z 7—(0{1, Q2 ..y A1, lj7 Qjt1y -eey ap)T(a1> Q2 ..y i1, lia Qg1 -y ap)R<lj> Qs lia ai)
1>7 1j,l;

p
8 = E E 7'(0(170./2,...,O[i_l,li,ai+1,...,Ozp>7'(0z170é2,...,Oéi_l,Li,Oéi_i_l,...,Ozp)R(Oéi,li,O_/i,Li)

=1 1;,L;

+ E E 7’(0!1,0(2,---,Oéi_l,li,ai_t,_l,---,Oép)T(al,Oéz,---,Olj_l,lj,aj+1,---,OZp)R(Oéi,li,ij,lj)
1<J l,‘,l]'

+ E E T(a17a27"'7ai—17li7ai+17"'705]2)7—(05170527"‘uaj—laljaaj+17"'7ap)R(aiali7aj7lj)
1<j li,lj

p p p

= YA+ ¥R+ Y B
i=1 1<j 1<j

48



finalement : ,

0=> "A+2 > "B

i=1 1<i<j<p

O

2.3.2 Minoration de ” F"”

Théoreme 2.3.1 Pour tout T p-forme différentielle on a :

Pour démontrer ce théoreme on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.1 /[GM75] On a :

avec !

Preuve du théoréme 2.3.1

Le théoreme 2.2.2 donne :

le lemme 2.3.1 nous donne :

Qs 2
= p(A- (pgl)B)
= plp—DIF(7)
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d’ou :

Preuve du lemme 2.3.1

A = T(Oél,OZQ,...,Oéi_l,li,(]!i+1,...,O{p)

Ql,...,0p Q1,...,0p li,Li
X’T(OJl, Qg, ..., OG1, Lia Qg 1y ey ap)R(aia li7 Qy, Ll)
= E T(li,al,ag,...,ozi,...,ozp)T(Li,ozl,ozg,...,ai,...,Ozp)R(ozi,li,ozi,Li).

aly"'aolinaLi

montrons d’abord que pour tout ¢ € {1,2,...,p} :
Y A=A
Al,...,0p
en effet, pour ¢ = 1, on effectue le changement d’indices : (I3, L1, ayag) = (s, t,u,r)

Z 1A = Z T(ll,Oég,...,Oép)T(Ll,OCQ,...,Ckp)R(Oél,ll,al,Ll)

Q1,...,0p a1 ,Oépyll,Ll

= Z Z (s,7 3, ..., 0p)T(t, 7, 3, ..., ) R(u, s, u, )

Qasg,...,Qp 17,8,t,u

= A.
pour i € {2,...,p}, on effectue le changement d’indices suivant :

(li,Li,Oéi,Oél,ag, ey 1, O Oy, ...,Oép) = (s,t,u,r, A3y ey Oy Oy, ...,ap).

d’ou :
i ~ ~
E A = E E ll,Oél,...,Oéi,...,ap)T(Li,Oél,...,Oéi,...,Ozp)R(Oéi,li,ai,Li)
Q1,...,0p w0p iyl Ly
= g 5 T(s,7, 03, ..., )T (¢, 7, @3, ..., ) R(u, s, 4, 1)
.,Qp 7,8, tu

= Z Z T(s,7r, a3, ..., ) T(t, 7, g, ..., 0p) R(s, u, T, 1)

Qas,...,ap T,8,0,u

= A

montrons maintenant que pour tous i, € {1,...,p} :

2 Z WP =—B.

Qq,..
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on a :

Z’7‘ JR—
E ]B = E E T(Oél,ag,...,Ckl;l,li,al#l,...,Ckp)

Qag,...,Qp Al yeesQp Uyl
XT(O./l, Qg .oy 051, lj, Qljyty ey O[p)R(CYZ‘, li, Qi l])

= g T(l;, o, a1, @, ooy Oy ooy Oy ey )
alr"vapvlialj

XT(OQ', lj, aq, 9, ..., &i, ceey aj, ceny C(p)R(li, g, lj, Odj). (211)

on effectue encore le changement d’indices suivant (/;, ;) = (v, [;), on obtient :

iio ~ ~
E' ip — E T(Liy 0y 1,y Qg ey Qigy ey Oy ey )

Qs Olp Q1 5eens 0yl 5

XT(O{i, lj,O(l,Ofg, vy Oy ey O ...,ap)R(li,ai, lj,Oéj)

= E T(l;, o, a1, g, ooy Qg ooy Oy oy Q)

14y Opylasl

XT(lj,O&Z’,Oél,OQ, vy Oy ey O ...,Oép)R(lZ‘, lj,Oéi7Oéj)

= E T(li,ozj,ozl,ag,...,ai,...,aj,...,ap)

1y 5Qpylasl5

XT(OJi, l], aq, o, ..., az', ceey &j, ceny Oép)R(lj, lia (78 O{]) (212)

on additionnant les égalités de (2.11) et de (2.12), on trouve :

i - ~ ~ ~ ~
2 g B = g T(liy 0, 00y ey Qg oy Oy oy )T Uy 0y ey Qg oy Oy ey )
P

Al,...,Q Qe Qpylislj

X{R(ll, o4, lj, Oéj) + R(ll, lj, (7R Oéj)}.
I'identité de Bianchi nous donne :

ij . ~ ~
2 E B = — E T(li7Oéj70417062,...,Oéi,...,Oéj,...7Oép)
P

a1y, Q1 sy pyliyl

XT (i, lj, a1, Qg ooy Qoo O, oy ) R0y, 1, 1 o).
le changement d’indices suivant :

(li, lj, Qp, Oy vy O, Oy Ol 1y ey A1, O, Qg ey, ap)

= (7w, a3, Qg ey Qg1 b Qo oy O, S, O, ey Q)

donne :
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i . ~ ~
2 E B = — E T(li70[j,0417012,...,O./Z‘,...,Oéj,...,ozp)

A1,y...,0p al,...,ap,li,lj

XT(Oéi,lj,Oél,Oég, vy Oy ey QU ...,Oép)R<Oéi, lj,li, Oéj)

- — Z T(7r, 8, a3, Qg ooy 0p)T(E, Uy 3, Qg .y ) R(E, 0, 7y S)

Q3,...,Qp,T,8,t,U

= Z T(7, 8, 3, Qg ooy )T (E, Uy 3, Qg oy ) R(1 8, 8, 10)

Qs,...,Qp,T,8,t,U

= B.
par la proposition (2.3.2) on a :

a1,‘..,ap6 = ZA +2 Z i’jB-
1<i<j<p
et
> A=A, 2> "“B=-B
Qai,...,0p Qa1,...,0p
d’ou :

Y wad = 3T U ¥ 2% 9

Q,...,Qp =1 ai,... 1<i<j<p  aq,...,0p

:ZA—ZB

1<i<j<p
2
U

Proposition 2.3.3 [GM75] Soient m € M et T € QP(M).
S’il existe k positif ou nul tel que p,, (1) > k, alors :

F(r) = k p(n — p)|7|*.

Preuve
D’une part, la définition 2.3.2 et la définition 2.3.1 donnent :

Ppm >k si Yu € K*TEM = < po(u),u >> klul?,

avec (al,aQ,...,ap)e = < pm((al,ag,.“,ap)T)7(041,(12,...,(1;;) T>.
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alors :

du théoréme 2.3.1 on obtient :

1
I E : k’ (a1,02,...,00 7—‘2
p

a1,002,...,0p

D’autre part, dans la base orthonormée {X; A X7 }icicj<n

p n
(al,ag,...,ap)’r = T(Oél, Aoy .oy 1, li, (O 7T PN Ckp)Xli AN oni‘

i=1 ;=1

donc pour tous ay, v, ..., :

2
| (a1,02,..., Oép)7_| =<(a1,02,,0p) Tr(a1,02,0p) T =

=< ZZT(OQ, ey OG1, li,ai+1’ ...,Oép)X;; VAN X;i’

n
ZZT(OQ, ...,Oél',l’li,OéiJrl, ...,Oé;n)X;; VAN X;Z >

la base étant orthonormée alors :

|(a1,o<2,‘..,ozp Oél, ey O, li7 Qligqyeeny Oép)] .

Ql,,...,0p =1 ai,...,ap l;Faq,...,ap

donc :

F(r) > kz Z Z [T(1y ooy i1, Ly ity <oy )]

i=1 ai,...,op liFaq,.. ,p

> kY - plbf

> kop(n—p)|r*.
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Proposition 2.3.4 [GM75]
St p > 0, alors la forme quadratique F' est définie positive en tout point m de M et ceci
pour tout p € {1,...,n — 1}.

Preuve
Si p > 0 alors il existe k > 0 tel que : p > k (car M est compacte) :
d’ott p,, > k pour tout m € M de la proposition 2.3.3 : F(7) > kp(n—p)|7|* V71 € QP(M).
donc :
F(r)=0=|7*=0=171=0.

ainsi F' est définie positive au point m.
O

Corollaire 2.3.1 Si p > 0, alors toute p-forme harmonique (0 < p < n) est identique-
ment nulle.

Preuve Il suffit d’utiliser la proposition (2.3.4) et le corollaire (2.1.1).
O

2.4 Minoration des valeurs propres du p-spectre

2.4.1 La théorie de De Rham et le p-spectre

Définition 2.4.1 On appelle p-spectre de la variété M qu’on note PSpect(M) , l’en-
semble des valeurs propres du laplacien de Hodge-de Rham des p-formes différentielles
agissant sur M ;

La multiplicité d’une valeur propre est la dimension de son espace propre.

La théorie spectrale nous permet de dire que :

Proposition 2.4.1 Soit L un opérateur elliptique et auto-adjoint sur une variété M,

alors le spectre de L est constitué d’une suite discrete, croissante de réels positifs, tendant
vers +00. [GNTI8]

Théoréme 2.4.1 (Décomposition de De-Rham) [WARS83]

Pour tout p, on a la décomposition suwivante :
QP(M) = KerAP @ ImdP~ @ Im 6P

c’est a dire : N1 € QP(M) on a : T =n+df + 67,

avec : An=0 , e QY M) et ~eQPTH(M)
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Définition 2.4.2 On appelle sous-espace des p-formes fermées noté Vy le sous-espace de
Vy\ donné par :
Vi:=ViNnKerd

On appelle sous-espace des p-formes cofermées noté V' le sous-espace de V\ donné par :
V! .=ViNKerd
avec :
Vi i={r € QP(M)/AT = A7}
Proposition 2.4.2 [GM75] Pour toute valeur propre non nulle X\ on a :
V\=Via V).

Preuve :
La décomposition de De Rham donne

QP(M) = KerA? @ Imd’~ @ ImoP+!
= W = PM)NVy=KerAPNVy @ Imd~ ' NVy @ Im s NV,

pour A # 0 :
KerAP NV, = {0}. (2.13)
montrons que : Imd? ' NVy=V{ puis Imdé* NV, =V
d’une part :
soit T€Imdr~'NVy donc I € QPY(M) tel que 7 =dr,
alors dr = ddr’ =0 donc 7 € kerd.
d’ou :
Imd~t AV, C VL.
d’autre part :
si TeV] alors dr=0 et A7 =diT =AT.
donc 7= fdéT = d(367).

or 10T € P HM),
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d’ou :
€ Imd~ ' NV,.
Finalement :
Imd"™ NVy =V (2.14)
De méme pour Imé*™tNVy =V
Soit T € IméPTiNV,,
7€ ImdPtt alors 37 € PHY(M)  tel que T =07,

donc o7 =607 =0 dou 7 € Kerd.

alors :
Im&P™t vy, c VY.
si TteV!=KerdnV, alors 6r=0 et A7 =0ddr = A,
don 7 = $ddr = (5dr),
donc :
e IméP NV,
finalement
ImdoP™ Ny = VY. (2.15)
de (2.13),(2.14) et (2.15) on obtient :
W=Via V.
O

Définition 2.4.3 [GHL0S]
Soit P A1 la plus petite valeur propre non nulle du laplacien de Hodge-de Rham des p-formes
, (1 <p<mn), on pose :

PA; = inf{\ > 0|V # {0}},
PAL = inf{A > 0]V # {0}},
PXY = inf{A > 0| V! # {0}}.
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Proposition 2.4.3 [GM75]
S1 PNy est la plus petite valeur propre non nulle du laplacien de Hodge-de Rham sur les
p-formes , (1 <p<n)ona:

PAy = inf{PX;,PA7}.
Preuve
Montrons que : PA; > inf{P\|,PA]}.
soit 7€ Viy, — {0} tel que AT =P)\T.
la proposition 2.4.2 donne : Vo, = V), @ V) .
donc: I eV, et IV
telsque T=7+7"et AT =P\i7 , A7 =P)\7".
si 7/ # 0 alors PA; € {\ # 0|V{ # {0}} et donc PA; > PA] > inf{P\|,PA]},
et si 77 # 0 alors PA\; € {\ # 0|V) # {0}} et donc PA; > PA] > inf{PN|,PA]}.
d’out

A > inf{N, N, (2.16)

2- Montrons que : PA; < inf{P\|,PA]}.
la définition 2.4.2 donne
Viy, = Voa, Nker d C Voy,, alors 37 € Vi, tels que AT =PN|7 et dr = 0.

or PA; est la plus petite valeur propre de V5y,, donc
PAL < PN, (2.17)

de méme pour PN\, on a : PA; <PA],
Vi, = Vea, Nker§ C Voy,, alors 37 € Viy, tels que AT =PA{7 et 07 =0,

or PA; est la plus petite valeur propre de V5,, donc
PA; < PAT. (2.18)
par (2.17) et (2.18) on obtient :
PA; < inf{PA},PA]}. (2.19)
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finalement :
PA; = inf{PX\],PA\]}.
O

Proposition 2.4.4 [GM75]
Pour tout p € {1,...,n} :

PAT ="7PALL
Preuve
1- Montrons d’abord que : PN{ > ""P)|.

Soit 7 € V1, de la définition 2.4.2 :

p)\’lf
AT =P)\T
or =0
en appliquant I'opérateur de Hodge ”*” on obtient :
* AT = «PN/T
ot =0

d’ou

AxT =P\ T
dx7=0

donc PA7 est une valeur propre de A et *7 son vecteur propre, avec *7 € V,_,,, .
1

alors :
7’/\’1’ > ”_p/\’l. (2.20)

2- Montrons aussi : PA] < "7PA],

Soit T € V! de la définition 2.4.2 :

nfp)\/l
AT =""PNT
dr =0

99 %99

en appliquant 'opérateur de Hodge on obtient :

* AT = *""PNT
dr =0
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d’ou

{ AsxT=""PN %7

Ox7=0
donc ""PX] et une valeur propre de A et 7 son vecteur propre, avec *7 € V) X,
alors :
TP > PALL (2.21)
finalement :
PAT ="7PNLL
O

2.4.2 Minoration de V7 :

Lemme 2.4.1 [GM75]
Soit T dans QP(M) et pour tout m € M alors :

1 1
V7|2 > ——|d7|* + ————|07]*.
p+1 n—p+1
ou n est la dimension de M.

Preuve

La définition de la norme et la connexion des p-formes donnent :

VTP = p'z Z VaT(on, ...y ap)Var(ag, ..., o)

a=1 ai,...,ap

_ Z Z Vo, r(0n, ..., + ~ Z V(@ .y ap)]? .(2:22)
ap =1

0417 Qp QuFQL,...,Qp 041, -
vV - ~ vV

(a) (a’)

d’une part :
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+ Z Vo7 (ao, g, ...y )]

le changement d’indices,

lignel (ap, 1) = (v, 1),
ligne?2 (a1, ) = (v, 1),
lignel : (aq, ) = (o, ),
lignep (Oép,Oéo) = (a07ap)'
donne,
1 1 & , 1
] Z ? Z[valT(a07 ) O 7ap>] = o Z [V@OT(Q17
p: Q0,01 ..., ap p =0 Q0,01 ..., ap

d’autre part, de 1’égalité 2.22 on obtient :

60

)]

LY S a0 B ) = ol Y (Vi)

2

e 8y ey )2

ceey Oép_l)]2}.

(2.23)

(2.24)



par un premier changement d’indices pour tout [ =1,...,p :

(a1, oy 0y ey ) = (a1, Qo by ey ),

(@) = %{ S [Verth, o, )]

k,aa,...,ap

+ Z [VkT(ala"'7al—17k7 Ap1y .-

alors :
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(@) = ]%{ S [Ver(k,am, o o))

k,az,...,ap

+ Z (Vi (k, aq, as, ~~70‘p>]2

+ Z Vit (ky oy ooy 01, ity ey )]

(a1, 09, ...k, .oap) = (K, 0, ..., ),

(@)==p > > [Virlk,0n,...0p) (2.25)

grace a l'inégalité de Cauchy-Schwartz :

p

> Var(ao, @i, o))’ > ——> (=1)'Va, (a0, ..., A1, ..y )]
=0 p+1 =0
1
Z [va(ka g, ..., ap)]Q Z [_ Z Vk7—<ka g, ..., ap)]2
k#aa,...,ap n=r +1 k#aa,...,ap
1 n
> — k 2
= n—p+1[ ;va( y (2, 7O‘p)]
et
p . A~
dr(Xo, X1,...Xp) = Y (=1 (V,7) (X0, X1, ., Xj, s Xp). (2.26)
j=1
0r(X1, o Xp1) = Y (1 (Via, ) (X5, X1, oo Xpn). (2.27)
j=1

de (2.24), (2.25), (2.26), (2.27) et de I'inégalité de Cauchy-Schwartz :
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Vr2 > L( 11)! Z [Z(—l)lvaﬂ'(ao,...,&l,...,ozp)]2

1 1 2
+n—p+1(p—1) Z [_Zv’fT(k’a?""’ap)]

|
" asg,..., ap k=1

1 1
p+1(p+1)!

Y

1 1
) .
+n_p+1(p_1) Z [T(a% ?ap)]
Finalement :

1 1
\VT|2 > —\alT|2 + — 07|~
p+1 n—p+1
]

2.4.3 Minoration du p-spectre
Théoréme 2.4.2 [GM75]

Soit M une variété riemannienne compacte de dimension n, si ['opérateur de courbure
p >k >0 pour tout p € {1,...,n}, alors la premiére valeur propre du laplacien de Hodge-
de Rham des p-formes différentielles agissant sur M est minorée comme suit :

PA\ir > inf{kp(n —p+1), k(p+1)(n —p)}. (2.28)
avec
PX] > kp(n—p+1), (2.29)
PXT > k(p+1)(n—p). (2.30)
Preuve

L’inégalité (2.28) : PA; > inf{kp(n —p+ 1), k(p + 1)(n — p)} est immédiate par la
proposition 2.4.3 et les deux inégalités (2.29) , (2.30).

Montrons (2.29) :
Soit 7 € VJy, = Vix, Nkerd ie. : AT =PXi7 et d7 = 0.
le lemme 2.4.1 donne :

1

VTP > ————or]* = ||Vr|? = ————]or|”.
n—p+1 n—p+1
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or :
lo7][* = / < 07,07 >= / < AT T >= / PAL< T T >=PA 7]
M M M
donc :

1

IVT[* > ———=X|7|1%. (2.31)
n—p+1

si p > k alors le corollaire 2.3.3 donne :
F(1) > kp(n — p)|7|*. (2.32)
et du corollaire de Weizenbock 2.1.1 on a :

(AT, 7) =PN||7||> = ||[V7|? +/ F(7)dv. (2.33)
M

de (2.31) , (2.32) et (2.33) on obtient :

1
1
(U= PN 2 bt = el

= PN = kp(n —p+ DI7]*.
d’ou :
PAL > kp(n —p+1). (2.34)
Montrons (2.30) :
Soit 7 € V), = Voxy Nkerd ie. : AT =PA[T et 07 = 0.
le lemme 2.4.1 nous donne :

1 1
Vol > ——ldr[* = [[V7]* > ——dr|*.
p+1 p+1
|dr|* = / <dr,dr >= / < AT, T >= / PX! <11 >=PN||7|*.
M M M

d’ou

1
V7P = — Al (235)
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par (2.32) , (2.33) et (2.35) on a :

1
NP 2 NAE + [ kpln = e

PAUTI? = kp(n — p)|7|?

= (1-—
( p+1

= PA|7]1? > k(p+1)(n — p)|I7||>.
finalement :
PAT > k(p+1)(n —p).
O
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Chapitre 3

Etude du spectre du laplacien sur la
sphere

L’espace R™! est muni de sa métrique canonique <, > et ||.|| sa norme associée.

Sur la sphere unité S™ de R"*! Tespace tangent T,,S™ est exactement {m}* pour
tout m € S™.

Notons par 7 la projection suivante :
n:R"™ -0 — 8"
x
r — m=7(r)= 7

(el

Sur S™,on note par <, >g» la métrique induite par .

L’injection canonique de S™ dans R™*! sera notée ¢ : S* — R,

3.1 Le spectre du laplacien pour les fonctions
Etant donné m € S”, il détermine un vecteur unitaire sur R"*!, on le note e!.

On le complete avec des vecteurs €2, ..., e" ! de facon & obtenir une base orthonormée
{el,e? ..., e} de R™™, donc {€?,...,e" "1} est une base orthonormée de T;,S™.

On définit la famille orthonormée des géodésiques de S™ partant de m : {~o, V3, ..., Yni1}s

tels que v/(0) = €' et 7;(0) =m pour tout i =2,...,n + 1.
et ; données par :

Vi .t —> cost.e! +sint.e 1=2,...,n+ 1.
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Remarque : En effet, une géodésique ; est le grand cercle dans le 2-plan engendré
par el et e’
A la base {e!, €%, ...,e""} de R""! on associé le systeme des coordonnés {x'}i<icpi1.

On désigne par A le laplacien de (S™, <, >gn), et par A celui de (R"!, <, >).

Notons Spect(S™) le spectre du laplacien sur la sphere.

Proposition 3.1.1 [BGM?71] Pour tout f € C*(R"*1),on a :

(@ fls)m) = 3 T o)

i=2
Proposition 3.1.2 [GHL05], [BGM71],
Soit f € C*(R™™) alors :
0*f

(Af)lsr = A(flsn) — W'Sn — n—==|gn

Preuve :
Pour un point m de la sphere, on choisit les géodésiques +; comme ci dessus,
la dérivée premiere, par rapport a t :

d(fov) . of of o
— = —(smt)%(%(t)) + (cost)%(%(t)), i=2,..,n+1
et la dérivée seconde au point m = 7;(0) :
d*(f o) of *f

i 0= M

par la proposition 3.1.1 on a :

A(flsn)(m) = — Z T(O)

= =3 s m) + ngkim). 1)
BNm) = =3 m)
S % N .
> ™~ st (32)



de (3.1) et (3.2) on tire :

A *f of
A(flsn)(m) = (Af)(m) + W(m) + ”@(m)-
or, en un point m de la sphere, % = % et il s’ensuit que
>’f of

(Af)m) = Af(m) = S (m) = n's (m).

ou r(x) = ||z|| pour tout z € R
U

Définition 3.1.1 .

L’espace Py, désigne 'ensemble des polynomes homogeénes de degré k sur R
l’ensemble Py, est donné par : P, = {P = Plgn, P € Pk}

H, est ’ensemble des polynémes homogénes harmoniques de degré k sur R,

et H, = {h = B|Sn, h S Hk}

P:@Pk et H:®Hk,

k>0 k>0
P=PPr et H = P H.
k>0 k>0

On munit P d’une structure euclidienne en posant, pour tous P, Q € P,
P.a)- [ Po
Uintégrale étant prise au sens de la mesure canonique de (S™, g).
Propriétés :

1). Pour tout P € Py, :

P=rkp
2). Pour tout P € P, :
oP 5P
— =kr*p — =k(k—1)r*2P.
or ’ ’ Oor? ( r

3). De la proposition (3.1.2) on tire :

AP = (AP)|sn + k(n+k —1)P.
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4). Si P = h, h est harmonique alors :
Ah = Fk(n+k—1)h.

de la propriété 4 on déduit que : k(n + k — 1) € Spect(S™) et h est un vecteur propre
associé.

Proposition 3.1.3 /GHL05], [BGM71]
i) Le spectre du laplacien sur la variété riemannienne S™ est exactement l’ensemble :

Spectgn = {\, =k(n+k—1) , k>0}.
i1) Le sous-espace propre associé a i est précisément Hy.

Remarque
Pour démontrer la proposition 3.1.3 il suffit de montrer que la somme directe des sous-
espaces propres est dense dans C*(S"). ie : H = @y>oHy est dense dans C>(S").

Lemme 3.1.1
Pour tout k>0 on a :

Py, = Hop @riHyy 2@ ... D T2kH0,
Pory1 = Hoppr @ 7"211']12;6,1 ®..>D TQkHl.

Preuve de la proposition 3.1.3
Le théoreme Stone-Weierstrass assure la densité de P dans C*(S™).

A partir du lemme 3.1.1 :

H:@Hk - @Pk:]?.

k>0 k>0
donc H est dense dans C*(S").

Preuve du lemme 3.1.1 :
Se fait par récurrence sur le degré k.

Pour k = 0, le résultat est vrai puisque on a Hy = P, et H, = P;.
Supposons que :

Py = Hop @ r’Hypz @ ... ® r**H,
Port1 = Hopyp1 @ 7“2]1']1%_1 b...Pp r%]HIl.
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sont vraies pour un entier k,
montrons d’abord I'identité suivante :

Pk+2 = Hk+2 @ 2P,
il est clair que : HHQ + 2P, C ]1_3’k+2.
Montrons que cette somme est directe : ie : Hk+2 1P,

Hj. o est inclus dans le sous-espace propre associé a la valeur propre Agyo.
ol My2 = (k+ 2)(n + k + 1); 'hypothese de récurrence assure que Py est une somme
directe des H; , pour [ < k. Or Hj est inclus dans un sous-espace propre associé a la valeur
propre A\; = l[(n+1 — 1), mais pour tout [ < k : Ao # A et les sous-espaces propres sont
disjoints deux a deux. Donc Hy,o 1 Hj;. d’ou :

Hk+2 1L P = Hk+2 L TQEDk.

Pour terminer, il suffit de montrer que si P de P, 5 est orthogonal & 2P, alors il est
harmonique, ie : AP = 0.

or AP € P, par 'hypothese de récurrence :
AP=0 < AP Lr¥H, o, 0<2<k.
mais pour tous P € Pk+27 h e H_o

A(Ph) = AP.h + Ah.P + 2(dP, dh)

avec : P = Plgn, h=h|gn.
Montrons que :

/nA(Ph) :/n AP.h+2/n(dP,dh)+/n AP = 0.

M) @ G
pour (1) et (2) :
- 9*P oP

donec :
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(1) = /}APh:/Jﬁpmwh+@wQXn+k+D/nPh

n

=0

_ _ﬂk—ﬂXn+k—2k—D/iPh.

Sn
=0
= 0
et pour (3) :
3) — / AR.P
_ (k—2l)(n+k—2l—1)/ h.P
NCU
=0
=0

donc P est harmonique, d’ott B B B
Pito = Hiyo & 7°Py,

par suite et selon la parité de k, on obtient :

]I_DQ(kJrl) = H2(k+1) @O riHy @ ... ® r**THH,,
Pz(k+1)+1 = Hz(k+1)+1 © r*Happq @ ... ® r**THH,,

l
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3.2 Le spectre du laplacien pour les formes
différentielles

Soit V la connexion canonique sur (R"*! < >), et V la connection sur (S", <, >gn)
induite par par l'injection 2 : S* — R
Alors, pour tous champs de vecteurs X,Y sur S™ , on a :

VxVY =VyY— < XY > Xp1 et VxXpp=X (3.3)

ou X,, 11 désigne le vecteur normal en chaque point de S™ et de norme 1, que ’on prolonge
a R™™! par transport parallele le long des rayons issus de 'origine.
Et on note de méme X,Y les prolongements locaux & R"™! de X,Y.

On prolongera le champ X de S™ de maniere a ce que : [X, X,,41] = 0. Une maniére
canonique de le faire est de transporter X parallelement le long des rayons issus de 1’ori-
gine puis multiplier par la distance a l'origine du point ou on l’a transporté.

D’autre part on a : Dx, X, = 0.

Notons A, det § respectivement le laplacien de Hodge-de Rham, la différentielle et la
co-différentielle sur QP (R™"1), et A, detd celles de QP(S™).

Soit {X; }1<i<n un repere orthonormé local de S™ qu’on prolonge a R™*! par le procédé
décrit ci dessus.
Proposition 3.2.1 /GM75]

Pour tout T p-forme différentielle fermée de R", (ie : dt =0)
et en tout point m de M et pour tout X,, du repére on a :

[Arls) = (A7)lse]lm(ar, -y )
= Xot1|m[Xns17(aq, ..yap)] + (n — 2p 4+ 2) X1 [T (011, -, )

Preuve

D’une part :
par la formule (3.3) et la définition 1.4 on trouve :
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p
Vaor(a, o, ...ya,) = a(t(a,ag,...,qp)) — T(Vaa, g, ... ap) — 27'(04,0427 s Vi, ooy )

1=2
= a(t(o,a9,...,a)) = T(Vaa— < a,a > (n+ 1), 09, ..., )
p
- 7(a,...,(Voy— < a,oy > (n+1),...,a)
1=2
p
= a(t(o, a9, ...,ap)) — T(Vaa, ag, ..., o) — ZT(@, e Vo, )
1=2

P
+<oa> T(” + ]-7 "-7ap) + Z <o, > 7'(0(, N 1, ...,O[p)
1=2
= Var(a,ag,..;ap) +7(n+1, ..., 0p).

donc pour tout a # o, ..., o,
Var(a, ag, .y a) — Var(a, ag, .y 0p) = T(n + 1, ag, ..y ). (3.4)

D’autre part : calculons Vx, , , 7(n + 1, as, ...qp)

Vant(n+1,ag, o) = (n+1)(7(n+ 1,02, ....ap) = T(Vapin + 1, qg, ..., ap)
_iT(n+1,a2,...,vn+10417-~-705p)
=2
= (n+1)(r(n+1,0a9,...,qp))
_i'r(n—l—1,0&2,---70417-'-7ap)
=2

= (n+1)(r(n+1,09,....,ap))
—(p—D71(n+ 1,00, ...,05). (3.5)

par la propriété 1.18 et les égalités 3.4, 3.5, on obtient :

n

5(7|sn) — (07)|gn = Z(@a — Vo)T(a, g, ..ap) + Vx,  , T(n+ 1, g, ...qrp)
a=1
= (n—2p+2)1(n+1,aq,..ap) + Xp17(n + 1, g, ...cp).
or d(7|gn) = (d7)|gn donc :

[A(T’S”)_<AT)|S"] |m(O‘1a e ap) = Xn-l-llm[Xn-i-lT(O‘lv e O‘p)]+(n_2p+2)Xn+l‘m7—<al> e ap)'

U
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Définition 3.2.1 .
On appelle p-forme différentielle homogéne de degré k toute forme du type :

ot les coefficients pq, .. q, sont des polynomes homogenes de degré k.

P

P? est l’ensemble des p-formes homogénes de degré k,

Propriété :

Pour tous entiers k,p on a :
1) dim Py = ( ”Zk )

. n+k n+1
2)d1mPZ:< i )( » )

Proposition 3.2.2 [GM75]

Pour tout T p-forme fermée harmonique et homogéne de degré k de R™, on a :

A(T|gn (0, .cyay) = (k+p)(n—p+k+ 1)7|sn(aq, ..., ap).

par conséquent :
(k+p)(n—p+k+1)ePSpect(S"™).

Preuve

Soit z € R"™ — {0}, sa projection m sur la sphere S™ est donnée par
m=z/|z|| =z/r € S"

Par linéarité, on se limitera aux formes homogenes 7 de forme :
T =@dz™ N ... N\dx?,

avec  polynome homogene de degré k. alors on a :

k

p(x) = ro(m),

et :

Tolan, ) = 777 (g, yap)  car da® |, (Xy,) = rdo® ], (Xa,)
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donc :

0
Xps1Ts(aq, ..., 0p) = (E+p)Tim(ca, ...y ) car Erkﬂ’h:l =k+p.
d’ou :
o2
Xpit|mXnpim(ar, o) = (55" (n, 0s )

or?
= (k+p)k+p—1)rnlaq,...,qp).

finalement grace a la proposition 3.2.1 on obtient
A(T|gn(ny.csay) = (k+p)(n—p+k+ 1)7|sn(aq, ..., ap).
O

3.2.1 Caractérisation du spectre du laplacien des p-formes

Théoréeme 3.2.1 [IK79]

Les My = (k+p)(n—k+p+ 1) sont les seules valeurs propres du laplacien de Hodge-
de Rham des p-formes agissant sur la sphere, et les p-formes homogénes harmoniques et
fermées de degré k sont les formes propres associées.

La démonstration de ce théoréeme nécessite le lemme, la proposition et le corollaire
suivants :

Soit z = (2%, 2!, ...,2") € R"™, posons :
2 _ 2 a i _ i g
r —io(x), rdr_;xﬁx“ rdr—;xda:.

on définit alors 'opérateur e(rdr) par :
e(rdr) : Q") — Q@R
T — e(rdr)T =rdr AT.

iray désigne le produit intérieur de rd sur QR"M).

Lemme 3.2.1 [IT78] Soit T € QP(R™1), alors :

1) ity *T = (—=1)? % e(rdr)T,

2) w0 )T = (=) e(rdr) * 7.

3) e(rdr)dr 4+ de(rdr)r =0,

4) U yOT + 01 a7 = 0.

5) ipaydT + dia)T = Ly@jan T

6) Se(rdr)t + e(rdr)dT = (=1)""" % Ly(ajar) * 7.

ot L, est la dérivée de Lie.

75



Preuve
Puisque tous les opérateurs qui figurent dans le lemme 3.2.1 sont linéaires on fera nos
démonstrations sur les éléments suivants :

A , d 0
=da! :=da" NN dx dr = dz* —=0"=_—
T =dx x z? ., rdr=dit o, o e
avec I = {iy <iy < ...<1i,} et I° est le complémentaire de 1.
Montrons 1) :
D’une part, pour k & I :
se(rdr)T = *(dz® A da') = (—1)PTsg(I, ]C)@\k Adz',
d’autre part :
i 7 = sg(I,1%indz’
= sg(I,I°)(=1)dz* (*).dz’ ¥
= —sg(I,1¢)ds"
d’ou le résultat.
Montrons 2) :
D’une part, pour tout k € I :
e(rdr)y 1 = e(rdr)(xdz’) = da® A (sg(I,1°)dz"
= sg(I, I)dxz" A dx'". (3.6)
d’autre part :
(o dyT = *iny(dz™ A .. A da'?),
mais i grda’ = &7, (voir page 45 [Kni95]) donc :
¥l T = (=17 da"™ A Ndgreyda A LA da'?
j=1
= (=DM x[da™ A Adak A A da?]
= (=) (=1)PFsg(1, I)dx" A da'*
= (=1)P"sg(I,1°)da" A dz™. (3.7)

d’ou le résultat.
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Montrons 3) Le résultat est direct :

d e(rdr)r = d(da* A7) = d da* A7 — da* A dr = —e(rdr)dr.
Montrons 4)

D’une part :
xe(rdr)d xr = (—1)”’pi(Td%) xd*T
n+1—p
——
n—p
= (_1)n—p(_1)(n+1)(p+1)+12‘(r%)57-

d’autre part :

xde(rdr)*T = (—1)PT xdx i )T

1
i
_ (_1)p+1 (_1>(n+1)(p*1+1)+151~(7~%)7_

= (=1)"0i(,a)T. (3.9)

dr

de (3.8) , (3.9) et 3) on obtient :

(=1)"[0i )7 +iay07] = #d e(rdr) x 7+ e(rdr)d x 7
= x[d e(rdr) * T+ e(rdr)d x 7] = 0.

d’otu le résultat
Montrons 5)

On obtient le résultat directement grace a la propriété suivante de la dérivée de Lie,
pour tout champ de vecteurs X :

LX :Z'XOJ—}—CZOi)(.
(voir [GHLO5] page 42)
Montrons 6) :
D’une part, du 1) :

% d ipay*T = *d(—1)? x e(rdr)T
= (=1)Pxdx*e(rdr)T
——

p+1
— 1\ _1\(nFD)(p+2)+1F
(=DP(=1) oT

(—1)PHisr, (3.10)
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d’autre part, du 2) :

*igayd 7, = (1) e(rdr)«dxT

= (—1)"_p+1(—1)(”+1)(p+1)+le(rdr)57-
= (=1)"*"le(rdr)oT.

de (3.10), (3.11) et 5) on obtient :

= (=1)P"Mer + (1) e(rdr)éT
= (=1)P""Y (57 + e(rdr)oT).

d’ou le résultat.

U
Proposition 3.2.3 [IT78]
Soit T € P}, alors :
s.d od s
df(r%)T + z(r%)cih = (k+p)r,
de(rdr)r +e(rdr)or = —(n+1—p+k)T.

Preuve

Pour tout champ de vecteur X =>"" - X i%, et pour toute p-forme

Lxt = Z (L)(T)jln_jpdl'jl VANPIRAN dZL'jp,
J1<...<Jp
avec

n , 0 P 0X!
(LxT)jl...jp = ;{X @le-“]‘p + ; Tj1.fr—1ljrs1..3p Oxir }

( Lx désigne la dérivée de Lie, [MAS03] page 30),
ol 7;,..4, sont des polynomes homogenes de degré k.
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Montrons (3.12), on a :

- o
(LT%T)il...zp - Z a 17-21 1P+ZZTU Ap—1 lipyr.. zpﬁa
=0 r=1
M @
alors (1) est exactement k7;,.;,,
mais gzl = 0! donc (2) est égale & pr;, ;,, alors :
(LT%T)il...ip = (p+k)Tir.ip
d’ou
Ti(r-Lyr 4+ ir-)dr = (k+p)r.
r—)1 +i(r—)dr =
dr dr pr
Montrons (3.13), par le résultat (3.12) :
()" wLg sr, = (“1)" (k4 1—p)er

= ()" =D (ko L= p)r

= ()" Pk tn+1-p)r

= —(k+n+1-p)m,

d’ou

Se(rdr)T + e(rdr)éT = —(n+ 1 —p+ k)7

O

Corollaire 3.2.1 [IT78]

P (kerdﬂPﬁ)@(keri(r%)ﬂPﬁ)) (k+p#0),

PP = (kerd NPY) @ (kere(rdr) NPY)) (n+1—p+k#0).

Définition 3.2.2 .

(3.14)
(3.15)

i). HY désigne le sous-espace de P constitué des p-formes harmoniques et cofermées .

e :

TEHiZ@ATZO et o1 = 0.

it). ka désigne le sous-espace propre associé a la valeur propre A\ dans QP(S™).
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Proposition 3.2.4 [IT78]
Awvec les notations précédentes on a :

Hy Nker d ~ V! Nker d. (3.16)
(ie : les deux espaces vectoriels sont isomorphes).

Preuve du théoreme 3.2.1
La proposition 3.2.2 donne :

A(T|m(oa, .y 0p) = (K +p)(n—p+k+ D)7T|m(ar, ..., ap),

en tout point m € S™, et pour tout 7 p-forme fermée homogene et harmonique et grace a
Iisomorphisme (3.16), on déduit que les seules valeurs propres sont :
M= (k+p)(n—p+k+1).
O
3.3 Multiplicités des valeurs propres

Lemme 3.3.1 [IK79] Avec les notations précédentes et les conditions du théoréme 3.2.1
on a la décomposition en somme directe suivante :

PP Nkerd = (r*P?_, Nkerd) @ HY.
Preuve : Il est clair que :
(r*P}_, Nkerd) @ HY C P} Nkerd.
montrons maintenant que :
PP Nkerd C (r’P?_, Nker§) @ HY.
comme Ad = §A alors :
A PP Nkerd — PP, Nkerd,
doi _ )
(Pr Nker6) e a =~ Pj_, Nker o,
or : ker A C HY, donc :
dim H + dim(P}_, Nkerd) > dim(P? Nkerd).

de la décomposition (3.15) du corollaire 3.2.1 on obtient :

P? = (ker 6 NPY) @ (kere(rdr) NPY)) (n+1—p+k+#0),
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d’ot :
dim P! = dim(P} Nker §) + dim (P N ker e(rdr)).

alors :
dim(r’P?_, Nkerd) = dimr°P}_, — dim(kere(rdr) Nr°PY_,)
dimP}_, — dimgker e(rdr)NP;_,)
= dim(P}_, Nker?).
donc :

dim HY, + dim(r*P}_, Nkerd) > dim (P N ker d).

U
Corollaire 3.3.1 [IK79] Avec les notations précédentes on a :
PP =HP @ (r’PY_, Nker§) @ (r’PL_, Nkere(rdr)) @ (P} Nker A Nkere(rdr)).

Preuve
De la décomposition (3.15) du corollaire 3.2.1 :

PP = (ker 6 N PY) @ (ker e(rdr) NPY)) (n+1—p+k#0)
et de la décomposition (voir [IK79] page 142)
P? =P} _, @ (P? Nker A),
et du lemme 3.3.1, on obtient :

PP = H? @ (r’PY_, Nker §) @ (r’PL_, Nkere(rdr)) @ (P} Nker A Nker e(rdr)).

O
Proposition 3.3.1 [IK79].
Les deux suites suivantes sont exactes :
00— — PSPl pr2 ), (3.17)
0—H), — - —H S-S — . — Y —0. (318)
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Preuve :

Montrons (3.17) :

Onadod =0, danc Imd C kerd.

dans Iautre sens, par la formule (3.13) de la proposition 3.2.3 :

Se(rdr)t + e(rdr)oT = —(n+k —p+ 1)7.
siteP? dr=0,et (n+k—p+1)#0alors :
e(rdr)r

=6 .
T T k—p+ 1)

or :
e(rdr)T 1

]PPJr
—(n+k—p+1) € P

donc 67 € PY, d’ott ker§ C Imd.

Montrons (3.18) :
soit 7 € HY, alors dr € Pﬁﬂ car dod = 0.
mais Adr = dAt = 0, donc dr € HPTL.

dans I'autre sens, de la formule (3.12) de la proposition 3.2.3 :

-, d Lod
dz(r%)T + Z(Tg)dT = (k+p)T.

soit 7 € HE, avec 7 € kerd et k + p # 0 alors :
di(r d/dr)T
T=—
k+p

or

o d N
Z(T@)T € Hiﬁ,

donc 7 € Im d.
O

Corollaire 3.3.2 [IK79] Avec les notations précédentes on a :

Min(p,k)
dim(P} Nkerd) = Y (—1)'dim P},

=0
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Preuve :

De la suite exacte (3.17) de la proposition 3.3.1 on a :

]P)Z|kcr31) ~ ImdP = ker o !, Pi:}\kergi"*1 ~ Im &P~ = ker 6772,
Py S egre = MmO =ker ", P S e grs = [m 0P = ker 674, .
donc
dim P! — dimker 0 = dimkerd” ",
dim Pij — dimker0”~! = dimker P2,
dim }P’i:g — dimker 0?2 = dimkerd? 3,
dim Pﬁ:g — dimker 6% = dimkeré*™?, ...
d’out

dim ker 6 = dim P! — dim ker 6*~' + dim ker 6”2 — dim ker 6*® + dim ker *~* — ...
mais ker 0? = P} N ker 6” d’otl.
- Min(p,k) ' ‘
dim P} Nker6” = > (=1)'dimP}_;.

1=0

O

Corollaire 3.3.3 [IK79] Avec les notations précédentes on a la formule suivante :

p
dim(H{, N kerd) =) (=1)’" dimH} ./ (3.19)
j=1
P o [(Min(p—ikti) . N
= ) (= > (D(dimPPT — dim Py )
j=1 =0
= Y (~1)"Y(dimP}} — dimP}7). (3.20)
j=1
Preuve :
De la suite exacte de la proposition 3.3.1 :
_5 d° 4 &b _3 &3 _9 d2 1 dr d 1
e — My — W — s — H, — Hp — HY — T —
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on obtient :

_ . _
Hﬁ‘kergzlmd, Hiﬂ‘kerglzlmdl:kerd,
Hﬁ;g‘kercp ~ Imd* = kerd, Hz:rg\ker@ ~ Imd® = ker d?,
Hijri‘ker@ ~ Imd* = ker &, HZ;g‘kerﬁ ~ Imd =kerd*, ..
donc :
dim Hij& —dimkerd® = dimkerd,
dim Hﬁ;g —dimkerd®* = dimkerd",
dim Hﬁ;g —dimkerd® = dimkerd?,
dim Hﬁ;i —dimkerd* = dimkerd?,
dim Hﬁ;g —dimkerd® = dimkerd, ...
d’ou :

dimkerd = dimH}_} — dim H 5 + dim HE 5 — dim H ) + dim H? 3 — dim ker d°.

mais ker d = ker d N HY, donc on obtient la formule (3.19) :

dim(H Nker d) =

J

(—1)' " dim H} 7.
1

P
du lemme 3.3.1 on tire :
PP Nkerd = (r*P?_, Nkerd) @ HY.
donc :
dim (P} Nker §) = dim(r*P}_, Nker §) + dim HE,
d’ou :
dim HY = dim(P¥ N ker §) — dim(P?_, Nkerd).

en utilisant le corollaire 3.3.2 on obtient :

Min(p,k) . . Min(p,k—2) ‘ ]
dmH, = Y (-1)'dimPy— > (=1 dimP)
=0 1=0
Min(p,k) . 4
= (—=1)(dim P}~ — dim PP~5 ). (3.21)
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de la formule (3.19) on tire :

B P . Min(p—j,k+7) . o N
dim(H Nkerd) =3 (<P | 3 (-1 (dim BT - dimPLET, )
Jj=1 i=0
finalement
— P ) . )
dim(HY Nkerd) = Z(—l)%l(dim PV — dim P,

=1

0

Proposition 3.3.2 [IK79] Avec les notations précédentes on a les formules suivantes :

dlmngi(_U{(HZEZ_Z)_(an;E;Z)}(Zti) (3.22)

1=0

dim(HZﬂkerJ):i(—l)i‘l{(n—;;f_;ri ) —(”Zfzi )}(’;fi) (3.23)

Preuve :
Montrons (3.22) de (3.21) et (3.2) on obtient

N N S n+1
dim P, = ( 3 ) ( » .
Min(p,k)

i Cr{ () GID (R GRD)

d’ou le résultat :

k) n+k—1 n+k—2—1 n+1
. p_ Z
dimH}, = E (—1){( b i )—( b9 >}(p z)

=0

On a :

montrons (3.23)
de (3.20) du corollaire 3.3.3 et (3.2) :

p
dim(Hf, Nkerd) = > (1) (dimP},7 — dimP}%)
j=1

e { () () = (s ()

Jj=1

()G

J=1
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d’ou le résultat.
O

Lemme 3.3.2 [IK79] Pour tous entiers n,p et k on a les identités suivantes :

p i n+k—1 n+1Y\ (n+k+1)
Z<_1)< k—i )(p—i>_p!k!(n—p)!(n+k_p+1)- (3.24)

- i n+k—+i n+1Y\ (n+k+1)!
Y () G5 ) e ey 0

i=1
Corollaire 3.3.4 [IK79] pour tous entiers p et k

(n+k—1!(n*+ Bk —pn*+ 2k* — 2p— 1)k —p—1)n — ka).

dim HP =
S PR —p)ln+tk—p+1)(nthk—p—1)

(3.26)

. » ~ (n+ k) (n+2k+1)
dim(H, O ker d) = - DEm—plntk—p+1)(k+p)

(3.27)

Preuve :

On remplace la formule (3.24) du lemme 3.3.2, dans la formule (3.22) de la proposition
3.3.2, on retrouve le (3.26) :

s = 0 (") (G0 - per (M) ()

B - (n+k+1)! B F}n+k—2+n!
okl n—p)ln+k—p+1) plk-2)n—pln+k—-2—-p+1)
(n+k+1)! (n+k—1)kk-1)

pkl(n—p)ln+k—p+1) pkln—pln+k—-—p-—1)

n+k—-Dn+k—p—1n+p+1)(n+k)—(n+k—p+1)k(k—1)]
plkl(n —p)l(n+k—p+1)(n+k—p—1)

(n+k—1In*+ 3k —p)n® + (2k* — (2p — 1)k — p — 1)n — 2pk)

plklln —p)lin+k—-p+1)(n+k—p—1)

pour (3.27), on remplace les formules (3.24) et (3.25) du lemme 3.3.2, dans la formule
(3.23) de la proposition 3.3.2, on trouve :
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i, et {14 (742

=1

- S (HE) (G -5 () ()

=1

_ i(_l)i1<nziji><n+l>+zp: i<n+k22><zt;)

=0

(" ()

(]

B (n+k+1) . (n+k+1)!
 p=Dkn—p+Dp+k) pEn-—pln+k—p+1)
(n+k)! (n+1)!

CK(n+k—E) pl(n+1—p)
(n+k+Dpn+k—p+D)+m+k+Dn—p+1)(p+k)
Epl(n—p+Dln+k—p+1)

_(+R)n+D)p+k)n+k—p+1)
Epln—p+D!(n+k—p+1)
(n+ k)l (n+2k+1)
(p—DKln—pln+k—p+1)(k+p)

O
Proposition 3.3.3 [IK79].
On a lisomorphisme suivant :
d: VP Nkerd — VI Nkerd. (3.28)

Preuve :
De la proposition 2.4.2 on a :

Vi=Vinkerd ® V,Nker d.
donc
dVy = d(V\Nkerd) & d(Vy Nker d) = d(Vy Nkerd).

soit 7 € VY donc At = Ar.
d’ott
dAT = d\T = dAdT = M\t = dr € VP,
O
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La valeur propre P\ = (k' +p+1)(n—p+k') du laplacien A dans QPT1(S™) est égale
a la valeur propre PAy = (k+p)(n—p+k+1) si et seulement si n = 2p, dans ce cas k = k'

De ce dernier résultat, la proposition 2.4.2, la proposition 3.3.3 et le corollaire 3.3.4 on
établit le théoreme suivant donné par Ichiro IWASAKI and Kiyoshi KATASE dans leur
article [IK79] :

Théoréme 3.3.1 [IK79], [Bou07]

Les valeurs propres du laplacien sur QP(S™), (p # 0) sont :

A = (k+p)n—p+k+1) k=0,1,2,..,
PN, = (K +p+1)(n—p+k) K =012, ..

sin # 2p, la multiplicité de P\, (#£ 0) est :

(n+ k) (n+2k+1)
(p—DE(n—p)(n+k—p+1)(k+p)

et la multiplicité de P\ (£ 0) est :

(n+ k) (n+2k+1)
plEl(n—p—Dln+k—p)(k+p+1)

sin = 2p, la multiplicité de P, =Pt N\, est :

2(2p + k)!'(2p + 2k + 1)
plip— DNk +p)(k+p)(k+p+1)

O
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