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Résumé

Dans cette thèse nous étudions l’existence globale, la stabilité et le taux de décroissance

des solutions de quelques systèmes hyperboliques élastiques et thermoélastiques de type

Bresse. Le contenu de la thèse est divisé en trois parties.

La première partie est consacrée à l’étude de la stabilisation du système de Bresse avec

conditions aux limites dynamiques. On présente d’abord le résultat d’existence et d’unicité

de la solution globale. Ensuite, nous montrons que l’énergie de la solution associée au système

décrôıt exponentiellement vers zero quand t tend vers l’infini.

Dans la deuxième partie, nous considérons le problème de Cauchy du système de Bresse

en thermoélasticité non classique où la conduction thermique est décrite soit par la loi

de Cattaneo , soit par la théorie de Green et Naghdi. Nous montrons que pour les deux

systèmes, la solution décrôıt lentement avec une perte de régularité.

Dans la troisième partie, nous considérons un système de Bresse multidimensionnel non

linéaire dans un domaine borné avec des termes mémoires sur une partie de la frontière.

Nous établissons un résultat de décroissance explicite et général pour lequel les estimations

de décroissance exponentielle et polynomiale ne sont que des cas particuliers.

Mots clés : Système de Bresse ; Stabilisation exponentielle ; Conditions aux limites

dynamiques ; Existence globale ; Thermoélasticité de type III ; Loi de Cattaneo ; Contrôle

frontière ; Terme mémoire ; Taux de décroissance.
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Abstract

In this thesis we study the global existence, the stability and the decay rate of the

solutions of some hyperbolic elastic and thermoelastic systems of Bresse type. The content

of the thesis is divided into three parts.

The first part is devoted to the study of the stabilization of the Bresse system with

dynamic boundary conditions. We first present the result of existence and uniqueness of a

global solution. Then we show that the energy of the system decays exponentially to zero

when t tends to infinity.

In the second part, we consider the Cauchy problem of the Bresse system in nonclassical

thermoelasticity where thermal conduction is described either by the Cattaneo law or by

the Green and Naghdi theory. We show that for the two systems, the solution has a slow

decay rate and it is of regularity-loss type.

In the third part, we are concerned with a nonlinear multidimensional Bresse system, in

a bounded domain, where the memory-type damping is acting on a portion of the boundary.

We establish a general decay result, from which the usual exponential and polynomial decay

rates are only special cases.

Keywords : Bresse system ; Exponential stabilization ; Dynamic boundary conditions ;

Global existence ; Thermoelasticity of type III ; Cattaneo’s law ; Boundary control ; Memory

term ; Rate of decay.
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5.2.3 Démonstration du Théorème 5.2.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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Chapitre 1

Introduction générale

Au cours des dernières décennies, différents types d’équations aux dérivées partielles

(EDP) ont été utilisées comme modèles mathématiques décrivant les systèmes physiques,

chimiques, biologiques ou mécaniques. Parmi eux, les modèles mathématiques de la vibration

des structures flexibles ont été considérablement stimulé ces dernières années par un nombre

croissant de questions d’intérêt pratique. La recherche sur la stabilisation des systèmes de

paramètres distribués a largement focalisé sur la stabilisation des modèles dynamiques de

structures particulières , telles que des châınes, des membranes et des poutres.

Dans ce travail nous nous sommes intéressés à l’étude de la stabilisation du problème

d’arc circulaire connu aussi comme le système de Bresse. Les structures élastiques de type

arcs sont des objets d’étude largement explorés dans l’ingénierie, l’architecture, l’ingénierie

marine, l’aéronautique etc.... En particulier, les vibrations libres des structures élastiques en

fonction de leurs propriétés naturelles sont un sujet de recherche important dans l’ingénierie

et aussi en mathématiques.

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feedback), elle

consiste donc à garantir la décroissance de l’énergie des solutions vers 0 de façon plus ou

moins rapide par des mécanismes de dissipation.

Plus précisément, le problème de stabilisation auquel nous nous intéressons revient à

déterminer le comportement asymptotique de l’énergie que nous notons par E(t), à étudier

sa limite afin de déterminer si cette dernière est nulle ou pas, et, si cette limite est nulle, à

donner une estimation de la vitesse de décroissance de l’énergie vers zéro.
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Il existe plusieurs types de stabilité que l’on peut étudier. Le premier type consiste à

analyser simplement la décroissance de l’énergie des solutions vers zéro, i.e.

E(t) → 0 lorsque t→ +∞. (1.0.1)

C’est ce que l’on appelle la stabilisation forte.

Pour le second, on s’intéresse à la décroissance de l’énergie la plus rapide, c’est-à-dire

lorsque celle-ci tend vers 0 de manière exponentielle, i.e.

E(t) ≤ Ce−δt, ∀t > 0, (1.0.2)

où C et δ sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales.

Quant au troisième, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance

de l’énergie n’est pas exponentielle, mais du type polynomiale ou logarithmique par exemple :

E(t) ≤ C

tα
, ∀t > 0 (1.0.3)

ou bien

E(t) ≤ C
′

log(1 + t)k
, ∀t > 0, (1.0.4)

où C,C
′
, α et k sont des constantes positives avec C et C

′
qui dépendent des données

initiales.

Dans le domaine de l’analyse mathématique, il est intéressant de connâıtre les propriétés

qui concernent le comportement de l’énergie associée au modèle dynamique. Pour les feed-

backs, par exemple, on peut se poser la question : quelles sont les conditions que doivent

vérifier ces derniers (feedback) pour obtenir la décroissance de l’énergie. Dans ce sens la

stabilisation a été étudiée pour des problèmes dynamiques dans des structures élastiques

modélisées par des équations aux dérivées partielles. La décroissance exponentielle ne peut

être obtenue que dans des situations particulières (voir [51]).

En 1856, Bresse [3] a introduit le système linéaire suivant couplant trois équations d’ondes
ρ1φtt = Qx + lN + F1,

ρ2ψtt =Mx −Q+ F2,

ρ1wtt = Nx − lQ+ F3.

(1.0.5)
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où t > 0 et 0 < x < L. L’indice t désigne la dérivée par rapport à la variable t, l’indice

x désigne la dérivée par rapport à la variable spaciale et Fi, (i = 1, 2, 3) , N,Q et M

désignent les forces extérieures, la force axiale, la force de cisaillement et le moment de

flexion, respectivement. N,Q et M sont les relations contrainte-déformation (stress-strain)

pour le comportement élastique et elles sont données par :

N = κ0 (wx − lφ) ,

Q = κ (φx + ψ + lw) ,

M = bψx

(1.0.6)

Les fonctions φ, ψ et w désignent le déplacement transversal, l’angle de rotation d’un filament

et le déplacement longitudinal de la poutre respectivement. Les coefficients ρ1 = ρA, ρ2 = ρI,

κ = kAG, κ0 = EA, b = EI et l = R−1 sont des constantes positives caractérisant les

propriétés élastiques des matériaux. Physiquement, ρ est la densité du matériau, E est le

module d’élasticité, G est le module de cisaillement, k est le facteur de cisaillement, A est

l’aire de la section transversale, I est le second moment de la section transversale et R est

le rayon de courbure.

Le modèle décrit les mouvements d’une poutre élastique planaire sous l’effet de petites

déformations.

Pour plus de détails, voir aussi l’étude sur les réseaux des poutres flexibles de Lagnese,

Leugering et Schmidt [51].

Considérons le couplage des équations (1.0.5)-(1.0.6) avec Fi = 0, i = 1, 2, 3, nous obte-

nons le système de Bresse donné par
ρ1φtt − κ (φx + ψ + lw)x − κ0l (wx − lφ) = 0,

ρ2ψtt − bψxx + κ (φx + ψ + lw) = 0,

ρ1wtt − κ0 (wx − lφ)x + κl (φx + ψ + lw) = 0,

(1.0.7)

Remarque 1 Si R → ∞, alors l → 0 et ce modèle se réduit au système de Timoshenko

([51]).
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Les vitesses de propagation d’ondes dans les première, seconde et troisième équations

sont, respectivement, données par

v1 =
κ

ρ1
, v2 =

b

ρ2
, v3 =

κ0
ρ1

(1.0.8)

En tenant compte des conditions aux limites appropriées, l’énergie associée au système est

donnée par

E (t) =
1

2

1∫
0

{
ρ1φ

2
t + ρ2ψ

2
t + ρ1w

2
t + κ0 (wx − lφ)2 + κ (φx + ψ + lw)2 + bψ2

x

}
dx

Comme nous ne disposons pas d’un amortissement (damping) dans le système (1.0.7),

E
′
(t) = 0. Par conséquent l’énergie E(t) est constante le long des trajectoires. L’une des

questions importantes dans le domaine de la stabilisation des systèmes de type Bresse est

de trouver une dissipation minimale par laquelle l’énergie décrôıt uniformément vers zéro en

temps. Plusieurs types de mécanismes dissipatifs ont été introduits : de type frottement, de

type viscoélastique et de nature thermique. Le sujet de la stabilisation des systèmes de type

Bresse (ou problème d’arc circulaire) a suscité l’intérêt de nombreux auteurs ces dernières

années.

Santos et Junior [95] ont considéré le système (1.0.7) avec trois amortissements par

frottement, sous certaines conditions initiales et des conditions aux limites de type Dirichlet-

Dirichlet-Dirichlet, les auteurs ont montré que le système suivant
ρ1φtt − κ (φx + ψ + lw)x − κ0l (wx − lφ) + γ1φt = 0, dans (0, L)× (0,∞)

ρ2ψtt − bψxx + κ (φx + ψ + lw) + γ2ψt = 0, dans (0, L)× (0,∞)

ρ1wtt − κ0 (wx − lφ)x + κl (φx + ψ + lw) + γ3wt = 0, dans (0, L)× (0,∞)

(1.0.9)

est exponentiellement stable sans aucune restriction sur les coefficients. Le cas d’un seul

amortissement par frottement (i.e. γ1 = γ3 = 0) a été étudié par Alabau Boussouira et al.

[1] où les auteurs montrent que le semi-groupe associé au système de Bresse suivant
ρ1φtt − κ (φx + ψ + lw)x − κ0l (wx − lφ) = 0, dans (0, L)× (0,∞)

ρ2ψtt − bψxx + κ (φx + ψ + lw) + γψt = 0, dans (0, L)× (0,∞)

ρ1wtt − κ0 (wx − lφ)x + κl (φx + ψ + lw) = 0, dans (0, L)× (0,∞)

(1.0.10)
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avec des conditions aux limites de type Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet ou des conditions aux

limites mixtes est exponentiellement stable sous la condition

ρ1
ρ2

=
κ

b
et κ = κ0. (1.0.11)

(i.e., les vitesses de propagation d’ondes sont égales), sinon il y a absence de stabilité ex-

ponentielle. Dans ce cas, ils ont montré que la solution décrôıt polynomialement vers zéro

avec des taux t−1/6+ϵ ou t−1/3+ϵ pour ε assez petit.

Noun et Wehbe [68] ont étudié le taux de décroissance de l’énergie du système de Bresse

sous l’action d’une seule dissipation interne, localement distribuée, agissant sur l’équation de

rotation angulaire. Sous la condition d’égalité des vitesses de propagation d’ondes (1.0.11),

ils ont montré que le système est exponentiellement stable. Dans le cas contraire, ils ont

établi un nouveau taux de décroissance polynomial de l’énergie.

Wehbe et Youssef [102] ont considéré le même système de Bresse avec deux amortis-

sements agissant seulement dans l’équation de l’angle de rotation et dans l’équation du

déplacement longitudinal. Ils ont obtenu un résultat de stabilité exponentielle du système

dans le cas où les vitesses de propagation dans l’équation du déplacement vertical et l’équation

de l’angle de rotation sont égales. Dans le cas contraire ils ont obtenu un résultat de stabilité

polynomiale.

La condition sur les vitesses de propagation d’ondes a été utilisé dans de nombreux

travaux en vue d’établir des taux de décroissance exponentielle. Fatori et Monteiro [20] ont

montré l’optimalité du taux de décroissance polynomiale pour le système de Bresse (1.0.10)

avec la condition aux limites de type Dirichlet-Neumann-Neumann. Dans [97], les auteurs

ont considéré le système de Bresse avec un mécanisme d’amortissement indéfinie agissant

sur l’équation de l’angle de rotation. Sous la condition d’égalité des vitesses de propagation

d’ondes et seulement avec des conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann-Neumann,

ils ont démontré la stabilité exponentielle du système.
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Charles et al. [13] ont étudié la stabilité asymptotique du système de Bresse avec dissi-

pation non linéaire
ρ1φtt − κ (φx + ψ + lw)x − κ0l (wx − lφ) + α1(x)g1(φt) = 0,

ρ2ψtt − bψxx + κ (φx + ψ + lw) + α2(x)g2(ψt) = 0,

ρ1wtt − κ0 (wx − lφ)x + κl (φx + ψ + lw) + α3(x)g3(wt) = 0,

dans (0, L)×(0,∞) par la méthode d’énergie. Toutefois, pour obtenir l’estimation du taux

de décroissance de l’énergie, les auteurs exigeaient que αi et les termes d’amortissement gi(.)

doivent satisfaire les conditions suivantes :

αi = αi(x) ∈ L∞(0, L), αi(x) ≥ C > 0,

gi(s)s > 0, pour s ̸= 0, cs ≤ gi(s) ≤ ds pour |s| > 1, i = 1, 2, 3.
(1.0.12)

où C, c, d sont des constantes positives. Li et al [52] généralisent le comportement de αi, gi(.)

à des conditions qui ne vérifient pas nécessairement (1.0.12) et ils ont obtenu une estimation

explicite du taux de décroissance de l’énergie du système.

En ce qui concerne le comportement asymptotique du système de Bresse avec terme

mémoire infini agissant dans les trois équations nous citons le travail de Guesmia et al [37].

Les auteurs ont considéré le système suivant :
ρ1φtt − κ (φx + ψ + lw)x − κ0l (wx − lφ) +

∫ +∞
0

g1(s)φxx(x, t− s)ds = 0,

ρ2ψtt − bψxx + κ (φx + ψ + lw) +
∫ +∞
0

g2(s)ψxx(x, t− s)ds = 0,

ρ1wtt − κ0 (wx − lφ)x + κl (φx + ψ + lw) +
∫ +∞
0

g3(s)wxx(x, t− s)ds = 0,

dans (0, L)×(0,∞) et ils ont montré sous des conditions appropriées sur les données initiales

et les termes mémoires, que l’énergie du système de Bresse converge vers zéro lorsque le

temps tens vers l’infini et ils fournissent un lien entre le taux de décroissance de l’énergie et

la croissance des termes mémoires à l’infini.

Dans [96] Santos et al. ont considéré le système de Bresse avec terme mémoire infini

agissant seulement sur l’équation d’angle de rotation. Ils ont montré la décroissance expo-

nentielle de la solution si et seulement si les vitesses de propagation d’ondes sont identiques.

Dans le cas contraire, ils ont montré que le système de Bresse est polynomialement stable

avec un taux de décroissance optimal.
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Concernant la stabilisation par un effet thermique , Liu et Rao [56] ont considéré le

système de Bresse avec deux mécanismes dissipatifs différent, donné par deux températures

couplées au système. Les auteurs ont considéré le problème

ρ1φtt − κ (φx + ψ + lw)x − κ0l (wx − lφ) + lκ1θ
1 = 0,

ρ2ψtt − bψxx + κ (φx + ψ + lw) + κ1θx = 0,

ρ1wtt − κ0 (wx − lφ)x + κl (φx + ψ + lw) + κ1θ
1
x = 0,

ρ3θ
1
t − αθ1xx + κ1 (wx − lφ) = 0,

ρ3θt − αθxx + κ1ψtx = 0,

(1.0.13)

dans (0, L)×R+ et ils ont montré la décroissance exponentielle seulement quand les vitesses

de propagation d’ondes sont identiques. Si les vitesses de propagation d’ondes sont différentes

ils ont prouvé que l’énergie du système décroit polynomialement vers zéro avec le taux t−1/2

ou t−1/4, sous des conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann-Neumann ou Dirichlet-

Dirichlet-Dirichlet , respectivement.

Si θ1 = 0 dans (1.0.13) Fatori et Munoz Rivera [21] ont analysé la stabilité exponentielle

du système de Bresse couplé avec la loi de la thermoélasticité classique , ils ont montré qu’en

général, le système est stable de manière exponentielle mais qu’il existe une stabilité poly-

nomiale avec des taux qui dépendent des vitesses de propagation d’ondes et de la régularité

des données initiales. Récemment, Najdi et Wehbe dans [67] ont amélioré les résultats de

[21] lorsque la dissipation thermique est localement distribuée.

Thermoélasticité non classique

Le modèle classique de thermoélasticité est basé sur la loi de Fourier, i.e. le flux de

chaleur est proportionnel au gradient de température. Au cours des deux dernières décennies,

plusieurs travaux sur l’existence locale, l’existence globale, et le comportement asymptotique

des solutions de problèmes aux limites ainsi que des problèmes de Cauchy en thermoélasticité

unidimensionnelle et multidimensionnelle ont été effectués.

Récemment, il a été établi que la conduction thermique classique (loi de Fourier) ne décrit

pas le phénomène de propagation de la chaleur correctement. Par conséquent, cette théorie
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prédit une vitesse infinie de la propagation de la chaleur. Autrement dit, toute perturbation

thermique en un point a un effet instantané partout dans le corps. Ceci est physiquement

irréaliste et des expériences ont montré que la conduction de la chaleur dans certains cris-

taux diélectriques à basse température sont indépendant de ce paradoxe et des changements

de temperature, qui sont presque entièrement thermique, se propagent à vitesse finie. Ce

phénomène dans les cristaux diélectrique est appelé second son. Pour remédier à cette insuf-

fisance, de nombreuses théories ont été développées telles que la thermoélasticité de second

son et la thermoélasticité de type III, dans lesquels le flux de chaleur obéissant à la loi de

Cattaneo et la théorie de Green et Naghdi respectivement.

Thermoélasticité de second son

Cette théorie suggère que nous devrions remplacer la loi de Fourier

q + k∇θ = 0. (1.0.14)

par la loi de Cattaneo (qui est également connu sous le nom de Maxwell-Cattaneo ou

Maxwell-Cattaneo-Vernotte)

τqt + q + k∇θ = 0. (1.0.15)

Lorsque la loi de Fourier (1.0.14) est remplacée par la loi de Cattaneo (1.0.15) les équations

de thermoélasticité deviennent purement hyperbolique et prédisent une vitesse de signal

finie. Plusieurs résultats concernant l’existence et le comportement asymptotique des solu-

tions en thermoélasticité de second son ont été établis au cours des deux dernières décennies.

Voir [100], [79], [12].

Dans [24] Fernández Sare et Racke ont étudié le système de Timoshenko-Cattaneo

ρ1φtt − k(φx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − αψxx + k(φx + ψ) + δθx = 0,

ρ3θt + γqx + δψtx = 0,

τqt + q + kθx = 0,

(1.0.16)

où t ∈ (0,∞), x ∈ [0, L] et ρ1, ρ2, ρ3, τ, δ, k, γ sont des constantes positives. Sous certaines

conditions initiales et conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann-Dirichlet, ils ont
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montré que le système n’est pas exponentiellement stable même si les vitesses de propa-

gation d’ondes sont égales. Par ailleurs, ils ont montré que même avec la présence d’un

amortissement viscoélastique de la forme∫ +∞

0

g(s)ψxx(x, t− s)ds

dans la seconde équation de (1.0.16) n’est pas suffisant pour avoir la stabilité exponentielle.

Une version non linéaire du système (1.0.16) a été étudié avec un amortissement de la

forme µφt par Messaoudi et al. [60]. Ils ont considéré le problème suivant

ρ1φtt − σ(φx, ψ)x + µφt = 0,

ρ2ψtt − αψxx + k(φx + ψ) + δθx = 0,

ρ3θt + γqx + δψtx = 0,

τqt + q + kθx = 0,

(1.0.17)

où (x, t) ∈ (0, L) × (0,∞) et la fonction non linéaire σ est supposée suffisamment lisse et

qui satisfait

σφx(0, 0) = σψ(0, 0) = k (1.0.18)

et

σφxφx(0, 0) = σφxψ(0, 0) = σψψ = 0. (1.0.19)

Plusieurs résultats de décroissance exponentielle pour les deux cas linéaire et non linéaire

ont été établis.

Récemment, Santos et al. [94] ont considéré le système (1.0.16) et ils ont introduit un

nouveau nombre de stabilité de la forme

µ =

(
τ − ρ1

kρ3

)(ρ2
b
− ρ1

k

)
− τρ1δ

2

kbρ3

et ils ont utilisé la méthode des semigroupes pour obtenir le résultat de décroissance expo-

nentielle pour µ = 0 et la décroissance polynomiale pour µ ̸= 0.

Thermoélasticité de type III

A la fin du dernier centenaire, Green et Naghdi [26],[27],[28] avait introduit trois nou-

veaux type de théories thermoélastiques basées sur le remplaçement de l’inégalité d’entropie
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usuelle par une loi sur l’équilibre de l’entropie. Dans chacune de ces théories, le flux de cha-

leur est donné par une autre hypothèse constitutive. Comme un résultat les trois théories

obtenues sont respectivement appelées thermoélasticité type I, type II, et type III.

Pour comprendre ces nouvelles théories et leurs applications, plusieurs contributions

mathématiques et physiques ont étés faites ; voir par exemple, , Chandrasekharaiah [10],

[11],[12], Quintanilla [73], [74], [75] et Quintanilla et Racke [77].

La théorie de la thermoélasticité de type III est caractérisée par l’équation constitutive

de flux de chaleur

q + κ∗τx + κ̃θx = 0 (1.0.20)

où τ représente le déplacement thermique qui vérifie τt = θ et κ∗, κ̃ sont des constantes

positives. Cette théorie a fait l’objet de quelques travaux intéressants ces deux dernières

décennies. Dans [77] Quintanilla et Racke ont considéré un système de thermoélasticité de

type III de la forme
utt − αuxx + βθx = 0,

θtt − δθxx + γuttx − κθtxx,

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), θ(0, x) = θ0(x), θt(0, x) = θ1(x)

(1.0.21)

dans (0, L) × R+, où u est le déplacement, θ est la température et α,β,δ γ, κ sont des

constantes physiques positives. Ils ont utilisé la méthode de l’analyse spectrale et la méthode

de l’énergie pour établir la stabilité exponentielle en dimension une pour différentes condi-

tions aux limites. On rappelle aussi la contribution de Quintanilla [76], dans laquelle il a

démontré que les solutions de la thermoélasticité de type III convergent vers les solutions

de la thermoélasticité classique aussi bien que vers les solutions de la thermoélasticité sans

dissipation d’énergie. Zhung et Zuazua [112] ont étudié le comportement asymptotique de

la solution du système

utt − µ∆u− (µ+ λ)∇(divu) + ∆θ = 0, dans Ω× (0,∞)

θtt −∆θ −∆θt + divutt = 0, dans Ω× (0,∞)

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), θ(0, x) = θ0(x), θt(0, x) = θ1(x), dans Ω

u(t, x) = θ(t, x) = 0, dans ∂Ω× (0,∞)

(1.0.22)
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et ils ont démontré, que sous des conditions convenables sur le domaine, l’énergie du système

décroit exponentiellement. Mais la majorité des domaines en deux dimension, l’énergie des

solutions régulières décroit polynômialement.

Messaoudi et Said Houari dans [58] ont considéré le système de Timoshenko en thermoélasticité

de type III suivant

ρ1φtt − k(φx + ψ)x = 0, dans (0, 1)× R+

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ)− βθx = 0, dans (0, 1)× R+

ρ3θtt − δθxx + γψttx − kθtxx = 0, dans (0, 1)× R+

φ(x, 0) = φ0(x), ψ(x, 0) = ψ0(x), θ(x, 0) = θ0(x), 0 ≤ x ≤ 1

φt(x, 0) = φ1(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), θt(x, 0) = θ1(x), 0 ≤ x ≤ 1

φ(0, t) = φ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = θx(0, t) = θx(1, t) = 0.

(1.0.23)

et ils ont prouvé un résultat de décroissance similaire à celui démontré par Munoz Rivera

et Racke dans [66] pour la thermoélasticité classique.

Le même problème (1.0.23), avec la présence d’un amortissement viscoélastique de la

forme
∫ +∞
0

g(s)ψxx(x, t−s)ds dans la seconde équation, a été analysé dans [59]. Les auteurs

ont démontré que le système décroit exponentiellement (respectivement polynomialement)

si g décrôıt exponentiellement (respectivement polynomialement) dans le cas de l’égalité des

vitesses de propagation (ρ1
k

= ρ2
b
). Cependant la décroissance est polynomiale dans le cas

contraire.

Ce résultat a été amélioré récemment par Guesmia et al [36] et un taux de décroissance

général a été obtenu.

Note historique sur les systèmes hybrides

Au cours des dernières décennies, les problèmes aux limites pour une poutre élastique

avec une charge attachée appelés également systèmes hybrides ont été étudiés par plusieurs

auteurs. En 1988, Littman et Markus [54] ont établi la stabilisation forte du modèle SCOLE,

qui prend en compte l’inertie de rotation de la charge, en appliquant une force et un moment
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contrôle au point de contact entre la poutre et la charge. Ce travail a été suivi par une

explosion des contributions sur les systèmes hybrides linéaires et non linéaires pour l’équation

de la poutre d’ Euler-Bernoulli et l’équation des ondes avec des amortissements interne

ou frontière par plusieurs auteurs, Rao [81], Grobbelaar [31],[32] et Mifdal [64]. Parmi les

problèmes qui apparâıssent dans de nombreuses applications physiques, le problème des

structures spatiales flexibles qui est intéressant du point de vue mathématique, car s’il

y a un contact parfait entre la poutre et la charge, l’équation différentielle décrivant le

processus dynamique à l’extrémité où la charge est attachée devient une condition aux

limites dynamique pour l’équation aux dérivées partielles qui décrit les vibrations de la

poutre.

Les modèles élastiques hybrides pour la poutre de Timoshenko ont attiré un grand intérêt

au cours des vingt dernières années. Dans ce domaine, les contributions avant 2000 sur

la stabilisation de ces modèles sont dus à Bruch et Mitchell [5] et Morgul [65]. Bruch et

Mitchell ont considéré comme un modèle pour les vibrations d’une poutre de Timoshenko

cantilever avec un moment d’inertie constant localisé à l’extrémité libre. L’équation de

fréquence pour la poutre est déterminée et les formes de mode résultantes du système Poutre-

Corps sont présentées à l’aide de méthodes numériques. Morgul a utilisé une méthode de

Lyapunov pour obtenir une stabilisation uniforme d’une structure hybride comprenant un

corps rigide en rotation, par exemple un engin spatial et une poutre flexible qui est fixée

au corps à une extrémité et libre à l’autre extrémité, qui est équipé de contrôles frontières

appropriées. Plus récemment Q. Yan et D. Feng [106] ont considéré comme un modèle de

poutre de Timoshenko-corps rigide dans lequel la poutre est non uniforme. La méthode des

semigroupes est utilisée pour établir l’existence et l’unicité de la solution du système tandis

que la méthode des multiplicateurs de domaine de fréquence est appliquée pour obtenir

un résultat de stabilité exponentielle quand le schema de stabilisation comprenant trois

feedback frontières. Cependant, l’inertie de rotation du corps rigide n’est pas pris en compte

dans le modèle. Une approche numérique par la méthode des éléments finis a été réalisée par

Zietsman et al. [111]. Dans leurs études empiriques, ils n’ont pas pu conclure une stabilisation

uniforme ni dans le cas où l’inertie rotatif de la charge Im est non nulle, ni quand Im est

négligée. Leur méthode FEM a été suivie plus récemment par une méthode des différences
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finies due à F. Li et al. [53] dans lequel l’unicité de la solution, la stabilité inconditionnelle

et la convergence de leur schema de différences du problème qui inclut l’inertie de rotation

de la charge sont prouvés.

Il y a aussi une vaste littérature sur les modèles de dimensions supérieures pour les

structures composées, par exemple systèmes de plaque poutre dans lequel les composantes

peuvent être une poutre d’Euler-Bernoulli ou plaques de Kirchhoff ou plaques de von Kar-

man ou poutres extensibles à fournir pour les grands déflections. Voir par exemple les travaux

de You [109] et Grobbelaar [33],[34].

Description et objectif de la thèse

Le but de cette thèse est l’étude du comportement asymptotique des solutions de quelques

systèmes de type Bresse. Nous étudions plusieurs problèmes en considérant différents types

de mécanismes de dissipation et nous montrons leurs effets sur la stabilisation de ces

systèmes. Cette thèse comporte cinq chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques notions et rappels sur les espaces

de Sobolev, la transformée de Fourier et la théorie des semi-groupes. Le contenu de ce cha-

pitre sera d’une grande utilité pour les chapitres suivants. Dans le chapitre 2, nous étudions

l’existence, l’unicité et le comportement asymptotique de la solution d’un système unidi-

mensionnel de Bresse dans un domaine ouvert borné ]0, L[ avec trois conditions aux limites

dynamiques en L et des conditions de type Dirichlet en 0. Les conditions aux limites dy-

namiques génèrent des dissipations pour les trois équations du système. Ce modèle décrit

les vibrations d’un système hybride élastique constitué de la poutre de Bresse et une charge

attachée à son extrémité libre x = L de telle sorte que le centre de la charge côıncide avec

le point de son attachement à la poutre. Nous supposons l’interaction entre la poutre et la

charge. Ainsi, les forces et les moments à l’intérieur de la poutre vibrante sont transmis à

la charge qui se déplace en conformité avec la loi de Newton. Nous montrons que la sta-

bilisation exponentielle peut être obtenue en utilisant trois contrôles frontières au point de

contact entre la charge et la poutre. La stratégie utilisée est la technique des multiplica-

teurs et la construction d’une fonctionelle de Lyapunov appropriée. Le troisième chapitre
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comporte un bref résumé de la théorie de la thermoélasticité classique et non classique où

nous introduisons les cadres physiques utilisés dans une partie de cette thèse. Dans le cha-

pitre 4, nous étudions le comportement asymptotique des solutions du problème de Cauchy

pour le système unidimensionnel de Bresse par un effet thermique et un terme d’amor-

tissement supplémentaire de la forme δwt agissant sur la troisième équation du système.

Nous considérons séparément le couplage avec la loi de Cattaneo et la théorie de Green et

Naghdi de conduction de la chaleur. En utilisant la méthode de l’énergie dans l’espace de

Fourier et la méthode des multiplicateurs pour la construction d’une fonction de Lyapunov

équivalente à l’énergie, nous montrons quelques estimations ponctuelles de la transformée

de Fourier de la solution, puis en utilisant ces estimations ponctuelles nous montrons pour

les deux systèmes que la solution décrôıt lentement avec une perte de régularité. En fait,

nous montrons que la norme L2 de la solution décrôıt avec un taux de (1+ t)−
1
12 à condition

que les données initiales soient dans L1(R) ∩ Hs(R), (s ≥ 2). De plus, en restreignant les

données initiales à L1,γ(R)∩Hs(R) avec γ ∈ [0, 1] nous pouvons obtenir des estimations de

décroissance plus rapide avec l’amélioration du taux de décroissance par un facteur de t−
γ
6 .

Dans le chapitre 5, nous étudions le comportement asymptotique de la solution d’un

système de Bresse multidimensionnel non linéaire dans un domaine ouvert borné avec des

termes mémoires agissant sur une partie de la frontière. Nous établissons un résultat de

décroissance explicite et général pour lequel les taux de décroissance exponentiel et polyno-

mial ne sont que des cas particuliers. La démonstration est basée sur la construction d’une

fonctionelle de Lyapunov appropriée équivalente à l’énergie de la solution en considération

et qui satisfait une inégalité différentielle conduisant au résultat de décroissance souhaité.
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Chapitre 2

Préliminaires

Dans ce chapitre, on présentera quelques notions et théorèmes fondamentaux que nous

utiliserons dans les chapitres suivants.

2.1 Définition et propriétés élémentaires des espaces

Lp

Définition 1 Soit Ω un ouvert de Rn. L’espace Lp(Ω), p ∈ [1,+∞[ est l’espace vectoriel

des (classes de) fonctions u définies sur Ω à valeurs dans K où K = R ou C, telles que u

est mesurable et |u|p est intégrable au sens de Lebesgue sur Ω . L’espace Lp(Ω) muni de la

norme

∥u∥Lp(Ω) =

∫
Ω

|u (x)|p dx

 1
p

, pour p ∈ [1,+∞[

est un espace de Banach.

Définition 2 On appelle L∞(Ω) l’espace constitué des (classes de) fonctions mesurables et

bornées presque partout sur Ω. Muni de la norme

∥u∥L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |u (x)|

où

sup
x∈Ω

ess |u (x)| = {inf C > 0 tel que |u (x)| ≤ C p.p sur Ω} .
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Remarque 2 L∞(Ω) est un espace de Banach.

Dans le cas où p = 2, L2(Ω) muni du produit scalaire

⟨u, v⟩L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

est un espace de Hilbert.

Définition 3 On dit qu’une fonction u : Ω → R appartient à Lploc(Ω) si 1Ku ∈ Lp(Ω) pour

tout compact K ⊂ Ω.

Définition 4 Pour γ ∈ [0,+∞), on définit l’espace à poids Lp,γ(R) comme suit :

u ∈ Lp,γ(R) ssi u ∈ Lp(R) et

∥u∥pLp,γ(R) =

∫
R

(1 + |x|)pγ|u(x)|pdx < +∞. (2.1.1)

2.2 Notions de base sur les distributions

Rappels et notations

Soient Ω un ouvert de Rn et une application f : Ω −→ Rn ( ou Cn) définie par f(x) =

(f1(x1, ..., xn), ..., fn(x1, ..., xn)). Rappelons que l’application f est de classe Ck sur Ω, ce que

l’on note par f ∈ Ck(Ω,Rn), si toutes les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal à k

sont des fonctions continues sur Ω. L’espace Ck(Ω,R) ou Ck(Ω,C) selon le contexte est noté

par Ck(Ω).

Un multi-indice α est un n-uple d’entiers, α = (α1, ..., αn) ∈ Nn . A tout multi-indice

α = (α1, ..., αn) ∈ Nn on associe sa longueur |α| =
n∑
i=1

αi.

Pour chaque multi-indice α = (α1, ..., αn) ∈ Nn, on note les dérivées partielles itérées d’une

fonction υ de classe C∞ sur Ω par

Dαυ (x) =
∂|α|υ (x)

∂α1x1....∂αnxn
.
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2.2.1 Fonctions de classe C∞(Ω) à support compact

Définition 5 Soit une fonction continue ϕ définie sur un espace topologique X et à valeur

dans R ou C. Le support de la fonction ϕ est

supp(ϕ) = {x ∈ X, ϕ(x) ̸= 0}.

L’espace de base D(Ω)

Définition 6 On appelle espace des fonctions d’essai, et que l’on note par D(Ω), l’espace

des fonctions ϕ définies et indéfiniment dérivables et à support compact dans Ω. Autrement

dit

D(Ω) = { espace des fonctions C∞ à support compact ⊂ Ω} .

On désigne par D(Ω) l’espace des restrictions à Ω des fonctions de D(Rn).

Remarque 3

supp(φψ) ⊂ supp(φ) ∩ supp(ψ), pour tout φ, ψ ∈ D(Ω)

Définition 7 (Convergence dans D(Ω))

On dit qu’une suite {φn}n∈N ⊂ D(Ω) converge vers une fonction, s’il existe un compact K

contenu dans Ω tel que

1. supp(φn) ⊂ K, ∀n ∈ N

2. Dα(φn) converge uniformément vers Dα(φ), ∀α = (α1, ..., αn) ∈ Nn .

Proposition 1 ∀p ≥ 1, l’ensemble D(Ω) est dense dans Lp(Ω).

2.2.2 Espace des distributions D′(Ω)

Définition 8 (Notion et carectérisation de distribution)

Soient n ≥ 1 un entier et Ω un ouvert de Rn. Une distribution T sur Ω est une forme linéaire

sur D(Ω) à valeures réelles (ou complexes) vérifiant la propriété de continuité suivante :

Pour tout compact K, il existe CK > 0 et k ∈ N tels que, pour toute fonction φ ∈ D(Ω)

avec supp(φ) ⊂ K,

|⟨T, φ⟩| ≤ CK
∑
|α|≤k

sup
x∈K

|Dαφ (x)| .
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Autrement dit

T ∈ D′ (Ω) ⇔

 1) ∀φ ∈ D (Ω) , φ→ ⟨T, φ⟩ est linéaire de D (Ω) dans R .

2) Si φj → 0 dans D (Ω) alors ⟨T, φj⟩ → 0 dans R.

On note toujours par D′(Ω) l’espace vectoriel (sur R ou C) des distributions sur Ω ( à

valeurs respectivement réelles ou complexes).

Définition 9 On dit, que deux distributions T1 et T2 sur Ω sont égales si elles le sont en

tant qu’applications de D(Ω) dans R

< T1, φ >=< T2, φ >, ∀φ ∈ D(Ω)

Remarque 4 Toute fonction f de L2(Ω) engendre une distribution Tf ∈ D′(Ω) définie par

Tf (φ) =< Tf , φ >=

∫
Ω

f(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ D(Ω)

2.3 Espaces de Sobolev

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels parti-

culièrement adaptés à la résolution des problèmes d’équations aux dérivées partielles.

2.3.1 Espace de Sobolev W 1,p(Ω)

Soit Ω un ouvert de Rn et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ +∞.

Définition 10 L’espace de Sobolev, noté W 1,p(Ω) est constitué des fonctions de Lp(Ω)

dont la dérivée au sens des distributions, s’identifie à une fonction de Lp(Ω). La définition

précédente s’écrit donc comme ceci :

W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω),∃g ∈ Lp(Ω)tel que

∫
Ω

u
∂φ

∂xi
dx = −

∫
Ω

giφdx, ∀φ ∈ D(Ω) ∀i = 1, 2, ..., n

 .

Pour p = 2, il est d’usage de remplacer la notation W 1,2(Ω) par H1(Ω).

Pour u ∈ W 1,p(Ω) on note

∂u

∂xi
= gi() et ∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xn

)
= grad u. (2.3.1)
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Proposition 2 1. L’espace W 1,p(Ω) muni de la norme

∥u∥W 1,p(Ω) = ∥u∥Lp(Ω) +
n∑
i=1

∥ ∂u
∂xi

∥Lp(Ω), (2.3.2)

est un espace de Banach.

2. L’espace H1(Ω), muni du produit scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
n∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi
)L2(Ω) (2.3.3)

est un espace de Hilbert.

Démonstration. (voir[4]).

Théorème 2.3.1 (Friedrichs) Soit u ∈ W 1,p(Ω) avec 1 ≤ p < +∞. Alors il existe une suite

(un) dans D(Rn) telle que

1. un|Ω → u dans Lp(Ω)

2. ∇un|ω → ∇u|ω dans Lp(ω)N pour tout ω ⊂⊂ Ω.

(rappelons que la notation ω ⊂⊂ Ω signifie que ω est un ouvert tel que ω ⊂ Ω et ω est

compact).

Démonstration. (voir[4]).

2.3.2 Espace de Sobolev Wm,p(Ω)

Définition 11 Soient Ω un ouvert de Rn et m ≥ 2 un entier et soit p un réel avec

1 ≤ p ≤ +∞. On définit par récurrence l’espace

Wm,p(Ω) =

{
u ∈ Wm−1,p(Ω);

∂u

∂xi
∈ Wm−1,p(Ω), ∀i = 1, 2, ..., n

}
. (2.3.4)

L’espace Wm,p(Ω) est muni de la norme

∥u∥Wm,p(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

∥Dαu∥Lp(Ω) (2.3.5)

est un espace de Banach.

On pose Hm(Ω) = Wm,2(Ω) ; Hm est muni du produit scalaire

(u, v)Hm(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω) (2.3.6)

est un espace de Hilbert.
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2.3.3 Espace de Sobolev Wm,p
0 (Ω)

Définition 12 Etant donné 1 ≤ p < +∞ et m ∈ N, on désigne par Wm,p
0 (Ω) la fermeture

de D(Ω) dans Wm,p(Ω). On note

Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω).

Proposition 3 Muni du produit scalaire de H1(Ω) l’espace de Sobolev H1
0 (Ω) est un espace

de Hilbert.

L’espace dual de H1
0 (Ω)

On désigne par H−1(Ω) l’espace dual de H1
0 (Ω). On identifie L2(Ω) à son dual mais on

n’identifie pas H1
0 (Ω) à son dual, on a le schéma

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω). (2.3.7)

avec injections continues et denses.

Formule de Green

On définit la trace de u sur la frontière Γ, l’application linéaire continue,

γ0 : H1 (Ω) → H
1
2 (Γ)

u → u|Γ

Théorème 2.3.2 L’application trace γ0 : H
1 (Ω) → H

1
2 (Γ) est surjective et son noyau est

l’espace H1
0 (Ω) , on a

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) : u|Γ = 0}. (2.3.8)

Proposition 4 (Formule de Green). Soit Ω un ouvert borné régulier de Rn.

Si f, g ∈ H1 (Ω) , alors pour 1 ≤ i ≤ n, on a∫
Ω

f
∂g

∂xi
dx = −

∫
Ω

g
∂f

∂xi
dx+

∫
Γ

(γ0f) (γ0g) νidΓ,

où ν = (ν1, ν2, ..., νn) est la normale unitaire extérieure à Γ. Si f ∈ H2 (Ω) et g ∈ H1 (Ω),

on a la formule de Green :∫
Ω

∆fgdx = −
∫
Ω

∇f∇gdx+
∫
Γ

g
∂f

∂ν
dΓ.
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2.4 Quelques inégalités utiles

Soit 1 < p ≤ ∞; on désigne par q l’exposent conjugué de p c’est à dire

1

p
+

1

q
= 1.

Inégalité de Hölder [4]

Théorème 2.4.1 Soient f ∈ Lp (Ω) et g ∈ Lq (Ω) , alors fg ∈ L1 (Ω) et

∥fg∥L1(Ω) ≤ ∥f∥Lp(Ω) ∥g∥Lq(Ω) .

Remarque 5 Si p = q = 2 on aura l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

∥fg∥L1(Ω) ≤ ∥f∥L2(Ω) ∥g∥L2(Ω) .

Inégalité de Poincaré[4]

Théorème 2.4.2 Soit Ω un ouvert borné de Rn. Alors il existe une constante cp (dépendant

de Ω et p) telle que

∥u∥Lp(Ω) ≤ cp∥∇u∥Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1 ≤ p <∞). (2.4.1)

Autrement dit, sur W 1,p
0 (Ω), la quantité ∥∇u∥Lp est une norme équivalente à la norme

usuelle de W 1,p(Ω).

Inégalité de Young [4]

Théorème 2.4.3 Soient 1 < p, q <∞, 1
p
+ 1

q
= 1 et a, b ≥ 0. Alors pour tout η > 0,

ab ≤ ηap + Cηb
q

où

Cη =
1

q (ηp)
p
q

,

Remarque 6 pour p = q = 2, l’inégalité précédente s’écrit sous la forme

ab ≤ ηa2 +
b2

4η
. (2.4.2)
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2.5 Transformée de Fourier

2.5.1 La transformée de Fourier dans L1(R)

Définition 13 Soit f ∈ L1(R), la transformée de Fourier de f , que l’on note f̂ ou Ff , est

la fonction sur R définie par,

f̂(ξ) = Ff(ξ) =
∫
R

f(x)e−2πixξdx, ξ ∈ R. (2.5.1)

Théorème 2.5.1 (de Riemann-Lebesgue)- Etant donnée f ∈ L1(R) on a :

(i) Ff est une fonction continue et bornée sur R.

(ii) F est un opérateur linéaire et continu de L1(R) dans L∞(R) et

∥f̂∥L∞(R) ≤ ∥f∥L1(R) (2.5.2)

(iii) lim
|ξ|→+∞

|f̂(ξ)| = 0.

Démonstration. (voir[25]).

La formule suivante est essentielle pour introduire la transformée de Fourier inverse.

Proposition 5 Soient f et g deux fonctions de L1(R). fĝ et f̂ g sont dans L1(R) et on a :∫
R

f(t)ĝ(t)dt =

∫
R

f̂(x)g(x)dx (2.5.3)

Démonstration. (voir[25]).

Proposition 6 (Transformée de Fourier et dérivation)

1. Si xkf(x) est dans L1(R), k = 0, 1, 2, ..., n, f̂ est n fois dérivable et on a

f̂ (k)(ξ) = ̂(−2πix)kf(x) pour k = 1, 2, ..., n (2.5.4)

2. Si f ∈ L1(R) ∩ Cn(R) et si toutes les dérivées f (k), k = 1, 2, ..., n sont dans L1(R)

alors

f̂ (k)(ξ) = (2πiξ)kf̂(ξ) pour k = 1, 2, ..., n. (2.5.5)

3. Si f ∈ L1(R) est à support borné alors f̂ ∈ C∞(R).

Démonstration. (voir[25]).
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2.5.2 La transformée de Fourier inverse dans L1(R)

Définition 14 Pour toute fonction f appartenant à L1(R), on définit la transformée de

Fourier inverse par

Ff(ξ) =
∫
R

f(x)e2πixξdx (2.5.6)

On a alors le théorème d’inversion suivant :

Théorème 2.5.2 Si f et f̂ sont dans L1(R). Alors on a,

F f̂(x) = f(x) (2.5.7)

en tout point x ∈ R où f est continue.

Démonstration. (voir[25]).

2.5.3 La transformée de Fourier dans S(R)

Les fonctions à décroissance rapide

Définition 15 Une fonction f : R → C est dite à décroissance rapide si, pour tout p ∈ N

on a

lim
|x|→∞

|xpf(x)| = 0 (2.5.8)

Proposition 7 1. Soit f une fonction de L1(R) à décroissance rapide. Alors f̂ est

indéfiniment dérivable.

2. Soit f une fonction de C∞(R). Si pour tout k ∈ N, f (k) est dans L1(R) alors f̂ est à

décroissance rapide.

Démonstration. (voir[25]).

L’espace de Schwartz S(R)

Définition 16 On désigne par S(R) ou tout simplement S l’espace vectoriel des fonctions

de R dans C qui vérifient les deux propriétés suivantes :

– f est indéfiniment dérivable.
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– f ainsi que toutes ses dérivées est à décroissance rapide.

Théorème 2.5.3 L’espace S est stable par transformation de Fourier.

(i.e. f ∈ S ⇒ f̂ ∈ S).

Démonstration. (voir[25]).

2.5.4 La transformée de Fourier inverse dans S(R)

Nous avons vu du théorème 2.5.2 que si f et f̂ étaient des fonctions intégrables, alors en

tout point x de continuité de f on avait la formule d’inversion

f(x) =

∫
R

e2πixξf̂(ξ)dξ. (2.5.9)

Si f est un élément de S, f̂ est dans S donc intégrable. f étant partout continue on a donc

(2.5.9) pour tout x dans R. Ou encore

∀f ∈ S f = F(Ff) (2.5.10)

De la même façon on a f = F(Ff). F est donc une bijection sur S et son inverse est

F−1 = F

Théorème 2.5.4 La transformation de Fourier F est une application linéaire bijective et

bicontinue de S sur S. L’application inverse est F−1 = F c’est à dire que les relations

f̂(ξ) =

∫
R

e−2πixξf(x)dx

et

f(x) =

∫
R

e2πixξf̂(ξ)dξ

sont équivalentes pour un élément f de S.

Démonstration. (voir[25]).
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2.5.5 La transformée de Fourier dans L2(R)

Nous avons vu à la section précédante que l’étude de la transformée de Fourier dans

L1(R) présente des inconvénients notant en terme d’inversion. Dans ce qui suit, nous allons

voir comment l’on peut définir la transformée de Fourier sur L2(R) comme une isométrie de

L2(R) dans L2(R) à partir des résultats établis sur S.

Proposition 8 (Densité de S dans L2(R) ) S est un sous-espace vectoriel dense dans

L2(R).

Démonstration. (voir[25]).

2.5.6 Théorème de Plancherel-Parseval

Théorème 2.5.5 Soient f et g dans S, on a :∫
R

f(x)g(x)dx =

∫
R

f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ (2.5.11)

Si f = g, on a la propriété suivante :
∫
R
|f(x)|2dx =

∫
R
|f̂(ξ)|2dξ.

Démonstration. (voir[25]).

2.5.7 Propriété de la transformée de Fourier dans L2(R)

L’extension de F à L2(R) se fait en utilisant la densité de S dans L2(R) et la complétion

de L2(R). C’est une application du résultat suivant :

Proposition 9 Soient E et F deux espaces vectoriels normés, F complet et G un sous-

espace vectoiel dense dans E. Si A est un opérateur linéaire continu de G dans F alors il

existe un prolongement unique Ã linéaire continu de E dans F et la norme de Ã est égale

à la norme de A.

Démonstration. (voir[25]).

F est une isométrie sur S muni de la norme induite par celle de L2(R). On applique le

résultat précédent avec E = F = L2(R), G = S. On obtient :
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Théorème 2.5.6 La transformation de Fourier F (resp F) se prolonge en une isométrie

de L2(R) sur L2(R). Désignons toujours par F (resp F) ce prolongement.

On a

(i) ∀f ∈ L2(R) FF(f) = FF(f) = f presque partout.

(ii) ∀f, g ∈ L2(R)
∫
R
f(x)g(x)dx =

∫
R
F(f)F(g)dξ.

(iii) ∀f ∈ L2(R) ∥f∥L2 = ∥F(f)∥L2.

Démonstration. (voir[25]).

2.6 Théorème de Lax-Milgram

Le théorème de Lax-Milgram est un outil simple et efficace pour la résolution d’équations

aux dérivées partielles linéaires elliptiques.

Définition 17 Soit H un espace de Hilbert muni de la norme |.|. On dit qu’une forme

bilinéaire a(u, v) : H ×H → R est

(i) continue s’il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ≤ C|u||v| ∀u, v ∈ H, (2.6.1)

(ii) coercive s’il existe une constante α > 0 telle que

a(v, v) ≥ α|v|2 ∀v ∈ H. (2.6.2)

Théorème 2.6.1 (voir [4]) Soit H un espace de Hilbert et H
′
son dual. Soit a une forme

bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout φ ∈ H
′
il existe u ∈ H unique tel que

a(u, v) = ⟨φ, v⟩ ∀v ∈ H. (2.6.3)

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u ∈ H et
1

2
a(u, u)− ⟨φ, u⟩ = min

v∈H

{
1

2
a(v, v)− ⟨φ, v⟩

}
. (2.6.4)

où < ., . > désigne les crochets de dualité entre H
′
, H.
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2.7 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Soit X un espace de Banach muni de la norme ∥.∥.

2.7.1 Quelques définitions

Définition 18 Une famille S(t)(0 ≤ t < ∞) d’opérateurs linéaires bornés dans un espace

de Banach X est appelée un semi-groupe fortement continu (ou C0 semi-groupe) si

– S(t1 + t2) = S(t1)S(t2), ∀t1, t2 ≥ 0,

– S(0)= I,

– Pour tout x ∈ X, S(t)x est continu en t sur [0,∞).

Définition 19 On dit que S(t) est un semi-groupe borné si

∃M > 0 tel que ∥S(t)∥ ≤M, ∀t ≥ 0. (2.7.1)

Si M ≤ 1 S(t) est dit de contraction.

Définition 20 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))t≥0, l’opérateur

linéaire (non-borné) A : D(A) → X défini par

D(A) =

{
x ∈ X, lim

t→0+

S(t)x− x

t
existe dans X

}
(2.7.2)

Ax = lim
t→0+

1

t
(S(t)x− x). (2.7.3)

Théorème 2.7.1 (voir [69])

Soit S(t) un C0 semi-groupe, alors son générateur infinitésimal A est fermé et son domaine

D(A) est dense dans X.

Théorème 2.7.2 (voir [69])

Si S(t) et T (t) sont deux C0 semi-groupes de même générateur infinitésimal A, alors

S(t) = T (t).

On notera souvent S(t) = eAt l’unique C0 semi-groupe associé à A.

Exemples de C0 semi-groupes :
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Example 1 Soit H un espace de Hilbert. Soit A un opérateur linéaire continu sur H. Alors

S(t) = eAt =
∑
k≥0

tkAk

k!
(2.7.4)

est un C0 semi-groupe puisque :

S(0) = I, S(t+ s) = eA(t+s) = eAteAs = S(t)S(s) et lim
t→0+

eAtx− x

t
= Ax. (2.7.5)

Donc A est un générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe S(t).

Example 2 Soit ℓ2 l’espace défini par

ℓ2 =

{
x = (x1, ..., xn, ....),

+∞∑
i=1

x2i < +∞

}
(2.7.6)

(S(t)x)n =
(
e−

t
n
xn
)
n∈N∗

est un C0 semi-groupe et (Ax)n =
(
−xn

n

)
n∈N∗ est son générateur

infinitésimal.

2.7.2 C0 Semi-groupe généré par un opérateur dissipatif

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni du produit scalaire (., .) et la norme

associée ∥.∥.

Définition 21 Soit A un opérateur linéaire à domaine dense dans H, i.e,

A : D(A) ⊆ H → H. On dit que A est dissipatif si pour tout x ∈ D(A),

Re(Ax, x) ≤ 0. (2.7.7)

Supposons qu’un opérateur linéaire A génére un C0 semi-groupe eAt sur un espace de Hilbert

H. Alors on a (voir Pazy [69]) :

Théorème 2.7.3 (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire non-borné A est un générateur

infinitésimale d’un C0 semi-groupe S(t) sur H , t ≥ 0, si et seulement si

– A est fermé et D(A) = H,

– L’ensemble résolvant ρ(A) de A contient R+ et pour tout λ > 0 ,

∥(λI − A)−1∥ ≤ 1

λ
. (2.7.8)
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Théorème 2.7.4 (Lumer-Phillips ) Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense

dans H.

1. Si A est dissipatif et s’il existe λ0 > 0 tel que λ0I − A est surjectif sur H alors A est

le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de contraction sur H.

2. Si A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de contraction sur H, alors

λI − A est surjectif pour tout λ > 0 et A est dissipatif.

Théorème 2.7.5 Soit A un opérateur linéaire à domaine dense D(A) dans un espace de

Hilbert H. Si A est dissipatif et 0 ∈ ρ(A), l’ensemble résolvant de A alors A est le générateur

infinitésimal d’un C0 semigroupe de contraction sur H.

Démonstration. (voir [55]).
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Chapitre 3

Système de Bresse avec conditions

aux limites dynamiques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considère un modèle hybride élastique constitué de la poutre de

Bresse et une charge attachée à son extrémité libre x = L de telle sorte que le centre de la

charge cöıncide avec le point de son attachement à la poutre. On suppose que l’extrémité

gauche de la poutre x = 0 est fixé, le système est gouverné par les équations suivantes

ρφtt − κ (φx + ψ + lw)x − κ0l (wx − lφ) = 0, sur ]0, L[×R+,

Iρψtt − EIψxx + κ (φx + ψ + lw) = 0, sur ]0, L[×R+,

ρwtt − κ0 (wx − lφ)x + κl (φx + ψ + lw) = 0, sur ]0, L[×R+,

φ(0, t) = 0, ψ(0, t) = 0, w(0, t) = 0, sur R+,

mφtt(L, t) + k0φt(L, t) + κ (φx(L, t) + ψ(L, t) + lw(L, t)) = 0, sur R+,

Imψtt(L, t) + k1ψt(L, t) + EIψx(L, t) = 0, sur R+,

mwtt(L, t) + k2wt(L, t) + κ0 (wx(L, t)− lφ(L, t)) = 0, sur R+, (3.1.1)

où les fonctions φ, ψ et w désignent, respectivement, le déplacement transversal de la

poutre, l’angle de rotation d’un filament de la poutre et le déplacement longitudinal de la

poutre. Les coefficients ρ, E et I sont la densité du matériau, le module d’élasticité et le
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second moment de la section transversale de la poutre. Les coefficients κ, κ0 et l sont égales

à EA, kGA et R−1, respectivement où G est le module de cisaillement, k est le facteur

de cisaillement, A est l’aire de la section transversale et R est le rayon de courbure. Les

coefficients m et Im désignent respectivement la masse et l’inertie de rotation de la charge

attachée à l’extrémité libre de la poutre.

On considère le système (3.1.1) avec les conditions initiales suivantes

φ (x, 0) = φ0 (x) , ψ (x, 0) = ψ0 (x) , w (x, 0) = w0 (x)

φt (x, 0) = φ1 (x) , ψt (x, 0) = ψ1 (x) , wt (x, 0) = w1 (x)
(3.1.2)

Le but de ce chapitre est de montrer l’existence, l’unicité de la solution et la stabilisation

du système (3.1.1). Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous montrons

l’existence et l’unicité de la solution du problème. Dans la section 3, nous montrons notre

résultat principal concernant la décroissance exponentielle de l’énergie associée à la solution

du problème.

3.2 Formulation du problème

On va formuler le problème (3.1.1)-(3.1.2) dans un espace de Hilbert approprié. Pour

définir l’approche de semi-groupe associé au système (3.1.1)-(3.1.2). On considère les condi-

tions aux limites suivantes

φt(L, t) = u(t), ψt(L, t) = v(t) et wt(L, t) = z(t), pour t > 0. (3.2.1)

où u, v et z sont solutions du système
mut(t) + k0u(t) + κ (φx(L, t) + ψ(L, t) + lw(L, t)) = 0, sur R+,

Imvt(t) + k1v(t) + EIψx(L, t) = 0, surR+,

ρ2zt(t) + k2z(t) + κ0 (wx(L, t)− lφ(L, t)) = 0, surR+,

(3.2.2)

sous la condition initiale

u(0) = φ1(L), v (0) = ψ1(L) et z (0) = w1(L). (3.2.3)
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Si on note par U = (φ, φ̃, ψ, ψ̃, w, w̃, u, v, z)T , où

φ̃ = φt, ψ̃ = ψt, w̃ = wt,

alors U est une solution du problème de Cauchy de premier ordre suivant

Ut = AU, U(t = 0) = U0 (3.2.4)

où

U0 = (φ0(x), φ1(x), ψ0(x), ψ1(x), w0(x), w1(x), u0, v0, z0)
T ∈ H

et A : D(A) ⊆ H −→ H est donné par

A =



0 Id 0 0 0 0 0 0 0

κ0
ρ1

(.)xx − κ0l2

ρ1
Id 0 κ

ρ1
(.)x 0

l(κ−κ0)
ρ1

(.)x 0 0 0 0

0 0 0 Id 0 0 0 0 0

− κ
ρ2

(.)x 0 EI
ρ2

(.)xx − κ
ρ2

Id 0 − κl
ρ2

Id 0 0 0 0

0 0 0 0 0 Id 0 0 0
l(κ+κ0)

ρ1
(.)x 0 − κl

ρ1
Id 0

κ0
ρ1

(.)xx − κl2

ρ1
Id 0 0 0 0

− 1
m

T1 0 − 1
m

T2 0 − 1
m

T3 0 − k1
m

Id 0 0

0 0 − 1
Im

T4 0 0 0 0 − k2
Im

Id 0

− 1
m

T5 0 0 0 − 1
m

T6 0 0 0 − k3
m

Id



où Id désigne l’opérateur identité et Ti, i = 1, ..., 6 sont les opérateurs trace donné par

T1 (φ) = κφx(L, t), T2 (ψ) = κψ(L, t),

T3 (w) = κw(L, t), T4 (ψ) = EIψx(L, t),

T5 (φ) = κ0φ(L, t), T6 (w) = κ0wx(L, t).

On désigne par H l’espace de l’énergie associé au système (3.1.1)-(3.1.2) par

H =
(
V×L2(0, L)

)3 × C3,

où

V =
{
y ∈ H1(0, L) : y(0) = 0

}
.

Par conséquent, le domaine de l’opérateur A est

D (A) =
{
U ∈ H;φ, ψ, w ∈ H2(0, L) ∩ V , φ̃, ψ̃, w̃ ∈ V , φ̃(L) = u, ψ̃(L) = v, w̃(L) = z

}
,
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et le produit scalaire dans H est défini par

(U1, U2)H =

L∫
0

κ0(w1x − lφ1)(w2x − lφ2)dx

+

L∫
0

κ(φ1x + ψ1 + lw1)(φ2x + ψ2 + lw2)dx+

L∫
0

EIψ1xψ2xdx

+

L∫
0

ρφ̃1φ̃2dx+

L∫
0

Iρψ̃1ψ̃2dx+

L∫
0

ρw̃1w̃2dx

+mu1u2 + Imv1v2 +mz1z2,

où Uk = (φk, φ̃k, ψk, ψ̃k, wk, w̃k, uk, vk, zk)
T ∈ H, k = 1, 2.

Alors, la norme correspondante est

∥U∥2H = κ∥φx + ψ + lw∥22 + EI∥ψx∥22 + κ0∥wx − lφ∥22

+ρ∥φ̃∥22 + Iρ∥ψ̃∥22 + ρ∥w̃∥22 +m|u|2 + Im|v|2 +m|z|2,

où ∥.∥2 est la norme usuelle dans L2(0, L).

Il est facile de voir que H est un espace de Hilbert et que D(A) est dense dans H. Avant

d’énoncer le théorème de l’existence et l’unicité de la solution du système (3.1.1)-(3.1.2), on

a besoin de démontrer le lemme suivant

Lemme 1 Il existe une constante positive C telle que pour tout (φ, ψ, w) dans V3, on a

L∫
0

(
|φx|2 + |ψx|2 + |wx|2

)
dx ≤ C

L∫
0

(
κ|φx + ψ + lw|2 + EI|ψx|2

+ κ0|wx − lφ|2
)
dx. (3.2.5)

Démonstration. Soit (φ, ψ, w) ∈ V3. On va démontrer ce résultat par l’absurde. Supposons

alors que pour toute constante C > 0, il existe (φ, ψ, w) ∈ V3, tel que

L∫
0

(
κ|φx + ψ + lw|2 + EI|ψx|2 + κ0|wx − lφ|2

)
dx ≤ 1

C

L∫
0

(
|φx|2 + |ψx|2 + |wx|2

)
dx.

Donc pour tout n ∈ N∗, on peut trouver une suite {(φn, ψn, wn)}n dans V3 telle que

L∫
0

(
κ|φnx + ψn + lwn|2 + EI|ψnx |2 + κ0|wnx − lφn|2

)
dx ≤ 1

n
(3.2.6)
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et
L∫

0

(
|φnx|2 + |ψnx |2 + |wnx |2

)
dx = 1. (3.2.7)

De(3.2.7), la suite {(φn, ψn, wn)}n est bornée dans V3 et comme l’injection V ↪→ L2(0, L) est

compacte alors la suite {(φn, ψn, wn)}n converge fortement dans (L2(0, L))3. D’autres part,

quand n→ +∞ on a de (3.2.6)

ψnx → 0 fortement dans L2(0, L) (3.2.8)

et par l’inégalité de Poincaré on déduit que

ψn → 0 fortement dans L2(0, L) (3.2.9)

Ensuite, soit φn → φ et wn → w fortement dans L2(0, L). D’après (3.2.6), on a

φnx + ψn + lwn → 0 fortement dans L2(0, L). (3.2.10)

Alors

φnx + ψn + lwn = φnx + ψn + l(wn − w) + lw → 0 fortement dans L2(0, L) (3.2.11)

Donc

φnx → −lw fortement dans L2(0, L). (3.2.12)

Alors (φn)n est une suite de Cauchy dans H1(0, L). Donc (φn)n converge vers une fonction

φ1 dans H1(0, L). Par conséquent (φn)n converge vers φ1 dans L2(0, L). D’où φ1 = φ, par

l’unicité de la limite. De plus, φ ∈ V car l’espace V est fermé dans H1(0, L). Par suite,

(3.2.12) implique que

φx + lw = 0 p.p. x ∈ (0, L) (3.2.13)

De la même manière, on trouve que

wx − lφ = 0 p.p. x ∈ (0, L) (3.2.14)

et w ∈ V . Donc, on déduit de (3.2.13), (3.2.14) et de la continuité de φ et w que

φ = c1cos(lx) et w = c2sin(lx) (3.2.15)
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Donc φ |x=0= 0 implique φ = w ≡ 0. Par conséquent

L∫
0

(
|φnx|2 + |ψnx |2 + |wnx |2

)
dx→ 0,

ce qui contredit (3.2.7).

Théorème 3.2.1 L’opérateur A est un générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe S(t)

de contraction dans H. Ainsi pour toute condition initiale U0 ∈ H, le problème (3.2.4) admet

une unique solution faible U ∈ C([0,∞),H). Par ailleurs, si U0 ∈ D(A), alors U est une

solution forte de (3.2.4) vérifiant, U ∈ C([0,∞),D(A)) ∩ C1([0,∞),H).

Démonstration. Pour montrer le théorème 3.2.1, on utilise l’approche des semi groupes et

le théorème de Lummer-Phillips. A cet effet, nous montrons tout d’abord que l’opérateur A

est dissipatif dans l’espace de l’énergie H. En effet , pour tout

U = (φ, φ̃, ψ, ψ̃, w, w̃, u, v, z)T ∈ D(A),

par définition de l’opérateur A et du produit scalaire dans H, on a

(AU,U)H =

L∫
0

κ0(w̃x − lφ̃)(wx − lφ)dx+

L∫
0

κ(φ̃x + ψ̃ + lw̃)(φx + ψ + lw)dx

+ EI

L∫
0

ψ̃xψxdx+

L∫
0

κ(φx + ψ + lw)φ̃xdx

+ κ0l

L∫
0

(wx − lφ)φ̃dx−
L∫

0

EIψxψ̃xdx− κ

L∫
0

(φx + ψ + lw)ψ̃dx

−
L∫

0

κ0(wx − lφ)w̃xdx− κl

L∫
0

(φx + ψ + lw)w̃dx

− k0|u(t)|2 − k1|v(t)|2 − k2|z(t)|2.
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De même,

(U,AU)H =

L∫
0

κ0(wx − lφ)(w̃x − lφ̃)dx+

L∫
0

κ(φx + ψ + lw)(φ̃x + ψ̃ + lw̃)dx

+ EI

L∫
0

ψxψ̃xdx+

L∫
0

κφ̃x(φx + ψ + lw)dx

+ κ0l

L∫
0

φ̃(wx − lφ)dx−
L∫

0

EIψ̃xψxdx− κ

L∫
0

ψ̃(φx + ψ + lw)dx

−
L∫

0

κ0w̃x(wx − lφ)dx− κl

L∫
0

w̃(φx + ψ + lw)dx

− k0|u(t)|2 − k1|v(t)|2 − k2|z(t)|2.

Ensuite par un calcul direct on aura

2Re(AU,U)H = (AU,U)H + (U,AU)H

= −2k0|u(t)|2 − 2k1|v(t)|2 − 2k2|z(t)|2.

Alors

Re(AU,U)H = −k0|u(t)|2 − k1|v(t)|2 − k2|z(t)|2 ≤ 0 (3.2.16)

ce qui implique que A est un opérateur dissipatif dans H.

Il nous reste à démontrer que 0 ∈ ρ(A) i.e. A est inversible et A−1 est borné.

Pour démontrer que A est inversible, il faut démontrer que pour tout

F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8, f9)
T ∈ H,

il existe un unique U = (φ, φ̃, ψ, ψ̃, w, w̃, u, v, z) ∈ D(A) telle que

AU = F, (3.2.17)
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i.e. le système 

φ̃ = f1
κ
ρ
(φx + ψ + lw)x +

κ0l
ρ
(wx − lφ) = f2

ψ̃ = f3
EI
Iρ
ψxx − κ

Iρ
(φx + ψ + lw) = f4

w̃ = f5
κ0
ρ
(wx − lφ)x − κl

ρ
(φx + ψ + lw) = f6

− κ
m
(φx + ψ + lw)(L)− k0

m
u = f7

−EI
Im
ψx(L)− k1

Im
v = f8

−κ0
m
(wx − lφ)(L)− k2

m
z = f9

(3.2.18)

admet une unique solution. De la première, troisième et cinquième équations de (3.2.18), on

obtient

φ̃ = f1, ψ̃ = f3, w̃ = f5.

Alors il nous reste à démontrer que le système suivant
κ(φx + ψ + lw)x + κ0l(wx − lφ) = ρf2

EIψxx − κ(φx + ψ + lw) = Iρf4

κ0(wx − lφ)x − κl(φx + ψ + lw) = ρf6

(3.2.19)

admet une unique solution (φ, ψ, w) dans H1, où l’espace H1 = V × V × V est muni de la

norme suivante

∥U∥H2
1 = κ∥φx + ψ + lw∥22 + EI∥ψx∥22 + κ0∥wx − lφ∥22 (3.2.20)

On définit donc la forme bilinéaire b sur H1 par

b((φ1, ψ1, w1), (φ2, ψ2, w2)) = κ(φ1x + ψ1 + lw1, φ2x + ψ2 + lw2)

+ κ0(w1x − lφ1, w2x − lφ2) + EI(ψ1x, ψ2x).

où (., .) désigne le produit scalaire de L2(0, L).

Il est facile de vérifier que la forme bilinéaire b est coercive et bornée surH1×H1. D’autre

part, en multipliant la première, deuxième et troisième équations de (3.2.19) par φ2, ψ2 et

w2 respectivement, on obtient

b((φ1, ψ1, w1), (φ2, ψ2, w2)) = −(ρf2, φ2)− (Iρf4, ψ2)− (ρf6, w2) + k0f1(L)φ2(L) +mf7φ2(L)

+ k1f3(L)ψ2(L) + Imf8ψ2(L) + k2f5(L)w2(L) +mf9w2(L)
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Définissons maintenant l’application ℓ sur H1 par

ℓ(φ2, ψ2, w2) = −(ρf2, φ2)− (Iρf4, ψ2)− (ρf6, w2) + k0f1(L)φ2(L) +mf7φ2(L)

+ k1f3(L)ψ2(L) + Imf8ψ2(L) + k2f5(L)w2(L) +mf9w2(L).

Il est clair que ℓ est une forme linéaire continue sur H1, alors d’après le théorème de Lax-

Milgram, il existe un unique (φ, ψ, w) ∈ H1 tel que

b((φ1, ψ1, w1), (φ2, ψ2, w2)) = ℓ(φ2, ψ2, w2), ∀(φ2, ψ2, w2) ∈ H1. (3.2.21)

D’autres part, pour F ∈ H et (φ, ψ, w) ∈ H1, on a (φ, φ̃, ψ, ψ̃, w, w̃, u, v, z) ∈ D(A). En

effet, en prenant (φ2, ψ2, w2) = (φ2, 0, 0) dans (3.2.21), on obtient

κ

L∫
0

(φx + ψ + lw)φ2xdx− κ0l

L∫
0

(wx − lφ)φ2dx = −
L∫

0

ρf2φ2dx+ k0f1(L)φ2(L)

+mf7φ2(L), ∀φ2 ∈ V (3.2.22)

Par une integration par parties, on aura

κφxx = −κψx − (κ+ κ0)lwx − κ0l
2φ+ ρf2 ∈ L2(0, L). (3.2.23)

Par conséquent, on a

φ ∈ H2(0, L) ∩ V .

De même, en prenant (φ2, ψ2, w2) = (0, ψ2, 0) dans (3.2.21), on obtient

κ

L∫
0

(φx + ψ + lw)ψ2dx− EI

L∫
0

ψxxψ2dx = −
L∫

0

Iρf4ψ2dx+ k1f3(L)ψ2(L)

+Imf8ψ2(L), ∀ψ2 ∈ V (3.2.24)

Donc

EIψxx = κ(φx + ψ + lw) + Iρf4 ∈ L2(0, L). (3.2.25)

Par conséquent, on a

ψ ∈ H2(0, L) ∩ V .
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De même, en prenant (φ2, ψ2, w2) = (0, 0, w2) dans (3.2.21), on obtient

κl

L∫
0

(φx + ψ + lw)w2dx− κ0

L∫
0

(wx − lφ)w2dx = −
L∫

0

ρf6w2dx+ k2f5(L)w2(L)

+mf9w2(L), ∀w2 ∈ V (3.2.26)

Donc

κ0wxx = κ0lφx + κl(φx + ψ + lw) + ρf6 ∈ L2(0, L). (3.2.27)

Par conséquent, on a

w ∈ H2(0, L) ∩ V .

Il nous reste à démontrer que A est borné, on a

∥(φ, φ̃, ψ, ψ̃, w, w̃, u, v, z)∥2H = ρ∥φ̃∥22 + Iρ∥ψ̃∥22 + ρ∥w̃∥22 + EI∥ψx∥22 + κ∥φx + ψ + lw∥22

+ κ0∥wx − lφ∥22 +m|u|2 + Im|v|2 +m|z|2. (3.2.28)

Donc de la première, troisième et cinquième équations de (3.2.18), on obtient

∥(φ, φ̃, ψ, ψ̃, w, w̃, u, v, z)∥2H = ρ∥f1∥22 + Iρ∥f3∥22 + ρ∥f5∥22 + |b ((φ, ψ, w), (φ, ψ, w)) |

+m|φ̃(L)|2 + Im|ψ̃(L)|2 +m|w̃(L)|2.

Ensuite

∥(φ, φ̃, ψ, ψ̃, w, w̃, u, v, z)∥2H = ρ∥f1∥22 + Iρ∥f3∥22 + ρ∥f5∥22 + |ℓ (φ, ψ, w) |

+m|φ̃(L)|2 + Im|ψ̃(L)|2 +m|w̃(L)|2.

En utilisant l’inégalité de Poincaré et le lemme 1, on obtient

ρ∥φ̃∥22 + Iρ∥ψ̃∥22 + ρ∥w̃∥22

≤ C1

(
EI∥ψ̃x∥22 + κ∥φ̃x + ψ̃ + lw̃∥22 + κ0∥w̃x − lφ̃∥22

)
≤ C1

(
EI∥f3x∥22 + κ∥f1x + f3 + lf5∥22 + κ0∥f5x − lf1∥22

)
(3.2.29)

où C1 est une constante positive dépendant de la constante de Poincaré, ρ, Iρ et la constante

C du lemme1.
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Ainsi, on a

m|φ̃(L)|2 + Im|ψ̃(L)|2 +m|w̃(L)|2

≤ m∥φ̃x∥22 + Im∥ψ̃x∥22 +m∥w̃x∥22

≤ C2

(
EI∥ψ̃x∥22 + κ∥φ̃x + ψ̃ + lw̃∥22 + κ0∥w̃x − lφ̃∥22

)
≤ C2

(
EI∥f3x∥22 + κ∥f1x + f3 + lf5∥22 + κ0∥f5x − lf1∥22

)
(3.2.30)

où C1 est une constante positive dépendant de la constante de Poincaré,m, Im et la constante

C du lemme 1.

D’autres part, en utilisant l’inégalité de Poincaré, l’inégalité de Young et le lemme 1, on

obtient

|ℓ(φ2, ψ2, w2)| ≤ C3

(
ρ∥f2∥22 + Iρ∥f4∥22 + ρ∥f6∥22

)
+C4

(
EI∥ψ̃x∥22 + κ∥φ̃x + ψ̃ + lw̃∥22 + κ0∥w̃x − lφ̃∥22

)
+εC5

(
EI∥ψx∥22 + κ∥φx + ψ + lw∥22 + κ0∥wx − lφ∥22

)
, (3.2.31)

où ε est une constante positive et C3, C4, C5 sont des constantes positives dépendant de la

constante de Poincaré et ε.

Par conséquent, en choisissant 0 < ε < 1
C5

et en insérant (3.2.29),(3.2.30), (3.2.31) dans

(3.2.28), on obtient

ρ∥φ̃∥22 + Iρ∥ψ̃∥22 + ρ∥w̃∥22 +m|u|2 + Im|v|2 +m|z|2

+(1− εC5)
(
EI∥ψx∥22 + κ∥φx + ψ + lw∥22 + κ0∥wx − lφ∥22

)
≤ C3

(
ρ∥f2∥22 + Iρ∥f4∥22 + ρ∥f6∥22

)
+C4

(
EI∥f3x∥22 + κ∥f1x + f3 + lf5∥22 + κ0∥f5x − lf1∥22

)
(3.2.32)

Alors

∥U∥2H ≤ ∥F∥2H, ∀F ∈ H, (3.2.33)

i.e.

∥A−1F∥2H ≤ ∥F∥2H, ∀F ∈ H, (3.2.34)

Donc A−1 est borné. Par conséquent 0 ∈ ρ(A) et par le théorème de Lummer-Phillips,

l’opérateur A génère un C0-semi-groupe de contraction S(t) = eAt sur H.
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3.3 Résultat principal

Le but de cette partie est de montrer que l’énergie associée au problème (3.1.1)-(3.1.2)

décrôıt exponentiellement en utilisant la méthode de Lyapunov. Pour cela, nous allons

généraliser le résultat de M. Grobbelaar-Van Dalsen [31] pour le cas du système de Ti-

moshenko au cas du système de Bresse. En la présence de la charge, cette approche nous

poussera à faire une restriction sur les valeurs au bord des solutions, c’est à dire, en x = L,

dans lesquelles les paramétres physiques du problème, par exemple, la masse et l’inertie de

rotation de la charge jouent un rôle.

Nous allons maintenant procéder à la restriction des valeurs des solutions au bord

x = L. La restriction est ”suggerée” par les conditions aux limites dynamiques en x = L,

au sens que les fonctions feedbacks φt(L, t), ψt(L, t) et wt(L, t) fournissent des bornes su-

perieures pour les produits des fonctions [mφttκ(φx + ψ + lw)] (L, t), [ImψttEIψx] (L, t) et

[mwttκ0(wx − lφ)] (L, t) dans lesquelles les paramétres m, Im, EI, κ, κ0 sont supposés être

strictement positifs, c’est à dire que l’on a :

[mφttκ(φx + ψ + lw)] (L, t) ≤ k20
4
φ2
t (L, t)

[ImψttEIψx] (L, t) ≤
k21
4
ψ2
t (L, t)

[mwttκ0(wx − lφ)] (L, t) ≤ k22
4
w2
t (L, t)

(où l’on a utilisé 4ab = (a + b)2 − (a − b)2 ≤ (a + b)2, a, b ∈ R). Nous avons aussi par

exemple que k20φ
2
t (L, t) +

1
κ
[mφttκ(φx + ψ + lw)] (L, t) > 0, ∀t ∈ [0,+∞[, si le produit

des fonctions [mφttκ(φx + ψ + lw)] (L, t) est strictement positif. Dans le cas où les produits

[mφttκ(φx + ψ + lw)] (L, t), [ImψttEIψx] (L, t) et [mwttκ0(wx − lφ)] (L, t) sont négatifs, on

considère l’hypothèse suivante :

Condition S. Il existe des constantes positives η1, η2 et η3 telles que

η1k
2
0φ

2
t (L, t) +

1

κ
[mφttκ(φx + ψ + lw)] (L, t) > K1 > 0, si [mφttκ(φx + ψ + lw)] (L, t) < 0

η2k
2
1ψ

2
t (L, t) +

1

2EI
[ImψttEIψx] (L, t) > K2 > 0, si [ImψttEIψx] (L, t) < 0

η3k
2
2w

2
t (L, t) +

1

κ0
[mwttκ0(wx − lφ)] (L, t) > K3 > 0, si [mwttκ0(wx − lφ)] (L, t) < 0
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On définit l’énergie associée au système (3.1.1)-(3.1.2) par

E (t) =
1

2

L∫
0

{
Iρψ

2
t + ρφ2

t + ρw2
t + κ0 (wx − lφ)2 + κ (φx + ψ + lw)2 + EIψ2

x

}
dx

+
1

2

(
Imψ

2
t (L, t) +mφ2

t (L, t) +mw2
t (L, t)

)
. (3.3.1)

Notre résultat principal est le suivant

Théorème 3.3.1 Soit U une solution de (3.1.1)-(3.1.2). Supposons que la condition S est

satisfaite. Soit

k0 > 0, k1 > 0, k2 > 0, κ = κ0.

Alors il existe deux constantes positives C et ω indépendantes de t et de conditions initiales,

telles que

E (t) ≤ CE (0) e−ωt, ∀t ≥ 0.

L’idée principale est de construire une fonctionnelle de Lyapunov L(t) , en utilisant la

méthode des multiplicateurs, qui satisfait pour tout t ≥ 0 :

β1E (t) ≤ L (t) ≤ β2E (t) , ∀t ≥ 0, et β1, β2 > 0

et
d

dt
L (t) ≤ −βL (t) pour β > 0.

Pour la démonstration de notre résultat, on a besoin des lemmes suivants

Lemme 2 Soit U une solution de (3.1.1)-(3.1.2). L’énergie E (t) satisfait pour tout t ≥ 0,

dE(t)
dt

= −k0φ2
t (L, t)− k1ψ

2
t (L, t)− k2w

2
t (L, t) ≤ 0. (3.3.2)

Démonstration. En multipliant la première équation de (3.1.1) par φt, la deuxième par

ψt et la troisième par wt, en intégrant sur (0, L), en utilisant les conditions aux limites, en

sommant tous les résultats, on obtient (3.3.2).
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Lemme 3 Soit U une solution de (3.1.1)-(3.1.2). On introduit les fonctionnelles suivantes

L1(t) = −Iρ
L∫
0

ψtψdx

L2(t) = −ρ
L∫
0

wtwdx

L3(t) = −ρ
L∫
0

φtφdx.

et on définit la fonctionnelle L4 comme suit :

L4(t) = L1(t) + L2(t) + L3(t) (3.3.3)

Alors, on a

dL4(t)

dt
≤ EI (1 + α)

L∫
0

ψ2
xdx+ κ (1 + α)

L∫
0

(φx + ψ + lw)2dx− Iρ

L∫
0

ψ2
t dx

+κ0 (1 + α)

L∫
0

(wx − lφ)2dx− ρ

L∫
0

w2
t dx− ρ

L∫
0

φ2
tdx+

(
1

2EI
+ 2η2

)
k21ψ

2
t (L, t)

+

(
1

κ0
+ 2η3

)
k22w

2
t (L, t) + (

1

κ
+ 2η1)k

2
0φ

2
t (L, t) (3.3.4)

Démonstration. En dérivant la fonctionnelle L1 et en utilisant les équations de (3.1.1), on

obtient

dL1(t)

dt
= −EI

L∫
0

ψxxψdx+ κ

L∫
0

(φx + ψ + lw)ψdx− Iρ

L∫
0

ψ2
t dx. (3.3.5)

En intégrant par parties sur (0, L), on obtient

d

dt
L1 (t) = −EIψx (L, t)ψ (L, t) + EI

L∫
0

ψ2
xdx+ κ

L∫
0

φxψdx+ κ

L∫
0

ψ2dx

+κl

L∫
0

wψdx− Iρ

L∫
0

ψ2
t dx. (3.3.6)

Ensuite, en dérivant la fonctionnelle L2 par rapport à t et en utilisant les équations de

(3.1.1), on obtient

d

dt
L2 (t) = −κ0

L∫
0

(wx − lφ)xwdx+ κl

L∫
0

(φx + ψ + lw)wdx− ρ

L∫
0

w2
t dx. (3.3.7)
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En intégrant par parties, on obtient

d

dt
L2 (t) = −κ0(wx − lφ)(L, t)w(L, t) + κ0

L∫
0

w2
xdx− κ0l

L∫
0

φwxdx

+κl

L∫
0

φxwdx+ κl

L∫
0

ψwdx+ κl2
L∫

0

w2dx− ρ

L∫
0

w2
t dx (3.3.8)

Ensuite, en dérivant la fonctionnelle L3 par rapport à t, on obtient

d

dt
L3 (t) = −κ

L∫
0

(φx + ψ + lw)xφdx− κ0l

L∫
0

(wx − lφ)φdx− ρ

L∫
0

φ2
tdx. (3.3.9)

En intégrant par parties, on obtient

d

dt
L3 (t) = −κ(φx + ψ + lw)(L, t)φ(L, t) + κ

L∫
0

φ2
xdx+ κ

L∫
0

ψφxdx

+κl

L∫
0

wφxdx− κ0l

L∫
0

wxφdx+ κ0l
2

L∫
0

φ2dx− ρ

L∫
0

φ2
tdx. (3.3.10)

En sommant (3.3.6), (3.3.8), (3.3.10), on obtient

d

dt
L4 (t) = −EIψx (L, t)ψ(L, t)− κ(φx + ψ + lw)(L, t)φ(L, t)− κ0(wx − lφ)(L, t)w(L, t)

+EI

L∫
0

ψ2
xdx+ κ

L∫
0

φxψdx+ κ

L∫
0

ψ2dx+ κl

L∫
0

wψdx

−Iρ

L∫
0

ψ2
t dx+ κ0

L∫
0

w2
xdx− κ0l

L∫
0

φwxdx+ κl

L∫
0

φxwdx

+κl

L∫
0

ψwdx+ κl2
L∫

0

w2dx− ρ

L∫
0

w2
t dx+ κ

L∫
0

φ2
xdx+ κ

L∫
0

ψφxdx

+κl

L∫
0

wφxdx− κ0l

L∫
0

wxφdx+ κ0l
2

L∫
0

φ2dx− ρ

L∫
0

φ2
tdx. (3.3.11)

En utilisant l’inégalité de Young, on obtient

−EIψx (L, t)ψ(L, t) ≤
EI

2
ψ2
x(L, t) +

EI

2
ψ2(L, t) ≤ EI

2

ψ2
x(L, t) + L

L∫
0

ψ2
xdx


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où nous avons utilisé l’inégalité ψ2(L, t) ≤ L
L∫
0

ψ2
xdx.

• Analyse du terme ψ2
x(L, t)

EI

2
ψ2
x(L, t) =

1

2EI
[(EIψx + Imψtt) (L, t)− Imψtt(L, t)] [EIψx(L, t)]

≤ 1

4EI
k21ψ

2
t (L, t) +

EI

4
ψ2
x(L, t)−

1

2EI
[ImψttEIψx] (L, t)

D’après la condition S, on obtient

EI

2
ψ2
x(L, t) <


1

4EI
k21ψ

2
t (L, t) +

EI
4
ψ2
x(L, t), si [ImψttEIψx] (L, t) > 0,(

1
4EI

+ η2
)
k21ψ

2
t (L, t) +

EI
4
ψ2
x(L, t), si [ImψttEIψx] (L, t) < 0

il en résulte que
EI

2
ψ2
x(L, t) <

(
1

2EI
+ 2η2

)
k21ψ

2
t (L, t). (3.3.12)

Alors

− EIψx (L, t)ψ(L, t) ≤
(

1

2EI
+ 2η2

)
k21ψ

2
t (L, t) +

EIL

2

L∫
0

ψ2
xdx. (3.3.13)

En utilisant l’inégalité de Young, on obtient

−κ(φx + ψ + lw)(L, t)φ(L, t) ≤ κ

2
(φx + ψ + lw)2(L, t) +

κ

2
φ2(L, t)

≤ κ

2
(φx + ψ + lw)2(L, t) +

κL

2

L∫
0

φ2
xdx

où nous avons utilisé l’inégalité φ2(L, t) ≤ L
L∫
0

φ2
xdx.

• Analyse du terme κ(φx + ψ + lw)2(L, t)

κ(φx + ψ + lw)2(L, t) =
1

κ
[(mφtt + κ(φx + ψ + lw)) (L, t)−mφtt(L, t)] [κ(φx + ψ + lw)] (L, t)

≤ 1

2κ
k20φ

2
t (L, t) +

κ

2
(φx + ψ + lw)2(L, t)− 1

κ
[mφttκ(φx + ψ + lw)] (L, t).

D’après la condition S, on a

κ(φx+ψ+lw)
2(L, t) <


1
2κ
k20φ

2
t (L, t) +

κ
2
(φx + ψ + lw)2(L, t), si [mφttκ(φx + ψ + lw)] (L, t) > 0,

( 1
2κ

+ η1)k
2
0φ

2
t (L, t) +

κ
2
(φx + ψ + lw)2(L, t), si [mφttκ(φx + ψ + lw)] (L, t) < 0
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ce qui donne
κ

2
(φx + ψ + lw)2(L, t) ≤ (

1

κ
+ 2η1)k

2
0φ

2
t (L, t). (3.3.14)

Alors

− κ(φx + ψ + lw)(L, t)φ(L, t) ≤ (
1

κ
+ 2η1)k

2
0φ

2
t (L, t) +

κL

2

L∫
0

φ2
xdx (3.3.15)

En utilisant l’inégalité de Young, on a

−κ0(wx−lφ)(L, t)w(L, t) ≤
κ0
2
(wx−lφ)2(L, t)+

κ0
2
w2(L, t) ≤ κ0

2

(wx − lφ)2(L, t) + L

L∫
0

w2
xdx


où nous avons utilisé l’inégalité w2(L, t) ≤ L

L∫
0

w2
xdx.

• Analyse du terme κ0(wx − lφ)2(L, t)

κ0(wx − lφ)2(L, t) =
1

κ0
[(mwtt + κ0(wx − lφ)) (L, t)−mwtt(L, t)] [κ0(wx − lφ)(L, t)]

≤ 1

2κ0
k22w

2
t (1, t) +

κ0
2
(wx − lφ)2(1, t)− 1

κ0
[mwttκ0(wx − lφ)] (L, t)

κ0(wx−lφ)2(L, t) <


1

2κ0
k22w

2
t (L, t) +

κ0
2
(wx − lφ)2(L, t), si [mwttκ0(wx − lφ)] (L, t) > 0,(

1
2κ0

+ η3

)
k22w

2
t (L, t) +

κ0
2
(wx − lφ)2(L, t), si [mwttκ0(wx − lφ)] (L, t) < 0

ce qui donne
κ0
2
(wx − lφ)2(L, t) <

(
1

κ0
+ 2η3

)
k22w

2
t (L, t) (3.3.16)

Alors

− κ0(wx − lφ)(L, t)w(L, t) ≤
(

1

κ0
+ 2η3

)
k22w

2
t (L, t) +

κ0L

2

L∫
0

w2
xdx. (3.3.17)

D’après le lemme 1, on a

EIL

2

L∫
0

ψ2
xdx+

κL

2

L∫
0

φ2
xdx+

κ0L

2

L∫
0

w2
xdx

≤ α

L∫
0

(
EIψ2

x + κ(φx + ψ + lw)2 + κ0(wx − lφ)2
)
dx (3.3.18)

où α = Cmax
{
EIL
2
, κL

2
, κ0L

2

}
. En sommant (3.3.13), (3.3.15), (3.3.17) et en utilisant (3.3.18)

ensuite en substituant le résultat dans (3.3.11), on obtient (3.3.4).
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Lemme 4 Soit U une solution de (3.1.1)-(3.1.2). On définit la fonctionnelle L5 par

L5(t) = Iρ

L∫
0

xψtψxdx. (3.3.19)

Alors pour tout δ1 > 0, on a

dL5(t)

dt
≤ −(

EI

2
− δ1)

L∫
0

ψ2
xdx−

Iρ
2

L∫
0

ψ2
t dx+

κ2

4δ1

L∫
0

(φx + ψ + lw)2dx

+

[
(

1

2EI
+ 2η2)k

2
1 +

Iρ
2

]
ψ2
t (L, t). (3.3.20)

Démonstration. En dérivant la fonctionnelle L5 par rapport à t et en utilisant les équations

de (3.1.1), on obtient

dL5(t)

dt
= EI

L∫
0

xψxxψxdx−
L∫

0

κx(φx + ψ + lw)ψxdx+ Iρ

L∫
0

xψtψxtdx

=
EI

2
ψ2
x(L, t)−

EI

2

L∫
0

ψ2
xdx+

Iρ
2
ψ2
t (L, t)−

Iρ
2

L∫
0

ψ2
t dx

−
L∫

0

κx(φx + ψ + lw)ψxdx (3.3.21)

D’après l’inégalité de Young, on a∣∣∣∣∣∣−
L∫

0

κx(φx + ψ + lw)ψxdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ δ1

L∫
0

ψ2
xdx+

κ

4δ1

L∫
0

(φx + ψ + lw)2dx. (3.3.22)

En remplaçant (3.3.22) et (3.3.12) dans (3.3.21), on obtient (3.3.20).

Lemme 5 Soit U une solution de (3.1.1)-(3.1.2) et κ = κ0. On définit les fonctionnelles

L6 et L7 par

L6(t) = ρ

L∫
0

xφt(φx + ψ + lw)dx (3.3.23)

et

L7(t) = ρ

L∫
0

xwt(wx − lφ)dx. (3.3.24)
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Ensuite, on considère la fonctionnelle

L8(t) = L6(t) + L7(t) (3.3.25)

alors on a pour δ2 > 0 l’inégalité suivante

dL8(t)

dt
≤ −κ

2

L∫
0

(φx + ψ + lw)2dx− κ0
2

L∫
0

(wx − lφ)2dx−
(ρ
2
− δ2

) L∫
0

φ2
tdx

−ρ
2

L∫
0

w2
t dx+

ρ

4δ2

L∫
0

ψ2
t dx+

[
1

2

(
1

κ0
+ 2η3

)
k22 +

ρ

2

]
w2
t (L, t)

+

[
1

2

(
1

κ
+ 2η1

)
k20 +

ρ

2

]
φ2
t (L, t). (3.3.26)

Démonstration. En dérivant L6 par rapport à t et en utilisant les équations de (3.1.1), on

obtient

dL6(t)

dt
=

L∫
0

κx(φx + ψ + lw)x(φx + ψ + lw)dx+

L∫
0

κ0lx(wx − lφ)(φx + ψ + lw)dx

+

L∫
0

ρxφtφxtdx+

L∫
0

ρxφtψtdx+

L∫
0

ρlxφtwtdx (3.3.27)

En intégrant par parties, on aura

dL6(t)

dt
=

κ

2
(φx + ψ + lw)2(L, t)− κ

2

L∫
0

(φx + ψ + lw)2dx+

L∫
0

κ0lxwxφxdx

+

L∫
0

κ0lxwxψdx−
L∫

0

κ0l
2xwxwdx−

L∫
0

κ0l
2xφφxdx+

L∫
0

ρlxφtwtdx

−
L∫

0

κ0l
2xφψdx−

L∫
0

κ0l
3xφwdx+

L∫
0

ρxφtφxtdx+

L∫
0

ρxφtψtdx. (3.3.28)

Ensuite, en dérivant L7 par rapport à t et en utilisant les équations de (3.1.1), on obtient

dL7(t)

dt
=

L∫
0

κ0x(wx − lφ)x(wx − lφ)dx−
L∫

0

κlx(wx − lφ)(φx + ψ + lw)dx

+ρ

L∫
0

xwtwxtdx− ρl

L∫
0

xwtφtdx. (3.3.29)

48



Une intégration par parties de (3.3.29) donne

dL7(t)

dt
=

κ0
2
(wx − lφ)2(L, t)− κ0

2

L∫
0

(wx − lφ)2dx−
L∫

0

κlxφxwxdx

+

L∫
0

κl2xφxφdx−
L∫

0

xκlψwxdx+

L∫
0

xκl2ψφdx−
L∫

0

xκl2wwxdx

+

L∫
0

xκl3wφdx+ ρ

L∫
0

xwtwxtdx− ρl

L∫
0

xwtφtdx (3.3.30)

En sommant (3.3.30) et (3.3.28), on obtient

dL8(t)

dt
=

κ0
2
(wx − lφ)2(L, t)− κ0

2

L∫
0

(wx − lφ)2dx+
κ

2
(φx + ψ + lw)2(L, t)

−κ
2

L∫
0

(φx + ψ + lw)2dx− ρ

2

L∫
0

φ2
tdx−

ρ

2

L∫
0

w2
t dx+

ρ

2
φ2
t (L, t)

+
ρ

2
w2
t (L, t) + ρ

L∫
0

xφtψtdx. (3.3.31)

D’après l’inégalité de Young et les estimations (3.3.16), (3.3.14), on obtient (3.3.26). Ceci

achève la démonstration du Lemme 5.

Pour N , N1, N2 >0, on définit la fonctionnelle L par

L(t) = NE(t) +N1L5 (t) +N2L8 (t) + L4 (t) . (3.3.32)
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En combinant (3.3.2) , (3.3.20), (3.3.26), (3.3.4), on obtient

d

dt
L(t) ≤ −

[
ρ+N2(

ρ

2
− δ2)

] L∫
0

φ2
tdx−

[
Iρ +

N1Iρ
2

− ρ

4δ2

] L∫
0

ψ2
t dx

−
[
ρ+N2

ρ

2

] 1∫
0

w2
t dx−

[
N1(

EI

2
− δ1)− EI (1 + α)

] L∫
0

ψ2
xdx

−
[
N2κ0
2

− κ0 (1 + α)

] L∫
0

(wx − lφ)2dx

−
[
N2κ

2
− N1κ

2

4δ1
− κ (1 + α)

] L∫
0

(φx + ψ + lw)2dx

−
[
Nk1 −N1

(
(

1

2EI
+ 2η2)k

2
1 +

Iρ
2

)
− k21

2
(

1

2EI
+ 2η2)

]
ψ2
t (L, t)

−
[
Nk0 −N2

(
k20(

1

κ
+ 2η1) +

ρ

2

)
− k20

2
(
1

κ
+ 2η1)

]
φ2
t (L, t)

−
[
Nk2 −N2

(
k22(

1

κ0
+ 2η3) +

ρ

2

)
− k22

2
(
1

κ0
+ 2η3)

]
w2
t (L, t) . (3.3.33)

Nous allons maintenant choisir les differents paramétres dans le second membre de

(3.3.33) de telle sorte que les constantes entre crochets soient toutes positives. Premièrement,

on choisit δ1 et δ2 assez petits tels que

δ2 < min

{
ρ

2
,
ρ

4Iρ

}
, δ1 <

EI

2

Ensuite, en selectionne N1 et N2 assez grandes telles que

N1 > max

{
EI (1 + α)

(EI
2
− δ1)

, 2Iρ(
ρ

4δ2
− Iρ)

}
N2 > max

{
2 (1 + α) ,

N1κ

2δ1
+ 2 (1 + α)

}
,

Enfin, nous choisissons N assez grand telle que

N > max

{
N1

k1

(
(

1

2EI
+ 2η2)k

2
1 +

Iρ
2

)
+
k1
2
(

1

2EI
+ 2η2),

N2

k0

(
k20(

1

κ
+ 2η1) +

ρ

2

)
+
k0
2
(
1

κ
+ 2η1),

N2

k2

(
k22(

1

κ0
+ 2η3) +

ρ

2

)
+
k2
2
(
1

κ0
+ 2η3)

}
Par conséquent (3.3.33) devient

d

dt
L(t) ≤ −M1

2

[ L∫
0

{
Iρψ

2
t + ρφ2

t + ρw2
t + κ0 (wx − lφ)2 + κ (φx + ψ + lw)2 + EIψ2

x

}
dx

+
(
Imψ

2
t (L, t) +mφ2

t (L, t) +mw2
t (L, t)

)]
. (3.3.34)
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On peut donc déduire à partir de (3.3.34) que

d

dt
L(t) ≤ −λE(t), (3.3.35)

où λ est une constante positive. On considère la fonctionnelle

H(t) = N1L5 (t) +N2L8 (t) + L4 (t) .

Nous devons montrer que

|H(t)| ≤ME(t). (3.3.36)

En effet, en utilisant les inégalités de Poincaré et Young, on obtient les estimations suivantes

|L5(t)| ≤ Iρ

 L∫
0

ψ2
t dx+

L∫
0

ψ2
xdx

 ≤M1E(t) (3.3.37)

|L8(t)| ≤ ρ

 L∫
0

φ2
tdx+

L∫
0

(φx + ψ + lw)2dx+

L∫
0

w2
t dx+

L∫
0

(wx − lφ)2dx


≤ M2E(t) (3.3.38)

|L4(t)| ≤ Iρ

 L∫
0

ψ2
t dx+

L∫
0

ψ2dx

+ ρ

L∫
0

(
w2
t + w2 + φ2

t + φ2
)
dx

≤ M3E(t) (3.3.39)

où M1,M2,M3 sont des constantes positives. En sommant (3.3.37), (3.3.38) et (3.3.39), on

obtient (3.3.36) avec M =M1 +M2 +M3.

On prend Ñ > max {N,M} et on définit la fonctionnelle de Lyapunov L̃ par

L̃(t) = ÑE(t) +H(t).

Par conséquent, on obtient

β2E(t) ≤ L̃(t) ≤ β1E(t), (3.3.40)

où β1 = Ñ + L > 0, β2 = Ñ − L > 0. On a

d

dt
L̃(t) ≤ −ME(t) ≤ −ωL̃(t), ∀t ≥ 0, (3.3.41)
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où ω = M
β1
. En intégrant (3.3.41), on obtient

L̃(t) ≤ L̃(0)e−ωt, ∀t ≥ 0, (3.3.42)

Enfin, d’après (3.3.42) et (3.3.40), on obtient

E(t) ≤ CE(0)e−ωt, ∀t ≥ 0, (3.3.43)

où C = β1
β2
. Ceci achève la démonstration du théorème 3.3.1.
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Chapitre 4

Thermoélasticité

4.1 Introduction

La thermoélasticité est une branche de la mécanique appliquée, elle s’intéresse aux effets

de la chaleur sur les contraintes et déformations dans les corps solides élastiques et vice-

versa. Ainsi, c’est une extension de la théorie conventionnelle d’élasticité isotherme. Cette

extension prend en compte les processus, où les contraintes et les déformations proviennent

non seulement des forces mécaniques, mais également des variations de la température.

Les processus thermoélastiques ne sont pas totalement réversibles. Si la partie élastique

peut être récupérée, attendu que les déformations causées par la chaleur sont réversibles

théoriquement (par refroidissement), la partie thermique peut être perdue à jamais. Ce

phénomène doit son existence à la dissipation d’énergie durant les transferts thermiques :

la chaleur se diffuse spontanément des zones les plus chaudes aux zones les plus froides de

sorte qu’il faut une intervention externe pour ramener le système a ses conditions thermiques

initiales.

L’effet du champ de température sur le champ de déformation n’est pas un phénomène

à sens unique. Il est connu, expérimentalement, que la déformation d’un corps produit un

changement de sa température. En d’autres termes, la déformation agit comme une source

ou un puits de chaleur.

En toute rigueur, les aspects mécaniques et thermiques sont couplés et inséparables,

ce qui peut vite compliquer la résolution des problèmes thermoélastiques. Cependant, en
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pratique il est souvent possible de réduire ce couplage et d’évaluer les champs de température

et de déformation dans cet ordre, séparément.

Malgré le couplage entre la température et les déformations. le chauffage ou le refroidisse-

ment d’un corps n’est pas toujours accompagné de contraintes. Prenons l’exemple d’un corps

homogène est libre de s’étendre à ses frontières. Si on élève sa température uniformément,

on n’y verra pas apparâıtre de contraintes. Par contre, dès qu’on confine les extrémités de

ce corps entre deux obstacles immobiles (murs,...), des contraintes vont s’y développer.

Si la source des contraintes est la chaleur, on parle de contraintes thermiques. De plus,

si le matériau est élastique, les contraintes sont dites thermoélastiques. Les contraintes

thermiques qui apparaissent dans des matériaux non élastiques sont le sujet de disciplines

telles que la thermoplasticité et la thermovisco-élasticité [43].

Dans ce chapitre on présente un bref résumé de la théorie de la thermoélasticité clas-

sique et non classique, où nous allons introduire les cadres physiques utilisés dans quelques

problèmes à étudier dans les chapitres suivants et nous allons exposer le formalisme mathématique

de la théorie de la themoélasticité. Pour plus de détails sur cette théorie, on pourra consulter

par exemple l’ouvrage de S. Jiang et R. Racke [44].

4.2 Thermoélasticité classique

4.2.1 Dérivation des équations

Dans la suite nous donnons un bref résumé de la dérivation des équations non linéaires

décrivant le comportement thermoélastique d’un corps B : Soit Ω ⊂ Rn, n = 1, 2 ou 3 un

domaine borné représentant la configuration de référence d’un corps élastique thermique-

ment conducteur B. Désignons par X(x, t) la position du point de référence x à l’instant

t, par U(x, t) = X(x, t) − x le déplacement (vecteur) et par θ = T − T0 et la différence

de température, respectivement, T et T0 étant la température absolue et la température de

référence.

L’équation de conservation de la quantité de mouvement qui décrit les déformations du

corps et l’équation de conservation de l’énergie s’écrivent

ρXtt(x, t) = divS(x, t) + ρb(x, t). (4.2.1)
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et

ρet(x, t) = tr(S(x, t)Ft(x, t))− divq(x, t) + ρr(x, t). (4.2.2)

où

ρ la densité,

S le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff,

e l’énergie interne,

F = I +∇U le tenseur de gradient de déformation,

q le flux de chaleur,

b la force externe du corps,

r l’apport de chaleur externe.

(4.2.3)

Notons l’entropie par η et par

ψ = e− (θ + T0)η (4.2.4)

l’énergie libre de Helmholtz.

Sous des hypothèses de régularité appropriées, les équations de conservation (4.2.1),

(4.2.2) sont équivalentes aux deux équations de conservation suivantes sous forme intégrale

respectivement. Pour toute partie P de Ω on a∫
P

Xttdm =

∫
P

bdm+

∫
∂P

S · νds. (4.2.5)

1

2

d

dt

∫
P

X2
t dm+

∫
P

etdm =

∫
P

(Xtb+ r)dm+

∫
∂P

(Xt · Sn− q · ν)ds. (4.2.6)

où dm désigne l’élément de masse dans le corps, ∂P le bord de P , ds l’élément de surface

dans la configuration à l’instant t et ν la normale unitaire extérieure à ∂P .

L’hypothèses constitutive en thermoélasticité est que les fonctions S, q, ψ et η dépendent

des valeurs de F, T et ∇T .

S = Ŝ(F, T,∇T ), q = q̂(F, T,∇T ). (4.2.7)

ψ = ψ̂(F, T,∇T ), η = η̂(F, T,∇T ). (4.2.8)
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Ces fonctions sont supposées être lisses et

detF ̸= 0, T > 0. (4.2.9)

La cohérence avec la seconde loi de la thermodynamique exige que l’inégalité de Clausius-

Duhem
d

dt

∫
P

ρηdx ≥
∫
P

ρ
r

T
dx−

∫
∂P

q · n
T

ds. (4.2.10)

est satisfaite pour tout sous-corps P de B. En particulier, la forme locale de la seconde loi

de la thermodynamique s’écrit

ηt ≥ −div q
T

+
r

T
. (4.2.11)

En combinant (4.2.11) avec (4.2.2), on obtient l’inégalité de dissipation locale

ψt + ηTt − tr{SFt}+
q · ∇T
T

≤ 0. (4.2.12)

La seconde loi de la thermodynamique (Inégalité de Clausius-Duhem) impose des restrictions

sur la forme des relations constitutives pour S, η, ψ, q. Coleman et Mizel [14] et Coleman et

Noll [15] ont montré que la condition nécessaire et suffisante pour que l’inégalité (4.2.12)

est toujours satisfaite, si on a les trois assertions suivantes :

i) Les fonctions Ŝ, η̂ et ψ̂ sont indépendantes du gradient de la temperature ∇T

S = Ŝ(F, T ), ψ = ψ̂(F, T ), η = η̂(F, T ). (4.2.13)

ii) ψ̂ détermine Ŝ par la relation de contrainte

Ŝ =
∂ψ

∂F
(F, T ). (4.2.14)

et η̂ par la relation d’entropie

η̂ = −∂ψ
∂T

(F, T ). (4.2.15)

iii) q obéit à l’inégalité de conduction thermique

q̂(F, T,∇T ) · ∇T ≤ 0, (4.2.16)

où l’exemple typique est la loi de Fourier

q = −κ∇T (4.2.17)

avec κ = κ(F, T ) est le tenseur de conductivité thermique.
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A l’aide des représentations ci-dessus, la loi de conservation de l’énergie (4.2.2) peut être

réécrite comme suit

ψt + Ttη + Tηt − tr(SFt) + divq = r, (4.2.18)

ou

tr(SFt)− ηTt + Ttη + Tηt − tr(SFt) + divq = r, (4.2.19)

ce qui implique

Tηt + divq = r, (4.2.20)

ou

T

[
−∂

2ψ

∂T 2
Tt −

∂2ψ

∂F∂T
Ft

]
+ divq = r. (4.2.21)

L’équation (4.2.1) est principalement un système hyperbolique pour X ; l’équation (4.2.21)

est principalement une équation parabolique pour T.

Au lieu de X la variable U(= X − x) est souvent utilisé. Nous écrirons

ψ(F, T ) = ψ(∇U, θ)

Avec le même symbole ψ, de façon analogue pour les autres fonctions.

Le problème de trouver U et θ devient mathématiquement bien posé, si de plus les

conditions initiales

U(t = 0) = U0, Ut(t = 0) = U1, θ(t = 0) = θ0, (4.2.22)

et les conditions aux limites (si Ω ̸= Rn) sont prescrits, par exemple si ”un milieu assujetti

rigidement avec la température constante sur les limites”

U = 0, θ = 0 sur ∂Ω (condition de Dirichlet), (4.2.23)

ou ”traction libre isolée”

Sν = 0,
∂q

∂ν
= 0 (condition de Neumann), (4.2.24)

ou d’autres combinaisons de conditions aux limites pour U et θ. Ici ν = ν(x) est le vecteur

normal unitaire au point x ∈ ∂Ω.

L’investigation des équations linéarisées jouera un rôle important. Supposons que

|∇u|, |∇ut|, |θ|, |θt|, |∇θ|
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sont petits. En utilisant le dévelopement de Taylor par exemple

∂2ψ

∂(∇u)∂θ
(∇u, θ, x) = ∂2ψ

∂(∇u)∂θ
(0, 0, x) +O(|∇u|+ |θ|) (4.2.25)

la linéarisation du système (4.2.1) et (4.2.21) conduit alors au système (T0 = 1 sans perte

de généralité)

ρUttDTSDU +DTΓθ = ρb,

δθt −∇Tκ∇θ + ΓTDUt = r,
(4.2.26)

où ρ(x) peut être considérée comme une matrice densité symétrique, S = S(x) ∈ M ×M

est une matrice symétrique et définie positive contenant le module élastique (M = 6 dans

R3, Γ = Γ(x) est un vecteur avec les coefficients de détermination que l’on appelle le tenseur

de contrainte thermique, δ = δ(x) est la chaleur spécifique et κ = κ(x) est le tenseur de

conductivité thermique. Toutes les fonctions sont supposées être lisses. D est une abréviation

pour un gradient généralisé

D =



∂1 0 0

0 ∂2 0

0 0 ∂3

0 ∂3 ∂2

∂3 0 ∂1

∂2 ∂1 0


dans R3, D =


∂1 0

0 ∂2

∂2 ∂1

 dans R2, D = ∂1 dans R.

De cette manière, le cas général (linéaire) non homogène et anisotrope est décrit. La contre-

partie linéaire des conditions aux limites (4.2.24) s’écrivent

N T (SDU − Γθ) = 0, νTκ∇θ = 0, (4.2.27)

où N provient du vecteur normal ν de la même façon que D provient du vecteur gradient

∇.

Les modules élastiques Cijkl, i, j, k, l = 1, ..., n qui sont donnés en général par

Cijkl =
∂2ψ

∂(∂juj)∂(∂kul)
(0, 0, x) (4.2.28)

satisfont dans le cas linéaire

Cijkl = Cklij = Cjikl. (4.2.29)
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L’hypothèse de positivité de Cijkl est dans le sens

∃k0 > 0, ∀ξij = ξji ∈ R, ∀x ∈ Ω : ξijCijklξkl ≥ k0

n∑
j,k=1

|ξjk|2, (4.2.30)

ce qui implique que la matrice S = S(x) est uniformément définie positive car

S =



C1111 C1122 C1133 C1123 C1131 C1112

. C2222 C2233 C2223 C2231 C2212

. . C3333 C3323 C3331 C3312

. . . C2323 C2331 C2312

. . . . C3131 C3112

. . . . . C1212


dans R3,

S =


C1111 C1122 C1112

. C2222 C2212

. . C1212

 dans R2, S = C1111 dans R.

Dans le cas simple d’un milieu homogène isotrope, nous avons

S =



2µ+ λ λ λ 0 0 0

. 2µ+ λ λ 0 0 0

. . 2µ+ λ 0 0 0

. . . µ 0 0

. . . . µ 0

. . . . . µ


dans R3,

S =


2µ+ λ λ 0

. 2µ+ λ 0

. . µ

 dans R2, S = τ > 0 dans R.

et le système réduit dans le cas bidimensionnel ou tridimensionnel est donné par :

Utt − µ∆U − (λ+ µ)∇divU + γ∇θ = b,

δθt − κ∆θ + γdivUt = r,
(4.2.31)

où la densité ρ = 1 sans perte de généralité, µ et λ sont les modules de lamé avec µ > 0 et

2µ+ nλ > 0, de plus δ, κ > 0 et γ ̸= 0.
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Dans l’espace unidimensionnel, sous certaines hypothèses, le système linéaire de base

s’écrit comme suit :

Utt − τUxx + γθx = b,

δθt − κθxx + γUtx = r,
(4.2.32)

et le système non linéaire peut s’écrire comme le système suivant :

Utt − a(Ux, θ)Uxx − b(ux, θ)θx = b,

c(Ux, θ)θt − [d(Ux, θ)θx]x + b(Ux, θ)Utx = r.
(4.2.33)

4.3 Thermoélasticité non classique

Dans la théorie classique, on obtient un système couplé hyperbolique-parabolique tel

que le système hyperbolique d’élasticité couplé avec le modèle parabolique classique de

conduction de la chaleur, typiquement donné par la loi de Fourier

q = −κ∇θ, (4.3.1)

qui exprime le flux de chaleur proportionnellement au gradient spatial de température. Alors

dans le cas classique, cette théorie prédit une vitesse infini de propagation de la chaleur.

Autrement dit, toute perturbation thermique en un point a un effet instantané partout dans

le corps. Ceci est physiquement irréaliste et des expériences ont montré que la conduction

de la chaleur dans certains cristaux diélectriques à basse température sont indépendant de

ce paradoxe et des changements de temperature, qui sont presque entièrement thermique, se

propagent à vitesse finie. Ce phénomène dans les cristaux diélectriques est appelé second son.

Il a d’abord été détecté dans l’hélium He, puis dans des cristaux de diélectriques puretés de

floride de sodium Naf, et bismath Bi. La gamme de température, pour laquelle le deuxième

son est détectable, est en fait la propagation tout à fait petite et normale diffusive qui

intervient au-dessus de lui.

Pour remédier à ce paradoxe, de nombreuses théories ont été développés . Les théories

de thermoélasiticité non classique impliquant des équations de transport de chaleur de type

hyperbolique admettant des vitesses finies pour les signaux thermiques ont été formulés soit

par l’incorporation d’un terme de changement de flux dans la loi de Fourier ou bien par

rajout d’une variation de temperature dans les variables constitutives.
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En thermoélasticité de second son , l’énergie libre de Helmholtz ψ donné dans (4.2.4) est

une fonction de (∇u, θ, q) et la loi de transfert de chaleur est donnée par la loi de Cattaneo

[7] au lieu de la loi de Fourier

τqt + q + κ(∇u, θ)∇θ = 0, (4.3.2)

où τ > 0 est le temps de relaxation.

De (4.2.14) et (4.2.15), nous obtenons

S(∇U, θ, q) = ∂ψ

∂(∇U)
(∇U, θ, q), η(∇U, θ, q) = −∂ψ

∂θ
(∇U, θ, q), (4.3.3)

et la loi de conservation de l’énergie (4.2.2) peut être donc réécrite comme suit :

(θ + T0)ηt +
∂ψ

∂q
qt + divq = r, (4.3.4)

ce qui est équivalent à

(θ + T0) [−ψθθθt − tr(Sθ∇Ut)] + [ψq − (θ + T0)ψθq] qt + divq = r. (4.3.5)

Le système d’équations (4.2.1), (4.3.2) et (4.3.5) est purement hyperbolique qui peut s’écrire

dans le cas unidimensionnel comme suit

Utt − a(Ux, θ, q)Uxx + d(Ux, θ, q)θx − α1(Ux, θ)qqx = b,

θt − c(Ux, θ, q)qx + d(Ux, θ, q)Utx − α2(Ux, θ)qqt = r,

τ(Ux, θ)qt + q + κ(Ux, θ)θx = 0.

(4.3.6)

et dans le cas linéaire, le systéme de base est donné par :

Utt − αUxx + βθx = b,

c0θt − γqx + βUtx = r,

τqt + q + κθx = 0,

(4.3.7)

Le système linéaire multidimensionnel (n = 2, 3) est donnée par :

Utt − µ∆U − (µ+ λ)∇(divU) + β∇θ = b,

c0θt − γdivq + βdivUt = r,

τqt + q + κ∇θ = 0.

(4.3.8)
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A la fin du dernier centenaire, Green et Naghdi [26],[27],[28] avait introduit trois nou-

veaux type de théories thermoélastiques basés sur le remplaçement de l’inégalité d’entro-

pie usuelle par une loi sur l’équilibre de l’entropie. Dans chacune de ces théories, le flux

de chaleur est donné par une autre hypothèse constitutive. Comme un résultat les trois

théories obtenus sont respectivement appelés thermoélasticité type I, type II et type III. Ce

développement est effectué d’une manière rationnelle afin d’obtenir une théorie entièrement

compatible qui intégrera la transmission d’impulsion thermique d’une manière très logique

et enlève le paradoxe de la vitesse infinie de propagation de la chaleur induite par la théorie

classique. Lorsque ces théories sont linéarisées, le type I conduit à la conduction de la chaleur

habituelle par la loi de Fourier , le type II conduit à une équation du télégraphe

θtt +
1

τ
θt = c2∆θ (4.3.9)

qui est hyperbolique et transmet des ondes à une vitesse finie c,et le type III conduit à

l’équation de type de Jeffrey

τqt + q + κ∇θ + τκ1∇θt = 0. (4.3.10)

Les deux théories de types II et III pour le flux de chaleur dans un solide rigide fixe ac-

commodent la vitesse d’onde finie, mais seulement le type II n’implique aucune dissipation

d’énergie.

Conformément à la classification utilisée dans [26] pour le flux de la chaleur dans un solide

rigide fixe, la dérivation de Green et Naghdi [27] est appellé thermoélasticité classique (ou

thermoélasticité de type I). Cependant, la procédure qu’ils ont utilisé pour le développement

d’équations constitutives est basée sur la procédure proposée dans [29] qui emploie une loi de

balance de l’entropie et exige la satisfaction de l’équation d’énergie réduite avant d’imposer

toute autre restriction résultante de la seconde loi de la thermodynamique. En outre, ils

ont considéré dans une autre théorie thermoélastique, la partie thermique qui résulte de la

transmission de la chaleur sous forme d’ondes est analogue à celle de la réponse d’un matériau

élastique dans une théorie mécanique. Ils se sont référés à lui comme thermoélasticité sans

dissipation d’énergie (thermoélasticité de type II), car il ne comporte aucune dissipation
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d’énergie. Les modèles unidimensionnel et multidimensionnel sont

Utt − αUxx + βθx = 0,

θtt − κθxx + βUttx = g,
(4.3.11)

et

Utt − µ∆U − (µ+ λ)∇(divU) + β∇θ = 0,

θtt − κ∆θ + βdivUtt = 0
(4.3.12)

respectivement. Plus tard dans [28], Green et Naghdi dérivent des modèles de thermoélasticité

de type III pour les milieux isotrope en utilisant les équations constitutives développées dans

[26].

Le système unidimensionnel est donné par :

Utt − αUxx + βθx = 0,

θtt − κθxx − δθtxx + βUttx = g,
(4.3.13)

et le système multidimensionnel par :

Utt − µ∆U − (µ+ λ)∇(divU) + β∇θ = 0,

θtt − κ∆θ − δ∆θt + βdivUtt = 0.
(4.3.14)
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Chapitre 5

Stabilisation du système de Bresse en

thermoélasticité non-classique

5.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier l’effet thermique sur le comportement asympto-

tique des solutions du système de Bresse avec un terme d’amortissement (damping) supple-

mentaire agissant sur l’équation du déplaçement longitudinal. La dissipation thermique est

décrite soit par la loi de Cattaneo soit par la loi de la thermoélasticité de type III.

Dans la première partie de ce chapitre, on considère le problème de Cauchy du système

de Bresse-Cattaneo



φtt − (φx − ψ − lw)x − k20l (wx − lφ) = 0,

ψtt − a2ψxx − (φx − ψ − lw) +mθx = 0,

wtt − k20 (wx − lφ)x − l (φx − ψ − lw) + δwt = 0,

θt + qx +mψtx = 0,

τqqt + βq + θx = 0,

(5.1.1)

avec les conditions initiales

(φ, φt, ψ, ψt, w, wt, θ, q) (x, 0) = (φ0, φ1, ψ0, ψ1, w0, w1, θ0, q0) , (5.1.2)
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où (x, t) ∈ R×R+, les fonctions φ, ψ et w, désignent, respectivement, le déplacement trans-

versal de la poutre, l’angle de rotation d’un filament de la poutre et le déplacement longi-

tudinal de la poutre, la fonction θ est la température et a, l,m, k0, δ, β sont des constantes

positives. Le système (5.1.1) est le système de Bresse couplé au système de Cattaneo (écrit

en une dimension)[7]  θt + divq = 0,

τqqt + q + κ∇θ = 0.
(5.1.3)

Dans (5.1.3), la première équation représente l’équation d’énergie de la conduction ther-

mique, tandis que la seconde équation est la loi de Cattaneo de la conduction thermique.

Le système (5.1.3) est un système hyperbolique et il est connu comme un modèle alternatif

au système de Fourier  θt + divq = 0,

q + κ∇θ = 0.
(5.1.4)

On sait que l’utilisation de la loi de Cattaneo élimine le paradoxe de la vitesse de propagation

infinie de la loi de Fourier.

Notons ici que les effets dissipatifs introduits par la loi de Cattaneo sont généralement

plus faibles que celles induites par la loi de Fourier.

Le système de Cattaneo (5.1.3) a été utilisé dans différents modèles tels que : équations de

Navier-Stokes [80], Chimiotaxie [19], flux de circulation [45], Gaz thermiquement relaxants[46]

etc..., les scientifiques se posent une question naturelle dans ce contexte :

(Q) :Le couplage avec le système de Cattaneo conduit-il au même comportement comme

le couplage avec la loi de Fourier ?

La réponse à la question ci-dessus a été faite pour certains systèmes. En effet, une

première réponse a été obtenue par Racke [79], où il a montré que la solution du système

thermoélastique classique (la loi de Fourier) se comporte exactement comme la solution du

système thermoélastique de second son (loi de Cattaneo).

Fernández Sare et Racke [24] ont montré que pour les systèmes de Timoshenko-Cattaneo

et Timoshenko-Fourier, sous les mêmes hypothèses sur les paramètres physiques (pour les

deux systèmes), les solutions peuvent avoir des comportements différents.
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Dans [94], M.L. Santos et al ont étudié le système de Timoshenko-Cattaneo avec de

nouvelles hypothèses sur les paramétres physiques et ont montré que la solution a le même

comportement que celle du système de Timoshenko-Fourier.

Dans ce travail, nous voulons étudier le système de Bresse-Cattaneo (5.1.1) et donner

une réponse à la question (Q). En fait, la réponse s’avère positive. En effet, nous montrons

que le même paramètre

α = (τq − 1)(1− a2)− τqm
2 (5.1.5)

obtenu dans [94] pour le système de Timoshenko-Cattaneo contrôle encore le comportement

asymptotique du système (5.1.1). En fait, nous avons montré les estimations de décroissance

suivantes

– Pour α = 0

∥∂kxU(t)∥L2 ≤ C(1 + t)−1/12−k/6∥U0∥L1 + C(1 + t)−ℓ/2∥∂k+ℓx U0∥L2 . (5.1.6)

– Pour α ̸= 0

∥∂kxU(t)∥L2 ≤ C(1 + t)−1/12−k/6∥U0∥L1 + C(1 + t)−ℓ/10∥∂k+ℓx U0∥L2 , (5.1.7)

où k , ℓ sont des entiers positifs satisfaisant k + ℓ ≤ s et C une constante positive et

U = (φx − ψ − lw, φt, aψx, ψt, k0 (wx − lφ) , wt, θ, q)
T .

Si τq = 0, alors le système (5.1.1) se réduit au modèle de Bresse en thermoélasticité

classique qui a été étudié récemment par Said-Houari et Soufyane [87] et les mêmes taux

de décroissance que (5.1.6) et (5.1.7) ont été obtenus sous l’hypothèse a = 1 et a ̸= 1,

respectivement. Il est clair de (5.1.5) que pour τq = 0

α = 0 est équivalent à a = 1.

La démonstration des estimations de décroissance (5.1.6)-(5.1.7) est basée sur la construc-

tion des fonctions de compensation pour capturer la dissipation des composantes de la solu-

tion en utilisant la méthode des multiplicateurs basant sur la construction d’une fonction de

Lyapunov équivalente à l’énergie afin d’obtenir des estimations sur la transformée de Fou-

rier de la solution. Ensuite, nous nous utilisons le théorème de Plancherel et des inégalités

asymptotique pour montrer les estimations de décroissance souhaitées dans le théorème

5.2.1.
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Dans la deuxième partie de ce chapitre, on considère le problème de Cauchy pour le

système de Bresse en thermoélasticité de type III

φtt − (φx − ψ − lw)x − k20l(wx − lφ) = 0, x ∈ R, t > 0

ψtt − a2ψxx − (φx − ψ − lw) +mθx = 0, x ∈ R, t > 0

wtt − k20(wx − lφ)x − l(φx − ψ − lw) + δwt = 0, x ∈ R, t > 0

θtt − k1θxx + βψttx − k2θtxx = 0, x ∈ R, t > 0

(5.1.8)

avec les conditions initiales

(φ, φt, ψ, ψt, w, wt, θ, θt)(x, 0) = (φ0, φ1, ψ0, ψ1, w0, w1, θ0, θ1), (5.1.9)

Toutes les constantes dans (5.1.8) sont positives. En utilisant la même méthode comme dans

le modèle (5.1.1) avec des modifications nécessaires imposées par la nature du système, nous

montrons des estimations de décroissance similaires à (5.1.6)-(5.1.7) avec

U =
(
φx − ψ − lw, φt, aψx, ψt, k0(wx − lφ), wt, θ̃t, θ̃x

)T
où θ̃ est défini par (5.1.10) et nous

avons constaté aussi que les vitesses de propagation d’ondes des deux premières équations du

système (5.1.8) contrôle le taux de décroissance de la solution. De plus, nous montrons que

le taux de décroissance peut être amélioré avec un taux de t−
γ
6 en considérant les données

initiales dans un certain espace à poids. (Voir Théorème 5.3.1 dans la sous-section 5.3.3 et

le théorème 5.3.2 dans la sous section 5.3.4)

Afin de présenter la nature du système dissipatif (5.1.8), nous utilisons la transformation

(voir [82]) :

θ̃(x, t) =

t∫
0

θ(x, s)ds+ χ(x) (5.1.10)

avec la fonction χ := χ(x) satisfaisant

k1χxx = θ1 − k2θ0xx + βψ1x. (5.1.11)

Ensuite, le système (5.1.8) devient (On écrit, pour plus de simplicité, θ au lieu de θ̃)
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

φtt − (φx − ψ − lw)x − k20l(wx − lφ) = 0, x ∈ R, t > 0

ψtt − a2ψxx − (φx − ψ − lw) +mθtx = 0, x ∈ R, t > 0

wtt − k20(wx − lφ)x − l(φx − ψ − lw) + δwt = 0, x ∈ R, t > 0

θtt − k1θxx + βψtx − k2θtxx = 0, x ∈ R, t > 0

(5.1.12)

avec les conditions initiales associées

(φ, φt, ψ, ψt, w, wt, θ, θt)(x, 0) = (φ0, φ1, ψ0, ψ1, w0, w1, θ̃(x, 0), θ̃t(x, 0)). (5.1.13)

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la sous-section 5.2.1 nous montrons des

estimations ponctuelle sur la transformée de Fourier de la solution du système (5.1.1)-(5.1.2).

Notre outil principal pour montrer ces estimations est la méthode de l’énergie dans l’espace

de Fourier. Dans la sous-section 5.2.2, nous discutons du comportement asymptotique de la

solution du système (5.1.1)-(5.1.2). Section 5.3 est consacrée à l’étude du système (5.1.8)-

(5.1.9), premièrement, nous montrons quelques taux de décroissance de la solution et de ses

dérivées spatiales dans la norme L2. En outre, certains taux de décroissance seront montrés

pour certaines données initiales à poids.

5.2 Modèle de Bresse-Cattaneo

5.2.1 Méthode de l’énergie dans l’espace de Fourier

Notre objectif dans cette section est de transformer notre problème initial (5.1.1)-(5.1.2)

en un système de premier ordre ensuite, en appliquant la méthode d’énergie dans l’es-

pace de Fourier pour montrer certaines estimations ponctuelles qui nous aiderons dans la

démonstration des estimations de décroissance de la solution.

On introduit les nouvelles variables

v = φx − ψ − lw, u = φt, z = aψx, y = ψt, ϕ = k0 (wx − lφ) , η = wt (5.2.1)
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Par conséquent, le système (5.1.1) peut s’écrire sous la forme du système de premier ordre

suivant 

vt − ux + y + lη = 0,

ut − vx − lk0ϕ = 0,

zt − ayx = 0,

yt − azx − v +mθx = 0,

ϕt − k0ηx + lk0u = 0,

ηt − k0ϕx − lv + δη = 0,

θt + qx +myx = 0,

τqqt + βq + θx = 0,

(5.2.2)

et les conditions initiales (5.1.2)

(v, u, z, y, ϕ, η, θ, q) (x, 0) = (v0, u0, z0, y0, ϕ0, η0, θ0, q0) (x), (5.2.3)

où

v0 = φ0x − ψ0 − lw0, u0 = φ1, z0 = aψ0x, y0 = ψ1, ϕ0 = k0w0x − lk0φ0, η = w1.

Le problème (5.2.2)-(5.2.3) peut s’écrire sous la forme suivante :

 Ut + AUx + LU = 0,

U(x, 0) = U0(x),
(5.2.4)

où U = (v, u, z, y, ϕ, η, θ, q)T , U0 = (v0, u0, z0, y0, ϕ0, η0, θ0, q0)
T et
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A =



0 −1 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −a 0 0 0 0

0 0 −a 0 0 0 m 0

0 0 0 0 0 −k0 0 0

0 0 0 0 −k0 0 0 0

0 0 0 m 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0



, L =



0 0 0 1 0 l 0 0

0 0 0 0 −lk0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0

0 lk0 0 0 0 0 0 0

−l 0 0 0 0 δ 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 β


En prenant la transformée de Fourier de(5.2.2) et (5.2.3) , on obtient

v̂t − iξû+ ŷ + lη̂ = 0,

ût − iξv̂ − lk0ϕ̂ = 0,

ẑt − aiξŷ = 0,

ŷt − aiξẑ − v̂ +miξθ̂ = 0,

ϕ̂t − iξk0η̂ + lk0û = 0,

η̂t − iξk0ϕ̂− lv̂ + δη̂ = 0,

θ̂t + iξq̂ +miξŷ = 0,

τq q̂t + βq̂ + iξθ̂ = 0,

(5.2.5)

et

(v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, θ̂, q̂)(ξ, 0) = (v̂0, û0, ẑ0, ŷ0, ϕ̂0, η̂0, θ̂0, q̂0)(ξ). (5.2.6)

On définit la fonctionnelle d’énergie par

Ê (ξ, t) :=
1

2
(|v̂|2 + |û|2 + |ẑ|2 + |ŷ|2 + |ϕ̂|2 + |η̂|2 + |θ̂|2 + τq|q̂|2)(ξ, t). (5.2.7)

Lemme 6 Soit (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, θ̂, q̂) une solution de (5.2.5)-(5.2.6). Alors l’énergie Ê (ξ, t)

est une fonction décroissante et satisfait pour tout t ≥ 0

dÊ(ξ, t)

dt
= −β|q̂|2 − δ|η̂|2. (5.2.8)
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Démonstration. Multiplions la première équation de (5.2.5) par ¯̂v, la deuxième équation

par ¯̂u, la troisième équation par ¯̂z, la quatrième équation par ¯̂y, la cinquième équation par
¯̂
ϕ, la sixième équation par ¯̂η, la septième équation par

¯̂
θ, la huitième équation par ¯̂q, en

sommant ces identités et en prenant la partie réelle , on obtient (5.2.8).

Lemme 7 Soit (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, θ̂, q̂) une solution de (5.2.5)-(5.2.6). On définit la fonction-

nelle F1(ξ, t) par

F1(ξ, t) = Re
{
iξ(η̂

¯̂
ϕ+ lϕ̂¯̂y)

}
. (5.2.9)

Alors on a pour tout ε1 > 0 et ε′1 > 0,

dF1(ξ, t)

dt
+ (k0 − ε1)ξ

2|ϕ̂|2

≤ ε′1
ξ2

1 + ξ2
|û|2 + C(ε1)ξ

2(|ẑ|2 + |θ̂|2) + C(ε1, ε
′
1)(1 + ξ2)(|ŷ|2 + |η̂|2). (5.2.10)

Démonstration.Multiplions la cinquième équation de (5.2.5) par−iξ ¯̂η, la sixième équation

par iξ
¯̂
ϕ, en sommant le résultat et en prenant la partie réelle, on obtient

d

dt

{
Re(iξη̂

¯̂
ϕ)
}
+ k0ξ

2(|ϕ̂|2 − |η̂|2)

= Re(ilξv̂
¯̂
ϕ)−Re(iδξη̂

¯̂
ϕ) +Re(ik0lξû¯̂η). (5.2.11)

Ensuite, multiplions la quatrième équation de (5.2.5) par −iξl ¯̂ϕ, la cinquième équation par

iξl ¯̂y, et en prenant la partie réelle de leur somme, on obtient

d

dt
{Re(iξlϕ̂¯̂y)} = −Re(k0lξ2η̂ ¯̂y)−Re(iξk0l

2û¯̂y) +Re(alξ2ẑ
¯̂
ϕ)

−Re(ilξv̂ ¯̂ϕ)−Re(mlξ2θ̂
¯̂
ϕ). (5.2.12)

En ajoutant (5.2.12) à (5.2.11), on obtient

dF1(ξ, t)

dt
+ k0ξ

2(|ϕ̂|2 − |η̂|2)

= −Re(iδξη̂ ¯̂ϕ) +Re(ik0lξû¯̂η) +Re(alξ2ẑ
¯̂
ϕ)−Re(k0lξ

2η̂ ¯̂y)

−Re(iξk0l2û¯̂y)−Re(mlξ2θ̂
¯̂
ϕ). (5.2.13)

En appliquant l’inégalité de Young, on obtient (5.2.10).
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Lemme 8 Soit (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, θ̂, q̂) une solution de (5.2.5)-(5.2.6). On a pour tout ε2 > 0

l’estimation suivante

d

dt
Re{ϕ̂¯̂u}+ (k0l − ε2) |û|2

≤ ε2|v̂|2 + C(ε2)(1 + ξ2)|ϕ̂|2 + C(ε2)ξ
2|η̂|2, (5.2.14)

Démonstration. Multiplions la deuxième équation de (5.2.5) par
¯̂
ϕ, la cinquième équation

par ¯̂u, en sommant les résultats et en prenant la partie réelle, on obtient

d

dt
Re{ϕ̂¯̂u}+ k0l(|û|2 − |ϕ̂|2)

= k0Re(iξû¯̂η) +Re(iξv̂
¯̂
ϕ). (5.2.15)

En appliquant l’inégalité de Young au second membre de (5.2.15), on trouve que (5.2.14)

est vraie pour tout ε2 > 0.

Lemme 9 Pour tout (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, θ̂, q̂) solution de (5.2.5)-(5.2.6), on a les inégalités sui-

vantes :

− d

dt
Re{iξτq q̂ ¯̂θ}+ ξ2(1− ε3)|θ̂|2

≤ ε′3
ξ4

1 + ξ2
|ŷ|2 + C(ε3, ε

′
3)(1 + ξ2)|q̂|2, (5.2.16)

et

− d

dt
Re{iξθ̂ ¯̂y}+ ξ2(m− ε4)|ŷ|2

≤ C(ε′4)(1 + ξ2)|θ̂|2 + ε′4ξ
2|ẑ|2 + C(ε4)ξ

2|q̂|2 + ε′4ξ
2|v̂|2. (5.2.17)

où ε3, ε
′
3, ε4 et ε′4 sont des constantes positives arbitraires.

Démonstration.Multiplions la huitième équation de (5.2.5) par −iξ ¯̂θ, la septième équation

par iξτq ¯̂q, en sommant les résultats et en prenant la partie réelle, on obtient

− d

dt
Re{iξτq q̂ ¯̂θ}+ ξ2

(
|θ̂|2 − τq|q̂|2

)
= Re(iξβq̂

¯̂
θ) +Re(mτqξ

2ŷ ¯̂q). (5.2.18)

En appliquant l’inégalité de Young au second membre de (5.2.18), on déduit que (5.2.16)

est vraie pour tout ε3, ε
′
3 > 0.
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Ensuite, multiplions la septième équation de (5.2.5) par −iξ ¯̂y, la quatrième équation par

iξ
¯̂
θ, en sommant les résultats et en prenant la partie réelle, on obtient

− d

dt
Re{iξθ̂ ¯̂y}+mξ2

(
|ŷ|2 − |θ̂|2

)
= −Re(ξ2q̂ ¯̂y)−Re(aξ2ẑ

¯̂
θ) +Re(iξv̂

¯̂
θ). (5.2.19)

Par l’inégalité de Young, on obtient (5.2.17) pour tout ε4, ε
′
4 > 0.

Lemme 10 Soit (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, θ̂, q̂) une solution de (5.2.5)-(5.2.6). Soit

α = (τq − 1)(1− a2)− τqm
2.

On définit la fonctionnelle F4(ξ, t) par

F4(ξ, t) = τqalF2(ξ, t) + ξ2F3(ξ, t), (5.2.20)

où

F3(ξ, t) = Re

{
−τqŷ¯̂v − τqaû¯̂z +m

(
τq +

1

m2
− a2

m2

)
θ̂ ¯̂u

}
−(1− a2)

m
Re(τqv̂ ¯̂q)

et

F2(ξ, t) = Re
{
iξ(lŷ ¯̂z + ẑ ¯̂η)

}
.

Alors, on a

dF4(ξ, t)

dt
+ τqa

2l2ξ2|ẑ|2 + τqξ
2|v̂|2 − τq(a

2l2 + 1)ξ2|ŷ|2

= τq(1− a2)lRe(ξ2ŷ ¯̂η) + τqRe(ialδξη̂ ¯̂z) + τqRe(aml
2ξ2θ̂ ¯̂z) + αRe(iξ3ŷ ¯̂u)

+
α

m
Re(iξ3û¯̂q) +

β(1− a2)

m
Re(ξ2q̂ ¯̂v) +

τq(1− a2)

m
Re(ξ2ŷ ¯̂q)

+
τq(1− a2)

m
Re(lξ2η̂ ¯̂q) +mlk0

(
τq +

1

m2
− a2

m2

)
Re(ξ2ϕ̂

¯̂
θ), (5.2.21)

Démonstration. Multiplions la troisième équation de (5.2.5) par −ilξ ¯̂y, la quatrième

équation par ilξ ¯̂z et en prenant la partie réelle de leur somme , on obtient

d

dt
{Re(ilξŷ ¯̂z)}+ alξ2(|ẑ|2 − |ŷ|2) = Re(ilξv̂ ¯̂z) +Re(mlξ2θ̂ ¯̂z). (5.2.22)
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Ensuite, multiplions la sixième équation de (5.2.5) par −iξ ¯̂z, la troisième équation par iξ ¯̂η,

on trouve que

d

dt
{Re(iξẑ ¯̂η)} = Re(k0ξ

2ϕ̂¯̂z)−Re(ilξv̂ ¯̂z) +Re(iδξη̂ ¯̂z)−Re(aξ2ŷ ¯̂η). (5.2.23)

En sommant (5.2.23) et (5.2.22), on obtient

dF2(ξ, t)

dt
+ alξ2(|ẑ|2 − |ŷ|2)

= Re(k0ξ
2ϕ̂¯̂z)−Re(aξ2ŷ ¯̂η) +Re(iδξη̂ ¯̂z) +Re(mlξ2θ̂ ¯̂z). (5.2.24)

Multiplions la quatrième équation de (5.2.5) par −¯̂v, la première équation par −¯̂y et en

prenant la partie réelle de leur somme, on aura

− d

dt
{Re(ŷ¯̂v)}+ |v̂|2 − |ŷ|2

= −Re(iξû¯̂y)−Re(iaξẑ ¯̂v) +Re(imξθ̂¯̂v) +Re(lη̂ ¯̂y). (5.2.25)

Ensuite, multiplions la deuxième équation dans (5.2.5) par −a¯̂z, la troisième équation par

−a¯̂u et en prenant la partie réelle de leur somme, on obtient

− d

dt
{Re(aû¯̂z)} = −Re(iaξv̂ ¯̂z)−Re(ak0lϕ̂¯̂z)−Re(ia2ξŷ ¯̂u). (5.2.26)

Par conséquent, multiplions la septième équation dans (5.2.5) par m¯̂u, la deuxième équation

par m
¯̂
θ et en prenant la partie réelle de leur somme , on trouve comme ci-dessus

d

dt
{Re(mθ̂ ¯̂u)} = −Re(imξq̂ ¯̂u)−Re(im2ξŷ ¯̂u) +Re(imξv̂

¯̂
θ) +Re(lmk0ϕ̂

¯̂
θ). (5.2.27)

Multiplions la neuvième équation dans (5.2.5) par −¯̂v, la première équation par −τq ¯̂q, on

trouve comme ci-dessus

d

dt
{Re(−τqv̂ ¯̂q)} = Re(βq̂ ¯̂v) +Re(iξθ̂¯̂v)−Re(iτqξû¯̂q)

+Re(τqŷ ¯̂q) +Re(τqlη̂ ¯̂q). (5.2.28)

Calculons τq(5.2.25)+τq(5.2.26)+(τq +
1
m2 − a2

m2 )(5.2.27) +
(1−a2)
m

(5.2.28), on obtient

dF3(ξ, t)

dt
+ τq|v̂|2 − τq|ŷ|2

= αRe(iξŷ ¯̂u) + τqlRe(η̂ ¯̂y)− τqRe(ak0lϕ̂¯̂z)

+
α

m
Re(iξû¯̂q) +

β(1− a2)

m
Re(q̂¯̂v) +

τq(1− a2)

m
Re(ŷ ¯̂q)

+
τq(1− a2)

m
Re(lη̂ ¯̂q) +mlk0

(
τq +

1

m2
− a2

m2

)
Re(ϕ̂

¯̂
θ). (5.2.29)

74



Multiplions (5.2.24) par τqal et (5.2.29) par ξ2 et en sommant les résultats, on obtient

(5.2.21). Ceci achève la démonstration du lemme10.

Notre résultat prinicipal est basé sur la proposition suivante inspirée du travail de K. Ide,

K. Haramoto et S. Kawashima [40]

Proposition 10 Soit (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, θ̂, q̂) une solution de (5.2.5)-(5.2.6) et

α = (τq − 1)(1− a2)− τqm
2.

Alors, pour tout t ≥ 0 et ξ ∈ R, on a les estimations ponctuelle suivantes :

Ê(ξ, t) ≤


Ce−cρ1(ξ)tÊ(ξ, 0), ρ1(ξ) =

ξ6

(1 + ξ2)4
, si α = 0,

Ce−cρ2(ξ)tÊ(ξ, 0), ρ2(ξ) =
ξ6

(1 + ξ2)8
, si α ̸= 0,

(5.2.30)

où C et c sont des constantes positives.

Démonstration. Pour montrer la Proposition 10, on considère les deux cas, α = 0 et α ̸= 0

séparement.

Cas 1. α = 0. Dans ce cas, (5.2.21) s’écrit sous la forme

dF4(ξ, t)

dt
+ (τqa

2l2 − ε5)ξ
2|ẑ|2 + (τq − ε5)ξ

2|v̂|2

≤ C(ε5)ξ
2|ŷ|2 + C(ε5)(1 + ξ2)|η̂|2 + C(ε5)ξ

2|q̂|2

+ε′5
ξ4

1 + ξ2
|ϕ̂|2 + C(ε5, ε

′
5)(1 + ξ2)|θ̂|2. (5.2.31)

On définit la fonctionnelle de Lyapunov L1(ξ, t) par

L1(ξ, t) = N1(1 + ξ2)Ê(ξ, t) +
ξ4

(1 + ξ2)2

{
F1(ξ, t) + µ2

ξ2

1 + ξ2
Re(ϕ̂¯̂u)

}
+µ3Re(−iξτq q̂ ¯̂θ) + µ4

ξ2

(1 + ξ2)
Re(−iξθ̂ ¯̂y) + µ5

ξ2

(1 + ξ2)
F4(ξ, t). (5.2.32)

où µi, (i = 2, ..., 5) et N1 sont des constantes positives qui seront choisi ultérieurement.
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En dérivant la fonctionnelle L1(ξ, t) par rapport à t et en utilisant (5.2.8), (5.2.10),

(5.2.14), (5.2.17), (5.2.16) et (5.2.31), on obtient

dL1(ξ, t)

dt
+
{
(k0 − ε1)− µ2C(ε2)− µ5ε

′
5

} ξ6

(1 + ξ2)2
|ϕ̂|2

+
{
µ2(k0l − ε2)− ε′1

} ξ6

(1 + ξ2)3
|û|2

+
{
µ3(1− ε3)− µ4C(ε

′
4)− C(ε1)− µ5C(ε5, ε

′
5)
}
ξ2|θ̂|2

+
{
µ4(m− ε4)− C(ε1, ε

′
1)− µ3ε

′
3 − µ5C(ε5)

} ξ4

(1 + ξ2)
|ŷ|2

+
{
µ5(τqa

2l2 − ε5)− µ4ε
′
4 − C(ε1)

} ξ4

(1 + ξ2)
|ẑ|2

+
{
µ5(τq − ε5)− µ2ε2 − µ4ε

′
4)
} ξ4

(1 + ξ2)
|v̂|2

≤
{
C(ε1, ε

′
1, ε2, ε5, µ2, µ5)−N1δ

}
(1 + ξ2)|η̂|2 (5.2.33)

+
{
C(ε4, ε3, ε

′
3, ε5, µ4, µ3, µ5)−N1β

}
(1 + ξ2)|q̂|2.

Dans les estimations ci-dessus, nous avons utilisé plusieurs inégalités triviales, telles que

ξ2

1+ξ2
≤ min(1, ξ2). À ce stade, nous devons choisir soigneusement nos constantes dans

(5.2.33). En choisissant ε1, ε2, ε3, ε4 et ε5 assez petit tels que

ε1 < k0, ε2 < k0l, ε3 < 1, ε4 < m, ε5 < min
{
τq, τqa

2l2
}
. (5.2.34)

Ensuite, on prend µ2 assez petit tel que

µ2 <
k0 − ε1
C(ε2)

. (5.2.35)

et on fixe µ5 assez grand tel que

µ5 > max

{
C(ε1)

τqa2l2 − ε5
,
µ2ε2
τq − ε5

}
. (5.2.36)

Après cela, nous choisissons ε′1 assez petit tel que

ε′1 < µ2(k0l − ε2). (5.2.37)

En outre, nous choisissons µ4 assez grand tel que

µ4(m− ε4) > C(ε1, ε
′
1) + µ5C(ε5). (5.2.38)
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Une fois µ4 est fixé, on choisit ε′4 assez petit tel que

ε′4 < min

{
µ5(τqa

2l2 − ε5)− C(ε1)

µ4

,
µ5(τq − ε5)− µ2ε2

µ4

}
. (5.2.39)

Ensuite, on choisit ε′5 assez petit tel que

ε′5 <
(k0 − ε1)− µ2C(ε2)

µ5

. (5.2.40)

Une fois ε′5 est fixé, on choisit µ3 assez grand tel que

µ3 >
µ4C(ε

′
4) + C(ε1) + µ5C(ε5, ε

′
5)

1− ε3
. (5.2.41)

On choisit ε′3 assez petit tel que

ε′3 <
µ4(m− ε4)− C(ε1, ε

′
1)− µ5C(ε5)

µ3

. (5.2.42)

Une fois toutes les constantes ci-dessus sont fixés, nous choisissons N1 assez grand tel que

N1 > max

{
C(ε1, ε

′
1, ε2, ε5, µ2, µ5)

δ
,
C(ε3, ε

′
3, ε5, ε4, µ3, µ4, µ5)

β

}
. (5.2.43)

Par conséquent, on en déduit qu’il existe une constante positive λ telle que

dL1(ξ, t)

dt
+ λQ1(ξ, t) ≤ 0, ∀t ≥ 0, (5.2.44)

où

Q1(ξ, t) =
ξ6

(1 + ξ2)2
|ϕ̂|2 + ξ6

(1 + ξ2)3
|û|2 + (1 + ξ2)(|η̂|2 + |q̂|2)

+
ξ4

(1 + ξ2)

(
|ẑ|2 + |v̂|2 + |ŷ|2

)
+ ξ2|θ̂|2. (5.2.45)

Il est facile de voir que, pour tout t ≥ 0 et pour tout ξ ∈ R, on a

Q1(ξ, t) ≥
ξ6

(1 + ξ2)3

(
|û|2 + |ẑ|2 + |ŷ|2 + |θ̂|2 + |v̂|2 + |ϕ̂|2 + |η̂|2 + |q̂|2

)
. (5.2.46)

En combinant (5.2.8), (6.3.21) et (5.2.46), on déduit qu’il existe une constante positive

λ1 > 0 telle que pour tout t ≥ 0, On a

dL1(ξ, t)

dt
≤ −λ1

ξ6

(1 + ξ2)3
Ê(ξ, t), ∀t ≥ 0. (5.2.47)
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D’autre part, nous avons pour N1 assez grand, l’existence de deux constantes positives β1,

β2 telle que pour tout t ≥ 0 ;

β1(1 + ξ2)Ê(ξ, t) ≤ L1(ξ, t) ≤ β2(1 + ξ2)Ê(ξ, t), ∀t ≥ 0, (5.2.48)

avec β1 = N1 − C1 et β2 = N1 + C1. Maintenant, En combinant les estimations (5.2.48) et

(5.2.47), on trouve que

dL1(ξ, t)

dt
≤ −λ1

β1
ρ1(ξ)L1(ξ, t), ∀t ≥ 0, (5.2.49)

et par intégration par parties on aura

L1(ξ, t) ≤ Ce−cρ1(ξ)tL1(ξ, 0), ∀t ≥ 0. (5.2.50)

En utilisant une nouvelle fois l’estimation (5.2.48) avec (5.2.50), on déduit la première

estimation de la proposition 10.

Cas 2. α ̸= 0

Dans ce cas (5.2.21) est estimée par

dF4(ξ, t)

dt
+ (τqa

2l2 − ε6)ξ
2|ẑ|2 + (τq − ε6)ξ

2|v̂|2

≤ ε′6
ξ4

(1 + ξ2)2
|û|2 + C(ε6, ε

′
6)ξ

2(1 + ξ2)2|ŷ|2 + C(ε6)(1 + ξ2)|η̂|2

+ε′6
ξ4

1 + ξ2
|ϕ̂|2 + C(ε6, ε

′
6)(1 + ξ2)|θ̂|2

+C(ε6, ε
′
6)ξ

2(1 + ξ2)2|q̂|2, (5.2.51)

où nous avons utilisé les estimations∣∣αRe(iξ3û¯̂y)∣∣ ≤ ε′6
ξ4

(1 + ξ2)2
|û|2 + C(ε′6)ξ

2(1 + ξ2)2|ŷ|2,

∣∣∣ α
m
Re(iξ3û¯̂q)

∣∣∣ ≤ ε′6
ξ4

(1 + ξ2)2
|û|2 + C(ε′6)ξ

2(1 + ξ2)2|q̂|2

et ∣∣∣∣mlk0(τq + 1

m2
− a2

m2

)
Re(ξ2ϕ̂

¯̂
θ)

∣∣∣∣ ≤ ε′6
ξ4

1 + ξ2
|ϕ̂|2 + C(ε′6)(1 + ξ2)|θ̂|2,

pour tout ε′6 > 0.

Ainsi, en utilisant l’estimation∣∣Re(mτqξ2ŷ ¯̂q)∣∣ ≤ ε′3
ξ4

(1 + ξ2)2
|ŷ|2 + C(ε′3)(1 + ξ2)2|q̂|2,
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(5.2.16) peut être réécrite comme

− d

dt
Re{iξτq q̂ ¯̂θ}+ ξ2(1− ε3)|θ̂|2

≤ ε′3
ξ4

(1 + ξ2)2
|ŷ|2 + C(ε3, ε

′
3)(1 + ξ2)2|q̂|2. (5.2.52)

De même, (5.2.17) peut être réécrite comme suit

d

dt
Re(−iξθ̂ ¯̂y) + (m− ε4)ξ

2|ŷ|2

≤ ε′4
ξ2

(1 + ξ2)2
|v̂|2 + ε′4

ξ2

(1 + ξ2)2
|ẑ|2

+C(ε′4)(1 + ξ2)2|θ̂|2 + C(ε4)ξ
2|q̂|2, (5.2.53)

où nous avons utilisé l’estimation∣∣∣−Re(aξ2ẑ ¯̂θ) +Re(iξv̂
¯̂
θ)
∣∣∣ ≤ ε′4

ξ2

(1 + ξ2)2
|ẑ|2 + C(ε′4)(1 + ξ2)2|θ̂|2.

Enfin, nous définissons la fonctionelle de Lyapunov L2(ξ, t) par

L2(ξ, t) = N2(1 + ξ2)2Ê(ξ, t) +
ξ4

(1 + ξ2)5

{
F1(ξ, t) + µ̃2

ξ2

1 + ξ2
Re(ϕ̂¯̂u)

}
+µ̃3Re(−iξτq q̂ ¯̂θ) + µ̃4

ξ2

(1 + ξ2)2
Re(−iξθ̂ ¯̂y) + µ̃5

ξ2

(1 + ξ2)4
F4(ξ, t).

où µ̃i, (i = 2, ..., 5) et N2 sont des constantes positives qui seront fixées ultérieurement.

En dérivant la fonctionnelle L2(ξ, t) par rapport à t et en utilisant (5.2.8), (5.2.10),

(5.2.14), (5.2.53), (5.2.52) et (5.2.51), on obtient

dL2(ξ, t)

dt
+
{
(k0 − ε1)− µ̃2C(ε2)− µ̃5ε

′
6

} ξ6

(1 + ξ2)5
|ϕ̂|2

+
{
µ̃2(k0l − ε2)− ε′1 − µ̃5ε

′
6

} ξ6

(1 + ξ2)6
|û|2

+
{
µ̃3(1− ε3)− µ̃4C(ε

′
4)− C(ε1)− µ̃5C(ε6, ε

′
6)
}
ξ2|θ̂|2

+
{
µ̃4(m− ε4)− C(ε1, ε

′
1)− µ̃3ε

′
3 − µ̃5C(ε6, ε

′
6)
} ξ4

(1 + ξ2)2
|ŷ|2

+
{
µ̃5(τqa

2l2 − ε6)− µ̃4ε
′
4 − C(ε1)

} ξ4

(1 + ξ2)4
|ẑ|2

+
{
µ̃5(τq − ε6)− µ̃2ε2 − µ̃4ε

′
4)
} ξ4

(1 + ξ2)4
|v̂|2

≤
{
C(ε1, ε

′
1, ε2, ε6, µ̃2, µ̃5)−N2δ

}
(1 + ξ2)2|η̂|2 (5.2.54)

+
{
C(ε4, ε3, ε

′
3, ε6, ε

′
6, µ̃4, µ̃3, µ̃5)−N2β

}
(1 + ξ2)2|q̂|2.
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Nous choisissons nos constantes dans (5.2.54) comme suit : soient ε1, ε2, ε3, ε4 et ε6 assez

petits de telle sorte que

ε1 < k0, ε2 < k0l, ε3 < 1, ε4 < m, ε6 < min
{
τq, τqa

2l2
}
. (5.2.55)

Ensuite, on prend µ̃2 suffisamment petit de telle sorte que

µ̃2 <
k0 − ε1
C(ε2)

. (5.2.56)

et on fixe µ̃5 suffisamment grand de telle sorte que

µ̃5 > max

{
C(ε1)

τqa2l2 − ε6
,
µ̃2ε2
τq − ε6

}
. (5.2.57)

on peut alors choisir ε′1 et ε′6 suffisamment petit de telle sorte que

ε′1 < µ̃2(k0l − ε2), ε′6 < min

{
µ̃2(k0l − ε2)− ε′1

µ̃5

,
(k0 − ε1)− µ̃2C(ε2)

µ̃5

}
. (5.2.58)

En outre, nous choisissons µ̃4 suffisamment grand de telle sorte que

µ̃4(m− ε4) > C(ε1, ε
′
1) + µ̃5C(ε6, ε

′
6). (5.2.59)

Une fois µ̃4 est fixé, on choisit ε′4 suffisamment petit de telle sorte que

ε′4 < min

{
µ̃5(τqa

2l2 − ε6)− C(ε1)

µ̃4

,
µ̃5(τq − ε6)− µ̃2ε2

µ̃4

}
. (5.2.60)

Ensuite, nous choisissons µ̃3 assez grand telle que

µ̃3 >
µ̃4C(ε

′
4) + C(ε1) + µ̃5C(ε6, ε

′
6)

1− ε3
. (5.2.61)

alors on peut choisir ε′3 assez petit tel que

ε′3 <
µ̃4(m− ε4)− C(ε1, ε

′
1)− µ̃5C(ε6, ε

′
6)

µ̃3

. (5.2.62)

Une fois toutes les constantes ci-dessus sont fixées, nous choisissons N2 assez grand tel que

N2 > max

{
C(ε1, ε

′
1, ε2, ε6, µ̃2, µ̃5)

δ
,
C(ε4, ε3, ε

′
3, ε6, ε

′
6, µ3, µ4, µ5)

β

}
. (5.2.63)

Par conséquent, on en déduit qu’il existe une constante positive λ̃ > 0, telle que

dL2(ξ, t)

dt
+ λ̃Q2(ξ, t) ≤ 0, ∀t ≥ 0, (5.2.64)

80



où

Q2(ξ, t) =
ξ6

(1 + ξ2)5
|ϕ̂|2 + ξ6

(1 + ξ2)6
|û|2 + ξ4

(1 + ξ2)4
(|ẑ|2 + |v̂|2)

+
ξ4

(1 + ξ2)2
|ŷ|2 + ξ2|θ̂|2 + (1 + ξ2)2(|η̂|2 + |q̂|2). (5.2.65)

Il est facile de voir maintenant que, pour tout t ≥ 0 et pour tout ξ ∈ R, on a

Q2(ξ, t) ≥
ξ6

(1 + ξ2)6

(
|û|2 + |ẑ|2 + |ŷ|2 + |θ̂|2 + |v̂|2 + |ϕ̂|2 + |η̂|2 + |q̂|2

)
. (5.2.66)

D’autre part, il existe deux constantes positives, β3 et β4, de telle sorte que, pour tout t ≥ 0,

β3(1 + ξ2)2Ê(ξ, t) ≤ L2(ξ, t) ≤ β4(1 + ξ2)2Ê(ξ, t). (5.2.67)

En combinant (5.2.7), (5.2.64),(5.2.66) et (5.2.67), on obtient la seconde estimation dans

(5.2.30), ce qui complète la démonstration de la Proposition 10.

5.2.2 Résultat principal

Dans cette section, on montre quelques estimations de décroissance de l’énergie du

système (5.1.1)-(5.1.2).

Théorème 5.2.1 Soit s un entier positif et

α = (τq − 1)(1− a2)− τqm
2,

on suppose que U0 ∈ Hs(R)∩L1(R). Alors, la solution U du problème (5.1.1)-(5.1.2) satisfait

les estimations de décroissance suivantes :

– Pour α = 0

∥∂kxU(t)∥L2 ≤ C(1 + t)−1/12−k/6∥U0∥L1 + C(1 + t)−ℓ/2∥∂k+ℓx U0∥L2 . (5.2.68)

– Pour α ̸= 0

∥∂kxU(t)∥L2 ≤ C(1 + t)−1/12−k/6∥U0∥L1 + C(1 + t)−ℓ/10∥∂k+ℓx U0∥L2 , (5.2.69)

où k et ℓ sont des entiers positifs satisfaisant k + ℓ ≤ s et C est une constante positive.
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5.2.3 Démonstration du Théorème 5.2.1

Dans cette section, nous montrons le théorème5.2.1. Nos principaux outils sont les esti-

mations de décroissance de l’image de Fourier de la solution obtenue dans la proposition 10

et quelques estimations intégrales.

Tout d’abord, nous supposons que α = 0. En appliquant le théorème de Plancherel et

en observant que |Û(ξ, t)|2 et Ê(ξ, t) sont équivalentes et en utilisant la première estimation

dans (5.2.30), on obtient

∥∂kxU(t)∥2L2 =

∫
R

|ξ|2k|Û(ξ, t)|2dξ

≤ C

∫
R

|ξ|2ke−cρ1(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ

= C

∫
|ξ|≤1

|ξ|2ke−cρ1(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ + C

∫
|ξ|≥1

|ξ|2ke−cρ1(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ

= I1 + I2. (5.2.70)

L’intégrale est divisé en deux parties : la partie basse fréquence (|ξ| ≤ 1) et la partie à haute

fréquence (|ξ| ≥ 1). Comme ρ1(ξ) ≥ 1
16
ξ6, pour |ξ| ≤ 1, alors que nous avons pour la partie

à basse fréquence

I1 ≤ C

∫
|ξ|≤1

|ξ|2ke−
1
16

|ξ|6t|Û(ξ, 0)|2dξ ≤ C∥Û0∥2L∞

∫
|ξ|≤1

|ξ|2ke−
1
16

|ξ|6tdξ. (5.2.71)

Puis, en utilisant l’inégalité suivante∫
|ξ|≤1

|ξ|αe−c|ξ|λtdξ ≤ (1 + t)−(α+1)/λ, (5.2.72)

on estime I1 par

I1 ≤ C∥U0∥2L1(1 + t)−
1
6
− k

3 . (5.2.73)

Pour estimer le terme I2, nous utilisons l’inégalité ρ1(ξ) ≥ 1
16
ξ−2, pour |ξ| ≥ 1 pour obtenir

I2 ≤ C

∫
|ξ|≥1

|ξ|2ke−c
1
16
ξ−2t|Û(ξ, 0)|2dξ. (5.2.74)

En utilisant l’inégalité

sup
|ξ|≥1

{
|ξ|−2ℓe−cξ

−2t
}
≤ C(1 + t)−ℓ, (5.2.75)
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on obtient

I2 ≤ sup
|ξ|≥1

{
|ξ|−2ℓe−

1
16
ξ−2t
} ∫
|ξ|≥1

|ξ|2(k+ℓ)|Û(ξ, 0)|2dξ

≤ C(1 + t)−ℓ∥∂k+ℓx U0∥22. (5.2.76)

En remplaçant (5.2.73) et (5.2.76) dans (5.2.70), on obtient (5.2.68).

Ensuite, nous supposons que α ̸= 0, alors ρ2(ξ) ≥ cξ6, pour |ξ| ≤ 1,

ρ2(ξ) ≥ cξ−10, pour |ξ| ≥ 1,
(5.2.77)

où c > 0. Comme ci-dessus, en utilisant la seconde estimation de (5.2.30), on obtient

∥∂kxU(t)∥2L2 =

∫
R

|ξ|2k|Û(ξ, t)|2dξ

≤ C

∫
R

|ξ|2ke−cρ2(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ

= C

∫
|ξ|≤1

|ξ|2ke−cρ2(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ + C

∫
|ξ|≥1

|ξ|2ke−cρ2(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ

= J1 + J2. (5.2.78)

La partie à basse fréquence J1 est estimé comme I1, on a

J1 ≤ C∥U0∥21(1 + t)−
1
6
− k

3 . (5.2.79)

Pour la partie à haute fréquence J2, en utilisant la seconde inégalité de (5.2.77), on déduit

J2 ≤ C

∫
|ξ|≥1

|ξ|2ke−cξ−10t|Û(ξ, 0)|2dξ (5.2.80)

En utilisant l’inégalité

sup
|ξ|≥1

{
|ξ|−2ℓe−cξ

−10t
}
≤ C(1 + t)−

ℓ
5 , (5.2.81)

on obtient

J2 ≤ C sup
|ξ|≥1

{
|ξ|−2le−cξ

−10t
} ∫
|ξ|≥1

|ξ|2(k+l)|Û(ξ, 0)|2dξ

≤ C(1 + t)−
ℓ
5∥∂k+ℓx U0∥2L2 . (5.2.82)

En combinant les estimations (5.2.79) et (5.2.82), alors la seconde estimation (5.2.69) est

établie. Ceci achève la démonstration du Théorème 5.2.1.
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5.3 Modèle de Bresse en thermoélasticité de type III

5.3.1 Position du problème

Dans cette sous-section, on considère le problème(5.1.12)-(5.1.13). On procéde par la

même méthode utilisée dans la section précédente. on réécrit notre problème sous forme

d’un système de premier ordre (en temps) en introduisant les nouvelles fonctions suivantes :

v = φx − ψ − lw, u = φt, z = aψx, y = ψt,

ϕ = k0(wx − lφ), η = wt, ϑ = θt, σ = θx.

Par conséquent le système (5.1.12) peut s’écrire sous la forme :

vt − ux + y + lη = 0,

ut − vx − k0lϕ = 0,

zt − ayx = 0,

yt − azx − v +mϑx = 0,

ϕt − k0ηx + k0lu = 0,

ηt − k0ϕx − lv + δη = 0,

ϑt − k1σx + βyx − k2ϑxx = 0,

σt − ϑx = 0,

(5.3.1)

et les conditions initiales correspondantes deviennent

(v, u, z, y, ϕ, η, ϑ, σ)(x, 0) = (v0, u0, z0, y0, ϕ0, η0, ϑ0, σ0)(x) (5.3.2)

avec

v0 = φ0,x − ψ0 − lw0, u0 = φ1, z0 = aψ0,x, y0 = ψ1,

ϕ0 = k0(w0,x − lφ0), η0 = w1, ϑ0 = θ1, σ0 = θ0,x

Le problème (5.3.1)-(5.3.2) peut aussi s’écrire sous la forme d’un système hyperbolique-

parabolique de premier ordre (en temps) : Ut + AUx + LU = BUxx,

U(x, 0) = U0(x)
(5.3.3)
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où U = (v, u, z, y, ϕ, η, ϑ, σ)T , U0 = (v0, u0, z0, y0, ϕ0, η0, ϑ0, σ0)
T et

A =



0 −1 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −a 0 0 0 0

0 0 −a 0 0 0 m 0

0 0 0 0 0 −k0 0 0

0 0 0 0 −k0 0 0 0

0 0 0 β 0 0 0 −k1
0 0 0 0 0 0 −1 0



, L =



0 0 0 1 0 l 0 0

0 0 0 0 −k0l 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0

0 k0l 0 0 0 0 0 0

−l 0 0 0 0 δ 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


(5.3.4)

B =



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 k2 0

0 0 0 0 0 0 0 0



(5.3.5)

En prenant la transformée de Fourier du système (5.3.3), on obtient Ût + iξAÛ + LÛ = −ξ2BÛ,

Û(ξ, 0) = Û0(ξ),
(5.3.6)
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où Û(ξ, t) = (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, ϑ̂, σ̂)T (ξ, t). La première équation de (5.3.6) peut être reécrite

comme suit : 

v̂t − iξû+ ŷ + lη̂ = 0,

ût − iξv̂ − k0lϕ̂ = 0,

ẑt − iaξŷ = 0,

ŷt − iaξẑ − v̂ + imξϑ̂ = 0,

ϕ̂t − ik0ξη̂ + k0lû = 0,

η̂t − ik0ξϕ̂− lv̂ + δη̂ = 0,

ϑ̂t − ik1ξσ̂ + iξβŷ + ξ2k2ϑ̂ = 0,

σ̂t − iξϑ̂ = 0,

(5.3.7)

L’énergie associée au système (5.3.6) est définie par

Ê(ξ, t) =
1

2

{
β|v̂|2 + β|û|2 + β|ẑ|2 + β|ŷ|2 + β|ϕ̂|2 + β|η̂|2 +m|ϑ̂|2 +mk1|σ̂|2

}
(5.3.8)

Lemme 11 Soit Û(ξ, t) une solution de (5.3.6), alors l’énergie Ê(ξ, t) est une fonction

décroissante et satisfait pour tout t ≥ 0

dÊ(ξ, t)

dt
≤ −βδ|η̂|2 − ξ2mk2|ϑ̂|2. (5.3.9)

Démonstration. En multipliant la première équation de (5.3.7) par β ¯̂v, la seconde équation

par β ¯̂u, la troisième équation par β ¯̂z, la quatrième équation par β ¯̂y, la cinquième équation

par β
¯̂
ϕ, la sixième équation par β ¯̂η, la septième équation par m

¯̂
ϑ et la huitième équation

par k1m¯̂σ, en sommant les résultats et en prenant la partie réelle, d’ou (6.3.7) . Ceci achève

la démonstration du Lemme 11.

5.3.2 Méthode de l’énergie dans l’espace de Fourier

Dans la proposition suivante, on donne les estmations ponctuelle de la fonctionnelle

Ê(ξ, t)
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Proposition 11 Soit (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, ϑ̂, σ̂) est une solution de (5.3.7). Alors pour tout t ≥ 0

et ξ ∈ R, on a les estimations ponctuelles suivantes :

Ê(ξ, t) ≤

 Ce−cρ1(ξ)tÊ(ξ, 0), si a = 1

Ce−cρ2(ξ)tÊ(ξ, 0), si a ̸= 1
(5.3.10)

où

ρ1(ξ) =
ξ6

(1 + ξ2)4
, ρ2(ξ) =

ξ6

(1 + ξ2)7

et C,c sont des constantes positives.

Afin de démontrer la Proposition 11, nous avons besoin de plusieurs lemmes.

Lemme 12 Soit (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, ϑ̂, σ̂) une solution de (5.3.7) et soit

F1(ξ, t) = Re
{
iξ(η̂

¯̂
ϕ+ l ¯̂yϕ̂)

}
. (5.3.11)

Alors, pour tout ε1, ε
′
1 > 0, nous avons l’estimation suivante :

dF1(ξ, t)

dt
+ (k0 − ε1)ξ

2|ϕ̂|2

≤ ε′1
ξ2

1 + ξ2
|û|2 + C(ε1)ξ

2
(
|ẑ|2 + |ϑ̂|2

)
+C(ε1, ε

′
1)(1 + ξ2)(|ŷ|2 + |η̂|2). (5.3.12)

Démonstration. En multipliant la cinquième équation de (5.3.7) par −iξ ¯̂η, la sixième

équation par iξ
¯̂
ϕ en sommant les résultats et en prenant la partie réelle, on obtient

d

dt

{
Re(iξη̂

¯̂
ϕ)
}
+ k0ξ

2
(
|ϕ̂|2 − |η̂|2

)
= Re(ilξv̂

¯̂
ϕ)−Re(iδξη̂

¯̂
ϕ) +Re(ik0lξû¯̂η). (5.3.13)

En multipliant la quatrième équation de (5.3.7) par −iξl ¯̂ϕ, la cinquième équation par iξl ¯̂y

et en prenant la partie réelle de leur somme, on obtient

d

dt
{Re(iξl ¯̂yϕ̂)} = −Re(k0lξ2η̂ ¯̂y)−Re(iξk0l

2û¯̂y) +Re(alξ2ẑ
¯̂
ϕ)

−Re(ilξv̂ ¯̂ϕ)−Re(mlξ2ϑ̂
¯̂
ϕ). (5.3.14)
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En sommant (5.3.14) et (5.3.13), on obtient

dF1(ξ, t)

dt
+ k0ξ

2
(
|ϕ̂|2 − |η̂|2

)
= −Re(iδξη̂ ¯̂ϕ) +Re(ik0lξû¯̂η) +Re(alξ2ẑ

¯̂
ϕ)−Re(k0lξ

2η̂ ¯̂y)

−Re(iξk0l2û¯̂y)−Re(mlξ2ϑ̂
¯̂
ϕ). (5.3.15)

En appliquant l’inégalité de Young au termes du second membre de (5.3.15), on obtient

(5.3.12) . Ceci termine la démonstration du Lemme 12.

Lemme 13 Soit (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, ϑ̂, σ̂) une solution de (5.3.7). Soit

F2(ξ, t) = Re
{
iξ
(
ak1ϑ̂¯̂σ + βa

¯̂
ϑŷ + 2k1βẑ ¯̂σ

)}
. (5.3.16)

Alors, on a pour tout ε2, ε
′
2 > 0, l’estimation suivante

dF2(ξ, t)

dt
+ (ak21 − ε2)ξ

2|σ̂|2 + (aβ2 − ε2)ξ
2|ŷ|2

≤ ε′2ξ
2|v̂|2 + ε′2ξ

2|ẑ|2 + C(ε2, ε
′
2)(1 + ξ2 + ξ4)|ϑ̂|2. (5.3.17)

Démonstration.

En multipliant la septième équation de (5.3.7) par iak1ξ ¯̂σ, la huitième équation par

−iak1ξ ¯̂ϑ, en sommant tous les résultats et en prenant la partie réelle, on obtient

d

dt
{Re(iak1ξϑ̂¯̂σ)}+ ξ2(ak21|σ̂|2 − ak1|ϑ̂|2)

= Re(ak1βξ
2ŷ ¯̂σ)−Re(iak1k2ξ

3ϑ̂¯̂σ). (5.3.18)

De même, en multipliant la septième équation par −iaβξ ¯̂y et la quatrième équation (5.3.7)

par iaβξ
¯̂
ϑ, on obtient par le même procédé que ci-dessus

d

dt
{Re(iaβξ ¯̂ϑŷ)}+ ξ2(aβ2|ŷ|2 −maβ|ϑ̂|2)

= Re(ak1βξ
2σ̂ ¯̂y) +Re(iak2βξ

3ϑ̂¯̂y)−Re(a2βξ2ẑ
¯̂
ϑ) +Re(iaβξv̂

¯̂
ϑ). (5.3.19)

Ensuite, en multipliant la troisième équation par 2ik1βξ ¯̂σ et la huitième équation dans

(5.3.7) par −2ik1βξ ¯̂z, on aura

d

dt

{
Re(i2k1βξẑ ¯̂σ)

}
−Re(2k1βξ

2ϑ̂¯̂z) +Re(2ak1βξ
2ŷ ¯̂σ) = 0. (5.3.20)
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En sommant (5.3.18), (5.3.19) et (5.3.20), on obtient

d

dt
F2(ξ, t) + ξ2(ak21|σ̂|2 + aβ2|ŷ|2)− ξ2(ak1|ϑ̂|2 +maβ|ϑ̂|2)

= −Re(iak1k2ξ3ϑ̂¯̂σ) +Re(iak2βξ
3ϑ̂¯̂y)

+Re(iaβξv̂
¯̂
ϑ)− (2k1 + a2)βRe(ξ2ϑ̂¯̂z). (5.3.21)

Une application de l’inégalité de Young, nous permet d’avoir (5.3.17). Ceci achève la démonstration

du Lemme 13.

Lemme 14 Soit (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, ϑ̂, σ̂) une solution de (5.3.7). On définit la fonctionnelle

F3(ξ, t) = Re(ϕ̂¯̂u). (5.3.22)

Alors, on a pour tout ε3 > 0,

dF3(ξ, t)

dt
+ (k0l − ε3) |û|2

≤ ε3|v̂|2 + C(ε3)(1 + ξ2)|ϕ̂|2 + C(ε3)ξ
2|η̂|2. (5.3.23)

Démonstration. En multipliant la seconde équation par
¯̂
ϕ, la cinquième équation par ¯̂u,

En sommant les résultats et en prenant la partie réelle, on obtient

dF3(ξ, t)

dt
+ k0l

(
|û|2 − |ϕ̂|2

)
= k0Re(iξ ¯̂uη̂) +Re(iξv̂

¯̂
ϕ). (5.3.24)

En appliquant l’inégalité de Young au second membre de (5.3.24), on aura (5.3.23). Ce qui

achève la démonstration du Lemme14.

Lemme 15 Soit (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, ϑ̂, σ̂) une solution de (5.3.7). On introduit la fonctionnelle

F4(ξ, t) = Re
{
iξ(lŷ ¯̂z + ẑ ¯̂η)

}
. (5.3.25)

Ainsi, on a

dF4(ξ, t)

dt
+ alξ2(|ẑ|2 − |ŷ|2)

= Re(k0ξ
2ϕ̂¯̂z)−Re(aξ2ŷ ¯̂η) +Re(iδξη̂ ¯̂z) +Re(mlξ2ϑ̂¯̂z). (5.3.26)
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Démonstration. En multipliant la troisième équation par −ilξ ¯̂y, la quatrième équation

par ilξ ¯̂z et en prenant la partie réelle de leur somme, on obtient

d

dt

{
Re(ilξŷ ¯̂z)

}
+ alξ2(|ẑ|2 − |ŷ|2) = Re(ilξv̂ ¯̂z) +Re(mlξ2ϑ̂¯̂z). (5.3.27)

Ensuite, en multipliant la sixième équation par −iξ ¯̂z, la troisième équation par iξ ¯̂η, on

obtient

d

dt

{
Re(iξẑ ¯̂η)

}
= Re(k0ξ

2ϕ̂¯̂z)−Re(ilξv̂ ¯̂z)

+Re(iδξη̂ ¯̂z)−Re(aξ2ŷ ¯̂η). (5.3.28)

En sommant (5.3.28) et (5.3.27), on aboutit à (5.3.26)

Lemme 16 Soit (v̂, û, ẑ, ŷ, ϕ̂, η̂, ϑ̂, σ̂) est une solution de (5.3.7). Soit

F5(ξ, t) = Re(ŷ¯̂v + aû¯̂z)}. (5.3.29)

Alors on a

dF5(ξ, t)

dt
+ |ŷ|2 − |v̂|2

= (a2 − 1)Re(iξŷ ¯̂u)−Re(imξϑ̂¯̂v)−Re(lη̂ ¯̂y) +Re(ak0lϕ̂¯̂z). (5.3.30)

Démonstration. En multipliant la quatrième équation par ¯̂v , la première équation par ¯̂y

et en prenant la partie réelle de leur somme, on obtient

d

dt
{Re(ŷ¯̂v)}+ |ŷ|2 − |v̂|2

= Re(iξû¯̂y) +Re(iaξẑ ¯̂v)−Re(imξϑ̂¯̂v)−Re(lη̂ ¯̂y). (5.3.31)

En multipliant la seconde équation par a¯̂z , la troisième équation par a¯̂u et en prenant la

partie réelle de la somme, on obtient

d

dt
{Re(aû¯̂z)} = Re(iaξv̂ ¯̂z) +Re(ak0lϕ̂¯̂z) +Re(ia2ξŷ ¯̂u). (5.3.32)

En sommant (5.3.32) et (5.3.31), on obtient (5.3.30).

Lemme 17 On définit la fonctionnelle

F6(ξ, t) = alF4(ξ, t)− ξ2F5(ξ, t) (5.3.33)

Alors, on a :
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– Pour a = 1, alors on a pour tout ε4 > 0,

dF6(ξ, t)

dt
+ (a2l2 − ε4)ξ

2|ẑ|2 + (1− ε4)ξ
2|v̂|2

≤ (a2l2 + 1)ξ2|ŷ|2 + C(ε4)(1 + ξ2)|η̂|2

+C(ε4)(ξ
4 + ξ2)|ϑ̂|2. (5.3.34)

– Pour a ̸= 1, on obtient pour tout ε5 > 0

dF6(ξ, t)

dt
+ (a2l2 − ε5)ξ

2|ẑ|2 + (1− ε5)ξ
2|v̂|2

≤ ε5ξ
4|û|2 + C(ε5)ξ

2|ŷ|2 + C(ε5)(1 + ξ2)|η̂|2

+C(ε5)(ξ
4 + ξ2)|ϑ̂|2. (5.3.35)

Démonstration. En dérivant la fonctionnelle (5.3.33) et en utilsant (5.3.26) et (5.3.30), on

obtient

dF6(ξ, t)

dt
+ a2l2ξ2|ẑ|2 + ξ2|v̂|2 − (a2l2 + 1)ξ2|ŷ|2

= (1− a2)Re(iξ3ŷ ¯̂u) +Re(imξ3ϑ̂¯̂v) + l(1− a2)Re(ξ2ŷ ¯̂η)

+Re(ialδξη̂ ¯̂z) +Re(aml2ξ2ϑ̂¯̂z). (5.3.36)

Afin d’estimer les termes sur le partie droite de (5.3.36), nous distinguons deux cas :

Cas 1. a = 1. Dans ce cas, on a , pour tout ε4 > 0,

Re(imξ3ϑ̂¯̂v) +Re(ialδξη̂ ¯̂z) +Re(aml2ξ2ϑ̂¯̂z)

≤ ε4ξ
2|ẑ|2 + ε4ξ

2|v̂|2 + C(ε4)(ξ
4 + ξ2)|ϑ̂|2 + C(ε4)(1 + ξ2)|η̂|2. (5.3.37)

En inserant l’estimation (5.3.37) dans (5.3.36), on aboutit à (5.3.34).

Cas 2. a ̸= 1. Dans ce cas, on a

Re(imξ3ϑ̂¯̂v) + (1− a2)Re(iξ3ŷ ¯̂u) + (1− a2)lRe(ξ2ŷ ¯̂η)

+Re(ialδξη̂ ¯̂z) +Re(aml2ξ2ϑ̂¯̂z)

≤ ε5ξ
2|ẑ|2 + ε5ξ

2|v̂|2 + ε5ξ
4|û|2 + C(ε5)ξ

2|ϑ̂|2

+C(ε5)(1 + ξ2)|η̂|2 + C(ε5)(ξ
2 + ξ4)|ϑ̂|2 + C(ε5)ξ

2|ŷ|2. (5.3.38)

En substituant l’estimation (5.3.38) dans (5.3.36), on obtient (5.3.53). Ceci termine la

démonstration du Lemme 17.

Démonstration de la Proposition 11.
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D’abord, on suppose que a = 1 et on définit la fonctionnelle de Lyapunov L1(ξ, t) comme

suit :

L1(ξ, t) = N1Ê(ξ, t) +
ξ4

(1 + ξ2)3

(
F1(ξ, t) + α3

ξ2

1 + ξ2
F3(ξ, t)

)
+

ξ2

(1 + ξ2)2

(
α2F2(ξ, t) + α4F6(ξ, t)

)
, (5.3.39)

où αi, i = 2, ..., 4 sont des constantes positives qui seront fixées ultérieurement.

En dérivant la fonctionnelle L1(ξ, t) par rapport à t et en utilisant (6.3.7), (5.3.12), (5.3.17),(5.3.23)

et (5.3.34), on obtient

dL1(ξ, t)

dt
+
(
(k0 − ε1)− α3C(ε3)

) ξ6

(1 + ξ2)3
|ϕ̂|2

+
(
α3(k0l − ε3)− ε′1

) ξ6

(1 + ξ2)4
|û|2 + α2(ak

2
1 − ε2)

ξ4

(1 + ξ2)2
|σ̂|2

+
(
α2(aβ

2 − ε2)− C(ε1, ε
′
1)− α4(a

2l2 + 1)
) ξ4

(1 + ξ2)2
|ŷ|2

+
(
α4(a

2l2 − ε4)− α2ε
′
2 − C(ε1)

) ξ4

(1 + ξ2)2
|ẑ|2 (5.3.40)

+
(
α4(1− ε4)− α2ε

′
2 − α3ε3

) ξ4

(1 + ξ2)2
|v̂|2

≤
(
C(εi, ε

′
j, αr)−N1βδ

)
|η̂|2 +

(
C(εi, ε

′
j, αr)−N1mk2

)
ξ2|ϑ̂|2,

où i = 1, ..., 4, j = 1, 2 et r = 2, 3, 4. Dans la dernière estimation, nous avons utilisé le fait

que ξ2

1+ξ2
≤ min (1, ξ2) et 1

1+ξ2
≤ 1.

Nous devons choisir soigneusement nos constantes. On choisit ε1, ε2, ε3 et ε4 assez petit

tel que

ε1 < k0, ε2 < min(ak21, aβ
2), ε3 < k0l, ε4 < min(1, a2l2).

Ensuite, on prend α3 assez petit tel que

α3 <
k0 − ε1
C(ε3)

.

et on fixe α4 assez grand tel que

α4 > max

{
C(ε1)

a2l2 − ε4
,
α3ε3
1− ε4

}
.

On peut alors choisir ε′1 assez petit tel que

ε′1 < α3(k0l − ε3)
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Par conséquent, on choisit α2 assez grand tel que

α2(aβ
2 − ε2) > C(ε1, ε

′
1) + α4(a

2l2 + 1)

Une fois α2 est fixé, on choisit ε′2 assez petit tel que

ε′2 < min

{
α4(a

2l2 − ε4)− C(ε1)

α2

,
α4(1− ε4)− α3ε3

α2

}
.

Une fois toutes les constantes ci-dessus sont fixés, on choisit N suffisamment grand de telle

sorte que

N > max

{
C(εi, ε

′
j, αr)

βδ
,
C(εi, ε

′
j, αr)

mk2

}
. (5.3.41)

Par conséquent, on en déduit qu’il existe une constante positive λ tel que

dL1(ξ, t)

dt
+ λG1(ξ, t) ≤ 0, ∀t ≥ 0 (5.3.42)

où

G1(ξ, t) =
ξ6

(1 + ξ2)3
|ϕ̂|2 + ξ6

(1 + ξ2)4
|û|2

+
ξ4

(1 + ξ2)2
(|ẑ|2 + |ŷ|2 + |σ̂|2 + |v̂|2) + ξ2|ϑ̂|2 + |η̂|2. (5.3.43)

Il est facile de voir maintenant que, pour tout t ≥ 0 et pour tout ξ ∈ R, on a

G1(ξ, t) ≥
ξ6

(1 + ξ2)4
(|û|2 + |ẑ|2 + |ŷ|2 + |σ̂|2 + |v̂|2 + |ϕ̂|2 + |ϑ̂|2 + |η̂|2). (5.3.44)

En combinant, (5.3.8), (6.3.23) et (5.3.44), on déduit qu’il existe une constante positive

λ1 > 0 tel que pour tout t ≥ 0, on a

dL(ξ, t)

dt
≤ −λ1

ξ6

(1 + ξ2)4
Ê(ξ, t), ∀t ≥ 0 (5.3.45)

D’autre part, on voit de (5.3.8),(5.3.11), (5.3.16), (5.3.33) et (5.3.22) que pour tout t ≥ 0 et

pour tout ξ ∈ R, on a

|F1(ξ, t)|+ |F2(ξ, t)|+ |F6(ξ, t)| ≤ C(1 + ξ2)Ê(ξ, t) (5.3.46)

et

|F3(ξ, t)| ≤ CÊ(ξ, t). (5.3.47)
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En tenant compte des inégalités (5.3.46) et (5.3.47), on déduit de (6.3.22) que

|L1(ξ, t)− Ê(ξ, t)| ≤ C1Ê(ξ, t), ∀t ≥ 0,∀ξ ∈ R, (5.3.48)

où C1 est une constante positive dépendant que de α2, α3, α4. Cette dernière inégalité im-

plique que

(N1 − C1)Ê(ξ, t) ≤ L1(ξ, t) ≤ (N1 + C1)Ê(ξ, t), ∀t ≥ 0, ∀ξ ∈ R (5.3.49)

En prenant N1 assez grand tel que (5.3.41) est vérifié et N1 − C1 > 0, alors on déduit que

β1Ê(ξ, t) ≤ L1(ξ, t) ≤ β2Ê(ξ, t), ∀t ≥ 0, ∀ξ ∈ R (5.3.50)

avec β1 = N1 − C1 et β2 = N1 + C1. Ensuite, en combinant les estimations (5.3.50) et

(5.3.45), on obtient

dL1(ξ, t)

dt
≤ −λ1

β2
ρ1(ξ)Ê(ξ, t), ∀t ≥ 0, ∀ξ ∈ R. (5.3.51)

ce qui donne

L1(ξ, t) ≤ Ce−cρ1(ξ)tL(ξ, 0), ∀t ≥ 0 (5.3.52)

En utilisant une nouvelle fois l’estimation (5.3.50) avec (5.3.52), on déduit la première

inégalité de la Proposition 11.

Pour le cas a ̸= 1, (5.3.36) est estimée comme suit :

dF6(ξ, t)

dt
+ (a2l2 − ε5)ξ

2|ẑ|2 + (1− ε5)ξ
2|v̂|2

≤ ε′5
ξ4

(1 + ξ2)2
|û|2 + C(ε5, ε

′
5)ξ

2(1 + ξ2)2|ŷ|2

+C(ε5)(1 + ξ2)|η̂|2 + C(ε5)(ξ
4 + ξ2)|ϑ̂|2, (5.3.53)

où ε5, ε
′
5 sont des constantes positives qui seront fixés ultérieurement. Dans la dernière

estimation, nous avons utilisé l’inégalité suivante∣∣(1− a2)Re(iξ3ŷ ¯̂u)
∣∣ ≤ ε′5

ξ4

(1 + ξ2)2
|û|2 ++C(ε′5)ξ

2(1 + ξ2)2|ŷ|2.

Ainsi, (5.3.21) peut être réécrite comme suit

dF2(ξ, t)

dt
+ (ak21 − ε2)ξ

2|σ̂|2 + (aβ2 − ε2)ξ
2|ŷ|2

≤ ε′2
ξ2

(1 + ξ2)2
|v̂|2 + ε′2

ξ2

(1 + ξ2)2
|ẑ|2 + C(ε′2, ε2)(1 + ξ2 + ξ4)|ϑ̂|2

+C(ε′2)ξ
2(1 + ξ2 + ξ4)|ϑ̂|2, (5.3.54)
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où nous avons utilisé les inégalités∣∣∣Re(iaβξv̂ ¯̂ϑ)∣∣∣ ≤ ε′2
ξ2

(1 + ξ2)2
|v̂|2 + C(ε′2)(1 + ξ2)2|ϑ̂|2 (5.3.55)

et ∣∣∣(2k1 − a2)βRe(ξ2ϑ̂¯̂z)
∣∣∣ ≤ ε′2

ξ2

(1 + ξ2)2
|ẑ|2 + C(ε′2)ξ

2(1 + ξ2)2|ϑ̂|2. (5.3.56)

On définit la fonctionnelle de Lyapunov L2 comme suit

L2(ξ, t) = N2Ê(ξ, t) +
ξ4

(1 + ξ2)6

{
F1(ξ, t) + µ3

ξ2

1 + ξ2
F3(ξ, t)

}
+µ2

ξ2

(1 + ξ2)3
F2(ξ, t) + µ1

ξ2

(1 + ξ2)5
F6(ξ, t). (5.3.57)

où µi, (i=1,...,3) et N2 sont des constantes positives qui seront fixés ultérieurement.

En dérivant la fonctionnelle L2(ξ, t) par rapport à t et en utilisant (6.3.7), (5.3.12),

(5.3.54), (5.3.23) et (5.3.53), on obtient

dL2(ξ, t)

dt
+
(
(k0 − ε1)− µ3C(ε3)

) ξ6

(1 + ξ2)6
|ϕ̂|2

+
(
µ3(k0l − ε3)− ε′1 − µ1ε

′
5

) ξ6

(1 + ξ2)7
|û|2 + µ2(ak

2
1 − ε2)

ξ4

(1 + ξ2)3
|σ̂|2

+
(
µ2(aβ

2 − ε2)− C(ε1, ε
′
1)− µ1C(ε5, ε

′
5)
) ξ4

(1 + ξ2)3
|ŷ|2

+
(
µ1(a

2l2 − ε5)− µ2ε
′
2 − C(ε1)

) ξ4

(1 + ξ2)5
|ẑ|2

+
(
µ1(1− ε5)− µ2ε

′
2 − µ3ε3)

) ξ4

(1 + ξ2)5
|v̂|2

≤
(
C(ε1, ε

′
1, ε3, ε5, µ1, µ3)−N2βδ

)
|η̂|2 (5.3.58)

+
(
C(ε1, ε2, ε

′
2, ε5, µ1, µ2)−N2mk2

)
ξ2|ϑ̂|2.

Dans la dernière estimation, nous avons utilisé les inégalités suivantes :

ξ2

1 + ξ2
≤ 1,

1

(1 + ξ2)2
≤ 1,

ξ2

(1 + ξ2)2
≤ 1.

On choisit nos constantes dans (5.3.58) comme suit

ε1 < k0, ε2 < min
{
ak21, aβ

2
}
, ε3 < k0l, ε5 < min

{
1, a2l2

}
. (5.3.59)
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Ensuite, on prend µ3 assez petit tel que

µ3 <
k0 − ε1
C(ε3)

. (5.3.60)

et on fixe µ1 assez grand telle que

µ1 > max

{
C(ε1)

a2l2 − ε5
,
µ3ε3
1− ε5

}
. (5.3.61)

On peut choisir alors ε′1 et ε′5 assez petit tels que

ε′1 < µ3(k0l − ε3), ε′5 <
µ3(k0l − ε3)− ε′1

µ1

(5.3.62)

Par conséquent, on prend µ2 assez grand tel que

µ2(aβ
2 − ε2) > C(ε1, ε

′
1) + µ1C(ε5, ε

′
5). (5.3.63)

Une fois µ2 est fixé, on choisit ε′2 assez petit tel que

ε′2 < min

{
µ1(a

2l2 − ε5)− C(ε1)

µ2

,
µ1(1− ε5)− µ3ε3

µ2

}
. (5.3.64)

Une fois les constantes ci-dessus sont fixées, nous choisissons N2 assez grand tel que

N2 > max

{
C(ε1, ε

′
1, ε3, ε5, µ1, µ3)

βδ
,
C(ε1, ε2, ε

′
2, ε5, µ1, µ2)

mk2

}
. (5.3.65)

Par conséquent, on en déduit l’existence d’une constante positive λ2 telle que

dL2(ξ, t)

dt
+ λ2G2(ξ, t) ≤ 0, ∀t ≥ 0, (5.3.66)

où

G2(ξ, t) =
ξ6

(1 + ξ2)6
|ϕ̂|2 + ξ6

(1 + ξ2)7
|û|2 + ξ4

(1 + ξ2)3
(|ŷ|2 + |σ̂|2)

+
ξ4

(1 + ξ2)5
(|ẑ|2 + |v̂|2) + ξ2|ϑ̂|2 + |η̂|2.

Il est facile de voir que pour tout t ≥ 0 et pour tout ξ ∈ R, on a

G2(ξ, t) ≥
ξ6

(1 + ξ2)7
(|û|2 + |ẑ|2 + |ŷ|2 + |σ̂|2 + |v̂|2 + |ϕ̂|2). (5.3.67)

En combinant, (5.3.8), (5.3.66) et (5.3.67), on déduit qu’il existe une constante positive

λ3 > 0 tel que pour tout t ≥ 0, on a

dL2(ξ, t)

dt
≤ −λ3

ξ6

(1 + ξ2)7
Ê(ξ, t), ∀t ≥ 0 (5.3.68)

96



D’autre part, on a pour N2 assez grand, il existe deux constantes positives β3, β4 telles que

pour tout t ≥ 0 ;

β3Ê(ξ, t) ≤ L2(ξ, t) ≤ β4Ê(ξ, t), ∀t ≥ 0, ∀ξ ∈ R (5.3.69)

Cette dernière inégalité avec(5.3.68) nous permet d’avoir la seconde inégalité de (5.3.10), ce

qui achève la démonstration de la Proposition11.

5.3.3 Estimations de décroissance de la solution

Dans cette section, nous établissons certaines estimations de décroissance de la solution

U(x, t) du système (5.3.3). Notre résultat principal est le suivant

Théorème 5.3.1 Soit s un entier positif et supposons que U0 ∈ Hs(R) ∩ L1(R). Alors, la

solution du problème U de (5.3.1)-(5.3.2) satisfait les estimations de décroissance suivantes :

– Pour a = 1

∥∂kxU(t)∥L2 ≤ C(1 + t)−1/12−k/6∥U0∥L1 + C(1 + t)−ℓ/2∥∂k+ℓx U0∥L2 . (5.3.70)

– Pour a ̸= 1

∥∂kxU(t)∥L2 ≤ C(1 + t)−1/12−k/6∥U0∥L1 + C(1 + t)−ℓ/8∥∂k+ℓx U0∥L2 (5.3.71)

où k et l sont des entiers positifs satisfaisant k + ℓ ≤ s et C, c sont des constantes positifs.

Démonstration. La démonstration est basée sur les estimations ponctuelles de la Propo-

sition 11. D’abord, on suppose que a = 1. Alors ρ1(ξ) ≥ 1
16
ξ6, pour |ξ| ≤ 1,

ρ1(ξ) ≥ 1
16
ξ−2, pour |ξ| ≥ 1

(5.3.72)
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En appliquant le théorème de Plancherel, en remarquant que |Û(ξ, t)|2 et Ê(ξ, t) sont equi-

valentes et en utilisant la première estimation dans (5.3.10), on obtient

∥∂kxU(t)∥2L2 =

∫
R

|ξ|2k|Û(ξ, t)|2dξ

≤ C

∫
R

|ξ|2ke−cρ1(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ

= C

∫
|ξ|≤1

|ξ|2ke−cρ1(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ + C

∫
|ξ|≥1

|ξ|2ke−cρ1(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ

= K1 +K2. (5.3.73)

Par conséquent, en utilisant la première inégalité dans (5.3.72) on obtient,

K1 ≤ C

∫
|ξ|≤1

|ξ|2ke−
1
16

|ξ|6t|Û(ξ, 0)|2dξ

≤ C∥Û0∥2L∞

∫
|ξ|≤1

|ξ|2ke−
1
16

|ξ|6tdξ. (5.3.74)

Puis, en utilisant l’inégalité suivante (pour tout α ∈ N),∫
|ξ|≤1

|ξ|αe−c
1
16

|ξ|6tdξ ≤ (1 + t)−(α+1)/6, (5.3.75)

On estime

K1 ≤ C∥U0∥2L1(1 + t)−1/6−k/3. (5.3.76)

Pour K2, en utilisant la seconde inégalité de (5.3.72), on trouve que

K2 ≤ C

∫
|ξ|≥1

|ξ|2ke−c
1
16
ξ−2t|Û(ξ, 0)|2dξ. (5.3.77)

En exploitant l’inégalité

sup
|ξ|≥1

{
|ξ|−2ℓe−c

1
16
ξ−2t
}
≤ C(1 + t)−ℓ, (5.3.78)

on obtient

K2 ≤ sup
|ξ|≥1

{
|ξ|−2ℓe−

1
16
ξ−2t
}∫

|ξ|≥1

|ξ|2(k+ℓ)|Û(ξ, 0)|2dξ

≤ C(1 + t)−ℓ∥∂k+ℓx U0∥22. (5.3.79)

donc, en remplaçant (5.3.76) et (5.3.79) dans (5.3.73), on déduit (5.3.70).
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Pour le cas a ̸= 1, on a  ρ2(ξ) ≥ 1
128
ξ6, pour|ξ| ≤ 1,

ρ2(ξ) ≥ 1
128
ξ−8, pour|ξ| ≥ 1

(5.3.80)

Comme ci-dessus, en utilisant la seconde estimation dans (5.3.10), on obtient

∥∂kxU(t)∥22 =

∫
R

|ξ|2k|Û(ξ, t)|2dξ

≤ C

∫
R

|ξ|2ke−cρ2(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ

= C

∫
|ξ|≤1

|ξ|2ke−cρ2(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ + C

∫
|ξ|≥1

|ξ|2ke−cρ2(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ

= J1 + J2. (5.3.81)

La partie à basse fréquence J1 est estimée comme I1, on a

J1 ≤ C∥U0∥21(1 + t)−
1
6
− k

3 (5.3.82)

En utilisant la deuxième inégalité dans (5.3.80), J2 peut être estimé comme suit

J2 ≤ C

∫
|ξ|≥1

|ξ|2ke−c
1

128
ξ−8t|Û(ξ, 0)|2dξ (5.3.83)

En utilisant l’inégalité suivante

sup
|ξ|≥1

{
|ξ|−2le−cξ

−8t
}
≤ C(1 + t)

−l
4 (5.3.84)

on obtient

J2 ≤ C sup
|ξ|≥1

{
|ξ|−2le−cξ

−8t
} ∫
|ξ|≥1

|ξ|2(k+l)|Û(ξ, 0)|2dξ

≤ C(1 + t)
−l
4 ∥∂k+lx U0∥22 (5.3.85)

En combinant les estimations (5.3.82) et (5.3.85), on obtient la seconde estimation (5.3.71).

Ceci achève la démonstration du Théorème 5.3.1.
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5.3.4 Taux de décroissance amélioré

Dans cette section, nous montrons que le taux de décroissance dans le théorème 5.3.1

peut être amélioré d’un facteur de t−γ/6, γ ∈ [0, 1] si les données initiales sont dans Hs(R)∩

L1,γ(R). La démonstration est basée sur les estimations de la proposition 11 et la méthode

introduite par Ikehata dans [41] adaptée à notre problème. Le résultat principal de cette

section est donné par le théorème suivant

Théorème 5.3.2 Soit γ ∈ [0, 1]. Soit s un entier positif et on suppose que U0 ∈ Hs(R) ∩

L1,γ(R). Alors, la solution U du problème (5.3.1)-(5.3.2) satisfait les estimations de décroissance

suivantes :

– Si a=1

∥∂kxU(t)∥22 ≤ C(1 + t)−
1
12

− k
6
− γ

6 ∥U0∥2L1,γ + C(1 + t)−
ℓ
2∥∂k+ℓx U0∥22

+C(1 + t)−
1
12

− k
6

∣∣∣∣∫
R
U0(x)dx

∣∣∣∣2 . (5.3.86)

– Si a̸= 1

∥∂kxU(t)∥22 ≤ C(1 + t)−
1
12

− k
6
− γ

6 ∥U0∥2L1,γ + C(1 + t)
−ℓ
8 ∥∂k+ℓx U0∥22

+C(1 + t)−
1
12

− k
6

∣∣∣∣∫
R
U0(x)dx

∣∣∣∣2 (5.3.87)

où k et l sont des entiers positifs satisfaisant k+ l ≤ s et C, c sont deux constantes positives.

Démonstration. On voit de la démonstration du théorème 5.3.1 que le taux de décroissance

de la solution est gouverné par le taux de décroissance de la partie à basse fréquence (|ξ| ≤ 1).

En effet,

I1 = C

∫
|ξ|≤1

|ξ|2ke−cρ1(ξ)t|Û(ξ, 0)|2dξ (5.3.88)

En utilisant le lemme 3.1 dans [41], le terme |Û0(ξ)| peut être estimé comme suit :

|Û0(ξ)| =

∣∣∣∣∫
R
eixξU0(x)dx

∣∣∣∣
≤

∫
R
| cos(xξ)− 1||U0(x)|dx+

∫
R
| sin(xξ)||U0(x)|dx

+

∣∣∣∣∫
R
U0(x)dx

∣∣∣∣ . (5.3.89)
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Comme 
Kγ = sup

θ∈R/{0}

1−cos θ
θγ

<∞,

Mγ = sup
θ∈R/{0}

sin θ
|θ|γ <∞,

(5.3.90)

pour 0 ≤ γ ≤ 1, alors on déduit

|Û0(ξ)| ≤ Cγ|ξ|γ∥U0∥L1,γ +

∣∣∣∣∣∣
∫
R

U0(x)dx

∣∣∣∣∣∣ . (5.3.91)

où Cγ = Kγ +Mγ. Par conséquent, on obtient

I1 ≤ C∥U0∥2L1,γ

∫
|ξ|≤1

|ξ|2(k+γ)e−cρ1(ξ)tdξ +

∣∣∣∣∣∣
∫
R

U0(x)dx

∣∣∣∣∣∣
2 ∫
|ξ|≤1

|ξ|2ke−cρ1(ξ)tdξ. (5.3.92)

Comme dans la partie à basse fréquence,|ξ| ≤ 1, on a ρ1(ξ) ≥ ξ6

16
, alors (5.3.92) devient

I1 ≤ C∥U0∥2L1,γ

∫
|ξ|≤1

|ξ|2(k+γ)e−c|ξ|6tdξ +

∣∣∣∣∣∣
∫
R

U0(x)dx

∣∣∣∣∣∣
2 ∫
|ξ|≤1

|ξ|2ke−c|ξ|6tdξ. (5.3.93)

En utilisant l’inégalité (5.3.75), on obtient

I1 ≤ C(1 + t)−(k+γ)/3−1/6∥U0∥2L1,γ + C(1 + t)−k/3−1/6

∣∣∣∣∣∣
∫
R

U0(x)dx

∣∣∣∣∣∣
2

. (5.3.94)

Ensuite, il suffit de combiner (5.3.94) et (5.3.85), on aboutit à (5.3.86) . Par le même procédé,

nous pouvons montrer aussi l’estimation (5.3.87). Ainsi la démonstration du théorème 5.3.2

est achevée.

Remarque 7 On voit clairement du théorème 5.3.1 que le taux de décroissance de la solu-

tion du système (5.1.12) est le même taux de décroissance de la solution de (5.1.8). En effet,

soit W = (v, u, z, y, ϕ, η, θt, θx) est une solution de (5.1.8) où v, u, z, y, ϕ et η sont définis

dans (5.3.1). Il est clair que les six premières composantes de W décrôıt avec le même taux

obtenu dans le théorème 5.3.1 comme se sont les mêmes composantes de U . Les autres deux

composantes θ et θx de W décrôıt plus rapide que les deux dernières composantes θ̃ et θ̃x de

U puisque selon (5.1.10), θ = θ̃t et θx = θ̃tx.
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Chapitre 6

Stabilisation frontière du système de

Bresse multidimensionnel

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considère le système de Bresse multidimensionnel suivant

ρ1utt −∆u− α1

n∑
i=1

∂v
∂xi

− (α1 + α2)
n∑
i=1

∂w
∂xi

+ β1u+ a(x)f1(u, v, w) = 0, dans Ω× R+,

ρ2vtt −∆v + α1

n∑
i=1

∂u
∂xi

+ β2v + β2w + a(x)f2(u, v, w) = 0, dans Ω× R+,

ρ1wtt −∆w + (α1 + α2)
n∑
i=1

∂u
∂xi

+ β2v + β2w + a(x)f3(u, v, w) = 0, dans Ω× R+,

(6.1.1)

avec les conditions aux limites

u(x, t) = v(x, t) = w(x, t) = 0, sur Γ0 × R+,

u(x, t) = −
t∫
0

h1(t− s)(∂u
∂ν

+ b1(x)v + b1(x)w)ds, sur Γ1 × R+,

v(x, t) = −
t∫
0

h2(t− s)∂v
∂ν
ds, sur Γ1 × R+,

w(x, t) = −
t∫
0

h3(t− s)(∂w
∂ν

− b2(x)u)ds, sur Γ1 × R+,

(6.1.2)

et les conditions initiales

(u(0), v(0), w(0)) = (u0, v0, w0),

(
√
ρ1ut(0),

√
ρ2vt(0),

√
ρ1wt(0)) = (

√
ρ1u

1,
√
ρ2v

1,
√
ρ1w

1),
(6.1.3)
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où Ω est un ouvert borné de Rn(n ≥ 2) avec une frontière régulière Γ = ∂Ω. Soient Γ0 et

Γ1 deux sous ensembles fermés, non vides et disjoints de Γ avec Γ = Γ0 ∪ Γ1, Γ0 ∩ Γ1 = ∅

et meas(Γ0) > 0,meas(Γ1) > 0. On désigne par ∂.
∂ν

la dérivée normale où ν représente la

normale unitaire extérieure à Γ1.

Nous supposons que α1, α2, β1, β2 sont des nombres positifs suffisamment petit, tels que

β1 > nα2, β2 > nα1, et

a ∈ C1(Ω), a(x) ≥ a0 > 0 p.p. dans Ω,

où a0 est une constante et nous supposons qu’il existe x0 ∈ Rn tel que

Γ0 = {x ∈ Γ : ν.m(x) ≤ 0}, Γ1 = {x ∈ Γ : ν.m(x) > 0},

où m(x) = x− x0.

Ainsi nous supposons que ρi ∈ C1(Ω), i = 1, 2, 3 , sont des fonctions positives vérifiant

l’hypothèse suivante

∇ρi.m ≥ 0 pour i = 1, 2, 3. (6.1.4)

On considère les fonctions bj(x) ∈ W 1,∞(Γ1), j = 1, 2, données par

bj(x) = αj

(
n∑
i=1

νi(x)

)
, j = 1, 2.

Les équations intégrales dans les conditions aux limites (6.1.2) décrivent les effets de

mémoire qui peuvent être causés, par exemple par l’interaction avec un autre corps viscoélastique.

Le modèle de Timoshenko avec des conditions aux limites de type mémoire a été étudié

par Santos [91]. En considérant ki les noyaux résolvants de (−h′i/hi(0)) , i = 1, 2, il a montré

que l’énergie de la solution décrôıt exponentiellement (polynomialement) quand ki et −k′i,

i = 1, 2 décrôıt exponentiellement (polynomialement). Le même résultat a été établi par

Messaoudi et Soufyane [61] sans supposer la décroissance exponentielle (polynomiale) de k1

et k2 mais seulement que leurs normes sont assez petites. Dans [63] la décroissance générale

pour le même système a été établie.

D’autres modèles ont été proposés dans [8], [9], [62] et [90] pour l’étude de l’équation

des ondes, dans [71] et [92] pour le système des plaques de von Karman et dans [47], [23] et
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[93] dans le contexte des équations de type Kirchhoff .

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement asymptotique du système (6.1.1)-

(6.1.3) pour les noyaux résolvants de décroissance générale et d’obtenir un résultat de

décroissance explicite et général pour lequel les taux de décroissance exponentiel et po-

lynomial ne sont que des cas particuliers. La démonstration est basée sur la méthode des

multiplicateurs et l’introduction d’une fonctionelle de Lyapunov appropriée.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, on introduit les hypothèses sur

les fonctions de relaxation (les noyaux) hi, i = 1, 2, 3 et les nonlinéarités fi, i = 1, 2, 3 et

on rappelle quelques définitions et lemmes qui sont nécessaires pour la suite du chapitre.

L’énoncé et la démonstration de notre résultat de décroissance de l’énergie du système

(6.1.1)-(6.1.3) seront donnés à la section 3.

6.2 Préliminaires

On considère l’espace de Hilbert L2(Ω) muni du produit scalaire et la norme associée notés

respectivement par (u, v) et ∥u∥. On désigne par V l’espace de Hilbert suivant

V =
{
u ∈ H1(Ω); u = 0 sur Γ0

}
.

On considère les hypothèses suivantes

(H1) Les fonctions de relaxation (les noyaux) hi, i = 1, 2, 3 sont considérées positives

décroissantes et appartenant à W 1,2(0,+∞).

(H2) Pour les termes sources fi, i = 1, 2, 3, on suppose que

1. fi ∈ C1(R3), i = 1, 2, 3.

2. De plus, nous supposons qu’il existe une fonction positive F (u, v, w) ∈ C2(R3) telle

que

f1(u, v, w) =
∂F

∂u
, f2(u, v, w) =

∂F

∂v
, f3(u, v, w) =

∂F

∂w
, (6.2.1)
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3. D’autres part, supposons que F est homogène d’ordre p+ 1 :

F (λu, λv, λw) = λp+1F (u, v, w), pour tout λ > 0, (u, v, w) ∈ R3. (6.2.2)

Comme F est homogène, le théorème d’Euler pour les fonctions homogènes nous donne

l’identité utile suivante :

uf1(u, v, w) + vf2(u, v, w) + wf3(u, v, w) = (p+ 1)F (u, v, w).

L’homogénéité de F implique l’existence d’une constante M > 0 telle que

|F (u, v, w)| ≤M
(
|u|p+1 + |v|p+1 + |w|p+1) (6.2.3)

Remarque 8 Il existe une classe large de fonctions qui vérifient les hypothèses (6.2.1)-

(6.2.3). Par exemple les fonctions de la forme

F (u, v, w) = a | u |p+1 +b | v |p+1 +c | w |p+1,

où a , b , c sont des constantes positives, vérifiant les hypothèses(6.2.1)-(6.2.3) avec p ≥ 1.

En effet, par un simple calcul, on montre qu’il existe c0 > 0 telle que

F (u, v, w) = c0
{
| u |p+1 + | v |p+1 + | w |p+1

}
.

D’ailleurs, il est facile de calculer et de trouver que

uf1(u, v, w) + vf2(u, v, w) + wf3(u, v, w) = (p+ 1)F (u, v, w).

Produit de convolution

On définit le produit de convolution de deux fonctions h et φ par

(h ∗ φ)(t) =
t∫

0

h(t− s)φ(s)ds, (6.2.4)

et on introduit les notations suivantes

(h ◦ φ)(t) =
t∫

0

h(t− s)|(φ(t)− φ(s))|2ds, (6.2.5)
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et

(h⊙ φ)(t) =

t∫
0

h(t− s)(φ(t)− φ(s))ds. (6.2.6)

Par l’inégalité de Hölder, on a

|(h⊙ φ)(t)|2 ≤

 t∫
0

|h(s)|ds

 (|h| ◦ φ)(t). (6.2.7)

Le lemme suivant donne une identité pour le produit de convolution.

Lemme 18 (Voir le Lemme 2.2, [9]) Soit h, φ ∈ C1(R+), on a

(h ∗ φ)φt = −1

2
h(t)|φ(t)|2 + 1

2
h′ ◦ φ− 1

2

d

dt

h ◦ φ−

 t∫
0

h(s)ds

 |φ|2
 . (6.2.8)

Noyau résolvant

Soit X un espace de Hilbert.

D’après des résultats classiques pour les équations intégrales (voir Le Théorème 2.3.5 [30] )

on a, pour tout noyau h ∈ L1
loc(0,∞) et tout ψ ∈ L1

loc(0,∞;X), le problème

φ(t)− h ∗ φ(t) = ψ(t), t ≥ 0, (6.2.9)

admet une solution unique φ ∈ L1
loc(0,∞;X). En particulier, il existe une solution unique

r ∈ L1
loc(0,∞) de

r(t)− h ∗ r(t) = h(t), t ≥ 0. (6.2.10)

Une telle solution est appelée le noyau résolvant de h. De plus, la solution φ de (6.2.9) est

donnée par la formule de la variation de la constante

φ(t) = ψ(t) + r ∗ ψ(t), t ≥ 0, (6.2.11)

où r est le noyau résolvant de h.

La résolvante

Nous rappelons la notion de la résolvante de l’équation abstraite

u′′(t) + Au(t)−
t∫

0

h(t− s)Au(s)ds = 0, (6.2.12)

où A est un opérateur linéaire auto adjoint sur un espace de Hilbert X avec domaine dense

D(A) et h ∈ L1
loc(0,∞).
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Définition 22 Une famille {S(t)}t≥0 des opérateurs linéaires bornés dans un espace de

Hilbert X est appelée résolvante de l’équation (6.2.12) si les conditions suivantes sont

vérifiées :

(i) S(0) = I et S(t) est fortement continue sur [0,∞), i.e. pour tout x ∈ X, S(.)x est

continue,

(ii) S(t) commute avec A : S(t)D(A) ⊂ D(A) et

AS(t)x = S(t)Ax, x ∈ D(A), t ≥ 0,

(iii) pour tout x ∈ D(A), S(.)x est deux fois continûment différentiable dans X sur [0,∞)

et S ′(0)x = 0,

(iv) pour tout x ∈ D(A) et tout t ≥ 0,

S ′′(t)x+ AS(t)x−
t∫

0

h(t− τ)AS(τ)xdτ = 0.

Afin d’estimer les termes ∂u
∂ν
,∂v
∂ν

et ∂w
∂ν
, nous allons utiliser la deuxième, troisième et

quatrième équations de (6.1.2).

Pour cela, en dérivant ces dernières, nous arrivons aux équations de Volterra suivantes :

∂u

∂ν
+ b1(x)v + b1(x)w +

1

h1(0)
h′1 ∗

{
∂u

∂ν
+ b1(x)v + b1(x)w

}
= − 1

h1(0)
ut, (6.2.13)

∂v

∂ν
+

1

h2(0)
h′2 ∗

∂v

∂ν
= − 1

h2(0)
vt,

(6.2.14)

∂w

∂ν
− b2(x)u+

1

h3(0)
h′3 ∗

{
∂w

∂ν
− b2(x)u

}
= − 1

h3(0)
wt.

(6.2.15)

En appliquant l’opérateur inverse de Volterra, on obtient

∂u

∂ν
+ b1(x)v + b1(x)w = − 1

h1(0)
{ut + k1 ∗ ut}, (6.2.16)

∂v

∂ν
= − 1

h2(0)
{vt + k2 ∗ vt}, (6.2.17)

∂w

∂ν
− b2(x)u = − 1

h3(0)
{wt + k3 ∗ wt}, (6.2.18)
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où les noyaux résolvants vérifient

ki +
1

hi(0)
h′i ∗ ki = − 1

hi(0)
h′i pour i = 1, 2, 3. (6.2.19)

En notant par τ1 =
1

h1(0)
, τ2 =

1
h2(0)

et τ3 =
1

h3(0)
. Les dérivées normales de u, v et w peuvent

s’écrire comme

∂u

∂ν
= −τ1{ut + k1(0)u− k1(t)u0 + k′1 ∗ u} − b1(x)v − b1(x)w, (6.2.20)

∂v

∂ν
= −τ2{vt + k2(0)v − k2(t)v0 + k′2 ∗ v}, (6.2.21)

∂w

∂ν
= −τ3{wt + k3(0)w − k3(t)w0 + k′3 ∗ w}+ b2(x)u. (6.2.22)

Réciproquement, en prenant les données initiales telles que u0 = v0 = w0 = 0 sur Γ1,

Les relations (6.2.20), (6.2.21) et (6.2.22) donnent la deuxième, troisième et quatrième

équations de (6.1.2) respectivement. Puisque, on s’intéresse à des fonctions de relaxation

de décroissance générale et les conditions aux limites (6.2.20), (6.2.21) et (6.2.22) incluant

des noyaux résolvants ki, (i = 1, 2, 3), on veut savoir si ki ont les mêmes propriétés de

décroissance. Le lemme suivant répond à cette question.

Soit h est une fonction de relaxation et k son noyau résolvant,

k(t)− (k ∗ h)(t) = h(t). (6.2.23)

Lemme 19 (Voir Lemme 2.1, [9]) Si h est une fonction continue positive, alors k est aussi

continue et positive. Supposons que

h(t) ≤ c0e
−

t∫
0

γ(ζ)dζ
,

où γ : [0,+∞) → R+ est une fonction décroissante vérifiant, pour une certaine constante

positive ε < 1,

c1 =

+∞∫
0

e
−

s∫
0

(1−ε)γ(ζ)dζ
<

1

c0
.

Alors k vérifie

k(t) ≤ c0
1− c0c1

e
−ε

t∫
0

γ(ζ)dζ
.
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Corollaire 1 (Voir [62]). Supposons que

h(t) ≤ c0e
−γt, (6.2.24)

pour γ > c0. Alors, il existe une constante positive ε < 1 telle que

k(t) ≤ βe−εγt, (6.2.25)

où β > 0 est une constante.

Corollaire 2 (Voir [62]) Supposons que

h(t) ≤ c0
(1 + t)p

, (6.2.26)

pour c0 < p− 1. Alors, il existe une constante positive ε < 1 telle que

k(t) ≤ β

(1 + t)εp
, (6.2.27)

où β > 0 est une constante.

En se basant sur le lemme 19, nous utilisons les conditions aux limites (6.2.20), (6.2.21) et

(6.2.22) au lieu de (6.1.2)2, (6.1.2)3 et (6.1.2)4.

Le résultat d’existence et d’unicité de la solution du système (6.1.1) - (6.1.3) est donné par

le théorème suivant.

Théorème 6.2.1 Soit ki ∈ W 2,1(R+) ∩ W 1,∞(R+), ρi ∈ C1(Ω), i = 1, 2. Supposons que

(u0, v0, w0) ∈ (H2 ∩ V )3 et (u1, v1, w1) ∈ V 3 avec
∂u0

∂ν
+ τ1u

1 + b1v
0 + b1w

0 = 0 sur Γ1,

∂v0

∂ν
+ τ2v

1 = 0 sur Γ1,

∂w0

∂ν
+ τ3w

1 − b2u
0 = 0 sur Γ1.

(6.2.28)

Alors il existe une unique solution forte (u, v, w) du système de Bresse (6.1.1)-(6.1.3) vérifiant

u, v, w ∈ L∞(R+;H2(Ω) ∩ V ),
√
ρ1ut,

√
ρ2vt,

√
ρ1wt ∈ L∞([0,∞), L2(Ω)),

ut, vt, wt ∈ L∞(R+;V ),
√
ρ1utt,

√
ρ2vtt,

√
ρ1wtt ∈ L∞([0,∞), L2(Ω)).

Démonstration. Le théorème peut être démontré, en utilisant des arguments standard de

semi-groupes de P. Pei et al. [70]).
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6.3 Comportement asymptotique

Dans cette section nous étudions le comportement asymptotique des solutions du système

(6.1.1)-(6.1.3) quand les noyaux resolvants ki, i = 1, 2, 3 vérifient

ki(0) > 0, ki(t) ≥ 0, k′i(t) ≤ 0, k′′i (t) ≥ γi(t)(−k′i(t)), (6.3.1)

où γi : R+ → R+ est une fonction satisfaisant les conditions suivantes

γi(t) > 0, γ′i(t) ≤ 0, et

+∞∫
0

γi(t)dt = +∞ i = 1, 2, 3. (6.3.2)

En multipliant la première équation de (6.1.1) par ut, la seconde par vt et la troisième par

wt, en intégrant sur Ω et en utilisant l’intégration par parties, les conditions aux limites

et (6.2.20)-(6.2.22), on peut facilement trouver que l’énergie du système (6.1.1), (6.2.20)-

(6.2.22) est donnée par

E(t) =
1

2

∫
Ω

(
|ρ1ut|2 + |ρ2vt|2 + |ρ1wt|2 + (β1 − nα2)|u|2 + (β2 − nα1)(|v|+ |w|)2

)
dx

+
1

2

∫
Ω

|∇v|2dx+ (1− α1)

2

∫
Ω

|∇u|2dx+ (1− α2)

2

∫
Ω

|∇w|2dx

+
α1

2

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi + v + w

∣∣∣∣2 dx+ α2

2

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂w∂xi − u

∣∣∣∣2 dx
+

∫
Ω

a(x)F (u, v, w)dx+
τ1
2

∫
Γ1

(k1(t)|u|2 − k′1 ◦ u)dΓ1

+
τ2
2

∫
Γ1

(k2(t)|v|2 − k′2 ◦ v)dΓ1 +
τ3
2

∫
Γ1

(k3(t)|w|2 − k′3 ◦ w)dΓ1.

Notre résultat principal est le suivant

Théorème 6.3.1 Etant donné ((u0, u1), (v0, v1), (w0, w1)) ∈ (V × L2(Ω))3. Sous les hy-

pothèses (H1)-(H2) et les conditions (6.1.4), (6.3.1) et (6.3.2), avec

lim
t→∞

ki(t) = 0, i = 1, 2, 3, (6.3.3)

((−n+ ε0)δ − n+ ε0)a+ 2m.∇a < 0, ∀x ∈ Ω, (6.3.4)
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alors pour un certain t0 assez grand, si (u0, v0, w0) = (0, 0, 0) sur Γ1, on a

E(t) ≤ cE(0)e
−ω

t∫
0

γ(s)ds
,∀t ≥ t0. (6.3.5)

Sinon, si (u0, v0, w0) ̸= (0, 0, 0) sur Γ1 alors

E(t) ≤ c

E(0) +
t∫

0

k0(s)[1 + e
ω

s∫
t0

γ(ζ)dζ

]ds

 e
−ω

t∫
0

γ(s)ds
, (6.3.6)

où

γ(t) = min{γ1(t), γ2(t), γ3(t)},

k0(t) = k21(t)

∫
Γ1

|u0|2dΓ1 + k22(t)

∫
Γ1

|v0|2dΓ1 + k23(t)

∫
Γ1

|w0|2dΓ1,

et ω, c sont des constantes positives.

Lemme 20 Sous les hypothèses du Théorème 6.3.1, l’énergie de la solution de (6.1.1)-

(6.1.3), satisfait

dE

dt
≤− τ1

2

∫
Γ1

|ut|2dΓ1 +
τ1
2

∫
Γ1

k21(t)|u0|2dΓ1 −
τ1
2

∫
Γ1

k′′1 ◦ udΓ1

− τ2
2

∫
Γ1

|vt|2dΓ1 +
τ2
2

∫
Γ1

k22(t)|v0|2dΓ1 −
τ2
2

∫
Γ1

k′′2 ◦ vdΓ1

− τ3
2

∫
Γ1

|wt|2dΓ1 +
τ3
2

∫
Γ1

k23(t)|w0|2dΓ1 −
τ3
2

∫
Γ1

k′′3 ◦ wdΓ1.

(6.3.7)

Démonstration. En multipliant la première équation dans (6.1.1) par ut et en intégrant

par paties sur Ω on obtient

1

2

d

dt

∫
Ω

(ρ1|ut|2 + |∇u|2 + β1|u|2)dx

− α1

∫
Ω

n∑
i=1

∂v

∂xi
utdx− (α1 + α2)

∫
Ω

n∑
i=1

∂w

∂xi
utdx

+

∫
Ω

a(x)f1(u, v, w)utdx

=

∫
Γ1

∂u

∂ν
utdΓ1.

(6.3.8)
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Par le théorème de Gauss, on a

α1

∫
Ω

n∑
i=1

∂v

∂xi
utdx = α1

∫
Γ1

vut(
n∑
i=1

νi)dΓ1 − α1

∫
Ω

n∑
i=1

∂ut
∂xi

vdx (6.3.9)

et

α1

∫
Ω

n∑
i=1

∂w

∂xi
utdx = α1

∫
Γ1

wut(
n∑
i=1

νi)dΓ1 − α1

∫
Ω

n∑
i=1

∂ut
∂xi

wdx. (6.3.10)

En remplaçant les estimations (6.3.9) et (6.3.10) dans (6.3.8), on obtient

1

2

d

dt

∫
Ω

(ρ1|ut|2 + |∇u|2 + β1|u|2)dx

+ α1

∫
Ω

n∑
i=1

∂ut
∂xi

vdx+ α1

∫
Ω

n∑
i=1

∂ut
∂xi

wdx

− α2

∫
Ω

n∑
i=1

∂w

∂xi
utdx+

∫
Ω

a(x)f1(u, v, w)utdx

=

∫
Γ1

∂u

∂ν
utdΓ1 + α1

∫
Γ1

vut(
n∑
i=1

νi)dΓ1 + α1

∫
Γ1

wut(
n∑
i=1

νi)dΓ1.

(6.3.11)

Ensuite, en multipliant la seconde équation de (6.1.1) par vt et en intégrant par parties sur

Ω on obtient

1

2

d

dt

∫
Ω

(ρ2|vt|2 + |∇v|2 + β2|v|2)dx

+ α1

∫
Ω

n∑
i=1

∂u

∂xi
vtdx+ β2

∫
Ω

wvtdx

+

∫
Ω

a(x)f2(u, v, w)vtdx

=

∫
Γ1

∂v

∂ν
vtdΓ1.

(6.3.12)
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Enfin, en multipliant la troisième équation de (6.1.1) par wt et en intégrant par parties sur

Ω on obtient

1

2

d

dt

∫
Ω

(ρ3|wt|2 + |∇w|2 + β2|w|2)dx

+ (α1 + α2)

∫
Ω

n∑
i=1

∂u

∂xi
wtdx+ β2

∫
Ω

vwtdx

+

∫
Ω

a(x)f3(u, v, w)wtdx

=

∫
Γ1

∂w

∂ν
wtdΓ1.

(6.3.13)

Par le théorème de Gauss, on a

α2

∫
Ω

n∑
i=1

∂u

∂xi
wtdx = α2

∫
Γ1

uwt(
n∑
i=1

νi)dΓ1 − α2

∫
Ω

n∑
i=1

∂wt
∂xi

udx. (6.3.14)

En substituant l’équation (6.3.14) dans (6.3.13), on obtient

1

2

d

dt

∫
Ω

(ρ3|wt|2 + |∇w|2 + β2|w|2)dx

+ α1

∫
Ω

n∑
i=1

∂u

∂xi
wtdx− α2

∫
Ω

n∑
i=1

∂wt
∂xi

udx

+ β2

∫
Ω

vwtdx+

∫
Ω

a(x)f3(u, v, w)wtdx

=

∫
Γ1

∂w

∂ν
wtdΓ1 − α2

∫
Γ1

uwt(
n∑
i=1

νi)dΓ1.

(6.3.15)

En sommant les équations (6.3.11), (6.3.12) et (6.3.15), en utilisant (6.2.20), (6.2.21), (6.2.22)

et le lemme 18 on obtient le résultat désiré.

Soit ε > 0 une constante assez petite et on définit la fonctionnelle suivante :

Φ(t) =

∫
Ω

[(2m · ∇u+ (n− ε0)u)ρ1ut + (2m · ∇v + (n− ε0)v)ρ2vt] dx

+

∫
Ω

(2m · ∇w + (n− ε0)w)ρ1wtdx.

Le lemme suivant joue un rôle important pour la construction de la fonctionnelle de Lya-

punov.

113



Lemme 21 Sous les hypothèses du théorème 6.3.1, la solution de (6.1.1)-(6.1.3), satisfait

d

dt
Φ(t) ≤

∫
Γ1

m.ν(ρ1|ut|2 + ρ2|vt|2 + ρ1|wt|2)dΓ1 −
∫
Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1

−c1
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi + v + w

∣∣∣∣2 dx+ ∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u+ (n− ε0)u)dΓ1

−ε0
∫
Ω

(ρ1|ut|2 + ρ2|vt|2 + ρ1|wt|2)dx− c2

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂w∂xi − u

∣∣∣∣2 dx
−(1− ε0)

∫
Ω

(|∇u|2 + |∇v|2 + |∇w|2)dx

+

∫
Γ1

∂v

∂ν
(2m.∇v + (n− ε0)v)dΓ1 −

∫
Γ1

m.ν|∇v|2dΓ1

+

∫
Γ1

∂w

∂ν
(2m.∇w + (n− ε0)w)dΓ1 −

∫
Γ1

m.ν|∇w|2dΓ1

+

∫
Ω

((−n+ ε0)δ − n+ ε0)a+ 2m.∇a)F (u, v, w)dx. (6.3.16)

Démonstration. En multipliant la première équation de (6.1.1) par 2m.∇u+ (n− ε0)u,

on obtient

d

dt

∫
Ω

(2m · ∇u+ (n− ε0)u)ρ1utdx =

∫
Ω

2ρ1m.∇ututdx+ (n− ε0)

∫
Ω

ρ1|ut|2dx

+

∫
Ω

2m.∇u∆udx+ (n− ε0)

∫
Ω

u∆udx

+α1

n∑
i=1

∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u)
∂v

∂xi
dx

+(α1 + α2)
n∑
i=1

∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u)
∂w

∂xi
dx

−
∫
Ω

(a(x)f1(u, v, w) + β1u)[2m.∇u+ (n− ε0)u]dx.
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En intégrant par parties et en utilisant la relation divm = n, on obtient

d

dt

∫
Ω

(2m · ∇u+ (n− ε0)u)ρ1utdx ≤
∫
Γ1

m.νρ1|ut|2dΓ1 −
∫
Ω

∇ρ1.m|ut|2dx

+

∫
Γ1

(2m.∇u+ (n− ε0)u)
∂u

∂ν
dΓ1

−
∫
Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1 − (1− ε0)

∫
Ω

|∇u|2dx

+ α1

n∑
i=1

∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u)
∂v

∂xi
dx

+ (α1 + α2)
n∑
i=1

∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u)
∂w

∂xi
dx

− β1

∫
Γ1

m.ν|u|2dΓ1 + β1ε0

∫
Ω

|u|2dx− ε0

∫
Ω

ρ1|ut|2dx

−
∫
Ω

a(x)f1(u, v, w)[2m.∇u+ (n− ε0)u]dx.

De même, en multipliant la seconde équation de (6.1.1) par (2m.∇v + (n − ε0)v) et en

intégrant par parties sur Ω, on obtient

d

dt

∫
Ω

(2m · ∇v + (n− ε0)v)ρ2vtdx ≤
∫
Γ1

m.νρ2|vt|2dΓ1 − ε0

∫
Ω

ρ2|vt|2 −
∫
Ω

∇ρ2.m|vt|2dx

+

∫
Γ1

(2m.∇v + (n− ε0)v)
∂v

∂ν
dΓ1

−
∫
Γ1

m.ν|∇v|2dΓ1 + β2ε0

∫
Ω

|v|2dx

− (1− ε0)

∫
Ω

|∇v|2dx+ β2ε0

∫
Ω

vwdx

− α1

n∑
i=1

∫
Ω

(2m.∇v + (n− ε0)v)
∂u

∂xi
dx

− β2

∫
Γ1

m.ν|v|2dΓ1 − β2

∫
Γ1

m.νvwdΓ1

−
∫
Ω

a(x)f2(u, v, w)[2m.∇v + (n− ε0)v]dx.
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Enfin, en multipliant la troisième équation de (6.1.1) par (2m.∇w+(n−ε0)w) et en intégrant

par parties sur Ω, on obtient

d

dt

∫
Ω

(2m · ∇w + (n− ε0)w)ρ1wtdx ≤
∫
Γ1

m.νρ1|wt|2dΓ1 − ε0

∫
Ω

ρ1|wt|2dx

−
∫
Ω

∇ρ1.m|wt|2dx−
∫
Γ1

m.ν|∇w|2dΓ1

+

∫
Γ1

(2m.∇w + (n− ε0)w)
∂w

∂ν
dΓ1 + β2ε0

∫
Ω

vwdx

−(1− ε0)

∫
Ω

|∇w|2dx+ β2ε0

∫
Ω

|w|2dx

−(α1 + α2)
n∑
i=1

∫
Ω

(2m.∇w + (n− ε0)w)
∂u

∂xi
dx

−
∫
Ω

a(x)f3(u, v, w)[2m.∇w + (n− ε0)w]dx

−β2
∫
Γ1

m.ν|w|2dΓ1 − β2

∫
Γ1

m.νvwdΓ1.

En sommant les trois inégalités ci-dessus, en tenant compte de la condition (6.1.4) et le fait

qu’il existe une constante positive c telle que

α1

n∑
i=1

∫
Ω

(
∂v

∂xi
m.∇u+ ∂u

∂xi
m.∇v + ∂w

∂xi
m.∇u+ ∂u

∂xi
m.∇w

)
dx

+α2

n∑
i=1

∫
Ω

(
∂w

∂xi
m.∇u+ ∂u

∂xi
m.∇w

)
dx

≤ cmax {α1, α2}
∫
Ω

(
|∇u|2 + |∇v|2 + |∇w|2

)
dx,
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et en exploitant les conditions (6.2) et (6.2.1), telles que

−
∫
Ω

a(x)f1(u, v, w)[2m.∇u+ (n− ε0)u]dx−
∫
Ω

a(x)f2(u, v, w)[2m.∇v + (n− ε0)v]dx

−
∫
Ω

a(x)f3(u, v, w)[2m.∇w + (n− ε0)w]dx

= −
∫
Ω

a(x)
∂F

∂u
[2m.∇u+ (n− ε0)u]dx−

∫
Ω

a(x)
∂F

∂v
[2m.∇v + (n− ε0)v]dx

−
∫
Ω

a(x)
∂F

∂w
[2m.∇w + (n− ε0)w]dx

≤ (−n+ ε0)(1 + δ)

∫
Ω

a(x)F (u, v, w)dx− 2

∫
Ω

a(x)m.∇F (u, v, w)dx

≤ ((−n+ ε0)δ − n+ ε0)

∫
Ω

a(x)F (u, v, w)dx+

∫
Ω

(2m.∇a)F (u, v, w)dx

−
∫
Γ1

a(x)(2m.ν)F (u, v, w)dΓ1

≤
∫
Ω

((−n+ ε0)δ − n+ ε0)a+ 2m.∇a)F (u, v, w)dx.

On obtient

d

dt
Φ(t) ≤

∫
Γ1

m.ν(ρ1|ut|2 + ρ2|vt|2 + ρ1|wt|2)dΓ1 − ε0

∫
Ω

(ρ1|ut|2 + ρ2|vt|2 + ρ1|wt|2)dx

+

∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u+ (n− ε0)u)dΓ1 −

∫
Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1

− (1− ε0)

∫
Ω

(|∇u|2 + |∇v|2 + |∇w|2)dx− c1

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi + v + w

∣∣∣∣2 dx
+

∫
Γ1

∂v

∂ν
(2m.∇v + (n− ε0)v)dΓ1 −

∫
Γ1

m.ν|∇v|2dΓ1

+

∫
Γ1

∂w

∂ν
(2m.∇w + (n− ε0)w)dΓ1 −

∫
Γ1

m.ν|∇w|2dΓ1

− β1

∫
Γ1

m.ν|u|2dΓ1 − β2

∫
Γ1

m.ν(|v|+ |w|)2dΓ1 − c2

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂w∂xi − u

∣∣∣∣2 dx
+

∫
Ω

((−n+ ε0)δ − n+ ε0)a+ 2m.∇a)F (u, v, w)dx.
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En utilisant l’inégalité de Poincaré et en prenant ε0 assez petit, on obtient

d

dt
Φ(t) ≤

∫
Γ1

m.ν(ρ1|ut|2 + ρ2|vt|2 + ρ1|wt|2)dΓ1 − ε0

∫
Ω

(ρ1|ut|2 + ρ2|vt|2 + ρ1|wt|2)dx

+

∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u+ (n− ε0)u)dΓ1 −

∫
Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1

− (1− ε0)

∫
Ω

(|∇u|2 + |∇v|2 + |∇w|2)dx− c1

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi + v + w

∣∣∣∣2 dx
+

∫
Γ1

∂v

∂ν
(2m.∇v + (n− ε0)v)dΓ1 −

∫
Γ1

m.ν|∇v|2dΓ1 − c2

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂w∂xi − u

∣∣∣∣2 dx
+

∫
Γ1

∂w

∂ν
(2m.∇w + (n− ε0)w)dΓ1 −

∫
Γ1

m.ν|∇w|2dΓ1

+

∫
Ω

((−n+ ε0)δ − n+ ε0)a+ 2m.∇a)F (u, v, w)dx.

La démonstration du lemme 21 est achevée.

Démonstration du Théorème 6.3.1

Maintenant, on introduit la fonctionnelle de Lyapunov L. Pour N > 0 assez grand, on

considére

L(t) = NE(t) + Φ(t). (6.3.17)

En appliquant l’inégalité de Young et l’inégalité de Poincaré aux intégrales de la frontière

de (6.3.16), on a pour ε > 0

∫
Γ1

∂u
∂ν
(2m.∇u+ (n− ε0)u)dΓ1 ≤ ε

(∫
Ω

|∇u|2dx+
∫
Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1

)
+ Cε

∫
Γ1

∣∣∂u
∂ν

∣∣2 dΓ1,

∫
Γ1

∂v
∂ν
(2m.∇v + (n− ε0)v)dΓ1 ≤ ε

(∫
Ω

|∇v|2dx+
∫
Γ1

m.ν|∇v|2dΓ1

)
+ Cε

∫
Γ1

∣∣∂v
∂ν

∣∣2 dΓ1,

∫
Γ1

∂w
∂ν
(2m.∇w + (n− ε0)w)dΓ1 ≤ ε

(∫
Ω

|∇w|2dx+
∫
Γ1

m.ν|∇w|2dΓ1

)
+ Cε

∫
Γ1

∣∣∂w
∂ν

∣∣2 dΓ1.
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On réécrit les conditions aux limites (6.2.20), (6.2.21) et (6.2.22) comme suit

∂u

∂ν
=− τ1{ut + k1(t)u− k1(t)u0 − k′1 ⊙ u}, sur Γ1 × R+,

∂v

∂ν
=− τ2{vt + k2(t)v − k2(t)v0 − k′2 ⊙ v}, sur Γ1 × R+,

∂w

∂ν
=− τ3{wt + k3(t)w − k3(t)w0 − k′3 ⊙ w}, sur Γ1 × R+,

et en combinant toutes les relations ci-dessus, on obtient

dL
dt

(t) ≤− (
Nτ1
2

− Cε −m.νρ1)

∫
Γ1

|ut|2dΓ1 +
Nτ1
2

∫
Γ1

k21(t)|u0|2dΓ1

− (1− ε)

∫
Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1 −
Nτ1
2

∫
Γ1

k
′′

1 ◦ udΓ1

− (1− ε0 − ε− Cεk
2
1(t))

∫
Ω

|∇u|2dx

− (
Nτ2
2

− Cε −m.νρ2)

∫
Γ1

|vt|2dΓ1 +
Nτ2
2

∫
Γ1

k22(t)|v0|2dΓ1

− (1− ε0 − ε− Cεk
2
2(t))

∫
Ω

|∇v|2dx

− (1− ε)

∫
Γ1

m.ν|∇v|2dΓ1 −
Nτ2
2

∫
Γ1

k
′′

2 ◦ vdΓ1

− (
Nτ3
2

− Cε −m.νρ1)

∫
Γ1

|wt|2dΓ1 +
Nτ3
2

∫
Γ1

k23(t)|w0|2dΓ1

− (1− ε)

∫
Γ1

m.ν|∇w|2dΓ1 −
Nτ3
2

∫
Γ1

k
′′

3 ◦ wdΓ1 − (1− ε0 − ε− Cεk
2
3(t))

∫
Ω

|∇w|2dx

− ε0

∫
Ω

(
ρ1|ut|2 + ρ2|vt|2 + ρ1|wt|2

)
dx− c1

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi + v + w

∣∣∣∣2 dx
− c2

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂w∂xi − u

∣∣∣∣2 dx+ ∫
Ω

((−n+ ε0)δ + n+ ε0)a+ 2m.∇a)F (u, v, w)dx

+ Cε

∫
Γ1

|k′1 ⊙ u|2dΓ1 + Cε

∫
Γ1

|k′2 ⊙ v|2dΓ1 + Cε

∫
Γ1

|k′3 ⊙ w|2dΓ1

+ Cεk
2
1(t)

∫
Γ1

|u0|2dΓ1 + Cεk
2
2(t)

∫
Γ1

|v0|2dΓ1 + Cεk
2
3(t)

∫
Γ1

|w0|2dΓ1.
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Nous choisissons nos constantes comme suit, en prenant

ε = ε0 <
1

2
. (6.3.18)

Une fois que ε est fixé, nous choisissons N assez grand telle que

N > sup

{
2(Cε +max |m.νρ1|)

τ1
,
2(Cε +max |m.νρ2|)

τ2
,
2(Cε +max |m.νρ1|)

τ3

}
. (6.3.19)

En utilisant le fait que limt→∞ ki(t) = 0 pour i = 1, 2, 3 et (6.2.7), on obtient

dL
dt

(t) ≤− C1E(t)

+ C2

∫
Γ1

[
k21(t)|u0|2dΓ1 + k22(t)|v0|2dΓ1 + k23(t)|w0|2

]
dΓ1

− C3

∫
Γ1

[k′1 ◦ u+ k′2 ◦ v + k′3 ◦ w] dΓ1, ∀t ≥ t0,

(6.3.20)

pour t0 assez grand et certaines constantes positives C1, C2 et C3.

Si γ(t) = min{γ1(t), γ2(t), γ3(t)}, pour t ≥ t0, on multiplie les deux côtés de (6.3.20) par

γ1(t) on obtient

γ(t)
dL
dt

(t) ≤− C1γ(t)E(t)

+ C2γ(t)

∫
Γ1

[
k21(t)|u0|2 + k22(t)|v0|2 + k23(t)|w0|2

]
dΓ1

− γ(t)C3

∫
Γ1

[k′1 ◦ u+ k′2 ◦ v + k′3 ◦ w] dΓ1

≤− C1γ(t)E(t)

+ C2

∫
Γ1

[
γ1(t)k

2
1(t)|u0|2

+ γ2(t)k
2
2(t)|v0|2 + γ3(t)k

2
3(t)|w0|2

]
dΓ1

+ C3

∫
Γ1

[γ1(t)(−k′1) ◦ u

+ γ2(t)(−k′2) ◦ v + γ3(t)(−k′3) ◦ w] dΓ1, ∀t ≥ t0.
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En utilisant (6.3.1) et le fait que γi(t) est décroissante, on obtient

γ(t)
dL
dt

(t) ≤− C1γ(t)E(t)

+ C2

∫
Γ1

[
γ1(t)k

2
1(t)|u0|2

+ γ2(t)k
2
2(t)|v0|2 + γ3(t)k

2
3(t)|w0|2

]
dΓ1

+ C3

∫
Γ1

[γ1(t)k
′′
1 ◦ udΓ1

+ γ2(t)k
′′
2 ◦ v + γ3(t)k

′′
3 ◦ w] dΓ1, ∀t ≥ t0.

Ensuite, en utilisant (6.3.7), on voit facilement que

γ(t)
dL
dt

(t) ≤− C1γ(t)E(t) + C4

∫
Γ1

[
k21(t)|u0|2

+k22(t)|v0|2 + k23(t)|w0|2
]
dΓ1

− C
dE

dt
, ∀t ≥ t0,

ce qui donne

γ(t)
dL
dt

(t) + C
dE

dt
≤− C1γ(t)E(t) + C4

∫
Γ1

[
k21(t)|u0|2

+k22(t)|v0|2 + k23(t)|w0|2
]
dΓ1,

ou

d

dt
{γ(t)L(t) + CE(t)} − γ′(t)L(t) ≤− C1γ(t)E(t) + C4

∫
Γ1

[
k21(t)|u0|2

+k22(t)|v0|2 + k23(t)|w0|2
]
dΓ1.

(6.3.21)

Ainsi en utilisant le fait que γ1(t) est décroissante et posons

L1(t) = γ(t)L(t) + CE(t) ∼ E(t), (6.3.22)

l’estimation (6.3.21) nous donne

dL1

dt
(t) ≤− ωγ(t)L1(t)(t) + c

∫
Γ1

k21|u0|2dΓ1

+ c

∫
Γ1

k22(t)|v0|2dΓ1 + c

∫
Γ1

k23(t)|w0|2dΓ1, ∀t ≥ t0.

(6.3.23)
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(i) Si u0 = v0 = w0 = 0 sur Γ1, alors (6.3.23) devient

dL1

dt
(t) ≤ −ωγ(t)L1(t), ∀t ≥ t0. (6.3.24)

Par une intégration sur (t0, t), on obtient

L1(t) ≤ L1(t0)e
−ω

t∫
t0

γ(s)ds

, ∀t ≥ t0. (6.3.25)

En utilisant (6.3.22), on obtient pour une constante positive c

E(t) ≤ cE(t0)e
−ω

t∫
t0

γ(s)ds

, ∀t ≥ t0. (6.3.26)

Ensuite, on obtient

E(t) ≤ cE(0)e
−ω

t∫
0

γ(s)ds
, ∀t ≥ t0. (6.3.27)

(ii) Si (u0, v0, w0) ̸= (0, 0, 0) sur Γ1, alors (6.3.23) donne

dL1

dt
(t) ≤ −ωγ(t)L1(t) + C1k

2
1(t) + C2k

2
2(t) + C3k

2
3(t) ∀t ≥ t0, (6.3.28)

où C1 = c
∫
Γ1

|u0|2dΓ1, C2 = c
∫
Γ1

|v0|2dΓ1 and C3 = c
∫
Γ1

|w0|2dΓ1.

Dans ce cas, on introduit

L2(t) =L1(t)− C1e
−ω

t∫
t0

γ(s)ds
t∫

t0

k21(s)e
ω

s∫
t0

γ(ζ)dζ

ds

− C2e
−ω

t∫
t0

γ(s)ds
t∫

t0

k22(s)e
ω

s∫
t0

γ(ζ)dζ

ds

− C3e
−ω

t∫
t0

γ(s)ds
t∫

t0

k23(s)e
ω

s∫
t0

γ(ζ)dζ

ds.

En dérivant L2 et en utilisant (6.3.23), on obtient

dL2

dt
(t) ≤ −ωγ(t)L2(t), ∀t ≥ t0. (6.3.29)

Ainsi, par une intégration sur (t0, t), on obtient

L2(t) ≤ L2(t0)e
−ω

t∫
t0

γ(s)ds

, ∀t ≥ t0, (6.3.30)

122



ce qui implique que

L1(t) ≤L1(t0).e
−ω

t∫
t0

γ(s)ds

+

C1

t∫
t0

k21(s)e
ω

s∫
t0

γ(ζ)dζ

ds+ C2

t∫
t0

k22(s)e
ω

s∫
t0

γ(ζ)dζ

ds

 e
−ω

t∫
t0

γ(s)ds

+ C3

 t∫
t0

k23(s)e
ω

s∫
t0

γ(ζ)dζ

ds

 e
−ω

t∫
t0

γ(s)ds

, ∀t ≥ t0.

En utilisant (6.3.22) et (6.3.7), on obtient pour une constante positive C

E(t) ≤

E(0) + C1

t∫
0

k21(s)

 τ1
2c

+ e
ω

s∫
t0

γ(ζ)dζ

 ds
 e

ω
t0∫
0

γ(s)ds
e
−ω

t∫
0

γ(s)ds

+ C

C2

t∫
0

k22(s)

 τ2
2c

+ e
ω

s∫
t0

γ(ζ)dζ

 ds
 e

ω
t0∫
0

γ1(s)ds
e
−ω

t∫
0

γ1(s)ds

+ C

+C3

t∫
0

k23(s)

 τ3
2c

+ e
ω

s∫
t0

γ1(ζ)dζ

 ds
 e

ω
t0∫
0

γ1(s)ds
e
−ω

t∫
0

γ1(s)ds
.

Ceci achève la démonstration du théorème 6.3.1.

Remarque 9 Comme lim
t→+∞

ki(t) = 0 et
+∞∫
0

γ(t)dt = +∞ alors

lim
t→+∞

E(t) = 0.

Exemples. Nous donnons quelques exemples pour illustrer les taux de décroissance de

l’énergie obtenus dans (6.3.5).

Example 3 Si k1(t) = k2(t) = k3(t) = ae−b(1+t)
p
, 0 < p ≤ 1 alors,

k′′i (t) ≥ −γ(t)k′i(t), où γi(t) = bp(1 + t)p−1, (i = 1, 2, 3).

Pour des constantes positives convenablement choisies, ki vérifient les conditions (6.3.1), de

(6.3.5) on a

E(t) ≤ ce−ωb(1+t)
p

.
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Example 4 Si k1(t) =
a1

(1+t)q
, q > 0, k2(t) = a2e

−b1(1+t)p1 , 0 < p1 ≤ 1 et

k3(t) = a3e
−b2(1+t)p2 , 0 < p2 ≤ 1 alors

E(t) ≤ c

(1 + t)qω

Les deux exemples ci-dessus sont inclus dans le suivant qui est plus général.

Example 5 Pour des fonctions décroissantes ki(t), i = 1, 2, 3 qui vérifient la condition

(6.3.1), avec γi =
−k′i
ki

sont également des fonctions décroissantes et différentiables telles que

cγ1(t) ≤ min{γ2(t), γ3(t)} pour 0 < c ≤ 1,

on a de (6.3.5)

E(t) ≤ c[k1(t)]
ω.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons étudié l’existence des solutions et la stabilisation de quelques

systèmes élastiques et thermoélastiques de type Bresse.

La première partie a été consacrée à l’étude de l’existence et l’unicité ainsi que la stabi-

lisation du modèle de Bresse avec une masse attachée à son extrémité libre.

– Un résultat d’existence et d’unicité de la solution a été démontré.

– Un résultat de stabilité exponentielle a été obtenu en considérant trois amortisse-

ments linéaires frontières de type k0φt(L, t), k1ψt(L, t), k2wt(L, t) agissant sur les trois

équations.

De nombreuses perspectives sont envisageables. En particulier, Il serait intéressant d’étudier

le taux de décroissance de l’énergie en considérant des dissipations plus faible par exemple

de type viscoélastique de la forme :

k0

t∫
0

g1(t− s)φ(L, s)ds, k1

t∫
0

g2(t− s)ψ(L, s)ds, k2

t∫
0

g3(t− s)w(L, s)ds.

Dans la deuxième partie, nous avons étudié le comportement asymptotique du problème

de Cauchy du système de Bresse en thermoélasticité non classique, nous avons considéré

séparément les modèles suivants :

– Modèle de Bresse couplé avec la loi de Cattaneo.

– Modèle de Bresse couplé avec la loi de Green et Naghdi-type III.
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Nous avons montré que la solution des deux systèmes décrôıt lentement avec le même

taux de décroissance (1 + t)−1/12 et avec une perte de régularité malgré la présence d’un

terme d’amortissement linéaire de la forme δwt dans l’équation du déplaçement longitudinal.

Le comportement des solutions du système de Bresse-Cattaneo dépend d’un certain

nombre de stabilité α qui est une fonction des paramètres du système.

Le comportement des solutions du système de Bresse en thermoélasticité de type III

dépend des vitesses de propagation d’ondes des équations.

Il y a plusieurs questions ouvertes concernant l’étude du taux de décroissance de la

solution des deux systèmes :

– Quel sera le taux de décroissance de la solution pour δ = 0?

– Quelles sont les taux de décroissance qu’on peut obtenir en considérant le terme

d’amortissement (damping) dans l’équation du déplaçement transversal au lieu du

déplaçement longitudinal et quelles seront les conditions sur les paramétres physiques ?

La troisième partie a été consacrée à l’étude de la stabilisation du système de Bresse

multidimensionnel non linéaire dans un domaine borné. Nous avons établi un résultat de

décroissance explicite et général en considérant trois termes mémoires sur une partie de la

frontière du domaine. En guise de perspectives, nous envisageons d’étudier le comportement

asymptotique en considérant des termes de retard au lieu des termes sources.
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