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Résume

Dans cette these nous étudions 'existence globale, la stabilité et le taux de décroissance
des solutions de quelques systemes hyperboliques élastiques et thermoélastiques de type
Bresse. Le contenu de la these est divisé en trois parties.

La premiere partie est consacrée a I’étude de la stabilisation du systéeme de Bresse avec
conditions aux limites dynamiques. On présente d’abord le résultat d’existence et d’unicité
de la solution globale. Ensuite, nous montrons que I'énergie de la solution associée au systeme
décroit exponentiellement vers zero quand t tend vers 'infini.

Dans la deuxieme partie, nous considérons le probleme de Cauchy du systeme de Bresse
en thermoélasticité non classique ou la conduction thermique est décrite soit par la loi
de Cattaneo , soit par la théorie de Green et Naghdi. Nous montrons que pour les deux
systemes, la solution décroit lentement avec une perte de régularité.

Dans la troisieme partie, nous considérons un systeme de Bresse multidimensionnel non
linéaire dans un domaine borné avec des termes mémoires sur une partie de la frontiere.
Nous établissons un résultat de décroissance explicite et général pour lequel les estimations

de décroissance exponentielle et polynomiale ne sont que des cas particuliers.

Mots clés : Systeme de Bresse; Stabilisation exponentielle; Conditions aux limites
dynamiques ; Existence globale; Thermoélasticité de type III; Loi de Cattaneo; Controle

frontiere ; Terme mémoire ; Taux de décroissance.
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Abstract

In this thesis we study the global existence, the stability and the decay rate of the
solutions of some hyperbolic elastic and thermoelastic systems of Bresse type. The content
of the thesis is divided into three parts.

The first part is devoted to the study of the stabilization of the Bresse system with
dynamic boundary conditions. We first present the result of existence and uniqueness of a
global solution. Then we show that the energy of the system decays exponentially to zero
when t tends to infinity.

In the second part, we consider the Cauchy problem of the Bresse system in nonclassical
thermoelasticity where thermal conduction is described either by the Cattaneo law or by
the Green and Naghdi theory. We show that for the two systems, the solution has a slow
decay rate and it is of regularity-loss type.

In the third part, we are concerned with a nonlinear multidimensional Bresse system, in
a bounded domain, where the memory-type damping is acting on a portion of the boundary.
We establish a general decay result, from which the usual exponential and polynomial decay

rates are only special cases.

Keywords : Bresse system ; Exponential stabilization ; Dynamic boundary conditions ;
Global existence ; Thermoelasticity of type I11; Cattaneo’s law ; Boundary control ; Memory

term ; Rate of decay.
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Chapitre 1

Introduction générale

Au cours des dernieres décennies, différents types d’équations aux dérivées partielles
(EDP) ont été utilisées comme modeéles mathématiques décrivant les systémes physiques,
chimiques, biologiques ou mécaniques. Parmi eux, les modeles mathématiques de la vibration
des structures flexibles ont été considérablement stimulé ces derniéres années par un nombre
croissant de questions d’intérét pratique. La recherche sur la stabilisation des systemes de
parametres distribués a largement focalisé sur la stabilisation des modeéles dynamiques de
structures particulieres , telles que des chaines, des membranes et des poutres.

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a l’étude de la stabilisation du probleme
d’arc circulaire connu aussi comme le systeme de Bresse. Les structures élastiques de type
arcs sont des objets d’étude largement explorés dans l'ingénierie, I’architecture, l'ingénierie
marine, I’aéronautique etc.... En particulier, les vibrations libres des structures élastiques en
fonction de leurs propriétés naturelles sont un sujet de recherche important dans I'ingénierie
et aussi en mathématiques.

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feedback), elle
consiste donc a garantir la décroissance de 'énergie des solutions vers 0 de facon plus ou
moins rapide par des mécanismes de dissipation.

Plus précisément, le probleme de stabilisation auquel nous nous intéressons revient a
déterminer le comportement asymptotique de 1’énergie que nous notons par E(t), a étudier
sa limite afin de déterminer si cette derniere est nulle ou pas, et, si cette limite est nulle, a

donner une estimation de la vitesse de décroissance de ’énergie vers zéro.



Il existe plusieurs types de stabilité que 'on peut étudier. Le premier type consiste a

analyser simplement la décroissance de 1’énergie des solutions vers zéro, i.e.
E(t) =0 lorsque t— +o0. (1.0.1)

C’est ce que 'on appelle la stabilisation forte.
Pour le second, on s’intéresse a la décroissance de 'énergie la plus rapide, c’est-a-dire

lorsque celle-ci tend vers 0 de maniere exponentielle, i.e.
E(t) < Ce™, Vit >0, (1.0.2)

ou C' et ¢ sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.
Quant au troisieme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance

de I’énergie n’est pas exponentielle, mais du type polynomiale ou logarithmique par exemple :

C
B(t) <. Vt>0 (1.0.3)
ou bien
E(t)<L VE > 0 (1.0.4)
= log(1+t)*’ ’ o

ot C,C", a et k sont des constantes positives avec C' et C' qui dépendent des données
initiales.

Dans le domaine de I'analyse mathématique, il est intéressant de connaitre les propriétés
qui concernent le comportement de 1’énergie associée au modele dynamique. Pour les feed-
backs, par exemple, on peut se poser la question : quelles sont les conditions que doivent
vérifier ces derniers (feedback) pour obtenir la décroissance de ’énergie. Dans ce sens la
stabilisation a été étudiée pour des problemes dynamiques dans des structures élastiques
modélisées par des équations aux dérivées partielles. La décroissance exponentielle ne peut
étre obtenue que dans des situations particulieres (voir [51]).

En 1856, Bresse [3] a introduit le systéme linéaire suivant couplant trois équations d’ondes

p1pu = Qu +IN + F1,
patoy = My — Q + Fy, (1.0.5)

prwy = Ny —1Q + F3.



out >0et 0<x < L. Lindice t désigne la dérivée par rapport a la variable ¢, I'indice
x désigne la dérivée par rapport a la variable spaciale et Fj, (i = 1,2,3) , N,Q et M
désignent les forces extérieures, la force axiale, la force de cisaillement et le moment de
flexion, respectivement. N, @ et M sont les relations contrainte-déformation (stress-strain)

pour le comportement élastique et elles sont données par :

N = Ko(w, —lyp),
Q= k(g +v+lw), (1.0.6)
M = biq

Les fonctions ¢, 1 et w désignent le déplacement transversal, ’angle de rotation d’un filament
et le déplacement longitudinal de la poutre respectivement. Les coefficients p; = pA, po = pl,
k = kAG, kg = EA, b = EI et | = R™! sont des constantes positives caractérisant les
propriétés élastiques des matériaux. Physiquement, p est la densité du matériau, F est le
module d’élasticité, GG est le module de cisaillement, k est le facteur de cisaillement, A est
I’aire de la section transversale, I est le second moment de la section transversale et R est
le rayon de courbure.

Le modele décrit les mouvements d’une poutre élastique planaire sous l'effet de petites
déformations.

Pour plus de détails, voir aussi I'étude sur les réseaux des poutres flexibles de Lagnese,
Leugering et Schmidt [51].

Considérons le couplage des équations (1.0.5)-(1.0.6) avec F; = 0,7 = 1,2, 3, nous obte-

nons le systeme de Bresse donné par

prow — k (@r + ¢ +1lw), — Kol (w, — lp) =0,
P2t — by + K (02 + ¢ + lw) =0, (1.0.7)

P1Wy — Ko (Wy — 1), + Kl (e + 1 + lw) = 0,

Remarque 1 St R — oo, alors | — 0 et ce modéle se réduit au systeme de Timoshenko

([51])-



Les vitesses de propagation d’ondes dans les premiere, seconde et troisieme équations

sont, respectivement, données par

b
Moo=, =0 (1.0.8)

U1 = —,
P1 P2 P1

En tenant compte des conditions aux limites appropriées, I’énergie associée au systeme est

donnée par

E(t) =

N | —

1
/ {plgof + poth? + prw? + Ko (wy — 19)* + K (0r + 1 + lw)® + bwi}d:c
0

Comme nous ne disposons pas d’'un amortissement (damping) dans le systeme (1.0.7),
E'(t) = 0. Par conséquent 1’énergie E(t) est constante le long des trajectoires. L'une des
questions importantes dans le domaine de la stabilisation des systemes de type Bresse est
de trouver une dissipation minimale par laquelle I’énergie décroit uniformément vers zéro en
temps. Plusieurs types de mécanismes dissipatifs ont été introduits : de type frottement, de
type viscoélastique et de nature thermique. Le sujet de la stabilisation des systemes de type
Bresse (ou probleme d’arc circulaire) a suscité 'intérét de nombreux auteurs ces dernieres
années.

Santos et Junior [95] ont considéré le systeme (1.0.7) avec trois amortissements par
frottement, sous certaines conditions initiales et des conditions aux limites de type Dirichlet-

Dirichlet-Dirichlet, les auteurs ont montré que le systeme suivant
prow — k (@p + ¢ +1lw), — Kol (wy — lp) + 719 =0, dans (0,L) x (0,00)
Pty — by + K (0p + 0 +1w) + 10, =0, dans (0,L) x (0,00) (1.0.9)
prwy — ko (wy — ), + Kl (@ + ¥ +1lw) + 3w, =0, dans (0,L) x (0,00)

est exponentiellement stable sans aucune restriction sur les coefficients. Le cas d'un seul
amortissement par frottement (i.e. 73 = v3 = 0) a été étudié par Alabau Boussouira et al.

[1] ou les auteurs montrent que le semi-groupe associé au systeme de Bresse suivant
prow — K (pr + ¢ +1lw), — Kol (w, —lp) =0, dans (0,L) x (0,00)
pathy — bbyr + K (0 + ¢ +lw) + v, =0, dans (0,L) x (0, 00) (1.0.10)

prwy — ko (wy — lp), + Kl (py + ¢ +1lw) =0, dans (0,L) x (0,00)



avec des conditions aux limites de type Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet ou des conditions aux
limites mixtes est exponentiellement stable sous la condition

P

K

=— el K= Kp. 1.0.11
p2 b ’ ( )
(i.e., les vitesses de propagation d’ondes sont égales), sinon il y a absence de stabilité ex-

ponentielle. Dans ce cas, ils ont montré que la solution décroit polynomialement vers zéro

1/6+¢ 1/3+e

avec des taux t~ out™ pour € assez petit.

Noun et Wehbe [68] ont étudié le taux de décroissance de ’énergie du systeme de Bresse
sous 'action d'une seule dissipation interne, localement distribuée, agissant sur I’équation de
rotation angulaire. Sous la condition d’égalité des vitesses de propagation d’ondes (1.0.11),
ils ont montré que le systeme est exponentiellement stable. Dans le cas contraire, ils ont
é¢tabli un nouveau taux de décroissance polynomial de 1’énergie.

Wehbe et Youssef [102] ont considéré le méme systeme de Bresse avec deux amortis-
sements agissant seulement dans 1’équation de l'angle de rotation et dans 1’équation du
déplacement longitudinal. Ils ont obtenu un résultat de stabilité exponentielle du systeme
dans le cas ou les vitesses de propagation dans ’équation du déplacement vertical et I’équation
de I'angle de rotation sont égales. Dans le cas contraire ils ont obtenu un résultat de stabilité
polynomiale.

La condition sur les vitesses de propagation d’ondes a été utilisé dans de nombreux
travaux en vue d’établir des taux de décroissance exponentielle. Fatori et Monteiro [20] ont
montré 'optimalité du taux de décroissance polynomiale pour le systeme de Bresse (1.0.10)
avec la condition aux limites de type Dirichlet-Neumann-Neumann. Dans [97], les auteurs
ont considéré le systeme de Bresse avec un mécanisme d’amortissement indéfinie agissant
sur I’équation de I'angle de rotation. Sous la condition d’égalité des vitesses de propagation

d’ondes et seulement avec des conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann-Neumann,

ils ont démontré la stabilité exponentielle du systeme.



Charles et al. [13] ont étudié la stabilité asymptotique du systeme de Bresse avec dissi-

pation non linéaire

prow — K (gr + 0 + lw), — kol (w, — lp) + a1 (x)g1 (1) = 0,
Pt — by + K (0p + U +lw) + () g2 () = 0,
prwyg — Ko (We — 1), + KL (z + ¢ + lw) + az(x)gs(w,) =0,

dans (0, L) x (0, 00) par la méthode d’énergie. Toutefois, pour obtenir I'estimation du taux
de décroissance de I'énergie, les auteurs exigeaient que «; et les termes d’amortissement g;(.)

doivent satisfaire les conditions suivantes :

Q; = OéZ(ZL’) < Loo(oj L)7 O‘z<x> > C > 07
(1.0.12)
gi(s)s >0, pour s#0, cs<gs)<ds pour |s|>1,1=1,23.
ou C, ¢, d sont des constantes positives. Li et al [52] généralisent le comportement de oy, g;(.)
a des conditions qui ne vérifient pas nécessairement (1.0.12) et ils ont obtenu une estimation
explicite du taux de décroissance de I'énergie du systeme.
En ce qui concerne le comportement asymptotique du systeme de Bresse avec terme
mémoire infini agissant dans les trois équations nous citons le travail de Guesmia et al [37].

Les auteurs ont considéré le systeme suivant :
p1ow — K (2 + U + lw), — Kol (wy — lp) + f[;m 91(8)puz(,t — 8)ds =0,
Pt — Wur + K (0 + 0+ 10) + [ g2(8)hua(, t — 8)ds = 0,
prwg — o (e — 19), + Kl (pr + % + lw) + [7° g3(s)wye(w,t — s)ds = 0,

dans (0, L) x (0, 00) et ils ont montré sous des conditions appropriées sur les données initiales
et les termes mémoires, que l'énergie du systeme de Bresse converge vers zéro lorsque le
temps tens vers 'infini et ils fournissent un lien entre le taux de décroissance de ’énergie et
la croissance des termes mémoires a l'infini.

Dans [96] Santos et al. ont considéré le systeme de Bresse avec terme mémoire infini
agissant seulement sur ’équation d’angle de rotation. Ils ont montré la décroissance expo-
nentielle de la solution si et seulement si les vitesses de propagation d’ondes sont identiques.
Dans le cas contraire, ils ont montré que le systeme de Bresse est polynomialement stable

avec un taux de décroissance optimal.



Concernant la stabilisation par un effet thermique , Liu et Rao [56] ont considéré le
systeme de Bresse avec deux mécanismes dissipatifs différent, donné par deux températures

couplées au systeme. Les auteurs ont considéré le probleme

/

prp — K (0 + U +lw), — kol (wy — lp) + 1k10F = 0,

P2t — Oyy + K (0r + 0 4+ lw) + K16, = 0,

§ prwe — Ko (W — 1), + Kl (r + 0 + lw) + K101 =0, (1.0.13)
psbi — by, + k1 (wy — L) =0,

0397& - Oée:c:r} + Hlﬁbm = 07

\
dans (0, L) x RT et ils ont montré la décroissance exponentielle seulement quand les vitesses
de propagation d’ondes sont identiques. Si les vitesses de propagation d’ondes sont différentes

ils ont prouvé que 1'énergie du systeme décroit polynomialement vers zéro avec le taux ¢~ /2

ou t—1/4

, sous des conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann-Neumann ou Dirichlet-
Dirichlet-Dirichlet , respectivement.

Si 01 = 0 dans (1.0.13) Fatori et Munoz Rivera [21] ont analysé la stabilité exponentielle
du systeme de Bresse couplé avec la loi de la thermoélasticité classique , ils ont montré qu’en
général, le systeme est stable de maniere exponentielle mais qu’il existe une stabilité poly-
nomiale avec des taux qui dépendent des vitesses de propagation d’ondes et de la régularité

des données initiales. Récemment, Najdi et Wehbe dans [67] ont amélioré les résultats de

[21] lorsque la dissipation thermique est localement distribuée.

Thermoélasticité non classique

Le modele classique de thermoélasticité est basé sur la loi de Fourier, i.e. le flux de
chaleur est proportionnel au gradient de température. Au cours des deux dernieres décennies,
plusieurs travaux sur ’existence locale, I'existence globale, et le comportement asymptotique
des solutions de problemes aux limites ainsi que des problemes de Cauchy en thermoélasticité
unidimensionnelle et multidimensionnelle ont été effectués.

Récemment, il a été établi que la conduction thermique classique (loi de Fourier) ne décrit

pas le phénomene de propagation de la chaleur correctement. Par conséquent, cette théorie



prédit une vitesse infinie de la propagation de la chaleur. Autrement dit, toute perturbation
thermique en un point a un effet instantané partout dans le corps. Ceci est physiquement
irréaliste et des expériences ont montré que la conduction de la chaleur dans certains cris-
taux diélectriques a basse température sont indépendant de ce paradoxe et des changements
de temperature, qui sont presque entierement thermique, se propagent a vitesse finie. Ce
phénomene dans les cristaux diélectrique est appelé second son. Pour remédier a cette insuf-
fisance, de nombreuses théories ont été développées telles que la thermoélasticité de second
son et la thermoélasticité de type III, dans lesquels le flux de chaleur obéissant a la loi de

Cattaneo et la théorie de Green et Naghdi respectivement.

Thermoélasticité de second son

Cette théorie suggere que nous devrions remplacer la loi de Fourier
q+kVo =0. (1.0.14)

par la loi de Cattaneo (qui est également connu sous le nom de Maxwell-Cattaneo ou
Maxwell-Cattaneo-Vernotte)

Tq +q+kVO = 0. (1.0.15)

Lorsque la loi de Fourier (1.0.14) est remplacée par la loi de Cattaneo (1.0.15) les équations
de thermoélasticité deviennent purement hyperbolique et prédisent une vitesse de signal
finie. Plusieurs résultats concernant 'existence et le comportement asymptotique des solu-
tions en thermoélasticité de second son ont été établis au cours des deux dernieres décennies.
Voir [100], [79], [12].

Dans [24] Ferndndez Sare et Racke ont étudié le systeme de Timoshenko-Cattaneo

§
prow — k(or + ), =0,

ptht - Oélﬂm + k(@m + "¢) + 661 = 07
(1.0.16)
pSet + Y4 + 5wtz = 07

TQt+Q+k9:1::()7

\
out € (0,00), z € [0,L] et py,p2, p3, 7,0, k,7y sont des constantes positives. Sous certaines

conditions initiales et conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann-Dirichlet, ils ont



montré que le systeme n’est pas exponentiellement stable méme si les vitesses de propa-
gation d’ondes sont égales. Par ailleurs, ils ont montré que méme avec la présence d’un

amortissement viscoélastique de la forme

[ et - as

dans la seconde équation de (1.0.16) n’est pas suffisant pour avoir la stabilité exponentielle.
Une version non linéaire du systéme (1.0.16) a été étudié avec un amortissement de la

forme pg; par Messaoudi et al. [60]. Ils ont considéré le probleme suivant

(

P11 — 0 (P, V) + gy = 0,

p2¢tt - O‘¢xz + k((px + ¢> + 601‘ = 07
(1.0.17)

P30 + 7q + 0y = 0,

| Tq +q+ kB, =0,

ou (z,t) € (0,L) x (0,00) et la fonction non linéaire o est supposée suffisamment lisse et
qui satisfait
0,,(0,0) =0,(0,0) =k (1.0.18)
et
T ppipn(0,0) = 04,4(0,0) = oyy, = 0. (1.0.19)

Plusieurs résultats de décroissance exponentielle pour les deux cas linéaire et non linéaire
ont été établis.
Récemment, Santos et al. [94] ont considéré le systeme (1.0.16) et ils ont introduit un

nouveau nombre de stabilité de la forme

_ p1 <Pz )01) Tp10°
p=\1——|(7-") -
kpg b k kbpg

et ils ont utilisé la méthode des semigroupes pour obtenir le résultat de décroissance expo-

nentielle pour p = 0 et la décroissance polynomiale pour p # 0.

Thermoélasticité de type III

A la fin du dernier centenaire, Green et Naghdi [26],[27],[28] avait introduit trois nou-

veaux type de théories thermoélastiques basées sur le remplacement de 1'inégalité d’entropie



usuelle par une loi sur I’équilibre de ’entropie. Dans chacune de ces théories, le flux de cha-
leur est donné par une autre hypothese constitutive. Comme un résultat les trois théories
obtenues sont respectivement appelées thermoélasticité type I, type 11, et type IIL.

Pour comprendre ces nouvelles théories et leurs applications, plusieurs contributions
mathématiques et physiques ont étés faites; voir par exemple, , Chandrasekharaiah [10],
[11],[12], Quintanilla [73], [74], [75] et Quintanilla et Racke [77].

La théorie de la thermoélasticité de type III est caractérisée par I’équation constitutive
de flux de chaleur

q+ K7+ RO, =0 (1.0.20)

ou 7 représente le déplacement thermique qui vérifie 7, = 6 et k*, K sont des constantes
positives. Cette théorie a fait 'objet de quelques travaux intéressants ces deux dernieres
décennies. Dans [77] Quintanilla et Racke ont considéré un systeme de thermoélasticité de

type III de la forme

Ugt — QUgy + B0, =0,
ett - 59xz + YUty — 'Liet:t:m (1021)
U(O,.’ﬂ) = UQ(.CE), ut(oax) = u1($)? €(O7$) = 90(%’), et(07$) = 91(%’)

dans (0,L) x Rt ol u est le déplacement, # est la température et a,3,0 7, £ sont des
constantes physiques positives. Ils ont utilisé la méthode de ’analyse spectrale et la méthode
de Iénergie pour établir la stabilité exponentielle en dimension une pour différentes condi-
tions aux limites. On rappelle aussi la contribution de Quintanilla [76], dans laquelle il a
démontré que les solutions de la thermoélasticité de type III convergent vers les solutions
de la thermoélasticité classique aussi bien que vers les solutions de la thermoélasticité sans
dissipation d’énergie. Zhung et Zuazua [112] ont étudié le comportement asymptotique de
la solution du systeme

(

g — pAu — (p+ NV (divu) + A0 =0, dans §2 x (0,00)
Htt — A — AQt + d?:'l]utt = 0, dans § X (0, OO)

(1.0.22)
'LL(O, :U) = uO(x)a ut<07 ib') = ul('r)a 9(073:) = 90(9‘3), (9,5(0,33) = (91(1’), dans

u(t,z) =0(t,x) =0, dans 0 x (0,00)
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et ils ont démontré, que sous des conditions convenables sur le domaine, ’énergie du systeme
décroit exponentiellement. Mais la majorité des domaines en deux dimension, I’énergie des
solutions régulieres décroit polynomialement.

Messaoudi et Said Houari dans [58] ont considéré le systeme de Timoshenko en thermoélasticité
de type III suivant

( prow — k(o + ), =0, dans (0,1) x RT

prtt - bwa:x + k(%g + w) - 50;(; == 0, dans (O, ].) X R+
p39tt - (ngx -+ 7¢ttw - k‘@tm = O7 dans (O, ].) X R+
(1.0.23)
QD(JJ,O) = @O(I)7¢(I70) = %(95)79(515, O) = HO(ZE)a 0<z<1
g0t<l’,0) = (,01(1]),1/&(1’,0) = ¢1(17),0t<1’,0) = 91(.1]), 0 S X S 1
[ 2(0,8) = ¢(1,8) = ¥(0,t) = ¢(1,¢) = 6,(0,t) = 0,(1,1) = 0.

et ils ont prouvé un résultat de décroissance similaire a celui démontré par Munoz Rivera

et Racke dans [66] pour la thermoélasticité classique.

Le méme probleme (1.0.23), avec la présence d’'un amortissement viscoélastique de la
forme f0+°° 9(8)ur(x,t — s)ds dans la seconde équation, a été analysé dans [59]. Les auteurs
ont démontré que le systéme décroit exponentiellement (respectivement polynomialement)
si g décroit exponentiellement (respectivement polynomialement) dans le cas de 1’égalité des
vitesses de propagation (4t = £2). Cependant la décroissance est polynomiale dans le cas
contraire.

Ce résultat a été amélioré récemment par Guesmia et al [36] et un taux de décroissance

général a été obtenu.

Note historique sur les systemes hybrides

Au cours des dernieres décennies, les problemes aux limites pour une poutre élastique
avec une charge attachée appelés également systemes hybrides ont été étudiés par plusieurs
auteurs. En 1988, Littman et Markus [54] ont établi la stabilisation forte du modele SCOLE,

qui prend en compte I'inertie de rotation de la charge, en appliquant une force et un moment
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controle au point de contact entre la poutre et la charge. Ce travail a été suivi par une
explosion des contributions sur les systemes hybrides linéaires et non linéaires pour I’équation
de la poutre d’ Euler-Bernoulli et I’équation des ondes avec des amortissements interne
ou frontiere par plusieurs auteurs, Rao [81], Grobbelaar [31],[32] et Mifdal [64]. Parmi les
problemes qui apparaissent dans de nombreuses applications physiques, le probleme des
structures spatiales flexibles qui est intéressant du point de vue mathématique, car s’il
y a un contact parfait entre la poutre et la charge, ’équation différentielle décrivant le
processus dynamique a l'extrémité ou la charge est attachée devient une condition aux
limites dynamique pour ’équation aux dérivées partielles qui décrit les vibrations de la
poutre.

Les modeles élastiques hybrides pour la poutre de Timoshenko ont attiré un grand intérét
au cours des vingt dernieres années. Dans ce domaine, les contributions avant 2000 sur
la stabilisation de ces modeles sont dus a Bruch et Mitchell [5] et Morgul [65]. Bruch et
Mitchell ont considéré comme un modele pour les vibrations d’une poutre de Timoshenko
cantilever avec un moment d’inertie constant localisé a l'extrémité libre. L’équation de
fréquence pour la poutre est déterminée et les formes de mode résultantes du systeme Poutre-
Corps sont présentées a l'aide de méthodes numériques. Morgul a utilisé une méthode de
Lyapunov pour obtenir une stabilisation uniforme d’une structure hybride comprenant un
corps rigide en rotation, par exemple un engin spatial et une poutre flexible qui est fixée
au corps a une extrémité et libre a 'autre extrémité, qui est équipé de controles frontieres
appropriées. Plus récemment Q. Yan et D. Feng [106] ont considéré comme un modele de
poutre de Timoshenko-corps rigide dans lequel la poutre est non uniforme. La méthode des
semigroupes est utilisée pour établir I'existence et I'unicité de la solution du systeme tandis
que la méthode des multiplicateurs de domaine de fréquence est appliquée pour obtenir
un résultat de stabilité exponentielle quand le schema de stabilisation comprenant trois
feedback frontieres. Cependant, 'inertie de rotation du corps rigide n’est pas pris en compte
dans le modele. Une approche numérique par la méthode des éléments finis a été réalisée par
Zietsman et al. [111]. Dans leurs études empiriques, ils n’ont pas pu conclure une stabilisation
uniforme ni dans le cas ou l'inertie rotatif de la charge I, est non nulle, ni quand I, est

négligée. Leur méthode FEM a été suivie plus récemment par une méthode des différences
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finies due a F. Li et al. [53] dans lequel 1'unicité de la solution, la stabilité inconditionnelle
et la convergence de leur schema de différences du probleme qui inclut I'inertie de rotation
de la charge sont prouvés.

Il y a aussi une vaste littérature sur les modeles de dimensions supérieures pour les
structures composées, par exemple systemes de plaque poutre dans lequel les composantes
peuvent étre une poutre d’Euler-Bernoulli ou plaques de Kirchhoff ou plaques de von Kar-
man ou poutres extensibles a fournir pour les grands déflections. Voir par exemple les travaux

de You [109] et Grobbelaar [33],[34].

Description et objectif de la these

Le but de cette these est ’étude du comportement asymptotique des solutions de quelques
systemes de type Bresse. Nous étudions plusieurs problemes en considérant différents types
de mécanismes de dissipation et nous montrons leurs effets sur la stabilisation de ces
systemes. Cette these comporte cing chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques notions et rappels sur les espaces
de Sobolev, la transformée de Fourier et la théorie des semi-groupes. Le contenu de ce cha-
pitre sera d'une grande utilité pour les chapitres suivants. Dans le chapitre 2, nous étudions
I'existence, 'unicité et le comportement asymptotique de la solution d’un systeme unidi-
mensionnel de Bresse dans un domaine ouvert borné |0, L[ avec trois conditions aux limites
dynamiques en L et des conditions de type Dirichlet en 0. Les conditions aux limites dy-
namiques génerent des dissipations pour les trois équations du systeme. Ce modele décrit
les vibrations d’un systeme hybride élastique constitué de la poutre de Bresse et une charge
attachée a son extrémité libre x = L de telle sorte que le centre de la charge coincide avec
le point de son attachement a la poutre. Nous supposons l'interaction entre la poutre et la
charge. Ainsi, les forces et les moments a l'intérieur de la poutre vibrante sont transmis a
la charge qui se déplace en conformité avec la loi de Newton. Nous montrons que la sta-
bilisation exponentielle peut étre obtenue en utilisant trois controles frontieres au point de
contact entre la charge et la poutre. La stratégie utilisée est la technique des multiplica-

teurs et la construction d'une fonctionelle de Lyapunov appropriée. Le troisieme chapitre
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comporte un bref résumé de la théorie de la thermoélasticité classique et non classique ou
nous introduisons les cadres physiques utilisés dans une partie de cette these. Dans le cha-
pitre 4, nous étudions le comportement asymptotique des solutions du probleme de Cauchy
pour le systeme unidimensionnel de Bresse par un effet thermique et un terme d’amor-
tissement supplémentaire de la forme dw; agissant sur la troisieme équation du systeme.
Nous considérons séparément le couplage avec la loi de Cattaneo et la théorie de Green et
Naghdi de conduction de la chaleur. En utilisant la méthode de ’énergie dans l'espace de
Fourier et la méthode des multiplicateurs pour la construction d’une fonction de Lyapunov
équivalente a 1’énergie, nous montrons quelques estimations ponctuelles de la transformée
de Fourier de la solution, puis en utilisant ces estimations ponctuelles nous montrons pour
les deux systemes que la solution décroit lentement avec une perte de régularité. En fait,
nous montrons que la norme L? de la solution décroit avec un taux de (1 —I—t)_ﬁ a condition
que les données initiales soient dans L'(R) N H*(R), (s > 2). De plus, en restreignant les
données initiales a L (R) N H*(R) avec v € [0, 1] nous pouvons obtenir des estimations de
décroissance plus rapide avec Pamélioration du taux de décroissance par un facteur de ¢75.

Dans le chapitre 5, nous étudions le comportement asymptotique de la solution dun
systeme de Bresse multidimensionnel non linéaire dans un domaine ouvert borné avec des
termes mémoires agissant sur une partie de la frontiere. Nous établissons un résultat de
décroissance explicite et général pour lequel les taux de décroissance exponentiel et polyno-
mial ne sont que des cas particuliers. La démonstration est basée sur la construction d’une
fonctionelle de Lyapunov appropriée équivalente a I’énergie de la solution en considération

et qui satisfait une inégalité différentielle conduisant au résultat de décroissance souhaité.
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Chapitre 2
Préliminaires

Dans ce chapitre, on présentera quelques notions et théoremes fondamentaux que nous

utiliserons dans les chapitres suivants.

2.1 Définition et propriétés élémentaires des espaces
L

Définition 1 Soit Q un ouvert de R". L’espace LP(Q)), p € [1,400] est l’espace vectoriel
des (classes de) fonctions u définies sur 2 a valeurs dans K ot K = R ou C, telles que u
est mesurable et |u|’ est intégrable au sens de Lebesque sur 2 . L’espace LP(2) muni de la

norme

il = | [lu@Pdz) . pourpe L4l
Q
est un espace de Banach.

Définition 2 On appelle L>(Q2) l’espace constitué des (classes de) fonctions mesurables et

bornées presque partout sur 2. Muni de la norme

[ull ooy = sup ess [u ()]
e
ol

sup ess |u(x)| = {inf C >0 tel que |u(x)] < C p.p sur Q}.
z€eQ
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Remarque 2 L*>(Q)) est un espace de Banach.

Dans le cas ot p = 2, L*(2) muni du produit scalaire

(U, V) p20) = /u(x)v(x)dx

Q

est un espace de Hilbert.

Définition 3 On dit qu’une fonction u : Q — R appartient a L (Q) si 1xu € LP(Q) pour

loc

tout compact K C (0.

Définition 4 Pour v € [0,+00), on définit l’espace a poids LP'(R) comme suit :
ue LPY(R) ssiu e LP(R) et

|70y = /(1 + 2P u(z)Pde < 400 (2.1.1)
R

2.2 Notions de base sur les distributions

Rappels et notations

Soient €2 un ouvert de R™ et une application f : Q@ — R™ ( ou C") définie par f(z) =
(filxy, ..., ), .oy fr(21, ..., ). Rappelons que lapplication f est de classe C* sur €, ce que
'on note par f € C*(Q,R"), si toutes les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a k
sont des fonctions continues sur Q. L’espace C*(2,R) ou C*(€2, C) selon le contexte est noté
par C*(Q).

Un multi-indice « est un n-uple d’entiers, o = (aq,...,,) € N* . A tout multi-indice
a = (aq,...,a,) € N" on associe sa longueur |a| = zn:ai.

Pour chaque multi-indice a = (v, ..., ) € N7, onzjllote les dérivées partielles itérées d’une

fonction v de classe C* sur {2 par

o oy (z
D (x) = aalxl....(ﬁa)nx ’
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2.2.1 Fonctions de classe C*({2) a support compact

Définition 5 Soit une fonction continue ¢ définie sur un espace topologique X et a valeur

dans R ou C. Le support de la fonction ¢ est

supp(¢p) = {r € X, ¢(x) # 0}.

L’espace de base D((2)

Définition 6 On appelle espace des fonctions d’essai, et que l'on note par D(QY), lespace
des fonctions ¢ définies et indéfiniment dérivables et a support compact dans ). Autrement
dit

D(Q) = { espace des fonctions C* a support compact C Q}.

On désigne par D(Q) lespace des restrictions a 0 des fonctions de D(R™).

Remarque 3

supp(p) C supp(p) N supp(V), pour tout p,¢ € D(Q)

Définition 7 (Convergence dans D({2))
On dit qu’une suite {¢n}, oy C D(2) converge vers une fonction, s’il existe un compact K
contenu dans €) tel que

1. supp(n) C K, VYneN

2. D*(p,) converge uniformément vers D*(p), Vo = (aq,...,qa,) € N .

Proposition 1 Vp > 1, l'ensemble D(2) est dense dans LP(2).

2.2.2 Espace des distributions D'(12)

Définition 8 (Notion et carectérisation de distribution)

Soientn > 1 un entier et Q2 un ouvert de R™. Une distribution T sur ) est une forme linéaire
sur D(Q) a valeures réelles (ou complexes) vérifiant la propriété de continuité suivante :
Pour tout compact K, il existe Cx > 0 et k € N tels que, pour toute fonction ¢ € D(Q)
avec supp(p) C K,

(T, 9)| < Ck Y sup D ()]

laj<k T€K
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Autrement dit

1) YoeD(Q), p = (T,p) estlinéaire de D () dans R .

TeD Q)<
2)  Sip; — 0 dans D(Q) alors (T,¢;) — 0 dans R.

On note toujours par D’(€2) I'espace vectoriel (sur R ou C) des distributions sur £ ( a
valeurs respectivement réelles ou complexes).

Définition 9 On dit, que deux distributions T, et Ty sur 2 sont €gales si elles le sont en

tant qu’applications de D(2) dans R
<Ti,p>=<Ty,p> VpecDQ)
Remarque 4 Toute fonction f de L*(Q2) engendre une distribution Ty € D'(2) définie par

Ty(o) =< Ty, 0 >= / f(@)p(x)dz, Yy e D)
Q

2.3 Espaces de Sobolev

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels parti-

culierement adaptés a la résolution des problemes d’équations aux dérivées partielles.

2.3.1 Espace de Sobolev W'?(Q)
Soit €2 un ouvert de R"™ et soit p € R avec 1 < p < +o00.

Définition 10 L’espace de Sobolev, noté WP(Q) est constitué des fonctions de LP(Q)
dont la dérivée au sens des distributions, s’identifie a une fonction de LP(Q2). La définition

précédente s’écrit donc comme ceci :

WP (Q) = u € LP(Q),3g € LP(Q)tel que/uaxi
0 0
Pour p = 2, il est d’usage de remplacer la notation W12(Q) par H*(9).
Pour u € WH?(Q) on note

ou ou Ou ou
o =g() et Vu= <8x17 Pl 8xn> = grad u. (2.3.1)
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Proposition 2 1. L’espace W'?(Q) muni de la norme

ou
”Ule,p( ) (232)
est un espace de Banach.
2. L’espace H*(SY), muni du produit scalaire
ou 81)
(u,v)H1( Q) = u v L2(Q) + Z axl i (®) (2.3.3)

est un espace de Hilbert.
Démonstration. (voir[4]). m

Théoréme 2.3.1 (Friedrichs) Soit u € W'P(Q) avec 1 < p < 4o00. Alors il existe une suite
(u,) dans D(R™) telle que

1. upjo — u dans LP(§2)

2. Vg, — Vuy, dans LP(w)N pour tout w CC Q.
(rappelons que la notation w CC Q) signifie que w est un ouvert tel que @ C Q et W est

compact).

Démonstration. (voir[4]). m

2.3.2 Espace de Sobolev W"™P(Q))

Définition 11 Soient 2 un ouvert de R™ et m > 2 un entier et soit p un réel avec

1 < p < +o0. On définit par récurrence l’espace

ou
6%

L’espace W™P(§2) est muni de la norme

lullwmr@ = > 1D ooy (2.3.5)

0<|al<m

WmP(Q) = {u e W™ Lr(Q); e W™ P(Q), Vi=1,2, n} . (2.3.4)

est un espace de Banach.

On pose H™(Q) = W™2(Q2); H™ est muni du produit scalaire

(w,v) gm() = Z (D%, D) 20 (2.3.6)

0<]al<m

est un espace de Hilbert.
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2.3.3 Espace de Sobolev W;""(Q)

Définition 12 FEtant donné 1 < p < 400 et m € N, on désigne par Wi"*(Q) la fermeture
de D(§2) dans W™P(Q2). On note

H' () = Wg"*(Q).

Proposition 3 Muni du produit scalaire de H*(Q) l'espace de Sobolev H}(Q) est un espace
de Hilbert.

L’espace dual de H}(Q)

On désigne par H1(Q) I'espace dual de H{(£2). On identifie L?(Q2) & son dual mais on

n’identifie pas Hg(2) & son dual, on a le schéma
HY(Q) C L*(Q) ¢ H Q). (2.3.7)

avec injections continues et denses.

Formule de Green

On définit la trace de u sur la frontiere I', 'application linéaire continue,
i HY(Q) — H(D)
u — ulp
Théoréme 2.3.2 L application trace vo : H' (Q) — Hz (I') est surjective et son noyau est
Uespace HL (), on a
Hy(Q) = {u e H(Q) : ulr =0} (2.3.8)
Proposition 4 (Formule de Green). Soit Q0 un ouvert borné régulier de R™.

Si f,g € H (), alors pour 1 <i<mn, ona

/fgcid / gi;dwr/(%f) (0g) vid,

r

ol v = (v, Va,...,Upn) est la normale unitaire extérieure a U'. Si f € H* () et g € H' (Q),

on a la formule de Green :

/Afgdx: —/Vngdx—i—/g%dF.

Q Q T
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2.4 Quelques inégalités utiles

Soit 1 < p < oo; on désigne par q I'exposent conjugué de p c’est a dire

1 1
S =1
P q

Inégalité de Holder [4]
Théoréme 2.4.1 Soient f € LP (Q) et g € L1(), alors fg € L' (Q) et
19l Ly < 1oy 190 o) -

Remarque 5 St p = q =2 on aura l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
||ngL1(Q) < ||f||L2(Q) ||9||L2(Q) :

Inégalité de Poincaré[4]

Théoréme 2.4.2 Soit Q2 un ouvert borné de R™. Alors il existe une constante ¢, (dépendant

de Q et p) telle que
||u||Lp(Q) < Cp||Vu||Lp(Q), Yu € Wol’p(Q) (1 <p< o). (2.4.1)

Autrement dit, sur Wy'(Q), la quantité |[Vul|p» est une norme équivalente a la norme

usuelle de W1P(Q).

Inégalité de Young [4]

Théoreme 2.4.3 Soient 1 < p,q < 0, % + % =1 eta,b>0. Alors pour tout n > 0,
ab < na? + Cpb*

ol
1
C, = ,
q (np)

SIS

Remarque 6 pour p = q = 2, l'inégalité précédente s’écrit sous la forme

b2
ab < na® + e (2.4.2)
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2.5 Transformée de Fourier

2.5.1 La transformée de Fourier dans L!(R)

Définition 13 Soit f € L'(R), la transformée de Fourier de f, que l’on note f ou Ff, est

la fonction sur R définie par,

A

fO) =716 = [ fae s, cer (2.51)

R

Théoréme 2.5.1 (de Riemann-Lebesgue)- Etant donnée f € L*(R) on a :
(i) Ff est une fonction continue et bornée sur R.

(ii) F est un opérateur linéaire et continu de L'(R) dans L>=(R) et
[fllzee@) < N fllrm) (2.5.2)

(iii) lim [f(¢)]=0.

|§|=+o00
Démonstration. (voir[25]). m

La formule suivante est essentielle pour introduire la transformée de Fourier inverse.

Proposition 5 Soient f et g deuz fonctions de L*(R). f§ et fg sont dans L*(R) et on a :

/ F()g(t)dt = / f(@)g(x)dz (2.5.3)

Démonstration. (voir[25]). m

Proposition 6 (Transformée de Fourier et dérivation)

1. Si 2% f(z) est dans L*(R), k =0,1,2,...,n, f est n fois dérivable et on a

—

f(k)(ﬁ) = (=2mix)kf(x) pour k=1,2,...n (2.5.4)

2. Si f € LY(R) N C™(R) et si toutes les dérivées f¥), k = 1,2,...,n sont dans L'(R)

alors

— ~

f®BE) = 2mi&)* f(€) pour k=1,2,..n. (2.5.5)

3. Si f e LYR) est ¢ support borné alors f € C(R).

Démonstration. (voir[25]). m
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2.5.2 La transformée de Fourier inverse dans L'(R)

Définition 14 Pour toute fonction f appartenant ¢ L*(R), on définit la transformée de

Fourier inverse par

Ff(e) = /f(x)emﬁdx (2.5.6)

On a alors le théoreme d’inversion suivant :

Théoréme 2.5.2 Si f et f sont dans L*(R). Alors on a,

Fflx) = f(z) (2.5.7)
en tout point x € R ou f est continue.

Démonstration. (voir[25]). m

2.5.3 La transformée de Fourier dans S(R)

Les fonctions a décroissance rapide

Définition 15 Une fonction f : R — C est dite a décroissance rapide si, pour tout p € N
on a

lim |2Pf(z)] =0 (2.5.8)

|x]—o00

Proposition 7 1. Soit f une fonction de L'(R) a décroissance rapide. Alors f est

indéfiniment dérivable.

2. Soit f une fonction de C*(R). Si pour tout k € N, f*) est dans L'(R) alors festa

décroissance rapide.

Démonstration. (voir[25]). m

L’espace de Schwartz S(R)

Définition 16 On désigne par S(R) ou tout simplement S ’espace vectoriel des fonctions
de R dans C qui vérifient les deux propriétés suivantes :

— f est indéfiniment dérivable.
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— f ainsi que toutes ses dérivées est a décroissance rapide.

Théoreme 2.5.3 L’espace S est stable par transformation de Fourier.

(ie. feS=fed).

Démonstration. (voir[25]). m

2.5.4 La transformée de Fourier inverse dans S(R)

Nous avons vu du théoreme 2.5.2 que si f et f étaient des fonctions intégrables, alors en

tout point x de continuité de f on avait la formule d’inversion

fa) = / P F(¢) e (2.5.9)

R

Si f est un élément de S, f est dans S donc intégrable. f étant partout continue on a donc

(2.5.9) pour tout = dans R. Ou encore
VfeS f=F(Ff) (2.5.10)
De la méme facon on a f = F(Ff). F est donc une bijection sur S et son inverse est

Fl1=F

Théoreme 2.5.4 La transformation de Fourier F est une application linéaire bijective et

bicontinue de S sur S. L’application inverse est F~' = F c’est a dire que les relations

f(g) = /e_%imgf(x)dx

R

et
fa) = / 27 F(€)de

R

sont équivalentes pour un élément [ de S.

Démonstration. (voir[25]). m
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2.5.5 La transformée de Fourier dans L*(R)

Nous avons vu a la section précédante que I’étude de la transformée de Fourier dans
L'(R) présente des inconvénients notant en terme d’inversion. Dans ce qui suit, nous allons
voir comment 1'on peut définir la transformée de Fourier sur L?(R) comme une isométrie de

L*(R) dans L*(R) a partir des résultats établis sur S.

Proposition 8 (Densité de S dans L*(R) ) S est un sous-espace vectoriel dense dans

I2(R).

Démonstration. (voir[25]). m

2.5.6 Théoreme de Plancherel-Parseval

Théoréme 2.5.5 Soient f et g dans S, on a :

/ f(@)g(x)dz = / F(&)3(6)de (2.5.11)

Si f =g, on a la propriété suivante : [ |f(z)]>dx = [|f(€)|2dE.
R R

Démonstration. (voir[25]). m

2.5.7 Propriété de la transformée de Fourier dans L?(R)

L’extension de F & L*(R) se fait en utilisant la densité de S dans L*(R) et la complétion

de L*(R). C’est une application du résultat suivant :

Proposition 9 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, F' complet et G un sous-
espace vectoiel dense dans E. Si A est un opérateur linéaire continu de G dans F' alors il
existe un prolongement unique A linéaire continu de E dans F et la norme de A est égale

a la norme de A.

Démonstration. (voir[25]). m
F est une isométrie sur & muni de la norme induite par celle de L?(R). On applique le

résultat précédent avec E = F = L*(R), G = S. On obtient :
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Théoréme 2.5.6 La transformation de Fourier F (resp F) se prolonge en une isométrie
de L3(R) sur L?(R). Désignons toujours par F (resp F) ce prolongement.
On a

(i) Vf € L3 R) FF(f)=FF(f)=f presque partout.

(i) Vf.g € L*(R) gf(w)g(w)dw = gf(f)]_”(g)dﬁ-

(iii) Vf € L*R) [Ifllr2 = IF(H)llz=.

Démonstration. (voir[25]). m

2.6 Théoreme de Lax-Milgram

Le théoreme de Lax-Milgram est un outil simple et efficace pour la résolution d’équations

aux dérivées partielles linéaires elliptiques.

Définition 17 Soit H un espace de Hilbert muni de la norme |.|. On dit qu’une forme

bilinéaire a(u,v) : H x H — R est

(i) continue s’il existe une constante C' telle que
la(u,v)| < Clullv] Vu,v e H, (2.6.1)
(ii) coercive s’il existe une constante a > 0 telle que
a(v,v) > alv]* Vv e H. (2.6.2)

Théoréme 2.6.1 (voir [4]) Soit H un espace de Hilbert et H' son dual. Soit a une forme

bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout p € H' il existe u € H unique tel que
a(u,v) = (p,v) Yv € H. (2.6.3)
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ue H et %a(u,u) —(p,u) = {)Iéllgl {%a(v,v) - <gp,v>} . (2.6.4)

ot < .,.> désigne les crochets de dualité entre H', H.
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2.7 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.||.

2.7.1 Quelques définitions

Définition 18 Une famille S(t)(0 < t < 00) d’opérateurs linéaires bornés dans un espace
de Banach X est appelée un semi-groupe fortement continu (ou Cy semi-groupe) si

- Sty +t2) = S(t1)S(t2), Vt1,t2 >0,

- S(0)=1,

— Pour tout v € X, S(t)x est continu en t sur [0,00).
Définition 19 On dit que S(t) est un semi-groupe borné si
aM >0 tel que ||S@)|| <M, Vt>0. (2.7.1)
Si M <1 S(t) est dit de contraction.

Définition 20 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))i>o, ['opérateur

linéaire (non-borné) A : D(A) — X défini par

D(A) = {x € X, lirél+ Stz -z existe dans X} (2.7.2)
t—
1
Az = lim —(S(t)z — x). (2.7.3)

t—0t+

Théoréme 2.7.1 (voir [69])
Soit S(t) un Cy semi-groupe, alors son générateur infinitésimal A est fermé et son domaine

D(A) est dense dans X.

Théoréeme 2.7.2 (voir [69])
Si S(t) et T'(t) sont deux Cy semi-groupes de méme générateur infinitésimal A, alors
S(t)="1T(t).

On notera souvent S(t) = e l'unique Cy semi-groupe associé a A.

Exemples de C, semi-groupes :
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Example 1 Soit H un espace de Hilbert. Soit A un opérateur linéaire continu sur H. Alors

tkA¥
5@=W=Zk, (2.7.4)
k>0
est un Cy semi-groupe puisque :
My —
S(0) = 1,5(t + 5) = eAt+s) = eAteds — S(1)S(s) et lilg}r — = Ax. (2.7.5)
t—

Donc A est un générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe S(t).

Example 2 Soit {5 l’espace défini par

+0o0
ly = {x = (21, ..., T, ),Zx? < +oo} (2.7.6)
i=1

n

(S(t)x), = (e—%$n> . est un Cy semi-groupe et (Ax), = (—’”
neN*

T)neN* est son générateur

infinitésimal.

2.7.2 (, Semi-groupe généré par un opérateur dissipatif

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni du produit scalaire (.,.) et la norme

associée ||.||.

Définition 21 Soit A un opérateur linéaire a domaine dense dans H, i.e,

A:D(A) C H— H. On dit que A est dissipatif si pour tout x € D(A),
Re(Az,x) <O0. (2.7.7)

Supposons qu’un opérateur linéaire A génére un Cy semi-groupe e? sur un espace de Hilbert

H. Alors on a (voir Pazy [69]) :

Théoréme 2.7.3 (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire non-borné A est un générateur
infinitésimale d’un Cy semi-groupe S(t) sur H, t >0, si et seulement si

— A est fermé et D(A) = H,

— L’ensemble résolvant p(A) de A contient RT et pour tout A >0 ,

A —A)7H < < (2.7.8)

>
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Théoréme 2.7.4 (Lumer-Phillips ) Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense
dans H.

1. Si A est dissipatif et s’il existe A\g > 0 tel que \oI — A est surjectif sur H alors A est

le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contraction sur H.

2. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contraction sur H, alors

M — A est surjectif pour tout X > 0 et A est dissipatif.

Théoreme 2.7.5 Soit A un opérateur linéaire a domaine dense D(A) dans un espace de
Hilbert H. Si A est dissipatif et 0 € p(A), l'ensemble résolvant de A alors A est le générateur

infinitésimal d’un Cy semigroupe de contraction sur H.

Démonstration. (voir [55]). =
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Chapitre 3

Systeme de Bresse avec conditions

aux limites dynamiques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considére un modele hybride élastique constitué de la poutre de
Bresse et une charge attachée a son extrémité libre x = L de telle sorte que le centre de la
charge coincide avec le point de son attachement a la poutre. On suppose que l'extrémité

gauche de la poutre x = 0 est fixé, le systeme est gouverné par les équations suivantes

ppu — K (0z + U+ lw), — Kol (wy
]pwtt El¢x$ + H(QOQ; + 77Z) + lw

, sur |0, L[xRy,

. sur |0, L[xR,,

pwy — Ko (e — 1), + Kl (pz + 10 +lw

lp)

)

) =0, sur|0,L[xRy,
©(0,) = 0,9(0,2) = 0,w(0,1)

)

)

)

mepu(L,t) + ko (L, t) + £ (@o (L, t) + (L, 1) + lw(L, t)
Lntbu(L, 1) + ke (L, t) + EI¢,(L, ¢
muwy (L, t) + kowi (L, t) + ko (we (L, t) — lp(L, t)

, sur Ry,

,  sur R,

0
0
0
0, surR,,
0
0
0

. sur Ry, (3.1.1)

ou les fonctions ¢, et w désignent, respectivement, le déplacement transversal de la
poutre, I'angle de rotation d’un filament de la poutre et le déplacement longitudinal de la

poutre. Les coefficients p, E et I sont la densité du matériau, le module d’élasticité et le
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second moment de la section transversale de la poutre. Les coefficients x, kg et [ sont égales
A EA, kGA et R, respectivement olt G est le module de cisaillement, k est le facteur
de cisaillement, A est l'aire de la section transversale et R est le rayon de courbure. Les
coefficients m et I,,, désignent respectivement la masse et l'inertie de rotation de la charge
attachée a I'extrémité libre de la poutre.

On considere le systeme (3.1.1) avec les conditions initiales suivantes

Yo (ZE)’ U}(ZL',O) = Wo (l’)
Ui (z), we(z,0)=w(z)

S
=
=
Il
BS)
=]
&
<
—
8
(=]
—
I

(3.1.2)

AS
B
=
I
5
O
&
B
=
!

Le but de ce chapitre est de montrer I'existence, 'unicité de la solution et la stabilisation
du systeme (3.1.1). Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous montrons
I'existence et 1'unicité de la solution du probleme. Dans la section 3, nous montrons notre
résultat principal concernant la décroissance exponentielle de ’énergie associée a la solution

du probleme.

3.2 Formulation du probleme

On va formuler le probleme (3.1.1)-(3.1.2) dans un espace de Hilbert approprié. Pour
définir I'approche de semi-groupe associé au systeme (3.1.1)-(3.1.2). On considere les condi-

tions aux limites suivantes
oi(L,t) =u(t), (L,t)=0v(t) et wy(L,t)=2(t), pourt> 0. (3.2.1)

oll u, v et z sont solutions du systeme

(

mug(t) + kou(t) + K (g (L, t) + (L, t) + lw(L,t)) =0, surR,,
¢ Lyo(t) + ko(t) + Elv, (L, t) =0, surR, (3.2.2)

p22i(t) + kaz(t) + ko (we (L, t) — lo(L, 1)) =0, surR, ,

\

sous la condition initiale

w(0) = @1(L), v (0)=vi(L) et 2(0) = w(L). (3.2.3)
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Si on note par U = (p, ¢,¢,;Z7w,w,u,v,z)T, ol
© = @, @/N):@/)ta W = wy,

alors U est une solution du probleme de Cauchy de premier ordre suivant

U, = AU, U(t=0)=U, (3.2.4)

Up = (¢o(x), ¢1(2), vo(x), ¥1(x), wo(z), wi(x), uo, vo, 20)" € H
et A: D(A) CH — H est donné par

0 I 0 0 o0 0 0 0 0
2

o _ rol? Wr—ro)

22 (Vaa =14 0 ROk 0 7 (D 0 0 0 0

0 0 o0 Iy O 0 0 0 0

=2 (s 0 B, -£l. o - 0 0 0 0
A=| o 0 0 0 0 Iy 0 0 0

1(k+rg) _ kL Q. _ wlZ

4pr1 (e 0 £l1g 0 o2 (aw —H=1a 00 . 0 0

-Llmn o —-1imy o -—2Llmy o —-Zli; o 0

1 ko
0 0 —7-Ty 0o o 0 0 —72Ig 0 .
_1 _1 _ k3
L7y 0o 0 0 Ts 0 0 0 Iy

m

ou I; désigne I'opérateur identité et T;, i = 1,...,6 sont les opérateurs trace donné par

Ti (p) = kpu(L, 1), Ty () = sp(L, 1),
T3 (w) :"{w([ﬁt)v T4 (¢) :EI’QDx(Lvt)?
Ts () = kop(L, t), Ts (w) = kowy (L, t).

On désigne par H ’espace de ’énergie associé au systeme (3.1.1)-(3.1.2) par
H = (VxL*0,L))’ x C?,

ou

V={yeH(0,L):y(0)=0}.

Par conséquent, le domaine de 'opérateur A est

IS}

D(A) = {UG’H;go,i/z,wE H20,L) NV, 3,4, @ €V, $(L) =u, w(L) =v, (L) :z},
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et le produit scalaire dans H est défini par

L
(Uh U2)H = //io(wm - lsﬁl)(wzr - l902)d$

0
L L
+ / K(@1z + U1 + lwy) (par + e + lwe)dx + /Eh/;m@dx
0 0
L L L
+ /p(ﬁlﬁdx + /[pz£1152d37 + /pwleQdiC
0 0 0

+ muity + 1, v103 + m21 2,

ott Uy = (@r, P Vi, Yy Wh, Wiy W Vs 21) T € H, k= 1,2.
Alors, la norme correspondante est
1015 = &llga + 0+ lwll3 + E1s 3 + wollw. — o]l
oGN3 + Llll3 + plll + mlul® + Lufvl* +mlz]?,
ol ||.||2 est la norme usuelle dans L?(0, L).
Il est facile de voir que H est un espace de Hilbert et que D(A) est dense dans H. Avant

d’énoncer le théoreme de l'existence et 1'unicité de la solution du systeme (3.1.1)-(3.1.2), on

a besoin de démontrer le lemme suivant

Lemme 1 II existe une constante positive C' telle que pour tout (p,,w) dans V3, on a

L L
/ (ol + [ + [ ) de < C / (ke + 4 + lwl? + T[]
0 0
+ Ko|wy, — lp|?) d. (3.2.5)

Démonstration. Soit (¢, 1, w) € V3. On va démontrer ce résultat par I’absurde. Supposons

alors que pour toute constante C' > 0, il existe (o, %, w) € V3, tel que
L L
1
/ (klpz + ¢ + Ww|* + E1|¢,|* + kolw, — lp|?) dz < ol / (|pal? + [a|® + Jwg]?) da.
0 0
Donc pour tout n € N*, on peut trouver une suite {(¢n, ¢y, wy)}, dans V? telle que
L
n n n|2 n|2 n n|2
/(m|gpx+¢ + " + EIYL + kolw] — lp"|?) dz <
0

(3.2.6)

S|
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et

L
[ G+ sy de = 1. (327
0

De(3.2.7), la suite {(¢n, ¥n, wy)},, est bornée dans V? et comme Uinjection V < L?(0, L) est
compacte alors la suite {(¢y, ¥, w,)}, converge fortement dans (L*(0, L))?. D’autres part,

quand n — 400 on a de (3.2.6)
Y — 0 fortement dans L*(0,L) (3.2.8)
et par I'inégalité de Poincaré on déduit que
Y" — 0 fortement dans L*(0,L) (3.2.9)
Ensuite, soit ¢, — ¢ et w, — w fortement dans L?(0, L). D’apres (3.2.6), on a
Ol " +lw™ — 0 fortement dans L*(0,L). (3.2.10)
Alors
O " Flw™ = " " Fl(w" — w) +lw — 0 fortement dans L*(0,L) (3.2.11)

Donc

o' — —lw fortement dans L*(0,L). (3.2.12)

Alors (¢™),, est une suite de Cauchy dans H'(0, L). Donc (¢™),, converge vers une fonction
o1 dans H'(0, L). Par conséquent ("), converge vers o, dans L*(0, L). Dol ¢; = ¢, par
'unicité de la limite. De plus, ¢ € V car 'espace V est fermé dans H'(0, L). Par suite,
(3.2.12) implique que

o, Flw=0 pp x€(0,L) (3.2.13)

De la méme maniere, on trouve que
wy —lp=0 pp. x€(0,L) (3.2.14)
et w € V. Donc, on déduit de (3.2.13), (3.2.14) et de la continuité de ¢ et w que

© =cjcos(lz) et w = cysin(lz) (3.2.15)
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Donc ¢ |,—o= 0 implique ¢ = w = 0. Par conséquent
L
[ ez + ) do o,
0

ce qui contredit (3.2.7). =

Théoréme 3.2.1 L’opérateur A est un générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe S(t)
de contraction dans H. Ainsi pour toute condition initiale Uy € H, le probleme (3.2.4) admet
une unique solution faible U € C([0,00),H). Par ailleurs, si Uy € D(A), alors U est une
solution forte de (3.2.4) vérifiant, U € C([0,00), D(A)) N C([0,00), H).

Démonstration. Pour montrer le théoreme 3.2.1, on utilise 'approche des semi groupes et
le théoreme de Lummer-Phillips. A cet effet, nous montrons tout d’abord que 'opérateur A

est dissipatif dans 'espace de I'énergie ‘H. En effet , pour tout
U = (QD’ @7 ¢7 1;7 w7 w? u7 /U7 Z>T E D(A>7

par définition de I'opérateur A et du produit scalaire dans H, on a

L

L
(AU, U)y = /mo(tﬁw —1p)(w, — lp)dx + / K( Gy + U + 1) (g + ¥ + lw)dx
0

0

L L
+EI /@M}_ / (02 + ¢ + lw)Gpda
0 0
L L
+/-£0l/( r—lcp)gbdx—/Elwxﬁxdx—/i/ ©r + 1+ lw) 1/de
0 0 0

L L
— /mo(wm — lp)wydr — Kl /(90z + ¢ + lw)wdx
0 0

— kolu(t)]” — kafo(t)]* — kol 2(2)]*.
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De méme,

L L
(U, AU )y = /Iio(’wm —lp)(w, — lp)dx + / K(pp + U + lw) (G, + U + l)dx

0 0

L

+El / Vothpd + / K@ (z + U + lw)d
0 0

L

L L
+ Kol / Q(w, — ly)dr — /Ehﬁm%dm — Rk | Y(ps + 9+ lw)de
0 0 0

L L
— //iofu?m(wx — lp)dx — Kl / W(py + 9 + lw)dx
0 0
— kolu(t)[* = E1|v(t)* — ka|2(t)[*.
Ensuite par un calcul direct on aura

= —2hko|u(t)[® — 2k |v(t)|? — 2ka|2()]2.

Alors
Re(AU,U)y = —k:0|u(t)|2 - k1|v(t)\2 - k:2|z(t)|2 <0 (3.2.16)

ce qui implique que A est un opérateur dissipatif dans H.
Il nous reste & démontrer que 0 € p(A) i.e. A est inversible et A~ est borné.

Pour démontrer que A est inversible, il faut démontrer que pour tout

F = (f1, 2. f5, f1, [5: fo, [ [, fo)T € H,

il existe un unique U = (¢, @, ¥, 1, w, W, u, v, z) € D(A) telle que

AU = F, (3.2.17)
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i.e. le systeme

o=h
" + 9+ lw), + 5w, —lp) = f
b= fs
}i’[?ﬂm — 7 +Y +lw) = f4
W= fs (3.2.18)

%(wx — 1)z — %(pr + ¢+ lw) = fe
— (e + Y +Hlw)(L) — Bu = f;
_%¢I(L> - %U =Js

[ e —lp)(L) = 2z = fo

admet une unique solution. De la premiere, troisieme et cinquieme équations de (3.2.18), on

obtient
p=rf, v=1r, w=fs

Alors il nous reste a démontrer que le systeme suivant

k(e + 1 + W)y + Kol(wy — 1) = pfa
Eltye — K(pe + 0 +1lw) = 1,f4 (3.2.19)
ro(tw, — 19)e — Kl(a + 6+ 1w) = pfe
admet une unique solution (p, 1, w) dans Hy, ou 'espace H; =V x V x V est muni de la

norme suivante
U lnF = Kllpe + 2+ lwll3 + BI|]l5 + wollws —lo]13 (3.2.20)
On définit donc la forme bilinéaire b sur H; par

b((p1, 1, wr), (@2, 12, w2)) = K(P1e + 1 + lwy, o, + g + lws)
+ Ko(wiz — 1, war — lp2) + E1(12, Vo).
olt (.,.) désigne le produit scalaire de L*(0, L).
I1 est facile de vérifier que la forme bilinéaire b est coercive et bornée sur H; x H;. D’autre

part, en multipliant la premiere, deuxieme et troisieme équations de (3.2.19) par s, 19 et

wy respectivement, on obtient

b((p1, %1, w1), (P2, Y2, wa)) = —(pfa, p2) — (Ipf1,¥2) — (pfe, wa) + ko f1(L)p2(L) +m frea(L)
+ k1 f3(L)o(L) + I fstho(L) + ka fs(L)wa(L) +m fows(L)
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Définissons maintenant 'application ¢ sur H; par

U(p2, o, wa) = —(pfa, p2) — (Lpfa,002) — (pfe, wa) + ko f1(L)p2(L) +m frea(L)
+ ki f3(L)2(L) + I fstba (L) + kaf5(L)wa(L) + m fows(L).

Il est clair que ¢ est une forme linéaire continue sur H;, alors d’apres le théoreme de Lax-

Milgram, il existe un unique (p, ¥, w) € H; tel que

b((@laﬁ’l,wl)»(@%w%wﬂ) = 6(9027@02771]2), v(@?aq/}??w?) € Hl- (3221)

D’autres part, pour F' € H et (p,0,w) € Hq, on a (¢, p, ¥, 0, w, 0, u,v,z) € D(A). En
effet, en prenant (g, ¥, we) = (¢2,0,0) dans (3.2.21), on obtient

L

L L
5/ Or + U+ lw)podr — Hol/( —lp)podr = —/pr(dex—|- ko f1(L)gs(L)
0 0 0
+mfroa(L), Vpr €V (3.2.22)

Par une integration par parties, on aura
KQpe = —Kp — (K + Ko)lw, — Kol?p + pfs € L*(0, L). (3.2.23)
Par conséquent, on a
o€ H*(0,L)NV.

De méme, en prenant (yq, 12, ws) = (0,1,0) dans (3.2.21), on obtient

L

L
, 0/ o+ + lw)nde — EI / athada = — 0/ I, fatbade + ka fo (L) (L)

L fsa(L), Yy €V (3.2.24)

Donc

Ely, = k(s + ¢ +lw) + 1fy € L*(0,L). (3.2.25)

Par conséquent, on a

v e H*(0,L)NV.
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De méme, en prenant (9, 19, ws) = (0,0, w,) dans (3.2.21), on obtient

L

L L
/{l/ 0z + U + lw)wedx — Iio/ —lp)wedr = — /pfﬁwgdac + ko fs(L)wy(L)
0 0 0
+mfgw2(L), va cy (3226)

Donc

KoWee = Kolwy + Kl(@x + 10 + lw) + pfe € L*(0, L). (3.2.27)

Par conséquent, on a

we H*(0,L)NV.

Il nous reste a démontrer que A est borné, on a

(0 @, 90, %, w, @, 4,0, 2) |13 = pllBII5 + Ll NI5 + pll @15 + ELxll3 + wller + 9 + w3

+ kollwe — lpl|3 + m|ul® + Ly|v|* + m]|z]?. (3.2.28)
Donc de la premiere, troisieme et cinquieme équations de (3.2.18), on obtient

(e, @, 0, 0y w, @, u, 0, 2)II3 = Pl Asll3 + LIS 13+ 2l I3 + 16 (0,8, w), (0,9, w)) |
+m|@(L) P + Ll (L)[* + mla (L)

Ensuite

(o, @b, b, w, o, v, 2) [ = Pl + Ll fall3 + ol 5113 + 1€ (0,00, w) |
+m|@(L) + Ll (L)* +mla (L)

En utilisant I'inégalité de Poincaré et le lemme 1, on obtient

P33 + 1, 19113 + ol
< Cy (BTN + sll@e + 6+ 1]3 + moll @ — 1613)
< Cy (EI||f30ll3 + £l frz + f3 + Ufs|l3 + Kol fse — LA1]13) (3.2.29)

ou C; est une constante positive dépendant de la constante de Poincaré, p, I, et la constante

C du lemmel.
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Ainsi, on a

mIG(L) + LD + mlio (L)

< | ol3 + Ll + ol 3

< Gy (BN + sllge + & + 113 + oll e — 15113

< Cy (BTN sl + wllfua + fy + L5513+ ol fox — LA IB) (3:2:30)

ou (1 est une constante positive dépendant de la constante de Poincaré, m, I, et la constante
C du lemme 1.
D’autres part, en utilisant 1'inégalité de Poincaré, I'inégalité de Young et le lemme 1, on

obtient

Loz vwn) < Ca(plRal3+ LISl + ol fsl3)
+Ca (BTGB + sllge + 6 + 103 + ol — 1]3)
+eCs (BTNl + kllps + 0 + lw]l3 + rollw, — Ig]|2) , (3.2.31)

ol € est une constante positive et C3, Cy, Cs sont des constantes positives dépendant de la
constante de Poincaré et ¢.

Par conséquent, en choisissant 0 < ¢ < c%, et en insérant (3.2.29),(3.2.30), (3.2.31) dans
(3.2.28), on obtient

pll1I5 + Ll[VI3 + pll@||3 + mlul? + L |v|* +m]|2|?
+(1 — eCs) (ET|[¢. |13 + Kl ¢z + ¥ + lwl|3 + Kollwe — lo]|3)

< Cs (pll fallz + Ll fall3 + pll fsl15)

+C4 (E[Hf&;a:Hg + &l frz + f5 + U5l + kol f5o — lleé) (3.2.32)
Alors
U1 < 1FI5,  YF eH, (3.2.33)
ie.
AT FIG, < 1P, YF e, (3.2.34)

Donc A™! est borné. Par conséquent 0 € p(A) et par le théoréme de Lummer-Phillips,

A

l'opérateur A géneére un Cy-semi-groupe de contraction S(t) = e sur H. m
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3.3 Résultat principal

Le but de cette partie est de montrer que ’énergie associée au probleme (3.1.1)-(3.1.2)
décroit exponentiellement en utilisant la méthode de Lyapunov. Pour cela, nous allons
généraliser le résultat de M. Grobbelaar-Van Dalsen [31] pour le cas du systeme de Ti-
moshenko au cas du systeme de Bresse. En la présence de la charge, cette approche nous
poussera a faire une restriction sur les valeurs au bord des solutions, c’est a dire, en x = L,
dans lesquelles les paramétres physiques du probleme, par exemple, la masse et 'inertie de
rotation de la charge jouent un role.

Nous allons maintenant procéder a la restriction des valeurs des solutions au bord
x = L. La restriction est "suggerée” par les conditions aux limites dynamiques en z = L,
au sens que les fonctions feedbacks ¢ (L,t), ¥ (L,t) et w(L,t) fournissent des bornes su-
perieures pour les produits des fonctions [mpyr(v, + ¢ + lw)] (L, 1), [LnuEIY,] (L, t) et
[mwyko(w, — lp)] (L,t) dans lesquelles les paramétres m, I,,, E1, k, ko sont supposés étre
strictement positifs, c’est a dire que 'on a :

2

(e 1+ )] (L, 1) < 2 g2(L, 1
2

[t BT0] (L,1) < "L (2,1

k2
[mwtt/{O(wz - l(p)] (L7 t) S fwf(La t)

(ot I'on a utilisé 4ab = (a + b)? — (a — b)? < (a +b)?, a,b € R). Nous avons aussi par
exemple que kj@?(L,t) + = [meur(ps + U + lw)] (L,t) > 0, Vi € [0,+00], si le produit
des fonctions [mpyuk(p, + ¥ + lw)] (L, t) est strictement positif. Dans le cas ou les produits
[mpuk(ps + 0 + )] (L, t), [[nbuEIY,] (L,t) et [mwyko(w, — lp)] (L, t) sont négatifs, on

considere I’hypothese suivante :

Condition S. Il existe des constantes positives 7y, 1o et 13 telles que

1 .
nlkgapf(L, t)+ - [meuk(oe + ¥+ w)] (L,t) > K1 >0, st [mpuk(p: +¢+1w)] (L, t) <0

nokiP2(L,t) + L BTV, (Lyt) > Koy >0, si [InuEIY,) (Lt) <0

2F1 [

1
nskaw?(L,t) + — [mwyko(w, —1p)] (L,t) > K3 >0, si  [mwgko(w, — lp)] (L, t) <0
0
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On définit 'énergie associée au systeme (3.1.1)-(3.1.2) par

L
1
Et) = 5 / {Jpzﬁ + p? + pw? + ko (Wy — 19) + K (p + 0 + lw)* + Ewi}dx
0
1
+§(1m¢§ (L,t) + m@? (L, t) + muw? (L,t)). (3.3.1)

Notre résultat principal est le suivant

Théoréme 3.3.1 Soit U une solution de (3.1.1)-(3.1.2). Supposons que la condition S est
satisfaite. Soit

k0>0, /€1>O7 ]€2>O, K = Kog-.

Alors il existe deux constantes positives C' et w indépendantes de t et de conditions initiales,
telles que

E(t)<CE(0)e ™, Vt>0.

L’idée principale est de construire une fonctionnelle de Lyapunov L£(¢) , en utilisant la

méthode des multiplicateurs, qui satisfait pour tout ¢ > 0 :
BiE ) < L(t) < BE(), Vi>0, et [i,8>0
et
d
%ﬁ (t) < —=BL(t) pour > 0.

Pour la démonstration de notre résultat, on a besoin des lemmes suivants

Lemme 2 Soit U une solution de (3.1.1)-(3.1.2). L’énergie € (t) satisfait pour tout t > 0,

dE(t
) — kg (L) — b (L1) — ko (L) <0, (3:3.2)

Démonstration. En multipliant la premiere équation de (3.1.1) par ¢, la deuxieme par
Y, et la troisieme par wy, en intégrant sur (0, L), en utilisant les conditions aux limites, en

sommant tous les résultats, on obtient (3.3.2). m
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Lemme 3 Soit U une solution de (3.1.1)-(3.1.2). On introduit les fonctionnelles suivantes

L

Li(t) = —1, [ Ywpdx
0
L

Lo(t) = —p [ wywdz
0

L
L3(t) = —p [ orpda.
0
et on définit la fonctionnelle L4 comme suit :
L4(t) = Ly(t) + Loft) + L5(1) (3.3.3)

Alors, on a

L L
dﬁ;t(t) < EI(1+«a) /widx +r(1+«) /(@x + 1) + lw)*dz — Ip/¢fdx
0 0 0
L L L .
+ko (1 + / p/wfdx - p/cpfdx + (E + 2772) k22 (L, t)
0 0 0
1 1
b (o om ) UL + o+ 2R (334
Démonstration. En dérivant la fonctionnelle £; et en utilisant les équations de (3.1.1), on
obtient
9L, (0) L L L
dlt = —Ef/wmwd:c + /i/(@x + 9 + lw)pde — Ip/wfdx. (3.3.5)
0 0

En intégrant par parties sur (0, L), on obtient

d

L
Eﬁl() = Eh/zx(Lt)w(Lt+EI/¢2dx+m/go$¢dx+m/¢dx
0

+f£l/w1/zdx /wfdm (3.3.6)

Ensuite, en dérivant la fonctionnelle Lo par rapport a t et en utilisant les équations de

(3.1.1), on obtient

L L L
—Eg /@0/ — lp)wdx + lil/ ©r + U+ lw)wdr — /wfdx. (3.3.7)
0 0 0
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En intégrant par parties, on obtient

L L
%52( t) = —krolwy —lo)(L,t)w(L,t) + Ko /widm - ﬁol/cpwacdm
0

0
L L L L
+f£l/<pxwdx+ml/zﬁwdm—i—mﬁ/dex—p/wfdx (3.3.8)
0 0 0 0

Ensuite, en dérivant la fonctionnelle £3 par rapport a ¢, on obtient

L L L
—£3 /{/ Oz + U+ lw)pdr — liol/ —lp)pdr — /gpfdm. (3.3.9)
0 0 0
En intégrant par parties, on obtient
L
%53( t) = —k(ps+¥+1lw)(L,t)p(L,t)+ n/gpid:v + /—{/@/}gpxdm

0
L L L L
—i—/{l/wgpxdx—/iol/wxgadx—i—n0l2/g02dm—p/gpfdx. (3.3.10)
0 0 0 0
En sommant (3.3.6), (3.3.8), (3.3.10), on obtient

d

5»64( ) = _E]¢m (L t) (L7t) (9095 + w + lw)(L’ t)(,D(L,t) - H0<wm - l¢)(La t)’LU(L, t)

L L
+EI/@Z) dx—l—m/g%zﬂdx%—ﬁ;/w daz%—nl/wwda;
0 0

/wfd:v—i—mo/w dxr — Kol
0

L
ml/wwdm + /ilZ/wzdx —p
0

L
pwdr + lil/(pmwdl‘
0

O\h o\h

L
w?dx + ﬁ/gpidx + /i/wgomdx
0 0

L L

0

L L

—l—/@l/wgoxd:c — /iol/wxgpdx—i—/ﬁolQ/(de:c —p/(pfdx. (3.3.11)
0 0 0

=]

En utilisant 1'inégalité de Young, on obtient

L
SULo < (e +L [
0

BT (L1 6(L, 1) < SLuA(L 0 +
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L
ol nous avons utilisé 'inégalité ¢*(L,t) < L [ ¢2dx.

0
e Analyse du terme ?(L, 1)

Sl = o (BT + ) 0~ Fl L] BT

2EI

4EI ki (L, 2FT

D’apres la condition S, on obtient

kTR (L) + BL2(L,t),  si[TnpuEIY.] (L) > 0,

%wi@, t) <
(g7 + m2) KRR (L, t) + BLy2(L,t),  si[Lnbu BTV, (L, t) <0

il en résulte que

El
—ALY) < (ﬁ + 2n2) K2OA(L,1). (3.3.12)
Alors
I (LWL 1) < (= + 2 ) K20 Lt+—/¢2d (3.3.13)
fd ) ) = 2ET T2 1%t ..

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient

s+ H )L, 0p(Ly1) < T lpe 0 w)(L,0) + 5(L1)

IA

L

L

g(% + 1+ lw)?*(L, t) + % / prdx
0

L
ot nous avons utilisé I'inégalité ¢*(L,t) < L [ p2dx
0

e Analyse du terme s(p, + ¢ + lw)?*(L, t)

(e + ¥ +1w)*(Lt) = — [(men + K(pe + ¢ + lw)) (L,t) — meu(L, )] [k(x + 1 + lw)] (L, t)

S

< —kogot (L,t) + 5

D’apres la condition S, on a
ks oi (L t) + 5(pn + ¢ + lw)*(L, 1), si [mepuk(es + ¥ + lw)] (L, ) >0,

Ko tHw)* (L, t) <
(5 + MK (Lo 1) + 5 (0 + ¢ + lw)*(L, 1), si [mpus(pe + ¢ + lw)] (L, 1)
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ce qui donne

g(ﬁpx + 1+ lw)?*(L,t) < (1 + 20 k202 (L, t). (3.3.14)
Alors
1 L ’
ot ¥+ )LL) < (5 + 200RAL 0 + 5 [tde (3319)
0

En utilisant 1'inégalité de Young, on a

—ko(we—lp) (L, )w(L,t) < %(wz—lgo) (L, t)+ 5 W 2(L,t) < 5 (we — 1p)*(L,t) + L/wid:r

L

ot nous avons utilisé I'inégalité w?(L,t) < L [w?dx.
0
e Analyse du terme ro(w, — l¢)?(L, 1)
1
Ro(we = lp)*(Lyt) = — [(mwu + ro(ws = 1)) (L, 1) — mwy (L, )] [ko(w. = 1p)(L,1)]
0
1 2 9 aYs) 2 1
< o—kwi(1,1) + o (we — 1) (1, 1) — — [mwyro(w, — lp)] (L, 1)
2,%0 2 Ko

kzwt (L, t) + 2 (w, — lp)*(L,t),  si[mwyko(w, —le)] (L, t) >0,

KO(wz_l(p)Q([ﬁt) <
<2~0 + 773) k3w (L, t) + 5 (we — 1)*(L, 1), si [mwyro(w, — lp)] (L,t) <0

ce qui donne

1
%(wx —1lp)*(L,t) < (Z + 2n3) ksw?(L,t) (3.3.16)
0
Alors
1 L [
— Ro(wz — lp) (L, t)w(L,t) < (H— + 277;;) kaw?(L,t) + %/wgdm. (3.3.17)
0

D’apres le lemme 1, on a

L
EIL /dea: /gpxdaz—i- ;L /wida:
0
< a/ (EIY2 + K(pe + 1 + lw)? + Ko(wy — 1)) da (3.3.18)
0
olt = C'max { £LL 5L #0L} Ep sommant (3.3.13), (3.3.15), (3.3.17) et en utilisant (3.3.18)

ensuite en substituant le résultat dans (3.3.11), on obtient (3.3.4). =

46



Lemme 4 Soit U une solution de (3.1.1)-(3.1.2). On définit la fonctionnelle L5 par

L

Ls(t) =1, / wydz. (3.3.19)
0

Alors pour tout 61 > 0, on a
dLl 1 ’
;t(t) < ———51 / —§/¢2dx+— (%+¢+zw)2dx
0 0
+ (L +2 Lryi(L (3.3.20)
opr TRk i

Démonstration. En dérivant la fonctionnelle L5 par rapport a t et en utilisant les équations

de (3.1.1), on obtient

dLs(t
dt

~—

L L

= /xwmwxdx /m: Op + U+ lw),de + 1, / T)gdr
0 0
L

0
El
= —¢2Lt—7/¢2d + Ptht——/¢§d
0
L

— /lm(gpm + ¢ + lw),dx (3.3.21)

0
D’apres I'inégalité de Young, on a

L

(s + ¥ + lw)?da. (3.3.22)
46,

0

| /m: Yz + U+ lw)dx <51/¢2d93+

En remplagant (3.3.22) et (3.3.12) dans (3.3.21), on obtient (3.3.20). m

Lemme 5 Soit U une solution de (3.1.1)-(3.1.2) et k = ko. On définit les fonctionnelles

L et L7 par
L
Lg(t) = p/:cgot(gox + 9 + lw)dx (3.3.23)
0
et .
La(t) = p / pwn(wy — 1) dz. (3.3.24)
0



Ensuite, on considére la fonctionnelle
Ls(t) = Ls(t) + L7(t) (3.3.25)

alors on a pour 6o > 0 linégalité suivante

L L L
d
LS {/tpxﬂ%b—i—lw )Vdx — EO/(wz—lgo)de—(g—(SQ)/@fdx
0 0 0
P 2 171 2 4
p P - 2 L
2/ d:l:—|—452/1/1td96+[2( + 773)/{5 2}wt( 1)
0
1/1 ,
tiglot 2m ) k§ + 2 I (L, ). (3.3.26)
Démonstration. En dérivant Lg par rapport a t et en utilisant les équations de (3.1.1), on
obtient
dﬁ L L
o /mcg0$+1/)+lw)x(gpx—|—¢)+lwdm—f—/ﬁglx —1lp)(pz + ¥ + lw)dx
0 0
L
—i—/pxcptgpxtdx—l—/pxgotwtdx+/plxg0twtdx (3.3.27)
0 0

En intégrant par parties, on aura

L

L

dLg(t

20— St o P =5 [t vt [ moougads
0 0

L L

L L
+//<J0l:pw$2/)d$—/Hol%wxwdx—/H0l2x<p<pxdx+/plxcptwtdx

0 0 0 0
L L L L
— / kol2zpipde — //fol%gowdx + /pxgotgoxtdx + /pxgoﬂgdx. (3.3.28)
0 0 0
Ensuite, en dérivant L7 par rapport a t et en utilisant les équations de (3.1.1), on obtient
L L
d£7 /I{[)l' ©) (W, /mlx — 1) (@ + 0 + lw)dx
0 0
L
—i—p/xwtwmtdx —pl/xwtgotdx. (3.3.29)
0 0
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Une intégration par parties de (3.3.29) donne

~—

L L

dL-(t

Ec;t( = %(wr — lcp — %/ —lp) 2dx /ﬁlxgozwmdx
0 0

kl2xpypdr — /xmlwwxda:—i-/xlez/Jgoda: — /xleww:Bda:
0 0 0
L

+ +
~— T —=

L
erlPwodr + p/mwthtdx — pl/xwtgotdx (3.3.30)
0 0 0

En sommant (3.3.30) et (3.3.28), on obtient

L
dﬁ;;t) _ %( —1p)%( — % / —lp)*dr + = 5 (90;;; + 1 4+ lw)?*(L, 1)
L ’ L L
_g /(sox + o+ lw)?dx — g/w?dw - g/wfdx + g%Of(Lvt)
0 0 0
L
+gwt2(L,t) + p/x%@/}tdﬂ (3.3.31)

0

D’apres 'inégalité de Young et les estimations (3.3.16), (3.3.14), on obtient (3.3.26). Ceci
acheve la démonstration du Lemme 5. m

Pour N, N;, Ny >0, on définit la fonctionnelle £ par

L(t) = NE(t) + NiLs () + NoLs () + Lo (1) . (3.3.32)
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En combinant (3.3.2) , (3.3.20), (3.3.26), (3.3.4), on obtient

L L
d P 2 M, p 2
il < _ r_ _ _ 7
e < ~ [+ -] [erao— |1+ 2o~ £ [y
0 0

2
1 Bl L
— p—i—NQg}/thd - [Nl(T—él) El(l+a)}/w§d$
0 0
_N L
_ 2;0 — ko (1+ 04)] /(wm —lp)?dax
0
Nok N2 [
_ [Mes _ Nuw _H<1+a>} /(¢x+w+1w>2dm
2 46
0
i 1 , Ly K21 ,
_N/ﬁ N1<(m+2772)k1+§) 5(E+2U2) Yp (L, t)
[ 1 p k21
_ _ 2 1 P\ _ %o 2
i - NG+ 20+ 5) - 20| o (2.0
i K21
— |Nky — N2<k2( +2n3)+g) —5( +2ng)} w? (L,t).  (3.3.33)

Nous allons maintenant choisir les differents paramétres dans le second membre de
(3.3.33) de telle sorte que les constantes entre crochets soient toutes positives. Premierement,

on choisit d; et dy assez petits tels que

ET
(52<mln{p p }, 0 < —

2741, 2
Ensuite, en selectionne N; et N, assez grandes telles que
EI(1+a) p Nik
N > max{m,ﬂp(ll—% — fp)} Ny > maX{Q(l +a), o5 +2(1 +a>} :
Enfin, nous choisissons N assez grand telle que
N1 1 ] k?l 1 N 14 ]{?0 1
N > (—2k2)——2 <k2 )——2,
maX{ k1 (Gr T2kt 5 )+ 5 Ggp +2m) g (koG4 2m) 45 ) 57+ 2m)
N2 1% kfg 1
2 2 ) 224
k2< 2 T2+ 5) 5t ’73)}
Par conséquent (3.3.33) devient
L
d M1 2 2
#“) < —7[ { L2 + po? + pw? + ko (w, — 19)? + K (9, + 1 + lw) +E1wx}dx

+(Im¢§ (L,t) + m@? (L, t) + mw? (L, 1) )} . (3.3.34)
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On peut donc déduire & partir de (3.3.34) que

%L(t} < —AE(), (3.3.35)

ou A est une constante positive. On considere la fonctionnelle
H(t) = NiLs (t) + NoLg () + L4 (1)

Nous devons montrer que

[H(t)] < ME(t). (3.3.36)

En effet, en utilisant les inégalités de Poincaré et Young, on obtient les estimations suivantes

L L
L) < 1, / W2dz+ / Wiz | < ME®) (3.3.37)
0 0
L L L L
o) < | [tdot [l svrtwpdos [wtans [ 100
0 0 0 0
< MEW) (3.3.39)

L L L
1L.@)] < I, (/wfdx—i—/dex +p/(wt2+w2+<pf+g02) dx
0 0 0
< M;E(t) (3.3.39)
ou My, My, M3 sont des constantes positives. En sommant (3.3.37), (3.3.38) et (3.3.39), on
obtient (3.3.36) avec M = M; + My + Ms.

On prend N > max {N, M} et on définit la fonctionnelle de Lyapunov £ par

L(t) = NE(t) + H(t).

Par conséquent, on obtient

BaE(t) < L(t) < BiE(), (3.3.40)
oufi=N+L>0,6=N—-L>0.0Ona
%[ﬁ(t) < —ME(t) < —wL(t), Vt>0, (3.3.41)

ol



ol w = % En intégrant (3.3.41), on obtient
L(t) < L0)e ™, Vt>0,
Enfin, d’apres (3.3.42) et (3.3.40), on obtient

E(t) < CE0)e™™, Vvt >0,

ou C = 5—; Ceci acheve la démonstration du théoreme 3.3.1.

B
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Chapitre 4

Thermoélasticité

4.1 Introduction

La thermoélasticité est une branche de la mécanique appliquée, elle s’intéresse aux effets
de la chaleur sur les contraintes et déformations dans les corps solides élastiques et vice-
versa. Ainsi, c’est une extension de la théorie conventionnelle d’élasticité isotherme. Cette
extension prend en compte les processus, ou les contraintes et les déformations proviennent
non seulement des forces mécaniques, mais également des variations de la température.

Les processus thermoélastiques ne sont pas totalement réversibles. Si la partie élastique
peut étre récupérée, attendu que les déformations causées par la chaleur sont réversibles
théoriquement (par refroidissement), la partie thermique peut étre perdue a jamais. Ce
phénomene doit son existence a la dissipation d’énergie durant les transferts thermiques :
la chaleur se diffuse spontanément des zones les plus chaudes aux zones les plus froides de
sorte qu’il faut une intervention externe pour ramener le systeme a ses conditions thermiques
initiales.

L’effet du champ de température sur le champ de déformation n’est pas un phénomene
a sens unique. Il est connu, expérimentalement, que la déformation d’un corps produit un
changement de sa température. En d’autres termes, la déformation agit comme une source
ou un puits de chaleur.

En toute rigueur, les aspects mécaniques et thermiques sont couplés et inséparables,

ce qui peut vite compliquer la résolution des problemes thermoélastiques. Cependant, en
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pratique il est souvent possible de réduire ce couplage et d’évaluer les champs de température
et de déformation dans cet ordre, séparément.

Malgré le couplage entre la température et les déformations. le chauffage ou le refroidisse-
ment d’un corps n’est pas toujours accompagné de contraintes. Prenons I’exemple d'un corps
homogene est libre de s’étendre a ses frontieres. Si on éleve sa température uniformément,
on n’y verra pas apparaitre de contraintes. Par contre, dés qu’on confine les extrémités de
ce corps entre deux obstacles immobiles (murs,...), des contraintes vont s’y développer.

Si la source des contraintes est la chaleur, on parle de contraintes thermiques. De plus,
si le matériau est élastique, les contraintes sont dites thermoélastiques. Les contraintes
thermiques qui apparaissent dans des matériaux non élastiques sont le sujet de disciplines
telles que la thermoplasticité et la thermovisco-élasticité [43].

Dans ce chapitre on présente un bref résumé de la théorie de la thermoélasticité clas-
sique et non classique, ot nous allons introduire les cadres physiques utilisés dans quelques
problemes a étudier dans les chapitres suivants et nous allons exposer le formalisme mathématique
de la théorie de la themoélasticité. Pour plus de détails sur cette théorie, on pourra consulter

par exemple 'ouvrage de S. Jiang et R. Racke [44].

4.2 Thermoélasticité classique

4.2.1 Dérivation des équations

Dans la suite nous donnons un bref résumé de la dérivation des équations non linéaires
décrivant le comportement thermoélastique d’'un corps B : Soit @ C R", n = 1,2 ou 3 un
domaine borné représentant la configuration de référence d’un corps élastique thermique-
ment conducteur 5. Désignons par X (z,t) la position du point de référence = a U'instant
t, par U(z,t) = X(x,t) — x le déplacement (vecteur) et par § = T — T et la différence
de température, respectivement, T et Ty étant la température absolue et la température de
référence.

L’équation de conservation de la quantité de mouvement qui décrit les déformations du

corps et ’équation de conservation de ’énergie s’écrivent

pX(z,t) = divS(x,t) + pb(x,t). (4.2.1)
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et

per(x,t) = tr(S(x, t)Fy(x,t)) — divg(x,t) + pr(z,t). (4.2.2)
ou
P la densité,
S le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff,
e I’énergie interne,
F=1+YVU le tenseur de gradient de déformation, (4.2.3)
q le flux de chaleur,
b la force externe du corps,
r I’apport de chaleur externe.

Notons I’entropie par n et par

Y =re—(0+To)n (4.2.4)

I’énergie libre de Helmholtz.
Sous des hypotheses de régularité appropriées, les équations de conservation (4.2.1),
(4.2.2) sont équivalentes aux deux équations de conservation suivantes sous forme intégrale

respectivement. Pour toute partie P de {2 on a

/Xttdm: /bdm—l—/S-I/ds. (4.2.5)
P P oP

1
P P P oP

ou dm désigne 1’élément de masse dans le corps, P le bord de P, ds I’élément de surface
dans la configuration & l'instant ¢ et v la normale unitaire extérieure a 0P.
L’hypotheses constitutive en thermoélasticité est que les fonctions S, ¢, et n dépendent

des valeurs de F,T et VT.

S =S(F,T,VT), q=qFT,VT). (4.2.7)

W =U(F,T,NVT), n=nFT,VT). (4.2.8)
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Ces fonctions sont supposées étre lisses et
det F£0, T >0. (4.2.9)

La cohérence avec la seconde loi de la thermodynamique exige que l'inégalité de Clausius-
Duhem
d r qg-n
— dr > —dxr — | ——ds. 4.2.10
= pnrc_/pTrc/Ts ( )
oP

P P
est satisfaite pour tout sous-corps P de B. En particulier, la forme locale de la seconde loi

de la thermodynamique s’écrit

m > —divg + = (4.2.11)
En combinant (4.2.11) avec (4.2.2), on obtient I'inégalité de dissipation locale
-VT
U+ T — tr{SF} + L2 <. (4.2.12)

La seconde loi de la thermodynamique (Inégalité de Clausius-Duhem) impose des restrictions
sur la forme des relations constitutives pour S, 7,1, q. Coleman et Mizel [14] et Coleman et
Noll [15] ont montré que la condition nécessaire et suffisante pour que I'inégalité (4.2.12)

est toujours satisfaite, si on a les trois assertions suivantes :

i) Les fonctions S .1 et 7:0\ sont indépendantes du gradient de la temperature VT’
S=S(FT), »=0(FT), n=nFT). (4.2.13)

ii) ’I:/}\ détermine S par la relation de contrainte

P

S=—=(FT). 4.2.14
LR T) (1214
et 77 par la relation d’entropie
N o
=——(F,T). 4.2.15

iii) ¢ obéit a l'inégalité de conduction thermique
GF, T,VT)-VT <0, (4.2.16)
ou I'exemple typique est la loi de Fourier
q=—rVT (4.2.17)

avec k = k(F,T) est le tenseur de conductivité thermique.
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A T’aide des représentations ci-dessus, la loi de conservation de 1’énergie (4.2.2) peut étre

réécrite comme suit

Yy +Tyn + Ty — tr(SE) + divg =, (4.2.18)
ou
tr(SE) —nTy + Tin+ Ty — tr(SE,) + divg = r, (4.2.19)
ce qui implique
T + divg =, (4.2.20)
ou
T —%T - %Ff/ + divg = . (4.2.21)

L’équation (4.2.1) est principalement un systéme hyperbolique pour X ; I’équation (4.2.21)
est principalement une équation parabolique pour T.

Au lieu de X la variable U(= X — ) est souvent utilisé. Nous écrirons
(F,T) = (VU 0)

Avec le méme symbole ¢, de facon analogue pour les autres fonctions.
Le probleme de trouver U et 6 devient mathématiquement bien posé, si de plus les

conditions initiales
Ut=0)=Uy, Ult=0)=U;, 6(t=0)=0, (4.2.22)

et les conditions aux limites (si {2 # R™) sont prescrits, par exemple si ”un milieu assujetti

rigidement avec la température constante sur les limites”
U=0, 6=0 sur 0Q (condition de Dirichlet), (4.2.23)

ou "traction libre isolée”

9q _

Sv =0, 5

0 (condition de Neumann), (4.2.24)

ou d’autres combinaisons de conditions aux limites pour U et 6. Ici v = v(x) est le vecteur
normal unitaire au point x € 9f).

L’investigation des équations linéarisées jouera un role important. Supposons que

‘VU‘, |Vut|> |9’7 ‘9t|7 ‘V0|
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sont petits. En utilisant le dévelopement de Taylor par exemple

0 L
8(Vu)89(vu’ 0,2) = W(O, 0,2) + O(|Vul +10]) (4.2.25)

la linéarisation du systeme (4.2.1) et (4.2.21) conduit alors au systeme (7, = 1 sans perte
de généralité)

IOUttDTSDU + DTFQ = pb,
(4.2.26)
(5915 - VTHJVG + FTDUt =T,

ou p(x) peut étre considérée comme une matrice densité symétrique, S = S(z) € M x M
est une matrice symétrique et définie positive contenant le module élastique (M = 6 dans
R3 T = I'(x) est un vecteur avec les coefficients de détermination que 1’on appelle le tenseur
de contrainte thermique, § = d(z) est la chaleur spécifique et k = k(z) est le tenseur de
conductivité thermique. Toutes les fonctions sont supposées étre lisses. D est une abréviation

pour un gradient généralisé

0 0 0
0 0 0
d; 0
0 0 O 5 )
D= dans R’, D = 0 0O, dans R*, D=0, dans R.
0 O3 Oy
Oy O
03 0 O
dy 07 O

De cette maniére, le cas général (linéaire) non homogene et anisotrope est décrit. La contre-

partie linéaire des conditions aux limites (4.2.24) s’écrivent
NE(SDU —T9) =0, v'kVH=0, (4.2.27)

ou N provient du vecteur normal v de la méme facon que D provient du vecteur gradient
V.

Les modules élastiques Cjjui, 4, j,k,1 = 1,...,n qui sont donnés en général par

Ciitl = Oy (0,0,x) (4.2.28)
T 9(0uy)0( D) o
satisfont dans le cas linéaire
Cijki = Criij = Cjint.- (4.2.29)
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L’hypothese de positivité de Cyji; est dans le sens

ko >0, VE; =& €R, Vo€ Q:&;Ciyubu >k Y 1€l (4.2.30)

J,k=1

ce qui implique que la matrice S = S(x) est uniformément définie positive car

Cllll C'1122 C'1133 C’1123 C’1131 CY1112
C'2222 02233 02223 C’2231 C(2212

: : Csz33 C33a3 Czzzr Cszio
S = dans R3,
- - - Cozaz Cozzr Cazin

Csi31 Cs112

C(1212

C11111 01122 01112
S - . 02222 02212 dans R2, S - 01111 dans R

C’1212

Dans le cas simple d'un milieu homogene isotrope, nous avons

20+ A A A 0 0 0
2+ A A 0 0 0
2u4+X 0 0 O
S = s dans R3,
w0 0
w0
1
2+ A A 0
S = ) 2u+X 0 dans R?*, S=7>0 dans R.

I

et le systeme réduit dans le cas bidimensionnel ou tridimensionnel est donné par :

(4.2.31)

00; — KAO + ~vdivU;, = r,
ou la densité p = 1 sans perte de généralité, p et A sont les modules de lamé avec u > 0 et

2i+nA >0, de plus 0,k > 0 et v # 0.
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Dans l'espace unidimensionnel, sous certaines hypotheses, le systeme linéaire de base

s’écrit comme suit :
Utt — TUmI + 791« = b,

(4.2.32)
00 — KOy + YU =1,
et le systeme non linéaire peut s’écrire comme le systeme suivant :
U — a(Uy, 0)Upy — b(ug, 0)0, = b,
(4.2.33)

(U, 0)0; — [d(U,, 0)0,], + b(Uy, 0) Uy = 1.

4.3 Thermoélasticité non classique

Dans la théorie classique, on obtient un systeme couplé hyperbolique-parabolique tel
que le systeme hyperbolique d’élasticité couplé avec le modele parabolique classique de

conduction de la chaleur, typiquement donné par la loi de Fourier
q=—rVo, (4.3.1)

qui exprime le flux de chaleur proportionnellement au gradient spatial de température. Alors
dans le cas classique, cette théorie prédit une vitesse infini de propagation de la chaleur.
Autrement dit, toute perturbation thermique en un point a un effet instantané partout dans
le corps. Ceci est physiquement irréaliste et des expériences ont montré que la conduction
de la chaleur dans certains cristaux diélectriques a basse température sont indépendant de
ce paradoxe et des changements de temperature, qui sont presque entierement thermique, se
propagent a vitesse finie. Ce phénomene dans les cristaux diélectriques est appelé second son.
Il a d’abord été détecté dans I’hélium He, puis dans des cristaux de diélectriques puretés de
floride de sodium Naf, et bismath Bi. La gamme de température, pour laquelle le deuxieme
son est détectable, est en fait la propagation tout a fait petite et normale diffusive qui
intervient au-dessus de lui.

Pour remédier a ce paradoxe, de nombreuses théories ont été développés . Les théories
de thermoélasiticité non classique impliquant des équations de transport de chaleur de type
hyperbolique admettant des vitesses finies pour les signaux thermiques ont été formulés soit
par l'incorporation d'un terme de changement de flux dans la loi de Fourier ou bien par

rajout d'une variation de temperature dans les variables constitutives.
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En thermoélasticité de second son , I’énergie libre de Helmholtz 1) donné dans (4.2.4) est
une fonction de (Vu, 0, q) et la loi de transfert de chaleur est donnée par la loi de Cattaneo

[7] au lieu de la loi de Fourier
Tq + g+ £(Vu, 0)VO = 0, (4.3.2)

ou 7 > 0 est le temps de relaxation.

De (4.2.14) et (4.2.15), nous obtenons

o O
S(VU,0,q) = VU, 0 VU,0,q) = ——=(VU, 0 4.3.3
(VU,0,q) 8(VU)( 0,0), n(VU,0,q) = —25(VU.0,09), (4.3.3)
et la loi de conservation de ’énergie (4.2.2) peut étre donc réécrite comme suit :
o .
(0 + To)m: + 8—th + divg =, (4.3.4)
ce qui est équivalent a
(0 +Tb) (=gl — tr(SeVUL)| + [g — (0 + To)vbeq] @ + divg = 1. (4.3.5)

Le systeme d’équations (4.2.1), (4.3.2) et (4.3.5) est purement hyperbolique qui peut s’écrire

dans le cas unidimensionnel comme suit
Un — a(Us,0,q)Uss + d(Us, 0, 9)0, — ar(Us, 0)qq. = 0,
0 — c(Us,0,4)q: + d(Us, 0, )Use — a2 (Us, 0)qq, =, (4.3.6)
7(Us, 0)qe + q + K(Uy, 0)0, = 0.
et dans le cas linéaire, le systéme de base est donné par :
Un — aUyy + 0, =D,
cobr — 4z + BU =1, (4.3.7)
Tq + q + Kby = 0,
Le systeme linéaire multidimensionnel (n = 2, 3) est donnée par :
Uy — pAU — (u+ NV (divU) + VO = b,
coty — ydivg + BdivUy = r, (4.3.8)

Tq +q+ VO = 0.
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A la fin du dernier centenaire, Green et Naghdi [26],[27],[28] avait introduit trois nou-
veaux type de théories thermoélastiques basés sur le remplacement de l'inégalité d’entro-
pie usuelle par une loi sur I’équilibre de I'entropie. Dans chacune de ces théories, le flux
de chaleur est donné par une autre hypothese constitutive. Comme un résultat les trois
théories obtenus sont respectivement appelés thermoélasticité type I, type II et type II1. Ce
développement est effectué d’une maniere rationnelle afin d’obtenir une théorie entierement
compatible qui intégrera la transmission d’impulsion thermique d’une maniere tres logique
et enleve le paradoxe de la vitesse infinie de propagation de la chaleur induite par la théorie
classique. Lorsque ces théories sont linéarisées, le type I conduit a la conduction de la chaleur

habituelle par la loi de Fourier , le type II conduit a une équation du télégraphe
1 2
Qtt + —915 =c*Af (439)
T

qui est hyperbolique et transmet des ondes a une vitesse finie c,et le type III conduit a

I’équation de type de Jeffrey
7@ +q+ VO + 1751V, = 0. (4.3.10)

Les deux théories de types II et III pour le flux de chaleur dans un solide rigide fixe ac-
commodent la vitesse d’onde finie, mais seulement le type II n’implique aucune dissipation
d’énergie.

Conformément a la classification utilisée dans [26] pour le flux de la chaleur dans un solide
rigide fixe, la dérivation de Green et Naghdi [27] est appellé thermoélasticité classique (ou
thermoélasticité de type I). Cependant, la procédure qu’ils ont utilisé pour le développement
d’équations constitutives est basée sur la procédure proposée dans [29] qui emploie une loi de
balance de I'entropie et exige la satisfaction de ’équation d’énergie réduite avant d’imposer
toute autre restriction résultante de la seconde loi de la thermodynamique. En outre, ils
ont considéré dans une autre théorie thermoélastique, la partie thermique qui résulte de la
transmission de la chaleur sous forme d’ondes est analogue a celle de la réponse d’un matériau
élastique dans une théorie mécanique. Ils se sont référés a lui comme thermoélasticité sans

dissipation d’énergie (thermoélasticité de type II), car il ne comporte aucune dissipation
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d’énergie. Les modeles unidimensionnel et multidimensionnel sont

Utt - aU:mv + BQ:B = 07
(4.3.11)

Ou — KOzp + BUy = g,

et

(4.3.12)
Gtt N .7A + Bdi'UUtt =0

respectivement. Plus tard dans [28], Green et Naghdi dérivent des modeles de thermoélasticité
de type III pour les milieux isotrope en utilisant les équations constitutives développées dans
[26].

Le systeme unidimensionnel est donné par :

Utt - aUxx + Bex = 07

(4.3.13)
ett - Rewm - 5‘9tm3: + BUtt:r =49,
et le systeme multidimensionnel par :
(4.3.14)

Qtt — /{AQ — 5A9t + 5diUUtt = 0
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Chapitre 5

Stabilisation du systeme de Bresse en

thermoélasticité non-classique

5.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier I'effet thermique sur le comportement asympto-
tique des solutions du systéme de Bresse avec un terme d’amortissement (damping) supple-
mentaire agissant sur I’équation du déplagement longitudinal. La dissipation thermique est
décrite soit par la loi de Cattaneo soit par la loi de la thermoélasticité de type III.

Dans la premiere partie de ce chapitre, on considere le probleme de Cauchy du systeme

de Bresse-Cattanco

ou — (e — ¥ — lw), — kgl (W, — lp) =0,
¢tt - a'zwa:x - (SDQZ - w - lw) + mew — 0,
wy — kg (wy — 1), — (e — ¥ — lw) + dw; = 0, (5.1.1)

Tqqt + Bq + 0, =0,
\

avec les conditions initiales

(907 ¢t>¢,¢t,ijt,9>Q) (LE,O) = (%007901,¢07¢17w0,w1790>%) ) (512)
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ou (z,t) € Rx R* les fonctions ¢, 1 et w, désignent, respectivement, le déplacement trans-
versal de la poutre, I’angle de rotation d’un filament de la poutre et le déplacement longi-
tudinal de la poutre, la fonction # est la température et a,l, m, kg, 9, 5 sont des constantes
positives. Le systeme (5.1.1) est le systeme de Bresse couplé au systeme de Cattaneo (écrit

en une dimension)|7]

0; + divg = 0,
(5.1.3)
Tqqt +q+ kVH = 0.

Dans (5.1.3), la premiere équation représente ’équation d’énergie de la conduction ther-
mique, tandis que la seconde équation est la loi de Cattaneo de la conduction thermique.
Le systeme (5.1.3) est un systéme hyperbolique et il est connu comme un modele alternatif

au systeme de Fourier

Qt —+ dZ'Uq = O,
(5.1.4)
q+ xkVo =0.

On sait que I'utilisation de la loi de Cattaneo élimine le paradoxe de la vitesse de propagation
infinie de la loi de Fourier.

Notons ici que les effets dissipatifs introduits par la loi de Cattaneo sont généralement
plus faibles que celles induites par la loi de Fourier.

Le systeme de Cattaneo (5.1.3) a été utilisé dans différents modeles tels que : équations de
Navier-Stokes [80], Chimiotaxie [19], flux de circulation [45], Gaz thermiquement relaxants|46]
etc..., les scientifiques se posent une question naturelle dans ce contexte :

(Q) :Le couplage avec le systeme de Cattaneo conduit-il au méme comportement comme
le couplage avec la loi de Fourier ?

La réponse a la question ci-dessus a été faite pour certains systemes. En effet, une
premiére réponse a été obtenue par Racke [79], ou il a montré que la solution du systeme
thermoélastique classique (la loi de Fourier) se comporte exactement comme la solution du
systeme thermoélastique de second son (loi de Cattaneo).

Ferndndez Sare et Racke [24] ont montré que pour les systemes de Timoshenko-Cattaneo
et Timoshenko-Fourier, sous les mémes hypotheses sur les parametres physiques (pour les

deux systemes), les solutions peuvent avoir des comportements différents.
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Dans [94], M.L. Santos et al ont étudié le systeme de Timoshenko-Cattaneo avec de
nouvelles hypotheses sur les paramétres physiques et ont montré que la solution a le méme
comportement que celle du systeme de Timoshenko-Fourier.

Dans ce travail, nous voulons étudier le systeme de Bresse-Cattaneo (5.1.1) et donner
une réponse a la question (Q). En fait, la réponse s’avere positive. En effet, nous montrons
que le méme parametre

a=(r,— 1)(1 —a*) —7,m? (5.1.5)

obtenu dans [94] pour le systeme de Timoshenko-Cattaneo controle encore le comportement

asymptotique du systeme (5.1.1). En fait, nous avons montré les estimations de décroissance

suivantes
— Pour a =0
105U )12 < O+ )20 Ugl|x + C(1 + 1)~ 2(|05 Vo - (5.1.6)
— Pour a # 0
105U ()12 < O+ )20 Ugl| 1 + C(1 4 1) =105 U 2 (5.1.7)

ou k , ¢ sont des entiers positifs satisfaisant & + ¢ < s et C une constante positive et
U= (0y — 0 — lw, @, athy, ¥y, ko (we — L) ,wy, 0,q)T.

Si 7, = 0, alors le systeme (5.1.1) se réduit au modele de Bresse en thermoélasticité
classique qui a été étudié récemment par Said-Houari et Soufyane [87] et les mémes taux
de décroissance que (5.1.6) et (5.1.7) ont été obtenus sous I'hypothese a = 1 et a # 1,

respectivement. Il est clair de (5.1.5) que pour 7, =0
a =0 est équivalent a a=1.

La démonstration des estimations de décroissance (5.1.6)-(5.1.7) est basée sur la construc-
tion des fonctions de compensation pour capturer la dissipation des composantes de la solu-
tion en utilisant la méthode des multiplicateurs basant sur la construction d’une fonction de
Lyapunov équivalente a I’énergie afin d’obtenir des estimations sur la transformée de Fou-
rier de la solution. Ensuite, nous nous utilisons le théoreme de Plancherel et des inégalités
asymptotique pour montrer les estimations de décroissance souhaitées dans le théoreme

5.2.1.

66



Dans la deuxieme partie de ce chapitre, on considere le probleme de Cauchy pour le

systeme de Bresse en thermoélasticité de type 111

p

o1 — (o = —lw), — K2l(w, —lp) =0, z€Rt>0

¢tt—a21/)m—(goz—g/)—lw)—l—mé’wzo, zreR,t>0

(5.1.8)
wyy — kG (wy —1p)e — (e — ¥ —lw) + 6wy, =0, z€Rt>0
L Htt - klemr + ﬁwttaz - kQGtx:p = 07 HAS th >0
avec les conditions initiales
((P, Pt 1% 1% w, Wy, 97 9t>(£7 0) = (()007 @1, w()a wla Wp, W1, 907 61)7 (519)

Toutes les constantes dans (5.1.8) sont positives. En utilisant la méme méthode comme dans
le modele (5.1.1) avec des modifications nécessaires imposées par la nature du systéme, nous
montrons des estimations de décroissance similaires a (5.1.6)-(5.1.7) avec
U= ((px — ) — lw, @, athy, Py, ko(w, — lgp),wt,ét,ém>T ot 6 est défini par (5.1.10) et nous
avons constaté aussi que les vitesses de propagation d’ondes des deux premieres équations du
systeme (5.1.8) controle le taux de décroissance de la solution. De plus, nous montrons que
le taux de décroissance peut étre amélioré avec un taux de ¢~% en considérant les données
initiales dans un certain espace a poids. (Voir Théoreme 5.3.1 dans la sous-section 5.3.3 et
le théoréme 5.3.2 dans la sous section 5.3.4)

Afin de présenter la nature du systeme dissipatif (5.1.8), nous utilisons la transformation
(voir [82]) :

t

O(x,t) = /9(93, s)ds + x(x) (5.1.10)

0

avec la fonction x := x(x) satisfaisant

leIZE = 91 - kZQOx:L" + ﬁwlx (5111)

Ensuite, le systeme (5.1.8) devient (On écrit, pour plus de simplicité, § au lieu de 9~)
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o — (P — Y —lw), — Kl(w, —lp) =0, z€Rt>0

Vg — @*pe — (0o — Y —lw) + mby, =0, xR E>0

(5.1.12)
wy — kg (we —1lp)y — e — b —lw) + 0wy =0, z€Rt>0
L Qtt - klezz + B¢tax - k29tzz = Oa T e th > 0
avec les conditions initiales associées
(Sav Pt wa ¢ta W, Wy, 97 et)(xa 0) - (QDOa @1, ?/)07 1/J1a Wo, W1, é([lf, 0)7 ét(xa O)) (5113)

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la sous-section 5.2.1 nous montrons des
estimations ponctuelle sur la transformée de Fourier de la solution du systeme (5.1.1)-(5.1.2).
Notre outil principal pour montrer ces estimations est la méthode de 1’énergie dans 1’espace
de Fourier. Dans la sous-section 5.2.2, nous discutons du comportement asymptotique de la
solution du systeme (5.1.1)-(5.1.2). Section 5.3 est consacrée a 1’étude du systeme (5.1.8)-
(5.1.9), premiérement, nous montrons quelques taux de décroissance de la solution et de ses
dérivées spatiales dans la norme L?. En outre, certains taux de décroissance seront montrés

pour certaines données initiales a poids.

5.2 Modele de Bresse-Cattaneo

5.2.1 Meéthode de I’énergie dans I’espace de Fourier

Notre objectif dans cette section est de transformer notre probleme initial (5.1.1)-(5.1.2)
en un systeme de premier ordre ensuite, en appliquant la méthode d’énergie dans l'es-
pace de Fourier pour montrer certaines estimations ponctuelles qui nous aiderons dans la
démonstration des estimations de décroissance de la solution.

On introduit les nouvelles variables

”U:(,Ox—’@b—lw, U = @t, Z:adjl’) y:¢t7 ¢:k0 (wx_l@): = Wy (521)
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Par conséquent, le systeme (5.1.1) peut s’écrire sous la forme du systéme de premier ordre

suivant )

Ut_ux+y+ln:()a
Uy — Uy — kg =0,
Zt_a’y$:07

Y —azy — v+ mb, =0,

(5.2.2)
¢ — kong + lkou = 0,
m — kooy — lv+dn =0,
0 + gz + my, =0,
| Tat + B+ 0, =0,
et les conditions initiales (5.1.2)
(v, u,2,9,9,1,0,9) (z,0) = (vo, o, 20, Yo, Po, Mo bo, qo) (), (5.2.3)

ou

Vo = Yoz — Yo — lwo, ug =1, 20=0aoz,Yo = V1, Qo= kowoy — koo, 1= wi.

Le probleme (5.2.2)-(5.2.3) peut s’écrire sous la forme suivante :

Uy + AU, + LU =0,
(5.2.4)
U(z,0) = Us(z),

ouU = (U,U, Z7y7¢777797Q)T7 UO - (7}07u07207y07 ¢07T]07007q0)T et
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0O -1 0 0 0 0 00 0 0 01 0 00
-1 0 0 0 0 0 00 0 0 00 —lk 00 O
0 0 0 —a 0 0 00 0 0 00 0 000
0 0 —a 0 0 0 moO -1 0 00 0 000
A: ’L:
0 0 0 0 0 —k 0 0 0 lkp 00 0 00 0
0 0 0 0 —k O 0 0 1 0 00 0 600
0O 0 0 m 0 0 01 0 000 0 000
O 0 0 0 0 0 10 0O 000 0 0028
En prenant la transformée de Fourier de(5.2.2) et (5.2.3) , on obtient
(
Gy — &0 — lkop = 0,
2 — aily = 0,
Gy — ai€s — 0 + mich = 0,
) (5.2.5)
¢r — ko1 + Lot = 0,
iy — i&ko — 10+ 67 = 0,
O; + i&q + mity = 0,
| 7+ 5q +ikh =0,
et
(8,4, 2,9, 0,9, 0,4)(£,0) = (o, tlo, 20, Jo, Po, 7o, b, o) (€)- (5.2.6)
On définit la fonctionnelle d’énergie par
A 1. . R . R ~ ~ ~ R
E(& 1) = (0P + [af* + [2] + [31° + |0 + [l” + [6]° + 71d*) (€, 1). (5.2.7)

Lemme 6 Soit (0,1, 2,1, ,7,0,q) une solution de (5.2.5)-(5.2.6). Alors I'énergie E (€, 1)
est une fonction décroissante et satisfait pour tout t > 0

dE(¢, t)

D) — —glgf ~ ala (523)
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Démonstration. Multiplions la premiere équation de (5.2.5) par 0, la deuxieme équation
par 4, la troisieme équation par 2, la quatrieme équation par ¢, la cinquieme équation par
q?b, la sixieme équation par 7, la septieme équation par 5, la huitieme équation par ¢, en
sommant ces identités et en prenant la partie réelle , on obtient (5.2.8). m

~

Lemme 7 Soit (0,1, 2,4, ,7,0,4) une solution de (5.2.5)-(5.2.6). On définit la fonction-
nelle Fy(&,t) par

Fi(€,1) = Re {i€(iid +169) } (5.2.9)
Alors on a pour tout €1 > 0 et €] > 0,
dF .
N
2 A
< ey fr & |a? + C(en) (12> + 10]%) + Cler, ) (L + )91 + [7*).  (5.2.10)

Démonstration. Multiplions la cinquiéme équation de (5.2.5) par —ién, la sixiéme équation

par ing, en sommant le résultat et en prenant la partie réelle, on obtient
d A .
= { Reigid) } + ko€ (161 — 1)
= Re(il¢0d) — Re(id€i¢) + Re(ikol€in). (5.2.11)

Ensuite, multiplions la quatrieme équation de (5.2.5) par —i& lngS, la cinquieme équation par

i€ly, et en prenant la partie réelle de leur somme, on obtient

@ (Re(igtd)y = —Re(kolé?ii) — Relighyl®f) + Relalé?2)
— Re(il€0d) — Re(mig2d)). (5.2.12)

En ajoutant (5.2.12) a (5.2.11), on obtient

dF: n
D | k210 — 1P

—  —Re(id€7d) + Re(ikol€an) + Re(al€259) — Re(kol€*ni)
— Rel(i€kol?ij) — Re(mig?0d). (5.2.13)

En appliquant I'inégalité de Young, on obtient (5.2.10). m
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Lemme 8 Soit (0,4, 2,7, ng,ﬁ,é, G) une solution de (5.2.5)-(5.2.6). On a pour tout €5 > 0
l’estimation suivante
d e 19
ERe{gbu} + (kol — &9) |1
< &0 + Cle2)(1+ )9 + Cle2)€7117, (5.2.14)

Démonstration. Multiplions la deuxieme équation de (5.2.5) par ¢f, la cinquieme équation

par @, en sommant les résultats et en prenant la partie réelle, on obtient

. :
o Re{i} + kol(|al® — |9]°)

= koRe(i€tf) + Re(i€04). (5.2.15)

En appliquant I'inégalité de Young au second membre de (5.2.15), on trouve que (5.2.14)

est vraie pour tout €5 > 0. =

Lemme 9 Pour tout (0,4, 2,7, P, n, 0, q) solution de (5.2.5)-(5.2.6), on a les inégalités sui-

vantes :
d .z R
— - Re{igr,qf} + € (1 — 2|07
¢ i12 2\ 412
< eppalil® + Oles )1+ )P, (5.2.16)
et

d A A
—%Re{zwy} + 2 (m —&y)|9)?
< O(ED (L +EHI0) + 42|21 + C(ed) €] + £4€2[0]* (5.2.17)

ou £3,¢5,€4 et € sont des constantes positives arbitraires.

Démonstration. Multiplions la huitieme équation de (5.2.5) par —ifé, la septieme équation

par iqucj, en sommant les résultats et en prenant la partie réelle, on obtient

d = .
— g elindd} + & (108 = mlar’)
= Re(i€BG0) + Re(mr,£%q). (5.2.18)

En appliquant I'inégalité de Young au second membre de (5.2.18), on déduit que (5.2.16)

est vraie pour tout 3,5 > 0.
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Ensuite, multiplions la septieme équation de (5.2.5) par —ig, la quatrieme équation par

155, en sommant les résultats et en prenant la partie réelle, on obtient
d hE 2 (1712 1912
— o Re{ighpy +me? (1ol - 10)
— —Re(€%4)) — Re(ag?20) + Re(i€ih). (5.2.19)
Par I'inégalité de Young, on obtient (5.2.17) pour tout e4,&} > 0. m
Lemme 10 Soit (0,4, 2,7, é,ﬁ,é,g) une solution de (5.2.5)-(5.2.6). Soit
a=(r,— 1)(1—a®) —7,m>

On définit la fonctionnelle Fy(&,t) par

Fy(€,t) = T,al Fy(€,t) + E2F3(€, 1), (5.2.20)

ot

AN AN ]— CL2 AN
(1—a?

m

Re(Tqﬁé)

et
Fy(&,t) = Re {i€(lgz + z9) } .
Alors, on a

dFy (€.t ) A .
M) s a2 1 ol — 7o + D

= 7,(1 — a®)IRe(€%)n) + T,Re(iald€HZ) + T,Re(ami?€®0Z) + aRe(i>ji)
1 42 _ 1 42
+B( a )RG(SQQ{))_{_TQ( a )

Re(1€*Hq) + mlko (rq + 1 “—2) Re(€260), (5.2.21)

m2  m?

+ 2 Re(ic®ag)
m

+Tq(l —a?)

Démonstration. Multiplions la troisieme équation de (5.2.5) par —iléy, la quatrieéme

équation par il€Z et en prenant la partie réelle de leur somme , on obtient

%{Re(ugg)é)} + ale?(|2] — |9)?) = Re(ilédZ) + Re(mle®0z). (5.2.22)
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Ensuite, multiplions la sixieme équation de (5.2.5) par —i&2, la troisieme équation par i€,

on trouve que
%{Re(igzﬁ)} = Re(ko&20Z) — Re(il€02) + Re(id€hZ) — Re(al?gn).  (5.2.23)

En sommant (5.2.23) et (5.2.22), on obtient

dF.
WD) | g (ef? 1ot
—  Re(ko&2¢2) — Re(a&®yn) + Re(i6€nZ) + Re(ml€?hZ). (5.2.24)

Multiplions la quatrieme équation de (5.2.5) par —0, la premiere équation par —y et en

prenant la partie réelle de leur somme, on aura
d _
—Z{Re(§D)} + [0l — 13/
= —Re(i€ug) — Re(ia&20) + Re(im&00) + Re(lng). (5.2.25)

Ensuite, multiplions la deuxieme équation dans (5.2.5) par —a?, la troisieme équation par

—at et en prenant la partie réelle de leur somme, on obtient
d _ _ - _
- a{Re(aﬁﬁ)} = —Re(iaé2) — Re(akolg?) — Re(ia*&yu). (5.2.26)

Par conséquent, multiplions la septieéme équation dans (5.2.5) par m, la deuxiéme équation

par mé et en prenant la partie réelle de leur somme , on trouve comme ci-dessus
d ae _ _ =~ AR
E{Re(mea)} = —Re(im&qa) — Re(im?&ga) + Re(im&o6) + Re(lmkoo). (5.2.27)

Multiplions la neuvieme équation dans (5.2.5) par —0, la premiere équation par —chf, on

trouve comme ci-dessus
d A A AN . N . A~
%{Re(—Tqvq)} = Re(Bq0) + Re(i€0v) — Re(it,£uq)
+Re(7,9q) + Re(7,11q). (5.2.28)

Calculons 7,(5.2.25)47,(5.2.26)+ (7, + 5 — 43)(5.2.27) +9=20(5.2.28), on obtient

dF3(,t) A A
3’d—t + 1[0 — 7 9
—  aRe(i&)) + Tl Re(if)) — T,Re(akol?)
_ 1 — g2 _ 1 — g2 _

+2 pegieag) + 1= peigny + =) pesa)

m m

7,(1 —a?) - 1 a? -
+qTR6(l’I7q) + mlk‘o <7'q + ﬁ - w Re(gb@) (5.2.29)
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Multiplions (5.2.24) par 7,al et (5.2.29) par &* et en sommant les résultats, on obtient
(5.2.21). Ceci acheve la démonstration du lemmel0. =
Notre résultat prinicipal est basé sur la proposition suivante inspirée du travail de K. Ide,
K. Haramoto et S. Kawashima [40]
Proposition 10 Soit (@,ﬁ,é,g],é,ﬁ,é,(j) une solution de (5.2.5)-(5.2.6) et

2

a=(r,— (1 —a®) — 7,m?

Alors, pour tout t > 0 et £ € R, on a les estimations ponctuelle suivantes :

. 6
Cem B0, €)= g S a0
B < . (5.2.30)
C@iCpQ(é)t‘EKf’ 0)7 P2(§) = m’ s« 7& O’

ou C' et c sont des constantes positives.

Démonstration. Pour montrer la Proposition 10, on considere les deux cas, a =0 et a # 0
séparement.

Cas 1. a = 0. Dans ce cas, (5.2.21) s’écrit sous la forme

dFy(&,t
% + (1,0°1 — £5)E| 2 + (14 — £5)€7[0?

< C(es)Elg1” + Cles) (1 + )" + C(es)€?l4l

4 ~ ~
e g9 + Clen )1+ €10 (5231

On définit la fonctionnelle de Lyapunov L (€, t) par

A~ 4 2 A —
Li(&t) = Ni(1+&)E(E 1)+ (]__5—62)2 {Fl(gat) + M?%R@W@)}
_ 2 o 2
+usRe(—i€7,q0) + M4ﬁ36(—i59@) + MS(lf_—§2)F4(§’t)' (5.2.32)

ou p;, (i =2,...,5) et N sont des constantes positives qui seront choisi ultérieurement.
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En dérivant la fonctionnelle L,(,¢) par rapport a t et en utilisant (5.2.8), (5.2.10),
(5.2.14), (5.2.17), (5.2.16) et (5.2.31), on obtient

dL 6
% + {(ko —e1) — p2C(e2) — N5€g}<15—52)2’¢‘2
/ &
+{u2(k:gl —&9) — 51}m|u|2
{131 = £5) = C(el) = Cler) = psCles, ) 210
4
i = 20 = Cleret) = sy = 1sClen) ) gl
{50l — £5) — el = Clen)} SPT
5\/q 5 4Cy 1 (1+€2)
4
+{u5(rq — &5) — [12€2 — /méé)} f j &) Els
S {C(Sl, 8’1782, E5,[L2,[L5) — Nlé}(l + §2)|ﬁ|2 (5233)

+{C(€4a 5375g7 €5, ta, 13, ,US) - Nlﬂ}(l + 52)|(ﬂ2

Dans les estimations ci-dessus, nous avons utilisé plusieurs inégalités triviales, telles que
2 . A . . .
ﬁ? < min(1,£%). A ce stade, nous devons choisir soigneusement nos constantes dans

(5.2.33). En choisissant €1, 5, €3, €4 et €5 assez petit tels que
e1<ko, e <kol, e3<1, es<m, e5<min{r,7,a’*}. (5.2.34)

Ensuite, on prend po assez petit tel que

/{30—51

OOk (5.2.35)

M2 <

et on fixe us assez grand tel que

15 > max{ Cle) e } (5.2.36)

22 ’
T,a2l? — g5 T, — €5

Apres cela, nous choisissons €] assez petit tel que
6/1 < ,UQ(kol — 82). (5237)
En outre, nous choisissons j4 assez grand tel que

pa(m —eq) > Cleq, €)) + usCles). (5.2.38)
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Une fois pu4 est fixé, on choisit €/ assez petit tel que

2[2 _ _ C _ _
g, < min{u5(Tqa e5) = Cler) sl = &5) “252}. (5.2.39)
2z Ha
Ensuite, on choisit e} assez petit tel que
ko —e1) — puC
o < o= &) = aCler) (5.2.40)
K5
Une fois €} est fixé, on choisit p3 assez grand tel que
Ce)+C C :
L3 > 22! (84) + (61) + Hs (657 85) ] (5241)
1-— €3
On choisit ¢} assez petit tel que
—eq)—C D= usC
o < Halm = ed) = Clen &) = psCOles) (5.2.42)

3

Une fois toutes les constantes ci-dessus sont fixés, nous choisissons Ny assez grand tel que

C ! C !
N, > max (51751752,55#2,#5)7 (€3, €5, €5, €4, H3, Ha, 15) ' (5.2.43)
0 B
Par conséquent, on en déduit qu’il existe une constante positive A telle que
dL, (&t
# FAQ1(£,1) <0, V>0, (5.2.44)
ou
£° 212 £° 2 2 2 2
1) = T/ + ——=ul"+ (1 + = =+ |q
Qe = Graplt gl (@0 + )
¢ ( 512 1812 L LA 2) 2112
+ 27+ |v|° + +&°10)°. 5.2.45
(1+£2)|! 017+ 917 ) + €°10] ( )
Il est facile de voir que, pour tout ¢ > 0 et pour tout £ € R, on a
£° N . N 5 R 2 R .
Quet) 2 gy (167 1P + B+ 16 + 168 + il +14).  (5:246)

En combinant (5.2.8), (6.3.21) et (5.2.46), on déduit qu’il existe une constante positive
A1 > 0 telle que pour tout ¢ > 0, On a

6 A
dLlcgfjt) = _Mﬁﬂfi), vt > 0. (5.2.47)
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D’autre part, nous avons pour N; assez grand, 'existence de deux constantes positives i,

By telle que pour tout ¢ > 0;
Bi(1+EDNE(E L) < Li(&,1) < Bo(1 4 E)E(E, 1), Vt>0, (5.2.48)

avec 31 = Ny — C} et 5 = N7 + C;. Maintenant, En combinant les estimations (5.2.48) et

(5.2.47), on trouve que
dLy(&,1) < A1

—— Ly(&,t t > 24
e GO T (5249
et par intégration par parties on aura
Li(&,t) < Ce UL (€,0), Vt>0. (5.2.50)

En utilisant une nouvelle fois 'estimation (5.2.48) avec (5.2.50), on déduit la premiere
estimation de la proposition 10.
Cas 2. a #0

Dans ce cas (5.2.21) est estimée par

dFy(&,t . N
WD | (e — )21l + (7 — )€l

sl + Cles, 6)6° (1 +€7)°191° + Cles) (1 + €[

b g 9 + Clen ) (1+ €10

+C(e6, €)% (1 +€%)%[a), (5.2.51)

ou nous avons utilisé les estimations

3R ¢t . .
|aRe(i&uy)| < *Sémhﬂ2 + C(eg)* (1 + )9/,
| Re(ia)| < ch o alf + ClepE(1 + EPlaf
m T+ ‘
et
Ik L@ pe@ob)| < oS 102 + 01+ )16
mlko (7q+ —5 = —5 e(&°90) —561+£2‘¢’ + C(eg) (1 + &7)07,
pour tout g5 > 0.
Alinsi, en utilisant I’estimation
= 'S . .
| Re(m,£%5q)| < 5§m|y|2 + C(ey) (1 +€2)%gP,
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(5.2.16) peut étre réécrite comme

d = .
—ERE{Zé-Tq(je} + 52(1 — 83)|(9|2
, &

= Saeep

De méme, (5.2.17) peut étre réécrite comme suit

|97 + Cles, ) (1 + €)*|4l*.

S Re(~i€07) + (m — )€l
52 52 |ZA,|2
i+ep’ THirer
O L+ €10 + Celal,

e} 102 + &,

ou nous avons utilisé ’estimation

~ ~ 2 ~

~Re(ag?36) + Re(ich)| < g;(lf—ww +CE) 1+ 2)20P.

Enfin, nous définissons la fonctionelle de Lyapunov Ly(&,t) par
4 2
_ 212 f £ _
Ly(&,t) = No(1+&7)°E(E 1) + it ey {Fl(fat) thT s
iy Re(—i7,00) + fis o Re(—i€0) + fis—o
+iizRe(—1€7,q )+M4m e(—i&09) +M5(1+—4 4

(5.2.52)

(5.2.53)

ou fi;, (i =2,...,5) et Ny sont des constantes positives qui seront fixées ultérieurement.

En dérivant la fonctionnelle Lo(&,t) par rapport a ¢ et en utilisant (5.2.8), (5.2.10),

(5.2.14), (5.2.53), (5.2.52) et (5.2.51), on obtient

5 t) {(ko — 1) — f12C0(g9) — /1553%}

6

(1+&2)°
66
+9 fa(kol — 2) — €] — M5€6}m|ﬂ|2

4
;25(Tqa212 — &) — [l4Ely — C(gl)}(lf—g2)4|2|2

fis(Tq — €6) — fi2ga — flagl

{
{
+{/14(m —¢ey) — Cley, &) — fisey — ﬂsc(é“b’;g%)} (
{
{

2

.

C(€1a€17€27667/~627ﬂ5 N25} 1+f | |2
fi5) —

(AN
—

+{C(€4a €3, 537 €6, 667 /~L47 /J“S
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Nous choisissons nos constantes dans (5.2.54) comme suit : soient €1, ey, €3,64 €t €¢ assez

petits de telle sorte que
g1 < ko, €9 <kol, e3<1, eg4<m, £g<min {Tq,Tqa2l2}. (5.2.55)

Ensuite, on prend ji, suffisamment petit de telle sorte que

ko — &1

) (5.2.56)

flo <
et on fixe [i5 suffisamment grand de telle sorte que

ﬁ5>max{ Cle) e } (5.2.57)

1,022 —eg” T, — g6

on peut alors choisir €] et i suffisamment petit de telle sorte que

fo(kol — e9) — &) (ko —e1) — f1C
811 < ﬂg(kol — 82), &Tg < min{'uQ( 0 ~€2) 51, ( 0 61)~ H2 (62) } . (5258)
s Hs
En outre, nous choisissons fi4 suffissamment grand de telle sorte que
fuu(m —eq) > Cleq, €)) + f15C (e6, €5)- (5.2.59)
Une fois fi4 est fixé, on choisit ) suffisamment petit de telle sorte que
~ 2[2 _ _ C ~ _ _ ~
g, < min{u5(Tqa 26) = Olen) sl = &) “252}. (5.2.60)
Ha Ha
Ensuite, nous choisissons ji3 assez grand telle que
uCEy) +C (15C t
ﬁ3 > Ha (84> + (81) + M5 (867 86) ) (5261)
1-— €3
alors on peut choisir 4 assez petit tel que
gg < /14(777/ — 84) — 0(617 éJl) — [L5C(867 6,6) . (5262)

i3

Une fois toutes les constantes ci-dessus sont fixées, nous choisissons Ny assez grand tel que

N2 > max C(€1a€37827567ﬂ2a/}5)7 0(547537€g7€6a6%7#’37”47”5) ' (5263)
0 B
Par conséquent, on en déduit qu’il existe une constante positive A > 0, telle que
dLy(&,t ~
% FAQ(E,1) <0, V>0, (5.2.64)
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ou

& .

Q2(§,t) = m|¢|2+
§4

(1+¢2)?

56 ~12 54 ~12 ~ 12
Treyl +—(1+52)4<|z| + [9[%)
- 912 + €201 + (1 + (1> + 1a[*). (5.2.65)

Il est facile de voir maintenant que, pour tout ¢ > 0 et pour tout £ € R, on a

56

Que.1) = gy (18 + 122+ 19 + 0P + 10 + 168 + P + ). (5.2:60)

D’autre part, il existe deux constantes positives, (3 et [y, de telle sorte que, pour tout ¢t > 0,
Ba(1+EE(E, 1) < La(&, 1) < Ba(l + &) E(E 1), (5.2.67)

En combinant (5.2.7), (5.2.64),(5.2.66) et (5.2.67), on obtient la seconde estimation dans

(5.2.30), ce qui complete la démonstration de la Proposition 10. =

5.2.2 Résultat principal

Dans cette section, on montre quelques estimations de décroissance de l'énergie du

systeme (5.1.1)-(5.1.2).
Théoréme 5.2.1 Soit s un entier positif et

a= (1, = (1 —a®) — 7,m?,

on suppose que Uy € H*(R)NL'(R). Alors, la solution U du probléeme (5.1.1)-(5.1.2) satisfait

les estimations de décroissance suivantes :

— Pour a =0

105U (1) 2 < C(L+ )/ 2H0Up|l pr + C(L+ ) 205 Ul - (5.2.68)
— Pour a # 0

105U (@)[|z2 < CL+ )70 U |+ C(L+6) 0 9+ Ul 2, (5.2.69)

ou k et £ sont des entiers positifs satisfaisant k + ¢ < s et C est une constante positive.
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5.2.3 Démonstration du Théoréeme 5.2.1

Dans cette section, nous montrons le théoremeb.2.1. Nos principaux outils sont les esti-
mations de décroissance de 'image de Fourier de la solution obtenue dans la proposition 10
et quelques estimations intégrales.

Tout d’abord, nous supposons que o = 0. En appliquant le théoreme de Plancherel et
en observant que |U (€, )2 et E(&,t) sont équivalentes et en utilisant la premiére estimation

dans (5.2.30), on obtient

U2, = / P (E, 1) Pde
R
< C [lePre Do
R

= C / €[ e |0 (€, 0)de + C / €[ e (¢, 0)[*de
1€1<1 |€1>1
4L (5.2.70)
L’intégrale est divisé en deux parties : la partie basse fréquence (|¢| < 1) et la partie a haute
fréquence (|¢] > 1). Comme py(§) > %656, pour |£] < 1, alors que nous avons pour la partie

a basse fréquence

L<C / |€[Fe 51 T (£, 0)2de < C|| U2 / €] 61 e (5.2.71)

l§1<1 l§1<1

Puis, en utilisant I'inégalité suivante

€|t e qe < (14 ¢)~ etV (5.2.72)
1€1<1
on estime [; par

I < C||Ug| 2 (1 4 )76 5. (5.2.73)

Pour estimer le terme I, nous utilisons 'inégalité p,(&) > %6_2, pour |£]| > 1 pour obtenir

Lo O [ e i 0 o) (5.2.74)
[€1>1
En utilisant I'inégalité
|Ssl\l>pl {15\—%@—05*%} <O+t (5.2.75)

82



on obtient

Lo< sup{le¥e e [ gpe00e 0P

1€1>1
|€1>1
< CL+t)YoF 3. (5.2.76)
En remplagant (5.2.73) et (5.2.76) dans (5.2.70), on obtient (5.2.68).

Ensuite, nous supposons que « # 0, alors

pa(§) = £’ pour [§| <1,

p2(§) = €71 pour ¢ =1,

ou ¢ > 0. Comme ci-dessus, en utilisant la seconde estimation de (5.2.30), on obtient

U2, = / EPHI (e, 1) Pde
R

(5.2.77)

< C [lgPre Do)
R

= C / €k e= 2O T (€, 0)2dE + C / €| er2 T (¢, 0)[2de
|€]<1 [€]>1

_ sta (5.2.79)
La partie a basse fréquence J; est estimé comme [, on a
Jy < C|Us|2(1 +t) 575, (5.2.79)

Pour la partie & haute fréquence .J,, en utilisant la seconde inégalité de (5.2.77), on déduit

FsC / PR T (€, 0)de (5.2.80)
€1
En utilisant I'inégalité
sup {[¢[ e~ "L < C(1+ )75, (5.2.81)
j€1>1

on obtient

5o Csmp{le e} [ oy

[€]>1
|€1>1

< C(L+ )50 U |2 (5.2.82)

En combinant les estimations (5.2.79) et (5.2.82), alors la seconde estimation (5.2.69) est

établie. Ceci acheve la démonstration du Théoreme 5.2.1.
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5.3 Modele de Bresse en thermoélasticité de type I11

5.3.1 Position du probleme

Dans cette sous-section, on considere le probleme(5.1.12)-(5.1.13). On procéde par la
méme méthode utilisée dans la section précédente. on réécrit notre probleme sous forme

d’un systeme de premier ordre (en temps) en introduisant les nouvelles fonctions suivantes :
U:%—w—lwy U = P, Z:aw:ﬂu y:wtu
¢:k0(wz_l(p)a 1 = Wy, 19:0,5, o =0,

Par conséquent le systeme (5.1.12) peut s’écrire sous la forme :

(

v — Uy +y+1In=0,

Uy — Uy — kolep =0,

2z — ay, =0,
Y — azy — U+ mi, =0,
(5.3.1)
o1 — kone + kolu =0,
ne — ko¢z — v+ 0n =0,
7~9t - klo_:c + 5,%: - k219mc - O,
Ot — 191: = 07
\
et les conditions initiales correspondantes deviennent
(Ua u, z,Y, ¢> m, 19’ U) (IE, O) = (Uo, Uo, 20, Yo, ¢U7 Mo, 1907 Uo)(l’) (532)

avec
Vo = Qo — Yo — lwo, Uy = P1, 20 = Aoz, Yo = 1,
oo = kO(wO,x - l@o), To = Wy, Vo = 01, 0o = 00,:1:
Le probleme (5.3.1)-(5.3.2) peut aussi s’écrire sous la forme d’un systeme hyperbolique-
parabolique de premier ordre (en temps) :
Ut + AUQ; —+ LU = Bsza

(5.3.3)
U(z,0) = Up(x)
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ouU = (U7ua27y7¢7n71970-)Ta UO - (U07anzo»yo7¢0ﬂ707190700>T et

0O -1 0 O 0 0 0 0 0O 0 o1 0 [ 00
-1 0 0 0 O 0O 0 0 0 0 0 0 =kl 0 0O
0 0 0 —-a O 0 0 0 0O 0 00 O 00O
0 0 —a O 0 0O m 0 -1 0 00 O 000
A: 7_[/:

0O 0 0 O 0 —ky O 0 0 kl OO0 O 00O
0 0 0 0 =k O 0 0 -l 0 00 0 600
o 0 o0 g 0 0 0 —k 0O 0 00 O 00O
0O 0 0 O 0 0 -1 0 O 0 00 O 00O
(5.3.4)

0000O0OO0OTO 0O

000O0O0O0OO0O0

000O0O0O0OTO0OO0

000O0O0OO0OTO 0O
B= (5.3.5)

000O0O0O0O0O0

000O0O0OO0OTO0OO0

000O0O0O0 k O

000O0O0OO0OT 0O

En prenant la transformée de Fourier du systeme (5.3.3), on obtient

U, +i€AU + LU = —¢*BU,

(5.3.6)

U(€,0) = Uo(€),
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comme suit : )

iy — €0 — kol = 0,

7:’,5 — w{gj = O,

gy — iafs — 0+ imé&d = 0,

) (5.3.7)
b — kol + kolti = 0,

fiy — iko€d — 1D + 0H = 0,

Uy — ik1E6 + €87 + E2ko) = 0,

\ Gy — i) = 0,

L’énergie associée au systeme (5.3.6) est définie par
A 1 . R . . A . A .
E&t) =3 {6|v|2 + Blaf® + B2 + Blg1* + Bleol* + Blal* +ml[* + mk1|o—|2} (5.3.8)

Lemme 11 Soit U(£,t) une solution de (5.3.6), alors I'énergie E(€,t) est une fonction

décroissante et satisfait pour tout t > 0

dE(&, ) X
%} < —B6|A* — Emky|9|?. (5.3.9)

Démonstration. En multipliant la premiere équation de (5.3.7) par 30, la seconde équation
par B4, la troisieme équation par B2, la quatrieme équation par (¢, la cinquieme équation
par 6(}?5, la sixieme équation par (7, la septieme équation par md et la huitidme équation
par k;ma&, en sommant les résultats et en prenant la partie réelle, d’ou (6.3.7) . Ceci acheve

la démonstration du Lemme 11. =

5.3.2 Méthode de I’énergie dans ’espace de Fourier

Dans la proposition suivante, on donne les estmations ponctuelle de la fonctionnelle

E(,t)
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Proposition 11 Soit (0,4, 2, 7, o, ﬁ,lg‘, o) est une solution de (5.3.7). Alors pour tout t > 0

et £ € R, on a les estimations ponctuelles suivantes :

R Ce=m©OtE(£,0), si a=1
E(&t) < A (5.3.10)
Ce=r2@tE(E0), si a#1

ot
5-6
(14827

56
1+

et C,c sont des constantes positives.

,01(5) = pa(§) =

Afin de démontrer la Proposition 11, nous avons besoin de plusieurs lemmes.

Lemme 12 Soit (v, 14, 2,7, Qg,ﬁ,é,ff) une solution de (5.3.7) et soit

Fa(g.1) = Re {i€(n6 + 136) } (5.3.11)

Alors, pour tout £1,€| > 0, nous avons ['estimation suivante :

dF' .
TED 4 (hy — el
2

gl + Cle)e? (1o + )
+C(er, ) (1 + ) (19 + 7). (5.312)

/
€1

Démonstration. En multipliant la cinquieme équation de (5.3.7) par —ifn, la sixieme

équation par i é en sommant les résultats et en prenant la partie réelle, on obtient

9L Reiend)} + koe? (167 — 1)

= Re(il€0d) — Re(id€i¢) + Re(ikol€in). (5.3.13)

En multipliant la quatrieme équation de (5.3.7) par —iflq@, la cinquieme équation par i€ly

et en prenant la partie réelle de leur somme, on obtient

@ (Reli€lia)) = —Re(kol€*3i) — Re(ickyl®if) + Re(al€?s0)
—Re(il€i¢) — Re(mle*)o). (5.3.14)
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En sommant (5.3.14) et (5.3.13), on obtient

dF; ~
D | kg (10— 10P)

= —Re(i6¢i¢) + Re(ikol€ts)) + Re(al€?2¢) — Re(kol€*i)
— Re(i€kol?t) — Re(mle*d). (5.3.15)

En appliquant I'inégalité de Young au termes du second membre de (5.3.15), on obtient

(5.3.12) . Ceci termine la démonstration du Lemme 12. =
Lemme 13 Soit (v,u, 2,7, é,ﬁ,l@,&) une solution de (5.3.7). Soit
Fy(€,1) = Re {2’5 (akzlz% + Bady + 2k:1526) } . (5.3.16)

Alors, on a pour tout €4, > 0, l’estimation suivante

dF5(&,t 5 ]
% + (aki — &2)&2|6|° + (aB? — £2)&%]9|?
< 02 + A + Clen, ) (1 + €2+ €I (5:3.17)

Démonstration.
En multipliant la septiéme équation de (5.3.7) par iak &6, la huititme équation par

—iak1§1§, en sommant tous les résultats et en prenant la partie réelle, on obtient

d - .
%{Re(iakl&‘}&)} + & (ak|6|* — aki|V)?)
—  Re(aki8E%)6) — Re(iakiko205). (5.3.18)

De méme, en multipliant la septieéme équation par —ia3¢y et la quatrieme équation (5.3.7)

par iaﬂ&é, on obtient par le méme procédé que ci-dessus

d = N
E{Re(mﬁw.ﬁ)} + & (afgl* — mapli)?)
= Re(ak1BE%6)) + Re(iaksBE¥07) — Re(aBE220) + Re(iaBeid).  (5.3.19)

Ensuite, en multipliant la troisieme équation par 2ik,5£6 et la huitieme équation dans

(5.3.7) par —2ik18E2, on aura

% { Re(i2k18¢25)} — Re(2k1 BE20Z) + Re(2ak, 5E%§6) = 0. (5.3.20)
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En sommant (5.3.18), (5.3.19) et (5.3.20), on obtient

d X X R .
&)+ E(aki|o|* + aB?[y*) — £ (aka]9]* +map|of?)
— —Re(iak ko05) 4+ Re(iak,5E307)

+Re(iaB600) — (2K + a2)BRe(€203). (5.3.21)

Une application de I'inégalité de Young, nous permet d’avoir (5.3.17). Ceci acheve la démonstration

du Lemme 13. m
Lemme 14 Soit (v,u, 2,7, é,ﬁ,l@,&) une solution de (5.3.7). On définit la fonctionnelle
F3(€,t) = Re(oa). (5.3.22)
Alors, on a pour tout e3 > 0,
% + (kol — &3) |a|?

< 3|02 + C(es) (1 + £2)|0)? 4 C(e3)€27]%. (5.3.23)

Démonstration. En multipliant la seconde équation par ¢E, la cinquieme équation par ,

En sommant les résultats et en prenant la partie réelle, on obtient

dF. .
ol (1o - 17)
= koRe(i€0n) 4+ Re(i€0¢). (5.3.24)

En appliquant I'inégalité de Young au second membre de (5.3.24), on aura (5.3.23). Ce qui

acheéve la démonstration du Lemmel4. =

Lemme 15 Soit (v,u4, 2,7, qg,ﬁ,ﬁ‘,&) une solution de (5.3.7). On introduit la fonctionnelle

Fy(&,t) = Re {ic(lgz + 2n) } . (5.3.25)
Ainsi, on a
dF.
D) | argz(ef? - 1af?)
—  Re(ko&2p2) — Re(al®n) + Re(i6€nZ) + Re(mle*)3). (5.3.26)
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Démonstration. En multipliant la troisitme équation par —il€y, la quatrieme équation

par ilé2 et en prenant la partie réelle de leur somme, on obtient
d B _ .
7 {Re(ilé‘yjé)} +alé* (|2 — |9]?) = Re(iléd2) + Re(ml&*92). (5.3.27)

Ensuite, en multipliant la sixieme équation par —i£Zz, la troisieme équation par i£7n, on

obtient
d com AR 297 AR
pr {Re(zfzn)} = Re(ko& ¢z) — Re(ilé0z)
+Re(i0€02) — Re(a&?yn). (5.3.28)
En sommant (5.3.28) et (5.3.27), on aboutit a (5.3.26) =

Lemme 16 Soit (v,u, 2,7, qg,ﬁ,é,&) est une solution de (5.3.7). Soit

F5(&,t) = Re(90 + at2)}. (5.3.29)
Alors on a
dFS(ga t) ~12 ~12
[~ [0
= (a® — 1)Re(i&j0) — Re(im&V) — Re(l7)) + Re(akolg?). (5.3.30)

Démonstration. En multipliant la quatriéme équation par ¢ , la premiére équation par ¢

et en prenant la partie réelle de leur somme, on obtient
d . S12 a2
5 Le(@0)} + [g]7 = [0]
—  Re(i€tg) + Re(iaf20) — Re(im&00) — Re(17). (5.3.31)

En multipliant la seconde équation par a2 , la troisieme équation par at et en prenant la

partie réelle de la somme, on obtient
%{Re(aaé) } = Re(ia&02) + Re(akolgZ) + Re(ia*€a). (5.3.32)
En sommant (5.3.32) et (5.3.31), on obtient (5.3.30). =
Lemme 17 On définit la fonctionnelle
Fs(€,t) = alFy(&,t) — 2 F5(&,1) (5.3.33)

Alors, on a :
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— Pour a =1, alors on a pour tout €4 > 0,

% + (a®1? — £4)E%12)? + (1 — e4)E%[0)?

< (@® + 1)EG* + Clea) (1 + &)1l

+C(ea) (€ + E)D)*. (5.3.34)
— Pour a # 1, on obtient pour tout e5 > 0

—dFGCEf’ i (@®1? — e5) €25 + (1 — &5)E20)?

< &5l + Cles)E 19" + Cles) (1 + €7) il

+C(25) (& + ). (5.3.35)
Démonstration. En dérivant la fonctionnelle (5.3.33) et en utilsant (5.3.26) et (5.3.30), on
obtient

dfs(&,t . . X
WD) | e +€lof — (@ + DElaP?

= (1 —a®)Re(i€%§0) + Re(im&>90) + (1 — a®)Re(£247)
+Re(ial6€nZz) + Re(ami*¢?03). (5.3.36)
Afin d’estimer les termes sur le partie droite de (5.3.36), nous distinguons deux cas :
Cas 1. a = 1. Dans ce cas, on a , pour tout 4 > 0,
Re(im&309) + Re(iald&nZ) + Re(ami?€*9Z)
< eaf?|8” + eal?|oP + Clea) (€ + ) + Cle) 1+ ) AP (53.37)
En inserant 'estimation (5.3.37) dans (5.3.36), on aboutit a (5.3.34).
Cas 2. a # 1. Dans ce cas, on a
Re(im&300) + (1 — a®) Re(i€%ja) + (1 — a®)IRe(£247)
+Re(iald&hz) + Re(aml*€*)Z)
< es8®|2P + &80 + esé i)’ + Oles) €0
+C(e3)(1+ )l + Cles) (€7 + €I + Cles)%[3l* (5.3.38)
En substituant l'estimation (5.3.38) dans (5.3.36), on obtient (5.3.53). Ceci termine la

démonstration du Lemme 17. =

Démonstration de la Proposition 11.
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D’abord, on suppose que a = 1 et on définit la fonctionnelle de Lyapunov L;(&,t) comme

suit :
A 4 2
Li(§t) = NE(E¢t)+ (1_5—&-2)3 (Fl(fat) —i—ozg%gﬁé(f,t))
2
+(1£—§2)2 (a2Fz<€> t) + asF (€, t)), (5.3.39)

ou «;, i = 2,...,4 sont des constantes positives qui seront fixées ultérieurement.
En dérivant la fonctionnelle L, (€, t) par rapport a t et en utilisant (6.3.7), (5.3.12), (5.3.17),(5.3.23)
et (5.3.34), on obtient

dL 6 R
TED 1 ((ho - ) asClen)) g
—|—<a (kol 5)—5)L]ﬁ|2+a(ak €9) & |6
3(Fo 3 1 (1 52)4 2 1 2 (1 + 52)2
4
#(0a(af = 20) = Cler.2) — @l + 1) = alil?
4
+ (OZ4(CL212 — 54) — a2€l2 — 0(51)) (1—|——£2)2|2|2 (5340)
4
—i—(a4(1 — &) — Qg — a3€3> (1_§—£2>2|@|2

S C<€i7€;‘7 aT) - N166> |TA]|2 + (C(€i7€;7 aT) - Nlka) £2|1§|27

oui=1,..,4, 7=12et r=23,4. Dans la derniere estimation, nous avons utilisé le fait

2 .
que 1—?? < min (1,&%) et 7 < 1.

Nous devons choisir soigneusement nos constantes. On choisit €1, €9, €3 et €4 assez petit
tel que

g1 < ko, e <min(ak],aB?), e3<kol, &4 <min(1,a®?).

Ensuite, on prend a3 assez petit tel que

k’Q — &1
a3 < .
7T Cley)
et on fixe ay assez grand tel que
C(El) Q3&3
> .
Qg > max {a2l2 el p—

On peut alors choisir € assez petit tel que

8/1 < ag(l{iol — 63)
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Par conséquent, on choisit oy assez grand tel que
as(afB? —e9) > Oley, h) + au(a®l® + 1)

Une fois ay est fixé, on choisit €, assez petit tel que

&~ min ay(a?l? —e4) — Ce1) ay(l —&4) — azes
2 Qo ) o .

Une fois toutes les constantes ci-dessus sont fixés, on choisit N suffisamment grand de telle

sorte que

(5.3.41)

N maX{C(ai,ag,ozT) C(ei, e}, ) } .

6(5 7 mkfg

Par conséquent, on en déduit qu’il existe une constante positive A tel que

dLi(&,t)

S TAGHE ) <0, VE20 (5.3.42)

ou

& .

Gi(&t) = mwu
54

(14 ¢&2)?

S
aren

+ (1217 + 1917 + |6]7 + 181%) + 2101 + [7*. (5.3.43)

Il est facile de voir maintenant que, pour tout ¢ > 0 et pour tout £ € R, on a

£° . . . . A ’ 3 )
Gi(&,t) > mw + 2P+ 9P+ o] + [0 + o + 9] + [3]?). (5.3.44)
En combinant, (5.3.8), (6.3.23) et (5.3.44), on déduit qu’il existe une constante positive

A1 > 0 tel que pour tout £ > 0, on a

dL(f,t) 66 7
- g—)\lmE({f,t), vt >0 (5.3.45)

D’autre part, on voit de (5.3.8),(5.3.11), (5.3.16), (5.3.33) et (5.3.22) que pour tout ¢t > 0 et

pour tout £ € R, on a
|FL(E )|+ |Fo(&,1)] + |Fs(£,1)] < C(1+ €D E(E, 1) (5.3.46)

et
|F5(,1)| < CE(, ). (5.3.47)
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En tenant compte des inégalités (5.3.46) et (5.3.47), on déduit de (6.3.22) que

ou (' est une constante positive dépendant que de as, a3, ay. Cette derniere inégalité im-

plique que
(Ny — C)E(E,t) < Ly(&,1) < (N1 + CE(E, ), VE>0,V6EeR (5.3.49)
En prenant N; assez grand tel que (5.3.41) est vérifié et N; — C; > 0, alors on déduit que
BB ) < Ly(6,1) < BE(E,1), VE>0,VEeR (5.3.50)

avec B = Ny — Cy et 3 = Nj + C. Ensuite, en combinant les estimations (5.3.50) et
(5.3.45), on obtient

A
|
|
>
o™
m>

(&,t), Vt>0,V¢€R. (5.3.51)

ce qui donne

Li(€,t) < CemOlL(£.0), Vt>0 (5.3.52)

En utilisant une nouvelle fois l'estimation (5.3.50) avec (5.3.52), on déduit la premiere
inégalité de la Proposition 11.

Pour le cas a # 1, (5.3.36) est estimée comme suit :

% + (a1 — &5)€ 2" + (1 — e5)€7 0

4
< eragmlil + Clen 1+ €13P
+C(e5) (1 + E)Af° + Cles) (€' + )P, (5.3.53)

ou g5, et sont des constantes positives qui seront fixés ultérieurement. Dans la derniere

estimation, nous avons utilisé I'inégalité suivante

(1 — a®)Re(i€*ja)| < 5’5%“«”2 ++C(e5)E (1 + €)%yl
Ainsi, (5.3.21) peut étre rééerite comme suit
WD) | 0k — eelol? + (a8” — 22)€?lal
S Sl i+ Ol )1+ €+ €)1
+C(e5) 1+ + &Y, (5.3.54)
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ol nous avons utilisé les inégalités

62

)Re(mﬁgaé)) < ggmm? O (1 + €22 (5.3.55)
et ,

](zkl - a2)5Re(§21§,§)‘ < 5g(1f—£2)212|2 4 O(eh)EX(1 + €2)2]0)2. (5.3.56)

On définit la fonctionnelle de Lyapunov Ly comme suit

~ ¢ £?
La6t) = NeB(E.0)+ g { P60+ i Pl )
£? £?

g P )+ g P ), (5.3.57)

ou p;, (i=1,...,3) et Ny sont des constantes positives qui seront fixés ultérieurement.

En dérivant la fonctionnelle Lo(€,t) par rapport a ¢t et en utilisant (6.3.7), (5.3.12),
(5.3.54), (5.3.23) et (5.3.53), on obtient

dLQ(gv t)
dt

&€
+ ((/fo —€1) — M3C(53))m|¢|

6 4
1i3(kol — €3) — €} — Mlﬁfa) ﬁ\ﬁ? + pa(ak? — 52)m15|2
54 |A|2
1+ep!
&
arep !
4

(

<u2(aﬁ2 —&9) — C(er,€1) — uCles, 5%))
+<M1(azl2 — €5) — H2h — 0(51)>

(1 = 5) =y = mses) ) (- o1
< (Cer, &), 25,5, 1, 1) — NgﬁcS) Uk (5.3.58)

+(O(517 €2,E5, €5, 11, H2) — Nka2>§2\1§|2.

Dans la derniere estimation, nous avons utilisé les inégalités suivantes :

£ 1 ¢
e st rerst Geep st

On choisit nos constantes dans (5.3.58) comme suit

e1 < ko, e <min{aki,aB’}, e3<kol, e5<min{l,a’l’}. (5.3.59)
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Ensuite, on prend g3 assez petit tel que

k0—€1

Ok (5.3.60)

M3 <

et on fixe u; assez grand telle que

Cler)  pses
. .3.61
u1>max{a2l2_€5,1_€5 (5.3.61)

On peut choisir alors €] et ef assez petit tels que

kol — — ¢
el < ps(kol — &3), er < t3 (ko Mgg) ‘1 (5.3.62)
1

Par conséquent, on prend us assez grand tel que
pa(af® — e5) > Cler,€)) + 1 Cles, €5). (5.3.63)

Une fois s est fixé, on choisit &} assez petit tel que

& min {Ml(a2l2 —&5) — Cler) m(l—es5) — M3€3}
2 L4 ) 1o

(5.3.64)

Une fois les constantes ci-dessus sont fixées, nous choisissons Ny assez grand tel que

/ /
N, > max 0(61,61,63,65#1,;03)7 Clerse2,€3, 5, 1, 2) | (5.3.65)
I51) mks
Par conséquent, on en déduit I'existence d’une constante positive Ay telle que
dLo(&,t
% + AGa(,1) <0, V>0, (5.3.66)
ol
56 712 56 ~ 12 54 ~12 ~ 12
Ga(&t) = - +——— (91> +
¢ S12 4 (]2 20912 L 142
—_— ) .
1 +§2)5(\Z! +[0%) + &I + [7]
Il est facile de voir que pour tout ¢ > 0 et pour tout £ € R, on a
6 A~
Gl 1) > uf—ww IR+ 19 + 162 + [ + 92). (5.3.67)

En combinant, (5.3.8), (5.3.66) et (5.3.67), on déduit qu’il existe une constante positive

A3 > 0 tel que pour tout ¢t > 0, on a

6 A~
sza(lf,t) < _)\3(1 552)7E(§,t), Vi >0 (5.3.68)
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D’autre part, on a pour Ny assez grand, il existe deux constantes positives (3, (4 telles que
pour tout t > 0;

Cette derniere inégalité avec(5.3.68) nous permet d’avoir la seconde inégalité de (5.3.10), ce

qui acheve la démonstration de la Propositionll. m

5.3.3 Estimations de décroissance de la solution

Dans cette section, nous établissons certaines estimations de décroissance de la solution

U(z,t) du systeme (5.3.3). Notre résultat principal est le suivant

Théoréme 5.3.1 Soit s un entier positif et supposons que Uy € H*(R) N LY(R). Alors, la

solution du probléme U de (5.3.1)-(5.3.2) satisfait les estimations de décroissance suivantes :

— Poura=1

103U ®)|lz2 < CLA+8) 20Ul + C(L+ )| 05 U 12 (5.3.70)
— Poura#1

10;U ()22 < C(L+ 1)V Ul + C(1 +8)~/%]|0y U 2 (5.3.71)

ot k et l sont des entiers positifs satisfaisant k+ ¢ < s et C, ¢ sont des constantes positifs.

Démonstration. La démonstration est basée sur les estimations ponctuelles de la Propo-

sition 11. D’abord, on suppose que a = 1. Alors

pl(f) = 1_16667 pour ’f‘ < 17

p1(§) > &2, pour [¢ >1

(5.3.72)
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En appliquant le théoreme de Plancherel, en remarquant que |U (&, 1)) et E (&,t) sont equi-

valentes et en utilisant la premiere estimation dans (5.3.10), on obtient

U2, = / €T (E, 0)2de
R

< c / €[ een O (1€, 0) 2de

R
e / €@ (e, 0)2de + C / €k O Fr(¢, 0) Pde
|€]<1 |€|>1
C K4 K (5.3.73)

Par conséquent, en utilisant la premiere inégalité dans (5.3.72) on obtient,
Ky < C / ¢ ek T (¢, 0)Pde
|€]<1
< C|Usll~ / €Pe o e, (5.3.74)
1€1<1
Puis, en utilisant I'inégalité suivante (pour tout a € N),
/ goees kg < (14 1)~ (+0/0, (5.3.75)
|€1<1

On estime

Ky < C||Upl|2:(1 + )~ Y/6F/3, (5.3.76)

Pour K5, en utilisant la seconde inégalité de (5.3.72), on trouve que
K, < C / j€[2eetmE |0 (¢, 0) . (5.3.77)
|€[>1
En exploitant 'inégalité

sup {!f\‘”e‘cﬁ“t} <O+t (5.3.78)

1€1>1

on obtient

Ko < sup {le e e} [ eperne ot
|€1>1

|€1>1

< C+t) o Uy 3. (5.3.79)

done, en remplagant (5.3.76) et (5.3.79) dans (5.3.73), on déduit (5.3.70).
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Pour le cas a # 1, on a

p2(€) = 135" pourl¢| <1,

p2(€) > 15&7%,  pourlé| > 1

(5.3.80)

v

Comme ci-dessus, en utilisant la seconde estimation dans (5.3.10), on obtient
AT A E R
R
< C [ fePre 0 0P
R

= C / &P Ee= 2O T (€, 0)[2dE + C / €| T (£, 0)|2d¢
[€]<1 |€|>1

gt (5.381)

La partie a basse fréquence J; est estimée comme I;, on a

k
3

J1 < CIU|2(1+t) 5~ (5.3.82)

En utilisant la deuxieme inégalité dans (5.3.80), Jo peut étre estimé comme suit
Jy < C / €[ eemsE T (¢, 0)Pde (5.3.83)

1€1>1

En utilisant 1'inégalité suivante

sup {[¢] e <o+ 0)7 (5.3.84)
[€1>1
on obtient

o< Cswp{lg e} [ et opas

l§1>1
l§1>1

< C(L+)7 |05 T2 (5.3.85)

En combinant les estimations (5.3.82) et (5.3.85), on obtient la seconde estimation (5.3.71).

Ceci acheve la démonstration du Théoreme 5.3.1. =
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5.3.4 Taux de décroissance amélioré

Dans cette section, nous montrons que le taux de décroissance dans le théoreme 5.3.1
peut étre amélioré d’un facteur de t=7/6 4 € [0,1] si les données initiales sont dans H*(R) N
L'7(R). La démonstration est basée sur les estimations de la proposition 11 et la méthode
introduite par Ikehata dans [41] adaptée a notre probleme. Le résultat principal de cette

section est donné par le théoreme suivant

Théoreme 5.3.2 Soit v € [0,1]. Soit s un entier positif et on suppose que Uy € H*(R) N
LY (R). Alors, la solution U du probléeme (5.3.1)-(5.3.2) satisfait les estimations de décroissance

suivantes :
- S1 a=1
OEU@)Z < CL+t) =5 3 ||[Up|21, + C(L+ 1) 3|05y |3
2
+C(1+1) 1576 /Uo(x)dx (5.3.86)
R
- St a# 1
_1_k_ =4
[0EU )5 < CA+t) 26 5 ||Up||7rn + C(A+1)T [|0F T3
2
+C(1+1t)" 1276 /Uo(x)dx (5.3.87)
R

ou k et | sont des entiers positifs satisfaisant k+1 < s et C, ¢ sont deuzr constantes positives.

Démonstration. On voit de la démonstration du théoreme 5.3.1 que le taux de décroissance
de la solution est gouverné par le taux de décroissance de la partie a basse fréquence ([¢] < 1).
En effet,

L=cC / €[2e=em O\ (¢, 0) 2de (5.3.88)

l€1<1

En utilisant le lemme 3.1 dans [41], le terme |Uy(€)| peut étre estimé comme suit :

/ Uy (x)da
R

/]cos(:cf) — 1]|U0(x)]d:v—|—/ | sin(z)||Up(x)|dz
R R

/R Uop(z)dx
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Comme

K,= sup =250 < oo,
e (5.3.90)
My = 9:115/1{)0} blgllf =%
pour 0 <~ <1, alors on déduit
Uo()] < CoIE 1Tl v + /Uo(w)dfv ~ (5.3.91)
R

ou C, = K, + M,. Par conséquent, on obtient

L < CO|U|171, / [P emenOige 4 / Up(x)dz / [§[Fem e ©tag. (5.3.92)

lgl<1 R l¢I<1

Comme dans la partie a basse fréquence,|¢| < 1, on a py(§) > %, alors (5.3.92) devient

L < |34 / [P eelél’t ge 4 / / |¢[PRecléltge . (5.3.93)

l€1<1 lg1<1

En utilisant I'inégalité (5.3.75), on obtient

I < C(1 4 t)"ENBVE 1|12, 4+ C(1 + t) /316 /UO (5.3.94)

R
Ensuite, il suffit de combiner (5.3.94) et (5.3.85), on aboutit a (5.3.86) . Par le méme procédé,
nous pouvons montrer aussi 'estimation (5.3.87). Ainsi la démonstration du théoreme 5.3.2

est achevée. m

Remarque 7 On voit clairement du théoreme 5.3.1 que le taux de décroissance de la solu-
tion du systéeme (5.1.12) est le méme tauz de décroissance de la solution de (5.1.8). En effet,
soit W = (v,u, z,y,0,n,0;,0,) est une solution de (5.1.8) ot v,u, z,y,¢ et n sont définis
dans (5.3.1). Il est clair que les six premiéres composantes de W décroit avec le méme taux
obtenu dans le théoreme 5.3.1 comme se sont les mémes composantes de U. Les autres deux
composantes 0 et 0, de W décroit plus rapide que les deux dernieres composantes 0 et 6, de

U puisque selon (5.1.10), 0 = 0, et 0, = 0,,.
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Chapitre 6

Stabilisation frontiere du systeme de

Bresse multidimensionnel

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considere le systeme de Bresse multidimensionnel suivant

( n n
P1Uy — Au — o Z % — (g + a9) g—;’i + fru+ a(x) fi(u,v,w) =0, dans Q x RT,

=1

P2V — AV + Z -+ Bov + Bow + a(x) fo(u, v, w) =0, dans € x RT,
prwy — Aw + (g + ag) > g—;i + Bov + fow + a(z) f3(u, v, w) = 0, dans Q x RT,

\ i=1
(6.1.1)

avec les conditions aux limites

u(z,t) = U(x t) =w(x,t) =0, sur To x RT,

u(zx,t) —fh1 (t—s)(%% + by (z)v + by (z)w)ds, sur Ty x R,
0

: (6.1.2)
v(z,t) = — [ ho(t — s)%2ds, sur I'; x R,

0

¢
(xt——fhgt—s)( — bo(x)u)ds, sur I'; x R,

et les conditions initiales

(u(0),v(0),w(0)) = (u”,0°, w?),

(\/Eut(o)a \/_2?]15(())’ \/_1wt(0)) = (\/Eu1> \/_QUIa \/_111)1),

(6.1.3)
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ou 2 est un ouvert borné de R*(n > 2) avec une frontiere réguliere I' = 0. Soient I'y et
I'; deux sous ensembles fermés, non vides et disjoints de I avec ' = Ty Uy, TyNT; = 0
et meas(I'y) > 0,meas(I'y) > 0. On désigne par 2 la dérivée normale ol v représente la
normale unitaire extérieure a I';.

Nous supposons que a1, as, (1, B2 sont des nombres positifs suffisamment petit, tels que

B1 > nas, By > naq, et
acC'Q), alx)>ay>0 pp. dans Q,
oll ag est une constante et nous supposons qu’il existe 2% € R” tel que
Fo={zeTl:vm(x) <0}, T1={zel:v.m(z)> 0}

ou m(z) = x — xo.
Ainsi nous supposons que p; € C*(Q), i = 1,2,3 , sont des fonctions positives vérifiant
I’hypothese suivante

Vpim >0 pour i=1,2,3. (6.1.4)

On considere les fonctions b;(z) € Wh=(I'y), j=1,2, données par

bj(z) = (Z m(ﬂf)) , J=12

i=1
Les équations intégrales dans les conditions aux limites (6.1.2) décrivent les effets de
mémoire qui peuvent étre causés, par exemple par 'interaction avec un autre corps viscoélastique.
Le modele de Timoshenko avec des conditions aux limites de type mémoire a été étudié
par Santos [91]. En considérant k; les noyaux résolvants de (—h;/h;(0)) , i = 1,2, il a montré
que D'énergie de la solution décroit exponentiellement (polynomialement) quand k; et —k,
i = 1,2 décroit exponentiellement (polynomialement). Le méme résultat a été établi par
Messaoudi et Soufyane [61] sans supposer la décroissance exponentielle (polynomiale) de k;
et ko mais seulement que leurs normes sont assez petites. Dans [63] la décroissance générale
pour le méme systeme a été établie.
D’autres modeles ont été proposés dans [8], [9], [62] et [90] pour I'étude de 'équation
des ondes, dans [71] et [92] pour le systeme des plaques de von Karman et dans [47], [23] et
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[93] dans le contexte des équations de type Kirchhoff .

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement asymptotique du systeme (6.1.1)-
(6.1.3) pour les noyaux résolvants de décroissance générale et d’obtenir un résultat de
décroissance explicite et général pour lequel les taux de décroissance exponentiel et po-
lynomial ne sont que des cas particuliers. La démonstration est basée sur la méthode des

multiplicateurs et I'introduction d’une fonctionelle de Lyapunov appropriée.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, on introduit les hypotheses sur
les fonctions de relaxation (les noyaux) h;, i = 1,2,3 et les nonlinéarités f;, i = 1,2,3 et
on rappelle quelques définitions et lemmes qui sont nécessaires pour la suite du chapitre.
L’énoncé et la démonstration de notre résultat de décroissance de 1’énergie du systeme

(6.1.1)-(6.1.3) seront donnés a la section 3.

6.2 Préliminaires

On considere 'espace de Hilbert L?(€) muni du produit scalaire et la norme associée notés

respectivement par (u,v) et ||u|. On désigne par V I'espace de Hilbert suivant
V={ueH(Q;u=0 sur Iy}.

On considere les hypotheses suivantes
(H1) Les fonctions de relaxation (les noyaux) h;,¢ = 1,2,3 sont considérées positives

décroissantes et appartenant a Wh2(0, +00).

(H2) Pour les termes sources f;, 7 = 1,2, 3, on suppose que

1. f; e CY(R3), i=1,23.

2. De plus, nous supposons qu’il existe une fonction positive F(u,v,w) € C*(R?) telle

que
oF OF oF

fi(u,v,w) = s fo(u,v,w) = B fa(u,v,w) = o (6.2.1)
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3. D’autres part, supposons que F' est homogene d’ordre p + 1 :
F(Mu, A, \w) = NPT F(u, v, w), pour tout A >0, (u,v,w) € R (6.2.2)

Comme F' est homogene, le théoreme d’Euler pour les fonctions homogenes nous donne

I'identité utile suivante :
wfi(u,v,w) + v fa(u,v,w) +wfs(u,v,w) = (p+ 1)F(u, v, w).
L’homogénéité de F' implique 'existence d’une constante M > 0 telle que
|F(u,v,w)| < M (Ju]"™ + o] 4 [wP*) (6.2.3)

Remarque 8 I existe une classe large de fonctions qui vérifient les hypotheéses (6.2.1)-

(6.2.3). Par exemple les fonctions de la forme
F(u,v,w) = aluP*™ +b v [P e w [P,

ot a ,b,c sont des constantes positives, vérifiant les hypothéses(6.2.1)-(6.2.3) avec p > 1.

En effet, par un simple calcul, on montre qu’il existe co > 0 telle que
Fu,v,w) =co {|u [P + [ v P + | w [P}
D’ailleurs, il est facile de calculer et de trouver que
wfi(u, v, w) +vfo(u,v,w) +wfs(u,v,w) = (p+ 1)F(u,v,w).

Produit de convolution
On définit le produit de convolution de deux fonctions h et ¢ par

t

(h+ 0)(t) = /h(t — $)e(s)ds, (6.2.4)

0

et on introduit les notations suivantes

(hog)(t) = / Bt — ) (o(t) — o(s)) s, (6.2.5)
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et
(hoe)(t) = / Bt - $)((t) — p(s))ds. (6.2.6)

Par l'inégalité de Holder, on a

(ho@)t)]* < /Ih(S)IdS (1] 0 ©)(2). (6.2.7)

Le lemme suivant donne une identité pour le produit de convolution.

Lemme 18 (Voir le Lemme 2.2, [9]) Soit h, € C*(RT), on a

t
1d

_ _1 2 l / - . 2
(hx@)pr = 2h(t)lcp(t)l + 2h oY =5 ho /h(s)ds lo? ] . (6.2.8)
0

Noyau résolvant
Soit X un espace de Hilbert.
D’apres des résultats classiques pour les équations intégrales (voir Le Théoreme 2.3.5 [30] )

on a, pour tout noyau h € L .(0,00) et tout ¥ € L}, (0, 00; X), le probleme

loc loc

o(t) = hxo(t) = (), >0, (6.2.9)

1

e(0,00; X). En particulier, il existe une solution unique

admet une solution unique ¢ € L
r e L},.(0,00) de

r(t) — hxr(t) = h(t), t>0. (6.2.10)

Une telle solution est appelée le noyau résolvant de h. De plus, la solution ¢ de (6.2.9) est

donnée par la formule de la variation de la constante

o(t) =) +r=x(t), t>0, (6.2.11)

ou r est le noyau résolvant de h.
La résolvante

Nous rappelons la notion de la résolvante de ’équation abstraite

u"(t) + Au(t) — /h(t — s)Au(s)ds =0, (6.2.12)

ol A est un opérateur linéaire auto adjoint sur un espace de Hilbert X avec domaine dense

D(A) et h € L}, (0, 00).
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Définition 22 Une famille {S(t)}+>0 des opérateurs linéaires bornés dans un espace de
Hilbert X est appelée résolvante de l'équation (6.2.12) si les conditions suivantes sont
vérifiées :
(i) S(0) = I et S(t) est fortement continue sur [0,00), i.e. pour tout x € X, S(.)x est
continue,

(ii) S(t) commute avec A : S(t)D(A) C D(A) et
AS(t)x = S(t)Axz, x € D(A), t>0,

(tit) pour tout x € D(A), S(.)x est deux fois continument différentiable dans X sur [0, 00)
et S'(0)x =0,
(iv) pour tout x € D(A) et tout t > 0,

S"(t)x + AS(t)x — /h(t — 7)AS(T)xdr = 0.

Afin d’estimer les termes g—z,% et g—f, nous allons utiliser la deuxieme, troisieme et

quatrieme équations de (6.1.2).

Pour cela, en dérivant ces dernieres, nous arrivons aux équations de Volterra suivantes :

ou 1 ou 1
— ! — = ——" 2.1
ey + b1 (x)v + by (z)w + 7 (0) hi * {81/ + by (x)v + by (.r)w} 7 (0) Uy, (6.2.13)
il + = Ry * ov_ L v
v hy(0) 2 Av hy(0) "
(6.2.14)
ow 1, ow 1
(6.2.15)
En appliquant I'opérateur inverse de Volterra, on obtient
@—l—b(:p)qub(x)w——L{u + k1 xug} (6.2.16)
al/ 1 1 - hl(O) t 1 tS s L.
ov 1
— = 2.1
5 0) {vg + ko * v}, (6.2.17)
ow 1
E — bg(l‘)u = —m{wt + k?3 * wt}, (6218)
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ol les noyaux résolvants vérifient

1 1
k; Rk = — I =1,2,3. 6.2.19
+ oK * oK pour 1 ( )
En notant par m = #(0), Ty = #(0) et 73 = ﬁ(o)' Les dérivées normales de u, v et w peuvent
s’écrire comme
ou ,
Y —7i{us + k1(0)u — ky(t)ug + ki *x u} — by(x)v — by (z)w, (6.2.20)
ov
i —1o{ve + k2(0)v — ko (t)vg + kb x v}, (6.2.21)
ow
= —73{w; + k3(0)w — k3(t)wg + k5 * w} + ba(z)u. (6.2.22)
Réciproquement, en prenant les données initiales telles que u’ = v° = w® = 0 sur I'y,

Les relations (6.2.20), (6.2.21) et (6.2.22) donnent la deuxieme, troisieme et quatrieme
équations de (6.1.2) respectivement. Puisque, on s’intéresse a des fonctions de relaxation
de décroissance générale et les conditions aux limites (6.2.20), (6.2.21) et (6.2.22) incluant
des noyaux résolvants k;, (i = 1,2,3), on veut savoir si k; ont les mémes propriétés de
décroissance. Le lemme suivant répond a cette question.

Soit h est une fonction de relaxation et k son noyau résolvant,
k(t) — (k= h)(t) = h(t). (6.2.23)

Lemme 19 (Voir Lemme 2.1, [9]) Si h est une fonction continue positive, alors k est aussi
continue et positive. Supposons que

t
h(t) < cOefoh(OdC,

ot 7y : [0,400) = R est une fonction décroissante vérifiant, pour une certaine constante

positive € < 1,

+o0

/ - Ja-endc 1
1 = e o < —.
Co
0
Alors k vérifie
t
- ¢)d¢
k(t) < Co 66()[7()
1-— CoC1
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Corollaire 1 (Voir [62]). Supposons que

h(t) < coe™ ™, (6.2.24)
pour vy > co. Alors, il existe une constante positive ¢ < 1 telle que

k(t) < Be =", (6.2.25)
ou B > 0 est une constante.

Corollaire 2 (Voir [62]) Supposons que

Co
h(t) < ——— 6.2.26
pour co < p — 1. Alors, il existe une constante positive € < 1 telle que
s
k(t) < —— 6.2.27
< i (6:227)

ou [ > 0 est une constante.

En se basant sur le lemme 19, nous utilisons les conditions aux limites (6.2.20), (6.2.21) et
(6.2.22) au lieu de (6.1.2),, (6.1.2), et (6.1.2),.
Le résultat d’existence et d’unicité de la solution du systeme (6.1.1) - (6.1.3) est donné par

le théoréme suivant.

Théoréme 6.2.1 Soit k; € W*L(RT) N WHe(RY), p; € CY(Q), i = 1,2. Supposons que
(u®, 00w € (H2NV)3 et (ul, v wh) € V3 avec
88—“; +rnut + 00 + 0w’ =0 sur Iy,
0 f vl =0 sur T4, (6.2.28)
38_“;0 + wt — b’ =0 sur Iy

Alors il existe une unique solution forte (u,v,w) du systéme de Bresse (6.1.1)-(6.1.3) vérifiant

u,v,w e L®(RY H*(Q)NV),  \/prg, \/pavr, /prwy € L2([0,00), L*(Q)),

ug, v, wy € LX(RT V), VP1Uty \/ P2V, \/P1W € L=([o, 00)7[42(9))-
Démonstration. Le théoreme peut étre démontré, en utilisant des arguments standard de

semi-groupes de P. Pei et al. [70]). =
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6.3 Comportement asymptotique

Dans cette section nous étudions le comportement asymptotique des solutions du systeme

(6.1.1)-(6.1.3) quand les noyaux resolvants k;,i = 1,2, 3 vérifient
B(0)>0, k() >0, K1) <0, K(1)>n)(—k®), (6.3.1)

ou v; : Rt — R* est une fonction satisfaisant les conditions suivantes
+oo
W) >0, A <0, et / ()t = 400 i=1,2,3. (6.3.2)
0
En multipliant la premiere équation de (6.1.1) par wu;, la seconde par v, et la troisieme par
wy, en intégrant sur €2 et en utilisant 'intégration par parties, les conditions aux limites
et (6.2.20)-(6.2.22), on peut facilement trouver que I’énergie du systeme (6.1.1), (6.2.20)-
(6.2.22) est donnée par

1
E(t) =5 / (Ioruel + lp2vel® + [prwel* + (B — nag)|ul* + (B2 — nou)(fv| + |w])?) dz

Q
1 1 1
+§/|Vv|2dx+%/|vu|2dx+%/|vw|2dx
Q Q Q

ow

2
—u| d
(%cl- o

u

n 2 n
o ou o
2 d =
+2;/‘axi+v+w’ $+2;/
1= Q 1= Q

+ /a(x)F(u, v, w)dx + % /(kl(t)|u\2 — K} ou)dly
Q N1

+ 5 [ Ga(®)ol? = ks 0 w)dDy + 5 [ (ka(®)lw]® = Ky o w)dly.
Fl 1—‘1

Notre résultat principal est le suivant

Théoréme 6.3.1 Etant donné ((u°,u'), (v°v!), (W wh)) € (V x L*(Q))%. Sous les hy-
pothéses (H1)-(H2) et les conditions (6.1.4), (6.3.1) et (6.3.2), avec

lim ki(t) =0, i=1,2,3, (6.3.3)
((—n+e9)0 —n+¢ep)a+2m.Va <0, VzeQ, (6.3.4)

110



alors pour un certain to assez grand, si (ug, vy, wo) = (0,0,0) sur 'y, on a

—w [~(s)ds
E(t) <cE(0)e 0 VYt > 1. (6.3.5)
Sinon, si (ug, v, wo) # (0,0,0) sur I'y alors
/ wf”/(()d( —wftw(s)ds
E(t) <c¢] E(0) —i—/ko(s)[l—i-e fo lds pe 0 : (6.3.6)
0

ot
V() = min{yi (), 72(t), y3(t) }
/|u0|2dF1 + k’2 /|?}0 erl + k?2 /|U) | dFl,
et w, ¢ sont des constantes positives.

Lemme 20 Sous les hypotheses du Théoréme 6.3.1, ’énergie de la solution de (6.1.1)-
(6.1.3), satisfait

dFE T T
- _—51/|ut|2dfl+ 5 k2 (t)[u[dly — El/k”oudfl
Fl Fl

T2 2 72 02 y
I I'1 I}
—%/|wtl2dl“1+% B Par, — 2 [k owdr,.
Iy I I

Démonstration. En multipliant la premiere équation dans (6.1.1) par u; et en intégrant
par paties sur ) on obtient

1d

g | el 9+ e

" Ow
/Z axlutdx — (o +a2)/Z; (,hiutdx
Q 7

+ [ a(x) fi(u, v, w)udx
/

ou
= a—utdfl

(6.3.8)

I
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Par le théoreme de Gauss, on a

L. - ouy
al/z;(?xi = /vut z;l/, dFl—al/Zamivdx
Q = I =

et

" Ow = ou
al/z (9962'Utdx = al/wut ZVZ )dl'y —al/z axde:c.
0 =1 I =1
En remplagant les estimations (6.3.9) et (6.3.10) dans (6.3.8), on obtient
1d
2 dt

u 8ut - (9ut
al/;@:mvdx+al/28xiwdm
QO = Q =
"L dw p
— s Zaxi a(x) fi(u, v, w)udx
i=1 O

n n

/—utdFl + o /Uut(z v)dl'y + oy /wut Z v;)dl'y.
I =1

I =1

(prfuel* + [Vul* + Bilul?)do

(6.3.9)

(6.3.10)

(6.3.11)

Ensuite, en multipliant la seconde équation de (6.1.1) par v; et en intégrant par parties sur

2 on obtient

Ld
2t )

ou
+Oél/
J ;axz

+ Q/a(x)fg(u, v, w)vedz

v
= avt dF1

I

(palvel* +[Vo* + Balv|*)dz

/ wurdr
Q
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Enfin, en multipliant la troisitme équation de (6.1.1) par w; et en intégrant par parties sur

(2 on obtient
1d
2.dt
Q

"0
—i—(ozl—i—on)/Zau
o i=1 Ti

+ [ a(z) f3(u, v, w)wdz
/

ow
= 8—wtdF1

(p3we]* + [Vw|? + Bafw]?)dx

/ vwdx

@ (6.3.13)

I

Par le théoreme de Gauss, on a

O./QQ/;a

En substituant I’équation (6.3.14) dans (6.3.13), on obtient

1d
2dt

n

/uwt ZVZ dl'y — OZQ/Z gijtudx (6.3.14)
i=1 i=1 "

Q =

(pslwe|* + [Vw]* + By |w]*)dz

Q
/Z—wtdx—%/z%ud

(6.3.15)
—i—ﬁg/thdx+/a(:c)f3(u,v,w)wtdx
)
/—wtdfl — ag/uwt(z v;)dly.
2 i=1

En sommant les équations (6.3.11), (6.3.12) et (6.3.15), en utilisant (6.2.20), (6.2.21), (6.2.22)
et le lemme 18 on obtient le résultat désiré. m
Soit € > 0 une constante assez petite et on définit la fonctionnelle suivante :

D(t) :/ [(2m - Vu + (n —eo)u)prug + (2m - Vo + (n — €0)v) pavy] dx

+ /(2m -Vw + (n — go)w)prwde.
0

Le lemme suivant joue un role important pour la construction de la fonctionnelle de Lya-

punov.
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Lemme 21 Sous les hypotheses du théoréme 6.5.1, la solution de (6.1.1)-(6.1.3), satisfait

d
—d(t) < /m.u(p1|ut|2 + palve]? + pr|we)?)dly — /m.l/|Vu|2dF1
Fl 1_‘1
2
du
dx + / 5(2m.Vu + (n —go)u)dly

dt
oY /
=1 QO r

—€o /(Pl\Ut!g + palve® + prwe|?)dx — ¢y Z/
i=1

Q

ou Lo
v w
8@

ow

2
d
al[’i v

—Uu

(1 — &) /(ywy? + Vo + [Vul?)de

Q

+ / %(Zm.Vv + (n — go)v)dly — /m.y\Vv\le“l
Iy

I

+ / g—i}(%n.Vw + (n —go)w)dl'y — /m.V|Vw]2dF1
I I

+ /((—n +e0)0 —n+¢ep)a+ 2m.Va)F(u,v,w)dz. (6.3.16)

Démonstration. En multipliant la premiere équation de (6.1.1) par 2m.Vu + (n — &)u,

on obtient

d
pm (2m - Vu+ (n — go)u)prugdr = /Zplm.Vututdm + (n —ep) /pl\utIde
Q

0
—i—/Zm.VuAudx + (n —&p) /uAudx
Q Q

ov

+oy Z /(2m.Vu + (n —eo)u) (%.dx
i=1 g ¢

ow

+(ag + an) Z /(Qm.Vu + (n —eo)u) amdx
i=1§ !

- /(a(x)fl(u, v,w) + fru)[2m.Vu + (n — gq)u]dz.
)
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En intégrant par parties et en utilisant la relation divm = n, on obtient

d
dt (2m - Vu+ (n —eo)u)prude </m vp |ug|2dly — /Vm m|u;|*dx
+/<2 Vu+ (n — 2o)u) 22dr
m.Vu+ (n —o)u) z-dl
I
—/m.u|Vu|2dF1—(1—50)/|Vu|2da:
I Q

+ o Z /(Zm.Vu +(n— 50)u)§; dx
i=1 g ¢

+ (oq + as) Z /(2m.Vu + (n —ego)u) S;UZ dx

Q
—61/m.y|u|2dfl+ﬂ150/|u|2dx—60/p1|ut|2dx
I Q Q

- /a(x)fl(u, v, w)[2m.Vu + (n — eo)uldz.

Q

De méme, en multipliant la seconde équation de (6.1.1) par (2m.Vuv + (n — g9)v) et en

intégrant par parties sur €2, on obtient

d
dt (2m - Vv + (n — €0)v) poveda </m vpa|vy|?dl'y —ao/pglvt] —/sz m|v|*dx
Q
ov
+ /(Qm.Vv + (n—eo)v )a—dfl

Iy

- /m.V\VU|2dF1 —i—ﬁgeo/\v]Qd:c
r 0

— (1 — &) / |Vo|*dx + Bgeo/vwdx
0

Q

- 0
— o Z /(Qm.V'U +(n— gO)v)@Z dx
=1 0

—BQ/m.V|U|2dF1 —62/m.vadfl
Fl 1_‘1

- / a(2) fo (1, v, w)[2m. V0 + (n — 20)0]da.

Q
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Enfin, en multipliant la troisieme équation de (6.1.1) par (2m.Vw+(n—ep)w) et en intégrant

par parties sur €2, on obtient

d

dt (2m - Vw + (n — gg)w)prwdr < /m vp1|we*dly —80/p1|wt] dx

Q

—/V,ol.m|wt]2da;—/m.y]VdeH
Q

+ /(Zm.Vw + (n —ego)w )g—wdFl + Baco /vwdw

I't Q

—(1—50)/|Vw|2dx+ﬂ250/|w|2dx

Q Q

- 0
—(0 + ) ZZI /(Qm.Vw + (n — 60)w)a;idx

— / a(z) f3(u, v, w)[2m.Vw + (n — go)w|dx

Q

—52/m.1/\w\2dF1 —ﬂQ/m.l/vwdFl.
Fl 1—\1

En sommant les trois inégalités ci-dessus, en tenant compte de la condition (6.1.4) et le fait

qu’il existe une constante positive c telle que

Z ( mVu—ira m.Vv+ameu+a m.Vw)dx

1 axl a‘rl axz a‘rl
i=1q
+az mVu—ira m.Vw | dx
2 - ox; oxr;
i=1q

< cmax {al,ag}/ (IVul® + [Vo|* + [Vw|?) do

116



et en exploitant les conditions (6.2) et (6.2.1), telles que
— /a(a:)fl (u, v, w)[2m.Vu + (n — go)u]dz — /a(x)fg(u, v,w)[2m.Vv + (n — go)v]dz
Q Q

a(z) f3(u, v, w)[2m.Vw + (n — go)w|dx

a(m)?—Z[Qm.VU + (n — go)uldx — /a(x)%—];[Zm.Vv + (n — go)v]dx

a(x)g—f;[Qm.Vw + (n — eo)wldx

Il
D O O

IN

(—n +€0)(1 +9) /a(x)F(u,v,w)dz — Z/a(x)m.VF(u,v,w)dx

Q Q

IA

(= + £0)6 — n + o) / o(2) F(u, v, w)da + / (2m.Va)F(u, v, w)dz

—/a(x)(Qm.y)F(u,v,w)dFI
< /((—n +e0)0 —n+eg)a+2m.Va)F(u,v,w)dx.
Q

On obtient

d
520 < [ mapulul + pluf? + pihw )y = 2o [(palu + palo? + pu o

Q

+ / %(Qm.Vu + (n — eo)u)dl’y — /m.u!Vu]zdFl

I

= 0
— (1 — &) /(|Vu|2 + | Vo2 + |[Vw|?)dz — ¢ Z/ 891;
= Q

Q

2

dx

+ / %(Qm.Vv + (n —ego)v)dl'y — /m.u|Vu|2dF1

+/gy (2m.Vw + (n — go)w)dly — /m v|Vw|?dl'y

I
—Bl/my|u| dly — ﬁg/mv o] + |w]) drl_CQZ/

+ /((—n +¢e0)d —n+¢ep)a+2m.Va)F(u,v, w)dz.
Q

2

aarz
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En utilisant 1'inégalité de Poincaré et en prenant €y assez petit, on obtient

d
20 < [ maoul + plof? + pilw s = co [ (il + palu? + gl
I Q
ou
+ 8u(2m NVu+ (n—eo)u)dly — [ m.v|Vul2dly
I
_(1—60)/(|VU|2+|VU|2+|Vw|2)d[E—Clz/ Ou 2dx
i 8ZEZ
J -
2
/81/ (2m.Vov + (n —go)v)dl'y — /mV|Vv| dF1—C2Z/ o, —u| dx

+ / ?9;/ 2m.Vw + (n — go)w)dl’y — /m v|Vwl|?dl',

I

+ /((—n +e0)0 —n+eg)a+2m.Va)F(u,v, w)dz.

Q

La démonstration du lemme 21 est achevée. m

Démonstration du Théoréme 6.3.1

Maintenant, on introduit la fonctionnelle de Lyapunov £. Pour N > 0 assez grand, on

considére
L(t) = NE(t) + O(t). (6.3.17)

En appliquant I'inégalité de Young et I'inégalité de Poincaré aux intégrales de la frontiere

de (6.3.16), on a pour € > 0

[ 22m.Vu+ (n—eo)u)dl'y < e (f VulPdz + [ m.v|Vul*dT > +C. [|2]"dry,
1N

r h

[ 22(2m.Vu + (n —go)v)dly < e <f|Vv’2dm+ J m.v|Vol*dly ) +C% f’ ‘ dr’s,
I Fl

[222m.Vw + (n — g)w)dl < e (f |Vw|*dz + [ m. ,/|Vw|2drl) oo f |8w’ o
I Q '
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On réécrit les conditions aux limites (6.2.20), (6.2.21) et (6.2.22) comme suit

? =— 71 {u + k1()u — ky(H)ug — Ky ©@u}, sur Ty x RY,
v
% = — 1o{v; + ka(t)v — ko(t)vg — ky ® v}, sur T} x RT,
v
?)_w = — n{w + ks(w — ks()wo — k3 © w},  sur Ty x RT,
v

et en combinant toutes les relations ci-dessus, on obtient

d N N
df(t) < — (% —C. —mz/pl)/|ut| dl'y + %/k%(tﬂuoﬁdrl

IS} IR}

N "
(1—¢ /m v|Vul?dl'y — 2T1 /kl o udl’y

'y

— (1 —gg— e — CK(t)) / \Vul?dz

N N
~ (52 Cmmupy / oy [2dT 4+ 72 / K2(8) [0 2T,

— (1 —egg—e— C.k3(1)) / |Vo|*dx

Q
(1-¢) /muyvv| dry — NQTQ/k;govdFl
I
(552 = e mapy) [ wPdr + 252 [ K@)
Iy I
N3 & 2 2
(1—¢ /m v|Vw|*dl; — 5 /k3 owdl'y — (1 —¢gg —€—C€k3(t))/|Vw] dx
I

2

dx

2
dx + /((—n +9)0 +n+¢eo)a+2m.Va)F(u,v,w)dz

+CE/|k§@u\QdF1+CE/|k§®v\2dF1+CS/|kg®w|2dF1

+Casz(t)/|u0\2d1“1+Cgk§(t)/\v0\2d1“1+C€k§(t)/\w0\2d1“1.
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Nous choisissons nos constantes comme suit, en prenant
1
e=co <3 (6.3.18)

Une fois que ¢ est fixé, nous choisissons N assez grand telle que

N > sup { 2(C. + max |m.yp1|)7 2(C. + max |m.yp2])’ 2(C. + max |m.vpy|) }  (6.3.19)
m T2 T3
En utilisant le fait que lim; . k;(t) = 0 pour i = 1,2,3 et (6.2.7), on obtient
L
—) < -C{E(t
%ty <~
+ C’g/ (&3 (£)|u’Pdly + k3 () [0°PdTy + k3 ()|wP[?] Iy
(6.3.20)
I
—Cg/[k'lou+k§ov+kéow]dfl, VtZtO,
I

pour t, assez grand et certaines constantes positives C, Cy et Cs.
Si y(t) = min{~(t),72(t),v3(t)}, pour t > ¢, on multiplie les deux cotés de (6.3.20) par
71 (t) on obtient

ac

1) (1) < — Cry(HE()

+C(t) [ IO + BOWP + BOlP] dr,
't

—fy(t)C’g/[kiou+k;ov+kéow]dl“1
Iy

< - Cry(H)E()

+@/m@www

+ (BR[O + Y5 ()2 () [w’]?] dTy

+ca/fw@x—%>ou

I
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En utilisant (6.3.1) et le fait que 7;(t) est décroissante, on obtient

105 1) <~ Crn Ew
+C [ @O0

+ Yo () k3 () [0° ] + 3 (t) k3 (t)|w|?] dTy

+ C5 / (v1(t) k] o udly

I'1

+ 72(t)ky 0 v+ y3(t)ks ow]dl'y, Vit > to.

Ensuite, en utilisant (6.3.7), on voit facilement que

AOF ) < - Cr®ED) + C4 [ [

Iy
RO + (0] dr,
dFE

o= >

C—r Vi,
ce qui donne
aL dE
OG0+ C 5 <= B +Cr [ (B

I't
5 (0)]0° + k3 (8)[w°]?] dTy,

ou

% (VDL + CE)} =7 (L) < = Cry(HE(t) + 04/ LGl
I (6.3.21)

FR2(0)[0°2 + K2()|w® 2] .

Ainsi en utilisant le fait que 7 (t) est décroissante et posons
Li(t) =~(t)L(t) + CE(t) ~ E(t), (6.3.22)

'estimation (6.3.21) nous donne

dLl
TR0 < - wrOLO) + ¢ [ Bwpary
B (6.3.23)
c/&MﬁMkm/@wwmm Vit > 1.
' I
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(i) Si u =" = w® = 0 sur I'y, alors (6.3.23) devient

dLy

TRt < —n (L), Vet

Par une intégration sur (o, t), on obtient

En utilisant (6.3.22), on obtient pour une constante positive ¢

—w ft ~v(s)ds
E(t) <cE(ty)e o, Vt>t.
Ensuite, on obtient
—w [y(s)ds
E) < cB0)e 1" v > .

(i) Si (u®, 0%, w%) # (0,0,0) sur I'y, alors (6.3.23) donne

ac

d—tl(t) < —wy(t)La(t) + Cih7 (1) + Cok3 (t) + Csk3 (1) Vit > to,
o Cy =c [ [u')?dly, Cy=c [ |0°2dly and C5 = ¢ [ |w®|*dT.

I I I

Dans ce cas, on introduit
Lo(t) =L4(t) — Cre 1o ki(s)e ‘o
to

t
o [ A(s)ds w [ A0
— 026 to / ]{?2

to

o [Ads [ w Qe
— 036 to /k‘3

to
En dérivant £, et en utilisant (6.3.23), on obtient

L
d—;(t) < —wy(t)Lo(t), V> to.
Ainsi, par une intégration sur (¢g,t), on obtient

—w [ y(s)ds
£2<t) < EQ(to)e to s vVt > to,

122

t s
—Wf’Y(S)dS/ ) w [v(¢)d¢

(6.3.24)

(6.3.25)

(6.3.26)

(6.3.27)

(6.3.28)

(6.3.29)

(6.3.30)



ce qui implique que

—wftv(s)ds
El(t> Sﬁl(to).e to

/ NI RISLY / NI RISLY o [ A(s)ds
+ Cl/kl(s)e fo ds+Cg/k2(s)e o ds|e ‘o

to to
t

L w0 —w [ A(s)ds
+C3 /kig(s)e o ds|e ‘o . Vit > .

to

En utilisant (6.3.22) et (6.3.7), on obtient pour une constante positive C

t s to t
w [ y(¢)d¢ w [ y(s)ds —w [~(s)ds
E(t) < E(O)—FCl/k%(S) ;—1+6 fo ds pe i e {7
C
0
/ (e tfo (s)d ft (s)d
w ]y w s)ds —w s)ds
+C CQ/kg(s) ;—2+et0 dsse v e o
C
0
/ J €)c i t
w/Jm w (s)ds —w (s)ds
+C —I—C'3/k§(s) ;—3—1—6 fo ds pe i e i :
C

0

Ceci acheve la démonstration du théoréeme 6.3.1.

+oo
Remarque 9 Comme tliin ki(t) =0 et [ ~y(t)dt = +oo alors
—+00 0

Exemples. Nous donnons quelques exemples pour illustrer les taux de décroissance de

I'énergie obtenus dans (6.3.5).
Example 3 Si ky(t) = ky(t) = ks(t) = ae™"0H” 0 < p < 1 alors,
R/ (t) = —y(0ki(t), ot y(t) =bp(L+1)"",  (i=1,23).

Pour des constantes positives convenablement choisies, k; vérifient les conditions (6.3.1), de

(6.3.5) on a

E(t) < ce™wb(+0",
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Example 4 5i ki(t) = gt ¢ > 0, k2(t) = age 1 IF" 0 < pp <1 et

ks(t) = aze 209" 0 < py < 1 alors

C

B0 < ipw

Les deux exemples ci-dessus sont inclus dans le suivant qui est plus général.

Example 5 Pour des fonctions décroissantes k;(t), i = 1,2,3 qui vérifient la condition

(6.3.1), avec y; = k; sont également des fonctions décroissantes et différentiables telles que

cy1(t) < min{ye(t),v3(t)} pour 0<c<1,

on a de (6.3.5)
E(t) < clka(2)]*.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Dans cette these, nous avons étudié ’existence des solutions et la stabilisation de quelques

systemes élastiques et thermoélastiques de type Bresse.

La premiere partie a été consacrée a I’étude de l’existence et I'unicité ainsi que la stabi-

lisation du modele de Bresse avec une masse attachée a son extrémité libre.

— Un résultat d’existence et d’unicité de la solution a été démontré.

— Un résultat de stabilité exponentielle a été obtenu en considérant trois amortisse-
ments linéaires frontieres de type kop:(L,t), kit (L, t), kow, (L, t) agissant sur les trois
équations.

De nombreuses perspectives sont envisageables. En particulier, Il serait intéressant d’étudier

le taux de décroissance de I'énergie en considérant des dissipations plus faible par exemple

de type viscoélastique de la forme :

t t t

k‘o/gl(t —s)p(L,s)ds, ki /gg(t — s)(L, s)ds, kzg/gg(t — s)w(L, s)ds.
0 0 0
Dans la deuxieme partie, nous avons étudié le comportement asymptotique du probleme

de Cauchy du systeme de Bresse en thermoélasticité non classique, nous avons considéré
séparément les modeles suivants :
— Modele de Bresse couplé avec la loi de Cattaneo.

— Modele de Bresse couplé avec la loi de Green et Naghdi-type III.
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Nous avons montré que la solution des deux systemes décroit lentement avec le méme

~1/12 et avec une perte de régularité malgré la présence d'un

taux de décroissance (1 + t)
terme d’amortissement linéaire de la forme dw, dans I’équation du déplacement longitudinal.
Le comportement des solutions du systeme de Bresse-Cattaneo dépend d’un certain
nombre de stabilité a qui est une fonction des parametres du systeme.
Le comportement des solutions du systeme de Bresse en thermoélasticité de type III
dépend des vitesses de propagation d’ondes des équations.
Il y a plusieurs questions ouvertes concernant l’étude du taux de décroissance de la
solution des deux systemes :
— Quel sera le taux de décroissance de la solution pour 6 =07
— Quelles sont les taux de décroissance qu’on peut obtenir en considérant le terme
d’amortissement (damping) dans ’équation du déplagement transversal au lieu du
déplagement longitudinal et quelles seront les conditions sur les paramétres physiques ?
La troisieme partie a été consacrée a l'étude de la stabilisation du systeme de Bresse
multidimensionnel non linéaire dans un domaine borné. Nous avons établi un résultat de
décroissance explicite et général en considérant trois termes mémoires sur une partie de la
frontiere du domaine. En guise de perspectives, nous envisageons d’étudier le comportement

asymptotique en considérant des termes de retard au lieu des termes sources.
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