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Homotopy invariance.

RESUME

Ce travail est consacré a I’étude d’une classe de problemes de Dirichlet elliptiques
super-linéaires de la forme —u” —p(t)u’ = g(u) — Af(t), sur [0,1] et —Au =
g(u) — A, sur la boule unité.

On introduit une classification des solutions généralisant la classification donnée
par P.H.Rabinowitz [45]. On donne une estimation a priori des solutions Nodales
(de signe changeant), puis on prouve l'existence d’une infinité de solutions.

On note qu’aucune limite n’est exigée sur la croissance de g(u).

On utilise la propriété d’homotopie du degré Topologique de Leray-Schauder pour
déduire les solutions & partir du probleme —u” = u? — X\ étudié par F.Ammar-
Khodja [7].
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CHAPITRE 1

Généralités

1.1. Introduction

Le probleme de Dirichlet pour les équations différentielles ordinaires et les équations
aux dérivées partielles elliptiques non-linéaires, a fait ’objet d’un intérét particulier
durant le dernier demi siécle. Ce type de probleme apparait dans divers domaines
tels que, la propagation de la chaleur avec source de chaleur non-linéaire [28, 32],
la théorie de ’équilibre de gravitation des étoiles [32] ...

Pour la plupart de ces problemes, seules les solutions positives ont une interprétation
physique, ce qui explique le nombre d’études destinées a cette question. Il reste que
I’étude des solutions nodales, en plus de son intérét théorique, peut représenter
un modele physique réel (rotation d’une corde lourde) [35]. D’autre part, une
description qualitative générale des solutions, peut faire apparaitre certaines ca-
ractéristiques englobant les solutions positives.

En plus de cela, rien n’interdit de penser que dans un avenir proche ou lointain,
I'intérét de la physique pour les solutions nodales puisse devenir plus important.

La forme simplifiée de ces problemes consiste dans la recherche de solutions des
équations

(1.1.1) —u" +pu' +qu = g(u,t,\), dans [0,1]
u(0) = wu(l)=0
(1.1.2) —Au = g(u,z,)), dans Q
u = 0, sur 09
ol A € R, Q un ouvert borné et convexe de R", et g(u, z, A) prenant I'une des formes
(1.1.3) glu,z,\) = g(u,z) — A
(1.1.4) glu,z,\) = Ag(u, x)

g(u,x) étant une fonction non-linéaire par rapport & w dont la nature conduit &
différentes méthodes de résolution.

Le traitement de ces problemes débute naturellement par I’étude de 1’équation
(1.1.1), puis se généralise & 1’équation (1.1.2) qui représente le probléeme en dimen-
sion n.

Cette généralisation passe souvent par I’étude des problemes

-1
nt u'(t) = g(u,t,\), dans]0,1]

u(l) =0

(1.1.5) —(t) —
(1.1.6)

Q\
—~
o
=
I

11



12 1. GENERALITES

n—1

—u''(t) — u'(t) = g(u,t,N\), dans [a,b],a >0
(1.1.7) u(a) = u(b)=0

Péquation (1.1.5) caractérise les solutions radiales de Iéquation (1.1.2), u(z) =
u(||z]|) (la variable ¢ = ||z||). Pour la boule unité, la condition de Dirichlet devient
(1.1.6), et pour 'anneau {0 < a < ||z|| < b}, elle devient (1.1.7).

Notons que les solutions positives de (1.1.2), avec la condition de Dirichlet sur une
boule, et sous certaines conditions de différentiabilité de la fonction g(u,x), sont
radiales et décroissantes voir [26].

Les généralisations qui suivent, consistent dans le remplacement de I'opérateur du
Laplacien par un autre type d’opérateur elliptique, et enfin, a la généralisation des
résultats a des ouverts (2 bornés ou non bornés.

Il faut noter que les divers résultats d’existence de solutions de probléemes elliptiques
restent soumis a ’hypothese
(1.1.8) im 9 g pont2 s

u——+too UuP n—2"7

ce qui pour n grand, limite la croissance de la fonction g(u). p est l’exposant critique
de Pohozaev-Sobolev.

Nous montrerons dans cette thése que la condition (1.1.8) n’est pas nécessaire pour
Pexistence de solutions nodales. En effet, on montre dans [48] 'existence de solu-
tions nodales radiales pour un probleme du type (1.1.2) avec la non-linéarité(1.1.3),
sans condition sur la croissance de g(u).

Nous pouvons citer comme méthodes les plus utilisées pour la résolution de tels
problémes, la méthode variationnelle [4, 42], le degré topologique [37, 45], la
méthode des sur- et sous-solutions [2, 43], la méthode de tir (en dimension une)
[18, 22] , et la méthode de quadrature (le cas autonome, dimension une)[7, 46].

Ces méthodes sont souvent des généralisations de théories déja connues en dimen-
sion finie & des problémes non-linéaires ou a des espaces de fonctions.

Objet de la thése. L’objet de cette these est I’étude de plusieurs questions
concernant une classe de problémes super-linéaires du type (1.1.1), ainsi que les
solutions radiales de (1.1.2). Nous aborderons les questions d’estimation a priori
des solutions, de classification de ’ensemble des solutions ainsi que ’existence de
solutions nodales.

Plus précisément

— une estimation a priori pour des solutions nodales de (1.1.1) et (1.1.2), sans la
condition (1.1.8). (chapitre (2), section (2.1))

— une classification des solutions de ces problemes dans le cas de la non-linéarité
(1.1.3). (chapitre (2), section (2.2))

— Cette classification ainsi que I'estimation a priori nous ont permis d’obtenir des
résultats d’existence de solutions nodales pour (3.1.1) et (3.2.1), références [47,
48]. (chapitre (3), section (3.1), section (3.2))

C’est I'utilisation d’une technique d’estimation des longueurs des intervalles ou les
solutions sont positives (u > 0), utilisant le théoréme de comparaison de Sturm,
qui a permis une description qualitative de ces solutions.
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1.2. Apergu sur les problémes semi-linéaires elliptiques

1.2.1. Généralités. Le probleme semi-linéaire elliptique classique abordé par
Leray-Schauder[37] est le suivant

(1.2.1) —Lu = g(u,z,\), dans
u = 0, sur 0f)
ou L est 'opérateur uniformément elliptique
(1.2.2) L(u) =%, ja;j(z)0;ju(x) + X;b; (2)0;u(z) + c(x)u(z)

aij ()& > BEI*, 6> 0
u € C%*(Q) et a;j,b;,c € C%*(Q),a €]0,1[. Ces conditions restent encore les plus
utilisées pour les méthodes topologiques. Le plus souvent g(u,x,\) est supposée
continue, et Liepshitz par rapport a u.

Ezposant critique (Pohozaev-Sobolev)

Dans la majorité des problemes semi-linéaires elliptiques, on considere I’hypothese

(1.2.3) lg(u)] < A+ Bluf’, p=12, n>2
ou A > 0et B > 0. L’exposant critique p = Z%g apparait dans un article de

S.I.Pohozaev (1965) [40] qui montre un résultat de non-existence de solutions,
pour une classe de problemes elliptiques ne vérifiant pas ’hypothese (1.2.3).

Dans la méthode variationnelle, on cherche a déterminer les points critiques (zéros
de la différentielles) de I'opérateur

I(u) = /Q (Vu)? —
n+2

on montre, sous certaines conditions sur g, et pour p < =5, l'existence et la
convergence faible d’une suite, a partir de laquelle on déduit la convergence forte
grace aux injections compactes entre espaces de Sobolev, vers un point critique de
I. Or, pour p égal a 'exposant critique de Pohozaev-Sobolev, I'injection nécéssaire
n’est pas compacte, d’out I'une des limites de cette méthode aux problemes sous
critiques.

G(u,z, \)dz, G(u,x,)\)z/ g(s,x,N)ds
Q 0

D’autre part, les méthodes utilisant le degré topologique nécessitent une estimation
a priori des solutions, dont la meilleure, pour les solutions positives, a été obtenue
en (1979) [23] pour p < 22,

n—2

La valeur p = Zi‘g est considérée, par la plus part des auteurs, comme la meilleure

possible pour 'existence de solutions de problemes super-linéaires. Elle est prise
comme condition nécessaire dans pratiquement tous les travaux concernant les so-
lutions positives ou nodales.

Dans cette theése, nous montrons que cet exposant n’est pas critique (n’est pas
nécessaire) au moins pour les solutions négatives et nodales. En effet, sans limites
sur la croissance de g(u), nous avons obtenue l’existence de solutions radiales no-
dales pour une classe de problemes du type (1.1.2) [48].
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Méthodes Topologiques

Les méthodes topologiques, généralement formulées sur des espaces de Holder, sont
basées sur 'exploitation des propriétés de l'opérateur compact défini par Leray-
Schauder [37]

T:C%(Q) — Coh*(Q)
u = W
ot v € C%() est la solution (unique) de
—Lv = g(u,x,\), sur Q
v = 0, sur 09

la compacité de cet opérateur, est obtenue grace a I'estimation de Schauder pour
les problemes elliptiques

(1.2.4) [ollae < K(lg(u, 2, M, + [lullg)
ajoutée & I'injection compacte C>* — O,

Sous I’hypothése c(x) < 0, 'unicité de la solution v est obtenue grace au principe
du maximum.

Dans les cas simples o la fonction de Green de —L (associée aux conditions aux
limites) est bien définie, 'opérateur T' est 'opérateur de Green.

Degré Topologique d’une perturbation compacte de ['unité

L’utilisation du degré topologique s’applique aux problemes elliptiques reformulés
comme la recherche des zéros d’une perturbation compacte de l'unité

O(u) = (I —T)(u) =0,u € CH*(Q)

le degré topologique est défini relativement & ® et & un ouvert borné O C CH*(Q).

Une condition nécessaire pour cette définition, est qu’il n’existe pas de solution sur

00.
On note
d(®,0,0)
et on lit le degré topologique de ® relativement a O et a zéro.

Le degré topologique est un nombre entier qui reste constant pour les déformations
continues de @ et de O (Invariance par Homotopie).

De plus, d(®,0,0) # 0 implique qu’il existe une solution dans O.
Meéthode des sur- et sous-solutions

On dit que v est sous-solution du probleme
—Au = g(x,u), dans Q
u = 0, sur 0
si v vérifie
—Av < g(z,v), dans Q
v < 0, sur 99

on a la méme définition pour une sur-solution w avec les inégalités dans le sens
inverse. Un théoréeme de H. Amann [3] affirme que
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THEOREME. Soit g continue sur  x R. Si il existe une sous-solution v et une sur-
solution w telles que v < w alors, il existe une solution u telle que v < u < w.

H. Amann introduit la terminologie de sur- et sous-solutions (1972)[2] dont cer-
taines propriétés étaient connues.

P.H.Rabinowitz donne une démonstration du théoreme utilisant le degré topolo-
gique (1976)[43, 10, 11]. Cette derniére est utile, car elle donne une valeur différente
de zéro du degré topologique relativement & ®, et & un ouvert borné O (défini grace
avetw).

Estimations a priori

Une hypothese importante nécessaire a ’application des méthodes topologiques est
Pestimation a priori des solutions.

Dans le cas du degré topologique, il est nécessaire que I’ouvert susceptible de conte-
nir des solutions soit borné. Dans le cas de la méthode des sur- et sous-solution,
Pestimation a priori est donnée par les sur- et sous-solution elles-mémes (quand
elles existent).

On remarque que grace a l’estimation de Schauder, il est possible d’obtenir une
estimation a priori des solutions dans C?®(Q) dés que I’on a une estimation dans

c(Q).
Ces estimations sont obtenues dans les cas les plus simples grace au principe du
maximum [13]. Exemple, pour L = A et g(u,x) bornée

[ully < max|lg(u, z)l, < M

Signalons une autre estimation importante obtenue pour une classe de problemes
super-linéaires [23].

Méthode variationnelle

Elle consiste dans la recherche des points critiques de 'opérateur Action, dans le
cas ou L prend la forme

—Lu= Z o ( aaxu]) + c(z)u

L’opérateur Action est défini pour u € Wol’z(ﬂ) par

I(u,\) = /QZa”(x)uz(x)uj(m) + c(z)uldr — /QG(u,x,/\)d:v
= 11< )—IQ(U,)\)
ot G(u,x,\) = [ g(s,z, A)ds.

Dans le cas ou les points critiques sont des fonctions régulieres, elles vérifient
Péquation dI, (u, \) = 0 (différentielle par rapport & u) qui n’est autre que I’équation
elliptique de notre probleme.

Cette méthode consiste a trouver une suite convergeant faiblement, grace aux
propriétés de G, puis, de déduire, des injections compactes d’espaces de Sobo-
lev, la convergence forte vers un point critique de la fonctionnelle I (zéro de la
différentielle) [31, 42, 33].
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Notons que dans le cas ou g(—u,x) = —g(u,x), a été introduite une autre classes
de points critiques (solutions) voir min-maz [4].

De méme pour le cas g(—u,x) = g(u,x), a été introduite la méthode variationnelle
duale [4], qui permet de traiter une classe de problémes super-linéaires a I’aide de
la méthode variationnelle.

Problemes quasi-linéaires

Le probleme elliptique quasi-linéaire est un cas plus général dont les coefficients de
I'opérateur L se présentent sous la forme

a;j = aij(z,u, Vu) b; =bi(x,u, Vu) c¢=c(z,u,Vu) g=g(z,u, Vu)
aij(z,u, Vu)&i&; > BIEIIP, 8> 0

Ce probleme admet, pour des cas particuliers, des généralisations de résultats
connues pour le probelme elliptique [3].

Terminologie

Sous le terme de probléme semi-linéaire, plusieurs types de non-linéarité sont considérés.
On donne ici les désignations les plus répandues dans la littérature voir [38].

Dans ce qui suit A\; désigne la premiere valeur propre de 'opérateur —L.

Probléme super-linéaire, quand lim,_, 4 oo % >\

Probléeme sous-linéaire, quand lim,_, # <\

ce cas comprend les fonctions g bornées ou négatives pour u assez grand.
— Probléme Positone, quand ¢(0) > 0

— Probléme Non-positone, quand g(0) < 0

— Probléeme sous-critique, quand g vérifie la condition (1.2.3).

Dans 1’étude des solutions Nodales (de signe changeant) intervient souvent la dis-
tinction entre les limites

(1.2.5) limy oo 2% = 00, lim,—to

Le premier cas est souvent désigné comme Jumping Nonlinearity (Saut de la non-

linéarité, c’est le cas ot limy 4 o0 % # limy— o %.

Le probléme positone

Le probleme positone a été le plus étudié car il apparait dans un nombre plus im-
portant de problemes physiques, et aussi car il se préte a I'utilisation de la méthode
des sur- et sous-solution.

L’un des derniers résultats importants concernant le probleme positone est ’esti-
mation a priori obtenue dans [23].

On peut retrouver un sommaire des résultats d’existence et de multiplicité de so-
lutions positives, obtenus jusqu’en 1982 pour le probleme semi-linéaire elliptique
positone, dans les deux résumés fait par P.L.Lions (1982)[38] et D.G.Figueiredo
(1982)[24].

Le probléme non-positone
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Le probleme non-positone a été abordé plus tard durant les vingt dernieres années,
en effet, pour le cas super-linéaire de nombreux résultats montrent que les solutions
positives n’existent pas pour A grand. Ainsi les théoremes d’existence concernent
surtout le voisinage de A = 0. D’autre part, la méthode des sur- et sous-solution
n’est pas propice étre utilisée dans ce cas.

Un résultat de non existence de solutions

Avant d’aborder différents résultats concernant les solutions positives et nodales,
on donne un résultat de non-existence dit & Pohozaev (1965) [40].

On considere le probleme
—Au = Ag(u), dans Q
u = 0, sur 99
ot © est un ouvert borné en étoile de R"(n > 2), 9 € C'F et g € CO.

On note G(u) = [, g(s)ds, on a

THEOREME. Soit A tel que Aug(u) > 0, alors si A (% 2ug(u) — G(u)) > 0 pour
u # 0, le probléme ne posséde pas de solution.

On suppose que g(u) > 0 pour u > 0, alors si (%ug(u) — G(u)) > 0 pour u >0,

le probléme ne posséde pas de solution positive.

Comme exemple, le probleme
(1.2.6) —Au = |ul’, dans Q
u = 0, sur 0

oup= Z—fg,n > 2, Q) est un ouvert borné en étoile de R™, 9Q € C18 et g € CO,
n’admet pas de solution positive

La démonstration est basée sur 'identité de Pohozaev introduite & cet effet
2 — 1
)\n/ G(u)dz + J)\/ ug(u)dz = f/ u?(r x v)ds
Q 2 Q 2 Jaq

ou r est le rayon reliant un point fixe de €2 & un point de la frontiere, v le vecteur
normal sur 0f) et u, est la dérivée par rapport v.

1.2.2. Solutions Nodales. On s’intéresse ici aux solutions Nodales (de signe
changeant) de problemes de Dirichlet elliptiques non linéaires.

Dans un résumé de résultats sur les probleémes semi-linéaires elliptiques [38] P.L.Lions
note que, bien que de nombreux résultats d’existence de solutions nodales aient
été obtenus (dans le cas sous-critique), aucune interprétation satisfaisante n’a été
donnée quant a la structure de ’ensemble des solutions.

Une classification des solutions, en dimension une, suivant leur nombre de zéros dans
10,1[ a été introduite et utilisée efficacement par P.H.Rabinowitz (1971)[45] pour
P’étude d’un probleme de Sturm-Liouville particulier (le cas linéaire au voisinage de
zéro), a cet effet, il a défini les ensembles

Sy = {ueC'0,1]: u possede k — 1 zéros simples dans ]0, 1}

Che {u € S : u(0) > 0}

Se = =5
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On remarquera que la structure de I’ensemble des solutions difféere suivant la parité
de la fonction g, ou plus généralement suivant la valeur des limites (1.2.5), voir
fig(1.2.2) et fig(1.2.3).

La méthode variationnelle a été utilisée dans I’étude de plusieurs classes de problemes
positone ou l'existence d’une infinité de solutions nodales a été prouvée. Le cas g(u)

impaire (1971)[31], le cas g(u) paire [42, 43] et un cas super-linéaire avec g(u) paire

[4].

Pour le probléme non-positone, seuls le cas de dimension une [18] et le cas des
solutions radiales [22] ont été considérés en utilisant la méthode de tir.

Dans cette these on se situe dans le cas non-positone super-linéaire, mais ’on ne
se restreint pas au cas sous-critique. On propose une nouvelle classification de 1'en-
semble des solutions et ’on utilise la méthode d’invariance par homotopie du degré
topologique, qui est différente de celles utilisées jusqu’a présent (méthodes de tir et
variationnelle)

Probleme de Sturm-Liouville non linéaire pour des équations différentielles
ordinaires du second ordre (1970)[45].

Considérons le probleme de Sturm -Liouville classique
(1.2.7) — (pu') + qu = Na(z)u
(1.2.8) aou(0) + bou’ (0) = 0, agu(m) + bou' (1) =0
ot p € CY0, 7], a,q € C°[0,7], et p > 0,a > 0 sur [0, 7].

Ce probleme est équivalent a 1’équation intégrale de Fredholm de seconde espéce
T(u) =u/A
olt T est l'opérateur de Green définie sur E = {u € C*[0, 7] : u vérifie (1.2.8)}.

L’opérateur T est auto-adjoint, compact, et possede une infinité de valeurs et de
fonction prore solutions de (1.2.7)(1.2.8), que l'on note (An, ¢p).

A, est une valeur propre de 1’équation (1.2.7), c’est-a-direde I'opérateur — (pu’)’ +
qu. D’autre part, elle est valeur caractéristique de l'opérateur 7.

On montre, en utilisant le théoreme de comparaison de Sturm, que la fonction
propre ¢, posséde exactement (n—1) zéros simples dans ]0, 7. Cette caractérisation
des solutions est utilisée dans un résultat de P.H.Rabinowitz [45] pour étudier le
probleme semi-linéaire

(1.2.9) — (pu!) + qu = AF(z,u,u')

avec les conditions aux limites (1.2.8), ou F(z, u,u') = a(x)u+h(z,u,u’), h(z,u,u') =

o([Jull)-

Il montre I'existence de branches non bornées de solutions, bifurquant de la branche
des solutions triviales (A,0) aux points (A,,0), ot A, est la n-me valeur propre
associée au probléme linéarisé(1.2.7) fig(1.2.1). Les solutions de la branche C,, bi-
furquant au point (A, 0) possédent (n — 1) zéros simples dans |0, 7].

Il faut noter que ce résultat englobe un ensemble important de non-linéarité, puisque
qu’aucune autre condition de linéarité n’est prise pour ||u| grand.
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Fic. 1.2.1.  Bifurcations aux points (\,,0), probleme (1.2.9)

P.H. Rabinowitz exploite l'existence de bifurcations locales aux points (A,,0) et
montre grice a la propriété d’invariance par homotopie du degré topologique, que
les courbes issues de ces bifurcations sont non bornées.

Non-linéarité rapide [25]

On considere le probleme

(1.2.10) —u"(t) = g(u(t))+ f(t),t € [0, 7]
u(0) = wu(mr)=0

ou g est Lipschitz et vérifie

(1.2.11) lim 9(w) = +oo

u—+oo U

THEOREME. Le probléme posséde un nombre infini de solutions de classe C* pour
toute fonction f € C[0,7].

Pour la démonstration on utilise la méthode de tir dont nous donnons ici les prin-
cipales étapes.
i) On considére le systéme d’équations différentielles
u(z) = v()
v'(z) = —f(x)—g(u(@))
avec les conditions initiales «(0) = 0,v(0) = ¢, ou ¢ € R. Ce probleme de Cau-

chy posseéde une solution unique que 'on note w(z,t) = (u(x), vi(z)), définie sur
I'intervalle maximale J; C [0, 7], et 0 € J;.

2i) La limite (1.2.11) implique que J; = [0, 7] pour tout ¢ € R, de plus

(1.2.12) tllinoo(mé’féf,ﬂ [w(a, t)]) = oo

ott [w(w, t)] = (uf (z) + vf ())"/?

3i) pour |¢| suffisamment grand, (1.2.12) implique w(z,t) # 0 pour tout z € [0, 7.
De plus w(zx,t) peut s’exprimer sous la forme

(1.2.13) w(z,t) = |w(z,t)| (cosre(x) — sinry(z))
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Fic. 1.2.2.  Classification des solutions suivant les ensembles S,
probleme (1.2.15).

et la fonction
R(t) = ry(m) = r¢(0)
est continue pour tout |¢| suffisamment grand.

4i) & partir de (1.2.13) on voit que le probleme (1.2.10) possede une solution ssi
I’équation

™

2

posséde une solution pour un entier n, et ¢ suffisamment grand. Puisque r:(0) est
un multiple impaire de 7/2 [car u;(0) = 0], il suffit d’établir le nombre de solutions
de I’équation

ry(m) = (2n+1)

R(t) = km
k entiers, et ¢ suffisamment grand. Comme R(t) est continue, il suffit alors de

montrer qu’il existe des entiers k tels que

(1.2.14) lim R(t) = o0

t—too

Enfin, on montre en utilisant des estimations a priori et des théoremes de compa-
raisons que ’équation (1.2.14) possede une infinité de solutions.

Diagramme des solutions dans un cas ol g est paire (1983)[7]

On utilise une méthode de quadrature pour donner une description précise de I’en-
semble des solutions du probleme

(1.2.15) —u'(t) = u(t) -\
u(0) = u(l)=0
On montre que le diagramme des solutions (A, u) (0)) est constitué d’une infinité de

branches non bornées de solutions fig(1.2.2). On note que les ensembles Sy, avec un
indice k impaire sont constitués de solutions symétriques par rapport a 1/2.

On remarque que chaque branche connexe de solutions est constituée de différentes
parties contenues dans les ensembles Sy_1, Sk et Sk11.

Dans la classification introduite dans [47, 48] on remarque que toute branche
connexe, avec A > 0, se situe entierement dans un ensemble Z; unique, fig(3.1.1)
et fig(3.1.3). (voir chapitre 2, section 3).
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u' (0)

FiGc. 1.2.3.  Classification des solutions suivant les ensembles S,
probleme (1.2.16).

Diagramme des solutions dans un cas ol g est impaire (1983)[46|
On utilise une méthode constructive pour donner une description précise de I’en-
semble des solutions du probleme
(1.2.16) —u" (t) ud(t) — A
u(0) = u(l)=0

fig(1.2.3)

Cette exemple ainsi que le précédent, donnent un apercu de la différence de la struc-
ture de I’ensemble des solutions, liée a la parité de la fonction g, plus généralement
aux limites (1.2.5).

Ici aussi, 'introduction des ensembles Z; apporte une cohérence plus naturelle au
diagramme des solutions.

Multiples solutions pour un probléme de Dirichlet non linéaire (1988)[18]

On considere le probleme
—u'(t) = g(u(t)) —p(t) —c
u(0) = wu(l)=0

ot p(t) est une fonction continue et ¢ une constante. La fonction g est de classe C*,
positive et strictement croissante sur [0, co[. De plus, il existe M et p > 0 tels que

im 2 a9
u——00 U u—+ oo yltpr

:+OO
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en utilisant la méthode de tir on montre
THEOREME. Il existe une suite croissante de nombres réels (c,),n > 2/max{0, M}

P
qui tend vers linfini telle que

sin>1+ %w/max{O,M} et ¢ > ¢y, alors il existe une solution avec n zéros dans
10, 1] et w’(0) > 0.

sin > 2 /max{0, M} et c > c, alors il existe une solution avec n zéros dans ]0,1|
et u'(0) < 0.

Multiples solutions radiales pour un probléme super-linéaire (2004)[22]

On considere le probleme
—Au(z) = q(|z)g(u(z)) — w(lz|,u(z)), dans Q
u = 0, sur 09
ott 2 est la boule unité g est Lipschitz, ¢ € C*[0, 1] et w est continue et bornée. De
plus, on suppose que ¢(0) > 0 et g(u) ~ |u\p_1 u, |u| — oo, avec 1 < p < 2

n—2"°

On applique alors la méthode de tir adaptée au probleme

—u(t) - ut) = q(t)g(u(t)) —w(t, u(t)), dans]0,1]
w(0) = wu(l)=0

n—1

on obtient

THEOREME. Il emiste n* € N tel que, pour tout n > n* il existe deuz solutions
v (0) < 0 < uy(0) ayant exactement n zéros dans |0, 1[.

On obtient un résultat analogue en remplagant la condition ¢(0) > 0 par q(t) ~ Bt",
avecﬁ>0,h>Oet1<p<%.

1.2.3. Solutions Positives. On donne d’abord deux résultats concernant les
solutions positives sans distinction de type. Le premier résultat concerne la propriété
de symétrie des solutions positives définies sur les boules [26]. Le deuxiéme résultat
est une estimation a priori [23] sous I'hypothese de I'exposant critique (en plus de
certaines hypotheses techniques).

On considere dans ce qui suit le probleme
(1.2.17) —Au = g(u), sur Q
0, sur 052

u

Propriété de symétrie

Les solutions positives du probleme elliptique en dimension n > 1 et relativement
a des ensembles ouverts et connexes particuliers tels que, une boule ou un anneau,
possedent certaines propriétés de symétrie étudiées dans un article de Gidas, Ni et
Nirenberg en (1979)[26].

On donne deux cas abordés (boule et anneau) par les auteurs concernant le probleme
(1.2.17) ot g est une fonction C'*.

THEOREME. Si Q est la boule unité alors toute solution positive u € C?(2) est
radiale et décroissante (par rapport au rayon).
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REMARQUE. Il n’y a pas de condition sur le signe de la fonction f, ce résultat est
donc valable pour les problemes positone et non-positone.

Ce théoreme n’a pas d’équivalent pour les solutions nodales, qui peuvent étre ra-
diales ou non. On peut voir cela en dimension 1 dans [7, 46], les solutions Nodales
ne sont pas toutes symétriques par rapport a 1/2.

L’importance de ce théoréme se trouve dans le fait que I’étude des solutions positives
sur une boule, se réduit a 1’étude des solutions radiales qui se caractérisent par un
probléeme en dimension une.

THEOREME. Si ) est un anneau de R™ défini par R < ||z|| < R alors toute solution
positive u € C?(QQ) est décroissante par rapport a ||z| pour % < ||lz|| < R.

REMARQUE. Ici les solutions ne sont pas nécessairement radiales.

Ces deux théorémes restent vrais si f = f(u, ||z||), en supposant de plus que f, est
continue et que f est décroissante par rapport & ||z||.

Les auteurs ont utilisé le principe du maximum ainsi qu’une technique de projection
de la solution sur un plan traversant 2, voir [30, 51].

Estimation a priori

L’importance de ce résultat est dii au fait que 'obtention d’une estimation a priori
assez générale, a permis I'utilisation des méthodes topologiques pour des problemes
qui jusqu’alors étaient traités grace a la méthode variationnelle.

L’utilisation des estimations a priori a pour avantage (par rapport a la méthode
variationnelle) de préciser la nature de 'ensemble des solutions. En effet, elle permet
de calculer le degré de Leray-Schauder de perturbations compactes de 1'unité ce qui
peut étre utilisé pour 'obtention de branches de solutions.

Les auteurs considérent le probléme super-linéaire (1.2.17), avec  un ouvert convexe
borné régulier, g localement Lipschitz de Ry dans R, n > 1 et u € C?(2). De plus

n+2
n—2’

=0, avec p = et pour n = 2, p est fini.

(1) sin > 2, lim;_,00 %
tg(t) — 0G(t)
t2g(t)*/n

ou G(t) = fotg(s)ds.

REMARQUE. 1/ et 2/ peuvent étre remplacés par limsup,_, . g(t)/t"/("=2) = 0.

<0Oavec 0 <6< -2

(2) limsup,_, . P

THEOREME 1.2.1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute solution
positive du probléme on ait

[ullpee < ©
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1.2.3.1. Solutions positives de probléemes positone. Une multitude de travaux
ont concerné le probleme positone dont la grande majorité ont eu lieu durant les
années soixante-dix. Ces travaux ont montré des résultats d’existence et de multipli-
cité de solutions qui dépendent de la nature de la fonction g(u). Les caractéristiques
de g(u) intervenant dans ces résultats concernent le comportement asymptotique
de la solution au voisinage de zéro et de l'infini ainsi que le nombre de zéros de

g(u).

Les auteurs utilisent en générale une des méthodes topologiques, variationnelle ou
de bifurcation pour montrer I'existence d’une solution, et une combinaison de deux
de ces méthodes pour obtenir des résultats de multiplicité

Pour un résumé plus exhaustif, on peut voir [38] et [24].
Nous donnons dans ce qui suit, une description, de quelques uns de ces travaux.
Paire de solutions positives d’un probléme non linéaire (1973)[43]

L’auteur étudie le probléeme semi-linéaire elliptique (sous-linéaire)

(1.218) —Lu = - Z % (aij(z)u;) + c(z)u = Ag(z,u),z € Q
igj=l.n *
u(z) = 0,z €N

ici A > 0, a;; sont de classe C! et ¢ € C*?. La fonction g satisfait aux conditions
(1) g est localement Lipschitz et continue sur Q x Rt avec g(z,0) = 0.
(2) 1l existe z tel que, g(z,2z) < 0si z > Z. (g bornée)
(3) Si G(z,z) = [ gz, s)ds, il existe (a,y) € Q x [0, z[ tel que G(a,y) > 0.
(4) g(x,z) = o(z) en z = 0 uniformément par rapport a x.

THEOREME. Il existe A > 0 tel que, pour tout X > X il existe deux solutions posi-
tives.

La technique utilisée par I'auteur est une combinaison des méthodes variationnelle
et topologique. C’est I'une des méthodes qui revient souvent pour la détermination
de résultats d’existence et de multiplicité de solutions, avec des variations suivant
les conditions vérifiées par g.

Dans une premiere étape, il montre I’existence d’une solution grace a la méthode
variationnelle, il vérifie que cette solution est positive, puis I'utilise pour construire
une sous-solution wy positive. D’autre part, wy = Z est une sur-solution et w; > wy
ce qui permet de déduire I'existence d’une autre solution positive du probleme.

Dans cet article, ’'auteur donne une démonstration de I’existence d’une solution a
partir des sur- et sous-solution. Sa démonstration utilise le degré topologique. Il
détermine que la solution se trouve dans un ouvert borné relativement auquel le
degré topologique a la valeur —1.

Notons que les notions de sur- et sous-solution étaient connues, et que c’est H.
Amann qui introduit la terminologie de sur- et sous-solution et I'utilise dans [2].
De plus, il fournit une autre démonstration du théoréme d’existence a partir des
sur- et sous-solution [3].

Méthode Variationnelle Dual (1973)[4]



1.2. APERCU SUR LES PROBLEMES SEMI-LINEAIRES ELLIPTIQUES 25

Les auteurs considérent le probleme elliptique super-linéaire (1.2.18) sous les condi-
tions

(1) g est localement de Hélder et continue sur Q x R et g(x,0) =0

(2) |g(z,2)] < a1 +az|z|]” pourn>2et1<s< 2E2

(3) g(z,2) = o(|z|) en z = 0 uniformément sur

(4) 42 ’Z) — 00, z — %00 uniformément sur Q

(5) 11 existe a4 tel que, pour |z| > a4 on a G(x, 2) < Og(x, 2)z ou z € [0, 5]

ol G(z, 2) fo (x,s)ds.

Ils introduisent les définitions d’une méthode variationnelle duale et 'utilisent pour
montrer plusieurs résultats d’existence dont

THEOREME. Le probléme de Dirichlet super-linéaire elliptique étudié posséde une
solution positive.

Notons que la méthode variationnelle avait déja été utilisée pour montrer I’existence
de solutions de problemes super-linéaires [40, 31] sans indication sur le signe (des
solutions).

Existence de solutions positives pour une classe de problémes aux limites
semi-linéaires elliptiques (1979) [16]

Les auteurs considerent le probleme semi-linéaire elliptique (sous-linéaire) (1.2.18),
sous les conditions

(1) g€ C*(Q2 x RT)

(2) g(z,0) >0, pour = € Q

(3) Mexiste 0 < a; < .. < a, et g(r,a;) <Osur Qeti=1,..n

(4) Si G(z,u) = [ g(x,s)ds, il existe by < .. < bp—1 € R tel que 0 < a; <
by < az < .b, < a, et G(z,b;) > G(z,u) pour z € N et 0 < u < b;,i =
1,..,(n—=1).

Les hypotheses (3) et (4) signifient que g(x,) possede n parties positives, n parties
négatives, et que l'intégrale sur une partie positive est supérieure a la valeur absolue
de l'intégrale sur la partie négative précédente.

THEOREME. Pour \ grand, le probléme posséde n solutions non négatives et or-
données.

Les auteurs définissent les fonctions

g(x,0) pour u < 0
gk (z,u) = g(z,u) pour 0 <wu < ag
g(z, ax) pour > ag

puis montrent & ’aide de la méthode variationnelle que I'équation —Lu = Agx(x, u)
possede une solution positive uy pour A grand. Ils vérifient ensuite, que cette solu-
tion, est aussi solution du probleme (1.2.18), et que ap—; < supux(x) < ag.

Estimation a priori et existence de solutions positives de problémes
elliptiques semi-linéaires(1980)[23]
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Ceci est une application de 'estimation a priori donnée par le théoreme (1.2.1), et
concerne le probleme super-linéaire (1.2.17). Signalons ici que les auteurs utilisent
le degré topologique alors que précédemment c’était la méthode variationnelle qui
était utilisée.

THEOREME. Sous les hypothéses du théoréme (1.2.1) et si de plus

t
(1.2.19) lim sup # <\
t—0

alors il existe une solution positive du probléeme (1.2.17).

(A1 est la premiere valeur propre de l'opérateur —A)
Principes de la démonstration :
Soit X = C(f2), alors u € X est solution de (1.2.17) ssi u est point fixe de K défini
par; Kv est solution de I’équation
—A(Kv) = g(u), dans Q
u = 0, sur 9N

oltv e W2P (p<oo)et g(t)=g(t),sit>0et gt)=0,sit<O0.
Soit C' une constante assez grande, par une homotopie convenable (par exemple
celle ramenant g(t) a (ut*t +1), o u > A1), on peut montrer que le degré de
Leray-Schauder vérifie :

d(I - K,B.,0)=0
ou Bo = {u € X, ||u|]| < C}, C est donné par le théoreme (1.2.1). Il suffit pour cela

de remarquer que les estimations a priori du théoréme (1.2.1) valent, quand g¢(t)
est remplacée par 0g(t) + (1 — 0)(ut™ + 1), uniformément en 6 € [0, 1].

D’autre part, on déduit de (1.2.19) que zéro est une solution non singuliere, il existe

« assez petit tel que zéro est 'unique solution dans B, d’ou
d(I - K, B,,0) =1

De la comparaison des degrés topologiques précédents, relativement a Bo et B,
résulte le théoréme.

Une méthode locale pour I’existence de solutions positives de problemes
semi-linéaires elliptiques dans R™ (1980)[9]
On consideére le probleme semi-linéaire

—Au = g(u), dans R"

lim w(z) = 0
|z|—o00

ou g est Lipschitz et vérifie g(0) = 0. On s’intéresse aux solutions radiales du
probleme

—Au = g(u), dans Bg
u = 0, sur 9Bg

puis on montre que des solutions positives se conservent quand R — oo.

Pour le cas d’une non-linéarité bornée, on prend en plus les hypotheses suivantes

(1) 3o tel que G(¢p) = OCO g(s)ds >0
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(2) ou bien g est bornée sur RT, ou bien Jsq > (y tel que g(sg) <0
(3) a=inf{¢ >0:9(¢) >0} >0

Un exemple d’une fonction vérifiant ces conditions se précédente sous la forme
g(s)=AsP —pus?t —ms,m>0et 1 <p<gq.

THEOREME. Sous les conditions (1,2,3) il existe une solution positive radiale et
décroissante.

Pour le cas d’une non-linéarité non bornée, le théoreme précédent reste vrai sous
d’autres conditions techniques en plus de la condition nécessaire

(4) limsupsﬂoo%:0,0ﬁﬂ:#sin>3etﬂ<oosin:2

1.2.3.2. Solutions positives de problémes non-positone. Il est apparu dans I’étude
du probleme elliptique super-linéaire non-positone que les solutions positives (non
négatives) n’existent que pour A < M < oo.

Dans ce type de problemes, I'hypothese g(0) < 0 fait que zéro n’est pas une sous-
solution, ce qui empéche (en général) 'utilisation de la méthode des sur- et sous-
solution, utilisée avec succes pour le probleme positone.

La plupart des travaux qui concernent cette classe de problemes étudient le cas en
dimension 1 et le probléme des solutions radiales. En (1992) Allegretto et Nistri [1]
généralisent des résultats connus au cas des solutions non radiales.

Nous donnons dans ce qui suit, une description de quatre travaux faisant ressortir
des résultats importants concernant le probleme non-positone.

Solutions non négatives pour une classe de problémes non-positone (1988)
20]
On considere le probleme
(1.2.20) —u"(z) = Mg(u(z)),0<z<1
u(0) = wu(l)=0
ot A > 0, g € C? croissante et g(0) < 0.

Sachant que les solutions sont strictement positives et symétriques par rapport a
%, on note p = u(%) = maxu, et on utilise la méthode de quadrature en étudiant
comportement de A\ en fonction p de

P du
VA = V2 | e
/0 VG(p) = G(u)
ot G(s) = [; g(t)dt. On montre que
THEOREME. Soit (3 et 0 vérifiant f(B) = F(6) = 0.

(1) Sig” >0 etlimg_ o0 g(ss) = 00, il existe \* > 0 tel que le probléeme (1.2.20)
posséde une unique solution positive pour 0 < A < \*, et ne possede pas
de solution positive pour A > X\*. Fig(1.2.4)

(2) Si f" <0, limg_o0 f(s) = M,0 < M < 00, limg_,00 sf'(s) =0 et @ <
1(0), alors il existe 0 < py < A* tel que, il n’existe pas de solution positive

pour 0 < A\ < u1, il existe au moins deux solutions positives pour i <
A < \* et il existe une unique solution pour A > \*. Fig(1.2.5)
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AD

Fic. 1.2.4.  Probleme(1.2.20), cas (1)

)\IZI

F1c. 1.2.5.  Probleme(1.2.20), cas (2)

1 ID 1
)\1 A )\2
Fic. 1.2.6.  Probleme(1.2.20), cas (3)

(3) Si f” < 0 sur ]0,s0[ avec s9 > 0, f"(s) > 0 pour s > s, @ <
7'(0), et il existe o > 0 tel que (F(o) — f(o)a/2) > 0, lims_ f(s) —
lims o0 sf'(s) < 0, alors il existe 0 < A\ < X* < Ao tel que, il existe
une unique solution pour 0 < A < A1 et il n’existe aucune solution pour
A > Ag. Il existe au moins trois solutions pour A €A1, \*[ et au moins

deuzx solutions pour A € [X\*, Aq[. Fig(1.2.6)

REMARQUE. La condition de concavité garantie I'unicité de la solution et la convexité
autorise la multiplicité des solutions. Ceci est en contraste avec le cas du probleme
positone ou c’est la situation contraire qui a lieu.

Non-existence de solutions radiales non négatives pour une classe de
problémes non-positone (1989) [15]
On consideére le probleme
—Au = Af(u), [z]| <1
u(z) = 0zl =1
ici A >0, f(0) <0, f/>0et il existe a > 1 tel que limy 100 f(u)/u®* > 0.



1.2. APERCU SUR LES PROBLEMES SEMI-LINEAIRES ELLIPTIQUES 29

THEOREME. Il existe un \g > 0 tel que, pour A\ > Xg, le probléme considéré n’admet
pas de solution radiale non négative.

Ce résultat de non-existence de solutions non négatives, étend celui de [20] au cas
des solutions radiales en dimension N > 1.

Pour les solutions radiales, le probleme considéré devient
., N-—1

—u —Tu' = A(w),t€]0,1]

w'(0) = 0,u(l)=0

On utilise une description qualitative des solutions ainsi que la fonction énergie
E(t) = AF(u(t)) + [W/(t)]? /2, (F(s) = Jy f(t)dt), pour déterminer des estima-
tions sur les solutions positives du probleme de Cauchy avec les conditions u(0) =
d,u'(0) = 0, et on montre ensuite que ces estimations ne peuvent avoir lieu si
u(1) = 0, pour A grand.

Solutions Positives d’un probléme elliptique non-positone (1992)[1]
Les auteurs généralisent le résultat donné dans [15] aux solutions non radiales.

Ils montrent que pour A petit, il existe une solution positive non radiale, et que
pour A\ grand, il n’existe pas de solution non radiale.

On considere le probleme

—Au+22biju = A(z,u), sur Q

v = 0, sur 99
ot  est un ouvert convexe de R", b; € C*(Q), f € C¥.(R""1) est telle que
f(z,0) < 0. De plus f(x,u) ~ p(x)u” pour u grand avec 1 < v < Z—fg

Un exemple vérifiant les différentes hypotheses est
—Au = Au” —¢), sur Q
u = 0, sur 0N

Sous ces conditions on montre

THEOREME. Il existe Ao > 0 tel que, il existe au moins une solution positive pour
tout 0 < A < Ag.

Dans une premiere étape, on étudie 'homotopie par rapport a ¢ du probleme
—Au+2 Z bjDju = p(x)u” +tp, sur
u = 0, sur 00
ol ¢ est la premiere fonction propre de U'opérateur —Au + 23" b;D;u.
On utilise une estimation donnée dans [14] et des arguments du degré topolo-

gique donnés dans [14, 52], pour obtenir I’existence d’une solution positive pour le
probléme avec f(x,u) = p(z)u”.

Dans une seconde étape, on exploite I’équivalence f(z,u) ~ p(x)u” pour u grand
pour étendre le résultat.

THEOREME. Il n’existe pas de solution positive pour \ grand.
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On suppose ici que f(z,u) > g(z)(u — a), ol o > 0 et que g(z) est une fonc-
tion continue strictement positive. En utilisant cette propriété et le principe du
maximum, on montre que si il existe une solution pour A grand alors elle prend
nécessairement des valeurs négatives.

Existence et non-existence de solutions radiales non négatives pour un
probléeme semi-positone sur un anneau (1994) [8]

On consideére le probléme sur 'anneau Q. = {z € R" : R < |z| < R}
—Au = Af(u), sur
u = 0, sur 09
ol A > 0.

Ici les auteurs généralisent les résultats donnés dans [1, 20] pour les solutions
radiales sur un 'anneau €. Ils étudient précisement le probleme

, N-—-1

v = Af(u)
u(R) = u(R)=0

(1) f e CL([0,00[) est tel que, il existe 3 > 0 avec f |[075[ <Oet f hﬁ,w[ > 0.
f(w)

(2) limy 00 =400

(3) La fonction h(u) = NF(u) — ¥=2uf(u) est bornée inférieurement sur
[0, oo
(4) f est strictement croissante sur |3, ool.

THEOREME. Si les conditions (1) et (2) sont vérifiées alors il existe \* > 0 tel que,
il n’existe pas de solution non négative pour A\ > A*.

La démonstration est une généralisation de la méthode utilisée dans [20]. Elle est
basée sur un raisonnement par I’absurde utilisant une description qualitative des
solutions et des estimations a priori sur la fonction énergie.

THEOREME. Si de plus les conditions (3) et (4) sont vérifiées, alors il existe A > 0
tel que, pour tout A €]0, \[ il existe une solution radiale positive.

Ici les auteurs utilisent la méthode de tir en considérant le probleme avec les condi-
tions de Cauchy u(R) = 0,u/(R) = d. En utilisant des estimations sur la solution
du probleme de Cauchy, ils montrent que pour A petit et pour une certaine valeur

de d, la solution vérifie u(R) = 0.

REMARQUE. Notons que ces résultats ne concernent pas les solutions non radiales.
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1.3. Apercgu sur les différentes méthodes de résolution

On donne d’abord deux propriétés qui reviennent souvent dans I’étude des problemes
elliptiques, se sont l’estimation de Schauder et le principe du mazimum. Ces pro-
priétés servent dans différentes étapes des démonstrations notamment pour la com-
pacité des opérateurs, la régularité des solutions, et les estimations a priori.

Estimation de Schauder [49, 50]

Soit u € C%%(2) une solution de (1.2.2), on a
[0]l5,0 < K(llg(u, Ml + l[ullo)

ol [lull, = supg |u|. Cette estimation est utilisée dans différentes situations notam-
ment pour montrer que I'opérateur

T:0M Q) — Ob(Q)

U — v
ol v est la solution de
—Lv = g(u,z,A) sur
v = 0, sur 0f)

est compact.

On voit aussi qu'’il est possible d’obtenir une estimation a priori des solutions dans
C?2(Q) des que I'on a une estimation dans C().

D’autres estimations du méme type ont lieu dans le cas ou g(u, z, ) € LP(§2), voir
13, 5].

Le principe du maximum

Soit u(x) une fonction définie sur [a,b]. Un maximum local de u vérifie v”(z) < 0.
Le principe du maximum affirme que si u vérifie

—Lu(x) = u"(z) + p(z)u'(z) > 0
alors u ne posséde pas de maximum local dans |a, b[. Elle atteint son maximum sur
la frontiére. Ce principe reste vrai pour 'inégalité large —Lu(x) > 0.
Plus généralement, I'opérateur L définie en (1.2.2) satisfait au principe du mazimum
des que ¢(x) < 0 sur . [27, 41], on a
PROPOSITION. Soit u € C*%(Q) tel que

—Lu(z) <0, respectivement >0

alors maxg u = maxgq u, respectivement ming u = mingg.
On montre alors
Unicité
le probleme
Lu = f

possede une solution unique qui vérifie

max |u| < max |u| + C max | f|
Q o9 Q
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Comparaison

— Si Lu > Lv sur Q et u < v sur 0N alors u < v sur .
— Si —Lu = Aju, u = 0 sur 92, ou Ay et u sont respectivement la premiere valeur
propre et fonction propre de L, et —Lv > Av avec v > 0 sur  alors A < A\q

Le principe du maximum est utilisé sous différentes formes [12, 13, 5] dont

— Si g(u, A) > 0 alors
lully < & llg(u, M,

dans ce cas l'estimation de Schauder devient

[ullg,o < K llg(u, A)

o
— On suppose que ¢(z) = 0, b; = 0. Soit A1 la premiere valeur propre de I'opérateur
L Soit A < Ay alors, si u € C?(Q) N C(Q) vérifie
—Lu > Au, sur
u > 0, sur 9N

on a u > 0 sur €.
Théoréme de comparaison de Sturm (dimension une)

Soit L = —(pu’)’ + qu, ot p est une fonction de classe C' sur [0, 7] strictement
positive et ¢ une fonction continue sur [0, 7).

THEOREME. Soient deuz fonctions wy et we de classe C? sur un segment |, (] ;
we nétant pas la fonction nulle, telles que Lwi = ajwy et Lwy = aswsy sur [a, ().

Siay > ag sur o, 0] et wa(a) = wa(B) =0, il existe v €la, B[ tel que wi(y) = 0.

Dans cette these on utilisera souvent la contraposée de I'implication donnée dans
ce théoréme. C'est-a-dire, si wy > 0 sur [«, 5] alors a; < as.

1.3.1. Degré Topologique de Leray-Schauder. Le degré topologique de
Leray-Schauder [37] est une extension du degré de Brouwer aux opérateurs ¢(u) =
(I — T)(u) avec T opérateur compact (perturbation compacte de l'unité). Nous
rappelons dans ce qui suit, les définitions et les propriétés les plus importantes les
concernant, voir [37, 9].

Degré de Brouwer

Soit © un ouvert borné de R" et ¢ € C'(Q,R") (¢ possede une différentielle
continue sur 2). Notons Jo(z) le Jacobien de ¢ en z et S = {x € Q, Jp(z) = 0}.

Soit b € R™ tel que b & p(9Q) U ¢(S). Si pour tout point z € ¢~1(b) nous avons
Jo(x) # 0 alors ¢~ 1(b) est discret (théoréme d’inversion locale) et compact (conti-
nuité, il ne contient donc qu’un nombre fini de points.

Le degré Brouwer de I’application ¢ relativement a ) et au point b est ’entier

d(‘ﬂv Q, b) = Ezeapfl(b)s.gn(‘]@(x))

Une extension de la définition du degré de Brouwer a été proposée par E. Heinz
[29] pour p € C(Q2, R™) et b ¢ ()

d(p.b) = /Q n(lp(z) — bl) Jp(x)dx
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avec n € Cc (] R), [p.n(z|)dz =1 et € < dist(b, p(09)).
Degré Topologique de Leray-Schauder

Soit E un espace de Banach,  un ouvert borné de E, et T : Q — E, un opérateur
compact. On note ¢(u) = u — T'(u)

(1.3.1) Tu)=u <<= ¢uw)=T-T)(u)=0

si 0 ¢ ¢(00), c’est-a-dire inf ||lu — T(u)|| > 0 sur 99, il existe E.un sous espace
de E de dimension finie et un opérateur 7. de rang fini tels que 7. : Q — E. et
|7 — T.|] < e (approximation par un opérateur de rang fini). Le degré Topologique
au point zéro est alors défini par

d(6,9) = d(¢e, )

oug. =1. —T., Q. = QN E. et d(¢e, L) est le degré de Brouwer. Cette définition
est indépendante de T, et de E. dés que ¢ est assez petit.

Propriétés du degré topologique
Nous donnons dans ce qui suit les principales propriétés du degré topologique

- d(¢,Q) # 0 alors ¢(u) = 0 posséde au moins une solution dans Q.
— ¢(u) = 0 ne possede pas de solution alors d(¢, ) = 0 (contraposée de la propriété
précédente)
— Additivité
Q=0Q;UQ et Q1 Ny = F alors d(qf), Q) = d(¢, Ql) + d(gb, Qg)
— Homotopie
o(u,0) = u—T(u,0),0 € [0,1], Q(0) un ouvert dépendant de maniére continue
de 6.
Si0 ¢ ¢(9Q(0)) alors d(¢(,0),£2(0)) est constant pour 6 € [0,1], onad(4(,1),2(1)) =

d(¢(,0),€(0)).

Index (indice) d’une solution

L’utilisation de la propriété d’'invariance par homotopie du degré topologique sup-
pose la possibilité de déterminer le degré topologique pour une valeur du parametre
6. Ceci a lieu dans le cas ol 'on sait déterminer I'index de toutes les solutions dans
Pouvert borné €.

Soit u une solution isolée de (1.3.1) et B(u,e) une boule ouverte de E ol u est
Punique solution. On appelle index de u le nombre (¢, u) = d(¢$, B). (indépendant
de €).

Si ¢ est inversible au voisinage de u alors i(¢p,u) = +1

SiT est un opérateur compact linéaire alors i(¢, u) = (—1)™ ot m désigne la somme
des multiplicités des valeurs caractéristiques de T' dans ]0, 1].

Si T n’est pas linéaire mais admet une différentielle au sens de Fréchet au point
u, alors i(¢,u) = (—1)™ ol m désigne la somme des multiplicités des valeurs ca-
ractéristiques de DT'(u) dans |0, 1].

On déduit de cette définition la propriété importante : Si wuq, .., u, représentent k
solutions dans I'ouvert borné Q alors d(¢, Q) = Xi(¢, u;) .
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1.3.2. Autres méthodes.
Méthode de quadrature

Cette méthode s’applique aux équations autonomes du premier ordre. On peut voir
une description de cette méthode dans le résumé du probleme (1.2.20) (p. 27)

Bifurcation
Les problemes abordés par la méthode de bifurcation sont les problémes dont le
second membre de ’équation a la forme
—Lu =g(xz,u,\) = Aa(z)u+ h(x,u,\)
u = 0 sur 9N

ou L est uniformément elliptique
0 ou o

avec h(z,u, A) = o(||lul). Ceci est aussi le cas quand g(z,u, A) = Ag(z,u) et possede
une différentielle au sens de Fréchet continue par rapport a u.
La formulation utilisant les opérateurs donne
u—ANTu—H(u,A\) =0
avec H(u,\) = o(||lu||), ou L et H sont des opérateurs compacts définis sur £ =

{ue CH(Q):u=0, sur 9N}

Dans le cas ou a(z) > 0, voir [5], les valeurs caractéristiques de T (ou valeurs
propres de L) constituent une suite croissante qui dépend de 2, de a(x) et qui tend
vers 'infini 0 < A\ < A < A3 < ...

La valeur propre Ay est de multiplicité 1.
La courbe (A,0), A € R constitue 'ensemble des solutions triviales du probleme.

Un résultat général de Krasnoselski [36] affirme que pour chaque valeur propre de
multiplicité impaire \;, il existe une courbe de solutions non triviales bifurquant de
(M\i,0).

Cette propriété peut étre exploitée pour la valeur propre Ay qui est de multiplicité
1. Il reste alors & étudier le comportement de la courbe bifurquant en (A1, 0).

Le probleme de Sturm-Liouville autoadjoint est un exemple particulier ou toutes
les valeurs propres sont réelles et de multiplicité 1. Il représente un cas idéal pour
cette approche, voir 'exemple (1.2.9), (p. 18)

Méthode de tir

Cette méthode est généralement appliquée aux problemes de dimension 1, ou au
probléme des solutions radiales en dimension n, reformulés en dimension 1. On peut
voir une description de cette technique dans l’exemple (1.2.10), (p. 19)

Théoréme d’inversion Globale

Cette approche s’applique pour les cas ou la fonction g est asymptotiquement
linéaire a l'infini. Elle utilise un théoréeme d’inversion globale sur des espaces de
métriques M et N.
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THEOREME. Soit F' € C(M,N) un opérateur propre et localement inversible sur
M. Si M est connexe par arcs et N connexe, alors, F' est un homéomorphisme de

M wvers N.

ot F propre signifie que F~!(K) est compact pour tout compact K.

Comme application de ce théoréme, on considere le probleme [5]
—Au(z) = p(u(z))+ h(x), dans Q
u = 0, sur 90

ot p € C1(R). On note \; la premiere valeur propre de —A sur €. De plus, on
suppose que

(1) p(s) > 0 pour tout s
(2) Il existe v < A1 et b > 0 tel que p(s) < s+ b pour tout s >0
(3) P'(s) <M

THEOREME. Il existe une unique solution u € CH%(Q) pour toute fonction h €
00 ().

Principe de la preuve :

On note
X = {ueC?**(Q):u=0surdN}
Y = 0" (Q)
F : X—>Y F(u)=Au+p(u)

On montre que F est localement inversible et, est propre, d’ou le théoréme [5].

Une généralisation importante de cette méthode a été donnée par Ambosetti et
Prodi en (1973)[6, 5].






CHAPITRE 2

Etude d’un probleme super-linéaire

2.1. Introduction

Nous donnons dans cette partie un apercu détaillé des résultats et des preuves pour
un probleme générale représentant le sujet de cette these. Dans la section (2), on
retrouvera une estimation a priori concernant le probléme (2.1.1), et dans la section
(3), on retrouve la classification des solutions proposée dans cette these.

Comme conséquence de cela, nous obtenons des résultats d’existence de solutions
pour deux problemes du type (2.1.1) que nous détaillons dans le chapitre 3.

On considere le probleme de Dirichlet super-linéaire
(2.1.1) ()~ p(O (1) = glu(t) — A~ f(t),t € [0,1]

u(0) = wu(l)=0
ot A >0, f € C0,1], g € C(R, R) et il existe A > 0 tel que gl[4,00] €st positive,
croissante, dérivable et convexe, g|j_o 4] est positive, décroissante et convexe. De
plus

(2.1.2) tim 2% — 4o, w — +oo

x
Sans perdre de généralité on supposera que f est positive, on note M = max f(t)
et M’ = max|f’(t)| pour t € [0, 1].

On supposera que la fonction p(t) est positive, si elle est négative, on revient au cas
positif grace au changement de variable t =1 — s.

Pour l'obtention d’estimations a priori, on n’exige pas que p(t) soit continue ou
bornée. Le cas p(t) = 1 est traité dans [48].

L’estimation a priori reste vraie pour la non-linéarité g(¢,u, ) = g(u) — Af, voir
[47].

Avec 'hypothese f/ > 0 (respectivement f’ < 0) une classification analogue a celle

donnée ici reste vraie pour la non-linéarité g(¢,u, A) = g(u) — Af, méme si Af’ n’est
pas bornée pour A > 0, voir [47].

37
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2.2. Une estimation a prior:

Le calcul d’estimations a priori constitue une question majeure des équations ellip-
tiques. En effet, I'application des méthodes topologiques nécessite une estimation
de I'ensemble des solutions.

Dans [40] I'auteur donne un résultat de non-existence de solutions pour une classe
de problémes elliptiques ne vérifiant pas 'hypothese (1.2.3), (p. 13, 17).

D’autre part dans [23] les auteurs donnent une estimation des solutions positives
pour une classe de problemes sous-critiques. Cette estimation a été ensuite utilisée
pour montrer 1’existence de solutions positives et nodales par différents auteurs.

On remarque que lestimation donnée ici pour le probleme (2.1.1) concerne une
classe de problemes non sous-critiques (ne vérifiant pas (1.2.3)). En effet, on montre
dans [48] que cette estimation reste vraie pour une classe de solutions radiales
nodales ayant un minimum local en zéro.

Estimation a priori

PROPOSITION 2.2.1. Il existe C > 0 et K(\) une fonction continue définie sur
[C, 00| tels que, pour toute solution (u,A) de (2.1.1) vérifiant X > C et u'(0) < 0,
on a |lull, < K(X).

DEMONSTRATION. On multiplie (2.1.1) par ' et on inteégre pour obtenir

oan  [HOF) = foaae fora [ i fooa
on remarque que
/p(u/)2dt20

Estimation des minimums locaux

Soit @ un minimum local, pour A grand

(2.2.2) lu(@)] < RA+ M)
Comme u” () > 0, (2.1.1) donne
(2.2.3) glu(e)) < A+ fla) <A+ M

Cas ot u(a) est négatif siu(a) < —A et comme }g:l‘ est croissante sur [g(—A), oo,
(2.2. 3) donne |g (A+ M)| = |u(a)]. Si —A < u(a) < 0 alors pour A assez grand
lg= (A + M) >A2 [u(c)].

Cas o u(a) positif : si A < u(e), comme g; ' est croissante sur [g(A),oo[, (2.2.3)
donne g7' (A + M) > u(a). Si 0 < u(a) < A, alors pour A grand g7 ' (A + M) >
4> u(a).

Estimation des mazimums locaur : Soit # un maximum local.

Cas ot u(B) est négatif : il est clair qu’il existe un minimum local négatif u(c) tel
que « €]6,1] et |u(B)| < |u(a)|, alors (2.2.2) donne

lu(@)| < R+ M)
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Cas ot u(f) est positif : comme u”(3) <0, (2.1.1) donne pour A grand
g(B) = A+ [f(B)=A
(2.2.4) u@) > g7tV

D’apres 'hypothese w/(0) < 0, il existe « le proche minimum local de 8 vérifiant
a < fetu(t)>0sur]a, . (2.2.1) donne

(2.2.5) fs((aﬁ))/zg(u)dunLf:((g))mg(u)du— ff(/\Jrf)f)udt < 0
réécrivons
u(B)/2 —A A u(B)/2
[ stwdu= [ gtudu+ [ gwdus [T g
u(e) u(a) —A A

il est clair que fu_(s)g(u)du > 0 et que fng(u)du est borné, de plus (2.2.4) implique

que f:(ﬁ)/z g(u)du — 400, A — oo, d’olt f&(f))ﬂg(u)du > 0 pour A grand.

D’autre part,
B
- [COonid =~ M) - ula)

(2.2.3) et (2.2.5) donnent pour A grand

u(B)

/ g(u)du — A+ M)(u(B) + RO\ + M)) < 0
u(a)/2

comme g est croissante on a

w() "
[ stdu> gt/

u(a)/2
o()/2)" ) < (M) (u(B) + RO+ M)
enfin, on remarque que si u(3) > R(\ + M) alors
(2.2.6) w(B) < 2R(4(\ + M))
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2.3. Une classification des solutions

Considérons le probleme de Sturm-Liouville
(2.3.1) — (pu") + qu = Aa(z)u
avec les conditions aux limites C'L(aou(0) 4+ bou’(0) = 0 et agu(1) + bou'(1) = 0),

ol p et ¢ sont continues et p(x) # 0.

On sait que ce probleme posseéde une suite de valeurs propres (A,>1), ordonnées
et convergente vers co, et une suite de fonctions propres (¢,>1) dans ’ensemble
E = {u e C*([0,1], R) : u vérifie CL}.

Le théoreme de comparaison de Sturm permet alors de montrer que toute fonction
©n, possede exactement (n — 1) zéros simples dans ]0, 1].

Cette caractérisation des solutions se retrouve dans un résultat de P.H. Rabinowitz[45]
ol on considere le probleme
(2.3.2) — (pu") + qu = MNa(x)u + h(z,u,u)), avec CL

ici h(z,u,u') = o||ul| + ||u']]). On montre que, & partir de la branche de solutions
triviales (A,0), aux points (A, 0), bifurque une branche de solutions non bornées
C,, telle que, pour toute solution (A, uy) € C), la fonction u) posséde exactement
(n — 1) zéros simples dans |0, 1], fig(1.2.1).

Il propose donc une classifications des solutions suivants les ensembles
Sy, ={u € E : u possede (n — 1) zéros simples dans |0, 1[}
cette classification montre une caractéristique commune du probleme étudié avec

le probleme de Sturm-Liouville classique.

Cette classification ne convient pas pour les problémes semi-linéaires comme on
peut le constater dans les cas étudiés par Ammar-Khodja et Ramaswams |7, 46],
ou sur une méme branche C,, de solutions on retrouve des solutions de S,,_1, S,, et
Spi1, fig(1.2.2) et fig(1.2.3).

La classification que nous proposons ici concernant le probleme (2.1.1) ne prend
pas en considération les zéros de u, mais les zéros de u — g~ (A + f). Soit E = {u €
C1([0,1], R) : u(0) = u(1) = 0}, on note

Zi(\) = {u € E:u—g;'(\+ f) possede k zéros simples dans [0,1]}

Cette classification permet alors une caractérisation plus naturelle des branches de
solutions données dans [7, 46].

11 est clair que les ensembles Zj(\) sont des ouverts disjoints de E.

Le résultat principal de cette partie est donné par le lemme suivant

LEMME 2.3.1. Il existe une suite (By)(k > 0) telle que , pour tout A > By, il n’existe
pas de solution u € 0Zar () vérifiant u'(0) < 0.
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La démonstration est donnée plus bas.
On donne d’abord deuz formules dont on aura besoin plus bas
Le théoreme de la moyenne donne

“TA+m _ _
o5 O () — Nydu| < my g7 A+ ma) — g7 A+ my)|

g7 (A+my)
. . — — Mo — My N
il existe pu €Jmy, mo] tel que g7 (A +m2) — g7 (A +my) = —————, dol
i i (g7 (A + u)
M) my — My
2.3.3 I+ u) —A)du| < mg|—————
(2:3.3) fg+l<k+m1> 9(w) =) B TP P +u))|

Soit a,b € [0,1], on a
J2 fuldt (f(B)u(b) — f(a)u(a)) + [ f udt

(2.3.4) ] f;fu’dt’ < M+ M) max u(t)

REMARQUE 2.3.2. Pour X\ grand
u>git A+ f) = gw)—(A+f)>0
u=g ' A+ f) = glu)-(A+[)=0
d’ol
u<gi'A+f) = glu)—(\+f) <0

donc pour # un maximum local on a g7 ' (A + f(8)) < u(fB), et pour a un minimum
local on a g7 ' (A + f(a)) > u(a).

Estimation de la dérivée aux zéros de u(t) — g7 (A + f(2)).

LEMME 2.3.3. I existe une suite positive (Ay) (k > 1) telle que, pour toute solution
(u,A) de (2.1.1) vérifiant u'(0) < 0, A > Ay, et u— g, (A + f) ayant au moins k
zéros, il existe B > 0 vérifiant pour les k zéros les plus grands

(2.3.5) W/ (7)] > By/Agi'(\/2)

DEMONSTRATION. Les k plus grand zéros de u — g7 ' (A + f) sont notés 7 <
Ty < .. < T < 1. 7} représente le zéro le plus grand.

Estimation de u'(7y)

Soit n €]7x, 1[ le plus petit zéro de u(t). Comme g7 (A + f) > u, on déduit de
la remarque(2.3.2) que u(t) n’a pas de maximum local dans |74, n[, donc u est
décroissante sur [73, 7] et (2.1.1) implique qu’elle est convexe.

Soit a I'unique élément de ]y, 7| tel que u(a) = g3 "(A/2). Notons h(t) le segment
reliant u(a) & u(n) = 0, et posons v(t) = h(t) — u(t) sur Ja,n[, on a —v" =X+ f —
g(u) — pu’. Comme u vérifie u < g7 '(\/2) et est décroissante, on a —v” > /2,
enfin comme v < g;'(\/2)

mv, sur Ja,n]

v(n) = wv(a)=0
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onposet=s(n—a)+a,s€l0,1] et w(s) =v(s(n—a)+a)

—w" > (p—a) w, sur ]0,1[

297" (M/2)
w(0) = w(l)=0

92 (\/2)

le théoréme de comparaison de Sturm donne (7 — a) < /27 \

u(a)
(n—a)’

Comme u est convexe sur |n, 7x[, |v/(7%)| > |v'(a)| > donc

()| > ﬁ M (V2)

On utilisera un raisonnement par récurrence.

L’hypothese est vraie pour 7. Soit B > 0, 6 > 0, 7; et 7,41 deux zéros consécutifs

satisfaisant |u/(1,41)] > B4/Agy'(A\/2), alors pour A grand on a |[u'(r;)| > (B —

5)\/Aa7 (A /2).

(2.2.1) donne

(U/(;—z))Q > (u’(ﬂ;l))Q + f&:’)“)(g(u) . )\)du . j‘;i+1fu/dt

alors (2.26), (2.3.3) et (2.3.4) donnent

(2.1.2) donne RUO+ M) — 0, A — 00, d’ott on déduit (2.3.5). O

Mgt (A/2)

La remarque suivante décrit la concavité de u pour A grand.

REMARQUE 2.3.4. Soit 7; et 7,11 deux zéros consécutifs de u — gjrl()\ + f) vérifiant
U — g;l()\ + f) < 0 sur |1, Tit1], le principe du mazimum affirme qu’il n’ y a pas
de minimum local dans [7;, T;41] donc u/(7;) > 0 et v/ (7i41) < 0.

De la méme maniere on déduit que pour 7; et 7,41 deux zéros consécutifs de u —
g7 (A f), tels que u— g7 (A+ f) > 0 sur |7y, 71 [, on a /(1) < 0 et w/(7i41) > 0.

Preuve du lemme principal (2.3.1)

DEMONSTRATION. Par l'absurde, soit u € 0Za(,\) une solution de (2.1.1).
Cas k =0 : soit (v,,) une suite de solutions de (2.1.1) dans Zy(A) telle que v, — u.
On déduit des remarques (2.1.1) que v, < 0sur]0,1[ donc u < 0, d’ott u—g; " (A+f)

n’a pas de zéro, on déduit que u € Zy(A) ainsi u ¢ 9Zy(\), contradiction.

Cas k > 1: On montre d’abord que u—gll(/\—kf) possede au plus 2k zéros simples.
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En effet, soit 7 un zéro simple, il existe ¢g > 0, &1 > 0 et § > 0 tels que 7 est
Punique zéro sur |7 — €9, T + €g[, supposons que u — g_T_l()\ + f) est croissante ( si
elle est décroissante les inégalités son inversées)

u(t —e0) =gy A+ f(T—e0) <
u(T + €o) —gfrl(A+ fir+e0)) > &
o~ g7+ ) > 6

—£&1

Soit (vy,) une suite de Zog(A) telle que v,, — w dans E, il existe n(eg,£1,9) € N tel
que pour n > n(gp,€1,9)
lu(r — o) —vn(T —e0)| < &1/2
lu(T 4+ e0) —vp(T+e0)] < &1/2
I =y < 62
d’ou
vn(T —20) — g5 (A + f(T—20)) < e1/2
on(T+e0) — g5 A+ f(T+e0) > e1/2
vy, — [gjrl()\—i—f)]/ > §/2
ce qui implique que v,, — gll(x\ + f) a un unique zéro simple dans |7 — ¢, T + €g].

Comme v, € Zog(N), v, — g5 (A + f) a exactement 2k zéros simples, donc u —
g7 (A + f) a au plus 2k zéros simples.

Il n’y a pas exactement m < 2k zéros simples.

En effet, supposons que c’est le cas, alors u € Z,,(\). Comme Zoi () et Z,, () sont
des ouverts de F et de plus Z,,(A) N Zak(X) # 0, alors Z,,(A) N0 Zax(N) = 0, ce qui
contredit u € 0Z9;(, A).

Enfin, comme il existe au plus 2k zéros simples de u — g_?l()\ + f), il existe 7; un
zéro double tel que j < 2k + 1. Le lemme(2.3.3) implique qu’il existe Agg41 > 0

tel que pour A > Aogy1 [u/(75)] > By/Ag1'(\/2)

D’autre part |[g; (A + f)]'| < #i()\)),

|[g;1(/\+f(7i))]’| pour A grand, ainsi 7; est un zéro simple de u — g7 ' (A + f),
contradiction. O

a partir de (2.3.5) il est clair que |u/(7;)] >






CHAPITRE 3

Travaux

3.1. Degré topologique et probléeme non linéaire

Résumé [47)

On généralise 'application de l'invariance par homotopie du degré topologique au
probléme non linéaire —ii(t) = g(u(t)) — Af(¢), u(0) = u(1) = 0.

Pour cela on définit des ensembles de fonctions Zj, qui généralisent les ensembles
S} introduits par P.H.Rabinowitz. On définit un opérateur compact qui dépend des
parametres A > 0 et 6 € [0,1] liés & I'équation —ii = g(u)d + (1 — 0)u? — A(f(t)0 +
1 — 0). Puis on utilise ’homotopie par rapport a € sur des ouverts bornés de Z
et pour A assez grand, pour déduire une infinité de solutions a partir du probléeme
—ii(t) = u?(t) — X étudié par F. Ammar-Khodja.

Introduction

On considere le probleme

(3.1.1) —ii(t) = g(u(t)) — Af(t), sur [0,1]
u(0) =u(l) =0
oA >0, f € C1([0,1], Ry ) est croissante et f(0) > 0. g € C(R, R) et il existe A > 0
tel que gy = gl[a,o0[ st positive, croissante, dérivable et convexe, g = glj_o, 4
est positive et strictement décroissante. De plus
(3.1.2) lim 9(x) = o0,z — £00
x

R(4Mz) |g7'(mz)
g=!(m'z) @

ot pour @ > max{g_ (—A), g4 ()}, Rx) = max{ g~ ()] 03" (@)}, M = max £(¢),
m = min f(t) sur [0, 1], et m’' €]0, m].

(3.1.3) lim

=0,xr — +o0

On remarque que dans (3.1.3) apparait une relation entre g~ '(z) et 97" (), et que

93 (mx)
X

(3.1.2) implique — 0,7 — +o0.

Pour k € N et A > A/f(0) on définit
E = {ueC[0,1],R) : u(0) = u(1) = 0}
muni de la norme usuelle du maximum.
On définit les ensembles de fonctions Z, C E x R par
Z, ={(u,\) € Ex Ry 1 u(t) — g7 (Af(t)) a k zéros dans [0,1] tels que @ < 0}
THEOREME 3.1.1. Il existe une suite de réels positifs (By) telle que

45
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7@&

v2ann vall AV

Fic. 3.1.1.  Solutions de Z5

— Pour tout A > By il existe au moins une solution (u,\) € Zy
— Pour tout A > (3 il existe au moins trois solutions (u, \) € Z;
— Pour tout A > By (k > 1) il existe au moins quatre solutions (u,\) € Z.

Pour appliquer 'invariance par homotopie du degré topologique P.H.Rabinowitz
[45] considere les ensembles Sy, = {p € E : ¢ a (k — 1) zéros simples dans |0, 1]} et
distingue les sous ensembles S, et S, par rapport au signe de ¢(0). Puis utilisant
les propriétés des points de bifurcation, il détermine la valeur du degré topologique
au voisinage de ces points et I’exploite pour obtenir un résultat d’existence de
solutions.

Pour établir notre résultat, On définit un opérateur compact dépendant de A > 0
et 0 € [0,1], lié & Péquation —ii = g(u)0 + (1 — O)u® — A(f(¢)0 +1 —6), pour § =0
on a I'équation —ii = u? — \, étudié par F. Ammar-Khodja [7] et pour § = 1 on a
(3.1.1).

On définit des ensembles Zj, et on distingue les sous ensembles Z,/t, Z,7 7, Z, T et
Z, ~ suivant les signes de %(0) et 4(1). On exploite ensuite les propriétés des points
de bifurcation de (3.1.25) pour déduire la valeur du degré topologique au voisinage
de ces points. L’invariance par homotopie par rapport a A donne la valeur du degré
topologique pour les autres solutions de (3.1.25).

Pour A assez grand, I'invariance par homotopie par rapport a € donne les solutions
de (3.1.1). fig(3.1.1)

Définitions et estimations a priori

On consideére le probleme

(3.1.4) —ii(t) = g(u(t),0) = Af(t,0),t € [0,1]
u(0) =u(l) =0
ot A > 0et 6 e [0,1]. f(t,0) € C([0,1]>, R}) est de classe C1, croissante par

rapport a ¢, et f(0,0) > 0. g(z,0) € C(R x [0,1], R) et il existe A > 0 tel que
g+ (2,0) = g(x,0)|14,00[ €St positive, croissante, dérivable et convexe par rapport a
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z, g (x,0) = g(x,0)|)—00,— 4] est positive et strictement décroissante par rapport a
z. De plus, on a uniformément par rapport a 6

(3.1.5) im 990 oo o deo
x
4M 0
(3.1.6) lim R(l w.0) 95 (m2,0) 0,2 — +o00
PRI
ou pour # > max {g_(~4,0),9+(4,0)}, R(z,0) = max{|g”"(z,0)|, 95" (2,0)},
M = max f(t,0), m = min f(¢,0), pour (¢,0) € [0,1]%, et m’ €]0,m].

On note f, f’ et u, respectivement, la fonction f(¢,0), la dérivé de f(t,6) par
rapport a t, et u(t).

PROPOSITION 3.1.2. Il existe Az > 0 et K(\) une fonction positive, continue et
définie sur [As,o0[ tels que, pour toute solution (u,0,\) de (3.1.4) satisfaisant
A > Az et u ayant au moins un minimum local dans |0,1[, on a ||u| < K()).

DEMONSTRATION. par intégration (3.1.4) donne

(3.1.7) [—} / u, ) u—)\/fu

(3.1.8) [—“ﬂ :/g(u,ﬁ)u—)\[fu]+/\/f’u

Estimation des minimums locaux

Soit o un minimum local, il existe A1 > 0 tel que, pour tout X\ > Ay, on a
(3.1.9) |u(e)] < R(AM, 0)

On a —i(a) = g(u(a),0) — A\f(a,0) <0 donc g(u(a),d) < Af(a,0) < AM.

Si u(a) est négatif alors pour A grand on a |u(a)| < |g:1()\M, 9)|. En effet, d’une

part si u(a) < —A, comme g~ (, ) est bien définie et décroissante sur [g(—A, 8), oo|,

elle est inversible donc g(u(w),0) < AM = }971 (AM, 0)| > |u(a)|. D’autre part, si
u(a) > —A alors pour A grand on a |g (AM,0)] > A > |u(a).

Si u(a) est positif alors pour A grand on a u(a) < g7 (AM, ). En effet, d’une part
si u(a) > A alors comme g} '(,0) est bien définie est croissante sur [g(A,6),oo],
on obtient g(u(a),0) < AM = g;'(AM, ) > u(a). D’autre part si u(a) < A alors
pour A grand on a g (AM,0) > A > u(a).

Estimation des mazimums locauz. Soit f un maximum local

Si u(f) est négatif alors il existe un minimum local u(«),« €]8, 1] tel que |u(3)| <
lu()], (3.1.9) donne |u(B)| < R(AM,0).

On suppose maintenant que u(3) est positif. Il existe As > 0 tel que, pour tout
A> Ay, 0ona
(3.1.10) u(B) > g7 (Am,0)

comme —i(8) = g(u(B),8) — Af (8 ,9) 2 0, on a g(u(B),0) > Af(a,8) > Am. Pour
A grand g} '(,0) existe sur [Am, oc[, d’ot (3.1.10).
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Par hypothese u possede au moins un minimum local, on note « le plus proche de
0 tel que o < B (si @ > B on revient au cas précédent en posant s = 1 — ¢) alors
4(t) > 0 sur [o, 8]. (3.1.7) donne

u(B)/2 u(B) B
/ g, 0)du + / g, 0)du — \ / F(t0)a(t)dt = 0
u(a) u(B)/2 a

On remarque que
u(B)/2 A u(B)/2
[ stwtau= [ gtuyaur [ g 0)du
u(ar) u(a) A

est positive pour A grand. En effet, (3.1.10) implique que u(8) — +o00, A — 400,
sachant que g(,0) = g4+ (,60) est positive et croissante sur [A,oco[ on déduit que

fj(ﬁ)/z g(u,0)du — +00, \ — +o0.

Si u(ar) est positif la continuité implique que que g¢(,0) est bornée sur [u(«x), 4] ,
s o A .
d’out [, 9(u,0)du est bornée.

Si u(a) est négatif on rééerit

/UA )g(u,G)du = LAQ(U,H)du+ /A g(u,0)du

(c (@) —A
Comme ¢(,0) = g_(,0) est positive sur [u(a),—A] (qui peut étre vide), on a
f;}a) g(u,8)du > 0. La continuité implique que g(,6) est bornée sur [—A4, A], d’on

ff‘A g(u, 0)du est bornée.

D’autre part

u(pB)
/ 9(u, 0)du — AM(u(B) + R(AM, 0)) < 0
u(B)/2

ou R(AM,0) = max{‘g:l()\M, 0)

g7 (AM,0)}.

Sachant que pour A grand (3.1.10) implique que ¢(,0) = ¢+(,0) est décroissante
sur [u(B3)/2,u(B)], on a

u ()
/ g(u,0)du > g, (u(B)/2.0)u(B) /2
u(B)/2

d’ou
9+(u(8)/2,0)u(B)/2 < AM (u(B) + R(AM, 0))
on déduit que si u(8) > R(AM, ) alors u(8) < 2R(4AM, 0).

On note p = max |u(?)], il existe A > 0, N1 > 0 tels que, pour tout A > Az on a
(3.1.11) p < 2N1R(4\M, 0)

O

REMARQUE 3.1.3. Pour g(u,0) = u?, g7 (\f,0) = VAf et g_'(\f,0) = —/AF
existe pour tout A > 0, alors il est évident que (3.1.11) est vrai pour A > 0. D’ou,
dans la proposition(3.1.2) K (\) existe pour A > 0.

REMARQUE 3.1.4. Dans preuve de la proposition(3.1.2) I’hypothese f(¢,0) crois-
sante n’a pas été utilisée. Cette hypothese implique que les minimums locaux sont
négatifs ou nuls, voir preuve Lemme(3.1.8).
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On note (u, 8, ) € Ex[0, 1] x R, une solution du probleme (3.1.4) qui est équivalent
au probleme de perturbation de 1'unité

d(u,0,\) =u—T(u,0,\) =0

ouT(,0,)\): E — E est un opérateur compact défini par

1
T(u,0,\) = /o G(z,t) (g(u(t), ) — Af(t,0))dt

ot G est la fonction de Green de opérateur L(u) = —ii associé aux conditions de
Dirichlet, voir [21].

Soit k € N et A > A/m, on définit

Zi(0,)) = {u € E:u(t) — g7 (\f(t,0),0) possede k zéros dans [0, 1] tels que & < 0}
Q0,N) ={ue E:ue Z,0,MN),|lu]| <K\ et u(0) #0,4(1) # 0}

La définition du degré topologique de ¢(, 8, \) par rapport a Pouvert Q5 (0, \) est
assuré par

PROPOSITION 3.1.5. Il existe une suite de réels positifs (Ag) telle que, pour tout
ke N, A> X, et 0 €[0,1], ¢(,0,\) na pas de zéro sur 02 (6, ).

La preuve est basée sur trois lemmes.

LEMME 3.1.6. Il existe Ny > 0 et Ay > 0 tels que, pour toute solution (u,0,\) de
(5.1.4) et pour tout intervalle 1€, n[C]0, 1] tels que

A> Ay
u >0 sur]é,n|
u(§) = u(n) =0
On a
1 \m. 0 1/2
(3.1.12) (n—€) < Ny <g+(/\m)>

DEMONSTRATION. D’abord, on donne une description de u(t) sur 1€, n[, (Fig.

2).

Comme g(,0) = g4 (,0) est convexe et croissante sur [A, oo[ alors g4 (,6) et g7'(,0)
sont strictement croissantes.

Pour A grand, on a ii(t) < 0 < u(t) > gy (\f(t,0),0); en effet, il est clair que
i(t) < 0 < g(u(t),0) > Af(t,0). Soit X tel que Am > g1 (A,0) et g7 (Am,0) >
A, alors comme g;'(,0) et g.(,0) sont strictement croissante, on a g(u(t),0) >
M(1,0) & ult) > g7 (A (2,0),0).

Par les mémes arguments on obtient pour A grand ii(t) = 0 < u(t) = g (A f(¢,0),6).
On déduit que, pour A grand di(t) > 0 < u(t) < g7 (Af(t,0),0).

Notons que u(t) ne posséde pas de minimum local dans |€,n], et ne posséde pas de
point d’inflection tel que u(t) soit croissante & droite.
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Fiac. 3.1.2.  Description intervalle ou u > 0.

Par l’absurde, soit a €]¢,n] et € > 0 tels que u(a) = 0 et & > 0 sur Jo, a0 + €],
comme u(t) est strictement positive sur [€, [ et u(n) = 0, il existe v €]a, n[ tel que
u(y) = u(a), u(y) <0 et u(t) > u(a) sur |a, [, on déduit de (3.1.8)

=0 = @) 1600 - F0) + A [ oo
que ’on réécrit

—u

2 v
2(7) = )‘/a f/(,0) (u(t) — u(e)) dt

le membre gauche est strictement négatif et le membre droit est positif, contradic-
tion.

u(t) posséde un unique mazimum local dans |&,n] que l’on note u(3).

En effet, si il existait deux maximums locaux alors u aurait un minimum local
strictement positif ce qui est impossible.

On déduit des arguments précédents que u(t) est strictement croissante sur &, (.
De plus, u est strictement décroissante sur |3, n][.

En effet, soit a €]5,n[ tel que 4(a) = 0 et @ < 0 sur |3, [, il existe un intervalle
Ja — &,af sur lequel u(t) est convexe, d’'olt u(t) < g;'(Af(t,0),0) sur Ja — ¢, af.
Comme u(t) est décroissante et que g7 '(Af(t,6),0) est croissante, la continuité
implique que u(a) < g7' (A f(a,0),0) < ii(a) > 0, alors « est un minimum local ce
qui est impossible. O

fig(3.1.2)

Soit B €]0,u(f)] et (t1,t2) Punique élément de ]¢, B[x]5, 0| tel que u(t1) = u(tz) =
B, on déduit de (3.1.8)
W2 (ty) — w2 (ty) f2

5 = -AB(f(t2,0) — f(t1,0)) + A t (¢, 0)u(t)dt

que ’'on réécrit
W (th) — w3 (t2) &

5 = t f(t,0) (u(t) — B)dt



3.1. DEGRE TOPOLOGIQUE ET PROBLEME NON LINEAIRE 51
le membre droit est positif donc w(t1) > |4(t)|. Comme cette inégalité est vérifiée
pour tout B €]0,u(3)[, on déduit que
(3.1.13) B=&<(n—-p5)

Soit A > A/m, comme u(t) est décroissante et que g ()\f(t 0),0) est croissante
sur |8, 7, il existe un unique 7 €]8, [ tel que u(t) = g7 (Af(7,0),0).

Intervalle [3,7].
Notons par h(t) le segment reliant les points u(3) et u(7), et posons v(t) = u(t)—h(t)
sur [3,7]. On a
—0 = (g4 (v +h,0) = g1.(h,0)) + (94 (h, 0) — Af)
Comme u(t) est concave sur |3, 7[, u(t) > h(t), donc v(t) > 0.

Comme h(t) est décroissante et g} " (Af(t, 0), 0) est croissante h(t) > g7 (Af(t,0),0),
alors g4 (h,0) — Af > 0.

Comme g4 (,0) = g(,0)|[4,00[ €8t convexe, g', est croissante, donc g’y (h,6) > g\ (95" (Am,0),0).
On obtient g4 (v + h,0) — g4 (h,0) > vg', (g5 (Am, 0),0).

La fonction v(t) vérifie

=50 > o0 a0 0.0, €10
v(B) =
Notons par t = s(1 — 3) + 3,5 € [0,1] et w(s) = v(s(T — B) + ), on a

‘ —i(s) > w(s) (r = B)* g% (95 (Am, 6),6), s €)0, 1]
w(0) =w(1)=0

le théoreme de comparaison de Sturm donne

(3.1.14) (1—08) <

™

V9 (95 (A, 0),0)

Intervalle [, 7).

Soit A > 2A/m. Notons par a € [r,n] I'élément tel que u(a) = g;'(3Am,0). On a
[7,n] = [7,a] U [a,n].

Intervalle [a,n).
Pour X grand on a g(u(t),0) < $Am sur Ja,n].

En effet, comme u(t) est décroissante u(t) < g7'(2Am, 0) = u(a) sur Ja, 7],

si A <u(t) < g7'(3Am, ), la croissance de g, (, ) donne g(u(t),0) < $Am,

si0 < u(t) < A alors pour A grand 3Am > max |g(z, 0)|, pour z € [0, A] et § € [0,1],
on obtient 2 Am > [g(u(t), 0)|.

On note par h(t) le segment joignant les points u(a) et u(n) = 0, et posant v(t) =
h(t) — u(t), t € [a,n]. On a —i(t) = Af(t,0) — g(u(t),6) alors —i(t) > L Am.

Comme u(t) est convexe u(t) < h(t) sur ]a,n[, alors v(t) > 0.
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Comme v(t) < h(t) < u(a) sur Ja,n[, alors 0 < ZEZ)) < 1 sur |a,n[, d’ou
.. 1. m
—i(t) > 5)\mv(t),t €la,n|
v@) = vn)=0

Notons par t = s(n — a) + a,s € [0,1] et w(s) =v(s(n —a) +a), on a

.. 1. m 9
- SA—— (n — 1

w(s) > 2)\u(a) (n—a) w(s),s €]0,1]

w(0) = w(l)=0
le théoreme de comparaison de Sturm donne

11 1/2
v gy (5Am,0)

3.1.15 —a) <
(3.1.15 ()< L ( ;

Intervalle [, a].

Soit b € [a,n)] tel que u(b) = A. Comme u(t) est convexe et décroissante sur |7, 7],
on a u(r) > u(a) > u(b) = A, et comme g(,6) est convexe et croissante sur [A, oo,
alors g4 (u(t), 0) est convexe et décroissante sur |7, b[, d’out

g+(u(a’)7 9) — g+(u<b)7 9) < g+(u(7-)7 9) — ng(u(a)? 6)

b—a a—T

que 'on réécrit
am/2 — gy (A, 0) < Af(7,0) — Am/2

b—a - a—T
on déduit qu’il existe N > 0 tel que, pour A grand, on a (a — 7) < N (b — a), d'ou
(3.1.16) (a—7)<N(n—a)

Comme g(z, ) est convexe pour = > A, on a

g (xae)_g (Ave)
9 (x,0) > = foJr

on déduit de (3.1.5) qu'il existe k > 0 tel que, pour z grand on a

T >k
9+ (x,0) = g’ (x,0)
Posons z = g7 '(A\m, 6), on obtient
g7 (Am,0) - 1
Am - gg_(gll()\mﬁ)ﬁ)

En fin, a partir de (3.1.13), (3.1.14), (3.1.15) et (3.1.16), on déduit (3.1.12).

LEMME 3.1.7. Soit € > 0 et m' €]0,m|[, il existe A(g) > 0 et N(g) > 0 tels que,
pour tout (u,0,\) solution (3.1.4) et pour tout intervalle [§,n] vérifiant

A> Ae)

u(t) < 0,t €)¢,n]
u(§) =u(n) =0
m—§ =e¢

on a

(3.1.17) a(n) > N(e)\/A|g= (Am/,0)]
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DEMONSTRATION. On rappelle que g_(,0) = g(,0)])—oo,— 4] est positive et stric-
tement décroissante.

Pour X grand, il existe v €)&,1] tel que u(vy) = g~ *(Am’, 0).

En effet, par ’absurde, on suppose qu’il existe une suite de solutions (un, 8, \,) de
(3.1.4) et une suite d’intervalles [£,,n,] tels que

Ap — +00

9= A, 0) < un(t) < 0,1 €)€n,

Un(n) = un(nn) =0

(M —&n) > €

Pour A\, grand on a Aym' > g(uy,0).

En effet , si g='(A\om’,0) < u, < —A, comme g_(,0) = g(,0)||_o0,a) est stricte-
ment décroissante on a A,m’ > g(uy,8) > 0.

Si —A < u, <0, alors pour A, grand et vérifiant \,m’ > max|g(z, )|, z € [—A,0],
6 € 10,1], on a Apym’ > |g(un,0)|.

Posons v, (t) = —un(t), t € [En,nn]. De Végalité —t,, = A\, f(¢,0) — g(u,,0) on

Un < 1, t €]&n, nn[, on obtient le

obtient —#,, > \,(m —m'). De plus ———M—
B ( ) P ’g:I(Anml79)’

systeme

iy (1) > —nlm — ) 2001 €l

> T
|9_1()\nm',9)
Vn(&n) > 0,0, (0n) >0
notons t = (N, — &) + &n, s € [0,1] et wp(8) = vp(s(n — &r) + 1), on a

An(m —m') 9
> m (M — &n)” wn(s), s €]0, 1]

wp(0) > 0,w,(1) >0

— 1 (8)

le théoréeme de comparaison de Sturm donne

7T |g:1()‘nm/a9)|

m—m/ An

(3.1.18) (M —&n) <

(3.1.5) et (3.1.18) impliquent (9, — &,) — 0, d’autre part (n, — &,) > €, contradic-
tion.

Soit y ’élément le plus proche de 7 vérifiant u(y) = g~ (Am/, 6).

Pour A grand on a Am’ > g(u,6), alors A\f > g(u,0) sur ]y,n[, voir arguments
précédents, alors u(t) est convexe |y, n[ d’ont

) ) —u(y)

(3.1.19) a(n) >
n—°
Posons v(t) = —u(t), t € [y,n], en utilisant les arguments précédents on obtient le
systeme
. A(m —m')
~5(t) > T u(e), t €l

” ’g:l()\m’, )|
v(v) =2 0,v(n) 20
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alors (3.1.18) peut étre réécrit comme

| 71()\m 0)’

alors (3.1.19) donne
i) = Y T e )
g

LEMME 3.1.8. Soit § > 0 et N > 0, il existe A(J) > 0 tels que, pour toute solution
(u,0,)) de (3.1.4), et &, 1 deux zéros consécutifs de u vérifiant pour m’ €]0, m|

A > A(9)
(&) > Ny/A|g= (A, 6)|
(3.1.20) li(n)| > (N =) \/A]g=" (Am?, )|

DEMONSTRATION. Si u(t) < 0 sur ]§, on déduit de (3.1.8)
2 —
) i) _ / F(t,0)u

comme le membre de droite est négatif on a @(n) > |u()|.

si u(t) > 0 sur |, n[, alors de

FOZEW s [ ot

() > —2M'Mp(n — ) +14°(€),
ol p = max |u(t)| et M’ = max f'(¢,0). (3.1.12) et (3.1.11) donnent

on déduit

/2
“t(am, 0
i2(n) > N2\ [g=" (A, 0)| — AM' Ny NAAR(4AM, 6) (“’*(Am)

que 'on réécrit

@*(n) > N2X[gZ (0, 0)] (1 — Q(N,0))

ou
1/2
QN0 (4/\M 0) [ g7'(Am,0) /
4M'N1Ny |g )\m’ (9)| A
qui tend vers zéro, grace & (3.1.6). O

Preuve de la Proposition(3.1.5) :

DEMONSTRATION. Soit k € N, A > max (A/m, A3), on a
Q50,\) = Z(0,\) N B(K(\))nD
ou B(K(M\)) C E est la boule unité de centre zéro et de rayon K(M), et D =
{u € E:4(0) #0 et u(l) #0}.
On remarque que

OQL(0.\) C 9Z(6,\) UOB(K(N)) UdD
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Notons S(6, \) Pensemble des solutions de (3.1.4) pour 6 et A fixées. S(6, A) est un
ensemble fermé de F.

Le lemme(3.1.6) implique qu’il n’existe pas de solution positive pour A grand,
alors toute solution a au moins un minimum local. La proposition(3.1.2) implique
alors que pour A grand, on a

(3.1.21) SO, N NIB(K(\) =0

Pour X grand on a
(3.1.22) S0, \)NIZL(6,\) =0

En effet, soit 7 €]0, 1] vérifiant u(7) = 0 et u(r) > 0. Soit |¢,n[ Vintervalle tel
que 7 €)&,n[, u(t) > 0 et u(§) = u(n) = 0. Alors 7 est 'unique maximum local
1€, m[ (voir preuve du lemme(3.1.8)). D’ou, il existe |7, 7 + [ tel que () < 0, qui
implique u(t) > g7' (Af(t,0),0), et a(t) < 0. Comme g7 ' (Af(t,0),0) est croissante
et u(t) est décroissante, la continuité implique que u(7) > g7 ' (Af(7,9),6), donc 7
n’est pas un zéro de u(t) — g7 (Af(t,0),0).

D’autre part, S(6,A) N9Q; (0, ) C Zi(6,)), (3.1.22) donne
(3.1.23) SO, )N (0,N) C Z(6,\)

Pour X grand on a

(3.1.24) S(6,\) N OQL(6,\) NID = 0

Soit (u, #, A) une solution de (3.1.4) telle que u € S(6, A) N 9N (0, M), alors (3.1.23)
implique que, pour A grand on a u € Z;(6, \).

Montrons que (1) # 0 pour A grand.

Soit k£ > 1, montrons que u(t) est strictement positive sur k intervalles ouverts de
[0,1], et négative sur au moins (k — 1) et au plus (k + 1) intervalles de [0, 1].

On note 7,(n = 1,..., k) les k zéros de u(t) — gIl(/\f(t, 0),6) tels que @ < 0, et soit
[€n,Mn] le plus grand intervalle vérifiant

Tn €]&n, M|
u(t) > 0,t E}gnvnn[

Les intervalles |&,,, ,, [ sont disjoints. Par ’absurde, on suppose que &, 1 [=]€n+1, Dn+1],
comme g ' (Af(t,0),0) est croissante u a un minimum local stricte entre 7, et Tj,41,
contradiction (voir preuve du lemme(3.1.8)).

Soit |, [ Vintervalle vérifiant

u(t) > 0,t €Jg, |
u(§) = u(n) =0
alors il existe un maximum local unique 5 €]¢, 0 et u(t) est strictement décroissante

sur |3, n|, (voir preuve du lemme(3.1.8). Comme gjrl()\f(t7 0),0) est croissante, il
existe un unique 7, €J¢,n[.

Il est clair que u(t) < 0 sur les (k—1) intervalles [n,,, &,+1] (il se peut que 0, = &,41
). De plus, si 4(0) < 0 et (1) > 0 alors u(t) est négative dans un voisinage de 0 et
1.
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1
Soit k > 1, on note L la somme des longueurs des intervalles [&,,, n,]. Soit € = BTR

1
donc L < —

1
le lemme(3.1.8) donne pour A grand (n, —&,) < BTER T

La somme des longueurs des intervalles olt u(t) est négative, est supérieure & 1— L =

2k — 1

55 donc il existe un intervalle [€,n] (si k =0, [£,n] = [0,1], e = 1) tel que
u(t) <0,t €],

u(§) =u(n) =0
2

(77_5)2€=m

Le lemme(3.1.7) implique qu’il existe N (k) tel que, pour A grand
()| > N(k)\/A]g=t (Am, )]
N(k)

On applique le lemme(3.1.8) au plus 2k fois pour déduire que, pour § = TS et
A grand, on a

() > 0

)\|g:1()\m’,9)|

Montrons que 4(0) # 0.

Cas ot (8.1.4) est un probléme autonome.

(3.1.7) donne 42(0) — (1) = 0, donc |#(0)| = |a(1)| # 0.
Cas ot (8.1.4) n’est pas autonome.

Par l’absurde, on suppose que %4(0) = 0, soit a le premier zéro de u dans ]0, 1] alors
u(t) > 0 sur |0, al, (3.1.8) donne

7“" 2(“) )\ /O " P 0)u(t)dt

le premier membre est négatif, alors que le second est strictement positif, contra-
diction.

a partir de (3.1.21), (3.1.22) et (3.1.24), on déduit qu’il existe Ay, > 0 tel que, pour
tout A > A, on a S(6,\) NQE(0,\) = 0. O

REMARQUE 3.1.9. Pour g(u, 0) = u?, la fonction g ' (Af(t,0),0) = /Af(t,0) existe
pour tout A > 0, alors il est simple de vérifier que les arguments de (3.1.22) restent
vrais pour A > 0.

REMARQUE 3.1.10. Pour le cas non autonome #(0) # 0, pour tout A > 0.

Application de I’homotopie et preuve du théoréme(3.1.1)

Pour montrer le théoréme(3.1.1), on utilisera le probléme
(3.1.25) —ii(t) = u?(t) — A1+ 60t)%,t € [0,1]
u(0) =u(l) =0

11 est facile de vérifier les hypotheéses du probleme (3.1.4).
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u’(0 + +
0) s %
+ - 22
Z, 7+
/ 2K
A
-+ -+
EZZ Z 5
ZC;+ Z3 Z 5

FiG. 3.1.3. Classification des solutions suivant les ensembles 7y,
probleme (3.1.25), 6 = 0.

Le cas § = 0 a été étudié par F.Ammar-Khodja [7], pour lequel on donnera une
description de ’ensemble des solutions, et I'on calculera leurs index.

On définit pour k€ N et A >0
Zi(0,)) = {u € E : u(t) — VA(1 4 0t) possede k zéros dans [0,1] tels que & < 0}

Soit 8 = 0, pour tout k € N il existe une courbe connexe de solutions (u,0, ) de
(3.1.25), que l'on note C, = {(u,0,\) € E x {0} x Ry : u € Z(0,\)} (Fig.3), et
par C;7~ = {(u,0,)\) € Cy : 4(0) > 0,u(1) < 0}, C, 7,C~ et Ci T les parties de
C); définies respectivement par les signes de u(0) et @(1).

Pour k > 1, il existe une suite de points de bifurcation (u, 0, vx) telle que (ug, 0,7%) €
Ck, ug(t) est positive, symétrique par rapport & 1/2 et vérifie 1 (0) = ux(1) = 0.

Pour k > 2 il existe une suite (v, 0,8)) de points limites de C} ~.

Pour k = 0, Cp = Cy; 7 U {(0,0,0)} est une courbe connexe non bornée dans
E x {0}x]0, 00[. Pour A >~ =0, Cy; * contient une unique solution de Zy(0, A).

Pourk = 1,0y = C; TuC~uC tuC; ~U{(u1,0,71)}, o0 C; T, C{+ et 7~ sont
des courbes connexes non bornées de E x {0} x]y1,00[ et contiennent exactement
trois solutions dans Z;(0, ). La courbe C] ™ est bornée dans E x {0}x]0,71][, et
contient 'unique solution de Z; (0, A).

Pour k> 2, C, = C, P UCH UCTT UG, ™ U{(uk, 0,v)}, ot O H, G, G et
C, ~ sont des courbes connexes non bornées de E x {0} x]v, co[, et contiennent,
pour A > 7, exactement quatre solutions de Zj(0, A). Pour A €]dx, vx[, la courbe
Cif~ contient exactement deux solutions de Zj (0, A).

On rappelle qu’une solution (u, 0, A) de (3.1.25) vérifie ¢(u,0, ) = u—T(u,0,\) =
0. On note DT (u,0, ) la différentielle de Fréchet de T'(u,0,\) par rapport & u en
(u, 0, \).

L’index de (u,0,A) est défini par i(u,0,\) = (=1)™, ol m est la somme des mul-
tiplicités des valeurs caractéristiques de DT (u,0, ) telles que p €]0, 1], voir [21].
L’opérateur DT (u,0, A) est autoadjoint compact et vérifie I’équation
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équivalente au probleme linéarisé de (3.1.25)

—$ = 2pup
©(0) =¢(1) =0

qui posséde un nombre dénombrable de valeurs propres de multiplicité 1.

Soit & = 0, pour (u,0,)\) solution de (3.1.25), on note p,(A) et v,, n > 1, les
valeurs propres et les fonctions propres du probleme linéarisé ¢, € S} = {p € E :
¢ a (n — 1) zéros simples dans ]0, 1[ et $(0) > 0}.

La suite (p, (X)) est croissante et tend vers +oo [21]. Pour les points de bifurcation
(ug, 0,79k), uk(t) est positive [7], alors g (yx) > 0. En effet, si 1 (%) < 0, et comme
(1 est positive donc elle convexe ou linéaire, ce qui contredit les conditions aux
limites. On déduit qu’il existe un voisinage de (ug,0,7x) sur lequel i(u,0,A) =
(—=1)™ et m représente 'indice de la plus grande valeur propre inférieure a 1.

LEMME 3.1.11. Pour tout k € N* il existe un voisinage V de (ug,0,7vx) tel que,
pour toute solution (u,0,\) €V, on a

si A> vy et (u,0,\) € C,, T NV alors pak(A) <1 et pog1(A) > 1

st A< et (u,0,X) € C’,j_ NV alors par(N) > 1 et par—1(N) < 1.

DEMONSTRATION. Soit (u,0,A) € C, TUCT ~U{(uk, 0,7x)}, alors u est symétrique
par rapport & 1/2; voir [7].

On considere le systeme
—u = 2ut
— Pk = 2U2kUPak
qui donne
Upay — Partt = 2pak (A utipar — 2utipay
I'intégration par partie donne

1/2
[tipar, — sbzkib](lj/z = 2(p2r(A) — 1)/ ParUl
0

Comme u est symétrique par rapport a 1/2; ¥(t) = —par(1 — t) est une solution
du probléme linéarisé associé & par () et vérifiant 1(0) > 0, alors ¥ (t) = par(t) et
war(1/2) = 0, d’ont

(3.1.26) or(0)i0) = 2 (V) — I
ou I(\) = f01/2 PokUL.

Au point (ug,0, ;) on a @op = Uy et uw > 0 sur [0,1], voir [7], donc I(yx) > O.
La continuité des courbes Cj implique que I(A) > 0 dans un voisinage de V de
(uk, 0, \), on déduit de cela que

si A >y et (u,0,)) € C, T alors 4(0) < 0, (3.1.26) implique que fi2),(\) < 1,

si A <k et (u,0,\) € CF~ alors 1(0) > 0, (3.1.26) implique que pag(A) > 1.

La continuité par rapport a A et la croissance de la suite (pu,(\)) permettent de
déduire qu'il existe un voisinage de (ug, 0, A\x) sur lequel, si A > i et (u,0,A) € C,;+
alors figr1(A) > 1, et si A < v et (u,0,)) € Ci~ alors pog—1(\) < 1. O
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Soit k € N, X € R on note
Q(0,N)={ue E:uec Zg0,)N) et |ul]| < KA}

PROPOSITION 3.1.12. Il existe une suite () telle que
Pour tout k>0 et A >y d(o(,0,)),2,T(0,)) =1
Pour tout k> 1 et XA > d(¢(,0,1),27(0,)) =1

Pour tout k> 1 et A >, d(¢(,0,X),Q; (0,\) UQT(0,)) = —2.

DEMONSTRATION. Un résumé des propriétés du degré topologique est donné
dans [37] et 'annexe de [45].

On note Q(0,\) = {u € E : |lu]| < K(\)}, comme ¢(,0,\) n’a pas de zéro
pour A petit, ’homotopie du degré topologique implique que pour tout A on a
d(6(,0,A),€(0,A)) = 0.

L’ensemble Q57 (0, )

Le lemme(3.1.11) implique que pour (u,0,\) € C{~ et dans un voisinage de
(u1,0,71), on a i(u,0,\) = (=1)?*~1 = —1, ot k = 1. Comme pour A €]0,v],
#(,0,\) possede deux zéros respectivement dans C; ~ et Cy *. la propriété d’ad-
ditivité du degré topologique implique que i(u,0,\) = 1 pour (u,0,A) € Cyt et
A €]0,v1[. On déduit de l'invariance par homotopie par rapport a A que, pour tout
A >0, 0nad(g(,0,)\),Q T(0,) =1.

Ensembles Q;, 7(0,), k > 1

Le lemme(3.1.11) implique que, pour (u,0,\) € Ck_+ et dans un petit voisinage
de (up,0,7x), on a i(u,0,\) = (—1)2* = 1, L’homotopie par rapport & A implique
que pour tout A > v, on a d(¢(, 0, \), Q,;JF(O, A) =1.

Ensembles Q) ~(0,\), k > 1

Pour X €6k, V[, C’,j_ contient deux zéros que 'on note (u,0,A) et (w,0,), On
suppose que w(0) > (0), le lemme(3.1.11) implique que, pour (u, 0, A) se trouvant
dans un petit voisinage de (ug,0, A\), on a i(u,0,\) = (=1)2=1 = —1, la propriété
d’additivité donne i(w,0,\) = 1, 'homotopie par rapport & A implique que, pour
tout A > 7y, on a d(¢(,0,\), Q2 7(0,))) = 1.

L’ensemble QF1(0,\) UQ;(0,))

Comme pour tout A €]0,71[, on a d(¢(,0,)),277(0,))) = —1, on déduit que
d(é(,0,X), Q4 (u,0,\) = —1, pour tout A > ;. D’autre part d(é(,0,\), Q7 T (0,\)) =
1, la propriété d’additivité donne d(¢(,0, ), Q27 T(0, ) U Q7 ~(0,))) = —2.

Ensembles QFT(0,\) UQ, ~(0,A), k> 1

Sachant que pour A > i, d(¢(,0, 1), ~(0,\)) =1 et d(¢(,0,)),Q,. (0, \)) =1,

additivité implique d(é(,0,A), 4 +(0,A) UQ, ~(0,N)) = —2. O

PROPOSITION 3.1.13. Il existe une suite (ay) telle que, pour tout k > 1 et X > ay,
d(¢(7 0, )‘)7 QﬁJr(Oﬂ )‘)) = d((b(, 0, )‘)’ lei(ov )‘)) =-1
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DEMONSTRATION. Dans la suite k > 1.

On note
Q0N ={ue E:uec Zy0,N),|ul| <K(\) et u(0) <0}

Comme g(u,0) = u?, g;7' (Af(t,0),0) = \/Af(t,0) pour A > 0, alors Zx(6, ) est
bien définie. De plus K () est définie pour tout A > 0, remarque(3.1.3), alors
Q. (6,)\) est bien définie pour tout A > 0.

On déduit des remarques (3.1.3),(3.1.9) et (3.1.10) que pour € €]0,1] et A > 0

(3.1.27) S(0,2) N QL (0,)) =0

D’autre part, voir [7], pour 8 = 0 et \ petit
S(0,A) N oY, (0,\) =0

Comme il n’existe pas de solution de (3.1.25) dans €, (0, \) pour k£ > 1 et X petit,
I’homotopie par rapport a 8 donne

Sachant (3.1.27), 'homotopie par rapport & A donne pour § =1 et A >0
(3.1.28) d(@(,1,A), € (1,A)) =0

Soit ap = max {7k, Ak}, ot A\; est donné par la proposition(3.1.5). L’invariance
par homotopie par rapport & 6, la proposition(3.1.5) et la proposition(3.1.12),
impliquent que, pour A > ay

(3.1.29) d((,1,0), 9,7 (1,0) =1

On remarque & partir de (3.1.27) que,

pour A >0, Q. (1,A) = Q. (1, A)UQ, ~(1,\)

la proposition(3.1.5), (3.1.28), (3.1.29) et la propriété d’additivité donnent ,
pour X\ > oy, d(¢(,1,X), Q7 (1,1)) = —1.

Enfin l'invariance par homotopie par rapport a 6 donne,

pour X\ > ay, d(¢(,0,X),Q;7(0,)) = —1

la proposition(3.1.12) et et 'additivité donnent,

pour A > oy, d(qﬁ(,O,A),Qﬁ'(O,A)) =—1. O

Preuve du théoréme(3.1.1)

DEMONSTRATION. Pour conclure, on choisit pour homotopie (3.1.4)
—ii = gu)d+(1—0u®—=X(f(t)0+1—-0)),t<c0,1]
u(0) = wu(l)=0

11 facile de vérifier les hypotheses du probleme (3.1.4).

Soit B = max{\g,ak,Vk}, o Ax est donné par la proposition(3.1.5) et «y
est donné par la proposition(3.1.13). L’homotopie par rapport a 6, la proposi-
tion(3.1.5), la proposition(3.1.12) et la proposition(3.1.13), impliquent que

VR>0YA> B d(é(,1,A), Q. (1L,A) =1
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Vk>1,YA> B, d(e(1,A), Q7 (1,N) =1
VE>1,YA> B, d(e(,1,N), Q++(1,A))
A

Vk > 1,YA > b d(o(, 1 ), (1, A))
d’oti suit le théoréme (3.1.1).
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3.2. Solutions nodales d’un probléme super-linéaire

Résumé [48]

On considere le probléme de Dirichlet super-linéaire —Au = g(u) — A. On montre
Pexistence de solutions nodales pour A assez grand sans la condition classique de
lexposant critique imposé a g(x) et dépendant de la dimension de I’espace [23, 22].
La preuve est basée sur une description qualitative des solutions est une nouvelle
classification introduite dans [47].

Introduction

On s’intéresse aux solutions radiales du probleme

(3.2.1) —Au = g(u) — A dans et uw = 0 sur O
Q) représente la boule unité R", A > 0, g € C(R, R) et il existe A > 0 tel que
9+ = 9lia,cc est positive, croissante, dérivable et convexe, g = glj_o,—4] est
positive, convexe et décroissante. De plus
(3.2.2) limM = =oo,z — £00
x
R -1
(3.2.3) lim ¢/ 7). gfl(x) 0,2 — +o0
z g_ (x)

R(z)

R(z) = max{g; ' (z), g:l(x)|}. On remarque que (3.2.2) implique

—+o00.

— 0,z —

Il est bien connu que les solutions radiales de (3.2.1) vérifient

(3.2.4) —ii — 2 = g(u) — X et @(0) = u(l) =0
Soit k € N, Z,(A\) un sous ensemble de E = {u € C'[0,1] : @ = u(1) = 0} défini
par

Zi(N) ={u € E:u(t) — g7'(\) a k zéros simples dans [0, 1]}

THEOREME 3.2.1. Il existe une suite réelle (o) telle que
— pour A\ > g le probléme (3.2.4) a au moins une solution u € Zy(\)
— pour A > ay, (k> 1) le probléme (8.2.4) a au moins deux solutions u € Zog(N).

Le probleme super-linéaire de Dirichlet a été considéré dans de nombreux travaux
ou a été prouvée l'existence de solutions positives et Nodales [23, 22], sous la

. ) . g(x) "
condition nécessaire Y 0,r — o0,p= Z—J_rg (exposant critique).
x
Dans ce travail on montre 'existence et on donne une classification des solutions
nodales et radiales d’un probleme de Dirichlet super-linéaire, sans borne supérieure
sur la croissance de g(z). Les estimations a priori sont données grace & ’hypothese

de P'existence d’un minimum local de la solution.

Ceci est une généralisation d’un résultat donné dans [47] et utilise le méme schéma
de preuve. De plus la définition des ensembles Zj, a été adapté pour (3.2.4) et semble
plus naturelle.

On définit un opérateur compact dépendant des paramétres A > 0 et 6 € [0,1] et
liés & I'équation —ii(t) — 0271u(t) = g(u) — A. Pour § = 1 on a (3.2.4), et pour
6 = 0 le probleme a été étudié dans [47], d’ou on déduit l'existence de solutions
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en utilisant 'invariance par homotopie du degré topologique par rapport 6, pour A
assez grand.

Estimations a priori

On considere le problere
(3.2.5) —ii— 0%t = g(u)— A0 €0,1]
u(=1) = wu(l)=0
On remarque que les solutions paires et dérivables de (3.2.5) vérifient @(0) = 0, et

donnent des solutions de (3.2.4) pour § = 1. Donc, dans ce qui suit on s’intéresse
aux solutions paires de (3.2.5).

PROPOSITION 3.2.2. Il existe C > 0 et K(\) une fonction continue sur [C, oo tels
que, pour toute solution (u,0,\) de (3.2.5) vérifiant X > C, qui est paire et qui
posséde un minimum local en zéro, on a |ju|| < K(N).

DEMONSTRATION. Comme u est paire sur [—1,1], il suffit de donner une esti-
mation sur [0, 1]. Multiplions (3.2.5) par 4 et intégrons pour avoir

(3.2.6) [—“22] = [g(u)udt — [Nadt + O(n — 1)]’%2@5

Estimation des minimums locauz.

Soit a un minimum local. Pour X\ assez grand
(3.2.7) lu(a)| < 9= (V)|
On remarque u(«) est négative, en effet, par 'absurde on suppose que u(a) > 0,
soit a €]a, 1] le plus petit élément vérifiant u(a) = u(a) et 4(a) < 0. (3.2.6) donne

-2 -2

u (a) all

———==0(n—-1)[ —dt
T

le premier membre est strictement négatif alors que le deuxieme membre est positif,
contradiction.

Comme i(a) > 0, (3.2.5) donne g(u(a)) < A. Si u(a) < —A, comme ‘g:1| est
croissante sur [g(—A), +o00[, on obtient [g~*(\)| > |u(a)|. Si —A < u(a) < 0, alors
pour X assez grand [g—*(\)| > A > |u(a)|.

Estimation des mazimums locauz. Soit f un maximum local alors u(3) est positive,
en effet par I’absurde supposons que u(3) < 0, soit a €]3,1] le plus petit élément
qui vérifie u(a) = u(f) et u(a) > 0. (3.2.6) donne

) )

*(a) all

=0(n—1)[,—dt
9 g1y

le premier membre es strictement négatif le second membre est positive, contradic-
tion.

Comme u a un minimum local en zéro, on note « le plus proche minimum local de
B, vérifiant o < et u > 0 sur Jo, 8. (3.2.6) donne

(3.2.8) i guydu + [ p9(w)du — A(u(B) — u(a)) <0
réécrivons

u —A A u
a2 g(uydu = [ 2 gluydu+ [ g(u)du+ [ g(u)du
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il est clair que fu_(f)g(u)du > 0 et que fj‘Ag(u)du est borné de plus (3.2.5) donne
(8)/2

a)

u(B) > g7 (\) qui implique f:w)/2g(u)du — 400, A — 00, donc fj(
pour X assez grand. Donc, pour A assez grand

S pg(uydu = Mu(B) + u(a)]) < 0
la croissance de g4 et (3.2.6) donnent

S ng(u)du > g(u(8)/2) 4L

9(u(B)/2)* 7 < Au(B) + |g=" (N)])
enfin, on remarque que si u(8) > ‘gzl()\)‘ alors u(B) < 297 (4\), d’on
(3.2.9) max |u| < 2R(4)\)

g(u)du >0

d

Soit ES = {u € CY([-1,1],R) : u est paire et u(1) = 0}. Il est clair que toute
fonction u € ES vérifie u(—1) = 0 et 4(0) = 0. Soit (u,0,\) € ES x [0,1] x Ry une
solution de (3.2.5). Le probléme (3.2.5) est équivalent & ¢(u,0,\) = u—T(u,0,\) =
0, ici T'(u, 0, \) est Popérateur compact de Green défini sur ES, voir annexe.

Soit k€ N, A > A et

Zi(0,)\) = {u € ES :u— g;'(\) ak zéros simples [—1,1]}
Qp0,N) ={ue ES:ue Zy(0,\),|u]| <K\ et a(l)#0}

Le résultat principal est la définition du degré topologique de ¢(, 0, ) par rapport
a l'ouvert 5, (0, \) donné par

PROPOSITION 3.2.3. Il existe une suite (\) telle que, pour tout A > Ay et 6 € [0, 1],
Vopérateur ¢(, 0, \) ne posséde pas de zéro dans 0, (6, \).

La preuve est donnée plus bas.

PROPOSITION 3.2.4. Pour A > 0, lopérateur ¢(,0,\) ne posséde pas de zéro dans
0Z4r(0,\).

DEMONSTRATION. D’apreés le nombre de zéros des fonctions u € Zyy,, on déduit
que zéro est un minimum local. On a vu dans la preuve de la proposition (3.2.2)
que les minimums locaux sont négatifs. Ainsi, u(0) < 0 pour toute solution de Zyj.

Par I’absurde, supposons qu’il existe une solution u € 9Z4(0, A), alors il existe T
tel que u(r) = g;l()\) et u(r) = 0. Remarquons que 7 # 0, en effet, u est limite
d'une suite de Zyy,, donc u(0) <0 < g ' (\).

Pour 7 > 0, on sait que g; () est une solution de (3.2.5), 'unicité de la solution

du probleme de Cauchy implique u(t) = g;'(\),t € [0,1], ce qui contredit les
conditions aux limites. (|

Estimation de la dérivée aux zéros de u(t) — g7 ' ().
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LEMME 3.2.5. Il exziste une suite (Ag) (k > 1) telle que, pour toute solution (u, 0, \)
de (5.2.5) vérifiant w € ES, A > Ay et u — g7 (\) ayant au moins k zéros dans
[0,1], il existe B > 0 tel que pour les k plus grands zéros on a

[a(m)] > By/Agy ' (A/2)

DEMONSTRATION. Les k plus grands zéros de u — g ' (\) dans [0, 1] sont notés
0<n<.<m <Ll

Estimation de u(ty).

Soit 1 €]7y, 1] le plus petit zéro de u(t). Comme g7 '(A\) > u, alors u ne possede pas
maximum local dans |7, n[, donc u est décroissante sur [, n], on déduit de (3.2.5)
que u est convexe.

Soit o I'unique élément de 74, 7] tel que u(a) = g7 '(\/2). Notons h(t) le segment
joignant u(«) et u(n) = 0, notons v(t) = h(t) —u(t) sur Ja, n[, alors =6 = A—g(u) —

o —

. Comme @ < 0 et u < g;'(\/2) on a —i > \/2, sachant que v < g7 ' (\/2)

- > v dans Ja, n[ et v(n) =v(a) =0

2971 (A/2)
posons t =s(n—a)+a,s €[0,1] et w(s) =v(s(n—a)+ a)

2

-0 > (n—a) w dans |0, 1] et w(n) = w(a) =0

A
297" (A/2)
le théoreéme de comparaison de Sturm donne (n — ) < v2my/g7 " (A/2)/.

Comme u est convexe dans |n, 7%,

u(a)
(n—a)

()| > Jia)] >
d’ou
()| > =\ /Ags (0/2)

Enfin on remarque que
-2

W (1) WP (Tig) . o
5 = 2+ -s-f;*((m+ )(g(u) = Ndu+0(n—1) [ Tdt

u?(7;) < W (Tiy1)
2 - 2

O

On remarque que, pour une solution (u,8,A) de (3.2.5) et u ayant un minimum
local en zéro, la fonction u — g7 ' () posséde un nombre paire de zéros dans [0, 1]
que 'on note 7;. C’est le cas quand u € Zyi (0, \).

Estimation de la longueur des intervalles tels que u > g;l()\).

LEMME 3.2.6. Soit k € N*, pour toute solution (u,0,)) de (3.2.4) vérifiant u €
Z4(0,2) et u > g7'(\) dans |73, 7i41[C]0, 1], il eziste p > O tel que pour \ assez
grand
2R(4))

PA

(Tig1 — ) <t/
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DEMONSTRATION. Soit (t1,t2) € |7, B[X]8, Ti+1] vérifiant u(t;) = u(ts), on a

@ > @, done (B —7;) < (Tiy1 — B)-

Il existe p > 0 tel que
u(B) > g~ (1 +p)N)

en effet, par 'absurde

9 "2
) 0) | e (o) - N+ 0n — 1) [
-2 2
T g™ 02) — pra™ (1 4 )Y

pour passez petit, on a la contradiction u(3) # 0.
Soit & et &1 les zéros de u — g~ H((1 + p)A).
FEstimation de (Ti+1 — 51'_;'_1)

Plus haut, on remplace § par £ € [£;11,Ti11], on obtient |a ()] > Cy/Agl(A/2). le
théoréme de la moyenne sur [§; 11, T;41] donne

VAT < mini(e) < 42— o)

Tit1 — Eit1
1 1 PA
Tit1 — &i1) < =
( +1 erl) C 1()\/2) /( ,1(>\/2)
_ PV 20(9: )
on pose A = 2g(z), on a PG )\/2 ” . D’autre part, la
concavité de g(x) implique qu’il existe v > 0 tel que ¢ (:c) > v2%)  On obtient,
go) 11 [z Enfin, on obtient,
z g'(x) = v\ 9(z)
1 g7t (A/2)
P < L\ E)
(Tl+1 £Z+1) — C'-y A/Q

Estimation de (41 — B3).

On pose v = u — gfrl()\) on [3,&i41], on a
-1 _
on=1l.o gw-—A

t u=g7'(\)
e n— 1 . PA
t 2R(4/\)

on pose t = 5(§41 — B) + B, s € [0,1] et w(s) = v(?)
o (=1 (& —P) . PA o g2
O - 18 7 2R G A

comme (§;11 — ) < 1et w <0, alors

L (n=1) (&1 —B) . pA
BT A ” 2R(4\) (€ivr = 0)"w

w(0) = 0,w(s) > g (L +p)A) — ' (N) >0
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On utilise le théoreme de comparaison de Sturm avec

n—1

(3.2.10) —& — T = px
#(0) = 0,2(1) = 0

comme % > 75(5;1:51[3, on a

. (n—=1). pA 2
211 —wW — i1l —

(3.2.11) w s U7 aRM@N (i1 — B)w

Soit 7 la premiere fonction propre et py la valeur propre associée a (3.2.10). On
multiplie (3.2.10) et (3.2.11) par p(s) = s"~! pour avoir

1
p(e)erw ~ syl > (g 6on =07 = ) [ plsyue

1
ar(u) > (s =87 - ) [ plohw

comme @ et w sont positives, décroissantes, on obtient

2R(4))
PA

(§iv1 —B) </m

O

LEMME 3.2.7. Soit k € N* il existe € > 0 tel que, pour toute solution (u,6,\)
de (3.2.5) vérifiant uw € Zg(0, ), il existe un intervalle |e,d[ et p < 1 tel que
(d—c)>eetu(t) <gi ((1—p)A),t€le,d[

DEMONSTRATION. Le lemme(3.2.6) implique qu’il existe ]a, b[ qui représente
P'un des intervalles |0, Topt1], |74, Tig1] ou |7ax, 1], tel que (b—a) > € et u(t) <
g5 (N),t €la,bl.

Cas 1 : ]a,b[=]7;, 7+1] I'unique minimum local de u vérifie u(ar) <0 < g7 ((1—p)A)
pour A\ assez grand, voir preuve proposition(3.2.2).

Soit ¢ le plus petit, respectivement d le plus grand, éléments dans |7;, 7,41 [ vérifiant
u(e) = u(d) = g7 ((1 - p)A). On remarque que, comme il n’existe pas de maximum
local inférieure a g7"(X) on a u(t) < g7 ((1 — p)A) dans Je, d[.

Estimation de (¢ — ;) et (1,41 — d) : soit & €], ¢[, (3.2.6) donne

-2 f2( _
u 2(5) > u (7;+1) _,_f;i((g)wﬂ)(g(u) o )\)du
comme u < g5 ()
-2 B2
T B v - mar' )

comme g;l est concave alors pour p assez petit (3.2.2) donne C' > 0 tel que, pour

A assez grand |u(€)| > C'y/Ag;'()\/2), le théoréme de la moyenne donne
-1 -1
= - 97 N — g5 (1—p)A)
Cy/A g7 (\/2) < min(|u < 2 +
VA Ov2) < win(la(e)) <

C—T;

d’out I'on déduit qu'il existe k& > 0 tel que (¢ —7;) < ky/g7 " (A)/A.
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Les mémes arguments restent vrais pour (7,41 — d).

Cas 2 : la,b[=]0,Ta11[, on pose ¢ = 0 et d tel que u(d) = g7 ((1 — p)A) les
arguments donnés plus haut restent vrais pour [d, Tor11].

Cas 3 : ]a,b[=]7ax, 1], on pose d = 1 et c tel que u(c) = g7'((1 — p)A\) et on
considere Uintervalle [74, ¢]. Pour p < 1/2 la convexité de u donne |u(t)]| > u(a) >

Bw/)\gll()\/2), t € |74k, ¢] (o donné dans la preuve lemme(3.2.5)), en utilisant le

théoreme de la moyenne on conclut comme pour le cas (1). O

Dans la suite, on suppose que p < 1 (donné dans le lemme(3.2.7)).

LEMME 3.2.8. Soit k € N*, il existe € > 0 tel que, pour toute solution (u,8,\) de
(3.2.5) vérifiant u € Zy (0, \), on a pour X assez grand un intervalle |cq, dy[ tel que,
(di —c1) >eetu< g='((1—p)A) dans Jey, dy].

DEMONSTRATION. Soit Je,d[ Uintervalle donné dans le lemme(3.2.7). Par
Pabsurde, on suppose que |c1, di[= @, respectivement (d; — ¢1) — 0, A — oc.
Cas 1 :]e,d[C]Ti, Tit1]- Soit & le minimum local.
Intervalle Je, af : on pose v(t) = g7 (AM(1—p)) —u(t), alors —5 = A — g(u) — 02714,
comme u est décroissante et |u| < R(A), on a —9(t) > Ap,t €]c,a. Comme v <

R(\),ona —9 >

v et v > 0 dans ]c, o[ le théoréme de comparaison de Sturm

(a—c) < /RO (oV)

Estimation de la dérivée. Soit t €]0, 1], (3.2.6) donne

PA
R(M)
donne

W (t) u(t) u(t)
5= < = futo) 9(w)du+ [ Adu

comme ¢ est continue sur R et positive sur R\[fA,A] il existe C' > 0 tel que
u(t)
C>— f 0) g(u)du

-2
£ <0 ult) - u(0)
. 2 t
4 2( ) < ¢4 22R(AN)
donc pour A assez grand, il existe ky > 0 tel que
(3.2.12) [a(t)] < kiv/AR(4X))

Intervalle |o,d[ : Comme (@ —c¢) — 0,A — 00, et (d—c¢) > ¢, il existe 1 > 0
tel que (d —a) > 1, respectivement (d —dy) > €1, alors pour n = (d+ «) /2,
respectivement nn = (d +dy) /2, on a (d—n) >¢e1/2 et n > e1/2

D’autre part, on pose v(t) = g7 (M1 — p)) — u(t),t €]n,d[ alors —i = X — g(u) —
n—l -0 > A—g(u) 792(27:1)12, on déduit de (58.2.12) et de|u| < R(A(1—p))
qu’il existe p1 > 0 tel que —6(t) > Ap1,t €]n,d[, comme v < 2R(A(1 — p))

A
-4 > p%v et v > 0 sur |n,d]

2R (M1 =)

le théoréme comparaison de Sturm donne (d — 1) < m1/2R (A(1 — p)) / (p1\) ce qui
contredit (d —n) > e1/2 pour A assez grand.
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Cas 2 : ]c,d[=]0,d[C]0, Tak+1]. Avec les mémes arguments utilisés pour 'intervalle
Ja, d[, on obtient une contradiction.

Cas 3 : |¢,d[=]c, 1[C]Tag, 1[. Si il n’existe pas minimum local ou si 1 est I'unique
minimum local alors & partir des mémes arguments utilisés pour |e, o on obtient
la contradiction (1 —¢) — 0. Si il existe un minimum local alors part les mémes
arguments utilisés pour ]a, d] on obtient une contradiction pour Uintervalle Jo, 1[.

O

COROLLAIRE 3.2.9. Soit d donné par le lemme(3.2.7), € et di donnés par lemme(3.2.8).
Comme dy > &, on a pour A assez grand (d — d1) < m\/R(A(1 = p)) / (p1)).

DEMONSTRATION. Dans la preuve du lemme(3.2.8), le cas(1), l'intervalle
Ja, d[ on remplace €1 par € et n par d; alors les arguments restent vrais. O

COROLLAIRE 3.2.10. Soit k € N* et ¢ > 0 donné par le lemme(3.2.8), il existe
k > 0 tel que, pour toute solution (u,d,\) de (3.2.5) vérifiant u € Zy,(0,\), g~  ((1—
P)A) < u(t) < gi'(N\),t €la,b] et a > €, on a pour \ assez grand (b — a) <

Jen/ROV /.

DEMONSTRATION. Soit [¢,d] C [a,b] donné par le lemme(3.2.7) alors les es-
timations de (¢ — a) et (b — d) sont donnés dans la preuve du lemme(3.2.7).

Comme g~ ((1—p)A) < u(t), la preuve du lemme(83.2.8) se réduit au cas [c,d;] =
.

Intervalle [¢, a], la preuve du lemme(3.2.8) reste vraie.

Intervalle [, d], on remarque que o > ¢ alors on remplace 1 par a pour obtenir
I’estimation. (]

Le lemme suivant donne une estimation de la dérivée en 1.

LEMME 3.2.11. [l existe une suite réelle (Cy)(k > 0) telle que, pour toute solution
(u,0,\) de (3.2.5) vérifiant u € Z4r,(0,\) et A > C, on a u(l) # 0.

DEMONSTRATION. Cas k > 1 : Le lemme(3.2.8) implique qu’il existe v et
e > 0 tel que u(y) = g~ (M1 — p)), et v > €, on suppose que 7 est le plus grand
dans ]0, 1], soit b le plus petit de u dans ]y, 1].

Estimation de u(b).

u est convexe sur ]v,b[, par I'absurde, on suppose qu’il existe ¢ €]v,b] tel que
—ii(t) > 0 alors (5.2.5) donne pour X assez grand

1
—at) = < —pA

. ep
—u(t) —

IN

ce qui contredit (3.2.12).



70 3. TRAVAUX

Posons v(t) = —u(t), alors —6 = A+ 0f — g(u) — Opt, comme |u| < |g ((1- ))\)‘
alors fv() > /\p — Opu, (3.2.12) donne p; > 0 tel que —o(t) > )\pl Comme
o] < 9= ((1 = p)N)] \
P1
TRV
v(t) > 0,t €],b]
le théoreme de comparaison de Sturm donne

-1
9= (1 = p)N)]
b—v) < —_—
(b—v)<m on
la convexité de u sur |y, b[ donne
: u(b) — u(v)
u(b) > p—
, soit ky = /p1/m on obtient
(3.2.13) a(b) > ko /A g~ (1 = p)N)|

Les Corollaires (9,10) donnent ks > 0 tel que
(3.2.14) (1-0b) < ksv/R(\)/A

Enfin, (8.2.6) donne
u?(b) — u?(1) 1.
— s = 0, pitdt
on déduit de (3.2.2), (3.2.12), (3.2.13) et (3.2.14)

(1) 42(b) n—
5 —0(1-0)

max u?

12 (1 )\
@) > A g1 = p)N)| [ B2 — K20ks "

2 A o= = PN
la concavité de gj_l et g—', et (3.2.3) donnent (1) # 0 pour \ assez grand.

k2/\R(4)\)

Cas k = 0 : la fonction u est convexe et n’a pas de maximum local, alors u(t) <
0,t €]0, 1], donc (1) > 0. O

Preuve de la proposition(3.2.3)

DEMONSTRATION. Pour 6 et ) fixés, S(6, \) représente 'ensemble des solutions
u(t) de (8.2.5) ayant un minimum local en zéro. Soit k € N, A > max{A,C} (C
donné dans la proposition(3.2.2))

ici B(K(\)) C ES est la boule ouverte de centre 0, et de rayon K(X\), D =
{ue ES:u(l) #0}.

On remarque que
00 (0,X) COB(K (X)) UdZy(6,\) UOD

pour \ assez grand, la proposition(3.2.2) donne S(0,\) NOB(K(\)) = @
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pour \ assez grand, la proposition(3.2.4) donne S(0,\) N 0Z4(0,)\) = &
on déduit
S0, ) N0, (0, \)NID C S(6,\)NID N Zyr (6, N)
alors le lemme(3.2.11) donne S(6, A\) N 982, (0,\) NOD = &
d’out pour A assez grand
S(0,\) NI (0,\) =2

Preuve du théoréme(3.2.1)

DEMONSTRATION. On considere le probléeme
—ii = (1 — 0)u* +0g(u) — X et u(—1) =u(1) =0

pour # = 0 F.Ammar-Khodja[7] donne le diagramme exacte de la ensemble des
solutions.

On note Co, = {(u,0,A) € ESx{0} x Ry : u € Z;(0,\)} les branches de solutions
symétriques et, C;L,; et C;,QL les parties de Cy définies respectivement par les signes
de u(—1) et u(1), voir Fig(3.1.25)[47].

Pour A grand les solutions sont uniques (donc isolées) dans €2,,7(0,\) (respec-
tivement ,(0,))), du fait qu'elles soient isolées, leur index est égal au degré
topologique d(¢(,0, ), Q2,7 (0,\)) (respectivement d(¢(,0, ), 2 (0,1)) calculées
dans proposition (3.1.12). On déduit que

1l existe une suite réelle () telle que
pour tout k >0 et A >, d(é(,0,)), 25,7 (0,\)) #0
pour tout k> 1et A >, d(¢(,0,A), 24 (0,))) # 0.

Enfin, I'invariance par homotopie liée & (3.2.5) par rapport & 6 donne pour ay =
max{)\k, 'yk}

pour tout k >0 et A >y d(é(,1,), 2, (1,\)) #0

pour tout £ > 1et A > ap  d(o(,1,A),Q,, (1,A) #0

d’ott 'on déduit le Théoréme(3.2.1). O






CHAPITRE 4

Conclusion

Ce commentaire concerne la possibilité d’extension des deux principaux résultats

obtenus.

L’estimation a priori et la classification des solutions. Notamment leurs

extensions a des solutions non radiales ou a des systemes d’équations.

(1)

L’estimation a priori (2.2.6) est obtenue grace & l'existence d’un minimum
local précédant les maximums locaux. Ainsi, cette estimation ne concerne
pas les solutions commencant par un maximum local.

Existe-t-il une estimation du méme ordre que (2.2.6) pour les solutions
commengant par un maximum local ?

Dans le cas d’une réponse positive, ’existence d’autres solutions du probleme
(3.2.1) pourrait étre obtenue.

Peut-on généraliser la classification des solutions, suivant les ensembles
Z}, aux solutions non radiales 7

Les conditions aux limites (3.2.4) ne sont pas des conditions de Dirichlet,
ce qui autorise a penser que certains résultats se conservent pour des
conditions aux limites plus générales que les conditions de Dirichlet.
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ANNEXE A

Compléments

Opérateur de Green pour le probléme (3.2.5).

Considérons le probleme

gu’ =0, avec u’'(0) = u(1) =0

la solution générale est, pour 3 # 1,¢; +co 2177 /(1—f3), et pour B =1,¢; +colnz.
u = 0 est I'unique solution vérifiant les conditions aux limites.

ull +

La fonction de Green de l'opérateur, pour (3 # 1, est donnée par

L le 0<ase

Gz, &8 =4 P71 P

Foit Tt et
et pour =1

fng 0<z<¢
G(l’,f,l){ flnz £<z<1

On vérifie la continuité par rapport a 8 en calculant

lim G(z,¢, 8) = G(x,¢,1)

Ensembles Z; (0, \).

On vérifie que les ensembles Zj, (0, \) sont des ouverts de C1[0, 1], en montrant que,
pour tout u € Zi (6, A), il existe € > 0 tel que B(u, e[ C Zx(0, N).

Soit v € C*0,1] tel que [Ju— vy = [[u—wv||+|lu' = '|| <€, ot ||lz]| = supy 4 |(t)].
On note h(t) = g7'(,0, ) et m = infj 4 [v/ — || > 0.
On a
V' (t) = W'(1)]
V() — ' (t)]

pour € assez petit

donc les zéros de v — h sont simples.

Pour € assez petit, v — h posseéde au moins k zéros.

Soit 7 un zéro de u — h, il existe ¢ tel que u — h change de signe une seule fois (est
monotone) sur [T — 8,7 + ¢]. Sachant que ||u — v|| < €, on déduit que, pour € assez
petit, v — h change de signe dans |7 — 6,7 + 4.
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Pour € assez petit, v — h ne peut avoir plus de k zéros.

En effet, par Pabsurde, soit (v,) une suite de fonctions qui converge vers u, telle
que v, —h possede au moins k + 1 zéros simples. Comme u possede k zéros simples,
il existe (7,}) et (72) deux suites de zéros de (v, — h) qui convergent vers 7 un zéro
de u — h.

Sans perdre de généralité, on suppose que 7! et 72 sont des zéros consécutifs de

vy, —h, donc v/, (1.}) et v}, (72) sont de signes opposés (remarque (2.3.4)) et convergent

vers u/(7) # 0, contradiction.

Enfin, on déduit que, pour € assez petit, v € Z (0, \).

Estimation a prior: des solutions dans C'[0, 1].

L’estimation a priori des solutions dans C'[0,1] & partir de Iestimation dans
C0,1] (3.2.9), est une conséquence de I'inégalté de Schauder (1.2.4).

On peut obtenir I'estimation de la dérivée, directement & partir de I’équation (3.2.5)
comme suit. On note § = 0(n — 1), on réecrit (3.2.5)

~(t7u') = t7(g(u) = A)
on note m = inf g(x) sur R (qui est fini), on a

#(m - ) < —(tPu') < g(u)
pour \ assez grand, 'estimation (3.2.9) donne
tP(m — \) < —(tPd) < tPg(2R(4)N))

on intégre sur [0, z] C [0, 1]

Frim N ) <

X
B+1

9(2R(41))

enfin

1
o] < 5 masc{a(2R(A), pm — X



ANNEXE B

Espaces de Holder

Soit € un domaine (c’est-a-dire un ouvert connexe) borné de R™.

C*(Q) est un espace de Banach muni de la norme
lull, = sup|D7u(@)]
lo|<k €N
avec
olol
T 999

oc=(01,.,0n), lo|=0c1+..+0n, D°

Pour u € C*(Q) et « €]0, 1], on pose
D%u(x) — Duly)
z—y|”

Hgo = sup o] = k,x # y dans Q

On appelle espace de Holder, ’espace de Banach
Ch(Q) = {u e C*(Q) : Hya(u) < 0o}
muni de la norme
ullo = llully + Hi.a(u)

Notation C%%(Q) = C*(Q) et [ullg.o = llully-

7
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