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Introduction

Les avancées récentes en physique nucléaire expérimentale, notamment le

développement des techniques de production des faisceaux radioactifs, ont per-

mis d�étudier les systèmes nucléaires à la limite de la vallée de stabilité ( e.g ref

[1]�[7]). Ceci a permis de noter l�importance des corrélations d�appariement et
la nécessité de les inclure de manière rigoureuse pour une meilleure description

de ce type de systèmes [8]�[10]. L�interaction d�appariement dans les noyaux
reste encore mal déterminée, notamment dans le cas des noyaux chauds . Un

aspect important de la structure nucléaire est l�e¤et de la température dans

les noyaux. On s�attend à ce que l�appariement soit atténué par les e¤ets de

la température. De tels noyaux chauds s�obtiennent expérimentalement lors

de collisions nucléaires. Il existe ainsi une température critique en dessous de

laquelle la super�uidité s�enclenche au sein du noyau, et au dessus de laquelle

elle s�annule. De récents travaux sont focalisés sur l�étude de la transition de

phase d�un état super�uide vers un état sans appariement, dit état normal,

quand la température du noyau dépasse la température critique (typiquement

1MeV) [11]�[19]. Di¤érentes hypothèses concernant cette transition sont enon-
cées. Pour certains, cette transition est abrupte [20, 21] alors que pour d�autres

elle est lisse et progressive [19]. Le traitement de tels systèmes dans cette région

nécessite la prise en compte rigoureuse des corrélations d�appariement.

La théorie BCS (Bardeen-Cooper-Schrie¤er) [22, 23] reste encore la mé-

thode la plus usitée pour inclure les e¤ets d�appariement dans le noyau. Ce-

pendant, il est bien connu que cette approche présente un défaut principal

consistant en la non-conservation du nombre de particules par les états BCS

[24]. Ceci peut éventuellement induire des erreurs considérables dans l�évalua-

tion de certaines observables physiques telles que le moment d�inertie [25, 26] ,

les transitions électromagnétiques [27] ou les moments multipolaires électriques

[28, 29, 30, 31]. L�élimination des �uctuations du nombre de particules intro-
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Introduction 2

duites dans les états BCS peut se faire au moyen de techniques de projection

dans l�espace nombre d�occupation. Elle permet, à l�aide d�un opérateur de

projection, d�extraire de la fonction d�onde BCS l�état propre de l�opérateur

nombre de particules. Cette approche est généralement associée au principe

variationnel, la variation pouvant être e¤ectuée avant ou après projection. Ce-

pendant, la généralisation de ces méthodes aux cas des noyaux chauds engendre

des calculs assez complexes aussi bien sur le plan numérique que sur le plan ana-

lytique. D�autres méthodes approximatives ont été développées [32, 33, 34, 35],

qui permettent de ramener les intégrales du type Fowler-Darwin [24] à des in-

tégrales élémentaires simpli�ant ainsi le calcul des di¤érentes grandeurs phy-

siques. Parmi ces méthodes, celle de Lipkin-Nogami (LN) [35, 36, 37, 38] ap-

paraît comme la plus simple à utiliser et est devenue de ce fait la méthode

standard pour restaurer le bon nombre de particules [39]-[45].

L�objet du présent travail est d�étudier les propriétés thermodynamiques

en éliminant les �uctuations du nombre de particules inhérentes à l�approche

BCS et cela au moyen de la méthode de Lipkin-Nogami. Aussi, le chapitre 1

sera consacré au rappel de la théorie BCS, ce qui nous permettra d�expliciter

les équations du gap généralisées à température �nie ainsi que les expressions

respectives de l�énergie et de la capacité calori�que. Dans le chapitre 2, le

formalisme de la méthode de Lipkin-Nogami sera présenté. De nouvelles ex-

pressions des grandeurs sus-citées seront déduites. Les résultats numériques

seront présentés et discutés dans le chapitre 3.



Chapitre 1

Traitement des corrélations
d�appariement par la théorie
BCS

1.1 Introduction

En étudiant les spectres énergétiques des noyaux pair-pairs, on y trouve

une di¤érence importante en énergie entre l�état fondamental et les premiers

états excités. Meyer et Jensen [46] ont apporté une explication à ce phénomène

dans le cadre du modèle en couches, en suggérant qu�il est dû à l�appariement

de l�interaction nucléon-nucléon. Bohr, Mottelson et Pines [47] ont observé

une similitude entre le comportement des électrons dans les solides et celui

des nucléons dans les noyaux. En e¤et, dans un solide supraconducteur, il y

a appariement des électrons ayant des états de spin opposés au voisinage du

niveau de Fermi. Il y a donc une ressemblance entre le spectre énergétique des

électrons dans les supraconducteurs et celui des nucléons. Ceci a incité Belayev

[23] à établir un formalisme sur la base de la théorie de la supraconductivité

dans les solides, élaborée par Bardeen, Cooper et Schrei¤er [22] pour l�ana-

lyse de l�interaction résiduelle entre nucléons. Il a introduit pour cela la force

d�appariement. Cette interaction de courte portée tend à créer des paires de

nucléons de moment angulaire total nul, telle que la paire soit formée par deux

nucléons occupant le même niveau d�énergie mais ayant des projections de spin

opposées.
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1. Traitement des corrélations d�appariement par la théorie BCS 4

Dans le présent chapitre, nous nous intéresserons à la méthode BCS. La

section 2 sera consacrée au rappel de la théorie BCS, ce qui nous permettra

d�expliciter les équations du gap dans le cas des systèmes pair-pairs à T = 0

MeV. L�adaptation de cette théorie dans le cas des noyaux chauds sera traitée

dans la section 3. Sur la base de ce formalisme, les expressions de grandeurs

thermodynamiques comme l�énergie et la capacité calori�que seront établies

dans la dernière section du chapitre.
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1.2 Théorie BCS à température nulle

1.2.1 Hamiltonien du système

On considère un système constitué de n nucléons se mouvant dans un po-

tentiel moyen et soumis à la force d�appariement. L�hamiltonien de ce système

est constitué de deux termes H0 et Hint où H0 est l�hamiltonien à particules

indépendantes dont les valeurs propres sont les énergies individuelles "� , et

Hint le terme d�interactions résiduelles entre nucléons.

En utilisant le formalisme de la seconde quanti�cation, l�hamiltonien du sys-

tème aura la forme suivante [24] :

H = H0 + Hint (1.1)

avec :

H0 =
X
�

"� a
+
� a� (1.2)

Hint =
1

4

X
� � �0 �0

h� � jVpj � 0 �0 i a+� a+� a�0 a�0 (1.3)

où a+� et a� sont les opérateurs de création et d�annihilation d�un nucléon dans

l�état j � i et qui véri�ent les règles d�anticommutation des fermions :�
a+� ; a

+
�

	
= fa� ; a�g = 0 (1.4)

et �
a+� ; a�

	
= ��� (1.5)

De plus, le terme h� � jVpj � 0 �0 i représente l�élément de matrice antisymétrisé
de l�interaction résiduelle tel que :

h� � jVpj � 0 �0 i = �h� � jVpj�0 � 0 i = �h� � jVpj � 0 �0 i = h� � jVpj�0 � 0 i (1.6)

On note par j e� i l�état renversé par rapport au sens du temps de l�état j � i.
En supposant le système invariant par renversement du sens du temps, il s�en

suit :

"� = "e� (1.7)

et

h� � jVpj � 0 �0 i = he� 0 e�0 jVpje� e� i (1.8)
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Par analogie avec le phénomène de la supraconductivité dans le solide, on

considère que l�interaction la plus forte n�existe qu�entre les nucléons ayant des

états conjugués l�un de l�autre par rapport au sens du temps, ce qui conduit

à :

h� � jVpj � 0 �0 i = �4G��e� ��0 e�0 (1.9)

où G est la constante qui caractérise l�intensité de la force d�appariement .

Ainsi l�expression de l�hamiltonien devient :

H =
X
� i 0

"�
�
a+� a� + a+e� ae���G

X
� � i 0

a+� a
+e� ae� a� (1.10)

L�opérateur nombre de particules N est donné par l�expression :

N =
X
� i 0

�
a+� a� + a+e� ae�� (1.11)

L�obtention des états propres de cet hamiltonien peut se faire dans cette re-

présentation (i.e : représentation particules). Toutefois, les calculs sont assez

lourds. L�introduction d�une transformation s�impose alors : la transformation

de Bogoliubov-Valatin.
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1.2.2 Représentation Quasi-particules : Transformation
de Bogoliubov-Valatin

C�est une transformation unitaire permettant le passage de la représen-

tation particules vers la représentation quasi-particules, où on introduit de

nouveaux opérateurs �+� et �� , opérateurs de création et d�annihilation de

quasi-particules. Ces derniers s�expriment en fonction de a+� et a� :

a� = u��� + v��
+
~� (1.12)

a+� = u��
+
� + v��~�

où v� et u� représentent les amplitudes de probabilité d�occupation et d�in-

occupation de particules, elles sont liées par la condition :

u2� + v2� = 1 (1.13)

En formulation matricielle, la relation entre les opérateurs cités ci-dessus

est donnée par :

 
�+�
�~�

!
=

 
u� �v�
v� u�

! 
a+�
a~�

!
(1.14)

Ainsi, la matrice de passage est donnée par :

T =

 
u� �v�
v� u�

!
(1.15)

avec TT+ = I et T+ =t T = T�1:

En d�autres termes, la matrice T est unitaire.

En e¤et : 
u� �v�
v� u�

! 
u� v�

�v� u�

!
=

 
u2� + v2� 0

0 u2� + v2�

!
= I (1.16)
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1.2.3 Etat fondamental :

La fonction d�onde qui représente le vide dans la théorie BCS est notée

jBCSi : Elle est obtenue en éliminant toutes les quasi-particules du vide de
particules :

j BCSi =
Y
� i 0

���e� j 0i (1.17)

ou, en représentation particules :

jBCSi =
Y
vi0

�
u� + v�a

+
� a

+
~�

�
j0i (1.18)

Cet état n�est cependant pas état propre de N, en e¤et :

N jBCSi =
X
�i0

�
a+� a� + a+~� a~�

�Y
vi0

�
u� + v�a

+
� a

+
~�

�
j0i (1.19)
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nous conduit à :

N jBCSi = 2
X
�i0

v�a
+
� a

+
~�

Y
vi0
v 6=�

�
u� + v�a

+
� a

+
~�

�
j0i (1.20)

On voit bien que dans (1.20) la fonction d�onde associée est di¤érente de

jBCSi : Ce qui montre que l�état jBCSi n�est pas état propre de N . Mais,
dans l�état jBCSi, le nombre de particules est conservé en moyenne et on a :

hBCS jN jBCSi = n = 2
X
�i0

v2� (1.21)

Pour tenir compte de cette contrainte, on utilise la méthode des multipli-

cateurs de Lagrange. On ajoute alors à l�hamiltonien H le terme ��N où �

représente le potentiel chimique.

On pose alors l�hamiltonien auxilliaire H 0 :

H 0 = H � �N (1.22)

Ainsi, on obtient l�expression de H 0 suivante :

H 0 =
X
� i 0

("� � �)
�
a+� a� + a+e� ae�� � G

X
� � i 0

a+� a
+e� ae� a� (1.23)
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1.2.4 Hamiltonien du système en représentation
quasi-particules

À partir du système précédent et en appliquant le théorème de Wick [59],

l�hamiltonien auxilliaire prend la forme :

H 0 = E0 +H11 +H20 +H22 +H31 +H40 (1.24)

avec :

E0 = 2
X
�i0

�
"� � �� Gv2�

2

�
v2� �G

0@X
��i0

u�v�

1A2

H11 =
X
�i0

24�"� � ��Gv2�
� �
u2� � v2�

�
+ 2Gu�v�

X
�i0

u�v�

35��+� �� + �+~� �~�
	

H20 =
X
�i0

242 �"� � ��Gv2�
�
u�v� �G

�
u2� � v2�

�X
�i0

u�v�

35��+� �+~� + �~���
	

H22 = �G
X
��i0

��
u2�u

2
� + v2�v

2
�

�
�+� �

+
~� �~���

+u�v�u�v�
�
2�+� �

+
~��~��� + �+� �

+
����� + �+~� �

+
~��~��~�

��

H31 = G
X
��i0

�
u2� � v2�

�
u�v�

�
�+� �

+
~�

�
�+~��~� + �+���

�
+ �~���

�
�~��

+
~� + ���

+
�

�	

H40 = G
X
�;�i0

u2�v
2
�

�
�+� �

+
~� �

+
��

+
~� + �~����~���

	



1. Traitement des corrélations d�appariement par la théorie BCS 11

1.2.5 Principe variationnel - Equations du gap

La détermination des paramètres u� et v� de la transformation de Bogoliubov-

Valatin s�e¤ectue en utilisant le principe variationnel, c�est à dire en minimisant

la valeur moyenne de l�hamiltonien auxiliaire H 0 . Cette dernière est calculée

sur le vide de quasi-particules j BCS i et est donnée par :

hBCS jH 0jBCSi = E0 = 2
X
�i0

�
"� � ��Gv2�

�
v2� �G

0@X
�i0

u�v�

1A2

(1.25)

La minimisation de cette expression par rapport aux paramètres uv et vv
s�écrit :

@E0
@u�

=
@E0
@v�

= 0 (1.26)

@E0
@v�

= 2
�
"� � ��Gv2�

�
u�v� ��

�
u2� � v2�

�
= 0 (1.27)

� = G
X
�i0

u�v� (1.28)

� représente la demi largeur du gap.

On aboutit à :
u2�
v2�

�
=
1

2

(
1 � ���p

��2� +�
2

)
(1.29)

où ��� = "� � � �Gv2�
Ainsi, la condition de conservation du nombre de particules s�écrit :

n =
X
� i 0

(
1 � ���p

��2� +�
2

)
(1.30)

soit :

n = 2
X
� i 0

v2� (1.31)
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Les équations (1.28) et (1.30) constituent les équations du gap pour un

système ayant un nombre pair de particules .

On remarque que les paramètres variationnels u� et v� dépendent de deux

quantités physiques : le potentiel chimique � et la demi largeur du gap �.

Ces deux derniers paramètres sont déterminés par résolution numérique des

équations du gap.
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1.3 Théorie BCS à température �nie

1.3.1 Rappel de quelques notions sur la thermodyna-
mique et la statistique quantique

Dans la présente section, on rappellera brièvement quelques notions sur la

thermodynamique et la statistique quantique, qui sont des éléments essentiels

dans la théorie BCS à température �nie (FT-BCS) [50].

Dans une transformation d�un système dont le potentiel chimique � reste

constant, le premier principe de la thermodynamique stipule [51] :

�E = �Q��W + ��N (1.32)

où �E représente la variation de l�énergie interne E, �Q est la quantité

de chaleur absorbée par le système, �W le travail e¤ectué par le système et

�N la variation du nombre de particules.

Si la transformation d�un système se fait sous une température constante,

le second principe de la thermodynamique s�écrit :

T�S � �Q (1.33)

où S est l�entropie du système.

On dé�nit le grand potentiel par :


 = E � TS � �N (1.34)

En combinant les deux principes ( équations (1.32) et (1.33) ), on a :

�
 � �E ��Q� ��N = ��W (1.35)

Dans le cas particulier d�un système mécaniquement isolé (i.e : �W = 0 ),

on a :
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�
 � 0 (1.36)

Par conséquent, pour un systéme isolé, soumis à une température T constante

et un potentiel chimique constant, l�état d�équilibre du système est alors obtenu

en minimisant le grand potentiel thermodynamique :

�
 = 0 (1.37)

La variation de 
 est utilisée pour dé�nir l�opérateur densité D. En e¤et,

pour des valeurs données de T et �, l�opérateur densité est déterminé par

l�équation fonctionnelle [48]�[51] :

�


�D
= 0 (1.38)

où la trace de D est égale à l�unité :

TrD = 1 (1.39)

L�équation (1.38) admet la solution formelle :

D = Z�1 exp (�� (H � �N)) (1.40)

où � = 1
kT

(k est la constante de Boltzmann) et Z est la grande fonction

de partition dé�nie par :

Z = Tr [exp (�� (H � �N))] (1.41)

La valeur moyenne de tout opérateur O est déterminée par :

hOi = Tr (D:O) (1.42)
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On a alors :

E = hHi = Tr (D:H) (1.43)

n = hNi = Tr (D:N) (1.44)

où H et N sont respectivement l�hamiltonien du système et l�opérateur

nombre de particules.

L�expression (1.40) montre bien que la détermination de l�opérateur densité

dépend de la structure de l�hamiltonien H, ce qui induit des calculs assez

complexes pour la détermination des valeurs moyennes. Pour pallier à cette

di¢ culté, il est nécessaire de construire une forme approchée et simple de

l�opérateur D. Cette dernière est généralement conçue sur la base de l�ap-

proximation de particules indépendantes.
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1.3.2 Opérateur densité et fonction de partition dans
l�approximation des quasi-particules indépendantes

Sur la base de la transformation de Bogoliubov-Valatin, l�hamiltonien du

système a été exprimé dans la représentation quasi-particules. L�approximation

des quasi-particules indépendantes consiste à négliger toutes les interactions

entre les quasi-particules, H 0 s�écrit alors :

H = E0 +
X
�>0

E�(�
+
� �� + �+~� �~�) (1.45)

où E� =
p
��2� +�

2 , E� représente l�énergie d�une quasi-particule.

Dans ce cas, l�opérateur densité est donné par :

D = Z�1 exp

 
��
X
�

E�n̂�

!
(1.46)

où Z = Tr [exp (��
P

� E�n̂�)] avec n̂� = �+� �� :

L�évaluation de la trace s�e¤ectue suivant l�espace de représentation jn�i ; où
jn�i désignent les états à 0 quasi-particules, 1 quasi-particule, 2 quasi-paticules
...etc.

Z =
X
fn�g

*
n�

�����exp
 
��
X
�

E�n̂�

!�����n�
+

(1.47)

Z =
X
n�=0;1

 Y
�

exp (��E�n�)
!

(1.48)

où fn�g�=1;2;3:::représente l�occcupation des quasi-particules et n�prend soit
la valeur 0 ou 1.

En procédant au développement en série de l�exponentielle et sachant que

n̂m� = n̂� , on a :
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Z =
Y
�

X
n�=0;1

exp (��E�n�) =
Y
�

(1 + exp(��E�)) (1.49)

De même, l�expression (1.46) s�écrit alors :

D = Z�1
Y
�

[exp (��E�) n̂� + (1� n̂�)] (1.50)

soit alors :

D =
Y
�

[��n̂� + (1� n̂�) (1� ��)] (1.51)

avec

�� =


�+� ��

�
=

1

1 + e�E�
(1.52)



1. Traitement des corrélations d�appariement par la théorie BCS 18

1.3.3 Equations du gap à température �nie

A�n de déterminer les équations du gap à température �nie, on consi-

dère l�hamiltonien H 0 obtenu en (1.24) auquel on applique la méthode de

L.G.Moretto [48]. Elle consiste à réécrire l�hamiltonien dans la représentation

quasi-particules. Seulement, dans ce cas, le vide de quasi-particules ne peut

être pris comme référence pour évaluer les produits normaux, aussi on dé�nit

le vide thermodynamique tel que les termes contractés sont évalués suivant

la dé�nition (1.42). En appliquant le théorème de Wick, où seuls les termes

diagonaux sont considérés, l�hamiltonien (1.24) s�écrit sous la forme :

H 0 = E0 +
X
�i0

H�
11(�

+
� �� + �+~� �~�) (1.53)

où

E0 = 2
X
�i0

���v
2
� +G

X
�i0

v4� + 2
X
�i0

���
�
u2� � v2�

�
�� �G

24X
�i0

u�v� (1� 2��)

352
(1.54)

et

H�
11 = ���

�
u2� � v2�

�
+ 2u�v��+

�
u2� � v2�

�2
�� (1.55)

Et, dans ce cas, la valeur moyenne de H 0 est déduite de la même manière

que dans l�approche BCS à température nulle.

On a alors :

hH 0i = H00 = 2
X
�i0

���v
2
�+G

X
�i0

v4�+2
X
�i0

���
�
u2� � v2�

�
���G

24X
�i0

u�v� (1� 2��)

352
(1.56)

Les équations du gap à température �nie sont déduites en procédant à la

minimisation de cette expression par rapport à v� , exploitant l�analogie avec

la méthode BCS habituelle.

On obtient :
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(1� 2��)(2u�v���� �
�
u2� � v2�

�
�) = 0 (1.57)

avec

� = G

24X
�i0

u�v� (1� 2��)

35 (1.58)

soit alors :

2u�v���� �
�
u2� � v2�

�
� = 0 (1.59)

On remarque que l�expression (1.59) est formellement analogue à celle ob-

tenue dans la théorie BCS habituelle (T = 0MeV ). La minimisation de hH 0i
par rapport aux paramètres variationels u� et v� , conduit donc à une solution

de la forme :

u2�
v2�

�
=
1

2

(
1 � ���p

��2� +�
2

)
(1.60)

La condition de conservation du nombre de particules est alors donnée par :

n = 2
X
�i0

��
u2� � v2�

�
�� + v2�

	
(1.61)

qu�on peut réécrire aussi :

n =
X
�i0

�
1� ���

E�
tanh

�
1

2
�E�

��
(1.62)



1. Traitement des corrélations d�appariement par la théorie BCS 20

1.3.4 Application

a) Energie

On détermine l�énergie à partir de l�hamiltonien auxiliaire :

hH 0i = 2
X
�i0

�
"� � �� G

2
v2�

�
v2�+2

X
�i0

���
�
u2� � v2�

�
���G

24X
�i0

u�v� (1� 2��)

352
(1.63)

soit encore :

hH 0i = 2
X
�i0

���v
2
� +G

X
�i0

v4� + 2
X
�i0

���
�
u2� � v2�

�
�� �

�2

G
: (1.64)

On a aussi :

hH 0i =
X
�i0

���

�
1� ���

E�
tanh

�
1

2
�E�

��
� �

2

G
+G

X
�i0

v4� (1.65)

or : EBCS = hHi = hH 0i+�n . L�énergie correspondant à l�état fondamental
du système est alors donnée par :

E =
X
�i0

("� �Gv2�)

�
1� ���

E�
tanh

�
1

2
�E�

��
� �

2

G
+G

X
�i0

v4� (1.66)

On note qu�en posant T = 0MeV , tanh
�
1
2
�E�

�
= 1, et donc l�énergie du

système se réduit à l�énergie BCS habituelle :

E =
X
�i0

("� �Gv2�)

�
1� ���

E�

�
� �

2

G
+G

X
�i0

v4�

E = 2
X
�i0

("� �
Gv2�
2
)v2� �

�2

G
(1.67)
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b) Capacité calori�que

La capacité calori�que mesure la quantité d�énergie qu�il faut donner à

un système a�n d�élever sa température d�une unité. Dans la théorie BCS, la

capacité calori�que CBCS est dé�nie par :

CBCS =
dE

dT
=

d

dT

0@X
�i0

���

�
1� ���

E�
tanh

�
1

2
�E�

��
� �

2

G
+G

X
�i0

v4�

1A
(1.68)

Soit alors [14]:

CBCS =
dE

dT
=
1

2

X
�

sech2
�
1

2
�E�

�
:

�
�2��2� �

��2�
E2�

�

�
�
d�

dT
�G���

dv2�
dT

��
�G

X
�i0

dv2�
dT

�
1� ���

E�
tanh

�
1

2
�E�

��
� 2�

G

d�

dT
+ 2G

X
�i0

v2�
dv2�
dT
(1.69)

avec :

d�

dT
=
1

2

�2
P
�

sech2
�
1
2
�E�

�
�

�
1
2
�
P
�

E�2� sech2
�
1
2
�E�

�
�
P
�

E�3� tanh
�
1
2
�E�

�� (1.70)

et :
dv2�
dT

=
����

d�
dT

2E2� �GE� +G��2�
(1.71)



Chapitre 2

Méthode de Lipkin-Nogami

2.1 Introduction

La méthode BCS a été largement utilisée dans la physique de la structure

nucléaire pour inclure les forces d�appariement. L�avantage majeur de cette

méthode est sa simplicité ; néanmoins, elle sou¤re de quelques défauts :

i) La fonction d�onde BCS n�est pas état propre de l�opérateur nombre de

particules N . L�énergie obtenue est donc entachée d�une erreur qui provient de

la �uctuation du nombre de particules.

ii) Il y a possibilité d�existence d�une valeur critique de la force d�appa-

riement en dessous de laquelle, les équations du gap obtenues par la méthode

BCS n�ont aucune solution non triviale.

On a vu dans le chapitre précédent, que la méthode BCS consistait en

l�approximation de l�hamiltonien sous une forme linéaire : H 0 = H��N: Cette
approximation est su¢ sante dans le cas d�un système comprenant un très grand

nombre de particules. Or, dans notre cas, celui d�un noyau atomique le nombre

de nucléons est limité. La fonction d�onde associée ne décrit pas parfaitement ce

système et est alors entachée d�erreur et, par conséquent, elle ne correspond pas

au bon nombre de particules. Ce problème connu depuis longtemps a conduit

à la mise en �uvre de méthodes de projection sur le bon nombre de particules.

Ces méthodes sont principalement basées sur les intégrales de type Fowler-

Darwin . Cependant, leur application induit des calculs assez complexes aussi

bien sur le plan analytique que numérique[24]. De plus, leur application dans

le cas des systèmes chauds devient plus ardue. A�n de restaurer le bon nombre

de particules, il est necéssaire d�avoir recours à des méthodes approximatives.

22
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Parmi ces méthodes la méthode de Lipkin-Nogami est la plus utilsée pour

restaurer la symétrie brisée par l�approche BCS.

Aussi dans le présent chapitre, nous introduirons le formalisme correspon-

dant à la méthode de Lipkin-Nogami dans la section 2. Nous étendrons l�étude

dans le cas des systèmes chauds dans la même section . Les expressions de

l�énergie ainsi que la capacité calori�que seront déduites dans la section 3.
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2.2 Méthode de Lipkin-Nogami à température

nulle

2.2.1 Principe de la méthode

Soit j	i la fonction d�onde BCS, cet état est une superposition d�états
ayant un nombre pair de particules :

j	i =
X
n0

Cn0 j�n0i (2.1)

où j�ni représente l�état projeté, véri�ant les relations :

N j�ni = n j�ni (2.2)

H j�ni = En j�ni (2.2b)

On a donc :

hNi = h	jN j	i =
X
n

jCnj2 n (2.3)

On suppose que l�énergie projetée En peut être exprimée sous une forme

polynômiale :

En = h�njH j�ni = �0 + �1n+ �2n
2 + :::::+ �M nM (2.4)

dont les coe¢ cients �0; �1; �2:::�M sont à déterminer.

On déduit que l�opérateur :

H =H��1N � �2N
2 � :::� �MN

M (2.5)

admet la valeur moyenne :

h	jH j	i =
X
n

jCnj2 h�njH j�ni = �0 (2.6)

Ainsi, en remplaçant (2.6) dans l�équation (2.4), il en résulte :
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h�njH j�ni = h	jH j	i � �1 h	jN � n j	i � �2 h	jN2 � n2 j	i �
::::� �M h	jNM � nM j	i

= �0 � �1�N � �2�N
2 � :::� �M�N

M (2.7)

où �N i = h	jN i � ni j	i :
Cette expression montre bien que la minimisation de la valeur moyenne

de l�hamiltonien par rapport à la fonction d�onde projetée est équivalente à

la minimisation du second membre de l�équation. On remarque que les va-

leurs moyennes intervenant dans le second membre dépendent uniquement de

la fonction d�onde BCS. La méthode de Lipkin-Nogami consiste à limiter le

développement jusqu�à l�ordre 2, l�hamiltonien est donc dé�ni par [37],[38] :

HLN = H � �1N � �2N
2

HLN =
X
� i 0

("� � �1)
�
a+� a� + a+e� ae���G X

� � i 0

a+� a
+e� ae� a���2

24X
�i0

�
a+� a� + a+e� ae��

352
(2.8)

Les paramètres �0; �1 et �2 dé�nis dans les expressions (2.13) à (2.15) sont

déterminés au moyen de la méthode des approximations successives [38],[52,

53] :

h	 j

24H �
MX
mi0

�m�N
m

35�Nk j 	i = 0 k = 0; 1 et 2 (2.9)

Soit alors :

hHi = �0 + 0 + �2


�N2

�
(2.10)

hH�Ni = 0 + �1


�N2

�
+ �2



�N3

�
(2.11)



H�N2

�
= �0



�N2

�
+ �1



�N3

�
+ �2



�N4

�
(2.12)
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La résolution de ce système donne :

�0 = hHi � �2


�N2

�
(2.13)

�1 =
hH�Ni+ �2 h�N3i

h�N2i (2.14)

�2 =
h(H � hHi)�N2i h�N2i � hH�Ni h�N3i�

h�N2i2 � h�N4i
�
h�N2i+ h�N3i2



�N2

�
(2.15)

Il apparait de l�expression (2.13) que l�énergie projetée au second ordre est

donnée par :

ELN = �0 = hHi � �2


�N2

�
(2.16)
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2.2.2 HamiltonienHLN dans la représentation quasi-particules :

A l�aide du théorème de Wick, HLN prend la forme :

HLN = H00 +H11 +H20 +H22 +H31 +H40 (2.17)

Avec :

H00 = 2
X
�i0

"�v
2
� �G�1�2 �G

X
�i0

v4� � �1n� �2n
2 � 4�2

X
�i0

u2�v
2
�

H11 =
X
�i0

��
u2� � v2�

�
(~"� � �LN) + 2�u�v�

	 �
�+� �� + �+~� �~�

�
H20 =

X
�i0

�
2u�v� (~"� � �LN)��

�
u2� � v2�

�	 �
�+� �

+
~� + �~���

�

H22 = �
X
�;�i0

�
Gu�v�u�v� � �2

�
u2� � v2�

� �
u2� � v2�

�	 �
�+� ���

+
��� + �+~� �~��

+
���

+�+� ���
+
~��~� + �+~� �~��

+
~��~�

�
�
X
�;�i0

�
G
�
u2�u

2
� + v2�v

2
�

�
� 8�2u�v�u�v�

	
�+� �

+
~� �~���

H31 =
X
�;�i0

�
Gu�v�

�
u2� � v2�

�
� 4�2

�
u2� � v2�

�
u�v�

	
�
�+� �

+
~�

�
�+~��~� + �+���

�
+ �~���

�
�~��

+
~� + ���

+
�

�	

H40 =
X
�;�i0

�
1

2
G
�
u2�v

2
� + v2�u

2
�

�
� 4�2u�v�u�v�

��
�+� �

+
~� �

+
��

+
~� + �~����~���

	
(2.18)

où l�on a adopté les notations suivantes :

�LN = �1 + 2�2 (n+ 1) (2.19)

~"� = "� + (4�2 �G) v2� (2.20)
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2.2.3 Equations du gap à température nulle

La minimisation de la valeur moyenne de l�hamiltonien par rapport à v� ,

conduit au système :

2u�v� (~"� � �LN) = �
�
u2� � v2�

�
(2.21)

soit :

2u�v���� = �
�
u2� � v2�

�
(2.22)

avec : ��� = ~"� � �LN = "� + (4�2 �G) v2� � �LN :

On notera que ceci est équivalent à l�annulation du terme H20:

Par ailleurs, on remarquera que cette équation est formellement analogue

à celle trouvée avec la méthode BCS. On en déduit alors :

u2�
v2�

�
=
1

2

(
1 � ���p

��2� +�
2

)
(2.23)

� = G
X
�i0

u�v� (2.24)

On remarque l�apparition d�une renormalisation des probabilités d�occupa-

tionpar l�inclusion du terme 4�2v2� :
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2.2.4 Energie du système

Une nouvelle écriture a été obtenue en utilisant la méthode de Lipkin et

nogami. Cette dernière permet de corriger l�énergie obtenue par la méthode

BCS. L�énergie du système ELN est alors dé�nie par :

ELN = EBCS � �2


�N2

�
(2.25)

Le terme correctif �2 h�N2i ; contient les �uctuations du nombre de parti-
cules.

On a :

hNi = 2
X
�i0

v2� (2.26)

et



N2
�
= 4

X
��i0
� 6=�

v2�v
2
� + 4

X
�i0

v2� (2.27)

Sachant que u2� + v2� = 1; on obtient :



�N2

�
= 4

X
�i0

u2�v
2
� (2.28)

Ce qui nous permet d�écrire l�énergie L-N :

ELN = EBCS � 4�2
X
�i0

u2�v
2
�

= 2
X
�i0

�
"� �

Gv2�
2

�
v2� �G

0@X
�i0

u�v�

1A2

� 4�2
X
�i0

u2�v
2
� (2.29)

L�élimination des �uctuations du nombre de particules inhérentes à l�ap-

proche BCS résulte en l�ajout d�un terme correctif à l�énergie BCS.



2. Méthode de Lipkin-Nogami 30

2.3 Méthode de Lipkin-Nogami à température

�nie

2.3.1 Généralisation des équations du gap à tempéra-
ture �nie

A�n de déterminer une généralisation des équations du gap Lipkin-Nogami

à température �nie, on reprendra donc les mêmes étapes que celles adoptées

dans le cas de l�approche BCS. On tiendra alors compte uniquement des termes

diagonaux de l�hamiltonien. Dans ce cas on a :

H 0 = H00 +
X
�i0

H�
11(�

+
� �� + �+~� �~�) (2.30)

où

H00 = 2
X
�i0

���v
2
� +G

X
�i0

v4� + 2
X
�i0

���
�
u2� � v2�

�
�� �G

24X
�i0

u�v� (1� 2��)

352
(2.31)

et

H�
11 = ���

�
u2� � v2�

�
+ 2u�v��+

�
u2� � v2�

�2
�� (2.32)

avec : � = G
P
�i0
u�v� (1� 2��)

et : �� =
1

1 + e� �E�

et : �E� =
q
(~"� � �LN)

2 +�2

La minimisation de la valeur moyenne de cet hamiltonien conduit à :

2 (~"� � �LN) v�u� �
�
u2� � v2�

�
�� 4v�u� (~"� � �LN) �� + 2��

�
u2� � v2�

�
� = 0

(2.33)
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Soit :

(1� 2��)
�
2���v�u� ��

�
u2� � v2�

��
= 0 (2.34)

On en déduit :

u2�
v2�

�
=
1

2

(
1 � ���p

��2� +�
2

)
(2.35)

avec : ��� = ~"� � �LN = "� + (4�2 �G) v2� � �LN :

Il apparait là aussi ( à température �nie) que la méthode de Lipkin-Nogami

induit une renormalisation des probabilités d�occupation par l�inclusion d�un

terme supplémentaire 4�2v2� .
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2.3.2 Application

Energie :

L�énergie de la méthode de Lipkin-Nogami est donnée par :

ELN = EBCS � �2


�N2

�
(2.36)

soit alors :

ELN =
X
�i0

("� �Gv2�)

�
1� ���

E�
tanh

�
1

2
�E�

��
� �

2

G
+G

X
�i0

v4� � �2


�N2

�
(2.37)

où l�expression de h�N2i est [12] :



�N2

�
= �N2

QF +�N
2
SF (2.38)

Avec :

�N2
QF = 4

X
�i0

u2�v
2
� (1� 2��) (2.39)

�N2
SF = 2

X
�i0

�
u2� � v2�

�2
�� (1� ��) + 8

X
�i0

u2�v
2
��
2
� (2.40)

où �N2
QF représente les �uctuations quantiques, qui dominent à basse tem-

pérature et �N2
SF les �uctuations statistiques qui dominent à haute tempéra-

ture.
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Capacité calori�que :

La capacité calori�que CLN de la méthode de Lipkin-Nogami est dé�nie

par [12] :

CLN =
dELN
dT

= CBCS � �2
d�N2

dT
��N2d�2

dT
(2.41)

où :

d�N2

dT
= �

d�

dT

X
�i0

tanh

�
�E�
2

�
�
�E�1� sech2

�
�E�
2

��
E�2� �

2 � 1
2

�
+ 2E�4� ("� � �LN)

2 tanh

�
�E�
2

��
��2

X
�i0

E�

�
E�2� �

2 � 1
2

�
tanh

�
�E�
2

�
sech2

�
�E�
2

�
(2.42)

et en tenant compte de (2.19) :

�2 =
1

2

d�

dN
=
1

2

24X
�i0

E�3� f (�;E�)

35�
24�2

24X
�i0

E�3� f (�;E�)

352 +
24X
�i0

("� � �LN)E
�3
� f (�;E�)

352

+
1

2
�

24X
�i0

sech2
�
�E�
2

�3524X
�i0

E�3� f (�;E�)

35�1 (2.43)

avec : f (�;E�) � tanh
�
�E�
2

�
� 1

2
�E� sech

2
�
�E�
2

�
On notera que la contribution du terme �N2d�2

dT
dans l�expression de la

capacité calori�que sera discutée dans le chapitre suivant.



Chapitre 3

Résultats numériques et
discussion

3.1 Cas schématique : Modèle de Richardson

Nous avons dans une première étape appliqué les méthodes BCS et Lipkin-

Nogami à température �nie dans le cas d�un modèle schématique : le modèle de

Richardson [55]. C�est un modèle qui considère que les niveaux d�énergie sont

doublement dégénérés et équidistants, tels que �� = �: L�écart entre les niveaux

est égal à 1MeV: La dégénérescence totale du nombre de paires de particules


; est telle que 
 = n, où n désigne le nombre de particules constituant le

système. Nous avons considéré les 4 cas suivants :

n G

8 0:48

10 0:435

12 0:403

16 0:361

Aussi, nous avons élaboré un code de calcul qui permet de résoudre les

équations du gap généralisées dans le cadre des deux approches BCS et Lipkin-

Nogami. Sur la �gure 3.1, nous avons reporté la variation du paramètre du gap

� en fonction de la température. Nous avons noté sur l�ensemble des résultats

obtenus que les courbes obtenues par l�approche BCS présentent l�existence

d�un large plateau puis une décroissance progressive du paramètre � jusqu�à

son annulation à une température Tc, appelée température critique qui se situe

34
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Fig. 3.1 �Variation du paramètre du gap en fonction de la température.En
traits continus correspondent aux résultats de la méthode BCS, en tirets à
ceux de la méthode de Lipkin-Nogami.
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à environ 0; 5MeV . Concernant les prévisions du modèle de Lipkin-Nogami,

nous avons noté que l�allure de la courbe représentative du modèle est ana-

logue à celle de l�approche BCS. Cependant, nous avons noté les observations

suivantes :

1. La valeur du paramètre � estimée par l�approche de Lipkin-Nogami à

température nulle est nettement supérieure à celle de BCS.

2. Un décalage de la température critique. En e¤et, Tc estimée par l�ap-

proche de Lipkin-Nogami est supérieure à celle de BCS. Cet écart varie suivant

les cas de 0:13MeV à 0:2MeV .

Ces constatations mettent en évidence l�importance des �uctuations du

nombre de particules. Leur contribution est non négligeable. Il semble donc

nécessaire de procéder à leur élimination.

Aussi, nous avons évalué les �uctuations de nombre de particules en fonc-

tion de la température. A�n de mieux apprécier la contribution de chacun des

types de �uctuations dé�nies par (2.39) et (2.40), nous avons reporté sur la

�gure 3.2 la variation de ces deux types de �uctuations en fonction de la tem-

pérature dans le cas de l�approche BCS. On constate que la contribution des

�uctuations quantiques est dominante dans la région T < Tc , alors que les

�uctuations statistiques ont une contribution dominante dans la région T > Tc.

Ce sont donc les �uctuations quantiques qui sont principalement responsables

de l�écart entre les courbes représentatives de �BCS et de �LN . Par contre,

l�e¤et des �uctuations statistiques sur le paramètre du gap n�apparait pas car,

dans la région T > Tc, ce paramètre est nul.

Dans une seconde partie, nous avons étudié la variation de deux grandeurs

physiques : l�énergie du système et la capacité calori�que en fonction de la tem-

pérature. Nous avons reporté sur les �gures 3.3 et 3.5 les prévisions obtenues

par les deux approches. Concernant l�énergie nous remarquons que :

1. L�écart est constant dans la région T < Tc(BCS), estimé d�environ

0:6MeV: L�écart relatif, quant à lui, diminue avec n : pour n = 8, il est de 3

% ; pour n = 16 : 0,9 %.

2. Dans la région Tc(BCS) < T < Tc(LN) l�écart est variable, il estimé au

maximum de l�ordre de 0:9MeV:

3. L�écart est constant dans la région T > Tc(LN), de l�ordre de 1MeV

On déduit alors que la contribution du terme correctif dans l�énergie de

Lipkin-Nogami est non-négligeable et sa contribution di¤ère suivant les régions.
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On constate par ailleurs que dans la région où les �uctuations quantiques

prédominent, l�énergie obtenue par l�approche de Lipkin-Nogami est inférieure

à celle de BCS. Cependant, en dehors de cette région, l�énergie du modèle de

Lipkin-Nogami est supérieure à celle de BCS. Ceci est principalement dû au

fait que le modèle de Lipkin-Nogami renormalise les probabilités d�occupation

en ajoutant le terme 4�2v2i .

Pour ce qui concerne la capacité calori�que, nous avons tout d�abord tracé

la variation du paramètre �2 en fonction de la température. Les résultats ob-

tenus sont reportés sur la �gure 3.4. L�ensemble de ces résultats a permis de

noter que ce paramètre en moyenne reste constant, sa variation en fonction

de la température est donc faible. De ce fait, la contribution du dernier terme

correctif
d�2
dT

introduit dans l�expression de la capacité CLN (2.41) est donc

négligeable et par conséquent, dans tout ce qui suit, ce terme sera négligé.

De la �gure 3.5, il ressort que l�e¤et des �uctuations quantiques est important

au voisinage de la température critique. En e¤et, la transition de phase de l�état

super�uide vers l�état normal dans le cadre du modèle de Lipkin-Nogami est

plus �agrante comparativement aux prévisions de l�approche BCS. Ces résul-

tats sont en accord avec les résultats obtenus lors de l�étude de l�énergie du

système. De plus, nous constatons que pour T > Tc(LN) les deux prévisions

sont assez proches. On déduit donc que l�e¤et des �uctuations statistiques est

faible.
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3.2 Cas Réaliste

3.2.1 Détails de calcul

Modèle à particules indépendantes : L�approximation faite par le mo-

dèle à particules indépendantes consiste à admettre que l�interaction s�exerçant

entre un nucléon et les (A� 1) autres nucléons, peut être simulée par un puits
de potentiel V . Ce potentiel moyen n�est qu�une première approximation de

l�interaction des nucléons au sein du système nucléaire. Dans le présent travail,

nous avons utilisé les énergies et états propres d�un champ moyen déformé de

Woods-Saxon [54].

� Champ moyen de Woods-Saxon

L�interactions entre deux nucléons est de faible portée. On lui attribue

alors une intensité proportionnelle à la densité de nucléons, en lui associant

une profondeur V0 et une allure caractérisée par une surface di¤use.

Dans le cas des noyaux sphériques ou faiblement déformés, la densité des

nucléons a la forme d�une fonction de Fermi, soit [56] :

� =
�0

1 + exp
�
r�R0
a0

� (3.1)

où

�0 représente la densité centrale,

a0 est l�épaisseur de la surface,

(r �R0) représente la distance du nucléon à la surface e¤ective,

R0 est le rayon de surface.

Le potentiel moyen appelé potentiel de Woods-Saxon [54] suit la même distri-

bution que la densité, soit :

V (r) =
V0

1 + exp
�
r�R0
a0

� (3.2)

L�expression (3.2) a été généralisée pour décrire des noyaux très déformés en

particulier lors du processus de �ssion. Cette généralisation consiste à intro-

duire la fonction quasi-rayon l (r), nulle à la surface nucléaire. Le potentiel

moyen de Woods-Saxon s�écrit alors :

V (r) =
V0

1 + exp
�
RV
aV

l (r)
� (3.3)
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où RV représente le rayon de la surface.

Le caractère à courte portée des interactions entre nucléons impose la sta-

bilité de l�épaisseur de peau aV au cours de la déformation, ceci n�est réalisé

que si V (r) varie le long de la surface avec un gradient constant en tout point

de celle-ci. Dans le but de véri�er cette condition la fonction quasi-rayon l (r)

prend la forme suivante :

l (r) =
S (r)

j rS (r) j (3.4)

où S (r) =
p
� � �min �

p
��min où � représente la forme implicite de la

surface nucléaire et �min la valeur minimum de cette fonction.

La fonction de surface S (r) doit être choisie de façon à ce que l (r) tende, pour

les faibles déformations, vers la fonction
�
r
R
� 1

�
pour les noyaux sphériques.

� Hamiltonien du modèle à particules indépendantes

Dans le modèle en couches, le mouvement de chaque nucléon est décrit par

l�hamiltonien :

H = T + V + Vs:o + Vc (3.5)

où T représente l�opérateur énergie cinétique donné par l�expression :

T = � ~
2

2m
4 (3.6)

avec m : la masse du nucléon et � : l�opérateur laplacien.

V est le potentiel central moyen de Woods-Saxon dé�ni précédemment par

l�expression (3.3).

Vs:o est l�opérateur d�interaction spin-orbite donné par :

Vs:o = �
K

~2
h�!rV: (�!� ^ �!p )i = �iK

~
�!�:
h�!rV ^ �!ri (3.7)

où �!� = 2�!s est le vecteur spin de Pauli, �!p le vecteur impulsion et K une

constante de couplage.

Si le nucléon est un proton, l�énergie coulombienne intervient et , pour une

distribution volumique de charge � (M) au point M; cette énergie est donnée

par :

Ec = �
1

2

ZZ
vv0

� (M) � (M 0)

j �!r �
�!
r0 j

d�d� 0 (3.8)
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d� et d� 0 sont les éléments de volume autour des points M et M 0:

D�autre part, le potentiel coulombien est dé�ni par :

Vc (
�!r ) =

Z
v

� (M 0)

j �!r �
�!
r0 j

d� 0 (3.9)

En faisant l�approximation d�une distribution de charge uniforme :

� (M) = � (M 0) = �ch
et, par conséquent, l�énergie coulmbienne devient :

Ec =
�ch
2

Z
Vc (

�!r ) d� (3.10)

En�n, en exploitant le fait que :

1

j �!r1 �
�!
r02 j

= ��!r
�!r1 �

�!
r2

0

2 j �!r1 �
�!
r02 j

(3.11)

Compte tenu de 3.11, on obtient l�opérateur potentiel coulombien Vc qui

s�écrit :

Vc = �
�ch
2

Z
S

�!r �
�!
r 0

j �!r �
�!
r0 j

d
�!
s0 (3.12)

cet opérateur n�a lieu que s�il s�agit d�un proton.

� Paramètres du modèle

Les paramètres du champ moyen utilisés dans le présent travail sont ceux

adoptés par Pauli [56]. Ces valeurs ont été obtenues en ajustant les valeurs des

énergies du modèle à particules indépendantes à celles des niveaux spectro-

scopiques de quelques noyaux stables. Ainsi, les paramètres du potentiel sont

donnés par :

V0

�
N

Z

�
= �53:6� 45:0 � (3.13)

RV

�
N

Z

�
= R0V

�
N

Z

�241� �2

3

 
aV

R0V
�
N
Z

�!2
35 (3.14)
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avec

R0V

�
N

Z

�
= R0 �

0:56

R0
+ 0:82� 0:22 � (3.15)

R0 = r0A
1=3 (1 + ") (3.16)

� =
N�Z
A
+ 0:0112Z2A�5=3

1 + 3:15A�1=3
(3.17)

" = �0:147A�1=2 + 0:330 �2 + 0:00248Z2A�4=3 (3.18)

aV = 0:66 fm (3.19)

r0 = 1:16 fm (3.20)

Etant donné que le champ spin-orbite suit approximativement la distribution

de la densité nucléaire, le rayon de cette distribution est donné par une forme

analogue à l�expression (3.14), soit :

RSO

�
N

Z

�
= R0

"
1� �2

3

�
aSO
R0

�2#
(3.21)

avec aSO = 0:55 fm

La constante de couplage spin-orbite K est donnée par :

K = 12MeV:fm2

D�autre part, nous avons introduit une troncature dans la base utilisée où nous

nous sommes restreints à un nombre de couches Nmax = 12 qui su¢ t à assurer

la stabilité des résultats.

� Energies et fonctions d�onde individuelles

Dans le but de résoudre l�équation de Schrödinger :

H  � = [T + V + Vs:o + Vc]  � = "�  � (3.22)

où  � et "� représentent respectivement la fonction d�onde et l�énergie indivi-

duelle ; on considère que les formes nucléaires possèdent une symétrie axiale et

on choisira les fonctions propres de l�oscillateur harmonique déformé comme

base de représentation, données en représentation (r; z; ')par :

h r z ' j nr nz �� i =  �nr (�) nz (�)  � (')� (�) (3.23)
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où nr et nz sont les nombres de noeuds des fonctions propres dans les directions�!
Or et

�!
Oz, et � et � sont les valeurs propres des projections du moment orbital

Lz et du moment de spin Sz sur l�axe de symétrie.

La fonction d�onde de spin est dé�nie par :

�

�
1

2

�
=

�
1

0

�
�

�
� 1
2

�
=

�
0

1

�
(3.24)

Les fonctions d�onde normalisées de l�oscillateur harmonique sont dé�nies par :

 � (') =
1p
2�
ei�'

 nz (�) = Nnza
1=2
z e� �2= 2H nz (�)

 �nr (�) = N�
nr

p
2 a? �

� =2 e� � = 2 L�nr (�)

(3.25)

où
�1= 2 = a? r et � = az z

az =

r
m !z
~

; a? =

r
m !?
~

(3.26)

N�
nr et Nnz sont des constantes de normalisation données par :

Nnz = [
p
� 2nz nz!]

� 1
2

N�
nr =

h
nr !

(nr +�) !

i 1
2

(3.27)

Hnz (�) et L
�
nr (�) sont respectivement les polynômes d�Hermite et de Laguerre

généralisé.

La diagonilisation de l�équation de Schrödinger permet de déterminer les éner-

gies individuelles ainsi que les états propres correspondants.

Choix de la constante d�appariement G

Le choix de la constante G est fondamental pour la détermination de la

demi-largeur du gap. La plupart des études antérieures se basent soit sur l�ex-

pression de G dépendant de l�isospin proposée par Nilsson et al. [57] :

G =
1

A
[19:2� 7:4 I] ; I =

N � Z

A
(3.28)

ou sa version améliorée :

G =
18:95

A

�
1� 0:79I + 3:4I2

�
(3.29)
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soit sur l�expression proposée par Pauli [56] :

G =
45

A ln
�
4
3

p
A
� (3.30)

où l�on a adopté les notations habituelles : A représente le nombre de masse,

Z le numéro atomique et N le nombre de neutrons.

En général, les paramètres intervenant dans l�expression de G ne relèvent

pas de considérations physiques, mais sont déterminés par �tage. Dans le pré-

sent travail, nous avons préféré déterminer cette constante de manière à repro-

duire la valeur expérimentale de la demi-largeur du gap �. Cette dernière est

obtenue à partir des di¤érences de masse pair-impair, soit : [58]

�n = �1
8
[M(Z;N + 2)� 4M(Z;N + 1) + 6M(Z;N)� 4M(Z;N � 1)

+M(Z;N � 2)] (3.31)

�p = �1
8
[M(Z + 2; N)� 4M(Z + 1; N) + 6M(Z;N)� 4M(Z � 1; N)

+M(Z � 2; N)] (3.32)

où M(Z;N) représente la masse du noyau considéré. Les masses utilisées dans

les expressions précédentes sont les masses expérimentales de la ref. [58]

3.2.2 Résultats numériques

Dans une seconde étape de notre travail, nous avons considéré des cas

réalistes. Nous nous sommes particulièrement intéréssé à deux noyaux : le
152Sm et le 156Gd. Nous avons appliqué le même code de calcul que dans le cas

du modèle schématique pour résoudre les équations du gap généralisées dans

le cas du modèle réaliste. Ceci nous a permis de tracer les courbes de la demi

largeur du gap, de l�énergie et de la capacité calori�que.

Sur les �gures 3.6 et 3.7 , nous avons reporté la variation du paramètre du

gap� pour les deux éléments pour les deux systèmes : neutron et proton. Aussi,

nous avons noté que les résultats de la méthode de Lipkin-Nogami présentent

une allure analogue à celle de l�approche BCS, aussi bien dans le cas neutron

que proton. Cependant, comme dans le cas schématique, nous avons relevé les

constatations suivantes :

1-A température nulle, le paramètre � de l�approche de Lipkin-Nogami est

supérieur à celle de BCS aussi bien dans le cas proton que neutron.
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Fig. 3.6 �Variation du paramètre du gap en fonction de la température pour
le noyau Samarium 152. En traits continus, les résultats de la méthode BCS,
en tirets, ceux de la méthode de Lipkin-Nogami.
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Fig. 3.7 �Variation du paramètre du gap en fonction de la température pour
le noyau Gadolinium 156. En traits continus, les résultats de la méthode BCS,
en tirets, ceux de la méthode de Lipkin-Nogami.
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2- Un décalage entre les températures critiques estimées par l�approche

BCS et celles déduites par la méthode Lipkin-Nogami. Ces écarts sont évalués

en MeV et reportés dans le tableau suivant :

152Sm 156Gd.

Proton Neutron Proton Neutron

0,25 0,12 0,23 0,20

Il apparait clairement que l�e¤et des �uctuations du nombre de particules

est important et qu�il est non negligeable, con�rmant ainsi les mêmes consta-

tations faites dans le cas schématique. Il semblerait donc que l�écart des pa-

ramètres du gap à température nulle induit le décalage des températures cri-

tiques.

Dans une seconde étape, nous avons procédé à l�évaluation de l�énergie du

système. Les résultats obtenus sont reportés dans les �gures 3.8 et 3.9. De ces

dernières, il ressort que :

1. L�écart est constant dans la région T < Tc(BCS), estimé en moyenne

de l�ordre de 0:5MeV dans le cas neutron et 1MeV dans le cas proton. Dans

ce cas les prévisions de l�approche Lipkin-Nogami sont inférieures à celles de

BCS

2. Dans la région Tc(BCS) < T < Tc(LN) , les deux courbes se croisent

3. L�écart est constant dans la région T > Tc(LN), estimé en moyenne de

l�ordre de 0:5MeV dans le cas neutron et 1MeV . Dans ce cas les prévisions de

l�approche Lipkin-Nogami sont supérieures à celles de BCS

On déduit alors que la contribution du terme correctif dans l�énergie de

Lipkin-Nogami est ici aussi non négligeable et sa contribution di¤ère suivant

les régions. On constate par ailleurs que dans la région où les �uctuations

quantiques prédominent, l�énergie obtenue par l�approche LN est inférieure à

celle de BCS. Cependant, en dehors de cette région, l�énergie du modèle de

Lipkin-Nogami est supérieure à celle de BCS. Ceci est principalement dû au

fait que le modèle de Lipkin-Nogami renormalise les probabilités d�occupation

par l�introduction du terme additionnel 4�2v2i .

Pour compléter notre étude, nous avons évalué la capacité calori�que en

fonction de la température. Les résultats obtenus sont reportés dans les �gures

3.10 et 3.11. Il apparait sur l�ensemble de ces résultats que l�e¤et des �uctua-

tions quantiques est ici aussi important au voisinage de la température critique.
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Fig. 3.8 �Variation du paramètre du gap en fonction de la température pour
le noyau Samarium 152. En traits continus, les résultats de la méthode BCS,
en tirets, ceux de la méthode de Lipkin-Nogami.
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3. Résultats numériques et discussion 53

En e¤et, la transition de phase de l�état super�uide vers l�état normal dans le

cadre du modèle de Lipkin-Nogami est plus �agrante comparée aux prévisions

de l�approche BCS. Ces résultats sont en accord avec les résultats obtenus lors

de l�étude de l�énergie du système et avec le cas du modèle schématique. De

plus, nous constatons que pour T > Tc(LN) l�écart reste constant, confortant

les résultats obtenus lors de l�étude de l�énergie.
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Conclusion

Dans le présent travail, nous nous sommes intéressés à l�étude des �uctua-

tions de nombre de particules dans le cas des systèmes chauds. Cette étude

a été réalisée dans le cadre d�une approche microscopique incluant les e¤ets

d�appariement. Du fait de l�importance de ces derniers, les composantes non

physiques dans l�état BCS ont été éliminées au moyen de la méthode de Lipkin-

Nogami. Aussi, les équations du gap ont d�abord été rappelées dans le cas des

systèmes à température nulle. Ceci nous a permis de noter que l�élimination des

�uctuations quantiques s�est traduite par l�inclusion d�un terme additif 4�2v2� à

l�énergie des particules indépendantes, induisant ainsi une renormalisation des

probabilités d�occupation. De plus, l�énergie du système déterminée par cette

approche est l�énergie BCS corrigée par un terme dépendant des �uctuations

du nombre de particules.

Dans une seconde étape, on a introduit une généralisation de ce formalisme

dans le cas des systèmes à température non nulle. Les équations du gap gé-

néralisées obtenues sont analogues à celles obtenues à température nulle. La

détermination de l�expression analytique de l�énergie nous a permis, là aussi,

de noter que la méthode de Lipkin Nogami induit une correction dûe aux �uc-

tuations du nombre de particules. Ces derniers sont classées en deux types :

les �uctuations quantiques dont la contribution est dominante à basses tempé-

ratures et les �uctuations statistiques dont la contribution est dominante pour

des hautes températures. L�inculsion de ces deux termes induit une correction

de la capacité calori�que de l�approche BCS.

Nous avons ensuite établi notre propre code de calcul que nous avons ap-

pliqué dans les deux cas : le cas shématique et le cas réaliste. Dans un premier

temps, nous avons évalué deux grandeurs à savoir l�energie thermodynamique

du système et la capacité calori�que dans le cadre du modèle schématique de

Richardson par les deux approches : la méthode BCS et la méthode de Lipkin-
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Nogami à température �nie. L�évaluation du paramètre du gap en fonction de

la température nous a permis de noter que :

1. La valeur du paramètre du gap à température nulle obtenue par la mé-

thode de Lipkin-Nogami est nettement supérieure à celle de l�approche BCS.

2. Les allures des courbes obtenues par les deux approches sont similaires.

En e¤et, nous avons noté que les courbes présentent l�existence d�un plateau

suivi d�une décroissance jusqu�à l�annulation du paramètre du gap. Notons

toutefois que le plateau obtenu par l�approche Lipkin-Nogami est plus large

que celui de BCS. Ceci induit le décalage entre les deux température critiques

BCS et Lipkin-Nogami.

Ces résultats révèlent donc que l�e¤et des �uctuations du nombre de parti-

cules est non négligeable et qu�il est donc nécessaire de procéder à leur élimi-

nation.

Dans une seconde étape, nous avons évalué l�énergie thermodynamique et

la capacité calori�que en fonction de la température dans le cadre des deux ap-

proches. Concernant l�energie, les résultats obtenus ont révélé que la contribu-

tion du terme correctif est dominante dans la région où T < TcBCS . Concernant

la capacité calori�que, les résultats ont montré que l�apport des �uctuations

du nombre de particules est important au voisinage de la température critique.

L�élimination des �uctuations du nombre de particules induit une transition

de phase de l�état super�uide à l�état normal abrupte et plus accentuée par

rapport aux prévisions de l�approche BCS.

Dans une seconde étape, des cas réalistes ont été considérés. Nous avons uti-

lisé comme énergie et états à particules indépendantes ceux d�un champ moyen

déformé de Woods-Saxon. Les calculs numériques ont été e¤ectués dans le cas

de deux noyaux : 152Sm et 156Gd. La généralisation de l�étude au cas réaliste

a permis de noter les mêmes constatations faites dans le cas schématique et

donc de con�rmer l�importance des �uctuations du nombre de particules.

D�éventuelles améliorations de nos résultats pourraient être obtenues par

la prise en compte des termes d�interactions résiduelles entre quasi-particules

dans l�hamiltonien du système. Par ailleurs, le formalisme de la méthode de

Lipkin-Nogami pourrait être généralisé dans le cas des systèmes riches en pro-

tons dont N=Z.
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