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0.1. Introduction Générale

Durant ces quatre dernieéres décennies, I’analyse des séries chronologiques a connu une
grande évolution dont 'objectif fut la mise en ceuvre et I’analyse de modéles adéquats per-
mettant de reproduire et d’expliquer I’évolution des séries chronologiques observées dans le
monde réel et qui sont caractérisées par des traits spécifiques. Parmi ces traits que ’on trouve
particulierement en économétrie financiére, en sciences d’environnement et de traitement de
signal on distingue : la stationnarité empirique, la saisonnalité, la tendance, la persistance,
le regroupement de volatilité, la dépendance sans corrélation, ’asymétrie, les changements
de régime récurrents, les distributions empiriques asymétriques, a queues lourdes ou multi-
modales. La quasi-totalité des modéles sont ou peuvent étre exprimés au moyen d’équations
aux différences stochastiques dans lesquelles combinant, en entrée, un processus stochastique
dit d’innovation et un ensemble de parameétres, lequel peut étre un processus aléatoire, on
obtient, en sortie, un processus d’intérét qui est destiné a représenter les traits d’une sé-
rie chronologique sous étude. De nombreuses pistes ont été explorées afin d’identifier une
équation particuliere destinée & expliquer un certain nombre de traits particuliers et il existe
actuellement une panoplie de modeles. La regle générale est que, a un trait donné corres-
pond une spécification propre et lorsqu’une série affiche plusieurs traits a la fois, on combine
les spécifications correspondantes. Parmi les traits les plus fréquemment observés figure le
phénomeéne de périodicité ou par abus de langage saisonnalité. Dans d’anciens travaux, cette
caractéristique a souvent été expliquée en considérant des équations a coefficients constants
dont I'autocorrélation est plus importante pour des retards multiples de la période. Une
autre approche plus récente et plus représentative du phénoméne de périodicité consiste
a faire varier périodiquement les coefficients de 1’équation, donnant ce qu’on appelle un
modele périodique. Cependant, I’étude de la structure des modeéles périodiques est plus dé-

licate que celle des modeéles a coefficients constants puisqu’elle fait appel & des propriétés
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probabilistes non-standards telles que la stationnarité périodique stricte, I’ergodicité pério-
dique, le mélange périodique et dont la théorie n’est pas encore complétement achevée. .. De
plus, 'analyse statistique asymptotique (théoréme ergodique, théorémes centraux limites des
martingales. .. ) des modeles périodiques notamment les propriétés asymptotiques de divers
estimateurs de ces modeles repose sur leurs propriétés probabilistes. En dépit de I'existence
de nombreux modeéles périodiques linéaires (ex. Periodic ARMA : PARMA) et non linéaires
(ex. Periodic GARCH : PGARCH, periodic Random Coefficient Autoregression : PRCA),
de nouvelles spécifications sont nécessaires afin d’expliquer des combinaisons de traits dont
figure la périodicité. De plus, dans le cas de séries chronologiques a valeurs entiéres affectées

de périodicité, des modeles périodiques correspondants sont quasiment inexistants.’

Cette these porte, essentiellement, sur I’étude de stabilité et d’instabilité de quelques
modeles de séries chronologiques (linéaires périodiques et non linéaires) a valeurs réelles
et & valeurs entiéres. Le modeéle autorégressif vectoriel périodique a été présenté, dans la
littérature des séries chronologiques, pour capturer et décrire le phénoméne de périodicité
exhibé par la fonction d’autocorrélation, ce phénoméne rencontré dans beaucoup de séries
chronologiques vectorielles ceci est un dispositif qui ne peut pas étre expliqué par les modéles

saisonniers traditionnels, SARIM A (voir Box et Jenkins (1976)).

L’étude du comportement de la distribution asymptotique de ’estimateur des moindres
(LSE) du parameétre d’'un modéle autorégressif traditionnel (& coefficient invariant dans le
temps) d’ordre 1, revient au premier travail de White (1958). En effet, ’auteur avait établit,
dans ce papier, la distribution limite de I'estimateur des moindres (LSE) du parameétre au-
torégressif d’'un modele AR (1) et ceci dans les deux cas instables, & savoir : instable de type
racine unitaire et le cas d’instable explosif du méme modele AR (1) scalaire. D’autre part,
Anderson (1959) a profondément étudié le comportement de la distribution asymptotique
de lestimateur des moindres carrés (LSE) du paramétre d'un modele AR (1) scalaire et
vectoriel. Récemment, Aknouche (2015) a présenté une étude approfondie du probléme de
la distribution limite des estimateurs des moindres carrés (LSE) d'un modéle autorégressif
scalaire, & coefficient périodique d’ordre 1, et ceci dans les trois cas a savoir : stable, instable

a racine unitaire et instable explosif. Le modéle le plus populaire utilisé pour modéliser un

Largement inspirée de Aknouche (2014).
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processus vectoriel est le modele autorégressif vectoriel (VAR). Les divers avantages et les
propriétés intéressantes satisfaits par un modeéle de série chronologique vectoriel ont motivé
I’extension de ce modéle & un modele autorégressif vectoriel a coefficients périodiques pour
capturer le dispositif de périodicité exhibée par la fonction d’autocorrélation d’une série
chronologique multi-variée, et ceci représente un dispositif qui ne peut pas étre expliqué par
les modeles saisonniers traditionnels, SARIM A (voir Box et Jenkins (1976)). Les modéles
(PV AR) (voir Pagano (1978), Kleibergen et Franses (1999), Franses et Paap (2004), Hallin
et Lotfi (2005), Aknouche (2007),...) ou les matrices de parameétres ainsi que la matrice de
variance-covariance du processus d’innovation vectoriel périodiquement corrélé, (au sens de
Gladyshev (1961), (1963)), dans le temps. Dans cette thése nous avons consacré un cha-
pitre a I’étude de la distribution asymptotique de I'estimateur des moindres carrés, qui est
sous ’hypothése de la normalité du processus d’innovation, lui-méme 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance, de la matrice autorégressive périodique d’un modéle autorégressif
vectoriel, & coefficients matriciel périodique (PV AR) et ceci dans le cas instable explosif.
La distribution asymptotique de I'estimateur des moindres carrés d’un modeéle Autorégressif
vectoriel périodique, d’ordre 1, instable explosif est obtenue. Les résultats obtenus sont des
extensions de ceux établis par Anderson (1959) pour un modele VAR (1) au cas d'un modele

VAR (1) a coefficients périodiques.

Il est bien connu, de nos jours, que beaucoup de séries chronologiques produites dans di-
vers champs, y compris des études économiques, en particulier les financiéres, et I’hydrologie,
montrent quelques caractéristiques typiques qui ne peuvent pas étre capturées et décrites par
les modeles linéaires standards de série chronologique. Ceci montre la nécessité et 'intérét
de faire appel a une certaine classe de modeéles non linéaires afin de capturer ces divers faits
stylisés. Ainsi, la modélisation théorique et pratique de la série chronologique non linéaire, a
recue, ces derniéres années, un intérét considérable. Parmi ces derniéres classes de modéles
non linéaires, nous citons, sans exhaustivité, la classe des modeéles bilinéaires, présentée dans
I’analyse des séries chronologiques pour la premieére fois depuis plus de trois décennies par
Granger et Anderson (1978a) et continue & attirer I'attention des chercheurs et a occuper
toujours une place importante dans I’analyse de séries chronologiques non linéaires (voir aussi
Subba Rao and Gabr (1984) ; Priestley (1978) ; Guegan (1994) ; Cappuccio et al (1998) ; Ter-
dik (1999) ; Subba Rao and Terdik (2003) ; Pereira and Scotto (2006) ; Hili (2008) ; Sornette
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and Pisarenko (2008) ; Kristensen (2009) ; Iwueze and Johnson (2011) ). Aussi, il est connu
qu’il existe une relation entre la classe des modeéles bilinéaires et divers classes de modéles
de séries chronologiques, ce qui révele son importance. A titre d’exemple, nous savons ac-
tuellement que beaucoup de classes des modeles (linéaires et non linéaires) GARCH ont
une représentation bilinéaire (Kristensen (2009)). On a proposé beaucoup de généralisations
de la formulation bilinéaire originale dans la littérature des séries chronologiques pour re-
fléter diverses caractéristiques de série chronologique telles que la dépendance simultanée
(Stensholt and Tjgstheim (1987)), changement de régime (Cappuccio et al (1998) ; Ferrante
et al (2003); Aknouche and Rabehi, 2010), interaction spatiale (Dai and Billard (1998),
(2003)) et discrétion de valeur (Doukhan et al (2006); Drost et al (2008)). Une extension
importante particuliére traitant des phénomeénes périodiques est la formulation bilinéaire
périodique dans laquelle les parameétres varient périodiquement au fil du temps. En effet,
le fait identifié que beaucoup de séries chronologiques (économique, financiére et environne-
mentale) montrent dans la pratique une caractéristique de périodicité en leur structure de
dépendance et, d’autre part, I'utilité bien établie des modeéles bilinéaires, a donné de bonnes
motivations a l’extension du modele bilinéaire du cas classique au cas périodique (voir par

exemple Bibi and Aknouche (2010); Bibi and Ho (2006) ; Bibi and Gautier (2006)).

Les séries chronologiques & valeurs entiéres non négatives sont rencontrées dans divers
domaines, tels que ’épidémiologie, ’économie, ’environnement, la criminologie,..., ceci a mo-
tivé I'introduction d’une classe de modéles linéaires et non linéaires & valeurs entiéres dans
la littérature des séries chronologiques. Au cours de ces deux derniéres décennies, plusieurs
chercheurs ont donné une grande importance pour la modélisation et ’étude des propriétés
probabilistes et statistiques des séries chronologiques linéaires et non linéaires & valeurs en-
tiéres, citons, entre entres, Al-Osh and Alzaid (1987) (First order integer-valued autoregres-
sive INAR(1) process), Alzaid and Al-Osh (1990) (Integer-valued p th-order Autoregressive
structure TN AR(p) process), Ferland et al (2006) (Integer-valued GARCH process).

Les modeéles autoregressifs Poissonniens ont suscité beaucoup d’intérét au courant des

deux derniéres décennies. Hormis leur habileté & modéliser divers traits de séries chronolo-

giques a valeurs entiéres, I’étude de leur structure a été un défi certain (Ferland et al (2006) ;

Fokianos et al (2009) ; Doukhan et al (2012); Davis et Liu (2016)).
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Il est bien connu, de nos jours, que les modeles de séries chronologiques (linéaires et
non linéaires) avec coefficients périodiques sont plus appropriés et ont plus de flexibilité
pour modéliser de tel processus périodiquement corrélés. Tenant compte de ce fait et des
divers avantages et des intéressantes propriétés satisfaits par le modele INGARCH(q, p),
introduit par Ferland et al (2006), ceci donne une motivation a étendre cette classe de
modeles invariants dans le temps a celle des modéles périodiques & valeurs entiéres. Bentarzi
and Bentarzi (2017a) ont établie les conditions nécessaires et suffisantes du premier et de

second ordre, de la stationnarité périodique du modele PINGARCH (1,1).

Aknouche et al (2018) ont proposé un modéle autoregressif Poissonnien mélangé dont
la distribution conditionnelle est un mélange de lois de Poisson et peut, en particulier, étre
Poissonnienne ou binomiale négative. En outre la moyenne conditionnelle proposée est une
fonction générale périodique des ses valeurs retardées et des observations. Ils ont étudié
les propriétés de stationnarité périodique stricte, d’ergodicité périodique et de dépendance
faible périodique et d’existence des moments d’ordre supérieurs. Ces propriétés servent, entre
autres, a établir les propriétés asymptotiques de I'estimateur du quasi-maximum de vraisem-

blance du modéle sous-jacent.

Bentarzi and Bentarzi (2017b) ont étudié le modele Périodique Diagonal Bilinéaire, a
valeurs entiéres, PINBLg (1,0,1,1) qui étende le modéle Diagonal Bilinéaire, a valeurs en-
tieres, classique (& parameétres invariants dans le temps) INBL (1,0, 1, 1) étudié par Doukhan

et al (2006).



0.2. Présentation de la thése

Cette theése de Doctorat en Mathématiques - Méthodes Stochastiques dont I'intitulé est :
"Sur des modéles de séries chronologiques périodiques a valeurs réelles ou
entiéres : structure, estimation et application"

porte, essentiellement, sur ’étude de stabilité et d’instabilité et I'inférance de quelques mo-
deéles de séries chronologiques (linéaires périodiques et non linéaires), elle contient deux par-
ties : la premiére partie est consacrée a I’étude de quelques modeéles de séries chronologiques
périodiques a valeurs réelles et est composée de deux chapitres, quand a la deuxiéme partie
elle est consacrée a I’étude de quelques modeles de séries chronologiques a valeurs entiéres,

et contient trois chapitres. dont nous passons en revue leurs contenus.

Partie I : MODELES PERIODIQUES A VALEURS REELLES

Chapitre 1 : Distribution asymptotique de ’estimateur des moindres carrées
d’un PVAR(1)

Le premier chapitre est principalement consacré a ’étude de la distribution asymptotique
de l'estimateur des moindres carrés, qui est sous I’hypothése de la normalité du processus
d’innovation, lui-méme 'estimateur du maximum de vraisemblance, de la matrice autoré-
gressive périodique d’un modele autorégressif vectoriel, & coefficients matriciel périodique,
(PV AR) et ceci dans le cas instable explosif.

Chapitre 2 : Stabilité d’un modéle diagonal bilinéaire périodique

Ce chapitre est destiné a 1’étude des problémes de stabilité et leur conséquences du
modele périodique autorégressif bilinéaire diagonal du premier ordre PBLg (1,0,1,1). Le
présent chapitre contient, en outre de la section introduction, six sections. Dans la premiére
section nous établissons les conditions de stabilité de ce processus au sens de la stationna-
rité stricte, au sens de la stationnarité en moyenne et au sens de la stationnarité du second

ordre. Nous passons dans la seconde section a 1’établissement de la condition d’existence

vil
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des moments d’ordre supérieurs du processus sous-jacent, et nous déterminons le coefficient
d’asymétrie et d’aplatissement du processus. Quant a la quatriéme section, elle est vouée a
'établissement de la structure de la fonction d’autocovariance du processus PBLg (1,0, 1,1).
Dans la cinquiéme section nous passons a l’estimation des parameétres du modeéle par la mé-

thode d’estimation de Yule -Walker, dans le cas ot le processus d’innovation est Gaussien de

2

s s=1,2,..5. Nous terminons ce chapitre par la section

moyenne nulle et de variance o

six dans laquelle nous présentons une étude de simulation. Quelques résultats de ce chapitre
sont orignaux et ils sont publiés dans une revue sans impact facteur Aknouche and Bentarzi

(2014).

Partie II : MODELES PERIODIQUES A VALEURS ENTIERES
Chapitre 3 : Modéle INGARCH (1,1) Poissonnien périodique : Structure et

estimation

Dans ce chapitre nous étudions quelques propriétés probabilistes et statistiques du mo-
deles GARCH périodique a valeurs entiéres. Nous établissons les conditions nécessaires et
suffisantes du premier et de second ordre, de la stationnarité périodique, et nous donnons,
sous ces conditions, donné les formes explicites de la moyenne et du moment d’ordre deux.

Chapitre 4 : Modéles autorégressifs Poissonniens mélangés périodiques

Dans ce chapitre nous proposons une classe générale de modeéles autorégressifs Poisson-
niens mélangés dont la forme et les paramétres sont périodiques dans le temps. Sous une
condition de contraction périodique sur la forme de la moyenne conditionnelle, nous mon-
trons l'existence d’une solution strictement périodiquement stationnaire, périodiquement
ergodique et périodiquement faiblement dépendante ayant, dans le cas Poissonnien pur, des
moments d’ordre supérieur finis. Des applications & des modeéles spécifiques sont considérées.

Chapitre 5 : Modéle Bilinéaire a valeurs entiéres périodiques

Dans ce chapitre nous étudions quelques propriétés probabilistes et statistiques du modéle
bilinéaire diagonal périodique a valeurs entiéres. Nous établissons les conditions suffisantes
de stationnarité périodique du premier et de second ordre et nous avons donné les formes
explicites des deux premiers moments ainsi que la forme explicite de la fonction d’autocova-
riance. Nous obtenons les estimateurs de Yule-Walker des paramétres du modele. Le chapitre

se termine par une étude de simulation.



Premiére partie

MODELES PERIODIQUES A
VALEURS REELLES



Chapitre 1

Distribution Asymptotique de
I’Estimateur des moindres carrées

d’un PVAR(1)

1.1 Introduction

Le modéle le plus populaire utilisé pour modéliser un processus vectoriel est le modele
autorégressif vectoriel (VAR). Les divers avantages et les propriétés intéressantes satisfaits
par un modeéle de série chronologique vectoriel ont motivé I’extension de ce modéle & un mo-
dele autorégressif vectoriel a coefficients périodiques pour capturer le dispositif de périodicité

exhibée par la fonction d’autocorrélation d’une série chronologique multi-variée.
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Le modéle autorégressif vectoriel périodique a été présenté, dans la littérature des séries
chronologiques, pour capturer et décrire le phénomeéne de périodicité exhibé par la fonction
d’autocorrélation, ce phénoméne rencontré dans beaucoup de séries chronologiques vecto-
rielles ne peut pas étre expliqué par les modéles saisonniers traditionnels, SARIM A (voir

Box et Jenkins (1976)).

L’étude du comportement de la distribution asymptotique de ’estimateur des moindres
carrés (LSE) du parametre d'un modele autorégressif traditionnel (a coefficient invariant
dans le temps) d’ordre 1, revient au premier travail de White (1958). En effet, 'auteur avait
établit, dans ce papier, la distribution limite de 'estimateur des moindres carrés (LSE) du
parameétre autorégressif d’'un modele AR (1) et ceci dans les deux cas instables, a savoir : in-
stable de type racine unitaire et le cas d’instabilité explosif du méme modéle AR (1) scalaire.
D’autre part, Anderson (1959) a profondément étudié le comportement de la distribution
asymptotique de I'estimateur des moindres carrés (LSE) du paramétre d'un modele AR (1)
scalaire et vectoriel. Récemment, Aknouche (2015) a présenté une étude approfondie du
probléme de la distribution limite des estimateurs des moindres carrés (LSE) d'un modele

autorégressif scalaire, a coefficient périodique d’ordre 1, et ceci dans les trois cas & savoir :

stable, instable a racine unitaire et instable explosif.

Ce chapitre est principalement consacré a 1’étude de la distribution asymptotique de
I’estimateur des moindres carrés, qui est sous ’hypothése de la normalité du processus d’in-
novation, lui-méme ’estimateur du maximum de vraisemblance, de la matrice autorégressive
périodique d’un modele autorégressif vectoriel, a coefficients matriciel périodique, (PV AR)

et ceci dans le cas instable explosif.

La distribution asymptotique de I'estimateur des moindres carrés d’un modéle Autoré-
gressif vectoriel périodique, d’ordre 1, instable explosif est obtenue. Les résultats obtenus
sont des extensions des résultats établis par Anderson (1959) pour un modéle VAR (1) au

cas d’un modele VAR (1) a coefficients périodiques.
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1.2 Notations, définitions et hypothéses

Rappelons qu’'un processus de second ordre périodiquement corrélé {Xy; t € Z} est dit
satisfaire un modele Autorégressif vectoriel périodique du premier ordre, de période S, noté

PsV AR (1) 'l est solution de ’équation linéaire aux différences stochastique suivante :
Xt = (I)t thl + Et,t S Z, (121)

ol {g;,t € Z} est un m—vecteur processus bruit blanc périodique, i.e., une suite de variables
aléatoires non corrélées, de vecteur moyen zéro, et matrice variance-covariance périodique
Ay ; et ot les m x m matrices réelles, ®; and A;, sont périodiques dans le temps, de période

S (ou S est un entier strictement positif; S > 1), i.e., @45 = Py et Ayyps = Ay, Vi, 7 € Z.

En Posant t = s+ 75, s = 1,2,...,S et 7 € Z, on peut réécrire ’équation (1.2.1) sous la

forme équivalente suivante :
X5+7-S - (bs XS*]:I»TS + €5+7-S, S = 17 2, ceey S et T E Z (122)

Ce modéle est capable de capturer et de décrire la périodicité exhibée par la structure
d’autocovariance de plusieurs séries chronologiques rencontrées dans divers domaines et qui
sont générées par un processus vectoriel périodiquement corrélé dans le sens de Gladyshev

(1961).

1.2.1 Régions de Stabilité et d’Instabilité

12 . s " .
Considérons la matrice ¥ = [[,_, @) alors, selon les positions du produit des valeurs
propres A\;, i = 1,2,...,m de cette matrice, par rapport au cercle unitaire, nous distinguons

les trois régions suivantes :

a) [T, [Asi] <1 (Région de stabilité) le processus périodiquement corrélé {X;, ¢t € Z, }
est strictement stationnaire et périodiquement stationnaire au second ordre,

b) IT2, [As.il = 1 (Région d’instabilité racine unitaire) le processus périodiquement corrélé
{X;, t € Z,} est non stationnaire de type racine unitaire,

o) IT, [Asil > 1,1 <n <m (Région d’instabilité explosive) le processus périodiquement

corrélé {X;, t € Z, } est non stationnaire explosif.
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1.3 Causalité (Condition de Stabilité)

1.3.1 Condition de stationnarité périodique

La proposition suivante établit une condition nécessaire et suffisante pour 'existence
d’un processus périodiquement stationnaire, du second ordre, qui est solution de I’équation

stochastique périodique (1.2.1).

Proposition 1.3.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que le processus périodique-
ment corrélé { Xy, t € Z} satisfaisant I’équation aux différences stochastiques (1.2.1) soit un

processus périodiquement stationnaire de second ordre est que les racines de [’équation sui-

vante :

Iz — W, =0, z€C, (1.3.1)

e . N s . 4
toutes se trouvent a l'intérieur du disque d’unité, o Wy = [} | Ps_p11, ce qui a les mémes

valeurs propres que la matrice Hle ®,.. Sous cette condition, le processus périodiquement

corrélé {X;, t € Z}, est donné, pour T =s+71S,s=1,2,...,5 et T € Z, par l’expression :

r /S =l 5 sic1
Xs+‘rS = Z (H ®sk+1> Z (H q)skJrl) Es—i+1+(r—r+1)S

r=1 \k=1 i=1 \k=1

s [ s /i1 i (1.3.2)
+ (H q)skJrl) > (H q)sk+1) €s—j+1+ (H@sml) Xol,
k=1 j=1 \k=1 i=k
ou par son expression de Wold-Cramér
00 S s /i-1
Xs+7'S = Z (H (I)sk+1> Z (H q)sk+1> Es—it14+(r—7)S>
¢, t=0 k=L =1k=L " g id (1.3.3)
= Z (H (I)s—k—i-l) Es—it+1+7S T Z (H <I)s—k—i-l) Z (H <I)s—k—i—l) Es—i+1+(r—71)S"
i=1 \k=1 r=1 \k=1 i=1 \k=1

De plus, la forme explicite de la matrice variance-covariance, Var (X, rs) = I'® (0), s = 1,

2,...,S et T € Z, est, sous cette condition, donnée par

) (0) = 50, 07 [zle (Hg;;ll <I>s_k+1) As_m( i ;M)} i (1.3.40a)

ou d’une facon équivalente par :
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vee (I (0)) = (I ~[1(®in® (I)siJrl))_l ZS: Cl:[i (®siy1 ® (I)siJrl)) vee (Ay—ji1) -

j=1
(1.3.4b)

Preuve. En itérant I’équation (1.2.1), on peut obtenir :

X, — (ﬁ <I>H+1> Xt S (ﬁ cthl) s (1.3.5)

i=1 j=0 \i=1
Posons m = t, on obtient
. t
X = ZE;%J <Hg:1 Qt*i+1) Et—j + (Hq’tiﬂ) Xo.
i=1

Remplagant, dans la derniére expression, t par s+ 7.5, et tenant compte de la périodicité de

la matrice ®;, on obtient

s+7S5—-1 J s+T18
Xsrs =D i < =1 (I)s—i—i-l) Es—jtrs T+ (H D, i+1> Xo.

qui peut étre réécrite sous la forme suivante :

0 1 S—1
Xs+TS = |:(H (I)siJrl) €s—1+1+78 T+ (H (I)si+1) €s—2+1478 T ..o + <H (I)si+1> 5SS+1+7'S:|

i=1 i=1

1+S5 S—1+S
|:H P, i+1 Es—1414+(r-1)S + H o, i+1 Es—2+1+(7—1)S +..o+ H o, i+1 Es—(S—1)+(r— )S:|
1=1 i=1
28 1+25 S—1+428
|:H <I>3—7,’—&—1 Es—14+1+(r—2)8 + H (ps—i—&—l €s—24+1+(7—2)S + ...+ H (I)s—i-l—l 55(51)+1+(72)S:|
=1 =1 =1

S i—1+rS—1 j=s [j—14+7S s+18
> < 11 CI)s—/k:+1> Es—it1+(r—r) Z ( 11 (I)s—i—H) Es—j+1 T ( I1 ¢s—i+1> Xo,
i=1 j=1 i=1

k=1 i=1

ou par la forme équivalent suivante :

-1/ S T s /i-1
XS+7'S — Z <H @S—k—f—l) Z (H @S—k-‘rl) 88*i+1+(7’*’r)s

r=0 1 k=1
S T s S T s
(H q)s—k—i-l) > (H D, k+1) Es—j41 + (H (I)s—k—i-l) <H(I)s—i+1) Xo,
k=1 j=1 1 i=1 i=1
7—1 r j
Z (H D, k+1) Z (H D, k+1) Es—it1+(r—(r))S
>
J=1

=0 k=1
S 7j—1 S T s
+ H D, k+1) (H D, k+1> €s—j+1 T (H q)skJrl) <Hq)si+1) Xo.
i=1 i=1

r=

<3

D’ot, on a
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T S =1 g i
Xstrs = Z <H ‘I>s—k+1) Z (H o, k+1) Es—it1+(r—r+1)S
r=1 \k=1 i=1

+ (ﬁ <I>s_k+1)7 [Z J]j . k+1) S (HCbs_kH) Xo] | (1.3.6)

k=1 j=1 i=k

De la derniére expression, on a

T r—1 i—1
Kotrs = 2, ( (I)s—k+1> > (H Dy k+1> Es—it14+(r—r+1)S
k

r=1 =1

};[ ‘I)s—k+1)T [i (H Dy k+1) €s—j+1 + (ﬁ@s—kH) Xo] :

k=1 j=1 \k=1 i=k

D’ot, on a :

T—1 S TS /i-1
K { |:Xs+TS - Z (H (I)sk+1> Z <H q)skJrl) €S—i+1+(T—T)S:| X
k=1 =1

r=0 k=1

—1/ S TS /i-1 /
[XHTS S (H <1>Sk+1> 5 (H q>sk+1> ss_HH(T_T)s} |
3 k=1

r=0 \k=1

_ {(ﬁ @S_HI)T E| s (ﬁ o, ,m) Comiir (ﬁ‘bs—kﬂ) Xo

k=1 j=1 i=k

(5 (o) o o)) () )

S T s — s
(H (I)s—k+1) E <H D, k—i-l) Es—jt1 T (H ‘I>s—k+1) Xo

k=1 i=k

(5 () e (0] () v o

Du fait que la matrice suivante, qui sera calculée ci-dessous

s j—1 s s m—1
5 (T i) g+ (00 Xo] e (o)
k=1 i=k 1 k=1

K(E(é??))ZE{

s (i)}

est finie et donc la forme quadratique converge, si et seulement si lim ®7 K (E (¢?)) &7 = 0,

T—00
s=1,2,...,59, i.e., les valeurs propres de la matrice ¥, = Hi:l ®,_ 1.1 sont tous strictement
inferieurs en valeurs absolues & 1. Sous cette condition, on a la convergence, au sens quadra-
tique, de 'expression qui est la représentation de Wold-Cramér

S [i—1 00 S TS /i-1
Xoprs = (H (I)sk+1) Es—itl4rs T (H (I)sk+1) > (H D, k+1> Es—it1t(r—r)S-

i=1 \k=1 r=1 \k=1 k=1
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La matrice variance-covariance I'®) (0) peut étre calculé directement & partir de I’expression

précédente. On a :

i1 i—1 !
s) ( ) = Z (H (I)S k+1) E (Es—i-i-l-i-TS Eiqfi+1+7'5') (kH q)s_k+1)
=1

=1 \k=1

+ {E {i (H (I)s—k:+1>r i <ZHl (I>s—k+1) Esz’+1+(rr)s] X

r=1 \k=1 i=1 \k=1

5 (f10) (i)

=1 k=1
i—1
(H qu—k—&-l) E (€S—i+1+75 gg—i+1+73) (H (I)s k:-l-l)

i=1 \k=1

+E { {i (ﬁ (I)schrl)T 1531 <ﬁ q)skJrl) €S—i+1+(T—T)S:| X

r=1 \k=1 k=1

S j—1 !
[lzl 8;—j+1+(7'—l)5 — <H P, k+1) (H (I)s—l—k:) ] }
= i1 U=t
alors, on a

05 () [5 (o) ()] ()

r=0 \k=1 i=1 \k=1

8

ou A; est la matrice de variance-covariance du processus d’innovation. Cependant, pour le
besoin ultérieure, on peut avoir une expression équivalente. En effet, en multipliant, & droite

par X/, 'égalité (1.2.1), tout en prenant 1’espérance mathématique, on obtient
r®0) =&, 1Y (0) &, + A, teZ,

en prenant 'opérateur vec des deux membres de 1’égalité précédente, on obtient
vee (TW(0)) = (&, ® ;) vec (T (0)) +vec(Ay), te€Z.

En itérant S fois I’équation aux différences précédentes, on obtient

vee (10 0) = (1181 1) wee (T ) + 3 (T 011 ) vee s,
ot B — (B, @ @,). Alors, si p (H o m) _ [p <ﬁ o, M)} <1 ona

vee (T (0)) = [ (H P m)]l > (3;_1@;‘”1) vee (Ay_j41),

Jj=1

= (I — 1 (@it ® <I>5_Z~+1)) h XS: <j_l (Ps—it1 ® (I)s—i+1)> vee (As—j+1) -

i=1 j=1 \i=1
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1.3.2 Structure de la covariance et de ’autocorrélation

La matrice de variance covariance, 'V (k) = E [(X; — E (X;)) (X; — E(X}))'], du pro-

cessus vectoriel X; donné par (1.2.1) satisfait la propriété suivante.
Propriété 1.3.1. Soit h un entier positif, alors on a

¢ (—h) =TCE+" (p) s =1,2,...,5 et h€ N, (1.3.7)
Preuve. On a

e (=h) =E (XS+TS X.;JthrTS) =L [ng—s—thTS X;-i-rsl)}l = [(Xs+h+TS X;+h+TS—h)T>
= [E (Xs+h+TS X;+h+rS—h)] = [F(S+h) (h>] .

La matrice de variance covariance I'® (h), h > 1, est donnée par la proposition suivante.
Proposition 1.3.2.
e (h) = (Hill <1>8_i+1) e (), s=1,2, .., 5, h>1. (1.3.8)
ou encore pour h=v+ kS, v=1,2,....,.5 et k € N:
I (v 4+ kS) = UF ([, i) T (0), v=1,2,..,8, k €N, (1.3.9)
ot la matrice ¥, est donnée par : ¥, = Hle Dy g,
Preuve. En multipliant, & droite, les deux cotés de 'expression (1.2.2) par X._,, ¢, h >1

et 7 € Z, tout en prenant I’espérance, on obtient

Xs+TS X;—h—f—TS =, Xs+TS X;—h-f—TS + Estrs X;—h+TS’ s = 17 27 By Sa
E (Xotrrs X[ pirs) = Ps (Xs—1+TS X;—1—(h—1)+fs) + B (€otrs Xl pirs) s
I h)=o,1V(h-1), h>1, s=1,2, .. 85,

par itération, par rapport a h, on obtient
0 () = (I @i ) TE(0), b2 1.

Posons h = v+ kS, v =1,2,...,5 et k € N, alors la derniére expression peut étre réécrite
sous la forme :

v+kS v
I'® (v +kS) = ( I1 <1>5_i+1) [s=+kS) (0) = Uk (H cbs_iH) re=(0), v=1,..,8, k €N,

i=1 i=1

. . ) S
ou la matrice Wy est donnée par : Wy = [, Ps_iy1.
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Structure d’autocorrélation
Soient B(S) (h) =Cor(Xs; X p), h=v+kS,s,v=1,2,....5 et k € N la matrice d’auto-
corrélation du processus périodiquement corrélé X, g, alors on a la proposition suivante.

Proposition 1.3.2.

P (v 4 kS) = A UF (1‘[ chH) Ay p(0), v=1,2,...,5, kN, (1.3.10)
i=1 -

N , . s
ou la matrice Wy est donnée par : Wy = [[;_; Ps_iy1.

Preuve.

(

I (v +kS) = Uk < qns_M) = (0),
=1
‘I)sz‘+1> re=(0),
=1

P (v + kS) = A7 UE [ T] @yipr | T (0) ALY,

- i=1

(2

Ay p® (v + kS) Ay, = UF (

pts) (v+EkS) =AUk ([T ®sin | Asy Q(S_U) (0),

- =1

ot A est la matrice diagonale dont le j— iéme élément, j = 1,2, ..., m (rappelant que m est

la dimension du processus X;), est donné par

(A,);; = /T5; (0).

Jj Jj
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1.3.3 Estimateurs des moindres carrés

Il est bien connu que 'estimateur des moindres carrés ¢, basé sur une série chronologique

de taille T', de la matrice ® est donné par ’expression :

N T—1 -1
(I)s,T = <Z Xotrs X;—1+TS) (Z X 1+TSX8 1+ST) : (1-3-11)
T7=0

En remplagant X, ,s dans (1.3.11) par sa valeur donnée par (1.2.2), on obtient, pour s =

1,2,.... S,

KH)

T T -1
[Z (q)s Xs—14(r—1)s + Est(r- I)S) X;—1+(r—1)5] (;XS—H(T—I)S X;—1+(r—1)5) )

T=1

T T
= lq)s > Xeirr—1s XL 14(r=1)S Z X;_1+(7_1)s} X

1

Z Xsfl+(771)5 X§—1+(T—1)s) )

T=1

T T -1
=&, + (Z Es+(r—1)S X§—1+(T—1)s) ( Xs-14(r-1)8 X§—1+(T—1)s> :

T=1 =1

N
\]
S

(1.3.12)

Donc, on a

- T -1
B = 0= (2 s Xres ) (£ Xensons Xvipns) - (313

T=1
Soient As 1 et Bsp, s =1,2,...,.S deux matrices définies comme suit

Asr = (ZL Xsp(r-1)s8 X;—1+(r 1S ) @ ZT ¥ Xs—14(r-1)8 Xs 14+(r=1)S>
=0, 23:1 X 14(r-1)s Xé—1+(7—1)s + 27:1 Es4(r-1)S Xs—1+(r—1)s
— o, 23:1 X 14(r-1)8 X;—1+(T—1)s = 23:1 Es+(r-1)S X;—1+(T—1)S’
Bsr = 25:1 Xs—1+(7—1)5 X;—1+(T—1)S-

En utilisant ces notations, on peut réécrire ’expression (1.3.13) sous la forme

Byp— By = Ayr Bk, s=1,2,..., 5. (1.3.14)
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Comme il a été précité, nous nous intéressons dans ce chapitre a 1’étude du comportement
asymptotique de l'estimateur des moindres carrés ordinaire du modéle PV AR(1) dans le cas
explosif, et plus précisement dans le cas ou Irs valeurs propre de la matrice W, sont toutes

superieures a un.

Soit le processus vectoriel Z ,, s =1,2,....Set 7=1,...,T — 1,

Zor =V, DX 1 s, T2, (1.3.15)

) S

. s . . . .
ou VU, = [[i_; Ps—k, s = 1,2,...,.5, est une matrice qui posséde clairement les valeurs propres

que la matrice Hle ®,_j41. Remplagons X, (-_2)s par son expression donnée dans (1.3.2),

pour s — 1 et 7 — 1 ensuite pour s et 7, on obtient

T— s /i-1
Xs—1+(7—1)S - Z (H (I)s k> Z <H q)s—k) CC55—1‘-&-(’r—7’—1)5
k=1

(o) B (o) e (e ) 6]

Donc, le processus Z, . peut étre explicitement réécrit sous la forme

é(ﬁ D, k) Es—it(r—r— 1)51 (1.3.16)
+<,;im> IE(HI e (ifos) 0]

Par itération, par rapport a s de (1.2.2), tout en remplagant s par s — 1, on obtient
m m i—1
Xs—1+TS = <H q)s—k) Xs—l—m+TS + Z (H (I)s—k> Es—it+1S) (1317)
k=1 i=1 \k=1
en remplacant m par S, on obtient

S S i—1
X371+TS = <H q)sk) Xs—1+(7—1)5 + Z (H (bsk) Es—i+r8) (1318)
k=1 i

k=1

En replagant, 7 par 7 — 1, on a
i—1

S
Xs 1+(r—1)S — <H q)s k) s—14+(1—2)S + Z (H (I)sk) Es—it+(r—1)5 (1319)
i=1

1 k=1
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En multipliant les deux cotés de la derniére expression par ¥y (r , on obtient, tout en

utilisant Z, , = U572 X,y s :

(r-2) ) G Ay e
ZS’T = <H CI)S k) s—14+(7—-2)S + W, Z (H (I)S—k) Es—it(r-1)S>

1=1 \k=1

—(r—3) —r—2) & [
= Uy Xs—1+(T—2)S + Wy Z (H (bsk) Es—it(r—1)5-
i=1 \k=1

Donc, on a I’équation récurrente

Zsr =Lsra+Fsr s=1,2,...,5and 7> 2; . (1.3.20a)
ou
!
Fsr= ‘I’;(T*z) > <H <I>sk) Es—it(r—1)S- (1.3.200)
i=1 \k=1

Par itération, en 7 de ’équation précédente, on obtient
Zsr = STj—i—Z OFSTm,7'>2a1r1dj>1 (1.3.20¢)

Si on suppose que la taille N de la série chronologique est un multiple de la période S, i..e.,

N =TS,T > 2, alors, on a, de (1.3.16)

Zor = v, 2 X 14(T-1)5)

=y, 2 {TZQ (ﬁ (I)s—k)r ZSJ (Hl ‘Ps—k> €si+<Tr1>S} (1.3.21)

k=1 = k=1
S s—1 /j—1 s—1

+ (H (I)s—k:> Z ( @ —k:> Es—j + (H (I)s—k) XO .
k=1 J=1 \k=1 i=1

Utilisant ces notations et définitions, nous pouvons énoncer le lemme suivant.

Lemme 1.3.1.

-1 /-1 T_1 i1 ‘ (1.3.22a)
S (2 Zur F'Tm) o Z (z Frn Z;,T) v
j=1 m=0 j=1 m=0
ol
ST_Z\I/J(ZsTZ')\IJ;',s—12 .S,
(1.3.220)

— STZ'T+fo Y(Zon Z ) OV + V2 (Zon ZLp) O +
A U2 Zl ) U TTY s =1, 2, ., S
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Preuve. De I'expression de B r tout en employant la relation Z; r = ¥y (T-2) X 14(T-1)S»
Nnous avons

T
v, B N A (ZleH(Tl)S X§1+(71)S) o,

T-1
5 —(T-2) —(T—2)1
= Z% X 14(r-j-1)8 X;—l—i-(T—j—l)S) |2 ]
]:

\I/;(T_z) Til \IIST—]'—Q) (Z&T_j Z;T,j) \Ing—j—Z)/) \I/;(T_Q)/,

j=0
T-1 )
:Z:O\Ijs_] (ZS,T*J'ZST ])qj ZSTZ;T—FZ@ ( s,T— JZ;T j)\D_]/7
J= Jj=

en remplacant Zsr; Zep_;, j > 1,58 =1,2,..., S, de I'expression (1.3.20¢) pour 7 =T, on

obtient

T-1
g, T2 Bsr oI = Zsr Zyp + 21 v ( sT—j Ly ]) ouil
J:

T-1 . J—
=Zsw Zyp+ 3 VY [ZS,T Zip = Zsr (Z F ’Tm) (1.3.23)
j=1 m=0
Jj—1 ’ j—1 j—1 A
- (Z FT_m> Zir+ 2> Frem F’T_l} i
m=0 m=0 [=0

qui peut étre réécrite sous la forme équivalente suivante

T-1 ,
NS Bsr v, — Zsr Zyp + zjl v (Zs,T*J' Zir- J) v,
]:

-1 I T j—1 '
=Zsw Zyr + Z U (ZorZyg) U7~ Z Vo Zsr (Z F ’T_m) v
0
T-1 j .
- J(z Fron) Za 0+ 5 8 S (Front i) W (L32)
T—-1

= Y U (Zegr ZLy) U — Z v (Z Zor F’T_m) Ul
j=1

m=0
Jj—1 j5-1

Tfl j . T-1 . .
_ - (Z Fr_ stT) \II;J/+ Z \IIS—J <Z Z (FT—mF,T—l)> \IIS—J/.
j=1

m=0 [=
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Lemme 1.3.2

AS,T ‘I’;(Timl — GST = — Z EsH(T—j-1)8 Z FT m \Ds_j/’

j—

T j-1 S , , —(T-2)
= - Z Z (€5+ T—-35)8 gs i+(T— ]+m)S) 1:[ q)s—k \IJs_m ‘;[[5

j=1 m=1 i=1 ’ (1.3.25a)
SIh3ls m/ —jt —(T—-2)
— Zl Zl Zl <65+(T ] ES ’L+ T m)S) H @ \IJS \I}S.j \:[js ,
1= m= 1=
ot
Gor = Xjco Esrr—i-vs Zia V7, (1.3.25b)
= cop(r-1)s Zoq T Esyr-2)s Zhp U+ e Z;T\I/S_(T—l)ﬁ

Preuve. En utilisant I'égalité Z;r = Zsr—; + Z{{:lo From, jJ>1lets=12..5 on
obtient

A WS = ST e e 2L, W g T2
_Z] 053+(T —j—1)s 2, P O i,

T—1 i1 .

= 1 fostrsons Z W' = T cvrtrsmns it From 07

T i
= Gs,T - Zj:()l Es+(T—5—-1)S Zin:lo F,T—m 08 7
en remplacant FT . Dar son expression Zl_l €5 it (T—m—1)S ( q); k) \11' (T—m—2) , on ob-

tient

T-1

_(T— j—1 S _ .
AtV = G == % vy £ S s (T 80) 007 w0,
J= m=0 1= k=1

T-1[j5-1 S
T—m—2 —;
- - ‘0 |: . Zl (6s+(T_j—1)S g;—i—&-(T—Tn,—l)S) <H (I) ) ;¢ )/1 \Ijs ]/7
j=0 [m=0i=
T—-1 i S
—(TH+m—2
- T . |:Z Zl <€8+(T—j—1)5 gls—H—(T—j—i-m 1 S) (H CI) > \I/s( ),:| s
j m=11i=
Jj—

H»—A

||
M= I

Y

Z Z <Es+ T—35)8 5ls—z’+(T—j+m)S> (1:[ (I)/s—k) \Ijgm,

1 =1

1

J

\I/_(T_Q)/

||
™M=

Jj—1 .
Z Z Es+(T— ])585 i+ (T—m) )(HCI) )\llg”’) \IJS_]I

1 \m=1 =1

J

ce qui accomplit la preuve. La proposition suivante établit la convergence, en probabilité vers

0,de U T2 B U T _F et A U7 — G,y
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A) Convergence de w:"2 p,, w:0> €t 4., ;">

Proposition 1.3.3.

P lim (O, T2 B 0, T2 — F 1) =0, (1.3.26a)
P lim (A U2 — G, ) =0, (1.3.26b)

ou Fsr et G, s =1,2,...,S, sont respectivement donnés par (1.3.22b) et (1.3.25b).

Remarque 1.3.1. Dans le cas invariant de temps les limites de probabilité (1.3.26a) et
(1.3.26b) sont réduites & ceuxr données, par Anderson (1959), dans le Theorem 3.1 et le

Theorem 3.2, respectivement.

—1 -1 —1
Preuve. 1.3.26a). Exprimons, d’abords les expressions Z Z FrmFl et Z Zsr Flr_,,
m=0 [=

en terme des . En effet, de (1.3.20b), on a
S

-1 j-1 -1 5-1 i—1
Z o FromFlp = Z > [\If (T=m=2) s~ <H ‘I)s—k) 58—i+(T—m—1)S:| X
i=1 \k=1

m=0 [=0 m=0 [=0 s
T—1-2
|:Z 58 r+(T'-1-1)S <H q)s r— 1+k:> \I[ ( )/:|

r=1
J

—15-1 S i—1
—(T—m—2)
SR LEE D o ol §1 C Y [ ORHFSISRE A B

m=0 [=0
(T—1-2)1
< s r— 1+k) \I[ }

de (1.3.21) et (1.3.20b) on peut réécrire Uexpression S 71 Z, 7 [} sous la forme

Jj—1 j—1 —(T—-2) T-2 / S "8 /i-1
Z ZS,T F,Tfm = ZO 2 { Z (kl:[1 (I)sk> ; (H (I)sk) Es—it(T—r—1)S

) B i) o
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et de (1.3.27), on peut avoir

j—1 . —(T-2) j—1 S i—1
Yo Frm Zip=Ys Yo D> I sk ) €smitr—m—-1)s | X

m=0 i=1 \k=1

0 T-2 S i—1 S r (T2
Z Z 85 i+(T—r—1)S H q);—k H q);—k \Ijs (1328)
r=0 1=1 k=1 ki%

<E € (H <I>;_k> + X} (quk)) w;} T >2

i=1 k=1 k=1

Calculons ’espérance de ¥y (T-2) Bsr Vs (T=2y _ Fsr

T-1 /=1 g-1 )
E( S s T —FS,T) —E( S w7 (Z Z(FT_mF’Tl)> v
j=1

m=0 [=0

T-1
(qu] ZZSTFT m>\Ijs_]/>_E<Z\PS_](ZFT stT)\I]],>

=1 m=0

_ 1j-1 I N .

=S (S By ) ) v - S w0 (5 B ) v

7j=1 m=0 [=0 j=1 m=0

T— /g1 '
Z vl (Z E(FTfm Z;,T)) w7

= m=0

Calculons Pexpression Y71 SR (Frem Fir_))

ijlozjfl (FT m Flr)
=> 02 ;2 Zz 1Zr I(Hk 1 Ps— k)E(gs iH(T-m—1)8 €5 r+(T—=1— 1)5) %

( rlq)/ +k)\I[ Tl2)7

en tenant compte de I'indépendance des ¢, on obtient

j—1 j-1 j—1 —(T—m—2) S i—1 ,
> 2 E (FT—mF’sz) = Z—o Ws ; (kHl (bs—k) B (68_i+(T_m—1)S€s—i+(T—m—1)S> X

0 (oo (o

M |

m:

_ \If (Z] 1 \I/m S) \I/m/> U, (T—2) :

;;11 (I)s—k:> A ( ;;11 <I>;_k>. Alors, on a

ou QY = Zl 1 (
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-1 5-1

Z =D S E(Frml ) ¥y z v { ;T3 (z Q) \Ifm) \Ifs‘(”)’] v

m=0 [=0

S 7D DR e K > U \pm') \D—J’} v, Y

KZ B ) g lm- J)/>:|}\1,S—(T—2)’
m=0

J
om0 §- ml>q, 2y
e

|

LS
w

G

®
M7

—_
/\/\/—‘ﬁ

_ g 21 gD o) \115“”*”’) g -2
j:l m=0
T—2 7
_ \I;;(T_l) [ (Z gom Qgs) \I/Sm/) \I/s_(T_l),,
7=0 \m=0

ott la matrice symétrique Q) = Zle ( 2;11 <I>s_k> Ag; ( 2;11 <I>'S,k> .

D’autre part, ’espérance de Zf;:lo Zst I, est donnée par
oo B (Zsr Fr_)
j—1 _(1—2) T2 s TS /i-1
= > ES U, oI @ecr ) 20| I @oci ) Esmicr—r—1)s
m=0 k=1

r=0 i=1 \k=1

() S (oo s (o) (o) xf

s
T—m—2
L_Zl €,s—l+(T—m 18 (Hq)s l+k) . )I} )

—(T—m—2
<H (I)s H—k) \DS( )/}

(e 5 (i) e (i) v

Finalement, on a

j=1 _(T-2) S ™S [i-1
= Z {\Ijs (H q)sk> Z <kH1 q)sk) E <€s—i+(T—m—1)S 8,5—i+(T—m—1)S) X

m=0

|
ML
<

Jj—1 j—1 S [i—1
> E(Zarl ) = > 0T (H o, k> (H @, ) Sy
m=0 m=0 zill
_ Z \I};(Tfmf2) QgS) \I};(Tfmf2)/ LU, H( s) \I/,
=0

_ S—(TJ 1) Z\I, mQ(S e mog (T—j— 1)—1-\1’ H()\I//S,
=0
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~1 /j—1
ot I1¢%) Z (H o, k> o—j <H P ) Donc 'espérance mathématique de expression

(5)

> Fr-m Z,p est, puisque la matrice de variance-covariance (25"’ est symétrique, donnée

par

7j—1

jf E(FromZiy) = ( mzzoE (ZS,TF’T_m))/

m=0

i) A (8) gy g~ (T—i— 1) ) @
— U S oo Q) gom g F U, IO

m=0

Finalement, ’expression de & <\IJ (T-2) BsT \If (T=2) _ FsﬁT) est donnée par

-1 5-1

-1 ,
E (\PQ(TQ) Bsr \I/sf(sz)/ — FS,T> = > v/ ( > Z E (FT m Fp_ l)) v
=1

m=0 [=
T-1
-2 Z\P 9 <Z E( STF/T—m)>\IIst7
j=1

\I]f(Tfl)/

S

_ \I,S*(Tfl)

T-2
> (Z ot \I’;m’>

7=0 \m=0

-2 Til \I]S_] <\Ifs_(T—j—1) jil \I[s_m QgS) \I,S—ml \IIS_(T_j_l), + \Ils H(s) \IJIS) ‘Ils_j/,
j=1

m=0

T-2 j
_ \Ij;(T—l) 3 (ZJ: yom 915)) \I;s—m/> \Ijg(T—l)/
7=0 \m=0
T-1 j—1 . .
RS (\If;(T‘” S g ) g g T gD e \I/;U‘”’) 7
7j=1 m=0

Donc, on a

B (0" B e - Fp) = w0 [H ( S~ gm0 \pm)] w Y

\Ifs_(j_l) G \Ils_(j_l)/) _

S

@ |

C

+
<. ~
1
/N

—1 /j-1
—9 \I;s—(T—l) Z ( Z yom QgS) lI,S—m/)

Preuve de 1.3.26b). De (1.3.25a), on a I’expression de AS,T\DQ(TQ)/ — Gsr

Jj—2 )
) R VAL CHS ST e
m=0
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qui peut étre réécrite sous la forme :
E (AS,T qjsi(Timl - Gs,T)

T-1 =1 S / il / —(T—m—2)1 —jr
== ijo B esr@—j-1s Zo ; Es—it(T—m—1)S kl:ll Doy ) Vs W, )
i—1

3 5 j-1 o
- Zjlol E [21 Zo Es+(T—j—1)S € it (T—m—1)S (k <I>;_k) \IJZ,”’] A
i=1m= e}
S J i—1 o
== Z:JT;O1 {; 2—31 K (€s+(Tfj71)S €,S—i+(T—m)S) (k—l (I)’S_k) \IJTS”’] el /8 (T 1)/’

la derniére expression n’est pas nulle seulement pour m = j et 1 = 5. donc, on a

E (A&T g, T2 GS,T)
S—1
<5s+(T—j—1)S 8;+(T_(m)_1)s) <kH1<I>/8+k) ‘I’gm)'] \P;j"lf;(T—l)’7
i it ' o / —mt | = (T—=1)
=—2 E <€s+(T—j—1>s 63+(T*j71+m)5> (krzll@s—s+k) v, ] v ) (1.3.29)
(

S—1
—m —(T-1
Es+(T—j-1)S €;+(T—j—1+m)3> (knlq)/s—S—i—k) v '} ‘I’s( )/7

T-1 [j—1 5-1
-5 | A (o) v e,
7=0 Lm=0 k=1

Supposons que la matrice ¥y, pour tout s = 1,2, ..., S fixé, est telle qu’il existe une matrice

correspondante non-singuliere C telle que :

C,U,C;t=),, s=1,2,..., 5, (1.3.30)

ol A, est une matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres de la matrice U.

Alors, on a

U, =C;' )\ Oy etdonc U ;' =C;'A10,, s=1,2,...,9, (1.3.30a)

U, =0 \"C,, s=1,2,...,S et r € N*, (1.3.300)

En utilisant ces notations et définitions, on peut montrer la propriété suivante.
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Propriété 1.3.2. Le vecteur colonne moyen et la matrice variance-covariance du vecteur

colonne Zyr sont donnés par :

E (Zr) = @, (ITj2) P5-k) Xo,

!/
Var (2.2) = B| (Zur - B(20) (2 - B(Z) | (13310)
=y, <T§ (w0 w)) S M1 CR 74
r=0

ot les matrices Q) et ), pour s =1,2, ..., S fixé, sont données par

g §f11 f;ﬂ (1.3.31b)
ne =% ( CIDS_k> A, (H ! k) ,fors=1,2,....8
j=1 \k=1 k=1

De plus, la matrice variance-covariance converge, pour tout s = 1,2,...,.S fixé, quand T —

o0, vers la constante matricielle suivante :

T-1 T—2
Var (Zs) = Jim g, (T2 KZ \pgAslqj;/) s (‘I’Z O \I]?;/):| g (T2
o =0 r=0
HE I (1.3.31¢)
1 —
B ES WS WA {Z 5 Coi Coga (o + Q@)} OV 4 U, T W
1= Agi Ay 4 ,

ol Ns; est le i—eéme éléments, 1 = 1,2, ...,m, de la matrice diagonale As, s =1,2,..., 5, qui

a comme éléments les racines caractéristiques de la matrice V.

Preuve. Rappelons que le vecteur colonne Z; 7 été donné dans (1.3.16) par

(T2 T-1 (1) S—1 /S—i
Zsr = Ys Es—14+(T-1)S T Z L Z H D,y Es+i—14+(r—1)S
r=1

T Rt a1
+ > W Esm1rr—1)s + Vs | D Qo pp ) esmicr + | II Po—ie | Xof| ¢ -
-1 k=1

r=1 =1 k

sa moyenne est donnée par

E(Z.r) =, (Sﬁl <1>s_k) Xo.
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et sa matrice de variance-covariance sont données par

—(T-2) T—-1 )S—l 7
=E qjs Es— 1+(T— 1S+Z \IJ . (H sk>53z1+7“5

r=1 =1

T-1 —(r—2) s—2 [i—1
+ Z Uy Es—1+(r—1)8 + qjs < (I)sk) €si1:|

r=1

T-1
{\Ds(“) Eoter-ns + 3 UV
r=1 i

=l g s—2 i1 !
+ Z L Es—1+(r—1)8 + \Ij <H (I)sk) €si1:|
=1 \k=1
T-1 —(r—2) s—2 [i—1
+ Z Vs Es—1+(r—1)8 + \Ijs ( q)s—k) 5s—i—1:|
=1 \k=1

r=1

S—1 i /
GO S (H @) g0

r=1 i=
}7

T-1 S—1 7
=E { {\IJS(TZ) Esm1H(T-1)S T Y RS (H (I)s—k) Es—i-14rS
r=1
=

[55 1+H(T-1)8

1
T-1 , —(r—2) s—2 , i—1
+ Z:l Es-14(-1)s Vs + ;55—1'—1

i=1 \k=1

s_(T—Q) E <€sfl+(T71)S 6/5714,(’1",1)5) ‘;[js—(T—z)/

—(r—1)

_ i /
Z U (r=1) Z (H b, k) (5572‘71+TS 8;_i_1+rs) (knlq)Sk) U,

=1

— —(r—2 —(r—
+ 2—31 v (85_1+(7~_1)s 5ls—1+(r—1)s> w2

s—2 [i1—1 i—1 /
+V, (H cbs_k) (esic1 el iq) (H cps_k) o
i=1 \k=1 k=1

D’ot, on a

E(Zsr) = @5 ([[i2) ®s—k) Xo,
Var (Zyp) = 0 T2 A, w72

I ) S (T @) A (T @) 0507

+T21 W ]
r=1

o S (o) A (To) v

22
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T-1 S 7
S RSl VI e (NI ol TS (H <I>sk) i1 (H ®,_
=1 k=1

r=1
s—2 [i—1 !
+\IJSZ<H(I)S—I€) szl(H(IDS k)
i=1 \k=1

la matrice de variance-covariance est alors donnée par

T-1 S i
Cov (Zor) = U TN, 0T 4 S w7 (H <I>S_k) Asoicy (
k=1

r=1 =1

s—2 [i—1 !
\Ijs Z (H (I)sk) s—i—1 <H q)s k) ;7
=1 \k=1

k=1

ou d’une fagon équivalente par

i

I1

k=1

23

/
@S_k> \Ijs—(’l‘—l)/

T-1 S
‘@N4r%ﬂw””mk&ipw+§:mﬁl2:01@k>521(H¢ ) -

k

r=1 =1

k=1 k=1

s—2 [1—1 i—1
+ \IIS Z (H cI)S—k:) As—i—l (H CI)/Sk> /s
=1

5—2 7—1 7—1
+wsz(H¢H)AH4(H¢;Qw;
3 k

k=

r=0 r=1 =1

T-1 — 7
_Z\I[(TTQ)AS 1\11 (T7‘2+Z\II TTlZ(H S_k)AS_i_l(
+\IISZ<H®S—]€) szl(Hq) ) +\Il
i=1 \k=1
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T—1
=S U, TN

r=0

s—2 [i—1 1—1
> (H <1>) s (H @gk) v,
=1 k=1 k=1

— ;2 (Zf;(} \I':As_lxlf;") LS DY

_|_\IJS 25;12 ( 2_:11 ®sfk) Asfifl ( 2_:11 @;_k) \I}g

T—2
T—T‘—Q)/+ Z |:\Ijs_(
r=0

S—1 i
T=r=2) Z <H (I)s—k) As—z’—l
=1 \k=1

(]ﬁ @;k) \I[;(T_T_2)/:|
k=1

24

- r S— i
(e (T @) A

(T @) w] e

Calcul de la limite de la matrice variance

Considérons la relation U

=07 N0, s =1,2,....8 et r € N*, alors nous donnons

I’expression de la quadratique ¥, T=2) <Z;‘:01 UrAs WY ) ;T2 comme suit :

w0 (ST Ay
=N (DI GG e e Ca T e,

T—1
= 7N TY <2 AZCsAle;A;“) A2
r=0

s

T—-1
cov =t (2 AL DO O N
r=0

s

(rl)) oV

ol A, est la matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres de la matrice W

ALY o =
D U | 0 ... 0
0 Ay oo 0
0 0 AT 0
0 0 0 )\;gfl)
)\;grfl) 0571’1 )\;Erfl) 0571’2
A;gril Cs21 )\;51_1 Cs2:2
— )\;f’r'fl) Cs il )\;E’f'fl) Cs ‘9
)\—(r—l). CS _— )\—(r—l)ﬁ Cs -

Cs,l,l
Cs,Q,l

Cs,i,l

Os,m,l

r—1)

2 Cs,2,j
—(r—1)

)\S,i Csvi’j

)‘_(T_l) Cs m,j

Csa2 Csa,j
Cs22 Cs,
Csiz Cs.ij
Csm,2 Csm.j
—(r—1) —(r-1)
Csa, )\s,% | Csam
—(r—1
)\8,2 CS,Z,’ITL

Cs,l,m
Cs,2,m

C's,i,m

Cs,m,m
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Finalement, on a

MUV Con ATV o NV O AT O
MV Core ATV Caan A&fq:_}) Coiz oo NI s
C,)\,(Tfl): 772 772 . 772 . .
s MYV Coy MY TV Cony s MUY Gy AT Oy
M Corm M8V Com oo NSV Coim o AT Com
Ce qui donne \;" ™V Oy A,_4 =
AUV Cn ATV G s NV Cin o ATV O
MUV s MYV Chaa s NIV Crin o AT O
r— - r—: . r ' . —(r— : X
A D "Cory MYV Coay o AUT } Coij oo NI O
MtV Corm A8V Com oo NUT P Coim - AMI™ Copm
0551_1; 0552_1; 055]_3 0?;3
s—1 s—1 s— S—
0’271 0-272 .« . . 0'2’] ) 0'27m
agfl_l) 052_1) 02(-;_1) 05;1)
05231) 0527721) affljjl) aff{,ﬁ)
AUV ATV oY AT CS,LWS;U w A VY
Asg 1>082ka,§1 b AJ 1>052ka§j2 v A&g ”(Jma,f;” DY e a;:mﬂ
= z —(r—1) ) (s—1) )\—(T—I)C. (s—1) )\—(T—I)C. (s—1) (r— I)C (s—1)
k )‘5,2 Cszkakl 5,2 S;i,kak,z 5,2 s,i,kUkJ . 5,3,k0 km
AU IC ot Y AETIC 0 A;ﬁ;*”(?s,mag’j] R ”Csm o

Finalement, on a A =D O, A, 1 CLAS (r=1) —
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A V0o ATV AT G Y ATV e Y
Agg”‘l)csg,ka;f;” A;S“l)cﬂ,w;ﬁ? v )\;g_l)ng,ka,(jl v A;g”‘”cs,mafj;j)
zk: )\;Eril)cszkal(:l 1) )\;gril)cszk ](:2 1) )\;Eril)cszk ](:l 1) )\;1(1"71)61911C I(fsml)
—(r—1 . s—1 —(r—1 ' s—1 . —(r—1 . (s—1) . —(r—1 . (s—1)
ASJ(TL )Csm I(cl ) >\s,7(n )Csm l(c2 ) ASJ(TL )Csm kl /\5,7(n )Cs»m k,m
MUV Cn MYV G o NV G AT G
A, o, A, D0y My TV Ca s AT G
X —7“—‘ _r_. K —7"—: : —7"—:
MUV Coy MYV Gz o MYV C s AT Cuny
AUV Coim NSV Com oo ATV Cagn o NS C

—(r—1 s—1
= ()\s,i As,j) ( ) <z]€: zl: Cs,i,k Cs,j,l 0-](971 ))

Donc, on a

W (SIS Ay ) w T = 07 (S AT CA O ) o

= Cs_1 (ZZ;OI ()‘s,i )\8,]')7(7171) (; ; Cs,i,k Cs]l Ul(:l 1)) > Cs_lla
mXxXm
L= (A (= ”
( ]> ZZCSZkCSJlUkl C 1,
/\s,z /\s,]

1 _
— (7 Csi CS . 1) C_ll.
’I:)o 1-— )\s,i )\s,j S <Zk: zl: bk il Uk,l ) s

De la méme maniére on peut calculer I’expression de ¥ (T=2) (Z (\Iﬂ“ Q(S v )) \If_(T_Q)',

on a :

- - 1— (N A
w0 (S0 (w0 wy) ) w2 = L Peidea) (zzcs,i,k Cli ﬂﬁff) c,
$,0 /\s,j k1

T—o00

o 1
d'ott lim ¥, 72 (2{;02 (T Qg \Iﬂ;’)) L (2 > Coi Coj QM) v,
] k 1
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Soit Y, la m x m—matrice qui a comme j“" colonne, j = 1,2,...,m, le vecteur colonne
T-1 . . . me A1z

Yojr = 2 =0 Vs jEst(m—1-r)s et Zgp lam x m—matrice diagonale qui a comme j*¢ élément

le j"¢ élément du vecteur colonne Cy Z, 1, alors on peut remarquer que les matrices F; r et

Gs,r, données respectivement par (1.3.21b) et (1.3.24b), vérifient, pour tout s =1,2,.....5, la

propriété suivante.

Propriété 1.3.3. Les matrices Fsp et Gs1 peuvent étre données par les expressions sui-

vantes :

For=C'Z7C", (1.3.32a)

s

Gor=YorZor OV, (1.3.32b)

ol Y, = )\8_1 et ot la matrice Eg 1 = Zf;ol v [C’s (Z&TZ;T) C’;] v, dont l’élément d’ordre

s

p et q est donné par

(ES,T)pyq - Zz;ol [OS (ZS,TZ;T) Cﬂp,q (754} WS,Q)T , Py 4= ]-a 27 ey

L= (Yop Voa) (1.3.32¢)
- 1— 7:10 78(,]q [CS (ZSVTZ;’T) Cﬂ pq’ s=12, .., S’

et ol (Z;}TC;)]. est le j*° élément du vecteur ligne Z, ;C'.

Preuve. 1.3.32a). En utilisant les propriétés (1.3.30a) et (1.3.300), on peut réécrire Fy r sous

la forme suivante

T-1
For =Y C;UINC, (ZS,TZ;T) cNy ey,
=0

iz
= (ZoxZ.p) + CTA N [Co (Zogp Zp) CLU AV OV +
+ O [Cs (Zon Zhg) CLUNPOTY + o+ CTIN TV O (Zor Z0 ) CLL N, TV O,

alors, on a pour s =1, 2, ..., S,
(ES’T)pyq - Zf;ol [CS (stTZé,T) C;j| p.q (Vs,p ,ys,q)r y Py 4 = 1, 2, e, m
L= (ap Vo) (1.3.33)
=— S Cs (ZsrZ, 1) C;]M, s=1,2,..,5,

T-1
ol la matrice v, = A, '. Soit Ey7 = Y V% [Cy (ZorZ. 1) CL] 75" dont I'élément d’ordre p et
r=0

q est donné par :
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(ES,T)qu = Zf:_()l [CS (ZsyTZL/e,T) Cﬂpﬂ] (75,]) 75,(1)71 » Py 4= 17 27 ey T

1= (Yop Vea)
S e, o1

(1.3.34)

ol Ve, p=1,2,....,mestle i°™e élément diagonal de v, et [C’S (ZS,TZ;T) Cﬂm est I’élément
d’ordre p,q, p, ¢ = 1,2, ...,m de la matrice [CS (ZS7TZ§7T) C;]

1.3.32b). La m x m—matrice G r, pour s = 1,2, ..., S, peut étre donnée par la forme suivante

Gor =1y Esr(rr—1)s Zoq U7 = S0 [esrao1ons (ZL7C0) N7 OV,
= ZrT:_o1 Es+(T—1-1)S {((Z;TC;)l, (ZQ,TCQ)W (Zé,TCQ)m)

Ys1 0 0 e 0 )
0 7.2 O e 0
X : P T : c,
0 0 e fyg,mfl 0
0 0o ... 0 Yo /) (1.3.35)
= ZTT;ol ( Vo1 EsH(T—1-1)S V52 Est(T—1-1)S -+ Vem Est(T—1-1)S )

(CaZar), 0 0 . 0

0 (CiZeor), O . 0
X . : : . . Cv—ll7

0 0 o (CZsr),, 0
0 0 . 0 (CsZsr),,

ot (CsZsr); (respectivement (Z;TC;)],), j=1,2,...,m, est le j°™ élément du vecteur co-
lonne CsZ, r (respectivement le vecteur ligne Z,CY¢). L'utilisation de la notation précé-
dente achéve la démonstration. Soit I'y, pour tout s = 1,2,...,.5, la m X m—matrice qui a
1 /(1 — Vsp fys,q) comme élément d’ordres p et ¢, p, ¢ = 1,2, ..., m. Alors on peut présenter

le corollaire suivant.
Corollaire 1.3.1.

P lim (\y;(T‘2> B,y 0, T 07 4T, Ty 0;1') —0, (1.3.36a)

T—oo

P lim (A, 0T - Y Zor OV <0 (1.3.36b)
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Preuve. 1.3.36a). La preuve de cette propriété découle directement de (1.3.25a) et le
résultat
L= (Vapsa) 1
L= YepVsq T 1 =7y Vsq
donné par (1.3.34). La propriété (1.3.36b) découle directement de (1.3.26b) et le résultat
(1.3.35) .

Remarque 1.3.2. Il est a noter que les éléments des matrices I's et Cs, pour s fizé ,
peuvent étre des nombres complexes ; cependant, les éléments des matrices C;t Zisr U5 Zg

CV et Ysr Zsr C7V (par conséquent leurs limites C;t Zs Ty Zs CTY et Yy Zg CY) sont

S

des nombres réels. En effet, elles sont des limites de matrices réelles \IIS_(T_Q) Bsr \P;(T_Q)/

et Asm ¥y (T_2)', respectivement.

Remarque 1.3.3. De la définition de la variable aléatoire Zs 1 on peut clairement voir qu’elle

converge, en loi, quand T — oo, vers la loi d’une certaine variable aléatoire Zs.

Remarque 1.3.4. Il est important de mentionner que la variable aléatoire Y1, a la diffé-

rence de la variable aléatoire Zs 1, ne converge pas nécessairement en lot.

B) Distribution limite du couple aléatoire «v.., z..)

Comme il été mentionné, dans la Remarque 1.3.3 et la Remarque 1.3.4, la variable aléatoire
Zsr, pour un s fixé s =1,2,...,5, a une distribution de limite, qui est celle d'une certaine
variable aléatoire Z,, cependant, la variable aléatoire Y, pour un s fixé s = 1,2,...,5,

n’a pas nécessairement une distribution limite.

Dans le prochain paragraphe, nous nous plagons dans le cadre ot le processus d’innovation
est indépendamment distribué et la variable aléatoire Y, 1 a une distribution limite, et puis,
nous prouvons la proposition suivante qui établit, sous ces conditions, la distribution limite
du couple de variables aléatoires (Y7, Zsr). Pour ce faire, considérons les deux hypotheses

suivantes :
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H; : Le processus périodiquement corrélé {e;, t € Z} est indépendamment distribué ,
Hj : La variable aléatoire Y, 7 posséde une distribution limite, qui est celle d'une certaine

variable aléatoire, soit Y.

Proposition 1.3.4. Sous les hypothéses Hy et Ha, le couple de variables aléatoires (Ysr, Zs),
pour s fixé, s = 1,2,.... 5, a une distribution limite, disons la distribution du couple de va-

riables aléatoires (Y, Zs) ot Yy et Zs sont indépendamment distribuées.

Preuve. Supposons que la taille N de la série chronologique sous-jacente est un multiple de
la période S, i.,e., N = T'S. Prenons encore la variable aléatoire Z,r donnée par (1.3.21)
et remplagant la matrice W, ! par son expression (1.3.30a), tenant en tenant compte de la

relation ;" = C;1 A" Cy, s =1,2,....S et r € N*, nous obtenons :

Zsp = Vg (T-2) ZT 2T ZZ 1 (H o, k) Es—it(T—r—1)S
0[S0 (T2 @i 2oy + (T @) X
- (C;l)\;(T’Q)(/”) [Ti (CINCL) U zsj (H ¢>Sk> as_i+<T_T_1>s}

r=0 k=1

oG | Y (H o, k) £ (1311 cpsi) X0] , (1.3.37)

T-2 i—1

= > (C7'NTC) Z (H )65 i+ (r1)8

r=0 =1 \k=1

z; ]:[1 Q)s_k> Es—j + Cl:[j @H) X0] ,

CNCy)

I—I

alors, nous avons

T-2
Cs ZS,T = Z )\;T C (I)sk) Es—i+(r+1)S
r=0

s
T 1M
7 N\
7~ .
IR

1
s— 7j—1 s—1 (1338)
+ )\s CS ( (I)sk) Es—j + (H q)sk) XO )
=1 \k=1 i=1
ou pour 7y, = )\8_1,
T-2 S i—1
Cs ZsT - Z ’Yg Cs E (H (I)s k) Es i+(r+1)
r=0 =1\l (1.3.39)
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De plus, le peéme, p = 1,2,...,m, élément de ce vecteur m—périodiquement corrélée,

(Cs Z&T)p, pour un p fixé, p = 1,2,...,m, peut étre réécrit plus explicitement sous la forme :

T—2 S i—1
CsZsp =3 7,Cs 3 (H @s—k) Es—it(r+1)S
r=0 =1 \k=1

+7:1Cs [f (ﬁl (I)s—k) Esmi + (E{i <I>S_,-) XO} , (1.3.40)

i=1 \k=1

T—2 . s—1 )
=3 Y AY Es—it(rt1)s + 75" 2 BY e i+ 771 Co Xo,
=1

r=0 =1

A i—1 , i—1 s—1
ot les matrices AY — C, (H <I>S_k>, BY = C, <H <I>S_k) et Cy = (H (IDS_i>, i, § =
k=1 k=1 ;
1,2,...,S.

Il est facile de vérifier que le p éme, @ = 1,2, ..., m, élément du vecteur colonne C; Z, 1 peut

étre donné explicitement comme suit :

S m s—1 m
Color =X 32 329 AD ehomitrins +E Xy z+2 Yk € Xio.

(1.3.41)

Par conséquent, le péme, i = 1,2,...,m, élément de la matrice diagonale Z, 1 est donné par

~
o

S m s—1 m
(Zs,T)p: Z 2 s,p g;kfks i+(r+1)S Z Z _1 Bspkgks i+ Z 7glc§pk

=0 =1

<3

(1.3.42)
Définissons, a partir de la matrice aléatoire diagonale Z; 7, des deux matrices aléatoires

diagonales suivantes Zy, ;v et Zy s 7 données par leurs éléments diagonaux

(ZL,S,T) Zk 1 75_ spk Xk70 + Z Zk 1 7_1 Bs .ok Ek,s—i
(T—-2)/2 m
+ Z[ 2 Zi:l Zk:l 7571) Ag};k 6k757i+(7‘+1)57

T-2
(ZU,s,T)p = Z =[(T-2)/2]+1 Zz— Zk 1 %pAspk €k,s—i+(r+1)S- (1-3-43b)

(1.3.43a)

De méme, définissons, & partir de la matrice aléatoire Yy = (Ys17, Ysor, -y Ys r, -y Ysm)

N T-1
ouY,r=>._ 0 Voj EsH(T—1-1)85 les deux matrices aléatoires suivantes Y s 7 et Yy r -

YL7s,T = (YL,S,LT, YL,S,z,T7 ey YL,s,j,Ta ey YL,s,m,T) (1.3.44a)

YU,S,T = (YU,S7].,T7 YU,S,?,Ta ceey YU,s,j,T> sy YU,SJmT) (1344b)
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ol les vecteurs colonnes Y s, 7 et yspr, p = 1,2, ..., m, sont donnés par

Yiapr = Yot VA A earir—ions (1.3.450)

T-1
YUspm = D (r—1)/241 Vop Es+(T—1-1)8 (1.3.45b)

A partir, des définitions des variables aléatoires (Z L,S,T)p et Yy, on peut facilement voir

qu’elles sont indépendamment distribuées parce qu’elles contiennent des ensembles disjoints

des ¢’s. Calculons les variances de (Z,7) — (Zps7),p=1,2,....m
+p 'S4 p

B R(ZS’T)I’ _ (zL,s,T)pﬂ —E [((ZU,S,ﬂ )2]

2
- E [Zr [(T 2)/2]+1 Z'L 1 Zk 1 78,]) 'As pk 6]{3 S5— Z+ T+1)S] 9
=E { [Zr— T-2)/2]4+1 Zz 1 Zk 1 ’Ysp "43 vk Ek,s—i+( T+1)S]

m () !
[Zz (T—2)/2]+1 Zi=1 > ket VS,p As,pk 5k,s4+(l+1)5] }v

= E{[Zf [?T 2)/2]+1 Zz 1 Zk 1 VspAspk ks~ l+(r+1)5] X

[Zj 1 Zn 1 73,p n,s—j+(r+1)S Ag})ﬂ}>
- ZTT:[%T 2)/2]+1 Zz 1 an 1 72r AspkE <5k8 i+(r+1)s 5In,s4+(r+1 > Asmn
= S e V2 Yy [0 (Aol AL

. (k,
ol ag_?) = cov (E5—is Ens—i) =B (Eps—i X Ens—i), kyn=1,2,...,met s = ., S. Finale-

ment, nous avons

E {((ZS,T)I, —(Zrar), } { (Zusr), }
S (A, o) A% ) D
y s,pk S ) $,P 75,1)7
kn=1 Li=1 =[(T 2)/2]+
mo[&E (@) kn (@ 2r KT*Z)/ZHZ 2
= 5|2 (Aol A ,pn) g (R AT
m S 1 — 20 AT-1) 72([(T—2)/2]+3)
— A( A i ,'n,> . S,p
k,nzzl _i:zjl ( S7pk P 1- Vs,p 1- ryg,p ’
m TS 0 0 2(1[)(T72)/2}+3) B 2(571) 2(Z£(T72 /2]+3)
— Z Z (A K3 A ) n> S, S, S S, 7
kn=1 Li=1 ok o 1— Vg,p 1- 7?,1)




CHAPITRE 1. DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE D’UN PVAR(1) 33

du fait que v, , = )\;; < 1, nous avons la convergence

T—oo

B |((Zer), - (Zam),) | 0 (1346

qui montre que (ZS’T)p, pour p fixé, p = 1,2,...,met s = 1,2,..., 5, converge, en moyenne
quadratique et par conséquent en probabilité), quand 7" — oo, vers (Z L,S7T)p. La variance-

covariance du p éme, pour p fixé, p = 1,2,...,m, du vecteur colonne Y, — Yy, 1, est

donnée par

E [(}/;,p,T - YU,s,p,T) (YS,p,T - YU,s,p,T)/} =K [YL787P,T Yl//,s,p,T] ’
Ty -y ’
( > 72?; )€s+(T—1—r)S> ( > 755?;; )5s+(T—1—m)S> ] )

m=1

(T-1)/2] o(T—r) ) (T-1)/2] o(T—r)
= 7; Vsp I <5s+(T7177“)5 €8+(T717m)5> = ; Yop Ay (1.3.47)
(T—1)/2]—-1 o 01— 5_2([(T_1)/2])
=AY AT =AY Z’p -
" ar-v/2) e
21 ., —2((T— 2T T
—A Ysp Vsp — Vsp < A Vs.p 0
1- 73,1) N 1- ,Vg,p T—oo
ceci montre que le vecteur colonne Y;,r, pour p fixé¢, p = 1,2,...met s = 1,2,...,5,

converge, en moyenne quadratique et par conséquent en probabilité, quand 7" — oo, vers
le vecteur colonne Yy, 7. En conclusion, nous avons prouvé que (Zsr), et Ys,r, pour p
fixe, p=1,2,....met s=1,2,...,.5, convergent, respectivement, vers les variables aléatoires
(Zy,s,), €t Yu,spr qui sont indépendantes comme il a été prouvé, par conséquent (Z,r), et
Y, pr sont également indépendantes. Alors si Y, a une distribution limite, qui est celle de
Y, nous concluons que (Y1, Zsr) a une distribution limite, qui est celle de (Y, Z;), de
plus Y, et Z, sont indépendantes.

La proposition suivante établit, pour s fixé, s = 1,2, ..., S, sous ’hypothése H,, la distribution

conjointe limite des deux variables aléatoires A, \Il;(Tﬂ)' et \I/;(Tﬂ) B r \Il;(Tﬁ)'.
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PROPOSITION 1.3.5. Sous l’hypothése Hs, le couple de variables aléatoires (A&T \I/S_(T_Q)/,

g, T2 B, \IJS_(T_Q)'), pour s fixé, s = 1,2,...,.5, a une distribution conjointe limite, qui

est celle du couple de variables aléatoires (Y Z,C;Y, C;VZ, Ty Z, C;Y).

Preuve. La preuve de cette proposition découle directement du corollaire 1.3.1, de la pro-

position 1.3.4 et de 'hypothese Hs.

Remarque 1.3.5. Notons que les matrices Cs et \s (par conséquent vy,), pour s fixé, s =
1,2,...,S, ne sont pas nécessairement réelles, cependant les matrices Yy Zs C7V et C71Z,

T, Z,C;Y sont réelles.

Soit I'; une matrice dont les éléments (p,q), p, ¢ = 1,2,...,m, sont 1/(1 ~ Yep 75,(1) et
considérons la matrice diagonale Z; r qui a comme i—iéme ¢ = 1,2, ..., m, élément diagonal
le t—ieme ¢ = 1,2,...,m, élément du vecteur colonne C;Z, 1 ou le vecteur colonne Z; - est

donné par (1.3.21).

C) Loi asymptotique de (5., - s.) v

La proposition suivante établit, pour s fixé, s = 1,2,..., 5, la loi asymptotique du vecteur

aléatoire <EI\>S,T - <I>S) \Ing_2).

PROPOSITION 1.3.6. Supposons que, pour s fixé, s = 1,2,...,.5, la probabilité que chaque

élément diagonal de Zs 1 soit différent de zéro est égale a 1 et que la matrice I's est non

)

singuliére ; alors le vecteur aléatoire (&DS,T — ®S> \Ilng2 a comme distribution limite la dis-

tribution du vecteur aléatoire Y ,L;'Z;1Cy, i.e.,

(<T>5,T _ <1>S) g2 Ly vy plg-lon s =12, 8. (1.3.48)

T—o0
Remarque 1.3.6 . I est a noter que la matrice T';', pour s fizé, s = 1,2, ..., S, est non sin-
quliere si et seulement si toutes les racines caractéristiques de la matrice ®4 sont toutes

différentes.
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Preuve. Multiplions a droite les deux cotés de 1'égalité (1.3.14) par la matrice "2 nous

obtenons, pour s =1,2,...,.5
(Bur— @) 9T = A B O = Ay (w20 B,
-1
= (AS,T \I[S_(T—Q)/> (\IlgT_2)/ B;,} \IlgT_2)> — (AS,T \IJS_(T—Q)/> (g[!s_(T—Q) BS7T \I[s_(T_2),> 7

utilisant le résultat de convergence donné par la Proposition 1.3.5, nous obtenons

(&M - cps) v (Y, Z, 07V (CVZ, T, Z, 00, s =1,2,..., 8,

s
T—o0

ou de fagon équivalente

(‘/133,T — <I>s> g2 Iy poiz-10 s=1,2,.., 5.

T—o0

D) Loi conjointe de ... z.)

La proposition suivante établit, la loi conjointe du couple aléatoire (Y1, Zs ).

PROPOSITION 1.3.7. S le processus d’innovation vectoriel €; est normalement distribué,
de vecteur moyenne nul et de matrice variance-covariance périodique A, alors la distribu-
tion limite du couple aléatoire (Ysr, Zs1), pour s fixé, s =1,2,....S, est celle du couple
aléatoire (Ys, Zs) ou les variables aléatoires Y et Zg sont des combinaisons linéaires de

deuz variables aléatoires indépendantes normalement distribuées.

Preuve. Rappelons que la variable aléatoire Z; v (par conséquent Z) est, sous la condition
de normalité du processus d’innovation, une combinaison linéaire de variables aléatoire de

Gauss.

Par conséquent, la variable aléatoire Z, 1 (respectivement Z;) est une combinaison linéaire

d’un ensemble de variables aléatoire normalement distribuées. Alors le vecteur colonne

T-1
Ysjir = > Ve j Est(@—r-1)s, J = 1,2,...,m, de la matrice aléatoire Y1 (respectivement
r=0

de Y; ;) sont aussi des combinaisons linéaires de vecteurs aléatoires indépendants norma-
lement distribués. Il est aussi facile de vérifier que Z;r et Y1 (alors Zs et Y,) sont des

combinaisons linéaires de deux variables aléatoires normalement distribuées.
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Remarque 1.3.7

1l est a noter que si le vecteur initial est nul i,e., Xo = 0, alors la p X p—matrices aléa-
toires Y, I';' et Z, C;' sont indépendantes normalement distribuées de matrices nulles et
de matrices de variance-covariances Identitées. Par conséquent, nous avons

= _ Law _ _ _ _ —1
(Bur— @) 0T 28 v 1tz 0 = (Y1) (€1 Z,) s = 12,8

s

C’est une loi de type CAUCHY MATRICIELLE



Chapitre 2

Stabilité d’un modéle diagonal
bilinéaire périodique

2.1 Introduction

Il est bien connu, de nos jours, que beaucoup de séries chronologiques produites dans di-
vers champs, y compris des études économiques, en particulier les financiéres, et ’hydrologie,
montrent quelques caractéristiques typiques qui ne peuvent pas étre capturées et décrites par
les modeles linéaires standards de série chronologique. Ceci montre la nécessité et l'intérét
de faire appel a une certaine classe de modeéles non linéaires afin de capturer ces divers faits
stylisés. Ainsi, la modélisation théorique et pratique de la série chronologique non linéaire,

a regue, ces derniéres années, un intérét considérable.

37
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Parmi ces derniéres classes de modeles non linéaires, nous citons, sans exhaustivité, la
classe des modeles bilinéaires, présentée dans ’analyse des séries chronologiques pour la
premiére fois depuis plus de trois décennies par Granger et Anderson (1978a) et continue a
attirer 'attention des chercheurs et & occuper toujours une place importante dans ’analyse
de séries chronologiques non linéaires (voir aussi Subba Rao and Gabr (1984); Priestley
(1988); Guegan (1994); Cappuccio et al (1998); Terdik (1999); Subba Rao and Terdik
(2003) ; Pereira and Scotto (2006) ; Hili (2008) ; Sornette and Pisarenko (2008) ; Kristenssen
(2009) ; Iwueze and Johnson (2011) ).

Aussi, il est connu qu’il existe une relation entre la classe des modeéles bilinéaires et divers
classes de modeéles de séries chronologiques, ce qui révéle son importance. A titre d’exemple,
nous savons actuellement que beaucoup de classes des modeles (linéaires et non linéaires)
GARCH ont une représentation bilinéaire (Kristenssen,2009). On a proposé beaucoup de
généralisations de la formulation bilinéaire originale dans la littérature des séries chronolo-
giques pour refléter diverses caractéristiques de série chronologique telles que la dépendance
simultanée (Stensholt and Tjgstheim (1987)), changement de régime (Cappuccio et al (1998) ;
Ferrante et al (2003); Aknouche and Rabehi, 2010), interaction spatiale (Dai and Billard
(1998),(2003)) et discrétion de valeur (Doukhan et al (2006) ; Drost et al (2008)).

Une extension importante particuliére traitant des phénomeénes périodiques est la for-
mulation bilinéaire périodique dans laquelle les parameétres varient périodiquement au fil du
temps. En effet, le fait d’identifier que beaucoup de séries chronologiques (économique, fi-
nanciére et environnementale) montrent dans la pratique une caractéristique de périodicité
en leur structure de dépendance et, d’autre part, I'utilité bien établie des modéles bilinéaires,
a donné de bonnes motivations & ’extension du modeéle bilinéaire du cas classique au cas

périodique (voir par exemple Bibi and Ho (2006) ; Bibi and Gautier (2006)).
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2.2 Définitions et hypothéses

Rappelons qu'un processus du second ordre {y;; t € Z} est dit satisfaire un modele S-
périodique bilinéaire général, noté PBLg(p, q, P,Q), sil est solution de 1’équation stochas-

tique non linéaire suivante :

P q P Q
Yo =D P Ye—i+ 2 Oiiec + 30> Brijyi-i€r—j, tEL, (2.2.1)
i=1 j=0

i=1j=1

ou {g;,t € Z} est un processus indépendant périodiquement distribué (i.p.d.) de moyenne
zéro et de variance o7. Les coefficients réels ¢, ;, §,,; et o7, sont S—périodiques dans le
temps ¢, i.e., ©yirg = P, Biyrg = @p €6 071g = 07, Vt, 7 € Z, ou S est le plus petit entier
positif satisfaisant les derniéres relations. Plusieurs travaux de recherches ont été proposés
pour étudier les propriétés probabilistes et statistiques du modele bilinéaire périodique (2.2.1)
(voir par exemple. Bibi and Ho (2006) ; Ha and Lee (2006) ; Bibi and Gautier (2006) ; Bibi and
Aknouche, 2010). Cependant, la plupart des résultats existants concernent principalement
le cas de modeles superdiagonaux, i.e. 8,;; = 0 pour j < 4, t € Z. Le cas important de
modeles diagonaux, méme du premier ordre, semble ne pas avoir été suffisamment étudié
actuellement, excepté quelques aspects particuliers (cf, Aknouche and Bentarzi (2016) and

Bibi and Ho (2006)).

Dans ce chapitre nous étudions les problémes de stabilité et leur conséquences du modele
périodique bilinéaire PBLg (1,0, 1, 1). Ce modele est appelé modéle périodique autorégressif

bilinéaire diagonal du premier ordre et est donné par I’équation stochastique suivante
Yo = o1t e+ Bypager,  tEZ, (2.2.2a)

ou les parameétres sont définis comme dans (2.2.1) et peuvent étre représentés par ’ensemble
{0,,t € Z} avec 0, = (¢,,B,), 1 < s <S. Bien que sa structure est particuliére, le mo-
dele (2.2.2a) reste utile dans la pratique. En particulier elle inclut comme cas particulier le
modele bilinéaire périodique diagonal pur PBLg(0,0,1,1) quand ¢, = 0. Notons que de la

S-périodicité des parameétres, le modéle (2.2.2a) peut étre écrit comme suit :

Ys+517 = PslYs—1+S7 + Es+8T + ﬁ5y871+ST‘€871+ST7 1 S S S Setr € Z. (222b)
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Le processus observé {y;,t € Z} (solution de (2.2.2) si elle existe) est aussi appelé output de
(2.2.1) tandis que le processus d’innovation {e;,t € Z} et le vecteur des paramétres 6 sont
appelés inputs de (2.2.1). Bien que la stabilité ait généralement plusieurs significations dans
la littérature de série chronologique, dans ce chapitre nous lui donnons une signification bien
précise. Ainsi, nous considérons deux types de stabilité :

i) Stabilité par rapport au processus {y;,t € Z}

i1) Stabilité par rapport au processus d’innovation {g;,t € Z}.

2.3 Stabilité par rapport a la stationnarité périodique

stricte

A partir des hypotheses faites sur le modele (2.2.1) et par conséquent (2.2.2), on sait que
{ei,t € Z} est un processus i.p.d. ce qui est un cas spécifique de stationnarité périodique
stricte . De plus 'ensemble des parametres {0;,t € Z} est non-aléatoire et est périodique,
ce qui est également un cas dégénéré de stationnarité périodique stricte. Par conséquent, les
entrées ({e;,t € Z},0) de (2.2.2) ont la propriété de stationnarité stricte. Le but de cette
propriété de stabilité par rapport a cette propriété est alors de rechercher des conditions suf-
fisantes et/ou nécessaires sur les entrées ({e;,t € Z} ,0) de I'équation (2.2.2) pour qu’elle ait
une unique solution (non anticipative) strictement périodiquement stationnaire {y;,t € Z}
comme sortie. Notons que I’hypothése d’existence du moment de second ordre fini du pro-
cessus d’innovation {g;,t € Z} n’est pas nécessaire dans cette section et peut étre remplacée
par la condition suivante :

AOQ : {e;,t € Z} est un processus i.p.d. non dégénéré, avec E (|log|e:||) < oo (t € Z).

Le modele (2.2.2) peut étre écrit comme équation aux récurrence suivante :
Y= Ay + By,  tEZ, (2.3.1)

oll th = ¢, + Bie4-1 et ét = ¢;. La derniére forme peut induire quelques difficultés dans
I’étude de stabilité parce que la suite {(th, Et), te Z} n’est pas i.p.d. Cependant, on peut

écrire (2.2.2a) sous la représentation Markovienne au sens de Pham (1985).
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En posant Z; = (‘Pt+1 + 6t+15t) Y, ON A :
Yo = Ziate (2.3.2a)
Zy = AtZt—l + B, teZ, (232b)

ou la suite {(A;, B;), t € Z} donnée par A, = ¢, + [y, 16 €t By = Aig, est en revanche
i.p.d. En utilisant (2.3.2), le résultat suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes

pour que le modele PBLg (1,0,1,1) soit stable par rapport a la stationnarité périodique

stricte.

Théoréme 2.3.1 (Aknouche and Bentarzi (2014)) (Stabilité par rapport o la stationnarité
périodique stricte)
Sous A0, le modéle (2.2.2) admet une unique solution nonanticipative périodiquement stricte

{ye,t € Z} si

57 Bloglp, + Bienal) <0, (2.3.30)
et seulement si

Z; E (log |¢, + B,es-1]) < 0. (2.3.3b)

De plus , la solution est périodiquement ergodique et est donnée pour tout t € 7 par

Y = 21+ &, (2.3.4a)

00 Jj—1
7, = ijo Hizo A,_iB,_j, (2.3.4b)

ot les derniéres séries convergent presque surement. Si, de plus, | ((log \€t|)2) < oo alors

(2.3.3b) se réduit a (2.3.3a).

Preuve. Supposons que (2.3.3a) est vérifiée. De la condition AO sur {e;, ¢t € Z} il est clair

s S
que Y E(|log|As||) < oo et Y E(|log|Bs||) < co. Montrons d’abord que (2.3.3a) implique
s=1 s=1

S
la, convergence presque sire des série (2.3.4b) pour tout ¢ € Z. De (2.3.3a), > E (|log |As||) et
-1

S

S
> E(|log|Bsl|), du fait que {(A¢, By), t € Z} est i.p.d. {(A:, By), t € Z}, et de la loi forte
s=1

des grands nombres que nous avons
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. 1/j =
( ‘ngé AriB, ) = exp {; 2 log| Al + 7log \Btj!}

- (2.3.5)
= exp {KLS le_zllog |At—s—lS|} + Op.s. (1)

S
Kjooexp{ Z log|A|} p.5.,

ol 0,5 (1) indique une variable aléatoire qui et presque stirement nulle quand K — oo.

Lors de ’établissement de (2.3.5) nous avons employé le fait, bien connu, que si E (| X]) < oo

alors )j—< = 0,5 (1) quand j — oo (Voir par exemple le livre de Francq et Zakotan 2010).

Ainsi, par le critére de Cauchy, la série donnée par (2.3.4b) converge p.s. Il est clair que
le processus {Z;,t € Z} donné par (2.3.4b) est une solution de (2.3.2b). Cette solution est
clairement strictement stationnaire périodiquement et périodiquement ergodique puisque
c’est une fonction mesurable du processus i.p.d. processus {(A;, By),t € Z} qui est aussi

strictement stationnaire périodiquement et périodiquement ergodique.

Par le méme argument, le processus {y;, ¢t € Z} donné par (2.3.4a) est une solution stric-
tement stationnaire périodiquement et périodiquement ergodique de (2.2.2). La preuve de

I'unicité de {Z;,t € Z} ainsi que {y;,t € Z} est standard et par conséquent est omis.

Pour prouver la nécessité de la condition (2.3.3b) nous suivons Quinn (1982). Supposons
que (2.2.2) admet la solution strictement stationnaire périodiquement {y;,t € Z} et montrons

que la condition :

S

> E(logle, + Beesl]) > 0, (2.3.6)

s=1

meéne nécessairement a une contradiction. Soit {yy,t € Z} une série chronologique générée
par (2.2.2) pour t = 1 avec y¥ = x et {(g4,yy),t <0} des constantes considérées connues

avec € # 0. Donc, de (2.2.2) on a pour &’ # x

log |yf — i’ gy (2.3.7)

1 t—1
=t <; ; log |, ; + Bt—igtil}) + log
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Par conséquent, si (2.3.6) est vérifiée alors par la loi forte des grands nombres log ‘yf — yf'|

. N .. z| D-s. X
diverge presque strement vers oo et ainsi |yf| — oo ou |yf| = oo quand t — oo. Par

conséquent, il existe 'unique z* € R pour laquelle " ne diverge pas p.s. vers oo quand
t — oo. Cependant, chaque réalisation de la solution strictement stationnaire périodique-
ment {y;,t € Z} coincide avec un certain {yf,t € Z} et donc {y;,t € Z} est nécessairement
dégénérée p.s.a {y* ,t € Z}. Ceci implique que {g;,t € Z} est aussi dégénéré ce qui est
en contradiction avec AQ. Par conséquent il n’y a aucune solution strictement stationnaire

périodiquement quand (2.3.6) est vérifiée.

Finalement supposons que E ((log |5t|)2) < 00. Si Zle E (log |, + B.es-1|) = 0, alors (2.3.7)

devient une marche aléatoire

log |y — i’ e — e

b

t—1
= Z ¢; +log
i=0

ou (; = log ‘got,i +Bt,i€t,i,1| et {¢;,7 € Z} est i.p.d. de moyenne zéro et de variance S-
périodique A?. Puisque E ((log \Et])2) < 00, alors \/iz ZZ;(I) g—L converge en loi quand t — oo
et par la loi forte de grands nombres pour les marches aléatoires (voir Stout, 1974) on a
X0 G| =5 oo

En utilisant le méme argument que dans ce qui précéde nous concluons que {y;,t € Z} ne
peut pas étre une solution strictement stationnaire périodiquement de (2.2.2). Ainsi (2.3.3a)

est aussi nécessaire pour que le modele (2.2.2) admette une solution strictement stationnaire

périodiquement. Ce qui compléte la preuve. Bl



CHAPITRE 2. STABILITE D’'UN MODELE DIAGONAL BILINEAIRE PERIODIQUE 44

2.4 Stabilité par rapport a la stationnarité périodique

de premier ordre

2.4.1 Condition de stabilité de premier ordre

Nous posons ’hypothése suivante :
Al : {e;,t € Z} est i.p.d. avec E (g;) =0 (t € Z) et sup,e; F (£7) < 00.
Avant d’étudier ce type de stabilité, notons que dans ce qui suit nous utilisons fréquement

solutions de I’équations au différence ordinaire suivante

U = a; + btut,l, te Z, (241)

5-1
ou a; and b; sont S périodiques. Rappelons que, sous la condition |[] bs| < 1, I'unique
s=0

solution est donnée par

“lg 151

S—1
Ugsrg = <1 -11 bs) > [ bs-itey, 1<s<8,7€L (2.4.2)
s=0

§=0 i=0

Le résultat suivant donne la condition nécéssaire pour la stabilité du processus donné par

(2.2.2) par rapport a la stationnarité périodique de premier ordre.

Theorem 2.4.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))
Sous A1, le modéle (2.2.2) admet l'unique solution périodiquement stationnaire de premier

ordre (nonanticipative) donnée par (2.3.4) si

S
[l Elp, + Beesal < 1, (2.4.3)
s=1

ot la série dans (2.3.4b) converge en moyenne. De plus, la solution est aussi strictement

périodiquement stationnaire, périodiquemen érgodique et converge presque surement.
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Preuve Nous montrons d’abord que sous (2.3.4), la série dans (2.3.4b) converge en moyenne
pour tout ¢ € Z. Le théoréme de convergence monotone, la propriété i.p.d. de {&;,t € Z} et

le fait que sup,c; F (¢7) < oo pour tout ¢ donnent

[e'e) j—l S8 j_l
£(SMaese) < g3 Mamn)
=0 i=0 j=01i=0

j—1
J =

=0

= llm E'(zn:

J=0

1By |>
J

i—1
= lim ( E |(90t+17i + ﬁt+17i5t7i) ’ E (lftﬁ'%@tﬂ + 6t+1€§—j‘>)

n—oo
=0 i=0

3

< sup E(\) lim (Z 1:[ E ‘ (g0t+1_i + ﬁtﬂ_ié‘tﬂ‘) !) ) (2.4.4)

n—oo
1=s<8 =0 =0

where A\, = |Bs+15§| + }esgps+1|. Using the S-periodicity of 6 and {&;,t € Z} we have

s=0

n j—1 n S—1 [%]
E(@ri1mi + Brariged) | S KDY (H E (g, + ﬁses_l)|> , (2.4.5)
=0

=0 i =0

ol [%} représente la partie entiére de % et K is an appropriate positive bounding constant.
Donc, de (2.4.4) et (2.4.5) on voit que, under la condition (2.4.3), la série dans (2.3.4b)
converge en moyenne. Il est claire maintenant que le processus {y;,t € Z} given by (2.3.4)
est une solution nonanticipative de (2.2.2) et en utilisant les arguments standards on en
déduit que cette solution est unique. De plus, puisque de I'inégalité de Jensen la condition
because condition (2.3.4) implique la condition (2.3.3a), on en déduit que la série dans (2.3.4b)
converge presque surement. Finalement, puisque 'unique solution donnée par (2.3.4) est

exprimée comme une fonction mesurable du processus i.p.d. {(e4,6,),t € Z}, cette solution

est aussi strictement périodiquement stationnaire et périodiquement érgodique. B
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La proposition suivante donne une condition nécéssaire moins forte pour la stabilité par

rapport a la stationnarité périodique de premier ordre.

Proposition 2.4.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))
Si le modéle (2.2.2) admet une solution {y;,t € Z} périodiquement stationnaire de premier

ordre et 3, # 0 pour tout t alors

S
IT e <1. (2.4.6)
s=1

Preuve Si {y;,t € Z} est une solution périodiquement stationnaire de premier ordre de is
a first-order periodically stationary solution to (2.2.2) alors en prenant I'espérance des deux
membres de (2.2.2) et en utilisant le fait que E (y;_1&,_1) = E (¢7_,) on obtient '’équation

S-périodique au difference ordinaire suivante

E(y) = ¢, F (ys1) + Byor_ 4, teZ. (2.4.7)
Notons E (y;) = y,, donc

e =ty + B B (pr€01), t € Z
ou

E(Y;_16-1)=E { [%_1 X o+e+ 81 Xio 51572} 51‘,71} , t €4,
=Ep  Xivera+ei + 8 Xivaoan] =B (ef,) =of 4,

alors,

My = Oy fy_1 + By 03717 t € Z.

Notons 1, = 3, 0% ,, on a donc y, = ¢, it,_, + n,- En procédant par itérations on obtient :

m m—1 j
Hy = (Hi:l ‘Pt—i+1) Hog—p T Zj:l <Hg:1 ‘Pt—z‘+1) Me—j T M-

Posons m = S et tenant compte de la périodicité de ¢,_;,; et de la moyenne, on obtient :

S S—1 j
Ky = <H¢:1 ‘Pi) ey + Zj:l < ?:1 90t—z‘+1> Ni—j & Mty
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qui peut étre réécrit comme suit :

il B f)n-

j=1 \i=1

donc la condition de la stationnarité périodique en moyenne du processus est donnée par :

S
I loil <1,

2.4.2 Structure de la moyenne de la solution périodiquement sta-

tionnaire de premier ordre

La proposition suivante donne la forme explicite de la moyenne de 1'unique solution
périodiquement stationnaire de premier ordre {y;,t € Z} du modele (2.2.2) sous A1l et sous

la condition de stabilité (2.4.3). Posons i, = E (ysir5) (1 <s< S, 7€ Z).

Proposition 2.4.2 (Aknouche and Bentarzi (2014))

Sous A1 et (2.4.3), la myenne de la solution solution (2.3.2) est explicitement donnée par

S—1j—-1

;) 'Ho Qos—iﬁs—j Ug—j—l
E (Ygyrg) = T - , 1<s<8S. (2.4.8)
11— Hi:1 2

Preuve : On a vu que

S S
{1—E¢i}ut=Ut+Z

-1
J=1

J
<1:[1 %’) Ne—j>

en remplagon 7, _; par sa valeur (3, o? | on obtient :

S—1 j
e+ 25 ( i1 901-) N
1 - Hiszl i

N’t 7t€Z

remplagons 7,_; par sa valeur f3, o? | on obtient
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S—1j-1

z%) 'Ho 90571'657]' Ug—j—l
E (Ysirs) = —— < , 1<s<sSm
1- Hi:l Pi

Il est clair que pour le cas classique, i.e., S = 1 la condition se réduit a |p| < 1 et la moyenne

Ap=B(X)=(1-¢) " Bo%

2.5 Stabilité par rapport a la stationnarité périodique

de second ordre

2.5.1 Condition de stabilité de second ordre

Nous étudions a présent la stabilité de (2.2.2) par rapport a la stationnarité périodique de
soncond ordre qui est aussi connue dans la litérature de séries chronologique par la corrélation
périodique (Gladyshev, 1961). En principe, nous supposons uniquement que {e;,t € Z} est
un processus bruit blanc périodique, i.e. une suite de variables aléatoires non corrélées avec
variance périodique finie. Cependant, pour des raisons techniques, nous supposons, en plus,
que {g;,t € Z} est i.p.d. avec variance périodique finie. De plus, & cause de la biliniarité du

modele, nous devons supposer aussi que {e;,t € Z} posséde un moment d’ordre quarte fini.

A2 : {g;,t € Z} est i.p.d. avec E (g;) =0, Var (g,) = o7 et sup,e; F (e}) < 00.

De plus, nous supposons que {g;,t € Z} satisfait ’hypothése de non dégénéréssance suivante :
A3 : &2 est presque surement une fonction non linéaire de &; pour tout t.

Soit 1), = @y1+Bryaces ¥y = (@tﬂ + 5t+1ﬂt) g1+ Byr (67 — 07) et yes = ys — i, Le théoreme
suivant établit une condition nécessaire et suffisante pour que le processus périodiquement
stationnaire en moyenne {y;, t € Z} satisfaisant I’équation au différence stochastique (2.2.2a)

soit périodiquement stationnaire au second ordre.
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Théoréme 2.5.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))
i) Sous l’hypothése A2, une condition suffisante pour que le modéle (2.2.2) ait une solution

(nonanticipative) périodiquement stationnaire de second ordre donnée par (2.3.2) est que

S
® =[] (¢2+pB202,) <1, (2.5.1)

s=1

ot la série dans (2.3.2b) converge en moyenne quadratique et presque surement. De plus, la
solution (2.3.2) est aussi est strictement périodiquement stationnaire, périodiquement érgo-

dique et est exprimée via le processus centré {y.., t € Z} par

oo S r—1 S j—1
Ye,s+78 = Es+r8 + Z Z ( H Hnsi+(7m)5) (Ensi+(7r+1)5) ¢sfj+(7'fr+1)S’ (252)

r=1j=1 \m=0i=1

ol les derniéres séries convenrgent aussi en moyenne quadratique et presque surement.

i1) Sti, de plus, A3 est vérifiée, alors la condition (2.5.1) est aussi nécéssaire.

Preuve i) Si on pose

7j—1 n n
Py=1]Aw Zn=> PjBij, Rin=]]A-iZin, (2.5.3)
i=0 §=0 i=0

alors par un remplacement successif dans (2.3.2b) on trouve pour un certain entier positif n
Ly = Zpyp+ Ry

D’abord, montrons que si (2.5.1) est vérifiée alors la série dans then the series in (2.3.2b)

converge en moyenne quadratique, i.e. pour tout 1 <t < §

lim E (Z,) est finie, (2.5.4)

n——ao
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Puisque {g;,t € Z} est i.p.d., et de la forme particuliere de {(A¢, By) ,t € Z} (B; = Asey), on

a

E (72

t,n

) = 2 E(P;BL)

Posons t = v® + S7®) et j = v0) 4+ 570) tels que v, v € {1,...,5}, 7 € Z, 1) € N,

on peut écrire lim E (Z7,), puisque E (A7) et E (B}_;) sont S-périodiques en ¢, comme suit

()

o0
2 2
Jim B (22) =3 (H B (4% ») H B (40 | B (B0 ).
Jj=0 =
, , G)— .
ourV = [£]. Pour tout ¢, £ (Bg(t) (])) est finie sous A2 et [[;_, g (Ai(t)fl> est uniformé-
G)— . . . "
ment limité par m(a)x H}’:JO 'E (Az%(t)fz)’ qui est fini aussi. Donc une condition suffisante
1<v®<S

pour (2.5.4) est que (2.5.1) soit vérifiée.

Maintenant, posons Z; = Z;io ngl A;_i11B,—; la moyenne quadratique limite de Z;,,
quand n — oo. Il est claire que {Z;,t € Z} est solution de (2.3.2b) qui est unique. De plus,
puisque {Z;,t € Z} est une fonction mesurable de la suite i.p.d. {(A, B;) ,t € Z}, la solution
est aussi strictement périodiquement stationnaire et périodiquement érgodique. La série dans
(2.3.4b) converge presque surement parceque (2.5.1) entraine (2.3.3a). De (2.3.2a) et A2 nous

concluons pour {y;,t € Z}.

Finallement, pour montrer (2.5.2), la représentation Markivienne (2.3.2) peut étre écrite

sous la forme centrée suivante
Zc,t = T/th,t—l + 77/}1,7 (255)

rappelons que E (y;) = p, = uﬂ, ou ,uEZ) =FE(Z) et Zey = Zy — ugz). Pourr ¢ > 0, en

itirant (2.5.5) ¢ fois et en utilisant Z.; = y.;—1 — €, on obtient

t—1 /j—1
Yet = €t T ; (:l_llnti) (P —j (Hm z> 05 (2.5.6)
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ouY.o=ye1—€1 = (1 + b1 €0) Yeo- Remplagons ¢ par s+7.5 dans (2.5.6) (1 < s < 5,7 € Z),

s—14+785 s—1
et utilisons [[ 7, . ,9= (H | | [ T—e > (Hns_i) , alors de la S-périodicité de ¢,,
i=1

i=1 r=1i=

B, et a? nous trouvons apreés quelques manipulations

r—1 S Jj—1
Ye,s+78 — Es+rS — Z Z ( H Hnsi+(7m)5) (Ensi+(7T+1)S) wsfjJr(TfrJrl)S

r=1j= m=0 i=1

(2.5.7)

i (Msmis(r—rs1)5) [lejﬂlns eyt (Hm ) 20

r=1i=1 j=1li=

Prenons 'esperance des deux membres de (2.5.7), on obtient

2
r=1 S j—1
E Ye,s+78 — Es+r8 — Z Z ( H HnsiJr(Tm)S) <Ensi+(rr+l)5) ¢sj+(7r+1)5]

r=1j= m=0 i=1

(JZZHlns i Vet (Hns ) co)

Par conséquent, on voit que sous (2.5.1), la partie droite de (2.5.8) converge vers 0 quand

2
=" F

(2.5.8)

T — 00, ce qui compléte la preuve de la partie de suffisance.

ii) Supposons qu’il existe une solution {y;,t € Z} périodiquement stationnaire de second

ordre pour (2.3.2). Alors, en itirant (2.5.5) S fois on obtient :

S—17-1

Loy = H77t j Zep—s+ D H77t Wi —j (2.5.9)

7=0 i=

De (2.5.9) et de la structure périodique de {(n, ,%,),t € Z} il en découle :

Var(Z.;) = (S]_[lE (mz_j)> Var(Z..) + Var (Szl ]Hlnt W J> : (2.5.10)

j=0 7=0 i=

S—1j-1
Si A3 is satisfaite, alors ) []n,_;1,_; ne peut pas étre écrit comme
j=0 i=0
S-1
E :atvjlgt_jl + E : At 1 E€t—j1 Et—jp + ooe T E : (tj1..jsEt—ji-+-Et—jg> (2'5'11)

Jj1=0 J1<jz J1<j2...<js
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de certaines fonctions a;;, s, (0 < j; < S —1,1<1i < S, t € Z) des paramétres du
modele (2.2.2). Therefore, ils n’existent pas de valeurs non-singuliéres des parameétres pour
15—-1

les quelles Var (Z | J ]) = 0 et donc de (2.5.10) il s’en suit que

7=0 i=

J=0

S—1
Var(Ze.;) <1 —[I1F (7]?])> > 0,
ce qui implique (2.5.1). B

Remarque 2.5.1 Si I'hypothése A3 n’est pas vérifiée alors I’équation (2.2.2) peut admettre

v

S
une solution périodiquement stationnaire de second ordre méme lorsque [ | (903 1t 37 11 af)

=1
1. En effet, si
2= +0°, weER, teZ, (2.5.12)

alors pour ¢, et 3, tel que

a1y + oy + By = 0,

le processus périodiquement stationnaire de second ordre {y;,t € Z} donné par

Yt = [y + €,

est clairement une solution nonanticipative pour (2.2.2) méme H (92,1 + 87, 02) peut étre
i=1

superieur a 1. Par exemple, si S = 2 et (2.5.12) est vérifié alors

—1j5-1

Z H77t Wr; = 1€+ Qg1 + 128181,
7=0 =0

Ol ay1 = P + By + Bryitlys Qo = PiPr1 T 19118y + Pryp1Beite_q €6 azia = 08,4 +
at—lﬁt6t+1 + 5t6t+1ﬂt—1
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2.5.2 Structure d’autocovariance de la solution périodiquement

stationnaire au second ordre

Comme conséquence de la stabilité par rapport a la stationnarité périodique de second
ordre, nous donnons dans cette subsection la structure d’autocovariance de 1'unique solu-
tion {y;,t € Z} du modele (2.2.2) sous A2 et sous la condition de stabilité (2.5.1). Posons

7518) = Cov (ys—i-nSa ys-i—nS—h) =E (yc,s-i-nS»yc,s-‘rnS—h)? (1 <s< S? h € Z) la fonction d’auto-

covariance de {y;,t € Z}.

Proposition 2.5.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))

L’autocovariance 7;18) de {y:,t € Z} est donnée par

(s) _ 2 A £ 2 2 B (42 941
Yo = 0Oy + H (Sps—i + ﬁs—io-s—i—1> (,lvz)s—j) ) ( ok 3(1)
- ;=5 \izo
W= eaf T+, (2.4.13)
S v v—2 _
(s)  _ (s—v) h>2 h=v+19S
T = (21:[1 %’) H %—i) (‘PS—UH% +Cs—u+1>, 1<s,v<8 e ?.4.130)

ol

E (¢§) - §+1 (E (8§) B 0;1) + 268+1 ((IOSJrl + ﬁs+1 MS) E (5?) + (stJrl + 65+1 ﬂs)z 0-3
Co=B.E(e3.)) + By pyr 02y, 1<s<S.
(2.4.13d)

Preuve Des calculs ordinaires et directs donnent (2.4.13). W

Notons que la forme explicite Note that the explicit formula (2.4.13c) peut étre écrite

sous la forme récurssive suivante

YD = oD, h>2tel. (2.4.14)



CHAPITRE 2. STABILITE D’'UN MODELE DIAGONAL BILINEAIRE PERIODIQUE 54

2.6 Stabilité par rapport a la stationnarité d’ordre r

Dans cette section, nous étudions la stabilité de (2.2.2) par rapport a la stationnarité
périodique d’ordre r (r > 1) ce qui signifie que le processus sous-jacent est intégrable jusqu’a
Pordre r et que les moments d’ordre 7 correspondants sont S-periodique dans le temps. Ainsi,
en suivant le méme principe utilisé dans la section précédente, nous supposons que les inputs
de (2.2.2) sont périodiquement stationnaires d’ordre 27 et nous cherchons la conditions pour
que ces inputs aient une solution {y;,t € Z} nonanticipative périodiquement stationnaire

unique d’ordre r comme output. Ainsi nous considérons ’hypothése suivante :
A4 : {e;,t € Z} est i.p.d. avec E (g;) =0, Var (g,) = 07 et sup,ez F (e77) < 0o, 7 > 1.

Theorem 2.6.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))
Sous A4, une condition suffisante pour que le modéle (2.2.2) ait une solution nonanticipative

unique périodiquement stationnaire d’ordre r donnée par (2.3.4) est que

S
[1E (o, + bsesn|') < 1, (2.6.1)

s=1

ou la série dans (2.3.4b) converge au sens du moment d’ordre . De plus, la solution (2.3.4)
est également strictement périodiquement stationnaire, périodiquement érgodique et la série

dans (2.3.4b) converge presque surement aussi.

Preuve Comme dans la preuve du théoréme 2.4.1 soit

Z?:o P, ;B sin>1
Zin =19 Bi sin=20
0 sin <0,

ou P, ; est donné par (2.5.3). En premier lieu, nous devons montrer que sous (2.6.1)

lim E (|Z;,]") est finie. (2.6.2)

si on pose

n—1
H At—iBt—n Si n > 1
.:0

Tim = Zin — Ltn—1 = ! .
i i o B, sin=0

0 sin <0,

(2.6.3)
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alors m;,, = Aym_1,,—1. Pour montrer (2.6.2) il suffit que

E(Jmnl") — 0 as n— oo. (2.6.4)
Mais de (2.6.3) et A4 on a
)

= H::ol E(|Ari]") E(|Bi-nl")

E(ral) = E(|[I, 4B

< K (H:: E (|As|’")) 4 (1Binl")

pour une certaine constante positive K. Ceci implique (2.6.4) et donc la série dans series
(2.6.2) converge au sens du moment d’ordre 7. Soit Z; la limite du moment d’ordre r de Z;,,
quand n — oo. Alors, {Z;,t € Z} est 'unique solution de (2.3.2b) qui est aussi strictement
périodiquement stationnaire et périodiquement érgodique. La série dans (2.3.4b) converge
aussi presque surement parceque (2.6.1) implique (2.3.3a). Finalement {y;,t € Z} donné par

(2.3.4a) est intégrable jusqu’a 'ordre r parceque {Z;,t € Z} et {e;,t € Z} le sont. B

Remarque 2.6.1

i) Quand 7 est pair, il est claire que

15 (Jo. +bzea]) = TLIE (00 + Bicin))

s=1

et donc la condition (2.6.1) se réduit a la forme plus simple :

il

En particulier pour r = 2, on trouve (2.5.1).

5 (1) ettt (@

Jj=0

) <1. (2.6.5)

i1) 11 apparait que la condition (2.6.1) pourrait aussi étre nécessaire pour la stabilité par
rapport & la stationnarité périodique d’ordre r mais I’hypothése non-dégénérescence A3
devrait aussi étre faite. En effet, si A3 est satisfaite alors (2.6.5) est une condition nécéssaire

qui est plus stricte quand 'ordre r est impair.
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Soit M:fsz) =F <<Z8+TS — /,ng)> ) le moment centré d’ordre r de {Z;,t € Z}.

Proposition 2.6.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))
Sous A3 et A4, sile modéle (2.2.2) admet une solution {y;,t € Z} périodiquement station-

naire d’ordre r et 3, # 0 pour tout t, alors (2.6.5) est vérifiée.

Preuve Si {y;,t € Z} est une solution périodiquement stationnaire d’ordre r de (2.2.2) alors

ainsi est {Z;,t € Z} donnée par (2.3.2). De (2.5.5) il s’en suit que

Iu:,(tZ) = 5T,tﬂ:,(tz—)1 + Ct, (2.6.6)

r r=1 /p . . , .

ol = E ((got+1 + thet) ) et Cp = >, (k) ,ur(_Zk)’t_lE (nt k wf) + E(¢}). Si A3 est sa-
k=1

tisfaite, alors comme pour (2.5.11), C} ne peut pas étre égale a zéro et donc I’équation au

difference périodique ordinaire (2.6.6) devrait avoir une solution unique. Ceci arrive quand

(2.6.5) est satisfaite. W
Ainsi, du Théoréme 2.6.1 et Proposition 2.6.1 nous concluons que :

i) Si r est pair, alors (2.6.1) qui coinside avec (2.6.5), est suffisante pour la stabilité par
rapport & la stationnarité périodique d’ordre r sous A4 et est aussi nécéssaire si, de plus,

A3 est vérifiée.

i1) Si, cependant, r est pair alors (2.6.1) est suffisante pour la stabilité par rapport a
la stationnarité périodique d’ordre r sous A4 et (2.6.5) est nécéssaire sous A4 et A3. En
utilisant de plus l'inégalité de Jensen il s’ensuit que (2.6.1) implique (2.6.5) mais 'inverse
n’est pas vrai. Donc, il apparait que pour r impair, la condition (2.6.5) n’est pas suffisante

pour la stabilité par rapport a la stationnarité périodique d’ordre 7.

[T E (o + Bsesal) <1 périodique d’ordre r

( 5 ) Stabilité / stationnarité
e
s=1

S
= (H1 |E (@5 + Bees—1)"| < 1) .

T est impair

5 . S . Stabilité / stationnarité
(snl Bllpst Beeol) < 1) < (Snl B (s + Bieon)'| < 1) S?A y  périodique d’ordre 7
ous 3

T est pair



CHAPITRE 2. STABILITE D’'UN MODELE DIAGONAL BILINEAIRE PERIODIQUE 57

2.6.1 Structure des moments superieurs et Kurtoses de la solution

périodiquement stationnaire a 1’ordre r

Comme résultat de la stabilité par rapport a la stationnarité périodique a 'ordre r, la
structure des moments de la solution périodiquement stationnaire a ordre r {y;,t € Z} du

modele (2.2.2) est donnée sous A4 et (2.6.1). Soit p, = E ((ys4rs — t15)") le moment centré
d’ordre r de {y;,t € Z}.

Proposition 2.6.2 (Aknouche and Bentarzi (2014))
Sous A4 et (2.6.1), lexpression de py , (1 < s < S) est dnnée par :

W = @O BE)+ Z()ulle(a”"), l<s<S  (267a)
k—1
62 = -yt [+ S ()i B )| +a- a7 x

bS) (13 5k) é( ) i B ) (2.6.7)

v=1

S
ot A = [[E (6r.).

s=1
Preuve La preuve découle immédiatement de (2.6.6) en utilisant (2.4.1)-(2.4.2). Pour r = 2,

on trouve (2.5.13). Si r = 4 alors on a

x(Z)

=1 -2 B 40 -2 D EmRe,) +6(1—A) " 2 B (2 4?)

) =1 -2 B (W) +3(1-A)7 E(Py,) B (v )+

B0 B (02) + Tl B (1) B (ngyws_»] ¥
30— 8)2 (3 [To0esiE (wi_%_l)) (Sz 65 i (ns_ywsy)) n

v=11i=1

(2.6.8)
De (2.6.7) et (2.6.8) on peut obtenir la S kurtoses de la solution périodiquement stationnaire

a lordre 4 de (2.2.2).
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Corollary 2.6.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))
Sous A4 et (5.1) avec v = 4 la S Kurtoses de la solution périodiquement stationnaire a

l’ordre 4 est donnée par

*

Ha,s - =k * —
o= - (B 4 5 ()i o) ) 1o
:u’2,s =

ou juy . €t py . sont données respectivement par Proposition 2.6.2 et Proposition 2.5.1.

2.7 Stabilité par rapport au processus d’innovation

Tous les types de stabilités étudiés précédemment sont par rapport au processus {y;, t € Z}.
Dans cette section nous étudions une autre sorte de stabilité qui est plutot par rapport au
processus d’innovation {e;, ¢t € Z}. Ceci signifie grossiérement que, dans la limite, les es-
timations d’innovation sont insensibles aux valeurs de départ ¥y, o que nous fixons pour
I'équation (2.2.1) quand les données sont de t = 1 a n. Ceci arrive si et seulement si § and
{y:,t € Z} sont tels qu’on puisse exprimer ¢, (¢t € Z) comme fonction mesurable de y, y;_1, ...
et 0, ie. e, = g (0;ys, Y41, ...) ol g existe dans un sens. Si g (6; y¢, y1—1, ...) existe presque si-

rement (p.s.) alors le modeles (2.2.1) est dit fortement (ou p.s.) inversible. Si, cependant,

E (&, —&)® — 0 quand ¢t — o0, oul

G=y—Zi1 et Zy=—Buwplia+ o+ By, t>1, (2.7.1)
avec 20 fixé, dite 20 = 0, alors g existe en moyenne quadratique et le modele (2.2.1) est dit
or Granger-Andersen inversible (voir aussi Granger and Andersen, 1978b). Afin d’étudier
I'inversibilité presque stire nous posons les hypothéses suivantes.

A5 : 1l existe une solution périodiquement strictement stationnaire et périodiquement ergo-

dique {y;,t € Z} pour (2.2.1) avec E |log|y:|| < oo.
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Theorem 2.7.1 (Aknouche and Bentarzi (2014) )(Stabilité presque sure/au processus d’in-
novation)

Sous A0 et A5, le modéle (2.2.1) est presque surement inversible si

S E(log|B.ysa]) <0, (2.7.2)
et seulement si

Y1 E (log |Byysa]) < 0. (2.7.3)
De plus, €; est donné pour tout t € Z par

€ =212 (=1 TIZ0 Beeit—i (Ye—j — 1 j¥1—j—1) , (2.7.4)

ou la derniére série converge presque surement.

Preuve. Notons que le modéle (2.2.1) peut étre exprimé sous la forme de I’équation au
récurrence stochastique suivante e, = Cyer1+ Dy, t € Z,ou Cy = —S,yi—1 €t Dy =y — 0,41
De A5, {(Cy, D;),t € Z} est périodiquement stationnaire et périodiquement stationnaire
avec F |log |Cy|| < oo et E|log|D;|| < oo. donc (2.7.2) et (2.7.3) suivent, en utilisant les

mémes démarches que dans la preuve du Théoreme 2.3.1. B

Les conditions d’inversibilité stricte (2.7.2) — (2.7.3) sont clairement difficiles a vérifier ana-
lytiquement parce qu’elles dépendent de la loi de ys (1 < s < S). Retournons maintenant
au probléme d’inversibilité du modele (2.2.1) qui est beaucoup plus simple a vérifier. Soit la
supposition suivante :

AG6 : 1l existe une solution périodiquement strictement stationnaire et périodiquement ergo-

dique {y;,t € Z} de (1.2) avec E (y?) < oo.

Théoréme 2.7.2 (Aknouche and Bentarzi (2014))(Stabilité en moyenne quadratique/ au
processus d’innovation)
Sous A5 et A6, le modéle (2.2.1) est inversible en moyenne quadratique si
s
[l B EW) <1 (2.7.5)
De plus, e, est donné pour tout t € Z par (2.7.4) ou la série correspondante converge en

moyenne quadratique.
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Preuve. En suivant Granger and Andersen (19780), et en combinant (2.3.2) et (2.7.1) nous

avons
G —a=Li1— 21 et Ly —Zi1= By Y (Zt—2 — Zt—2> ; t>1,
par itiration de la derniére égalité on obtient
~\2 2 .2 2 2 2.9 5 \?
(et —&1)" = Bi 1Y 187 _o¥ito---B1UA <Z0 - ZO) .

Parce que 20 = 0 et du fait que la moyenne géométrique est inferieure que la moyenne

arithmétique, on trouve
~ _ _ t
(5t —5t)2 < (t ! 2:11 2.%3) ng
et donc
~ _ _ t
E(e—&) < E(t 'S0\ Bivi) E (o1 + Bieo)’ E (7).

/5:3 =Yt — Zt;l
Zy = —BwyiZi—1 + o + By, t>1,

alors, de A6 et du théoréeme de la périodicité ergodique il s’en suit que si (2.7.5) est vérifiée

alors F (g, —2)> — 0 ps t — oco. Le fait que la série dans (2.7.4) converge en moyenne
quadratique sous A6 et (2.7.5) est facilement prouvé de la méme maniére que la preuve du

Théoreme 2.5.1.

Remarque 2.7.1. Il peut étre observé que si A6 est vérifiée alors de I'inégalité de Jensen,

I'inversibilité en moyenne quadratique implique l'inversibilité presque stire.



CHAPITRE 2. STABILITE D’UN MODELE DIAGONAL BILINEAIRE PERIODIQUE 61

2.8 Estimation

Dans la présente section, nous nous intéressons a l’estimation des parameétres du modele
(2.2.1), via trois méthodes d’estimation, a savoir la méthode d’estimation de Yule-Walker
(YW), la méthode d’estimation des moindres carrés conditionnelle (CLS) et la méthode
du maximum de vraisemblance conditionnelle (CML). Il est bien connu que la premiére
méthode est moins efficace que la seconde. Cependant, malgré que la méthode d’estimation
de Yule-Walker (YW), la méthode d’estimation des moindres carrés conditionnelle (C'LS)
sont moins efficaces que la méthode du maximum de vraisemblance conditionnelle (CM L),
elles restent fréquemment utilisées de nos jours. En effet, elles sont simples et produisent des
estimateurs consistants qui peuvent étre utilisés comme valeurs initiales dans des méthodes

sophistiquées telle que M LE.

2.8.1 Estimation de Yule-Walker

Nous nous intéressons a 'estimation des parameétres du modele sous-jacent (2.2.1) en adop-
tant la méthode d’estimation de Yule-Walker (Y'W), dans le cas ou le processus d’innovation

est Gaussien de moyenne nulle et de variance périodique o2, s = 1,2, ..., S. La proposition

suivante établie Iestimation de (Y'WV) des parameétres du modeéle donné par (2.2.2).
Proposition 2.9.1. Si le processus d’innovation {e;; t € Z} est un processus Gaussien de

moyenne nulle et de variance périodique o2, s = 1,2,..., S, alors les estimateurs de Yule-

Walker des paramétres o, B, et o, sont donnés, pour s =1,2,...,S, comme suit :

£,87

?(8) (1) - ﬁy,s ﬁy,sfl
55D (0) - 2,

Etape une : Estimation de ¢, : p, = ,

Etape deux : Estimation de B, = (3,02, : B, = BS/M;l = Tlys — Ps Hys15

1 33.E(,) B, —AE (s,
FEtape trois : Estimation de ag’s ol == ﬁ\(y 1) — (y 1) , Ou

" 3G E() ~E () (A, - 3B.)

< H-@ 2> B ) ~95,77(0) =9 B. 2y
= (@) (O) prat—y (0) - (l/zy,s - @s Zj\“y,s—l) )

FEtape quatre : Estimation de [, : ﬂ = B /

o) )
I
=) E

asl‘
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2

£,87

Remarque. Pour obtenir les estimateurs p,, [, et o- ., nous procédons comme suit :

a) Les estimateurs p, et gs de ¢, et Bs, respectivement, dans l’étape 1 et ’étape 2, sont

obtenus & partir des deux égalités (2.4.13a) et (2.4.13b), en remplagant ) (1), =1 (0),

s € [y s 1, Par leur estimateurs empiriques.

b) Pour calculer o2,, nous avons le systéme d’équations en B3, et o2, suwant :

3, BsE (y?—l) By +3 (My,t -3 BS) Ug’t = Ay,
B, E (Z/t271) B+ Ug,t = By,

ol

A =B W) — @l E(yp1) — 9B, vD(0) — 9B, of pi2,_1,
By =~W(0) =7 A0 (0) = (2, — 0 12 44)

a partir duquel nous obtenons o2,

2 _ 30, (y ) B —E(y7,) A
"3l B ) ~B (k) (n,—3B)]

c¢) Finalement, [’estimateur /BS est défini pour étre donné par l§s / 33,5—1 cette estimation

est trés commune dans les modéles de séries chronologiques bilinéaires (voir par exemple

Doukhan et al (2006), Grahn (1995)).

2.8.2 Etude de simulation des estimateurs de (YV)

La Table 1 donne les moyennes et les RMSFE des estimateurs de YW, pour » = 1000
réplications, de séries périodiques, de période S = 4, de tailles N = 700, 1000, 1200, 1500 et
2000, générées a partir d'un modele PBL, (1,0, 1, 1). Nous remarquons que plus la taille de la

série augmente les estimateurs des parameétres approchent des vraies valeurs des paramétres

et leur RM SE diminuent.
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n | s ¢, ?, RMSE| B, B, RMSE| o*> o> RMSE
1 2 2002 .0696 | .10 .0931 .0930 1 9789 2208
700 | 2 5 4981 .1115 | .20 .1986 .1650 2 20024 .5826
3 4 .3927 0698 | .15 .1616 .2220 | 1.25 1.2868 .2779
4 3 3018 .1076 | .30 .2929 .1508 1.5 1.5611 .2905
1 2 .1989 .0562 | .10 .1003 .0633 1 9994 1610
1000 | 2 .5 .4983 .1021 | .20 .2038 .1037 2 1.9950 .4162
3 4 3978 0603 | .15 .1556 .0591 | 1.25 1.2857 .2325
4 3 2967 0879 | .30 .2969 .0878 | 1.5 1.5580 .2588
1 2 .1976 .0521 | .10 .1005 .0496 1 1.0025 .1463
1200 | 2 .5 .4982 .0852 | .20 .1999 .0998 2 1.9863 .3688
3 4 3986 .0547 | .15 .1546 .0677 | 1.25 1.2806 .1955
4 3 3021 0789 | .30 2955 .0806 | 1.5 1.5503 .2360
1 2 .1976 .0521 | .10 .1005 .0496 1 9976 1274
1500 | 2 .5 .4982 .0852 | .20 .1999 .0998 2 1.9987 3171
3 4 .398 0547 | .15 .1546 .0677 | 1.25 1.2731 .1938
4 3 3021 0789 | .30 2955 .0806 | 1.5 1.5558 2111
1 2 .1993 .040I | .10 .0972 .0387 1 1.0064 .1102
2000 | 2 5 4984 .0668 | .20 .1997 .0711 2 20015 .2707
3 4 3981 .0422 | .15 .1527 0344 | 1.25 1.2850 .1710
4 3 2980 0632 | .30 2954 .0590 | 1.5 1.5539 .1906

YW Estimation

Table 1

2.8.3 Estimation des moindres carrés conditionnelle

Ce paragraphe est dédié a I’étude du probleme d’estimation des paramétres d’un modeéle
(2.2.1), bilinéaire diagonal périodique, BLg (1,0,1,1), via la méthode des Moindres Carrés
Conditionnelles (Conditional Least Squares). Briévement, 1’estimation des parameétres sous-
jacents du modele (2.1.1), consiste en deux étapes. Dans la premiére, on estime le parameétre
¢y, en utilisant la méthode de Yule-Walker. Cette estimation est obtenue & partir de ’équa-
tion (4.1c), pour h =2 et t = s+ 715, s =1,2,....5 et 7 € Z, lorsque nous remplagons les

autocovariances théoriques par leurs estimations empiriques. En effet, nous avons :

2. =A@ /3¢ (1), s=12,.,Set T Z,
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Dans la seconde partie, nous estimons via la procédure des Moindres Carrés Conditionnelle,
le parametre 3,, tout en considérant pour 'obtention de la série résiduelle, notée v;, le modele

suivant :
Uy =B, Yi—1 6021 + €1, t €L

La proposition suivante établit les estimateurs ¢, /Bt et /a\f des parametres ¢,, 3, et la va-

riance des innovations o2, respectivement.

o 0 . . . o ~ B ~2
Proposition 2.9.2. Les estimateurs des Moindres Carrés Conditionnels, p,, B, et o; des
parametres ¢,, 5, et la variance des innovations O'z’t, s =1,2,...,.5, sont, respectivement,

donnés par :

(s ~(s—1
( / ( ) 5 —5123/5223 et U —5115, s=1,2,...,5,
avec
—1 9 ) M-1 9 M-1
R Zl CS—1+TSyS—1+TS Zl US—I—TS Z Cs 1+7'Sy5 1+78 Z Vs+7,5’€s 1+7'Sy8 1+78
= T=
511,5 = A ,
M-1 b M-1 1
5 _ (M— 1) 27— 1 s+TS Cs 1+78Ys—1+78 — 27—:1 s—14+78Ys—1478S ZT 1 VS+TS
12,s — )
Al,s
M-—1 M-1 N ~
8‘ _ Z'r 1 775 1+78 ZT s—1+78 (VS+TSI/S—1+TS)
22.s — A
2.8
M-1
o ZT 1 Ms— 1+TSCS 1478 ZT 1 Ms— 1+7S (Vs+TSVs 1+TS)
A2,5 ’

2
\ M-1 M-—1
ou ALS = (M - ]‘) ZT 1 Ss— 1+7'Sy8 1478 — (27:1 s—l+TSyS—1+TS> )

2
M—-1 M-1 M-1
A275 = (ZT 1 ns 1+TS) <Z7—:1 i—l-‘rTS) - <ZT 1 Ns— 1+TS€S 1+TS> )

N = YsYe1EEe1 et (= yiey.
Preuve. Dans la deuxiéme étape, nous considérons la série résiduelle obtenue par :
Uy =y — @tytfla
puis, nous considérons pour la série résiduelle 7y, le modeéle suivant :
Uy = By Y41 €4-1 + &, t € L.

Ce modeéle peut étre exploité, tout en utilisant le principe fondamental des Moindres Carrés
Conditionnel, pour estimer les paramétres /3, et ai}t. Il est facile de vérifier que I'espérance
conditionnelle & I'information disponible jusqu’a l'instant ¢t — 1, E (&40, /t — 1), t € Z et

s € N*, est donnée par :
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Ust+ﬁtyt 15t 1 r=0,
E (ﬁt Uiy /t - 1) = 5t ﬁt_l Ye—1Ys—2€¢—1E¢—2 T ﬁt ytflgffla r=1,
0, r = 2.

En posant 61 = Uz,t, O12,¢ = 53, do1t = By Bi_1, 0220 = By, My = YeYe—18e60-1 €6 ¢ = yte?,
Cette derniére expression peut étre écrite de la forme :
0116 + 0124 Cpoq Y1, 1T =0,

E (40 [t —1) =< Oo14my_q + 022:Cpqs T =1,
0, r = 2.

WV

En supposant que la taille de la série, N, est un multiple de S, notée N = M S et en posant
t = s+ 785, les estimateurs de 0115 et 0125, peuvent étre obtenus en minimisant la forme

quadratique suivante :

1 1

! 2 S M- !/ ~ !/ !/ 2
S+TS 51 S ¥ s T:| - Z Z |: S—‘rTS 2 éls 2377 VS+TS + éls <Zs77 lsﬂ') éls] ’

s=1 =1

=% [v

s=1 7=1
ou les vecteurs colonnes ¢, , et ) _ sont, respectivement, donnés par :
! /
8o = (011, 0125) et Y = (1, (s 1prs¥s—1475)

En dérivant partiellement, respectivement a 9, , et en résolvant 1’équation normale obtenue,

nous obtenons :

M-1 M-1

M -1 Z Com14rsYs—1+475 S Viirs
7-_ 11,s o =1
M-1 51278 M—-1 )
Cs—l-{—TSyS*lJrTS E CS*lJrTSyS—l—‘—TS Z s+718 Cs 1+78Ys—1+78
T=1 T=1 T=1
M-1 -1 M—
511 M—-1 Z Cs_1+75ys—1+rs Z s+TS
»S — T=1 T=1
(512 s M1 M- 9 9 M—-1
7 Z Cs 1478Ys—1478 Z CS—l-‘rTSyS—].-‘rTS Z I/S+TSCS 1+78Ys—1+78
T=1 T=1

Finalement, nou avons :
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M- -1 M-
51175 M-1 72:: s—14+78Ys—1+78 7; s+TS
( 01,5 ) - M—1 M1 ) M-
7;1 CS*1+TSy3*1+TS 7; CS—l-‘r’TSyS*]:FTS ; s+TS Cs 1+78Ys—1+7S
M—1 -1 M-
M—1 Z Com1qrsYs—1478 Z 2,
M-1 e M- T )
Tz:l Cs—l—l—TSyS*lJrTS Z s— 1+7’Sys 1+78 Z lA/s-‘,—TS Cs 1+TSyS 1478
1 X
A1,5
M-—1 M—
~ g 1+TSys 1478 - El CS—1+TSy3_1+TS 7; s+78
M—-1 M—-1 ’
Zl s—14+78Ys—1+7S (M - 1) Zl ﬁs-‘rTS C.S*l“rTSyS—l"FTS
T= T=

M-1 M— M-—1 M-1 9
( Z Cs 1+7—5‘ys 1+TS> Z Vs—l-TS < Zl Cs—l—l—’rsys—l-l—TS) Z Veirs gS—l-‘rTSyS—l‘FTS
: T=

T=1

M-1 M-1 )
(M - 1) Zl ﬁs—&-TS CsflJrTSyS—l-‘rTS - ( Zl (sl+‘rsy5—1+7'5) Z I/S+TS
T= T=

M1 ) M-1 2
ou ALS = (M - 1) Zjl CS—1+TSy8—1+TS - ( Z:I CS].+TSy5—1+TS) ’

Similairement, les estimateurs de 093 5 et de d22 5, peuvent étre obtenus en minimisant la forme

quadratique suivante :

— N N 2
QQ - 285:1 Zyzll [VS—H'S Vs—1478 — él25 ZS,T] ;

S M—-1T/A ~ 2 ! ~ ~ ! !
- 25:1 27:1 [(VS-FTS VS—H-TS) —2 é2.s ZS,T (VS-H'S VS—1+TS) + é2.s (ZS,T ZS,T) é2.s} )
ol les vecteurs colonnes 9, , et J_ _ sont, respectivement, donnés par :
! /
é2.s = (521,37 52275) et 25,7— = (ns—1+7'S7 Cs—l—‘rTS) )

en dérivant partiellement, respectivement a d, , et en résolvant ’équation normale obtenue,

nous auront :
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8é?.s =1
M—-1 , M-1
(ZS,T Zsm) éQ.s = ZSJ’ (VS+TS 1/8714*7'5) s —
T=1 T=1
M—-1 , M—-1 Ny 14rs
<§$,T ZS,T) = ( ST ) (77371+Ts» CS*1+TS) )
T=1 =1 CS—1+TS
M—-1 ) M-1
Zl ns—1+75 Z Ns— 1+7S Cs 1+78
= | ma’
Z Ns—1+r8 Cs—l—l—TS Z CsflJr‘rS
T=1 =1

M-1 M-1 (ﬁ o )
Z z (’95—&-75 195—1+TS) _ Z ( Ns—1478 AS+TS As—l—l—rS )
o =1 Cs—1+TS (VS-i-TS Vs—1+TS)

1

M— M—
Z 773 1478 Z Ns—1478 Cs 1478 5213 Z Ns—1478 (Vs+‘rS Vs— 1+7-S)
M1 = T =
( 522,5 ) ~ N
21 s=1+78 CS 1+78 Z s 1478 Z Cs—l—‘rTS (VS—l-TS Vs—1+TS)
T= :
M— M-1
( 521 s Z s 1478 - Zjl Ns—14+58 Cs—l—H—S
_ T=
522 ) M— M-1 5
. - Z Ns—1418 <8—1+TS z n8—1+TS
T=1 =1
M—1

Z:l Ns—14r8 (ﬁer‘rS ﬁsflﬂ-s)
T=

M—
Z CS—l-‘rTS (IQS-FTS ﬁ5—1+7’5)

Finalement, nous obtenons

1
7f/sflJrTS (Vs-i-TS Vs—1+7'5')

1M7T

1

M—-1 9
( 521,3 ) 1 <Tzl Cs—l—s-fs)
- B —1

A?,s Mt 2 ~ ~
2:1 77571+TS Z Cs—l—i-TS (Vs+TS VS*]:FTS)
T=

=

622,3

T=1

=1

M-—1 M-—1 ) R
( Zl Ns—1+4rs8 Cs 1+TS) Z 6371+TS (VS-H'S Vs—l-‘rTS)

M-1 M-1 . .
( Z Ns— 1478 Cs 1+7’S) 231 773—1-1—7—5 (Vs+7'S stlJr‘rS)
T=

=1

M-1 M M—1 2
AZ,S = (Z 775 1+TS) (Z s 1+TS) - (2—31 Ns—14r8 Cs—l—i—rs‘) .
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2.8.4 FEtude de simulation des estimateurs des moindres carrés
conditionnelles

Dans la table 2 ci-dessous, les notations @,, B JAE et RMSFE,, s =1,2,...,5, dénotent

La Moyenne Empirique et la Racine de la Moyenne des Erreurs Carrés (Root Mean Squares
Errors), pour = 1000 réplications, des estimateurs C'LS des paramétres périodiques ¢, (3,
et o2 de période S = 4. et ceci pour plusieurs tailles, N = 700, 1000, 1200, 1500 et 2000, des

séries générées a partir d’'un modele PBL, (1,0, 1, 1). Nous remarquons que plus la taille de la

série augmente les estimateurs des parametres approchent des vraies valeurs des parameétres

et leur RMSE diminuent.

| s o @ RMSE| 8, B, RMSE | o®> o2 RMSE
1 2 2002 0696 | .10 .0875 .0578 1 1.0002 .1242
00 | 2 5 4981 1115 | 20 1706 .1248 2 20174 .2365
3 .4 .3927 0698 | .15 .1391 .0415 | 1.25 1.2667 .1704
4 3 3018 .1076 | .30 .2825 .0789 1.5 1.5270 .2395
1 2 1989 0562 | .10 .0878 .0470 1 1.0081 .1062
oo | 2 5 4983 1021 | 20 1762 1031 2 2.0069 .2137
3 4 3978 .0603 | .15 .1450 .0326 | 1.25 1.2565 .1457
4 3 2967 0879 | .30 .2884 .0615 | 1.5 1.5193 .2046
1 2 1976 .0521 | .10 .0914 .0436 1 1.0083 .1017
1200 | 2 5 4982 .0852 | 20 .1747 .0973 2 20037 .1879
3 4 3986 .0547 | .15 .1421 0309 | 1.25 1.2604 .1274
4 .3 3021 0789 | .30 .2903 .0589 | 1.5 1.5242 .1950
1 2 1968 .0453 | .10 .0904 .0375 1 1.0040 .0883
500 | 2 5 4982 0766 | 20 .1815 0839 2 20024 .1637
3 4 .3997 .0489 | .15 .1450 .0289 | 1.25 1.2566 .1222
4 3 2996 0703 | .30 .2920 .0487 | 1.5 1.5145 .1702
1 2 1993 0401 | .10 .0955 .0309 1 1.0010 .0712
song | 2 5 4984 0668 | .20 .1865 .0707 2 20011 .1517
3 .4 3981 .0422 | .15 .1462 .0228 | 1.25 1.2543 .1004
4 3 2980 .0632 | .30 2940 .0432 | 1.5 1.5098 .1432

C LS Estimation

Table 2
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2.8.5 Estimateurs du maximum de vraisemblance conditionnelle

La proposition suivante établit ’estimateur du Maximum de vraisemblance Condition-

nelle (Conditional Likelihood estimations (CMLE)), @,, Bt et 67 des paramétres ¢,, f3, et

de la variance des innovations o2 ,, respectivement.

—~
Proposition 2.9.3. Les estimateurs du Maximum de vraisemblance Conditionnels, 0, =

(@S, BS) et 5> des paramétres 0, = (p,, B,) et 02,5 = 1,2,..., S, d’un modéle (2.2.1) bili-

néaire diagonal périodique, BLg (1,0,1,1), sont, respectivement, donnés par :

© 1
B Ag
N-1 ) ) N-1 N-1 ) N-1
Z Ys_1475 €s—1415 Z Ys—1478 Ys+15 — Z Ys_1475 Es—1+18 Z Ys—1+47S€s—14718 Ys+185
7=0 7=0 7=0 =0
N-1 ) N-1 N-1 ) N-1
Z Ys_1478 Z Ys—1+47S €s—1478 Ys+75 — Z Ys—1475 Es—1478 Z Ys—1+78 Ys+1S
7=0 7=0 7=0 7=0
NoL N-L , NoL 2
ou AS - Z y5—1+TS Z y8—1+TS 65—1—1—7'5' - Z ys—1+TS Es—1+418 )
7=0 7=0 7=0
9 1 N—-1 ~\ 2
~2 _ - Y
O, = N 7;0 <y5+75 ZS—H—S Qs> )
Ys—1 Ys—1 Es-1
Ys—1+5 Ys—1+25 Es—1+425 (2.9.5b)
ou Y. = : :

Ys—1+(N=2)S Ys—1+(N-2)S Es—1+(N—-2)S
Ys—1+(N-1)S Ys—1+(N-1)S Es—1+(N-1)S

Preuve. Le logarithme de la fonction de vraisemblance conditionnelle est donné par

1xr 1z
L (ye | Fiz1) znlgv%—izlg (Ug,t) _52
t=1

N
Ly (Y | Fier) = nlgV2m — Elg (0375) -

ou Y, = (ys, Yss s Ys+(N=2)S> y5+(N_1)S)/ et la matrice Y  est donnée dans la formule
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(2.9.5b). Par conséquent, nous avons

b= (Y)" XY,
7 ey 2 (v =V B) = 2 (12, 22) 7 7)Y,

2.9 Propriétés distributionnelles

Il est facile de vérifier, sous 'hypothése de la Normaleté des innovations, que :

N-1 N-1
2, - v 0, 1 TZ::O Viiirs TZ::() Yi1irs Es—14rS
(Bs)‘tli—> (ﬁs)’A_s =, =y 2
72) Ys_11r8 Es—1+18 72) Ys_ 1118 €s—1418

~2
N o

)Ft—l — XnN—-2»

alors, nous avons

1 N—-1
> , 2 2
Ps :'E;f*1 N <¢s7 K Z Ys—1478 | Os | »
s 7=0
B RS 2 2
By |Fi1 —> N | B, N > Ys-14+5 Ea14rs | T | -
9 s 7=0
No
2 Fia XN-25
s
N-1 ) N-1 ) ) N—1 , 2
ou AS - Z yS—l-‘rTS Z y8—1+TS 65—1-‘,-7'5 - Z y5—1+TS €s—1478 9
7=0 7=0 7=0
. 2 =,
Z ys—l—H'S Es—l—‘r'rS - Z ys—l-l,-—rS €s—1+78
=0 =0 o2

~ 1
Var (QS |7:t—1> = A IN—1 , /N-1 )
° - < Z Ys—14r5 551+TS> < Z—:() ysl+7’S>

7=0

De plus, nous avons

vl N-1
Var (@s ‘/Tt—1> = < Z y§—1+rs> ai?
T7=0

> N-1 N ) 9
Var <6s ftfl) 2 Ys— 1475 €s—1475 | Os>
=0

~2
N o

2
0%

‘7:13—1 XN-25

V)

70
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et

N N-1 -t
E <Qs |E—1> = |: Z (ller‘rS ls+7‘S):| X

7=0

N-—1 5 N-1 )
Z Ys—14r8 Z Ys—1475 Es—1478
7=0 7=0 Ps
N—-1 ) N—-1 ) ) B ’
s
ZO Ys—14r8 Es—1+78 ZO Ys— 1478 €s—147S
T= T=

E(@lﬂ_l)—<§z),

N-1 2 2

Z Ys—1+78 Ys—1+78 €s—1+78 o2
2 e 2 82 S

=0 Ys 1178 Es—1475 Ys_1475 Es—1478

ZQ = (yt—hyt—l €t—1)

2 2
_ Ys—1+78 Yi—1 Yi—1 €t—1 2
= V5= 2 2 2 Ts»
Ys—1+47S Es—1478 Yi—1€t—1 Y1 €1

- Nl -1 N1 /
QS = |:7£:0 (ZS-FTS XS+TS):| 72) 25 Xs’
Var @5 \ft,1>
N1 -1 N—1 N-1o -1
- |:7Z:O (28-"-75 Z5-1-7'5):| Var (7; 254—7’5 Es+r5 ’Ftl) |i7;) (zs—&-’rs 28+TS):| ’
N-1 ) N-1 ) -1
. ( ZO ys1+Ts) ( ZO Ys_11r8 5s1+rs) ,
Var (Qs |ft_1> = N—_1 = ]7\—[__1 O,
( Zo y§—1+75 5s—1+TS> ( 20 y?—l—‘rTS 5?—1+75)
N-1 ) N—1 ) -1
< Z(] y8—1+TS> ( ZO y5—1+7—5' 6S—I+TS)

N-1 ) N-1 5 9
Z Ys—1+75 Es—1478 Z Ys—1478 €s—1+78

7=0 7=0
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N-1 N-1
2 2 2
1 ZO Ys—1475 Es—1475 - ZO Ys—1478 Es—1+78
J— T= T=
- A_ N-—1 ) N—1 ) )
s
—| 22 Ys1irs Es—147s Y Ysiirs
7=0 7=0
Nl ) NT
1 > Ys14rS Es14rs > Ysiirs Es—147S ,
= — 7=0 =0
A N-1 ) N—1 , O
S
- Ys—1478 Es—1+78 > Ys_14rs
7=0 =0

N-1 N-1 ) N-1 o 2
AS = Z Ys—1+478 Z Ys—14r8 Es—1475 | — Z Ys—1475 Es—1+78 s

=0 =0

N—-1
~ (Z y31+75) (

Var <QS |.7-"t_1) = Nt 0
< > Yiitrs 581+TS) <

7=0 .
1 Z ys 1+7S 68 1+78

Var (QS |.7:t_1) =X )
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2.10 Maximum de vraisemblance conditionnelle : Etude

de simulation
Dans la table 3 ci-dessous, les notations @,, BS, 0—2 et RMSFE,, s =1,2,....,5, dénotent
La Moyenne Empirique et la Racine de la Moyenne des Erreurs Carrés (Root Mean Squares
Errors), pour r = 1000 réplications, des estimateurs C'M L des paramétres périodiques ¢, 3,
et 02 de période S = 4. et ceci pour plusieurs tailles, N = 700, 1000, 1200, 1500 et 2000, des

séries générées a partir d'un modele PBL4 (1,0, 1,1). Nous remarquons que plus la taille de la

série augmente les estimateurs des parameétres approchent des vraies valeurs des paramétres

et leur RM SFE diminuent.

n | s ¢, @, RMSE,| B, B. RMSE,| s> o2 RMSE,
1 2 2000 0570 | .10 .0975 .0302 1 .0988 .1056
700 | 2 5 4982 0992 | .20 .1959 .0661 2 1.9993 .2042
3 4 3952 .0600 | .15 .1494 .0247 1.25 1.2418 .1309
4 3 2047 0860 | .30 .2969 .0462 1.5 1.4920 .1582
1 2 2003 .0465 | .10 .0978 .0255 1 9970 0907
1000 | 2 .5 .4964 0889 | .20 2012 .0510 2 1.9888 .1846
3 4 .3961 .0503 | .15 .1503 .0204 | 1.25 1.2443 .1143
4 3 2978 0731 | .30 2965 .0375 | 1.5 14978 .1305
1 2 .1991 .0422 | .10 .1003 .0215 1 9979 0815
1200 | 2 .5 .4967 0757 | .20 .1981 .0509 2 1.989 .1610
3 4 3983 .0470 | .15 .1485 .0191 | 1.25 1.2438 .0997
4 3 2965 .0617 | .30 .2998 .0324 | 15 1.5018 .1191
1 2 1975 0388 | .10 .0987 .0198 1 9950 .0756
1500 | 2 .5 .4970 0707 | .20 .1988 .0440 2 1.9920 .1442
3 4 3991 .0416 | .15 .1495 0172 | 1.25 1.2462 .0929
4 3 2980 0594 | .30 2985 .0300 | 1.5 1.5006 .1122
1 2 1991 .0333 | .10 .0999 .0183 1 9974 0617
2000 | 2 5 4999 .0590 | .20 .1996 .0368 2 1.9943 .1341
3 4 3981 .0366 | .15 .1492 .0147 | 1.25 1.2464 .0789
4 3 2980 0511 | .30 2986 .0259 | 1.5 1.4999 .0949

C M L Estimation

Table 3
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INTRODUCTION GENERALE

La quasi totalité de la bibliographie existante sur ’étude des séries chronologiques a
valeurs entiéres positives concerne les modéles de séries chronologiques, a valeurs entiéres
positives, a coefficients invariants dans le temps, qui font intervenir un opérateur d’amincis-
sement (thinning operator) dont l'opérateur de Steutel-van Harn (1979) est le plus fréquem-
ment utilisé par les analystes des séries temporelles, & valeurs entieres positives en particulier
les modeles linéaires : les modeles autorégressifs, d’ordre p, INAR (p), (voir Al-Osh and Aly
(1992), Al-Osh and Alzaid (1987), Al-Osh and Alzaid (1990), Bourguignon (2016), Doukhan
et al (2012), Fokianos et al (2009), Freeland and McCabe (2004), (2005), Silva (2015), ...).
En effet, un processus, a valeurs entiéres positives {y;; t € Z} est dit un processus IN AR (p)

s’il satisfait I’équation linéaire stochatique suivante :
Yt =P10U1+P0Y2+ ...t @, 0upte, tEL

ol le processus d’innovation {g;,¢ € Z} est une suite de variables aléatoires non corrélées, a
valeurs entiéres positives, avec une moyenne . et une variance finies 02 et ou” o” est un opé-
rateur d’amincissement dont le fréquemment utilisé est celui de Steutel-Van Harn, Steutel-
van Harn (1979), qui est défini, pour le processus stochastique entier y; ;—1, et n’importe quelle
suite de variables aléatoires non corrélée & valeurs entiéres non négatives {Y;,,j € N,t € Z}

OﬁP(}/}7t:1):1—P(}/}7t:0):th~6[O, 1] par

Ye—i 'y, ) Yy >0, .
Y OYt—i = { 23:1 gt S Ti=1,2,...,p.

Oa s1 Yt—i S Oa



78

Un processus, a valeurs entiéres positives {y;; ¢t € Z} est un processus moyen mobile, d’ordre
q, INM A (q) (voir : Al-Osh and Alzaid (1991), Al-Osh and Alzaid (1988), ...) s’il est donné

comme suit :

yt:5t+01Ogt—l+0205t—2+---+9p05t—q7 tGZ,

ou le processus d’innovation {g;,¢ € Z} est une suite de variables aléatoires non corrélées,

2
5

7 est

a valeurs entiéres positives, avec une moyenne p_ et une variance finies o2 et ot ” o
un opérateur d’amincissement dont le fréquemment utilisé est celui de Steutel-Van Harn,
Steutel-van Harn (1979), qui est définie, pour le processus stochastique entier y,; 1, et
n’importe quelle suite de variables aléatoires non corrélée a valeurs entiéres non négatives

(VijeNteZou P(Y;; =1)=1—P(Y;; =0) =, € [0, 1] par

91‘0575_1': 121,2,7q

07 Sl Et—i < 07

Et—i -
{ Zj:l Yj,t» st g4y > 0,

Les modeles précédents sont des modeles particuliers de la classe de modeéles autorégressifs
moyen mobile, & coefficients invariants dans le temps, d’ordre p et ¢, & valeurs entiéres po-
sitives, INARM A (p, q), (voir : McKenzie (1986), (1988), Weib (2008), Al-Osh and Alzaid
(1993), ). Cette derniére classe de modeles, qui fait aussi intervenir des opérateurs d’amin-
cissement (thinning operators) dont les opérateurs de Steutel-van Harn (1979) sont les plus
frequemment utilisés par les analystes des séries temporelles, & valeurs entiéres positives.
En effet, un processus, a valeurs entiéres positives {y;; t € Z} est un processus autoregres-
sif moyen mobile, d’ordre p et q, INARMA (p,q) (voir :négatives. enand Alzaid (1993),

Benjamin et al 2003, ...) s’il est donné comme suit :

Yt = ©10Yt—1 1+ P2 0Yp2+ ... P, 0Y1—p
+e+0i0og 1 +006 90+ ..+ 0,064 tEZ

ou le processus d’innovation {g;,t € Z} est une suite de variables aléatoires non corrélées,

2
€

7 est

a valeurs entieres positives, avec une moyenne p. et une variance finies o2 et ou ” o
un opérateur d’amincissement dont le fréquemment utilisé est celui de Steutel-Van Harn,
Steutel-van Harn (1979), qui est définie, pour le processus stochastique entier y;;—1, et n’im-

porte quelles suites de variables aléatoires non corrélées a valeurs entieres non négatives et
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non corrélées entre elles {Y;,,j € Nt € Z} et {Z;,,j € N,t € Z}ou

P(Yj;=1)=1-P(Y;;=0)=9; €0, 1],
P(Zyy=1)=1—-P(Z,,=0)=0, €0, 1],

ou P(Y;;=1)=1-P(Y;; =0) = p; € [0, 1] par

Yy sty >0
;O Yt—i = =1 T T i=1,2,..p,.
vio { 07 st Yt—i S 07 P

Et—q .
k:f ka st €1 > 0,
Ojoerj=

07 st Et—i S 07

Parmi les modeles de séries chronologiques, a valeurs entiéres, non-linéaires qui font aussi
intervenir un opérateur d’amincissement (thinning operator) dont le plus utilisé est aussi
celui de Steutel-van Harn (1979), nous citons le modele de séries chronologiques Diagonal
Bilinéaire, a valeurs entiéres, de coefficients invariant dans le temps, INBL (1,0,1,1) qui a

été étudié par Doukhan et al (2006).

Un processus stochastique, a valeurs entiéres, {y;; t € Z} du second ordre, est dit satis-
faisant un modéle Diagonal Bilinéaire, & valeurs entiéres, a coefficients invariant dans le
temps, INBL (1,0,1,1), s’il est une solution de I’équation linéire au différence stochastique
suivante :

Ye=poyr1+Bo(y16-1)+e, t €L

ou le processus d’innovation {e;,t € Z} est une suite de variables aléatoires non corrélées

b

a valeurs entiéres positives, avec une . et une variance finie 02 et ot ” o ” est l'opérateur
d’amincissement qui souvant de Steutel-Van Harn (1979), qui est définie, pour le processus
stochastique entier ;1 et n’importe quelle suite de variables aléatoires non corrélée a valeurs

entiéres non négatives {Y;,i e Nyt € Z}ou P (Y;; =1)=1-P(Y;; =0) = € [0, 1] par:

P Y, sty >0,
O _ g
ros 07 s1 Yi—1 S 07

de méme, 3,0 représente 'opérateur d’amincissement de Steutel-Van Harn qui est défini,

pour le processus stochastique & valeurs entiéres y;_1 ;-1 et n’importe quelle suite de va-
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riables aléatoires non corrélée a valeurs entiéres non négatives {Z;,,j € N,t € Z} tel que

P(Zjﬂf:l):l_P(Zj,t:O):ﬁe[07 1],pa,r:

Yt—1 Et—1 .
21:1 Ziy, 81 Y1 €1 > 0,

07 81 Yi—1 E¢—1 S Oa

Bo (?Jt—l €t—1) = {

La modélisation des séries temporelles a valeurs entiéres a connu a nos jours le développe-
ment de quelques modeéles non-linéaires, a valeurs entiéres, de type de régression qui ne fons
pas appelle a I'opérateur d’amincissement. Parmi ces modéles nous présentons le modele
Autoregressif Conditionnellemnt Hétéroscédastique Généralisé a valeurs entiéres, d’ordres p

et ¢, noté INGARCH (p,q), (Chen et al .(2016), Zhu,.F.(2012), ..).

Un processus stochastique a valeurs entieres {y;; ¢ € Z} est dit satisfaire un modéle Auto-

regressif Conditionnellemnt Hétéroscédastique Généralisé a valeurs entiéres, d’ordres 1 et 1,

not¢ INGARCH (1,1), s’il est donné par :

Yt /‘7:t71 ~ P ()\t) )
At =g+ o1 Y1+ B N1

ou JF; représente la o —algebre engendrée par yq, 41, ..., ;. Ce modéle a été étudié par Ferland

et al (2006).



Chapitre 3

Modéle INGARCH (1,1) Poissonnien
périodique : Structure et estimation

3.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous étudions quelques propriétés probabilistes et statistiques du mo-
deles GARC H périodique a valeurs entiéres. Nous établissons des conditions nécessaires et
suffisantes de premier et de second ordre, de la stationnarité périodique, et nous donnons,

sous ces conditions, les formes explicites de la moyenne et du moment d’ordre deux.

81
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3.2 Notations, Définitions et hypothéses

Un processus stochastique & valeurs entiéres {y;; t € Z} est dit satisfaire un modeéle Au-
toregressif Conditionnellemnt Hétéroscédastique Généralisé a valeurs entieres, d’ordres ¢ et
p, noté INGARCH (q,p), s’il est donné par :

Y [Fro1 ~> P (M),
Ae = a0+ 30 @ Yo Zgzl Bj Ai—j-

On dit qu'un processus a valeurs entiéres {y;; t € Z}, satisfait un modele Autoregressif

(3.2.1)

Conditionnellemnt Hétéroscédastique Généralisé périodique, de période S, d’ordres ¢ et p,

not¢e PINGARCHs (q,p), s'il est donné par :

Yt /ft—l ~ P ()\t) )
At = Qo+ D0y Qg Y+ Z?:l Bt Ai—j

ou JF; représente la o—algeébre engendrée par yo,y1, ..., Y. Les parameétres a;¢, @ = 0,1,...,¢

(3.2.2)

et 8,4 J = 1,...,p, sont périodiques en ¢, de S, i.e., j1rs = aip et 8,46 = B, 1,7 € L.
Afin d’éliminer la possibilité d’avoir une moyenne conditionnelle nulle ou négative, nous
imposons les conditions suivantes sur les parametres : ag; > 0, et o, > 0,7 = 1,...,q et
Bt = 0,j=1,..,p, t €Z. Particulierement, on a, pour p = ¢ = 1, le modele périodique,
PINGARCHg (1,1), qui est I'objectif de notre étude :
Yo [Frr ~ P (No),
A=+ Y1 + By A1, VEEZ,

(3.2.3)
ol les parameters a; 4,t = 0,1 et 3,, sont périodiques dans ¢, de période S, i.e., ;11rs = iy,
i=0,1et B, =0 t,r €Z. De plus, ces parameétres sont tels que : agy > 0, oy > 0 et
B, > 0,Vt € Z. Posons t = s+ 75, s =1,2,....5 et V7 € Z, le dernier modeéle peut étre
réécrit sous la forme équivalente suivante
Ys+15S /Fs+7571 ~ P ()\S+TS) ) (323(1)
)\S+TS = Qs + 1.5 Ys—1+78 + 55 )\871+7S'

Ce modele est une extension du modele non périodique /NGARCH (1,1) donnée par (3.2.4)
étudié par Ferland et al (2006) au cas périodique :

Y [Fio1 ~>P(N) ou Ny =ag+ a1y 1+ B N1, VEEZ. (3.2.4)
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3.3 Conditions de stationnarité

Les modeles de séries chronologiques (linéaire, non-linéaire) avec des coefficients pério-
diques ont regu, dans ces derniéres décennies, un intérét considérable. En effet, beaucoup
de problemes (I'identification, I'estimation, stationnarité périodique, inversibilité...) liés a
ces modeles périodiques ont été intensivement étudiés par plusieurs auteurs (par exemple,
Pagano, 1978 ; Tiao et Grupe, 1980; Vecchia, 1985; Adams et Goodwin 1995 ; Basawa et
Lund, 2001 ; Franses et Paap, 2004 ; et autres). Cette section est consacrée a I’établissement
des deux conditions de stationnarité périodiques, & savoir la condition de stationnarité pé-
riodique en moyenne et la condition de stationnarité périodique au second ordre. Ainsi, nous
fournissons les conditions, sur les paramétres du modeéle, pour 'existence et pour que ces
moments soient finis. L’existence d’un processus strictement corrélé périodique peut étre

prouvée en adoptant la démonstration par construction de Ferland et al (2006).

3.3.1 Stationnarité périodique en moyenne

La proposition suivante établie la condition nécessaire et suffisante pour que le processus
a valeurs entiéres {y;; t € Z} satisfaisant (3.2.3) soit stable par rapport au moment d’ordre
un. Aussi, nous donnons dans cette proposition la forme explicite du moment d’ordre un

sous la condition obtenue.

Proposition 3.3.1.(Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Le processus périodiquement corrélé a
valeurs entiéres {y;; t € Z}, satisfaisant le modéle INGARCH (1,1) périodique donné par

(3.2.3), est périodiquement stationnaire en moyenne, si et seulement si,

12 (i +8) < 1. (3.3.1a)

De plus, la forme explicite de la moyenne E (ys) = Py, s = 1,2,...,8, d'un tel processus

est, sous cette condition, donnée par :

pro = (1-TEL 00+ 8)) " 5550 (T (00 + 59 vy, (3310

avec la convention [[l_,x;=1si j < 1.
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Preuve. La moyenne non-conditionnelle, sy, = E (y;), du processus {y;; t € Z} est donnée

par
Ky = Uy Hy—1 T+ Qo

ou ¢, = oy + 3,. Par iterations, nous obtenons

m m—1 i
fryy = (TTiy Voir) Hypom + > im0 <H£=1 ¢t7i+1> at—j; t € Z,

remplagons m par t, en posant ¢ = s + 7.5, nous obtenons

s+718 s+18

Hy,sr = Z (H sfi+1+TS> Q05— j4+1475 T ( 1:[1 wsi+1+75) Hy,o (%0, Ao)
75 T s j—=1478 s+7S8
Z (H ws z+1> Qo,s—j+1 T Z ( H ws—i—i—l) Qp,s—j+1 + ( H1 ws—i+1) Hy0 (yo, )\0) )
j=1 \i= i=

=1

S v
= <H s H—l) (H ws z+1> Qo s—v+1
k= i=1 =1

0
S T s S T s
+ <H ws—z’+1> > s—i+1> Qp,s—j+1 1 <1:[1 ws—i—i—l) <1:[1 ws—z’—f—l) Hy0 (%0, Ao)

=1 j= <

S

1- <Hi:1 1/Jsfi+1 i (H )
- S =1 ¥s—i+1 Qo s—v+1
1 - Hi:l ws—i—i—l 1

S T 57
+ (Hl ¢s—i+1> [Z1 (Hz—l (. z+1> Q0 s—j+1 T (Hf:1 1/’s—i+1) tyo (Yo, )\0)] ;

A=

posons t — oo, (d'ot 7 — o0), alors py ., s = 1,2,..., 5, converge, quand 7 —
i et seulement si [} 1 ou d’une fagon équivalente []7 1
0o, si et seulement si [[;_; ¢, ,,; < 1 ou d'une facon équivalente [[_;v; < 1, vers
S—1 (17J
Zj:() ( i=1 ¢s—i+l) Q0,5
3 .
I Hizl ¢z

Dans le cas de modeéle a coefficients invariants dans le temps, i.e. S = 1, les résultats de cette
proposition peuvent étre représentés par le corollaire suivant qui donne les mémes résultats

obtenus par Ferland et al en (2006) dans leur Proposition 7.

Corollaire 3.3.1. Le processus & valeurs entiéres {y;; t € Z}, satisfaisant le modéle clas-
sigue INGARCH (1,1) donné par (3.2.4), est stationnaire en moyenne si et seulement si
(cy + B) < 1. De plus, la forme explicite de la moyenne E (y;) = py d’un tel processus est,

sous cette condition, donnée par : iy = og (1 — (o + )"
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3.3.2 Stationnarité périodique de second ordre

La proposition suivante établit une condition nécessaire et suffisante pour que le processus
a valeurs entiéres {y;; t € Z} satisfaisant (3.2.3) soit stationnaire, par rapport au moment

d’ordre deux. La forme explicite de ce moment est obtenue sous cette condition.

Proposition 3.3.2. (Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Le processus a valeurs entiéres {y;; t € Z}
satisfaisant le modéle PINGARCH (1,1) donné par (3.2.3) est périodiquement stationnaire

au second ordre si et seulement si

12 (ani+8) < 1. (3.3.2a)

De plus, la forme explicite de la variance Var (ys) = ’y%}g) (0), s =1,2,...,.S d’un tel processus

et la variance Var (\g) = 7&8) (0) sont, sous cette condition, données par :

W0 = (1-TEL02) T S8 (T v o (3:3.20)
W0 = (1-T102) S5 (THa i) ey — v (33.20)

N 2 L ..
0l [ g = iy, — V5 fy o1 + O‘%,s Pys—1, Vs = ais+ B, et py, est donné dans Proposition

J
3.3.1, avec la convention [[x; =1 si j < 1.
i=1

REMARQUE 3.3.1. Il est bon de noter que la condition obtenue (3.3.2a) est la méme que celle
donnée par (3.3.1a) pour lexistence du moment d’ordre un. En effet cette condition assure,

comme nous le verrons ultérieurement, l’existence de tous les moments d’ordres supérieurs.

Ce fait a été prouwvé, par Ferland et al (2006), dans le modéle classique INGARCH (1,1).
Preuve. Le moment d’ordre deux conditionnel du processus y; est donné par
E(y}) =B [E (v} /Fie1)] =E (X)) +E(N), (3.3.3)

ou équivalemment, ﬁ) (0) = ny\t) (0)+E (A). La moyenne | (\;) a été calculée précédemment.

Donc, nous devons calculer E ()\f) :
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E(X) =E[E N /Fi1)] =i B(AL) +ag, + (of, + 200, %) B(Ao1),
ou équivalemment
( ) =iy (t Y ( )+ (Oéo,t + 1, :u>\,t—1)2 + Oéit Hxg—1 — M?\,r

En utilisant (3.2.3), sachant que iy, = p1 ; et pty; = Qo + Yy fly; 1, NOUS avons

W (0) = 92V (0) + 1y,

N 2 . ’ .
ouy, =1+ B, et = Py — (Ih Pyi—1 + ait Py i1 Par itération, nous obtenons

W (0) = ([T ) A )+ St (T i) o

remplagons m par t et posons t = s+ 75, s =1,2,...,.5 et 7 € N, nous obtenons

W (0) = (TTiy ¥7 1) %; " (0) + S0t (TEo i) Fros
7@ (0) = (Hz lwt 1+1) VY ( )"‘Zg 1 (H =1 Vi z+1) Fojir,

alors nous avons

W00 = (ot a) 4 0+ E (ot ea) e
20 0) = (T #) A O+ 5 (T2 i) Foson,
7$+TS) (0) = ZS'+TS ( ]' 11 g i+1> Fs—jtiyrs + <Hfj1TS @Z}? i+1) V§9) (0),

7=1

W 0) = 7 (TH i) Fasnes + Sy (TES 502 00) Fon
+ (H’L 1 ws—i-l—l) (Hi:l ws—i—i—l) ’)/g/) (0) )

S /j—1 s T s /i1
V(S—H—S) (0) z:l <H ¢s z+1) FS —j+147S + (H wz—i-}l) 2::1 (1;[ ¢§_¢+1) Fs—j+1
+ (Hf:l ¢§71+1>T (Hf:1 wiiﬂ) ’Ygg) (0),
k
= ;;(1) (Hf:1 d’iz’ﬂ) 25:1 (HiV:_11 ws—i-{-l) Fo—j+
S T s j—1 S
(o) S (Mot roas () ()2 0.

Jj=1

Alors, nous avons

86
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- (HS 1¢2 '+1>T
(s+718) 1= s S v—1
Ty (O> = S Zi:l (Hi:l ws—i—l-l) Fsj
1- Hi:1 ¢§-z’+1

(T ) [ (T 62 ) P + ([T 02ii) |2 0),

O Uy = g+ Byprss Fo = fiys — U2 iy + 2, iy et 12 (0) = 72 (0) + B (Xo). De la

LN . + S
derniére expression, nous voyons que (s+75) 0) converge, quand 7 — oo, vers
’ Y ’ )

S (TS i) Fogin

(s)
Yy (0) = S
1 - Hi:l wif’i+1

Y

si et seulement si Hle Y21 < 1 ou équivalemment Hle V2 < 1.

La variance de \; est alors donnée par

g -1_ s .
W (0) = 0) =y = (V=TI 02n) 0550 (T ¥i) Fo = iy (3.34)

Remplagons ¢ par s + 75, s = 1,2;...,5 et 7 € Z, dans (3.3.3) et (3.3.4), tout en tenant
compte de la périodicité, nous obtenons les résultats donnés par la proposition. Dans le cas

invariant dans le temps, les expressions (3.3.3) et (3.3.4) se réduisent a :

(1— (a1 +B)) +a?) py
1 —(a + 51)2

2
Qs by

Yy (0) = = 1— (o _I_Bl)z'

et 7, (0)

Dans le cas (classique) de modele a coefficients invariants dans le temps donné par (3.2.4),
i.e. § =1, les résultats de cette proposition peuvent étre présentés par le corollaire suivant

qui donne les mémes résultats donnés par Ferland et al (2006) dans leur Proposition 8.

Corollaire 3.3.2. Le processus périodiquement corrélé a valeurs entiéres {y;; t € Z}, satis-
faisant le modéle INGARCH model (3.2.4), est stationnaire au second ordre si et seulement
si a1+ < 1. De plus, la forme explicite de Var (y;) = vy (0) d’un tel processus et la variance

Var (As) =7, (0) sont, sous cette condition, données par

(1= (a1 +B)°+a3) p

2
Y (S) Oél MY
and vy’ (0) =
1— (g + 5)2 x (0)

()= Tt By
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3.4 Existence des moments d’ordres supérieurs

Cette section, est consacrée a ’obtention de la condition d’existence du moment d’ordre
m, B (y™), et sa formule explicite. Les cas particuliers E (y#), E (y3) et E(y?) sont utilisés

lors du calcul des coefficients de skewness et de kurtosis.

3.4.1 Calcul du moment d’ordre supérieur du processus \;

Dans cette section, nous obtenons la condition d’existence du moment d’ordre m noté

E (A"). Soit le m—colonnes vecteur A™ = EN,EONY), . BO).

Proposition 3.4.1. (Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Le moment non conditionnelle d’ordre

m, B (\"), existe si et seulement si :

[T, (a1, +8,) < 1. (3.4.1a)

Le moment non conditionnelle d’ordre m, E (\]") est, sous cette condition, donné par :
-1
m m S m m
B (A = (1-90) S5, 0l ay

ot \IJS?) =1, @§T2+1 et la m x m matrice périodique O™, s =1,2,.... S, est donnée par

¢673 577751) ngjsl) {(37,7;) e ¢£T—)2,s gbgn—)l,s
ot o o L by
@(m) — 0 0 Om,;2 ¢1T,rsl e ¢’VTT—4,S ¢7:Ln—3,s
0 0 0 0 ... W, o
0 0 0 0o ... 0 Vo,
(3.4.1¢)
ot gg’?) = (ozgft, 048?[1, e ozovt)l, Yy = oy + B, et les éléments de la matrice sont donnés
par

m m n—1 s 1 n i—n . i ]
o= 58 K wnere k= () (D)t { L

n=k+1 j=n—k



CHAPITRE 3. MODELE INGARCH (1, 1) POISSONNIEN PERIODIQUE 89

Preuve. L’espérance conditionnelle E (X] /F;_5) est, de (3.2.3a), donnée par

B (A /Fi-2) =§O (n>aét” > ( )auﬂt INTE (g /Fia).-

Il est bien connu que le moment d’ordre j d’une variable de Poisson de moyenne \; est

donné, en utilisant la formule des nombres de Stirling de second espéce, par : E (yg / _E_l) =
- [ A al :

> 3 [N alors, nous avons :

k=1

nj)\n

i ; i i 0N i &
E(At/ftz)zaé,ﬁwt%ﬁ;() Q¢ Z_I(

a
Lo n i i—n n—j n—
+2 20 ()( )ao,t a{,t B Z { })‘t—lka
n=1; =1 \J n k=1

qui peut étre écrite sous la forme
‘ o i-1 [
) 7 T \1 i—n n n—k
E()‘t/fH) =g+ N+ 21 <n)040t (CHDVIRIE 21 Z E ]Cn]kkt 19
n= n= ]—

oupouri=12.mmn=12..4,57=12..n e k=12 ..5—1,

1\ (n 7
Yy =i+ B, et ICf(Lt,)j,k: (n) (j)O‘Ot O‘uﬁ {j—k}'

La derniére somme contient \;_; d’ordres —1,7—2, ...,2, 1, alors les deux derniéres sommes

dans la précédente expression peut étre réarrangées comme suit

i 7 " i n j— n -
S ()b o+ 5 58 KDt = 2 o (ans0n ) X
ou

i t) t i n J
qu‘?s:Zn r+1 Z] =n—r K(,j+1n ry avec ’Cgt,)j,r: (n) (]>a0t altﬁ { }

j—r
Alors, nous avons

B (/\1 /ft—2) = O‘é,t +Yi A+ 21;11 ¢£t) A1 1=1,2, .
Remplagons i par m,m—1,m—2..., 3,2, 1, nous obtenons ’équation au différence matricielle

suivante :

B(A /Fi) =0 Ay + ),
ol le m—colonnes vecteur A, = (A}, At )\t) et a(m) = (aOt, oy Lo a07t>/ et ou la

m x m—matrice ©™ est donnée par (3.4.1.c).
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En itérant la derniére équation, nous obtenons
n j m m n+1
E(At/Fian) = Zj:() ( 121 @»EJH) O‘(()t —j (Hr 1 @t r+1) Ay (m+1)

Posons n = kS — 2, alors nous avons, en tenant compte de la matrice @ﬁm) et du vecteur

1 (m) |
colonne o, -

E (At /Fions) = Zfil_l < }7;:1 @§T2+1> Q(()T,:L)—j + (H]:S1 ' @t 7“+1) Av—(ks-1)-

La derniére égalité peut étre écrite sous la forme

B0 /i) = 5 (1607 )2(11 ) 08

r=0 =1 =1

S=1 /J
+ <1:[1 @§m2+1> {Z (H @t H—l) %t —j+1 (H @t z+1> At—(kS—l)} .

Remplagons t par s + 7.5 et tenons compte de la périodicité, nous obtenons :

r=0
i e, (m) S am)
<H1 11 @s r+1) Zl < . s—i—i—l) Qps—jy1 T <H1 @s—i-i-l) As—(kS—l) .
r=1r= j= r= r=

Puisque les matrices @Sﬁl 41,7 =1,2,..., S sont diagonales & valeurs propres 9", Pl 1

k2 CE A am ) m)
E(As /Fsks) = >, (H @5 r+1) > ( ®s—i+1> Qg s (rS+j)+1
e

k-1
¢Z‘__ﬁrl, cey ¢§—r+1 ,Vs_r11, alors la condition nécessaire pour que la matrice <Hr 1 @S 7'+1)

converge, quand k£ — oo, vers la matrice nulle est

(f[l ¢s> = ﬁ (a1s +5,) <1

r=1

Sous cette condition, nous avons, la forme explicite du vecteur

00 S TS /i
E(A) = lim E(As/Farrsois) = > (H @S”QH) Py (H ol M) g s,

k—o0 r=0 \i=1 =1

- ([_\Ijgg)) z_: EN aOs -7 Ou\Dm) H@s i+1
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Corollaire 3.4.1. Sous la condition (3.4.1a) le moment non conditionnel d’ordre 4, u(fg =

E ()\f), existe et sa forme explicite est sous cette condition donnée par :

2\ ! S 4 4
E(A0) = (1-vY) ORIy
]:

j—1
ot ggft) = (aé}t, ag’t, 04(2)715, Oé()ﬂg),, \1124]) = Hl@ifl_)iﬂ et la 4 X 4 matrice périodique @(f),
i

s=1,2,...,.5, est donnée par

¢;1 s;1,2 As1,3 Us;1.4
oW 0 Cls;22,3 (2.4
0 0 ¢5 (s34

0 0 0 1,

ot P, = oy s+ B, et les éléments de la matrice 0 sont donnés par :

Qs;12 = 4a0,s ¢§ + (6 Bg + 12al,s 65 + 6&%75) a%,w

(513 = 603 V2 4+ 1200, of By + 1200}, +403 B, + Tof
a3?174 = 4@075 a?,s + 6a(2),s ais + O/is + 4@875 1/)37

As;2.3 = 3 [C(O,s wi + Oéis Bs + a?,s] )

a5?274 = 3Oz(2),s ws + 30[0,8 a%,s + Oé:is?

Us3.4 = 2005 Yy + Oéis-

3.4.2 Calcul des moments d’ordres supérieurs du processus

Soient les vecteurs m—colonnes Hg;”) =EW™), By "), ...E@y), E (yt))/ et Agm) =

R

EN),EN"Y, ... E ()\t))/ et la m x m—matrice Q2 (m) donnés comme suit :

I T}
0 1 w{™ GmH o mah

Qm)=1| ~ = N R (3.4.2)
0 0 0 0 R |
0 0 0 0 0 11
0 0 0 o o0 0 1

ou
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En utilisant ces notations et définitions, nous pouvons donner le lemme ci-dessous qui établie

I’expression du moment non conditionnel d’ordre m, y%) = E(y;"), comme fonction du

moment non conditionnel d’ordre m ,u( =E(\").

Lemme 3.4.1.(Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Les moments non conditionnels d’ordre m
du processus, A" = E (y"), s = 1,2,...,S, sont, sous la condition (3.4.1a), donnés comme

fonction des moments non conditionnels d’ordres m de A\, par :

W = Q(m) B ( A(m)) ‘

ZY,s &

Preuve. Le i éme moment conditionnel E (y /F;_1) du processus {y;, t € Z} est donné par

i i ‘ 2_1 r—1
M(C,)Y,t =By /Fi1) =N 2 (7“— l)ﬂ(cyt)

r=1
Il est bien connu que le r éme moment d’une variable de Poisson de moyenne \; est donné,

en utilisant les nombres de Stirling, par
T r &
Wy =B /Fia) = 3 { A
k=0

alors, nous avons

() i ' kLS Ns (i1 r k
“CYt_)‘t+/\+Z k A+ZMZ . b1 At

qui peut étre réécrit sous la forme :

e O o

D’ou, le ¢ éme moment non conditionnel, u@t =E(y!), est donné par :

=m0+ {2 () Reh v e,

qui peut étre écrit sous la forme

LR O R | P £ 1 (i VA EE RS

d’ou, nous avons

:uYt ()‘Z) + Z;c 217/% ()‘iik) +E(\), (3.4.3)

ou
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E R PR 5 o1 (i PR ¢

Alors pour i =m,m —1,m —2,...,3,2, 1, nous obtenons un systéme qui peut étre écrit sous

forme matricielle comme suit

u = 9 (m) B (Aﬁm)> . (3.4.4)
Corollaire 3.4.2. Les moments non conditionnels d’ordre m du processus périodiquement

corrélé u%) =E (y"), sont, sous la condition (3.4.1a), donnés par :

) = (m) (I = Bys) 37, Bjafl 1,

ou ;. = [, S z+1 et les m x m matrices O™ et Q (m) sont données par (3.4.1c) et

(3.4.2), respectivement.

Preuve. La preuve est directe.

Corollaire 3.4.3. Les quatre premiers moments non conditionnels du processus périodique-
ment corrélé sont, sous la condition (4.1.1.a), donnés par :

S
TRt DN JONDIL NT- Kt

? —

ou @, ; =[], @(4)Z+1 est donné par : Q(4) =

S OO
OO = O
S = W
— = =

ot aglg = (ag,, ab,, a2, aps) ¥, = ais+ B, et la 4 x 4 matrice O est explicitement
donnée dans le corollaire 3.4.1.

Preuve. La preuve est directe.

3.4.3 Coefficients d’asymétrie (Skewness) et d’aplatissement (Kur-

tosis)

Pour le besoin des quatre premiers moments dans le calcul des coefficients d’asymétrie (Skew-

ness) et d’aplatissement (Kurtosis), nous présentons le corollaire suivant dans lequel la ma-

trice 624), pour s fixe, est donnée explicitement.
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Corollaire 3.4.4. (Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Les coefficients d’asymétrie (skewness)
et d’aplatissement (kurtosis) du processus y;, sont, sous la condition (3.4.1a), donnés, pour
s=1,2,....5, par :

3 2
— Ay 1+ 63, i) — 3k

2
2
(Mg/,?e - /JJQY,S)

(4) @) 2 uy)
ICUTS == /'I/Y,S / <ILLY,S > = 2

2

et

3 2
(3)/ ( *(2))3/2 ,Ug/l B 3/JJY3 N;,)s + 2”%’,3

Sky = M;s Y,s @) 3/2
<HYS M%’,s)
@ 3

OU [y, fy'ss [y s €L fy,s sont donnés, en fonction des parameétres du modéle, par le corollaire

J

3.4.2.

3.5 Structure de ’autocovariance

La proposition suivante établie la structure de 'autocovariance du processus {y;, t € Z}.

Proposition 3.5.1. (Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Les structures d’autocovariances des
processus périodiquement corrélés a valeurs entiéres {y;, t € Z} et {\, t € Z} satisfaisant

le modéle (3.2.3) sont, sous la condition (3.4.1a), données comme suit :

wo = (1-11e) S (110 ) res (35.1)

s—h
H 77st z+1> s—h+1 7%’ ) (O) - Bschrl HY,sfh) ) h Z 1a (352)

=1 =1

(1
0o = (1-1) 5 (M) e 353
( i1 Yae z+1> 70), h>1,  (3.54)

ou Fy = fiy, — Y2 [y 1+ O‘is Py 1, Vs = 15+ B, et py, est donné dans la Proposition

3.3.1, avec la convention HZ zi=1sij<let Zg:x a; =0 siy<u.
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REMARQUE 35.1. Posons h=v+kS,v=1,2,...,5 et k € N, alors les égalités (3.5.2)

et (3.5.4) peuvent étre écrites sous les formes suivantes :

'ygf (v + kS)

S k v—1 (1)
(1;[1 wﬁ) (1;[1 %z’ﬂ) (ws v+1 Ty (O> - ﬂsfwrl H'szfl/> 63550,)

k
Y (v + kS) (ﬁ %) (H b, z+1> =0), v=1,2,...,5 et k € N. (3.5.5b)
=1

Preuve. Les variances 7@ (0) et 7(8) (0) ont été établies dans la Proposition 3.3.2. L’auto-

covariance ygf) (1), peut étre calculée comme suit :

/7;?) (1) = COU <y57 Ys— 1) = COU ()‘s; ysfl) = COU [(al,s Ys—1 + ﬁs )\571) ;ysfl] )
s—1 s—1
= 1,675 (0) + B, Cov (o 13 A1) =, W (0) = By piyey, B =1

(3.5.6)
Plus généralement, calculons I’autocovariance 7@ (h), h > 2,
W (h) = Cov (ys; ys—n) = Cov (As; Ys—n) = Cov [(an,s Ys-1 + By As-1) 5 Ys-n] (3.5.7)

= Qs 7§f_1) (h - 1) + Bs Cov ()\s—l; ys—l—(h—l)) ’ h > 27
ou équivalemment
”Y%/S) (h) =0 ﬁ*” (h - 1) + B, [al s—1 ’Ygi 2 (h - 2) + B4 Cov ()\572; ys—2—(h—2))] , h>2,

En utilisant (3.5.7), nous obtenons :

W (h) =, (h=1), h>2,
En réitérant la derniére équation, en remplacant m par h — 1 alors en utilisant (3.5.6), nous

obtenons

’Ygfs) (h) = (H;:f "‘Ps—zurl) (% h+1 ’Ygi " (0) - Bs—nt1 NY,s—h> .

L’autocovariance v(;) (h), h > 1, est donnée comme suit :

’y(;) (h) = Cov (A; Ai—p) = a1t Cov (Ae—1; M) + B, Cov (Ne—1; M\e—p) , b > 1,
=ay; Cov ()\t—l; )\t—l—(h—l)) + B8, Cov (/\t—1§ >\t—1—(h—1)) , h>1,

:wtﬂygil)(h_l)? h21

En réitérant I’équation, en remplacant m par h, nous obtenons

W) = (T ain) 2877 0, =1,
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Corollaire 3.5.1. (Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Les fonctions d’autocorrélation des pro-
cessus périodiquement corrélés o valeurs entiéres {y;, t € Z} et {\, t € Z} satisfaisant le

modéle (3.2.3) sont, sous la condition (3.4.1a), données comme suit :

1)
(s) S k v—1 Ty (0) 6571/+1 Hy,s—v
Py (v +kS) = Hi:1 (o (Hi:1 ¢s—z’+1) T8 Vs py1 — T o |
( ) 7 (0) 7 (0)
s k (S— l/) 0
P(A )<’/ +kS) = (Hf:1 1/%‘) (I ¥sita) %T(é))’ v=12,..,5et keN,
T

o by = ays + B et py est donné dans Proposition 3.1, avec la convention Hle x; =1 s1
Jj <1

REMARQUE 3.5.2. Le modele (3.2.3), peut étre écrit sous la forme d'un modele PARM A.
En effet, considérons la différence de martingale ¢, = y; — A\, on peut réécrire le modele
(3.2.3) sous la forme : y; = aoy + 1, Ye—1 + & — By €121, O & vérifie B (g,) = 0, 02, = iy, et
Cov (eg;64-1) = 0, Vh > 1. Pour cette représentation d'un PARM A (1,1), on peut facilement
obtenir

t t
W (0) = A (1) + iy — e By iyess

’Ygﬁ) (1) =1, ngl) (0) = B, Uz,t—la h=1,
AW (h) =, A (h—1), h>o.

Donc la variance ”ygf) (0) est donnée par :

t t—1
7§f) (0) = w% 7§, ) (0) + ait Hyp—1 — w% My —1 T Py

3.6 Estimation

Dans la présente section, nous nous intéressons & l’estimation des parameétres du modele
(3.2.3), en utilisant la méthode d’estimation de Yule-Walker (Y'W) et la méthode d’estima-
tion du maximum de vraisemblance conditionnel (CML). Il est bien connu que la premiére
méthode est moins efficace que la seconde. Cependant, malgré que la méthode de Yule-Walker
soit moins efficace que celle du maximum de vraisemblance, elle est toujours utilisée de nos
jours parce qu’elle est simple et produit des estimateurs consistants qui peuvent étre utilisés

comme des valeurs initiales dans des méthodes sophistiquées comme la méthode du M LE.
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3.6.1 Estimation de Yule-Walker

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a I’estimation des paramétres du modeéle (3.2.3)
satisfaisant la condition (3.4.1a) en adoptant la méthode d’estimation de Yule-Walker. La

procédure de I'estimation de Yule-Walker se déroule en trois étapes :
Etape un : Estimation de 1, = oy s+ 3, : 77/} A(S) /7 o 1) ,,s5=1,2,...,8,

Etape deux : Estimation de o : ags = iy, — qAﬁs Hys 1, 8=1,2,....8,

Etape trois : Estimation de o, et [3,

~(s) 7 ~(s—1)

v (1) =9, <7y (0)—uy,571> . A=) A (1

Qs = et B, = w ( ) — Ty ( )7
MY’Sfl #Y,sfl

ot /’?gf) (h) et fiyy, s=1,2,...,8 h=v+kSouv=12,.,Set k=0,1,2,.. sont, respec-
tivement, les autocovariances empiriques :

(

~ 2
N1 z (ys—l-TS MY,S) V= k= 0,
N-—1 ~ ~
(N - k) Zrzk (ys+TS - MY@) (ys—l/+(7—k)5 - :uY,s—z/) )
3 (v + kS) = siv<s, s,y=1,2..,9 1=012.,N—1letk=0,1,2,..1

(N — k- 1)71 Z{rV;kl (yS+TS - ﬁY,s) (yS—V-i-(T—k?)S - Z’L\Y,S—V) )
siv>s, s,v=12..,5, 7,k=01,2..,N—1,

la moyenne empirique donnée par : iy, = NS g, s=1,2,.,8et N=(n—1)/S.

3.6.2 Estimation du Maximum de Vraisemblance Conditionnel

Soit le vecteur colonne des parameétres § = (gg, o, é’)’ ou les vecteurs S—colonnes ¢,
a; et 3 sont :
/ !/ /
oy = (0,1, a2, -y aos) oy = (011, Q1g, oy 01s) B = (B1; By ooy Bs)

Pour une simplicité de manipulation, nous considérons une série temporelle observée de taille

N =T5,y, =y, Y2, ..., yn. Le logarithme de vraisemblance conditionnel est alors donné par
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£ (efy,) =m (2 (2fn))

= Zi\; [—In(y!) +ysln X — N] =C + Zi\il yeln Ay — Ei\; At
ou
At = ot + Qg Y1+ By Aot
Soitt=s+75,s=1,2,....8et 7=0,1,2,....,T — 1, alors le logarithme de la fonction de

vraisemblance conditionnelle peut étre crtit sous la forme :

L (Q gt) =C+ Zf;ol [2521 Ys+rs 1IN Agirg — Zf:l )\s+TSi| .

Ainsi, les dérivées partielles de £ (Q / gt> par rapport a o, o1 s €t 3, sont données par :

- )\s—l—‘r'rS .

oL 0y T—-1
M — Z (yS+TS _ 1) , oL <Q gt) T—1
aaOS =0 )\S+’7'S 8—: Z (/88+68/88—1)’
oL <Q Qt> Tl 2 g aﬁa(;s—l =0
oy s o = ()\s+75 - y8—1+7'S> ) <_ )gt> _ Til (ﬁs i Ys4+18 Ys—2415 ys—1+7—8) ’

)\s+75

3.7 Etude de simulation

Dans ce paragraphe, nous évaluons, d’une part, les deux méthodes d’estimation de YW et
C'M L sur deux séries chronologiques, de tailles petites et modérées relativement au nombre
de parametres (12), n = 400, 600, 1000, 2000, générées a partir de deux modeles différents
PINGARCH, (1,1) (Modele 1 et Modele 2), et d’autre part, nous discutons la propriété de

consistance de ces estimateurs.
Les vraies valeurs dans chaque modeéle sont choisies pour qu’elles respectent la condition de

stationnarité périodique de second ordre. En effet, Hle (a1; + ;) égal a 0.21675 pour le

premier modele et a 0.09438 pour le second.

Les Table 1 et Table 2 ci-dessous, donnent les vraies valeurs des parameétres (T. V) et les
moyenne de leur estimateurs de YW et CM L pour N = 500 réplications, d’une série chro-
nologique périodique, de période 4 et de taille modérée n = 1000, générée des Modele 1 et

Modele 2, respectivement :
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S| Qps | s 65 64\0,5 al,s 65 aO,s 64\1,5 Bs
1135 .16 | .35 3.5213 | .1520 | .3457 3.5059 | .1517 | .3493
2115 |.35 | .2 1.2764 | .3490 | .2402 1.4050 | .3472 | .2197
3125 |.55 | 4 2.4475 | .5493 | .4100 2.4248 | .5530 | .4114
412 25 |1 2.0225 | .2491 | .0977 1.9624 | .2484 | .1069
T.V Y-W Estimation. CML Estimation.
Table 1
S 040,5 al,s 65 a0,5 al,s 65 a0,s al,s ﬁs
11 A5 .25 1.1005 | .1437 | .2458 1.0793 | .1473 | .2442
2125 | 45 | 4 2.3082 | .4551 | .4299 2.5471 | .4579 | .3826
313 25 | .6 3.1035 | .2559 | .5769 3.1017 | .2540 | .5788
4145 | .65 | .1 4.3211 | .6463 | .1268 4.3343 | .6492 | .1225
T.V Y-W Est. CML Est.

Table 2

Les autocorrélations résiduelles des séries chronologiques du Modéle 1 ajustées par YW et

CML sont visualisées dans Figure 1 et Figure 2 et celles du Model 2 dans Figure 3 et 4,

respectivement.
T1 i+ 1 1 [ . 1y '
I I L 1 A I I
Figure 1
T1 T I ! 1] I T T 1
Figure 2
I . . T [ 1 I T . 1 | | T I N [ . T
Figure 3
n}‘- — . I I | . 1 1 I . | [ T T . | — i
Figure 4

De Figure 1 et Figure 2 (respectivement Figure 3 et Figure 4) nous remarquons que la
fonction d’autocorrélation estimée de chaque série chronologique ajustée via la méthode
d’estimation de YW et C'M L, respectivement, ne réveéle aucune corrélation significative.

Ainsi, ceci est un diagnostique empirique de I'adéquation des modeéles estimés.
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n s | ag @os BERMSE,| a1, @1, ERMSE,| B, B. ERMSE,
1 3.5 3.2684 1.6778 A5 1598 1434 35 3879 3939
2 1.5 1.6450 14.7303 35 3571 4297 2 1768 2.1863
400 3 2.5 25952 1.6543 Hd .H379 1460 43927 3937
4 2 1.9802 1.1359 25 2515 .0889 1 .1034 1916
1 3.5 3.4387 1.3449 15,1480 .1017 35 3654 .3366
2 1.5 1.1992 11.8976 35 3517 2531 2 .2533 2.0433
600 3 2.5 23375 1.4809 b5 0417 1224 4 4418 3450
4 2 1.9764 .8997 25 .2467 0726 1 1080 1458
1 3.5 3.5060 .9385 A5 1547 0773 35 3427 2232
2 1.5 1.6740 3.6250 35 .3469  .0715 20 1724 6192
1000 3 2.5 24408 1.0516 b5 .5419  .0930 A4 4237 2437
4 2 1.9712  .7276 25 .2467 .0552 1 1067 1183
1 3.5 34928 .6526 15 1521 .0572 35 3482 1562
2 1.5 1.4033 1.5590 35 3488  .0483 202177 2840
2000 3 2.5 24730 .6306 bo 0472 0626 44089 1497
4 2 1.9397 .5030 25 2513 .0393 11075 .0800
Table 3. YW
n S Qs ao’s ERMSES Qg5 al’s ERMSES 55 65 ERMSES
1 3.5 3.2742 1.3502 A5 159 1074 35 3874 3120
2 1.5 1.3597 1.1531 35 3519 09211 202199 .2077
400 3 2.5 25015 1.2507 .05 5351 11296 44154 3029
4 2 1.8005 0.8871 25 .2490 .07641 1 1323 1417
1 3.5 3.4366 1.0578 A5 1539 .0905 35 3593 2536
2 1.5 1.2525 1.1344 35 .3483  .0730 202469 2110
600 3 2.5 23714 1.2292 b5 .Hb493 1074 4 4317 2861
4 2 1.9238 0.7320 25 .2463  .0642 1 1163 1113
1 3.5 3.4700 0.8924 15 1514 .0680 35 3542 2114
2 1.5 1.4940 1.0045 35 .3452 0570 22055 1783
1000 3 2.5 24141 0.9835 b5 .6443  .0795 A4 .4270 2292
4 2 1.9205 0.6117 25 2457 .0497 A 1152 .0932
1 3.5 34940 .6274 15 .1520  .0503 35 3481 1510
2 1.5 1.4849 .8842 35 .3482 0411 22041 1577
2000 3 2.5 24721 .6269 b5 0476 .0556 4 4186 .1464
4 2 1.9384 .4407 25 2512 .0368 11078 .0695
Table 4. CM L

Dans toutes les tables a5, a; 5 et s=1,2,..., 5, représentent ’estimation moyenne, pour
0,s5 ,S s ) 4y 5 My 9

r = 1000 réplications, des parameétres correspondant et ERMSE, représente leur erreurs

quadratiques moyenne empiriques. Table 3 et Table 4 donnent les résultats de simulation des

estimateurs de YW et de C'M L estimation pour Modéle 1.
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De Table 3 et Table 4, on peut facilement observer la convergence des estimateurs de YW

et CM L des paramétres du Modeéle 1. Aussi, pour une série de trés petite taille, n = 400,

(relativement au large nombre de parameétres, 12) les estimateurs sont trés proches, en pre-

nant en considération le critere du RM SFE, de leurs vraies valeurs. Les moyennes théoriques

et empirique du Skewness et du Kurtosis du modele 1 (n = 1000 et » = 1000) sont données

dans la Table 4.qa :

S TS]{?S Sk’&yw Sk&CML TKUT‘S KUT&YW KU’I"&CML

11 0.4647 | 0.4600 0.4581 3.2268 | 3.2393 3.2359

21 0.5517 | 0.5846 0.5807 3.4127 | 3.4229 3.4156

3| 0.5418 | 0.5586 0.5545 3.4147 | 3.4215 3.4165

41 0.6196 | 0.5967 | 0.5944 3.4358 | 3.4480 3.4331
Table 4.a

Les Tables 5, 6, donnent les résultats des estimations de YW et C'M L du Modeéle 2

n s | aq, 0Gos ERMSE,| an, o1, ERMSE,| B8, B, ERMSE,
1 [ 1 8653 1.3299 15 1352 0897 25 2347 1569
2 | 25 20024 2.6678 45 4038 2189 4 4303 5858
400 3 | 3 26506 2.2890 25 2306 .1624 6 5632 .3713
4| 45 41126 3.7501 65 5836 .2241 1 1041 .4166
1 [ 1 9836 1.1336 15 1499 0669 25 2514 1204
2 | 25 23177 1.7573 45 4447 1204 4 4390 3586
600 3 | 3 29058 1.7667 25 2474 1193 6 6160 2712
4| 45 43629 25348 65 6464 .1027 1 1189 .3018
1 [ 1 9945 8467 15 1471 0530 25 2535 0917
2 | 25 23969 1.1987 45 4527 0909 4 4178 2434
1000 3 | 3 29625 1.3060 25 2493 0928 6 6061 .2087
4| 45 43845 1.9608 65 6453 0783 1 1173 2406
1 [ 1 9735 579 15 1506 .0370 25 2513 0629
2 | 25 24973 .8204 45 4516 .0624 4 3989 .1662
2000 3 | 3 29857 .8753 25 2534 0674 6 5991 .1384
4| 45 45396 1.2579 65 6489 0540 1 .0963 .1531

Table 5. YW
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n S aps Qos ERMSE; | a1, o1 ERMSE; | B, [, FERMSE,
1 1 9914 9680 .15 .1400 .0803 25 2193 .1263
2 2.5 2.3304 1.4729 45 4153  .1667 4 .3565  .2663

400 3 3 2.8521 1.8531 25 2264 1314 .6 .5392 .3039
4 4.5 3.7045 2.1529 .65 5901 .2124 101427 1882
1 1 1.0858  .8780 15,1507  .0579 25 .2419  .0965
2 2.5 25333 1.1483 45 4527 .0917 4 .3902  .2192

600 3 3 3.0575 1.4754 25 .2447 .0945 .6 5974 2224
4 4.5 4.0167 1.6346 .65 .6492 .0866 .1 1543 1811
1 1 1.0356 .7211 15 1484 .0428 25 2489 .0767
2 2.5 25422 9282 45 4547 .0712 4 3886 .1773

1000 3 3 3.0132 1.1710 25 .2474  .0764 .6 .6009 .1812
4 4.5 4.2770 1.2009 .65 .6473 .0654 101270 11363
1 1 9677 5386 151497 .0304 25 2528 .0555
2 2.5 2.5336 .6802 45 4516  .0509 4 .3919 1281

2000 3 3 3.0018 .8278 .25 .2509 .0526 .6 .5994 1264
4 4.5 4.4360 .8791 .65 .6481 .0475 .1 .1086  .0991

Table 6. CML

On peut aussi observer, de Table 5 et Table 6, la convergence des estimateurs de YW et
CML des parameétres du modele 2. Les estimateurs sont trés proches, en se basant sur le
critetre RMSFE, de leurs vraies valeurs, pour une trés petite taille n = 400. Les valeurs
théoriques et empiriques du Skewness et Kurtosis du modele 2, (n = 1000, = 1000) sont

données dans la Table 6.a.

TS]CS Sk&YW Sks,CML TKU?“S KUT&YW K'LLT'&CML
0.5409 | 0.5463 | 0.5433 3.3703 | 3.3761 3.3708
0.5172 | 0.5218 | 0.5185 3.3593 | 3.3637 3.3583
0.4362 | 0.4432 0.4382 3.2540 | 3.2623 3.2546
0.4700 | 0.4744 | 0.4724 3.3048 | 3.3092 3.3058

=W N = ®»

Table 6.a
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3.8 Application

Nous étudions la série chronologique représentant le nombre d’infections par la bactérie
Campyloboacteriosis récupérés chaque 28 jours a partir du mois de Janvier 1990 jusqu’au
mois d’Octobre 2000 (Graphe 1). Cette série, qui contient 140 observations, a été modélisée

par Ferland et al (2006) par un modele INGARCH (1,13).

ZEMWWWW\MAW-

Graphe 1

De la fonction d’autocorrélation de la série (Graphe 2) nous remarquons que cette série

exhibe une structure d’autocorrélation périodique (S = 13)

u TR

Graphe 2

Les estimateurs du Maximum de vraisemblance conditionnel (CM L), des parameétres

périodiques g5, 15, By, s = 1,2,...,13 sont donnés par la Table 1. Il est bon de noter

que la taille de la série est trés petite pour 'estimation d’un tel nombre de parameétres (39),

donc le modéle identifié peut étre éventuellement amélioré pour une série de taille plus élevée.

P/S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

aps -0001 .0001 .0001 .0001 .94154 .7744 .0001 .0001 .00013 .98535 .11191 .8595 .0001

a1 .0562 .8164 .0001 .3595 .0001 .7170 .4016 .3317 .6232 .6372 .0001 .2048 .0001

Bs 9999 .1229 .8543 .9210 .8729 .0001 .6304 .8854 .7080 .0001 .6070 .4331.8259
Table 1
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Une trajectoire ajustée, en rouge, du processus y; et les valeurs réeles, en bleu, sont
visulalisées dans le Graph 3 et la fonction d’autocorrélation résiduel empirique est donnée

dans Graph 4

[ e i e —

o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Graph 5. Residual ACF de INGARCH (1,13), Ferland et al (2006)

A partir de la représentation graphique de la fonction d’autocorrélation ci dessus, nous
remarquons que les fonctions d’autocorrélation estimées pour les deux modeéles, n’indiquent
aucune autocorrélation significative, donc les deux modeéles sont adéquats. Néanmoins, pour
le modele INGARCH(1,13) on remarque que quelques autocorrélations sont plus impor-
tantes que celles du modele PINGARC Hg(1,1), en particulier dans les 26 premiers déca-
lages). Donc le modeéle INGARCH (1,13) n’a pas completement capturé 'effet périodique

de la série.



Chapitre 4

Modéles autorégressifs Poissonniens
mélangés périodiques

4.1 Introduction

Dans ce chapitre Nous proposons une classe générale de modeles autorégressifs Poisson-
niens mélangés dont la forme et les parameétres sont périodiques dans le temps. Sous une
condition de contraction périodique sur la forme de la moyenne conditionnelle, nous mon-
trons l'existence d’une solution strictement périodiquement stationnaire, périodiquement
ergodique et périodiquement faiblement dépendante ayant, dans le cas Poissonnien pur, des

moments d’ordre supérieur finis. Des applications a des modeéles spécifiques sont considérées.

Les modeles autorégressifs Poissonniens ont suscité beaucoup d’intérét au courant des

deux derniéres décennies. Hormis leur habileté & modéliser divers traits de séries chronolo-

giques a valeurs entiéres, 1’étude de leur structure a été un défi certain (ex. Ferland et al
(2006) ; Fokianos et al (2009) ; Doukhan et al, 2012 ; Davis et Liu, 2016). De nombreuses ex-
tensions du modeéle Poissonnien originel ont été introduites. Parmi elles, Bentarzi et Bentarzi

(2017) ont proposé un modeéle autorégressif Poissonnien périodique afin de représenter la ca-

105
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ractéristique de saisonnalité souvent observée en pratique. La moyenne conditionnelle dans ce

modéle est fonction linéaire de ses valeurs retardées et des observations avec des coeflicients

périodiques dans le temps. Ces auteurs se sont focalisés sur les propriétés "en moyenne"
de leur modéle (stationnarité périodique d’ordre supérieur et structure des moments) et ont

montré son applicabilité sur des données réelles.

Dans ce chapitre nous proposons un modeéle autorégressif Poissonnien mélangé dont la
distribution conditionnelle est un mélange de lois de Poisson et peut en particulier étre
Poissonnienne ou binomiale négative. En outre, la moyenne conditionnelle proposée est une
fonction générale périodique de ses valeurs retardées et des observations. Nous en étudions les
propriétés de stationnarité périodique stricte, d’ergodicité périodique, de dépendance faible
périodique et d’existence des moments d’ordre supérieur. Ces propriétés servent entre autres
a établir les propriétés asymptotiques de 'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance

du modele sous-jacent.

4.2 Modele autorégressif Poissonnien mélangé pério-

dique

Soit {N; (.),t € Z} une suite indépendante de processus de Poisson homogenes d’inten-
sité unité. Considérons une suite {Z;,t € Z} positive, indépendante et S-périodiquement
distribuée (ipds) de moyenne unité et de variance o7. La périodicité de la suite de mélange

{Z;,t € Z} qui est supposée indépendante de {N, (.),t € Z} est entendue dans le sens ou

Zy 4 Zys+t pour tout k,t € Z, ou 2 désigne I’égalité en distribution. En outre, la période S
est le plus petit entier positif vérifiant la derniére égalité, laquelle entraine immédiatement
que 07 = 07, ¢ pour tout k,t € Z. Un processus {Y;,t € Z} a valeurs entiéres est dit pro-

cessus autorégressif Poissonnien mélangé périodique s’il est solution de ’équation suivante

Y, = N, (Z\),
{t HZh) , tez, (4.2.1)

At = ft (Yt—h At—1; Qt)

ou {0;,t € Z} est une suite de parametres S-périodiques dans le sens ot 0; = 0, ¢ pour tout

k,t € Z avec 0; € ©;, C R™ et m; € N*,
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La suite de fonctions {f;,t € Z} définie par f; : N x (0,00) x ©; — (0,00) est également
S-périodique : f; = fiirs pour tout k.t € Z. En vertu des propriétés de N; et Z;, il est
clair que E(Y;/F,—1) = M\ et Var (Y;/Fi_1) = N (14 02);) ou F; est la o-algebre géné-
rée par Y, Y; 1,... Mieux encore, la loi conditionnelle de Y; peut étre explicitée pour des
lois spécifiques de Z;. En effet, si Z; est dégénérée en la valeur 1 pour tout ¢ € Z alors

Y;/Fi1 ~ P (\), la loi de Poisson de paramétre \;. De méme, si Z; ~ G (0;2, 0;2) alors

Y,/ Fio1 ~ BN (0;2, cr_é\fl-kt> ou G (a,b) et BN (k,p) désignent respectivement la loi Gamma
de parameétre de forme a > 0 et d’intensité b > 0, et la loi binomiale négative de parameétres
k> 0etpe (0,1). Pour mettre en relief la périodicité du modele (4.2.1), on peut mettre ce

dernier sous la représentation suivante

Yn U:Nn v Zn v/\n v)
{ o ) nezZ 1<v<S, (4.2.2)

)‘nS-l-v - f?) (YnS+v—1a )\nS+v—1; 91})

qui retient S fonctions f, et S parameétres 0, € ©, C R™ (1 <wv < ) correspondant aux
différentes saisons. Par saison v € {1,..., S} on désigne I'ensemble {...,v — S,v,v+ S, ...}.
Ainsi, le modele (4.2.1) est assez général et couvre une gamme étendue de modeles a va-
leurs entiéres bien connus. Par exemple, lorsque S = 1 on retrouve le modele autorégressif
Poissonnien mélangé proposé par Christou et Fokianos (2014). D’autres cas particuliérement

importants de (4.2.1) sont donnés par les exemples suivants.

Exemple 4.2.1 (Moyenne conditionnelle linéaire) Soit f, (y, \;0,) = w, + a,y + B,A

o By = (Wy, , 3,) €0, C (0,00)*, 1 <v < S.

i) Lorsque Z, est dégénérée en la valeur 1 pour tout 1 < v < S, le modele (4.2.1) se
réduit au modele INGARCH (INteger-valued Generalized AutoRegressive Conditionally

Heteroskedastic) périodique Poissonnien proposé par Bentarzi et Bentarzi (2017).

ii) Lorsque Z, ~ G (0,2,0,%) (1 < v < S) nous appelons le modele résultant INGARCH
périodique binomial négatif. Ce dernier généralise le modele proposé par Zhu (2011) et Chris-

tou et Fokianos (2014).
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Exemple 4.2.2 (Moyenne conditionnelle exponentielle). Considérons le modele (4.2.1)

avec
fo (Y, N 0,) = wy +ay+ (ﬁv + d, exp (—%/\2)) Aot 0, = (Wy, A, Bys 60, 7,) € O, C (0, 00)5
(1<v<89).

i) Si Z, est dégénérée pour tout 1 < v < S alors on obtient une version périodique de la

spécification proposée par Fokianos et al (2009) (voir aussi Doukhan et al, 2012).

it) Pour Z, ~ G (0,7, 05,), le modele (4.2.1) se réduit & une extension périodique du modeéle

autorégressif binomial négatif exponentiel (Christou et Fokianos, 2014).

Exemple 4.2.3 (Moyenne conditionnelle linéaire perturbée). Soit f, (y,\;0,) =

wy (L+ X)) + ayy + B,\. Plus v, s’approche de zéro et plus le modele résultant s’ap-

proche du modele linéaire dont il est une perturbation (voir aussi Gao et al 2009). Pour ce

modele 6, = (wy, vy, B,,7,) € O, C (0,00)" (1 <v<8S).

4.3 Propriétés probabilistes du modéle

Nous donnons une condition suffisante sur les fonctions fi, ..., fs pour que (4.2.1) ad-
mette une solution strictement périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique et
périodiquement faiblement dépendante de moyenne finie. Sous d’autres conditions supplé-
mentaires, cette solution posséde des moments d’ordre supérieur finis. Pour une définition
plus explicite des propriétés périodiques voir ex. Aknouche et al (2016). De méme, pour la

notion de dépendance faible voir Dedecker et Prieur (2004).

Considérons I’hypothése suivante que nous qualifions de condition de contraction pério-

dique sur fi,..., fs.
H1 Pour tout v € {1,....S}, y, v/ € Net A, N >0 :
[fo (s A) = fo (s X)) < Bon ly — 3| + B2 |A = X (4.3.1a)

0l Ky €t Kyo sont des constantes non-négatives vérifiant

[0, (Kot + fi2) < 1. (4.3.10)

v=1
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Notons que si f1, ..., fs sont contractantes dans le sens standard alors elles sont périodique-
ment contractantes dans le sens de (4.3.1b). Evidemment la réciproque n’est pas vraie. Pour

I'Exemple 4.2.1 la condition (4.3.1) se réduit a

[, (e +8,) <1, (4.3.2)

qui est la méme donnée par Bentarzi et Bentarzi (2017). En revanche pour 'Exemple 4.2.2,

compte tenu du fait que %y” = q, et ‘(‘m 5 )‘)‘ < B, + 04, la condition (3.1) devient

[ (o + B8, +6,) < 1. (4.3.3)

Enfin, pour 'Exemple 4.2.3, puisque ”(y’ ) =, et ‘8f o(6:2) ‘ < B,+wy7, la condition (4.3.1)

se traduit par

[T, (W, +aw+ B,) < 1. (4.3.4)
Soit Xy = (Yi, At), o = (Ni, Zy) et Fy (X1, Gp) = (Ne (Zefe (Yier, Me—1300)) 5 fe (Yie1, A5 604)).
Alors {Fi,t € Z} est S-périodique et le modele (4.2.2) peut étre mis sous la forme Marko-

vienne suivante

XnS+v = Fv (XnSJrvfla CnS—&-v) ) n e Z7 I1<v< S> (435)

ou {(;,t € Z} est ipds. Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 4.3.1 (Aknouche, Bentarzi and Demouche 2017)
i) Sous la condition (4.3.1) ’équation (4.3.5) admet une unique solution {(Yi, \¢),t € Z}
strictement périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique et périodiquement faible-

ment dépendante. De plus, elle est de moyenne finie et est donnée par

Xnsto = Hy (EnsiorEmn)sior ) NnEL 1<v<S, (4.3.6)

pour des fonctions mesurables Hy, ..., Hg : (N x (0,00))" — N x (0, 00).
i1) Si de plus Z, est dégénérée pour tout 1 < v < S alors la solution (4.3.6) est telle que

E(Yf,)\ff) < oo pourtout keNetl1l<v<S.

Preuve. i) En réitérant S fois de suite ’équation (4.3.5) on obtient les S équations suivantes :
XnS+v - ]Fv (X(n—l)S—l—vaénS-H;) ) n e Z, I1<v< 57 (437>

oulF, = F,0F, j0....0F, g1 et {fn S40> M € Z} est indépendante et identiquement distribuée

!
pour tout v € {1,...,S} avec &,,4,, = (Cns+v,Cns+U_1, - CnS+U—S+1) .
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La preuve est alors basée sur le Théoréme 4.3.1 de Doukhan et Wintenberger (2008) dont
on vérifie seulement la condition (4.3.1) tant les conditions (4.3.2) et (4.3.3) dans le méme
article nous semblent triviales. Pour tout x = (y,\) € R? et € > 0 soit la norme ||.||, sur
R? définie par ||z|, = |y| + €|A|. Au vu de (4.3.7), de (4.3.1a), de la propriété de Poisson
du processus N;(.),t € Z et de 'indépendance de ce dernier avec la suite indépendante

{Z;,t € Z} qui vérifie F (Z,) = 1 pour tout v € {1, ..., S}, il s’ensuit que

v—S+2
E (|Fy (2,&,510) = Fo (¢, 60510 |].) = 1 +¢€) 1 (ki1 + fa2) [fomsr (@) = fomsin ()]
v—S+2 B ,
<(A+e) [T (Frr+ kr2) [Fo—st11 [y — V| + Ko—sgr2 |A = N]
UEE}FQ .
<(+e) [I (kw+ sre) max (22252 ko) |2 — 2,
k=1

(4.3.8)

Koy R :
En prenant € = ——1L Pinggalité (4.3.8) devient

Ry—541,2

E (HFU7S (l‘, gnSJr'U) - FU7S (l’,, §n5+v) HE) < Z;f+1 ("ikl + '%kQ) ||.T - x’H€ y

v—S+1 S
ou par (4.3.10), [ (kg1 + kk2) = [] (kk1 + Kr2) < 1. Ainsi, nous avons montré que sous
k=1 k=1

H1, la condition (4.3.1) de Doukhan et Wintenberger (2008) est satisfaite pour la norme
|.||.. Donc, il existe pour tout v € {1, ..., S} une solution {(Y,5+v, Anstv),n € Z} de (4.3.7)
qui est strictement stationnaire, ergodique, faiblement dépendante, de moyenne finie et dont
'expression est donnée par (4.3.6).

i1) Nous montrons que la condition k" < 1 qui est entrainée par (4.3.1b) implique que
E(y}) < oo et E(\) < oo pour tout 7 € N ot k = [[_; Ky €t Fy = Kyt + Hug,
Pour r € N et € N x R¥ soit la norme ||z||_, = (y" + eA")Y" alors, nous avons

E(I1X7,) = B(E (Y /Fi)) + €E (%),

Puisque Y;/F;_1 ~ P (\;) alors la derniére égalité devient
r—1 .
E(IX,) = 0+ B+ X {1 (V). (43.9)

ot {7} est le nombre de Sterling de seconde espéce (cf. Ferland et al (2006) et Doukhan
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et al, 2012). Maintenant nous montrons par récurrence sur r € N qu'’il existe ¢ > 0 tel que

E <||Xt||:T> < oo pour tout ¢ € {1,...,S}. A partir de (4.2.1) et (4.3.1a) nous avons

E O‘;) = kK (ft (Yt—h Ai—1; Qt)r) =F ((ft (Yt—h Ai—1; Ht) - i (07 0; Qt) + fi (0, 0; Qt))r)
< E((ka [Yioal + & [Moa] + f:(0,0500))7) := E ((g¢ (Yie1, A—1) +0¢)") (4.3.10)

= F (gt (}/;_1, )\t_l)r) + Rt,r—la

r—1 ) )
ot g (Yio1, A1) = kY +rah—1, by = f(0,050y) et Ryp1 = > () E (g; (Yie1, A1) b7 <
i=0
oo est un polynome de degré » — 1 et est donc fini par ’hypothése de récurrence, (:) étant

le coefficient binomial. D’autre part, par 'inégalité de Jensen il vient que

B (g0 (Vi1 Mn)') = A0 B (505, 5800 )
<k (kB (Y7) + kB (AN_)) < K[E <||Xt—1||:,,«> ;

de sorte que (4.3.10) prend la forme
E(\) < wp ([ Xealll, + Repr (4.3.11)

En combinant (4.3.9) et (4.3.11) on obtient I'inéquation aux différences linéaire périodique

suivante

E(I1%IL,) < 0+ mE (I1Xealr,) + G (4.3.12)

r—1 .
ou Cy = (14 €) Ryy1+ 3 {{}E (N) et est fini sous 'hypothese de récurrence.
i=0
Par remplacements successifs S fois de suite dans (4.3.12) et en vertu de la stationnarité pério-

dique du modele on trouve E <||Xt”:7"> <

=1 .
< s ou K =300 [T A Coy (€)1
1=0

suffit de prendre € < —=, il en résulte que E (HXtH:'r) < oopourtoutr € Nett € {1,...,5}.

Le résultat précédent montre que dans le cas Poissonnien pur, la solution (4.3.6) posséde
des moments de tous ordres sous la méme condition (4.3.1). Pour les cas Poissonniens des

Exemples 4.2.1-4.2.3, le Théoréme 4.3.1 se traduit comme suit.
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Corollaire 4.3.1 (Aknouche, Bentarzi and Demouche 2017)
Sous (4.3.2) le modéle INGARCH Poissonnien périodique linéaire (cf. Exemple 4.2.1, 7))
admet une solution {(Yi, \),t € Z} périodiquement ergodique et périodiquement faiblement

dépendante telle que E (Y}, \¥) < oo pour tout k € N et 1 < v < S. {(Y;, \),t € Z}

périodiquement ergodique et périodiquement faiblement dépendante telle que E (Yv’“, )\ff) < 00

pour tout k e Net 1 <ov<S.

Corollaire 4.3.2 (Aknouche, Bentarzi and Demouche 2017) Sous (4.3.4) et 02 = 0 le
modele INGARCH Poissonnien périodique perturbé (cf. Exemple 2.3) admet une solution

{(Yy, M) .t € Z} périodiquement ergodique et périodiquement faiblement dépendante telle que

E(Y;k,)\f) < oo pourtout k € Netl<v<S.

Dans le cas non-Poissonnien, les conditions d’existence des moments d’ordre supérieur a un
peuvent dépendre de la variance du mélange o2. En particulier, pour le modéle INGARCH
binomial négatif périodique linéaire (cf. Exemple 4.2.1, i7)), le résultat suivant montre que

ces conditions varient en fonction de 'ordre du moment.

Proposition 4.3.1 (Aknouche, Bentarzi and Demouche 2017) Pour que le modéle binomial
négatif périodique linéaire (Exemple 4.2.1-ii)) admette une solution {Y;,t € Z} périodique-
ment ergodique ayant des moments d’ordre un, d’ordre deux et d’ordre quatre finis, des

conditions nécessaires et suffisantes sont respectivement (4.3.2),
S (2 2 2
11 _(ofad 4+ (an +8,)°) <1, et (4.3.13)

S
H » (oo + B+ 60202 (ap + B,) + olad (110, + 83,) + 6ooar,) < 1.(4.3.14)

Preuve. i) Il suffit de montrer la nécessité de (4.3.2) tant le fait qu’elle soit suffisante
découle du Théoréme 4.3.1. En prenant 'espérance de Y; dans (4.2.1) et en exploitant la
forme linéaire de f; (cf. Exemple 4.2.1, ii)) on trouve 1’équation linéaire périodique E (\;) =

(o + B;) E (M—1) + wy dont la solution existe si et seulement si (4.3.2) est satisfaite.

i1) Pour l'existence du moment d’ordre deux, il suffit de trouver une condition nécessaire et
suffisante pour que F ()\f ) < o0. Par un calcul direct on trouve I’équation aux différences

linéaire périodique suivante :
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E(A)) = (af (07 + 1) + 20,8, + B87) E (A1) + (2ouwy + 28w + af) E (A1) + i,
dont la solution existe si et seulement si (4.3.13) est vérifice.

ii1) La preuve de (4.3.14) en est similaire. A partir de 'expression des moments d’ordre trois
et d’ordre quatre de la loi binomiale négative, on détermine, aprés un long calcul, ’équation
aux différences périodique que vérifie £/ ()\f) dont la solution existe si et seulement si (4.3.14)
est satisfaite.

Ainsi pour l'existence des moments d’ordre supérieur & un correspondant a ce dernier

modele, la condition de contraction périodique (4.3.1) n’est que nécessaire.



Chapitre 5

Modéle de Séries Chronologiques

Bilinéaire a Valeurs Entiéres
Périodiques

5.1 Introduction

Du fait que les séries chronologiques & valeurs entiéres non négatives sont rencontrées dans
divers domaines, citons entre autre I’épidémiologie (e.g., nombre de personnes infectées),
I'économie (e.g., mouvements de prix de transaction discrets sur les marchés financiers),
I’environnement (e.g., Nombre de feux sauvages dans certain pays), criminologie (e.g., nombre
de certains types de crime), a motivé la recherche dans la classe de séries chronologiques
a valeurs entiéres qui tient compte de la nature discréte et de la. En effet, on a donné
beaucoup d’attention dans les deux derniéres décennies a I’étude des propriétés probabilistes

et statistiques de modeéles de séries, a valeurs non négatifs, linéaires et non linéaires.

Cependant, malgré le fait que beaucoup de série a valeurs entiéres rencontrées dans divers

domaines et beaucoup d’autres révelent la caractéristique de périodicité dans leur structure

114
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d’autocovariance, (Number of cases of campylobacterosis infections time series, Ferland et
al (2006), Monthly number of short-term unemployed people in Penamacor County (Portu-
gal), Monteiro et al (2010), the number of hospital emergency service arrivals, Morina et al
(2011)), il semble que I'étude de sériea valeurs entiéres périodique (linéaire et non linéaire)
n’a pas regu beaucoup d’attention dans la littérature de série chronologiques. En effet, dans
notre connaissance, le premier papier traitant la modélisation du processus périodiquement
corrélé, dans le sens de Gladyshev (1963), est celui de Monteiro et al (2010). Les diverse
avantages et propriétés intéressantes satisfaites par le modele Bilinéaire diagonal & valeurs
entieres étudié par Doukhan et al (2006), et d’autre part, le fait que plusieurs séries ren-
contrées & valeurs entiéres exhibent une caractéristique de périodicité dans leur structures
d’autocovariance qui ne peuvent pas étre prises en compte et décrites dans la classe des
modeles de séries entiéres & parameétres invariants dans le temps, a donné une bonne raison
et une grande motivation a I’extension de cette classe de modéles de bilinear invariables dans
le temps a une classe de modéles a parameétres variants dans le temps, ce qui fait ’objectif

de ce chapitre.

5.2 Modéle Bilinéaire périodique a valeurs entiéres

Rappelons qu’'un processus {y;; t € Z} réel périodiquement corrélé de second ordre, au
sens de Gladyshev (1963),de période S (ou S est un entier strictement positif; S > 2), est
dit satisfaisant un modele Bilinéair Diagonal du premier ordre Périodique PBLg (1,0, 1,1),

s’il est solution de I’équation linéire au différence stochastique suivante :
Yo = Py Y1t 0+ By -1 €1, € Z, (5.2.1a)

ou {e,t € Z} est un processus bruit blanc périodiquement corrélé, i.e., une suite de variables
non corrélées, de moyenne nulle et de variance finie périodique o?. Et ot les paramétres réels
¢, B, et la variance o7, sont périodique en ¢, de période S, i.e., ¢, g = @4, Byirg = By et

0}irg =07, Vt,r € Z. Posons t = s+ S7,s =1,2,...,5 et 7 € Z, on peut réécrire la dernicére

équation sous la forme équivalente suivante :

Ys+Sr = Ps Ys—1457 + Es+8T + ﬁs Ys—1+4+81 €Es—14+57, S = ]-7 27 ) SetrTel
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Il est reconnu que ce modeéle est capable de capturer et de décrire, en plus des fait stylisés
capturé par le modeéle Diagonal Bilinéaire classique (& paramétres invariants dans le temps)
BL(1,0,1,1), la caractéristique de périodicité exhibée par la structure d’autocovariance de
plusieurs séries rencontrées dans divers domaines et qui sont générés par des processus pé-
riodiquement corrélés, au sens de Gladyshev (1963), a valeurs entiéres. Dans ce qui suit,
nous étudions quelques propriétés probabiliste et statistiques de base du modele Bilinéaire

du premier ordre périodique a valeurs entiéres non négatives PINBLg (1,0,1,1) suivant :
Ys+Sr = Ps O Ys—1487 T Es+S7 + 63 O Ys—1+S7 Es—1+57,S = 17 27 e SetTel (521b)

ou le processus a valeurs entiéres positives {y;, t € Z}, est périodiquement corrélé, de période
entiéres positive S (S > 2), et le processus d’innovation {e;,t € Z} est une suite de variables

aléatoires non corrélées a valeurs entiéres positives, avec une moyenne périodique 4, et une

2

variance périodique finies Ugt et ou les parametres ¢, 3,, 1., et oZ,, sont périodiques, par

rapport a ¢, de période S (S > 2), i.e., 5 = ¥p Biprs = By Hetirs = Hey €8 Ug,t+r5 = Ug,t,
Vt,r € Z, et o ” o” est I'opérateur d’amincissement de Steutel-Van Harn, Steutel-van Harn
(1979), qui est définie, pour le processus stochastique entier y, _; et n’importe quelle suite
de variables aléatoires non corrélée a valeurs entieres non négatives {Y;;,i € N,t € Z} ou

P(Yi;=1)=1-P(Y;; =0)=, €0, 1] par

_ 231;711 Yvi,h St Yi—1 > 0,
P OYt—1 = { 0. S Yoy <0,

de méme, 3,0 représente l'opérateur d’amincissement de Steutel-Van Harn qui est défini,

pour le processus stochastique & valeurs entiéres y; 1 £;,_1 et n’importe quelle suite de va-

riables aléatoires non corrélée & valeurs entiéres non négatives {?j,t, 1 €eNte Z} tel que
P(}?jvt:]") :1_P(?jvtzo) :/Bte [07 1]7

Sy et Y 8t Y1 €¢—1 >0
(@] _1 E4_ = Jj=1 Jits . t ’
By o (Yi—1€1-1) { 0 $t Yi—1 €t-1 < 0.

Y

Posons t = s+ S7,s =1,2,...,.5 et 7 € Z, on peut réécrire I’équation au différénces stochas-

tiques bilinéaire périodique a valeurs entiéres (5.2.1) sous la forme équivalente suivante :

Ys+Sr = Ps O Ys—145r T Bs © (ys—l—I—ST 55—1—}—57’) + €515, 8 = ]-7 27 st S and T € Z.
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Notre modele est une extention du modele de séries chronologiques bilinéaire & valeurs en-

tiéres invariant dans le temps INBL (1,0, 1,1) qui a été étudié par Doukhan et al (2006) :

Ye=9oy1+ o (Y16-1)+¢ent €L (5.2.2)

5.2.1 Existence du processus périodiquement strictement station-
naire PINBL

La proposition suivante établit une condition suffisante sous laquelle il existe un proces-
sus périodiquement strictement stationnaire satisfaisant le modeéle de série chronologique bi-

linéaire du premier ordre périodique a valeurs entiéres PINBLg (1,0,1,1) donné par (5.2.1).

Proposition 5.2.1. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Sous la condition suivante :

S
1l (Spi + 8, ﬂs,iﬂ) <1, (5.2.3)

)

il existe un unique processus périodiquement stationnaire & valeurs entiéres {ys; t € 2}, sa-
tisfaisant le modéle bilinéaire diagonal du premier ordre périodique & valeurs entiéres (5.2.1),
et tel que le processus d’innovation & valeurs entiéres {e; t € Z} est, pour tout t, indépen-
dant de tout le passé de y;. Puisque la moyenne p., du processus &; est périodique par rapport

a t, alors pour i =1, on a pi.g = pi. g-

Preuve. La preuve de cette proposition est trés similaire a 1’élégante démonstration de Dou-
khan et al (2006). Hence, notre contribution dans la preuve est limitée a quelques changement

mineurs pour adapter leur démonstration & notre cas périodique. Définissons le processus
périodiquement périodique {ylfn); neNte Z}, au sens de Gladyshev (1963), de période S,

comme suit (voir Doukan et al (2006)),

0, st m <0,
y =< e sin =0, (5.2.3q)
ooy Y + By o (yt(ﬁ” st_l) ‘e, sin>0, tez,

ou les coefficients ¢, et 5, périodiques, en ¢ de période S.



CHAPITRE 5. MODELE BILINEAIRE A VALEURS ENTIERES PERIODIQUE 118

Lemme 5.2.1. Bentarzi and Bentarzi (2017b))
La suite {yt(n); te Z} est

a) non décroissante pour tout t € Z,

b) périodiquement strictement stationnaire, de période S, pour tout n € N,

/ /
c) telle que les vecteurs colonnes (yt(n),yt(n_l)> et (yt(i)TS,yt(z;;)> , sont identiquement
distribués Vt,h € Z et n € N*.

Notons que a), b) and ¢) sont 'adaptation de Lemme 2.1, Lemme 2.2 et Lemme 2.3 de
Doukhan et al (2006), respectivement, a notre cas périodique. D’ot, les preuves de Doukhan

et al (2006) peuvent étre facilement adaptées.
Posons k,; = K (y§") — yt("fl)>, il est claire que k,; dépendant, en ¢, mais d’'une facon

périodique. Le lemme suivant qui est une adaptation du lemme 2.4 (Doukhan et al (2006)),

montre que k,; est une suite géométrique périodique en ?.

Lemme 5.2.2 Bentarzi and Bentarzi (2017b) ) (adapté au Lemme 2.4). La suite {ky+;n € N},

par rapport a n € N, pour tout t fixé, est une suite géométrique avec ratio Hle (goi + 5, ,um-,l).

Preuve. Puisque {yt(”);t € Z} est une suite non décroissante (Lemme 5.2.1a) alors ygn) —

y" Y > 0. De plus, on a

n n—1) L n— n—2 n—1 n—2
?Jg ) — ?ng = Py © (yg—ll) - yfg—l )) + B0 [(yt(—l ) — ?Jt(—1 )> 5t—1] t €L,

prenons l'espérance des deux cotés, en utilisant les propriétés de I'opérateur de Steutel-van

Harn, on obtient
n n—1 n— n—2 n— n—2
E (yt( "~y )> = o, B <y§_11) — " )) + B, B [(yt(_ll) — " )> Et—l]  tEeL,

selon la définition de la suite yt(")on peut facilement noter que (yle) — yﬁIZ)) est non

corrélé avec ;,_1, alors on a
knt = (QO,: + 5, :ug,t—]_) kn-14-1,n > 1,t € Z.
Par itération, par rapport a n, on a :

Kt = H?=1 (%—z‘ﬂ + Bi—it1 He,t—z‘) kot—n,n = 1,t € Z.
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Soient n =v+mS,v=1,2,....,SetmeN, ona

K = Hf:1 (@ris1 + Bi_ina Ns,t—z‘)m [Ty (rinn + Beign trep i) kop—v,n > 1t € Z,
remplagons ¢ par s + 75, s =1,2,...,.S et 7 € Z, en tenant compte de la périodicité de &, ;,
par rapport a t, on obtient

kn,s+rs = H@'S=1 (Ps—it1 + Boinn Ms,s—z‘)m Ty (s ivs + Bsivr e si) Fos—v,n > 1.

D’ou la suite géométrique k,,; avec ratio Hle (got,i 1+ B ,ue’t,i) et du premier terme

T2 (Pamivn + Buciss Heami) ooy, converge vers to 0 si [T, (i + B, pei) < 1.

Pour terminer la preuve de la Proposition 5.2.1, il est suffisant de montrer, tout comme
Doukhan et al (2006), que la suite {yt(n);t € Z} a une unique limite presque surement non

négative a valeur entiére, y;, qui est I'unique solution de 1’équation (5.2.1). La preuve est
similaire & 'unicité de Doukhan et al (2006). En effet, en utilisant les mémes définitions et

(n)

notations, tout en posant Wt(") =y (w) — Z (w) > 0’ avec VVt(O) = &, et Z; est un proces-

sus périodiquement strictement stationnaire satisfaisant (2.1.1) et tel que &, est, pour tout
t, indépendant de tout le passé de Z;, nous avons W, 2 o, o WV + 8, o (6t_1 Wi 1)> ,
d’ot, nous avons, pour 0; = ¢, + 3, ji., 1, en tenant compte de I'indépendance de ;1 et
W B (W) =B (WD) + By ey B (WD) = 0B (W)

En itérant cette derniére équation, on obtient :

E (Wt(n)) = (H?:l Qt—i+1) e t—n-

Posonsn=s+mSett=s+75,s=1,2,..., meNet T €Z,on a

St P (B = S, Pl |0 (@) - Z(w)| =k},
< (S0 (T 05 ey ) 00 (T2 00)  (T0000) ™ 03 (T O3 e

ou B, est comme définie dans Doukhan et al (2006), B,, = {w :

y" (@) - Zi )| > 0},

Puisque Hle f; <1,ona:

Z%P (Bn) < (;: (Z]jl 9j1:+1) :U’s,j—8> 11((1;551192; + (Hle Gi)mj; <z]£[1 9jz‘+1) Me j—ss
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Puisque m — oo quand n — oo, alors on a

Yo P (B, < [1 — (Hiszl (91)} -1 (Zf:l (T, 05-i41) MEJ;S) < 00.

Ce qui achéve notre démonstration.

5.3 Condition de stationnarité périodique

Dans cette section nous établissons deux conditions de stationnarité périodique & savoir la
condition de stationnarité périodique en moyenne et la condition de stationnarité périodique

de second ordre.

5.3.1 Stationnarité périodique en moyenne

La proposition suivante établie une condition suffisante pour que le processus {y;; ¢t € Z}
satisfaisant (5.2.1) soit stable, par rapport au premier moment. La forme explicite de sa

moyenne est sous cette condition obtenue.

Proposition 5.3.1. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Le processus périodiquement corrélé
{ys; t € L}, satisfaisant le modéle bilinéaire diagonal du premier ordre périodique & valeurs

entiéres (5.2.1), est périodiquement stationnaire en moyenne 8i

Hf:l (Wi + 5; Me,z'q) <L

De plus, la forme explicite de la moyenne p, , = E(ys) et du moment croisé E (y,e,) de ce

processus sont, sous cette condition, donnés, pour s =1,2,...,.5, par :

S—1 2
He. s + 68,5—168+1Ug,s + Zj:l @5,1—1 (gps—j—i-l:ua,s—j + Bs—j—i—lué,g—j)

( My’s > - A
o 2 S—1 2
E (ysgs) M&(%S - 6575—190s+10-§,s + He s Zj:l @S,j—l <9057j+1#5,37j + 5sfj+1ui,s)fj)
A

ol

@57j = (ngl 95*i+1> 795 = Qs Tt Bs/lle,s—la A=1- Hf:l 0;

pour s=1,2,...5 p., =E(g) et /&) =TE(e?),

avec la convention [[;_ x; =1 si i<l et Y5 a;=0 si y<uz.
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Dans le cas (classique) de modele a coefficients invariants dans le temps (5.2.2), i.e. S =1,
les résultats de cette proposition peuvent étre présentés par le corollaire suivant qui donne

les mémes résultats donnés par Doukhan et al (2006) dans leur Proposition 3.1.

Corollaire 5.3.1. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Le processus {y;; t € Z}, satisfaisant le
modéle bilinéaire diagonal du premier ordre & valeurs entiéres (5.2.2), est stationnaire en
moyenne si : o+ u. < 1. De plus, les formes explicites de la moyenne B (y;) et du moment

croisé B (ye;) de ce processus sont, sous cette condition, données par :

<E(yt) ): 1 ( pe+Bo? )
Blye) ) 1—(p+Bp) \ L=p)oz+puz )
Preuve. La moyenne non conditionnelle y, , = E (y;) est donnée par
Pyt = Pelye—1 T BB (Y1 &) + ey T € 2 (5.3.1a)
ou la moyenne non conditionnelle ¢, = E (y; ;) est donnée par
B (ye €0) = @ ey By i1 + Byt B (Yem1 £-1) + B (€7) . (5.3.1b)

De (5.3.1a) et (5.3.1b), on obtient le systéme d’équations suivant :

Pyt = @ity + By g + peys t € Z, (5.3.1c)
Ct = Oy Meg tys—1 + By tiey Coor +E (7). (5.3.1d)

qui peut étre écrit sous la forme vectorielle ¢ L= D, ( o TG ou les deux vecteurs colonnes

G,s & et la 2 x 2 matrice ¢, sont comme suit :

o Myt [ HMey _ Pt By
Qt_ ( G )7 &= < E(S?) > o & = ( P Het 5tﬂs,t )

Par itération de la derniére équation vectorielle, en tenant compte de la périodicité stricte

du processus et de la périodicité de la matrice ®; et du vecteur ¢ , €t ¢, on obtient

S 5-1 j
(I - Hi:l q)tfiﬂ) Qt = ijo < ?:1 <I)tfiH) G g (5-3-2>

On peut facilement montrer que la matrice ngl ®, ;111 <5 <8, peut étre explicitement
donnée par ’expression suivante :

J Jj—1 . B._: Oy B._

. . L= ( 0 » 1) ( (:05—]4-1 s—j+1 ) —_ @ - ( s—j+1 s—j+1 >

11;[1 e 11;[1 . gpsfjJrlus,s ﬁsfjJrl:us,s > SpsfjJrl:ue,s 6sfj+1lu5,s 7

ot O = [T, 0 is1 et 0, = ¢, + Bitte 41 En particulier, on a :

ﬁ P ﬁ P @ ( 2 +1 6 +1 )
i=1 LT =1 L e 903%»1 :us,s 6s+1 He,s ’
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alors I’équation (5.3.2) peut étre écrite sous la forme :

I— @5 _ s+ s+ = - < j._ (I)s—i > Co_is 5.3.3
< o < Ps+1 Me s 65+1 He s )) QS Z]—O i=1 +1 ) Cs—j ( )

Donc, nous avons 1'équation déterminantale : [z — O, g1 (¢, 1 + Byyq pes)] 2 = 0. Notons

que Oy 51 (Pyiq + Bop Hes) = Hle Os i1, alors |1z — &y = (z - Hle 93—i+1> 2z, qui meéne

a la condition donnée par Proposition 3.1. Donc, sous cette condition, on a de (5.3.3) :

1 (1-0O45 1041ty Oss108, S—1, .
g :Z( .S 15+1N, 51 Bt )Z(nglq)s_“‘l) Cojs

s @S,S—l Psr1 :ua,s 1- 98,5—1 Ps+1 =0

1 1-— ®s S—lﬁ +1M5 @s S—1 6 +1 ) ( e ) =l j Mg s—j
= — ’ 5 8 ’ 5 N + ( g_ q)sfi ) 57 )
A < @875—1 Pst1les 1- @875—1903+1 ,Ua?s j; =1 i ,Uﬂgs—j
9 S—1 (2)
o 1 He s + 6575—165—&-105,5 + Zj:l @S,j—l (Qos—j—&-lru’e,s—j + Bs—j—&—l:ug,s—j)

— A 2 S—1 2 )
A NE:S) - @s,Sfl‘PsHUg,S + e ijl Osj-1 (¢s—j+1ﬂs,s—j + Bs—j+1ﬂi,3—j>
ou

A=1- Hf:1 (%‘ + 51‘,“5,@—1) et @s,j = Hg:1 Os—it1-

5.3.2 Stationnarité périodique au second ordre

Afin d’établir la condition suffisante pour I'existence du moment non conditionnel de second
ordre E (y?) du processus, périodiquement stationnaire en moyenne, satisfaisant (5.2.1), et

pour trouver sa forme explicite, on a besoin de définir, les vecteurs périodiques ft, c et la

matrice périodique ®;, de période S, suivants :

E (y?) Ciy 07 20,8, B
= Bie) |, o=\ car |, @e=| o/B(a) 208B(e) B/B(=) |, (534)
E (y7e?) C31 QiE (c7) 2¢0,8,F (7)) BB (e})
ou
Cit = [Q@tE (e) + o (1 — ‘Pt)] E (y:-1)
L 28,8 (1) + B, (1 - BB (g 1201) + B (), (5:3.50)
cor =0y (1 —p,) B(yem1) E(e1) + 200, E (ye-1) B (€7) (5.3.5b)
+ 6, 1(1 = B) E(er) + 2B ()] B (yr—1 60-1) + B (e}), o
50 = 0 (1 — ) B (<) + 2B ()] B (1) 550

+ B (1= B E () + 2B () E[(yr-1 £01)] + B (7)

ot E (y;—1) et E(y;—1 &,_1) sont donnés dans la Proposition 5.3.1
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En utilisant ces notations et définitions, on peut présenter la proposition suivante qui établie
une condition suffisante pour que le processus {y;; t € Z} satisfaisant (5.2.1) soit stable, par

rapport au moment du second ordre. La forme explicite du vecteur § , est donc, sous cette

condition, obtenue.

Proposition 5.3.2. Bentarzi and Bentarzi (2017b) ) Supposons que le moment d’ordre quatre
du processus d’innovation existe et qu’il est fini, alors le processus périodiquement corrélé
{ys; t € L}, satisfaisant le modéle bilinéaire diagonal du premier ordre périodique & valeurs

entiéres (5.2.1), est périodiquement stationnaire au second ordre i :
S 2 2 2
ITie [(% + Bitte,, )+ 5 05,171] <1

De plus, les formes explicites du moment d’ordre deuz B (y?) et des moments croisés B (y2e,)

et B (y2e?) sont, sous cette condition, données, pour s =1,2,...,.S, par :

E (y2) —1 1 a1 iz 413 1
E(y?gs) :( ) Z H s— i+1stj:Z Q21 Q22 A23 Z H s—i+1 Cs—j»

E (y2e?) az asp agy ) I7°

ot les éléments matriciels a;;, 1,7 = 1,2,3, sont donnés par :

apy =1—0g_1 % (5— 1),Uss 205105 (5-1)Bs—(5-1)He,s-
s = Os_1 97 (5 1)Hesr 31 = Os_197 (5 1)M§)
a12 = 20519, (5-1)Ps_(5-1);

as =1—0Og_1 903 (5-1) — @%*_1 %03_(5_1)6§—(S—1)M§8)7
azy = 205 1P5—(s- 1B (s- 1)M§25)7

a13 = Os-1 8751y, 23 = Os.1 7 (5 1) Hess
azy =1—0Og-197 (g 1)~ 20s- 1905_(5_1)55—(5—1)%,5-

et ou

2
' 90;—@—1) 2%—(;‘—1) BS—(j—l) ﬁgf(jfl)
(Hle q)s—i-i-l) =01 | Pigophes 20s(ny By bes Fognbes |,

2 2 2
902( )#gs) 29057(3‘71)557(3‘71)@,5) 5§-(j—1)ﬂ§,2

et ILLE:?S =K (8t2)7 qu = (Hf:l q)S*iJrl) @ - (H =1 Ws— Z+1> ot Ws = 905 + 290353 ue,sfl + Bg

,ugfl, avec la convention H{Zl ;=185 <1
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Dans le cas non périodique, i.e., S = 1, la Proposition 5.3.2 se réduit au corollaire suivant.

Corollaire 5.3.2. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Le processus {y;; t € Z}, satisfaisant le
modéle bilinéaire diagonal du premier ordre & valeurs entiéres (5.2.2), est stationnaire au
second ordre si : (¢ + 5/%)2 + B%0% < 1. De plus, les forme explicites du moment d’ordre

deuz B (y?) et des moments croisés E(yie;) et B (y2e?) sont, sous cette condition, données

par :
E (%2) ) 1 aip @2 Q13 C1,t

E (ytzgt) = (] - @)7 G = K Q21 Q22 @23 Cot )
E (%2 5?) asy @32 0433 C3t

ou ¢ = (Hf:l (I)sfiJrl)a A=1- (SD + 5/%)2 - 620_5 et

an =1— 2@5,% - 52/122)7 a1z = 2¢0, a3 = 52a

a1 = S02/~bg, ag =1— 902 - @252Mg2), Q23 = 52M57

ag = P>, azy = 20Bus” ass = 1 — ¢* — 20,
2

crp = 201 + 0 (1= @)y + 281 + B (1 = B) B (yier) + p,

car =@ (1= ) iy + 201,18 + 3 [(1 — B) e + 2@”} E (yier) + E(e}),

cor = (1= @) u® + 2B() i1, + 8 (1 = H) 1 +2B.() ) B () + B ().

Preuve (de Proposition 5.3.2). Le moment d’ordre deux, E (y?), du processus périodique-
ment corrélé a valeurs entiéres donnés par I’équation aux différence (5.2.1), s’il existe, est

donné par :
E(y;) =E (Bf) +2E (B &) + E (¢}) , (5.3.6)

ou By = (¢, 0 y4—1)+6,0(yi—1 £4—1). Rappelons que les propriétés bien connues F [(a o X)Q} =

a’E(X?)+a(l—a)E(X)et E[f(aoX)(boY)] =abE (XY) ont été utilisées dans les pre-

miers travaux d’Al-Osh et Alzaid (1987), Alzaid et Al-Osh, M. A.(1990)Alzaid, A. A. and

Al-Osh, M. A.(1990)en (1990)). En utilisant ces propriétés et les nouvelles propriétés données

par Silva and Oliveira (2000), on peut, aprés quelques simples manipulations, obtenir
E(B}) = ¢iB (1) + BB [(yiy €i1)] + 20,88 (471 1)

+ o (L= 0) B(ye—1) + B, (1 = B) B (y-1 60-1)
E(Bier) = 0B (Y1) E(er) + BB (yr-16-1) E (&) -
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Remplagons E (B?) et E (B; ;) par leur expressions dans (5.3.6), on obtient :

E(y7) =9} E(yiy) + 20,8, B (yiy e1-1) + BT B [ (i1 €7-1)] + cans (5.3.7a)
ou

cre = [20B (e0) + ¢, (1= @) B (1) + [28,B () + B, (1 = B E (yer60-1) + E (e7) -
(5.3.70)
Puisque les espérance de y; ; et de y; ont été calculées précédemment, nous avons besoin
de calculer E(y? ;) et E(y?€?). En effet, quelques manipulations ennuyeuses ménent au

systéme d’équations suivant :

E(y7) = 7B (47-1) + 2008,8 (y7_160-1) + B{E [(yf_lzef_l)} + e, (5.3.7¢)
E (yie:) = ©ipe B (yi1) + 208y B (yiie-1) + B B (yiiei ) + cay, (5.3.7d)
2 2 2
B (y2e?) = 2B (y2_)) + 208 E (v2_1e01) + Biul)B (y21e2.)) + sy (5.3.7¢)
ou

W =B, n,=E(),

C1t = 200, (g¢) + @0, (1 — ;)] B (y¢-1)
+ [26,E (1) + B, (1 = B)] B (4—16¢-1) + E (5?) )

c20 =, (1— ) B E(2) + 20, E (y_1) B () (5.3.71)
+ B, (1= B) E(er) + 2B (1) B (yr1 601) + B (g}),

C3t = ¥y (1—-¢)E (5?) +2E (E?)] B (yi-1)
+ B, [(1 = B,)B(e7) + 2B ()] B (-1 60-1)] + B (ef) -

ou sous la forme vectorielle :

§t =& §t—1 + &, (5.3.8)

ou les vecteurs périodiques ft, ¢, et la matrice périodique ®,, de période S, sont définies

dans (5.3.4). Itérons 'équation (5.3.8), tout en tenant compte de la périodicité stricte du

processus périodiquement corrélé {y;, t € Z} et de la périodicité du vecteur ¢, et de la matrice
v, = Hle ®, ;11 qui possede les mémes valeurs propres que la matrice ¥ = Hle d,;, la

derniére équation peut étre réécrite sous la forme

§t = Hf:l Diiya ét + Zf:_ol 5:1 (I)tfiHQt—j- (5-3-9)
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Il est bon de noter que la matrice Hle ®; ;11 est invariante dans le temps. D’ou, 1’équation
(5.3.9) a une solution finie si toutes les valeurs propres de la matrice Hle ®, ;.1 se trouvent

a l'intérieur du cercle unité. Notons ¥, = Hle D11, o0 Dy est donné par (5.3.4), et posons

t=s+75,0na

S-1 90§+1 20541 Bt ﬁg-i-l
qjs - (H Ws—i—i—l) 905—1—1 IU?QS) 2@S+1 Berl pﬁéés) ﬁs-l—l M?és) )
= §0§+1 Pes 20541 63+1 He,s 554—1 He,s

ol wy = 905 + 2303ﬂs He s—1 + 6? Iugs)—l Soit 6575*1 = <H;S:_11 wS*iJrl)? alors

2
<P§+1 20541 Boya Bii1

S
\Ijs = H (I)sfiJrl = @s,Sfl (p§+1/1“5 5) 2@5—}—1 654—1 /1’?2‘3 6§+1 /12527)5
= ‘P§+1 He,s 2905+1 Berl He,s Bzﬂﬂe,s

Dot 72— 0] = 0, mere a 2 = Buscs (184 20, B, s + iy 12) = T[S i, o0

2 2
Ws = Sog + ngsﬁs /"LE,Sf]. + ﬁg :ui,s)—l = (SOS + Bs ILLE,Sf].) + Bg O-g,s—l'

D’ot la condition suffisante pour P'existence de E (y2) est donnée par
s 2 2 2 1
Hi:l (@s—i—!—l + 55—2‘4—1 lus,s—i) + 637141 O-s,sfi <1,

qui se réduit, dans le cas invariant dans le temps, i.e., S =1, a (¢ + 6,%)2 + B%0? < 1.
La forme explicite de E (y?) est le premier composant du vecteur colonne §t donné par

(5.3.9). Soit t = s+ 75, alors (I — W) § = Zf:_ol ( J @S,iH) ¢, ;- Il est facile de vérifier

i=1
2
que le déterminant de la matrice I — ¥, est A, = 1 — [[2, {(g@, + B 1o 1._1) + B? agﬂ-l}.
La matrice I — W, est alors, explicitement, donnée par :

1-0,5-19%1 —20,519,1 08,4 —Os5-1 624,

I - \Ils = _6575713054_1,”5,25 1— 2@8,Sflgps+1ﬁs+léu€,s _68,571634-1“5,5 ) 5
_65,5—1@3;_1/15?,5) _295,5—1903+165+1N§,s) 1- 65,5—16§+1M£,2

-1

et sa matrice inverse est donnée par (I — Uy)~ = A~! A, ou les éléments matriciels a;,

1,7 = 1,2,3 sont donnés par :



CHAPITRE 5. MODELE BILINEAIRE A VALEURS ENTIERES PERIODIQUE 127

2 2 _ 2 (2)
a1 =1—-0,5_ 155+1#68 20,5 1¢s+1ﬁs+1ﬂs s Q21 = 9575—1%“#5,37 g1 = Os. 519511z s,
2 (2) _ (2)
12 = 20,5 1901841, G2 =1— 0451921 — Oy g1 fopifles, 32 =2055 10,18 114,

o 2 _ 2 _ 2
a3 = @s,Sfl 53+17 A93 = @s,Sfl 65+1 ,LL&S, a3z = 1— @s,Sfl §05+1 - 263,5*1@54—1554—1”5,5'

Alors, ona § = (I — )™ Z 11 ®eip1 ¢, j, ot la matrice [[_; Py i1 est explici-

tement donnée par

2 2
; P 205 (1) Bs—(j-1) By
qu)s—i+1 =01 %05_(j_1)ﬂg(,; 205 (j-1) Bs—(i-1) /%3 Bo—i-1) Pbé)s ;
1= 2

Do) e 205 (1) Bomory e Ba(jonyhes

et ul) = (€2), ©45; = [Ty Werit1, Ws = P2+ 20,83, [ie o1+ Mg_u avec mla convention

J
=1

E == Y T @i, ;=T =T 300,00, ;.

N / 2
ot le vecteur colonne b, ; = (b1 s 5, basj, b3;) est donné par

x; = 1 si j <. Finalement, on a :

bl,s,j:g0§ (-1 )ClS j+2§03 (G— 1)6 G- 1)C2s ]+B (G— 1C3s =3
b2737j = @g—(]— )/’LE,SCLS_] + 2905—@—1) 6 —(j-1) He sC2,5—j + 6 (J-1) He,sC3,5—35>

2
b3,s,j = @?,(j,l) ,U«Et,s)cl,s—j + 2905_(]‘_1) 6 —G-1) /‘LgS)CQS —j + 5 (j—1) ,Ug 2033 —js

ol ¢4, © = 1,2,3 sont donnés par (5.3.5). Dans le cas classique (coefficient invariants dans

le temps), i.,e., S =1, &, et A, se réduisent a

p 20p 5
d=| VE(e) 208E(e) BE(e) |, et Ay=1—(p+8p) — B2
P’ E(e}) 208E(ef) BE(e})

Alors, on a :
1-2 — 32?2 2
. Pl — e e B oy
§ = A | ¢ ke (1 —¢® — * e )) B €2t |
B 2 Cs,
02 p? 208 ¥ (1— ¢ —20Bu,) :

ou ¢4, t = 1,2,3 sont donnés par (5.3.5). Ou plus explicitement

i\ (2o ) e
=1 E (%253) A | et (1 - 0B ) Cop + 31, Cay
E (y7e7) : 2)

% e C1t + 2@5#5 Cot + (1- 0 — 2p061.) C3t
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5.4 Structure de I’Autocovariance

Soit ¥ (h) = B (y¢ Ys—n)— Kyt Hyi—n» t, h € Nla fonction d’autocovariance, & 'instant ¢ et
au décalage h, de ce processus. La proposition suivante établit la structure de ’autocovariance
du processus périodiquement corrélé {y;; t € Z}, solution du modele (5.2.1) et satisfaisant

la condition de stationnarité périodique de second ordre donnée par la Proposition 5.3.2.

Proposition 5.4.1. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) La structure de l’autocovariance du pro-

cessus périodiquement corrélé {y;t € Z} est donnée par

7(8) (O) = 9037(8) (1) + esﬂy,suy,sfl + @s:us,sflluy,s - Iu“z,s + 5302,5—1/@,5 54.1a
+ :us,s:uy,s + O-g,ga

(1) = 007D (0) + By02 1 o1 — 38507 _ipe oy + By (ue ), ugﬁ_l) T
fy(s) (h) =0, 7(571) (h—1)= (Hi:ll es—i-‘rl) ,y(s—h+1) (1), h>2, 54.1c

.(3 . : ,
ot ui 5)_1 est le moment d’ordre quatre du processus d’innovations et o2, est sa variance et

ot 05 = g + Byfte s 1,aveclaconventzonn zj=1sii<let) ¥ a;=0siy<uz.
ol /L(Sgil est le moment d’ordre trois du processus d’innovations et agys est sa variance et ot
05 = 0y + Bathe s 1,aveclaconventzonn zj=1sii<let)? aj=0siy<uz.

Remarque. La forme explicite de ) (0) = E (y2) — (B (y,))* peut étre obtenue en utilisant

les formules d’exploit de B (ys) et B (y?) données, respectivement, dans Proposition 5.3.1 et

Proposition 5.3.2. En effet, on a

7(8) (0> = K Z a‘llclt + —— A Z @ s,j—1 {all (()05 ]+1cls —7 + 2()05 ]-{—165 ]+1C2S i +65 j+1c3s ])

+a12 (stfj+1ﬂa,scl,8*] + 2(105—]4-165—]—&-1”6,562,8*] + 5373+1Ma,sc3,sfj)

2 2
+ai3 (@s ]+1/~L£6}Cls -7 +§Os ]+1ﬁs ]+1/"L§S)CQS —J +Bs J+1/~L£?ch3s ])} - (]E (ys)) )

ou A, la matrice O, ;, 7 =1,2,...,5 et les éléments ay;, i = 1,2,3, sont donnés dans Propo-
sition 5.3.2 et c14, coy €t coy sont, respectivement, donnés par (5.3.5a) (5.3.50) et (5.3.5¢) et
ot B(ys), s =1,2,...,.S sont donnés dans Proposition 5.3.1. De plus, en utilisant ce résultat

les formes explicites de v (1) et v (h), h > 2, peuvent étre obtenues, respectivement, de

(5.4.1b) et (5.4.1c).
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Dans le cas important ou le processus d’innovations {e;; ¢ € Z} est un processus de Poisson

de moyenne 4, la derniére proposition se réduit au corollaire suivant.

Corollaire 5.4.1. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Dans le cas de processus d’innovations
de Poisson {ey;t € Z}, la structure de l'autocovariance du pocessus périodiquement corrélé

{ye; t € Z} est donnée par

7(8) (0) = Ps 7(8) (1) + 98 Hy s Hy.s—1 + ﬁs Hes—1 Hys — Iu’z,s + (Iu’y,s + 1) He s> (5420’)
Y (1) = 07V (0) + By preso1 (Hym1 +1) (5.4.2b)

10 (1) = ([ fein) 740 (1), B> 2 (5.4.20)

avec la convention [[_, z; =1 si j <.

Remarque. Les résultats donnés par ce corollaire, se réduit, dans le cas invariant dans
le temps avec processus d’innovations Poissonier, aux résultats donnés par Doukhan et al

(2006) dans la page 568.

Corollaire 5.4.2. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) La fonction d’autocorrélation du processus

périodiquement corrélé {y,;; t € Z} est donnée par :

\/ Y 0) 1
(1 0 0 [ 2 _ 38.02
P ( ) A /,-Y(s) (O) ° + 0) 7(871) (O) 650’575_1'“74,8*1 5305,5—1#5,571

+8, <M£32 1 Mg,sqﬂ 5 (5.4.3)

P (h) = 0, ———=—=—= VOO -1), h>2 (54.4)
’Y(S Y (0)

Corollaire 5.4.3. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Dans le cas de processus d’innovations
Possonier, la fonction d’autocorrélation du processus périodiquement corrélé {y;; t € Z} est

donnée par :

(s-1) o +1
P (1) = Y 0 0s Lyl By beg_ (5.4.5a)
) (0) VA (0) 7D (0)
s—1) (s—h-1)
0 (h) = 0, VIt (0)y O o041y, n>2, (5.4.5b)

VA (0) vG= (0)

ot fi, ; est donné par (5.3.1b) et 0, = (4,08 + 53,%75,1).
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Preuve. Calculons la fonction d’autocorrélation ) (k) pour h > 1. L’espérance E (y,y,_1)
est donnée par B (y:ye—n) = ©:8 (Ye-1 yi-n) + BB (Vo1 Ye-n€e—1) + ey 1ty 15 En particulier,

on a pour h =1

E(yyi-1) = ¢, B (Z/t271) + B, E (yt{l gtfl) T Mg My g—1- (5.4.6)

En utilisant (5.3.7¢) et (5.3.7d), on obtient, aprés quelques manipulations
E (y7e:) = po, B (y7) + (02,:: = Hey Cl,t) )

En remplagant dans (5.4.6), on obtient
E (1) = 0, E (9152—1) + B, (Cz,t—1 — Het—1 Cl,tfl) t Lt Hyt—1, (5.4.7)

En utilisant (5.3.5a) et (5.3.5b), on peut calculer la quantité ca; 1 — . ; ;¢1,-1 et on obtient

_ 2 2
Co1 = fey1C1—1 = 20, 402, 1 B(po&r2) + 20, 1 02, 4 f1y o

5.4.8
+ (E (5?—1) - Mg,t—l) — Het—1 Ug,t—l‘ ( )

En remplagant dans (5.4.7) ceci méne a
E (yyi-1) = 0, E (yt2—1) + 20,1 By Uz,t—l Py t—2 T 28, 8 1 Ug,t—l B (412 €1-2) (5.4.9)

2
+ BuB (55-1) = B e M- + ety
Il est facile de voir, de (5.3.1¢) et (5.3.1d), que ¢, = B (y; &) = pu, 4 iy + 02, en remplagant

dans (5.4.9), on obtient :

’Y(t) (1) =6, ’Y(til) (0) + (et Hyt—1 — “y,t) fyi-1+ 20 By Ogvt_l Hyt—2
+ 28, 84 Ug,t—l Hoyt—2 Ma,t—)Q + 28, B4 Ug,t—l Ug,t—2 (5.4.10)
2
+ 6, E (6?,1) — By e t—1 Né,t—l T et My -

Apres quelques manipulations, en utilisant de nouveau (5.3.1¢), on obtient
V(t) (1) =10, ’Y(t_l) (0) + B, Ug,t—l My -1 — 35, Ug,t—l Hep—1 T By (E (5?—1) - Ng,t—l) .
(5.4.10a)
ou 6y = (got + 5, ue’t,l). Pour h > 2, 'autocovariance est donnée par
E (yye—n) = 01 B (Y1 Ye—n) + By B (Y1 Yen €-1) + Moy Hytn- (5.4.11)
Apreés quelques manipulations, on obtient, pour ¢t € Z

2
E (Y1 yt-nei1) = 014 Ns,t—lE (Yt—2 Ye—n) + Bia Ne,t—lE (Yt—28t—2Yt-—n) + :ui,t)fl Hy t—h-
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Remplacons ¢ par t — 1 et h par h — 1 dans (5.4.11), on obtient

B (ye-19i-n) = 0 1B (Ye—2 ye-n) + Br 1B (Y12 Ye-nci—2) + Het—1 Hyt—h>

en multipliant la derniére égalité par p,, ;, on obtient

fey—1 B (Ye-1Ye-n) = 011 fey—1 B (Y2 Y1) + Bia fey—1 B (Yt—2 Yr—ncr2) + Mg,tfl Hoy t—ps
La derniere égalité peut étre écrite sous la forme :

2
Pei1 B (Yr—1Yt—n) = (sot_lug,t_l B (yi—2Yt—n) + Br_1te s 1 B (Ye—2ye—nci—2) + ui,t)_luy,t_h)

2
2 e — B
— K 2 _ (2)
(Ye—1 Y—n €1-1) + Hep—1 Hyt—n = Het—1 Hyt—n-

D’ou, on a
2
B (Ye—1 Yi—n €1-1) = Het—1 E (Yi—1Yi—n) — <Ma2-,t—1 oy t—n — Mg,t)—1 My,t—h)

Remplacons B (y;_1 y:—n €:—1) par son expression (5.4.11), en posant ¢t = s + 75 et tenant

compte de la périodicité, on obtient

Y () = 090V (h = 1) + (Ostty ooy = 11y.) Pyson + (802t + o) Byons > 2,
(5.4.12)
ou u, ¢ est donnée dans Proposition 5.3.1 et 0511 = o511 + Bs_ii1fle s—i
De (3.4.1) et (3.4.2), on a ¢, = ju,; pi., + 02, t € Z, utilisant encore (3.4.1), en remplagant

t par s + 7.5, on obtient
s = Oy s 1 + He s + By 037371, s=1,2,...,5. (5.4.12a)

D’ot, on a (6, Hys—1— ,uw) = — (B, 02, 4+ “6,5) en remplagant 0 p1, . 4 —p1, , par sa valeur

dans (5.4.10) et (5.4.12), on obtient

7(8) (1) = 95/7(5_1) (O) + 650-;5_1,My’8,1 - 35803,5—1#8,871 + /68 <M<(€?s)—1 - lug,s—1> ,(5413&)
A& (h) = 0,4V (h—1), h>2. (5.4.13b)

Itérons (5.4.13b), on obtient pour h > 2

Y (h) = (H?;f 9H-+1> AT (1), (5.4.14)



CHAPITRE 5. MODELE BILINEAIRE A VALEURS ENTIERES PERIODIQUE 132

Remplagons v~V (1) dans (5.4.14) par sa valeur donnée par (5.4.13a), on obtient :

7(8) (h’) = (Hilz_ll 93*i+1> {93*]14*1 V(S_h) <O> + 55—h+1 Ug,s—h Moy s—h — 3ﬁs—h+1 Ug,s—h He s—p

3
+ B hi (Mi,s)—h - Ng,s—h> } )

avec la convention [[/_, z; =1sij<iet > ¥ a;=0siy<u.

La fonction d’autocorrélation est alors, en posant h = v+ kS, v =1,2,...,S et k € N, donnée

par :

®) (v (5o (e “0) !
P (v + kS) (Zl_[1 98) (11_11 931+1> {95u+1 ~() (0) \/7(3) (0) A(5=v) (0)

3
X |:/387V+10-§75—I/ IU/y,sfu + 36871/4’10—?78—1//’65,571/ - ﬁsfzﬂrl <M£,s)—zx - /‘Lg7s—u>:| ’

Dans le cas particulier ou le processus d’innovations est de Poisson périodique avec moyenne

[, O & :

k v—1 (s—v)
Y (0) /88—1/-‘1-1 :U’a S—v (:U’y s—v + 1)
S H 9571‘ ) 95 v + 7 7 9
) ( i V9@ (0) V® (0) 4= (0)

P (v +kS) = (ﬁ 0

i=1

ou 98 = (()05 + ﬂs :u’s,s—l)'

Dans le cas non périodique avec processus d’innovation de Poisson, on a

p(h) = (o+Bpu)"" {w+BuE+M}, h>1.

7 (0) B

5.5 Estimation de Yule-Walker

Ce paragraphe se concentre sur I’estimation, adoptant la méthode d’estimation de Yule-
Walker, des parameétres sous-jacents du modele dans le cas de processus d’innovation de

Poisson avec moyenne yi_ ., s = 1,2, ..., S. En effet, la proposition suivante établie I'’estimation

de Yule-Walker.
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Proposition 5.5.1. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Si le processus d’innovation {e;; t € Z}

est un processus suivant une loi de Poisson avec moyenne ji. ., alors les estimateurs de Yule-

Walker des paramétres p,, 3

s €t pe g, s =1,2,..., 5, sont donnés, pour s =1,2,....5, comme

suit :

Etape une (Estimation de 0;) :

()
R A C)
Qs: 70ues: QOS+BSI~L s—1)
;y\(s—l) (1) ( €, 1)

Etape deux (Estimation de 3, ji_, ;)

R il O L Al ()
s s:us,s—l_ 1+//J\/ ) .
Y,s—

Etape trois (Estimation de p_) :

~

ﬁz—:,s = ﬁy,s - 95 ﬁy,sfl - BS‘
Etape quatre (Estimation de ¢, et [3,) :

~ - Ny > Bs
Y, =0s— DB, et B, = = )
/’l’a,s—l

Remarques

a) L’estimation de 05 dans l’étape 1 est obtenue de l'expression (5.4.2¢) du corollaire 5.4.1,
en remplagant v (h) et v~V (h — 1), pour h = 2, par leur estimation empiriques.

b) L’estimation du produit B, = 3, .,y dans l'étape 2, est obtenu, de l'expression (5.4.2D)

du corollaire 5.4.1, en remplacant 0, par son estimateur et les autres termes par leur

estimateurs empiriques.

c) Uestimation de p. , dans I'étape 3 est obtenue de l'expression (5.4.12a) du processus d’in-
novation de Poisson for the Poisson innovation process (02, = ji. ), en remplagant B,
et O par leurs estimateurs obtenus.

d) L’estimateur de p,, dans l’étape 4 est obtenu de l’expression définissant s, en rempla

cant 05 et B, p. .1 par leurs estimateurs obtenus. Finalement, I’estimateur BS donné

~

B, 4 4 o .
par — est trés commun dans les modéles de séries chronologiques Bilinéaires (voir
:us,sfl

par exemple Doukhan et al (2006), Grahn (1995)).
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5.5.1 Etude de simulation

=

Dans toutes les tables ci-dessous, les notations 55, 15}

s et ﬁ&s représentent, pour 1000 ré-

plications, la moyennes des estimateurs des parametres correspondants a o _, 03,5 €t Ops

représentes les estimateur empiriques des écart-types des estimateurs des parameétres.

La Table 1 donne la moyenne des estimateurs, pour 1000 réplications, d’une série chronolo-
gique de taille N = 1000 générée par un processus Bilinéaire périodique, de période S = 4,

a valeurs entiéres PINBL4(1,0,1,1) :

S 905 és a-\@S /65 63 aB,s us,s ﬁs,s 8@8

11.2 |.1966 | .1773 | .15 | .1513 | .0955 | 1 1.0347 | .3723
2.7 |.7033 | .1244 | .1 | .1006 | .2584 | .5 5216 | .1753
3.4 | 4077 | 1442 | 4 | 4179 | .3264 | 1.5 | 1.5238 | .2948
4| .45 | 4481 | .2216 | .3 | .2928 | .1320 | 2 2.0650 | .4122

Table 1

La Figure 1 montre en bleu une série chronologique périodique, de période S = 4 et de taille

N = 1000, générée d'un PINBL,(1,0,1,1) et en rouge la série ajustée y;

30 i

il

o Al I ] ] I|I |u 1 ,1| | ||| | I | | ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800 500 1000

Figure 1

La Figure 2 représente la fonction d’autocorrélation résiduelle estimée pour chaque pé-
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riode :

ACF

,7
—
o

AGF
o

.
—
—
—
—]

ag

Figure 2

A fin d’étudier empiriquement la propriété de consistance des estimateurs obtenus, nous
présentons la Table 2, qui montre les résultats d’estimation de Yule-Walker, pour 1000 ré-

plications, des séries de tailles N = 1200, 1500, 1700 et 2000 générées.

— A~

s| N || & 0p. | Bs | B, 05 | Hes | Hes Ofis
1200 .2045 A717 .1496 .0900 1.0260 .3516
1 1500 9 .2007 .1555 15 1475 .0613 1 1.0294 .3196
1700 ) .2042 1418 | .1458 .0551 1.0221 .3035
2000 .1954 1317 .1508 .0591 1.0252 2729
1200 7032 .1064 1018 .2451 5235 1612
9 1500 7 7009 .0982 1 1071 2287 5 5144 .1431
1700 ' .7029 .0914 ' .0939 .2663 ' 512 .1355
2000 7017 .0845 1081 .1420 5123 1292
1200 .3942 .1199 4097 .3165 1.5310 .2693
3 1500 4 .3979 .1057 4 4084 3115 L5 1.5310 .2458
1700 ' .3974 1015 ’ 4176 .2348 ' 1.5322 2377
2000 .3956 .0944 4146 .2440 1.5184 2218
1200 .4492 2173 .2962 1133 2.0318 .3986
4 1500 A5 .4494 2017 3 .2962 1078 9 2.0336 .3329
1700 |- 4528 .1907 ’ .2922 .0983 2.0442 .3323
2000 .4459 .1808 2979 .0938 2.041 .3186
Table 2

Des résultats de simulation, on peut voir que les moyennes des estimateurs obtenus sont

proches des vraies valeurs données et la variance diminue quand N diminue d’ou la propriété
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de consistance est vérifiée. Cependant les variances sont relativement importantes, ceci est
di au fait que la loi du processus sous-jacent est une circonvolution des lois de Bernoulli et de
Poisson. Néanmoins, ces évaluations peuvent étre utilisées comme des valeurs initiales pour
la méthode d’estimation la plus puissante, a savoir la méthode d’estimation du maximum de

vraisemblance conditionnel.



Chapitre 6

Conclusion générale

Cette thése porte sur la structure, 'inférence statistique et des applications de quelques
modeéles de séries chronologiques a valeurs réelles ou entiéres. Nous avons scindé ce travail en
deux parties majeures. La premiére concerne les modéles périodiques a valeurs réelles tandis

que la seconde porte sur des modéles de périodiques a valeurs entiéres.

Concernant les modeéles a valeurs réelles, nous étudions d’abord les propriétés asymp-
totiques de I'estimateur des moindres carrés ordinaire d’un modeéle autorégressif périodique
multivarié explosif dont les valeurs propres de la matrice autorégressive monodromique sont
en module a 'extérieur du cercle unité. En particulier, nous en obtenons la loi asymptotique
qui est de forme non-standard. Nous étudions ensuite plusieurs types de stabilité stochas-
tique d’un modeéle autorégressif bilinéaire diagonal périodique. Des conditions suffisantes
et/ou nécessaires pour la stationnarité périodique stricte, ’ergodicité périodique, la station-
narité périodique d’ordre supérieur et l'inversibilité sont proposées. De plus, la structure de
covariance du modeéle est mise en évidence. Enfin I’estimation des parameétres du modeéle est
étudiée a travers trois méthodes : la méthode des moments, la méthode des moindres carrés

et la méthode du maximum de vraisemblance.

Pour la deuxiéme partie, nous proposons trois nouveaux modeéles périodiques a valeurs en-
tiéres. Le premier est un modéle autorégressif poissonnien périodique appelé aussi INGARCH
périodique, le second est une généralisation du premier & une distribution conditionnelle qui
est un mélange de lois de Poisson et dont la moyenne conditionnelle posséde une forme quel-
conque. Enfin, le troisiéme est un modéle bilinéaire périodique & valeurs entiéres. Pour ces

trois modeles nous en étudions la structure probabiliste, ’estimation des parameétres et des

137
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applications & des données réelles, montrant ainsi la pertinence des modéles et méthodes

Proposés.
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