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0.1. Introduction Générale

Durant ces quatre dernières décennies, l�analyse des séries chronologiques a connu une

grande évolution dont l�objectif fut la mise en �uvre et l�analyse de modèles adéquats per-

mettant de reproduire et d�expliquer l�évolution des séries chronologiques observées dans le

monde réel et qui sont caractérisées par des traits spéci�ques. Parmi ces traits que l�on trouve

particulièrement en économétrie �nancière, en sciences d�environnement et de traitement de

signal on distingue : la stationnarité empirique, la saisonnalité, la tendance, la persistance,

le regroupement de volatilité, la dépendance sans corrélation, l�asymétrie, les changements

de régime récurrents, les distributions empiriques asymétriques, à queues lourdes ou multi-

modales. La quasi-totalité des modèles sont ou peuvent être exprimés au moyen d�équations

aux di¤érences stochastiques dans lesquelles combinant, en entrée, un processus stochastique

dit d�innovation et un ensemble de paramètres, lequel peut être un processus aléatoire, on

obtient, en sortie, un processus d�intérêt qui est destiné à représenter les traits d�une sé-

rie chronologique sous étude. De nombreuses pistes ont été explorées a�n d�identi�er une

équation particulière destinée à expliquer un certain nombre de traits particuliers et il existe

actuellement une panoplie de modèles. La règle générale est que, à un trait donné corres-

pond une spéci�cation propre et lorsqu�une série a¢ che plusieurs traits à la fois, on combine

les spéci�cations correspondantes. Parmi les traits les plus fréquemment observés �gure le

phénomène de périodicité ou par abus de langage saisonnalité. Dans d�anciens travaux, cette

caractéristique a souvent été expliquée en considérant des équations à coe¢ cients constants

dont l�autocorrélation est plus importante pour des retards multiples de la période. Une

autre approche plus récente et plus représentative du phénomène de périodicité consiste

à faire varier périodiquement les coe¢ cients de l�équation, donnant ce qu�on appelle un

modèle périodique. Cependant, l�étude de la structure des modèles périodiques est plus dé-

licate que celle des modèles à coe¢ cients constants puisqu�elle fait appel à des propriétés

ii
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probabilistes non-standards telles que la stationnarité périodique stricte, l�ergodicité pério-

dique, le mélange périodique et dont la théorie n�est pas encore complètement achevée. . . De

plus, l�analyse statistique asymptotique (théorème ergodique, théorèmes centraux limites des

martingales. . . ) des modèles périodiques notamment les propriétés asymptotiques de divers

estimateurs de ces modèles repose sur leurs propriétés probabilistes. En dépit de l�existence

de nombreux modèles périodiques linéaires (ex. Periodic ARMA : PARMA) et non linéaires

(ex. Periodic GARCH : PGARCH, periodic Random Coe¢ cient Autoregression : PRCA),

de nouvelles spéci�cations sont nécessaires a�n d�expliquer des combinaisons de traits dont

�gure la périodicité. De plus, dans le cas de séries chronologiques à valeurs entières a¤ectées

de périodicité, des modèles périodiques correspondants sont quasiment inexistants.1

Cette thèse porte, essentiellement, sur l�étude de stabilité et d�instabilité de quelques

modèles de séries chronologiques (linéaires périodiques et non linéaires) à valeurs réelles

et à valeurs entières. Le modèle autorégressif vectoriel périodique a été présenté, dans la

littérature des séries chronologiques, pour capturer et décrire le phénomène de périodicité

exhibé par la fonction d�autocorrélation, ce phénomène rencontré dans beaucoup de séries

chronologiques vectorielles ceci est un dispositif qui ne peut pas être expliqué par les modèles

saisonniers traditionnels, SARIMA (voir Box et Jenkins (1976)).

L�étude du comportement de la distribution asymptotique de l�estimateur des moindres

(LSE) du paramètre d�un modèle autorégressif traditionnel (à coe¢ cient invariant dans le

temps) d�ordre 1, revient au premier travail de White (1958). En e¤et, l�auteur avait établit,

dans ce papier, la distribution limite de l�estimateur des moindres (LSE) du paramètre au-

torégressif d�un modèle AR (1) et ceci dans les deux cas instables, à savoir : instable de type

racine unitaire et le cas d�instable explosif du même modèle AR (1) scalaire. D�autre part,

Anderson (1959) a profondément étudié le comportement de la distribution asymptotique

de l�estimateur des moindres carrés (LSE) du paramètre d�un modèle AR (1) scalaire et

vectoriel. Récemment, Aknouche (2015) a présenté une étude approfondie du problème de

la distribution limite des estimateurs des moindres carrés (LSE) d�un modèle autorégressif

scalaire, à coe¢ cient périodique d�ordre 1, et ceci dans les trois cas à savoir : stable, instable

à racine unitaire et instable explosif. Le modèle le plus populaire utilisé pour modéliser un

1Largement inspirée de Aknouche (2014).
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processus vectoriel est le modèle autorégressif vectoriel (V AR). Les divers avantages et les

propriétés intéressantes satisfaits par un modèle de série chronologique vectoriel ont motivé

l�extension de ce modèle à un modèle autorégressif vectoriel à coe¢ cients périodiques pour

capturer le dispositif de périodicité exhibée par la fonction d�autocorrélation d�une série

chronologique multi-variée, et ceci représente un dispositif qui ne peut pas être expliqué par

les modèles saisonniers traditionnels, SARIMA (voir Box et Jenkins (1976)). Les modèles

(PV AR) (voir Pagano (1978), Kleibergen et Franses (1999), Franses et Paap (2004), Hallin

et Lot� (2005), Aknouche (2007),. . . ) où les matrices de paramètres ainsi que la matrice de

variance-covariance du processus d�innovation vectoriel périodiquement corrélé, (au sens de

Gladyshev (1961) ; (1963)), dans le temps. Dans cette thèse nous avons consacré un cha-

pitre à l�étude de la distribution asymptotique de l�estimateur des moindres carrés, qui est

sous l�hypothèse de la normalité du processus d�innovation, lui-même l�estimateur du maxi-

mum de vraisemblance, de la matrice autorégressive périodique d�un modèle autorégressif

vectoriel, à coe¢ cients matriciel périodique (PV AR) et ceci dans le cas instable explosif.

La distribution asymptotique de l�estimateur des moindres carrés d�un modèle Autorégressif

vectoriel périodique, d�ordre 1, instable explosif est obtenue. Les résultats obtenus sont des

extensions de ceux établis par Anderson (1959) pour un modèle V AR (1) au cas d�un modèle

V AR (1) à coe¢ cients périodiques.

Il est bien connu, de nos jours, que beaucoup de séries chronologiques produites dans di-

vers champs, y compris des études économiques, en particulier les �nancières, et l�hydrologie,

montrent quelques caractéristiques typiques qui ne peuvent pas être capturées et décrites par

les modèles linéaires standards de série chronologique. Ceci montre la nécessité et l�intérêt

de faire appel à une certaine classe de modèles non linéaires a�n de capturer ces divers faits

stylisés. Ainsi, la modélisation théorique et pratique de la série chronologique non linéaire, a

reçue, ces dernières années, un intérêt considérable. Parmi ces dernières classes de modèles

non linéaires, nous citons, sans exhaustivité, la classe des modèles bilinéaires, présentée dans

l�analyse des séries chronologiques pour la première fois depuis plus de trois décennies par

Granger et Anderson (1978a) et continue à attirer l�attention des chercheurs et à occuper

toujours une place importante dans l�analyse de séries chronologiques non linéaires (voir aussi

Subba Rao and Gabr (1984) ; Priestley (1978) ; Guegan (1994) ; Cappuccio et al (1998) ; Ter-

dik (1999) ; Subba Rao and Terdik (2003) ; Pereira and Scotto (2006) ; Hili (2008) ; Sornette



0.1. INTRODUCTION GÉNÉRALE v

and Pisarenko (2008) ; Kristensen (2009) ; Iwueze and Johnson (2011) ). Aussi, il est connu

qu�il existe une relation entre la classe des modèles bilinéaires et divers classes de modèles

de séries chronologiques, ce qui révèle son importance. A titre d�exemple, nous savons ac-

tuellement que beaucoup de classes des modèles (linéaires et non linéaires) GARCH ont

une représentation bilinéaire (Kristensen (2009)). On a proposé beaucoup de généralisations

de la formulation bilinéaire originale dans la littérature des séries chronologiques pour re-

�éter diverses caractéristiques de série chronologique telles que la dépendance simultanée

(Stensholt and Tjøstheim (1987)), changement de régime (Cappuccio et al (1998) ; Ferrante

et al (2003) ; Aknouche and Rabehi, 2010), interaction spatiale (Dai and Billard (1998),

(2003)) et discrétion de valeur (Doukhan et al (2006) ; Drost et al (2008)). Une extension

importante particulière traitant des phénomènes périodiques est la formulation bilinéaire

périodique dans laquelle les paramètres varient périodiquement au �l du temps. En e¤et,

le fait identi�é que beaucoup de séries chronologiques (économique, �nancière et environne-

mentale) montrent dans la pratique une caractéristique de périodicité en leur structure de

dépendance et, d�autre part, l�utilité bien établie des modèles bilinéaires, a donné de bonnes

motivations à l�extension du modèle bilinéaire du cas classique au cas périodique (voir par

exemple Bibi and Aknouche (2010) ; Bibi and Ho (2006) ; Bibi and Gautier (2006)).

Les séries chronologiques à valeurs entières non négatives sont rencontrées dans divers

domaines, tels que l�épidémiologie, �économie, l�environnement, la criminologie,..., ceci a mo-

tivé l�introduction d�une classe de modèles linéaires et non linéaires à valeurs entières dans

la littérature des séries chronologiques. Au cours de ces deux dernières décennies, plusieurs

chercheurs ont donné une grande importance pour la modélisation et l�étude des propriétés

probabilistes et statistiques des séries chronologiques linéaires et non linéaires à valeurs en-

tières, citons, entre entres, Al-Osh and Alzaid (1987) (First order integer-valued autoregres-

sive INAR(1) process), Alzaid and Al-Osh (1990) (Integer-valued p th-order Autoregressive

structure INAR(p) process), Ferland et al (2006) (Integer-valued GARCH process).

Les modèles autoregressifs Poissonniens ont suscité beaucoup d�intérêt au courant des

deux dernières décennies. Hormis leur habileté à modéliser divers traits de séries chronolo-

giques à valeurs entières, l�étude de leur structure a été un dé�certain (Ferland et al (2006) ;

Fokianos et al (2009) ; Doukhan et al (2012) ; Davis et Liu (2016)).
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Il est bien connu, de nos jours, que les modèles de séries chronologiques (linéaires et

non linéaires) avec coe¢ cients périodiques sont plus appropriés et ont plus de �exibilité

pour modéliser de tel processus périodiquement corrélés. Tenant compte de ce fait et des

divers avantages et des intéressantes propriétés satisfaits par le modèle INGARCH(q; p),

introduit par Ferland et al (2006), ceci donne une motivation à étendre cette classe de

modèles invariants dans le temps à celle des modèles périodiques à valeurs entières. Bentarzi

and Bentarzi (2017a) ont établie les conditions nécessaires et su¢ santes du premier et de

second ordre, de la stationnarité périodique du modèle PINGARCH(1; 1).

Aknouche et al (2018) ont proposé un modèle autoregressif Poissonnien mélangé dont

la distribution conditionnelle est un mélange de lois de Poisson et peut, en particulier, être

Poissonnienne ou binomiale négative. En outre la moyenne conditionnelle proposée est une

fonction générale périodique des ses valeurs retardées et des observations. Ils ont étudié

les propriétés de stationnarité périodique stricte, d�ergodicité périodique et de dépendance

faible périodique et d�existence des moments d�ordre supérieurs. Ces propriétés servent, entre

autres, à établir les propriétés asymptotiques de l�estimateur du quasi-maximum de vraisem-

blance du modèle sous-jacent.

Bentarzi and Bentarzi (2017b) ont étudié le modèle Périodique Diagonal Bilinéaire, à

valeurs entières, PINBLS (1; 0; 1; 1) qui étende le modèle Diagonal Bilinéaire, à valeurs en-

tières, classique (à paramètres invariants dans le temps) INBL (1; 0; 1; 1) étudié par Doukhan

et al (2006).



0.2. Présentation de la thèse

Cette thèse de Doctorat en Mathématiques - Méthodes Stochastiques dont l�intitulé est :

"Sur des modèles de séries chronologiques périodiques à valeurs réelles ou

entières : structure, estimation et application"

porte, essentiellement, sur l�étude de stabilité et d�instabilité et l�inférance de quelques mo-

dèles de séries chronologiques (linéaires périodiques et non linéaires), elle contient deux par-

ties : la première partie est consacrée à l�étude de quelques modèles de séries chronologiques

périodiques à valeurs réelles et est composée de deux chapitres, quand à la deuxième partie

elle est consacrée à l�étude de quelques modèles de séries chronologiques à valeurs entières,

et contient trois chapitres. dont nous passons en revue leurs contenus.

Partie I : MODÈLES PÉRIODIQUES À VALEURS RÉELLES

Chapitre 1 : Distribution asymptotique de l�estimateur des moindres carrées

d�un PVAR(1)

Le premier chapitre est principalement consacré à l�étude de la distribution asymptotique

de l�estimateur des moindres carrés, qui est sous l�hypothèse de la normalité du processus

d�innovation, lui-même l�estimateur du maximum de vraisemblance, de la matrice autoré-

gressive périodique d�un modèle autorégressif vectoriel, à coe¢ cients matriciel périodique,

(PV AR) et ceci dans le cas instable explosif.

Chapitre 2 : Stabilité d�un modèle diagonal bilinéaire périodique

Ce chapitre est destiné à l�étude des problèmes de stabilité et leur conséquences du

modèle périodique autorégressif bilinéaire diagonal du premier ordre PBLS (1; 0; 1; 1). Le

présent chapitre contient, en outre de la section introduction, six sections. Dans la première

section nous établissons les conditions de stabilité de ce processus au sens de la stationna-

rité stricte, au sens de la stationnarité en moyenne et au sens de la stationnarité du second

ordre. Nous passons dans la seconde section à l�établissement de la condition d�existence

vii
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des moments d�ordre supérieurs du processus sous-jacent, et nous déterminons le coe¢ cient

d�asymétrie et d�aplatissement du processus. Quant à la quatrième section, elle est vouée à

l�établissement de la structure de la fonction d�autocovariance du processus PBLS (1; 0; 1; 1).

Dans la cinquième section nous passons à l�estimation des paramètres du modèle par la mé-

thode d�estimation de Yule -Walker, dans le cas où le processus d�innovation est Gaussien de

moyenne nulle et de variance �2";s; s = 1; 2; :::; S. Nous terminons ce chapitre par la section

six dans laquelle nous présentons une étude de simulation. Quelques résultats de ce chapitre

sont orignaux et ils sont publiés dans une revue sans impact facteur Aknouche and Bentarzi

(2014).

Partie II : MODÈLES PÉRIODIQUES À VALEURS ENTIÈRES

Chapitre 3 : Modèle INGARCH (1; 1) Poissonnien périodique : Structure et

estimation

Dans ce chapitre nous étudions quelques propriétés probabilistes et statistiques du mo-

dèles GARCH périodique à valeurs entières. Nous établissons les conditions nécessaires et

su¢ santes du premier et de second ordre, de la stationnarité périodique, et nous donnons,

sous ces conditions, donné les formes explicites de la moyenne et du moment d�ordre deux.

Chapitre 4 : Modèles autorégressifs Poissonniens mélangés périodiques

Dans ce chapitre nous proposons une classe générale de modèles autorégressifs Poisson-

niens mélangés dont la forme et les paramètres sont périodiques dans le temps. Sous une

condition de contraction périodique sur la forme de la moyenne conditionnelle, nous mon-

trons l�existence d�une solution strictement périodiquement stationnaire, périodiquement

ergodique et périodiquement faiblement dépendante ayant, dans le cas Poissonnien pur, des

moments d�ordre supérieur �nis. Des applications à des modèles spéci�ques sont considérées.

Chapitre 5 : Modèle Bilinéaire à valeurs entières périodiques

Dans ce chapitre nous étudions quelques propriétés probabilistes et statistiques du modèle

bilinéaire diagonal périodique à valeurs entières. Nous établissons les conditions su¢ santes

de stationnarité périodique du premier et de second ordre et nous avons donné les formes

explicites des deux premiers moments ainsi que la forme explicite de la fonction d�autocova-

riance. Nous obtenons les estimateurs de Yule-Walker des paramètres du modèle. Le chapitre

se termine par une étude de simulation.



Première partie

MODELES PERIODIQUES Á
VALEURS RÉELLES

1



Chapitre 1

Distribution Asymptotique de
l�Estimateur des moindres carrées
d�un PVAR(1)

1.1 Introduction

Le modèle le plus populaire utilisé pour modéliser un processus vectoriel est le modèle

autorégressif vectoriel (V AR). Les divers avantages et les propriétés intéressantes satisfaits

par un modèle de série chronologique vectoriel ont motivé l�extension de ce modèle à un mo-

dèle autorégressif vectoriel à coe¢ cients périodiques pour capturer le dispositif de périodicité

exhibée par la fonction d�autocorrélation d�une série chronologique multi-variée.

2
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Le modèle autorégressif vectoriel périodique a été présenté, dans la littérature des séries

chronologiques, pour capturer et décrire le phénomène de périodicité exhibé par la fonction

d�autocorrélation, ce phénomène rencontré dans beaucoup de séries chronologiques vecto-

rielles ne peut pas être expliqué par les modèles saisonniers traditionnels, SARIMA (voir

Box et Jenkins (1976)).

L�étude du comportement de la distribution asymptotique de l�estimateur des moindres

carrés (LSE) du paramètre d�un modèle autorégressif traditionnel (à coe¢ cient invariant

dans le temps) d�ordre 1, revient au premier travail de White (1958). En e¤et, l�auteur avait

établit, dans ce papier, la distribution limite de l�estimateur des moindres carrés (LSE) du

paramètre autorégressif d�un modèle AR (1) et ceci dans les deux cas instables, à savoir : in-

stable de type racine unitaire et le cas d�instabilité explosif du même modèle AR (1) scalaire.

D�autre part, Anderson (1959) a profondément étudié le comportement de la distribution

asymptotique de l�estimateur des moindres carrés (LSE) du paramètre d�un modèle AR (1)

scalaire et vectoriel. Récemment, Aknouche (2015) a présenté une étude approfondie du

problème de la distribution limite des estimateurs des moindres carrés (LSE) d�un modèle

autorégressif scalaire, à coe¢ cient périodique d�ordre 1, et ceci dans les trois cas à savoir :

stable, instable à racine unitaire et instable explosif.

Ce chapitre est principalement consacré à l�étude de la distribution asymptotique de

l�estimateur des moindres carrés, qui est sous l�hypothèse de la normalité du processus d�in-

novation, lui-même l�estimateur du maximum de vraisemblance, de la matrice autorégressive

périodique d�un modèle autorégressif vectoriel, à coe¢ cients matriciel périodique, (PV AR)

et ceci dans le cas instable explosif.

La distribution asymptotique de l�estimateur des moindres carrés d�un modèle Autoré-

gressif vectoriel périodique, d�ordre 1, instable explosif est obtenue. Les résultats obtenus

sont des extensions des résultats établis par Anderson (1959) pour un modèle V AR (1) au

cas d�un modèle V AR (1) à coe¢ cients périodiques.
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1.2 Notations, dé�nitions et hypothèses

Rappelons qu�un processus de second ordre périodiquement corrélé fXt; t 2 Zg est dit

satisfaire un modèle Autorégressif vectoriel périodique du premier ordre, de période S, noté

PSV AR (1) s�il est solution de l�équation linéaire aux di¤érences stochastique suivante :

Xt = �t Xt�1 + "t; t 2 Z; (1:2:1)

où f"t; t 2 Zg est un m�vecteur processus bruit blanc périodique, i.e., une suite de variables

aléatoires non corrélées, de vecteur moyen zéro, et matrice variance-covariance périodique

�t ; et où les m�m matrices réelles, �t and �t; sont périodiques dans le temps, de période

S (où S est un entier strictement positif ; S > 1), i.e., �t+rS = �t et �t+rS = �t; 8t; r 2 Z:

En Posant t = s + �S; s = 1; 2; :::; S et � 2 Z, on peut réécrire l�équation (1:2:1) sous la

forme équivalente suivante :

Xs+�S = �s Xs�1+�S + "s+�S; s = 1; 2; :::; S et � 2 Z: (1:2:2)

Ce modèle est capable de capturer et de décrire la périodicité exhibée par la structure

d�autocovariance de plusieurs séries chronologiques rencontrées dans divers domaines et qui

sont générées par un processus vectoriel périodiquement corrélé dans le sens de Gladyshev

(1961).

1.2.1 Régions de Stabilité et d�Instabilité

Considérons la matrice 	 =
QS
k=1�k alors, selon les positions du produit des valeurs

propres �i, i = 1; 2; :::;m de cette matrice, par rapport au cercle unitaire, nous distinguons

les trois régions suivantes :

a)
Qm
i=1 j�s;ij < 1 (Région de stabilité) le processus périodiquement corrélé fXt; t 2 Z; g

est strictement stationnaire et périodiquement stationnaire au second ordre,

b)
Qm
i=1 j�s;ij = 1 (Région d�instabilité racine unitaire) le processus périodiquement corrélé

fXt; t 2 Z; g est non stationnaire de type racine unitaire,

c)
Qn
i=1 j�s;ij > 1, 1 � n � m (Région d�instabilité explosive) le processus périodiquement

corrélé fXt; t 2 Z; g est non stationnaire explosif.
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1.3 Causalité (Condition de Stabilité)

1.3.1 Condition de stationnarité périodique

La proposition suivante établit une condition nécessaire et su¢ sante pour l�existence

d�un processus périodiquement stationnaire, du second ordre, qui est solution de l�équation

stochastique périodique (1:2:1).

Proposition 1:3:1. Une condition nécessaire et su¢ sante pour que le processus périodique-

ment corrélé fXt, t 2 Zg satisfaisant l�équation aux di¤érences stochastiques (1:2:1) soit un

processus périodiquement stationnaire de second ordre est que les racines de l�équation sui-

vante :

jIz �	sj = 0; z 2 C; (1:3:1)

toutes se trouvent à l�intérieur du disque d�unité, où 	s =
QS
k=1�s�k+1, ce qui a les mêmes

valeurs propres que la matrice
QS
k=1�k. Sous cette condition, le processus périodiquement

corrélé fXt, t 2 Zg ; est donné, pour � = s+ �S, s = 1; 2; :::; S et � 2 Z, par l�expression :

Xs+�S =
�P
r=1

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r�1 SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��r+1)S

+

�
SQ
k=1

�s�k+1

�� " sP
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�j+1 +

�
sQ
i=k

�s�k+1

�
X0

#
,

(1:3:2)

ou par son expression de Wold-Cramér

Xs+�S =
1P
r=0

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��r)S;

=
SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+�S +

1P
r=1

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��r)S:

(1:3:3)

De plus, la forme explicite de la matrice variance-covariance, V ar (Xs+�S) = �
(s) (0), s = 1;

2; :::; S et � 2 Z, est, sous cette condition, donnée par

�(s) (0) =
P1

r=0 	
r
s

hPS
i=1

�Qj�1
k=1�s�k+1

�
�s�i+1

�Qi�1
k=1�

0
s�k+1

�i
	r0s ; (1:3:4a)

ou d�une façon équivalente par :
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vec
�
�(s) (0)

�
=

�
I �

SQ
i=1

(�s�i+1 
 �s�i+1)
��1 SP

j=1

�
j�1Q
i=1

(�s�i+1 
 �s�i+1)
�
vec (�s�j+1) :

(1:3:4b)

Preuve. En itérant l�équation (1:2:1), on peut obtenir :

Xt =

�
mQ
i=1

�t�i+1

�
Xt�m +

m�1P
j=0

�
jQ
i=1

�t�i+1

�
"t�j: (1:3:5)

Posons m = t, on obtient

Xt =
Pt�1

j=0

�Qj
i=1�t�i+1

�
"t�j +

�
tQ
i=1

�t�i+1

�
X0:

Remplaçant, dans la dernière expression, t par s+ �S, et tenant compte de la périodicité de

la matrice �t, on obtient

Xs+�S =
Ps+�S�1

j=0

�Qj
i=1�s�i+1

�
"s�j+�S +

�Qs+�S
i=1 �s�i+1

�
X0:

qui peut être réécrite sous la forme suivante :

Xs+�S =

��
0Q
i=1

�s�i+1

�
"s�1+1+�S +

�
1Q
i=1

�s�i+1

�
"s�2+1+�S + :::+

�
S�1Q
i=1

�s�i+1

�
"s�S+1+�S

�
+

�
SQ
i=1

�s�i+1 "s�1+1+(��1)S +
1+SQ
i=1

�s�i+1 "s�2+1+(��1)S + :::+
S�1+SQ
i=1

�s�i+1 "s�(S�1)+(��1)S

�
+

�
2SQ
i=1

�s�i+1 "s�1+1+(��2)S +
1+2SQ
i=1

�s�i+1 "s�2+1+(��2)S + :::+
S�1+2SQ
i=1

�s�i+1 "s�(S�1)+1+(��2)S

�
...

=
��1P
r=0

SP
i=1

�
i�1+rS�1Q

k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��r)S +

j=sP
j=1

�
j�1+�SQ
i=1

�s�i+1

�
"s�j+1 +

�
s+�SQ
i=1

�s�i+1

�
X0;

ou par la forme équivalent suivante :

Xs+�S =
��1P
r=0

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��r)S

+

�
SQ
k=1

�s�k+1

�� sP
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�j+1 +

�
SQ
i=1

�s�k+1

�� � sQ
i=1

�s�i+1

�
X0;

=
r=��1P
r=0

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��(r))S

+

�
SQ
k=1

�s�k+1

�� sP
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�j+1 +

�
SQ
i=1

�s�k+1

�� � sQ
i=1

�s�i+1

�
X0:

D�où, on a
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Xs+�S =
�P
r=1

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r�1 SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��r+1)S

+

�
SQ
k=1

�s�k+1

�� " sP
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�j+1 +

�
sQ
i=k

�s�k+1

�
X0

#
.

(1:3:6)

De la dernière expression, on a

Xs+�S �
�P
r=1

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r�1 SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��r+1)S

=

�
SQ
k=1

�s�k+1

�� " sP
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�j+1 +

�
sQ
i=k

�s�k+1

�
X0

#
:

D�où, on a :

E
��

Xs+�S �
��1P
r=0

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��r)S

�
��

Xs+�S �
��1P
r=0

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��r)S

�0)
;

=

(�
SQ
k=1

�s�k+1

��
E

"
sP
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�j+1 +

�
sQ
i=k

�s�k+1

�
X0�

sP
m=1

"0s�r+1

�
m�1Q
k=1

�0s�k+1

�
+X 0

0

�
sQ
k=1

�s�k+1

�0��� SQ
k=1

�0s+k

�� �
;

=

(�
SQ
k=1

�s�k+1

��
E

"
sP
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�j+1 +

�
sQ
i=k

�s�k+1

�
X0�

sP
m=1

"0s�r+1

�
m�1Q
k=1

�0s�k+1

�
+X 0

0

�
sQ
k=1

�k

�0��� SQ
k=1

�0s+k

�� �
= �� K (E ("4t )) �0� :

Du fait que la matrice suivante, qui sera calculée ci-dessous

K (E ("2s)) = E

("
sP
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�j+1 +

�
sQ
i=k

�s�k+1

�
X0

# �
sP

m=1

"0s�r+1

�
m�1Q
k=1

�0s�k+1

�
X 0
0

�
sQ
k=1

�0k

���
;

est �nie et donc la forme quadratique converge, si et seulement si lim
�!1

��s K (E ("4s)) �0�s = 0,

s = 1; 2; :::; S, i.e., les valeurs propres de la matrice 	s =
QS
k=1�s�k+1 sont tous strictement

inferieurs en valeurs absolues à 1. Sous cette condition, on a la convergence, au sens quadra-

tique, de l�expression qui est la représentation de Wold-Cramér

Xs+�S =
SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+�S +

1P
r=1

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��r)S:
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La matrice variance-covariance �(s) (0) peut être calculé directement à partir de l�expression

précédente. On a :

�(s) (0) =
SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
E
�
"s�i+1+�S "

0
s�i+1+�S

�� i�1Q
k=1

�s�k+1

�0
+

�
E
� 1P
r=1

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��r)S

�
�"

1P
l=1

�
SQ
k=1

�s�k+1

�l SP
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�j+1+(��l)S

#0)
=

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
E
�
"s�i+1+�S "

0
s�i+1+�S

�� i�1Q
k=1

�0s�k+1

�
+ E

�� 1P
r=1

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
"s�i+1+(��r)S

�
�"

1P
l=1

"0s�j+1+(��l)S
SP
j=1

�
j�1Q
k=1

�0s�k+1

��
SQ
k=1

�0s+k

�l #)

alors, on a

�(s) (0) =
1P
r=0

�
SQ
k=1

�s�k+1

�r � SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k+1

�
�s�i+1

�
i�1Q
k=1

�0s�k+1

���
SQ
k=1

�0s+k

�r
.

où �t est la matrice de variance-covariance du processus d�innovation. Cependant, pour le

besoin ultérieure, on peut avoir une expression équivalente. En e¤et, en multipliant, à droite

par X 0
t, l�égalité (1:2:1), tout en prenant l�espérance mathématique, on obtient

�(t) (0) = �t �
(t�1) (0) �0t + �t; t 2 Z;

en prenant l�opérateur vec des deux membres de l�égalité précédente, on obtient

vec
�
�(t) (0)

�
= (�t 
 �t) vec

�
�(t�1) (0)

�
+ vec (�t) ; t 2 Z:

En itérant S fois l�équation aux di¤érences précédentes, on obtient

vec
�
�(t) (0)

�
=

�
SQ
i=1

��t�i+1

�
vec
�
�(t) (0)

�
+

SP
j=1

�
j�1Q
i=1

��t�i+1

�
vec (�t�j+1) ;

où ��t = (�t 
 �t). Alors, si �
�

SQ
i=1

��t�i+1

�
=

�
�

�
SQ
i=1

�t�i+1

��2
< 1, on a

vec
�
�(s) (0)

�
=

�
I �

�
SQ
i=1

��s�i+1

���1 SP
j=1

�
j�1Q
i=1

��s�i+1

�
vec (�s�j+1) ;

=

�
I �

SQ
i=1

(�s�i+1 
 �s�i+1)
��1 SP

j=1

�
j�1Q
i=1

(�s�i+1 
 �s�i+1)
�
vec (�s�j+1) :
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1.3.2 Structure de la covariance et de l�autocorrélation

La matrice de variance covariance, �(t) (h) = E
�
(Xt � E (Xt)) (Xt � E (Xt))

0�, du pro-
cessus vectoriel Xt donné par (1:2:1) satisfait la propriété suivante.

Propriété 1:3:1. Soit h un entier positif, alors on a

�(s) (�h) = �(s+h)0 (h) ; s = 1; 2; :::; S et h 2 N: (1:3:7)

Preuve. On a

�(s) (�h) = E
�
Xs+�S X

0
s+h+�S

�
= E

��
Xs+h+�S X

0
s+�S

��0
= E

��
Xs+h+�S X

0
s+h+�S�h

��0
;

=
�
E
�
Xs+h+�S X

0
s+h+�S�h

��0
=
�
�(s+h) (h)

�0
:

La matrice de variance covariance �(t) (h) ; h � 1, est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1:3:2.

�(s) (h) =
�Qh

i=1�s�i+1

�
�(s�h) (0) ; s = 1; 2; :::; S; h � 1: (1:3:8)

ou encore pour h = � + kS, � = 1; 2; :::; S et k 2 N :

�(s) (� + kS) = 	ks (
Q�
i=1�s�i+1) �

(s��) (0) ; � = 1; 2; :::; S, k 2 N; (1:3:9)

où la matrice 	s est donnée par : 	s =
QS
i=1�s�i+1.

Preuve. En multipliant, à droite, les deux cotés de l�expression (1:2:2) par X 0
s�h+�S; h � 1

et � 2 Z, tout en prenant l�espérance, on obtient

Xs+�S X
0
s�h+�S = �s Xs+�S X

0
s�h+�S + "s+�S X

0
s�h+�S; s = 1; 2; :::; S;

E
�
Xs+�S X

0
s�h+�S

�
= �s

�
Xs�1+�S X

0
s�1�(h�1)+�S

�
+ E

�
"s+�S X

0
s�h+�S

�
;

�(s) (h) = �s �
(s�1) (h� 1) ; h � 1; s = 1; 2; :::; S;

par itération, par rapport à h, on obtient

�(s) (h) =
�Qk

i=1�s�i+1

�
�(s�h) (0) ; h � 1:

Posons h = � + kS, � = 1; 2; :::; S et k 2 N, alors la dernière expression peut être réécrite
sous la forme :

�(s) (� + kS) =

�
�+kSQ
i=1

�s�i+1

�
�s�(�+kS) (0) = 	ks

�
�Q
i=1

�s�i+1

�
�(s��) (0) ; � = 1; :::; S, k 2 N;

où la matrice 	s est donnée par : 	s =
QS
i=1�s�i+1.
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Structure d�autocorrélation

Soient �(s) (h) = Cor (Xs; Xs�h) ; h = � + kS; s; � = 1; 2; :::; S et k 2 N la matrice d�auto-

corrélation du processus périodiquement corrélé Xs+�S, alors on a la proposition suivante.

Proposition 1:3:2.

�(s) (� + kS) = ��1
s 	ks

�
�Q
i=1

�s�i+1

�
�s�� �

(s�v) (0) ; � = 1; 2; :::; S, k 2 N: (1:3:10)

où la matrice 	s est donnée par : 	s =
QS
i=1�s�i+1.

Preuve.

�(s) (� + kS) = 	ks

�
�Q
i=1

�s�i+1

�
�(s��) (0) ;

�s �
(s) (� + kS) �s�� = 	

k
s

�
�Q
i=1

�s�i+1

�
�(s��) (0) ;

�(s) (� + kS) = ��1
s 	ks

�
�Q
i=1

�s�i+1

�
�(s��) (0) ��1

s�� ;

�(s) (� + kS) = ��1
s 	ks

�
�Q
i=1

�s�i+1

�
�s�� �

(s�v) (0) ;

où �s est la matrice diagonale dont le j� ième élément, j = 1; 2; :::;m (rappelant que m est

la dimension du processus Xt), est donné par

(�r)jj =

q
�
(r)
jj (0):
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1.3.3 Estimateurs des moindres carrés

Il est bien connu que l�estimateur des moindres carrés b�T , basé sur une série chronologique
de taille T , de la matrice � est donné par l�expression :

b�s;T = �T�1P
�=0

Xs+�S X
0
s�1+�S

��
T�1P
�=0

Xs�1+�SX
0
s�1+S�

��1
: (1:3:11)

En remplaçant Xs+�S dans (1:3:11) par sa valeur donnée par (1:2:2), on obtient, pour s =

1; 2; :::; S,

b�s;T = � TP
�=1

�
�s Xs�1+(��1)S + "s+(��1)S

�
X 0
s�1+(��1)S

��
TP
�=1

Xs�1+(��1)S X
0
s�1+(��1)S

��1
;

=

�
�s

TP
�=1

Xs�1+(��1)S X
0
s�1+(��1)S +

TP
�=1

"s+(��1)S X
0
s�1+(��1)S

�
��

TP
�=1

Xs�1+(��1)S X
0
s�1+(��1)S

��1
;

= �s +

�
TP
�=1

"s+(��1)S X
0
s�1+(��1)S

��
TP
�=1

Xs�1+(��1)S X
0
s�1+(��1)S

��1
:

(1:3:12)

Donc, on a

b�s;T � �s = � TP
�=1

"s+(��1)S X
0
s�1+(��1)S

��
TP
�=1

Xs�1+(��1)S X
0
s�1+(��1)S

��1
: (1:3:13)

Soient As;T et Bs;T ; s = 1; 2; :::; S deux matrices dé�nies comme suit

As;T =
�PT

�=1Xs+(��1)S X
0
s�1+(��1)S

�
� �s

PT�1
�=1 Xs�1+(��1)S X

0
s�1+(��1)S;

= �s
PT

�=1Xs�1+(��1)S X
0
s�1+(��1)S +

PT
�=1 "s+(��1)S X

0
s�1+(��1)S

� �s
PT

�=1Xs�1+(��1)S X
0
s�1+(��1)S =

PT
�=1 "s+(��1)S X

0
s�1+(��1)S;

Bs;T =
PT

�=1Xs�1+(��1)S X
0
s�1+(��1)S:

En utilisant ces notations, on peut réécrire l�expression (1:3:13) sous la forme

b�s;T � �s = As;T B
�1
s;T ; s = 1; 2; :::; S: (1:3:14)
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Comme il a été précité, nous nous intéressons dans ce chapitre à l�étude du comportement

asymptotique de l�estimateur des moindres carrés ordinaire du modèle PV AR(1) dans le cas

explosif, et plus précisement dans le cas où lrs valeurs propre de la matrice 	s sont toutes

superieures à un.

Soit le processus vectoriel Zs;� ; s = 1; 2; :::; S et � = 1; :::; T � 1;

Zs;� = 	
�(��2)
s Xs�1+(��1)S; � � 2; (1:3:15)

où 	s =
QS
k=1�s�k; s = 1; 2; :::; S, est une matrice qui possède clairement les valeurs propres

que la matrice
QS
k=1�s�k+1. RemplaçonsXs�1+(��2)S par son expression donnée dans (1:3:2),

pour s� 1 et � � 1 ensuite pour s et � , on obtient

Xs�1+(��1)S =
��2P
r=0

�
SQ
k=1

�s�k

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(��r�1)S

+

�
SQ
k=1

�s�k

���1 "s�1P
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k

�
"s�j +

�
s�1Q
i=1

�s�k

�
X0

#
,

Donc, le processus Zs;� peut être explicitement réécrit sous la forme

Zs;� = 	
�(��2)
s Xs�1+(��1)S;

= 	
�(��2)
s

�
��2P
r=0

�
SQ
k=1

�s�k

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(��r�1)S

�
+

�
SQ
k=1

�s�k

� "
s�1P
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k

�
"s�j +

�
s�1Q
i=1

�s�k

�
X0

#
:

(1:3:16)

Par itération, par rapport à s de (1:2:2), tout en remplaçant s par s� 1, on obtient

Xs�1+�S =

�
mQ
k=1

�s�k

�
Xs�1�m+�S +

mP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+�S; (1:3:17)

en remplaçant m par S, on obtient

Xs�1+�S =

�
SQ
k=1

�s�k

�
Xs�1+(��1)S +

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+�S; (1:3:18)

En replaçant, � par � � 1, on a

Xs�1+(��1)S =

�
SQ
k=1

�s�k

�
Xs�1+(��2)S +

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(��1)S; (1:3:19)
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En multipliant les deux cotés de la dernière expression par 	�(��2)s , on obtient, tout en

utilisant Zs;� = 	
�(��2)
s Xs�1+(��1)S :

Zs;� = 	
�(��2)
s

�
SQ
k=1

�s�k

�
Xs�1+(��2)S +	

�(��2)
s

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(��1)S;

= 	
�(��3)
s Xs�1+(��2)S +	

�(��2)
s

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(��1)S:

Donc, on a l�équation récurrente

Zs;� = Zs;��1 +zs;� ; s = 1; 2; :::; S and � � 2; : (1:3:20a)

où

zs;� = 	�(��2)s

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(��1)S: (1:3:20b)

Par itération, en � de l�équation précédente, on obtient

Zs;� = Zs;��j +
Pj�1

m=0 zs;��m; � � 2 and j � 1: (1:3:20c)

Si on suppose que la taille N de la série chronologique est un multiple de la période S, i.,e.,

N = TS, T � 2, alors, on a, de (1:3:16)

Zs;T = 	
�(T�2)
s Xs�1+(T�1)S;

= 	
�(T�2)
s

�
T�2P
r=0

�
SQ
k=1

�s�k

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(T�r�1)S

�
+

�
SQ
k=1

�s�k

� "
s�1P
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k

�
"s�j +

�
s�1Q
i=1

�s�k

�
X0

#
:

(1:3:21)

Utilisant ces notations et dé�nitions, nous pouvons énoncer le lemme suivant.

Lemme 1:3:1.

	
�(T�2)
s Bs;T 	

�(T�2)0
s � Fs;T =

T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

j�1P
l=0

�
zT�m z0T�l

��
	�j0s

�
T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

Zs;T z0T�m
�
	�j0s �

T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

zT�m Z 0s;T
�
	�j0s ,

(1:3:22a)

où

Fs;T =
T�1P
j=0

	�js
�
Zs;T Z

0
s;T

�
	�j0s ; s = 1; 2; :::; S;

= Zs;TZ
0
s;T +	

�1
s

�
Zs;TZ

0
s;T

�
	�10s +	�2s

�
Zs;TZ

0
s;T

�
	�20s +

:::+	�T�1s

�
Zs;TZ

0
s;T

�
	
�(T�1)0
s ; s = 1; 2; :::; S:

(1:3:22b)
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Preuve. De l�expression de Bs;T tout en employant la relation Zs;T = 	
�(T�2)
s Xs�1+(T�1)S,

nous avons

	
�(T�2)
s Bs;T 	

�(T�2)0
s = 	

�(T�2)
s

�
TP
�=1

Xs�1+(��1)S X
0
s�1+(��1)S

�
	
�(T�2)0
s ;

= 	
�(T�2)
s

 
T�1P
j=0

Xs�1+(T�j�1)S X
0
s�1+(T�j�1)S

!
	
�(T�2)0
s ;

= 	
�(T�2)
s

 
T�1P
j=0

	
(T�j�2)
s

�
Zs;T�j Z

0
s;T�j

�
	
(T�j�2)0
s

!
	
�(T�2)0
s ;

=
T�1P
j=0

	�js
�
Zs;T�j Z

0
s;T�j

�
	�j0s = Zs;T Z

0
s;T +

T�1P
j=1

	�js
�
Zs;T�j Z

0
s;T�j

�
	�j0s ;

en remplaçant Zs;T�j Z 0s;T�j; j � 1, s = 1; 2; :::; S, de l�expression (1:3:20c) pour � = T , on

obtient

	
�(T�2)
s Bs;T 	

�(T�2)0
s = Zs;T Z

0
s;T +

T�1P
j=1

	�js
�
Zs;T�j Z

0
s;T�j

�
	�j0s ;

= Zs;T Z
0
s;T +

T�1P
j=1

	�js

�
Zs;T Z

0
s;T � Zs;T

�
j�1P
m=0

z0T�m
�

�
�
j�1P
m=0

zT�m
�
Z 0s;T +

j�1P
m=0

j�1P
l=0

zT�m z0T�l

�
	�j0s :

(1:3:23)

qui peut être réécrite sous la forme équivalente suivante

	
�(T�2)
s Bs;T 	

�(T�2)0
s = Zs;T Z

0
s;T +

T�1P
j=1

	�js
�
Zs;T�j Z

0
s;T�j

�
	�j0s ;

= Zs;T Z
0
s;T +

T�1P
j=1

	�js
�
Zs;TZ

0
s;T

�
	�j0s �

T�1P
j=1

	�js Zs;T

�
j�1P
m=0

z0T�m
�
	�j0s

�
T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

zT�m
�
Z 0s;T 	

�j0
s +

T�1P
j=1

j�1P
m=0

j�1P
l=0

	�js
�
zT�m z0T�l

�
	�j0s :

=
T�1P
j=0

	�js
�
Zs;T Z

0
s;T

�
	�j0s �

T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

Zs;T z0T�m
�
	�j0s

�
T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

zT�m Z 0s;T
�
	�j0s +

T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

j�1P
l=0

�
zT�m z0T�l

��
	�j0s :

(1:3:24)
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Lemme 1:3:2

As;T 	
�(T�2)0
s �Gs;T = �

T�1P
j=0

"s+(T�j�1)S
j�1P
m=0

z0T�m 	�j0s ;

= �
"
TP
j=1

j�1P
m=1

SP
i=1

�
"s+(T�j)S "

0
s�i+(T�j+m)S

�� i�1Q
k=1

�0s�k

�
	�m0s

#
	
�(T�2)0
s ;

=

(
�

TP
j=1

�
j�1P
m=1

SP
i=1

�
"s+(T�j)S "

0
s�i+(T�m)S

�� i�1Q
k=1

�0s�k

�
	m0s

�
	�j0s

)
	
�(T�2)0
s ;

(1:3:25a)

où

Gs;T =
PT�1

j=0 "s+(T�j�1)S Z
0
s;T 	

�j0
s ;

= "s+(T�1)S Z
0
s;T + "s+(T�2)S Z

0
s;T 	

�10
s + :::+ "s Z

0
s;T	

�(T�1)0
s :

(1:3:25b)

Preuve. En utilisant l�égalité Zs;T = Zs;T�j +
Pj�1

m=0 zT�m; j � 1 et s = 1; 2; :::; S, on

obtient

As;T 	
�(T�2)0
s =

PT�1
j=0 "s+(T�j�1)S Z

0
s;T�j 	

(T�j�2)0
s 	

�(T�2)0
s ;

=
PT�1

j=0 "s+(T�j�1)S Z
0
s;T�j 	

�j0
s ;

=
PT�1

j=0 "s+(T�j�1)S Z
0
s;T 	

�j0
s �

PT�1
j=0 "s+(T�j�1)S

Pj�1
m=0 z0T�m 	�j0s ;

= Gs;T �
PT�1

j=0 "s+(T�j�1)S
Pj�1

m=0 z0T�m 	�j0s ;

en remplaçant z0T�m par son expression
PS

i=1 "
0
s�i+(T�m�1)S

�Qi�1
k=1�

0
s�k

�
	
0�(T�m�2)
s , on ob-

tient

As;T	
�(T�2)0
s �Gs;T = �

T�1P
j=0

"s+(T�j�1)S
j�1P
m=0

SP
i=1

"0s�i+(T�m�1)S

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	
�(T�m�2)0
s 	�j0s ;

= �
T�1P
j=0

�
j�1P
m=0

SP
i=1

�
"s+(T�j�1)S "

0
s�i+(T�m�1)S

�� i�1Q
k=1

�0s�k

�
	
�(T�m�2)0
s

�
	�j0s ;

= �
T�1P
j=0

�
jP

m=1

SP
i=1

�
"s+(T�j�1)S "

0
s�i+(T�j+m�1)S

�� i�1Q
k=1

�0s�k

�
	
�(T+m�2)0
s

�
;

= �
"
TP
j=1

j�1P
m=1

SP
i=1

�
"s+(T�j)S "

0
s�i+(T�j+m)S

�� i�1Q
k=1

�0s�k

�
	�m0s

#
	
�(T�2)0
s ;

= �
"
TP
j=1

�
j�1P
m=1

SP
i=1

�
"s+(T�j)S "

0
s�i+(T�m)S

�� i�1Q
k=1

�0s�k

�
	m0s

�
	�j0s

#
	
�(T�2)0
s ;

ce qui accomplit la preuve. La proposition suivante établit la convergence, en probabilité vers

0, de 	�(T�2)s Bs;T 	
�(T�2)0
s � Fs;T et As;T 	

�(T�2)0
s �Gs;T :
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A) Convergence de 	
�(T�2)
s Bs;T 	

�(T�2)0
s et As;T 	

�(T�2)0
s

Proposition 1:3:3.

P lim
T!1

�
	�(T�2)s Bs;T 	

�(T�2)0
s � Fs;T

�
= 0; (1:3:26a)

P lim
T!1

�
As;T 	

�(T�2)0
s �Gs;T

�
= 0; (1:3:26b)

où Fs;T et Gs;T , s = 1; 2; :::; S, sont respectivement donnés par (1:3:22b) et (1:3:25b).

Remarque 1:3:1. Dans le cas invariant de temps les limites de probabilité (1:3:26a) et

(1:3:26b) sont réduites à ceux données, par Anderson (1959), dans le Theorem 3:1 et le

Theorem 3:2, respectivement.

Preuve. 1:3:26a): Exprimons, d�abords les expressions
j�1P
m=0

j�1P
l=0

zT�m z0T�l et
j�1P
m=0

Zs;T z0T�m

en terme des ". En e¤et, de (1:3:20b), on a

j�1P
m=0

j�1P
l=0

zT�m z0T�l =
j�1P
m=0

j�1P
l=0

�
	
�(T�m�2)
s

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(T�m�1)S

�
��

SP
r=1

"0s�r+(T�l�1)S

�
i�1Q
k=1

�0s�r�1+k

�
	
�(T�l�2)0
s

�
=

j�1P
m=0

j�1P
l=0

�
	
�(T�m�2)
s

SP
i=1

SP
r=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

��
"s�i+(T�m�1)S "

0
s�r+(T�l�1)S

�
��

i�1Q
k=1

�0s�r�1+k

�
	
�(T�l�2)0
s

�
;

de (1:3:21) et (1:3:20b) on peut réécrire l�expression
Pj�1

m=0 Zs;T z0T�m sous la forme

j�1P
m=0

Zs;T z0T�m =
j�1P
m=0

	
�(T�2)
s

�
T�2P
r=0

�
SQ
k=1

�s�k

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(T�r�1)S

+

�
SQ
k=1

�s�k

�  
s�1P
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k

�
"s�j +

�
s�1Q
i=1

�s�k

�
X0

!
��

SP
l=1

"0s�l+(T�m�1)S

�
l�1Q
k=1

�0s�l+k

�
	
�(T�m�2)0
s

��
;

(1:3:27)
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et de (1:3:27), on peut avoir

j�1P
m=0

zT�m Z 0s;T = 	
�(T�2)
s

j�1P
m=0

�
	ms

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(T�m�1)S

�
��

T�2P
r=0

SP
i=1

"0s�i+(T�r�1)S

�
i�1Q
k=1

�0s�k

��
SQ
k=1

�0s�k

�r
	
�(T�2)0
s

+

�
s�1P
i=1

"0s�i

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
+X 0

0

�
s�1Q
k=1

�0k

��
	0s

�
; T � 2:

(1:3:28)

Calculons l�espérance de 	�(T�2)s Bs;T 	
�(T�2)0
s � Fs;T .

E
�
	
�(T�2)
s Bs;T 	

�(T�2)0
s � Fs;T

�
= E

 
T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

j�1P
l=0

�
zT�m z0T�l

��
	�j0s

!

� E
 
T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

Zs;T z0T�m
�
	�j0s

!
� E

 
T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

zT�mZ 0s;T
�
	�j0s

!
=

T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

j�1P
l=0

E
�
zT�m z0T�l

��
	�j0s �

T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

E
�
Zs;T z0T�m

��
	�j0s

�
T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

E
�
zT�m Z 0s;T

��
	�j0s .

Calculons l�expression
Pj�1

m=0

Pj�1
l=0 E

�
zT�m z0T�l

�
Pj�1

m=0

Pj�1
l=0 E

�
zT�m z0T�l

�
=
Pj�1

m=0

Pj�1
l=0 	

�(T�m�2)
s

PS
i=1

PS
r=1

�Qi�1
k=1�s�k

�
E
�
"s�i+(T�m�1)S "

0
s�r+(T�l�1)S

�
��Qr�1

k=1�
0
s�r+k

�
	
�(T�l�2)0
s ,

en tenant compte de l�indépendance des ", on obtient

j�1P
m=0

j�1P
l=0

E
�
zT�mz0T�l

�
=

j�1P
m=0

	
�(T�m�2)
s

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
E
�
"s�i+(T�m�1)S"

0
s�i+(T�m�1)S

�
��

i�1Q
k=1

�0s�k

�
	
�(T�m�2)0
s ,

=
j�1P
m=0

	
�(T�m�2)
s

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	
�(T�m�2)0
s

= 	
�(T�2)
s

�Pj�1
m=0	

m
s 


(S)
s 	m0s

�
	
�(T�2)0
s ;

où 
(S)s =
PS

i=1

�Qi�1
k=1�s�k

�
�s�i

�Qi�1
k=1�

0
s�k

�
. Alors, on a
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T�1P
j=1

	�js
j�1P
m=0

j�1P
l=0

E
�
zT�mz0T�l

�
	�j0s =

T�1P
j=1

	�js

�
	
�(T�2)
s

�
j�1P
m=0

	ms 

(S)
s 	m0s

�
	
�(T�2)0
s

�
	�j0s ;

= 	
�(T�2)
s

T�1P
j=1

	�js

��
j�1P
m=0

	ms 

(S)
s 	m0s

�
	�j0s

�
	
�(T�2)0
s ;

= 	
�(T�2)
s

T�1P
j=1

	s

���
j�1P
m=0

	
(m�j)
s 


(S)
s 	

(m�j)0
s

���
	
�(T�2)0
s ;

= 	
�(T�2)
s

T�1P
j=1

	s

�
jP

m=1

	�ms 

(S)
s 	�m0s

�
	
�(T�2)0
s ;

= 	
�(T�2)
s

T�1P
j=1

	s

�
j�1P
m=0

	
�(m+1)
s 


(S)
s 	

�(m+1)0
s

�
	
�(T�2)0
s

= 	
�(T�1)
s

"
T�2P
j=0

�
jP

m=0

	�ms 

(S)
s 	�m0s

�#
	
�(T�1)0
s ;

où la matrice symétrique 
(S)s =
PS

i=1

�Qi�1
k=1�s�k

�
�s�i

�Qi�1
k=1�

0
s�k

�
:

D�autre part, l�espérance de
Pj�1

m=0 Zs;T z0T�m est donnée parPj�1
m=0 E

�
Zs;T z0T�m

�
;

=
j�1P
m=0

E
�
	
�(T�2)
s

T�2P
r=0

�
SQ
k=1

�s�k

�r SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(T�r�1)S

+

�
SQ
k=1

�s�k

�
s�1P
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k

�
"s�j +

�
SQ
k=1

�s�k

��
s�1Q
i=1

�s�k

�
X0

)
��

SP
l=1

"0s�l+(T�m�1)S

�
l�1Q
k=1

�0s�l+k

�
	
�(T�m�2)0
s

�
;

=
j�1P
m=0

�
	
�(T�2)
s

�
SQ
k=1

�s�k

�m SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
E
�
"s�i+(T�m�1)S "

0
s�i+(T�m�1)S

�
��

i�1Q
k=1

�0s�i+k

�
	
�(T�m�2)0
s

�
+

�
SQ
k=1

�s�k

�
s�1P
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k

�
E
�
"s�j "

0
s�j
��j�1Q

k=1

�0s�j+k

�
	0s.

Finalement, on a

j�1P
m=0

E
�
Zs;Tz0T�m

�
=

j�1P
m=0

	
�(T�m�2)
s

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	
�(T�m�2)0
s

+	s
s�1P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	0s;

=
j�1P
m=0

	
�(T�m�2)
s 


(S)
s 	

�(T�m�2)0
s +	s �

(s) 	0s;

= 	
�(T�j�1)
s

j�1P
m=0

	�ms 

(S)
s 	�m0s 	

�(T�j�1)0
s +	s �

(s) 	0s;
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où �(s) =
s�1P
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k

�
�s�j

�
j�1Q
k=1

�0s�k

�
: Donc l�espérance mathématique de l�expression

j�1P
m=0

zT�m Z 0s;T est, puisque la matrice de variance-covariance 

(S)
s est symétrique, donnée

par

j�1P
m=0

E
�
zT�m Z 0s;T

�
=

�
j�1P
m=0

E
�
Zs;Tz0T�m

��0
= 	

�(T�j�1)
s

j�1P
m=0

	�ms 

(S)
s 	�m0s 	

�(T�j�1)0
s +	s �

(s) 	0s:

Finalement, l�expression de E
�
	
�(T�2)
s Bs;T 	

�(T�2)0
s � Fs;T

�
est donnée par

E
�
	
�(T�2)
s Bs;T 	

�(T�2)0
s � Fs;T

�
=

T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

j�1P
l=0

E
�
zT�m z0T�l

��
	�j0s

� 2
T�1P
j=1

	�js

�
j�1P
m=0

E
�
Zs;T z0T�m

��
	�j0s ;

= 	
�(T�1)
s

"
T�2P
j=0

�
jP

m=0

	�ms 

(S)
s 	�m0s

�#
	
�(T�1)0
s

� 2
T�1P
j=1

	�js

�
	
�(T�j�1)
s

j�1P
m=0

	�ms 

(S)
s 	�m0s 	

�(T�j�1)0
s +	s �

(s) 	0s

�
	�j0s ;

= 	
�(T�1)
s

"
T�2P
j=0

�
jP

m=0

	�ms 
(S) 	�m0s

�#
	
�(T�1)0
s

� 2
T�1P
j=1

�
	
�(T�1)
s

j�1P
m=0

	�ms 

(S)
s 	�m0s 	

�(T�1)0
s +	

�(j�1)
s �(s) 	

�(j�1)0
s

�
;

Donc, on a

E
�
	
�(T�2)
s Bs;T 	

�(T�2)0
s � Fs;T

�
= 	

�(T�1)
s

"
T�2P
j=0

�
jP

m=0

	�ms 

(S)
s 	�m0s

�#
	
�(T�1)0
s

� 2 	�(T�1)s

T�1P
j=1

�
j�1P
m=0

	�ms 

(S)
s 	�m0s

�
	
�(T�1)0
s +

T�1P
j=1

�
	
�(j�1)
s �(s) 	

�(j�1)0
s

�
:

Preuve de 1:3:26b): De (1:3:25a), on a l�expression de As;T	
�(T�2)0
s �Gs;T

E
�
As;T 	

�(T�2)0
s �Gs;T

�
= �

PT
j=1 E

�
"s+(T�j)S

j�2P
m=0

z0T�m 	
�(j�1)0
s

�
;
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qui peut être réécrite sous la forme :

E
�
As;T 	

�(T�2)0
s �Gs;T

�
= �

PT�1
j=0 E

�
"s+(T�j�1)S

j�1P
m=0

�
SP
i=1

"0s�i+(T�m�1)S

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	
�(T�m�2)0
s

�
	�j0s

�
;

= �
PT�1

j=0 E
�
SP
i=1

j�1P
m=0

"s+(T�j�1)S "
0
s�i+(T�m�1)S

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	m0s

�
	�j0s 	

�(T�2)0
s ;

= �
PT�1

j=0

�
SP
i=1

jP
m=1

E
�
"s+(T�j�1)S "

0
s�i+(T�m)S

� � i�1Q
k=1

�0s�k

�
	m0s

�
	�j0s 	

�(T�1)0
s ;

la dernière expression n�est pas nulle seulement pour m = j et i = S. donc, on a

E
�
As;T 	

�(T�2)0
s �Gs;T

�
= �

T�1P
j=0

�
jP

m=1

E
�
"s+(T�j�1)S "

0
s+(T�(m)�1)S

��S�1Q
k=1

�0s+k

�
	
(m)0
s

�
	�j0s 	

�(T�1)0
s ;

= �
T�1P
j=0

�
j�1P
m=0

E
�
"s+(T�j�1)S "

0
s+(T�j�1+m)S

��S�1Q
k=1

�0s�S+k

�
	�m0s

�
	
�(T�1)0
s ;

= �
T�1P
j=0

�
j�1P
m=0

E
�
"s+(T�j�1)S "

0
s+(T�j�1+m)S

��S�1Q
k=1

�0s�S+k

�
	�m0s

�
	
�(T�1)0
s ;

= �
T�1P
j=0

�
j�1P
m=0

�s

�
S�1Q
k=1

�0s+k

�
	�m0s

�
	
�(T�1)0
s :

(1:3:29)

Supposons que la matrice 	s, pour tout s = 1; 2; :::; S �xé, est telle qu�il existe une matrice

correspondante non-singulière Cs telle que :

Cs 	s C
�1
s = �s; s = 1; 2; :::; S; (1:3:30)

où �s est une matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres de la matrice 	s.

Alors, on a

	s = C�1s �s Cs et donc 	�1s = C�1s ��1s Cs ; s = 1; 2; :::; S; (1:3:30a)

	�rs = C�1s ��rs Cs; s = 1; 2; :::; S et r 2 N�: (1:3:30b)

En utilisant ces notations et dé�nitions, on peut montrer la propriété suivante.
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Propriété 1:3:2. Le vecteur colonne moyen et la matrice variance-covariance du vecteur

colonne Zs;T sont donnés par :

E (Zs;T ) = �s
�Qs�1

k=1�s�k
�
X0;

V ar (Zs;T ) = E
��
Zs;T � E (Zs;T )

��
Zs;T � E (Zs;T )

�0�
;

= 	
�(T�2)
s

�
T�2P
r=0

�
	rs 


(S)
s 	r0s

��
	
�(T�2)0
s +	s �

(s) 	0s:

(1:3:31a)

où les matrices 
(S)s et �(s), pour s = 1; 2; :::; S �xé, sont données par



(S)
s =

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
;

�(s) =
s�1P
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k

�
�s�j

�
j�1Q
k=1

�0s�k

�
; for s = 1; 2; :::; S:

(1:3:31b)

De plus, la matrice variance-covariance converge, pour tout s = 1; 2; :::; S �xé, quand T !
1, vers la constante matricielle suivante :

V ar (Zs) = lim
T!1

	
�(T�2)
s

��
T�1P
r=0

	rs�s�1	
r0
s

�
+
T�2P
r=0

�
	rs 


(S)
s 	r0s

��
	
�(T�2)0
s

+	s �
(s) 	0s;

=
1

1� �s;i �s;j
C�1s

�P
k

P
l

Cs;i;k Cs;j;l

�
�
(s�1)
k;l + 


(S)
s

��
C�10s +	s �

(s) 	0s:

(1:3:31c)

où �s;i est le i�ème éléments, i = 1; 2; :::;m, de la matrice diagonale �s, s = 1; 2; :::; S, qui

a comme éléments les racines caractéristiques de la matrice 	s.

Preuve. Rappelons que le vecteur colonne Zs;T été donné dans (1:3:16) par

Zs;T =

�
	
�(T�2)
s "s�1+(T�1)S +

T�1P
r=1

	
�(r�1)
s

S�1P
i=1

�
S�iQ
k=1

�s�k

�
"s+i�1+(r�1)S

+
T�1P
r=1

	
�(r�2)
s "s�1+(r�1)S +	s

�
s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i�1 +

�
s�1Q
k=1

�s�k

�
X0

��
:

sa moyenne est donnée par

E (Zs;T ) = 	s
�
s�1Q
k=1

�s�k

�
X0:
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et sa matrice de variance-covariance sont données par

V ar (Zs;T ) = E
��
Zs;T � E (Zs;T )

��
Zs;T � E (Zs;T )

�0�
;

= E
��
	
�(T�2)
s "s�1+(T�1)S +

T�1P
r=1

	
�(r�1)
s

S�1P
i=1

�
iQ

k=1

�s�k

�
"s�i�1+rS

+
T�1P
r=1

	
�(r�2)
s "s�1+(r�1)S +	s

s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i�1

�
�
	
�(T�2)
s "s�1+(T�1)S +

T�1P
r=1

	
�(r�1)
s

S�1P
i=1

�
iQ

k=1

�s�k

�
"s�i�1+rS

+
T�1P
r=1

	
�(r�2)
s "s�1+(r�1)S +	s

s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i�1

�0)
+
T�1P
r=1

	
�(r�2)
s "s�1+(r�1)S +	s

s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i�1

�
"
"0s�1+(T�1)S 	

�(T�2)0
s +

T�1P
r=1

S�1P
i=1

"0s�i�1+rS

�
iQ

k=1

�s�k

�0
	
�(r�1)0
s

+
T�1P
r=1

"0s�1+(r�1)S 	
�(r�2)0
s +

s�2P
i=1

"0s�i�1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�0
	0s

#)
;

= E
��
	
�(T�2)
s "s�1+(T�1)S +

T�1P
r=1

	
�(r�1)
s

S�1P
i=1

�
iQ

k=1

�s�k

�
"s�i�1+rS

= 	
�(T�2)
s E

�
"s�1+(T�1)S "

0
s�1+(T�1)S

�
	
�(T�2)0
s

+
T�1P
r=1

	
�(r�1)
s

S�1P
i=1

�
iQ

k=1

�s�k

�
E
�
"s�i�1+rS "

0
s�i�1+rS

�� iQ
k=1

�s�k

�0
	
�(r�1)0
s

+
T�1P
r=1

	
�(r�2)
s E

�
"s�1+(r�1)S "

0
s�1+(r�1)S

�
	
�(r�2)0
s

+	s
s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
E
�
"s�i�1 "

0
s�i�1

� � i�1Q
k=1

�s�k

�0
	0s.

D�où, on a

E (Zs;T ) = �s
�Qs�1

k=1�s�k
�
X0;

V ar (Zs;T ) = 	
�(T�2)
s �s�1 	

�(T�2)0
s

+
PT�1

r=1 	
�(r�1)
s

PS�1
i=1

�Qi
k=1�s�k

�
�s�i�1

�Qi
k=1�s�k

�0
	
�(r�1)0
s

+
T�1P
r=1

	
�(r�2)
s �s�1 	

�(r�2)0
s

+	s
s�2P
i=1

�Qi�1
k=1�s�k

�
�s�i�1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�0
	0s;
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= 	
�(T�2)
s �s�1	

�(T�2)0
s +

T�1P
r=1

	
�(r�1)
s

SP
i=1

�
iQ

k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
iQ

k=1

�s�k

�0
	
�(r�1)0
s

+	s
s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�0
	0s:

la matrice de variance-covariance est alors donnée par

Cov (Zs;T ) = 	
�(T�2)
s �s�1	

�(T�2)0
s +

T�1P
r=1

	
�(r�1)
s

SP
i=1

�
iQ

k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
iQ

k=1

�s�k

�0
	
�(r�1)0
s

+	s
s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�0
	0s;

= 	
�(T�2)
s �s�1	

�(T�2)0
s +

T�1P
r=1

	
�(r�1)
s

SP
i=1

�
iQ

k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
iQ

k=1

�0s�k

�
	
�(r�1)0
s

+	s
s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	0s;

= 	
�(T�2)
s �s�1	

�(T�2)0
s +

T�1P
r=1

	
�(T�r�1)
s

SP
i=1

�
iQ

k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
iQ

k=1

�0s�k

�
	
�(T�r�1)0
s

+	s
s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	0s;

ou d�une façon équivalente par

V ar (Zs;T ) = 	
�(T�2)
s �s�1	

�(T�2)0
s +

T�1P
r=1

	
�(r�1)
s

SP
i=1

�
iQ

k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
iQ

k=1

�0s�k

�
	
�(r�1)0
s

+	s
s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	0s

+
T�1P
r=1

	
�(T�r�1)
s

S�1P
i=1

�
iQ

k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
iQ

k=1

�0s�k

�
	
�(T�r�1)0
s

+	s
s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	0s;

=
T�1P
r=0

	
�(T�r�2)
s �s�1	

�(T�r�2)0
s +

T�1P
r=1

	
�(T�r�1)
s

S�1P
i=1

�
iQ

k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
iQ

k=1

�0s�k

�
	
�(T�r�1)0
s

+	s
s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	0s +	s

s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	0s;
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=
T�1P
r=0

	
�(T�r�2)
s �s�1 	

�(T�r�2)0
s +

T�2P
r=0

�
	
�(T�r�2)
s

S�1P
i=1

�
iQ

k=1

�s�k

�
�s�i�1�

iQ
k=1

�0s�k

�
	
�(T�r�2)0
s

�
+	s

s�2P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
�s�i�1

�
i�1Q
k=1

�0s�k

�
	0s;

= 	
�(T�2)
s

�PT�1
r=0 	

r
s�s�1	

r0
s

�
	
�(T�2)0
s +	

�(T�2)
s

PT�2
r=0

h
	rs
PS�1

i=1

�Qi
k=1�s�k

�
�s�i�1�Qi

k=1�
0
s�k

�
	r0s

i
	
�(T�2)0
s

+	s
Ps�2

i=1

�Qi�1
k=1�s�k

�
�s�i�1

�Qi�1
k=1�

0
s�k

�
	0s:

Calcul de la limite de la matrice variance

Considérons la relation 	�rs = C�1s ��rs Cs; s = 1; 2; :::; S et r 2 N�, alors nous donnons

l�expression de la quadratique 	�(T�2)s

�PT�1
r=0 	

r
s�s�1	

r0
s

�
	
�(T�2)0
s comme suit :

	
�(T�2)
s

�PT�1
r=0 	

r
s�s�1	

r0
s

�
	
�(T�2)0
s ;

= C�1s ��(T�2)s Cs

�PT�1
r=0 C

�1
s �rs Cs �s�1 C

0
s �

r
s C

�10
s

�
C 0s �

�(T�2)
s C�10s ;

= C�1s ��(T�2)s

�
T�1P
r=0

�rsCs�s�1C
0
s�
r
s

�
��(T�2)s C�10s = C�1s

�
T�1P
r=0

��(r�1)s Cs�s�1C
0
s �

�(r�1)
s

�
C�10s ;

où �s est la matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres de la matrice 	s

��(r�1)s Cs =0BBBBBBBBB@

�
�(r�1)
s;1 0 0 : : : 0

0 �
�(r�1)
s;2 0 : : : 0

...
...

. . . . . .
...

0 0 �
�(r�1)
s;i

. . . 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 : : : 0 ��(r�1)s;m

1CCCCCCCCCA

0BBBBBBB@

Cs;1;1 Cs;1;2 : : : Cs;1;j : : : Cs;1;m
Cs;2;1 Cs;2;2 : : : Cs;2;j : : : Cs;2;m
...

...
. . .

...
...

...
Cs;i;1 Cs;i;2 : : : Cs;i;j : : : Cs;i;m
...

...
. . .

...
...

...
Cs;m;1 Cs;m;2 : : : Cs;m;j : : : Cs;m;m

1CCCCCCCA

=

0BBBBBBBB@

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;1 �

�(r�1)
s;1 Cs;1;2 : : : �

�(r�1)
s;1 Cs;1;j : : : �

�(r�1)
s;1 Cs;1;m

�
�(r�1)
s;1 Cs;2;1 �

�(r�1)
s;2 Cs;2;2 : : : �

�(r�1)
s;2 Cs;2;j : : : �

�(r�1)
s;2 Cs;2;m

...
...

. . .
...

...
...

�
�(r�1)
s;i Cs;i;1 �

�(r�1)
s;i Cs;i;2 : : : �

�(r�1)
s;i Cs;i;j : : : �

�(r�1)
s;i Cs;i;m

...
...

. . .
...

...
...

��(r�1)s;m Cs;m;1 ��(r�1)s;m Cs;m;2 : : : ��(r�1)s;m Cs;m;j : : : ��(r�1)s;m Cs;m;m

1CCCCCCCCA
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Finalement, on a

C 0s �
�(r�1)
s =

0BBBBBBBB@

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;1 �

�(r�1)
s;1 Cs;2;1 : : : �

�(r�1)
s;m�1 Cs;i;1 : : : ��(r�1)s;m Cs;m;1

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;2 �

�(r�1)
s;2 Cs;2;2 : : : �

�(r�1)
s;m�1 Cs;i;2 : : : ��(r�1)s;m Cs;m;2

...
...

. . .
...

...
...

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;j �

�(r�1)
s;2 Cs;2;j : : : �

�(r�1)
s;m�1 Cs;i;j : : : ��(r�1)s;m Cs;m;j

...
...

. . .
...

...
...

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;m �

�(r�1)
s;2 Cs;2;m : : : �

�(r�1)
s;m�1 Cs;i;m : : : ���(r�1)s;m Cs;m;m

1CCCCCCCCA

Ce qui donne ��(r�1)s Cs �s�1 =

0BBBBBBBB@

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;1 �

�(r�1)
s;1 Cs;2;1 : : : �

�(r�1)
s;m�1 Cs;i;1 : : : ��(r�1)s;m Cs;m;1

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;2 �

�(r�1)
s;2 Cs;2;2 : : : �

�(r�1)
s;m�1 Cs;i;2 : : : ��(r�1)s;m Cs;m;2

...
...

. . .
...

...
...

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;j �

�(r�1)
s;2 Cs;2;j : : : �

�(r�1)
s;m�1 Cs;i;j : : : ��(r�1)s;m Cs;m;j

...
...

. . .
...

...
...

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;m �

�(r�1)
s;2 Cs;2;m : : : �

�(r�1)
s;m�1 Cs;i;m : : : ���(r�1)s;m Cs;m;m

1CCCCCCCCA
�

0BBBBBBBBB@

�
(s�1)
1;1 �

(s�1)
1;2 : : : �

(s�1)
1;j : : : �

(s�1)
1;m

�
(s�1)
2;1 �

(s�1)
2;2 : : : �

(s�1)
2;j : : : �

(s�1)
2;m

...
...

. . .
...

...
...

�
(s�1)
i;1 �

(s�1)
i;2 : : : �

(s�1)
i;j : : : �

(s�1)
i;m

...
...

. . .
...

...
...

�
(s�1)
m;1 �

(s�1)
m;2 : : : �

(s�1)
m;j : : : �

(s�1)
m;m

1CCCCCCCCCA

=
P
k

0BBBBBBBBB@

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;k�

(s�1)
k;1 �

�(r�1)
s;1 Cs;1;k�

(s�1)
k;2 :: �

�(r�1)
s;1 Cs;1;k�

(s�1)
k;j :: �

�(r�1)
s;1 Cs;1;k�

(s�1)
k;m

�
�(r�1)
s;2 Cs;2;k�

(s�1)
k;1 �

�(r�1)
s;2 Cs;2;k�

(s�1)
k;2 : : : �

�(r�1)
s;2 Cs;2;k�

(s�1)
k;j :: �

�(r�1)
s;2 Cs;2;k�

(s�1)
k;m

...
...

. . .
...

...
...

�
�(r�1)
s;2 Cs;i;k�

(s�1)
k;1 �

�(r�1)
s;2 Cs;i;k�

(s�1)
k;2 : : : �

�(r�1)
s;2 Cs;i;k�

(s�1)
k;j :: �

�(r�1)
s;2 Cs;i;k�

(s�1)
k;m

...
...

. . .
...

...
...

��(r�1)s;m Cs;m�
(s�1)
k;1 ��(r�1)s;m Cs;m�

(s�1)
k;2 : : : ��(r�1)s;m Cs;m�

(s�1)
k;j :: ��(r�1)s;m Cs;m�

(s�1)
k;m

1CCCCCCCCCA
Finalement, on a ��(r�1)s Cs �s�1 C

0
s �

�(r�1)
s =
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P
k

0BBBBBBBBB@

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;k�

(s�1)
k;1 �

�(r�1)
s;1 Cs;1;k�

(s�1)
k;2 : : : �

�(r�1)
s;1 Cs;1;k�

(s�1)
k;l : : : �

�(r�1)
s;1 Cs;1;k�

(s�1)
k;m

�
�(r�1)
s;2 Cs;2;k�

(s�1)
k;1 �

�(r�1)
s;2 Cs;2;k�

(s�1)
k;2 : : : �

�(r�1)
s;2 Cs;2;k�

(s�1)
k;l : : : �

�(r�1)
s;2 Cs;2;k�

(s�1)
k;m

...
...

. . .
...

...
...

�
�(r�1)
s;i Cs;i;k�

(s�1)
k;1 �

�(r�1)
s;i Cs;i;k�

(s�1)
k;2 : : : �

�(r�1)
s;i Cs;i;k�

(s�1)
k;l : : : �

�(r�1)
s;i Cs;i;k�

(s�1)
k;m

...
...

. . .
...

...
...

��(r�1)s;m Cs;m�
(s�1)
k;1 ��(r�1)s;m Cs;m�

(s�1)
k;2 : : : ��(r�1)s;m Cs;m�

(s�1)
k;l : : : ��(r�1)s;m Cs;m�

(s�1)
k;m

1CCCCCCCCCA

�

0BBBBBBBBB@

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;1 �

�(r�1)
s;2 Cs;2;1 : : : �

�(r�1)
s;j Cs;j;1 : : : ��(r�1)s;m Cs;m;1

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;2 �

�(r�1)
s;2 Cs;2;2 : : : �

�(r�1)
s;j Cs;j;2 : : : ��(r�1)s;m Cs;m;2

...
...

. . .
...

...
...

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;j �

�(r�1)
s;2 Cs;2;j : : : �

�(r�1)
s;j Cs;j;l : : : ��(r�1)s;m Cs;m;j

...
...

. . .
...

...
...

�
�(r�1)
s;1 Cs;1;m �

�(r�1)
s;2 Cs;2;m : : : �

�(r�1)
s;j Cs;j;m : : : ���(r�1)s;m Cs;m;m

1CCCCCCCCCA
= (�s;i �s;j)

�(r�1)
�P

k

P
l

Cs;i;k Cs;j;l �
(s�1)
k;l

�

Donc, on a

	
�(T�2)
s

�PT�1
r=0 	

r
s�s�1	

r0
s

�
	
�(T�2)0
s = C�1s

�PT�1
r=0 �

�(r�1)
s Cs�s�1C

0
s �

�(r�1)
s

�
C�10s ;

= C�1s

 PT�1
r=0 (�s;i �s;j)

�(r�1)
�P

k

P
l

Cs;i;k Cs;j;l �
(s�1)
k;l

�
m�m

!
C�10s ;

=
1� (�s;i �s;j)�(T�1)

1� �s;i �s;j
C�1s

�P
k

P
l

Cs;i;k Cs;j;l �
(s�1)
k;l

�
C�10s ;

�!
T!1

1

1� �s;i �s;j
C�1s

�P
k

P
l

Cs;i;k Cs;j;l �
(s�1)
k;l

�
C�10s :

De la même manière on peut calculer l�expression de	�(T�2)s

�PT�2
r=0

�
	rs 


(S)
s 	r0s

��
	
�(T�2)0
s ,

on a :

	
�(T�2)
s

�PT�2
r=0

�
	rs 


(S)
s 	r0s

��
	
�(T�2)0
s =

1� (�s;i �s;j)�(T�2)

1� �s;i �s;j
C�1s

�P
k

P
l

Cs;i;k Cs;j;l 

(S)
k;l

�
C�10s ;

d�où lim
T!1

	
�(T�2)
s

�PT�2
r=0 (	

r
s 
S 	

r0
s )
�
	
�(T�2)0
s =

1

1� �s;i �s;j
C�1s

�P
k

P
l

Cs;i;k Cs;j;l 

(S)
k;l

�
C�10s ;
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Soit Ys;T la m �m�matrice qui a comme j�eme colonne, j = 1; 2; :::;m, le vecteur colonne

Ys;j;T =
PT�1

r=0 

r
s;j "s+(T�1�r)S et Zs;T la m�m�matrice diagonale qui a comme j�eme élément

le j�eme élément du vecteur colonne Cs Zs;T , alors on peut remarquer que les matrices Fs;T et

Gs;T , données respectivement par (1:3:21b) et (1:3:24b), véri�ent, pour tout s = 1; 2; :::; S, la

propriété suivante.

Propriété 1:3:3. Les matrices Fs;T et Gs;T peuvent être données par les expressions sui-

vantes :

Fs;T = C�1s �s;T C
�10
s ; (1:3:32a)

Gs;T = Ys;T Zs;T C
�10
s ; (1:3:32b)

où 
s = ��1s et où la matrice �s;T =
PT�1

r=0 

r
s

�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�

�rs dont l�élément d�ordre

p et q est donné par

(�s;T )p;q =
PT�1

r=0

�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�
p;q

�

s;p 
s;q

�r
; p; q = 1; 2; :::;m

=
1�

�

s;p 
s;q

�T
1� 
s;p 
s;q

�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�
p;q
; s = 1; 2; :::; S;

(1:3:32c)

et où
�
Z 0s;TC

0
s

�
j
est le j�eme élément du vecteur ligne Z 0s;TC

0
s:

Preuve. 1:3:32a). En utilisant les propriétés (1:3:30a) et (1:3:30b), on peut réécrire Fs;T sous

la forme suivante

Fs;T =
T�1P
j=0

C�1s
�
��js Cs

�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s�

�j
s

�
C�10s ;

=
�
Zs;TZ

0
s;T

�
+ C�1s ��1s

�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�
��10s C�10s +

+ C�1s ��2s
�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�
��20s C�10s + :::+ C�1s ��(T�1)s

�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�
��(T�1)0s C�10s ;

alors, on a pour s = 1; 2; :::; S,

(�s;T )p;q =
PT�1

r=0

�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�
p;q

�

s;p 
s;q

�r
; p; q = 1; 2; :::;m

=
1�

�

s;p 
s;q

�T
1� 
s;p 
s;q

�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�
p;q
; s = 1; 2; :::; S;

(1:3:33)

où la matrice 
s = ��1s . Soit �s;T =
T�1P
r=0


rs
�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�

�rs dont l�élément d�ordre p et

q est donné par :
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(�s;T )p;q =
PT�1

r=0

�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�
p;q

�

s;p 
s;q

�r
; p; q = 1; 2; :::;m

=
1�

�

s;p 
s;q

�T
1� 
s;p 
s;q

�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�
p;q
; s = 1; 2; :::; S;

(1:3:34)

où 
s;p; p = 1; 2; :::;m est le i�eme élément diagonal de 
s et
�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�
p;q
est l�élément

d�ordre p; q, p; q = 1; 2; :::;m de la matrice
�
Cs
�
Zs;TZ

0
s;T

�
C 0s
�
.

1:3:32b): Lam�m�matrice Gs;T , pour s = 1; 2; :::; S, peut être donnée par la forme suivante

Gs;T =
PT�1

r=0 "s+(T�r�1)S Z
0
s;T 	

�r0
s =

PT�1
r=0

�
"s+(T�1�r)S

�
Z 0s;TC

0
s

�
��rs
�
C�10s ;

=
PT�1

r=0 "s+(T�1�r)S

n��
Z 0s;TC

0
s

�
1
;
�
Z 0s;TC

0
s

�
2
; :::

�
Z 0s;TC

0
s

�
m

�

�

0BBBBB@

rs;1 0 0 : : : 0
0 
rs;2 0 : : : 0
...

...
. . . . . .

...

0 0
. . . 
rs;m�1 0

0 0 : : : 0 
rs;m

1CCCCCA

9>>>>>=>>>>>;
C�10s ;

=
PT�1

r=0

�

rs;1 "s+(T�1�r)S 
rs;2 "s+(T�1�r)S : : : 
rs;m "s+(T�1�r)S

�

�

0BBBBB@
(CsZs;T )1 0 0 : : : 0

0 (CsZs;T )2 0 : : : 0
...

...
. . . . . .

...

0 0
. . . (CsZs;T )m�1 0

0 0 : : : 0 (CsZs;T )m

1CCCCCAC�10s ;

(1:3:35)

où (CsZs;T )j (respectivement
�
Z 0s;TC

0
s

�
j
), j = 1; 2; :::;m, est le j�eme élément du vecteur co-

lonne CsZs;T (respectivement le vecteur ligne Z 0s;TC
0
s). L�utilisation de la notation précé-

dente achève la démonstration. Soit �s, pour tout s = 1; 2; :::; S, la m �m�matrice qui a

1
��
1� 
s;p 
s;q

�
comme élément d�ordres p et q, p; q = 1; 2; :::;m. Alors on peut présenter

le corollaire suivant.

Corollaire 1:3:1.

P lim
T!1

�
	
�(T�2)
s Bs;T 	

�(T�2)0
s � C�1s Zs;T �s Zs;T C

�10
s

�
= 0; (1:3:36a)

P lim
T!1

�
As;T 	

�(T�2)0
s �Ys;T Zs;T C

�10
s

�
= 0: (1:3:36b)
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Preuve. 1:3:36a): La preuve de cette propriété découle directement de (1:3:25a) et le

résultat

1�
�

s;p 
s;q

�T
1� 
s;p 
s;q

!
T!1

1

1� 
s;p 
s;q
;

donné par (1:3:34). La propriété (1:3:36b) découle directement de (1:3:26b) et le résultat

(1:3:35) :

Remarque 1:3:2. Il est à noter que les éléments des matrices �s et Cs, pour s �xé ,

peuvent être des nombres complexes ; cependant, les éléments des matrices C�1s Zs;T �s Zs;T

C�10s et Ys;T Zs;T C
�10
s (par conséquent leurs limites C�1s Zs �s Zs C

�10
s et Ys Zs C

�10
s ) sont

des nombres réels. En e¤et, elles sont des limites de matrices réelles 	�(T�2)s Bs;T 	
�(T�2)0
s

et As;T 	
�(T�2)0
s , respectivement.

Remarque 1:3:3. De la dé�nition de la variable aléatoire Zs;T on peut clairement voir qu�elle

converge, en loi, quand T !1, vers la loi d�une certaine variable aléatoire Zs.

Remarque 1:3:4. Il est important de mentionner que la variable aléatoire Ys;T , à la di¤é-

rence de la variable aléatoire Zs;T , ne converge pas nécessairement en loi.

B)Distribution limite du couple aléatoire (Ys;T ; Zs;T )

Comme il été mentionné, dans la Remarque 1:3:3 et la Remarque 1:3:4, la variable aléatoire

Zs;T , pour un s �xé s = 1; 2; : : : ; S, a une distribution de limite, qui est celle d�une certaine

variable aléatoire Zs, cependant, la variable aléatoire Ys;T , pour un s �xé s = 1; 2; : : : ; S,

n�a pas nécessairement une distribution limite.

Dans le prochain paragraphe, nous nous plaçons dans le cadre où le processus d�innovation

est indépendamment distribué et la variable aléatoire Ys;T a une distribution limite, et puis,

nous prouvons la proposition suivante qui établit, sous ces conditions, la distribution limite

du couple de variables aléatoires (Ys;T ; Zs;T ). Pour ce faire, considérons les deux hypothèses

suivantes :
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H1 : Le processus périodiquement corrélé f"t; t 2 Zg est indépendamment distribué ,

H2 : La variable aléatoireYs;T possède une distribution limite, qui est celle d�une certaine

variable aléatoire, soit Ys.

Proposition 1:3:4. Sous les hypothèses H1 et H2, le couple de variables aléatoires (Ys;T ; Zs;T ),

pour s �xé, s = 1; 2; :::; S, a une distribution limite, disons la distribution du couple de va-

riables aléatoires (Ys; Zs) où Ys et Zs sont indépendamment distribuées.

Preuve. Supposons que la taille N de la série chronologique sous-jacente est un multiple de

la période S, i.,e., N = TS. Prenons encore la variable aléatoire Zs;T donnée par (1:3:21)

et remplaçant la matrice 	�1s par son expression (1:3:30a), tenant en tenant compte de la

relation 	�rs = C�1s ��rs Cs; s = 1; 2; :::; S et r 2 N�, nous obtenons :

Zs;T = 	
�(T�2)
s

PT�2
r=0 	

r
s

PS
i=1

�Qi�1
k=1�s�k

�
"s�i+(T�r�1)S

+	s

hPs�1
j=1

�Qj�1
k=1�s�k

�
"s�j +

�Qs�1
i=1 �s�i

�
X0

i
;

=
�
C�1s ��(T�2)s Cs

��T�2P
r=0

(C�1s �rsCs)	
r
s

SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(T�r�1)S

�
+ C�1s �s Cs

"
s�1P
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k

�
"s�j +

�
s�1Q
i=1

�s�i

�
X0

#
;

=
T�2P
r=0

�
C�1s ��rs Cs

� SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(r+1)S

+ (C�1s �sCs)

"
s�1P
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k

�
"s�j +

�
s�1Q
i=1

�s�i

�
X0

#
;

(1:3:37)

alors, nous avons

Cs Zs;T =
T�2P
r=0

��rs Cs
SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(r+1)S

+ �s Cs

"
s�1P
j=1

�
j�1Q
k=1

�s�k

�
"s�j +

�
s�1Q
i=1

�s�k

�
X0

#
;

(1:3:38)

ou pour 
s = ��1s ,

Cs Zs;T =
T�2P
r=0


rs Cs
SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(r+1)S

+ 
�1s Cs
s�1P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�j + 
�1s Cs

�
s�1Q
i=1

�s�i

�
X0;

(1:3:39)
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De plus, le p ème, p = 1; 2; : : : ;m, élément de ce vecteur m�périodiquement corrélée,

(Cs Zs;T )p, pour un p �xé, p = 1; 2; : : : ;m, peut être réécrit plus explicitement sous la forme :

Cs Zs;T =
T�2P
r=0


rs Cs
SP
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i+(r+1)S

+ 
�1s Cs

�
s�1P
i=1

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
"s�i +

�
s�1Q
i=1

�s�i

�
X0

�
;

=
T�2P
r=0


rs
SP
i=1

A(i)s "s�i+(r+1)S + 
�1s
s�1P
i=1

B(i)s "s�i + 
�1s Cs X0;

(1:3:40)

où les matrices A(i)s = Cs

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
, B(i)s = Cs

�
i�1Q
k=1

�s�k

�
et Cs =

�
s�1Q
i=1

�s�i

�
, i; s =

1; 2; :::; S.

Il est facile de véri�er que le p ème, i = 1; 2; :::;m, élément du vecteur colonne Cs Zs;T peut

être donné explicitement comme suit :

Cs Zs;T =
T�2P
r=0

SP
i=1

mP
k=1


rs;p A
(i)
s;pk "k;s�i+(r+1)S +

s�1P
i=1

mP
k=1


�1s;p B
(i)
s;pk "k;s�i +

mP
k=1


�1s;p C
(i)
s;pk Xk;0:

(1:3:41)

Par conséquent, le p ème, i = 1; 2; :::;m, élément de la matrice diagonale Zs;T est donné par

(Zs;T )p =
T�2P
r=0

SP
i=1

mP
k=1


rs;p A
(i)
s;pk "k;s�i+(r+1)S +

s�1P
i=1

mP
k=1


�1s;p B
(i)
s;pk "k;s�i +

mP
k=1


�1s;p C
(i)
s;pk Xk;0:

(1:3:42)

Dé�nissons, à partir de la matrice aléatoire diagonale Zs;T , des deux matrices aléatoires

diagonales suivantes ZL;s;T et ZU;s;T données par leurs éléments diagonaux

(ZL;s;T )p =
Pm

k=1 

�1
s;p C

(i)
s;pk Xk;0 +

Ps�1
i=1

Pm
k=1 


�1
s;p B

(i)
s;pk "k;s�i

+
P[(T�2)=2]

r=0

PS
i=1

Pm
k=1 


r
s;p A

(i)
s;pk "k;s�i+(r+1)S;

(1:3:43a)

(ZU;s;T )p =
PT�2

r=[(T�2)=2]+1
PS

i=1

Pm
k=1 


r
s;p A

(i)
s;pk "k;s�i+(r+1)S. (1:3:43b)

De même, dé�nissons, à partir de la matrice aléatoireYs;T = (Ys;1;T ; Ys;2;T ; :::; Ys;j;T ; :::; Ys;m;T )

où Ys;j;T =
PT�1

r=0 

r
s;j "s+(T�1�r)S, les deux matrices aléatoires suivantes YL;s;T et YU;s;T :

YL;s;T = (YL;s;1;T ; YL;s;2;T ; :::; YL;s;j;T ; :::; YL;s;m;T ) (1:3:44a)

YU;s;T = (YU;s;1;T ; YU;s;2;T ; :::; YU;s;j;T ; :::; YU;s;m;T ) (1:3:44b)
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où les vecteurs colonnes YL;s;p;T et U;s;p;T , p = 1; 2; :::;m, sont donnés par

YL;s;p;T =
P[(T�1)=2]

r=0 
rs;p "s+(T�1�r)S (1:3:45a)

YU;s;p;T =
PT�1

r=[(T�1)=2]+1 

r
s;p "s+(T�1�r)S (1:3:45b)

A partir, des dé�nitions des variables aléatoires (ZL;s;T )p et YU;s;T on peut facilement voir

qu�elles sont indépendamment distribuées parce qu�elles contiennent des ensembles disjoints

des "0s. Calculons les variances de (Zs;T )p � (ZL;s;T )p, p = 1; 2; :::;m :

E
��
(Zs;T )p � (ZL;s;T )p

�2�
= E

��
(ZU;s;T )p

�2�
= E

hPT�2
r=[(T�2)=2]+1

PS
i=1

Pm
k=1 


r
s;p A

(i)
s;pk "k;s�i+(r+1)S

i2
;

= E
nhPT�2

r=[(T�2)=2]+1
PS

i=1

Pm
k=1 


r
s;p A

(i)
s;pk "k;s�i+(r+1)S

i
�hPT�2

l=[(T�2)=2]+1
PS

i=1

Pm
k=1 


l
s;p A

(i)
s;pk "k;s�i+(l+1)S

i0�
;

= E
nhPT�2

r=[(T�2)=2]+1
PS

i=1

Pm
k=1 


r
s;p A

(i)
s;pk "k;s�i+(r+1)S

i
�hPS

j=1

Pm
n=1 


r
s;p "

0
n;s�j+(r+1)S A

(j)0
s;pn

io
;

=
PT�2

r=[(T�2)=2]+1
PS

i=1

Pm
k;n=1 


2r
s;p A

(i)
s;pk E

�
"k;s�i+(r+1)S "

0
n;s�i+(r+1)S

�
A(i)0s;pn

=
PT�2

r=[(T�2)=2]+1 

2r
s;p

Pm
k;n=1

hPS
i=1

�
A(i)s;pk �

(k;n)
s�i A

(i)0
s;pn

�i
.

où �(k;n)s�i = cov ("k;s�i; "n;s�i) = E ("k;s�i � "n;s�i) ; k; n = 1; 2; :::;m et s = 1; 2; :::; S. Finale-

ment, nous avons

E
��
(Zs;T )p � (ZL;s;T )p

�2�
= E

��
(ZU;s;T )p

�2�
=

mP
k;n=1

�
SP
i=1

�
A(i)s;pk �

(k;n)
s�i A

(i)0
s;pn

�� T�2P
r=[(T�2)=2]+1


2rs;p;

=
mP

k;n=1

�
SP
i=1

�
A(i)s;pk �

(k;n)
s�i A

(i)0
s;pn

�� "T�2P
r=0


2rs;p �
[(T�2)=2]+2P

r=0


2rs;p

#
;

=
mP

k;n=1

�
SP
i=1

�
A(i)s;pk �

(k;n)
s�i A

(i)0
s;pn

�� "1� 

2(T�1)
s;p

1� 
2s;p
� 1� 


2([(T�2)=2]+3)
s;p

1� 
2s;p

#
;

=
mP

k;n=1

�
SP
i=1

�
A(i)s;pk �

(k;n)
s�i A

(i)0
s;pn

�� 

2([(T�2)=2]+3)
s;p � 


2(T�1)
s;p

1� 
2s;p
� 


2([(T�2)=2]+3)
s;p

1� 
2s;p
;
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du fait que 
s;p = ��1s;p < 1, nous avons la convergence

E
��
(Zs;T )p � (ZL;s;T )p

�2�
�!
T!1

0; (1:3:46)

qui montre que (Zs;T )p, pour p �xé, p = 1; 2; :::;m et s = 1; 2; :::; S, converge, en moyenne

quadratique et par conséquent en probabilité), quand T ! 1, vers (ZL;s;T )p. La variance-

covariance du p ème, pour p �xé, p = 1; 2; :::;m, du vecteur colonne Ys;p;T � YU;s;p;T , est

donnée par

E
�
(Ys;p;T � YU;s;p;T ) (Ys;p;T � YU;s;p;T )

0� = E �YL;s;p;T Y 0
L;s;p;T

�
;

= E

" 
[(T�1)=2]P
r=1



(T�r)
s;p "s+(T�1�r)S

!  
[(T�1)=2]P
m=1



(T�m)
s;p "s+(T�1�m)S

!0#
;

=
[(T�1)=2]P
r=1



2(T�r)
s;p E

�
"s+(T�1�r)S "

0
s+(T�1�m)S

�
=

[(T�1)=2]P
r=1



2(T�r)
s;p �s;

= �s
[(T�1)=2]�1P

r=0



2(T�r�1)
s;p = �s 


2(T�1)
s;p

1� 

�2([(T�1)=2])
s;p

1� 
�2s;p
;

= �s

2Ts;p 


�2([(T�1)=2])
s;p � 
2Ts;p
1� 
2s;p

� �s

Ts;p

1� 
2s;p
�!
T!1

0;

(1:3:47)

ceci montre que le vecteur colonne Ys;p;T , pour p �xé, p = 1; 2; :::;m et s = 1; 2; :::; S,

converge, en moyenne quadratique et par conséquent en probabilité, quand T ! 1, vers

le vecteur colonne YU;s;p;T . En conclusion, nous avons prouvé que (Zs;T )p et Ys;p;T , pour p

�xé, p = 1; 2; :::;m et s = 1; 2; :::; S, convergent, respectivement, vers les variables aléatoires

(ZL;s;T )p et YU;s;p;T qui sont indépendantes comme il a été prouvé, par conséquent (Zs;T )p et

Ys;p;T sont également indépendantes. Alors si Ys;T a une distribution limite, qui est celle de

Ys, nous concluons que (Ys;T ; Zs;T ) a une distribution limite, qui est celle de (Ys; Zs), de

plus Ys et Zs sont indépendantes.

La proposition suivante établit, pour s �xé, s = 1; 2; :::; S, sous l�hypothèseH2, la distribution

conjointe limite des deux variables aléatoires As;T 	
�(T�2)0
s et 	�(T�2)s Bs;T 	

�(T�2)0
s .
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PROPOSITION 1:3:5. Sous l�hypothèse H2, le couple de variables aléatoires
�
As;T 	

�(T�2)0
s ;

	
�(T�2)
s Bs;T 	

�(T�2)0
s

�
, pour s �xé, s = 1; 2; :::; S, a une distribution conjointe limite, qui

est celle du couple de variables aléatoires (Ys Zs C
�10
s ; C�1s Zs �s Zs C

�10
s ).

Preuve. La preuve de cette proposition découle directement du corollaire 1:3:1, de la pro-

position 1:3:4 et de l�hypothèse H2.

Remarque 1:3:5. Notons que les matrices Cs et �s (par conséquent 
s), pour s �xé, s =

1; 2; :::; S, ne sont pas nécessairement réelles, cependant les matrices Ys Zs C
�10
s et C�1s Zs

�s Zs C
�10
s sont réelles.

Soit �s une matrice dont les éléments (p; q), p; q = 1; 2; :::;m, sont 1
��
1� 
s;p 
s;q

�
et

considérons la matrice diagonale Zs;T qui a comme i�ième i = 1; 2; :::;m, élément diagonal

le i�ième i = 1; 2; :::;m, élément du vecteur colonne CsZs;T où le vecteur colonne Zs;T est

donné par (1:3:21).

C) Loi asymptotique de �b�s;T � �s�	(T�2)s

La proposition suivante établit, pour s �xé, s = 1; 2; :::; S, la loi asymptotique du vecteur

aléatoire
�b�s;T � �s�	(T�2)s :

PROPOSITION 1:3:6. Supposons que, pour s �xé, s = 1; 2; :::; S, la probabilité que chaque

élément diagonal de Zs;T soit di¤érent de zéro est égale à 1 et que la matrice �s est non

singulière ; alors le vecteur aléatoire
�b�s;T � �s�	(T�2)s a comme distribution limite la dis-

tribution du vecteur aléatoire Ys�
�1
s Z

�1
s Cs, i.e.,�b�s;T � �s�	(T�2)s

Law�!
T!1

Ys �
�1
s Z�1s Cs; s = 1; 2; :::; S: (1:3:48)

Remarque 1:3:6 . Il est à noter que la matrice ��1s , pour s �xé, s = 1; 2; :::; S, est non sin-

gulière si et seulement si toutes les racines caractéristiques de la matrice �s sont toutes

di¤érentes.
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Preuve. Multiplions à droite les deux côtés de l�égalité (1:3:14) par la matrice 	(T�2)s , nous

obtenons, pour s = 1; 2; :::; S�b�s;T � �s�	(T�2)s = As;T B
�1
s;T 	

(T�2)
s = As;T

�
	
�(T�2)0
s 	

(T�2)0
s

�
B�1
s;T 	

(T�2)
s ;

=
�
As;T 	

�(T�2)0
s

� �
	
(T�2)0
s B�1

s;T 	
(T�2)
s

�
=
�
As;T 	

�(T�2)0
s

� �
	
�(T�2)
s Bs;T 	

�(T�2)0
s

��1
;

utilisant le résultat de convergence donné par la Proposition 1:3:5, nous obtenons�b�s;T � �s� 	(T�2)s �!
T!1

(Ys Zs C
�10
s ) (C�1s Zs �s Zs C

�10
s )

�1
; s = 1; 2; :::; S;

ou de façon équivalente�b�s;T � �s� 	(T�2)s
Law�!
T!1

Ys �
�1
s Z�1s Cs; s = 1; 2; :::; S:

D) Loi conjointe de (Ys;T ; Zs;T )

La proposition suivante établit, la loi conjointe du couple aléatoire (Ys;T ; Zs;T ).

PROPOSITION 1:3:7. Si le processus d�innovation vectoriel "t est normalement distribué,

de vecteur moyenne nul et de matrice variance-covariance périodique �s, alors la distribu-

tion limite du couple aléatoire (Ys;T ; Zs;T ), pour s �xé, s = 1; 2; :::; S, est celle du couple

aléatoire (Ys; Zs) où les variables aléatoires Ys et Zs sont des combinaisons linéaires de

deux variables aléatoires indépendantes normalement distribuées.

Preuve. Rappelons que la variable aléatoire Zs;T (par conséquent Zs) est, sous la condition

de normalité du processus d�innovation, une combinaison linéaire de variables aléatoire de

Gauss.

Par conséquent, la variable aléatoire Zs;T (respectivement Zs) est une combinaison linéaire

d�un ensemble de variables aléatoire normalement distribuées. Alors le vecteur colonne

Ys;j;T =
T�1P
r=0


rs;j "s+(T�r�1)S, j = 1; 2; :::;m, de la matrice aléatoire Ys;T (respectivement

de Ys;j) sont aussi des combinaisons linéaires de vecteurs aléatoires indépendants norma-

lement distribués. Il est aussi facile de véri�er que Zs;T et Ys;T (alors Zs et Ys) sont des

combinaisons linéaires de deux variables aléatoires normalement distribuées.
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Remarque 1:3:7

Il est à noter que si le vecteur initial est nul i,e., X0 = 0, alors la p � p�matrices aléa-

toires Ys �
�1
s et Zs C�1s sont indépendantes normalement distribuées de matrices nulles et

de matrices de variance-covariances Identitées. Par conséquent, nous avons

�b�s;T � �s�	(T�2)s
Law�!
T!1

Ys �
�1
s Z�1s Cs =

�
Ys �

�1
s

� �
C�1s Zs

��1
; s = 1; 2; :::; S:

C�est une loi de type CAUCHY MATRICIELLE



Chapitre 2

Stabilité d�un modèle diagonal
bilinéaire périodique

2.1 Introduction

Il est bien connu, de nos jours, que beaucoup de séries chronologiques produites dans di-

vers champs, y compris des études économiques, en particulier les �nancières, et l�hydrologie,

montrent quelques caractéristiques typiques qui ne peuvent pas être capturées et décrites par

les modèles linéaires standards de série chronologique. Ceci montre la nécessité et l�intérêt

de faire appel à une certaine classe de modèles non linéaires a�n de capturer ces divers faits

stylisés. Ainsi, la modélisation théorique et pratique de la série chronologique non linéaire,

a reçue, ces dernières années, un intérêt considérable.

37
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Parmi ces dernières classes de modèles non linéaires, nous citons, sans exhaustivité, la

classe des modèles bilinéaires, présentée dans l�analyse des séries chronologiques pour la

première fois depuis plus de trois décennies par Granger et Anderson (1978a) et continue à

attirer l�attention des chercheurs et à occuper toujours une place importante dans l�analyse

de séries chronologiques non linéaires (voir aussi Subba Rao and Gabr (1984) ; Priestley

(1988) ; Guegan (1994) ; Cappuccio et al (1998) ; Terdik (1999) ; Subba Rao and Terdik

(2003) ; Pereira and Scotto (2006) ; Hili (2008) ; Sornette and Pisarenko (2008) ; Kristenssen

(2009) ; Iwueze and Johnson (2011) ).

Aussi, il est connu qu�il existe une relation entre la classe des modèles bilinéaires et divers

classes de modèles de séries chronologiques, ce qui révèle son importance. A titre d�exemple,

nous savons actuellement que beaucoup de classes des modèles (linéaires et non linéaires)

GARCH ont une représentation bilinéaire (Kristenssen; 2009). On a proposé beaucoup de

généralisations de la formulation bilinéaire originale dans la littérature des séries chronolo-

giques pour re�éter diverses caractéristiques de série chronologique telles que la dépendance

simultanée (Stensholt and Tjøstheim (1987)), changement de régime (Cappuccio et al (1998) ;

Ferrante et al (2003) ; Aknouche and Rabehi, 2010), interaction spatiale (Dai and Billard

(1998),(2003)) et discrétion de valeur (Doukhan et al (2006) ; Drost et al (2008)).

Une extension importante particulière traitant des phénomènes périodiques est la for-

mulation bilinéaire périodique dans laquelle les paramètres varient périodiquement au �l du

temps. En e¤et, le fait d�identi�er que beaucoup de séries chronologiques (économique, �-

nancière et environnementale) montrent dans la pratique une caractéristique de périodicité

en leur structure de dépendance et, d�autre part, l�utilité bien établie des modèles bilinéaires,

a donné de bonnes motivations à l�extension du modèle bilinéaire du cas classique au cas

périodique (voir par exemple Bibi and Ho (2006) ; Bibi and Gautier (2006)).
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2.2 Dé�nitions et hypothèses

Rappelons qu�un processus du second ordre fyt; t 2 Zg est dit satisfaire un modèle S-

périodique bilinéaire général, noté PBLS(p; q; P;Q), s�il est solution de l�équation stochas-

tique non linéaire suivante :

yt =
pP
i=1

't;iyt�i +
qP
j=0

�t;j"t +
PP
i=1

QP
j=1

�t;ijyt�i"t�j; t 2 Z; (2:2:1)

où f"t; t 2 Zg est un processus indépendant périodiquement distribué (i:p:d:) de moyenne

zéro et de variance �2t . Les coe¢ cients réels 't;i; �t;ij et �
2
t ; sont S�périodiques dans le

temps t, i.e., 't+rS = 't; �t+rS = 't et �
2
t+rS = �2t ; 8t; r 2 Z, où S est le plus petit entier

positif satisfaisant les dernières relations. Plusieurs travaux de recherches ont été proposés

pour étudier les propriétés probabilistes et statistiques du modèle bilinéaire périodique (2:2:1)

(voir par exemple. Bibi and Ho (2006) ; Ha and Lee (2006) ; Bibi and Gautier (2006) ; Bibi and

Aknouche, 2010). Cependant, la plupart des résultats existants concernent principalement

le cas de modèles superdiagonaux, i.e. �t;ij = 0 pour j � i, t 2 Z. Le cas important de

modèles diagonaux, même du premier ordre, semble ne pas avoir été su¢ samment étudié

actuellement, excepté quelques aspects particuliers (cf, Aknouche and Bentarzi (2016) and

Bibi and Ho (2006)).

Dans ce chapitre nous étudions les problèmes de stabilité et leur conséquences du modèle

périodique bilinéaire PBLS (1; 0; 1; 1). Ce modèle est appelé modèle périodique autorégressif

bilinéaire diagonal du premier ordre et est donné par l�équation stochastique suivante

yt = 't yt�1 + "t + �tyt�1"t�1; t 2 Z; (2:2:2a)

où les paramètres sont dé�nis comme dans (2:2:1) et peuvent être représentés par l�ensemble

f�t; t 2 Zg avec �t = ('s; �s)
0, 1 � s � S. Bien que sa structure est particulière, le mo-

dèle (2:2:2a) reste utile dans la pratique. En particulier elle inclut comme cas particulier le

modèle bilinéaire périodique diagonal pur PBLS(0; 0; 1; 1) quand 't = 0. Notons que de la

S-périodicité des paramètres, le modèle (2:2:2a) peut être écrit comme suit :

ys+S� = 'sys�1+S� + "s+S� + �sys�1+S�"s�1+S� ; 1 � s � S et � 2 Z: (2:2:2b)
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Le processus observé fyt; t 2 Zg (solution de (2:2:2) si elle existe) est aussi appelé output de

(2:2:1) tandis que le processus d�innovation f"t; t 2 Zg et le vecteur des paramètres � sont

appelés inputs de (2:2:1). Bien que la stabilité ait généralement plusieurs signi�cations dans

la littérature de série chronologique, dans ce chapitre nous lui donnons une signi�cation bien

précise. Ainsi, nous considérons deux types de stabilité :

i) Stabilité par rapport au processus fyt; t 2 Zg

ii) Stabilité par rapport au processus d�innovation f"t; t 2 Zg.

2.3 Stabilité par rapport à la stationnarité périodique
stricte

A partir des hypothèses faites sur le modèle (2:2:1) et par conséquent (2:2:2), on sait que

f"t; t 2 Zg est un processus i:p:d: ce qui est un cas spéci�que de stationnarité périodique

stricte . De plus l�ensemble des paramètres f�t; t 2 Zg est non-aléatoire et est périodique,

ce qui est également un cas dégénéré de stationnarité périodique stricte. Par conséquent, les

entrées (f"t; t 2 Zg ; �) de (2:2:2) ont la propriété de stationnarité stricte. Le but de cette

propriété de stabilité par rapport à cette propriété est alors de rechercher des conditions suf-

�santes et/ou nécessaires sur les entrées (f"t; t 2 Zg ; �) de l�équation (2:2:2) pour qu�elle ait

une unique solution (non anticipative) strictement périodiquement stationnaire fyt; t 2 Zg

comme sortie. Notons que l�hypothèse d�existence du moment de second ordre �ni du pro-

cessus d�innovation f"t; t 2 Zg n�est pas nécessaire dans cette section et peut être remplacée

par la condition suivante :

A0 : f"t; t 2 Zg est un processus i:p:d: non dégénéré, avec E (jlog j"tjj) <1 (t 2 Z).

Le modèle (2:2:2) peut être écrit comme équation aux récurrence suivante :

yt = eAtyt�1 + eBt; t 2 Z; (2:3:1)

où eAt = 't + �t"t�1 et eBt = "t. La dernière forme peut induire quelques di¢ cultés dans

l�étude de stabilité parce que la suite
n
( eAt; eBt); t 2 Zo n�est pas i:p:d: Cependant, on peut

écrire (2:2:2a) sous la représentation Markovienne au sens de Pham (1985).
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En posant Zt =
�
't+1 + �t+1"t

�
yt, on a :

yt = Zt�1 + "t (2:3:2a)

Zt = AtZt�1 +Bt; t 2 Z; (2:3:2b)

où la suite f(At; Bt) ; t 2 Zg donnée par At = 't+1 + �t+1"t et Bt = At"t est en revanche

i:p:d. En utilisant (2:3:2), le résultat suivant donne les conditions nécessaires et su¢ santes

pour que le modèle PBLS (1; 0; 1; 1) soit stable par rapport à la stationnarité périodique

stricte.

Théorème 2.3.1 (Aknouche and Bentarzi (2014)) (Stabilité par rapport à la stationnarité

périodique stricte)

Sous A0, le modèle (2:2:2) admet une unique solution nonanticipative périodiquement stricte

fyt; t 2 Zg si XS

s=1
E (log j's + �s"s�1j) < 0; (2:3:3a)

et seulement si XS

s=1
E (log j's + �s"s�1j) � 0: (2:3:3b)

De plus , la solution est périodiquement ergodique et est donnée pour tout t 2 Z par

yt = zt�1 + "t; (2:3:4a)

Zt =
X1

j=0

Yj�1

i=0
At�iBt�j; (2:3:4b)

où les dernières séries convergent presque surement. Si, de plus, E
�
(log j"tj)2

�
< 1 alors

(2:3:3b) se réduit à (2:3:3a).

Preuve. Supposons que (2:3:3a) est véri�ée. De la condition A0 sur f"t; t 2 Zg il est clair

que
SP
s=1

E (jlog jAsjj) <1 et
SP
s=1

E (jlog jBsjj) <1. Montrons d�abord que (2:3:3a) implique

la convergence presque sûre des série (2:3:4b) pour tout t 2 Z. De (2:3:3a),
SP
s=1

E (jlog jAsjj) et

SP
s=1

E (jlog jBsjj), du fait que f(At; Bt) ; t 2 Zg est i:p:d: f(At; Bt) ; t 2 Zg, et de la loi forte

des grands nombres que nous avons
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����Qj�1
i=0 At�iBt�j

����1=j = exp�1
j

j�1P
i=0

log jAt�ij+ 1
j
log jBt�jj

�
= exp

�
1
KS

SP
s=1

KP
l=1

log jAt�s�lSj
�
+ op:s: (1)

(2:3:5)

!
K!1

exp

(
1

S

SX
s=1

E (log jAsj)
)
< 1; p:s:;

où op:s: (1) indique une variable aléatoire qui et presque sûrement nulle quand K !1.

Lors de l�établissement de (2:3:5) nous avons employé le fait, bien connu, que si E (jXj) <1

alors X
j
= op:s: (1) quand j ! 1 (Voir par exemple le livre de Francq et Zakoïan 2010).

Ainsi, par le critère de Cauchy, la série donnée par (2:3:4b) converge p:s. Il est clair que

le processus fZt; t 2 Zg donné par (2:3:4b) est une solution de (2:3:2b). Cette solution est

clairement strictement stationnaire périodiquement et périodiquement ergodique puisque

c�est une fonction mesurable du processus i:p:d: processus f(At; Bt) ; t 2 Zg qui est aussi

strictement stationnaire périodiquement et périodiquement ergodique.

Par le même argument, le processus fyt; t 2 Zg donné par (2:3:4a) est une solution stric-

tement stationnaire périodiquement et périodiquement ergodique de (2:2:2). La preuve de

l�unicité de fZt; t 2 Zg ainsi que fyt; t 2 Zg est standard et par conséquent est omis.

Pour prouver la nécessité de la condition (2:3:3b) nous suivons Quinn (1982). Supposons

que (2:2:2) admet la solution strictement stationnaire périodiquement fyt; t 2 Zg et montrons

que la condition :

SX
s=1

E (log j's + �s"s�1j) > 0; (2:3:6)

mène nécessairement à une contradiction. Soit fyxt ; t 2 Zg une série chronologique générée

par (2:2:2) pour t = 1 avec yx0 = x et f("t; yxt ) ; t � 0g des constantes considérées connues

avec "0 6= 0. Donc, de (2:2:2) on a pour x0 6= x

log
���yxt � yx

0

t

��� = t

 
1

t

t�1X
i=0

log
��'t�i + �t�i"t�i�1

��!+ log ���yx0 � yx
0

0

��� : (2:3:7)
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Par conséquent, si (2:3:6) est véri�ée alors par la loi forte des grands nombres log
��yxt � yx

0
t

��
diverge presque sûrement vers 1 et ainsi jyxt j

p:s:! 1 ou jyxt j
p:s:! 1 quand t ! 1. Par

conséquent, il existe l�unique x� 2 R pour laquelle yx
�
t ne diverge pas p:s: vers 1 quand

t ! 1. Cependant, chaque réalisation de la solution strictement stationnaire périodique-

ment fyt; t 2 Zg coïncide avec un certain fyxt ; t 2 Zg et donc fyt; t 2 Zg est nécessairement

dégénérée p:s:à fyx�t ; t 2 Zg. Ceci implique que f"t; t 2 Zg est aussi dégénéré ce qui est

en contradiction avec A0. Par conséquent il n�y a aucune solution strictement stationnaire

périodiquement quand (2:3:6) est véri�ée.

Finalement supposons que E
�
(log j"tj)2

�
<1. Si

PS
s=1 E (log j's + �s"s�1j) = 0, alors (2:3:7)

devient une marche aléatoire

log
���yxt � yx

0

t

��� = t�1X
i=0

� i + log
���yx0 � yx

0

0

��� ;
où � i = log

��'t�i + �t�i"t�i�1
�� et f� i; i 2 Zg est i:p:d: de moyenne zéro et de variance S-

périodique �2
i . Puisque E

�
(log j"tj)2

�
< 1, alors 1p

t

Pt�1
i=0

�i
�i
converge en loi quand t ! 1

et par la loi forte de grands nombres pour les marches aléatoires (voir Stout, 1974) on a��Pt�1
i=0 � i

�� a:s:! 1.

En utilisant le même argument que dans ce qui précède nous concluons que fyt; t 2 Zg ne

peut pas être une solution strictement stationnaire périodiquement de (2:2:2). Ainsi (2:3:3a)

est aussi nécessaire pour que le modèle (2:2:2) admette une solution strictement stationnaire

périodiquement. Ce qui complète la preuve. �
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2.4 Stabilité par rapport à la stationnarité périodique
de premier ordre

2.4.1 Condition de stabilité de premier ordre

Nous posons l�hypothèse suivante :

A1 : f"t; t 2 Zg est i:p:d: avec E ("t) = 0 (t 2 Z) et supt2ZE ("2t ) <1.

Avant d�étudier ce type de stabilité, notons que dans ce qui suit nous utilisons fréquement

solutions de l�équations au di¤érence ordinaire suivante

ut = at + btut�1; t 2 Z; (2:4:1)

où at and bt sont S périodiques. Rappelons que, sous la condition

����S�1Q
s=0

bs

���� < 1, l�unique

solution est donnée par

us+�S =

 
1�

S�1Y
s=0

bs

!�1 S�1X
j=0

j�1Y
i=0

bs�ias�j, 1 � s � S, � 2 Z; (2:4:2)

Le résultat suivant donne la condition nécéssaire pour la stabilité du processus donné par

(2:2:2) par rapport à la stationnarité périodique de premier ordre.

Theorem 2.4.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))

Sous A1 , le modèle (2:2:2) admet l�unique solution périodiquement stationnaire de premier

ordre (nonanticipative) donnée par (2:3:4) si

SQ
s=1

E j's + �s"s�1j < 1; (2:4:3)

où la série dans (2:3:4b) converge en moyenne. De plus, la solution est aussi strictement

périodiquement stationnaire, périodiquemen érgodique et converge presque surement.
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Preuve Nous montrons d�abord que sous (2:3:4), la série dans (2:3:4b) converge en moyenne

pour tout t 2 Z. Le théorème de convergence monotone, la propriété i:p:d: de f"t; t 2 Zg et

le fait que supt2ZE ("
2
t ) <1 pour tout t donnent

E

 �����
1X
j=0

j�1Y
i=0

At�iBt�j

�����
!

� E

 1X
j=0

�����
j�1Y
i=0

At�iBt�j

�����
!

= lim
n!1

E

 
nX
j=0

�����
j�1Y
i=0

At�i

����� jBt�jj
!

= lim
n!1

 
nX
j=0

j�1Y
i=0

E
���'t+1�i + �t+1�i"t�i

���E ���"t�j't+1 + �t+1"
2
t�j
���!

� sup
1�s�S

E (�s) lim
n!1

 
nX
j=0

j�1Y
i=0

E
���'t+1�i + �t+1�i"t�i

���! ; (2:4:4)

where �s =
���s+1"2s��+ ��"s's+1��. Using the S-periodicity of � and f"t; t 2 Zg we have

nX
j=0

j�1Y
i=0

E
���'t+1�i + �t+1�i"t�i

��� � K
nX
j=0

 
S�1Y
s=0

E j('s + �s"s�1)j
![ jS ]

; (2:4:5)

où
�
j
S

�
représente la partie entière de j

S
et K is an appropriate positive bounding constant.

Donc, de (2:4:4) et (2:4:5) on voit que, under la condition (2:4:3), la série dans (2:3:4b)

converge en moyenne. Il est claire maintenant que le processus fyt; t 2 Zg given by (2:3:4)

est une solution nonanticipative de (2:2:2) et en utilisant les arguments standards on en

déduit que cette solution est unique. De plus, puisque de l�inégalité de Jensen la condition

because condition (2:3:4) implique la condition (2:3:3a), on en déduit que la série dans (2:3:4b)

converge presque surement. Finalement, puisque l�unique solution donnée par (2:3:4) est

exprimée comme une fonction mesurable du processus i:p:d: f("t; �t) ; t 2 Zg, cette solution

est aussi strictement périodiquement stationnaire et périodiquement érgodique. �
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La proposition suivante donne une condition nécéssaire moins forte pour la stabilité par

rapport à la stationnarité périodique de premier ordre.

Proposition 2.4.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))

Si le modèle (2:2:2) admet une solution fyt; t 2 Zg périodiquement stationnaire de premier

ordre et �t 6= 0 pour tout t alors ���� SQ
s=1

's

���� < 1: (2:4:6)

Preuve Si fyt; t 2 Zg est une solution périodiquement stationnaire de premier ordre de is

a �rst-order periodically stationary solution to (2:2:2) alors en prenant l�espérance des deux

membres de (2:2:2) et en utilisant le fait que E (yt�1"t�1) = E
�
"2t�1

�
on obtient l�équation

S-périodique au di¤erence ordinaire suivante

E (yt) = 'tE (yt�1) + �t�
2
t�1; t 2 Z: (2:4:7)

Notons E (yt) = �t, donc

�t = 't �t�1 + �t E (yt�1 "t�1) ; t 2 Z;

où

E (Yt�1 "t�1) = E
��
't�1 Xt�2 + "t�1 + �t�1 Xt�2 "t�2

�
"t�1

	
; t 2 Z;

= E
�
't�1 Xt�2 "t�1 + "2t�1 + �t�1 Xt�2 "t�2 "t�1

�
= E

�
"2t�1

�
= �2t�1;

alors,

�t = 't �t�1 + �t �
2
t�1; t 2 Z:

Notons �t = �t �
2
t�1, on a donc �t = 't �t�1 + �t. En procédant par itérations on obtient :

�t =
�Qm

i=1 't�i+1
�
�t�m +

Pm�1
j=1

�Qj
i=1 't�i+1

�
�t�j + �t:

Posons m = S et tenant compte de la périodicité de 't�i+1 et de la moyenne, on obtient :

�t =
�QS

i=1 'i

�
�t +

PS�1
j=1

�Qj
i=1 't�i+1

�
�t�j + �t;
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qui peut être réécrit comme suit :

�
1�

SQ
i=1

'i

�
�t = �t +

S�1P
j=1

�
jQ
i=1

'i

�
�t�j;

donc la condition de la stationnarité périodique en moyenne du processus est donnée par :

SQ
i=1

j'ij < 1;

2.4.2 Structure de la moyenne de la solution périodiquement sta-

tionnaire de premier ordre

La proposition suivante donne la forme explicite de la moyenne de l�unique solution

périodiquement stationnaire de premier ordre fyt; t 2 Zg du modèle (2:2:2) sous A1 et sous

la condition de stabilité (2:4:3). Posons �s = E (ys+�S) (1 � s � S, � 2 Z).

Proposition 2.4.2 (Aknouche and Bentarzi (2014))

Sous A1 et (2:4:3), la myenne de la solution solution (2:3:2) est explicitement donnée par

E (ys+�S) =

S�1P
j=0

j�1Q
i=0

's�i�s�j �
2
s�j�1

1�
QS
i=1 'i

; 1 � s � S: (2:4:8)

Preuve : On a vu que

�
1�

SQ
i=1

'i

�
�t = �t +

S�1P
j=1

�
jQ
i=1

'i

�
�t�j;

en remplaçon �t�j par sa valeur �t �
2
t�1 on obtient :

�t =
�t +

PS�1
j=1

�Qj
i=1 'i

�
�t�j

1�
QS
i=1 'i

; t 2 Z:

remplaçons �t�j par sa valeur �t �
2
t�1 on obtient
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E (ys+�S) =

S�1P
j=0

j�1Q
i=0

's�i�s�j �
2
s�j�1

1�
QS
i=1 'i

; 1 � s � S: �

Il est clair que pour le cas classique, i.e., S = 1 la condition se réduit à j'j < 1 et la moyenne

à � = E (Xt) = (1� ')�1 � �2:

2.5 Stabilité par rapport à la stationnarité périodique
de second ordre

2.5.1 Condition de stabilité de second ordre

Nous étudions à présent la stabilité de (2:2:2) par rapport à la stationnarité périodique de

soncond ordre qui est aussi connue dans la litérature de séries chronologique par la corrélation

périodique (Gladyshev, 1961). En principe, nous supposons uniquement que f"t; t 2 Zg est

un processus bruit blanc périodique, i.e. une suite de variables aléatoires non corrélées avec

variance périodique �nie. Cependant, pour des raisons techniques, nous supposons, en plus,

que f"t; t 2 Zg est i:p:d: avec variance périodique �nie. De plus, à cause de la biliniarité du

modèle, nous devons supposer aussi que f"t; t 2 Zg possède un moment d�ordre quarte �ni.

A2 : f"t; t 2 Zg est i:p:d: avec E ("t) = 0; V ar ("t) = �2t et supt2ZE ("
4
t ) <1:

De plus, nous supposons que f"t; t 2 Zg satisfait l�hypothèse de non dégénéréssance suivante :

A3 : "2t est presque surement une fonction non linéaire de "t pour tout t.

Soit �t = 't+1+�t+1"t,  t =
�
't+1 + �t+1�t

�
"t+�t+1 ("

2
t � �2t ) et yc;t = yt��t. Le théorème

suivant établit une condition nécessaire et su¢ sante pour que le processus périodiquement

stationnaire en moyenne fyt, t 2 Zg satisfaisant l�équation au di¤érence stochastique (2:2:2a)

soit périodiquement stationnaire au second ordre.
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Théorème 2.5.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))

i) Sous l�hypothèse A2, une condition su¢ sante pour que le modèle (2:2:2) ait une solution

(nonanticipative) périodiquement stationnaire de second ordre donnée par (2:3:2) est que

� :=
SQ
s=1

�
'2s + �2s�

2
s�1
�
< 1; (2:5:1)

où la série dans (2:3:2b) converge en moyenne quadratique et presque surement. De plus, la

solution (2:3:2) est aussi est strictement périodiquement stationnaire, périodiquement érgo-

dique et est exprimée via le processus centré fyc;t, t 2 Zg par

yc;s+�S = "s+�S +
1P
r=1

SP
j=1

�
r�1Q
m=0

SQ
i=1

�s�i+(��m)S

��
j�1Q
i=1

�s�i+(��r+1)S

�
 s�j+(��r+1)S; (2:5:2)

où les dernières séries convenrgent aussi en moyenne quadratique et presque surement.

ii) Si, de plus, A3 est véri�ée, alors la condition (2:5:1) est aussi nécéssaire.

Preuve i) Si on pose

Pt;j =

j�1Y
i=0

At�i; Zt;n =
nX
j=0

Pt;jBt�j; Rt;n =
nY
i=0

At�iZt�n�1; (2:5:3)

alors par un remplacement successif dans (2:3:2b) on trouve pour un certain entier positif n

Zt = Zt;n +Rt;n:

D�abord, montrons que si (2:5:1) est véri�ée alors la série dans then the series in (2:3:2b)

converge en moyenne quadratique, i.e. pour tout 1 � t � S

lim
n�!1

E
�
Z2t;n

�
est �nie, (2:5:4)
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Puisque f"t; t 2 Zg est i:p:d:, et de la forme particulière de f(At; Bt) ; t 2 Zg (Bt = At"t), on

a

E
�
Z2t;n

�
=

nX
j=0

E
�
P 2t;jB

2
t�j
�

=

nX
n=0

jY
i=1

E
�
A2t�i+1

�
E
�
B2
t�j
�
:

Posons t = v(t) + S� (t) et j = v(j) + S� (j) tels que v(t); v(j) 2 f1; :::; Sg, � (t) 2 Z, � (j) 2 N,

on peut écrire lim
n!1

E
�
Z2t;n

�
, puisque E (A2t ) et E

�
B2
t�j
�
sont S-périodiques en t, comme suit

lim
n�!1

E
�
Z2t;n

�
=

1X
j=0

 
S�1Y
l=0

E
�
A2v(t)�l

�!� (j)0@v(j)�1Y
l=0

E
�
A2v(t)�l

�1AE
�
B2
v(t)�v(j)

�
;

où � (j) =
�
j
S

�
. Pour tout t,E

�
B2
v(t)�v(j)

�
est �nie sousA2 et

Qv(j)�1
l=0 E

�
A2
v(t)�l

�
est uniformé-

ment limité par max
1�v(t)�S

Qv(j)�1
l=0 E

�
A2
v(t)�l

�
, qui est �ni aussi. Donc une condition su¢ sante

pour (2:5:4) est que (2:5:1) soit véri�ée.

Maintenant, posons Zt =
P1

j=0

Qj
i=1At�i+1Bt�j la moyenne quadratique limite de Zt;n

quand n ! 1. Il est claire que fZt; t 2 Zg est solution de (2:3:2b) qui est unique. De plus,

puisque fZt; t 2 Zg est une fonction mesurable de la suite i:p:d: f(At; Bt) ; t 2 Zg, la solution

est aussi strictement périodiquement stationnaire et périodiquement érgodique. La série dans

(2:3:4b) converge presque surement parceque (2:5:1) entraine (2:3:3a). De (2:3:2a) etA2 nous

concluons pour fyt; t 2 Zg.

Finallement, pour montrer (2:5:2), la représentation Markivienne (2:3:2) peut être écrite

sous la forme centrée suivante

Zc;t = �tZc;t�1 +  t; (2:5:5)

rappelons que E (yt) = �t = �
(Z)
t�1, où �

(Z)
t = E (Zt) et Zc;t = Zt � �

(Z)
t . Pourr t � 0, en

itirant (2:5:5) t fois et en utilisant Zc;t = yc;t�1 � "t, on obtient

yc;t = "t +
t�1P
j=1

�
j�1Q
i=1

�t�i

�
 t�j +

�
t�1Q
i=1

�t�i

�
Yc;0; (2:5:6)
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où Yc;0 = yc;1�"1 = ('1 + b1 "0) yc;0. Remplaçons t par s+�S dans (2:5:6) (1 � s � S, � 2 Z),

et utilisons
s�1+�SQ
i=1

�s�i+�S =

�
�Q
r=1

SQ
i=1

�s�i+(��r+1)S

��
s�1Q
i=1

�s�i

�
, alors de la S-périodicité de 't,

�t et �
2
t nous trouvons après quelques manipulations

yc;s+�S � "s+�S �
�P
r=1

SP
j=1

�
r�1Q
m=0

SQ
i=1

�s�i+(��m)S

��
j�1Q
i=1

�s�i+(��r+1)S

�
 s�j+(��r+1)S

=
�Q
r=1

SQ
i=1

�
�s�i+(��r+1)S

� "s�1P
j=1

j�1Q
i=1

�s�i  s�j +

�
s�1Q
i=1

�s�i

�
Yc;0

#
:

(2:5:7)

Prenons l�esperance des deux membres de (2:5:7), on obtient

E

8<:
"
yc;s+�S � "s+�S �

�P
r=1

SP
j=1

�
r�1Q
m=0

SQ
i=1

�s�i+(��m)S

��
j�1Q
i=1

�s�i+(��r+1)S

�
 s�j+(��r+1)S

#29=;
= �� E

" 
s�1P
j=1

j�1Q
i=1

�s�i  s�j +

�
s�1Q
i=1

�s�i

�
Yc;0

!#2
:

(2:5:8)

Par conséquent, on voit que sous (2:5:1), la partie droite de (2:5:8) converge vers 0 quand

� !1, ce qui complète la preuve de la partie de su¢ sance.

ii) Supposons qu�il existe une solution fyt; t 2 Zg périodiquement stationnaire de second

ordre pour (2:3:2). Alors, en itirant (2:5:5) S fois on obtient :

Zc;t =
S�1Q
j=0

�t�j Zc;t�S +
S�1P
j=0

j�1Q
i=0

�t�i t�j: (2:5:9)

De (2:5:9) et de la structure périodique de f(�t ;  t) ; t 2 Zg il en découle :

V ar (Zc;t) =

 
S�1Q
j=0

E
�
�2t�j

�!
V ar (Zc;t) + V ar

 
S�1P
j=0

j�1Q
i=0

�t�i t�j

!
: (2:5:10)

Si A3 is satisfaite, alors
S�1P
j=0

j�1Q
i=0

�t�i t�j ne peut pas être écrit comme

S�1X
j1=0

at;j1"t�j1 +
X
j1<j2

at;j1j2"t�j1"t�j2 + :::+
X

j1<j2:::<jS

at;j1:::jS"t�j1 :::"t�jS ; (2:5:11)
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de certaines fonctions at;j1:::jS , (0 � ji � S � 1; 1 � i � S, t 2 Z) des paramètres du

modèle (2:2:2). Therefore, ils n�existent pas de valeurs non-singulières des paramètres pour

les quelles V ar

 
S�1P
j=0

j�1Q
i=0

�t�i t�j

!
= 0 et donc de (2:5:10) il s�en suit que

V ar (Zc;t)

 
1�

S�1Q
j=0

E
�
�2t�j

�!
> 0;

ce qui implique (2:5:1). �

Remarque 2.5.1 Si l�hypothèse A3 n�est pas véri�ée alors l�équation (2:2:2) peut admettre

une solution périodiquement stationnaire de second ordre même lorsque
SQ
i=1

�
'2i+1 + �2i+1 �

2
i

�
�

1. En e¤et, si

"2t = �t"t + �2t ; �t 2 R; t 2 Z; (2:5:12)

alors pour 't et �t tel que

�t�1�t + 't + �t�t�1 = 0;

le processus périodiquement stationnaire de second ordre fyt; t 2 Zg donné par

yt = �t + "t;

est clairement une solution nonanticipative pour (2:2:2) même
SQ
i=1

�
'2i+1 + �2i+1 �

2
i

�
peut être

superieur à 1. Par exemple, si S = 2 et (2:5:12) est véri�é alors

S�1P
j=0

j�1Q
i=0

�t�i t�j = at;1"t + at;2"t�1 + at;12"t"t�1;

où at;1 = 't+1+�t�t+1+ �t+1�t, at;2 = 't't+1+�t�1't+1�t+'t+1�t�t�1 et at;12 = 't�t+1+

�t�1�t�t+1 + �t�t+1�t�1
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2.5.2 Structure d�autocovariance de la solution périodiquement

stationnaire au second ordre

Comme conséquence de la stabilité par rapport à la stationnarité périodique de second

ordre, nous donnons dans cette subsection la structure d�autocovariance de l�unique solu-

tion fyt; t 2 Zg du modèle (2:2:2) sous A2 et sous la condition de stabilité (2:5:1). Posons



(s)
h = Cov (ys+nS; ys+nS�h) = E (yc;s+nS; yc;s+nS�h), (1 � s � S, h 2 Z) la fonction d�auto-

covariance de fyt; t 2 Zg.

Proposition 2.5.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))

L�autocovariance 
(s)h de fyt; t 2 Zg est donnée par



(s)
0 = �2s +

�

1� �
SP
j=1

�
j�1Q
i=0

�
'2s�i + �2s�i�

2
s�i�1

��
E
�
 2s�j

�
; (2:4:13a)



(s)
1 = 's


(s�1)
0 + Cs (2:4:13b)



(s)
h =

�
SQ
i=1

'i

�#���2Q
i=0

's�i

��
's��+1


(s��)
0 + Cs��+1

�
;

h � 2; h= � + #S;
1 � s; � � S; # 2 N;(2:4:13c)

où

E
�
 2s
�
= �2s+1 (E ("

4
s)� �4s) + 2�s+1

�
's+1 + �s+1 �s

�
E ("3s) +

�
's+1 + �s+1 �s

�2
�2s

Cs = �sE
�
"3s�1

�
+ �s �s�1 �

2
s�1; 1 � s � S:

(2:4:13d)

Preuve Des calculs ordinaires et directs donnent (2:4:13). �

Notons que la forme explicite Note that the explicit formula (2:4:13c) peut être écrite

sous la forme récurssive suivante



(t)
h = 't


(t�1)
h�1 ; h � 2; t 2 Z: (2:4:14)
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2.6 Stabilité par rapport à la stationnarité d�ordre r

Dans cette section, nous étudions la stabilité de (2:2:2) par rapport à la stationnarité

périodique d�ordre r (r � 1) ce qui signi�e que le processus sous-jacent est intégrable jusqu�à

l�ordre r et que les moments d�ordre r correspondants sont S-periodique dans le temps. Ainsi,

en suivant le même principe utilisé dans la section précédente, nous supposons que les inputs

de (2:2:2) sont périodiquement stationnaires d�ordre 2r et nous cherchons la conditions pour

que ces inputs aient une solution fyt; t 2 Zg nonanticipative périodiquement stationnaire

unique d�ordre r comme output. Ainsi nous considérons l�hypothèse suivante :

A4 : f"t; t 2 Zg est i:p:d: avec E ("t) = 0; V ar ("t) = �2t et supt2ZE ("
2r
t ) <1, r � 1.

Theorem 2.6.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))

Sous A4, une condition su¢ sante pour que le modèle (2:2:2) ait une solution nonanticipative

unique périodiquement stationnaire d�ordre r donnée par (2:3:4) est que

SQ
s=1

E
���'s + bs"s�1

��r� < 1; (2:6:1)

où la série dans (2:3:4b) converge au sens du moment d�ordre r. De plus, la solution (2:3:4)

est également strictement périodiquement stationnaire, périodiquement érgodique et la série

dans (2:3:4b) converge presque surement aussi.

Preuve Comme dans la preuve du théorème 2.4.1 soit

Zt;n =

8<:
Pn

j=0 Pt;jBt�j si n > 1
Bt si n = 0
0 si n < 0;

où Pt;j est donné par (2:5:3). En premier lieu, nous devons montrer que sous (2:6:1)

lim
n!1

E (jZt;njr) est �nie. (2:6:2)

si on pose

�t;n = Zt;n � Zt;n�1 =

8>><>>:
n�1Q
i=0

At�iBt�n si n > 1

Bt si n = 0
0 si n < 0;

(2:6:3)
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alors �t;n = At�t�1;n�1. Pour montrer (2:6:2) il su¢ t que

E (j�t;njr)! 0 as n!1: (2:6:4)

Mais de (2:6:3) et A4 on a

E (j�t;njr) = E
����Yn�1

i=0
At�iBt�n

���r�
=

Yn�1

i=0
E (jAt�ijr)E (jBt�njr)

� K
�YS�1

s=0
E (jAsjr)

�[nS ]
E (jBt�njr) ;

pour une certaine constante positive K. Ceci implique (2:6:4) et donc la série dans series

(2:6:2) converge au sens du moment d�ordre r. Soit Zt la limite du moment d�ordre r de Zt;n

quand n ! 1. Alors, fZt; t 2 Zg est l�unique solution de (2:3:2b) qui est aussi strictement

périodiquement stationnaire et périodiquement érgodique. La série dans (2:3:4b) converge

aussi presque surement parceque (2:6:1) implique (2:3:3a). Finalement fyt; t 2 Zg donné par

(2:3:4a) est intégrable jusqu�à l�ordre r parceque fZt; t 2 Zg et f"t; t 2 Zg le sont. �

Remarque 2.6.1

i) Quand r est pair, il est claire que

SQ
s=1

E
���'s + bs"s�1

��r� = SQ
s=1

��E ��'s + bs"s�1
�r���

et donc la condition (2:6:1) se réduit à la forme plus simple :

S�1Q
s=0

 ����� rPj=0
�
r

j

�
'r�js+1b

j
s+1E

�
"js
������
!
< 1: (2:6:5)

En particulier pour r = 2, on trouve (2:5:1).

ii) Il apparaît que la condition (2:6:1) pourrait aussi être nécessaire pour la stabilité par

rapport à la stationnarité périodique d�ordre r mais l�hypothèse non-dégénérescence A3

devrait aussi être faite. En e¤et, si A3 est satisfaite alors (2:6:5) est une condition nécéssaire

qui est plus stricte quand l�ordre r est impair.
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Soit ��(Z)r;s = E
��
Zs+�S � �

(Z)
s

�r�
le moment centré d�ordre r de fZt; t 2 Zg.

Proposition 2.6.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))

Sous A3 et A4, si le modèle (2:2:2) admet une solution fyt; t 2 Zg périodiquement station-

naire d�ordre r et �t 6= 0 pour tout t, alors (2:6:5) est véri�ée.

Preuve Si fyt; t 2 Zg est une solution périodiquement stationnaire d�ordre r de (2:2:2) alors

ainsi est fZt; t 2 Zg donnée par (2:3:2). De (2:5:5) il s�en suit que

�
�(Z)
r;t = �r;t�

�(Z)
r;t�1 + Ct; (2:6:6)

où �r;t = E
��
't+1 + bt+1"t

�r�
et Ct =

r�1P
k=1

�
r

k

�
�
�(Z)
r�k;t�1E

�
�r�kt  kt

�
+ E ( rt ). Si A3 est sa-

tisfaite, alors comme pour (2:5:11), Ct ne peut pas être égale à zéro et donc l�équation au

di¤erence périodique ordinaire (2:6:6) devrait avoir une solution unique. Ceci arrive quand

(2:6:5) est satisfaite. �

Ainsi, du Théorème 2:6:1 et Proposition 2:6:1 nous concluons que :

i) Si r est pair, alors (2:6:1) qui coïnside avec (2:6:5), est su¢ sante pour la stabilité par

rapport à la stationnarité périodique d�ordre r sous A4 et est aussi nécéssaire si, de plus,

A3 est véri�ée.

ii) Si, cependant, r est pair alors (2:6:1) est su¢ sante pour la stabilité par rapport à

la stationnarité périodique d�ordre r sous A4 et (2:6:5) est nécéssaire sous A4 et A3. En

utilisant de plus l�inégalité de Jensen il s�ensuit que (2:6:1) implique (2:6:5) mais l�inverse

n�est pas vrai. Donc, il apparait que pour r impair, la condition (2:6:5) n�est pas su¢ sante

pour la stabilité par rapport à la stationnarité périodique d�ordre r.

�
SQ
s=1

E (j's + �s"s�1j
r)< 1

�
=) Stabilité / stationnarité

périodique d�ordre r
=)

�
SQ
s=1

jE ('s + �s"s�1)
rj< 1

�
:

r est impair�
SQ
s=1

E (j's + �s"s�1j
r)< 1

�
,
�

SQ
s=1

jE ('s + �s"s�1)
rj< 1

�
=)

( (
Sous A3

)

Stabilité / stationnarité
périodique d�ordre r

r est pair
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2.6.1 Structure des moments superieurs et Kurtoses de la solution

périodiquement stationnaire à l�ordre r

Comme résultat de la stabilité par rapport à la stationnarité périodique à l�ordre r, la

structure des moments de la solution périodiquement stationnaire à l�ordre r fyt; t 2 Zg du

modèle (2:2:2) est donnée sous A4 et (2:6:1). Soit ��r;s = E ((ys+�S � �s)
r) le moment centré

d�ordre r de fyt; t 2 Zg.

Proposition 2.6.2 (Aknouche and Bentarzi (2014))

Sous A4 et (2:6:1), l�expression de ��r;s, (1 � s � S) est dnnée par :

��r;s = �
�(Z)
r;s�1 + E ("rs) +

r�1P
l=2

�
r

l

�
�
�(Z)
l;s�1 E

�
"r�ls

�
; 1 � s � S; (2:6:7a)

�
�(Z)
k;s = (1��)�1

�
E
�
 ks
�
+
k�1P
l=1

�
k

l

�
�
�(Z)
k�l;s�1 E

�
�k�ls  ls

��
+ (1��)�1 �

S�1P
�=1

�
��1Q
i=0

�k;s�i

�
kP
l=1

�
k

l

�
�
�(Z)
k�l;s���1 E

�
�k�ls��  

l
s��
�
; (2:6:7b)

où � =
SQ
s=1

E (�k;s).

Preuve La preuve découle immédiatement de (2:6:6) en utilisant (2:4:1)-(2:4:2). Pour r = 2,

on trouve (2:5:13). Si r = 4 alors on a

�
�(Z)
4;s = (1��)�1 E

�
 4s
�
+ 4 (1��)�1 ��(Z)3;s�1 E (�

3
s s) + 6 (1��)

�1 �
�(Z)
2;s�1 E

�
�2s  

2
s

�
�
�(Z)
3;s = (1��)�1 E

�
 3s
�
+ 3 (1��)�2 E (�2s s) E

�
 2s�1

�
+

3 (1��)�2
S�1P
�=1

�
�Q
i=1

�2;s�iE (�
2
s s) E

�
 2s���1

�
+

�Q
i=1

�3;s�i+1E
�
 2s���1

�
E
�
�2s�� s��

��
+

3 (1��)�2
�
S�1P
�=1

�Q
i=1

�2;s���iE
�
 2s�2��1

���S�1P
�=1

�Q
i=1

�3;s�i+1E
�
�2s�� s��

��
+

(1��)�1
S�1P
�=1

�
�Q
i=1

�3;s�i+1

�
E
�
 3s��

�
�
�(Z)
2;s = (1��)�1 E

�
 2s
�
:

(2:6:8)

De (2:6:7) et (2:6:8) on peut obtenir la S kurtoses de la solution périodiquement stationnaire

à l�ordre 4 de (2:2:2).
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Corollary 2.6.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))

Sous A4 et (5:1) avec r = 4 la S Kurtoses de la solution périodiquement stationnaire à

l�ordre 4 est donnée par

Ks =
��4;s�
��2;s
�2 (1��)�1�E � ks�+ k�1P

l=1

�
k

l

�
�
�(Z)
k�l;s�1E

�
�k�ls  ls

��
, 1 � s � S;

où ��4;s et �
�
2;s sont données respectivement par Proposition 2.6.2 et Proposition 2.5.1.

2.7 Stabilité par rapport au processus d�innovation

Tous les types de stabilités étudiés précédemment sont par rapport au processus fyt; t 2 Zg.

Dans cette section nous étudions une autre sorte de stabilité qui est plutôt par rapport au

processus d�innovation f"t; t 2 Zg. Ceci signi�e grossièrement que, dans la limite, les es-

timations d�innovation sont insensibles aux valeurs de départ y0; "0 que nous �xons pour

l�équation (2:2:1) quand les données sont de t = 1 à n. Ceci arrive si et seulement si � and

fyt; t 2 Zg sont tels qu�on puisse exprimer "t (t 2 Z) comme fonction mesurable de yt; yt�1; :::

et �, i.e. "t = g (�; yt; yt�1; :::) où g existe dans un sens. Si g (�; yt; yt�1; :::) existe presque sû-

rement (p.s.) alors le modèles (2:2:1) est dit fortement (ou p.s.) inversible. Si, cependant,

E (b"t � "t)
2 ! 0 quand t!1, où

b"t = yt � bZt�1 et bZt = ��tyt bZt�1 + 't + �tyt; t � 1; (2:7:1)

avec bZ0 �xé, dite bZ0 = 0, alors g existe en moyenne quadratique et le modèle (2:2:1) est dit
or Granger-Andersen inversible (voir aussi Granger and Andersen, 1978b). A�n d�étudier

l�inversibilité presque sûre nous posons les hypothèses suivantes.

A5 : Il existe une solution périodiquement strictement stationnaire et périodiquement ergo-

dique fyt; t 2 Zg pour (2:2:1) avec E jlog jytjj <1.
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Theorem 2.7.1 (Aknouche and Bentarzi (2014))(Stabilité presque sure/au processus d�in-

novation)

Sous A0 et A5, le modèle (2:2:1) est presque surement inversible siPS
s=1E (log j�sys�1j) < 0; (2:7:2)

et seulement si PS
s=1E (log j�sys�1j) � 0: (2:7:3)

De plus, "t est donné pour tout t 2 Z par

"t =
P1

j=0 (�1)
jQj�1

i=0 �t�iyt�i�1
�
yt�j � 't�jyt�j�1

�
; (2:7:4)

où la dernière série converge presque surement.

Preuve. Notons que le modèle (2:2:1) peut être exprimé sous la forme de l�équation au

récurrence stochastique suivante "t = Ct"t�1+Dt; t 2 Z;où Ct = ��tyt�1 et Dt = yt�'tyt�1.

De A5, f(Ct; Dt) ; t 2 Zg est périodiquement stationnaire et périodiquement stationnaire

avec E jlog jCtjj < 1 et E jlog jDtjj < 1. donc (2:7:2) et (2:7:3) suivent, en utilisant les

mêmes démarches que dans la preuve du Théoreme 2.3.1. �

Les conditions d�inversibilité stricte (2:7:2)� (2:7:3) sont clairement di¢ ciles à véri�er ana-

lytiquement parce qu�elles dépendent de la loi de ys (1 � s � S). Retournons maintenant

au problème d�inversibilité du modèle (2:2:1) qui est beaucoup plus simple à véri�er. Soit la

supposition suivante :

A6 : Il existe une solution périodiquement strictement stationnaire et périodiquement ergo-

dique fyt; t 2 Zg de (1:2) avec E (y2t ) <1.

Théorème 2.7.2 (Aknouche and Bentarzi (2014))(Stabilité en moyenne quadratique/ au

processus d�innovation)

Sous A5 et A6, le modèle (2:2:1) est inversible en moyenne quadratique siQS
s=1 �

2
s E (y

2
s) < 1: (2:7:5)

De plus, "t est donné pour tout t 2 Z par (2:7:4) où la série correspondante converge en

moyenne quadratique.
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Preuve. En suivant Granger and Andersen (1978b), et en combinant (2:3:2) et (2:7:1) nous
avons

b"t � "t = Zt�1 � bZt�1 et Zt�1 � bZt�1 = �t�1yt�1

� bZt�2 � Zt�2

�
; t � 1;

par itiration de la dernière égalité on obtient

("t � b"t)2 = �2t�1y
2
t�1�

2
t�2y

2
t�2:::�

2
1y
2
1

�
Z0 � bZ0�2 :

Parce que bZ0 = 0 et du fait que la moyenne géométrique est inferieure que la moyenne

arithmétique, on trouve

("t � b"t)2 � �t�1Pt�1
k=1 �

2
ky
2
k

�t
Z20 ;

et donc

E ("t � b"t)2 � E
�
t�1
Pt�1

k=1 �
2
ky
2
k

�t
E ('1 + �1"0)

2E (y20) :

b"t = yt � bZt�1bZt = ��tyt bZt�1 + 't + �tyt; t � 1;

alors, de A6 et du théorème de la périodicité ergodique il s�en suit que si (2:7:5) est véri�ée

alors E ("t � b"t)2 ! 0 ps t ! 1. Le fait que la série dans (2:7:4) converge en moyenne

quadratique sous A6 et (2:7:5) est facilement prouvé de la même manière que la preuve du

Théoreme 2:5:1.

Remarque 2.7.1. Il peut être observé que si A6 est véri�ée alors de l�inégalité de Jensen,

l�inversibilité en moyenne quadratique implique l�inversibilité presque sûre.



CHAPITRE 2. STABILITÉ D�UN MODÈLE DIAGONAL BILINÉAIRE PÉRIODIQUE 61

2.8 Estimation

Dans la présente section, nous nous intéressons à l�estimation des paramètres du modèle

(2:2:1), via trois méthodes d�estimation, à savoir la méthode d�estimation de Yule-Walker

(YW ), la méthode d�estimation des moindres carrés conditionnelle (CLS) et la méthode

du maximum de vraisemblance conditionnelle (CML). Il est bien connu que la première

méthode est moins e¢ cace que la seconde. Cependant, malgré que la méthode d�estimation

de Yule-Walker (YW ), la méthode d�estimation des moindres carrés conditionnelle (CLS)

sont moins e¢ caces que la méthode du maximum de vraisemblance conditionnelle (CML),

elles restent fréquemment utilisées de nos jours. En e¤et, elles sont simples et produisent des

estimateurs consistants qui peuvent être utilisés comme valeurs initiales dans des méthodes

sophistiquées telle que MLE.

2.8.1 Estimation de Yule-Walker

Nous nous intéressons à l�estimation des paramètres du modèle sous-jacent (2:2:1) en adop-

tant la méthode d�estimation de Yule-Walker (YW ), dans le cas où le processus d�innovation

est Gaussien de moyenne nulle et de variance périodique �2";s; s = 1; 2; :::; S. La proposition

suivante établie l�estimation de (YW ) des paramètres du modèle donné par (2:2:2).

Proposition 2:9:1. Si le processus d�innovation f"t; t 2 Zg est un processus Gaussien de

moyenne nulle et de variance périodique �2";s, s = 1; 2; :::; S, alors les estimateurs de Yule-

Walker des paramètres 's, �s et �
2
";s, sont donnés, pour s = 1; 2; :::; S, comme suit :

Etape une : Estimation de 's : b's = b
(s) (1)� b�y;s b�y;s�1b
(s�1) (0)� b�2y;s�1 ,

Etape deux : Estimation de Bs = �s �
2
";s�1 : bBs = \�s �";s�1 = b�y;s � b's b�y;s�1,

Etape trois : Estimation de �2";s : b�2";s = 1

3

3 b's \E
�
y3s�1

� bBs � bAs \E
�
y2s�1

�
b's \E

�
y3s�1

�
� \E

�
y2s�1

� �b�y;s � 3 bBs� ; où
bAs =\E (y3s)� (b's)3 \E

�
y3s�1

�
� 9 bBs b
(s) (0)� 9 bBs b'2s b�2y;s�1;bBs = b
(s) (0)� b'2s b
(s�1) (0)� �b�2y;s � b'2s b�2y;s�1� ;

Etape quatre : Estimation de �s : b�s = bBs �b�2";s�1 :
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Remarque. Pour obtenir les estimateurs b's; b�s et b�2";s, nous procédons comme suit :
a) Les estimateurs b's et bBs de 's et Bs, respectivement, dans l�étape 1 et l�étape 2, sont
obtenus à partir des deux égalités (2:4:13a) et (2:4:13b), en remplaçant 
(s) (1), 
(s�1) (0),

�y;s et �y;s�1, par leur estimateurs empiriques.

b) Pour calculer �2";t, nous avons le système d�équations en �t et �
2
";t; suivant :

3 't Bs E
�
y3t�1

�
�t + 3

�
�y;t � 3 Bs

�
�2";t = At;

Bs E
�
y2t�1

�
�t + �2";t = Bt;

où

At = E (y3t )� '3t E
�
y3t�1

�
� 9Bs 
(t) (0)� 9 Bs '2t �2y;t�1;

Bt = 
(t) (0)� '2t 

(t�1) (0)�

�
�2y;t � '2t �

2
y;t�1

�
;

à partir duquel nous obtenons �2";t

�2";t =
3 't E

�
y3t�1

�
Bt � E

�
y2t�1

�
At

3
�
't E

�
y3t�1

�
� E

�
y2t�1

� �
�y;t � 3 Bs

�� :
c) Finalement, l�estimateur b�s est dé�ni pour être donné par bBs �b�2";s�1 cette estimation
est très commune dans les modèles de séries chronologiques bilinéaires (voir par exemple

Doukhan et al (2006), Grahn (1995)).

2.8.2 Etude de simulation des estimateurs de (YW )

La Table 1 donne les moyennes et les RMSE des estimateurs de YW , pour r = 1000

réplications, de séries périodiques, de période S = 4, de tailles N = 700; 1000; 1200; 1500 et

2000, générées à partir d�un modèle PBL4 (1; 0; 1; 1). Nous remarquons que plus la taille de la

série augmente les estimateurs des paramètres approchent des vraies valeurs des paramètres

et leur RMSE diminuent.



CHAPITRE 2. STABILITÉ D�UN MODÈLE DIAGONAL BILINÉAIRE PÉRIODIQUE 63

n

700

s 's b's RMSE �s
b�s RMSE �2s

b�2s RMSE
1 :2 :2002 :0696
2 :5 :4981 :1115
3 :4 :3927 :0698
4 :3 :3018 :1076

:10 :0931 :0930
:20 :1986 :1650
:15 :1616 :2220
:30 :2929 :1508

1 :9789 :2208
2 2:0024 :5826
1:25 1:2868 :2779
1:5 1:5611 :2905

1000
1 :2 :1989 :0562
2 :5 :4983 :1021
3 :4 :3978 :0603
4 :3 :2967 :0879

:10 :1003 :0633
:20 :2038 :1037
:15 :1556 :0591
:30 :2969 :0878

1 :9994 :1610
2 1:9950 :4162
1:25 1:2857 :2325
1:5 1:5580 :2588

1200
1 :2 :1976 :0521
2 :5 :4982 :0852
3 :4 :3986 :0547
4 :3 :3021 :0789

:10 :1005 :0496
:20 :1999 :0998
:15 :1546 :0677
:30 :2955 :0806

1 1:0025 :1463
2 1:9863 :3688
1:25 1:2806 :1955
1:5 1:5503 :2360

1500
1 :2 :1976 :0521
2 :5 :4982 :0852
3 :4 :3986 :0547
4 :3 :3021 :0789

:10 :1005 :0496
:20 :1999 :0998
:15 :1546 :0677
:30 :2955 :0806

1 :9976 :1274
2 1:9987 :3171
1:25 1:2731 :1938
1:5 1:5558 :2111

2000
1 :2 :1993 :0401
2 :5 :4984 :0668
3 :4 :3981 :0422
4 :3 :2980 :0632

:10 :0972 :0387
:20 :1997 :0711
:15 :1527 :0344
:30 :2954 :0590

1 1:0064 :1102
2 2:0015 :2707
1:25 1:2850 :1710
1:5 1:5539 :1906

YW Estimation

Table 1

2.8.3 Estimation des moindres carrés conditionnelle

Ce paragraphe est dédié à l�étude du problème d�estimation des paramètres d�un modèle

(2:2:1) ; bilinéaire diagonal périodique, BLS (1; 0; 1; 1) ; via la méthode des Moindres Carrés

Conditionnelles (Conditional Least Squares). Brièvement, l�estimation des paramètres sous-

jacents du modèle (2:1:1), consiste en deux étapes. Dans la première, on estime le paramètre

't, en utilisant la méthode de Yule-Walker. Cette estimation est obtenue à partir de l�équa-

tion (4:1c), pour h = 2 et t = s + �S, s = 1; 2; :::; S et � 2 Z, lorsque nous remplaçons les

autocovariances théoriques par leurs estimations empiriques. En e¤et, nous avons :

b's = b
(s) (2).b
(s�1) (1) ; s = 1; 2; :::; S et � 2 Z:
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Dans la seconde partie, nous estimons via la procédure des Moindres Carrés Conditionnelle,

le paramètre �t, tout en considérant pour l�obtention de la série résiduelle, notée bvt, le modèle
suivant :

bvt = �t yt�1 "t�1 + "t; t 2 Z:

La proposition suivante établit les estimateurs b't; b�t et b�2t des paramètres 't, �t et la va-
riance des innovations �2";t respectivement.

Proposition 2:9:2. Les estimateurs des Moindres Carrés Conditionnels, b't; b�t et b�2t des
paramètres 't, �t et la variance des innovations �

2
";t, s = 1; 2; :::; S, sont, respectivement,

donnés par :

b's = b
(s) (2).b
(s�1) (1) ; b�s = �̂12;s=�̂22;s et b�2s = �̂11;s; s = 1; 2; :::; S;

avec

b�11;s =
M�1P
�=1

�2s�1+�Sy
2
s�1+�S

M�1P
�=1

�̂2s+�S �
M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S
M�1P
�=1

�̂2s+�S�s�1+�Sys�1+�S

�1;s

;

b�12;s = (M � 1)
PM�1

�=1 �̂2s+�S �s�1+�Sys�1+�S �
PM�1

�=1 �s�1+�Sys�1+�S
PM�1

�=1 �̂2s+�S
�1;s

;

�̂22;s =

PM�1
�=1 �2s�1+�S

PM�1
�=1 �s�1+�S (�̂s+�S �̂s�1+�S)

�2;s

�
PM�1

�=1 �s�1+�S�s�1+�S
PM�1

�=1 �s�1+�S (�̂s+�S �̂s�1+�S)

�2;s

;

où �1;s = (M � 1)
PM�1

�=1 �2s�1+�Sy
2
s�1+�S �

�PM�1
�=1 �s�1+�Sys�1+�S

�2
;

�2;s =
�PM�1

�=1 �2s�1+�S

��PM�1
�=1 �2s�1+�S

�
�
�PM�1

�=1 �s�1+�S�s�1+�S

�2
;

�t = ytyt�1"t"t�1 et �t = yt"
2
t :

Preuve. Dans la deuxième étape, nous considérons la série résiduelle obtenue par :

�̂t = yt � b'tyt�1;
puis, nous considérons pour la série résiduelle �̂t, le modèle suivant :bvt = �t yt�1 "t�1 + "t; t 2 Z:
Ce modèle peut être exploité, tout en utilisant le principe fondamental des Moindres Carrés

Conditionnel, pour estimer les paramètres �t et �
2
";t. Il est facile de véri�er que l�espérance

conditionnelle à l�information disponible jusqu�à l�instant t � 1, E (�̂t�̂t�s /t� 1), t 2 Z et

s 2 N�, est donnée par :
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E (�̂t �̂t�r /t� 1) =

8<:
�2";t + �2t y

2
t�1 "

2
t�1;

�t �t�1 yt�1yt�2"t�1"t�2 + �t yt�1"
2
t�1;

0;

r = 0;
r = 1;
r > 2:

En posant �11;t = �2";t; �12;t = �2t ; �21;t = �t �t�1; �22;t = �t; �t = ytyt�1"t"t�1 et �t = yt"
2
t ;

Cette dernière expression peut être écrite de la forme :

E (�̂t�̂t�r /t� 1) =

8<:
�11;t + �12;t �t�1yt�1;
�21;t �t�1 + �22;t�t�1;
0;

r = 0;
r = 1;
r > 2:

En supposant que la taille de la série, N; est un multiple de S, notée N =MS et en posant

t = s + �S, les estimateurs de �11;s et �12;s, peuvent être obtenus en minimisant la forme

quadratique suivante :

Q1 =
SP
s=1

M�1P
�=1

h
�̂2s+�S � �01:s Ys;�

i2
=

SP
s=1

M�1P
�=1

h
�̂4s+�S � 2 �01:s Ys;� �̂

2
s+�S + �01:s

�
Y
s;�
Y
s;�

�
�01:s

i2
;

où les vecteurs colonnes �1:s et Ys;� sont, respectivement, donnés par :

�01:s = (�11;s; �12;s) et Y 0s;� =
�
1; �s�1+�Sys�1+�S

�
;

En dérivant partiellement, respectivement à �1:s et en résolvant l�équation normale obtenue,

nous obtenons :

@Q1
@�1:s

= �2
M�1P
�=1

Y
s;�
�̂2s+�S + 2

M�1P
�=1

�
Y
s;�
Y 0
s;�

�
�1:s =)

M�1P
�=1

�
Y
s;�
Y 0
s;�

�
�1:s =

M�1P
�=1

Y
s;�
�̂2s+�S;0BB@ M � 1

M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S

M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S
M�1P
�=1

�2s�1+�Sy
2
s�1+�S

1CCA� �11;s
�12;s

�
=

0BB@
M�1P
�=1

�̂2s+�S

M�1P
�=1

�̂2s+�S �s�1+�Sys�1+�S

1CCA ;

�
�11;s
�12;s

�
=

0BB@ M � 1
M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S

M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S
M�1P
�=1

�2s�1+�Sy
2
s�1+�S

1CCA
�10BB@

M�1P
�=1

�̂2s+�S

M�1P
�=1

�̂2s+�S�s�1+�Sys�1+�S

1CCA ;

Finalement, nou avons :
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�
�11;s
�12;s

�
=

0BB@ M � 1
M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S

M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S
M�1P
�=1

�2s�1+�Sy
2
s�1+�S

1CCA
�10BB@

M�1P
�=1

�̂2s+�S

M�1P
�=1

�̂2s+�S �s�1+�Sys�1+�S

1CCA ;

0BB@ M � 1
M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S

M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S
M�1P
�=1

�2s�1+�Sy
2
s�1+�S

1CCA
�10BB@

M�1P
�=1

�̂2s+�S

M�1P
�=1

�̂2s+�S �s�1+�Sys�1+�S

1CCA ;

=
1

�1;s

�0BB@
M�1P
�=1

�2s�1+�Sy
2
s�1+�S �

M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S

�
M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S (M � 1)

1CCA
0BB@

M�1P
�=1

�̂2s+�S

M�1P
�=1

�̂2s+�S �s�1+�Sys�1+�S

1CCA ;

�
�11;s
�12;s

�
=

1

�1;s

�0BB@
�
M�1P
�=1

�2s�1+�Sy
2
s�1+�S

�
M�1P
�=1

�̂2s+�S �
�
M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S

�
M�1P
�=1

�̂2s+�S �s�1+�Sys�1+�S

(M � 1)
M�1P
�=1

�̂2s+�S �s�1+�Sys�1+�S �
�
M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S

�
M�1P
�=1

�̂2s+�S

1CCA ;

où �1;s = (M � 1)
M�1P
�=1

�2s�1+�Sy
2
s�1+�S �

�
M�1P
�=1

�s�1+�Sys�1+�S

�2
;

Similairement, les estimateurs de �21;s et de �22;s, peuvent être obtenus en minimisant la forme

quadratique suivante :

Q2 =
PS

s=1

PM�1
�=1

�
�̂s+�S �̂s�1+�S � �02:s Zs;�

�2
;

=
PS

s=1

PM�1
�=1

�
(�̂s+�S �̂s�1+�S)

2 � 2 �02:s Zs;� (�̂s+�S �̂s�1+�S) + �02:s
�
Zs;� Zs;�

�
�02:s
�
;

où les vecteurs colonnes �2:s et Ys;� sont, respectivement, donnés par :

�02:s = (�21;s; �22;s) et Y 0s;� =
�
�s�1+�S; �s�1+�S

�
;

en dérivant partiellement, respectivement à �1:s, et en résolvant l�équation normale obtenue,

nous auront :
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@Q2
@�2:s

= �2
M�1P
�=1

Zs;� (�̂s+�S �̂s�1+�S) + 2
M�1P
�=1

�
Zs;� Zs;�

�
�2:s;

M�1P
�=1

�
Zs;� Z 0s;�

�
�2:s =

M�1P
�=1

Zs;� (�̂s+�S �̂s�1+�S) ; =)

M�1P
�=1

�
Zs;� Z 0s;�

�
=

M�1P
�=1

�
�s�1+�S
�s�1+�S

��
�s�1+�S; �s�1+�S

�
;

=

0BB@
M�1P
�=1

�2s�1+�S
M�1P
�=1

�s�1+�S �s�1+�S

M�1P
�=1

�s�1+�S �s�1+�S
M�1P
�=1

�2s�1+�S

1CCA
M�1P
�=1

Zs;� (�̂s+�S �̂s�1+�S) =
M�1P
�=1

�
�s�1+�S (�̂s+�S �̂s�1+�S)
�s�1+�S (�̂s+�S �̂s�1+�S)

�
0BB@

M�1P
�=1

�2s�1+�S
M�1P
�=1

�s�1+�S �s�1+�S

M�1P
�=1

�s�1+�S �s�1+�S
M�1P
�=1

�2s�1+�S

1CCA� �21;s
�22;s

�
=

0BB@
M�1P
�=1

�s�1+�S (�̂s+�S �̂s�1+�S)

M�1P
�=1

�s�1+�S (�̂s+�S �̂s�1+�S)

1CCA
�
�21;s
�22;s

�
=
1

�

0BB@
M�1P
�=1

�2s�1+�S �
M�1P
�=1

�s�1+�S �s�1+�S

�
M�1P
�=1

�s�1+�S �s�1+�S
M�1P
�=1

�2s�1+�S

1CCA

�

0BB@
M�1P
�=1

�s�1+�S (�̂s+�S �̂s�1+�S)

M�1P
�=1

�s�1+�S (�̂s+�S �̂s�1+�S)

1CCA :

Finalement, nous obtenons

�
�21;s
�22;s

�
=

1

�2;s

0BB@
�
M�1P
�=1

�2s�1+�S

�
M�1P
�=1

�s�1+�S (�̂s+�S �̂s�1+�S)�
M�1P
�=1

�2s�1+�S

�
M�1P
�=1

�s�1+�S (�̂s+�S �̂s�1+�S)

�
�
M�1P
�=1

�s�1+�S �s�1+�S

�
M�1P
�=1

�s�1+�S (�̂s+�S �̂s�1+�S)

�
�
M�1P
�=1

�s�1+�S �s�1+�S

�
M�1P
�=1

�s�1+�S (�̂s+�S �̂s�1+�S)

1CCA ;

�2;s =

�
M�1P
�=1

�2s�1+�S

��
M�1P
�=1

�2s�1+�S

�
�
�
M�1P
�=1

�s�1+�S �s�1+�S

�2
:
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2.8.4 Etude de simulation des estimateurs des moindres carrés
conditionnelles

Dans la table 2 ci-dessous, les notations b's, b�s, b�2s et RMSEs, s = 1; 2; :::; S, dénotent

La Moyenne Empirique et la Racine de la Moyenne des Erreurs Carrés (Root Mean Squares

Errors), pour r = 1000 réplications, des estimateurs CLS des paramètres périodiques 's; �s

et �2s de période S = 4: et ceci pour plusieurs tailles, N = 700; 1000; 1200; 1500 et 2000, des

séries générées à partir d�un modèle PBL4 (1; 0; 1; 1). Nous remarquons que plus la taille de la

série augmente les estimateurs des paramètres approchent des vraies valeurs des paramètres

et leur RMSE diminuent.

n

700

s 's b's RMSE �s
b�s RMSE �2s

b�2s RMSE
1 :2 :2002 :0696
2 :5 :4981 :1115
3 :4 :3927 :0698
4 :3 :3018 :1076

:10 :0875 :0578
:20 :1706 :1248
:15 :1391 :0415
:30 :2825 :0789

1 1:0002 :1242
2 2:0174 :2365
1:25 1:2667 :1704
1:5 1:5270 :2395

1000

1 :2 :1989 :0562
2 :5 :4983 :1021
3 :4 :3978 :0603
4 :3 :2967 :0879

:10 :0878 :0470
:20 :1762 :1031
:15 :1450 :0326
:30 :2884 :0615

1 1:0081 :1062
2 2:0069 :2137
1:25 1:2565 :1457
1:5 1:5193 :2046

1200
1 :2 :1976 :0521
2 :5 :4982 :0852
3 :4 :3986 :0547
4 :3 :3021 :0789

:10 :0914 :0436
:20 :1747 :0973
:15 :1421 :0309
:30 :2903 :0589

1 1:0083 :1017
2 2:0037 :1879
1:25 1:2604 :1274
1:5 1:5242 :1950

1500

1 :2 :1968 :0453
2 :5 :4982 :0766
3 :4 :3997 :0489
4 :3 :2996 :0703

:10 :0904 :0375
:20 :1815 :0839
:15 :1450 :0289
:30 :2920 :0487

1 1:0040 :0883
2 2:0024 :1637
1:25 1:2566 :1222
1:5 1:5145 :1702

2000

1 :2 :1993 :0401
2 :5 :4984 :0668
3 :4 :3981 :0422
4 :3 :2980 :0632

:10 :0955 :0309
:20 :1865 :0707
:15 :1462 :0228
:30 :2940 :0432

1 1:0010 :0712
2 2:0011 :1517
1:25 1:2543 :1004
1:5 1:5098 :1432

CLS Estimation

Table 2
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2.8.5 Estimateurs du maximum de vraisemblance conditionnelle

La proposition suivante établit l�estimateur du Maximum de vraisemblance Condition-

nelle (Conditional Likelihood estimations (CMLE)), b't; b�t et b�2t des paramètres 't, �t et
de la variance des innovations �2";t, respectivement.

Proposition 2:9:3. Les estimateurs du Maximum de vraisemblance Conditionnels, b�0s =�b's; b�s� et b�2s des paramètres �0s = ('s; �s) et �2s,s = 1; 2; :::; S, d�un modèle (2:2:1) bili-
néaire diagonal périodique, BLS (1; 0; 1; 1), sont, respectivement, donnés par :

� b'sb�s
�
=
1

�s

� (2:9:5a)0BB@
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

N�1P
�=0

ys�1+�S ys+�S �
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S
N�1P
�=0

ys�1+�S"s�1+�S ys+�S

N�1P
�=0

y2s�1+�S
N�1P
�=0

ys�1+�S "s�1+�S ys+�S �
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S
N�1P
�=0

ys�1+�S ys+�S

1CCA
où �s =

�
N�1P
�=0

y2s�1+�S

��
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�2
,

b�2s = 1

N

N�1P
�=0

�
ys+�S � Y 0s+�S b�s�2 ;

où Y
s
=

0BBBBB@
ys�1 ys�1 "s�1
ys�1+S ys�1+2S "s�1+2S
...

...
ys�1+(N�2)S ys�1+(N�2)S "s�1+(N�2)S
ys�1+(N�1)S ys�1+(N�1)S "s�1+(N�1)S

1CCCCCA
(2:9:5b)

Preuve. Le logarithme de la fonction de vraisemblance conditionnelle est donné par

ln (yt jFt�1 ) = n lg
p
2� � 1

2

nP
t=1

lg
�
�2";t
�
� 1
2

nP
t=1

�
yt � Y 0t �t

�2
�2";t

;

ln (yt jFt�1 ) = n lg
p
2� � N

2
lg
�
�2";s
�
� 1

2�2s

SP
s=1

�
Y 0
s Y s � 2�0s Y 0s Y s + �0s Y 0s Ys �s

�
;

où Y s =
�
ys; ys; :::; ys+(N�2)S; ys+(N�1)S

�0
et la matrice Y

s
est donnée dans la formule
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(2:9:5b). Par conséquent, nous avons

b�s = �Y 0s Ys��1 Y 0s Y s;b�2s = 1

N

N�1P
�=0

�
ys+�S � Y 0s+�S b�s�2 = 1

N
Y 0
s

�
I � Y

s

�
Y 0
s
Y
s

��1 Y 0
s

�
Y s:

2.9 Propriétés distributionnelles

Il est facile de véri�er, sous l�hypothèse de la Normaleté des innovations, que :

� b'sb�s
� ���Ft�1 7�! N

0BB@� 's
�s

�
;
1

�s

0BB@
N�1P
�=0

y2s�1+�S
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

1CCA�2s

1CCA ;

N b�2s
�2s

���Ft�1 7�! �N�2;

alors, nous avons

b's ���Ft�1 7�! N

�
's;

1

�s

�
N�1P
�=0

y2s�1+�S

�
�2s

�
;

b�s ���Ft�1 7�! N

�
�s;

1

�s

�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
�2s

�
;

N b�2s
�2s

���Ft�1 7�! �N�2;

où �s =

�
N�1P
�=0

y2s�1+�S

��
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�2
,

V ar
�b�s jFt�1� = 1

�s

0BB@
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S �

�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

� �
N�1P
�=0

y2s�1+�S

�
1CCA �2s;

De plus, nous avons

\
V ar

�b's ���Ft�1� = �N�1P
�=0

y2s�1+�S

�b�2s;
\

V ar
�b�s ���Ft�1� 7�! �

N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�b�2s;
N b�2s
�2s

���Ft�1 7�! �N�2;
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et

E
�b�s jFt�1� = �N�1P

�=0

�
Y 0
s+�S

Y
s+�S

���1
�0BB@

N�1P
�=0

y2s�1+�S
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

1CCA� 's
�s

�
,

E
�b�s jFt�1� = � 's

�s

�
,

N�1P
�=0

�
y2s�1+�S y2s�1+�S "s�1+�S

y2s�1+�S "s�1+�S y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
�2s

Y 0
t
= (yt�1; yt�1 "t�1)

=) Y
s+�S

=

�
ys�1+�S

ys�1+�S "s�1+�S

��
y2t�1 y2t�1 "t�1

y2t�1 "t�1 y2t�1 "
2
t�1

�
�2s,

b�s = �N�1P
�=0

�
Y 0
s+�S

Y
s+�S

���1 N�1P
�=0

Y 0
s
Y s,

V ar
�b�s jFt�1�

=

�
N�1P
�=0

�
Y 0
s+�S

Y
s+�S

���1
V ar

�
N�1P
�=0

Y
s+�S

"s+�S jFt�1
� �

N�1P
�=0

�
Y 0
s+�S

Y
s+�S

���1
,

V ar
�b�s jFt�1� =

0BB@
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S

� �
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

� �
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
1CCA
�1

�2s,

0BB@
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S

� �
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

� �
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
1CCA
�1
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=
1

�s

0BB@
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

� �
N�1P
�=0

y2s�1+�S

�
1CCA ;

=
1

�s

0BB@
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

� �
N�1P
�=0

y2s�1+�S

�
1CCA �2s

�s =

�
N�1P
�=0

y2s�1+�S

��
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�2
;

V ar
�b�s jFt�1� =

0BB@
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S

� �
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

� �
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
1CCA
�1

�2s,

V ar
�b�s jFt�1� = 1

�s

0BB@
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S �

�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

� �
N�1P
�=0

y2s�1+�S

�
1CCA �2s,

�s =

�
N�1P
�=0

y2s�1+�S

��
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�2
,

V ar (b's jFt�1 ) =
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�s

=

N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S�

N�1P
�=0

y2s�1+�S

��
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�2 ,

V ar
�b�s jFt�1� =

N�1P
�=0

y2s�1+�S

�s

=

N�1P
�=0

y2s�1+�S�
N�1P
�=0

y2s�1+�S

��
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�2 ,
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Cov
�b's; b�s jFt�1� = �

N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�s

= �

N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S�
N�1P
�=0

y2s�1+�S

��
N�1P
�=0

y2s�1+�S "
2
s�1+�S

�
�
�
N�1P
�=0

y2s�1+�S "s�1+�S

�2 ,

N�1P
�=0

�
Y 0
s+�S

Y
s+�S

�
=

0BB@
N�1P
�=0
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2.10 Maximum de vraisemblance conditionnelle : Etude
de simulation

Dans la table 3 ci-dessous, les notations b's, b�s, b�2s et RMSEs, s = 1; 2; :::; S, dénotent

La Moyenne Empirique et la Racine de la Moyenne des Erreurs Carrés (Root Mean Squares

Errors), pour r = 1000 réplications, des estimateurs CML des paramètres périodiques 's; �s

et �2s de période S = 4: et ceci pour plusieurs tailles, N = 700; 1000; 1200; 1500 et 2000, des

séries générées à partir d�un modèle PBL4 (1; 0; 1; 1). Nous remarquons que plus la taille de la

série augmente les estimateurs des paramètres approchent des vraies valeurs des paramètres

et leur RMSE diminuent.

n

700

s 's b's RMSEs �s b�s RMSEs �2s
b�2s RMSEs

1 :2 :2000 :0570
2 :5 :4982 :0992
3 :4 :3952 :0600
4 :3 :2947 :0860

:10 :0975 :0302
:20 :1959 :0661
:15 :1494 :0247
:30 :2969 :0462

1 :0988 :1056
2 1:9993 :2042
1:25 1:2418 :1309
1:5 1:4920 :1582

1000
1 :2 :2003 :0465
2 :5 :4964 :0889
3 :4 :3961 :0503
4 :3 :2978 :0731

:10 :0978 :0255
:20 :2012 :0510
:15 :1503 :0204
:30 :2965 :0375

1 :9970 :0907
2 1:9888 :1846
1:25 1:2443 :1143
1:5 1:4978 :1305

1200
1 :2 :1991 :0422
2 :5 :4967 :0757
3 :4 :3983 :0470
4 :3 :2965 :0617

:10 :1003 :0215
:20 :1981 :0509
:15 :1485 :0191
:30 :2998 :0324

1 :9979 :0815
2 1:9869 :1610
1:25 1:2438 :0997
1:5 1:5018 :1191

1500
1 :2 :1975 :0388
2 :5 :4970 :0707
3 :4 :3991 :0416
4 :3 :2980 :0594

:10 :0987 :0198
:20 :1988 :0440
:15 :1495 :0172
:30 :2985 :0300

1 :9950 :0756
2 1:9920 :1442
1:25 1:2462 :0929
1:5 1:5006 :1122

2000
1 :2 :1991 :0333
2 :5 :4999 :0590
3 :4 :3981 :0366
4 :3 :2980 :0511

:10 :0999 :0183
:20 :1996 :0368
:15 :1492 :0147
:30 :2986 :0259

1 :9974 :0617
2 1:9943 :1341
1:25 1:2464 :0789
1:5 1:4999 :0949

CML Estimation

Table 3
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INTRODUCTION GENERALE

La quasi totalité de la bibliographie existante sur l�étude des séries chronologiques à

valeurs entières positives concerne les modèles de séries chronologiques, à valeurs entières

positives, à coe¢ cients invariants dans le temps, qui font intervenir un opérateur d�amincis-

sement (thinning operator) dont l�opérateur de Steutel-van Harn (1979) est le plus fréquem-

ment utilisé par les analystes des séries temporelles, à valeurs entières positives en particulier

les modèles linéaires : les modèles autorégressifs, d�ordre p, INAR (p), (voir Al-Osh and Aly

(1992), Al-Osh and Alzaid (1987), Al-Osh and Alzaid (1990), Bourguignon (2016), Doukhan

et al (2012), Fokianos et al (2009), Freeland and McCabe (2004), (2005), Silva (2015), ...).

En e¤et, un processus, à valeurs entières positives fyt; t 2 Zg est dit un processus INAR (p)

s�il satisfait l�équation linéaire stochatique suivante :

yt = '1 � yt�1 + '2 � yt�2 + :::+ 'p � yt�p + "t; t 2 Z

où le processus d�innovation f"t; t 2 Zg est une suite de variables aléatoires non corrélées, à

valeurs entières positives, avec une moyenne �" et une variance �nies �
2
" et où "�" est un opé-

rateur d�amincissement dont le fréquemment utilisé est celui de Steutel-Van Harn, Steutel-

van Harn (1979), qui est dé�ni, pour le processus stochastique entier yi;t�1, et n�importe quelle

suite de variables aléatoires non corrélée à valeurs entières non négatives fYj;t; j 2 N; t 2 Zg

où P (Yj;t = 1) = 1� P (Yj;t = 0) = 'j 2 [0; 1] par

'i � yt�i =
� Pyt�i

j=1 Yj;t; si yt�i > 0;
0; si yt�i � 0;

i = 1; 2; :::; p.
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Un processus, à valeurs entières positives fyt; t 2 Zg est un processus moyen mobile, d�ordre

q, INMA (q) (voir : Al-Osh and Alzaid (1991), Al-Osh and Alzaid (1988), ...) s�il est donné

comme suit :

yt = "t + �1 � "t�1 + �2 � "t�2 + :::+ �p � "t�q; t 2 Z;

où le processus d�innovation f"t; t 2 Zg est une suite de variables aléatoires non corrélées,

à valeurs entières positives, avec une moyenne �" et une variance �nies �
2
" et où " � " est

un opérateur d�amincissement dont le fréquemment utilisé est celui de Steutel-Van Harn,

Steutel-van Harn (1979), qui est dé�nie, pour le processus stochastique entier yi;t�1, et

n�importe quelle suite de variables aléatoires non corrélée à valeurs entières non négatives

fYj;t; j 2 N; t 2 Zg où P (Yj;t = 1) = 1� P (Yj;t = 0) = 'j 2 [0; 1] par

�i � "t�i =
( P"t�i

j=1 Yj;t; si "t�i > 0;

0; si "t�i � 0;
i = 1; 2; :::; q.

Les modèles précédents sont des modèles particuliers de la classe de modèles autorégressifs

moyen mobile, à coe¢ cients invariants dans le temps, d�ordre p et q, à valeurs entières po-

sitives, INARMA (p; q), (voir : McKenzie (1986), (1988), Weib (2008), Al-Osh and Alzaid

(1993), ). Cette dernière classe de modèles, qui fait aussi intervenir des opérateurs d�amin-

cissement (thinning operators) dont les opérateurs de Steutel-van Harn (1979) sont les plus

fréquemment utilisés par les analystes des séries temporelles, à valeurs entières positives.

En e¤et, un processus, à valeurs entières positives fyt; t 2 Zg est un processus autoregres-

sif moyen mobile, d�ordre p et q, INARMA (p; q) (voir :négatives. enand Alzaid (1993),

Benjamin et al 2003, ...) s�il est donné comme suit :

yt = '1 � yt�1 + '2 � yt�2 + :::+ 'p � yt�p
+ "t + �1 � "t�1 + �2 � "t�2 + :::+ �p � "t�q; t 2 Z

où le processus d�innovation f"t; t 2 Zg est une suite de variables aléatoires non corrélées,

à valeurs entières positives, avec une moyenne �" et une variance �nies �
2
" et où " � " est

un opérateur d�amincissement dont le fréquemment utilisé est celui de Steutel-Van Harn,

Steutel-van Harn (1979), qui est dé�nie, pour le processus stochastique entier yi;t�1, et n�im-

porte quelles suites de variables aléatoires non corrélées à valeurs entières non négatives et
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non corrélées entre elles fYj;t; j 2 N; t 2 Zg et fZj;t; j 2 N; t 2 Zgoù

P (Yj;t = 1) = 1� P (Yj;t = 0) = 'j 2 [0; 1] ;
P (Zk;t = 1) = 1� P (Zk;t = 0) = �k 2 [0; 1] ;

où P (Yj;t = 1) = 1� P (Yj;t = 0) = 'j 2 [0; 1] par

'i � yt�i =
( Pyt�i

j=1 Yj;t; si yt�i > 0;

0; si yt�i � 0;
i = 1; 2; :::p; .

�j � "t�j =
( P"t�j

k=1 Zk;t; si "t�i > 0;

0; si "t�i � 0;
j = 1; 2; :::q.

Parmi les modèles de séries chronologiques, à valeurs entières, non-linéaires qui font aussi

intervenir un opérateur d�amincissement (thinning operator) dont le plus utilisé est aussi

celui de Steutel-van Harn (1979), nous citons le modèle de séries chronologiques Diagonal

Bilinéaire, à valeurs entières, de coe¢ cients invariant dans le temps, INBL (1; 0; 1; 1) qui a

été étudié par Doukhan et al (2006).

Un processus stochastique, à valeurs entières, fyt; t 2 Zg du second ordre, est dit satis-

faisant un modèle Diagonal Bilinéaire, à valeurs entières, à coe¢ cients invariant dans le

temps, INBL (1; 0; 1; 1), s�il est une solution de l�équation linéire au di¤érence stochastique

suivante :

yt = ' � yt�1 + � � (yt�1 "t�1) + "t; t 2 Z:

où le processus d�innovation f"t; t 2 Zg est une suite de variables aléatoires non corrélées

à valeurs entières positives, avec une �" et une variance �nie �
2
" et où " � " est l�opérateur

d�amincissement qui souvant de Steutel-Van Harn (1979), qui est dé�nie, pour le processus

stochastique entier yt�1 et n�importe quelle suite de variables aléatoires non corrélée à valeurs

entières non négatives fYi;t; i 2 N; t 2 Zg où P (Yi;t = 1) = 1�P (Yi;t = 0) = ' 2 [0; 1] par :

' � yt�1 =
( Pyt�1

i=1 Yi;t; si yt�1 > 0;

0; si yt�1 � 0;

de même, �t� représente l�opérateur d�amincissement de Steutel-Van Harn qui est dé�ni,
pour le processus stochastique à valeurs entières yt�1 "t�1 et n�importe quelle suite de va-
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riables aléatoires non corrélée à valeurs entières non négatives fZj;t; j 2 N; t 2 Zg tel que

P (Zj;t = 1) = 1� P (Zj;t = 0) = � 2 [0; 1], par :

� � (yt�1 "t�1) =
( Pyt�1 "t�1

i=1 Zi;t; si yt�1 "t�1 > 0;

0; si yt�1 "t�1 � 0;

La modélisation des séries temporelles à valeurs entières a connu à nos jours le développe-

ment de quelques modèles non-linéaires, à valeurs entières, de type de régression qui ne fons

pas appelle à l�opérateur d�amincissement. Parmi ces modèles nous présentons le modèle

Autoregressif Conditionnellemnt Hétéroscédastique Généralisé à valeurs entières, d�ordres p

et q; noté INGARCH (p; q), (Chen et al .(2016), Zhu,.F.(2012) ; ::).

Un processus stochastique à valeurs entières fyt; t 2 Zg est dit satisfaire un modèle Auto-

regressif Conditionnellemnt Hétéroscédastique Généralisé à valeurs entières, d�ordres 1 et 1;

noté INGARCH (1; 1) ; s�il est donné par :

yt /Ft�1  P (�t) ;
�t = �0 + �1 yt�1 + � �t�1:

où Ft représente la ��algèbre engendrée par y0; y1; :::; yt. Ce modèle a été étudié par Ferland

et al (2006).



Chapitre 3

Modèle INGARCH (1; 1) Poissonnien
périodique : Structure et estimation

3.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous étudions quelques propriétés probabilistes et statistiques du mo-

dèles GARCH périodique à valeurs entières. Nous établissons des conditions nécessaires et

su¢ santes de premier et de second ordre, de la stationnarité périodique, et nous donnons,

sous ces conditions, les formes explicites de la moyenne et du moment d�ordre deux.

81
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3.2 Notations, Dé�nitions et hypothèses

Un processus stochastique à valeurs entières fyt; t 2 Zg est dit satisfaire un modèle Au-

toregressif Conditionnellemnt Hétéroscédastique Généralisé à valeurs entières, d�ordres q et

p; noté INGARCH (q; p) ; s�il est donné par :

yt /Ft�1  P (�t) ;
�t = �0 +

Pq
i=1 �i yt�i +

Pp
j=1 �j �t�j:

(3:2:1)

On dit qu�un processus à valeurs entières fyt; t 2 Zg, satisfait un modèle Autoregressif

Conditionnellemnt Hétéroscédastique Généralisé périodique, de période S, d�ordres q et p;

noté PINGARCHS (q; p) ; s�il est donné par :

yt /Ft�1  P (�t) ;
�t = �0;t +

Pq
i=1 �i;t yt�i +

Pp
j=1 �j;t �t�j;

(3:2:2)

où Ft représente la ��algèbre engendrée par y0; y1; :::; yt. Les paramètres �i;t; i = 0; 1; :::; q

et �j;t; j = 1; :::; p, sont périodiques en t; de S, i.e., �i;t+rS = �i;t et �j;t+rS = �j;t, t; r 2 Z:

A�n d�éliminer la possibilité d�avoir une moyenne conditionnelle nulle ou négative, nous

imposons les conditions suivantes sur les paramètres : �0;t > 0; et �i;t � 0; i = 1; :::; q et

�j;t � 0, j = 1; :::; p, t 2 Z. Particulièrement, on a, pour p = q = 1, le modèle périodique,

PINGARCHS (1; 1), qui est l�objectif de notre étude :

yt /Ft�1  P (�t) ;
�t = �0;t + �1;t yt�1 + �t �t�1; 8t 2 Z,

(3:2:3)

où les paramèters �i;t,i = 0; 1 et �t, sont périodiques dans t, de période S, i.e., �i;t+rS = �i;t,

i = 0; 1 et �t+rS = �t, t; r 2 Z: De plus, ces paramètres sont tels que : �0;t > 0; �1;t � 0 et

�t � 0, 8t 2 Z. Posons t = s + �S, s = 1; 2; :::; S et 8� 2 Z, le dernier modèle peut être
réécrit sous la forme équivalente suivante

ys+�S /Fs+�S�1  P (�s+�S) ;
�s+�S = �0;s + �1;s ys�1+�S + �s �s�1+�S.

(3:2:3a)

Ce modèle est une extension du modèle non périodique INGARCH (1; 1) donnée par (3:2:4)

étudié par Ferland et al (2006) au cas périodique :

yt /Ft�1  P (�t) où �t = �0 + �1 yt�1 + � �t�1; 8t 2 Z. (3:2:4)
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3.3 Conditions de stationnarité

Les modèles de séries chronologiques (linéaire, non-linéaire) avec des coe¢ cients pério-

diques ont reçu, dans ces dernières décennies, un intérêt considérable. En e¤et, beaucoup

de problèmes (l�identi�cation, l�estimation, stationnarité périodique, inversibilité...) liés à

ces modèles périodiques ont été intensivement étudiés par plusieurs auteurs (par exemple,

Pagano, 1978 ; Tiao et Grupe, 1980 ; Vecchia, 1985 ; Adams et Goodwin 1995 ; Basawa et

Lund, 2001 ; Franses et Paap, 2004 ; et autres). Cette section est consacrée à l�établissement

des deux conditions de stationnarité périodiques, à savoir la condition de stationnarité pé-

riodique en moyenne et la condition de stationnarité périodique au second ordre. Ainsi, nous

fournissons les conditions, sur les paramètres du modèle, pour l�existence et pour que ces

moments soient �nis. L�existence d�un processus strictement corrélé périodique peut être

prouvée en adoptant la démonstration par construction de Ferland et al (2006).

3.3.1 Stationnarité périodique en moyenne

La proposition suivante établie la condition nécessaire et su¢ sante pour que le processus

à valeurs entières fyt; t 2 Zg satisfaisant (3:2:3) soit stable par rapport au moment d�ordre

un. Aussi, nous donnons dans cette proposition la forme explicite du moment d�ordre un

sous la condition obtenue.

Proposition 3:3:1.(Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Le processus périodiquement corrélé à

valeurs entières fyt; t 2 Zg, satisfaisant le modèle INGARCH (1; 1) périodique donné par

(3:2:3), est périodiquement stationnaire en moyenne, si et seulement si,

QS
i=1 (�1;i + �i) < 1: (3:3:1a)

De plus, la forme explicite de la moyenne E (ys) = �Y;s, s = 1; 2; :::; S, d�un tel processus

est, sous cette condition, donnée par :

�Y;s =
�
1�

QS
i=1 (�1;i + �i)

��1 PS�1
j=0

�Qj
i=1 (�1;i + �i)

�
�0;s�j; (3:3:1b)

avec la convention
Qj
i=1 xi = 1 si j < 1:
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Preuve. La moyenne non-conditionnelle, �Y;t = E (yt), du processus fyt; t 2 Zg est donnée
par

�Y;t =  t �Y;t�1 + �0;t;

où  t = �1;t + �t. Par iterations, nous obtenons

�Y;t =
�Qm

i=1  t�i+1
�
�Y;t�m +

Pm�1
j=0

�Qj
i=1  t�i+1

�
�0;t�j; t 2 Z;

remplaçons m par t, en posant t = s+ �S, nous obtenons

�Y;s;� =
s+�SP
j=1

�Qj�1
i=1  s�i+1+�S

�
�0;s�j+1+�S +

�
s+�SQ
i=1

 s�i+1+�S

�
�Y;0 (y0; �0) ;

=
�SP
j=1

�
j�1Q
i=1

 s�i+1

�
�0;s�j+1 +

sP
j=1

�
j�1+�SQ
i=1

 s�i+1

�
�0;s�j+1 +

�
s+�SQ
i=1

 s�i+1

�
�Y;0 (y0; �0) ;

=
��1P
k=0

�
SQ
i=1

 s�i+1

�k SP
�=1

�
��1Q
i=1

 s�i+1

�
�0;s��+1

+

�
SQ
i=1

 s�i+1

�� sP
j=1

�Qj�1
i=1  s�i+1

�
�0;s�j+1 +

�
SQ
i=1

 s�i+1

�� � sQ
i=1

 s�i+1

�
�Y;0 (y0; �0) ;

=
1�

�QS
i=1  s�i+1

��
1�

QS
i=1  s�i+1

SP
�=1

�Q��1
i=1  s�i+1

�
�0;s��+1

+

�
SQ
i=1

 s�i+1

�� " sP
j=1

�Qj�1
i=1  s�i+1

�
�0;s�j+1 +

�Qs
i=1  s�i+1

�
�Y;0 (y0; �0)

#
;

posons t �! 1, (d�où � �! 1), alors �Y;s;� , s = 1; 2; :::; S, converge, quand � �!

1, si et seulement si
QS
i=1  s�i+1 < 1 ou d�une façon équivalente

QS
i=1  i < 1, versPS�1

j=0

�Qj
i=1  s�i+1

�
�0;s�j

1�
QS
i=1  i

:

Dans le cas de modèle à coe¢ cients invariants dans le temps, i.e. S = 1, les résultats de cette

proposition peuvent être représentés par le corollaire suivant qui donne les mêmes résultats

obtenus par Ferland et al en (2006) dans leur Proposition 7.

Corollaire 3:3:1. Le processus à valeurs entières fyt; t 2 Zg, satisfaisant le modèle clas-

sique INGARCH (1; 1) donné par (3:2:4), est stationnaire en moyenne si et seulement si

(�1 + �) < 1: De plus, la forme explicite de la moyenne E (yt) = �Y d�un tel processus est,

sous cette condition, donnée par : �Y = �0 (1� (�1 + �))�1 :
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3.3.2 Stationnarité périodique de second ordre

La proposition suivante établit une condition nécessaire et su¢ sante pour que le processus

à valeurs entières fyt; t 2 Zg satisfaisant (3:2:3) soit stationnaire, par rapport au moment

d�ordre deux. La forme explicite de ce moment est obtenue sous cette condition.

Proposition 3:3:2. (Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Le processus à valeurs entières fyt; t 2 Zg

satisfaisant le modèle PINGARCH (1; 1) donné par (3:2:3) est périodiquement stationnaire

au second ordre si et seulement si

QS
i=1 (�1;i + �i) < 1: (3:3:2a)

De plus, la forme explicite de la variance V ar (ys) = 

(s)
Y (0), s = 1; 2; :::; S d�un tel processus

et la variance V ar (�s) = 

(s)
� (0) sont, sous cette condition, données par :



(s)
Y (0) =

�
1�

QS
i=1  

2
s

��1 PS�1
j=0

�Qj
i=1  

2
s�i+1

�
zs�j; (3:3:2b)



(s)
� (0) =

�
1�

QS
i=1  

2
s

��1 PS�1
j=0

�Qj
i=1  

2
s�i+1

�
zs�j � �Y;s; (3:3:2c)

où zs = �Y;s �  2s �Y;s�1 + �21;s �Y;s�1,  s = �1;s + �s et �Y;s est donné dans Proposition

3:3:1, avec la convention
jQ
i=1

xi = 1 si j < 1:

REMARQUE 3:3:1. Il est bon de noter que la condition obtenue (3:3:2a) est la même que celle

donnée par (3:3:1a) pour l�existence du moment d�ordre un. En e¤et cette condition assure,

comme nous le verrons ultérieurement, l�existence de tous les moments d�ordres supérieurs.

Ce fait a été prouvé, par Ferland et al (2006), dans le modèle classique INGARCH (1; 1).

Preuve. Le moment d�ordre deux conditionnel du processus yt est donné par

E
�
y2t
�
= E

�
E
�
y2t /Ft�1

��
= E

�
�2t
�
+ E (�t) ; (3:3:3)

ou équivalemment, 
(t)Y (0) = 

(t)
� (0)+E (�t). La moyenne E (�t) a été calculée précédemment.

Donc, nous devons calculer E
�
�2t
�
:
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E
�
�2t
�
= E

�
E
�
�2t /Ft�1

��
=  2t E

�
�2t�1

�
+ �20;t +

�
�21;t + 2�0;t  t

�
E (�t�1) ;

ou équivalemment



(t)
� (0) =  2t 


(t�1)
� (0) +

�
�0;t +  t ��;t�1

�2
+ �21;t ��;t�1 � �2�;t:

En utilisant (3:2:3), sachant que �Y;t = ��;t et �Y;t = �0;t +  t �Y;t�1, nous avons



(t)
Y (0) =  2t 


(t�1)
Y (0) +zt;

où  t = �1;t + �t et zt = �Y;t �  2t �Y;t�1 + �21;t �Y;t�1. Par itération, nous obtenons



(t)
Y (0) =

�Qm
i=1  

2
t�i+1

�


(t�m)
Y (0) +

Pm�1
j=0

�Qj
i=1  

2
t�i+1

�
zt�j:

remplaçons m par t et posons t = s+ �S, s = 1; 2; :::; S et � 2 N, nous obtenons



(t)
Y (0) =

�Qt
i=1  

2
t�i+1

�


(t�m)
Y (0) +

Pm�1
j=0

�Qj
i=1  

2
t�i+1

�
zt�j;



(t)
Y (0) =

�Qt
i=1  

2
t�i+1

�


(t�t)
Y (0) +

Pt
j=1

�Qj�1
i=1  

2
t�i+1

�
zt�j+1;

alors nous avons



(t)
Y (0) =

�
tQ
i=1

 2t�i+1

�


(t�m)
Y (0) +

m�1P
j=0

�
jQ
i=1

 2t�i+1

�
zt�j;



(t)
Y (0) =

�Qt
i=1  

2
t�i+1

�


(t�t)
Y (0) +

Pt
j=1

�Qj�1
i=1  

2
t�i+1

�
zt�j+1;



(s+�S)
Y (0) =

Ps+�S
j=1

�Qj�1
i=1  

2
s�i+1

�
zs�j+1+�S +

�Qs+�S
i=1  2s�i+1

�


(0)
Y (0) ;



(s+�S)
Y (0) =

P�S
j=1

�Qj�1
i=1  

2
s�i+1

�
zs�j+1+�S +

Ps
j=1

�Qj�1+�S
i=1  2s�i+1

�
zs�j+1

+
�QS

i=1  
2
s�i+1

�� �Qs
i=1  

2
s�i+1

�


(0)
Y (0) ;



(s+�S)
Y (0) =

�SP
j=1

�
j�1Q
i=1

 2s�i+1

�
zs�j+1+�S +

�
SQ
i=1

 2s�i+1

�� sP
j=1

�
j�1Q
i=1

 2s�i+1

�
zs�j+1

+
�QS

i=1  
2
s�i+1

�� �Qs
i=1  

2
s�i+1

�


(0)
Y (0) ;

=
P��1

k=0

�QS
i=1  

2
s�i+1

�k PS
i=1

�Q��1
i=1  s�i+1

�
zs�j+1

+

�
SQ
i=1

 2s�i+1

�� sP
j=1

�
j�1Q
i=1

 2s�i+1

�
zs�j+1 +

�
SQ
i=1

 2s�i+1

�� � sQ
i=1

 2s�i+1

�


(0)
Y (0) ;

Alors, nous avons
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(s+�S)
Y (0) =

1�
�QS

i=1  
2
s�i+1

��
1�

QS
i=1  

2
s�i+1

PS
i=1

�Q��1
i=1  s�i+1

�
zs�j+1

+
�QS

i=1  
2
s�i+1

�� hPs
j=1

�Qj�1
i=1  

2
s�i+1

�
zs�j+1 +

�Qs
i=1  

2
s�i+1

�i


(0)
Y (0) ;

où  s = �1;s + �s+�S, zs = �Y;s �  2s �Y;s + �21;s �Y;s et 

(0)
Y (0) = 


(0)
� (0) + E (�0). De la

dernière expression, nous voyons que 
(s+�S)Y (0) converge, quand � !1, vers



(s)
Y (0) =

PS
i=1

�Q��1
i=1  s�i+1

�
zs�j+1

1�
QS
i=1  

2
s�i+1

;

si et seulement si
QS
i=1  

2
s�i+1 < 1 ou équivalemment

QS
i=1  

2
i < 1:

La variance de �t est alors donnée par



(t)
� (0) = 


(t)
Y (0)� �Y;t =

�
1�

QS
i=1  

2
t�i+1

��1PS�1
j=0

�Qj
i=1  

2
t�i+1

�
zt�j � �Y;t: (3:3:4)

Remplaçons t par s + �S; s = 1; 2; :::; S et � 2 Z, dans (3:3:3) et (3:3:4), tout en tenant

compte de la périodicité, nous obtenons les résultats donnés par la proposition. Dans le cas

invariant dans le temps, les expressions (3:3:3) et (3:3:4) se réduisent à :


Y (0) =

�
1� (�1 + �1)

2 + �21
�
�Y

1� (�1 + �1)
2 et 
� (0) =

�21 �Y
1� (�1 + �1)

2 :

Dans le cas (classique) de modèle à coe¢ cients invariants dans le temps donné par (3:2:4),

i.e. S = 1, les résultats de cette proposition peuvent être présentés par le corollaire suivant

qui donne les mêmes résultats donnés par Ferland et al (2006) dans leur Proposition 8.

Corollaire 3:3:2. Le processus périodiquement corrélé à valeurs entières fyt; t 2 Zg, satis-

faisant le modèle INGARCH model (3:2:4), est stationnaire au second ordre si et seulement

si �1+� < 1: De plus, la forme explicite de V ar (yt) = 
Y (0) d�un tel processus et la variance

V ar (�s) = 
� (0) sont, sous cette condition, données par


Y (0) =

�
1� (�1 + �)2 + �21

�
�Y

1� (�1 + �)2
and 
(s)� (0) =

�21 �Y
1� (�1 + �1)

2 :
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3.4 Existence des moments d�ordres supérieurs

Cette section, est consacrée à l�obtention de la condition d�existence du moment d�ordre

m; E (ymt ) ; et sa formule explicite. Les cas particuliers E (y4t ), E (y3t ) et E (y2t ) sont utilisés

lors du calcul des coe¢ cients de skewness et de kurtosis.

3.4.1 Calcul du moment d�ordre supérieur du processus �t

Dans cette section, nous obtenons la condition d�existence du moment d�ordre m noté

E (�mt ). Soit le m�colonnes vecteur �
(m)
t =

�
E (�mt ) ;E

�
�m�1t

�
; :::; E (�t)

�0
.

Proposition 3:4:1. (Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Le moment non conditionnelle d�ordre

m, E (�mt ), existe si et seulement si :QS
i=1 (�1;s + �s) < 1: (3:4:1a)

Le moment non conditionnelle d�ordre m, E (�mt ) est, sous cette condition, donné par :

E
�
�(m)s

�
=
�
I �	(m)s;S

��1PS
j=1	

(m)
s;j �

(m)
0;s�j+1; (3:4:1b)

où 	(m)s;j =
Qj�1
i=1 �

(m)
s�i+1 et la m�m matrice périodique �(m)s , s = 1; 2; :::; S, est donnée par

�(m)s =

0BBBBBBBB@

 m0;s �
(m)
1;s �

(m)
2;s �

(m)
3;s : : : �

(m)
m�2;s �

(m)
m�1;s

0  m�10;s �
(m)
1;s �

(m)
2;s : : : �

(m)
m�3;s �

(m)
m�2;s

0 0  m�20;s �
(m)
1;s : : : �

(m)
m�4;s �

(m)
m�3;s

. . . . . . . . . . . . . . .
...

. . .

0 0 0 0 : : :  20;s �
(m)
1;s

0 0 0 0 : : : 0  0;s

1CCCCCCCCA
:

(3:4:1c)

où �
(m)
0;t =

�
�m0;t; �

m�1
0;t ; :::; �0;t

�0
,  s = �1;s + �s et les éléments de la matrice sont donnés

par

�
(m)
k;s =

mP
n=k+1

n�1P
j=n�k

K(t)n;j+1;n�k where K
(s)
n;j;k =

�
i

n

��
n

j

�
�i�n0;s �

j
1;s �

n�j
s

�
j

j � k

�
:
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Preuve. L�espérance conditionnelle E
�
�it /Ft�2

�
est, de (3:2:3a), donnée par

E
�
�it /Ft�2

�
=

iP
n=0

�
i

n

�
�i�n0;t

nP
j=0

�
n

j

�
�j1;t �

n�j
t �n�jt�1 E

�
yjt�1 /Ft�2

�
:

Il est bien connu que le moment d�ordre j d�une variable de Poisson de moyenne �t est

donné, en utilisant la formule des nombres de Stirling de second espèce, par : E
�
yjt /Ft�1

�
=

jP
k=1

�
j

k

�
�kt�1; alors, nous avons :

E
�
�it /Ft�2

�
= �i0;t +  it �

i
t�1 +

i�1P
n=1

�
i

n

�
�i�n0;t

nP
j=0

�
n

j

�
�j1;t �

n�j
t �nt�1

+
iP

n=1

nP
j=1

�
n

j

��
i

n

�
�i�n0;t �

j
1;t �

n�j
t

j�1P
k=1

�
j

j � k

�
�n�kt�1 ;

qui peut être écrite sous la forme

E
�
�it /Ft�2

�
= �i0;t +  it �

i
t�1 +

i�1P
n=1

�
i

n

�
�i�n0;t  

n
t �

n
t�1 +

iP
n=1

nP
j=1

j�1P
k=1

K(t)n;j;k �
n�k
t�1 ;

où pour i = 1; 2; :::;m; n = 1; 2; :::; i; j = 1; 2; :::; n et k = 1; 2; :::; j � 1;

 t = �1;t + �t et K(t)n;j;k =
�
i

n

��
n

j

�
�i�n0;t �

j
1;t �

n�j
t

�
j

j � k

�
:

La dernière somme contient �t�1 d�ordres i�1; i�2; :::; 2; 1, alors les deux dernières sommes
dans la précédente expression peut être réarrangées comme suitPi�1

n=1

�
i

n

�
�i�n0;t  

n
t �

n
t�1 +

iP
n=1

nP
j=1

j�1P
k=1

K(t)n;j;k �
n�k
t�1 =

i�1P
r=1

�
(i)
r;t (�0;t; �1;t; �t) �

r
t�1;

où

�(i)r;s =
Pi

n=r+1

Pn�1
j=n�r K

(t)
n;j+1;n�r; avec K

(t)
n;j;r =

�
i

n

��
n

j

�
�i�n0;t �

j
1;t �

n�j
t

�
j

j � r

�
:

Alors, nous avons

E
�
�it /Ft�2

�
= �i0;t +  it �

i
t�1 +

Pi�1
r=1 �

(t)
r �rt�1; i = 1; 2; :::

Remplaçons i par m;m�1;m�2:::; 3; 2; 1, nous obtenons l�équation au di¤érence matricielle
suivante :

E (�t /Ft�2 ) = �
(m)
t �t�1 + �

(m)
0;t ;

où le m�colonnes vecteur �t =
�
�mt ; �

m�1
t ; :::; �t

�0
et �(m)0;t =

�
�m0;t; �

m�1
0;t ; :::; �0;t

�0
et où la

m�m�matrice �(m)t est donnée par (3:4:1:c).
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En itérant la dernière équation, nous obtenons

E (�t /Ft�2�n ) =
Pn

j=0

�Qj
r=1�

(m)
t�r+1

�
�
(m)
0;t�j +

�Qn+1
r=1 �

(m)
t�r+1

�
�t�(m+1)

Posons n = kS � 2, alors nous avons, en tenant compte de la matrice �(m)t et du vecteur

colonne �(m)0;t :

E (�t /Ft�kS ) =
PkS�1

j=1

�Qj
r=1�

(m)
t�r+1

�
�
(m)
0;t�j +

�QkS�1
r=1 �

(m)
t�r+1

�
�t�(kS�1):

La dernière égalité peut être écrite sous la forme

E (�t /Ft�kS ) =
k�2P
r=0

�
SQ
r=1

�
(m)
t�r+1

�r SP
j=1

�
j�1Q
i=1

�
(m)
t�i+1

�
�
(m)
0;t�(rS+j)+1

+

�
SQ
r=1

�
(m)
t�r+1

�k�1(S�1P
j=1

�
j�1Q
i=1

�
(m)
t�i+1

�
�
(m)
0;t�j+1 +

�
S�1Q
i=1

�
(m)
t�i+1

�
�t�(kS�1)

)
:

Remplaçons t par s+ �S et tenons compte de la périodicité, nous obtenons :

E (�s /Fs�kS ) =
k�2P
r=0

�
SQ
r=1

�
(m)
s�r+1

�r SP
j=1

�
j�1Q
r=1

�
(m)
s�i+1

�
�
(m)
0;s�(rS+j)+1

+

�
SQ
r=1

SQ
r=1

�
(m)
s�r+1

�k�1(S�1P
j=1

�
j�1Q
r=1

�
(m)
s�i+1

�
�
(m)
0;s�j+1 +

�
S�1Q
r=1

�
(m)
s�i+1

�
�s�(kS�1)

)
:

Puisque les matrices �(m)s�r+1, r = 1; 2; :::; S sont diagonales à valeurs propres  
m
s�r+1;  

m�1
s�r+1;

 m�2s�r+1; :::;  
2
s�r+1;  s�r+1; alors la condition nécessaire pour que la matrice

�QS
r=1�

(m)
s�r+1

�k�1
converge, quand k �!1, vers la matrice nulle est�

SQ
r=1

 s

�
=

SQ
r=1

(�1;s + �s) < 1:

Sous cette condition, nous avons, la forme explicite du vecteur

E (�s) = lim
k!1

E (�s /Fs+�S�kS ) =
1P
r=0

�
SQ
i=1

�
(m)
s�i+1

�r SP
j=1

�
j�1Q
i=1

�
(m)
s�i+1

�
�
(m)
0;s�j+1;

=
�
I �	(m)s;S

��1 S�1P
j=0

	
(m)
s;j �

(m)
0;s�j; où 	

(m)
s;j =

j�1Q
i=1

�
(m)
s�i+1.
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Corollaire 3:4:1. Sous la condition (3:4:1a) le moment non conditionnel d�ordre 4, �(4)�;t =

E
�
�4t
�
, existe et sa forme explicite est sous cette condition donnée par :

E
�
�(4)s

�
=
�
I �	(4)s;S

��1 SP
j=1

	
(4)
s;j �

(4)
0;s�j+1;

où �
(4)
0;t =

�
�40;t; �

3
0;t; �

2
0;t; �0;t

�0
, 	

(4)
s;j =

j�1Q
i=1

�
(4)
s�i+1 et la 4 � 4 matrice périodique �

(4)
s ,

s = 1; 2; :::; S, est donnée par

�
(4)
s =

0BB@
 4s as;1;2 as;1;3 as;1;4
0  3s as;2;3 as;2;4
0 0  2s as;3;4
0 0 0  s

1CCA :

où  s = �1;s + �s et les éléments de la matrice �
(4)
s sont donnés par :

as;1;2 = 4�0;s  
3
s +

�
6 �2s + 12�1;s �s + 6�

2
1;s

�
�21;s;

as;1;3 = 6�
2
0;s  

2
s + 12�0;s �

2
1;s �s + 12�0;s �

3
1;s + 4�

3
1;s �s + 7�

4
1;s;

as;1;4 = 4�0;s �
3
1;s + 6�

2
0;s �

2
1;s + �41;s + 4�

3
0;s  s;

as;2;3 = 3
�
�0;s  

2
s + �21;s �s + �31;s

�
;

as;2;4 = 3�
2
0;s  s + 3�0;s �

2
1;s + �31;s;

as;3;4 = 2�0;s  s + �21;s:

3.4.2 Calcul des moments d�ordres supérieurs du processus yt

Soient les vecteursm�colonnes �(m)
Y;t
=
�
E (ymt ) ; E

�
ym�1t

�
; :::; E (y2t ) ; E (yt)

�0
et �(m)t =�

E (�mt ) ;E
�
�m�1t

�
; :::; E (�t)

�0
et la m�m�matrice 
 (m) donnés comme suit :


 (m) =

0BBBBBBB@

1 !
(m)
1 !

(m)
2 !

(m)
3 � � � !

(m)
m�2 1

0 1 !
(m�1)
1 !

(m�1)
2 � � � !

(m�1)
m�3 1

. . . . . . . . . . . . � � � . . . . . .

0 0 0 0 1 !
(3)
1 1

0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1

1CCCCCCCA
; (3:4:2)

où

!
(i�k)
k =

�
i� 1

i� (k + 1)

�
+

i�1P
r=2

�
i� 1
i� r

��
i� r

i� (k + 1)

�
:
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En utilisant ces notations et dé�nitions, nous pouvons donner le lemme ci-dessous qui établie

l�expression du moment non conditionnel d�ordre m, �(m)Y;t = E (ymt ), comme fonction du

moment non conditionnel d�ordre m , �(m)�;t = E (�
m
t ).

Lemme 3:4:1.(Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Les moments non conditionnels d�ordre m

du processus, �mt = E (yms ), s = 1; 2; :::; S, sont, sous la condition (3:4:1a), donnés comme

fonction des moments non conditionnels d�ordres m de �t, par :

�(m)
Y;s
= 
(m) E

�
�(m)s

�
:

Preuve. Le i ème moment conditionnel E (yit /Ft�1 ) du processus fyt; t 2 Zg est donné par

�
(i)
C;Y;t = E (yit /Ft�1 ) = �t

iP
r=1

�
i� 1
r � 1

�
�
(r�1)
C;Y;t :

Il est bien connu que le r ème moment d�une variable de Poisson de moyenne �t est donné,

en utilisant les nombres de Stirling, par

�
(r)
C;Y;t = E (yit /Ft�1 ) =

rP
k=0

n r
k

o
�kt ;

alors, nous avons

�
(i)
C;Y;t = �t + �it +

i�1P
k=2

�
i� 1
k � 1

�
�kt +

i�2P
r=1

r+1P
k=2

�
i� 1
r

��
r

k � 1

�
�kt ;

qui peut être réécrit sous la forme :

�
(i)
Y;t = �it +

i�1P
k=2

��
i� 1
k � 1

�
+

i�2P
r=1

�
i� 1
r

��
r

k � 1

��
�kt + E(�t):

D�où, le i ème moment non conditionnel, �(i)Y;t = E (yit), est donné par :

�
(i)
Y;t = E

�
�it
�
+

i�1P
k=2

��
i� 1
k � 1

�
+

i�2P
r=1

�
i� 1
r

��
r

k � 1

��
E
�
�kt
�
+ E(�t);

qui peut être écrit sous la forme

�
(i)
C;Y;t = E

�
�it
�
+

i�2P
k=1

��
i� 1

i� (k + 1)

�
+

i�1P
r=2

�
i� 1
i� r

��
i� r

i� (k + 1)

��
E
�
�i�kt

�
+ �t;

d�où, nous avons

�
(i)
Y;t = E

�
�it
�
+
Pi�2

k=1  
(i�k)
k E

�
�i�kt

�
+ E (�t) ; (3:4:3)

où
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!
(i�k)
k =

�
i� 1

i� (k + 1)

�
+

i�1P
r=2

�
i� 1
i� r

��
i� r

i� (k + 1)

�
:

Alors pour i = m;m� 1;m� 2; :::; 3; 2; 1, nous obtenons un système qui peut être écrit sous
forme matricielle comme suit

�(m)
Y;t
= 
(m) E

�
�
(m)
t

�
: (3:4:4)

Corollaire 3:4:2. Les moments non conditionnels d�ordre m du processus périodiquement

corrélé �(m)Y;t = E (ymt ), sont, sous la condition (3:4:1a), donnés par :

�(m)
Y;s
= 
(m) (I � �s;S)�1

PS
j=1�s;j �

(m)
0;s�j+1;

où �j;s =
Qj�1
i=1 �

(m)
s�i+1 et les m � m matrices �(m)s et 
 (m) sont données par (3:4:1c) et

(3:4:2), respectivement.

Preuve. La preuve est directe.

Corollaire 3:4:3. Les quatre premiers moments non conditionnels du processus périodique-

ment corrélé sont, sous la condition (4:1:1:a), donnés par :

�(4)
Y;s
= 
(4) (I � �s;S)�1

SP
j=1

�s;j �
(4)
0;s�j+1;

où �s;j =
Qj�1
i=1 �

(4)
s�i+1 est donné par : 
 (4) =

0BB@
1 6 7 1
0 1 3 1
0 0 1 1
0 0 0 1

1CCA ;

où �(4)0;s =
�
�40;s; �

3
0;s; �

2
0;s; �0;s

�0
;  s = �1;s + �s et la 4 � 4 matrice �

(4)
s est explicitement

donnée dans le corollaire 3:4:1.

Preuve. La preuve est directe.

3.4.3 Coe¢ cients d�asymétrie (Skewness) et d�aplatissement (Kur-

tosis)

Pour le besoin des quatre premiers moments dans le calcul des coe¢ cients d�asymétrie (Skew-

ness) et d�aplatissement (Kurtosis), nous présentons le corollaire suivant dans lequel la ma-

trice �(4)s , pour s �xe, est donnée explicitement.
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Corollaire 3:4:4. (Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Les coe¢ cients d�asymétrie (skewness)

et d�aplatissement (kurtosis) du processus yt; sont, sous la condition (3:4:1a), donnés, pour

s = 1; 2; :::; S, par :

Kurs = �
�(4)
Y;s =

�
�
�(2)
Y;s

�2
=
�
(4)
Y;s � 4�Y;s �

(3)
Y;s + 6�

2
Y;s �

(2)
Y;s � 3�4Y;s�

�
(2)
Y;s � �2Y;s

�2 ,

et

Sks = �
�(3)
Y;s =

�
�
�(2)
Y;s

�3=2
=
�
(3)
Y;s � 3�Y;s �

(2)
Y;s + 2�

3
Y;s�

�
(2)
Y;s � �2Y;s

�3=2 ;

où �(4)Y;s, �
(3)
Y;s, �

(2)
Y;s et �Y;s sont donnés, en fonction des paramètres du modèle, par le corollaire

3:4:2.

3.5 Structure de l�autocovariance

La proposition suivante établie la structure de l�autocovariance du processus fyt; t 2 Zg.

Proposition 3:5:1. (Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Les structures d�autocovariances des

processus périodiquement corrélés à valeurs entières fyt; t 2 Zg et f�t; t 2 Zg satisfaisant

le modèle (3:2:3) sont, sous la condition (3:4:1a), données comme suit :



(s)
Y (0) =

�
1�

SQ
i=1

 2i

��1 S�1P
j=0

�
jQ
i=1

 2s�i+1

�
zs�j; (3:5:1)



(s)
Y (h) =

�
h�1Q
i=1

 s�i+1

��
 s�h+1 


(s�h)
Y (0)� �s�h+1 �Y;s�h

�
; h � 1; (3:5:2)



(s)
� (0) =

�
1�

SQ
i=1

 2i

��1 SP
j=1

�
j�1Q
i=1

 2s�i+1

�
zs�j � �Y;s; (3:5:3)



(s )
� (h) =

�Qh
i=1  s�i+1

�


(s�h)
� (0) ; h � 1; (3:5:4)

où zs = �Y;s �  2s �Y;s�1 + �21;s �Y;s�1,  s = �1;s + �s et �Y;s est donné dans la Proposition

3:3:1, avec la convention
Qj
i=1 xi = 1 si j < 1 et

Py
j=x aj = 0 si y < x:
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REMARQUE 3:5:1. Posons h = � + kS, � = 1; 2; :::; S et k 2 N, alors les égalités (3:5:2)

et (3:5:4) peuvent être écrites sous les formes suivantes :



(s)
Y (� + kS) =

�
SQ
i=1

 i

�k ���1Q
i=1

 s�i+1

��
 s��+1 


(s��)
Y (0)� �s��+1 �Y;s��

�
;(3:5:5a)



(s )
� (� + kS) =

�
SQ
i=1

 i

�k � �Q
i=1

 s�i+1

�


(s��)
� (0) ; � = 1; 2; :::; S et k 2 N: (3:5:5b)

Preuve. Les variances 
(s)Y (0) et 
(s)� (0) ont été établies dans la Proposition 3:3:2. L�auto-

covariance 
(t)Y (1), peut être calculée comme suit :



(s)
Y (1) = Cov (ys; ys�1) = Cov (�s; ys�1) = Cov [(�1;s ys�1 + �s �s�1) ; ys�1] ;

= �1;s 

(s�1)
Y (0) + �s Cov (ys�1;�s�1) =  s 


(s�1)
Y (0)� �s �Y;s�1; h = 1:

(3:5:6)

Plus généralement, calculons l�autocovariance 
(t)Y (h) ; h � 2,



(s)
Y (h) = Cov (ys; ys�h) = Cov (�s; ys�h) = Cov [(�1;s ys�1 + �s �s�1) ; ys�h] ;

= �1;s 

(s�1)
Y (h� 1) + �s Cov

�
�s�1; ys�1�(h�1)

�
; h � 2;

(3:5:7)

ou équivalemment



(s)
Y (h) = �1;s 


(s�1)
Y (h� 1) + �s

h
�1;s�1 


(s�2)
Y (h� 2) + �s�1 Cov

�
�s�2; ys�2�(h�2)

�i
; h � 2;

En utilisant (3:5:7), nous obtenons :



(s)
Y (h) =  s 


(s�1)
Y (h� 1) ; h � 2;

En réitérant la dernière équation, en remplaçant m par h� 1 alors en utilisant (3:5:6), nous

obtenons



(s)
Y (h) =

�Qh�1
i=1  s�i+1

� �
 s�h+1 


(s�h)
Y (0)� �s�h+1 �Y;s�h

�
:

L�autocovariance 
(t)� (h) ; h � 1; est donnée comme suit :



(t)
� (h) = Cov (�t;�t�h) = �1;t Cov (�t�1;�t�h) + �t Cov (�t�1;�t�h) ; h � 1;

= �1;t Cov
�
�t�1;�t�1�(h�1)

�
+ �t Cov

�
�t�1;�t�1�(h�1)

�
; h � 1;

=  t 

(t�1)
� (h� 1) ; h � 1:

En réitérant l�équation, en remplaçant m par h, nous obtenons



(s)
� (h) =

�Qh
i=1  s�i+1

�


(s�h)
� (0) ; h � 1:
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Corollaire 3:5:1. (Bentarzi and Bentarzi (2017a) ) Les fonctions d�autocorrélation des pro-

cessus périodiquement corrélés à valeurs entières fyt; t 2 Zg et f�t; t 2 Zg satisfaisant le

modèle (3:2:3) sont, sous la condition (3:4:1a), données comme suit :

�
(s)
Y (� + kS) =

�QS
i=1  i

�k �Q��1
i=1  s�i+1

�s

(s��)
Y (0)



(s)
Y (0)

 
 s��+1 �

�s��+1 �Y;s��



(s��)
Y (0)

!
;

�
(s )
� (� + kS) =

�QS
i=1  i

�k �Q�
i=1  s�i+1

� s

(s� �)
� (0)



(s )
� (0)

; � = 1; 2; :::; S et k 2 N;

où  s = �1;s + �s et �Y;s est donné dans Proposition 3:1, avec la convention
Qj
i=1 xi = 1 si

j < 1:

REMARQUE 3:5:2. Le modèle (3:2:3), peut être écrit sous la forme d�un modèle PARMA.

En e¤et, considérons la di¤érence de martingale "t = yt � �t, on peut réécrire le modèle

(3:2:3) sous la forme : yt = �0;t +  t yt�1 + "t � �t "t�1; où "t véri�e E ("t) = 0; �2";t = �Y;t et

Cov ("t; "t�h) = 0; 8h � 1: Pour cette représentation d�un PARMA (1; 1), on peut facilement

obtenir



(t)
Y (0) =  t 


(t)
Y (1) + �Y;t � �1;t �t �Y;t�1;



(t)
Y (1) =  t 


(t�1)
Y (0)� �t �

2
";t�1; h = 1;



(t)
Y (h) =  t 


(t�1)
Y (h� 1) ; h � 2:

Donc la variance 
(t)Y (0) est donnée par :



(t)
Y (0) =  2t 


(t�1)
Y (0) + �21;t �Y;t�1 �  2t �Y;t�1 + �Y;t:

3.6 Estimation

Dans la présente section, nous nous intéressons à l�estimation des paramètres du modèle

(3:2:3), en utilisant la méthode d�estimation de Yule-Walker (YW ) et la méthode d�estima-

tion du maximum de vraisemblance conditionnel (CML). Il est bien connu que la première

méthode est moins e¢ cace que la seconde. Cependant, malgré que la méthode de Yule-Walker

soit moins e¢ cace que celle du maximum de vraisemblance, elle est toujours utilisée de nos

jours parce qu�elle est simple et produit des estimateurs consistants qui peuvent être utilisés

comme des valeurs initiales dans des méthodes sophistiquées comme la méthode du MLE.
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3.6.1 Estimation de Yule-Walker

Dans ce paragraphe nous nous intéressons à l�estimation des paramètres du modèle (3:2:3)

satisfaisant la condition (3:4:1a) en adoptant la méthode d�estimation de Yule-Walker. La

procédure de l�estimation de Yule-Walker se déroule en trois étapes :

Etape un : Estimation de  s = �1;s + �s : b s = b
(s)Y (2)
.b
(s�1)Y (1) ; , s = 1; 2; :::; S,

Etape deux : Estimation de �0;s : �0;s = b�Y;s � b s b�Y;s�1;, s = 1; 2; :::; S,
Etape trois : Estimation de �1;s et �s

b�1;s = b
(s)Y (1)� b s �b
(s�1)Y (0)� �Y;s�1

�
b�Y;s�1 et b�s = b s b
(s�1)Y (0)� b
(s)Y (1)b�Y;s�1 ;

où b
(s)Y (h) et b�Y;s; s = 1; 2; :::; S; h = � + kS où � = 1; 2; :::; S et k = 0; 1; 2; ::: sont, respec-

tivement, les autocovariances empiriques :

b
(s)Y (� + kS) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

N�1 PN�1
�=0

�
ys+�S � b�Y;s�2 ; � = k = 0;

(N � k)�1
PN�1

�=k

�
ys+�S � b�Y;s� �ys��+(��k)S � b�Y;s��� ;

si � < s; s; � = 1; 2; :::; S; � = 0; 1; 2; :::; N � 1 et k = 0; 1; 2; :::; � ;

(N � k � 1)�1
PN�1

�=k

�
ys+�S � b�Y;s� �ys��+(��k)S � b�Y;s��� ;

si � � s; s; � = 1; 2; :::; S; � ; k = 0; 1; 2; :::; N � 1;

la moyenne empirique donnée par : b�Y;s = N�1PN�1
�=0 ys+�S; s = 1; 2; :::; S et N = (n� 1) /S :

3.6.2 Estimation du Maximum de Vraisemblance Conditionnel

Soit le vecteur colonne des paramètres � =
�
�00; �

0
1; �

0�0 où les vecteurs S�colonnes �0;
�1 et � sont :

�0 = (�0;1; �0;2; :::; �0;S)
0 ; �1 = (�1;1; �1;2; :::; �1;S)

0 ; �
1
= (�1; �2; :::; �S)

0 :

Pour une simplicité de manipulation, nous considérons une série temporelle observée de taille

N = TS, y
t
= y1; y2; :::; yN . Le logarithme de vraisemblance conditionnel est alors donné par
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L
�
�
���y
t

�
= ln

�
L
�
�
���y
t

��
=
PN

t=1 [� ln (yt!) + yt ln�t � �t] = C +
PN

t=1 yt ln�t �
PN

t=1 �t;

où

�t = �0;t + �i;t yt�1 + �t �t�1:

Soit t = s + �S, s = 1; 2; :::; S et � = 0; 1; 2; :::; T � 1, alors le logarithme de la fonction de
vraisemblance conditionnelle peut être crtit sous la forme :

L
�
�
���y
t

�
= C +

PT�1
�=0

hPS
s=1 ys+�S ln�s+�S �

PS
s=1 �s+�S

i
:

Ainsi, les dérivées partielles de L
�
�
.
y
t

�
par rapport à �0;s; �1;s et �s sont données par :

@L
�
�
���y
t

�
@�0;s

=
T�1P
�=0

�
ys+�S
�s+�S

� 1
�
;

@L
�
�
���y
t

�
@�1;s

=
T�1P
�=0

�
y2s+�S
�s+�S

� ys�1+�S

�
;

@L
�
�
���y
t

�
@�s

=
T�1P
�=0

�
ys+�S
�s+�S

� �s�1+�S

�
:

@L
�
�
���y
t

�
@�0;s�1

=
T�1P
�=0

�
�s + �s �s�1

�
;

@L
�
�
���y
t

�
@�1;s�1

=
T�1P
�=0

�
�s

SP
s=1

ys+�S ys�2+�S
�s+�S

� ys�1+�S

�
;

3.7 Etude de simulation

Dans ce paragraphe, nous évaluons, d�une part, les deux méthodes d�estimation de YW et

CML sur deux séries chronologiques, de tailles petites et modérées relativement au nombre

de paramètres (12), n = 400, 600, 1000, 2000, générées à partir de deux modèles di¤érents

PINGARCH4 (1; 1) (Modèle 1 et Modèle 2), et d�autre part, nous discutons la propriété de

consistance de ces estimateurs.

Les vraies valeurs dans chaque modèle sont choisies pour qu�elles respectent la condition de

stationnarité périodique de second ordre. En e¤et,
Q4
i=1 (�1;i + �i) égal à 0:21675 pour le

premier modèle et à 0:09438 pour le second.

Les Table 1 et Table 2 ci-dessous, donnent les vraies valeurs des paramètres (T. V) et les

moyenne de leur estimateurs de YW et CML pour N = 500 réplications, d�une série chro-

nologique périodique, de période 4 et de taille modérée n = 1000, générée des Modèle 1 et

Modèle 2, respectivement :
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s �0;s �1;s �s
1 3:5 :15 :35
2 1:5 :35 :2
3 2:5 :55 :4
4 2 :25 :1

T. V

b�0;s b�1;s b�s
3:5213 :1520 :3457
1:2764 :3490 :2402
2:4475 :5493 :4100
2:0225 :2491 :0977
Y-W Estimation.

b�0;s b�1;s b�s
3:5059 :1517 :3493
1:4050 :3472 :2197
2:4248 :5530 :4114
1:9624 :2484 :1069
CML Estimation.

Table 1
s �0;s �1;s �s
1 1 :15 :25
2 2:5 :45 :4
3 3 :25 :6
4 4:5 :65 :1

T. V

b�0;s b�1;s b�s
1:1005 :1437 :2458
2:3082 :4551 :4299
3:1035 :2559 :5769
4:3211 :6463 :1268

Y-W Est.

b�0;s b�1;s b�s
1:0793 :1473 :2442
2:5471 :4579 :3826
3:1017 :2540 :5788
4:3343 :6492 :1225

CML Est.
Table 2

Les autocorrélations résiduelles des séries chronologiques du Modèle 1 ajustées par YW et

CML sont visualisées dans Figure 1 et Figure 2 et celles du Model 2 dans Figure 3 et 4,

respectivement.

Figure 1

Figure 2

Figure 3

Figure 4

De Figure 1 et Figure 2 (respectivement Figure 3 et Figure 4) nous remarquons que la

fonction d�autocorrélation estimée de chaque série chronologique ajustée via la méthode

d�estimation de YW et CML, respectivement, ne révèle aucune corrélation signi�cative.

Ainsi, ceci est un diagnostique empirique de l�adéquation des modèles estimés.
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n

400

600

1000

2000

s
1
2
3
4
1
2
3
4
1
2
3
4
1
2
3
4

�0;s b�0;s ERMSEs �1;s b�1;s ERMSEs �s
b�s ERMSEs

3:5 3:2684 1:6778
1:5 1:6450 14:7303
2:5 2:5952 1:6543
2 1:9802 1:1359

:15 :1598 :1434
:35 :3571 :4297
:55 :5379 :1460
:25 :2515 :0889

:35 :3879 :3939
:2 :1768 2:1863
:4 :3927 :3937
:1 :1034 :1916

3:5 3:4387 1:3449
1:5 1:1992 11:8976
2:5 2:3375 1:4809
2 1:9764 :8997

:15 :1480 :1017
:35 :3517 :2531
:55 :5417 :1224
:25 :2467 :0726

:35 :3654 :3366
:2 :2533 2:0433
:4 :4418 :3450
:1 :1080 :1458

3:5 3:5060 :9385
1:5 1:6740 3:6250
2:5 2:4408 1:0516
2 1:9712 :7276

:15 :1547 :0773
:35 :3469 :0715
:55 :5419 :0930
:25 :2467 :0552

:35 :3427 :2232
:2 :1724 :6192
:4 :4237 :2437
:1 :1067 :1183

3:5 3:4928 :6526
1:5 1:4033 1:5590
2:5 2:4730 :6306
2 1:9397 :5030

:15 :1521 :0572
:35 :3488 :0483
:55 :5472 :0626
:25 :2513 :0393

:35 :3482 :1562
:2 :2177 :2840
:4 :4089 :1497
:1 :1075 :0800

Table 3. YW

n

400

600

1000

2000

s
1
2
3
4
1
2
3
4
1
2
3
4
1
2
3
4

�0;s b�0;s ERMSEs �1;s b�1;s ERMSEs �s
b�s ERMSEs

3:5 3:2742 1:3502
1:5 1:3597 1:1531
2:5 2:5015 1:2507
2 1:8005 0:8871

:15 :159 :1074
:35 :3519 :09211
:55 :5351 :1296
:25 :2490 :07641

:35 :3874 :3120
:2 :2199 :2077
:4 :4154 :3029
:1 :1323 :1417

3:5 3:4366 1:0578
1:5 1:2525 1:1344
2:5 2:3714 1:2292
2 1:9238 0:7320

:15 :1539 :0905
:35 :3483 :0730
:55 :5493 :1074
:25 :2463 :0642

:35 :3593 :2536
:2 :2469 :2110
:4 :4317 :2861
:1 :1163 :1113

3:5 3:4700 0:8924
1:5 1:4940 1:0045
2:5 2:4141 0:9835
2 1:9205 0:6117

:15 :1514 :0680
:35 :3452 :0570
:55 :5443 :0795
:25 :2457 :0497

:35 :3542 :2114
:2 :2055 :1783
:4 :4270 :2292
:1 :1152 :0932

3:5 3:4940 :6274
1:5 1:4849 :8842
2:5 2:4721 :6269
2 1:9384 :4407

:15 :1520 :0503
:35 :3482 :0411
:55 :5476 :0556
:25 :2512 :0368

:35 :3481 :1510
:2 :2041 :1577
:4 :4186 :1464
:1 :1078 :0695

Table 4. CML

Dans toutes les tables b�0;s, b�1;s et b�s, s = 1; 2; :::; S, représentent l�estimation moyenne, pour
r = 1000 réplications, des paramètres correspondant et ERMSEs représente leur erreurs

quadratiques moyenne empiriques. Table 3 et Table 4 donnent les résultats de simulation des

estimateurs de YW et de CML estimation pour Modèle 1.
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De Table 3 et Table 4, on peut facilement observer la convergence des estimateurs de YW

et CML des paramètres du Modèle 1. Aussi, pour une série de très petite taille, n = 400,

(relativement au large nombre de paramètres, 12) les estimateurs sont très proches, en pre-

nant en considération le critère du RMSE, de leurs vraies valeurs. Les moyennes théoriques

et empirique du Skewness et du Kurtosis du modèle 1 (n = 1000 et r = 1000) sont données

dans la Table 4:a :

s T Sks cSks;Y W cSks;CML T Kurs dKurs;Y W dKurs;CML

1 0:4647 0:4600 0:4581 3:2268 3:2393 3:2359
2 0:5517 0:5846 0:5807 3:4127 3:4229 3:4156
3 0:5418 0:5586 0:5545 3:4147 3:4215 3:4165
4 0:6196 0:5967 0:5944 3:4358 3:4480 3:4331

Table 4:a

Les Tables 5, 6, donnent les résultats des estimations de YW et CML du Modèle 2

n

400

600

1000

2000

s
1
2
3
4
1
2
3
4
1
2
3
4
1
2
3
4

�0;s b�0;s ERMSEs �1;s b�1;s ERMSEs �s
b�s ERMSEs

1 :8653 1:3299
2:5 2:0024 2:6678
3 2:6506 2:2890
4:5 4:1126 3:7501

:15 :1352 :0897
:45 :4038 :2189
:25 :2306 :1624
:65 :5836 :2241

:25 :2347 :1569
:4 :4303 :5858
:6 :5632 :3713
:1 :1041 :4166

1 :9836 1:1336
2:5 2:3177 1:7573
3 2:9058 1:7667
4:5 4:3629 2:5348

:15 :1499 :0669
:45 :4447 :1204
:25 :2474 :1193
:65 :6464 :1027

:25 :2514 :1204
:4 :4390 :3586
:6 :6160 :2712
:1 :1189 :3018

1 :9945 :8467
2:5 2:3969 1:1987
3 2:9625 1:3060
4:5 4:3845 1:9608

:15 :1471 :0530
:45 :4527 :0909
:25 :2493 :0928
:65 :6453 :0783

:25 :2535 :0917
:4 :4178 :2434
:6 :6061 :2087
:1 :1173 :2406

1 :9735 :5795
2:5 2:4973 :8204
3 2:9857 :8753
4:5 4:5396 1:2579

:15 :1506 :0370
:45 :4516 :0624
:25 :2534 :0674
:65 :6489 :0540

:25 :2513 :0629
:4 :3989 :1662
:6 :5991 :1384
:1 :0963 :1531

Table 5. YW
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n

400

600

1000

2000

s
1
2
3
4
1
2
3
4
1
2
3
4
1
2
3
4

�0;s b�0;s ERMSEs �1;s b�1;s ERMSEs �s
b�s ERMSEs

1 :9914 :9680
2:5 2:3304 1:4729
3 2:8521 1:8531
4:5 3:7045 2:1529

:15 :1400 :0803
:45 :4153 :1667
:25 :2264 :1314
:65 :5901 :2124

:25 :2193 :1263
:4 :3565 :2663
:6 :5392 :3039
:1 :1427 :1882

1 1:0858 :8780
2:5 2:5333 1:1483
3 3:0575 1:4754
4:5 4:0167 1:6346

:15 :1507 :0579
:45 :4527 :0917
:25 :2447 :0945
:65 :6492 :0866

:25 :2419 :0965
:4 :3902 :2192
:6 :5974 :2224
:1 :1543 :1811

1 1:0356 :7211
2:5 2:5422 :9282
3 3:0132 1:1710
4:5 4:2770 1:2009

:15 :1484 :0428
:45 :4547 :0712
:25 :2474 :0764
:65 :6473 :0654

:25 :2489 :0767
:4 :3886 :1773
:6 :6009 :1812
:1 :1270 :1363

1 :9677 :5386
2:5 2:5336 :6802
3 3:0018 :8278
4:5 4:4360 :8791

:15 :1497 :0304
:45 :4516 :0509
:25 :2509 :0526
:65 :6481 :0475

:25 :2528 :0555
:4 :3919 :1281
:6 :5994 :1264
:1 :1086 :0991

Table 6. CML

On peut aussi observer, de Table 5 et Table 6, la convergence des estimateurs de YW et

CML des paramètres du modèle 2. Les estimateurs sont très proches, en se basant sur le

critère RMSE, de leurs vraies valeurs, pour une très petite taille n = 400. Les valeurs

théoriques et empiriques du Skewness et Kurtosis du modèle 2, (n = 1000; r = 1000) sont

données dans la Table 6:a.

s T Sks cSks;Y W cSks;CML T Kurs dKurs;Y W dKurs;CML

1 0:5409 0:5463 0:5433 3:3703 3:3761 3:3708
2 0:5172 0:5218 0:5185 3:3593 3:3637 3:3583
3 0:4362 0:4432 0:4382 3:2540 3:2623 3:2546
4 0:4700 0:4744 0:4724 3:3048 3:3092 3:3058

Table 6:a
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3.8 Application

Nous étudions la série chronologique représentant le nombre d�infections par la bactérie

Campyloboacteriosis récupérés chaque 28 jours à partir du mois de Janvier 1990 jusqu�au

mois d�Octobre 2000 (Graphe 1). Cette série, qui contient 140 observations, a été modélisée

par Ferland et al (2006) par un modèle INGARCH (1; 13).

Graphe 1

De la fonction d�autocorrélation de la série (Graphe 2) nous remarquons que cette série

exhibe une structure d�autocorrélation périodique (S = 13)

Graphe 2

Les estimateurs du Maximum de vraisemblance conditionnel (CML), des paramètres

périodiques �0;s, �1;s; �1;s; s = 1; 2; :::; 13 sont donnés par la Table 1. Il est bon de noter

que la taille de la série est très petite pour l�estimation d�un tel nombre de paramètres (39),

donc le modèle identi�é peut être éventuellement amélioré pour une série de taille plus élevée.

P /s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13b�0;s :0001 :0001 :0001 :0001 :94154 :7744 :0001 :0001 :00013 :98535 :11191 :8595 :0001b�1;s :0562 :8164 :0001 :3595 :0001 :7170 :4016 :3317 :6232 :6372 :0001 :2048 :0001b�s :9999 :1229 :8543 :9210 :8729 :0001 :6304 :8854 :7080 :0001 :6070 :4331 :8259
Table 1
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Une trajectoire ajustée, en rouge, du processus yt et les valeurs réeles, en bleu, sont

visulalisées dans le Graph 3 et la fonction d�autocorrélation résiduel empirique est donnée

dans Graph 4

Graph 3

Graph 4. Residual ACF de PINGARCHs (1; 1)

Graph 5. Residual ACF de INGARCH (1; 13) , Ferland et al (2006)

A partir de la représentation graphique de la fonction d�autocorrélation ci dessus, nous

remarquons que les fonctions d�autocorrélation estimées pour les deux modèles, n�indiquent

aucune autocorrélation signi�cative, donc les deux modèles sont adéquats. Néanmoins, pour

le modèle INGARCH(1; 13) on remarque que quelques autocorrélations sont plus impor-

tantes que celles du modèle PINGARCHS(1; 1), en particulier dans les 26 premiers déca-

lages). Donc le modèle INGARCH(1; 13) n�a pas completement capturé l�e¤et périodique

de la série.



Chapitre 4

Modèles autorégressifs Poissonniens
mélangés périodiques

4.1 Introduction

Dans ce chapitre Nous proposons une classe générale de modèles autorégressifs Poisson-

niens mélangés dont la forme et les paramètres sont périodiques dans le temps. Sous une

condition de contraction périodique sur la forme de la moyenne conditionnelle, nous mon-

trons l�existence d�une solution strictement périodiquement stationnaire, périodiquement

ergodique et périodiquement faiblement dépendante ayant, dans le cas Poissonnien pur, des

moments d�ordre supérieur �nis. Des applications à des modèles spéci�ques sont considérées.

Les modèles autorégressifs Poissonniens ont suscité beaucoup d�intérêt au courant des

deux dernières décennies. Hormis leur habileté à modéliser divers traits de séries chronolo-

giques à valeurs entières, l�étude de leur structure a été un dé� certain (ex. Ferland et al

(2006) ; Fokianos et al (2009) ; Doukhan et al, 2012 ; Davis et Liu, 2016). De nombreuses ex-

tensions du modèle Poissonnien originel ont été introduites. Parmi elles, Bentarzi et Bentarzi

(2017) ont proposé un modèle autorégressif Poissonnien périodique a�n de représenter la ca-

105
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ractéristique de saisonnalité souvent observée en pratique. La moyenne conditionnelle dans ce

modèle est fonction linéaire de ses valeurs retardées et des observations avec des coe¢ cients

périodiques dans le temps. Ces auteurs se sont focalisés sur les propriétés "en moyenne"

de leur modèle (stationnarité périodique d�ordre supérieur et structure des moments) et ont

montré son applicabilité sur des données réelles.

Dans ce chapitre nous proposons un modèle autorégressif Poissonnien mélangé dont la

distribution conditionnelle est un mélange de lois de Poisson et peut en particulier être

Poissonnienne ou binomiale négative. En outre, la moyenne conditionnelle proposée est une

fonction générale périodique de ses valeurs retardées et des observations. Nous en étudions les

propriétés de stationnarité périodique stricte, d�ergodicité périodique, de dépendance faible

périodique et d�existence des moments d�ordre supérieur. Ces propriétés servent entre autres

à établir les propriétés asymptotiques de l�estimateur du quasi-maximum de vraisemblance

du modèle sous-jacent.

4.2 Modèle autorégressif Poissonnien mélangé pério-
dique

Soit fNt (:) ; t 2 Zg une suite indépendante de processus de Poisson homogènes d�inten-

sité unité. Considérons une suite fZt; t 2 Zg positive, indépendante et S-périodiquement

distribuée (ipdS) de moyenne unité et de variance �2t . La périodicité de la suite de mélange

fZt; t 2 Zg qui est supposée indépendante de fNt (:) ; t 2 Zg est entendue dans le sens où

Zt
d
= ZkS+t pour tout k; t 2 Z, où

d
= désigne l�égalité en distribution. En outre, la période S

est le plus petit entier positif véri�ant la dernière égalité, laquelle entraîne immédiatement

que �2t = �2t+kS pour tout k; t 2 Z. Un processus fYt; t 2 Zg à valeurs entières est dit pro-

cessus autorégressif Poissonnien mélangé périodique s�il est solution de l�équation suivante

(
Yt = Nt (Zt�t) ;

�t = ft (Yt�1; �t�1; �t)
; t 2 Z; (4:2:1)

où f�t; t 2 Zg est une suite de paramètres S-périodiques dans le sens où �t = �t+kS pour tout

k; t 2 Z avec �t 2 �t � Rmt et mt 2 N�.



CHAPITRE 4. MODÈLE AUTORÉGRESIF POISSONNIEN MÉLANGÉ PÉRIODIQUE 107

La suite de fonctions fft; t 2 Zg dé�nie par ft : N � (0;1) � �t ! (0;1) est également

S-périodique : ft = ft+kS pour tout k; t 2 Z. En vertu des propriétés de Nt et Zt, il est

clair que E (Yt=Ft�1) = �t et V ar (Yt=Ft�1) = �t (1 + �
2
t�t) où Ft est la �-algèbre géné-

rée par Yt; Yt�1; ::: Mieux encore, la loi conditionnelle de Yt peut être explicitée pour des

lois spéci�ques de Zt. En e¤et, si Zt est dégénérée en la valeur 1 pour tout t 2 Z alors

Yt=Ft�1 � P (�t), la loi de Poisson de paramètre �t. De même, si Zt � G
�
��2t ; ��2t

�
alors

Yt=Ft�1 � BN
�
��2t ; �t

��2t +�t

�
où G (a; b) et BN (k; p) désignent respectivement la loi Gamma

de paramètre de forme a > 0 et d�intensité b > 0, et la loi binomiale négative de paramètres

k > 0 et p 2 (0; 1). Pour mettre en relief la périodicité du modèle (4:2:1), on peut mettre ce

dernier sous la représentation suivante

(
YnS+v = NnS+v (ZnS+v�nS+v) ;

�nS+v = fv (YnS+v�1; �nS+v�1; �v)
; n 2 Z; 1 � v � S; (4:2:2)

qui retient S fonctions fv et S paramètres �v 2 �v � Rmv (1 � v � S) correspondant aux

di¤érentes saisons. Par saison v 2 f1; :::; Sg on désigne l�ensemble f:::; v � S; v; v + S; :::g.

Ainsi, le modèle (4:2:1) est assez général et couvre une gamme étendue de modèles à va-

leurs entières bien connus. Par exemple, lorsque S = 1 on retrouve le modèle autorégressif

Poissonnien mélangé proposé par Christou et Fokianos (2014). D�autres cas particulièrement

importants de (4:2:1) sont donnés par les exemples suivants.

Exemple 4.2.1 (Moyenne conditionnelle linéaire) Soit fv (y; �; �v) = !v + �vy + �v�

où �v = (!v; �v; �v)
0 2 �v � (0;1)3, 1 � v � S.

i) Lorsque Zv est dégénérée en la valeur 1 pour tout 1 � v � S, le modèle (4:2:1) se

réduit au modèle INGARCH (INteger-valued Generalized AutoRegressive Conditionally

Heteroskedastic) périodique Poissonnien proposé par Bentarzi et Bentarzi (2017).

ii) Lorsque Zv � G (��2v ; ��2v ) (1 � v � S) nous appelons le modèle résultant INGARCH

périodique binomial négatif. Ce dernier généralise le modèle proposé par Zhu (2011) et Chris-

tou et Fokianos (2014).
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Exemple 4.2.2 (Moyenne conditionnelle exponentielle). Considérons le modèle (4:2:1)
avec

fv (y; �; �v) = !v+�vy+
�
�v + �v exp

�
�
v�2

��
� où �v = (!v; �v; �v; �v; 
v)

0 2 �v � (0;1)5

(1 � v � S).

i) Si Zv est dégénérée pour tout 1 � v � S alors on obtient une version périodique de la

spéci�cation proposée par Fokianos et al (2009) (voir aussi Doukhan et al, 2012).

ii) Pour Zv � G
�
��20v ; �

�2
0v

�
, le modèle (4:2:1) se réduit à une extension périodique du modèle

autorégressif binomial négatif exponentiel (Christou et Fokianos, 2014).

Exemple 4.2.3 (Moyenne conditionnelle linéaire perturbée). Soit fv (y; �; �v) =

!v (1 + �)
�
v + �vy + �v�. Plus 
v s�approche de zéro et plus le modèle résultant s�ap-

proche du modèle linéaire dont il est une perturbation (voir aussi Gao et al 2009). Pour ce

modèle �v = (!v; �v; �v; 
v)
0 2 �v � (0;1)4 (1 � v � S) :

4.3 Propriétés probabilistes du modèle

Nous donnons une condition su¢ sante sur les fonctions f1; :::; fS pour que (4:2:1) ad-

mette une solution strictement périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique et

périodiquement faiblement dépendante de moyenne �nie. Sous d�autres conditions supplé-

mentaires, cette solution possède des moments d�ordre supérieur �nis. Pour une dé�nition

plus explicite des propriétés périodiques voir ex. Aknouche et al (2016). De même, pour la

notion de dépendance faible voir Dedecker et Prieur (2004).

Considérons l�hypothèse suivante que nous quali�ons de condition de contraction pério-

dique sur f1; :::; fS.

H1 Pour tout v 2 f1; :::; Sg ; y; y0 2 N et �; �0 > 0 :

jfv (y; �)� fv (y
0; �0)j < �v1 jy � y0j+ �v2 j�� �0j ; (4:3:1a)

où �v1 et �v2 sont des constantes non-négatives véri�antQS
v=1 (�v1 + �v2) < 1: (4:3:1b)
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Notons que si f1; :::; fS sont contractantes dans le sens standard alors elles sont périodique-

ment contractantes dans le sens de (4:3:1b). Évidemment la réciproque n�est pas vraie. Pour

l�Exemple 4.2.1 la condition (4:3:1) se réduit àQS
v=1 (�v + �v) < 1; (4:3:2)

qui est la même donnée par Bentarzi et Bentarzi (2017). En revanche pour l�Exemple 4.2.2,

compte tenu du fait que @fv(y;�)
@y

= �v et
���@fv(y;�)@�

��� < �v + �v, la condition (3:1) devientQS
v=1 (�v + �v + �v) < 1. (4:3:3)

En�n, pour l�Exemple 4.2.3, puisque @fv(y;�)
@y

= �v et
���@fv(y;�)@�

��� < �v+!v
v la condition (4:3:1)

se traduit par QS
v=1 (!v
v + �v + �v) < 1: (4:3:4)

SoitXt = (Yt; �t) ; �t = (Nt; Zt) et Ft (Xt�1; �t) = (Nt (Ztft (Yt�1; �t�1; �t)) ; ft (Yt�1; �t�1; �t)).

Alors fFt; t 2 Zg est S-périodique et le modèle (4:2:2) peut être mis sous la forme Marko-
vienne suivante

XnS+v = Fv
�
XnS+v�1; �nS+v

�
; n 2 Z; 1 � v � S; (4:3:5)

où f�t; t 2 Zg est ipdS. Nous avons le résultat suivant.

Théorème 4.3.1 (Aknouche, Bentarzi and Demouche 2017)

i) Sous la condition (4:3:1) l�équation (4:3:5) admet une unique solution f(Yt; �t) ; t 2 Zg

strictement périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique et périodiquement faible-

ment dépendante. De plus, elle est de moyenne �nie et est donnée par

XnS+v = Hv

�
�nS+v; �(n�1)S+v; :::

�
; n 2 Z; 1 � v � S; (4:3:6)

pour des fonctions mesurables H1; :::; HS : (N� (0;1))N ! N� (0;1).

ii) Si de plus Zv est dégénérée pour tout 1 � v � S alors la solution (4:3:6) est telle que

E
�
Y k
v ; �

k
v

�
<1 pour tout k 2 N et 1 � v � S.

Preuve. i) En réitérant S fois de suite l�équation (4:3:5) on obtient les S équations suivantes :

XnS+v = Fv
�
X(n�1)S+v; �nS+v

�
; n 2 Z; 1 � v � S; (4:3:7)

où Fv = Fv�Fv�1�::::�Fv�S+1 et
�
�nS+v; n 2 Z

	
est indépendante et identiquement distribuée

pour tout v 2 f1; :::; Sg avec �nS+v =
�
�nS+v; �nS+v�1; :::; �nS+v�S+1

�0
.
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La preuve est alors basée sur le Théorème 4.3.1 de Doukhan et Wintenberger (2008) dont

on véri�e seulement la condition (4:3:1) tant les conditions (4:3:2) et (4:3:3) dans le même

article nous semblent triviales. Pour tout x = (y; �) 2 R2 et � > 0 soit la norme k:k� sur

R2 dé�nie par kxk� = jyj + � j�j. Au vu de (4:3:7), de (4:3:1a), de la propriété de Poisson

du processus Nt (:) ; t 2 Z et de l�indépendance de ce dernier avec la suite indépendante

fZt; t 2 Zg qui véri�e E (Zv) = 1 pour tout v 2 f1; :::; Sg, il s�ensuit que

E
�

Fv �x; �nS+v�� Fv �x0; �nS+v�

�� = (1 + �)

v�S+2Q
k=1

(�k1 + �k2) jfv�S+1 (x)� fv�S+1 (x
0)j

� (1 + �)
v�S+2Q
k=1

(�k1 + �k2) [�v�S+1;1 jy � y0j+ �v�S+1;2 j�� �0j]

� (1 + �)
v�S+2Q
k=1

(�k1 + �k2)max
��v�S+1;1

�
; �v�S+1;2

�
kx� x0k� :

(4:3:8)

En prenant � =
�v�S+1;1
�v�S+1;2

l�inégalité (4:3:8) devient

E
�

Fv;S �x; �nS+v�� Fv;S

�
x0; �nS+v

�


�

�
�
Qv�S+1
k=1 (�k1 + �k2) kx� x0k� ;

où par (4:3:1b),
v�S+1Q
k=1

(�k1 + �k2) =
SQ
k=1

(�k1 + �k2) < 1. Ainsi, nous avons montré que sous

H1, la condition (4:3:1) de Doukhan et Wintenberger (2008) est satisfaite pour la norme

k:k�. Donc, il existe pour tout v 2 f1; :::; Sg une solution f(YnS+v; �nS+v) ; n 2 Zg de (4:3:7)

qui est strictement stationnaire, ergodique, faiblement dépendante, de moyenne �nie et dont

l�expression est donnée par (4:3:6).

ii) Nous montrons que la condition �r < 1 qui est entraînée par (4:3:1b) implique que

E (yrt ) <1 et E (�rt ) <1 pour tout r 2 N où � =
QS
v=1 �v et �v = �v1 + �v2;

Pour r 2 N et x 2 N� R�+ soit la norme kxk�;r = (yr + ��r)1=r, alors, nous avons

E
�
kXtkr�;r

�
= E (E (Y r

t =Ft�1)) + �E (�rt ) :

Puisque Yt=Ft�1 � P (�t) alors la dernière égalité devient

E
�
kXtkr�;r

�
= (1 + �)E (�rt ) +

r�1P
i=0

�
r
i

	
E
�
�it
�
; (4:3:9)

où
�
r
i

	
est le nombre de Sterling de seconde espèce (cf. Ferland et al (2006) et Doukhan
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et al, 2012). Maintenant nous montrons par récurrence sur r 2 N qu�il existe � > 0 tel que

E
�
kXtkr�;r

�
<1 pour tout t 2 f1; :::; Sg. À partir de (4:2:1) et (4:3:1a) nous avons

E (�rt ) = E (ft (Yt�1; �t�1; �t)
r) = E ((ft (Yt�1; �t�1; �t)� ft (0; 0; �t) + ft (0; 0; �t))

r)

� E ((�t1 jYt�1j+ �t1 j�t�1j+ ft (0; 0; �t))
r) := E ((gt (Yt�1; �t�1) + bt)

r) (4:3:10)

= E (gt (Yt�1; �t�1)
r) +Rt;r�1;

où gt (Yt�1; �t�1) = �t1Yt�1+�t1�t�1, bt = ft (0; 0; �t) etRt;r�1 =
r�1P
i=0

�
r
i

�
E (git (Yt�1; �t�1)) b

r�i
t <

1 est un polynôme de degré r � 1 et est donc �ni par l�hypothèse de récurrence,
�
r
i

�
étant

le coe¢ cient binomial. D�autre part, par l�inégalité de Jensen il vient que

E (gt (Yt�1; �t�1)
r) = �rtE

�
�t1
�t
Yt�1 +

�t1
�t
�t�1

�r
;

� �r�1t

�
�t1E

�
Y r
t�1
�
+ �t2E

�
�rt�1

��
� �rtE

�
kXt�1kr�;r

�
;

de sorte que (4:3:10) prend la forme

E (�rt ) � �rt kXt�1kr�;r +Rt;r�1: (4:3:11)

En combinant (4:3:9) et (4:3:11) on obtient l�inéquation aux di¤érences linéaire périodique

suivante

E
�
kXtkr�;r

�
� (1 + �)�rtE

�
kXt�1kr�;r

�
+ Ct; (4:3:12)

où Ct = (1 + �)Rt;r�1 +
r�1P
i=0

�
r
i

	
E
�
�it
�
et est �ni sous l�hypothèse de récurrence.

Par remplacements successifs S fois de suite dans (4:3:12) et en vertu de la stationnarité pério-

dique du modèle on trouve E
�
kXtkr�;r

�
� Kt

1�(1+�)S�r ; où Kt =
PS�1

j=0

j�1Q
i=0

�rt�iCt�j (1 + �)
j. Il

su¢ t de prendre � < 1
�r=S

, il en résulte que E
�
kXtkr�;r

�
<1 pour tout r 2 N et t 2 f1; :::; Sg.

Le résultat précédent montre que dans le cas Poissonnien pur, la solution (4:3:6) possède

des moments de tous ordres sous la même condition (4:3:1). Pour les cas Poissonniens des

Exemples 4.2.1-4.2.3, le Théorème 4.3.1 se traduit comme suit.
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Corollaire 4.3.1 (Aknouche, Bentarzi and Demouche 2017)

Sous (4:3:2) le modèle INGARCH Poissonnien périodique linéaire (cf. Exemple 4.2.1, i))

admet une solution f(Yt; �t) ; t 2 Zg périodiquement ergodique et périodiquement faiblement

dépendante telle que E
�
Y k
v ; �

k
v

�
< 1 pour tout k 2 N et 1 � v � S. f(Yt; �t) ; t 2 Zg

périodiquement ergodique et périodiquement faiblement dépendante telle que E
�
Y k
v ; �

k
v

�
<1

pour tout k 2 N et 1 � v � S.

Corollaire 4.3.2 (Aknouche, Bentarzi and Demouche 2017) Sous (4:3:4) et �2t � 0 le

modèle INGARCH Poissonnien périodique perturbé (cf. Exemple 2.3) admet une solution

f(Yt; �t) ; t 2 Zg périodiquement ergodique et périodiquement faiblement dépendante telle que

E
�
Y k
v ; �

k
v

�
<1 pour tout k 2 N et 1 � v � S.

Dans le cas non-Poissonnien, les conditions d�existence des moments d�ordre supérieur à un

peuvent dépendre de la variance du mélange �2. En particulier, pour le modèle INGARCH

binomial négatif périodique linéaire (cf. Exemple 4.2.1, ii)), le résultat suivant montre que

ces conditions varient en fonction de l�ordre du moment.

Proposition 4.3.1 (Aknouche, Bentarzi and Demouche 2017) Pour que le modèle binomial

négatif périodique linéaire (Exemple 4.2.1-ii)) admette une solution fYt; t 2 Zg périodique-

ment ergodique ayant des moments d�ordre un, d�ordre deux et d�ordre quatre �nis, des

conditions nécessaires et su¢ santes sont respectivement (4:3:2),YS

v=1

�
�2v�

2
v + (�v + �v)

2� < 1; et (4:3:13)

YS

v=1

�
(�v + �v)

4 + 6�2v�
2
v (�v + �v)

2 + �4v�
3
v (11�v + 8�v) + 6�

6
v�

4
v

�
< 1:(4:3:14)

Preuve. i) Il su¢ t de montrer la nécessité de (4:3:2) tant le fait qu�elle soit su¢ sante

découle du Théorème 4.3.1. En prenant l�espérance de Yt dans (4:2:1) et en exploitant la

forme linéaire de ft (cf. Exemple 4.2.1, ii)) on trouve l�équation linéaire périodique E (�t) =

(�t + �t)E (�t�1) + !t dont la solution existe si et seulement si (4:3:2) est satisfaite.

ii) Pour l�existence du moment d�ordre deux, il su¢ t de trouver une condition nécessaire et

su¢ sante pour que E
�
�2t
�
< 1. Par un calcul direct on trouve l�équation aux di¤érences

linéaire périodique suivante :



CHAPITRE 4. MODÈLE AUTORÉGRESIF POISSONNIEN MÉLANGÉ PÉRIODIQUE 113

E
�
�2t
�
=
�
�2t
�
�2t + 1

�
+ 2�t�t + �2t

�
E
�
�2t�1

�
+
�
2�t!t + 2�t!t + �2t

�
E (�t�1) + !2t ;

dont la solution existe si et seulement si (4:3:13) est véri�ée.

iii) La preuve de (4:3:14) en est similaire. À partir de l�expression des moments d�ordre trois

et d�ordre quatre de la loi binomiale négative, on détermine, après un long calcul, l�équation

aux di¤érences périodique que véri�e E
�
�4t
�
dont la solution existe si et seulement si (4:3:14)

est satisfaite.

Ainsi pour l�existence des moments d�ordre supérieur à un correspondant à ce dernier

modèle, la condition de contraction périodique (4:3:1) n�est que nécessaire.



Chapitre 5

Modèle de Séries Chronologiques
Bilinéaire à Valeurs Entières
Périodiques

5.1 Introduction

Du fait que les séries chronologiques à valeurs entières non négatives sont rencontrées dans

divers domaines, citons entre autre l�épidémiologie (e.g., nombre de personnes infectées),

l�économie (e.g., mouvements de prix de transaction discrets sur les marchés �nanciers),

l�environnement (e.g., Nombre de feux sauvages dans certain pays), criminologie (e.g., nombre

de certains types de crime), a motivé la recherche dans la classe de séries chronologiques

à valeurs entières qui tient compte de la nature discrète et de la. En e¤et, on a donné

beaucoup d�attention dans les deux dernières décennies à l�étude des propriétés probabilistes

et statistiques de modèles de séries, à valeurs non négatifs, linéaires et non linéaires.

Cependant, malgré le fait que beaucoup de série à valeurs entières rencontrées dans divers

domaines et beaucoup d�autres révèlent la caractéristique de périodicité dans leur structure

114
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d�autocovariance, (Number of cases of campylobacterosis infections time series, Ferland et

al (2006), Monthly number of short-term unemployed people in Penamacor County (Portu-

gal), Monteiro et al (2010), the number of hospital emergency service arrivals, Morinã et al

(2011)), il semble que l�étude de sérieà valeurs entières périodique (linéaire et non linéaire)

n�a pas reçu beaucoup d�attention dans la littérature de série chronologiques. En e¤et, dans

notre connaissance, le premier papier traitant la modélisation du processus périodiquement

corrélé, dans le sens de Gladyshev (1963), est celui de Monteiro et al (2010): Les diverse

avantages et propriétés intéressantes satisfaites par le modèle Bilinéaire diagonal à valeurs

entières étudié par Doukhan et al (2006), et d�autre part, le fait que plusieurs séries ren-

contrées à valeurs entières exhibent une caractéristique de périodicité dans leur structures

d�autocovariance qui ne peuvent pas être prises en compte et décrites dans la classe des

modèles de séries entières à paramètres invariants dans le temps, a donné une bonne raison

et une grande motivation à l�extension de cette classe de modèles de bilinear invariables dans

le temps à une classe de modèles à paramètres variants dans le temps, ce qui fait l�objectif

de ce chapitre.

5.2 Modèle Bilinéaire périodique à valeurs entières

Rappelons qu�un processus fyt; t 2 Zg réel périodiquement corrélé de second ordre, au

sens de Gladyshev (1963),de période S (où S est un entier strictement positif ; S � 2), est

dit satisfaisant un modèle Bilinéair Diagonal du premier ordre Périodique PBLS (1; 0; 1; 1),

s�il est solution de l�équation linéire au di¤érence stochastique suivante :

yt = 't yt�1 + "t + �t yt�1 "t�1; t 2 Z; (5:2:1a)

où f"t; t 2 Zg est un processus bruit blanc périodiquement corrélé, i.e., une suite de variables

non corrélées, de moyenne nulle et de variance �nie périodique �2t . Et où les paramètres réels

't; �t et la variance �
2
t ; sont périodique en t; de période S, i.e., 't+rS = 't; �t+rS = �t et

�2t+rS = �2t ; 8t; r 2 Z: Posons t = s+ S�; s = 1; 2; :::; S et � 2 Z, on peut réécrire la dernière

équation sous la forme équivalente suivante :

ys+S� = 's ys�1+S� + "s+S� + �s ys�1+S� "s�1+S� ; s = 1; 2; :::; S et � 2 Z:
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Il est reconnu que ce modèle est capable de capturer et de décrire, en plus des fait stylisés

capturé par le modèle Diagonal Bilinéaire classique (à paramètres invariants dans le temps)

BL (1; 0; 1; 1), la caractéristique de périodicité exhibée par la structure d�autocovariance de

plusieurs séries rencontrées dans divers domaines et qui sont générés par des processus pé-

riodiquement corrélés, au sens de Gladyshev (1963), à valeurs entières. Dans ce qui suit,

nous étudions quelques propriétés probabiliste et statistiques de base du modèle Bilinéaire

du premier ordre périodique à valeurs entières non négatives PINBLS (1; 0; 1; 1) suivant :

ys+S� = 's � ys�1+S� + "s+S� + �s � ys�1+S� "s�1+S� ; s = 1; 2; :::; S et � 2 Z: (5:2:1b)

où le processus à valeurs entières positives fyt; t 2 Zg, est périodiquement corrélé, de période

entières positive S (S � 2), et le processus d�innovation f"t; t 2 Zg est une suite de variables

aléatoires non corrélées à valeurs entières positives, avec une moyenne périodique �";t et une

variance périodique �nies �2";t et où les paramètres 't, �t, �";t et �
2
";t, sont périodiques, par

rapport à t, de période S (S � 2), i.e., 't+rS = 't; �t+rS = �t, �";t+rS = �";t et �
2
";t+rS = �2";t;

8t; r 2 Z, et où " � " est l�opérateur d�amincissement de Steutel-Van Harn, Steutel-van Harn

(1979), qui est dé�nie, pour le processus stochastique entier yt�1 et n�importe quelle suite

de variables aléatoires non corrélée à valeurs entières non négatives fYi;t; i 2 N; t 2 Zg où

P (Yi;t = 1) = 1� P (Yi;t = 0) = 't 2 [0; 1] par

't � yt�1 =
� Pyt�1

i=1 Yi;t; si yt�1 > 0;
0; si yt�1 � 0;

de même, �t� représente l�opérateur d�amincissement de Steutel-Van Harn qui est dé�ni,
pour le processus stochastique à valeurs entières yt�1 "t�1 et n�importe quelle suite de va-

riables aléatoires non corrélée à valeurs entières non négatives
neYj;t; j 2 N; t 2 Zo tel que

P
�eYj;t = 1� = 1� P

�eYj;t = 0� = �t 2 [0; 1],

�t � (yt�1 "t�1) =
� Pyt�1 "t�1

j=1
eYj;t;

0;

si yt�1 "t�1 > 0;
si yt�1 "t�1 � 0:

Posons t = s+S�; s = 1; 2; :::; S et � 2 Z, on peut réécrire l�équation au di¤érénces stochas-

tiques bilinéaire périodique à valeurs entières (5:2:1) sous la forme équivalente suivante :

ys+S� = 's � ys�1+S� + �s � (ys�1+S� "s�1+S� ) + "s+S� ; s = 1; 2; :::; S and � 2 Z:
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Notre modèle est une extention du modèle de séries chronologiques bilinéaire à valeurs en-

tières invariant dans le temps INBL (1; 0; 1; 1) qui a été étudié par Doukhan et al (2006) :

yt = ' � yt�1 + � � (yt�1 "t�1) + "t; t 2 Z: (5:2:2)

5.2.1 Existence du processus périodiquement strictement station-

naire PINBL

La proposition suivante établit une condition su¢ sante sous laquelle il existe un proces-

sus périodiquement strictement stationnaire satisfaisant le modèle de série chronologique bi-

linéaire du premier ordre périodique à valeurs entières PINBLS (1; 0; 1; 1) donné par (5:2:1).

Proposition 5:2:1. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Sous la condition suivante :

SQ
i=1

�
'i + �i �";i�1

�
< 1, (5:2:3)

il existe un unique processus périodiquement stationnaire à valeurs entières fyt; t 2 Zg, sa-

tisfaisant le modèle bilinéaire diagonal du premier ordre périodique à valeurs entières (5:2:1),

et tel que le processus d�innovation à valeurs entières f"t; t 2 Zg est, pour tout t, indépen-

dant de tout le passé de yt. Puisque la moyenne �";t du processus "t est périodique par rapport

à t, alors pour i = 1, on a �";0 = �";S.

Preuve. La preuve de cette proposition est très similaire à l�élégante démonstration de Dou-

khan et al (2006). Hence, notre contribution dans la preuve est limitée à quelques changement

mineurs pour adapter leur démonstration à notre cas périodique. Dé�nissons le processus

périodiquement périodique
n
y
(n)
t ;n 2 N; t 2 Z

o
, au sens de Gladyshev (1963), de période S,

comme suit (voir Doukan et al (2006)),

y
(n)
t =

8><>:
0;
"t;

't � y
(n�1)
t�1 + �t �

�
y
(n�1)
t�1 "t�1

�
+ "t;

si n < 0;
si n = 0;
si n > 0; t 2 Z;

(5:2:3a)

où les coe¢ cients 't et �t périodiques, en t de période S.
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Lemme 5:2:1. Bentarzi and Bentarzi (2017b))

La suite
n
y
(n)
t ; t 2 Z

o
est

a) non décroissante pour tout t 2 Z,

b) périodiquement strictement stationnaire, de période S, pour tout n 2 N,

c) telle que les vecteurs colonnes
�
y
(n)
t ; y

(n�1)
t

�0
et
�
y
(n)
t+�S; y

(n�1)
t+�S

�0
, sont identiquement

distribués 8t; h 2 Z et n 2 N�.

Notons que a), b) and c) sont l�adaptation de Lemme 2:1, Lemme 2:2 et Lemme 2:3 de

Doukhan et al (2006), respectivement, à notre cas périodique. D�où, les preuves de Doukhan

et al (2006) peuvent être facilement adaptées.

Posons kn;t = E
�
y
(n)
t � y

(n�1)
t

�
, il est claire que kn;t dépendant, en t, mais d�une façon

périodique. Le lemme suivant qui est une adaptation du lemme 2:4 (Doukhan et al (2006)),

montre que kn;t est une suite géométrique périodique en t.

Lemme 5:2:2 Bentarzi and Bentarzi (2017b)) (adapté au Lemme 2:4). La suite fkn;t;n 2 Ng,

par rapport à n 2 N, pour tout t �xé, est une suite géométrique avec ratio
QS
i=1

�
'i + �i �";i�1

�
.

Preuve. Puisque
n
y
(n)
t ; t 2 Z

o
est une suite non décroissante (Lemme 5:2:1a) alors y(n)t �

y
(n�1)
t � 0. De plus, on a

y
(n)
t � y

(n�1)
t

L
= 't �

�
y
(n�1)
t�1 � y

(n�2)
t�1

�
+ �t �

h�
y
(n�1)
t�1 � y

(n�2)
t�1

�
"t�1

i
; t 2 Z;

prenons l�espérance des deux côtés, en utilisant les propriétés de l�opérateur de Steutel-van

Harn, on obtient

E
�
y
(n)
t � y

(n�1)
t

�
= 't E

�
y
(n�1)
t�1 � y

(n�2)
t�1

�
+ �t E

h�
y
(n�1)
t�1 � y

(n�2)
t�1

�
"t�1

i
; t 2 Z;

selon la dé�nition de la suite y(n)t on peut facilement noter que
�
y
(n�1)
t�1 � y

(n�2)
t�1

�
est non

corrélé avec "t�1, alors on a

kn;t =
�
't + �t �";t�1

�
kn�1;t�1; n � 1; t 2 Z:

Par itération, par rapport à n, on a :

kn;t =
Qn
i=1

�
't�i+1 + �t�i+1 �";t�i

�
k0;t�n; n � 1; t 2 Z:
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Soient n = � +mS, � = 1; 2; :::; S et m 2 N, on a

kn;t =
QS
i=1

�
't�i+1 + �t�i+1 �";t�i

�m Q�
i=1

�
't�i+1 + �t�i+1 �";t�i

�
k0;t�� ; n � 1; t 2 Z;

remplaçons t par s+ �S, s = 1; 2; :::; S et � 2 Z, en tenant compte de la périodicité de kn;t,

par rapport à t, on obtient

kn;s+�S =
QS
i=1

�
's�i+1 + �s�i+1 �";s�i

�m Q�
i=1

�
's�i+1 + �s�i+1 �";s�i

�
k0;s�� ; n � 1:

D�où la suite géométrique kn;t avec ratio
QS
i=1

�
't�i+1 + �t�i+1 �";t�i

�
et du premier termeQ��1

i=1

�
's�i+1 + �s�i+1 �";s�i

�
k0;s�� , converge vers to 0 si

QS
i=1

�
'i + �i �";i�1

�
< 1.

Pour terminer la preuve de la Proposition 5:2:1, il est su¢ sant de montrer, tout comme

Doukhan et al (2006), que la suite
n
y
(n)
t ; t 2 Z

o
a une unique limite presque surement non

négative à valeur entière, yt, qui est l�unique solution de l�équation (5:2:1). La preuve est

similaire à l�unicité de Doukhan et al (2006). En e¤et, en utilisant les mêmes dé�nitions et

notations, tout en posant W (n)
t =

���y(n)t (!)� Zt (!) > 0
��� avec W (0)

t = "t et Zt est un proces-

sus périodiquement strictement stationnaire satisfaisant (2:1:1) et tel que "t est, pour tout

t, indépendant de tout le passé de Zt, nous avons W
(n)
t

D
= 't �W

(n�1)
t�1 + �t �

�
"t�1W

(n�1)
t�1

�
;

d�où, nous avons, pour �t = 't + �t �";t�1, en tenant compte de l�indépendance de "t�1 et

W
(n�1)
t�1 ; E

�
W

(n)
t

�
= 't E

�
W

(n�1)
t�1

�
+ �t �";t�1 E

�
W

(n�1)
t�1

�
= �t E

�
W

(n�1)
t�1

�
:

En itérant cette dernière équation, on obtient :

E
�
W

(n)
t

�
= (
Qn
i=1 �t�i+1) �";t�n:

Posons n = s+mS et t = s+ �S, s = 1; 2; :::; m 2 N et � 2 Z, on aP1
n=1 P (Bn) =

P1
k=1 P

n
! :
���y(n)t (!)� Zt (!)

��� = k
o
;

�
�PS

j=1 (
Qs
i=1 �j�i+1)�";j�s

�Pm�1
�=0

�QS
i=1 �i

��
+
�QS

i=1 �i

�mPs
j=1 (

Qs
i=1 �j�i+1)�";j�s;

où Bn est comme dé�nie dans Doukhan et al (2006), Bn =
n
! :
���y(n)t (!)� Zt (!)

��� > 0o.
Puisque

QS
i=1 �i < 1, on a :

1P
n=1

P (Bn) �
 

SP
j=1

�
sQ
i=1

�j�i+1

�
�";j�s

!
1�

�QS
i=1 �i

�m
1�

�QS
i=1 �i

� +
�QS

i=1 �i

�m sP
j=1

�
sQ
i=1

�j�i+1

�
�";j�s;
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Puisque m!1 quand n!1, alors on aP1
n=1 P (Bn) �

h
1�

�QS
i=1 �i

�i�1 �PS
j=1 (

Qs
i=1 �j�i+1)�";j�s

�
<1:

Ce qui achève notre démonstration.

5.3 Condition de stationnarité périodique

Dans cette section nous établissons deux conditions de stationnarité périodique à savoir la

condition de stationnarité périodique en moyenne et la condition de stationnarité périodique

de second ordre.

5.3.1 Stationnarité périodique en moyenne

La proposition suivante établie une condition su¢ sante pour que le processus fyt; t 2 Zg

satisfaisant (5:2:1) soit stable, par rapport au premier moment. La forme explicite de sa

moyenne est sous cette condition obtenue.

Proposition 5:3:1. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Le processus périodiquement corrélé

fyt; t 2 Zg, satisfaisant le modèle bilinéaire diagonal du premier ordre périodique à valeurs

entières (5:2:1), est périodiquement stationnaire en moyenne siQS
i=1

�
'i + �i �";i�1

�
< 1:

De plus, la forme explicite de la moyenne �y;s = E (ys) et du moment croisé E (ys"s) de ce

processus sont, sous cette condition, donnés, pour s = 1; 2; :::; S, par :

 
�y;s

E (ys"s)

!
=

0BBB@
�";s +�s;S�1�s+1�

2
";s +

PS�1
j=1 �s;j�1

�
's�j+1�";s�j + �s�j+1�

(2)
";s�j

�
�

�
(2)
";s ��s;S�1's+1�2";s + �";s

PS�1
j=1 �s;j�1

�
's�j+1�";s�j + �s�j+1�

(2)
";s�j

�
�

1CCCA ;

où

�s;j =
�Qj

i=1 �s�i+1

�
; �s = 's + �s�";s�1;� = 1�

QS
i=1 �i

pour s = 1; 2; :::; S; �";t = E ("t) et �
(2)
";t = E ("2t ) ;

avec la convention
Qi
j=1 xj = 1 si i < 1 et

Py
j=x aj = 0 si y < x:
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Dans le cas (classique) de modèle à coe¢ cients invariants dans le temps (5:2:2), i.e. S = 1,

les résultats de cette proposition peuvent être présentés par le corollaire suivant qui donne

les mêmes résultats donnés par Doukhan et al (2006) dans leur Proposition 3:1.

Corollaire 5:3:1. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Le processus fyt; t 2 Zg, satisfaisant le

modèle bilinéaire diagonal du premier ordre à valeurs entières (5:2:2), est stationnaire en

moyenne si : '+� �" < 1. De plus, les formes explicites de la moyenne E (yt) et du moment

croisé E (yt"t) de ce processus sont, sous cette condition, données par :�
E (yt)
E (yt"t)

�
=

1

1� ('+ ��")

�
�" + � �2"

(1� ')�2" + �2"

�
.

Preuve. La moyenne non conditionnelle �y;t = E (yt) est donnée par

�y;t = 't �y;t�1 + �t E (yt�1 "t�1) + �";t; t 2 Z; (5:3:1a)

où la moyenne non conditionnelle �t = E (yt "t) est donnée par

E (yt "t) = 't �";t �y;t�1 + �t �";t E (yt�1 "t�1) + E ("2t ) : (5:3:1b)

De (5:3:1a) et (5:3:1b), on obtient le système d�équations suivant :

�y;t = 't �y;t�1 + �t �t�1 + �";t; t 2 Z;
�t = 't �";t �y;t�1 + �t �";t �t�1 + E ("2t ) :

(5:3:1c)

(5:3:1d)

qui peut être écrit sous la forme vectorielle �
t
= �t �t�1 + ct, où les deux vecteurs colonnes

�
t
, ct et la 2� 2 matrice �t sont comme suit :

�
t
=

�
�y;t
�t

�
; ct =

�
�";t
E ("2t )

�
et �t =

�
't �t

't �";t �t �";t

�
:

Par itération de la dernière équation vectorielle, en tenant compte de la périodicité stricte

du processus et de la périodicité de la matrice �t et du vecteur �t et ct, on obtient�
I �

QS
i=1�t�i+1

�
�
t
=
PS�1

j=0

�Qj
i=1�t�i+1

�
ct�j: (5:3:2)

On peut facilement montrer que la matrice
Qj
i=1�t�i+1 1 � j � S, peut être explicitement

donnée par l�expression suivante :

jQ
i=1

�s�i+1 =

�
j�1Q
i=1

�s�i+1

��
's�j+1 �s�j+1
's�j+1�";s �s�j+1�";s

�
= �s;j�1

�
's�j+1 �s�j+1
's�j+1�";s �s�j+1�";s

�
;

où �s;j =
Qj
i=1 �s�i+1 et �t = 't + �t�";t�1. En particulier, on a :

SQ
i=1

�s�i+1 =
SQ
i=1

�i = �s;S�1

�
's+1 �s+1
's+1 �";s �s+1 �";s

�
;
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alors l�équation (5:3:2) peut être écrite sous la forme :�
I ��s;S�1

�
's+1 �s+1
's+1 �";s �s+1 �";s

��
�
s
=
PS�1

j=0

�Qj
i=1�s�i+1

�
cs�j; (5:3:3)

Donc, nous avons l�équation déterminantale :
�
z ��s;S�1

�
's+1 + �s+1 �";s

��
z = 0. Notons

que �s;S�1
�
's+1 + �s+1 �";s

�
=
QS
i=1 �s�i+1; alors jIz � �sj =

�
z �

QS
i=1 �s�i+1

�
z; qui mène

à la condition donnée par Proposition 3:1. Donc, sous cette condition, on a de (5:3:3) :

�
s
=
1

�

�
1��s;S�1 �s+1 �";s �s;S�1 �s+1
�s;S�1 's+1 �";s 1��s;S�1 's+1

�
S�1P
j=0

�Qj
i=1�s�i+1

�
cs�j;

=
1

�

�
1��s;S�1�s+1�";s �s;S�1 �s+1
�s;S�1 's+1�";s 1��s;S�1's+1

�(�
�";s
�
(2)
";s

�
+
S�1P
j=1

�Qj
i=1�s�i+1

�� �";s�j
�
(2)
";s�j

�)
;

=
1

�

0@ �";s +�s;S�1�s+1�
2
";s +

PS�1
j=1 �s;j�1

�
's�j+1�";s�j + �s�j+1�

(2)
";s�j

�
�
(2)
";s ��s;S�1's+1�2";s + �";s

PS�1
j=1 �s;j�1

�
's�j+1�";s�j + �s�j+1�

(2)
";s�j

� 1A ;

où

� = 1�
QS
i=1

�
'i + �i�";i�1

�
et �s;j =

Qj
i=1 �s�i+1:

5.3.2 Stationnarité périodique au second ordre

A�n d�établir la condition su¢ sante pour l�existence du moment non conditionnel de second

ordre E (y2t ) du processus, périodiquement stationnaire en moyenne, satisfaisant (5:2:1), et

pour trouver sa forme explicite, on a besoin de dé�nir, les vecteurs périodiques �
t
, ct et la

matrice périodique �t, de période S, suivants :

�
t
=

0@ E (y2t )
E (y2t "t)
E (y2t "2t )

1A ; ct =

0@ c1;t
c2;t
c3;t

1A ; �t =

0@ '2t 2't�t �2t
'2tE ("t) 2't�tE ("t) �2tE ("t)
'2tE ("2t ) 2't�tE ("2t ) �2tE ("2t )

1A ; (5:3:4)

où

c1;t = [2'tE ("t) + 't (1� 't)]E (yt�1)
+ [2�tE ("t) + �t (1� �t)]E (yt�1"t�1) + E ("2t ) ;

(5:3:5a)

c2;t = 't (1� 't) E (yt�1)E ("t) + 2't E (yt�1)E ("2t )
+ �t [(1� �t)E ("t) + 2E ("2t )]E (yt�1 "t�1) + E ("3t ) ;

(5:3:5b)

c3;t = 't [(1� 't)E ("2t ) + 2E ("3t )]E (yt�1)
+ �t [(1� �t)E ("2t ) + 2E ("3t )]E [(yt�1 "t�1)] + E ("4t ) ;

(5:3:5c)

où E (yt�1) et E (yt�1 "t�1) sont donnés dans la Proposition 5:3:1
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En utilisant ces notations et dé�nitions, on peut présenter la proposition suivante qui établie

une condition su¢ sante pour que le processus fyt; t 2 Zg satisfaisant (5:2:1) soit stable, par

rapport au moment du second ordre. La forme explicite du vecteur �
t
est donc, sous cette

condition, obtenue.

Proposition 5:3:2. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Supposons que le moment d�ordre quatre

du processus d�innovation existe et qu�il est �ni, alors le processus périodiquement corrélé

fyt; t 2 Zg, satisfaisant le modèle bilinéaire diagonal du premier ordre périodique à valeurs

entières (5:2:1), est périodiquement stationnaire au second ordre si :

QS
i=1

h�
'i + �i�";i�1

�2
+ �2i �

2
";i�1

i
< 1:

De plus, les formes explicites du moment d�ordre deux E (y2s) et des moments croisés E (y2s"s)

et E (y2s"2s) sont, sous cette condition, données, pour s = 1; 2; :::; S, par :0@ E (y2s)
E (y2s"s)
E (y2s"2s)

1A = (I �	s)�1
S�1P
j=0

jQ
i=1

�s�i+1 cs�j =
1

�

0@ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1A S�1P
j=0

jQ
i=1

�s�i+1 cs�j;

où les éléments matriciels aij; i; j = 1; 2; 3, sont donnés par :

a11 = 1��S�1 �2s�(S�1)�
(2)
";s � 2�S�1's�(S�1)�s�(S�1)�";s;

a21 = �S�1 '
2
s�(S�1)�";s; a31 = �S�1'

2
s�(S�1)�

(2)
";s ;

a12 = 2�S�1's�(S�1)�s�(S�1);

a22 = 1��S�1 '2s�(S�1) ��2S�1 '2s�(S�1)�
2
s�(S�1)�

(2)
";s ;

a32 = 2�S�1's�(S�1)�s�(S�1)�
(2)
";s ;

a13 = �S�1 �
2
s�(S�1); a23 = �S�1 �

2
s�(S�1) �";s;

a33 = 1��S�1 '2s�(S�1) � 2�S�1's�(S�1)�s�(S�1)�";s.

et où

�Qj
i=1�s�i+1

�
= �j�1

0B@ '2s�(j�1) 2's�(j�1) �s�(j�1) �2s�(j�1)
'2s�(j�1)�";s 2's�(j�1) �s�(j�1) �";s �2s�(j�1) �";s
'2s�(j�1) �

(2)
";s 2's�(j�1) �s�(j�1) �

(2)
";s �2s�(j�1)�

(2)
";s

1CA ;

et �(2)";s = E ("2t ) ; 	s =
�QS

i=1�s�i+1

�
; �j =

�Qj
i=1 !s�i+1

�
où !s = '2s + 2's�s �";s�1 + �2s

�
(2)
";s�1, avec la convention

Qj
i=1 xi = 1 si j < 1:
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Dans le cas non périodique, i.e., S = 1, la Proposition 5:3:2 se réduit au corollaire suivant.

Corollaire 5:3:2. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Le processus fyt; t 2 Zg, satisfaisant le

modèle bilinéaire diagonal du premier ordre à valeurs entières (5:2:2), est stationnaire au

second ordre si : ('+ ��")
2 + �2�2" < 1. De plus, les forme explicites du moment d�ordre

deux E (y2t ) et des moments croisés E (y2t "t) et E (y2t "2t ) sont, sous cette condition, données
par : 0@ E (y2t )

E (y2t "t)
E (y2t "2t )

1A = (I � �)�1 ct =
1

�

0@ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1A0@ c1;t
c2;t
c3;t

1A ;

où � =
�QS

i=1�s�i+1

�
, � = 1� ('+ ��")

2 � �2�2" et

a11 = 1� 2'��" � �2�
(2)
" ; a12 = 2'�; a13 = �2;

a21 = '2�"; a22 = 1� '2 � '2�2�
(2)
s ; a23 = �2�";

a31 = '2�
(2)
s ; a32 = 2'��

(2)
s ; a33 = 1� '2 � 2'��",

c1;t = [2'�" + ' (1� ')]�y + [2��" + � (1� �)]E (yt"t) + �
(2)
" ;

c2;t = ' (1� ')�y�" + 2'�y�
(2)
" + �

h
(1� �)�" + 2�

(2)
"

i
E (yt"t) + E ("3t ) ;

c3;t = '
�
(1� ')�

(2)
" + 2E ("3t )

�
�y + �

�
(1� �)�

(2)
" + 2E ("3t )

�
E (yt"t) + E ("4t ) :

Preuve (de Proposition 5:3:2). Le moment d�ordre deux, E (y2t ), du processus périodique-

ment corrélé à valeurs entières donnés par l�équation aux di¤érence (5:2:1), s�il existe, est

donné par :

E
�
y2t
�
= E

�
B2
t

�
+ 2E (Bt "t) + E

�
"2t
�
; (5:3:6)

oùBt = ('t � yt�1)+�t�(yt�1 "t�1). Rappelons que les propriétés bien connues E
�
(a �X)2

�
=

a2E (X2) + a (1� a)E (X) et E [(a �X) (b � Y )] = abE (XY ) ont été utilisées dans les pre-

miers travaux d�Al-Osh et Alzaid (1987), Alzaid et Al-Osh, M. A.(1990)Alzaid, A. A. and

Al-Osh, M. A.(1990)en (1990)). En utilisant ces propriétés et les nouvelles propriétés données

par Silva and Oliveira (2000), on peut, après quelques simples manipulations, obtenir

E (B2
t ) = '2tE

�
y2t�1

�
+ �2tE

��
y2t�1 "

2
t�1
��
+ 2't�tE

�
y2t�1 "t�1

�
+ 't (1� 't)E (yt�1) + �t (1� �t)E (yt�1 "t�1) ,

E (Bt "t) = 'tE (yt�1)E ("t) + �tE (yt�1 "t�1)E ("t) :
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Remplaçons E (B2
t ) et E (Bt "t) par leur expressions dans (5:3:6), on obtient :

E
�
y2t
�
= '2t E

�
y2t�1

�
+ 2't�t E

�
y2t�1 "t�1

�
+ �2t E

��
y2t�1 "

2
t�1
��
+ c1;t; (5:3:7a)

où

c1;t = [2'tE ("t) + 't (1� 't)]E (yt�1) + [2�tE ("t) + �t (1� �t)]E (yt�1"t�1) + E
�
"2t
�
:

(5:3:7b)

Puisque les espérance de yt "t et de yt ont été calculées précédemment, nous avons besoin

de calculer E (y2t "t) et E (y2t "2t ). En e¤et, quelques manipulations ennuyeuses mènent au

système d�équations suivant :

E (y2t ) = '2tE
�
y2t�1

�
+ 2't�tE

�
y2t�1"t�1

�
+ �2tE

��
y2t�1"

2
t�1
��
+ c1;t;

E (y2t "t) = '2t�";tE
�
y2t�1

�
+ 2't�t�";tE

�
y2t�1"t�1

�
+ �2t�";tE

�
y2t�1"

2
t�1
�
+ c2;t;

E (y2t "2t ) = '2t�
(2)
";tE

�
y2t�1

�
+ 2't�t�

(2)
";tE

�
y2t�1"t�1

�
+ �2t�

(2)
";tE

�
y2t�1"

2
t�1
�
+ c3;t:

(5:3:7c)

(5:3:7d)

(5:3:7e)

où

�
(2)
";t = E ("2t ) ; �";t = E ("t) ;
c1;t = [2'tE ("t) + 't (1� 't)]E (yt�1)

+ [2�tE ("t) + �t (1� �t)]E (yt�1"t�1) + E ("2t ) ;
c2;t = 't (1� 't) E (yt�1)E ("t) + 2't E (yt�1)E ("2t )

+ �t [(1� �t)E ("t) + 2E ("2t )]E (yt�1 "t�1) + E ("3t ) ;
c3;t = 't [(1� 't)E ("2t ) + 2E ("3t )]E (yt�1)

+ �t [(1� �t)E ("2t ) + 2E ("3t )]E [(yt�1 "t�1)] + E ("4t ) :

(5:3:7f)

ou sous la forme vectorielle :

�
t
= �t �t�1 + ct; (5:3:8)

où les vecteurs périodiques �
t
, ct et la matrice périodique �t, de période S, sont dé�nies

dans (5:3:4). Itérons l�équation (5:3:8), tout en tenant compte de la périodicité stricte du

processus périodiquement corrélé fyt; t 2 Zg et de la périodicité du vecteur ct et de la matrice

	t =
QS
i=1�t�i+1 qui possède les mêmes valeurs propres que la matrice 	 =

QS
i=1�i, la

dernière équation peut être réécrite sous la forme

�
t
=
QS
i=1�t�i+1 �t +

PS�1
j=0

Qj
i=1�t�i+1ct�j: (5:3:9)
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Il est bon de noter que la matrice
QS
i=1�t�i+1 est invariante dans le temps. D�où, l�équation

(5:3:9) a une solution �nie si toutes les valeurs propres de la matrice
QS
i=1�t�i+1 se trouvent

à l�intérieur du cercle unité. Notons 	t =
QS
i=1�t�i+1, où �t est donné par (5:3:4), et posons

t = s+ �S, on a

	s =

�
S�1Q
i=1

!s�i+1

�0@ '2s+1 2's+1 �s+1 �2s+1
'2s+1 �";s 2's+1 �s+1 �";s �2s+1 �";s
'2s+1 �

(2)
";s 2's+1 �s+1 �

(2)
";s �s+1 �

(2)
";s

1A ;

où !s = '2s + 2's�s �";s�1 + �2s �
(2)
";s�1. Soit �s;S�1 =

�QS�1
i=1 !s�i+1

�
, alors

	s =
SQ
i=1

�s�i+1 = �s;S�1

0@ '2s+1 2's+1 �s+1 �2s+1
'2s+1�";s 2's+1 �s+1 �";s �2s+1 �";s
'2s+1 �

(2)
";s 2's+1 �s+1 �

(2)
";s �2s+1�

(2)
";s

1A :

D�où, jIz �	sj = 0; mène a z = �s;S�1
�
'2s + 2's �s �";s + �2s+1 �

(2)
";s

�
=
QS
i=1 !s�i+1; où

!s = '2s + 2's�s �";s�1 + �2s �
(2)
";s�1 =

�
's + �s �";s�1

�2
+ �2s �

2
";s�1:

D�où la condition su¢ sante pour l�existence de E (y2t ) est donnée parQS
i=1

h�
's�i+1 + �s�i+1 �";s�i

�2
+ �2s�i+1 �

2
";s�i

i
< 1;

qui se réduit, dans le cas invariant dans le temps, i.e., S = 1, à ('+ ��")
2 + �2�2" < 1.

La forme explicite de E (y2t ) est le premier composant du vecteur colonne �t donné par

(5:3:9). Soit t = s+ �S, alors (I �	s) �s =
PS�1

j=0

�Qj
i=1�s�i+1

�
cs�j. Il est facile de véri�er

que le déterminant de la matrice I � 	s est �s = 1 �
QS
i=1

��
'i + �i �";i�1

�2
+ �2i �

2
";i�1

�
.

La matrice I �	s est alors, explicitement, donnée par :

I �	s =

0@ 1��s;S�1 '2s+1 �2�s;S�1 's+1 �s+1 ��s;S�1 �2s+1
��s;S�1'2s+1�";s 1� 2�s;S�1's+1�s+1�";s ��s;S�1�2s+1�";s
��s;S�1'2s+1�

(2)
";s �2�s;S�1's+1�s+1�

(2)
";s 1��s;S�1�2s+1�

(2)
";s

1A ;

et sa matrice inverse est donnée par (I �	s)�1 = ��1 As où les éléments matriciels aij;

i; j = 1; 2; 3 sont donnés par :
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a11 = 1��s;S�1�2s+1�
(2)
";s � 2�s;S�1's+1�s+1�";s; a21 = �s;S�1'

2
s+1�";s; a31 = �s;S�1'

2
s+1�

(2)
";s ;

a12 = 2�s;S�1's+1�s+1; a22 = 1��s;S�1 '2s+1 ��s;S�1 �2s+1�
(2)
";s ; a32 = 2�s;S�1's+1�s+1�

(2)
";s ;

a13 = �s;S�1 �
2
s+1; a23 = �s;S�1 �

2
s+1 �";s; a33 = 1��s;S�1 '2s+1 � 2�s;S�1's+1�s+1�";s.

Alors, on a �
s
= (I �	s)�1

PS�1
j=0

Qj
i=1 �s�i+1 cs�j; où la matrice

Qj
i=1�s�i+1 est explici-

tement donnée par

jQ
i=1

�s�i+1 = �s;j�1

0B@ '2s�(j�1) 2's�(j�1) �s�(j�1) �2s�(j�1)
'2s�(j�1)�";s 2's�(j�1) �s�(j�1) �";s �2s�(j�1) �";s
'2s�(j�1) �

(2)
";s 2's�(j�1) �s�(j�1) �

(2)
";s �2s�(j�1)�

(2)
";s

1CA ;

et �(2)";s = E ("2t ) ; �s;j =
Qj
i=1 !s�i+1, !s = '2s+2's�s �";s�1+�

2
s �

(2)
";s�1, avec mla conventionQj

i=1 xi = 1 si j < i. Finalement, on a :

�
s
= (I �	s)�1

PS�1
j=0

Qj
i=1�s�i+1 cs�j = (I �	s)

�1 PS�1
j=0 �s;j�1 bs;j;

où le vecteur colonne b0s;j = (b1;s;j; b2;s;j; b3;s;j) est donné par

b1;s;j = '2s�(j�1)c1;s�j + 2's�(j�1) �s�(j�1)c2;s�j + �2s�(j�1)c3;s�j;

b2;s;j = '2s�(j�1)�";sc1;s�j + 2's�(j�1) �s�(j�1) �";sc2;s�j + �2s�(j�1) �";sc3;s�j;

b3;s;j = '2s�(j�1) �
(2)
";sc1;s�j + 2's�(j�1) �s�(j�1) �

(2)
";sc2;s�j + �2s�(j�1)�

(2)
";sc3;s�j;

où ci;t, i = 1; 2; 3 sont donnés par (5:3:5). Dans le cas classique (coe¢ cient invariants dans

le temps), i.,e., S = 1, �t et �s se réduisent à

� =

0@ '2 2'� �2

'2 E ("t) 2'� E ("t) �2 E ("t)
'2 E ("2t ) 2'� E ("2t ) �2 E ("2t )

1A ; et �s = 1� ('+ � �")
2 � �2�2":

Alors, on a :

�
t
=
1

�s

0BB@
�
1� 2'��" � �2�

(2)
"

�
2'� �2

'2 �"

�
1� '2 � '2�2�

(2)
"

�
�2 �"

'2 �
(2)
" 2'� �

(2)
" (1� '2 � 2'��")

1CCA
0@ c1;t

c2;t
c3;t

1A ;

où ci;t, i = 1; 2; 3 sont donnés par (5:3:5). Ou plus explicitement

�
t
=

0@ E (y2t )
E (y2t "t)
E (y2t "2t )

1A =
1

�s

0BB@
�
1� 2'��" � �2�

(2)
"

�
c1;t + 2'� c2;t + �2 c3;t

'2�" c1;t +
�
1� '2 � '2�2�

(2)
"

�
c2;t + �2�" c3;t

'2�
(2)
" c1;t + 2'��

(2)
" c2;t + (1� '2 � 2'��") c3;t

1CCA :
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5.4 Structure de l�Autocovariance

Soit 
(t) (h) = E (yt yt�h)��y;t �y;t�h, t, h 2 N la fonction d�autocovariance, à l�instant t et

au décalage h, de ce processus. La proposition suivante établit la structure de l�autocovariance

du processus périodiquement corrélé fyt; t 2 Zg, solution du modèle (5:2:1) et satisfaisant

la condition de stationnarité périodique de second ordre donnée par la Proposition 5.3:2.

Proposition 5:4:1. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) La structure de l�autocovariance du pro-

cessus périodiquement corrélé fyt; t 2 Zg est donnée par


(s) (0) = 's

(s) (1) + �s�y;s�y;s�1 + �s�";s�1�y;s � �2y;s + �s�

2
";s�1�y;s

+ �";s�y;s + �2";s;


(s) (1) = �s

(s�1) (0) + �s�

2
";s�1 �y;s�1 � 3�s�2";s�1�";s�1 + �s

�
�
(3)
";s�1 � �3";s�1

�
;


(s) (h) = �s 

(s�1) (h� 1) =

�Qh�1
i=1 �s�i+1

�

(s�h+1) (1) ; h � 2;

5:4:1a

5:4:1b
5:4:1c

où �(3)";s�1 est le moment d�ordre quatre du processus d�innovations et �
2
";s est sa variance et

où �s = 's + �s�";s�1, avec la convention
Qi
j=1 xj = 1 si i < 1 et

Py
j=x aj = 0 si y < x:

où �(3)";s�1 est le moment d�ordre trois du processus d�innovations et �
2
";s est sa variance et où

�s = 's + �s�";s�1, avec la convention
Qi
j=1 xj = 1 si i < 1 et

Py
j=x aj = 0 si y < x:

Remarque. La forme explicite de 
(s) (0) = E (y2s)� (E (ys))
2 peut être obtenue en utilisant

les formules d�exploit de E (ys) et E (y2s) données, respectivement, dans Proposition 5:3:1 et

Proposition 5:3:2. En e¤et, on a


(s) (0) =
1

�s

3P
i=1

a1ici;t +
1

�s

S�1P
j=1

�s;j�1

n
a11
�
'2s�j+1c1;s�j + 2's�j+1�s�j+1c2;s�j + �2s�j+1c3;s�j

�
+a12

�
'2s�j+1�";sc1;s�j + 2's�j+1�s�j+1�";sc2;s�j + �2s�j+1�";sc3;s�j

�
+a13

�
'2s�j+1�

(2)
";sc1;s�j + 's�j+1�s�j+1�

(2)
";sc2;s�j + �2s�j+1�

(2)
";sc3;s�j

��
� (E (ys))2 ;

où �, la matrice �s;j; j = 1; 2; :::; S et les éléments a1i; i = 1; 2; 3, sont donnés dans Propo-

sition 5.3:2 et c1;t, c2;t et c2;t sont, respectivement, donnés par (5:3:5a) (5:3:5b) et (5:3:5c) et

où E (ys), s = 1; 2; :::; S sont donnés dans Proposition 5:3:1. De plus, en utilisant ce résultat

les formes explicites de 
(s) (1) et 
(s) (h), h � 2, peuvent être obtenues, respectivement, de

(5:4:1b) et (5:4:1c).
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Dans le cas important où le processus d�innovations f"t; t 2 Zg est un processus de Poisson

de moyenne �";s, la dernière proposition se réduit au corollaire suivant.

Corollaire 5:4:1. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Dans le cas de processus d�innovations

de Poisson f"t; t 2 Zg, la structure de l�autocovariance du pocessus périodiquement corrélé

fyt; t 2 Zg est donnée par


(s) (0) = 's 

(s) (1) + �s �y;s �y;s�1 + �s �";s�1 �y;s � �2y;s +

�
�y;s + 1

�
�";s; (5:4:2a)


(s) (1) = �s 

(s�1) (0) + �s �";s�1

�
�y;s�1 + 1

�
, (5:4:2b)


(s) (h) =
�Qh�1

i=1 �s�i+1

�

(s�h+1) (1) ; h � 2: (5:4:2c)

avec la convention
Qj
i=1 xi = 1 si j < i.

Remarque. Les résultats donnés par ce corollaire, se réduit, dans le cas invariant dans

le temps avec processus d�innovations Poissonier, aux résultats donnés par Doukhan et al

(2006) dans la page 568.

Corollaire 5:4:2. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) La fonction d�autocorrélation du processus

périodiquement corrélé fyt; t 2 Zg est donnée par :

�(s) (1) =

p

(s�1) (0)p

(s) (0)

�s +
1p


(s) (0) 
(s�1) (0)

h
�s�

2
";s�1�y;s�1 � 3�s�2";s�1�";s�1

+�s

�
�
(3)
";s�1 � �3";s�1

�i
, (5:4:3)

�(s) (h) = �s

p

(s) (0)p

(s�1) (0)

�(s�1) (h� 1) , h � 2; (5:4:4)

Corollaire 5:4:3. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Dans le cas de processus d�innovations

Possonier, la fonction d�autocorrélation du processus périodiquement corrélé fyt; t 2 Zg est

donnée par :

�(s) (1) =

p

(s�1) (0)p

(s) (0)

�s +
�y;s�1 + 1p


(s) (0) 
(s�1) (0)
�s �";s�1 (5:4:5a)

�(s) (h) = �s

p

(s�1) (0) 
(s�h�1) (0)p

(s) (0) 
(s�h) (0)

�(s�1) (h� 1) , h � 2; (5:4:5b)

où �y;s est donné par (5:3:1b) et �s =
�
's + �s�";s�1

�
.
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Preuve. Calculons la fonction d�autocorrélation 
(t) (h) pour h � 1. L�espérance E (ytyt�h)

est donnée par E (ytyt�h) = 'tE (yt�1 yt�h) + �tE (yt�1 yt�h"t�1) + �";t �y;t�h. En particulier,

on a pour h = 1

E (ytyt�1) = 't E
�
y2t�1

�
+ �t E

�
y2t�1 "t�1

�
+ �";t �y;t�1. (5:4:6)

En utilisant (5:3:7c) et (5:3:7d), on obtient, après quelques manipulations

E (y2t "t) = �";t E (y2t ) +
�
c2;t � �";t c1;t

�
;

En remplaçant dans (5:4:6), on obtient

E (ytyt�1) = �t E
�
y2t�1

�
+ �t

�
c2;t�1 � �";t�1 c1;t�1

�
+ �";t �y;t�1; (5:4:7)

En utilisant (5:3:5a) et (5:3:5b), on peut calculer la quantité c2;t�1��";t�1c1;t�1 et on obtient

c2;t�1 � �";t�1c1;t�1 = 2�t�1 �
2
";t�1 E (yt�2 "t�2) + 2't�1 �2";t�1 �y;t�2

+
�
E
�
"3t�1

�
� �3";t�1

�
� �";t�1 �

2
";t�1:

(5:4:8)

En remplaçant dans (5:4:7) ceci mène à

E (ytyt�1) = �t E
�
y2t�1

�
+ 2't�1 �t �

2
";t�1 �y;t�2 + 2�t �t�1 �

2
";t�1 E (yt�2 "t�2)

+ �t E
�
"3t�1

�
� �t �";t�1 �

(2)
";t�1 + �";t �y;t�1:

(5:4:9)

Il est facile de voir, de (5:3:1c) et (5:3:1d), que �t = E (yt "t) = �y;t �";t + �
2
";t, en remplaçant

dans (5:4:9), on obtient :


(t) (1) = �t 

(t�1) (0) +

�
�t �y;t�1 � �y;t

�
�y;t�1 + 2't�1 �t �

2
";t�1 �y;t�2

+ 2�t �t�1 �
2
";t�1 �y;t�2 �";t�2 + 2�t �t�1 �

2
";t�1 �

2
";t�2

+ �t E
�
"3t�1

�
� �t �";t�1 �

(2)
";t�1 + �";t �y;t�1:

(5:4:10)

Après quelques manipulations, en utilisant de nouveau (5:3:1c), on obtient


(t) (1) = �t 

(t�1) (0) + �t �

2
";t�1 �y;t�1 � 3�t �2";t�1 �";t�1 + �t

�
E
�
"3t�1

�
� �3";t�1

�
.

(5:4:10a)

où �t =
�
't + �t �";t�1

�
. Pour h � 2, l�autocovariance est donnée par

E (ytyt�h) = 't E (yt�1 yt�h) + �t E (yt�1 yt�h "t�1) + �";t �y;t�h. (5:4:11)

Après quelques manipulations, on obtient, pour t 2 Z

E (yt�1 yt�h "t�1) = 't�1 �";t�1E (yt�2 yt�h) + �t�1 �";t�1E (yt�2"t�2yt�h) + �
(2)
";t�1 �y;t�h:
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Remplaçons t par t� 1 et h par h� 1 dans (5:4:11), on obtient

E (yt�1yt�h) = 't�1E (yt�2 yt�h) + �t�1E (yt�2 yt�h"t�2) + �";t�1 �y;t�h;

en multipliant la dernière égalité par �";t�1, on obtient

�";t�1 E (yt�1yt�h) = 't�1 �";t�1 E (yt�2 yt�h) + �t�1 �";t�1 E (yt�2 yt�h"t�2) + �2";t�1 �y;t�h;

La dernière égalité peut être écrite sous la forme :

�";t�1 E (yt�1yt�h) =
�
't�1�";t�1 E (yt�2yt�h) + �t�1�";t�1 E (yt�2yt�h"t�2) + �

(2)
";t�1�y;t�h

�
+ �2";t�1 �y;t�h � �

(2)
";t�1 �y;t�h

= E (yt�1 yt�h "t�1) + �2";t�1 �y;t�h � �
(2)
";t�1 �y;t�h:

D�où, on a

E (yt�1 yt�h "t�1) = �";t�1 E (yt�1yt�h)�
�
�2";t�1 �y;t�h � �

(2)
";t�1 �y;t�h

�
Remplaçons E (yt�1 yt�h "t�1) par son expression (5:4:11), en posant t = s + �S et tenant

compte de la périodicité, on obtient


(s) (h) = �s

(s�1) (h� 1) +

�
�s�y;s�1 � �y;s

�
�y;s�h +

�
�s�

2
";s�1 + �";s

�
�y;s�h; h � 2;

(5:4:12)

où �y;s est donnée dans Proposition 5:3:1 et �s�i+1 = 's�i+1 + �s�i+1�";s�i.

De (3:4:1) et (3:4:2), on a �t = �y;t �";t + �2";t; t 2 Z; utilisant encore (3:4:1), en remplaçant

t par s+ �S, on obtient

�y;s = �s �y;s�1 + �";s + �s �
2
";s�1; s = 1; 2; :::; S: (5:4:12a)

D�où, on a
�
�s �y;s�1 � �y;s

�
= �

�
�s �

2
";s�1 + �";s

�
en remplaçant �s �y;s�1��y;s par sa valeur

dans (5:4:10) et (5:4:12), on obtient


(s) (1) = �s

(s�1) (0) + �s�

2
";s�1�y;s�1 � 3�s�2";s�1�";s�1 + �s

�
�
(3)
";s�1 � �3";s�1

�
;(5:4:13a)


(s) (h) = �s 

(s�1) (h� 1) ; h � 2: (5:4:13b)

Itérons (5:4:13b), on obtient pour h � 2


(s) (h) =
�Qh�1

i=1 �s�i+1

�

(s�h+1) (1) : (5:4:14)
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Remplaçons 
(s�h+1) (1) dans (5:4:14) par sa valeur donnée par (5:4:13a), on obtient :


(s) (h) =
�Qh�1

i=1 �s�i+1

�n
�s�h+1 


(s�h) (0) + �s�h+1 �
2
";s�h �y;s�h � 3�s�h+1 �2";s�h �";s�h

+ �s�h+1

�
�
(3)
";s�h � �3";s�h

�o
;

avec la convention
Qj
i=1 xi = 1 si j < i et

Py
j=x aj = 0 si y < x.

La fonction d�autocorrélation est alors, en posant h = �+kS, � = 1; 2; :::; S et k 2 N, donnée
par :

�(s) (� + kS) =

�
SQ
i=1

�s

�k ���1Q
i=1

�s�i+1

�(
�s��+1

s

(s��) (0)


(s) (0)
� 1p


(s) (0) 
(s��) (0)

�
h
�s��+1�

2
";s�� �y;s�� + 3�s��+1�

2
";s���";s�� � �s��+1

�
�
(3)
";s�� � �3";s��

�i)
;

Dans le cas particulier où le processus d�innovations est de Poisson périodique avec moyenne

�";t on a :

�(s) (� + kS) =

�
SQ
i=1

�s

�k ���1Q
i=1

�s�i+1

�24�s��+1
s

(s��) (0)


(s) (0)
+
�s��+1 �";s��

�
�y;s�� + 1

�p

(s) (0) 
(s��) (0)

35 ;
où �s =

�
's + �s �";s�1

�
.

Dans le cas non périodique avec processus d�innovation de Poisson, on a

� (h) = ('+ � �")
h�1
�
'+ � �" +

� (�Y + 1)�"

 (0)

�
; h � 1:

5.5 Estimation de Yule-Walker

Ce paragraphe se concentre sur l�estimation, adoptant la méthode d�estimation de Yule-

Walker, des paramètres sous-jacents du modèle dans le cas de processus d�innovation de

Poisson avec moyenne �";s, s = 1; 2; :::; S. En e¤et, la proposition suivante établie l�estimation

de Yule-Walker.
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Proposition 5:5:1. Bentarzi and Bentarzi (2017b)) Si le processus d�innovation f"t; t 2 Zg

est un processus suivant une loi de Poisson avec moyenne �";s, alors les estimateurs de Yule-

Walker des paramètres 's, �s et �";s, s = 1; 2; :::; S, sont donnés, pour s = 1; 2; :::; S, comme

suit :

Etape une (Estimation de �s) :

b�s = b
(s) (2)b
(s�1) (1) ; où �s = �'s + �s �";s�1
�
:

Etape deux (Estimation de �s �";s�1)

bBs = \�s �";s�1 =
b
(s) (1)� b�s b
(s�1) (0)

1 + b�y;s�1 :

Etape trois (Estimation de �";s) :

b�";s = b�y;s � b�s b�y;s�1 � bBs:
Etape quatre (Estimation de 's et �s) :

b's = b�s � bBs; et b�s = bBsb�";s�1 :
Remarques

a) L�estimation de �s dans l�étape 1 est obtenue de l�expression (5:4:2c) du corollaire 5:4:1,

en remplaçant 
(s) (h) et 
(s�1) (h� 1), pour h = 2, par leur estimation empiriques.

b) L�estimation du produit Bs = �s �";s�1 dans l�étape 2, est obtenu, de l�expression (5:4:2b)

du corollaire 5:4:1, en remplaçant �s par son estimateur et les autres termes par leur

estimateurs empiriques.

c) l�estimation de �";s dans l�étape 3 est obtenue de l�expression (5:4:12a) du processus d�in-

novation de Poisson for the Poisson innovation process (�2";s = �";s), en remplaçant Bs

et �s par leurs estimateurs obtenus.

d) L�estimateur de 's, dans l�étape 4 est obtenu de l�expression dé�nissant �s, en rempla

çant �s et �s �";s�1 par leurs estimateurs obtenus. Finalement, l�estimateur b�s donné
par

bBsb�";s�1 est très commun dans les modèles de séries chronologiques Bilinéaires (voir
par exemple Doukhan et al (2006), Grahn (1995)).
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5.5.1 Etude de simulation

Dans toutes les tables ci-dessous, les notations b's, b�s et b�";s représentent, pour 1000 ré-
plications, la moyennes des estimateurs des paramètres correspondants à b�b's , b�b�;s et b�b�;s
représentes les estimateur empiriques des écart-types des estimateurs des paramètres.

La Table 1 donne la moyenne des estimateurs, pour 1000 réplications, d�une série chronolo-

gique de taille N = 1000 générée par un processus Bilinéaire périodique, de période S = 4,

à valeurs entières PINBL4 (1; 0; 1; 1) :

s 's b's b�b's �s
b�s b�b�;s �";s b�";s b�b�;s

1 :2 :1966 :1773 :15 :1513 :0955 1 1:0347 :3723
2 :7 :7033 :1244 :1 :1006 :2584 :5 :5216 :1753
3 :4 :4077 :1442 :4 :4179 :3264 1:5 1:5238 :2948
4 :45 :4481 :2216 :3 :2928 :1320 2 2:0650 :4122

Table 1

La Figure 1 montre en bleu une série chronologique périodique, de période S = 4 et de taille

N = 1000, générée d�un PINBL4 (1; 0; 1; 1) et en rouge la série ajustée byt

Figure 1

La Figure 2 représente la fonction d�autocorrélation résiduelle estimée pour chaque pé-
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riode :

Figure 2

A �n d�étudier empiriquement la propriété de consistance des estimateurs obtenus, nous

présentons la Table 2, qui montre les résultats d�estimation de Yule-Walker, pour 1000 ré-

plications, des séries de tailles N = 1200; 1500; 1700 et 2000 générées:

s N 's b's b�b's �s b�s b�b�;s �";s b�";s b�b�;s
1

1200
1500
1700
2000

:2

:2045
:2007
:2042
:1954

:1717
:1555
:1418
:1317

:15

:1496
:1475
:1458
:1508

:0900
:0613
:0551
:0591

1

1:0260
1:0294
1:0221
1:0252

:3516
:3196
:3035
:2729

2

1200
1500
1700
2000

:7

:7032
:7009
:7029
:7017

:1064
:0982
:0914
:0845

:1

:1018
:1071
:0939
:1081

:2451
:2287
:2663
:1420

:5

:5235
:5144
:512
:5123

:1612
:1431
:1355
:1292

3

1200
1500
1700
2000

:4

:3942
:3979
:3974
:3956

:1199
:1057
:1015
:0944

:4

:4097
:4084
:4176
:4146

:3165
:3115
:2348
:2440

1:5

1:5310
1:5310
1:5322
1:5184

:2693
:2458
:2377
:2218

4

1200
1500
1700
2000

:45

:4492
:4494
:4528
:4459

:2173
:2017
:1907
:1808

:3

:2962
:2962
:2922
:2979

:1133
:1078
:0983
:0938

2

2:0318
2:0336
2:0442
2:041

:3986
:3329
:3323
:3186

Table 2

Des résultats de simulation, on peut voir que les moyennes des estimateurs obtenus sont

proches des vraies valeurs données et la variance diminue quand N diminue d�où la propriété
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de consistance est véri�ée. Cependant les variances sont relativement importantes, ceci est

dû au fait que la loi du processus sous-jacent est une circonvolution des lois de Bernoulli et de

Poisson. Néanmoins, ces évaluations peuvent être utilisées comme des valeurs initiales pour

la méthode d�estimation la plus puissante, à savoir la méthode d�estimation du maximum de

vraisemblance conditionnel.



Chapitre 6

Conclusion générale

Cette thèse porte sur la structure, l�inférence statistique et des applications de quelques

modèles de séries chronologiques à valeurs réelles ou entières. Nous avons scindé ce travail en

deux parties majeures. La première concerne les modèles périodiques à valeurs réelles tandis

que la seconde porte sur des modèles de périodiques à valeurs entières.

Concernant les modèles à valeurs réelles, nous étudions d�abord les propriétés asymp-

totiques de l�estimateur des moindres carrés ordinaire d�un modèle autorégressif périodique

multivarié explosif dont les valeurs propres de la matrice autorégressive monodromique sont

en module à l�extérieur du cercle unité. En particulier, nous en obtenons la loi asymptotique

qui est de forme non-standard. Nous étudions ensuite plusieurs types de stabilité stochas-

tique d�un modèle autorégressif bilinéaire diagonal périodique. Des conditions su¢ santes

et/ou nécessaires pour la stationnarité périodique stricte, l�ergodicité périodique, la station-

narité périodique d�ordre supérieur et l�inversibilité sont proposées. De plus, la structure de

covariance du modèle est mise en évidence. En�n l�estimation des paramètres du modèle est

étudiée à travers trois méthodes : la méthode des moments, la méthode des moindres carrés

et la méthode du maximum de vraisemblance.

Pour la deuxième partie, nous proposons trois nouveaux modèles périodiques à valeurs en-

tières. Le premier est un modèle autorégressif poissonnien périodique appelé aussi INGARCH

périodique, le second est une généralisation du premier à une distribution conditionnelle qui

est un mélange de lois de Poisson et dont la moyenne conditionnelle possède une forme quel-

conque. En�n, le troisième est un modèle bilinéaire périodique à valeurs entières. Pour ces

trois modèles nous en étudions la structure probabiliste, l�estimation des paramètres et des

137
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applications à des données réelles, montrant ainsi la pertinence des modèles et méthodes

proposés.
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