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0.1. Introduction générale

0.1 Introduction générale

Les équations différentielles fractionnaires apparaissent naturellement dans différents do-
maines scientifiques comme la physique, l'ingénierie, la médecine, 1’électrochimie,.. etc.
L’efficacité de ces équations dans la modélisation de plusieurs phénomeénes du monde réel a
motivé les mathématiciens a étudier leurs aspects quantitatifs et qualitatifs.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier un modeéle physique qui représente un systéme
d’évolution fractionnaire. Ce modeéle décrit un milieu de réaction-diffusion dont la diffusion
est anormale. Cette diffusion anormale est caractérisée par le Laplacien fractionnaire. On
cherchera ’existence locale des solutions ainsi que I’explosion des solutions en temps fini.

Le systéme qu’on appellera le probléme (P) s’écrit:

u + (—A)%lu = ﬁ/ot (t— )7 [o(s)P  u(s)ds, (x,t) € RN x RT,
v + (—A)BTZU = ﬁ/o (t —s)70 Ju(s)|" " u(s)ds, (z,t) € RN x RY,

auxquelles on ajoute les conditions initiales:
U(.CE,O) = ’LL[)(.CE), ’U(.CE,O) - Uo(x), T RNv

ol: ug, vy € Co(RY); 7,8 € (0,1); p,g>1;0 < B, <2 (i = 1,2). L’opérateur non local
(—A)%est le laplacien fractionnaire qu’on va définir dans le deuxiéme chapitre. La fonction
du(x,t)

dt

Ce mémoire est composé de quatre chapitres avec un cinquiéme qui est une conclusion.

I' est la fonction Gamma d’Euler, et u; =

Dans le premier chapitre, on va exposer quelques définitions et rappels des résultats néces-
saires pour la suite de ce travail. On commence par définir les espaces des fonctions et ceux
d’évolution; ensuite on donnera quelques proprietés des semi-groupes. On terminera par
quelques résultats de base concernant ’existence des solutions. Dans le deuxiéme chapitre,
On donne la définition des dérivées et intégrales fractionnaires et toutes les propriérés con-
cernant le calcul fractionnaire.

Dans le troisiéme chapitre, on présente 1’étude d’un probléme de Cauchy sous forme
d’une équation de la chaleur qui est non locale en temps et en espace. c’est en quelques

sorte le probleme (P) dans le cas d’une seule équation, c’est a dire:



0.1. Introduction générale

1 ! — p—1 N +
u = m/o (t =) |u(s)|" u(s)ds, (z,t) € RY x R*,

u(z,0) = up(z), v € RY

D[

u + (—A)

Et dans le quatriéme chapitre, on étudiera le probléme (P): existence locale des solutions
mild et unicité, régularité des solutions et ensuite on démontre quand les solutions explosent

en temps fini. On termine notre travail par une conclusion et quelques perspectives.



Chapitre 1

Rappels et Définitions

1.1 Notations et définitions de quelques opérateurs

différentiels
N 2
Pour tout x = (z1,s........,xy) appartenant & RY on note par: |z| = (fo) la norme
i=1
euclidienne de z, et pour tout multi indice A = (A1, Ay, ...., \y) dans NV, Popérateur dif-

férentiel d’ordre A est donnée par:

Bk
D)=09 = P T e—: v avec: |A| = A1+ A2+ ... + Ay.

On donne aussi la définition de certains opérateurs différentiels tels que le gradient V,

la divergence div et le laplacien A par:

ou Ou ou N Ou
—_— —), di =
Oxy Oxy 7 83:N)’ i 1221 ox;’ = 0x¥’

Vu = (

pour toute fonction scalaire .

1.2 Espaces de fonctions et de distributions

Soit © un ouvert régulier de RVou Q = RY, on définit les espaces de fonctions (ou distrib-

utions) suivants:



1.2. Espaces de fonctions et de distributions

1/ C*() est I'espace des fonctions k-fois différentiables dans © pour tout k& > 0, C°(Q)
ou C(9) coincide avec l'espace des fonctions continues sur €2, et C®(Q) = kQOC’“(Q) est
lespace des fonctions indéfinement différentiables sur Q. Cy(£2) est 'espace de toutes les

fonctions de C(€2) tendant vers 0 a 0f.

2/ D() est 'espace des fonctions infiniment différentiables a support compact dans 2,
D'(92) espace des formes linéaires sur D(€2), c’est I'espace des distributions.

3/ S(RY) (espace de Schwartz) est I’espace des fonctions de classe C* & décroissance
rapide ainsi que toutes leurs dérivées. On note par S’(RY), I'ensembles des formes linéaires
continues sur S (RY), c’est I'espace des distributions tempérées.

4/ Soit p € [1,+00], et p’ son conjugué, c’est a dire: %—F% = 1, on définit LP(Q2) comme

I’espace des fonctions réelles mesurables u tel que:

/ lu(z)|P de < +o0,
Q

pour la mesure de Lebesgue dr = dzidr,....dxy, et L°(Q) est espace des fonctions

réelles essentiellement bornées. Ce sont des espaces de Banach pour leurs normes respectives:

1
p
il = ([ 100P) Tl = supess uGo)l

On définit aussi 'espace LP' (Q) comme le dual topologique de LP(€2), c’est & dire I'espace
des formes linéaires définies sur LP(€2).
Cas particulier: pour p = 2, L*(f) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

suivant:

5/ L’espace de Sobolev W™P (1) :
wmr(Q) = {f € LP(Q), D ue LP(Q),1 < |A\| <m}.

C’est un espace de Banach pour la norme :

S =

[l Wmp(Q) — Z HD)\UHZP

IA[<m



1.2. Espaces de fonctions et de distributions

Il est séparable pour p € [1,+o0o[ , et reflexif pour p € |1, 400 |[.
Cas particulier: pour p = 2, W™?2(Q) qui est noté H™(Q) est un espace de Hilbert pour

le produit scalaire:

((u,v)) = Y (Diu, Div)

lil<m

La fermeture de D(Q2) dans W™P(Q) est notee Wy ""(Q) (HJ'(Q),si p = 2); son dual
est noté par: W=7 (), (H~™(), si p = 2), muni de la norme:

o, = swp 50

VEWP (Q),0#40 HUHWWP(Q).

6/ L’espace de Sobolev fractionnaire W*?(Q) pour s > 0 :
On va s’intéresser dans cette partie seulement pour le cas p = 2, Cet espace noté H*®(RY)
(on peut voir la définition et des propriétés pour le cas général dans [6]) a la faveur d’étre

un espace de Hilbert et est défini par:
H*(RY) = {u e LARN): (1+[¢P)zae L2(RN)} (1.2.1)

ou u est la transformée de Fourier de u (qu’on définira apres). Il est muni par le produit

scalaire et la norme associée suivants:
() = [ (e a0 T
R

full, = [ 0+ 16y

L’espace de Soblev homogene H*(RY) est défini par:

a(e)P dg)

H¥(RYN) = {ue L2 R"): [¢]° ue L*(RY)}

Remarque 1.2.1 Lorsque s € N, la définition (1.2.1) coincide avec la définition classique

donnée au dessus pour @ = RN ( on peut voir la preuve dans [7] ).
On définit aussi 'espace H*(RY) pour s < 0 par:

H*(RY) = {u €S (L+ )t e L2(RN)} .



1.3. Espaces Fonctionnels d’Evolution

Proposition 1.2.1 [7] L’espace S(RY) est dense dans H*(RY).

6/ On donne aussi 'espace AC[a,b] (—o00 < a < b < +o0) des fonctions qui sont
absolument continues sur un 'intervalle [a, b]. Cet espace coincide avec ’espace des fonctions

dont les dérivées sont intégrables au sens de Lebesgue, c’est a dire:

f(z) € ACla, bl & f(x) = c—{—/xga(t) dt , ¢ € L'(a,b).

Et pour tout n € {1,2,....}, on note par AC"[a,b] l'espace des fonctions qui ont des

dérivées continues jusqu’a l’ordre n-1 , de telle sorte que f"~Y(z) € AC[a,b] :
AC™a,b] ={ f:[a,b] — R (ou C) et f®V(z) € AC]a,b] }.

Plus de détails et propriétés sur cet espace dans [31].
Avant de terminer cette section, on rappelle quelques inégalités importantes pour la suite

de ce travail:
Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Hélder) Soient f € LP(Q) et g € LP(Q) avec 1 < p < 0.
Alors f.g € L'(Q) et:

17l <17l Dol (12.2)

Théoréme 1.2.2 (Inégalité d’interpolation) Soit 1 < p < ¢ < oo, er f € LP(Q2) N LY(N).
Alors pour tout v € [p, q], f € L"(Q) et :

1l < W1 AN o~ = St (0<a<y), (1.2.3)
Théoréme 1.2.3 (Inégalité de Young)
1 1
ab < —a’ + =0, Ya >0, Vb=0. (1.2.4)
p p

1.3 Espaces Fonctionnels d’Evolution

Soit X un espace de Banach, p un réel tel que: 1 < p < oco.
1/ On définit LP(0,7; X) comme 'espace des (classes de) fonctions f : (0,7) — X

mesurables, telle que: t — || f(t)]|x soit dans LP(0,7") muni de la norme:



1.4. Transformation de Fourier

O o x) = (/ IOl ) sip <o

1f @l oo o x) = supess [[f ()]l
te(0,T)

L’espace LP(0,T; X) est un espace de Banach.
2/ L’epace H(0,T; X) est défini par:

HY0,T; X) ={f, &.f € L*(0,T; X)}

muni de la norme:

17l ) = (/uﬂn@+WJwﬁdQ;

C’est un espace de Banach. Et si X est un espace de Hilbert, alors H'(0,7; X) est

aussi un espace de Hilbert pour le produit scalaire:

(f7 Q)Hl(o,T; X) :/o (f(t),g(t))X dt+/o (3tf(t)aat9(t))X dt.

1.4 Transformation de Fourier

1.4.1 Transformation de Fourier dans L'(R")

Définition 1.4.1 Soit f une fonction de L*(RY). On appelle transformation de Fourier de
f la fonction F(f) ou ]? déﬁm’e par:
= [on €77 f(z)d , Vo € RY,

en notant par z.£ le produit scalaire dans R".
Il est bien clair que f est bien définie quand f € L*(RY). De plus on peut établir le

résultat suivant:

Théoréme 1.4.1 (Riemann-Lebesque) Si f € L*(RY), alors f est continue, tend vers 0 a
linfini, et vérifie:

171 = 1y

On termine par ce résultat donnant la relation entre la transformation de Fourier et la

convolution.

Théoréme 1.4.2 Siu, v e LY(RY), alors :  F(uxv) = F(u) x F(v).



1.4. Transformation de Fourier

1.4.2 Transformation de Fourier dans S(RY)

Remarquons tout d’abord que toute fonction ¢ de S (RY) est dans L'(R"); donc on peut

définir sa transformée de Fourier de la méme maniére:
P(&) = [an T Op(x)dx , Vo € RV,

Proposition 1.4.1 Soit ¢ € S(RY), alors: p € C®(RY), et on a:
27 = (—in)"3(9),
pm(€) = (i)™ (8)-

Théoréme 1.4.3 La transformée de Fourier est un isomorphisme de S (RY) dans lui

méme, et on a la formule d’inversion suivante:

FAF(€) = £(8) = gy Jw €€ [ ()dw , Yz € RV .

1.4.3 Transformation de Fourier dans S’(RY)

Définition 1.4.2 La transformée de Fourier d’une disribution tempérée T' est la distriution
FT (ou bien T) est définie par:
(FT,0) = (T, Fyp), Yo € S(RY).

Théoréme 1.4.4 La transformée de Fourier est un isomorphisme de S' (RY) dans lui

meéme.

Proposition 1.4.2 Si T est une distribution tempérée, alors:
(FT) = F(—izT).
Et plus généralement:

(FT)" = F((—iz)"T).

1.4.4 Transformation de Fourier dans L*(R")

Pourt définir la transformation de Fourier dans L*(RY), on utilise I'inégalite de Parseval

suivante:

vew e S®RY): [ p€)3©) ds = (2 [ oo,

RN




1.5. Semi-groupes et propriétés

Et si: ¢ =1, on a: / P dé = (QW)N/ || da.
RN RN

En utilisant la densité de S(R"Y) dans L*(R"); on peut conclure que la transformation

de Fourier F est aussi un isomorphisme dans L*(RY).

1.5 Semi-groupes et propriétés

1.5.1 Deéfinitons

Soit X un espace de Banach muni de la norme || .||, £(X) Pespace des opérateurs linéaires

et continues dans X .

Définition 1.5.1 Une famille d’opérateurs (S(t))i>o de L(X) est un semi-groupe de classe
Co (fortement continu) sur X, lorsque les conditions suivantes sont réalisées:

() S0)=1,

(17) S(t+ s) = S(t)S(s),

(73) limy—0||S(t)x — || =0, pour tout x € X.

Définition 1.5.2 Le semi-groupe (S(t))i>o est uniformément continu si :

S(t)x —
1(S#) = Il gy = supw tend vers 0 lorsque t tend vers l'infini.

w20 |7l
Définition 1.5.3 Soit (S(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur X. On appelle généra-
teur infinitésimal de (S(t))i>o0, l'opérateur linéaire (A, D(A)) défini par:
S(t)r —
D(A) = {m € X, la limite limt_,ow existe dans X} ,

S(t)r —x

; , pour tout x dans D(A).

Az = lim,__

Définition 1.5.4 Un semi-groupe (S(t)):>o fortement continu sur X est un semi-groupe de
contraction si:

|(S(t)]] <1 pour tout t > 0.



1.5. Semi-groupes et propriétés

1.5.2 Propriétés

Théoréme 1.5.1 [25]Soit (S(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur X, alors, il existe

w>0etM>1:
|(S(t)]] < Me¥" pour tout ¢ > 0.

Corollaire 1.5.1 Si (S(t))i>0 est un semi-groupe fortement continu sur X, alors pour tout

x € X, Uapplication : t — S(t)x est continue sur X .

Théoréme 1.5.2 [25] Soit (S(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur X et A son

générateur infintésimal, alors:

t
i) Pour tout x € X, / S(s)x ds € D(A) et
0

A /tS’(s)x ds) =S({t)x—=x .
i1) Pour tout x € D(A), S(t)xo € D(A) pour tout t > 0, S(t)z est de classe C* et
%S(t)a: = AS(t)x = S(t)Ax.
i11) Pour tout x € D(A), on a

Stz — S(s)x = / tS(T)A:E dr = / tAS(T)x dr.

Théoréme 1.5.3 (Théoréme de Hille-Yosida) [25] Un opérateur linéaire (A, D(A)) dans X
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites :

(1) A est fermé et D(A) est dense dans X.

(i1) pour tout A > 0, (\I — A) est une appplication bijective de D(A) sur X, et (\[—A)~!
est un opérateur linéaire borné sur X vérifiant:

AL = A) Ml px) <

> =

Avant de citer un autre théoréme qui est trés pratique dans la théorie des semi-groupes,

on donne quelques définitions.

Définition 1.5.5 Soit X un espace de Banach avec la norme ||.| et A: D(A) C X — X
un opérateur linéaire. On dit que A est dissipatif si :

lul| < |lu— AAu||, Vu € D(A), YA > 0.

10



1.5. Semi-groupes et propriétés

Dans le cas d’un espace de Hilbert H muni du produit scalaire ( . ), la définition préce-

dente est équivalente a:

Définition 1.5.6 A: D(A) C H — H un opérateur linéaire. A est dissipatif si :
(Au,u) < 0.

Définition 1.5.7 A opérateur linéaire sur X. A est m-dissipatif si:
(1) A est dissipatif.
(1) R(I — AA) = X, ( Uopérateur I — \A est surjectif ), c’est a dire:
VifeF, Jue D(A); u— Nu=f

Théoréme 1.5.4 [25] (Lumer-Philips) A un opérateur linéaire & domaine D(A) dense dans
un espace de Hilbert H (réel ou complexe). Alors A est le générateur infintésimal d’un Cj

semi-groupe de contraction si et seulement si A est m-dissipatif.

Ce résultat est aussi vrai dans le cas général (X est un espace de Banach), on peut voir
la démonstration dans [25].
On donne aussi un résultat important (voir [4]) dans le cas oi un opérateur linéaire sur

un espace de Hilbert est auto-adjoint.

Définition 1.5.8 Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert H de domaine dense.
On définit adjoint de A la forme linéaire A* sur H de domaine:
D(A*) ={v € H, u— (v, Au) est continue sur D(A)},
telque:
(A*v,u) = (v, Au) , Yu € D(A), Yv € D(A")

On dit que A est auto-adjoint si est seulement si A = A*. C’est a dire:

D(A*) = D(A)
et

Az = A*z, Vo € D(A).

Corollaire 1.5.2 Si A est un opérateur auto-adjoint & domaine dense dans H, et si A est

dissipatif (c’est o dire A <0), alors A est m-dissipatif.

11



1.6. Théorémes et Résultats de base

1.6 Théorémes et Résultats de base

Avant d’énoncer certains théorémes et résultats utiles dans la suite de ce travail, on donne

quelques définitions:

Définition 1.6.1 Soit M un espace métrique complet. Une application f dans M est dite
lipschitzienne, s’il existe une constante positive k, satisfaisant:
1f(@) = fW < kllz =yl , V(z,y) € M x M.

Si k <1, on dit que f est contractante.

Théoréme 1.6.1 Théoréme du point fixe de Banach
Soit M un espaces métrique complet. Si une application f: M — M est contractante,

alors f admet un point fize dans M, c’est a dire:

Jx e M, tel que: f(x) = =x.

Théoréme 1.6.2 Théoréme de la convergence dominé de Lebesgue.

S0it (fn),en une suite de fonctions intégrables sur un ensemble 2, et convergeant presque
partout vers une fonction f. On suppose qu’il existe une fonction positive et intégrable g
vérifiant:

|fu(2)] < g(x) Vn € N presque partout.

Alors:

(i) f € L\Q).

i) tim [ 15— £l da =0

(1i1) lim fn dx = /fn dx.

n—-—aoo

On donne aussi un résultat qui représente une inégalité de Gronwall:

Lemme 1.6.1 [4] Soit T >0,A>0,0<B<a,1<vy<o00. Soit g, f deux fonctions
positives appartenant respectivement a C([0,T]) et L7(0,T").
Supposons que: « + % <1 et que:
o(t) < At™> + /Otﬁf(s)gp(s) ds, Vt € (0,T).
Alors :
o(t) < CAt=>, Vvt € (0,T).
Ou C dépend seulement de T, o, 3,7, ||f||m(0,T) .

12



Chapitre 2

Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre, on présente quelques définitions et propriétés des intégrales et dérivées
fractionnaires en commencant par la fonction Gamma et Béta d’Euler. On termine le

chapitre par donner les définitons du Laplacien fractionnaire.

2.1 Fonctions spéciales

2.1.1 La fonction Gamma d’Euler

Définition 2.1.1 La fonction Gamma est défini par l’intégrale suivante:
I'(2) —/ t*le'dt, z € C. (2.1.1)
0

Ou: t771 = e==D1o8t  Cette intégrale est convergente pour tout nombre complexe z véri-

fiant Re(z) > 0.

La fonction Gamma satisfait 1’égalité suivante qu’on peut obtenir en utitlisant I'intégration
par parties:

I'(z+4+1) = 2I'(2), Re(z) >0 (2.1.2)

En utilisant cette formule, la fonction Gamma peut s’étendre au demi plan Re(z) < 0,

par:

I'(z) = W,( Re(z) > —n, ne N, 2 ¢ Z~ ={0,—-1,-2,.....}), (2.1.3)
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2.1. Fonctions spéciales
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Le graphe de la fonction Gamma

ol (z,) est le symbole de Pochhammer, défini pour tout complexe z et tout entier n € N,
par:

(2)o=1et (2),=2(2+1)...... (z4n-—1), neN*. (2.1.4)

A partir de ( 2.1.2) et ( 2.1.4), on peut déduire que :
Fn+1)=(1),=n! neN. (2.1.5)
On peut conclure a partir de (2.1.3 ) que la fonction Gamma est défini pour tout z €

C—{0,-1,-2,...}.

On cite quelques proprités de la fonction Gamma:

D(2)[(z — 1) = L (2¢Z, 0<R(2)<0), r(%) = VT, (2.1.6)

sinmz

2 e+ b, sec (2.1.7)

['(2z2) = NG 5

2.1.2 La fonction Béta

La fonction est un autre type d’intégrale d’Euler qui représente un outil important dans le

calcul fractionnaire.

Définition 2.1.2 Pour tout x,y € C, la fonction Béta B(x,y) est donné par:

14



2.2. Intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

1
B(z,y) = / (1 —¢t)*1¥"1dt, (Rex > 0,Rey > 0).
0

Elle est liée a la fonction gamma par ’équation suivante :

L(2)C(y)

Pes) = Ty

2.1.3 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-LefHer est la généralisation de la fonction exponentielle. Elle joue un
role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire. Elle est donnée par la définition

suivante:

Définition 2.1.3 La fonction de Mittag-Leffler E, d’indice o, est définie pour tout z € C,

par:

ZFak+1 a>0.

k=0

On remarque que la fonction exponentielle corresponds a a = 1.

La fonction de Mittag-Leffler peut étre définie aussi avec deux parameétres « et 3 par:

>0,6>0.
;;Fozk—i-ﬁ “ P

On peut voir plus de détails sur ces fonctions dans [20].

2.2 Intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville

Soit [a

,b] un domaine borné de R, @ € R, > 0 et f une fonction réelle appartenant a
LP(a,b), (1 < p < +oo0).

Définition 2.2.1 les intégrales au sens de Riemann-Liouville d’ordre o, IS, f et I)" f de

la fonction f sont données par:
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2.2. Intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

(J% F)(t) = ﬁ / (t— ) f(s)ds, t>a. (2.2.1)
(T f)(t) = ﬁ /t (s — ) f(s)ds, < b. (2.2.9)

La premiére est 'intégrale a gauche et la deuxiéme est I'intégrale a droite. Ici I' est la

fonction Gamma d’Euler définie auparavant.

Remarque 2.2.1 Quand o = n € N, chacune des définitions (2.2.1 ) et ( 2.2.2) coincide

avec lintégrale niéme de la forme:

t t1 tn—1
(T f)(t) = / dt, | dt...... / F(ty) dt,

- ﬁ/ (t —s)""Lf(t) dt (2.2.3)
TP = /t it /t dt...... /t f(t) dt,
- oty [ (224)

Définition 2.2.2 Les dérivées fractionnaires (a droite et a gauche) au sens de Riemann-

Liouville d’ordre o,0 < av < 1, d’une fonction f € AC|[a,b|, sont définies par:

(D2 P0) = ey g . =977 0) s, (2.25)
(D510 =~y | =07 (6) ds 2.2.6)

Dans la suite, on étudiera nos problémes dans U'intervalle [0, 7], alors on prendra a =

0,b=T. On a alors:

(3. )(t) = ﬁ / (t — 5)° " f(s)ds, (2.2.7)
(Jirf)(t) = ﬁ /t (t — s)* "1 f(s)ds, (2.2.8)
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2.2. Intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

(D50 = =gy | (= 5719 ds. (2.2.9)

(Dirf)(t) = ﬁ%/t (s =)~ f(s) ds. (2.2.10)

Remarque 2.2.2 On voit bien que:

d d
D f(t) = ST F) et Dipf(0) = =2 T2 10).

Remarque 2.2.3 [31] On a

1

D8N0 = s 00 + [a= 97 6 ],

(Diirf)(t) = ﬁ {(T—t)_a‘f(T) —/tT(S—t)_af’(S) dS}.

Remarque 2.2.4 On a défini les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
seulement pour 0 < a < 1. pour le cas o > 1, l'existence de ces dérivées necessite d’autres

conditions. Pour plus de détails, on peut consulter [20].

2.2.1 Propriétés des intégrales fractionnaires

1/ L’intégration fractionnaire est une opération linéaire, c’est a dire: pour tout A et B dans

R, on a:

Jo (AF(t) + Bg(t)) = AJG, f(t) + BJg,9(1),
Jir (Af(8) + Bg(t)) = AJjp f(8) + BJjjrg(t)

2/ Pour tout «, 5 > 0, on a:

Tas P10 = T [T )] = o|t[ 5./ 0)]
T 1) = Jgg [T s 0] = I [T s 0]

3/ On notera que :

(J(htf) (t) = 0|t / f(t)

17



2.2. Intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

2.2.2 Propriétés des dérivées fractionnaires

1/ Pour @« =n € Njon a:

(D31 () = 50),
(D) ()= ()7 (6)).

On trouvera alors pour n =0 :
(D8:5) (1) = (Dhes ) (1) = £ ().
2/ La dérivation fractionnaire est une opération linéaire: pour tout A et B dans R,on a:

Dg (Af(1) + Bg(t)) = ADg,f(t) + BDgg(t),
Digp (Af() + By(t) = AD3pf (1) + BDjjr(t)

3/ Pour tout «, 5 > 0 tel que: «+ 5 < 1, on a:

D(C)!\:rﬁf(t) - Dg\t [ 0|tf(t)] U|t [ 0|tf< )}
D’ £(t) = Dy [ Dipf(®)] = Djy D f )]

4/ La dérivée fractionnaire de ( f.g ) est donnée par la regle de Leibnitz suivante:

Dg,(f(t)-9(t)) = i ‘;‘ DE f(1).D5,g(0),
fao) T+
WEN L) T TR D e+ 1—k)

5/ Pour tout a € |0, 1[, et toute fonction f dont les dérivées fractionnaires Diir et D;T; @

au sens de Riemann-Liouville existent, vérifie les propriérés suivantes (voir [20]):
Dy f =(=1)"D"Djy f, m €N (2.2.11)

6/ Etsi fe LY0,T) (1 <g<o0),ona [20]:

Dirdir = Idpom,
oedoe = Ldraor)- (2.2.12)
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2.3. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

7/ On donne aussi la formule d’intégration par parties :

Lemme 2.2.1 [31] Soit 0 < a < 1; et f, g des fonctions réelles continues, telles que leurs
dérivées fractionnaires respectives D0|t f et Dt‘Tg existent et soient continues pour tout t €

[0,7]. On a:
/(Dm t)dt = /f )Dijry(t) (2.2.13)
0

Dans la suite, on donne certains résultats concernant les dérivées fractionnaires d’une

fonction positive utilisée souvent pour montrer ’explosion des solutions.

Soit: w(t) = (1 — %)i ,t>0,T>0,0>1, alors, pour tout a : 0 < o < 1, on a d’apres
[20]:

N _ (A=a+ole+1), . (, t\7°
Dign(t) = g a7 (1 T)+ , (2.2.14)
Diftw(t) = O_a¥8%;fgw+DT*HUO—%O+ . (2215)

On peut déduire de ces deux formules que:

(Dirw)(T) =0 , (Dyjrw)(0) =CT™*, (2.2.16)

(1—04+0)F(<7+1)'

S i gy

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.3.1 Les dérivées fractionnaires de Caputo Cngtf(t) et CDﬁTf(t) (& gauche

et a droite) d’ordre o > 0 d’une fonction f définie sur un intervalle borné |a,b| sont définies

par:
[ Pl e) (g
DI = |- )<t—a>k],
[ n=l (k)
DI = Dy | £ - Y7 k,(b)@—t)k],
L k=0
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2.4. Le laplacien fractionnaire

respectivement, oun = [a]+1 sia ¢ N etn =« sia € N.

En particulier, si 0 < o < 1 et [a,b] = [0,7] ,on a:

“D§.f = Di.[f(t)— f(O)],
CDto\éTf = tofT [f(t) - f(T)] .

Remarque 2.3.1 Il existe d’autres formes de dérivée fractionnaire, on cite par exemple: la

dérivée fractionnaire de type Hadamard et celle de Grimwald-Letnikov, on peut voir [31].

2.4 Le laplacien fractionnaire

Dans cette section, on introduit la définition du Laplacien fractionnaire avec quelques unes
de ses propriétés qui seront utiles dans ’étude des problémes de diffusion anormale qu’on
va traiter par la suite. Le Laplacien fractionnaire est un cas particulier de 'opérateur de

Levy L qui est un opérateur pseudo-différentiel défini par:
Lu=F~(a(§)F(w)(€)) (), Yz € RY.

o a(&) est le semi-groupe de convolution des mesures défini par la formule de Levy-
Khéntchine (voir[18]).
Le laplacien fractionnaire est un opérateur non local défini de deux manieres (qui sont

équivalentes).

Définition 2.4.1 (en utilisant la transformation de Fourier) Pour tout s € (0, 2]

p(§) = €1 @(€), pour tout £ € RY

—_—

(=4)

N|w

C’est a dire:
(—A)zp(x) = FHEB()(x), € RY,
pour tout o € D((—A)2) = H*(RY), ou H*(RN) est l’espace de Sobolev homogéne

d’ordre s
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2.4. Le laplacien fractionnaire

Définition 2.4.2 (comme opérateur d’intégrale singuliére)

(=A)2p(z) = C(N,S)V.P/ Mdy,pourtoumeRN,

BN |z —y[NT

= C(N,s) lim mﬂz)dy
0" eB(@) [T~y

ou: C(N,s) est une constante positive dépendant de N et s donnée par:

B 1
O(N,s) = (/H%Nlﬁﬁsmdg) (= (CpyCoyornnCy) ERY,

et V.P est l’abréviation de " valeur principale .

En utilisant des proprietés fondamentales de la transformation de Fourier, on peut mon-

trer I’équivalence entre les deux définitions, (voir [6]).

2.4.1 Propriétés du Laplacien Fractionnaire

Le Laplacien fractionnaire étant un opérateur auto-adjoint, on a alors ce résultat qui

représente la formule de I'ntégration par parties pour cet opérateur:

Lemme 2.4.1 Pour tout u,v € D((—A)z) = H*(RN), 0 < a <2, on a:

/]R u(a)(~ ) Fu(a)ds = /R () Rula)(r)dr (2.4.1)
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Chapitre 3

Etude d’un probléme d’évolution

fractionnaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente I’étude d’un probléme d’évolution fractionnaire en temps et
en espace. C’est une équation parabolique non linéaire et comportant un laplacien fraction-
naire, on s’interessera a l'existence locale et & I’explosion des solutions. Pour la démonstra-
tion du théoréme sur ’explosion des solutions, on suivera la méthode de la fonction test

qu’on a choisie différente de celle donnée par A.Fino et M.Kirane dans [12].

3.2 Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

3.2.1 Introduction

On va s’intéresser donc a ’étude du probléme:

"= —w/o T(t — 5) |u(s)l” " u(s)ds, (z,t) € RY x R*,

u(r,0) = up(z), xRV,
(3.2.1)
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

ou u(z,t) est la température au point = et & temps ¢, u; est la dérivée de u par rapport a t,
(—A)g est le Laplacien fractionnaire, ug(x) € Co(RY), ott Co(RY) est 'espace des fonctions
continues qui décroissent vers 0 a Uinfini (|z] — 00), et I' est la fonction Gamma d’Euler
définie au chapitre précédent, 8 € (0,2], v € (0,1), p > 1.

Le probléme (3.2.1) représente une diffusion dans un milieu super-diffusive couplé avec
un milieu de diffusion classique. Le terme non linéaire de (3.2.1) ( membre de droit ) pourrait
étre interprété comme 'effet d’un milieu a diffusion classique lié & un milieu super-diffusive.
Pour plus de détails, on peut voir I'article [30].

Remarquons que le probléme (3.2.1) peut étre écrit sous la forme suivante:

e, t) + (=) (e, t) = Jg, (luf " w) (2,t) , (2,t) € RV x RY,

u(r,0) = up(z), z€RY, (3:22)

ou Jg, est I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, et « =1 — 7.

Rappelons que la solution fondamentale de I’équation de la chaleur linéaire suivante :

ur(z,t) + (—A)2u(x,t) = 0. (3.2.3)

est la fonction Pjs(t, x) qui satisfait les relations suivantes:

O Ps(t,z) + (—=A)5Ps(t,z) =0
735(0,1') = (50

ol g est la masse de Dirac au point 0. En utilisant la transformation de Fourier, on

trouve:
Py(t. &) = e ",
Alors
= 1 .
Pa(t)(x) = Ps(t,x) = F 'Pg(t, &) = — / gim &t ge.
(2m)2 JrN
Cette solution est positive et de classe C(RY) et vérifie : Ps(t,z) = 1 pour tout z € RV
RN
et t > 0.
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

On peut démontrer aussi la forme suivante:
_N _1
Ps(t,x) =t 7 Pg(l,at” 5) (3.2.4)

En utilisant I'inégalité de Young pour la convolution et (3.2.4), on aura:

1Ps(t) x vll, < Ot 5673 o], (3.2.5)
[Ps(t) = v, < [lvll, (3.2.6)

pour tout 1 <r < g < oo, t>0 et C' une constante positive.

3.2.2 Existence locale

Comme 1'opérateur (_A)§ est auto-adjoint et défini positif dans L2(RY), alors T'(t) =
]
e~(=2)? est un semi-groupe fortement continu sur L?(RY) engendré par 'opérateur —(—A) 3

Il est défini par: T'(t)v = Ps(t) * v.

Définition 3.2.1 (Solutions Mild) Soient ug € Co(RY), 0 < <2, p>1etT > 0. On dit
que u € C([0,T], Co(RYN)) est une solution Mild (ou bien une solution douce) du probléme

(8.2.2), si u satisfait I’équation intégrale suivante:

u(t) = T(t)up(x) + /0 T(t— &>‘)<](‘ffs(|u|pf1 u)(z,s) ds, te€][0,T], (3.2.7)

Théoréme 3.2.1 [12] Soit uy € Co(RY), 0 < B < 2, p > 1, il existe un temps maz-
imal Thax > 0 et une solution u € C([0, Thax), Co(RY)) du systéme (3.2.2), satisfaisant
Ualternative suivante:

Soit: Thmax = +00, ( la solution est globale)

ou bien: Toax < +00 et limHu(t)HLw(RN) = 00, quand T — Thax, ( explosion des

solutions ).
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

0U: Tax =sup{T > 0: u est la solution mild de (3.2.2)}.
De plus, siug > 0, ug Z 0, alors u(t) > 0 pour tout 0 < t < Thay; et si ug € L"(RY)
pour tout 1 < r < 00, alors u € C([0, Trax), L™ (RY)).

Démonstration
Pour la démonstration, on utilise le théoréme du point fixe de Banach.

On pose: |[.[| oo(mry = Moo + [|-lloor = [I-]l

Soit T' > 0, on définit I’espace de Banach suivant:

L0 ((0,T)xRN)Y

Br = {u € L=((0,7), o®RY)); |Julloesr < 2l }
Ensuite, et pour tout © € Er, on introduit I'application ¥ définie dans Er par:
t
W(u) = T(t)uo + / Ti(t — s)Jg, (ul  u)ds, 1t € (0.T),
0

c’est a dire:

W(u) = T(t)uo + ﬁ /0 To(t — s) /0 (5 — o) juP ™ u(o)ds. (3.2.8)

% Soit u € Er. Utilisons (3.2.6) et (3.2.8), on a:

1 t S
P (W)llwr < ||Uo||oo+—‘//(S—U)_7||u(a)||§o dods
o =) /o Jo Loo(0,7)
1 t t
B ||U0||oo+—‘//(3—0)_7||u(0)||€o dsdo
F<1 - 7) 0 Jo L°°(0,T)
T2

H\I[(u)Hoo,T < Huo”oo + (1 — 7)(2 _ ’Y)F(l _ 7) ||u||zo)o,T

2T fuoll2”

g < :
W (Wllor = lluollee + TG—1) [0l

On choisit T assez petit tel que:

2T JluolZ "

'3 —7)

<1,
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

c’est a dire: )

I'(3— =
T < —L—%% .
27 ||uol[%,

W ()] < 2 [0l

On trouvera:

d’ou : ¥(u) € Er.
% On montre que ¥ est une contraction sur Fr.

Pour tout u,v € Er et avec (3.2.8) et (3.2.6), on obtient:

1 bre — P—lua- _Up_lvo' odas
||‘I’(U)—‘I’(U)||OO,T < —l"(l—v) /0/0 (s —o) H|u| (o) = |v] ( )Hoo dod o
1 bt I NMulP  wlo) = lwlP~ ole sdo
ol A RO O R T TR
< I o
>~ F(?)—'Y) 0o, T’

utilisons I'inégalité standard suivante:
[ul’ ™ u = o~ o] < C(p) u— o] (Jul ™ + o), (3.2.9)

on trouve:

C(p)2? ||uo|~ ' T>
'3 —7)

() = U)o r < [ = llo - (3.2.10)

Si on choisit T tel que:

C(p)2” ||uo| " T>
'3 —7)

e 1

<1,

c’est a dire:

on aura:

W (u) = ()|l r < kllu=vlgr, k<1
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

D’apres le théoréme du point fixe de Banach, on déduit que le probléeme (3.2.2) admet

une solution mild v € Er, avec:

r<on{ (i) (comrar)

% Pour I'unicité, on considére u,v € Er deux solutions mild de (3.2.2) pour 7' > 0; on

utilise (3.2.8), (3.2.6) et (3.2.9), on trouve:

u(?) —v(®)|l < QPHUOH // o) 7 |lu(o) —v(o)| ,, dods

_ QP”““”p [ [ 5= o) w0 asio

ol o
LA [t 07 futo) = v(o) . o

A cet étape on utilise le lemme singulier de Gronwall, on déduit 'unicité de la solution.

En utilisant 'unicité des solutions, on peut déduire I’existence d’un intervalle maximale

0, Thax), OU
Thnax = sup {1 > 0; tel que u € L=((0,T), Co(RY)) est la solution mild de (3.2.2)} .
% Enfin, et comme le semi-groupe T'(f) est continue, on déduit que:
u € O([0, Tinax), Co(RY)).

On a de plus: pour tout ¢, 7 tel que: 0 <t <t + 7 < Thax

1 v s
u(lt+7) = T(r)u(t)+ —/ T(r — s)/ (s — )7 JulP " u(t + o)dods
I'(1=)Jo 0
1 /T t B i
+ = T(r— 8)/ (t+s— o) |ul’~" u(o)dods. (3.2.11)
I'(1=)Jo 0
On démontre par contradiction que si Tax < 0o @ lim ||u|| = oo lorsque

L ((0,T)xRN)
t — Thmax- On suppose que u est une solution de (3.2.7) dans un intervalle [0,7) avec

[l

valeurs de u sur I'intervalle (o,t) et non sur (¢,¢ + 7). Utilisons encore une fois le théoréme

(o N < 00. On remarque que le dernier terme de (3.2.11) dépend seulement des
Lo ((0,T)xR

du point fixe, on en déduit que si u est solution de (3.2.11) sur un certain intervalle (0,7), u
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

peut étre étendue en une solution sur un certain intervalle [0,7") avec T" > T. Répétons
cette itération, on trouvera une contradiction avec le fait que la temps maximal T}, est
fini.

% Pour la positivité des solutions: si on considére que uy > 0 et ug # 0, alors en appli-
quant le théoréme du point fixe de Banach dans I'espace de Banach £} = {u € Ep; u > 0},

on trouve une solution positive u; et comme la solution est unique, elle est aussi positive sur

(0, Trnax)-
% Pour la régularité des solutions: soient uy € Co(RY) N L™ (RY), 1 < r < co. On refait

les mémes étapes de la démonstration d’au dessus dans ’espace:
Br = {ue 1°((0,T), (Co®") N L' ®V)): ullsr < 2 ol Nl oy, ey < 2l }

pour trouver une solution unique u satisfaisant:

u € C([0, Tinax), (Co(RY) N L7(RY)).

3.2.3 Explosion des solutions

On pose dans toute la suite:

T T
A A R
0 JRN o JRV RN RN

Définition 3.2.2 (solution faible) Soient T > 0, ug € L (RY). On dit que u est une

loc

solution faible du systéeme (3.2.2), siu € LP((0,T), L2 (RY)) et vérifiant 'équation suivante:

loc
et [ [ttt
P (3.212)

[Miey

[ wlaele. 0+ /0 ' [ Tl et t) = /0 ! [ s

pour toute fonction test o & support compact et appartenant a C1([0,T], H?(RYN)), tel que
o(x,T)=0, e RY;a=1—7.

Remarque 3.2.1 Si T = 400, alors la solution est globalement faible.

Lemme 3.2.1 Soit T > 0, et u € C([0,T], Co(RY)). Siu est une solution mild de (3.2.2),
alors u est une solution faible de (3.2.2) pour tout 0 < <2, et T > 0.
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

Démonstration
Soit T'> 0,0 < B < 2, up € Co(RY); et soit u € C([0;T], Co(RY)) une solution de
(3.2.2). Soit ¢ € C*([0,T], H?(RY)) a support compact et vérifiant: o(x,T) = 0. Aprés

multiplication de I’équation (3.2.7) par ¢, on intégre sur R"Y.On trouve:

/RNU(JJJ)@(I’J) = /RNT(t)uo(x)gp( / (fo J((ﬁs(|u|p )(x,s)ds) o, 1),

Dérivons par rapport au temps:

% RN’LL(-’L',t)SO(Z',t) = /I;N%<T(t)?ﬁo(l’)go(.’l},t))+/ﬂyv% (/0 T(t_ S)Jas(’u‘p_l ’LL)(.Q;‘, S)ds) (P(l',t).

(3.2.13)
En utilisant (2.4.1) et le fait que T'(¢) est un semi-groupe dont le générateur infinitésimal
est A = —(—A)g, on aura
[ @@t = [ AT@uE) @0+ [ TOu@e.o.

/R (o) plir, 1) = / T(tyuo(w) Al 1) + / T(uo(a)pu(a.t),  (3:2.14)

N dt RN

et

/RN% </tT(t — ) Jg1 (Jul" ™" u) (2, s)ds) oz, 1)

= [ Tl e et + [ A@E =Tl 0) dsplat)

+f / (t — )5, (uP ™ wdsg, (@, 1)
RN

- / Jojs(Jul”™ Yu) (x, t)e(x, t) /RN/ $) 5 P w)ds Ap(, £)
/RN/ $)Jg(JulP~ u)dsg, (z, 1) (3.2.15)
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

On remplace (3.2.14) et (3.2.15) dans (3.2.13), on trouve:

da
dt Jav

u(z, t)p(z,t) = /

RN

+/ Je (™ w)(a, (e, 1) /RN/ )2 (jul" ™" u) (. s)ds Ap(x, 1)

/RN/ ) Jgjs (lul” Yu)(z, s)dsp, (2, t).

On utilise maintenant le fait que u satisfait ’équation (3.2.7); on obtient:

T(t)uo() A (1)) + / T(t)uo(2)u(a )

u(z, t)p(x,t) = /

RN

[ Tl ) et )

u(:v,t)Agp(a:,t)—l—/ u(z, t)p(x, t)

% RN RN

En intégrant par rapport au temps sur (0, 7) et en utilisant ¢(z,T") = 0, on peut conclure

que:

[ gt = [ [ atroactn
. ! [ e+ [ ' [ Tl w060,

alors:

/ o(x,0) + // oje (ul”™ Yu)(z, ) //RN (2, t)( g<p(ac,t)
- /RNum,wsot(a:,t),

ce qui achéve la démonstration du lemme.

Théoréme 3.2.2 Soient ug € Co(RY) vérifiant ug > 0 et ug Z 0. si

B2—7) 1
p<1+ ou p< —,
(N =B+ B7)+ Y
pour tout 0 < B < 2, alors la solution mild du probléme (3.2.2) explose en temps fini.
B2—7)
Dans le casp =1+ et B € (0,2), on doit prendre p > =5 avec N > [3.
(N =B+ B7)+ (0.2) L

30



3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

Démonstration

On procede par contradiction. Supposons que u est une solution nontriviale et non
négative de (3.2.2) qui existe globalement en temps. Soit ¢ € (0,7*) pour tout 7* > 0. On
considére T' et R deux réels positifs satisfaisant: 0 < TR < T™.

D’aprés le lemme précédent, on a sur Q7 :

[ @0+ [ g neen = [ wwncayien - [ e,

T

pour toute fonction test ¢ & support compact vérifiant ¢(x,T) = 0

On choisit ¢ tel que

2+ |2

Pl 1) = Dy €lwt) ot €(ot) = (1),

ou ¢ est la fonction cut-off, qui est réguliére et positive et non croissante sur [0, co)

définie par:

et vérifiant: 0 < ¢(r) < 1, |¢'(r)] < E, pour tout r > 0.
r

On obtient donc I’égalité suivante:

/ o) D (,0) + / T () (2, 1) D (., 1) =
RN

T

/ ule 1) (—A)E Dy (i, 1) — / u(a, )D€ (1), (3.2.16)

/T //Rthdx

Utilisons (2.2.13) et (2.2.11) dans (3.2.16), on trouve:

ou

/RNuo Djir&(z,0) + / Gl ol (uP) ()€ (2, t) =
/QTu t\T§($ t) + /T u(z, t)Df“;lé(x,t). (3.2.17)
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

En utilisant (2.2.12), on obtient:

/RNuo(:U)DﬁTf(JZ,O) +/ ()€, 1) =
/ U(x,t)(_A)gDﬁTf(l‘,t) —I—/Q (ZE t)D;T;lf(l’,t) (3218)

On a donc sur Qg :

uo() Dijrps(2,0) + [ wP(x, 1)€(x, 1) =
/. J

Qrr

ﬁ [0 (e

| w02 Dgat ety + [ e D@, (3219)
QTR Qrr

tel que: {(z,TR) = Djppé(z,t)rr = 0.

Pour estimer le membre droit de (3.2.19), on utilise linégalité de Young pour ses deux

termes, pour cela on écrit:

| ule 82Dl = [ e )g(e )¢ t) 7 (-8)E Dt )
QTr

Qrr

| ulw D = | u(z, )€(@, 1) 7€ (2, 1) Dyt by (t).

Rappellons I'inégalité de Young:
ab < ea? + C(e)¥, a,b>0, 0<e<1, p,p >1, (3.2.20)

ou p’ est le conjugué de p (% + z% =1).

On aura:

/QTRu<CU,t) ‘<—A)§D§TTR§(L7§)‘ < g/QTRup(l.,t)é(x?t) N

C(e) g 7 (a.1) ‘(—A)ng“TRé’(x,t) (3.2.21)
/ u(x,t) ‘Df“;}%f T t)‘ < e/ uP (z,t)E(x, t) +
Qrr QTR

Cle) [ €7 () ‘Df(%}%f )] (3.2.22)

Qrr
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

En remplagant dans (3.2.19), on trouve:

[ @) Drat@0)+ (120 [ v 0ant) <

TR
/

+ [ &ty
QTR

Ditré(x, t)

tTR

(=A)2 Dippt(a, 1)

C(€)< QTR&(ﬁc,lf)_ﬁ pl). (3.2.23)

D’aprés la remarque (2.2.3), Dfjpr€ = 0. Donc (3.2.23) implique:

l

£, t) 7 |(=1)7 Dipa(a, 1) +
/ uP(z, t)E(z,t) < C(e) Qrr y (3.2.24)
TR g &, )P | Dyt (2, 1)

A cette étape, on fait un changement de variable: 7 = R~ 't, y = Riéx, et on définit la

fonction v et ’ensemble (2 par:

Uy, ) = E(w,t) = E(RFy, Rr),

et
Q= {(y,r) € RN x RT tel que : 7%+ \y|25 <2 } (3.2.25)

Le changement de variables choisi donne:

dtde = R'&H
t|TR§ = O[l)ﬁrfw
(-A)3¢ = RPF(=A)y = R7(-A)2.
On a alors:
/ f—ﬁ (_ ) — R‘(l—i—a)ﬂ-ﬁ-l—i—%’/w—}all (—A)gDa
TR
5 _1 a+1 R(a+1)P/+1+B/¢ P Doz—‘rl
QTR

En remplacant dans (3.2.24), on obtient:
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

[ o sciom {fur (casmf el )}

On pose:
{ v (‘ tp,0 + [Pt >dfdy}70>0-
Alors:
/ uP(z,8)E(x, ) < CR’, (3.2.26)
QTR
ou
N
d=—1+a)p +1+—
B
Remarquons que:
B2—7)
0<0<==p<1+ _
(N =B+ B7)+
On va distinguer trois cas.
Le premier cas: < 0<=p<1+ 52~
(N =B+ B7)+

Par passage a la limite dans (3.2.26) lorsque R — oo, on a:

lim uP(x,t)¢(x,t) =0,

R—00 Qrr

avec le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, la continuité de u et le fait que

lim £(z,t) = 1, on trouve:
R— 00

/ / uP(z,t)dzdt =0 = u=0.
0o JrN

B(2—7)
(N—=B4+057)+

ce qui est en contradiction.

Le deuxiéme cas: ¢ =0 qui correspond & p=1+
Remplagant la fonction £ donnée auparavant par:

|z

€lont) = 0z +
S

7);
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

oul < S < R, tel que R et S ne tendent pas vers l'infini en méme temps. Avec le
_1
changement de variables suivant: 7 = R7't, y = (%) 5 x établi dans la formule (3.2.24), on

trouve:

/ uP(z,0)€(x,t) < ORUHWHI+E g=F | o pm(UHe+1+5 o' =5
QTr

C, C" sont des constantes positives. Comme: —(1 + a)p’ + 1+ % =0, on aura

/ (2, ) t) < OS5 + 0157
TR
Alors pour R — o0, on a

/ uP(z,t) < CS™F +C'SY5. (3.2.27)

oo

En prenant la limite S — oo dans (3.2.27), et utilisant le fait que p > <~ on obtient:

N8
/ € <0,
Qoo

/ uf? = 0.

On déduit que: u = 0, qui est une contradiction.

alors:

Le troisiéme cas: p< }/

On suivera la méme méthode que celle du premier cas. On choisit la fonction test ¢ par:
gD(SU,t) = D;TTw(xa t)? ?ﬁ(fﬁat) = Qpl(x)(pQ(t)a
o a0 =6 (%) @ = 0-1)",

7 > max { ";”_J’ll, a+ 1} ,T>0et Re€ (0,7) assez grand et ne tend pas vers l'infini au

méme temps que 7. On trouve:
/uo(:v)Df‘Tz/J(x,O) +/ uP(x, t)(x, t) =
Q Qr

| ]2

$0(a.t) D 1) + / (3.2.28)

ule, t) ‘Da“ (z, 1)
Qp

tT

35



3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

ou

QTz[O,T]xQ,Q:{:L’E]RN; |x|§2R},/=/dm,/ :/ dx dt.
Q Q Qr Qr

En utilisant (2.2.16), on obtient:
or / uo(@)pr(2) + | P, ()
Q Qr
< / w(z,
Qp

+ [ ulz e e @) | D).
Qp

N[

(=4)

o1 (x )Dt|T902( )‘ (3.2.29)

On utilise I'inégalité de Young pour les deux termes du membre droit de (3.2.29)

| awtyre (o) @Die®| < ¢ oot
Qp Qp
C(e) w ( ) ¢1Dt|T902 (3‘2‘30)
| e tyrus D] < ¢ wous
Qr Qr
0@ | v |Diite|  B231)
On a ug, ¢; > 0; en remplacant (3.2.30) et (3.2.31) dans (3.2.29), on obtient:
(1=22) [ waten) < () [ 7% |-t Do)
cE [ v @) | Dgte] 3232

On fait le changement de variables suivant: t = T't, * = Ry qu’on va utitliser dans le coté

droit de (3.2.32); on utilise (2.2.14) et (2.2.15), on aura:

(1- 25)/Q P (2, ), 1) <

1 /
0(5)01T1—ap’RN—6p’/ (1 _ 7.)—%77+(n—a)p dr qﬁ(y)_%
0

ly|<2

1 ’
+C(€)C«2T1(1+a)p'RN/ (1 _ 7_)*%77+(77*Ol*1)p dT/| ¢(y)dy7
0 y|<2
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3.2. Equation de la chaleur fractionnaire et non locale

ou C1,Cy sont des constantes positives qui sont données par (2.2.14) et (2.2.15). On

peut écrire:
/ wP (z, )z, t)dadt < T RN=F L o'i-(+ar RN (3.2.33)
Qr

ou

1 / / /
¢ = cEeT RN [ nyErar [ o) |ayiew)| dy > o,
0

ly|<2

1 /
C' = C(e)CpT' U+ RN / (1 —7) w0 g [ g(y)dy > 0.
0

ly|<2

On rappelle que p < % correspond & 1 — ap’ < 0.

On calcule la limite quand 7" — oo de (3.2.33), on a:

/m/up(:v,t)w(m,t)dx dt =0,
o Ja

et enfin, en faisant R — 00, on trouve que u = 0, qui est une contradiction avec les
données.

Donc wu ne peut étre globale.

37



Chapitre 4

Existence locale et explosion des
solutions d’un systéme d’évolution

fractionnaire

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présentera le probléme (P) qui peut s’écrire aussi de la maniére suivante:

™

1

{ Ut + (_A)Tu = JSMI; |'U|p71 v , (.I', t) € RN X R‘i”

=)

(4.1.1)

2

vt (—A)zv = Jgi |, (z,t) € RN x RY,
u(z,0) = ug(z), v(z,0) = vy(x), v € RY. (4.1.2)

oty =1—7€(0,1), ap =110 € (0,1); Jg; et Jg? sont les intégrales fractionnaires au

sens de Rimann-Liouville définies au chapitre2.

Rappelons que le probléeme (P) a été étudié par Fino et Kirane [13] dans le cas 5, =

By = 2; c’est & dire le probleme suivant:

1 t
Uy u F(l—V)/o<t $)7 u(s)[P v(s)ds, (x,t) € X R*
t

1

vy — Av = m/{) (t — )77 Ju(s)|" " u(s)ds, (x,t) € RN x RT,

(4.1.3)

u(x,0) = up(z), v(z,0) =vy(x), v € RY. (4.1.4)
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4.2. Existence locale

Ils ont démontré un théoreme sur I'existence locale, ainsi que le théoréme suivant sur

I’explosion des solution:

Théoréme 4.1.1 Soient ug, vy € Co(RY) vérifiant ug,ve > 0 et ug, vo Z0. Si

N {p(2—5)+pq(1—v)+1, Q(2—7)+pQ(1—5)+1}

— < max ;
2 pqg—1 pq—1

ou
1 1
p< < et g<—,
0 g
alors toute solution (u,v) du probléme (4.1.3)-(4.1.4) explose en temps fini.

On peut suivre la méme méthode pour montrer I'explosion des solutions pour le cas

B, = By = [, c’est & dire le probléme suivant:

ug + (—A)gu = Joii WP v, (z,t) € RY x RT,
v+ (—A) 50 = Jg2 [ulu, (x,t) € RN x RY,

u(r,0) = up(z), v(z,0) = vo(x), v € RY.

On commence notre chapitre par démontrer un théoréme sur I’existence locale et 'unicité
des solutions Mild du probléme (4.1.1 )-( 4.1.2). Ensuite on s’intréssera a la non existence
globale des solutions sous certaines conditions en prouvant un théoréme sur ’explosion des
solutions faibles. On va suivre une méthode différente a celle utilisée dans [13] avec laquelle,
on trouvera quelques difficultés. Pour cela, on introduira deux fonctions tests pour chaque

équation du systeéme (P).

4.2 Existence locale

Bi

On rappelle que (—A) = (i = 1,2) est un opérateur auto-adjoint défini positif sur L*(RY),
1

B B2
alors T1(t) = e =272 et Ty(t) = e =) 7 sont des semi-groupes fortement continus

sur L?(RY) engendrés respectivement par: —(—A)%let —(—A)BTZ, (on peut voir [34] ).

Définition 4.2.1 (Solutions Mild) Soient ug,vo € Co(RY),0 < 1,85 < 2, p,qg > 1 et
T > 0. On dit que (u,v) € C([0,T], Co(RY) x Co(RY)) est une solution Mild (ou bien une
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4.2. Existence locale

solution douce) du systéme (4.1.1)-(4.1.2), si (u,v) satisfait les deuz équations intégrales

suvantes:

) = Tift)uo(a) + [ Tatt = )2l ) ds.

v(t) = To(t)ve(x) + /0 To(t — s)J{ﬁi(!u\p_l u)ds,

ou: oy =1—7y,as =1-9.

tel0,7],
(4.2.1)
tel0,7],

Théoréme 4.2.1 (Ezistence locale) Soient ug,vy € Co(RY), 0 < 81,8, <2, p,qg > 1,

alors il existe un temps mazimal Thax > 0 et une solution (u,v) € C([0, Tiax), Co(RY) x
Co(RN)) du systeme (4.1.1)-(4.1.2). De plus, si ug,vg > 0, ug,vg Z 0, alors u(t),v(t) >0
pour tout 0 < t < Thax; et si ug,vg € Co(RY) N LT (RY) pour tout 1 < r < oo, alors

u,v € C([0, Trmax), Co(RY) N L"(RY)).

Démonstration

Pour la démonstration, on utilise le théoréme du point fixe de Banach.

OH pose : ||‘||L°°((]RN) == ||||oo ) ||||OO7T = ||||

Soit T' > 0, on définit I’espace de Banach suivant:

Lo ((0,T)xRN)Y

Er = {(u,v) € L=((0,T), Co(RY) x Co(R™)); [[[(u, v)[| < 2 ([[uollo + [lvolloo) }

ou [||.||| est une norme sur Er définie par:

1, ) = Nullooz + 10llo 7 -

Ensuite, et pour tout (u,v) € Er, on introduit I'application ¥ définie dans Ep par

U(u,v) = (Vy(u,v), ¥a(u,v)), ou:

Uy (u,v) = Ty (t)ug(x) + /0 Ty (t — S)J$§(|v|p_l v)ds, te(0,T),

Uy (u,v) = To(t)up(z) + /o Th(t — S)J(‘)’ﬁ(|u|q71 u) ds, te(0,7).

% Montrons que pour tout (u,v) € Er, ¥(u,v) € Er. En utilisant (3.2.6 ), on a:

40



4.2. Existence locale

/0’*/05(8 — o) (o), dods

1 ! ’ -0 q
+ + — = — 0 g d()d

/Ot/;(s — o) v(o)|[%, dsdo
ol ﬁ H/ot/:(s — o)~ ||u(o)||%, dsdo

Intégrons sur (o, t) puis sur (0,t), on obtient:

1
W (u, )] < luoll o + 57—
['(1—7) L°(0,T)

Le=(0,T)

-
= UO 0o _—
I'(1—7) L°°(0,T)

Lo°(0,T) '

[ (w, 0)l] < Nuolloe + llvollo
TZ—W T2—§

e Ta ) [vll%e 7 + 9@ 9Ta 7 ull,

Utilisons (2.1.2), on aura:

T2—7 T2—6
)} < - p - q
19t )1 < (ol +lolle) + g =y Mol + g =y Il
T2—7 . T2—6 .
19,0l < ol onll e { o Tl =g Nl b Ol )

et comme (u,v) € Ep, on a:

11 (u, )] < (lluolloo + [[v0lloo) + 27 (w0, vo) (lluollo + l[volloo)

ou

T2 T2-9

T (uo, vp) = max {me (luollog + llvollo )"~ ; qu*l(HUOHm + HUUHOO)ql}

Si on choisit 7" de tel sorte que:

T (ug, vg) < (4.2.2)

N | —

on déduit que:

1w, o)1 < 2([|uollo + llvollo);
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4.2. Existence locale

d’ow:
U(u,v) € Er.

% Montrons que ¥(u,v) est une contraction.

Pour tout (u,v), (4,?) € Er, on a:

o 1 bre — P=Lo(a) = 1oP Y o(o ods
1)~ ¥ @D < Frr—y /0/0(8—0) JloF™! ole) = P 5(0), dods|
1 Lre — ) Ml wulo) = lal Y alo ods
+m/g/ﬂ<s )7 [l u(o) — ) <>dedmw
1 bt P olo) = 151 oo sdo
_ m”/o/o““’) it vle) = o 5(0) | o dsdo|

+r(+_5) H/Ot/;(s =) [[lul " u(0) — @l a(o)|, dsdo

L>°(0,T)

Aprés intégration, on trouvera les estimations suivantes:

I % - ip—1 ~
119G 0) = W@l < g Il o= o,
7279 _ -1 -
g gy e =l

en utilisant I'inégalité standard suivante:
‘|u|p71u - |v]pflv| < Cp) lu—v| (Jul~" + [v["™), pour tout u,v et p > 1,

on aura:

o 7 - ~ip— 8
I e) =¥ @ < Co)prg—ay (vt +191E) o = ol

T2—(5 o1 O _
W g =gy (el + Il ) e =3l

[ (u, v) = (@, 0)[] < 2C(p, )T (uo, vo) [|[(u, v) — (@, V)|I],

avec: C(p, q) = max(C(p), C(q)).
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4.2. Existence locale

Si on choisit T tel que:

max(2C(p, q); 1)1 (ug, vo) < %, (4.2.3)

on obtient:

119 (u, v) = ¥(a, o)l < %Hl(u,v) — (@, )||].

Donc, l'application ¥ est contractante sous la condition (4.2.3); en utilisnt le théoréme du
point fixe de Banach, on déduit que le systéme (4.1.1)-(4.1.2) admet une solution mild (u, v)
dans Er.

% Pour "unicité de la solution: soient (u,v), (i, ) € Er deux solutions mild du systéme

(4.1.1)-(4.1.2). En utilisant (3.2.6) et ( 3.2.9), et pour tout t € [0,7"),7 > 0 on a:

- ~ C(p)2? p—1 " - >
[u®) = a(t)]l + [[v(@) =00l < F(—7||00||00 //(8—0) [v(o) = 0(0)|| dods

2 gt [ [ o o) — )l ot
- S rt s—o) (o) —v(c sdo
= Ty vl //} lv(0) = 5(0)]| dsd

+1“(1—ch) ““0”351/0/0@—0)‘5 lu(o) — (o), dsdo

2L [ e i — s de
- ST [ =)o)~ (o)) d

C(qr>(2; [ui;\)!; /0 (t — )0 |Ju(o) — ()| do.

Posons:

p p—1 q g1 in(v,d), si (t—o) > 1,
(h:mw{ommnwm> CWﬂHmM>}7ﬂ%® min(y, ), si (t — o)

r2-+)  T(2-9) T max(1.0), si (t— o) < 1,

on peut écrire alors:

[u(t) = a(®)[| o +Hv(t) = o(t)] < 01/0 (t=0) OO ([[(v(0) = 5(0) ]| o Hlu(o) = a(o)ll0)do,

a cette étape, on utilise I'inégalité de Gronwall, on obtient:
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4.3. Explosion des solutions

lu(®) = @)l + [lv(t) = 0(#)]lc = 0,

d’ott 'unicité de la solution mild.
% Maintenant, on prouve que (u,v) € C([0, Tinax), Co(RY) x Co(RY)).
Comme la solution est unique, alors il existe un interval maximal [0, Tjax) du temps de

I’existence,ot:
Tmax = sup {7T'(ug,v9) > 0 tel que (u,v) € Er est une solution de (4.1.1)-(4.1.2) } < co.

De plus, on a les semi-groupes 77(t) et T5(t) qui sont continues, alors:
(u,v) € C([0, Tmax), Co(RY) x Co(RM)).

% Positivité des solutions: si on considére que ug, vg > 0 et ug, vy # 0, alors et en appli-
quant le théoréme du point fixe de Banach dans 'espace de Banach E}: = {(u,v) € Er; u,v > 0},
on trouve une solution positive (u, v); et comme la solution est unique, elle est aussi positive
sur (0, Thnax)-

*Régularité des solutions: soient ug, vg € Co(RY) N L™(RY), 1 < r < 0o. On refait les

mémes étapes de la démonstration d’au dessus dans 1’espace:

(u,0) € L2((0,T), (Co(RY) N LT(RY)) x (Co(RY) N L"(RY))) -
1w, o)1 < 2(lluolle + l[volloe)s [11(w, )] < 2(l[woll - + [voll )
ou:
[ (u, v)|]], = ”UHLoo((o,T), Lr®Ny) T ”UHLOO((O,T), LT (RN)) -

On trouvera une solution unique (u,v) satisfaisant:

(1, 0) € C([0, Tnax), (Co(RY) N LT (RY))x (Co(RY) N L7(RY))).

4.3 Explosion des solutions

Dans cette section, on démontrera un théoréme sur ’explosion des solutions faibes du sys-
téme (4.1.1)-(4.1.2). Premiérement, on donne la définition d’une solution faible du systéme

(4.1.1)-(4.1.2), apres on doit prouver que toute solution mild est une solution faible.
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T
On pose dans la suite: / = / dzx | / = / / dxdt, pour tout T" > 0.
RN RN Qr 0o JrN

Définition 4.3.1 solution faible

Soit T > 0, up,vg € LZ(RYN). On dit que (u,v) est une solution faible du systéme

loc
(4.1.1)-(4.1.2), si (u,v) € L(0,T), LS (RN)) x LP((0,T), LS(RYN)) et vérifiant les deux

loc

équations suivantes:

B1

/RNUO(I)SO(QC,O) +/QTJ§ﬁ(|U|p_1U)<p = /Tu(—A)ng— /Tuﬁtgo (4.3.1)

/RNvo<x>w<x,0>+ /Q Je(ul ™ ayp = [ w(=a)Fp— [ vaw (4.3.2)

Qr Qr
pour toutes fonctions tests ¢ et 1) & supports compacts et appartenant o C1([0,T], H?(RY)),
tel que: o(z,T) =(z,T) =0, € RN et 3 =min{B, By} .

Remarque 4.3.1 Les formules (4.3.1)-( 4.8.2) sont obtenues en multipliant respective-
ment les équations de (4.1.1) par les fonctions tests ¢ et 1, et en intégrant sur / avec

RN
Vutilisation des conditions de (4.1.2).

Lemme 4.3.1 Soit T > 0, et u,v € C([0,T], Co(RY)). Si (u,v) est une solution mild de
(4.1.1)-(4.1.2), alors (u,v) est une solution faible de(4.1.1)-(4.1.2) pour tout T > 0.

Démonstration

Soit T'> 0,0 < 3, <2 (i =1,2), up,vg € Co(RY), et soient (u,v) € C([0,T], Co(RY))x
C([0,T], Co(RY)) une solution de (4.1.1)-(4.1.2). Soient ¢ et ¢ € CY([0,T], H}(RM)) &
supports compacts et vérifiant: ¢(x,T) = ¥ (x,T) = 0. Aprés multiplication de la premiére

équation de (4.1.1) par ¢ et la deuxiéme par v, on intégre sur RY.On trouve:
t
/RNu(x,t)go(m,t) = /RNTl(t)uO(x)go(x,t) + /RN </0tT1(t - 3)J§§(|v|p*1 v)(:p7s)d8) o(z,1),
| e tven = [ T@w@ien+ [ ( [Tt s)Jg;z<|u|”‘1u><x,s>ds) Wi t).
RN RN RV \Jo

Dérivons par rapport au temps:

o plat) = [ 5T Oulaoa)s [ i( /OtT1<t—s>Jg;<|v|p1v><m,s>ds) o(2,0),

% RN RN dt RN dt
(4.3.3)
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d d d ! _
G [ ooven = [ S@m@ueeor [ 5 ([ B a5 @ sds) oo,
dt RN RN dt RN dt 0
(4.3.4)
En utilisant (2.4.1) et le fait que 73 (¢) est un semi-groupe dont le générateur infinitésimal

est A; = —(—A)%l, on aura pour le premier terme de 'équation ( 4.3.3):

| G @Ou@see) = [ AdouE)ie+ [ Tiou@ee)

RN

/ 9Ty (tuo(2)p(a 1)) = / TiBuole) el ) + / Ty(tuo(x)gy(x.t).  (4.35)

RN
et le deuxiéme terme donne:
d a _ o _
/Rth/ Tt = ol o) dsplant) = [ TiilloP™ o) Ol
/ /A1 (Ty(t — 3)J°‘1(|v|1"71 v)(z, s))dsp(z,t)
/ / = ) g0l ) (@, s)dsiy (1),

d _
/dt/m gt oo s)dse(et) = [ Tl o) et )
]RN
//T1 $)Jols (JoP~ v)(z, s)dsAyp(z, t)
RN

/I%N/ Ti(t —s) JO‘I |U‘P—1 v)(x, s)dsp,(z,t).
(4.3.6)

On remplace (4.3.6) et (4.3.5 ) dans (4.3.3), on touve:
watiole.) = [ Tiua) et + [ T

+/ TRl et ) + [T 95 e st
RN
T1 t—s)J (|v]P v)(z, s)dsg, (z,1).
RN 0|s

%RN

On utilise maintenant le fait que u satisfait la premiére équation de (4.2.1 ), on obtient:
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% RNu(x,t)@(x,t) = /RNu(x,t)A1<P(a:,t)+/ u(:c,t)@t(x,t)jL/ J(‘;‘;(]v]p_l v)(z,t)p(z, t).

RN

En intégrant par rapport au temps sur (0,77), on peut conclure que:

[ oo = [ wwoaeen s [ [ o
/ / Il o), )l ),

ce qui donne:

B1

UO('I)QO(xJO)_{— Ja;(|v|p_l U)(l‘,t)gp(l‘,t) - U(ZL’,t)(—A)TgO(J},t)— u(xvt)gpt(xaﬂ’
RN Qr

qui est bien la formule (4.3.1).
De la méme maniére, et en suivant les mémes étapes pour (4.3.4), on trouvera la formule

(4.3.2), ce qui achéve la démonstration du lemme.

Théoréme 4.3.1 Soient ug, vy € Co(RYN) vérifiant ug,vo > 0 et ug, vy Z 0. si

p2—=0)+pegl—7)+1 q2—7) +pg(l—-0)+1

p—1  plg—1) ’ qlp—1) q—1 ’
5 A 5 B

N < max (4.3.7)

ou

1 1
p<5 etq<; , (4.3.8)

alors toute solution (u,v) du probléme (4.1.1)-(4.1.2) explose en temps fini.

Démonstration

La méthode qu’on va suivre pour démontrer le théoréme d’explosion des solutions est la
méthode de la fonction test. On procéde encore par contradiction; supposons que la solution
mild (u,v) du probléme (4.1.1)-(4.1.2) est non triviale, non négative et qui est globale sur
(0, 7*), T* > 0. Soient T'> 0, R > 0 tel que: 0 < TR < T™*.

La premiére étape: le choix des fonctions tests

Soit £, &, deux fonctions définies par:
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4.3. Explosion des solutions

2 + |

Eu(,0) = O —) | &alant) = o

2 + ||
R? )

¢ est la fonction définie par

avec 0 < ¢(r) < 1, |¢'(r)| < 2, pour tout r > 0.

Choisissons les deux fonctions tests , ) par:

90( ) Dﬁ%l‘(51<x7t)>7 ¢( ) Dﬁ%(§2(x7t))a

de sorte que:

qg _d _d
1
/ ‘Dfﬁﬁ §1| & " < oo, (_ ) 75|T§1 52 T <o,
Qr ,
az+1 p az 4 7%
‘DHT 52’ 51 < 00, Dt|T€2 £y " <00,

ow: p',q sont respectlvement les conjugués de p et ¢, (p' =p(p—1), ¢ =qlqg—1).
La deuxiéme étape: ’estimation et passage a la limite

Comme (u, v) est aussi une solution faible, alors elle vérifie les deux équations suivantes:

/ uo(x) t|T351(5U 0)+/ J(ﬁ;(|v|p)Df\%’R£1 :/ “(_A) ? D?%Rfl_/ w0 Dyp Rt
RN Qrr Qrr Qrr

et

| ole) Dt 0) + /Q Je2 (") D2ty = /Q o(—A) 2 D3, /Q 0.0,D8 s

Utilisons (2.2.13) et (2.2.11), on aura:

e} a1 7O 81 o o
[ wo@Diae0 + [ Dyl = [ a8 Dgas+ [ uDgie
RN Qrr Qrr Qrr

/vo<x>D:;;R§2(x,0>+ / Dz e (ful")¢, = / v(~2)F D2y + / 0. DIE,
RN QTR QTR QTR

Avec (2.2.12), on trouve:

[ o@D+ [ ope - /Q w8 D+ /Q uDjG, (439

QTR

/R () Db, 0) + /Q e = /Q - AYE D36, + /Q D (1310
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Remarquons que:

1
+1 +1 ]
DtofépR 51‘ :U'§2 ‘Dto\%rR 51‘ Lo ?,s

0| (~8)F Dippte| = g | (~2)F D3t

_1
€2q7

utilisons I'inégalité de Holder, on obtient:

Ll o) (], s )
/QTRU(—A) * Di s < </czm|“|q52); </QT ,

et
On déduit que ( 4.3.9) implique:

/QTR P e, < (/TR |u,q€2) z A, (4.3.11)

1
7

a1+1
Dt‘TR 51

et

(_ ) 2 Dﬁ’iﬁ]{éﬂl

avec

1
7

([, ol )+ ([, ool 's?)

De méme avec I'inégalité de Holder, on obtient:
p 2
él p) )

[t <, o) (],
[ ([, re) ([ o]

alors (4.3.10) implique:

a1+1
Dt|TR 51

’t}\‘ -

+1
Dy €2

et

/Q e ( /Q ) |v|p52) "B (4312)

avec
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s ([ lompal &%) ([ l-atomal a)
O, feel ™)+ (| )

En utilisant les inégalités (4.3.11) et (4.3.12), on peut écrire:

1—L
(/ Iv!”il) < BiA, (4.3.13)

1—L
</ |u|q§2) < BA». (4.3.14)
QTR

A cette étape, on doit faire un changement de variable vers (7,y). Dans A, il est défini par:

t T
T:—7 = s
R'YT oE
et dans B par:
t T
T=F5,Y9=
R R7:

On trouvera les estimations suivantes:

1—L
(/ yv|p§1) < CR™, (4.3.15)
QTR

1—L
(/ |u|? g2) < C'R%, (4.3.16)
QTR

ou
1 N, a+1 1 N
0, = —(1+—)— + -1+ ap + 1
' p’q( 52> q q’( 61) (01 +1),
1 N, a+1 1 N
0, = —(1+ —)— ~(1+ Qg+ 1
9 pq,( 61) ’ p,( 52) (az +1),

et C, C'" sont des constantes positives ne dépendant pas de R.

On peut remarquer que (4.3.7) est équivalente & #; < 0 ou 0 < 0. On distinguera troix

cas:

e Le premier cas: #; < 0 (respectivement 0 < 0) :
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On passe a la limite quand R — oo dans (4.3.15) (respectivement dans 4.3.16), on trouve:

TR TR
lim / |v|P € dxdt = 0, ( respectivement lim / |ul? Eydadt =0 ),
o Jry o Jrw

R—00 —00

utilisons le théoreme de la convergence dominé de Lebesgue, ainsi que la continuité de v

(respctivement de u ), on obtient:

/ / lv|P dzdt = 0, ( respectivement/ / lul? =0),
0 RN 0 RN

et ceci implique que v = 0, (respectivement u = 0).

Enfin, en utilisant (4.3.11) et (4.3.12), on peut déduire que u = v = 0, qui est une

contradiction
Le deuxiéme cas: ¢, =0 (respectivement 05 = 0) :

On procede de la méme maniére qu’au chapitre3; considérons deux nouvelles fonctions

2 2|25 2 |82
6 (1) —¢<%+%) ,£2<x,t>—¢<%+ '(,L)2> (1317)

oun S € (0,R), S et R ne tendent pas vers l'infini simultanément. Reprenons les deux

tests:

inégalités (4.3.13) et (4.3.14) et faisons dans A et B le changement de variables suivant:
t=Rr,x=uy (%)57 i =1,2. On trouve:

1—L
</ \vl”&) < CR"S A7 mratits (4.3.18)
TR
1—L
(/ |u|q§2) < CO'R:S Ry Rty (4.3.19)
QTR

On remplace: 0; = 0 (respectivement 05 = 0); en tendant R — oo dans (4.3.18) (respec-

tivement dans (4.3.19)), on obtient:

1—L
rq N N 1
( / w’) < CS§ md mla (4.3.20)
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respectivement

1_L
(/ ]u|‘1) < ¢S Ry TR, (4.3.21)

qg+1 p+1
qg—1 p—1 7 p—-1 gq—1
51 + Bap Ba B1q
tivement dans (4.3.21)), on aura
/ [v]P =0=v=0,

/ lul=0=u=0.

Avec (4.3.12) et (4.3.11), on peut conclure que:

On doit avoir N > max{ } . Faisant s — oo dans (4.3.20) (respec-

respectivement

u=v=0,

qui est une contradiction.
< es . 1 1
Le troisiéme cas: p <3 et g< 5

Dans ce cas, on prendra pour tout t € [0,7], T > 0 et z € RY:

§a1) = & (@,1) = &(@.t) = py(@)at) = 0 () . (1= £)",

ou R € (0,T) est assez grand tel que T" et R ne tendent pas a 'infini au méme temps;

alors les fonctions tests ¢ et 1) sont données par :

pla,t) = Dyp(&(e, 1), (2, t) = Dyg(&(x, 1)),

Reprenons les deux inégalités (4.3.13) et (4.3.14) pour les nouvelles fonctions tests, on

1—L 1—L
(/ Ele g) < BiA, (/ |u|qg) < BAv, (4.3.22)
Qr Qr

avec A et B définis par:
A= ([ oo %) 4 ([ [catawogenl ¢ )
5= ([ e o] )"+ ([ |-ata@pgpen )"

trouvera:
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En faisant cette fois-ci pour les deux membres de droite de (4.3.22) le changement de

variables suivant: y = R~z , 7 = T~'t. On trouvera alors:

pq

1—L
( / |U|P5) < C[T*RM+ T“QRAQ]% [T R + T*'RM],  (4.3.23)
T L 1
(/ |u|P f) < C' [TwlR)q 4 Tsz)\z] [ngR)\s + TW4R/\4} P , (4_3_24)
T
ou

N
M o= = — [y, >\3=T, A= —"— =,

wy = —— —(+1), wa="———ay, wsqu—(Oél‘i‘l), w4:qT—a1,

et C,C" sont des constantes positives ne dépendant pas de T" et de R.

Remarquons que w; < wsy, w3 < wy , et que

1
p< —<=wy <0

g < — <= wy <0.
Y

On fait tendre T" vers l'infini (7' — o0) dans (4.3.23) et (4.3.24) on obtient:

/Qm o 6
/w uf? ¢

Finalement, et prenons R — oo dans les inégalités (4.3.25) et (4.3.26), on obtient:

IA
o

(4.3.25)

IA
o

(4.3.26)

v =wu = 0, qui est une contradiction.

Remarque 4.3.2 On remaque que lorsque 3, = B4 = 2, on trouve le théoréme 4.1.1.
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Chapitre 5

Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire, on s’est intéréssé a I’étude d’un systéme fractionnaire de réaction-diffusion.
On a montré sous certaines conditions la non existence globale des solutions en utilisant la
méthode de la fonction test.

On peut s’intéresser prochainement a:

e [’étude du profil de I'explosion lorsqu’elle se produit.

e Voir le taux d’explosion des solutions.

e [’existence globale des solutions.

e [’estimation des solutions locales et globales.

e L’¢tude de ce probléme dans un domaine borné ou extérieur de R3.
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