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Résumé

Les questions abordées par M. Meziani dans ce travail sont relatives aux
représentations intégrales d’opérateurs dans certains espaces fonctionnels. Le
prototype des espaces considérés est représenté par 'espace C (S, X) des fonc-
tions continues de l’espace compact S & valeurs dans I'espace topologique X.
Dans de nombreuses situations, X est soit un espace de Banach soit un es-
pace vectoriel topologique localement convexe. L’importance de ces espaces
tient, entre autre ,au fait qu’ils interviennent dans la modélisation de certains
phénomenes stochastiques. Citons a titre d’exemples l'espace C ([0, 1], R), qui
est & la base de la construction du mouvement Brownien, ou encore 1’espace
C ([O, 1] ,%,) des fonctions continues de [0, 1] dans 'espace des distributions

tempérées sur R”, qui permet d’étudier le comportement dynamique de cer-
tains systémes infinis de particules.

L’objectif visé dans ce travail est I’étude des représentations d’opérateurs
linéaires bornés sur ces espaces, sous forme d’intégrales par rapport & des mesures
scalaires ou vectorielles.

Le travail présenté par M. Meziani dans cette thése comprend quatre parties:

1. Aprés une introduction, ou il précise le cadre général et les orientations
des questions traitées, 'auteur donne un survol des représentations intégrales
existantes qui interviennent directement dans la thése.les théoréme les plus im-
portants y sont démontrés en détail.

2. Dans la deuxiéme partie M. Meziani présente un nouveau théoréme
de représentation intégrale pour une classe (notée Hyx) d’opérateurs bornés
T:C(S,X)— X, au sens de I'intégrale de Bochner par rapport a une mesure
scalaire bornée sur les boréliens de S. Ce théoréme est la conséquence d’un iso-
morphisme isométrique établi entre la class Hx x et le dual topologique C (S, R)*
de Pespace C'(S,R). Lorsque X = R ou C, la classe Hxx est I’ensemble de
tous les opérateurs linéaires bornés T : C' (S, X) — X et le théoréme se ré-
duit au théoréme de Riesz-Kakutani. Par contre si la dimension de X est > 2,
la situation est différente. L’auteur montre, & 'aide d’un exemple, 'existence
d’opérateurs bornés hors de la class Hxx, c’est & dire non représentables par
une intégrale.

3. La troisiéme partie est une étude comparative entre la représentation
intégrale précédente et les processus d’intégration évoqués dans le survol de la
premiére partie. Cette comparaison est faite en raison de la complexité de ces
processus.Elle est réalisée pour la classe Hxx et pour une classe d’opérateurs
T factorisables sous la forme T" = 0V, ou V est un opérateur borné réalisant
un changement de variable de C (S, X) dans espace C (S, R) et 6 un opérateur
borné de C' (S,R) dans X dont la représentation intégrale est en général aisée.
Pour les deux classes d’opérateurs, I’auteur détermine la structure des mesures
qui interviennent dans les différents processus d’intégration.



4. L’auteur envisage dans cette partie une extension possible des résul-
tats de la partie 2 au cas des espaces vectoriels topologiques. L’espace X est
pris ici comme le dual £ d’un espace localement convexe E; 'espace E étant

supposé muni de la topologie *—faible o (E/,E) . Le résultat principal obtenu
ici est un théoréme de représentation intégrale pour une d’opérateurs bornés

T:C (S, E') — E' au moyen d’une intégrale faible, mais toujours par rapport

a une mesure scalaire. Ce résultat a été ensuite specialisé au cas ou E est
I’espace des distributions tempérées sur R. L’auteur montre que les opérateurs
représentables par des intégrales faibles préservent certaines opérations de la
théorie des distributions comme la dérivation ou la transformation de Fourier.

Conclusion:

Le travail réalisé par M. Meziani apporte une information appréciable sur

certaines transformations linéaires des espaces du type C (S, X) . Lorsque un tel
espace représente ’ensemble des trajectoires d’'un processus les résultats mon-
trent comment les trajectoires du processus sont transformées par les opérateurs
représentables par des intégrales. Il va sans dire que ’étude des implications
sur les propriétés de ces processus reste a faire.
D’autre part, dans un cadre spécifiquement stochastique, il serait interessant
d’appliquer les opérateurs étudiés dans cette thése & des lois de processus c’est
a dire a des mesures de probabilités sur les espaces C (S, X). Une question
importante serait de déterminer les propriétés de ces lois qui sont préservées
par ces transformations.



Chapter 1
INTRODUCTION-ORIENTATION.

Traditionnellement un processus d’intégration abstrait met en jeu deux ob-
jets mathématiques, une fonction et une mesure. L’intégration vectorielle est basée
essentiellement sur deux concepts. L’un des concepts, dit & Bochner et Pettis [6],
[10], concerne I'intégrale d’une fonction vectorielle (a valeurs dans un Banach ou plus
généralement dans un e.v.t), par rapport & une mesure scalaire. L’autre concept, di
a Bartle-Dunford-Schwartz [9], met en oeuvre une fonction scalaire et une mesure
vectorielle. Il existe un autre concept, d’un type special, dit & Singer-Dinculuanu|[7],
ol les deux objets, fonction et mesure sont tous deux & valeurs vectorielles avec la
propriété pour la mesure d’étre a valeurs dans un espace d’opérateurs.

Ces concepts ont non seulement conduit a diverses extensions de la Théorie
de l'intégrale de Lebesgue, avec la validité de plusieurs Théorémes de convergence
classiques, mais également produit des Théorémes de représentations intégrales qui
généralisent le célébre théoreme de Riesz dans plusieurs directions.

L’objectif principal de ce travail est ’étude des représentations de certaines
classes d’opérateurs sous forme d’intégrales abstraites par rapport a des mesures
scalaires ou vectorielles. Dans cette introduction, nous allons préciser 1’orientation
de cette étude pour mieux situer le type de questions qui seront considérées et le
cadre général dans lequel elles seront abordées.

Considérons deux espaces de Banach X, Y, réels ou complexes, et un espace topologique
S que nous supposerons compact. Nous désignerons par Bg la o—algébre des ensem-
bles boreliens de S. Nous introduisons alors I'espace de Banach (norme uniforme)
C (S, X) de toutes les fonctions continues f : S — X, définies sur S a valeurs dans
X; nous noterons C (S, X) = C(S) lorsque X = R ou C. L’espace C (S, X) est le pro-
totype d’espace fonctionnel qui intervient dans de nombreuses situations, par exemple
en théorie de 'intégration ou dans I’étude des processus stochastiques.

Nous nous interesserons enfin aux opérateurs linéaires bornés 7' : C (S, X) — Y,
deéfinis sur C (S, X) a valeurs dans Y, qui admettent une forme intégrale du type:

feC(s,x), sz/gf@ dpe () 1)

ou p est une mesure scalaire ou vectorielle sur la o—algebre Bg.
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Parmi les représentations intégrales de la forme (1) on peut déja citer celle
donnée par le célebre Théoréeme de F. Riesz, et dont nous énongons ici pour mémoire
une version générale due a Kakutani [11]. Nous désignerons par ro (Bg) P'espace de
Banach (norme de la variation totale) des mesures complexes réguliéres sur Bg. Nous
avons alors:

Théoreme: (Riesz-Kakutani). Il existe un isomorphisme isométrique
entre le dual topologique C* (S) de C(S) et l'espace de Banach ro (Bg). Cet iso-
morphisme met en correspondance la fonctionnelle z* € C* (S) avec I'unique mesure
p € ro (Bg) au moyen de I'equation:

fec(s), :v*f=/sf(8) dpu (5) 2)

De plus on a ||z*|| = v(p) (variation totale de p). Pour la démonstration de ce
Théoréme, on pourra consulter les références [9] ou [17].

11 faut souligner ici que la correspondance, exprimée par le Théoréme, entre les
fonctionnelles continues z* sur C'(S) et les mesures p sur S a conduit & un changement
d’idées fondamental en théorie de 'intégration. C’est sans nul doute ce changement
qui a été a l'origine du developpement significatif de cette théorie, notamment dans
les espaces de dimension infinie du type C (S, X), (voir & ce sujet, Bourbaki [3], note
historique.).

Avec le developpement de I'intégration vectorielle, Bartle, Dunford, et Schwartz
[2], ][9] ont généralisé la forme intégrale (2) a des opérateurs bornés 7' : C'(S) — Y a
valeurs dans I’espace de Banach Y. Ils ont notamment démontré qu’un tel opérateur
admet la représentation intégrale forte:

fec(s), sz/sf(S) dye () (3)

par rapport a une mesure vectorielle p & valeurs dans Y, si et seulement si il est
faiblement compact.

Dans cet ordre d’idées, motivés par d’autres généralisations possibles du
Théoréme de Riesz-Kakutani, nous avons considéré le probléme de la représentation
d’opérateurs bornés T': C (S, X) — X sous la forme d’une intégrale de Bochner par
rapport & une mesure scalaire p € ro (Bg) .C'est 1a une question naturelle (non triv-
iale) puisque l'intégrale de Bochner définit elle-méme un opérateur borné de C' (S, X)
dans X. Nous avons résolu cette question en identifiant complétement la classe des
opérateurs représentables par l'intégrale de Bochner au moyen d’un isomorphisme
isométrique avec le dual topologique C* (S). La forme intégrale de Bochner ci-dessous
sera une conséquence directe de cet isomorphisme:

feC(s,x), sz/gf@ dpe () (4)

ol p est une mesure scalaire unique sur Bg déterminée par 'opérateur 7. Il est im-
portant d’observer que si X = R ou C, la représentation (4) se réduit exactement a
(2) c’est a dire celle donnée par le Théoréme de Riesz-Kakutani. Par ailleurs, si la
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dimension de X est plus grande que 1, nous montrons par la construction d’un ex-
emple simple, l'existence d’opérateurs bornés de C (S, X) dans X non représentables
par l'intégrale de Bochner. Autrement dit, en dimension superieure a 1, le Théoréme
de Riesz-Kakutani n’est vérifié que pour une classe restreinte d’opérateurs bornés et
non pour ’ensemble des opérateurs bornés comme dans le cas unidimensionnel. Il y a
ici une certaine analogie avec la situation du Théoréme de Bartle-Dunford-Schwartz
cité plus haut ou, la bonne classe d’opérateurs représentables se trouve étre celle des
opérateurs faiblement compacts.

Considérons de nouveau la forme intégrale (1) pour un opérateur borné général
T:C(S,X) — Y. Les travaux de Dinculeanu [7] et Singer [19] ont montré qu’il est
possible de représenter T sous la forme d’une intégrale vectorielle du type:

FeC(s x), Tf:/sf.dG (5)

ou G est une fonction d’ensembles sur Bg, finiment additive, & valeurs dans ’espace
de Banach, £ (X,Y™), des opérateurs bornés de X dans le bidual Y** de Y.

Il faut observer ici que la fonction d’ensembles G est seulement additive, bien que
possédant par ailleurs d’autres propriétés interessantes.Certains auteurs (Dobrakov
[8], Batt-Berg [1], Brooks Lewis[5].) ont pu caractériser certaines propriétés fortes
de G a l'aide de conditions imposées a l'opérateur T' de la forme (5). D’autre part
il faut également souligner que la fonction G posséde en général une forme complexe
qui la rend peu exploitable. D’ailleurs dans le processus d’intégration (5), elle est
déterminée indirectement par une famille de mesures { Pyt Y- E Y*} a valeurs dans
le dual X* de X. D’ou la nécessité d’analyser la structure de la fonction G, tout au
moins pour certaines classes d’opérateurs.Dans ce contexte, l'une des classes pour
laquelle nous avons procédé a cette analyse est celle des opérateurs représentables
par U'intégrale de Bochner (4). Une comparaison entre les deux formes intégrales (4)
et(5) nous a conduit a la formule remarquable suivante:

Ee€Bs, G(E)=up(E)y (6)

ou p est la mesure scalaire qui intervient dans (4) et  I'isomorphisme canonique de
X dans X**.

L’autre classe d’opérateurs considérés, ou la structure de la fonction G semble étre
explicite, est la classe des opérateurs T : C' (S, X) — Y factorisables sous la forme:

feC(s,X), Tf=0Uf (7)

ol 0 est un opérateur borné de C'(S) dans Y et U est un opérateur borné définis-
sant un changement de variable de C' (S, X) dans C (5)..Nous montrerons que ces
opérateurs sont caractérisés par l'inclusion simple,KerU C KerT, entre les noyaux
de U et de T.En s’appuyant sur la représentation de 6 donnée par le Théoréme
de Bartle-Dunford-Schwartz, nous déterminons directement la structure de la fonc-
tion G associée a l'opérateur T par l'intégrale (5). Essentiellement, les estimations
obtenues pour la structure de G seront du type Radon-Nikodym par rapport a la
mesure représentative de 'opérateur 6; les dérivées qui interviennent sont calculées
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trés simplement & ’aide de 'opérateur U. On montre que I'on obtient une amélio-
ration sensible de ces estimations en imposant & l'opérateur T' la propriété d’étre
faiblement compact ou nucléaire, en raison du transfert de ces propriétés a la com-
posante 6. Enfin des calculs explicites ont été performés sur un exemple significatif
dans le but d’illustrer les techniques d’estimation précédentes.

La derniére partie de notre travail est une tentative d’extension de la représen-
tation intégrale (4) au cas des opérateurs bornés dans les espaces vectoriels topologiques.
Lorsque X est le dual E' d’'un e.v.t localement convexe E, nous avons pu identi-
fier, par une extension directe des techniques utilisées dans la forme (4), une classe

d’opérateurs bornés T : C <S, E’) — E', qui admettent une forme intégrale de Pet-

tis par rapport & une mesure scalaire p € ro(Bg). Cela signifie que pour les opérateurs
de cette classe nous avons la formule suivante, ou le symbole (,) exprime la dualité
entre les espaces E et E.

Ve (S E). veB (TR = [ (7. duls 0

Le plan de 'exposé est le suivant:

Le Chapitre 1 contient un survol des représentations intégrales utilisées dans le texte
et généralement issues du Théoréme de Riesz-Kakutani.

Le chapitre 2 est consacré a la construction d’une classe d’opérateurs représentables
par l'intégrale de Bochner, et donnant une autre forme possible du Théoréme de
Riesz-Kakutani dans les espaces de Banach.

Le chapitre 3 est une étude de la structure des mesures représentatives pour certaines
classes d’opérateurs, a partir de leurs représentations intégrales.

Le chapitre 4 est une tentative d’extension des représentations intégrales au cas des
opérateurs dans les espaces vectoriels topologiques.



Chapter 2
SURVOL DE QUELQUES REPRESENTATIONS INTEGRALES.

Le prototype des representations intégrales est sans doute celle donnée par le célébre
Théoréme de F. Riesz, et dont nous énongons ici pour mémoire une version générale
due a Kakutani [11]. Nous désignerons par ro (Bg) l’espace de Banach (norme de la
variation totale) des mesures complexes réguliéres sur Bs. Nous avons alors:

1.1. Théoreme: (Riesz-Kakutani). Il existe un isomorphisme isométrique entre
le dual topologique C* (S) de C(S) et 'espace de Banach ro (Bg) . Cet isomorphisme
met en correspondance la fonctionnelle 2* € C* (S) avec I'unique mesure p € ro (Bg)
au moyen de ’equation:

fec(s), w*fz/sf(S) dpe () 1)

De plus on a ||z*|| = vp (variation totale de p). Pour la démonstration de ce
Théoréme, on pourra consulter les références [9] ou [17].

Ce chapitre est destiné aux deux principales extentions de ce théoréme
qui seront utilisées dans ce travail. Il s’agit de la représentation de Bartle-Dunford-
Schwartz pour les opérateurs bornés T: C(S) — Y et de la représentation de
Dinculeanu-Singer pour les opérateurs bornés T: C(S,X) — Y. Il existe deux
formes intégrales pour les opérateurs bornés T' de C (S) dans I'espace de Banach Y.
La forme générale, valable pour T borné, et la forme forte caractérisant les opérateurs
T bornés et faiblement compacts.

Nous commencerons par quelques préliminaires sur les mesures vectorielles
qui nous seront utiles dans la suite. Pour leurs justifications, nous renvoyons aux
références [6], [9].

1.2. Préliminaires sur les mesures vectorielles.

L’espace (S, Bg) défini dans I'introduction est ’espace de base que nous utilis-
erons dans toute la suite bien que (a part la notion de régularité) les notions intro-
duites restent valables si on remplace (S, Bg) par un espace mesurable arbitraire. X
et Y désignent toujours des espaces de Banach de référence sur le corps K =R ou C,
X* et Y, leurs duaux topologiques respectifs.

Définition 1: Soit u: Bg — Y,une fonction d’ensembles. On dit que :

n n

(a) p est additive si pu <U Ai> = > 1 (A;), pour toute suite finie disjointe, Ay . Ap,dans
i=1 i=1

Bs.
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(b) p est o-additive si (U Ai> =Y p(A;), pour toute suite disjointe, (A;),dans
i i

Bg.

(¢) p est faiblement o-additive si pour toute fonctionnelle y* € Y™*, la fonction
d’ensembles scalaire y*u () est o-additive.

Dans tout ce qui suit, une mesure vectorielle sera toujours une fonction d’ensembles,
définie sur Bg & valeurs dans un espace de Banach, qui soit additive, o-additive ou
faiblement o-additive. Nous préciserons sa nature suivant les cas.

Nous désignerons par o(Bg,Y) I’ensemble des mesures vectorielles o—additives sur
S, Bg. Lorsque Y est le corps K des scalaires nous noterons simplement o(Bg).

Les notions de variation et de semivariation d’une mesure vectorielle seront
utiles dans 1’étude des représentations intégrales.

Définition 2: Soit v : Bs — Y une mesure vectorielle,

(a) La variation de p est la fonction d’ensembles v(p,.) de Bg dans [0,400] définie
par:

E€Bs: v(u,E) = Supy_ u(A) (2)

T Aerm

ot le Sup est pris sur 'ensemble des partitions finies w de E par des éléments de Bg.
Si v(p, S) < oo on dit que p est a variation bornée. On pose alors v(p) = v(u,S) et
on appelle v(w) variation totale de p.
(b) La semivariation de p est la fonction d’ensembles ||u|| : Bs — [0,+00] definie
par la formule:

EeBs: |pl(E)=Sup{v(y™n,E): y* €Y, |y| <1} (3)
notons que y*p est scalaire pour tout y* € Y*.
Si ||pe|l (S) < 0o on dit que p & semivariation bornée.

Une vérification immédiate montre alors que:

EeBs: |[lpl(E) <v(u E) (4)

Proposition 3: (a) L’espace vbo(Bs,Y') des mesures o-additives a variation
bornée est un espace vectoriel et v(p,S) définit une norme pour laquelle vbo(Bg,Y)
est un espace de Banach.

(b) Si p est une mesure vectorielle on a:

Ee€Bs: |pl(E)= Sup ()

Z aip(E;)

Le Sup étant pris sur les partitions finies {E;} de E dans Bg et les suites finies de
scalaires {o;} tels que |o;| < 1 Vi. D’autre part on a:
E€Bs: Sup{|n(A)|l: E2 A€ Bs} < ||ull (B) < 4Sup{||ln(A)l| : E 2 A € Bs}
(6)
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Démonstration: Voir référence [6], p.4. ¥

Dans la suite (section 1.5 ci-dessous) nous aurons & considérer des mesures
vectorielles & valeurs dans un espace d’opérateurs. Pour de telles mesures nous utilis-
erons une définition de la semivariation différente de (6), mais qui sera mieux adaptée
pour l'intégration, (voir définition 12 ci-dessous).

Dans la suite nous aurons besoin du célébre Théoreme d’Orlicz-Pettis. (Pour la
démonstration voir ref.[9] , théoréme IV.10.1).

Théoréme 4: Toute mesure vectorielle p : Bs — Y faiblement o-additive
est fortement o-additive.

Notons le corollaire utile suivant:

Corollaire: Toute mesure vectorielle o-additive est bornée. De plus I’ensemble
des mesures scalaires {y*p: y* € Y*, ||y*|| < 1} est sequentiellement faiblement com-
pact.

Le notion de régularité que nous utiliserons dans la suite nécessite la structure
topologique de ’espace S.

Définition 5: Soit u: Bg — Y une mesure vectorielle.
On dit que p est réguliére si elle satisfait la propriété suivante pour chaque E € Bg :
(1) Pour tout € > 0, il existe un ouvert O C S et un compact K C S tels que
KCECO et ||u(A)| <e pour tout A € Bs, A C O\K.

D’aprés la proposition 3 (b) (6) cette propriété est équivalente a la suivante:

(2) Pour tout € > 0, il existe un ouvert O C S et un compact K C S tels que
KCFECO et |u|(O\K) <e.
Si i est scalaire alors la condition est aussi équivalente a:

(3)Pour tout € > 0, il existe un ouvert O C S et un compact K C S tels que
KCECO etv(p,O\K)<e.

On note rvbo(Bs,Y) le sous espace de vbo(Bs,Y) formé des mesures réguliéres.
alors on a [6]:

Proposition 6: rvbo(Bgs,Y) est un espace de Banach pour la norme de la
variation totale.

1.3. Théoreme de Bartle-Dunford-Schwartz, forme générale.

Nous désignerons par p I'isomorphisme isométrique, p : C*(S) — ro (Bg),
donné par le Théoreme de Riesz-Kakutani (voir théoréemel.1.).
Voici alors la forme générale du Théoréme de Bartle-Dunford-Schwartz:

Théoreme 7: Soit T : C(S) — Y un opérateur linéaire borné de C(S) dans
lespace de Banach Y. Alors il existe une unique fonction d’ensembles p: Bg — Y™**
(bidual de Y ) possédant les propriétés suivantes:

(a) p(.)y* est une mesure scalaire régquliére pour chaque y* € Y*
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(b) La fonction y* — u(.)y* de Y* dans ro (Bg) = p(C*(S)) est continue pour les
topologies x-faibles o(Y*)Y') et o(ro (Bg),C(S)).

()5 TS = [ f)dp(a)” Ny €, VF € C(S)
(d) ||IT|| = |l (S). (semivariation de p)
Reciproquement si 1 est une fonction d’ensembles de Bg dans Y** satifaisant (a),

(b) alors l’équation (c) définit un opérateur linéaire borné T : C(S) — Y dont la
norme est donnée par (d) et tel que:

p(T*y*)() = p()y”*

Démonstration: On désigne par T* : Y* — C*(S) 'opérateur adjoint de T'
défini par T*y* = y* o T. Pour chaque E € Bg, on définit la fonctionnelle
p()(E) : C*(S) = K=R ou C par p(u*)(E) pour u* € C*(S).
On a immédiatement |p(u*)(E)| < |p(u*)| (variation totale de p(u*))

= ||u*|| (p est une isométrie);

cela montre que p(.)(E) € C**(E) pour chaque E € Bg. Définissons a présent la
fonction d’ensembles p: Bg — Y** par: u(E) =T p(.)(E) c’est a dire
w(E) =poT*(E), E € Bs. Montrons que p vérifie les propriétés annoncées.
Siy* € Y* ona, p(.)y* = pT*y*(.) et de la définition de T et de p, il résulte que
w(.)y* € ro (Bg) . Donc (a) est vérifiée. D’autre part on sait que 'adjoint 7% : Y* —
C*(S) de T est continu pour les topologies x-faibles o(Y*,Y) et o(C*(S),C(S));
comme p est un isomorphisme isométrique on déduit la propriété (b). Pour voir la
validité de (c), on peut écrire d’aprés le Théoréme de Riesz-Kakutani:

v oT() =Ty (1) = [ STy / £(s)du(s
pour tout y* € Y* et tout f € C(S); d’ou la propriété (c
Venons en a la propriété (d). Par la proposition 4 (b), formule (6) on a ||u|| (E) =
Sup [|>; aipu(E;)||, ot le Sup est pris sur les paritions finies {E;} de E dans Bg et
les suites finies de scalaires {a;} tels que || < 1; si Ex, Eb, ..., By, est une partition
finie de S dans Bg et a1, ay, ...y une suite de scalaires tels que |o;| < 1,1 <i<n
on a, en se rappelant que Y 1 a;u(E;) € Y,

1227 qipn(E7)|| = HSIIIL]<)1 277 cvipe(E3)y*|
yrli<
< Sup 327 |u(E)y
lly*(l<1
< Sup v(p(.)y*,S) ( d’apres la formule 2)
lly*l1<1

Mais d’aprés la définition de p on a: v(u(.)y*,S) = v(pT*y*(.),S) = [|[T*y*|| et
”Sznbglv(u(.)y*, S) = ”Svﬁl |T*y*|| = [|T*|| = |T|| . En d’autres termes on a: || 7" oy p(
S vl

|T|| et par le caractére arbitraire de la partition {E;} et de la suite «; on déduit de

la formule (6): ||u|| < |7 -

E)| <



Survol de quelques représentations intégrales. 13

Pour voir 'inégalité inverse, observons que [|u|| > ||>°7 cipu(E3)|| = Sup |37 cipn(Es)y*|
lly*[l<1

inégalité valable pour toute les suites finies a; de scalaires tels que |a;| < 1,1 <1 <mn.

LZCH MRS Sup Tt [n(E)y|

En particulier on aura avec le choix, a; =
wEiy* lv*ll<

ce qui implique:

pl| > Sup  Sup 37 |u(Ei)y*|
(B} lyll<1

= Sup Sup 7 |u(Es)y*|
ly* | <1{E:}

= Sup v(p(.)y*,S)
ly*[I<1

= 17} = 1Tl

cela achéve la preuve de (d).

Reciproquement soit p : Bs — Y™** une fonction d’ensembles satisfaisant (a)
et (b). D’aprés le point (b) lapplication y* — p~tu(.)y* de Y* dans C*(S) est
continue pour les topologies #-faibles o(Y*,Y") et o(C*(S), C(S)) comme pour f fixé
dans C(S) l'application u* — w*f de C*(S) dans R est o(C*(S),C(S)) continue,
on en déduit que I'application y* — p~2(u(.)y*)(f) est une forme linéaire o(Y*,Y)-
continue. Par consequent il existe un unique vecteur y; dans Y tel que l'on ait
y*(yr) = p~(u(.)y*)(f) pour tout y* € Y*.

Posons u* = p~1(u(.)y*) € C*(S); d’aprés le Théoréme de Riesz-Kakutani on a:

v (yy) = w(f) = /S F(8)dp(u")(s) = /g F(5)du(s)y*

La correspondance T': f — y; de C(S) dans Y est evidemment linéaire.
Montrons que T est borné. En effet:

ITfIl = llysll = Sup |y*(yy)|
ly*[I<1
— Sup / £(s)du(s)
ly*|I<1
< Sup v(p()y*,S).||f]
v 1<1

D’autre part on peut écrire, y*T'f = /f(s)d,u(s)y* et d’aprés la 1% partie du
Theoreme T = || . °

Enfin observons que y* o T'f = T*y*(f) = /f(s)dp(T*y*)(s) = /f(s)d,u(s)y* ol
légalité est vérifiee Vf € C(S). Comme les megures w()y* et p(T*y*)(S.) sont régulieres

il résulte du Théoréme de Riesz-Kakutani que 'on a:

p()y* = p(T*y*)(.). ¥
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1.4. Théoréme de Bartle-Dunford-Schwartz: le cas des opérateurs faible-
ment compacts.

Définition 8: Soient E, F deux espaces de Banach et T : E — F un
opérateur linéaire borné de E dans F; B désigne la boule unité fermée de E. On
dit que T est faiblement compact si la fermeture faible de T B est compacte pour la
topologie faible o(F, F*) de F.

Les deux Théorémes suivants seront essentiels dans I’étude des représentations
intégrales d’opérateurs sur C(S). (Pour la démonstration, voir [9] chapitre VI). Dans
la suite nous utiliserons le symbole v pour désigner 'isométrie canonique d’un espace
de Banach arbitraire Y dans son bidual Y™** :

yeY,y e Y, y(y)(y*) =y (v)

Théoréme 9: Un opérateur T : E — F est faiblement compact si et seule-
ment si T**E** est contenu dans l'image v(F) de F, au moyen de l’isométrie canon-
ique v : F— F**.

Théoréme 10: Un opérateur T : E — F est faiblement compact si et seule-
ment si son adjoint T* : F* — E* est faiblement compact.

Le Théoréme de représentation pour les opérateurs faiblement compacts
T : C(S) — Y est particulierement interessant puisque pour de tels opérateurs la
fonction p qui détermine la forme intégrale sera une mesure vectorielle o-additive &
valeurs dans Y.

Théoréme 11: Soit T : C(S) — Y un opérateur borné faiblement compact.
Alors il existe une mesure vectorielle o-additive unique sur Bg a valeurs dans Y, telle
que:

(a) y*1 est dans ro(Bg) pour tout y* € Y*.

) Ts = [ f)duts) . 1 € CS).

(c) |IT|| = ||pl| ( semivariation de p ).

(d) p(T*y*) =y"p, y" €Y.

Reciproquement si i est une mesure vectorielle sur Bg o valeurs dans l’espace de

Banach Y, qui satisfait (a) alors Uopérateur T défini par (b) est faiblement compact
de C(S) dans Y dont la norme est donnée par (c) et dont l'adjoint est donné par

(d).

Démonstration: Soit A : Bg — Y™** la fonction d’ensembles donnée par le
Théoréme 7 . Rappelons que A(E) = T**0g ou g est 'élément de C**(S) défini par
Op(u*) = p(u*)(E), u* € C*(S5). Comme T est faiblement compact on a T**0p €
¥(Y') (Théoréme 9). Définissons p: Bg — Y par:

E € Bs: p(E) =7 HA(E)).
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Montrons que p est une mesure vectorielle o-additive. Soit y* arbitraire dans Y™*; on
a par définition de p et v : yu(E)(y*) = y*u(E) = M(E)y*. Mais d’aprés le point (a)
du Théoreme 7, A\(.)y* € ro(Bg), par consequent p(E) est faiblement o-additive d’ou
le point (a). D’aprés le Théoréme 4, 1 est une mesure vectorielle o-additive. D’autre
part d’aprés la forme intégrale faible de T' donnée par A on a:

YT = /f JdA(s y—/f (v 1)(s)

/S F(s)du(s)

ol la derniére égalité résulte des propriétés de I'intégrale d’une fonction scalaire par
rapport & une mesure vectorielle. Par conséquent on obtient

yTf = y*/sf(S)du(S) Vyr ey

Il résulte du Théoréme de Hahn-Banach que T'f = / f(s)du(s), cela prouve (b).

Le point (c) est exactement le point (d) du Théorémg 7.

Pour montrer (d) remarquons que A(E)y* = y*u(E) et A(E)y* = T*™0p(y*) = 0g o
T*(y*) = p(T*y*)(E) d’ou il résulte que p(T™y*) = y*u, Vy* € Y*.

Venons-en & la reciproque. Soit i : Bg — Y une mesure g-additive telle que y*u soit
une mesure scalaire réguliére pour chaque y* € Y*. Alors 'opérateur 7' : C(S) — Y

défini par Tf = /S f(s)du(s) veriie |T]| = /S F()du(s)| < 171 I, dapres
les propriétés de l'intégrale vectorielle d’une fonction scalaire. Donc T est continu.
D’autre part ’adjoint de T est donné par:

yTf = y/f Jaju(s /f Jdy* (s

=T*y*(f)=/sf( $)dp(T™y")(5)

ol la derniére égalité résulte de Théoréme de Riesz-Kakutani; comme les deux mesures

scalaires y*p et p(T*y*) sont régulieres on en déduit que p(T*y*) = y*p.

Cela prouve (d). D’autre part, comme g est une mesure vectorielle o-additive, il

résulte du corollaire du théoréme 4 que ’ensemble des mesures scalaires

{y*: y* €Y* |y*|| <1} est faiblement sequentiellement compact; il en est de

méme pour 'ensemble {T*y* : y* € Y™, |ly*|| < 1} car p est une isométrie. Autrement
dit T* transforme la boule unité de Y™* en un ensemble faiblement sequentielle-

ment compact.D’aprés le Théoréme de Eberlein-Smulian ci-dessous ( [9] théoréme
V.6.1), I'ensemble {T™y* : y* € Y*,|ly*|| < 1} est faiblement relativement compact.
Cela prouve que T™ est faiblement compact et d’aprés le théoremelO 'opérateur T’
est faiblement compact. ¥
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Théoreme: (Eberlein-Smulian). Soit A une partie d’un espace de Banach
B. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(a) A est faiblement sequentiellement compact,i.e., toute suite de A posséde une sous
suite convergeant faiblement dans B.
(b) Toute suite infinie dans A posséde un point d’accumulation faible dans B.
(¢) La fermeture faible de A est compacte pour la topologie faible o(B, B*) de B.

1.5. Représentation intégrale de Singer-Dinculeanu.

Nous considérons dans cette section des représentations intégrales d’un type
special pour des opérateurs linéaires bornés T : C(S, X) — Y. Il s’agit d’une forme
intégrale par rapport & une fonction d’ensembles GG définie sur Bg, & valeurs dans un
espace d’opérateurs et additive. Le procédé d’intégration utilisé dans ces représenta-
tions a été considérablement developpé dans la monographie de Dinculeanu[7]. Nous
résumons ci-dessous les éléments essentiels qui nous seront utiles dans la suite. Soit
E un espace de Banach et soit £(X, F) I'espace de Banach des opérateurs linéaires
bornés de X dans E. Nous allons définir 'intégrale d’une fonction f : S — X par rap-
port & une mesure vectorielle additive G : Bg — L(X, E) et le résultat de I'intégration
sera un vecteur de E. Notons dés & présent que les mesures qui donneront la forme
intégrale d’un opérateur borné T' : C(S,X) — Y seront obtenues pour E = Y™**
bidual de Y. Commencons par une étude de quelques propriétés remarquables des
fonctions d’ensembles a valeurs opérateurs.

La définition suivante de la semivariation est mieux adaptée pour I'intégration
par rapport a une mesure G : Bg — L(X, F), que la semivariation donnée par la
formule (6).

Definition 12: Soit G : Bs — L(X, E) une fonction d’ensembles. On appelle
semivariation de G la fonction G: Bg — [0, +0o0] définie par:

A€ Bg, G(A) = Sup (7)

ot le Sup est pris sur l’ensemble des suites disjointes finies {A;} de Bg dans A et
des suites finies {x;} dans X telles que ||z;|| < 1, Vi.

On dit que la fonction d’ensembles G est a semivariation finie si é(A) < 00, VA € Bs.
Une comparaison avec la formule (2) et (6) donne directement:

A€ Bs, ||G](A) <G(A) < (G, A) (8)

Pour les fonctions G a valeurs dans le dual d’un espace de Banach on a la propriété
suivante trés utile pour la suite:

Proposition 13: Soit G : Bs — L(X,R) = X* une fonction d’ensembles a
valeurs dans X*. Alors on a:

VA € Bs: G(A) = v(G, A) 9)
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Démonstration: D’aprés (9) il suffit de montrer que v(G, A) < G(A) pour

A € Bg. Soit {A;, 1 <1i<n} une partition finie de A dans Bg et soit € > 0. Pour
chaque 1 < i < n il existe z; € X tel que ||z;|| < 1 et [|G(A)| < |G(A:).zi| + =
n

Do il résulte > ||G(4)| < > aiG(Ai) .z + ¢
=1 =1

=1

+e€

< G(A)
ot o = 181 G(A;).x; >0, a; = —1 51 G(4;).z; <0. On déduit v(G, A) < G(A) +e,

pour tout € > 0 et finalement v(G, A) < G(A). ¥

Définition 14: Soit G : Bs — L(X,Y™) une fonction d’ensembles & valeurs
dans L(X,Y*), Y** est le bidual de Y. Si y* € Y* on définit la fonction Gy~ :
Bs — X* par :

A€ By, Gy-(A)(x) = G(A)(z)(y") (10)

L’une des propriétés remarquables des fonctions G« est qu’elles permettent d’estimer
la semivariation de la fonction d’ensembles G :

Proposition 15: Awec les données ci-dessus on a:

VA € Bs, G(A) = Sup{v(Gy-, A), |ly"| <1} (11)

Démonstration: Les fonctions Gy, y* € Y* étant a valeurs dans X*, on a
d’aprés la proposition 13, éy*(A) = v(Gy+, A) pour tout A € Bg et tout y* € Y*.
D’autre part si A € Bg, alors pour toute partition finie {A4;, 1 <i <n} de A dans
Bs et pour toute suite {x;, 1 <i <n} dans X telle que |lz;|| <1, Vi <n. On a:

> G(Ai).xil| = Sup |( G(Ai).xi)(y*)’: Sup |( Gy*Ai.xi)’
i=1 ly*lI<1l =1 ly*I<1l i=1
< Sup Gy«(A) = Sup v(Gy~, A)
lly*lI<1 lly*II<1

il en résulte que: G(A) < Sup {v(Gy~, A), |ly*|| <1}

D’autre part, si y* € Y*, ||y*|| <1, on a:

Par conséquent éy* (A4) < é(A);Nd’oﬂ il résulte que:
Sup v(Gy,A) = Sup Gy=(A) < G(A). ¥

lly*[I<1 ly*ll<1

Remarque 16: Soit G : Bs — L(X, E) et pour tout z* € E*, définissons la
fonction 2*G : Bg — X *par:

< < G(A)

(z*G)(A)(x) = z*(G(A)(x)) pour A€ Bg et x € X.

En appliquant mot & mot la démonstration précédente on obtient:
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G(A) = Sup v(z*G, A)

[l ll<1

Définition 17: (a) Une fonction f: S — X est dite simple si elle est de la
forme f(.) Z Xa,(-)-mi, ot les A; sont deux a deux disjoints dans Bg et x; € X,

1< <my XA deszgne la fonction indicatrice de 'ensemble A. On note (S, X)
I’ensemble des fonctions simples f: S — X.
(b) Une fonction f: S — X est dite mesurable si elle est limite uniforme d’une suite
(fn) de fonctions simples. On note M(S, X) l’ensemble des fonctions mesurables f :
S — X.

Il est facile du vérifier que M(S,X) est un espace vectoriel sur R et que
(S, X) est un sous espace de M(S, X). D’autre part toute fonction f € M(S, X) est

bornée et nous munirons M (S, X) de la norme uniforme || f|| = Sup || f(s)| . Dans ce
ses
cas il est clair que (S, X)) est un sous espace dense dans M(S,X). Si X =R ou C

on note (S, X) = I(S) et M(S,X) = M(S). Remarquons enfin que M(S,X) est
un sous espace fermé dans l'espace de Banach des fonctions bornées f: S — X.

A présent soit G : Bs — L(X, E) une fonction d ensembles que nous sup-
poserons additive et & semi variation finie. Soit f = Z Xa,-Ti € S3(9,X) et soit

B € Bg; on définit I'intégrale de f sur B par rapport a G par la formule
/ fdG =Y "G(AinB).x; (12)
B i=1

On vérifie aisément que cette intégrale est définie sans ambiguité. De plus on a:

Proposition 18: Awvec les données ci-dessus on a:
(a) Linéarité: Pour tous f, g € J(S5,X), o, B €R, B € Bg

/B(af+ﬁg)dG:a/deG+ﬁ/BgdG

(b) Pour tous B € Bs, G(B) = Sup / f dG|| ou le Sup est pris sur l'ensemble des

B
fonctions simples f =73 x,.z; telle que || f|| < 1.
i

(¢) Pour tous f € (S, X),

[ 746 < 11160,
B
Démonstration: (a) résulte directement de la formule (12).
(b) résulte de la définition 12 de G et de ce que si f = > x4, .2; alors ||f]| < 1
équivaut a [|z;|| <1 Vi.

(c) est immeédiat puisque ¥

f|
H H !

L’inégalité (c) va nous permettre d’étendre I'intégrale aux fonctions mesurables.
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Soit f € M(S,X); d’aprés la définition 17 (b), il existe une suite (fy,) dans (S, X)
telle que || fn — f|| — 0, n — oo. Pour tout B € Bg on pose

/Bf dG:Iiran/Bfn G (13)

La justification de cette définition est la suivante:
D’aprés le point (c) pour tout m, n > 1 et tout B € Bg

/ f dG - / i da\ [ (=t dGHSanfmll am).

Comme G est par hypothése a sousvariation finie, il en résulte que ( / frn dG) est

B
une suite de Cauchy dans I’espace de Banach E, d’ou l'existence de la limite (13).
Par ailleurs si (f,), (gn) sont deux suites dans (S, X) telles que || f, — f|| — 0 et
llgn, — fl| — 0, il est clair que ||f, — gn| — O et a partir de I'inégalité (c) on déduit
lim / fndG = lim / gn dG. Ainsi la définition (13) ne dépend pas de la suite f,
" JB " JB
mais uniquement de f. D’autre part il est clair que l'intégrale définie en (13) est

linéaire sur 'espace M (S, X) et vérifie aussi 'inégalité / f dGH < |IfIl .G(B) pour
B
tout f € M(S,X) et tout B € Bs.
Corollaire: Awvec les données précédentes l'opérateur Ug : M(S,X) — E

défini par U (f) :/ fdG , f e M(S,X) est borné et de norme |Up|| < G(B).
B

Par un autre procédé d’extension, la formule (13) conduit & une classe de
fonctions plus vaste que M(S,X), a condition de renforcer les hypothéses sur la
fonction d’ensembles G, en supposant que G est o-additive et a variation bornée.
Le procédé d’extension est décrit en détails dans le chapitre II de la monographie
[7], et permet de réaliser I'espace L£1(G) des fonctions intégrables que I'on définit
sommairement de la fagon suivante: une fonction f : .S — X est dite intégrable par

- fm)dGH 0

et limf,(s) = f(s) m-presque partout, pour s € S, o m désigne la variation de G.
n

rapport & G sl existe une suite (f,) C (S, X) telle que lim
n

Dans ce cas on démontre que la limite de / fn dG est indépendante de la suite f,

B
de fonctions simples convergeant vers f. On pose alors la définition:

feia), /deG:Iiran/Bfn dG (14)

'espace £1(G) ainsi obtenu est un espace vectoriel et I'intégrale (14) est linéaire. De
plus M (S, X) est un sous espace de £L1(G) et les intégrales (13) et (14) coincident
pour les fonctions f € M(S, X). Dans 'étude des représentations intégrales, nous
aurons besoin d’intégrer les fonctions continues f : S — X, i.e f € C(S,X). Nous
devons donc montrer que C(S, X) est contenu dans M (S, X). Considérons la classe
KC des fonctions f € C(S, X) de la forme f(s) = g(s).z, ou g est une fonction scalaire,
continue sur S, i.e g € C(S) et = est fixé dans X. On a alors:
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Proposition 19: Le sous espace vectoriel engendré par K est dense dans
C(S,X).

Démonstration: Soit f € C(S,X) et soit € > 0. Pour chaque s € S, il
. €
existe un ouvert V' de s tel que || f(t) — f(s)|| < 5 pour tout t € V. Par conséquent

pour tous s, " € V on a ||f(s') — f(s")|| < e. Comme S est compact, il existe
une famille (V;)1<i<n, de tels ouverts V, recouvrant S. Soit (¢;)1<i<n une partition
continue de l'unité subordonnée au recouvrement (V;), c’est-a-dire que chaque y;

est une fonction continue de S dans Uintervalle [0,1], de support contenu dans V;
n

et telle que > ¢; = 1. Pour chaque i, choisissons s; dans V; et posons f(s;) = ;.

=1
n
On a alors ||> ;.2 f‘ < e. En effet soit s € S; si s € Vj alors ||z; — f(s)]| =
=1
| f(si) — f(s)|| <eetsisé¢V;alors g;(s) =0. Par conséquent,

S e - 10| =[S0 - Ser)|
=[S eis0 - St

— | i) (Fis) - f(s))H
< S o) () — F)] < e Snls) <. ¥

Proposition 20: C(S,X) est un sous espace de M (S, X).

Démonstration: Il suffit de montrer que K C M(S, X) et d’appliquer la
proposition 19. Soit f = g.x une fonction de . Comme g est continue sur S
compact, elle est bornée; étant borelienne, g est par conséquent limite uniforme d’au
moins une suite g,, de fonctions scalaires simples. La suite f,, = gp,.z est dans (5, X)
et il est clair qu’elle converge uniformément vers f. D’aprés la définition 17 (b), on
déduit que f est dans M(S, X). ¥

Le représentation intégrale d’un opérateur borné 7' : C(S, X) — Y sera basée
sur la structure du dual topologique C*(S, X') de I’espace de Banach C(S, X) qui est
donnée par le Théoréme suivant. (voir Singer [20], et Dinculeanu [7]). Rappelons
que le symbole rvbo(Bg, X*) désigne 1'espace de Banach des mesures vectorielles m :
Bs — X* réguliéres et o-additives, muni de la norme variation totale.

Théoréme 21: I existe un isomorphisme isométrique du dual topologique
C*(S, X) sur l’espace de Banach rvbo(Bg, X*). La correspondance entre la fonction-
nelle U* € C*(S, X)) et l'unique mesure vectorielle m € rvbo(Bg, X*) est déterminée
par:

(i) f e ClS, X), U*f:/fdm.
(it) |U*|| = v(m, S) (vari(ition de m)

Voici alors le Théoréme de représentation intégrale de Singer-Dinculeanu. Ce
résultat semble avoir été observé, sous une forme faible, pour la premiére fois par
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C.Foias et I.Singer[22]. Il fait partie d’une longue serie de représentations établies
par Dinculeanu dans sa monographie[7]. L’énoncé donné ci-dessous est adapté au
contexte de notre travail.(Voir référence [6], p.182).

Théoréeme 22: Tout opérateur linéaire borné T : C(S,X) — Y détermine
une unique fonction d’ensembles G : Bg — L(X,Y™) telle que:
(1) G est finiment additive et & sousvariaiton finie.
(it) G est faiblement réguliére (i.e Gy~ est réguliére, Vy* € Y*).
(111) L’application y* — Gy est continue de Y* dans 'espace rvbo(Bs, X*) pour les
topologies x-faibles o(Y*,Y) et o(C*(S,X),C(S,X)).

(iv) Tf:/fdG,VfEC(S,X), au sens ot fny:/SfdG,

vy:Y — Y™ étant l'isométrie canonique.
() ||T]| = G(S) (semivariation de G).
(vi) T*y* = Gy pour tout y* € Y*.
Inversement si G est une fonction de Bs dans L(X,Y™**) satisfaisant (i)-(iii),
la formule (iv) détermine un opérateur linéaire borné T : C(S,X) — Y wvérifiant (v)

et (vi).

Démonstration: Considérons 'opérateur T adjoint de T.
Pour chaque y* € Y*, T*y* est une fonctionnelle linéaire bornée sur C(S,X), i.e
T*y* € C*(9,X). D’aprés le Théoreme 21, il existe une mesure vectorielle
py+ € Tvbo(Bs, X*), telle que:

() T () =9 o Tf = [ J dn ¥ € C(S.)
(%) IT*y*|| = v(p,~) (variation de i ).
A présent, fixons A € Bg et x € X et définissons I'application G(A).z : Y* — R par
la formule (G(A).z)(y*) = p,«(A).x. Il est clair que G(A).x est linéaire sur Y* et on
a:
(GA)2) ()] = |1ty (4)-2] < g (D] 2]
< w(j,0)- ]
= |7yl - |l=[| (daprés (+x))
< 17 Aly™ {1 ] -
comme ||T*|| = ||T||, on en déduit que:

[(G(A).2) ()] < IT] - [ly*] - ll]] -

Par conséquent G(A).z € Y** et ||G(A).z|| < ||T||.||z||. Ces observations nous per-
mettent de définir, pour A fixé dans Bg, application G(A) : © — G(A).x de X dans
Y**. G(A) est pour chaque A linéaire et continue; de plus ||G(A)|| < ||T].
Il est clair que lapplication G : Bg — L(X,Y™*) donnée par A — G(A) est additive.
L’analyse de G au moyen de la définition 14 et de la proposition 15, formule (11),
donne:

(G(A).z)(y*) = Gy=(A).x = p- (A).z, pour tous A € Bg, v € X et y* € Y".
D’autre part I'estimation de la semivariation donnée a la proposition 15 implique:

G(S) = Sup{v(Gy~,5), lly*ll <1}
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= Sup {v(p,-,5), lly*|| <1}
= Sup {||T*y*|, Hy | <1} (d’aprés (x))
=||T*|| = ||T|

Récapitulons les résultats obtenus:

(i) est vérifiée par définition de G et par 'estimation qui vient d’étre faite.

(ii) résulte de I'identité Gys = pu.

(iii) est une conséquence de (vi) laquelle est vérifiée par construction puisque

T*y* = Gy« = py~, et on sait que l'adjoint d'un opérateur est continu pour les
topologies x-faibles des espaces en présence.

(v) résulte de 'estimation de G(.5).

Il reste & montrer (iv). Il est important de souligner que l'intégrale / f dG est

a valeurs dans Y** puisque G est a valeurs dans £(X,Y**). Comme T'f est par
hypothése dans Y, il y a necessité d’expliquer la cohérence de 'égalité (iv). En vérité
nous allons montrer que (iv) est valide au sens suivant:

va=/SfdG

f dG est l'intégrale vectorielle définie & 'aide de G ( formule 13), et v: Y — Y™**

S
l'isométrie canoniqueRemarquons d’abord que pour tout f € C(S,X), y* € Y* on a:
Y'Tf =T y*f = /Sf d:uy* = /Sf dGy-

D’autre part définissons l'opérateur U : M(S,X) — Y** au moyen de lintégrale
vectorielle a l'aide de G (voir formules (12) et (13))

feM(S X), Uf:/f dG e Y**
S
11 est alors facile de vérifier la propriété
Ve M(S,X),Yy*€Y* Uf(y /fdG

en commengcant par la vérifier pour f dans la classe (S, X) et en la généralisant aux
fonctions f € M (S, X) au moyen d’un passage a la limite usuel.
Comme C(S,X) C M(S, X) (proposition 20) on obtient:

comme T'f € Y on a y*T'f =T f(y*) par définition de . Ainsi on déduit la forme
consolidée suivante de (iv):

ny:Uf:/SfdG
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cela achéve la démonstration de la premiére partie du Théoréme.
Venons-en 4 la réciproque. Soit G: Bs — L(X,Y™*) une fonction d’ensembles
satisfaisant (i)-(iii). Par conséquent elle est générée par un vecteur T'f de Y au sens

ony*oTf = / f dGy~. Il est clair que l'application f — T'f est linéaire de C(S, X)
dans Y. D’auté;re part un raisonnement simple montre que T est continue pour les
topologies faibles o(C(S, X),C*(S, X)) et o(Y,Y*). Par conséquent T est borné.
([9] Théoreme V.3.15). Ainsi, en faisant intervenir 'adjoint 7™ de T, on obtient
T*y* = Gy«, d’'ou (vi). Enfin lestimation (v) est établie par la méme méthode
utilisée dans la premiére partie de la démonstration. ¥
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Chapter 3
THEOREME DE RIESZ ET INTEGRALE DE BOCHNER.

Ce chapitre est consacré a 1’étude des représentations intégrales d’opérateurs

bornés T : C(S,X) — X par l'intégrale de Bochner. En d’autres termes, nous nous
intéressons a des généralisations directes du Théoreme de Riesz-Kakutani lorsque
on remplace ’ensemble R ou C par un espace de Banach X arbitraire. Le résul-
tat principal est I'identification d’une classe d’opérateurs bornés T': C(S, X) — X
représentables sous la forme d’une intégrale de Bochner par rapport a une mesure
scalaire réguliére. La représentation intégrale sera une conséquence d’un isomor-
phisme isométrique entre la classe d’opérateurs identifiée et le dual topologique C*(\S)
de C(9).
Si la dimension de I'espace X est superieure a 2, la construction d’un exemple simple
montre l’existence d’opérateurs bornés T de C(S,X) dans X n’admettant pas de
forme intégrale de Bochner. Cela prouve que la situation est différente du Théoréme
de Riesz-Kakutani en dimension 1 ot la représentaion intégrale est valide pour toutes
les fonctionnelles bornés de C(.5).

2.1. Préliminaires sur I'intégrale de Bochner:

Soit p une mesure scalaire (réelle ou complexe) sur I’espace mesurable (.5, Bg).
Dans cette section nous définissons l'intégrale par rapport & p de fonction f de S
dans l'espace de Banach X et nous en donnons les propriétés essentielles qui seront
utilisées dans la suite. Pour plus de détails on pourra consulter les notes [13] ou la
référence|[10] .
Introduisons d’abord les fonctions de base ainsi que les notions de mesurabilité et
d’integrabilité.

Définition 1: (a) Une fonction f: S — X est dite élémentaire si elle s’écrit
sous la forme

FO) = wnxp, ()

ou (Ey,) est une partition dénombrable de S par des éléments de Bs et (xy) est une
suite dans X.

(b) Une fonction f: S — X est dite p-mesurable s’il existe une suite (f,,) de fonctions
élémentaires telles que Lglm | fr(s) = f(s)|]| =0 pour w presque tout s € S.
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Définition 2: (a) Une fonction élémentaire f: S — X, f(.) = Z:anEn()
n

est dite intégrable si la norme ||f(.)|| = Z |znll X, (-) est intégrable c’est & dire si

n

Z |lzn]| -1(Ep) < co. On définit alors lintégrale de f sur l’ensemble E € Bs par

/Ef dp = Z:Bn,u(En NE).

(b) Une fonction p-mesurable f : S — X est dite p-intégrable s’il existe une suite
(fn) de fonctions élémentaires intégrables telle que:

fn— f pp.p
et/San—flldu—>0

On pose alors par définition:

/Sf dpi = Lgmfsfndu

(intégrale de Bochner de f par rapport a p) et pour chaque E € Bg

/Ef dp = Lzlm/Efndu.

Il n’est pas difficile de vérifier que la définition de I'intégrale de Bochner d’une fonction
p-mesurable est bien justifiée et en particulier ne dépend pas de la suite (f,) de
fonctions élémentaires définissant l'intégrale.

La démonstration des deux propositions suivantes est immédiate a partir des défini-
tions. La seconde découle de la premiére.

Proposition 3: (a) l’ensemble £(S, X) des fonctions élémentaires intégrables
de S dans X est un espace vectoriel et on a

[+ain= [ gt [ gduet foarau=n [ s

pour tous f, g € (S, X), tout E € Bg et tout X € K.

() \/Efdu\s[E||f||du,fe§<S,X>EeBs.

(c) Pour tout opérateur borné T : X — Y de l'espace X dans l’espace de Banach 'Y
(en particulier pour toute fonctionnelle bornée x* € X*) et pour tout f € £(S,X) on
a

Tfe&SY) et T(/Efd,u):/Ede,u.
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Proposition 4: (a) l’ensemble L(S, X) des fonctions j-mesurables et Bochner
intégrables est un espace vectoriel et on a / (f+g)dp = / fd,u—i—/ gdp et / Afdp =
E E E E

)\/ fdu pour tous f, g € L(S,X), tout E € Bg et tout A € K.

F
(v) H [ 1au| < [1s1dn s 265,30, B e

(c) Pour tout opérateur borné T : X — Y de l’espace de Banach X dans l'espace
de Banach Y ,(en particulier pour toute fonctionnelle bornée z* € X*) et pour tout

feL(s,X)onaTfeL(SY) etT/ fd,u:/de,u, E € Bg.
E E

Considérons a présent sur £(S, X) la relation d’équivalence suivante:

f,g€ L(S,X), f~g< f=g p presque partout

et si [f] est la classe de la fonction f € £(S, X) on pose: ||[f]|l :/ | f]l dpr. On note
S
Li(p, X) le quotient de £(.5, X) par la relation ~. On a alors:

Théoréme 5: Awvec les données ci-dessus l'ensemble Li(u,X) muni des
opérations habituelles est un espace vectoriel et ||[f]|| est une norme pour laquelle
Li(p, X) est complet.

Démonstration: Classique.¥

La proposition suivante précise la position de 'espace C(S,X) dans le processus
d’intégration de Bochner.

Proposition 6: C(S, X) est un sous espace de L(S, X)

Démonstration: Soit f € C(S, X). Pour étre conforme a la définition 1(b),
nous devons montrer 'existence d’une suite ( f,,) de fonctions élémentaires intégrables
telle que f, — f p.p.p et / | frn — flldp — 0. D’aprés la proposition 19, Chapitre

S

1, il suffit de le montrer pour f de la forme f(s) = g(s).x ou g € C(S) et z € X.
Comme g est limite uniforme d’une suite g, de fonctions simples sur S, il en résulte
la méme propriété pour f avec la suite de fonctions simples f,(s) = gn(s).z. D’autre
part on a:

/SanfHduz lel/sllgnngMHO,nﬂoo

car g, converge uniformément vers g et u est bornée.¥

Dans ’étude de l'intégrale de Bochner sur 'espace C'(.S, X), nous aurons be-
soin de la famille d’opérateurs définis par:

Définition.7: Pour chaque x* € X*, on définit ’opérateur borné
Ug= + C(S,X) — C(S) par Upf = z* o f, avec pour f € C(S,X) et s € 5,
z* o f(s) = 2z*(f (s).
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11 est facile de voir que U+ est borné et que ||Uy+|| = ||z*|. De plus on a:

Lemme 8: (a) Il existe z* € X* tel que pour tout h € C(S5), il existe une
solution f € C(S,X) de Uequation Uy~ f = h telle que ||f|| = ||h] -
(b) Pour tout opérateur linéaire borné V : C (S) — R on a:

VIl = Sup {[IV o Up| - [lz*| <1}

Démonstration: (a) Soit a € X tel que ||a|| = 1. D’aprés le théoréme de
Hahn-Banach, il existe une fonctionnelle z* € X* telle que:

Z (@) =lal=1 and [ =1

On montre que U, est surjectif. Soit h € C (S) et définissons f in C (5, X)
par: s€ S5, f(s)=h(s)-a, on a alors:
Usf(s) = (70f)(s)
2 (h(s)- @)
= h(s)z"(a)
h(s)

par conséquent:

Usf=h

De la définition de f et par le choix of «, il est clair que || f]| = ||| -
(b) Pour chaque z* € X*, on a:

Vol < [VI[- |U-]]
VI ll=*]
< VI st flatfl <1

Par conséquent:
sup{[[VioUp-| = "] <1} < [V (%)

Pour montrer l'inégalité inverse, posons A = sup{||[V o Uy«| : |[z*]| <1} et soit
e > 0;il existe h € C'(5), ||h]] <1, tel que:

VIl —e < |Vh| (*%)
D’aprés (a) il existe z* € X* et f € C (S, X) tels que:
12°| =1, h=Uxfet |[fl =]l
Il faut noter ici que z* ne depend pas de e.Avec ces ingrédients il résulte que:

VAl = Vo U (f)l <[V o U~
car [|f|| = [[A[l < 1.
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D’ou il vient:
[Vh| < A

et tenant compte de (%) et (kx),
VI —e<A<|VI

comme ¢ > 0 est arbitraire, on en déduit que A = ||V]|, cela prouve (b) .¥
Théoréme 9: L’intégrale de Bochner définit un opérateur linéaire borné

I,:C(S,X) — X, par la formule I,f = / fdu, f € C(S,X). De plus on a:

| 1] = v (1) (variation de ). i

Démonstration: Que I, soit linéaire borné résulte de la proposition 4(a) , (b) .Pour
estimer la norme de I, nous allons utiliser le point (b) du lemme 8. Considérons

la fonctionnelle Vh = / hdu, h € C(S), définie par I'intégrale de Lebesgue. On a
s

d’aprés la proposition 4(c), *I, f = / x¥o fdu = VoUy«(f), pour tout f € C(S, X).

S
Cela prouve que pour tout z* € X*, 2", = V o Up+.
D’aprés le lemme précédent, il en résulte que

VIl = Sup {llz*Lull = [l=*]| < 1}
Comme ||z*1,|| = Sup {|z*I,f|: || f|| <1}, on en déduit que:

VIl = Sup  Sup |a*I,.f|
la*[<1 |l flI<1

= Sup Sup |z*I,f]
<1 Jlz*f<1

= Sup || I.f||
!
= [ 2]

Mais d’aprés le Théoréeme de Riesz-Kakutani on a |V]| = v(u). D’ou Pestimation
cherchée. ¥

Exemple: On suppose que X =R", n>2¢e¢t f: S —R", f=(f1, f2,---, [x)
borelienne; alors, en wutilisant les définitions 1 et 2, il n’est pas difficile de voir que

fdp = (a1, a2, ...;ap) 00 ay = /fkdu représente l'intégrale de Lebesgue de la
S S
fonction f.

Le probléme que nous considérons a présent est 'identification d’opérateurs
bornés T : C(S, X) — X qui admettent la forme intégrale de Bochner par rapport a
une mesure scalaire p sur (S, Bg). Nous allons introduire une classe d’opérateurs qui
répond & cette question en détails. En d’autres termes nous caractérisons compléte-
ment les opérateurs 7" : C(S,X) — X de la forme I,,. L’étude montre en particulier
que si la dimension de Xest > 2, la situation est différente du cas Riesz-Kakutani



30 Théoréme de Riesz et Intégrale de Bochner.

unidimensionnel.

2.2. Représentation intégrale d’une classe d’opérateurs bornés de C(S, X)
dans X.

Nous désignons par Hy x I'ensemble des opérateurs bornés 7' : C(S, X) — X,
satisfaisant la condition suivante:

2y e X  f,geC(S,X) :z*of=y"og=a*Tf=y"Tyg (C)

Il est alors immediat que:

Proposition 10: Hxx est sous espace fermé de l’espace de Banach
{T': C(S,X)— X, T linéaire borné} .

Théoréme 11: Il existe un isomorphisme isométrique entre l’espace de Ba-
nach Hxx et le dual topologique C*(S) de C(S) pour chaque espace de Banach
X non trivial. En d’autres termes il existe une application linéaire bijective ¢ :
Hxx — C*(S) telle que ||o(T)|| = |T||, pour tout T € Hxx.

Démonstration: Pour prouver le Théoréme nous allons d’abord construire
®.
Soit T' € H et h € C(S).Pour un z* € X* et pour un f satisfaisant U, f = h (lemme
8), on pose:
Vh=2Tf (2)

V est défini sans ambiguité a cause de la condition (C'). De plus V est linéaire borné,
i.e Ve C*(S). On pose alors:

p(T)=V (3)
il est clair que ¢ est linéaire; de plus on a:
Vet € X*, VolUp =a*oT (4)

En effet soit f € C(S,X) et * € X*; comme U~ est surjecif il existe g € C(S, X)
tel que z* o f = 2* o g. Par conséquent:

Vol (f) = Via* o f) = " o Ty (daprs (2))
=2*oTf (condition (C))

comme f est arbitraire (4) est prouvée.
D’autre part on a d’aprés le lemme 8:

VIl = Sup{{IV o Upe|| - [l2*]| < 1}
= Sup{[lz* o T : l2*|| <1}
= |17l
= |17l
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cela prouve que |V = ||e(T)|| = ||T||, c’est-a-dire que ¢ est une isométrie.
Pour finir on construit 6 : C*(S) — H, inverse de ¢. Si V € C*(S5), d’aprés Riesz-

Kakutani il existe une mesure scalaire réguliere sur Bg telle que Vh = [ h(s)du(s)

Vh € C(S) et telle que ||V| = v(p). Formons l'intégrale de Bochner T'f = /fd,u,
S

f € C(S,X) par rapport & u. D’aprés le théoréme 9, T est un opérateur borné tel
que [|T']| = v(p) = ||V]|. On pose alors:

oV)=T (5)
0 est linéaire et borné puisque:
O =TIl = IVl = v(p)-

De plus cela prouve que 6 est une isométrie.
Montrons que 6 o ¢ est 'opérateur identité de Hxx.
Soit T' € Hxx alors V = ¢(T) € C*(S). Soit p la mesure scalaire qui correspond a

V. D’aprés (5) ona 0(V) f = / fdu(s); d’autre part pour tout z* € X*
S

zO(V)f =z* / fdp = / x* o fdu
S S
— V(o )
=z*oTf (daprés (4) car V = p(T)).
D’aprés le Théoreme de Hahn-Banach on déduit que 0(V)f = Tf, Vf € C(S,X).
Par conséquent

Oop(T)=T.

De méme on montre que ¢ o 6 est 'opérateur identique de C*(S) et cela achéve la
démonstration du Théoréme. ¥

Comme conséquence de ce Théoréme nous déduisons la représentation inté-
grale d’un opérateur de la classe Hxx.

Théoréme 12: Soit T un opérateur dans Hxx. Alors il existe une unique
mesure scalaire p sur (S, Bg) telle que:

(i) Tf= / f(s)du(s), Vf € C(S,X) (intégrale au sens de Bochner).
S
(i1) ||T|| = v(p) (variation totale de ).

Démonstration: Posons V = ¢(T), ou T € Hxx et ¢ est I'isomorphisme
du théoréme 11. D’aprés le théoréme de Riesz-Kakutani, il existe une mesure scalaire
unique p sur (S, Bg) telle que:

Vh = / hdp, pour tout h € C(S).
S
D’aprés la démonstration du Théoréme 11, equation (4), on a V o Uy« = z* o T pour
tout x* € X*. Mais V.U~ f = /:1:* o fdu = :1:*/ fdu (Proposition 4 (c)), d’ou il
S S

résulte que:
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:B*on::B*/fd,u, Va* € X* Vf e C(S, X).
S

Cela montre (i). Pour 'estimation de ||T']|, on a:

VI = v(p) = Sup{|[V o Us-| : [lz*|| < 1}
= Sup{[lz* o T : [l2*|| <1}
= 17} = [Tl

ot la 1°7¢ égalité résulte du Théoréme de Riesz-Kakutani, la 2°™¢ du lemme 8 (b) et
la 3°m¢ de la relation (4) ci-dessus. ¥

2.3. Remarques:
(a) Soit p une mesure scalaire sur (S, Bs) et formons 'opérateur I, : C(S,X) — X
défini par I, f = / fdu. D’aprés les propriétés de I'intégrale de Bochner (Proposition

4(c)) Vopérateur I, vérifie la condition (C). Autrement dit, d’aprés le Théoréme 12
cette condition est nécéssaire et suffisante pour la représentation intégrale de Bochner.

(b) Une forme consolidée de la condition (C), [12] : Un opérateur borné T : C(S, X) —
X satisfait la condition (C) si et seulement si T'(KerUz«) C Kerxz* pour chaque
¥ e X*.

(c) 11 est utile de rappeler ici que dans le cas ot X = R ou C le Théoréme 12 se
reduit exactement au Théoréeme de Riesz-Kakutani en particulier valable pour tout
opérateur borné T : C(S) — R. Cependant si dimension de X > 2, ’exemple qui
suit montre l'existence d’opérateurs bornés T': C(S, X) — X qui n’admettent pas la
forme d’une intégrale de Bochner. En d’autres termes, si dimension X > 2 seuls les
opérateurs de la classe Hxx admettent une représentation intégrale et la situation
est donc différente du cas classique X = R ou C.

2.4 Exemple: Soit X = R™, n > 2 et fixons un nombre 0 < o < 1 et un
point so de S. Définissons l'opérateur T : C(S,R"™) — R"™ par:

g=(91,-,9n) € C(S,R"), Tg = (ag1(s0), g2(50); ---» gn(50))

il est clair que T est linéaire borné. On montre que T ne satisfait pas la condition
(C) ou, ce qui est équivalent, sa forme consolidée de la remarque (a). Pour cela
soit z* : R” — R, z*(y1,..,Yn) = ¥1 + ... + Yy, Donnons une fonction continue h =
(h1,h2,...,hy): S — R"

telle que:

hi(s)+ha(s)+...+hp(s)=0 VseS

hi (so) #0
Compte tenu de la forme de z* on a clairement z* o h = 0. Mais alors z* o T'(h) =
ahi (so) + h2 (s0) + ...+ hy (S0); comme 0 < a < 1 et hy (sp) # 0 on en déduit que
z*oT (h) # 0, c’est a dire que T' ne satisfait pas la condition (C').
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Il est utile d’observer que tout opérateur T de la classe Hxx admet deux
représentations intégrales. L’une par rapport & une mesure scalaire (Théoréme 12)
lautre par rapport & une mesure vectorielle (Théoréme 22 chapitre 1). Il serait
intéréssant de comparer les deux mesures en présence. Nous le ferons au chapitre
suivant dans I’étude de la structure des mesures représentatives.
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Chapter 4
STRUCTURE DES MESURES REPRESENTATIVES.

Dans de nombreuses situations les mesures vectorielles qui donnent la forme
intégrale d’un opérateur borné T : C(S, X) — Y, peuvent refléter certaines propriétés
importantes de 'opérateur lui-méme. Le Théoréme de Bartle-Dunford-Schwartz pour
les opérateurs faiblement compacts est un exemple frappant de ce type de phénomeéne.
Citons d’autre exemples plus généraux qui ont été établies par J.Batt et E.J.Berg dans
[1], et par J.K.Brooks et P.W.Lewis dans [5].

Par conséquent il est utile de connaitre la structure de ces mesures, chaque
fois que la nature de 'opérateur T en question le permet. Ce chapitre est destiné
& examiner la structure des mesures représentatives pour deux classes d’opérateurs
bornés. La classe Hxx étudiée au chapitre 2 et dont nous connaissons pour chaque
opérateur T' deux représentations intégrales. La comparaison des deux formes inté-
grales permet de déterminer de fagon précise la structure de la mesure vectorielle de
T. La seconde classe est formée des opérateurs bornés 7' : C(S, X) — Y, factorisables
au moyen de la formule T = .U ou U est un opérateur linéaire borné réalisant un
changement de variable de C(S, X') dans C(S), et 6 un opérateur borné de C(S) dans
Y. Cette formule, qui est vérifiée sous des conditions modérées, permet de ramener
Iintégration de T & celle de 'opérateur 0, en général plus aisée.

3.1. Mesures représentatives des opérateurs de la classe Hxx.

Soit G : Bg — L(X,Y™*) une fonction d’ensembles finiment additive et con-
sidérons la famille des fonctions AJ.(.) = € X, y* € Y* définies par:

E € Bs, Ay (E) =Gy(E)() (%)
o Gy« : Bg — X* a été définie par la formule 10 au chapitre 1. En général Gy~ est
seulement additive. On a cependant le résultat utile suivant:

Proposition 1: Supposons que la fonction Gy soit bornée et réguliére, alors:
(i) Gy« est o-additive.
(i) Les fonctions scalaires Aj.(.), * € X sont o-additives et réguliéres.

Démonstration: Soit E € Bg et € > 0; d’aprés la définition 5(2), Chapitre
1, il existe un ouvert O et un compact K tels que K C E C O et ||Gy+|| (O\K) < e.
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Comme Gy« est a valeurs dans X*, on déduit de la définition de la semivariation
(formule (3), Chapitre 1):

|Gy || (O\K) = Sup{v(a™Gy-, O\K) : a™ € X, [la™| <1} <e.
Cela montre que la famille des fonctions d’ensembles scalaires {x**Gy+ : «** € X**, || < 1}
est uniformément réguliére. Comme ces fonctions sont additives et bornées, on dé-
duit du théoréme II1.5.13 de [9] que **Gy+ est o-additive pour chaque z** tel que
|z**|| < 1 et donc aussi pour tout z** € X**. Par conséquent, Gy~ est o-additive
d’aprés le Théoréme d’Orlicz-Pettis, (Théoréme 4, Chapitre 1). Pour voir (ii) obser-
vons simplement que I'on peut écrire (x) sous la forme AJ. (E) = v(z)Gy«(E) ot v :
X — X™** est I'isomorphisme canonique de X dans X**. D’aprés ce qui précéde on a
Ag* réguliére et o-additive pour chaque z € X. ¥

A présent soit T : C(S,X) — X un opérateur borné dans la classe Hxx. Un
tel opérateur admet deux représentations intégrales:

(a) (Théoreme 22, Chapitre 1): T'f = / fdG, feC(S,X)ouG: Bs — L(X, X*)
S
est finiment additive.
(b) (Théoréme 12, Chapitre 2): Tf = /f du, f € C(S,X) ot p: Bs — R est
S

o-additve, réguliére.
On a alors le Théoréme suivant qui donne la structure de G a ’aide de la mesure .

Théoreme 2: Avec les données ci-dessus on a:

G() =n()y (1)
ot v est l'isomorphisme canonique de X dans X**.

La formule (1) signifie que G(A4)(z) = u(A).y(z) pour tout A € Bg et tout z € X.
Comme pour y* € X* on a y(z)(y*) = y*(z), il en résulte que la formule (1) est
équivalente a:

VA€ Bg, Ve e X, Vy" € X*: Gy-(A)(z) = p(A4).y™(x) (2)
Démonstration: Nous allons comparer les intégrales (a) et (b) ci-dessus

pour f € C(S,X) de la forme f(s) = g(s).x o g € C(S) et x € X. Dans ce cas on a
Tf= / g.x dG = / g.x du; en appliquant y* € X* a T'f, il résulte de la forme (a) :
S S

TS = Ty (f) = /S f Gy = /S g.x dG,-

ot la 2°™¢ ¢galité provient du point (vi) du Théoréme 22, Chapitre 1. D’autre part, on
a par les procédés standards de l'intégration, [ g(s).z dGy~ = [ g(s) dAj., ot pour

une fonction simple g cette équation se réduit a la formule (x). A présent revenons
a la forme intégrale de Bochner (b)de T'f et appliquons la fonctionnelle y* € X*

on obtient, y*T'f = /g(s).y*(m) dp. 11 résulte alors des deux formes de y*T'f que:
S
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/ g(s).dAy. = /g(s).y*(w) dpi, pour toute fonction continue g : § — R. Comme les
S

mesures Aj. et y*(z).u sont toutes deux scalaires réguliéres on obtient:

y*(2)p(A) = Ag.(A) = Gy (A)(x)

qui est la formule (2) ci-dessus. D’ou la validité de la relation (1) et termine la
démonstration du Théoreme. ¥

3.2. Opérateurs Produits.

Nous considérons dans cette section deux opérateurs linéaires bornés T :
C(S,X) - Y, U : C(S,X) — C(5) et nous nous interessons a la factorisation de
T sous la forme produit T'= 0.U, ou 6 est un opérateur linéaire borné de C(S) dans
Y. Cette factorisation, lorsqu’elle est réalisée au moyen de de 'opérateur U, raméne
I’étude de certaines propriétés de T & celles de lopérateur € pour lequel nous dis-
posons en général de plus d’information. C’est le cas des propriétés en relation avec
I'intégration vectorielle. Nous nous interesserons tout particulierement a décrire les
relations entre la mesure représentative de T' et celle de . Comme nous le verrons,
ces relations seront du type Radon-Nikodym, dont on calculera les dérivées a ’aide
de l'opérateur U. Dans cette section, et dans les suivantes, nous ferons ’hypothése
(H) sur U:

(H) Lopérateur U : C(S,X)— C(S) est linéaire borné et surjectif.

La condition U surjectif servira & la construction de l'opérateur 6 et a sa bornitude
Commencons par noter la propriété utile suivante de 'opérateur U.

Proposition 3: I existe une constante K > 0, telle que pour toute fonction
h € C(S), il existe une solution f € C(S,X) de Uf = h satisfaisant ||f|| < K. ||k

Démonsration: Soit B = {z € C(S,X): |/z]| < 1} la boule unité de C(S, X).
Comme U est surjectif, d’aprés le principe de I’application ouverte, il existe o > 0 tel
que {u € C(S): ||u|| < a} C UB. Par conséquent pour 0 # h € UC(S, X) = C(S5),

le vecteur gm est 'image par U d’un vecteur g € C(S,X), tel que ||g| < 1.
2|~ . 2||h 2 h
Donc si on pose f = M, on obtient: Uf = %”.Ug == |h]| %m = h et
2
Il < = ||k, ce qui achéve la démonstration avec K = —. ¥
o a

Le principe de factorisation de 'opérateur T est donné par:

Théoreme 4: Un opérateur borné T : C(S,X) — Y admet la factorisation
T =0U ou 6 :C(S) — Y est un opérateur borné si et seulement si la condition

sutvante est satisfaite:
KerU C KerT (3)

Démonstration: La condition nécessaire est claire. Pour voir qu’elle est
suffisante nous allons procéder a la construction de l'opérateur 6. Soit h € C(95),
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il existe f € C(S,X) telle que h = Uf (x); posons alors 6h = T'f. Cette formule
définit 6 sans ambiguité, puisque si Ufy = Ufa = h, ou fi1, fo € C(S,X) alors
fi—fo € KerU et f1 — fo € KerT d’aprés (3), ainsi T'f1 = T f,. 1l est clair que 6 est
linéaire et que nous avons T'f = .U f pour tout f € C(S,X). A présent nous devons
montrer que 6 est borné. D’aprés la proposition 3, il existe K > 0 tel que pour tout
h € C(S), on peut choisir une solution f de I’équation (x) de sorte que || f|| < K ||A||.
Par conséquent il en résulte que ||0h] = ||Tf| < T IIfIl < T .K.|h| ce qui
prouve que 6 est borné. ¥

A présent on se propose de donner une estimation générale de la mesure
représentative G d’un opérateur factorisable 7' = 6.U. Cette estimation sera obtenue
en montrant que pour chaque y* € Y*, toutes les mesures {A’y”*(.), reX } sont

dominées, au sens de l’absolue continuité, par la mesure représentative p(.)y* de
_ dp(.)y*
lopérateur U. Pour réaliser ce programme, nous imposerons & 'opérateur U la
condition suivante:

seront estimées & 'aide de

Popérateur 6. Les dérivées de Radon-Nikodym

(H1) Vg€ C(S).¥he O(S,X):Ug.h=g. Uh.

En fait, dans tous les calculs qui vont suivre, nous exigerons seulement que
(H 1) soit satisfaite pour toute fonction h constante de C'(S, X), et pour tout g € C(S).

Par ailleurs voici deux classes non triviales d’opérateurs satisfaisant (H1):

Exemples 5: (a) Considérons la famille d’opérateurs Uy«, * € X* introduite
au chapitre 2, définition 7, au moyen de: Uy~ : C(S, X) — C(S), Uy (f) = a*o f €
C(S) pour f € C(S,X). On a montré que U~ est surjectif (lemme 8, Chap. 2;
Voir aussi exemple 12 ci-dessous). D’autre part il est clair que Uy~ vérifie (H1)
puisque Vg € C(S),Vh € C(S,X), Vt € S, on a, U+ (g-h)(t) = 2*(g(t)-h (1)) =
g@t)-az*(h(t)) =g (t) Up (h)(t). Par conséquent Uy« (g.h) = g.Uy~h.

(b) Soit K : S xS — R une fonction continue et soit p une mesure a variation bornée
sur S, Bg. On définit Popérateur ¢ : C(S) — C(S), par:

¢ (g9) (s) = [¢K (s,t)g(t) du(t). La continuité de K et la bornitude de p nous as-
surent que ¢ (g) est bien dans C(S). A présent choisissons X = C(S) et définissons
U:C(S,X)— C(S), par:

heC(S,X), U(h)(r)=¢(h)(r),reS

noter bien que h,, valeur de la fonction h au point r, est dans C(S) car h € C(5, X),
et X = C(S). Noter aussi, de la définition de ¢, que l'on a:

U(h)(r) = [¢K (r,t) hy(t) duu(t). A présent, en utilisant les propriétés imposées
a K et a pu, il n’est pas difficile de montrer par des majorations appropriées que
r — U (h)(r) est continue et que U : C(S,X) — C(5), est un opérateur linéaire
borné tel que ||U]| < Mg - v (p), oo Mg = Sup{|K (s,t)|,(s,t) € S x S}. Montrons
que U vérifie Hy. Soient g € C(S), h € C(S,X), on a:



Structure des mesures représentatives. 39

Ulg-h)(r)= [¢K(r,t)g(r) he (t) du(t) =g(r) [¢ K (r,t) by (t) dp(t)
=g(r)U(h)(r).

Dans toute la suite nous supposerons que U : C(S, X) — C(S) est un opéra-
teur borné satisfaisant les conditions H et Hj.

Théoréme 6: Soit T un opérateur factorisable sous la forme T = 0.U; soit
G sa mesure représentative et soit p la mesure représentative de l'opérateur 6. Alors
on a:

Gy (E)(z) = /E Ulea) () dut)y” (4)

pour tout E € Bg, tout y* € Y* et tout x € X; ¢, € C(S,X), étant la fonction

constante S — X définie par c,(t) =z, x firé dans X.

En d’autres termes toutes les mesures de la famille {A’y”*(.), T € X} sont dominées

dAy. Ules)

dp(.)y* o
Démonstration: Appliquons la forme intégrale de T donnée par le théoréme

22, du chapitre 1 a une fonction f € C(S,X) de la forme f(t) = g(t).c.(t), on

g € C(9) et x fixé dans X. On obtient T'g.c; = / g.cdG, et pour y* € Y*, y*Tg.c, =
S

par la mesure p(.)y* et on a:

/ 9.CodGyx = / gdAj., ol la premiére égalité résulte du théoreme 22 (vi), Chapitre 1

S s

et la seconde a partir de techniques standards de la théorie de I'intégration. Rappelons

que pour £ € Bget 7 € X,ona [ xp.2dGy = Gy«(E)(x) = Ay (E) = / XpdAy..
S

S
Comme on a T = 0.U, on déduit: Tg.c, = 0.Ug.c; = 09.Ucy, ol on invoque la
condition Hj ci-dessus pour l'identité Ug.c, = g.Uc,. D’aprés le théoreme 11 (c¢) du
Chapitre 1, on a pour chaque y* € Y*

y*0(g.Ucy) = /S (9.Ue)(O)dpa(t) "
En comparant cette intégrale avec celle estimée ci-dessus par y*T'g.c,, on obtient:

/g.chcd,u(.)y* = / g-dAy., pour tout g € C(S5) (%)
S S

L’intégrale du membre de gauche s’écrit / g-dM. o M. est la mesure définie sur S,
S

Bg par: M. (E) = / Uczydp(.)y*. Comme p(.)y* est une mesure réguliere (théoréeme

E
7 (a), Chapitre 1) et la fonction Uc, € C(S) est bornée, il en résulte que la mesure
M. (.) est réguliere. D’autre part la mesure Ag* est réguliére d’aprés la proposition
1(4i). On déduit alors de I’égalité () ci-dessus que 'on a

A (F) = Mj.(E) = /E Ucydp(.)y*
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qui est exactement la formule (4) de I’énoncé. ¥

A présent on désire améliorer 1’estimation (4) en supprimant sa dépendance
par rapport au vecteur y* € Y*. Autrement dit on cherche a établir une formule
globale donnant une estimation de la mesure G : Bg — L£(X,Y™**), par I'intermédiaire
des mesures G(E)x, E € Bsg, * € X. On obtient une amélioration sensible en
imposant a 'opérateur T' la propriété d’étre faiblement compact.

3.3. Opérateurs faiblement compacts.

Soit T: E — F un opérateur linéaire borné de I’espace de Banach E dans
Pespace de Banach F', et soit B la boule unité fermée de E. L’opérateur T est dit
faiblement compact si la fermeture faible de T'B est compact pour la topologie faible
o(F,F*) de F. Sil'opérateur T se factorise selon T" = 0.U, alors on a la propriété
utile suivante:

Proposition 7: Supposons l'opérateur T: C(S,X) — Y factorisable selon
T =0.U. Alors T est faiblement compact si et seulement si l’opérateur 6 est faible-
ment compact.

Démonstration: Supposons # faiblement compact et soit B la boule unité

fermée de C(S,X). On a alors UB bornée et par conséquent T'B = 0.UB posséde
une fermeture faiblement compact. Donc T est faiblement compact.
Inversement, supposons T faiblement compact. Pour montrer qu’il en est de méme
pour 6, il est suffisant de montrer, d’aprés le théoréme d’Eberlein-Smulian ([9], V.6.1),
que pour tout ensemble borné A C C(S), 'ensemble 0 A est sequentiellement faible-
ment compact. Soit h, une suite dans A et soit f, € C(S, X) telles que h, = U f,.
D’aprés la proposition 3, il existe K > 0 tel que pour chaque n on puisse choisir f,, de
sorte que || fn]| < K ||hy]]. Cela prouve que f,, est uniformément bornée et comme 7'
est faiblement compact, le théoréme d’Eberlein-Smulian, nous permet d’extraire de f,,
une sous-suite (fy,) telle que T'f,, soit faiblement convergente. Mais T'f,,, = 6hy,,, par
conséquent la suite 0h, de A contient une sous-suite 0h,, faiblement convergente,
prouvant ainsi que #A est sequentiellement faiblement compact.¥

Remarque: 11 est prouvé dans la reférence (9], VI.4.5 que pour tout opérateur
0 faiblement compact et pour tout opérateur borné U, opérateur 0.U est faiblement
compact. La proposition précédente établit la réciproque: si .U est faiblement com-
pact et si U est borné et surjectif alors 6 est faiblement compact.

La structure de la mesure représentative d’un opérateur faiblement com-
pact, factorisable est donnée par le Théoréme suivant, ou v : Y — Y™** désigne
I’isomorphisme canonique de I’espace Y dans son bidual Y ™**.

Théoreme 8: Soit T : C(S,X) — Y un opérateur borné factorisable selon
T =0.U. Si T est faiblement compact alors il existe une unique mesure o-additive
u:Bg — Y, telle que la mesure représentative G de T admette l’estimation suivante:

VE ¢ B, Va € X: G(E)(z) = /E U (ea) (8)dyu(?) (5)
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Démonstration: D’aprés la proposition 7 'opérateur 6 est faiblement com-
pact. Par conséquent, d’aprés le théoréme 11, Chapitre 1, la mesure représentative p
de 0 est o-additive a valeurs dans Y. On procéde comme dans la démonstration du
théoréeme 6, pour obtenir

y*Tg.c. =y*0(g.Ucy) = /59.ch dy*u(t)

ou la seconde égalité résulte du Théoréme 11, Chapitre 1. Par ailleurs on a

y*Tg.cy :/g.cx dGyx~.
S

On en déduit que

G(E)(x)(y*) = /E Uc, dy*s

car g est arbitraire dans C'(S) (Voir démonstration du Théoréme 6).

Posons a = / Ucy dy*p. On a d’aprés le théoréme 1V.10.8(f) dans [9],
S

a=y*( / Ucy dp) et comme l'intégrale / Ucy dp est dans Y on obtient
S S

o =1 /S Uc, dp)(y*) = G(E)(2)(y°), Wy~ € Y*

c’est-a-dire encore y( / Ucy dp) = G(E)(z). Mais d’aprés le théoréme qui vient juste
S

d’étre cité on a

7(/ Ucy dp) = / Ucy dyp.
S S

D’ou résulte la formule (5) annoncée. ¥

L’estimation (5) du théoréme précédent peut étre améliorée par une intégrale
de Bochner par rapport & une mesure & variation bornée, si on impose a 'opérateur
T la propriété d’étre nucléaire. C’est 'objet de la section suivante:

3.4. Opérateurs nucléaires.

Soient E/, F' deux espaces de Banach. On dit qu'un opérateur linéaire borné
T: E — F est nucléaire s'il existe une suite de fonctionnelles (z7) dans E* et une
suite de vecteurs (y,) dans F telles que Y ||z%|| . [|yn|| < oo et

n

Vee E, Tx = Z z (x).yn (6)
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Nous considérons ci-dessous un opérateur nucléaire 7: C(S,X) — Y, factorisable
selon T' = 6.U, et dont nous allons déterminer la mesure représentative G sous forme
d’une intégrale de Bochner. Commencons par I’analyse de la structure d’un tel opéra-
teur en fonction de sa composante 6.

Théoreme 9: (a) Supposons que 6 soit nucléaire. Alors il existe une suite
() C C(S, X)* et une suite (y,) CY telles que > |||l - |ynll < o0 et que
n

Tf=> pp,(f)-yn, pour tout f € C(S,X), de sorte que l'opérateur est nucléaire.
n

De plus on a:
Uf=0= pu,(f) =0, pour tout n (N)

(b) Supposons l'opérateur T' = 6.U nucléaire et admet la forme Tf = > p,(f)-Yn,
oit € C(S,X), (112) € C(S, XV, (4) C Y et sl -gmll <00
Si la condition (N*), ci-dessus, est satisfaite alor;’s 0 est nucléaire.
Démonstration: (a) Supposons # nucléaire, sous la forme 0h =" 6,,(h).y,
ou (0,) C C(S)*, (yn) C Y, h € C(S) et S ||0nll - lynll < o5 si f € C(g,X) alors
Uf =h e C(S) et Tf=0h=)" GnUf.yn:Zn,un(f).yn, ou on définit la fonctionnelle
bornée p,, sur C(S, X) par ,u:(f)zenUf.élomme on a Y ||0n]| |lyn|l < oo il s’ensuit
que > |[tn ] - Jynl| < 0o et par conséquent T' est nucléairg. D’aprés la forme de p,,, la

n

condition (N*) est trivialement satisfaite.

(b) Incidemment, nous allons appliquer le principe de factorisation (théoréme 4 sec-
tion 3.2) a chaque fonctionnelle p,,. Remarquons que U est surjectif puisque il réalise
la factorisation de T'. D’autre part la condition (N*) signifie que:

KerU C Kerp,, Vn. Par conséquent, pour chaque n, il existe une fonctionnelle
bornée 6,,: C(S) — R telle que p,(f) = 0,Uf, pour tout f € C(S,X). Soit h €
C(S) et f € C(S,X), telles que h = Uf; alors T'f = 0h = > p,(f)-yn; mais

n

o, (f) = 0,Uf = 6,h, par conséquent 6h = > 0,(h).y,. Estimons la norme ||6,|;
soit h € C(9), il existe f € C(S, X), telle que || f|| < K.||h|| et h=Uf, ou K > 0 est

la constante donnée par la proposition 3. D’aprés ce qui précéde on a

p(f) = Onh et ([ (P = N0Rll < gl LI < ]l (IR ]

d’ou [|60,]] < ||yl - K de 1a on déduit que

210l Nlynll < 22 K [l - lynll < oo

et opérateur 0 est nucléaire. ¥

Venons-en aux représentations intégrales. Pour ce qui est des opérateurs
nucléaires 6: C(S) — Y, elle est donnée par le théoréme suivant (Voir référence [6],
p.173):
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Théoreme 10: (i) Tout opérateur nucléaire est compact et donc faiblement
compact.
(i) Un opérateur borné 0: C(S) — Y est nucléaire si et seulement si, sa mesure
représentative p est & vartation bornée et posséde une dérivée g Bochner intégrable
par rapport & sa variation v(pu,.), c’est-a-dire que l'on a

pour tout E € Bg, (E) = / g(s)v(p,ds).
E

A présent soit T: C(S,X) — Y un opérateur nucléaire de la forme 7' = 6.U
et supposons que pour tout f € C(S,X), T'f = > p,(f)-yn, o (,) C C(S, X)*,
n

(yn) CY et > ||ttnll - lynl|l < 0o. Avec ces ingrédients, nous aurons:
n

Théoreme 11: Supposons que la condition (N*) du Théoréme 9 est satis-
faite, c’est-a-dire que l'on a

KerU C NKerpu,
n

Alors la mesure représentative G de T est une intégrale de Bochner par rapport a
une mesure & variation bornée.

Démonstration: D’aprés le théoreme 10 (i), T est faiblement compact et
ainsi on a l’estimation (5), théoréme 8:

VE € Bg, Vx € X, G(E)(z) = /E U(ce)(t)dryu(t);

ou p est la mesure représentative de 'opérateur 6. Comme la condition (N*) est sat-
isfaite, 6 est nucléaire (théoreme 9 (b)) et on a pour x la forme p(E) = / g(s)v(p,ds)
(théoréeme 10 (ii)) on g: S — Y est v(p, ds)-intégrable. En appliquorjlgs lopérateur
borné ~ a cette intégrale on obtient yu(FE) = /Evg(s)v(,u, ds). L’artifice habituel

de la théorie de l'intégration montre que pour toute fonction u: S — R scalaire,
mesurable bornée on a:

[ utiints) = [ u(s)ag(s) vl ds),
E E

Ainsi avec le choix u(s) = U(cz)(s), on obtient a partir de 'estimation (5):

EcBs,zeX GE)(z)= /EU(cx)(s)vg(s)v(,u, ds) (6)

qui est exactement la conclusion de théoréme. ¥

Conjecture: Si Y est un espace de Hilbert séparable, la condition (N*) est
automatiquement satisfaite. Ainsile Théoréme 9 admet dans ces conditions, I’énoncé
sutvant:
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T est nucléaire si et seulement si 6 est nucléaire.
Exemple 12: Soit z* une fonctionnelle dans le dual X* de X définissons
Popérateur W«: C(S, X) — C(S) par
(We=f)(s) = 2*(f(5)), [ € C(5,X) (s € 5).
Une simple vérification montre et W« est borné et que |[W,+|| = ||z*||. De plus on a:
W ~est surjectif pour z* = 0

#*(@)’

En effet, fixons a € X tel que z*(a) # 0 et soit h € C(S); posons f(s) = h(s).
s e S. Il est clair que f € C(S,X) et on a:

(Wes f)(s) = 2(f(5)) = h(s)2"(

d’ou W« f = h et W« est surjectif.

A présent soit T: C(S,X) — Y un opérateur borné; pour factoriser 7' a
laide de W« par un opérateur borné 6: C(S) — Y, nous devons vérifier la condition
KerW,« C KerT du principe de factorisation (théoréme 4, section 3.2). Pour voir la
signification concréte de cette condition, regardons la situation simple suivante:
Prenons X = R™ et choisissons 2*(y1, Y2, .--,Yn) = Y1 + Y2 + ... + yn. Dans ce cas la
condition KerW,-» C KerT signifie:

f = (fl,fz, ...,fn) S C(S, Rn), f]_ +fo+.+f=0=Tf=0

on a alors T'f = 0(f1 + fa+ ... + fn), pour tout f € C(S,R"™), autrement dit T" est
constant sur les hyperplans

Hy={f=(f1,f2,., fn) € C(S,R"): fi+ fo+ ..+ fu=u}, uec C(5).

Revenons a la situation générale. Pour calculer la mesure représentative G de 'opérateur
T, factorisable sous la forme T = 6.W«, tout ce que nous devons faire, c’est de cal-
culer la fonction W,«c,, conformément aux formules (4),(5),(6). Mais ce calcul est
immédiat car ¢, est la fonction constante S — X prenant la valeur x sur S:

(Werer)(s) = 2%(ca(s)) = 27(2).

Ainsi dans ce contexte, les estimations (4),(5),(6) deviennent respectivement:

(a) Gy=(E) = (u(E).y*).2*, VE € Bg, Yy* € Y*; la mesure Gy=(.) & valeurs dans X*
est engendrée par l'unique fonctionnelle z*.
(b) Si T est faiblement compact alors

G(E) = ((yn)(E)) 2" VE € By

(¢) Si T est nucléaire alors

G(E)= (/E fyg(s)v(,u,ds)> 2%, VE € Bg



Chapter 5

REPRESENTATION INTEGRALE D’OPERATEURS DANS LES ESPACES
VECTORIELS TOPOLOGIQUES.

Comme nous 'avons vu dans les chapitres précédents, il existe plusieurs extensions
du Théoréme de représentation intégrale de Riesz, sur divers espaces fonctionnels. Le
processus d’intégration qui intervient dans la représentation d’un opérateur est soit
par rapport & une mesure vectorielle générale [2], soit du type Bochner par rapport a
une mesure scalaire [12], soit enfin par rapport & une mesure a valeurs opérateurs [7].
Nous proposons dans ce chapitre la construction d’une famille d’opérateurs bornés T :
C(S,E’") — E’ qui admettent une représentation intégrale du type intégrale de Pettis,
E’ étant le dual d’un espace vectoriel topologique localement convexe. La méthode
utilisée consiste a introduire un opérateur intermédiaire agissant sur un espace de
fonctions scalaires continues puis & lui appliquer le Théoréeme de Riesz-Kakutani.

Nous proposons dans cette partie une possibilité d’extension des résultats du
chapitre 2 a des opérateurs bornés dans le cadre des espaces vectoriels topologiques.
Cette extension sera obtenue en construisant une famille d’opérateurs bornés T :
C(S, E') — E’ admettant une représentation intégrale faible par rapport & une mesure
scalaire, E’ étant le dual d’un e.v.t localement convexe E.

4.1- Hypotheses-Notations.

Notation 1: Soit E un espace localement conveze separé, E' son dual topologique.
Nous noterons la dualité fonctionnelle entre E et E' par:

feE, e E:(fE

c’est-a-dire la valeur de la fonctionnelle f pour le vecteur &.
Définition 2: Nous munirons E' de la topologie x-faible o(E', E) engendrée

par la famille de seminormes:

feE p(fizy,@2,...wn) = Sup [(f, ;)] (1)

1<j<n

ot {x1,x2,...,Tn} est un systéme fini d’éléments de E.

Proposition 3: Toute fonctionnelle linéaire continue de E', o(E', E) est de
la forme:

f= {18 (2)
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pour un & unique dans E. (Voir [21])
Définition 4: L’espace C(S,E") des fonctions continues f : S — E' sera
muni de la topologie uniforme engendrée par la famille de seminormes:
feC(S,E)p(f) = fugﬁ p(f(t)) (3)
€

ot p est donnée par (1).
L’espace C(S) des fonctions continues f: S — R sera muni de la norme uniforme:

fed(S) |1l =§g§!f(t)|- (4)

Proposition 5: Soit 7¢ £ € E, la famille d’opérateurs bornés 1¢ : C(S,E') —
C(9), définis par
feC(S,E) cref =(f(),8)- (5)
Alors pour § # 0 T¢, est surjectif.

Démonstration: Soit & # 0, il existe une seminorme p sur E telle que
p(€) # 0 et, par le théoréme de Hahn-Banach, un o € E' avec o (£) = p(€)
et a () = 1.Pour h € C(S), définissons f : S — E' par f(t) = h(t)a’; alors
feC(S,E)etona (f(e),&) = (h(e)a,&) = h(e)

Définition 6: Soit T : C(S,E’) — E’ un opérateur borné. On dit que T
admet une forme intégrale faible s’il existe une mesure scalaire p : Bg — R ou C
telle que:

VE € E, Vf € C(S,E') : (Tf,€) = /S (F(8), €) dpu(t). (6)

4.2- Représentation intégrale.

Théoréme 7: Soit T : C(S,E’') — E' un opérateur linéaire borné. Alors
T admet une forme intégrale faible au sens de la définition 6 si et seulement si la
condition suivante est satisfaite:

EneE, [Lge C(S,E):1ef =1hg = (Tf,&) = (T'g,n). (P)

Démostration: La condition necessaire est claire.
Pour voir qu’elle est suffisante nous allons construire un opérateur borné¢ V : C'(S) —
R tel que:

Vore()=(T(),¢) (7)
Soit h € C(S) et fixons £ € E, £ # 0. Comme 7¢ est surjectif (proposition 5), il existe
fe€C(S,E") : ¢ f = h. On pose alors:

Vh=(Tf,&) (8)
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L’opérateur V est défini sans ambiguité puisque d’aprés la condition (P) si 7¢ f = 7,9
alors (T'f, &) = (T'g,n). 1l est clair que V est linéaire et satisfait (7) par construction.
Nous devons montrer que V est borné.
Soit h, une suite dans C(S) telle que ||, — 0, n — oo. Pour £ # 0 écrivons
hp = Tefn ont frp € C(S,E"). Alors ||hy|| = p(fn) out p est définie par (3). Comme T
est borné, on en déduit que T'f,, — 0 et par conséquent |Vhy| = (T fn,§)| — 0. Il en
résulte que V e C*(S).
D’aprés le théoréme de Riesz-Kakutani, il existe une mesure scalaire bornée p sur
S, Bg telle que:

Vhe O(S): Vh = / hdjs. (9)

S

Appliquons (9) pour h = 7¢f, f € C(S,E’), on obtient V(1¢f) = / (f(t),&) du(t).
Comme les opérateurs V' et T sont liés par (7), on déduit de l’équatign ci-dessus que
LU®.9du0 = (71, %

4.3 Conséquences:

Dans le contexte du théoréme 7, on définit la &-norme (£ € E) d’un opérateur
borné T: C(S, E’') — E’ au moyen de la formule

Tl = Sup {{T£,€)]: fe€CS,E), lIrefll,, <1} (10)

Remarquons que pour g € E' et £ € E, alors |(g,&)| est la valeur de la seminorme
|{.,€)] sur E', au vecteur g. Avec ces ingrédients, nous avons l’estimation suivante:

Théoréme 8: Sous les hypothéses du Théoréme 7, on a:
VEe B, T =v(p) (11)

ot v(p) est la variation totale de la mesure scalaire p attachée a Uopérateur T.

Démonstration: Considérons la fonctionnelle V' qui apparait dans la dé-
monsration du théoréme 7. D’aprés la formule (9) on a ||V| = v(p) (théoréme de
Riesz-Kakutani). Ainsi, compte tenu de la formule (10) et de la formule (9), I'identité
(11) sera une conséquence de:

VI = Sup {{Tf,&)|: feCS,E), |refll,, <1} (12)
Désignons par « le membre de droite de la formule (12). D’aprés (8) et le fait que
VIl = Sup{[Vh|: h € C(S), ||h]l <1}

il est clair que a < ||[V||. D’autre part, pour chaque ¢ > 0, il existe h € C(S)
tel que ||hl|, < 1et ||V] —e < Vh. Comme 7¢, £ # 0 est surjectif (proposition
5), il existe f € C(S,E') telle que 7¢f = h et ||[T¢f]l, = ]l < 1. On a aussi,
|V(1ef)] = [Vh| < o, d’aprés (8) et la nature de . Par conséquent, avec le choix de
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h, on obtient ||V || —e < |[V(T¢f)| < o. Comme ¢ > 0 est arbitraire, on en déduit que
V|| < a, d’ou I'égalité ||V|| = « et la formule (12) est établie. ¥

Le Théoréme qui suit caractérise la convergence faible d’une suite d’opérateurs
satisfaisant la condition (P) du théoréme 7 en termes de la convergence faible de leurs
mesures représentatives:

Theéoréme 9: Soit T, une suite d’opérateurs bornés satisfaisant la condition
(P) du théoréeme 7 et soit T un opérateur borné de C(S,E") dans E'. Supposons que
la suite Ty, converge faiblement vers T. Alors l'opérateur T vérifie (P). De plus si p,
et pu désignent respectivement les mesures représentatives de T, et T conformément
au théoréme 7, alors p,, converge faiblement vers u, au sens ot pour tout h € C(S5),
Lglmfhd,un = [ hdp.Inversement si T vérifie (P) et si p,, converge faiblement vers

S
w, alors la suite T, converge faiblement vers T.

Démonstration: La convergence faible des T,, signifie que pour tout f €
C(S,E') et tout £ € E on a Lim|(T,f,&)| = |[(Tf,€)| (Voir Proposition 3); de
la il résulte que T vérifie (73) D/ aprés le Théoréme 7 la limite précédente implique
Lim Js (f(),6) dp, (t) = [o(f w(t). A présent si h € C(S) et si € € E, il existe
f € C(S,E/) tel que h(t) = <f( ),5) Vt € S; de 1a on déduit que Lim [ hdp, =

ns
J hdp. Cela prouve la partie directe du théoréme. La démonstration de la réciproque

S
est immédiate en utilisant la forme ci-dessus de h et les représentations intégrales de

T, et T données par le théoréme 7.3
4.4- Exemples:

Exemple 10: Fixons s dans S et considérons I'opérateur borné¢ T : C(S, E') —
E' donné par Tf = f(s), f € C(S,E’). 1l est facile de vérifier que T satisfait la con-
dition (P). Nous calculons la mesure p attachée a T par le théoréme 7. On a

/S (1), €) du(t) = (TF,€) = ((),€). Comme (f(s),€) = /S (F(1),€) ba(dt), on 5,

est la mesure de Dirac en s, on déduit que:

(x) VfeC(S,E),V€E: /

S

(1), €) dpu(t) = /S (F(1),€) b:(dt)

A présent si h € C(S) et £ # 0 dans E, il existe f € C(S, E') tel que (f(t),&) = h(t).
Une application de la formule (x) donne:

[ 0ty = [ nwsan

pour tout h € C(S). Cela prouve que p = ds.

Exemple 11: Considérons I'espace C ([O7 1],9’), ou S est espace de Schwartz
des fonctions & décroissance rapide sur R et 3’ I'espace des distributions tempérées.
Comme précédemment nous munissons 3’ de la topologie x-faible, o (3, ).
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A présent soit A : C([0,1],3") — I/, un opérateur borné satisfaisant la condition
(P). Alors on a:

VS e C([0,1],9),V€ € 3 : (AS,€) = /[0 . (St, &) du(t) (13)

pour une unique mesure g sur [0, 1].

Nous allons montrer qu’un tel opérateur A présérve les opérations familiéres de la
Théorie des distributions.

Mais d’abord nous définissons la dérivée et la transformée de Fourier d’un élément
S e C([0,1],3") comme éléments de C([0,1],").

ds, ds,
On définit §’ = == comme la fonction ¢ — —= ot —~ est la dérivée usuelle de la
dx dx dx
distribution S;. Notons a présent que la fonction t — d—t est continue, d’aprés les
x
. . . dsS,
criteres de convergences dans /. Cela permet de définir S’ par la fonction t — d—:rt
et ainsi on a S’ € C([0,1],9").
Avec les ingrédients ci-dessus on a:
dAS
— =AY 14
T (14)
. AS
Pour prouver (14), nous calculons simplement ~ Pour e
dAS ,d€

%(5) = —AS(¢),ou ¢ ==

D’aprés (13):

Par conséquent %(5) = AS'(§) pour tout £ € I. Cela prouve (14).

Venons-en a la transformée de Fourier.

En utilisant un procédé analogue a celui de la dérivation, on définit la transformée
de Fourier d'un élément S € C([0, 1], ') par St — S, ou S est la transformée de
Fourier de la distribution tempérée S;: S¢(§) = Si(€), on £ € I et € la transformée
de Fourier de &.

Comme t — Sy est continue de [0,1] dans S, cela définit S comme un élément de
C([0,1],9"). Calculons la transformée de Fourier de la distribution AS. On a:
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A5 = As@ = [ (518)autt)

- /[0 . (3,€) du(t).

Mais cette derniére intégrale représente AS(€) par la formule (13) et la définition
deS. Par conséquent on a prouvé la relation:

AS =AS (15)
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