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Résumé 
 

On a étudié dans cette thèse la stabilité de différents systèmes de files d'attente 
avec rappels.  On présente tout d’abord les méthodes les plus utilisées dans 
l'étude de la stabilité des modèles de files attente avec des exemples 
d'applications. Ensuite, on a effectué une présentation des résultats de stabilité 
les plus importants dans les systèmes de files d'attente avec rappels. On 
modélise le système avec rappels et politique versatile par une suite récursive 
stochastique et on applique la méthode des évènements de rénovation pour 
obtenir une condition suffisante de stabilité sous la supposition que la suite des 
temps de services est stationnaire et ergodique et des temps d'inter-arrivées et de 
rappels i.i.d de distributions exponentielles. On utilise la même approche pour 
obtenir des conditions suffisantes de stabilité pour différents modèles de rappels. 
Le premier est un système avec deux types de clients appelés "persistent" et 
"impatient". Les temps de service de chaque type seront supposés stationnaires 
et ergodiques. Dans le deuxième système, le serveur est sujet à des pannes 
suivant un processus de Poisson et une suite des temps de réparation qu'on 
supposera aussi, avec les temps de service, stationnaire et ergodique. Dans le 
troisième système, en plus des clients réguliers, on considère des clients 
négatifs. L'arrivée d'un client de ce dernier type engendre immédiatement 
l'élimination d'un client régulier. Finalement, la stabilité d'un système avec 
rappels versatiles et arrivées en groupes, est considérée. Dans le chapitre 5, on 
étudie aussi la stabilité de modèles avec politique de contrôle des rappels et  
distribution générale pour les temps de rappels. On obtient aussi des résultats de 
stabilité pour différents modèles avec clients négatifs comme exemples 
illustratifs de la méthode des évènements de rénovations. 
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INTRODUCTION
L�analyse de la stabilité est la première étude à faire pour un système de �les

d�attente. Les probabilités d�états et les caractéristiques de performances du système
dépendent de sa stabilité. Si le système n�est pas stable (instable), il est considéré
comme ine¢ cace. Les approches les plus utilisées pour l�établissement des conditions
de stabilité des systèmes de �les d�attente sont : La méthode des fonctions de
Lyapunov, l�approche des modèles �uides, l�approche des évènements de rénovation
et la règle de saturation. La méthode des fonctions de Lyapunov consiste en la
recherche d�une fonction positive de la chaîne de Markov modélisant le système,
prise en des instants bien choisis, comme les instants de départs ou d�arrivées, et qui
décroît strictement en moyenne. Ce dernier critère d�ergodicité est appelé critère de
Foster. Il existe aussi des critères similaires pour prouver la transience de la chaîne
de Markov et ainsi l�instabilité du système (Fayolle et Iasnogorodski [30], Kumar et
Meyn [48]). L�approche des modèles �uides est basée sur l�approximation du système
stochastique par un modèle déterministe appelé modèle �uide. Dai [18] a montré
un critère d�ergodicité très simple qui consiste à montrer l�ergodicité du modèle
markovien si le modèle �uide se vide en temps �ni. L�approche des évènements de
rénovation permet des hypothèses plus générales que le cadre Markovien. Les suites
régissant la dynamique du système sont supposés être stationnaires et ergodiques,
ce qui évite la fameuse hypothèse idéaliste d�indépendance. Cette technique a été
formulée, dans le cadre stationnaire et ergodique, par Borovkov [11]. Elle trouve ses
origines dans le travail d�Akhmarov et Leont�eva [1]. Ces méthodes ont été aussi
développées dans [7, 32, 33].
Nous nous intéressons dans cette thèse à la stabilité de modèles de �les d�attente

avec rappels. Ces modèles sont caractérisés par le fait que le client arrivé qui trouve
le serveur occupé doit rejoindre une �le supplémentaire de clients appelée "orbite",
et réessaye ultérieurement de rejoindre le serveur d�après une politique particulière
de rappels. Si par contre le client arrivé trouve le serveur libre, il prend son service
et quitte le système. Ces modèles sont d�un usage courant dans la modélisation des
systèmes téléphoniques, où un appel trouvant la ligne occupée rappelle ultérieure-
ment après un temps aléatoire. On connaît des applications dans les systèmes infor-
matiques et de communications, et aussi dans la modélisation de l�atterrissage des
avions dans une piste, où un avion ne trouvant pas la piste libre reste en "orbite" un
temps aléatoire jusqu�à ce que la tour de contrôle lui donne le signal d�atterrissage.
Il existe essentiellement trois politiques de rappels dans la littérature. La politique
classique dite politique linéaire (linear policy), où chaque client en orbite tente de re-
joindre le serveur indépendamment des autres clients en orbite, de ce fait le taux de
rappels dépend linéairement du nombre de clients en orbite. La deuxième politique
est appelée politique de contrôle des rappels (control policy) ou politique constante
(constant retrial policy), introduite par Fayolle [29]. Dans cette politique, l�orbite
e¤ectue les rappels indépendamment du nombre de clients en orbite, et si le serveur
est trouvé libre alors un client en orbite (le premier ou un client choisi aléatoire-
ment) prend son service. Elle trouve ces applications dans le protocole informatique
CSMA où les rappels sont e¤ectués par le bus au lieu des paquets de messages
stockés dans la mémoire. En�n, la troisième politique est une combinaison des deux
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précédentes et est appelée politique versatile (versatile retrial policy). Pour cette
politique, l�orbite e¤ectue un rappel de temps aléatoire, ensuite chaque client émet
son propre "signal" pour joindre le serveur et prendre son service; cette dernière a
été introduite par Artalejo et Gomez-Corral [4].
Pour une �le M/G/1 avec politique de rappels linéaire classique sous des suppo-

sitions Markoviennes, i.e., arrivées suivant un processus de Poisson de taux �, temps
de rappels i.i.d de loi exponentielle de taux � et temps de service i.i.d de distribution
générale de taux �, la condition nécessaire et su¢ sante de stabilité est � < �. Intu-
itivement, on s�attend à ce que cette condition soit su¢ sante en général, mais Liang
et Kulkarni [50] ont donné un contre exemple montrant que le système peut être
instable bien que le taux d�arrivées soit inférieur au taux de service. Le problème
de la dérivation des conditions de stabilité est devenue ainsi un problème ouvert,
surtout si on ne considère pas la supposition d�indépendance ou d�exponentialité des
distributions des variables qui régissent le système. Cela est dû essentiellement à
la di¢ culté de décrire la dynamique du système par une chaîne de Markov. Des
arguments similaires peuvent être aussi donnés dans le cas de rappels constants où
la condition de stabilité dépend en général du taux de rappels (voir Fayolle [29]).
L�approche utilisée dans cette thèse pour obtenir des conditions de stabilité est

basée sur la modélisation de la dynamique du système par une suite récursive sto-
chastique, qui est de nature plus générale que les processus de Markov. En utilisant
la technique des évènements de rénovation on obtient la convergence couplée au
sens fort (strong coupling convergence) vers un régime stationnaire et ergodique.
Pour la politique de rappels linéaire, Altman et Borovkov [2] ont obtenu des condi-
tions su¢ santes pour la stabilité sous di¤érentes suppositions générales sur les temps
d�inter-arrivées et de services. En particulier, ils ont appliqué la méthode des évène-
ments de rénovation pour obtenir l�ergodicité sous la supposition que la suite des
temps de services est stationnaire et ergodique (sans l�hypothèse d�indépendance)
et des temps d�inter-arrivées et de rappels i.i.d de distributions exponentielles.
Dans le chapitre 1, on rappelle quelques notions sur les �les d�attentes en général

et les �les d�attente avec rappels en particulier. Dans le chapitre 2, On présente les
principales approches de stabilité des systèmes de �les d�attente avec des exem-
ples pour chaque approche en se concentrant sur les systèmes à un serveur. Pour
l�approche des évènements de rénovation, on présente une application originale sur
quelques modèles avec clients négatifs. Dans le chapitre 3, on passe en revue quelques
résultats de stabilité obtenus dans les systèmes de �les d�attente avec rappels pour
les trois principales politiques de rappels (constante, linéaire et versatile). Dans
le chapitre 4, on modélise le système avec rappels et politique versatile par une
suite récursive stochastique et on applique la méthode des évènements de rénova-
tion pour obtenir une condition su¢ sante de stabilité sous la supposition que la suite
des temps de services est stationnaire et ergodique et des temps d�inter-arrivées et
de rappels i.i.d de distributions exponentielles. On utilise la même approche pour
obtenir des conditions su¢ santes de stabilité pour di¤érents modèles de rappels. Le
premier est un système avec deux types de clients appelés "persistant" et "impa-
tient". Si un client impatient arrive et trouve le serveur occupé, alors il quitte le
système. Par contre, si un client persistant arrive et trouve le serveur occupé, alors
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il rejoint l�orbite et refait sa tentative ultérieurement selon une politique de rappels
versatile. Les temps de service de chaque type seront supposés stationnaires et er-
godiques. Ce système a été étudié, dans le cas d�une politique de rappels constante
et des suppositions Markoviennes, par Martin et Artalejo [54]. Dans le deuxième
système, le serveur est sujet à des pannes suivant un processus de Poisson et une
suite des temps de réparation qu�on supposera aussi, avec les temps de service, sta-
tionnaire et ergodique. Dans le cadre Markovien, ce système a été étudié par Wang
et al [58]. Dans le troisième système, en plus des clients réguliers, on considère des
clients négatifs. L�arrivée d�un client de ce dernier type engendre immédiatement
l�élimination d�un client régulier, s�il en existe. Le concept de client négatif a été
introduit par Gelenbe [36]. Une synthèse des résultats et des situations pratiques de
ces modèles peut être obtenu dans [3]. Gelenbe et al [37] ont obtenu des conditions
de stabilité pour deux modèles de clients négatifs, le modèle avec élimination du
client en service (RCS) et élimination du dernier client de la �le (RCE). Artalejo et
Gomez-Corral [5], [6] ont généralisé le concept de client négatif au cas où les clients
régulier suivent une politique de rappels. Finalement, la stabilité d�un système avec
rappels versatiles et arrivées en groupes, est considérée. Le premier modèle de ce
type avec politique linéaire classique a été étudié par Falin [22], qui a établit la dis-
tribution jointe de l�état du serveur avec la taille de la �le. Une étude plus détaillée a
été faite ultérieurement par Falin [23]. Nous donnons dans ce travail des conditions
de stabilité de tels modèles sous les hypothèses annoncées. Dans le chapitre 5, on
étudie la stabilité et l�instabilité de modèles avec rappels et politique de contrôle
des rappels sous la supposition que les temps de rappels suivent une distribution
générale.
Une conclusion �nale termine ce travail, donnant quelques suggestions pour des

recherches futures dans ce cadre et des problèmes ouverts non encore abordées. On
trouvera en annexe l�article dont est basée la thèse et qui a été publié dans la revue
Journal of Applied Mathematics and Stochastic Analysis.
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Chapitre 1

1 NOTIONS PRÉLIMINAIRES ET FILES
D�ATTENTE AVEC RAPPELS

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts et outils de base qui seront utilisés
dans cette thèse. Nous présentons en premiers des notions comme les suites sta-
tionnaires et ergodiques, le processus de Poisson, et la formule de Wald. On passe
ensuite en revue quelques concepts sur les modèles de �les d�attente, les systèmes
avec pannes du serveur, clients négatifs, avec pertes, les modèles avec rappels et
leurs di¤érentes politiques connues dans la littérature.

1.1 Suites Stationnaires et Ergodiques

1.1.1 Suites stationnaires

Soit f�ng une suite aléatoire dé�nie sur l�espace de probabilité (
;F ;P) et prenant
ces valeurs dans l�espace mesurable (Y;BY):
Dé�nition 1.2 Une suite f�ng est dite strictement stationnaire si les distributions
des variables aléatoires de dimension �nie (�k+n1 ; �k+n2 ;...; �k+nj) ne dépendent pas
de k pour tout j et n1; :::; nj:

� Une application T : 
 �! 
 est dite transformation bijective préservant la
mesure si elle est bijective, l�image par T et par son inverse T�1 d�un ensemble
mesurable a la même probabilité (mesure) que son ensemble de départ, i.e.,
P(T (A)) = P(A) et P(T�1(A)) = P(A) pour tout ensemble A 2 F :

Une telle transformation induit une transformation (bijective) correspondante,
qu�on note U; des variables aléatoires dé�nie par

U�(!) = �
�
T�1(!)

�
;

pour toute variable aléatoire � mesurable par rapport à F :
Pour toute variable aléatoire �, U� possède la même distribution que celle de �; et

en fait le processus stochastique f�n;�1 < n <1g, avec �n = Un�; est strictement
stationnaire. Ainsi, toute transformation bijective préservant la mesure peut être
utilisée pour engendrer des processus stochastiques strictement stationnaires.
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Soit f�n; n � 0g une suite (strictement) stationnaire. D�aprés le théorème de
Kolmogorov d�extension des distributions compatibles, une suite de v.a stationnaire
f�n; n � 0g peut être étendue à la suite f�n;�1 < n < 1g stationnaire sur tout
l�axe des temps.
Introduisons les ��algèbres F �

n = �(�k; k � n) et F � = �(�k;�1 < k <1).
Soit U l�opérateur de translation preservant la mesure (shift) des variables aléa-

toires F ��mesurables engendrées par �n, U�n = �n+1, et Uk; k � 0 la k�eme itération
de U:

� Une suite f�n;�1 < n <1g est dite compatible avec l�opérateur (shift) U si
pour tout n 2 Z, �n est F ��mesurable et U�n = �n+1:

On note par T l�opérateur de translation, correspondant à U; des évènements
dans la ��algèbre F � :

Tf! : �j(!) 2 Bj; j = 1; :::; kg = f! : �j+1(!) 2 Bj; j = 1; :::; kg;

et T k, k � 0 est la k �eme itération de T . U0 et T 0 sont les transformations identités,
et U�k; T�k sont les transformations inverses de Uk et T k respectivement.
De ce qui précède, on peut énoncer la remarque importante suivante qui va être

utile pour montrer la stationnarité des suites régissant la dynamique des systèmes
étudiés dans les chapitres 4 et 5, et l�exemple illustratif (section 2.1.5) de la méthode
des évènements de rénovation et qui traite des modèles avec clients négatifs (voir
section 1.4.4).

Remarque 1.1. La ��algèbre F � peut être considérée comme la plus large ��algèbre
sur laquelle une suite arbitraire de variables aléatoires indépendantes f�ng ; prenant
leurs valeurs dans un espace mesurable (Z;BZ), et qui ne dépendent pas de f�ng,
est F �-mesurable, puisque dans ce cas F � peut être considérée comme la ��algèbre
engendrée par f�ng et f�ng (on peut aussi la noter par F �;�). L�opérateur T va être
dé�nie par la relation:

Tf! : (�n+i(!); �n+i (!)) 2 Bi; i = 0; :::; kg
= f! : (�n+i+1(!); �n+i+1 (!)) 2 Bi; i = 0; :::; kg;

pour tout ensemble B1; :::; Bk 2 BY�BZ (voir Borovkov [10] p.14). Soit U l�opérateur
correspondant de translation preservant la mesure des variables aléatoires F �;��
mesurables, alors pour tout F �;�-mesurable variable aléatoire � la suite f�n = Un�;
�1 < n < 1g est clairement stationnaire (voir Doob [20] p. 452), et par con-
séquent toute suite compatible avec l�opérateur shift U est stationnaire.

1.1.2 Suites ergodiques

� Un ensemble A mesurable est dit invariant par rapport à l�opérateur de trans-
lation shift T si A = TA presque sûrement.
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Ainsi tout ensemble de probabilité 0 ou 1 est invariant. Les ensembles invariants
forment une ��algèbre.

� Une variable aléatoire � est dite invariante par rapport à un opérateur de
transformation préservant la mesure U si U� = � avec probabilité 1:

Ainsi, toute variable aléatoire presque sûrement constante est invariante.
Si la variable aléatoire � est invariante, l�ensemble f! : �(!) 2 Ag est invariant

pour tout Borélien A: Réciproquement, si l�ensemble f! : �(!) 2 Ag est invariant
pour tout Borélien A alors � est une variable aléatoire invariante.
Si A est un ensemble mesurable et si � est une variable aléatoire qui vaut 1 sur

A et zero ailleurs, alors A est invariant si et seulement si � est une variable aléatoire
invariante.

� Un opérateur de transformation T preservant la mesure est dit métriquement
transitif si les seules ensembles invariants sont ceux de probabilité 0 ou 1;
c�est à dire, si les seules variables aléatoires qui sont invariantes sont ceux
qui sont constantes presque sûrement. Dans ce cas, on dira aussi que son
opérateur de transformation correspondant U; des variables aléatoires, est aussi
métriquement transitif.

� Soit U un opérateur de transformation préservant la mesure et soit � une
variable aléatoire. Alors le processus f�n = Un�;n � 0g est métriquement
transitif.

� Une suite f�ng est dite métriquement transitive (metrically transitive) si les
seules ensembles invariants de F � sont ceux de probabilité 0 ou 1:

� Une suite f�ng est ergodique si et seulement si pour toute variable aléatoire
F �-mesurable �; avec E� <1; nous avons p.s

lim
n!1

1

n

nX
i=1

U i� = E�: (1.1)

Si la suite f�ng est de plus stationnaire, la relation (1.1) peut être exprimée par
la forme suivante

lim
n!1

1

n

�1X
i=�n

U i� = E�: (1.2)

Cette dernière relation est appelée loi forte des grands nombres de Birkho¤.

Le théorème suivant est une version du théorème ergodique fondamental adapté
au cadre des processus stochastiques strictement stationnaires (voir Theorem 2.1 p
465 dans Doob [20]).

9



Théorème 1.1 Soit f�n; n � 0g un processus stochastique strictement stationnaire,
avec E j�0j <1; et soit I la ��algèbre des ensembles invariants. Alors

lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

�i = E [�0 j I] (1.3)

avec probabilité 1: En particulier, si le processus est métriquement transitif, la limte
E [�0 j I] est égale à E [�0] :

Ainsi, une suite strictement stationnaire f�ng est ergodique si et seulement si elle
est métriquement transitive.

On peut énoncer donc la remarque suivante qui sera utile pour montrer l�ergodicité
des suites régissant la dynamique des systèmes dont on va étudier la stabilité.

Remarque 1.2 Si f�ng est stationnaire et ergodique alors toute suite f�n;�1 <
n <1g compatible avec l�opérateur shift U est aussi ergodique, i.e., elle satisfait à
la loi forte des grands nombres de Birkho¤ (voir Doob [20], p.455-456).

1.2 Formule de Wald

La formule de Wald sera utile pour les systèmes avec arrivées ou services en groupes.
Elle permettra de calculer, par exemple, la moyenne des arrivées pendant un temps
de service dans le cas des arrivées en groupes de tailles suivant une variable aléatoire
de moyenne �nie. Soit X1; X2; ::: une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquements distribuées de moyenne �nie. De plus, soit N une variable aléatoire
à valeurs dans N de moyenne �nie. Si la variable aléatoire N est indépendante des
variables aléatoires X1; X2; :::; alors

E

 
NX
k=1

Xk

!
= E(N)E(X1): (1.4)

La preuve de la formule (1.4) utilise la loi de l�espérance totale.
La formule (1.4) reste valable si la supposition que la variable aléatoire N est in-

dépendante de la suite X1; X2; ::: est allégée. Supposons que les conditions suivantes
sont satisfaites:

(i) X1; X2; :::est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquements
distribuées de moyenne �nie,

(ii) N est une variable aléatoire à valeurs dans N avec E(N) <1;

(iii) l�évènement fN = ng est indépendant de Xn+1; Xn+2; ::: pour tout n � 1:

Alors on a

E

 
NX
k=1

Xk

!
= E(N) E(X1): (1.5)
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La supposition E(N) < 1 est essentielle dans l�équation de Wald. Pour illustrer
ce fait, on considère la marche aléatoire symétrique fSn; n � 0g avec S0 = 0 et
Sn = X1 + :::+Xn; où X1; X2; :::est une suite de variables aléatoires indépendantes
avec P fXi = 1g = P fXi = �1g = 1=2 pour tout i. On dé�nit la variable aléatoire
N comme N = min fn � 1 j Sn = �1g ; i.e., N est l�instant de la première visite de
la marche aléatoire au point�1: Alors E(X1+:::+XN) = �1: Notons que E(Xi) = 0;
et on a cependant que E(X1 + :::+XN) n�est pas égal à E(N)E(X1): La raison est
que E(N) =1:

1.3 Files d�Attente à un Serveur

1.3.1 File classique

Une �le d�attente est constituée d�un ou plusieurs serveurs, un �ux d�arrivées de
clients de l�extérieur sollicitant un service, et d�une salle d�attente, de capacité �nie
ou in�nie, dans laquelle attendent les clients ne recevant pas de service. Les clients
sont servis selon un ordre dé�ni par la politique ou discipline de service. Deux
exemples classiques de discipline de service sont la discipline FIFO (�rst in �rst out)
"premier arrivé premier servi" ou la discipline LIFO (last in �rst out) "dernier arrivé
premier servi".

Figure 1.1. File d�attente simple à un serveur.

La recherche sur les �les d�attente a débuté avec les travaux d�Erlang (1909) sur
les systèmes téléphoniques. Dans ce cas, les appels téléphoniques représentent les
clients, et les durées de communications sont les temps de service. Mais depuis, leurs
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usages c�est étendu à d�autres situations pratiques. Dans une usine, les clients peu-
vent être des machines, immobilisées pendant le temps nécessaire à leur maintenance
ou leur réparation. Dans un aéroport, les avions sont les clients, le temps de service
est la durée nécessaire à un avion pour atterrir et dégager la piste d�atterrissage.On
retrouve une situation pareil dans un port de commerce où les cargos qui attendent
un quai libre pour décharger représentent des clients.

1.3.2 Notations de Kendall

Pour classi�er les �les d�attente, on a recours à une notation symbolique appelée
notation de Kendall, qui prend la forme générale suivante: A=B=s [=K] [=S] ; où

� A est la distribution des temps d�inter-arrivées et B est la distribution des
temps de service,

� s est le nombre de serveurs en parallèle,

� K est la taille de la salle d�attente, qui sera considérée in�nie par défaut.

� S représente la discipline de service, qui est FIFO par défaut.

A et B appartiennent typiquement à l�ensemble fM;D;P;G;GIg ; oùM désigne
la loi exponentielle, D la loi déterministe, P une loi périodique, G une loi générale, et
GI désigne des variables générales mais i.i.d. La �gure (1.2) représente un exemple
d�une �le M=D=2=3.

Figure 1.2. Exemple d�une �le M=D=2=3:
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1.3.3 Processus d�Arrivées de Poisson

Souvent dans les systèmes d�attente, on suppose que le processus des arrivées suit
une loi de Poisson ou bien, de manière équivalente, comme on le verra dans cette
section, les temps d�inter-arrivées suivent une distribution exponentielle.
Soit une suite de variables aléatoires positives �1; �2; :::; indépendantes et de dis-

tribution de probabilité commune. Il s�agira de considérer �n comme le temps écoulé
entre la (n � 1)ième et la nième occurences ou arrivée d�un certain évènement spéci-
�que dans une situation probabiliste, comme, par exemple les appels dans un central
téléphonique, les émissions de particules radioactives, les arrivées de clients devant
un guichet, etc. Notons par

S0 = 0 et Sn =
Pn

k=1�k; n = 1; 2; ::: .

Alors Sn représente l�instant d�arrivée du nième client. Pour tout t � 0, on dé�nit la
variable aléatoire N (t) par

N (t) = inffn 2 N : Sn � tg:

La variable aléatoire N (t) représente le nombre d�évènements se produisant dans
l�intervalle de temps [0; t]: Le processus de comptage N�(t) est appelé processus de
Poisson avec taux � si les inter occurences �1; �2; ::: ont une fonction de distribution
exponentielle commune Pf�n � xg = 1� e��x; x � 0:
Pour tout t � 0; on de�nit la variable aléatoire 
t par


t � le temps qui sépare l�instant t de la prochaine arrivée. (1.6)

Plus précisément, 
t est donnée par


t = SN (t) � t; (1.7)


t est appellée le temps résiduel d�arrivée au temps t: La variable aléatoire 
t possède
la même distribution exponentielle de moyenne 1=� si le processus de comptage est
de Poisson N�. C�est à dire P f
t � xg = 1� e��x; x � 0; indépendamment de t:

Mélange de deux types d�arrivées Dans beaucoups de situations pratiques on
a a¤aire à des mélanges d�arrivées independants de processus de Poisson. Supposons
que fN�1 (t) ; t � 0g et fN�2 (t) ; t � 0g sont deux processus de Poisson indepen-
dants de taux respectifs �1 et �2: Soit N (t) = N�1 (t) + N�2 (t) ; t � 0: Alors le
processus mélange fN (t) ; t � 0g est un processus de Poisson de taux � = �1+ �2:
En notant par Zk le temps d�inter-arrivée entre la (k � 1)i�eme et la ki�eme arrivée dans
le processus mélange et par Ik = i si la ki�eme arrivée dans le processus mélange est
de type i; i = 1; 2; alors pour tout k = 1; 2; :::;

P fIk = i j Zk = tg =
�i

�1 + �2
; i = 1; 2; (1.8)

indépendamment de t:
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1.3.4 Pannes du serveur

En pratique, les serveurs sont souvent sujets à des pannes et réparations ce qui induit
ainsi à une augmentation de la congestion (accumulation) des clients dans la salle
d�attente, et peut engendrer une instabilité du système si une condition de stabilité
spéci�que n�est pas établie et prise en considération dans la réalisation physique
du système. Le modèle de pannes à un serveur classique, considéré comme exemple
pour la suite, est un système M/G/1 avec pannes du serveur. Les arrivées des clients
suivent un processus de Poisson de taux �; la suite des temps de service �n est i.i.d
de fonction de distribution générale de moyenne E�1, l�ordre de service est FIFO, les
pannes du serveur surviennent selon un processus de Poisson de taux �: Un temps
de réparation ri de distribution générale de moyenne Er1 est requis après chaque
panne. On suppose que le temps de service est cumulatif, c�est-à-dire, le service d�un
client interrompu par une panne est complété après la réparation, et on suppose que
le serveur fonctionne comme un nouveau serveur en bon état après réparation.
Les arrivées des clients, les temps de services, les temps de pannes et de réparation

sont mutuellement indépendants.
Nous verrons plus tard que la condition de stablilité du système est:

�E�1 (1 + �Er1) < 1: (1.9)

1.3.5 File M/G/1 avec clients négatifs

Le concept de client négatif dans les modèles d�attente a été introduit par Gelenbe
[35, 36], et a été motivé par la modélisation des réseaux de neurones où les ar-
rivées positives et négatives représentent respectivement, les signaux excitateurs et
inhibiteurs. Puis leurs domaines d�applications se sont étendus aux réseaux infor-
matiques où l�arrivée négative modélise l�e¤et d�un virus sur le système, éliminations
des transactions dans les bases de données, les réseaux de télécommunications, les
systèmes de productions,...etc.
Les arrivées négatives a¤ectent le système de di¤érentes manières:

� Élimination individuelle: l�arrivée négative élimine un client positif (ordinaire).
Une arrivée négative dans un système vide est sans e¤et.

� Élimination par groupe: l�arrivée négative élimine un groupe de clients du
système.

� Le désastre (catastrophe): l�arrivée négative élimine tous les clients présents
dans le système.

� Élimination d�une quantité aléatoire d�activité: l�élimination dans ce cas n�est
pas nécessairement un nombre entier de clients positifs mais une quantité aléa-
toire de temps d�activité du serveur.
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1.3.6 Files d�attente avec arrivées en groupes

On suppose maintenant que dès l�occurrence de la k�ème arrivée du processus de
Poisson de taux �; un lot (groupe) de clients de taille aléatoire ak de moyenne a
entre dans le système.
La condition de stabilité est donnée par la formule:

�aE�1 < 1: (1.10)

1.3.7 Files d�attente avec pertes

Un modèle avec pertes est un système sans salle d�attente, les clients sont alors soit
servis immédiatement à l�arrivée d�un client si le serveur est libre, soit perdus si ce
dernier est en activité. Ce type de �les d�attente fut utilisé pour la première fois en
téléphonie, où les appels sont soit acceptés, soit rejetés, pour évaluer la probabilité
de perte d�un appel. La formule de la probabilité de perte d�un client dans un
système d�attente M=M=s=0 a été établie par Erlang en 1917 [21]. Mais en réalité
les clients ne recevant pas de service ne sont pas totalement perdus mais rappellent
généralement jusqu�à l�obtention de leur communication, d�où l�intérêt d�introduire
de nouveaux modèles prenant en compte ce �ux de répétition d�appels, ce fut les
modèles avec rappels.

1.4 Files d�Attente avec Rappels

Une nouvelle classe de modèles d�attente, appelés modèles d�attente avec rappels, a
été introduite pour l�analyse de systèmes téléphoniques où un appel qui reçoit un
signal occupé refait généralement son appel jusqu�à ce qu�il obtienne un signal libre
pour son appel. Deux �ux d�appels son alors constitués: �ux d�appels initiaux et
un �ux de répétitions d�appels qui est constitué des appels manqués. Ce �ux de
répétitions d�appels va constituer donc une salle d�attente supplémentaire appelée
"orbite". Avant l�introduction des modèles avec rappels, les systèmes avec pertes
étaient les modèles standards de systèmes téléphoniques, mais ces derniers ne re�è-
tent pas ce �ux additionnel important pour l�analyse des systèmes téléphoniques.
Les modèles avec rappels se sont trouvés ensuite trés utiles pour la modélisation
d�autres systèmes comme l�atterrissage des avions sur une piste d�aéroport, les sys-
tèmes informatiques, les systèmes de télécommunications,...etc.
Ces modèles avec rappels sont caractérisés par le fait qu�un client qui arrive et

trouve le serveur et la salle d�attente occupée doit obligatoirement rejoindre un orbite
constitué de clients "bloqués" et refait sa tentative d�avoir un service ultérieurement
selon une politique de rappels spéci�ée. Si le client qui arrive trouve le serveur libre
il prend son service et quitte le système. Il existe dans la littérature des modèles avec
rappels essentiellement trois politiques de rappels: La politique linéaire classique, la
politique constante et la politique versatile.
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Figure 1.3. Schéma illustratif d�un système avec rappels.

1.4.1 Politique linéaire classique

La politique de rappels linéaire classique est caractérisée par le fait que chaque
client en orbite engendre sa propre tentative de joindre le serveur indépendamment
des autres clients en orbite. Prenons comme exemple illustratif un modèle de type
M=G=1:

Modèle M/G/1 avec politique de rappels linéaire les clients arrivent de
l�extérieur selon un processus de Poisson de taux �: Ces clients sont identi�és comme
clients primaires. Si le serveur est libre à l�instant d�arrivée d�un client primaire,
ce client obtient son service immédiatement et quitte le système après la �n de son
service. D�autre part, si un client primaire arrive et trouve le serveur occupé il
rejoint alors l�orbite. Chaque client en orbite engendre un processus de Poisson de
taux � de tentatives de joindre le serveur jusqu�à ce qu�il trouve le serveur libre pour
prendre son service et quitter le système. Les clients primaires et ceux provenant
de l�orbite ont la même distribution du temps de service. On note par �n le n�ème
temps de service et on suppose que la suite f�ng est i.i.d. avec 0 < E�n <1:
Sous des suppositions Markoviennes, nous verrons plus tard que la condition

"naturelle" de stabilité de ce système est la même que le système M/G/1 classique
(sans rappels):

�E�1 < 1: (1.11)
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1.4.2 Politique de rappels constante

Cette politique a été introduite initialement par Fayolle [29] dans le cadre d�un
modèle de type M=M=1, et est caractérisée par le fait que l�orbite engendre un seul
processus de poisson de taux � et dès que ce processus trouve le serveur libre, un
seul client en orbite (le premier en �le où un autre choisi aléatoirement) reçoit son
service et quitte le système. Ce qui veut dire que le taux de rappels ne dépend pas
du nombre de clients en orbite.
La condition de stabilité de ce système de type M=M=1 dépend du taux de

rappels � et est donnée par:

�E�1 <
�

�+ �
: (1.12)

Il existe une variante de cette politique et qui est appelée politique de contrôle
des rappels. Dans cette politique les clients en orbite se range en une �le de capacité
in�nie selon un ordre "premier arrivé premier servis" FIFO et on permet seulement
au client à la tête de cette �le de tenter de rejoindre le serveur. Elle est aussi assimilée
à une politique de rappels où c�est le serveur qui cherche les clients en orbite à la
�n d�un service d�un client. Cette politique de contrôle des rappels a été étudié
de manière intensive par Gomez-Corral [38] dans un cadre Markovien, i.e M=GI=1
avec supposition d�indépendance des temps de service. Dans le chapitre 5 on étudie
la stabilité de di¤érents modèles avec politique de contrôle sous la supposition que
les temps de service sont stationnaire et ergodique, c�est à dire sans la supposition
d�indépendance.

1.4.3 Politique de rappels versatile

Cette politique est une combinaison des deux précédentes et a été introduite par
Artalejo et Gomez-Corral [4]. L�orbite tente de trouver le serveur libre selon un
processus de Poisson de taux � indépendamment des clients en orbite et chaque
client en orbite e¤ectue sa propre tentative selon un processus de Poisson de taux
�:
Le système est stable si l�une des conditions suivantes est satisfaite:

i) � > 0; � = 0 et �E�1 <
�

�+ �
; (1.13)

ii) � � 0; � > 0 et �E�1 < 1: (1.14)
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Chapitre 2

2 MÉTHODES DE STABILITÉ
STOCHASTIQUE

Dans ce chapitre, nous allons présenter un résumé des méthodes les plus importantes
utilisées pour décider de la stabilité des systèmes stochastiques, en particulier les sys-
tèmes de �les d�attente. Aussi, on va se limiter aux systèmes à évènements discrets,
exception faite des méthodes d�approximations �uides qui sont énoncées en temps
continu, mais prouvées par une discrétisation du temps. La première approche qu�on
va présenter est celle des évènements de rénovation, dont se base les résultats obtenus
dans notre thèse et qui sont présentés dans les chapitres 4 et 5. Une application aux
modèles avec clients négatifs de di¤érents types est présentée. La seconde approche
concerne la méthode des fonctions de Lyapunov, qui est généralement réservée pour
les systèmes modélisés par les chaînes de Markov. Ensuite, on présente la méthode
des limites �uides. En�n, on présente la règle de saturation pour la stabilité des
systèmes dits monotones-homogènes et séparables.
Il est à noter, comme pour les systèmes dynamiques déterministes, qu�il n�existe

pas une notion générale de stabilité, cela dépend du système étudié et de l�approche
utilisée.

2.1 Méthode des évènements de rénovation

Soient fX(n); n � 0g et f�ng deux suites aléatoires dé�nies sur le même espace de
probabilité (
;F ;P) et prenant leurs valeurs dans les espaces mesurables (X;BX)
et (Y;BY) respectivement. On suppose de plus, qu�une fonction mesurable f :
X� Y �! X est dé�nie sur (X� Y;BX � BY):

2.1.1 Suites Récursives Stochastiques

Dé�nition 2.1 Une suite aléatoire fX(n)g est dite Suite Récursive Stochastique
(SRS) régie par la suite de contrôle f�ng si fX(n)g obéit à l�équation

X(n+ 1) = f (X(n); �n) ; 8 n � 0:

L�origine de l�étude des suites récursives stochastiques paraît être dans le travail
de Lisek [51], où le cas X = Rd et une fonction f monotone par rapport à son premier
argument, ont été considérés. Les suites récursives stochastiques sont plus générales
que les chaînes de Markov, puisque chaque chaîne de Markov peut être interprêtée
comme une SRS avec suite de contrôle f�ng indépendante. On supposera par la
suite que la valeur initiale X(0) est constante (ou bien aléatoire mais indépendante
de toute la suite f�ng).

18



2.1.2 Évènements de rénovation

Dé�nition 2.3 Un évènement A 2 F �
n+m; m � 0, est un évènement de rénovation

(renovation event) pour la SRS X(n) sur le segment [n; n+m] ; s� il existe une
fonction mesurable g : Ym+1 �! X telle que sur l�ensemble A

X(n+m+ 1) = g(�n; :::; �n+m): (2.1)

La suite fAng, An 2 F �
n+m, est une suite d�évènements de rénovation (renovating

sequence of events) pour la SRS X(n) si il existe un entier n0 tel que (2.1) est vraie
pour n � n0 avec la même fonction g pour tout n.

� On dit que la suite d�évènements fAng est stationnaire si Ak = T kA0 pour
tout k.

Exemple 2.1 (Borovkov [12]) Considérons la suite aléatoire à valeurs réelles
suivante:

X(n+ 1) = (X(n) + �n)
+ ; X(0) = a > 0; (2.2)

où x+ = max(0; x) et f�ng est une suite stationnaire et ergodique.
Pour tout choix de n0; les évènements

An = T
nA0;

où l�évènement A0 se produit si la trajectoire de f�g reste infèrieure à zero sur
[�n0;�1] et ne dépasse pas la valeur �a durant l�évolution précédente,

A0 =

n0�1\
k=0

f��1 + :::+ ��1�k � 0g \
\
l�1

f��1 + :::+ ��n0�l � �ag ; (2.3)

forment une suite stationnaire d�évènements de rénovation avec m = 0 et g(y) � y+:
En e¤et, pour n � n0;

X(n+ 1) = �+n p:s sur An:

Si on suppose de plus que E�1 < 0 et la suite f�ng est ergodique, alors limn!1(��1+
:::+ ��n) = �1 p:s: Alors il existe un nombre n0 = n0(a) tel que P(An) > 0 pour
n � n0:
Si, d�autre part les évènements Bn, le nombre m; et la fonction g : Rm+1 �! R

sont dé�nis par

m = n0; Bn = T
mAn; g(y0; :::; ym) � y+m; (2.4)

alors les évènements Bn 2 F �
n+m sont de rénovation pour fX(n)g sur le segment

[n; n+m] pour tout n � 0; ainsi on peut supposer que n0 = 0:
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Théorème 2.1 (Théorème 11.3 Borovkov [12]) Soit f�ng une suite stationnaire, et
supposons que pour la SRS fX(n)g il existe une suite d�évènements de rénovation
fAng telle que

lim
n�!1

P

 
n[
j=1

AjT
�sAj+s

!
= 1 (2.5)

uniformément en s � 1: Alors on peut dé�nir sur le même espace de probabilité
que fX(n)g une suite stationnaire fXn � UnX0g satisfaisant à l�équation Xn+1 =
f (Xn; �n) telle que

lim
n!1

P
�
X(k) = Xk; 8 k � n

	
= 1: (2.6)

Inversement, si une suite f�ng est ergodique et (2.6) est satisfaite, alors il existe
une suite d�évènements de rénovation fAng qui satisfait (2.5).
Si la suite f�ng est ergodique et les évènements An sont stationnaires, alors les

relations P (A0) > 0 et P([1n=0An) = 1 sont équivalentes et impliquent (2.6).

Notons que, si on introduit la mesure � (B) = P (X0 2 B) ; la convergence (2.6)
implique la convergence en variation

lim
n�!1

sup
B2BX

jP(X(n) 2 B)� �(B)j = 0:

Preuve du Théorème 2.1
(Su¢ sance) Montrons en premier qu�il suit de (2.5) qu�uniformément en s � 0

lim
n!1

P

 1[
k=0

�
X(n+ k) 6= U�sX(n+ k + s)

	!
= 0: (2.7)

Pour un certain s � 1 �xé, on considère la suite Xs (j) = U
�sX(s+j) qui est dé�nie

pour j � �s et

Xs(�s) = X(0); Xs(�s+ 1) = f (Xs(�s); ��s) = f(X(0); ��s); etc.

Il est clair que l�évènement f9j 2 [0; n] : X(j) = Xs(j)g implique l�évènement f8k �
0: X(n+ k = Xs(n+ k)g: Montrons maintenant que

lim
n!1

P

 1[
j=1

fX(j) = Xs(j)g
!
= 1:

Pour la simplicité de la preuve, posons m = 0: Pour que l�évènement fX(j + 1) =
Xs(j + 1)g se réalise, il su¢ t que Aj et T�sAj+s se réalisent simultanément. En
d�autres termes,

n�1[
j=0

AjT
�sAj+s �

1[
j=1

fX(j) = Xs(j)g

�
1[
k=0

fX(n+ k) = Xs(n+ k)g :
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Pour cette raison, (2.5) implique (2.7) et la convergence

P(Xn(k) 6= Xn+s(k)) �! 0 quand n!1

qui est uniforme en k � 0 et s � 0:
Introduisons la métrique � telle que �(x; y) = 1 pour x 6= y et �(x; x) = 0: On

a donc de ce qui précède que pour chaque � > 0 il existe un entier N tel que pour
n � N

P (�(Xn(k); Xn+s(k)) > �) = P (�(Xn(k); Xn+s(k)) 6= 0) < �;
pour toutes valeurs de k � 0 et s � 0: Puisque tout espace est complet par rapport
à la métrique précédente, il suit qu�il existe (voir [14]) une variable aléatoire Xk

telle que Xn(k)
P�! Xk quand n �!1: Les propriétés spéci�ques de la métrique �

impliquent que
lim
n!1

P
�
Xn(k) 6= Xk

�
= 0: (2.8)

La suite Xk est stationnaire. En e¤et, quand n!1

P
�
Xk+1 6= UXk

�
= P (Xn(k + 1) 6= UXn(k)) + �(1)
= P (Xn(k + 1) 6= UXn�1(k + 1)) + �(1) = �(1):

Puisque la probabilité P
�
Xk+1 6= UXk

�
ne depend pas de n; il suit queXk+1 = UXk

p:s:
De plus, X(n+ k + 1) = f (X(n+ k); �n+k) : Ainsi

Xn(k + 1) = U
�nf (X(n+ k); �n+k) = f (Xn(k); �k) : (2.9)

La partie gauche et la partie droite de la dernière égalité convergent en probabilité,
respectivement, vers Xk+1 et f

�
Xk; �k

�
; donc

Xk+1 = f
�
Xk; �k

�
:

Pour montrer la convergence de (2.6) il su¢ t de remarquer que d�après (2.9), si
les valeurs de Xn(k) et Xk coïncident une première fois, elles ne peuvent êtres
di¤érentes par la suite pour les valeurs supérieures de k: Ainsi, en plus de (2.8) la
relation suivante est vraie quand n!1 :

P

 [
k�0

�
Xn(k) 6= Xk

	!
= P

 [
k�0

�
X(k + n) 6= Xk+n

	!
! 0;

qui est équivalente à (2.6).
(Nécessité) Pour un m � 0 donné, posons

Bn =
�
X(n+m+ 1) = Xn+m+1

	
2 F �

n+m;

Dn =
�
UnX(m+ 1) = Xn+m+1

	
= T nD0 2 F �

n+m:
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Montrons que les évènements An = BnDn 2 F �
n+m sont de rénovation et satisfont

(2.5). Notons d�abord que les évènements Dn sont stationnaires. En plus, d�après
(2.6)

P(D0) = P(X(m+ 1) = Xm+1)! 1; m!1:
Ainsi, il existe une valeur de m telle que P(D0) > 0: Fixons cette valeur de m:
La suite f�ng est ergodique. Pour cette raison, il suit de la dernière assertion du
théorème (qui sera prouvée plus loin) que les relations P(D0) > 0 et P([1n=0Dn) = 1
sont équivalentes.
Le fait que An soit un évènement de rénovation résulte de l�égalité

X(n+m+ 1) = Xn+m+1 = UnX(m+ 1);

qui est vraie sur An; avec

UnX(m+ 1) = fm (X(0); �n; :::; �n+m) ;

où f1(x; y0) = f(x; y0) et fm (x; y0; :::; ym) = f (fm�1 (x; y0; :::; ym�1) ; ym) :
Si on pose g(y0; :::; ym) = fm (X(0); y0; :::; ym) ; les conditions imposées par la

Dé�nition 2.8 sur les évènements de rénovation seront satisfaites.
Montrons que (2.5) est réellement satisfaite. Puisque T�sAj+s = DjT

�sBj+s; il
suit que

AjT
�sAj+s = DjBjT

�sBj+s;

où les évènements

Cj = BjT
�sBj+s = fX(j +m+ 1) = Xj+m+1 = U�sX(j +m+ s+ 1)g

sont croissants, Cj � Cj+1: Pour cette raison, pour k = [n=2]

P

 
n[
j=1

AjT
�sAj+s

!
� P

 
n[
j=k

CjDj

!
� P

 
Ck

n[
j=k

Dj

!
:

Il suit de la convergence de (2.6) que P(Bk)! 1; uniformément en s � 0;
P(T�sBk+s) = P(Bk+s)! 1;

et P(Ck)! 1 quand n!1: De plus,

P

 
n[
j=k

Dj

!
= P

 
n�k[
j=0

Dj

!
! 1; P

 
Ck

n[
j=1

Dj

!
! 1;

et (2.5) est véri�ée.
On prouve maintenant la dernière assertion du Théorème 2.8. Si la suite fAng

est stationnaire, alors AjT�sAj+s = Aj; et il su¢ t de véri�er que l�ergodicité de
f�ng et l�inégalité P (A0) > 0 impliquent la relation P(B) = 1 pour B = [1j=0Aj:
En e¤et, puisque TB = [1j=1Aj � B et la transformation T preserve la mesure,
P(TB) = P(B); il y a égalité TB = B (à l�exception d�un ensemble de mesure
nulle); en d�autres termes, B est invariant par rapport à T: Ainsi, d�après la métrique
transitivité, ou bien P(B) = 1 ou P(B) = 0: Puisque P(B) � P(A0) > 0; cela signi�e
que P(B) = 1: Le théorème est prouvé. �

Les évènements de rénovation trouvés dans l�exemple 2.1, pour lesquels P(A0) >
0; satisfont les conditions du Théorème 2.1 de mannière évidente.
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2.1.3 Convergence couplée au sens fort pour les SRS

Dé�nition 2.4 La SRS fX(n)g est couplée (couple-converges) avec fXng, si elle
satisfait

lim
n!1

P
�
X(k) = Xk; 8 k � n

	
= 1: (2.10)

Introduisons la variable aléatoire

�0 � minfn � 0 : X(k) = Xk 8 k � ng;

la relation (2.10) devient équivalente à

P(�0 <1) = 1:

Posons

Xk(n) = U
�kX(n+ k); pour n � �k;

et

�k = minfn � �k : Xk(n) = X
ng:

Notons par � = supk�0 �k l�instant de couplage où toute les suites fXk(n);
n � 0g; k � 0; rencontrent la suite fXng.

Dé�nition 2.5 Une suite fX(n)g est couplée au sens fort (strong coupling conver-
gent) avec la suite fXn � UnX0g ; si

� <1 p.s.

La variable � est appelée l�instant de couplage fort. Notons que la convergence
couplée au sens fort implique la convergence couplée, qui elle même implique la
convergence en variation totale et ainsi la convergence en distribution. Le théorème
suivant (Théorème 11.4 de Borovkov [12]) donne une condition nécéssaire et su¤-
isante de convergence couplée au sens fort d�une SRS vers un régime stationnaire et
ergodique.

Théorème 2.2 L�existence d�une suite d�évènements de rénovation stationnaire
fAng avec P(An) > 0 est une condition nécessaire et su¢ sante de convergence
couplée au sens fort de la SRS X(n) vers une suite stationnaire Xn obéissant à
l�équation Xn+1 = f (Xn; �n) où �n est stationnaire et ergodique.

Preuve (Su¢ sance) On suppose, pour la simplicité de la preuve, quem = 0: Comme
déjà mentionné dans la preuve du Théorème 2.1, pour j � n

AjT
�sAj+s �

�
X(j) = Xs(j) � U�sX(j + s)

	
� fX(n) = Xs(n)g :
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Pour les évènements stationnaires Aj; l�égalité Aj = AjT�sAj+s = \1s=0AjT�sAj+s
est véri�ée pour tout s � 0: Par conséquent,

Aj � fX(j) = X1(j) = X2(j) = :::g � fX(n) = X1(n) = X2(n) = :::g

et ainsi
n[
j=1

Aj � fX(n) = X1(n) = X2(n) = :::g :

Il a été établi dans le Théorème 2.1 que la limite limk!1Xk(n) = X
n existe. Il suit

de ce qui précède que

P
�
X(n) = X1(n) = X2(n) = ::: = lim

k!1
Xk(n) = X

n
�
� P

 
n[
j=1

Aj

!

et

lim
n!1

P

 
n[
j=1

Aj

!
! 1:

Mais cela signi�e exactement la convergence couplée au sens fort.
(Nécessité) Supposons que X(n + 1) = f(X(n); �n) est couplée au sens fort avec
une suite stationnaire Xn+1 = f(Xn; �n): Choisissons un nombre m � 0 pour que
l�évènement A0 � f� = m+ 1g 2 F �

m soit de probabilité positive. Comme aupara-
vant, on introduit la fonction g : Ym+1 ! X par la formule

g(y0; :::; ym) = fm+1 (X(0); y0; :::; ym) :

Dans cette notation, sur l�ensemble A0; pour k � 0; on a

Xk(m+ 1) = X0(m+ 1) � g (�0; :::; �m) p:s:

Par conséquent, si l�évènement An � T nA0 se réalise, alors les égalités suivantes sont
vraies pour chaque n � 0 et k � 0 :

Xk(m+ 1) = X0(m+ 1) � g (�n; :::; �n+m) p:s:

En particulier, si k = n

UnXn(m+ 1) = X(n+m+ 1) � g (�n; :::; �n+m) p:s:

sur An: Le théorème est prouvé. �

2.1.4 Condition d�instabilité

On va présenter maintenant un Lemme (voir Théorème 1.7 de Borovkov [10]) qui
va nous permettre d�obtenir des conditions d�instabilité pour des SRS de la forme
(2.2). Par condition d�instabilité, on entend celle qui nous assure la convergence de
la SRS vers une distribution limite impropre, c�est-à-dire si on note par Xn la suite
stationnaire limite, alors P(limn!1X

n =1) = 1:
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Lemme 2.1 Pour la SRS (2.2), si E�n > 0 alors le processus fX(n)g converge en
distribution vers une suite limite impropre.

Preuve Voir la preuve du théorème 1.7 p14-16 de Borovkov [10].

Remarque 2.3 Il est à noter que la supposition E�n = 0 et la dépendance faible
entre les variables �n; n�empêche pas la possibilité que le processus fX(n)g converge
vers un régime stationnaire �ni.

2.1.5 Application aux Systèmes avec Clients Négatifs

Les résultats de cette section sur la stabilité de certains modèles avec clients négatifs
ont été obtenus par Kernane [45].

Élimination du client en service

Arrivées stationnaires et ergodiques pour les clients négatifs Consid-
érons une �le à un serveur dans laquelle les arrivées des clients réguliers suivent un
processus de Poisson de taux �+, et à chaque instant d�arrivée un groupe de clients
de taille aléatoire ai, avec ai une suite i.i.d de moyenne a, entre dans le système. On
note par �+i les temps d�inter-arrivées des clients réguliers. La �le est de capacité
in�nie et on suppose des disciplines de service conservatives telles que FIFO, LIFO
ou accés aléatoire au service. On considère le cas où un client négatif élimine le
client en service (RCS). Un client négatif n�a aucun e¤et sur un système vide. Les
clients négatifs arrivent aux temps tn;n = 0; 1; :::, et on note par ��n = tn+1�tn leurs
temps d�inter-arrivées. On suppose que ��n est une suite stationnaire (au sens strict)
et ergodique (sans l�hypothèse d�indépendance). Le service des clients réguliers est
é¤ectué en groupes de tailles aléatoires bj, avec bj une suite i.i.d de moyenne b,
et le temps Sj requis pour les servir est de distribution exponentielle de taux �+.
L�arrivée négative élimine le groupe bj qui est en service. Soit N�+(t) (respective-
ment N�+(t)) le processus de comptage de Poisson de paramètre �+ (resp. �+) qui
compte le nombre d�arrivées de clients réguliers (resp. services) durant l�intervalle
de temps (0; t]. On suppose que les entrées des clients (régulier et négatifs), tailles
des groupes d�arrivées ou de service et temps de service sont mutuellement indépen-
dants. Soit X(t) le nombre de clients dans le système au temps t. On considère le
processus induit X(n) juste après le temps tn (i.e., X(n) = X(tn+)). Le processus
X(n) peut être représenté par une suite récursive stochastique (SRS) comme suit:

X(n+ 1) =

0@X(n) + N�+ (�
�
n )X

i=1

ai �
N�+ (�

�
n )X

i=1

bi � bN�+ (��n )+1

1A+

; (2.11)

où (x)+ = max(0; x). On note par

�n =

N�+ (�
�
n )X

i=1

ai �
N�+ (�

�
n )X

i=1

bi � bN�+ (��n )+1: (2.12)
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Notons par V0 = 0 et Vn =
Pn

i=1 ��i. La proposition suivante donne une condition
de stabilité par la convergence couplée au sens fort vers un régime stationnaire et
ergodique et une condition d�instabilité par convergence en distribution vers une
limite impropre.

Proposition 2.1 Si
�
�+a� �+b

�
E��1 < b, alors le processus X(n) est couplé au

sens fort avec un unique régime stationnaire et ergodique eX(n) tel que eX(0) =
supn�0 Vn.
Si
�
�+a� �+b

�
E��1 > b, alors le processus X(n) converge en distribution vers une

limite impropre.

Preuve Nous avons d�après la formule de Wald et la propriété de perte de mémoire
du processus de Poisson

E�n = �+aE��1 � �+bE��1 � b: (2.13)

Puisque ��n est stationnaire et ergodique alors �n est aussi stationnaire et ergodique.
Si la condition (�+a� �+b)E��1 < b est satisfaite alors E�n < 0. Ainsi de l�Exemple
2.1, il existe une suite d�évènements de rénovation de probabilités positives pour
X(n). En utilisant le Théorème 2.2, la SRS X(n) est convergente couplée au sens
fort vers une unique suite stationnaire eX(n) = Un eX(0), où eX(0) est mesurable
par rapport à la �-algèbre engendrée par ��n et U est l�opérateur de translation des
variables aléatoires engendrées par ��n (i.e., �

�
n+1 = U�

�
n ). Puisque �

�
n est ergodique

alors eX(n) est aussi ergodique du fait que c�est une suite translatée par l�opérateur
U (U-shifted sequence). L�utilisation de la procedure de Loynes [52] (Pour plus de
détails voir [41]) donne la convergence couplée de la SRS vers la suite eX(n). Puisque
la convergence couplée au sens fort implique la convergence couplée alors on obtient
le résultat.
Pour la condition d�instabilité, si on a la condition (�+a��+b)E��1 > b alors E�n > 0.
D�après le Lemme 2.1, la condition E�n > 0 implique que la SRS converge en distri-
bution vers une limite impropre. �

Remarque 2.4 Dans le cas où les temps de service sont i.i.d (de distribution
générale B) et N(t) est un processus de comptage d�un processus de renouvelle-
ment de distribution d�inter-occurrence i.i.d.�B, alors on obtient un résultat plus
général qui est la condition de stabilité �+aE��1 � bN (��1 ) < b.

Temps de services stationnaires et ergodiques On suppose maintenant
que les temps de services Sn forment une suite stationnaire et ergodique et les
arrivées des clients négatifs suivent un processus de Poisson de taux ��. Puisque
les temps de service Sn sont stationnaire alors ils ont la même distribution B(t) et
avec une transformée de Laplace (LST) B�(s) =

R1
0
B(t) exp(�st)dt. Si elle possède

une densité b(t) alors on note par ��(s) sa transformée de Laplace correspondante.
Dé�nissons sn comme l�instant de �n du (n � 1)�eme temps de service. Les temps
de service, les entrées des clients, les tailles des lots d�arrivées ou de services sont
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mutuellement indépendants. On considère le processus X(n) induits juste après le
temps sn (i.e., X(n) = X(sn+)). Le processus X(n) satisfait la relation suivante:

X(n+ 1) =

0@X(n) + N�+ (min(Sn;�
�
n ))X

i=1

ai � bn

1A+

; (2.14)

Dans ce cas E�n = �+aE(min(S1; ��1 ))� b. Puisque ��1 est de distribution exponen-
tielle de taux �� alors on a

E(min(S1; ��1 )) =
Z 1

0

(1�B(s)) exp(�s��)ds = (1� ��B�(��))
��

; (2.15)

ou bien en utilisant la densité E(min(S1; ��1 )) = (1� ��(��))=��.
On obtient la proposition suivante dont la preuve est similaire à celle de la Propo-
sition 2.1.

Proposition 2.2 Si �+a(1 � ��(��)) < ��b, alors le processus X(n) est couplé
au sens fort avec un unique régime stationnaire et ergodique eX(n) tel que eX(0) =
supn�0 Vn.
Si �+a(1� ��(��)) > ��b, alors X(n) converge en distribution vers une limite im-
propre.

Remarque 2.5 En supposant une suite i.i.d pour les temps d�inter-arrivées des
clients négatifs avec une distribution exponentielle de taux �� = (1=E��1 ) et des
arrivées et des services un à un, c�est à dire a = 1 et b = 1, on obtient dans la
Proposition 2.1 le résultat de stabilité connu pour la �le M/M/1 avec clients négatifs
(voir [42]):

(�+ � ��)(1=�+) < 1: (2.16)

Dans la Proposition 2.2, si on suppose une suite i.i.d pour les temps de service avec
distribution exponentielle de taux �+ = (1=ES1), on a ��(��) = �+=(�+ + ��) et
la condition 2.16 et aussi véri�ée pour ce cas.

Élimination du dernier client dans la �le

Arrivées stationnaire ergodique pour les clients négatifs La suite des
temps d�inter-arrivées des clients négatifs f��n g est supposée stationnaire et er-
godique et les clients réguliers sont éliminés à partir de la queue de la �le, au
instants d�arrivées tn; en groupes de tailles aléatoires dn avec fdng une suite i.i.d
de moyenne d. On suppose les �ux d�arrivées, tailles des groupes et temps de ser-
vice sont mutuellement indépendants. Soit X(n) le processus induit juste avant
l�arrivée d�un client négatif. La représentation de X(n) comme une suite récursive
stochastique (SRS) est donnée par:

X(n+ 1) =

0@X(n) + N�+ (�
�
n )X

i=1

ai �
N�+ (�

�
n )X

i=1

bi � dn

1A+

: (2.17)
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On obtient le résultat suivant.

Proposition 2.3 Si (�+a� �+b)E��1 < d, alors le processus X(n) couple-converge
au sens fort vers un unique régime stationnaire et ergodique eX(n) tel que eX(0) =
supn�0 Vn.
Si (�+a� �+b)E��1 > d, alors le processus X(n) converge en distribution vers une
limite impropre.

Suite des temps de service stationnaire ergodique On suppose main-
tenant que les temps de service Sn sont stationnaire et ergodique et les inter-arrivées
des clients négatifs sont i.i.d de distribution exponentielle de taux ��. Le processus
X(n) est induit immediatement après la �n du (n � 1)�eme temps de service. Le
processus X(n) satisfait la relation récursive suivante:

X(n+ 1) =

0@X(n) + N�+ (Sn)X
i=1

ai �
N�� (Sn)X
i=1

ci � bn

1A+

: (2.18)

On obtient la proposition suivante.

Proposition 2.4 Si (�+a���c)ES1 < b, alors le processus X(n) est couplé au sens
fort avec un unique régime stationnaire et ergodique eX(n) tel que eX(0) = supn�0 Vn.
Si (�+a � ��c)ES1 > b, alors le processus X(n) converge en distribution vers une
limite impropre.

Élimination d�une quantité de charge du serveur Soit une �le d�attente à
un serveur avec des éliminations de charge de service. Les temps entre arrivées des
clients réguliers f�+n g et les temps de service fSng sont des suites stationnaires et
ergodiques de distributions générales. Soit tn l�instant d�arrivée du ni�eme groupe
d�arrivée régulière de clients. Pendant �+n , N��(�

+
n ) arrivées négatives se produisent

enlevant les quantités de charge de travail cni ; i = 1; :::;N��(�
+
n ) de moyenne c. Nous

supposons que les �ux d�entrées des clients, la taille des groupes et les temps de
service sont mutuellement indépendants. Notons par W (t) la charge du serveur au
temps t. La relation récursive suivante est valable pour le processus Wn = W (tn�):

Wn+1 =

0@Wn + Sn � �+n �
N�� (�

+
n )X

i=1

cni

1A+

: (2.19)

Notons par �n = Sn � �+n �
PN�� (�

+
n )

i=1 cni . On a E�n = ES1 � E�+1 � ��cE�+1 .
En utilisant la même approche que pour les propositions précédentes nous avons le
résultat suivant.

Proposition 2.5 Si ES1 < (1 + ��c)E�+1 , alors le processus Wn est couplé au sens
fort avec un unique régime stationnaire et ergodique fWn tel que fW0 = supn�0 Vn.
Si ES1 > (1 + ��c)E�+1 , alors le processus Wn converge en distribution vers une
limite impropre.
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Remarque 2.6 Si on suppose une suite i.i.d. de temps de service de moyenne � et
un processus de Poisson de taux �+ = 1=E�+1 alors on obtient le résultat de stabilité
obtenu dans [13] par �+� < 1 + ��c.

2.2 Méthode des Fonctions de Lyapunov

Les deux principaux résultats de cette section sont les théorèmes 2.5 pour l�ergodicité
et 2.6 pour la transience. Ces critères de stabilité résultent de l�adaptation au
cadre stochastique d�un résultat classique de stabilité des systèmes dynamiques dû
à Lyapunov en 1892 [53].

2.2.1 Chaînes de Markov à espace d�états discret

Une chaîne de Markov est la généralisation la plus simple d�une suite de variables
aléatoires indépendantes. La propriété principale d�une chaîne de Markov, dite
propriété Markovienne, est que le comportement futur du processus ne dépend que
de sont état présent et non de son passé.
Soit fX(n); n 2 Ng une suite de variables aléatoires à valeurs dans l�ensemble S

des états, supposé �ni ou in�ni dénombrable.

Dé�nition 2.6 Le processus stochastique X = fX(n); n 2 Ng avec espace d�états
S est dit chaîne de Markov si, pour tout n 2 N;

P fX(n+ 1) = in+1 j X(0) = i0; :::; X(n) = ing = P fX(n+ 1) = in+1 j X(n) = ing

pour toutes valeurs possibles de i0; :::; in+1 2 S:
On dit qu�une chaîne de Markov fX(n); n 2 Ng est homogène si pour tout n 2 N;

8i; j 2 S; P fX(n+ 1) = j j X(n) = ig = pi;j;

indépendamment de n. Les probabilités pi;j sont appellées probabilités de transition
en une étape et satisfont à

pi;j � 0; 8i; j 2 S; et
X
j2E

pi;j = 1; 8i 2 S:

La matrice stochastique P = (pi;j); i; j 2 S; est alors appelée la matrice de transition
de X :
La probabilité de transition en n étapes est donnée par

8i; j 2 S; pi;j(n) = P fX(n) = j j X(0) = ig :

Une application directe de la formule des probabilités totales montre que pi;j(n) est
le terme général de la matrice P n: En particulier, pour tous n;m 2 N; les expressions

8i; j 2 S; pi;j(n+m) =
X
k2E

pi;k(n) pk;j(m);

connues sous le nom d�équations de Chapman-Kolmogorov. Elles peuvent être don-
nées simplement par le produit matriciel P n+m = P n � Pm:
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� On dit que les états i et j communiquent si

9n;m 2 N; pi;j(n) > 0 et pj;i(m) > 0:

Cela dé�nit une relation d�équivalence sur l�ensemble S: L�espace d�états peut
donc être décomposé en un nombre �ni ou dénombrable de classes d�équivalence
appelées les classes de communication de X :
Dé�nition 2.7 Une chaîne de Markov ayant une unique classe de communication
est dite irréductible.

� Un état i est périodique, s�il existe un entier d > 1 tel que

pi;i(n) > 0) n 2 dN:

La période d�un état est le plus grand entier d pour lequel cette propriété est sat-
isfaite. Lorsque d = 1; l�état est dit apériodique. Une chaîne de Markov irréductible
est dite apériodique lorsque tous les états i 2 S sont apériodiques. On a les résultats
classiques suivants.

� Tous les états d�une chaîne de Markov irréductible ont la même période.

� Une chaîne de Markov irréductible est apériodique s�il existe un état i 2 S tel
que pi;i > 0.

Pour tout i 2 S; on notera Pi la mesure de probabilité P conditionnellement à
l�évènement fX(0) = ig ; et par �i le temps de retour à l�état i; à savoir

�i = min fn � 1; X(n) = ig :

L�état i est dit récurrent si, partant de i; la chaîne de Markov retourne en un temps
p.s. �ni à l�état i; ce qui s�écrit

Pi(�i <1) = 1:

Un état non récurrent est dit transient. Soit Ni le nombre de visites de l�état i;
c�est-à-dire

Ni =

1X
n=1

1fX(n)=ig:

L�espérance du nombre de visites de l�état i; partant de l�état i; est donnée par

Ei(Ni) =
1X
n=1

pi;j(n):

Le résultat classique suivant, dont on peut trouver une preuve dans Shiryaev [71]
par exemple, donne un critère alternatif des notions de récurrence et de transience.
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Lemme 2.2. Un état i 2 S est récurrent si et seulement si
1X
n=1

pi;i(n) =1;

et transient si et seulement si
1X
n=1

pi;i(n) <1:

� Si tous les états sont récurrents, la chaîne de Markov elle-même est dite récur-
rente.

� Si tous les états sont transients, la chaîne de Markov elle-même est dite tran-
siente.

Corollaire 2.1 Une chaîne de Markov irréductible est soit récurrente soit tran-
siente.

Preuve D�après les équations de Chapman-Kolmogorov, on a pour tous i; j 2 S;

8k 2 N; pi;i(n+ k +m) � pi;j(n)pj;j(k)pj;i(m);

où n;m sont des entiers �xés tels que pi;j(n) > 0 et pj;i(m) > 0: Le résultat est alors
une conséquence directe du Lemme 2.1. �
Un état i est dit positif si, partant de l�état i, l�espérance du temps de retour à i
est �nie, à savoir

Ei(�i) <1:
Un état non positif est dit nul.
Le résultat classique suivant, dont on peut également trouver une preuve dans

Shiryaev [71], donne une dé�nition alternative des notions de positivité et de nullité.

Lemme 2.3 Un état i 2 S est positif si et seulement si

lim
n!1

sup pi;i(n) > 0;

et nul si et seulement si
lim
n!1

pi;i(n) = 0:

Une chaîne de Markov est dite positive si tous les états sont positifs, et nulle si tous

les états sont nuls.

Corollaire 2.2 Une chaîne de Markov irréductible est soit positive soit nulle.

La preuve du Corollaire 2.2 est une conséquence du Lemme 2.2.
Notons qu�une chaîne de Markov positive est nécessairement récurrente. Au vu

des Corollaires 1.1 et 1.2, une chaîne de Markov irréductible est donc soit positive,
soit transiente, soit nulle récurrente.
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Pour tout A � S; on note �A le temps de retour à l�ensemble A; à savoir

�A = min fn � 1; X(n) 2 Ag :

On dira qu�un ensemble A � S est positif si

8i 2 A; Ei(�A) <1:

Le résultat classique suivant donne un critère de positivité pour les chaînes de
Markov irréductibles.

Proposition 2.6 Une chaîne de Markov irréductible est positive s�il existe un en-
semble �ni positif.

Méthode de la chaîne incluse Il bien connu en théorie des �les d�attente que
le processus X(t) du nombre de clients dans la �le M/GI/1 n�a pas de propriété de
Markov en général. Pour obtenir un processus Markovien on rajoute à ce processus
la variable aléatoire du temps résiduel de service à l�instant t; ou bien le temps écoulé
en service à l�instant t: La méthode de la chaîne incluse consiste à trouver une suite
d�instants fsng pour lequels la suite fX(n) = X(sn+)g est une chaîne de Markov.
Si les fsng sont les instants de départ des clients de la �le d�attente, alors

X(n+ 1) = X(n) +N�([sn; sn+1[)� 1; n � 0 si X(n) > 0;

X(n+ 1) = N�(]tn+1; tn+1 + �n]); n � 0 si X(n) = 0;

avec �n le n�eme temps de service et ftng les instants d�arrivées.
La suite des départs est dé�nie par

- sn+1 = sn + �n+1; si X(n) > 0; un service sépare deux départs si la �le est non
vide,

- sn+1 = tn+1 + �n+1, si X(n) = 0; le n�eme client laisse la �le vide en partant, le
(n + 1)�eme trouve donc la �le vide à son arrivée et par conséquent est servi
immédiatement.

La variable �n est indépendante de X(n) qui ne dépend du processus des ar-
rivées que jusqu�à l�instant sn: Le processus de comptage de Poisson N� restreint à
l�intervalle [sn; sn+1[ est indépendant de la variable X(n); par conséquent fX(n)g
est une chaîne de Markov.

Stabilité d�une chaîne de Markov Soit �(n) la distribution de X(n); à savoir
8i 2 S; �i(n) = P(X(n) = i):
D�après la formule des probabilités totales, on obtient �(n+ 1) = �(n)P; si bien

que
8n 2 N; �(n) = �(0)P n:

En particulier, une mesure de probabilité � sur S qui satisfait � = �P est appelée
distribution stationnaire de la chaîne de Markov, puisque

�(0) = � ) 8n 2 N; �(n) = �:
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Lorsqu�une telle distribution stationnaire existe, la chaîne de Markov est dite stable.
Sinon, la chaîne de Markov est dite instable.
Le résultat fondamental suivant permet de caractériser la stabilité des chaînes de

Markov à espace d�états discrets. Une preuve de ce résultat se trouve dans Shiryaev
[71].

Théorème 2.3 Soit X = fXn; n 2 Ng une chaîne de Markov irréductible.
- X est stable si et seulement si X est positive, auquel cas la distribution sta-

tionnaire � est unique.
Si de plus X est apériodique, alors pour toute distribution initiale �(0);

lim
n!1

�(n) = �;

- X est instable si et seulement si X est nulle, auquel cas pour toute distribution
initiale �(0);

lim
n!1

�(n) = 0:

Une chaîne de Markov irréductible, apériodique et positive est dite ergodique.
Cela est dû au Théorème 2.4 ci-dessous, dont une preuve simple se trouve dans
Baccelli et Brémaud [7]. Pour toute mesure � de S, et toute fonction f : S ! R;
soit

�(f) =
X
i2S

f(i)�i:

Théorème 2.4 (Théorème ergodique) Soit X une chaîne de Markov irréductible,

apériodique et positive, de distribution stationnaire �: Pour toute fonction f : S! R
telle que j� (f)j <1; on a

lim
N!1

1

N

NX
n=1

f (X(n))
p:s:�! � (f) :

Critères de Foster Le résultat suivant (voir Pakes [55]) donne une condition
su¢ sante pour l�ergodicité d�une chaîne de Markov.

Théorème 2.5 Pour une chaîne de Markov X = fX(n)g irréductible et apériodique
d�espace d�états S, une condition su¢ sante pour l�ergodicité est l�existence d�une
fonction positive L; et � > 0 tels que pour tout x 2 S

E [L(X(n+ 1))� L(X(n)) j X(n) = x] <1;

et
E [L(X(n+ 1))� L(X(n)) j X(n) = x] � ��

pour tout x 2 S sauf peut être en un nombre �ni de points.
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Une généralisation naturelle du critère de Foster est donnée par le résultat suiv-
ant.

Corollaire 2.3 (Critère de Foster généralisé) Soit une chaîne de Markov X =
fX(n)g irréductible. Une condition su¢ sante pour que X soit positive est qu�il ex-
iste un ensemble �ni A; une fonction de Lyapunov L; et une fonction m sur S à
valeurs entières non-nulles, tels que

sup
x2A

E [L(X(n+m(x)))� L(X(n)) j X(n) = x] <1;

et pour une certaine constante � > 0;

8x =2 A; E [L(X(n+m(x)))� L(X(n)) j X(n) = x] � ��m(x):

Critère pour la transience Le critère suivant donne une condition pour la non
ergodicité d�une chaîne de Markov à espace d�états Z+ (voir Sennot et al. [57]).

Théorème 2.6 Une chaîne de Markov X = fX(n)g irréductible et apériodique
d�espace d�états Z+ est non ergodique (transiente) si

E [X(n+ 1)�X(n) j X(n) = i] <1; 8i 2 Z+;

et il existe une constante k > 0 telle queX
j<i

(j � i)pi;j � �k; (2.20)

de plus, il existe N tel que

E [X(n+ 1)�X(n) j X(n) = i] � 0 pour i � N:

Le théorème suivant donne un critère simple pour la transience qui est une vari-
ante d�un résultat plus général dû à Lamperti [49].

Théorème 2.7. S�il existe une fonction L : S �! R+ et K; 
 > 0 tels que
sup fL(x); x 2 Sg � K et

a) Ex [L (X(1))� L(x)] � 
 si L(x) � K;
b) supx2S Ex

�
jL (X(1))� L(X(n))j2

�
< +1;

la chaîne de Markov fX(n)g est transiente.

2.2.2 Stabilité de la File M/GI/1

Nous avons vu précédemment que si X(n) = X(sn+) désigne le nombre de clients
dans la �le à l�instant sn du départ du n�eme client, fX(n)g est une chaîne de Markov
irréductible véri�ant

X(n+ 1) = X(n) +N�(�n+1)� 1;
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si X(n) > 0; où �n est le temps de service du n�eme client et N� le processus de
Poisson de taux � des arrivées. Sur l�ensemble fX(0) > 0g ; on a donc

E [X(1)�X(0) j X(0)] = �E� � 1;

autrement dit, si �E� < 1; la fonction identité est une fonction de Lyapunov et sous
cette condition, d�après le Théorème 2.5, la chaîne fX(n)g est ergodique.
Réciproquement si �E� > 1; il existe un K tel que �E (min f�;Kg) > 1; si on

remplace les services (�n) par les services bornés (min f�n; Kg), il est clair que la
chaîne de Markov eX(n) ainsi obtenue minorera la chaîne X(n): De cette façon les
sauts de eX(n) on un moment d�ordre 2 borné. Avec la même fonction de Lyapunov
L(x) = x on en déduit que celle-ci est transiente d�après le Théorème 2.7. Par
conséquent, fX(n)g est aussi transiente dans ce cas.

2.2.3 Application à un système avec rappels et pannes du serveur

Nous allons appliquer la méthode des fonctions de Lyapunov à un système avec
rappels et pannes du serveur. Le système consiste en une �le d�attente à un serveur
et les clients arrivent dans le système selon un processus de Poisson de taux �: On
considère une politique de contrôle des rappels qui est similaire à la politique con-
stante mais un rappel ne peut commencer que si un service se termine et le serveur
soit libre et les clients se range dans une �le FIFO en orbite. Plus précisemment, si
un client arrive et trouve le serveur occupé il rejoint l�orbite selon un ordre FIFO.
L�accès de l�orbite au serveur suit une politique de contrôle des rappels, c�est à dire,
on permet seulement au client à la tête de la �le d�attente de réessayer pour avoir
un service. Nous supposons que les temps de rappels sont indépendants, identique-
ment distribué avec une fonction de distribution générale commune. R(�); densité
r(�) et transformée de Laplace r�(s): Les temps de service sont indépendant, iden-
tiquement distribués avec une distribution générale commune B(�); densité b(�), et
transformée de Laplace ��(s) et des premiers moments �nis �k = (�1)k ��(k)(0);
k = 1; 2: Nous supposons que le serveur est sujet à des pannes suivants un processus
de Poisson avec taux �: Si le serveur tombe en panne, un temps de réparation com-
mence immédiatement et nous supposons que le temps nécessaire pour le réparer est
généralement distribué avec la fonction de distribution G(�); densité g(�), et trans-
formée de Laplace g�(s) et les deux premiers moments �nis 
k = (�1)k g�(k)(0);
k = 1; 2: Nous supposons que les temps d�inter-arrivées, les temps de rappels, les
temps de service, les temps de panne et les temps de réparation sont mutuellement
indépendants.
Soit Y (t), t � 0; le nombre de clients en orbite au temps t. L�état du sys-

tème est décrit par le processus stochastique f(Y (t); C(t)); t � 0g, où C(t) prend
les valeurs f0; 1; 2g selon que le serveur est libre, en activité ou en réparation, re-
spectivement. Il est bien connu que le processus stochastique f(Y (t); C(t)); t � 0g
n�est pas Markovien. On introduit donc les variables aléatoires �0(t); �1(t) et �2(t)
de�nies comme suit. Si C(t) = 0 et Y (t) > 0; alors �0(t) représente le temps
de rappel écoulé; si C(t) = 1; alors �1(t) représente le temps de service écoulé
du client en service au temps t; et si C(t) = 2; alors �2(t) représente le temps
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écoulé de réparation du serveur au temps t: Ainsi le processus stochastique fX(t);
t � 0g = f(Y (t); C(t); �0(t); �1(t); �2(t)); t � 0g est Markovien avec espace d�états
S = N � f0; 1; 2g � R3+: Soit ftn; n 2 Ng les instants de �n de service. On con-
sidère le processus X(n) = (Y (tn+); C(tn+)) induit immediatement après le temps
tn: La chaîne incluse fX(n); n 2 Ng forme une chaîne de Markov irréductible et
apériodique.
La proposition suivante donne une condition nécessaire et su¢ sante de stabilité

du système.

Proposition 2.6 Le processus X(n) est ergodique si et seulement si la condition
suivante est satisfaite

��1 (1 + �
1) < r
� (�) : (2.21)

Preuve Considérons tout d�abord le temps de service généralisé e�n du n�eme client
qui inclut, en plus de la période originale �n du client, les temps de réparation de
service possibles dus aux pannes du serveur pendant la période de service du client.
Il est évident que e�n soit indépendant de n. Cao and Cheng [15] ont prouvé que
les temps généralisés fe�ng de service sont indépendants et identiquement distribués
avec fonction de distribution

eB(t) = P fe�n � tg = 1X
k=0

Z t

0

G(k) (t� u) exp (��u) (�u)
k

k!
dB(u);

et transformée de Laplace e��(s) = �� (s+ �� �g�(s)) ;
par conséquent sa moyenne est donnée par

Ee�n = �e��(1)(0) = �1 (1 + �
1) :
Puisque C(tn+) = 0 nous avons seulement à prouver l�ergodicité de Y (n) = Y (tn+).
Pour la su¢ sance, on utilise le critère de Foster (Théorème 2.5). Si nous choisissons
L(k) = k nous obtenons

E [L(Y (n+ 1)) j Y (n) = 0] = �Ee�n = ��1 (1 + �
1) <1;
et nous pouvons facilement véri�er que

E [L(Y (n+ 1))� L(Y (n)) j Y (n) = x] = �Ee�n � r�(�)
= ��1 (1 + �
1)� r�(�):

Si on pose � = r�(�) � ��1 (1 + �
1) alors la condition (2.21) est su¢ sante pour
l�ergodicité.
Pour montrer que la condition (2.21) est nécessaire, on utilise le critère pour la
transience (Théorème 2.6). En e¤et, si ��1 (1 + �
1) � r� (�) alors il existe un k0
tel que pij = 0 pour j < i� k0 et i > 0, où P = (pij) est la matrice de transition en
une étape associée à fY (n); n 2 Ng; et les conditions du Théorème 2.6 sont donc
satisfaites: �
Puisque le �ux d�arrivées est un processus de Poisson la stabilité du système vient
du théorème de Burke (voir Cooper [17] p187)
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2.2.4 Chaînes de Markov à espace d�états continu

Dans cette section, nous noterons X = fX(n); n 2 Ng une suite de variables
aléatoires sur un espace de probabilité (
;P) ; à valeurs dans un espace d�états
continu S; muni d�une ��algèbre BS: Comme nous allons le voir, la plupart des
propriétés des chaînes de Markov à espace d�états discret ont leurs analogues dans
le cas continu, pourvu que la notion d�état individuel ou d�ensemble �ni d�états
individuels du cas discret soit remplacée par la notion de "petit ensemble" dans le
cas continu.

Dé�nition 2.6 (Chaîne de Markov) On dit que X est une chaîne de Markov si pour
tout n 2 N, tout ensemble borélien A 2 BS, et tous éléments x0; :::; xn�1; x de S;

P (X(n+ 1) 2 A j X(n) = x;X(n� 1) = xn�1; :::; X(0) = x0)
= P (X(n+ 1) 2 A j X(n) = x) :

On dit qu�une chaîne de Markov X est homogène si pour tout n 2 N;

8x 2 S;8A 2 BS; P (X(n+ 1) 2 A j X(n) = x) = P (x;A);

indépendamment de n: Comme dans le cas discret, nous ne considérerons que des
chaînes de Markov homogènes par la suite.
Nous appellerons P = fP (x;A); x 2 S; A 2 BSg le noyau de transition de X :
Pour tout n 2 N, soit

P (n)(x;A) = P (X(n) 2 A j X(0) = x) :

Les équations de Chapman-Kolmogorov s�écrivent

8n;m 2 N; P (n+m)(x;A) =

Z
S
P (n)(x; dy)P (m)(y; A):

La notion d�irréductibilité di¤ère sensiblement de celle du cas discret.

Dé�nition 2.7 ('�Irreducibility) On dit que X est '�irréductible s�il existe une
mesure non triviale ' sur S, telle que pour tous x 2 S; A 2 BS,

'(A) > 0) 9n � 1; P (n)(x;A) > 0:

Lorsque X est '�irréductible, il existe une mesure maximale ' telle que X est

'�irréductible. Par la suite, nous noterons ' une telle mesure d�irréductibilité
maximale, et X sera dite simplement irréductible.
L�ensemble

B+S = fA 2 BS; '(A) > 0g
est alors dé�ni de manière unique, c�est-à-dire ne dépend pas de la mesure d�irréductibilité
maximale.
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Tout ensemble A appartenant à BS est dit accessible. On dit qu�un ensemble
A 2 BS est absorbant si

8x 2 A; P (x;A) = 1:

On notera qu�un ensemble absorbant A est tel que '(Ac) = 0:

Dé�nition 2.8 (Petits ensembles ) On dit qu�un ensemble A 2 BS est n�petit s�il
existe n � 1; une mesure de probabilité � sur S, et une constante 
 > 0; tels que

8x 2 A; P (n)(x; �) � 
�(�):

Supposons que X soit irréductible. Tout ensemble accessible contient alors un en-

semble n�petit A tel que �(A) > 0 (voir Meyn et Tweedie [57, Theorem 5.2.2]). On
dé�nit la période de la chaîne de Markov comme le plus grand entier d tel que

A est n� petit) n 2 dN:

Lorsque d = 1, X est dite apériodique.

Proposition 2.7 Une chaîne de Markov irréductible est apériodique s�il existe un
ensemble 1�petit A tel que �(A) > 0:

Par la suite, un ensemble 1�petit sera simplement dit petit.

Récurrence au sens de Harris Pour tout x 2 S, on notera Px la mesure de
probabilité P conditionnellement à l�évènement fX(0) = xg : Pour tout ensemble
A 2 BS; soit �A le temps de retour vers A; à savoir

�A = min fn � 1; X(n) 2 Ag :

L�ensemble A est dit récurrent au sens de Harris si

8x 2 S; Px(�A <1) = 1:

Une chaîne de Markov irréductible est dite récurrente au sens de Harris si tout
ensemble accessible est récurrent au sens de Harris.

Proposition 2.8 Une chaîne de Markov irréductible est récurrente au sens de Harris
s�il existe un petit ensemble récurrent au sens de Harris.

Soit NA le nombre de visites de l�ensemble A, c�est-à-dire

NA =
1X
n=1

1fX(n)2Ag:

L�espérence du nombre de visites de l�ensemble A, partant d�un état initial x, est
donnée par

Ex(NA) =
1X
n=1

P (n)(x;A):
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Un ensemble A 2 BS est récurrent si

8x 2 A; Ex(NA) =1:

On notera qu�un ensemble récurrent au sens de Harris est nécessairement récurrent.
Une chaîne de Markov irréductible est dite récurrente si tout ensemble atteignable
est récurrent, et transiente sinon.

Remarque 2.7 Une chaîne de Markov irréductible récurrente au sens de Harris est
nécessairement récurrente. Une chaîne de Markov irréductible récurrente admet un
ensemble absorbant sur lequel elle est récurrente au sens de Harris.

Un ensemble A 2 BS est dit positif si

sup
x2A

Ex(�A) <1:

Une chaîne de Markov irréductible est dite positive s�il existe un ensemble absorbant
F � S; et une suite fAi; i 2 Ng de sous-ensembles de F , avec F = [iAi; tels que
pour tout ensemble atteignable A,

8i 2 N; sup
x2Ai

Ex(�A) <1:

On notera qu�une chaîne de Markov positive est nécessairement récurrente. Une
chaîne de Markov non positive est dite nulle.

Proposition 2.8 Une chaîne de Markov irréductible est positive s�il existe un petit
ensemble positif.

Notion de stabilité pour espace d�états continu Soit �(n) la distribution de
X(n); à savoir

8A 2 BS; �(n)(A) = P(X(n) 2 A):
D�après la formule des probabilités totales, on obtient

8A 2 BS; �(n+1)(A) =

Z
E

�(n)(dx)P (x;A):

En particulier, une mesure de probabilité � sur S qui satisfait

8A 2 BS; �(A) =

Z
S
�(dx)P (x;A);

est appelée distribution stationnaire de la chaîne de Markov, puisque

�(0) = � ) 8n 2 N; �(n) = �:

L�orsqu�une telle distribution stationnaire existe, la chaîne de Markov est dite stable.
Sinon, la chaîne de Markov est dite instable. On a le résultat fondamental suivant.

Théorème 2.8 Une chaîne de Markov irréductible est stable si et seulement si elle
est positive, auquel cas la distribution stationnaire � est unique.
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Une chaîne de Markov irréductible, apériodique, récurrente au sens de Harris
et positive est dite ergodique. Cela est dû au théorème 2.9 ci-dessous. Pour toute
mesure � de S; et toute fonction f : S! R; soit

�(f) =

Z
S
f(x)�(dx):

Théorème 2.9 Soit X une chaîne de Markov irréductible, apériodique et récurrente

au sens de Harris. si X est positive, de distribution stationnaire �; alors pour toute
fonction f : S! R telle que j� (f)j <1; on a

lim
N�!1

1

N

NX
n=1

f (X(n))
p:s:�! � (f) :

Critère de Foster pour espace d�états continu Le résultat suivant donne une
condition su¢ sante pour la récurrence au sens de Harris.

Théorème 2.10 Soit une chaîne de Markov X = fX(n)g irréductible. Une con-
dition su¢ sante pour que X soit récurrente au sens de Harris et positive est qu�il
existe un petit ensemble A et une fonction de Lyapunov L bornée sur A, tels que

sup
x2A

E [L (X(n+ 1))� L (X(n)) j X(n) = x] <1;

et pour une certaine constante � > 0;

8x =2 A; E [L (X(n+ 1))� L (X(n)) j X(n) = x] � ��:

Critère pour l�instabilité Le théorème suivant donne une condition pour qu�une
chaîne de Markov à espace d�états continu soit nulle.

Théorème 2.11 Soit X une chaîne de Markov irréductible. Une condition su¢ sante
pour que X soit nulle est qu�il existe un ensemble atteignable A et une fonction de
Lyapunov L véri�ant

sup
x2S

E [L (X(n+ 1))� L (X(n)) j X(n) = x] <1;

tels que l�ensemble

B =

�
y 2 S; L(y) > sup

x2A
L(x)

�
soit atteignable, et

8x =2 A; E [L (X(n+ 1))� L (X(n)) j X(n) = x] � 0:
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2.3 Méthode des Limites Fluides

L�origine de cette méthode est le papier de Rybko et Stolyar [56], généralisée ensuite
par Dai [18]. La méthode est basée essentiellement sur une approximation déter-
ministe du système en temps réel, lorsque la population de clients tend vers l�in�ni,
en utilisant la loi des grands nombres.
Nous présenterons tout d�abord le critère de stabilité sur lequel se base la méth-

ode, qui n�est autre qu�une formulation di¤érente des méthode basées sur les fonc-
tions de Lyapunov.

2.3.1 Critère de Stabilité

Le critère est formulé dans deux situations di¤érentes, le cas où l�espace d�états est
discret et le cas continu.
Espace d�états discret

Théorème 2.12 Soit X une chaîne de Markov à espace d�états discret S, sur lequel
est dé�nie une fonction de Lyapunov L: On suppose que pour tout k > 0; l�ensemble
fx 2 S; L(x) � kg est �ni. Une condition su¢ sante pour que la chaîne de Markov
X soit positive est qu�il existe une constante t > 0; telle que

8k > 0; sup
x:L(x)�k

ExL (X([tL (x)]) <1;

et

lim
k!1

sup
x:L(x)>k

ExL (X([tL (x)])
L (x)

< 1:

Espace d�états continu

Théorème 2.13 Soit X une chaîne de Markov à espace d�états continu S, sur lequel
est dé�nie une fonction de Lyapunov L: On suppose que pour tout k > 0; l�ensemble
fx 2 S; L (x) � kg est petit. Une condition su¢ sante pour que la chaîne de Markov
X soit positive est qu�il existe une constante t > 0; telle que

8k > 0; sup
x:L(x)�k

ExL (X([tL (x)]) <1;

et

lim
k!1

sup
x:L(x)>k

ExL (X([tL (x)])
L (x)

< 1: (2.22)

Le résultat suivant est plus simple et plus pratique

Proposition 2.8 Soit X une chaîne de Markov à espace d�états continu S, sur
lequel est dé�nie une fonction de Lyapunov L: Une condition su¢ sante pour que la
propriété (2.22) soit satisfaite est que pour toute suite d�états initiaux fxkg telle que
L (xk)!1 lorsque k tend vers l�in�ni, il existe une sous-suite

�
x�(k)

	
telle que

lim
k!1

Ex�(k)L
�
X(
�
tL
�
x�(k)

���
L
�
x�(k)

� < 1:

41



2.3.2 La �le GI/GI/1

Considérons l�évolution du nombre de clients dans une �le GI=GI=1 aux instants
d�arrivée des clients. Plus précisément, notons X(n) le nombre de clients dans la �le
à l�instant (tn�) juste avant l�arrivée du n�ème client, avec la convention t0 = 0:
Soit �0 la variable aléatoire égale au temps résiduel de service à l�instant t = 0 si
X(0) 6= 0; au temps de service du client 0 sinon. Pour tout n � 1; nous noterons �n
la durée du n�ème service entamé à tout instant t > 0 (voir Figure 2.1)

Pour tout n 2 N; soit S(n) le nombre maximum de clients qui peuvent être servis
avant l�arrivée du n�ème client, à savoir

S(n) = max

(
m 2 N;

m�1X
l=0

�l < tn

)
:

Il n�est pas di¢ cile de voir que pour une discipline de service FIFO,

n� S(n) � X(n)�X(0) � n�min(S(n); X(0)): (2.23)

De plus, on obtient par la loi des grands nombres,

S(n)

n

p:s:�! 1

�
=
E�1
E�1

; (2.24)

où E�1 et E�1 désignent le temps moyen (�ni) entre deux arrivées et le temps moyen
(�ni) de service. Nous poserons E�1 = 1; par convention.
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Temps de service exponentiels Lorsque les temps de service suivent une loi
exponentielle, la suite X = fX(n); n 2 Ng dé�nit une chaîne de Markov sur l�espace
d�états S = N: Cela est dû au fait que la loi exponentielle est "sans mémoire". Ainsi
le temps résiduel de service �0 a la même distribution que �1: Soit P la matrice de
transition de X : Comme

8n 2 N; p0;n(n) > 0 et pn;0(1) > 0;

la chaîne de Markov X est irréductible et apériodique.
Désignons par x n�importe quel élément de S et considérons la fonction de Lya-

punov L(x) = x. Soit t une constante telle que 0 < t � �: Par convergence dominée,
on obtient d�après (2.24),

lim
x!1

E
�
min

�
S ([tx])

x
; 1

��
=
t

�
;

et d�après l�identité de Wald,

lim
x!1

E
�
S ([tx])

x

�
=
t

�
:

Des inégalités (2.23), on déduit que

lim
x!1

Ex (X ([tx]))
x

= 1 +

�
1� 1

�

�
t:

Au vu du Théorème 2.12, on obtient le résultat bien connu que la chaîne de Markov
X est ergodique si � < 1:
En dé�nissant

X(t) = max

�
1 +

�
1� 1

�

�
t; 0

�
;

il n�est en fait pas di¢ cile de voir que pour tout t � 0;

X ([tx])

x

p:s:�! X(t) lorsque x = X(0) �!1:

La limite X(t) est appellée limite �uide [18], et donne le comportement "asympto-
tique" du système lorsque le nombre de clients dans la �le devient grand, il décroît
de manière linéaire au taux 1=�� 1:

Temps de services généraux Supposons maintenant que la distribution des
temps de services est générale, ce qui veut dire qu�on est dans le cas d�un sys-
tème GI/GI/1. Soit 
(n) le temps résiduel de service à l�instant (tn�): La suite
X = f(X(n); 
(n)) ; n 2 Ng est une chaîne de Markov à espace d�états
S = f(y; �) 2 N� R+; y = 0 =) � = 0g :On choisit la fonction de Lyapunov L (x) =
yE�1 + � pour tout x = (y; �) 2 S:
En utilisant la Proposition 2.7, on peut montrer facilement que la chaîne de

Markov X est irréductible et apériodique en montrant que les ensembles
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fx 2 S; L(x) � kg sont petits pour tout k > 0 (voir Proposition 2.11 dans Bonald
[9]) pouvu que les temps d�inter-arrivées soient à support non borné.
Pour toute suite d�états initiaux fxk = (yk; �k)g telle que L(xk) ! 1 lorsque k

tend vers l�in�ni, il existe une sous-suite
�
x�(k)

	
telle que

lim
k!1

y�(k)E�1
L(x�(k))

= � et lim
k!1

��(k)
L(x�(k))

= �;

où � et � sont des constantes positives telles que �+ � = 1: On en déduit que

lim
k!1

S
��
L(x�(k))

��
L(x�(k))

p:s:�! (1� �) 1

E�1
:

D�après le théorème de convergence dominée,

lim
k!1

E

 
E�1min

 
S
��
L(x�(k))

��
L(x�(k))

;
y�(k)

L(x�(k))

!!
= �;

et par la formule de Wald,

lim
k!1

E

 
S
��
L(x�(k))

��
L(x�(k))

!
= �:

Des inégalités (2.23), on déduit que

lim
k!1

Ex�(k)
�
E�1X

��
L(x�(k))

���
L(x�(k))

= � et lim
k!1

Ex�(k)
�


��
L(x�(k))

���
L(x�(k))

= 0:

D�après le Théorème 2.12 et la Proposition 2.8, on déduit que la chaîne X est
ergodique si � < 1:

2.4 Règle de Saturation

Nous présentons dans cette section la règle de saturation, qui s�applique aux systèmes
dits monotones-homogènes et séparables, qui a été introduite par Baccelli et Foss
[8]. Cette règle peut se résumer ainsi: Le taux maximum d�arrivée des clients
caractérisant la région de stabilité d�un système monotone-homogène et séparable,
est égal au débit du système saturé.

2.4.1 Système Monotone-Homogène-Séparable

Considérons la SRS de la forme

X(n+ 1) = f (X(n); �n; �n) ;

où les �n sont des marques, et �n � 0: La suite �n représente les temps d�inter-
arrivées, et X(n) l�état du système juste avant l�arrivée du n�eme client. Considérons
les instants d�arrivées ftng tels que tn+1 � tn = �n: On note par X(m;n) la solution
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de la récursion à l�indice n sachant que le système est à un état initial spéci�que,
comme 0, en l�indice m � n: Finalement, on considère une fonction de la forme

X[m;n] = fm+n+1 (X(m;n); tm; :::; tn; �m; :::; �n) ;

qui peut être vu comme le temps de la dernière activité dans le système. Par
exemple, si on a une �le à s serveurs, X[m;n] représente le temps nécessaire pour le
départ du dernier client quand la �le est alimentée par seulement les clients d�indices
de m à n: On dé�nit la quantité

Z[m;n] := X[m;n] � tn;

qui représente le temps entre l�arrivée du dernier client et le départ du dernier client.
Pour c 2 R; soit ftng+ c = ftn + cg et pour c > 0; soit c ftng = fctng : Dé�nissons
ftng � ft0ng si tn � t0n pour tout n: On a besoin des quatres suppositions suivantes:

(A1) Z[m;n] � 0

(A2) ftng � ft0ng =) X[m;n] � X 0
[m;n]:

(A3) ft0ng = ftng+ c =) X 0
[m;n] = X[m;n] + c:

(A4) Pour m � l < l + 1 � n; X[m;l] � tl+1 =) X[m;n] = X[l+1;n]:

La première supposition est naturelle. Dans la seconde, (A2) X 0
[m;n] sont les

variables obtenues en renplaçant chaque tn par t0n; cela veut dire qu�un retard dans
l�instant d�arrivée résulte en un retard pour l�instant de la dernière activité. La
troisième, est une supposition d�homogénéité dans le temps. Dans la dernière
supposition on dit qu�on a séparabilité par rapport à l�indice l:
Des conséquences directes des suppositions précédentes sont données dans le

lemme suivant:

Lemme 2.4 (i) La quantité Z[m;n] dépend de tm; :::; tn à travers seulement les
di¤érences �m; :::; �n�1:
(ii) Soit a � b deux entiers. Soit t0n = tn+Z[a;b]I fn > bg ; t00n = tn�Z[a;b]I fn � bg ;

et X 0
[m;n]; X

00
[m;n] les périodes de dernières activités correspondantes. Alors les deux

dernières quantités sont séparable par rapport à l�indice b.
(iii) Les variables X[m;n]; Z[m;n] sont croissantes quand m décroît.
(iv) Pour a � b < b+ 1 � c; Z[a;c] � Z[a;b] + Z[b+1;c]:
Soit U l�opérateur de translation des variables stationnaires et ergodiques dans

l�espace (
;F ;P) : Soit �n = Un�0 et �n = Un�0; avec t0 = 0; et supposons que E�0 =
��1 < 1 et EZ[0;0] < 1: Le problème de stabilité du système original peut être
interprété par une notion de stabilité sur le processus Z[m;n]: Notons que UkZ[m;n] =
Z[m+k;n+k] pour tout k 2 Z: Pour tout c � 0; on introduit les instants c ftng =
fctng et soient X[m;n](c); Z[m;n](c) les quantités correspondantes. La supposition
d�ergodicité nous donne


(c) = lim
n�!1

1

n
Z[�n;�1](c) = lim

n�!1

1

n
EZ[�n;�1](c);
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avec 
(c) une constante positive �nie. Le lemme précédent implique que 
(c) � 
(c0)
quand c > c0: De même, limn�1X[1;n](c) = 
(c)+�

�1c; et cette dernière quantité est
croissante quand c croît. La supposition de monotonicité nous donne que Z[�n;�1](c)
est croissante quand n croît, et soit eZ(c) sa limite. La supposition d�ergodicité
implique que P

� eZ <1� 2 f0; 1g : On pose eZ = eZ (1) :
La règle de saturation est énoncée dans le théorème suivant:

Théorème 2.14 Si �
(0) < 1 alors P
� eZ <1� = 1:

Si �
(0) > 1 alors P
� eZ <1� = 0:

Pour une preuve simple du Théorème 2.14 voir Foss et Konstantopoulos [34].

2.4.2 La �le G/G/1

La quatité X[m;n] représente, dans le cas de la �le d�attente simple G/G/1, le temps
de départ du ni�eme client, si on a n + 1 � m clients avec temps d�arrivées tk et
temps de services �k; m � k � n; Z[m;n] est le temps de séjours du ni�eme client. La
supposition d�ergodicité implique

limn�1X[1;n] = 
(0) = E�1;

ainsi la condition �E�1 < 1 entraîne que P
� eZ <1� = 1:
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Chapitre 3

3 STABILITÉ DANS LES MODÈLES
D�ATTENTE AVEC RAPPELS

Dans ce chapitre, nous présentons les conditions de stabilité des di¤érents modèles
d�attente avec rappels décrits au chapitre 1. Pour ces modèles, la méthode des
fonctions de Lyapunov associée au critère de Foster est su¢ sante pour établir ces
conditions. Nous mettons en évidence un contre-exemple dû à Liang et Kulkarni
[50] montrant que la condition "naturelle" (1.11) n�est pas toujours vraie dés qu�on
s�a¤ranchit des hypothèses classiques, en particulier les hypothèses Markovienne et
d�indépendance.

3.1 Stabilité de modèles classiques

3.1.1 Politique de rappels linéaire

File M/M/1/1 Les arrivées de l�extérieur forment un processus de Poisson de
paramètre �; les temps de services f�ng sont i.i.d de distribution exponentielle de
moyenne E�1; et les temps d�inter-rappels de chaque client en orbite sont une suite
i.i.d de distribution exponentielle de paramètre �:Soit X(t) le nombre de clients en
orbite au temps t; et C(t) le nombre de clients en service, i.e. pour un système à un
serveur si C(t) = 0 alors le serveur est libre au temps t; et si C(t) = 1 le serveur est
occupé. Dans le cas d�une �le M/M/1/1 le processus fY (t) = (X(t); C(t)) ; t � 0g
est une chaîne de Markov à temps continu et les résultats suivants sont connus dans
la littérature:

Si �E�1 < 1 alors la chaîne de Markov Y (t) est récurrente positive,

Si �E�1 = 1 et �E�1 � 1 alors la chaîne de Markov Y (t) est récurrente nulle,
Si �E�1 = 1 et �E�1 < 1 alors la chaîne de Markov Y (t) est transiente,
Si �E�1 > 1 alors la chaîne de Markov Y (t) est transiente.

Voir Falin [27].

File M/G/1/1 Considérons la �le M/G/1 avec rappels linéaires décrite dans le
chapitre 1. Les temps de services f�ng sont i.i.d de distribution générale B(x) et de
moyenne �nie E�1: Considérons le processus induit X(n) = X(sn+) à l�instant sn
de �n du (n � 1)�eme temps de service: Le processus fX(n); n � 0g représente donc
une chaîne de Markov à temps discret véri�ant la récurrence

X(n+ 1) = X(n)� In +N�(�n); (3.1)
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si X(n) > 0; où In est une fonction indicatrice telle que In = 1 si le client qui
rejoint le service après l�instant n (i.e. sn+) vient de l�orbite et In = 0 s�il vient de
l�extérieur. N�(�n) est le nombre d�arrivées de l�extérieur durant le temps de service
�n:
D�après la formule (1.8), on a

P fIn = 0 j X(n) = kg =
�

�+ k�
; (3.2)

P fIn = 1 j X(n) = kg =
k�

�+ k�
: (3.3)

Pour utiliser le critère de Foster (voir Théorème 2.5) on doit choisir une fonction
test de Lyapunov convenable. On peut choisir dans notre cas L(k) = k et calculer
donc la dérive moyenne suivante en utilisant les formules (3.1) et (3.3)

E [X(n+ 1)�X(n) j X(n) = k] = E [�In +N�(�n) j X(n) = k]
= �E [In j X(n) = k] + E [N�(�n) j X(n) = k]
= �P fIn = 1 j X(n) = kg+ E [N�(�n)]

= � k�

�+ k�
+ �E�1;

ainsi
lim
k!1

E [X(n+ 1)�X(n) j X(n) = k] = �1 + �E�1:

Cette dernière limite est négative si et seulement si �E�1 < 1: En appliquant le
critère de Foster on obtient que la condition �E�1 < 1 est su¢ sante pour l�ergodicité
de la chaîne de Markov induite fX(n)g :
Pour montrer que �E�1 < 1 est nécessaire pour l�ergodicité on utilise le critère

pour la transience (Théorème 2.6). Puisque pour le système considéré on a X(n +
1)�X(n) � �1; donc l�inégalité (2.20) du Théorème 2.6 est véri�ée, et si �E�1 � 1
alors

E [X(n+ 1)�X(n) j X(n) = k] = � k�

�+ k�
+ �E�1

� � k�

�+ k�
+ 1 =

�

�+ k�
> 0:

On obtient ainsi le résultat classique suivant (voir Falin et Templeton [25]):

La chaîne de Markov fX (n)g est ergodique si et seulement si �E�1 < 1:

Si �E�1 > 1 alors la chaîne de Markov fX (n)g est transiente, et ainsi la �le
M/G/1/1 avec rappels de politique linéaire est instable. Il n�existe pas de résul-
tats de stabilité pour le cas �E�1 = 1: Voir Deul [19], Falin [27], Greenberg [39],
Greenberg et Wol¤ [40] et Wol¤ [59].
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M/G/1/1 avec clients impatients Dans beaucoup de situations pratiques, les
clients font des rappels un certain nombre (aléatoire) de fois et quitte l�orbite sans
obtenir de service. Ce genre de clients est appelé "impatient". Soit �n la probabilité
qu�un client retourne à l�orbite après sa n�eme tentative non réussie d�obtenir un
service, et quitte le système sans être servi avec probabilité 1 � �n: Dans le cas où
�n = � = 1 pour tout n � 1; la condition de stabilité donnée par

�0�E�1 < 1;

a été montré par Falin [26].
Dans le cas � < 1; Le système est stable si le temps moyen de rappels est �ni

(voir Fayolle et Brun [31]).

File M/M/s/s Deul [19], Falin [27] [28] et Hanschke [?] ont montré que la con-
dition nécessaire et su¢ sante de stabilité est

�E�1 < s:

Ils ont utilisé une chaîne de Markov incluse et le critère de Foster pour obtenir le
résultat précédent.

3.1.2 Politique constante

Considérons maintenant le système M/G/1 avec politique de rappels constante dé�ni
dans le chapitre 1. Les arrivées de l�extérieur forment un processus de Poisson de
paramètre �; les temps de services f�ng sont i.i.d de distribution générale et de
moyenne �nie E�1 et les temps de rappels de l�orbite sont de distribution exponen-
tielle de paramètre �: Le processus fX(n); n � 0g véri�e la récurrence

X(n+ 1) = X(n)� In +N�(�n);

avec maintenant les relations suivantes pour In

P fIn = 0 j X(n) = kg =
�

�+ �
;

P fIn = 1 j X(n) = kg =
�

�+ �
;

ainsi

E [X(n+ 1)�X(n) j X(n) = k] = � �

�+ �
+ �E�1;

En appliquant le critère de Foster, on obtient que la condition �E�1 < (�=(� + �))
est su¢ sante pour l�ergodicité de la chaîne de Markov induite fX(n)g :
Pour montrer que �E�1 < 1 est nécessaire pour l�ergodicité, on utilise le critère

pour la transience (Théorème 2.6). Donc, on peut énoncer le résultat suivant pour
le système M/G/1 avec rappels et politique constante:

La chaîne de Markov fX (n)g est ergodique si et seulement si �E�1 <
�

�+ �
:

49



3.1.3 Politique de rappels versatile

La politique versatile est une combinaison des deux précédentes politiques que sont
la politique linéaire et la politique constante. La probabilité d�avoir un rappel durant
l�intervalle de temps (t; t+�t), sachant que j clients sont en orbite au temps t, est
(�(1 � �0j) + j�)�t + �(�t). Le système considéré est toujours un M/G/1 avec
cette dernière politique de rappels. La chaîne de Markov modélisant le système est
toujours de la forme (3.1) avec pour k � 1

P fIn = 0 j X(n) = kg =
�

�+ � + k�
; (3.4)

P fIn = 1 j X(n) = kg =
� + k�

�+ � + k�
: (3.5)

Pour k = 0 il est évident que P fIn = 0 j X(n) = 0g = 1:
On a donc

E [X(n+ 1)�X(n) j X(n) = k] = � � + k�

�+ � + k�
+ �E�1;

et ainsi pour � > 0 on a

lim
k!1

E [X(n+ 1)�X(n) j X(n) = k] = �1 + �E�1:

La conclusion est donc la même que pour la politique linéaire classique, i.e.

La chaîne de Markov fX (n)g est ergodique si et seulement si �E�1 < 1:
Pour � = 0 on retrouve le cas de la politique constante.

3.2 Stabilité de Di¤érents Modèles avec Rappels

3.2.1 Deux types de clients

Considérons maintenant une �le d�attente avec rappels et deux types de clients,
qu�on appelle "impatient" et "persistant". Ce modèle a été étudié par Martin et
Artalejo [54] dans le cas d�une politique constante. Si un client impatient trouve le
serveur occupé alors il quitte le système. Par contre, si un client persistant arrive et
trouve le serveur occupé, alors il peut joindre l�orbite et refait sa tentative ultérieure-
ment selon une politique de rappels. Nous supposons que les temps d�inter-arrivées
f� 1ng du type 1 (impatient) et f� 2ng du type 2 (persistant) sont des suites de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec des distributions expo-
nentielles de paramètres �1 > 0 et �2 > 0 respectivement. Les temps de services
f�1ng (pour le type 1) et f�2ng (pour le type 2) sont des suites i.i.d de moyennes E�1
et E�2 respectivement, indépendantes l�une de l�autre et de f� 1ng, f� 2ng, temps de
rappels, et 0 < E(�j) < 1, j = 1; 2. Les suites f� 1ng; f� 2ng, temps de rappels sont
indépendantes l�une de l�autre.
Dans le cas d�une politique de rappels constante, sous les suppositions Markovi-

ennes, Martin et Artalejo [54] ont montré que la condition de stabilité du système
est:

�1 + �2 + �2(�E�2 + �1E�1 + �2E�2)
�1 + �2 + �

< 1:
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3.2.2 Pannes du serveur

Considérons un système de type M=G=1 avec pannes du serveur décrit dans le
chapitre 1, avec une politique linéaire classique. La dérive moyenne est donc dans
ce cas

E [X(n+ 1)�X(n) j X(n) = k] = � k�

�+ k�
+ �E�1 (1 + �Er1) ;

ainsi limk!1 E [X(n+ 1)�X(n) j X(n) = k] = �1 + �E�1 (1 + �Er1) ; et en util-
isant le critère de Foster et le critère pour la transience la condition de stabilité a
été obtenue par Wang et al [58] et qui est la même que le système M=G=1 classique
donnée par (1.9).

3.2.3 Clients négatifs

Nous allons illustrer le cas des arrivées négatives avec un modèle M/G/1 et rappels
de politique linéaire classique et suppositions Markoviennes. En plus donc des clients
régulier, un �ux de distribution de Poisson de taux � est considéré pour les arrivées
des clients négatifs. Aussi, nous supposerons des éliminations individuelles comme
décrit dans le chapitre 1. Il est facile de voir que la dérive moyenne véri�e

E [X(n+ 1)�X(n) j X(n) = k] = � k�

�+ k�
+ �E�1 � �E�1;

et obtient la condition de stabilité (�� �)E�1 < 1:

3.2.4 Arrivées en groupes

Le premier modèle de rappels avec arrivées en groupes a été étudié par Falin [22]
dans le contexte d�une politique linéaire classique. Ce modèle est noté MX/G/1 ,
avec les hypothèses Markoviennes d�un système simple, on suppose de plus que les
arrivées sont en groupes de tailles suivant une variable aléatoire générale de moyenne
a:
La condition de stabilité obtenue par Falin [22] est �aE�1 < 1:

3.3 Contre-exemple de Liang et Kulkarni

Considérons le modèle M=G=1 classique avec rappels et politique linéaire. Sous des
suppositions Markoviennes, i.e., arrivées de Poisson de taux �; temps de rappels i.i.d.
de distribution exponentielle de taux � et temps de service �n i.i.d. de distribution
générale de moyenne E�1; On a vu (section 3.1.1) que la condition de stabilité du
système est donnée par

�E�1 < 1; (3.6)

qui peut être considérée comme "naturelle" pour les systèmes d�attente.
On s�attend intuitivement à ce que la condition (3.6) soit vraie en général. Cepen-

dant, Liang et Kulkarni [50] ont donné le contre exemple suivant qui montre que la
condition (3.6) n�est pas toujours valable pour la stabilité
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3.3.1 Le Contre-exemple

Les temps d�inter-arrivées sont considérés i.i.d. à valeurs entières de moyenne
(1=�) = 2:5: Les temps de rappels de chaque client sont i.i.d. à valeurs entières.
Les temps de service sont supposés suivre une loi uniforme sur l�intervalle [2:1; 2:8],
i.e., U[2:1;2:8]; donc de moyenne E�1 = 2:45: Donc la condition (3.6) est véri�ée
(2:45=2:5 < 1): Supposons que le système est initialement vide et on a une arrivée
au temps t = 0: Alors le premier service se terminera avant le temps t = 3: Puisque
les inter-arrivées et les temps de rappels prennent seulement des valeurs entières, le
service suivant ne commencera pas avant le temps t = 3: En e¤et, tous les services
commencent en des points entiers ainsi le k�ème service doit commencer au temps
n � 3(k� 1): Ainsi un seul client seulement est servi tout les trois unités de temps.
Avec un temps moyen d�inter-arrivées égal à 2.5, il est clair que le système ne peut
être stable.
Liang et Kulkarni [50] expliquent cette situation par la nature entière des temps

d�inter-arrivées et de rappels, et le mécanisme de fonctionnement du système qui
"forcent" en quelque sorte le serveur à être inactif. Les auteurs pensent que la
condition (3.6) est su¢ sante dans la majorité des cas. Ils le démontrent pour une
large classe de systèmes décrits dans le paragraphe suivant.

3.3.2 Modèle avec Arrivées et Rappels de Loi d�Erlang

Aprés avoir donner le contre exemple, Liang et Kulkarni [50] ont donné une condition
su¢ sante de stabilité dans le cas où les temps d�inter-arrivées et les temps de rappels
suivent des mélanges �nis de distributions d�Erlang. Notons par A(t) et H(t) les
fonctions de répartitions des temps d�inter-arrivées et de rappels respectivement.
Les distributions A(t) et H(t) sont donc donnés par

A(t) =
kX
i=1

�iEi (�; t) ; (3.7)

H(t) =

rX
i=1


iEi (�; t) ; (3.8)

où Ei (�; t) (Ei (�; t)) est la fonction de répartition de la somme de i variables aléa-
toires indépendantes de loi exponentielles de paramètre � (�). La suite des temps
de service f�ng est i.i.d. de distribution générale de moyenne E�1 �nie.
Soit

� =

kX
i=1

i�i: (3.9)

Donc le temps moyen d�inter-arrivée est donné par �=�:
En utilisant le critère de Foster (voir Théorème 2.5), Liang et Kulkarni [50] que

la condition
�E�1
�

< 1; (3.10)
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est su¢ sante pour la stabilité du système avec rappels sous les suppositions précé-
dentes.
La condition (3.10) est en fait équivalente à (3.6). Leur tentative pour généraliser

cette conjecture n�a pas aboutit.

3.4 Service ou Arrivées Stationnaires ergodiques

La méthode des évènements de rénovation, décrite au paragraphe 2.1, est une
approche élégante et é¢ cace permettant de prouver la stabilité de systèmes de
�les d�attente décrits par des SRS sous des hypothèse assez générales. Altman
et Borovkov [2] ont ainsi pu montrer que la condition (3.6) est su¢ sante pour la
stabilité pour diverses hypothèses relativement générales: inter-arrivées ou services
stationnaire et ergodique, ce qui exclut la supposition d�indépendance généralement
adoptée. La di¢ culté, comme c�est le cas en général pour cette approche par les
suites récursives stochastiques est de construire l�espace d�états et les évènements de
rénovation. Nous décrivons ci-dessous certains résultats d�Altman et Borovkov [2].

3.4.1 Suite des temps de services stationnaire ergodique

Altman et Borovkov [2] ont considéré une politique de rappels linéaire classique,
avec la suppostion que les temps de service f�ng forment une suite de variables
aléatoires stationnaire et ergodique (sans l�hypothèse d�indépendance) et des temps
d�inter-arrivées et d�inter-rappels i.i.d. chacune de distribution exponentielle, de
paramètres � et � respectivement. Ils ont modélisé la dynamique du processus
nombre de clients dans l�orbite par une suite récursive stochastique fX(n)g aux
instants de départs de service comme suit.
Soit u1n et u

2
n deux suites de v.a. i.i.d. de distributions uniformes sur [0; 1] ;

mutuellement indépendantes et indépendantes de la suite des temps de services �n;
et soit

Q
: R+ � [0; 1] �! N l�inverse de la distribution de Poisson donnée par

Q
(t; x) = inf

(
n 2 N :

nX
k=0

tk exp(�t)
k!

� x
)
:

Ainsi
Q
(t; u1n) est la distribution de Poisson de paramètre t: La SRS suivante a été

construite dans [2] pour modéliser le système

X(n+ 1) = (X(n) + �n)
+ ;

où

�n =
Q
(��n; u

1
n)� I

�
u2n �

X(n)�

�+X(n)�

�
:

Il est clair que �n dépend de X(n) à travers l�indicatrice. Aussi, la suite �n ne peut
être utilisée pour montrer la stationarité et l�ergodicité de X(n). Une suite auxiliaire
fX�(n)g majorisant la SRS X(n) a été introduite en prenant

X�(n+ 1) = max [C;X�(n) + ��n] ;
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avec

��n =
Q
(��n; u

1
n)� I

�
u2n �

C�

�+ C�

�
;

où C est une constante positive convenablement choisie. Des évènements de réno-
vation ont été ainsi construits pour la suite originale fX(n)g à partir de la suite
majorante fX�(n)g : En utlisant la méthode des évènements de rénovation, plus
précisément le Théorème 2.2 (voir chapitre 2), les auteurs ont montré que la SRS
fX(n)g est convergente couplée au sens fort vers un regime stationnaire �ni si la
condition suivante est véri�ée

�E�1 < 1:

Cette approche sera utilisée en détail dans le chapitre 4 pour des modèles de rappels
particuliers, et une politique de rappels plus générale: la politique versatile.

3.4.2 Suite de temps d�inter-arrivées stationnaire ergodique

Considérons maintenant que les temps d�inter-arrivées f�ng forment une suite sta-
tionnaire et ergodique, et que les temps de service f�ng et de rappels sont des suites
i.i.d. de distributions exponentielles de paramètres � et � respectivement. La SRS
a été construite aux instants juste avant les arrivées ftng ; i.e. X(n) = X(tn�): Soit
la v.a. dé�nie par

P
0;n := 0; et pour k > 0 :P

k;n := �
n
1 +

�
�n1
X(n)

+ �n2

�
+

�
�n2

X(n)� 1 + �
n
3

�
+ :::+

�
�nk�1

X(n)� k + 2 + �
n
k

�
si X(n) � k� 1; avec �ni et �ni représentants les temps d�inter-rappels et de services
respectivement.P

k;n peut être considérée comme le temps nécessaire pour servir k clients après
le temps tn:
Soit Z(n) le nombre de clients qui quittent le système durant l�intervalle de temps

[tn; tn+1) : La représentation de la SRS X(n) est de la forme

X(n+ 1) = X(n) + 1� Z(n):

Pour pouvoir construire des évènements de rénovation, une suite majorante X(n) a
été introduite dans [2] comme suit: (i) les temps d�inter-rappels se font avec le taux
C� si on a au moins C clients en orbite, les rappels sont stoppés si on a moins de
C clients en orbite. La constante C est choisie telle que E�1 + (1=C�) < E�1: On
dé�nit d�abord la suite suivante

Z(n) = min

(
k : �n1 +

kX
l=2

�
�nl
C
+ �nl

�
> �n

)
:

La suite est donnée maintenant par

X(0) := X(0);

X(n+ 1) := max
�
X(n) + 1� Z(n); C

	
:

54



En construisant des évènements de rénovation pour X(n) à partir de ceux de la SRS
X(n), les auteurs montrent de nouveau que la SRS fX(n)g est convergente couplée
au sens fort vers un régime stationnaire �ni si la condition suivante est véri�ée

�E�1 < 1:
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Chapitre 4

4 STABILITÉDEMODÈLES AVECPOLITIQUE
DE RAPPELS VERSATILE

Dans ce chapitre nous présentons nos principaux résultats. En utilisant une ap-
proche similaire à celle d�Altman et Borovkov [2], on obtient une condition su¢ sante
de stabilité d�un système avec politique de rappels versatile et temps de service sta-
tionnaire et ergodique. Nous étendons cette approche pour des modèles avec deux
types de clients, pannes du serveur, clients négatifs et arrivées en groupes.

4.1 Politique de Rappels Versatile

Considérons un système à une �le d�attente avec rappels et un serveur dans lequel
les clients primaires entrent de l�extérieur aux temps fti; i = 1; 2; :::g. Soit �i =
ti+1 � ti les temps successifs d�inter arrivées, i = 1; 2; ::: . Si le i �eme client arrivé
trouve le serveur libre, il prend son service puis quitte le système. Autrement,
si le serveur n�est pas libre, le client arrivé rejoint immédiatement l�orbite. La
probabilité d�avoir un rappel durant l�intervalle de temps (t; t + �t), sachant que
j clients sont en orbite au temps t, est (�(1 � �0j) + j�)�t + �(�t). Cela signi�e
qu�après un temps aléatoire de loi exponentielle de taux � (qu�on appelle temps de
rappels de l�orbite), indépendant du processus d�arrivées, chaque client en orbite
génère un �ot Poissonien de tentative de rappels avec paramètre � et se comporte
indépendamment des autres clients en orbite et du �ux extérieur des arrivées. Ce
modèle, introduit par Artalejo et Gomez-Corral [4], incorpore simultanément la
politique de rappels classique et la politique constante. Si � = 0, on obtient la
politique de rappels constante de paramètre �. Si le temps de rappels de l�orbite
se termine avant une arrivée extérieure, alors un client de l�orbite (le premier de la
�le ou un autre choisi aléatoirement) occupe le serveur. Le n�eme temps de service
est �n, et on suppose que 0 < E�n < 1. On suppose durant toute cette section
que la suite f�ng est stationnaire et ergodique, les suites des temps d�inter arrivées
f�ig sont i.i.d. exponentiellement distribués avec paramètre �. Les temps d�inter
arrivées, temps de rappels de l�orbite et temps de rappels de chaque client en orbite
sont mutuellement indépendantes et indépendantes de f�ng. Soit X(t) le nombre
de clients en orbite au temps t. On dé�nit sn comme étant l�instant de �n du (n-
1)�eme service. On considère le processus induit X(n) juste après le temps sn, (i.e.,
X(n) = X(s+n )). Après la �n du (n-1)

�eme service, une compétition entre deux lois
indépendantes (puisque le temps de rappels de l�orbite et les temps de rappels de
chaque client en orbite sont indépendants du temps d�inter arrivée) exponentielles
avec taux respectifs � et �+X(n)� déterminent le client suivant qui va rejoindre le
serveur. La probabilité qu�un temps de rappel expire avant le temps d�inter arrivée
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est alors (� + X(n)�)=(� + � + X(n)�). Soit u1n et u
2
n deux suites de variables

aléatoires i.i.d distribuées uniformément sur [0; 1], mutuellement indépendantes et
indépendantes de la suite �n. u1 = fu1ng génère le processus des arrivées, et u2 =
fu2ng génère le type d�arrivée (extérieur ou de l�orbite) à la �n des périodes successives
de services. Soit

Q
: R+ � [0; 1] �! N l�inverse de la distribution de Poisson

Y
(t; x) = inffn 2 N :

nX
k=0

tke�t

k!
� xg: (4.1)

Ainsi
Q
(t; u1n) est une variable aléatoire de Poisson de paramètre t.

4.1.1 Stabilité du Système

Le résultat suivant a été obtenu par Kernane et Aïssani [44].

Théorème 4.1 Soit un système M/G/1/1 avec rappels et politique versatile de
paramètres (�; �), de �ux d�arrivées Poissonien de taux � et de suite des temps de
service f�ng stationnaire et ergodique.
Alors,
i) Le processus X(n) = X(sn+) induit aux instants de départs, satisfait la représen-
tation sous forme de SRS

X(n+ 1) = (X(n) + �n)
+;

où x+ = max[0; x] et �n est dé�nit par

�n =
Y
(��n; u

1
n)� I

�
u2n �

� +X(n)�

�+ � +X(n)�

�
(4.2)

ii) Le processus X(n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire
ergodique si une des conditions suivantes est satisfaite:

1) � > 0; � = 0 et �E�1 <
�

�+ �
,

2) � � 0; � > 0 et �E�1 < 1:

Preuve Pour la construction de la SRS X(n); il faut noter seulement que la vari-
able

Q
(��n; u

1
n) compte le nombre d�arrivées pendant le temps de service �n et

l�indicatrice I
n
u2n �

�+X(n)�
�+�+X(n)�

o
vaut 1 si un client de l�orbite a obtenue le service

après le temps sn; et vaut 0 si c�est un client de l�extérieur qui l�obtient.
Pour la convergence couplée au sens fort du processus fX(n)g ; considérons en

premier le cas � > 0 et � = 0; alors la suite (4.2) a la forme suivate

�n =
Y�

��n; u
1
n

�
� I
�
u2n �

�

�+ �

�
:

Puisque la suite fuing est identiquement distribuée i = 1; 2, et donc stationnaire,
elle peut être dé�nie pour tout entier �1 < n < 1. Dé�nissons les ��algèbres
F�;u
n = �(�k; u

1
k; u

2
k; k � n) et F�;u = �(�k; u

1
k; u

2
k;�1 < k <1). Soit U l�opérateur
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de translation préservant la mesure des variables aléatoires F�;u-mesurables générées
par f�n; u1n; u2n;�1 < n <1g. Puisque pour tout n 2 Z; la variable aléatoire �n est
générée par f�n; u1n; u2ng; alors d�après la Remarque 1.1 �n+1 = U�n et f�n;�1 <
n < 1g est stationnaire. De plus, puisque f�n;�1 < n < 1g est stationnaire
et ergodique, et la suite f�n;�1 < n < 1g est compatible avec l�opérateur de
translation U; alors d�après la Remarque 1.2, la suite f�n;�1 < n < 1g est
ergodique . Nous avons

E(�n) = �E�1 �
�

�+ �
:

Donc si

�E�1 <
�

�+ �

est véri�ée alors E(�n) < 0. Sans perte de généralité, nous supposerons que X(0) =
a � 0. Pour tout choix de n0, les évènements An = T nA0, où A0 est donné par (2.3),
c�est à dire

A0 =
n0�1\
k=0

f��1 + :::+ ��1�k � 0g \ \
l�1
f��1 + :::+ ��n0�l � �ag ; (4.3)

forment une suite stationnaire d�évènements de rénovation avec m = 0 et g(y) � y+
(voir Exemple 2.1). En e¤et, pour n � n0,

X(n+ 1) = �+n p:s: sur An:

Puisque E(�n) < 0 et la suite f�ng est stationnaire et ergodique, alors d�après la loi
forte des grands nombres de Birkho¤ (1.2) pour les suites ergodiques, nous avons
presque sûrement

lim
n!1

1

n

�1X
i=�n

�i = E�1 < 0;

ce qui donne p:s:
lim
n!1

(��1 + :::+ ��n) = �1:

Ainsi, il existe un nombre n0 = n0(a) tel que P(An) > 0 pour n � n0. Si, d�autre
part les évènements Bn, le nombre m, et la fonction g : Rm+1 ! R sont dé�nis
comme

m = n0; Bn = T
mAn; g(y0; :::; ym) � y+m;

alors les évènements Bn 2 F �
n+m sont de rénovation pour fX(n)g sur le segment

[n; n +m] pour tout n � 0. Donc, on peut supposer que n0 = 0: La positivité des
probabilités des Bn vient du fait que les An sont T -invariantes et cela est dû à la
stationarité de la suite f�n;�1 < n <1g, donc

P(Bn) = P(TmAn)
= P(An) > 0:

Ainsi, en utilisant le Théorème 2.2, la suite fX(n)g est couplée au sens fort avec
une unique suite stationnaire fXn � UnX0g ; où X0 est F�;u-mesurable, obéissant
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l�équation Xn+1 = (Xn+ �n)
+. L�ergodicité vient de la Remarque 1.2 et du fait que

Xn est compatible avec l�opérateur de translation (shift) U .
Considérons maintenant le cas � � 0 et � > 0: Les évènements de rénovation An
seront construits maintenant en deux étapes. On va introduire au début une SRS
majorante X(n)? sur le même espace de probabilité, qui va nous permettre d�obtenir
des évènements stationnaires de rénovation simples A?n; de probabilité positive, et
les évènements An seront obtenus comme sous-ensembles de A?n. La SRS X(n)

? a
la forme suivante:

X(0)? = X(0); X(n+ 1)? = max(C;X(n)? + �?n);

où

�?n =
Y
(��n; u

1
n)� I

�
u2n �

� + C�

�+ � + C�

�
:

La suite f�?ng est mesurable par rapport à F�;u et �?n+1 = U�?n: De cela et des
remarques 1.1 and 1.2 il suit que la suite f�?ng est stationnaire et ergodique. On
choisit la constante C telle que E�?n < 0; si la condition �E�1 < 1 est véri�ée, où

E(�?n) = �E�1 �
� + C�

�+ � + C�
:

Donc, il existe des évènements de rénovation A?n = T
nA?0; n � n0, où A?0 est dé�ni

comme (4.3) avec la suite f�?ng ; et P(A?0) > 0, tel que X(n)? = C sur l�ensemble A?n
pour tout n � n0. Dé�nissons les ensembles

B0 =

�Y
(���k; u

1
�k) = 0; u

2
�k �

� + k�

�+ � + k�
; k = 1; :::; C

�
;

Bn = T
nB0:

Les ensembles An = A?n�C \ Bn forment une suite stationnaire d�évènements de
rénovation pour X(n), puisque pour tout n � n0 + C, nous avons sur An, les
valeurs X(n � k) � k; k = 0; 1; :::; C, et en particulier, X(n) = 0. On doit montrer
maintenant que les évènements de rénovation An sont de probabilités strictements
positives. Pour cela il su¢ t de montrer que P(A0) > 0; car les ensembles An sont
stationnaires. On a P(A0) = P(A?�C) P(B0jA?�C); et puisque P(A?�C) = P(T nA?0) =
P(A?0) > 0, il nous reste à montrer que P(B0jA?�C) > 0: En suivant la démarche
utilisée dans [2] p.354, et en l�adaptant à la politique de rappels versatile, on a

E
�
��C + :::+ ��1 j A?�C

�
� CE�1
P(A?�C)

<1:

De plus

P(B0jA?�C) = E
�
e��(��C+:::+��1) j A?�C

� CY
k=1

� + k�

�+ � + k�

� e��E(��C+:::+��1jA?�C)
CY
k=1

� + k�

�+ � + k�
> 0:
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Ainsi, on a une suite stationnaire fAng d�évènements de rénovation de probabil-
ités strictements positives pour la SRS X(n): Puisque la SRS X(n) véri�e une
récurrence stochastique de la forme X(n + 1) = f(X(n); �n); avec f�ng une suite
stationnaire et ergodique, la convergence couplée au sens fort du processus X(n)
vers un régime stationnaire fXn � UnX0g ; où X0 est F�;u mesurable, véri�ant
Xn+1 = f(Xn; �n) vient du Théorème 2.2. L�ergodicité vient du fait que Xn est
compatible avec l�opérateur de translation (shift) U . �

Remarque 4.1 Bien que les conditions du théorème 4.1 soient su¢ santes pour la
stabilité, on conjecture qu�elles sont nécéssaires. Ceci est dû au fait que pour les SRS
de la forme X(n+1) = (X(n)+�n)+; la condition E�n > 0 entraîne que le processus
X(n) converge en distribution vers une limite impropre, i.e., X(n)!1 p.s., et cela
peut être étendu sous des suppositions assez larges au cas E�n = 0 (voir Lemme 2.1).
Cela peut se con�rmer par le fait qu�un système avec rappels est généralement plus
congestionné qu�un modèle simple sans rappels. Plus précisemment, considérons un
processus auxiliaire XS(n) coorespondant à une �le simple sans rappels, i.e.

XS(0) = X(0); XS(n+ 1) = (XS(n) + �Sn )
+; (4.4)

où
�Sn =

Y
(��n; u

1
n)� 1: (4.5)

Il est clair que
XS(n) �st X(n)

où �st veut dire stochastiquement inférieur et si �E�1 > 1 E�Sn > 0 alors d�après
le Lemme 2.1 limn!1X

S(n) = +1 p.s. ce qui conduit à limn!1X(n) = +1 p.s.

4.1.2 Condition d�instabilité pour la politique de rappels constante

On peut montrer une condition d�instabilité pour la politique constante puisque
dans ce cas le taux de rappels ne dépend pas du nombre de clients en orbite.

Proposition 4.1 Soit un système M/G/1/1 avec rappels et politique constante i.e.,
� > 0 et � = 0:
Si �E�1 > �=(� + �), alors le processus X(n) converge en distribution vers une

distribution limite impropre.

Preuve Si la condition �E�1 > �=(� + �), est véri�ée cela entaîne que E(�n) >
0: D�après le Lemme 2.1, la SRS X(n) converge vers une limite impropre, i.e.
limn!1X(n) = +1 p.s. �

4.2 Deux types de clients

Considérons maintenant une �le d�attente avec rappels et deux types de clients,
qu�on appelle �impatient" et "persistant". Si un client impatient trouve le serveur
occupé alors il quitte le système. Par contre, si un client persistent arrive et trouve
le serveur occupé, alors il peut joindre l�orbite et refait sa tentative ultérieurement
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selon la politique de rappels versatile décrite précédemment. Nous supposons que les
temps d�inter-arrivées f� 1ng du type 1 (impatient) et f� 2ng du type 2 (persistant) sont
des suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec des
distributions exponentielles de paramètres �1 > 0 et �2 > 0 respectivement. Les
temps de services f�1ng (pour le type 1) et f�2ng (pour le type 2) sont stationnaires
et ergodiques, indépendantes l�une de l�autre et de f� 1ng, f� 2ng, temps de rappels de
l�orbite et temps de rappels de chaque client en orbite, et 0 < E(�jn) <1, j = 1; 2.
Les suites f� 1ng; f� 2ng, temps de rappels de l�orbite et temps de rappels de chaque
client en orbite sont indépendantes l�une de l�autre. Soit X(t) le nombre de clients
en orbite au temps t. On dé�nit sn comme étant l�instant où le (n � 1)�eme temps
de service se termine. On considère le processus induit X(n) immédiatement après
le temps sn, (i.e., X(n) = X(s+n )). Soient fu1ng et fu2ng dé�nies comme dans la
section précédente, et indépendantes des suites f�1ng et f�2ng, sauf que maintenant
u2 = fu2ng générera le type de requête de service: client impatient, client persistant
de l�extérieur ou client persistant de l�orbite à la �n des temps successifs de services.

4.2.1 Stabilité du Système

Nous avons obtenu dans [44] le résultat suivant.

Théorème 4.2 Soit un système (M 1;M 2)/G/1/1 avec rappels et politique versa-
tile de paramètres (�; �) et deux types de clients caractérisés par des taux d�arrivées
Poissoniens �1, �2; et de suite des temps de service f�1ng et f�2ng stationnaires et
ergodiques.
Alors,
i) Le processus X(n) = X(sn+) induit aux instants de départs, satisfait la représen-
tation sous forme de SRS

X(n+ 1) = (X(n) + �n)
+;

où la suite f�ng est de la forme

�n =
Q
(�2�

1
n; u

1
n)I
�
u2n �

�1
�1 + �2 + � +X(n)�

�
+
Q
(�2�

2
n; u

1
n)I
�

�1
�1 + �2 + � +X(n)�

< u2n �
�1 + �2

�1 + �2 + � +X(n)�

�
+
Q
(�2�

2
n; u

1
n)I
�

�1 + �2
�1 + �2 + � +X(n)�

< u2n � 1
�

�I
�

�1 + �2
�1 + �2 + � +X(n)�

< u2n � 1
�
:

ii) Le processus X(n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire
ergodique si l�une des conditions suivantes est satisfaite:

1) � > 0; � = 0 et
�1 + �2 + �2(�E�2 + �1E�1 + �2E�2)

�1 + �2 + �
< 1 ,

2) � � 0; � > 0 et �2E�2 < 1:

Preuve Le principe de la construction de la SRS X(n) est le même que pour le cas
du système précédent. Considérons le premier cas � > 0 et � = 0: Alors la suite
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f�ng a la forme

�n =
Q
(�2�

1
n; u

1
n)I
�
u2n �

�1
�1 + �2 + �

�
+Q

(�2�
2
n; u

1
n)I
�

�1
�1 + �2 + �

< u2n �
�1 + �2

�1 + �2 + �

�
+Q

(�2�
2
n; u

1
n)I
�

�1 + �2
�1 + �2 + �

< u2n � 1
�
� I
�

�1 + �2
�1 + �2 + �

< u2n � 1
�
:

Dé�nissons les ��algèbres F�;u
n = �(�1k; �

2
k; u

1
k; u

2
k; k � n) et F�;u = �(�1k; �

2
k; u

1
k; u

2
k;

�1 < k < 1). Soit U l�opérateur de translation préservant la mesure des vari-
ables aléatoires F�;u-mesurables engendrées par f�1n; �2n; u1n; u2n; �1 < n < 1g, et
T l�opérateur correspondant des évènements F�;u-mesurables. Puisque �n est engen-
drée par f�1n; �2n; u1n; u2ng; alors f�n; �1 < n <1g est compatible avec l�opérateur
U . Ainsi, des deux remarques 1.1 et 1.2 la suite f�n; �1 < n <1g est stationnaire
et ergodique.
Nous avons

E(�n) =
�2(�E�2 + �1E�1 + �2E�2)� �

�1 + �2 + �
;

Donc si
�1 + �2 + �2(�E�2 + �1E�1 + �2E�2)

�1 + �2 + �
< 1;

alors E(�n) < 0. Comme pour le premier cas du Théorème 4.1, on construit des
évènements de rénovation An = T nA0; où A0 est donné par (2.3). Le choix de
l�entier n0 est déterminé par la loi forte des grand nombres de Birkho¤ (1.2) pour
les suites ergodiques. En applicant le Théorème 2.2 on obtient le résultat désiré.
Pour le cas � � 0 et � > 0; on construit une SRS majorante comme suit:

X(0)? = X(0); X(n+ 1)? = max(C;X(n)? + �?n);

où

�?n =
Q
(�2�

1
n; u

1
n)I
�
u2n �

�1
�1 + �2 + � + C�

�
+
Q
(�2�

2
n; u

1
n)I
�

�1
�1 + �2 + � + C�

< u2n �
�1 + �2

�1 + �2 + � + C�

�
+
Q
(�2�

2
n; u

1
n)I
�

�1 + �2
�1 + �2 + � + C�

< u2n � 1
�
�I
�

�1 + �2
�1 + �2 + � + C�

< u2n � 1
�
;

et

E(�?n) =
�2 (�1E�1 + �2E�2)
�1 + �2 + � + C�

+
� + C�

�1 + �2 + � + C�

�
�2E�2 � 1

�
:

La suite f�?ng est mesurable par rapport à F�;u et �?n+1 = U�?n: De cela et des
remarques 1.1 et 1.2, il suit que la suite f�?ng est stationnaire et ergodique. On
choisit la constante C telle que E�?n < 0 si la condition �2E�2 < 1 est véri�ée, et le
reste de la preuve est similaire à la seconde partie de la preuve du Théorème 4.1.�
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4.2.2 Condition d�instabilité pour la politique de rappels constante

Proposition 4.2 Soit un système (M 1;M 2)/G/1/1 avec rappels et politique con-
stante i.e., � > 0 et � = 0; et deux types de clients. Si

�1 + �2 + �2(�E�2 + �1E�1 + �2E�2)
�1 + �2 + �

> 1; (4.6)

alors le processus X(n) converge en distribution vers une limite impropre.

Preuve Si la condition (4.6) est véri�ée, cela entaîne que E(�n) > 0: D�après le
Lemme 2.1, la SRSX(n) converge vers une limite impropre, i.e. limn!1X(n) = +1
p.s. �

4.3 Pannes du serveur

Considérons un système à un serveur avec rappels et serveur sujet à des pannes aléa-
toires. Les clients arrivent de l�extérieur selon un processus de Poisson de paramètre
�: On considère la politique versatile de rappels décrite précédemment. Supposons
que le serveur tombe en pannes au instants �i; i = 1; 2; :::; selon un processus de
Poisson de taux �; i.e., le serveur tombe en pannes après des temps exponentiels de
moyenne 1=�: Si une panne survient au temps �i le serveur prend immédiatement un
temps de réparation ri, i = 1; 2; :::: Nous supposons qu�après un temps de réparation
le serveur est dans le même état initial et le service d�un client est cumulatif.
Nous supposons que les temps de service f�ng et temps de réparation frig sont

stationnaires, ergodiques et indépendants l�un de l�autre. Les temps d�inter arrivées,
temps de rappels de l�orbite, temps de rappels de chaque client en orbite et temps
de panne sont indépendants l�un de l�autre et des suites f�ng et frig :Notons par
r(n) = (r

(n)
k ; k = 1; 2; :::) la suite des temps de réparation qui surviennent durant le

temps de service �n:
Soit X(t) le nombre de clients en orbite au temps t. Dé�nissons sn comme

étant l�instant où le (n-1)�eme temps de service se termine. On considère le processus
X(n) induit immédiatement après le temps sn,(i.e., X(n) = X(s+n )). Soient fu1ng,
fu2ng; fu3ng et fu

(n)
i g des suites de variables aléatoires i.i.d de distributions uniformes

sur [0; 1], mutuellement indépendantes et indépendantes des suites f�ng et frig.
u1 = fu1ng générera le processus des arrivées, u2 = fu2ng générera l�occurence des
pannes et fu3ng générera le type d�arrivées (extérieur ou de l�orbite) à la �n des
temps successifs de service et fu(n)i g générera le processus des arrivées durant le
i�eme temps de réparation qui survient durant le n�eme temps de service. Notons par
u(n) = fu(n)i ; i = 1; 2; :::g.

4.3.1 Stabilité du Système

Le résultat suivant a été obtenu dans [44].
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Théorème 4.3 Soit un système M/G/1/1 avec rappels, pannes et réparations
du serveur, et politique versatile de paramètres (�; �), de �ux d�arrivées Poissonien
de taux �; d�occurrence Poissonienne des pannes de taux � et de suites des temps
de service f�ng et de réparation frig stationnaires et ergodiques.
Alors,
i) Le processus X(n) = X(sn+) induit aux instants de départs, satisfait la représen-
tation sous forme de SRS

X(n+ 1) = (X(n) + �n)
+;

où �n est dé�nit par

�n =
Y
(��n; u

1
n) +

Q
(��n;u2n)X
i=1

Y
(�r

(n)
i ; u

(n)
i )� I

�
u3n �

� +X(n)�

�+ � +X(n)�

�
(4.7)

ii) Le processus X(n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire
ergodique si une des conditions suivantes est satisfaite:

1) � > 0; � = 0 et �E�1 (1 + �Er1) <
�

�+ �
,

2) � � 0; � > 0 et �E�1 (1 + �Er1) < 1:

Preuve Pour la construction de la SRS, notons que
Q
(��n; u

1
n) et

Q
(�ri; u

(n)
i )

représentent le nombre d�arrivées durant le n�eme temps de service et le i �eme temps
de réparation respectivement.

Q
(��n; u

2
n) compte le nombre de pannes durant le

n�eme service �n: Si � > 0 et � = 0 alors la suite (4.7) a la forme suivante:

�n =
Y
(��n; u

1
n) +

Q
(��n;u2n)X
i=1

Y
(�ri; u

(n)
i )� I

�
u3n �

�

�+ �

�
:

De�nissons les ��algèbres F�;u;r
n = �(�k; r

(k); u(k); u1k; u
2
k; u

3
k; k � n) et F�;u;r =

�(�k; r
(k); u(k); u1k; u

2
k; u

3
k; �1 < k < 1). Soit U l�opérateur de translation préser-

vant la mesure des variables aléatoiresF�;u;r-mesurables engendrées par f�n; r(n); u(n);
u1n; u

2
n; u

3
n; �1 < n <1g, alors la suite f�ng est mesurable par rapport à F�;u;r; et

d�après les remarques 1.1 et 1.2, f�ng est stationnaire et ergodique. De la formule
de Wald et la propriété d�absence de mémoire du processus de Poisson on obtient

E�n = �E�1 + (�E�1)(�Er1)�
�

�+ �
:

Donc si �E�1 (1 + �Er1) < �=(� + �) alors E�n < 0; et le reste de la preuve de la
première condition est similaire à celle du Théorème 4.1.
On étudie maintenant le cas � � 0 et � > 0: Considérons la SRS majorante:

X?(0) = X(0); X?(n+ 1) = max (C; X?(n) + �?n) ;

où C est un entier arbitraire et

�?n =
Y
(��n; u

1
n) +

Q
(��n;u2n)X
i=1

Y
(�ri; u

(n)
i )� I

�
u3n �

� + C�

�+ � + C�

�
:
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La suite f�?ng est mesurable par rapport à F�;u;r: De cela et des remarques 1.1
et 1.2, il suit que la suite f�?ng est stationnaire et ergodique. Si la condition
�E�1 (1 + �Er1) < 1 est véri�ée, on peut facilement trouver une constante C telle
que E�?n < 0 , où maintenant

E(�?n) = �E�1 + (�E�1) (�Er1)�
� + C�

�+ � + C�
:

Le reste de la preuve de la seconde condition est similaire à celle du Théorème 4.1.�

4.3.2 Condition d�instabilité pour la politique de rappels constante

On peut a¢ rmer aussi, en utilisant le Lemme 2.1, que dans le cas d�une politique
constante on a le résultat suivant:

Proposition 4.3 Soit un système M/G/1/1 avec rappels, pannes et réparations du
serveur, et politique constante i.e., � > 0 et � = 0. Si

�E�1 (1 + �Er1) >
�

�+ �

alors le processus X(n) converge en distribution vers une limite impropre.

4.4 Clients négatifs

Considérons maintenant une �le d�attente avec un seul serveur et deux types d�arrivées:
arrivées régulières et arrivées négatives. Dans les systèmes avec rappels, si un client
régulier arrive et trouve le serveur occupé, il rejoint l�orbite et refait sa tentative
ultérieurement pour avoir un service après un temps aléatoire; autrement, s�il trouve
le serveur libre, il reçoit son service et quitte le système. Si un client négatif arrive
dans un system occupé, il élimine immédiatement un client régulier de l�orbite s�il
y en a au moins un. Autrement, si le serveur est libre il n�a aucun e¤et sur le sys-
tème. Le concept des clients négatifs a été présenté par Gelenbe [36], qui a établi
la solution sous forme de produit pour un réseau de �le d�attente comprenant des
arrivées négatives aussi bien que les régulières. Un rappel des résultats et des sit-
uations pratiques peut être trouvé dans Artalejo [3]. Gelenbe, Glynn et Sigman
[37] ont obtenu les conditions de stabilité pour deux modèles des arrivées négatives,
l�élimination du client en service (RCS) et l�élimination du client à la queue de la
�le d�attente (RCT). Artalejo et Gomez-Corral [5, 6] ont étendu les �les d�attente
avec des arrivées négatives à la situation où les clients réguliers suivent une poli-
tique de rappels. On suppose que les clients réguliers arrivent de l�extérieur selon
un processus de Poisson de taux �: L�accès au serveur à partir de l�orbite se fait
selon la politique de rappels versatile. Nous supposons que les temps de services
f�ng des clients réguliers forment une suite stationnaire et ergodique. Les clients
négatifs arrivent dans le système selon un processus de Poisson de taux �: Les suites
des temps d�inter arrivées des clients réguliers, temps d�inter arrivées des clients
négatifs, temps de rappels de l�orbite et temps de rappels de chaque client en orbite
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sont indépendantes l�une de l�autre et indépendantes de la suite f�ng : Soient fu1ng ,
fu2ng et trois suites de variables aléatoires i.i.d distributées uniformément sur [0; 1],
mutuellement indépendantes et indépendantes de la suite f�ng . u1 = fu1ng engen-
drera le processus d�arrivées des clients réguliers, u2 = fu2ng engendrera le processus
d�arrivées des clients négatifs, et u3n = fu3ng engendrera le type d�arrivée qui rejoint
le service (extérieur ou de l�orbite) à la �n des temps successifs de service.

4.4.1 Stabilité du Système

Théorème 4.4 Soit un système M/G/1/1 avec clients négatifs et rappels de poli-
tique versatile de paramètres (�; �), de �ux d�arrivées Poissoniens pour les clients
réguliers et négatifs de taux � et � respectivements et de suite des temps de service
f�ng stationnaire et ergodique.
Alors,
i) Le processus X(n) = X(sn+) induit aux instants de départs, satisfait la représen-
tation sous forme de SRS

X(n+ 1) = (X(n) + �n � �n)+ ;

où

�n =
Y
(��n; u

1
n)� I

�
u3n �

� +X(n)�

�+ � +X(n)�

�
; (4.8)

et
�n =

Y
(��n; u

2
n):

ii) Le processus X(n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire
ergodique si une des conditions suivantes est satisfaite:

1) � > 0; � = 0 et
(�� �) (�+ �)

�
E�1 < 1;

2) � � 0; � > 0 et (�� �)E�1 < 1:

Preuve Considérons le premier cas � > 0 et � = 0: Alors la suite (4.8) a la forme
suivante

�n =
Y
(��n; u

1
n)� I

�
u3n �

�

�+ �

�
:

On dé�nit les ��algèbres F�;u
n = �(�k; u

1
k; u

2
k; u

3
k; k � n) et F�;u = �(�k; u

1
k; u

2
k; u

3
k;

�1 < k <1). Soit U l�opérateur de translation préservant la mesure des variables
aléatoires F�;u-mesurables engendrées par f�n; u1n; u2n; u3n; �1 < n < 1g. Puisque
la suite �n est engendrée par f�n; u1n; u3ng et �n est engendrée par f�n; u2ng alors
d�après les remarques 1.1 et 1.2, �n et �n sont des suites stationnaires et ergodiques.
E (�n � �n) = �E�1 � (�=(�+ �))� �E�1 et si

(�� �) (�+ �)
�

E�1 < 1;

alors nous avons E (�n � �n) < 0; et le reste de la preuve est similaire à la première
partie du théorème 4.1.
Nous étudierons maintenant le cas � � 0 et � > 0: Nous suivrons la même méthode
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que pour les deuxièmes parties des théorèmes précédents en construisant une SRS
majorante X?(n) dé�nie comme suit:

X?(0) = X(0); X?(n+ 1) = max (C; X?(n) + �?n � �n) ;

où

�?n =
Y
(��n; u

1
n)� I

�
u3n �

� + C�

�+ � + C�

�
;

La suite f�?ng est mesurable par rapport à F�;u: De cela, et des remarques 1.1 et
1.2, il suit que la suite f�?ng est stationnaire et ergodique. Si (�� �)E�1 < 1; on
peut facilement trouver une constante C telle que E (�?n � �n) = (�� �)E�1� ((�+
C�)=(� + � + C�)) < 0: Le reste de la preuve est similaire à la seconde partie du
Théorème 4.1. �

4.4.2 Condition d�instabilité pour la politique de rappels constante

Une condition d�instabilité peut être obtenue dans le cas de la politique constante,
et on a le résultat similaire à la Proposition 4.1.

Proposition 4.4 Soit un système M/G/1/1 avec clients négatifs et rappels de poli-
tique constante i.e., � > 0 et � = 0. Si

(�� �) (�+ �)
�

E�1 > 1;

alors le processus X(n) converge en distribution vers une limite impropre.

4.5 Arrivées en groupes

Soit un système à un serveur et rappels de politique versatile. Nous considérerons
maintenant qu�à chaque instant d�arrivée tk; k = 1; 2; :::; un lot aléatoire de ak
clients entrent dans le système. Si le serveur est occupé à l�instant d�arrivée, alors
tout le lot d�arrivées rejoint l�orbite, autrement si le serveur est libre, alors un des
clients du lot d�arrivées prend un service et les autres rejoignent l�orbite. Le premier
modèle de ce type a été introduit par Falin [22], qui a obtenu la distribution jointe
de l�état du serveur et du nombre de clients en orbite. Une analyse plus détaillée du
modèle a été donnée plus tard par Falin [23]. Nous supposons que le �ux d�arrivées
des clients de l�extérieur est un processus de Poisson de taux �; la suite des lots
d�arrivées fakg est indépendante et identiquement distribuée avec une distribution
générale de moyenne a; où 0 < a <1: Le ni�eme temps de service d�un client est �n;
où 0 < E�n < 1; et nous supposons que la suite f�ng est stationnaire ergodique.
On note par a(n) = (a(n)k ; k = 1; 2; :::) les tailles des lots d�arrivées durant le temps
de service �n: On suppose que le �ux des entrées des clients, les tailles des lots
d�arrivées, les temps de rappels de l�orbite, les temps de rappels de chaque client en
orbite et les temps de service sont mutuellement indépendantes.

67



4.5.1 Stabilité du Système

Théorème 4.5 Soit un système MX/G/1/1 avec arrivées en groupes et rappels de
politique versatile de paramètres (�; �), de �ux d�arrivées Poissoniens de taux �,
distribution générale de moyenne a pour la taille d�un groupe d�arrivées et de suite
des temps de service f�ng stationnaire et ergodique.
Alors,
i) Le processus X(n) = X(sn+) induit aux instants de départs, satisfait la représen-
tation sous forme de SRS

X(n+ 1) = (X(n) + �n)
+ ;

où

�n =

Q
(��n;u1n)X
k=1

a
(n)
k + (a1 � 1)I

�
u2n �

�

�+ � +X(n)�

�
�I
�

�

�+ � +X(n)�
< u2n � 1

�
; (4.9)

et a1 est la taille du lot de la première arrivée qui obtient le service si l�arrivée se
produit avant le rappel.
ii) Le processus X(n) est couplé au sens fort (strong coupling convergent) avec un
unique régime stationnaire ergodique si une des conditions suivantes est satisfaite:

1) � > 0; � = 0; �(a� 1)<� et �aE�1 <
� (1� a) + �

�+ �
2) � � 0; � > 0 et �aE�1 < 1:

Preuve Considérons le premier cas � > 0 et � = 0; alors la suite régissant la
dynamique du système (4.9) aura la forme suivante:

�n =

Q
(��n;u1n)X
k=1

a
(n)
k + (a1 � 1)I

�
u2n �

�

�+ �

�
� I
�

�

�+ �
< u2n � 1

�
;

De�nissons les ��algèbres F�;u;a
n = �(�k; u

1
k; u

2
k; a

(k); k � n) et F�;u;a = �(�k; u
1
k;

u2k; a
(k); �1 < k < 1) et on assume que a1 est mesurable par rapport à F�;u;a

n

et F�;u;a. Soit U l�opérateur de translation shift préservant la mesure des variables
aléatoires F�;u;a-mesurable engendrées par f�n; u1n; u2n; a(n); �1 < n < 1g. La
suite f�ng est F�;u;a�mesurable, alors d�aprés les remarques 1.1 et 1.2, f�ng est
stationnaire ergodique. On a

E�n = �aE�1 + (a� 1)
�

�+ �
� �

�+ �
= �aE�1 + a

�

�+ �
� 1;

et si la condition �aE�1 < ((� (1� a) + �)=(� + �)) est véri�ée alors E�n < 0. La
condition �(a � 1) < � vient du fait que � (1� a) + � doit être positif. Le reste de
la preuve est le même que la première partie du Théorème 4.1.
Considérons maintenant le second cas � � 0 et � > 0. La SRS majorisante est
maintenant de la forme

X?(0) = X(0); X?(n+ 1) = max (C; X?(n) + �?n) ;
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et

�?n =

Q
(��n;u1n)X
k=1

a
(n)
k + (a1 � 1)I

�
u2n �

�

�+ � + C�

�

�I
�

�

�+ � + C�
< u2n � 1

�
:

La suite f�?ng est mesurable par rapport à la ��algèbre F�;u;a: De cela et des re-
marques 1.1 et 1.2, il suit que la suite f�?ng est stationnaire et ergodique. On a
E(�?n) = �aE�1 + (a�=(�+ �+C�))� 1, donc si la condition �aE�1 < 1 est véri�ée
on peut coisir la constante C assez large pour avoir E(�?n) < 0: Le reste de la preuve
est similaire à la seconde partie du Théorème 4.1. �

4.5.2 Condition d�instabilité pour la politique de rappels constante

Proposition 4.5. Soit un système MX/G/1/1 avec arrivées en groupes et rappels
de politique constante, i.e., � > 0 et � = 0: Si l�une des conditions suivantes est
véri�ée
i) �(a� 1) � �;
ii) �aE�1 >

� (1� a) + �
�+ �

alors le processus X(n) converge en distribution vers une limite impropre.

La preuve de la Proposition 4.5 est une conséquence directe du Lemme 2.1.
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Chapitre 5

5 STABILITÉDEMODÈLES AVECPOLITIQUE
DECONTRÔLE ETDISTRIBUTIONGÉNÉRALE
POUR LES TEMPS DE RAPPELS

Récemment, il y a eu un grand intérêt sur des �les d�attente avec distribution
générale de temps de rappels. Ceci a été inspiré par l�observation des phénomènes
de rappels dans des systèmes informatiques et de télécommunications où les temps
de rappels peuvent à peine adapter une distribution exponentielle. La première ten-
tative de généraliser la distribution de temps de rappels a été faite par Kapyrin [43]
pour une politique de rappels linéaire, mais sa méthode s�est avérée incorrecte (voir
Falin [24]). Choi, parc et Pearce [16] ont considéré une �le d�attente avec distribu-
tion générale de temps de rappels et seulement le client à la tête de la �le d�attente
en orbite tente d�atteindre le serveur. Gomez-Corral [38] a étudié intensivement une
�le d�attente avec des temps de service indépendants et des temps de rappels de
distribution générale avec la politique de contrôle.
Nous présentons dans ce chapitre des résultats de stabilité concernant des mod-

èles de rappels avec politique de contrôle et distribution générale pour les temps
de rappels. Le résultat de stabilité concernant le modèle de base avec contrôle des
rappels a été obtenu dans [46].

5.1 Stabilité du modèle avec politique de contrôle des rap-
pels

Considérons une �le d�attente à un serveur avec des arrivées de l�extérieur aux temps
fti; i = 1; 2; :::g suivant un processus de Poisson de taux �. On note par �i = ti+1�ti
les temps successifs d�inter-arrivées, i = 1; 2; :::. Si le client arrivée trouve le serveur
occupée il rejoint un orbite de capacité in�nie. S�il le trouve libre, il prend son service
et quitte le système. L�accès de l�orbite au serveur suit une politique de contrôle des
rappels, c.-à-d., après la �n d�un temps de service, on permet seulement au client à la
tête de la �le d�attente de réessayer pour atteindre le service selon une distribution
de probabilité générale R(�); de densité r(�) et transformée de Laplace r�(�): Le
n�eme temps de service est �n, et on suppose que 0 < E�n <1. Notons par f�ng la
suite des temps d�inter-rappels. On suppose dans tout ce chapitre que la suite f�ng
est stationnaire et ergodique. On suppose dans cette section que les temps d�inter-
arrivées f�ig sont i.i.d. de distribution exponentielle de paramètre �, les suites f�ig
et f�jg sont indépendante l�une de l�autre et de la suite f�ng. Soit X(t) le nombre
de clients en orbite au temps t. Pour tout t � 0; on dé�nit la variable aléatoire 
 (t)
comme le temps qui sépare l�instant t de la prochaine arrivée. Dé�nissons sn comme
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l�instant de �n du (n � 1)�eme temps de service. On considère le processus X(n)
induit immédiatement après le temps sn, (i.e., X(n) = X(s+n )) et 
 (sn+) = 
n.
Soit fung une suite i.i.d de variables aléatoires de distribution uniforme sur [0; 1],
indépendante de la suite �n et qui générera le processus des arrivées. Soit

Q
l�inverse

de la distribution de Poisson dé�nie comme dans le chapitre précédant par la relation
(4.1)
Le processus X(n) satisfait à la relation récursive

X(n+ 1) = (X(n) + �n)
+

avec �n donnée par:

�n =
Y
(��n; un)� I (�n < 
n)

Théorème 5.1 Supposons que �E�1 < r�(�): Alors le processus X(n) est couplé au

sens fort avec un unique régime stationnaire ergodique.
Si �E�1 > r�(�), alors le processus X(n) converge en distribution vers une limite

impropre.

Preuve Dé�nissons les ��algèbresF�;u;�
n = �(�k; uk; �k; k � n) etF�;u;� = �(�k; uk;

�k;�1 < k <1). Soit U l�opérateur de translation des variables aléatoires =�;u;�-
mesurables engendrées par f�n; un; �n;�1 < n < 1g. D�après la Remarque 1.1,
puisque la variable aléatoire �n est engendrée par f�n; u1n; u2ng; alors �n+1 = U�n et
f�n;�1 < n <1g est stationnaire. De plus, puisque f�n;�1 < n <1g est sta-
tionnaire et ergodique et la suite f�n;�1 < n <1g est compatible avec l�opérateur
U; alors d�après la Remarque 1.2 la suite f�n;�1 < n <1g est ergodique . On a

E(�n) = �E�1 � P (�n < 
n):

Puisque les arrivées suivent un processus de Poisson alors le temps résiduel d�arrivée

n est de distribution exponentielle de taux �, et ainsi P (�n < 
n) = r�(�): Alors,
si

�E�1 < r�(�)

est véri�ée on aura E(�n) < 0. Il suit du Théorème 2.2 que le processus fX(n)g
est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire fXn � UnX0g ; où X0

est =�;u mesurable, obéissant l�équation Xn+1 = (Xn+ �n)
+, et l�ergodicité vient de

la Remarque 1.2 et le fait que Xn est compatible avec l�opérateur U . La condition
d�instabilité vient du Lemme 2.1. �

5.2 Modèle avec Deux Types de Clients

Soit le modèle avec la politique de contrôle décrit ci-dessus dans lequel les arrivées
sont de deux types, "impatient" et "persistant". Si un client impatient arrive à
un serveur occupé alors il quitte le système. D�autre part, si un client persistant
trouve le serveur occupé, il joint l�orbite et attend pour être servi plus tard selon
la politique de contrôle. Si les temps de rappels sont supposés exponentiellement
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distribués, nous obtenons le modèle avec la politique de rappels constante, et deux
types de clients, étudié par Martin et Artalejo [54]. Supposons que les temps entre
arrivées f� 1ng de type 1 (impatient) et f� 2ng de type 2 (persistant) sont des suites
i.i.d exponentiellement distribuées avec taux �1 > 0 et �2 > 0 respectivement. Les
temps de services f�1ng (de type 1) et f�2ng (de type 2) sont stationnaire et ergodique,
indépendantes de f� 1ng, f� 2ng et des temps de rappels f�ig, et 0 < E(�jn) < 1,
j = 1; 2. Les suites f� 1ng; f� 2ng et f�ig sont indépendantes l�une de l�autre. La suite
fung engendrera seulement le processus d�arrivée du type 2. La représentation du
processus X(n) est donnée par:

X(n+ 1) = (X(n) + �n)
+,

où la suite de contrôle f�ng est de la forme suivante
�n =

Q
(�2�

1
n; un)I(


1
n < min f
2n; �ng) +

Q
(�2�

2
n; un)I(


2
n < min f
1n; �ng)

+
Q
(�2�

2
n; un)I(�n < min f
1n; 
2ng)� I(�n < min f
1n; 
2ng):

où 
1n et 

2
n sont les temps résiduels à partir de la �n du (n � 1)�eme temps de

service jusqu�à l�arrivée de type 1 et 2 respectivement.

Proposition 5.1 Supposons que

�2E�2 +
�2 (1� r�(�1 + �2)) [�1E�1 + �2E�2]

(�1 + �2) r�(�1 + �2)
< 1: (5.1)

Alors le processus X(n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire
ergodique.
Si

�2E�2 +
�2 (1� r�(�1 + �2)) [�1E�1 + �2E�2]

(�1 + �2) r�(�1 + �2)
> 1; (5.2)

alors X(n) converge en distribution vers une limite impropre.

Preuve Dé�nissons les ��algèbres F�;u;�;�
n = �(�1k; �

2
k; �

1
k ; uk; �k; k � n) et F�;u =

�(�1k; �
2
k; �

1
k ; uk; �k; �1 < k < 1). Soit U l�opérateur de translation des variables

aléatoires F�;u;�;�-mesurables engendrées par f�1n; �2n; � 1n; un; �n; �1 < n < 1g.
Puisque �n est engendrée par f�1n; �2n; u1n; u2ng; alors f�n; �1 < n <1g est compat-
ible avec le "shift" U . Ainsi, des remarques 1.1 et 1.2 la suite f�n; �1 < n < 1g
est stationnaire et ergodique. Puisque

Q
(�2�

i
n; un); compte le nombre d�arrivées de

type 2 durant le temps de service �in; pour i = 1; 2; qui est supposé indépendant
de f� 1ng, f� 2ng et �n, alors

Q
(�2�

i
n; un) est indépendant de I(


1
n < min f
2n; �ng);

I(
2n < min f
1n; �ng) et I(�n < min f
1n; 
2ng); pour i = 1; 2: On a

E(�n) = �2E�1
�1

�1 + �2
(1� r�(�1 + �2)) + �2E�2

�2
�1 + �2

(1� r�(�1 + �2))

+ �2E�2r�(�1 + �2)� r�(�1 + �2);

d�où si la condition (5.1) est véri�ée alors E(�n) < 0; et il suit du Théorème 2.2
que le processus X(n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire et
ergodique.
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5.3 Modèle avec Pannes du Serveur

On reprend le modèle avec pannes du serveur étudié dans la section 4.3 avec cette fois
la politique de contrôle des rappels décrite ci-dessus. Les clients primaires arrivent
de l�extérieur selon un processus de Poisson avec le taux �: Supposons que le serveur
tombe en panne au instants ti; i = 1; 2; :::; selon un processus de Poisson avec taux
�: Si une panne se produit au temps ti le serveur prend immédiatement un temps
de réparation �i, i = 1; 2; :::: Nous supposons qu�après un temps de réparation le
serveur soit aussi bon que nouveau et le service d�un client est cumulatif.
Nous supposons que les temps de service f�ng et les temps de réparation f�ig sont

stationnaires et ergodiques et indépendant l�un de l�autre. Les temps d�inter-arrivées,
rappels et de panne sont indépendant l�un de l�autre et des suites f�ng et f�ig : Soit
�(n) = (�

(n)
k ; k = 1; 2; :::) la suite des temps de réparation qui se produisent pendant

le temps �n:Soit le processus X(n) inclus juste après le temps de �n de service
sn,(i.e., X(n) = X(s+n )). Soient u

1
n , u

2
n, et u

(n)
i des suites de variables aléatoires i.i.d

distribuées uniformément sur [0; 1], mutuellement indépendantes et indépendantes
des suites f�ng et f�ig. u1 = fu1ng engendrera le processus d�arrivée, u2 = fu2ng
engendrera l�occurence des pannes et u(n)i engendrera le processus d�arrivée durant
le i�eme temps de réparation qui se produit durant le n�eme temps de service, notons
par u(n) = (u(n)i ; i = 1; 2; :::). On a la représentation suivante du processus X(n):

X(n+ 1) = (X(n) + �n)
+;

où

�n =
Y
(��n; u

1
n) +

Q
(��n;u2n)X
i=1

Y
(��

(n)
i ; u

(n)
i )� I (�n < 
n) (5.3)

Proposition 5.2 Supposons que

�E�1 (1 + �E�1) < r�(�): (5.4)

Alors le processus X(n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire
ergodique.
Si �E�1 (1 + �E�1) > r�(�); alors X(n) converge en distribution vers une limite
impropre.

Preuve Notons que
Q
(��n; u

1
n) and

Q
(�ri; u

(n)
i ) représentent le nombre d�arrivées

durant le n�eme temps de service �n et le i�eme temps de réparation ri respective-
ment.

Q
(��n; u

2
n) compte le nombre de pannes durant pendant le traitement de la

n�eme durée de service �n: Dé�nissons les ��algèbres F�;u;�;�
n = �(�k; �

(k); u(k); u1k;
u2k; �k; k � n) et F�;u;�;� = �(�k; �

(k); u(k); u1k; u
2
k; �k;�1 < k < 1). Soit U

l�opérateur de translation correspondant. Donc la suite f�ng est mesurable par rap-
port à F�;u;�;�; et d�après les remarques 1.1 et 1.2, f�ng est stationnaire et ergodique.
De la formule de Wald, on a

E�n = �E�1 + (�E�1)(�E�1)� r�(�):
Ainsi si �E�1 (1 + �E�1) < r�(�) alors E�n < 0; et le reste de la preuve est semblable
à celui du Théorème 5.1.
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5.4 Modèle avec Clients Négatifs

Nous considérons maintenant la stabilité d�une �le d�attente avec rappels et deux
types d�arrivées, régulier et négatif. Nous supposons que les clients réguliers arrivent
de l�extérieur selon un processus de Poisson de taux �: L�accès de l�orbite au serveur
suit la politique de contrôle. Nous supposons que les temps de service f�ng des
clients réguliers forment une suite stationnaire et ergodique. Les clients négatifs
arrivent selon un processus de Poisson avec taux �: Les temps d�inter-arrivées des
clients réguliers, les temps entre arrivées des clients négatifs et les temps de rappels
sont indépendant de l�un l�autre et de la suite f�ng : u1 = fu1ng engendrera le
processus des arrivées des clients réguliers, et u2 = fu2ng engendrera le processus des
arrivées des clients négatifs à la �n des périodes successives de service. Soit X(n)
dé�ni comme ci-dessus et il a maintenant la représentation suivante:

X(n+ 1) = (X(n) + �n � �n)+ ;

où
�n =

Y
(��n; u

1
n)� I (�n < 
n) ; (5.5)

et
�n =

Y
(��n; u

2
n):

Proposition 5.3 Le processus X(n) est couplé au sens fort avec un unique régime

stationnaire ergodique si la condition suivante est véri�ée

(�� �)E�1 < r�(�): (5.6)

Si (�� �)E�1 > r�(�); alors X(n) converge en distribution vers une limite impropre.
Preuve On considère les ��algèbres F�;u;�

n = �(�k; u
1
k; u

2
k; �k; k � n) et F�;u;� =

�(�k; u
1
k; u

2
k; �k; �1 < k <1) et U l�opérateur correspondant. Puisque la suite �n

est engendrée par f�n; u1n; �ng et �n est engendrée par f�n; u2ng alors des remarques
1.1 et 1.2, �n et �n sont stationnaires et ergodiques. E (�n � �n) = �E�1�r�(�)��E�1
et si la condition (5.6) est vraie alors on a E (�n � �n) < 0; et le reste de la preuve
est semblable à celui du Théorème 5.1.

5.4.1 Élimination par Groupes

Nous pouvons permettre des éliminations en lots des clients aux occurrences des
arrivées négatives, c�est à dire si une arrivée négative se produit au temps ti alors un
groupe de taille aléatoire bi de clients est éliminé de l�orbite. Soit b la moyenne des
tailles de clients éliminées et b(n) = (b(n)k ; k = 1; 2; :::) les tailles de clients éliminées
qui se produisent pendant �n:La SRS dans ce modèle aura la représentation suivante

X(n+ 1) = (X(n) + �n � �n)+ ;

où
�n =

Y
(��n; u

1
n)� I (�n < 
n) ; (5.7)
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et

�n =

Q
(��n;u2n)X
k=1

b
(n)
k :

Proposition 5.4 Le processus X(n) est couplé au sens fort avec un unique régime
stationnaire ergodique si la condition suivante est véri�ée�

�� �b
�
E�1 < r�(�): (5.8)

Si
�
�� �b

�
E�1 > r�(�); alors X(n) converge en distribution vers une limite impro-

pre.

Preuve Semblable à la preuve de la proposition précédente, en considérant les
��algèbres F�;u;b;�

n = �(�k; u
1
k; u

2
k; b

(k); �k; k � n) et F�;u;b;� = �(�k; u
1
k; u

2
k; b

(k); �k;
�1 < k <1) et en notant que E (�n � �n) = �E�1 � r�(�)� �bE�1:

5.5 Modèle avec Arrivées en Groupes

Considérons une �le d�attente à un serveur avec rappels et politique de contôle.
Maintenant considérons qu�à chaque instant d�arrivée tk; k = 1; 2; :::; un groupe
aléatoire de ak clients entre dans le système. Si le serveur est occupé à l�instant
d�arrivée, alors le groupe de clients joint l�orbite, tandis que si le serveur est libre,
alors un des clients d�arrivée commence son service et les autres vont joindre l�orbite.
Le premier modèle de ce type a été introduit par Falin [22], qui a obtenu la distri-
bution jointe de l�état du serveur et du nombre de clients en orbite. Une analyse
plus détaillée du modèle a été donnée plus tard par Falin [23]. On suppose que le
�ux d�arrivées suit un processus de Poisson de taux �; la suite des tailles des lots
d�arrivées fakg est indépendante et identiquement distribuée avec une distribution
générale de moyenne a; avec 0 < a < 1: Le n�eme temps de service d�un client est
�n; où 0 < E�n <1; et suppose que la suite f�ng est stationnaire et ergodique. On
note par a(n) = (a(n)k ; k = 1; 2; :::) le vecteur des tailles des groupes d�arrivées qui se
produisent pendant le temps �n: Nous supposons que le �ux d�entrée des clients, la
taille des groupes, les temps de rappels et les temps de service sont mutuellement
indépendants.
X(n) possède la représentation suivante comme SRS

X(n+ 1) = (X(n) + �n)
+ ;

où

�n =

Q
(��n;u1n)X
k=1

a
(n)
k + (a1 � 1)I (
n < �n)

�I (�n < 
n) ; (5.9)

et a1 est la taille de la première arrivée qui gagne le serveur si l�arrivée se produit
avant le rappel.

75



Proposition 5.5 Le processus X(n) est couplé au sens fort avec un unique régime
stationnaire ergodique si les conditions suivantes sont satisfaites

a(1� r�(�))<1 and �aE�1 < 1� a(1� r�(�)): (5.10)

Si a(1� r�(�))�1 or �aE�1 > 1� a(1� r�(�)); alors X(n) converge en distribution
vers une limite impropre.

Preuve Dé�nissons les ��algèbres F�;u;�;a
n = �(�k; u

1
k; �k; a

(k); k � n) et F�;u;�;a =
�(�k; u

1
k; �k; a

(k);�1 < k <1) et nous supposons que a1 est mesurable par rapport
à F�;u;�;a

n et F�;u;�;a. Soit U l�opérateur de translation préservant la mesure des
variables aléatoires F�;u;�;a-mesurable engendrées par f�n; u1n; �n; a(n); �1 < n <
1g. La suite f�ng est F�;u;�;a�mesurable, alors d�après les remarques 1.1 et 1.2,
f�ng est stationnaire et ergodique. Nous avons

E�n = �aE�1 + (a� 1) (1� r�(�))� r�(�) = �aE�1 + a(1� r�(�))� 1;

et si la condition �aE�1 < 1� a(1� r�(�)) est véri�ée alors E�n < 0. La condition
a(1� r�(�))<1 vient du fait que la quantité 1� a(1� r�(�)) doit être positive. Le
reste de la preuve est identique à celui du théorème 5.1.

5.6 Cas Particuliers

5.6.1 Temps de Rappels de Distribution Exponentielle

Supposons que les temps de rappels sont de distribution exponentielle de moyenne
1=�; alors r�(�) = �=(�+ �) et la condition de stabilité �E�1 < r�(�) devient:

�E�1 <
�

�+ �
:

Considérons maintenant le modèle avec deuw types de clients, alors r�(�1 + �2) =
�=(�1 + �2 + �); et après quelques transformations la condition de stabilité (5.1)
devient:

�2(�E�2 + �1E�1 + �2E�2) < �:
Pour le modèle avec pannes du serveur, la condition (5.4) aura la forme suivante:

�E�1 (1 + �E�1) <
�

�+ �
:

Le modèle avec clients négatifs aura comme condition su¢ sante de stabilité:

(�+ �) (�� �)
�

E�1 < 1:

Pour le modèle avec arrivées en groupes, la condition (5.10) est donnée par

�(a� 1)<� and �aE�1 <
� (1� a) + �

�+ �
:

Ses résultats sont les mêmes que ceux obtenus dans Kernane et Aïssani [44] dans le
cas d�une politique constante.
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5.6.2 Distribution Hyperexponential

Supposons maintenant que les temps de rappels suivent une distribution hyper-
exponentielle avec densité r(x) = p� exp(��x) + (1� p) �2 exp(��2x); 0 � p < 1:
Alors r�(�) = � [� (p+ (1� p) �) + �2] =(�+ �) (�+ �2) ; et la condition de stabilité
�E�1 < r�(�) est dans ce cas

�E�1 <
� [� (p+ (1� p) �) + �2]

(�+ �) (�+ �2)
:

Pour le modèle avec deux types de clients, la transformée de Laplace de r(x) est
donnée par
r�(�1 + �2) = � [(�1 + �2) (p+ (1� p) �) + �2] =(�1 + �2 + �) (�1 + �2 + �2) ;
et en remplaçant r�(�1+�2) dans (5.1) on obtient la condition su¢ sante de stabilité.

5.6.3 Distribution d�Erlang

La distribution d�Erlang est trés utile pour décrire les variables aléatoire en théorie
des �les d�attente. La densité d�une loi d�Erlang Erlang (n; �) est donnée par r(x) =
�n exp(��x)xn�1= (n� 1)!; x > 0 et n 2 N�: Sa transformée de Laplace est r�(s) =
�n= (s+ �)n : Donc le modèle de base sera stable si

�E�1 <
�

�

�+ �

�n
:

Pour le modèle avec deux types de clients, on doit remplacer par

r�(�1 + �2) = �
n= (�1 + �2 + �)

n

dans (5.1) pour obtenir la condition su¢ sante de stabilité et dans (5.2) pour la
condition d�instabilité.
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CONCLUSION
Nous avons présenté dans cette thèse les di¤érentes méthodes les plus util-

isées dans l�étude de la stabilité des modèles de �les attente avec des exemples
d�applications. Ensuite, on a e¤ectué une présentation des résultats de stabilité les
plus importants dans les systèmes de �les d�attente avec rappels.
Nos résultats ont concerné les systèmes avec rappels. On a modélisé la dy-

namique des systèmes en considération par des suites récursives stochastiques. La
méthode utilisée pour obtenir des conditions su¢ santes de stabilité est l�approche
des évènements de rénovation qui permet des hypothèses générales, en particulier que
la suite des temps de service est stationnaire et ergodique ce qui exclut l�hypothèse
d�indépendance généralement supposée. On conjecture, pour le cas d�une politique
linéaire qu�elles sont nécessaires, on laisse cette étude pour des recherches futures.
La manière dont ont été construites les suites récursives stochastiques modélisants
la dynamique des systèmes considérés laisse présager sa possible généralisation à
d�autres systèmes, comme des systèmes à plus de deux types de clients, à service
en groupes, à éliminations en groupes. Il serait aussi intéressant de considérer une
suite des temps d�inter-arrivées stationnaire et ergodique ou des temps de rappels
de distribution générale au lieu d�une distribution exponentielle généralement util-
isée dans la littérature. Pour la politique de contrôle des rappels, on a obtenu des
résultats de stabilité dans le cas où la distribution des temps de rappels est générale.
Un des problèmes ouverts est de considérer une distribution non-exponentielle pour
les temps de rappels dans le cas d�une politique linéaire dépendant du nombre de
clients en orbite. De plus, il a été observé que la loi exponentielle n�est pas un bon
modèle pour le temps de rappels dans les systèmes de communication. Le caractère
récursif des SRS peut bien servir pour la simulation des systèmes considérés.
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We consider in this paper the stability of retrial queues with a versatile retrial policy.
We obtain sufficient conditions for the stability by the strong coupling convergence to
a stationary ergodic regime for various models of retrial queues including a model with
two types of customers, a model with breakdowns of the server, a model with negative
customers, and a model with batch arrivals. For all the models considered we assume that
the service times are general stationary ergodic and interarrival and retrial times are i.i.d.
sequences exponentially distributed. For the model with unreliable server we also assume
that the repair times are stationary and ergodic and the occurrences of breakdowns follow
a Poisson process.

Copyright © 2006 T. Kernane and A. Aı̈ssani. This is an open access article distributed
under the Creative Commons Attribution License, which permits unrestricted use, dis-
tribution, and reproduction in any medium, provided the original work is properly cited.

1. Introduction

We investigate in this paper the problem of stability condition for some retrial queueing
models. The first model is a retrial queue with a versatile retrial policy which incorporates
simultaneously the classical linear retrial policy and the constant one and is described as
follows. Consider a single server queue in which a primary arriving customer who finds
the server busy moves to a group of blocked customers called “orbit” and repeatedly re-
tries for service until he finds the server free, and consider the following retrial policy
for the access to the server from the orbit. The probability of a repeated attempt from
the orbit during the interval (t, t +Δt), given that j customers were in orbit at time t, is
(θ(1− δ0 j) + jμ)Δt+◦(Δt). This model was defined by Artalejo and Gomez-Corral [4]. If
μ= 0, we obtain the constant retrial policy with parameter θ introduced by Fayolle [14].
If a primary arriving customer finds the server free, he receives service and leaves the sys-
tem. The second model is a retrial queue with two types of arriving customers, known
as “impatient” and “persistent.” If an impatient customer finds the server busy, then it
leaves the system. On the other hand, if a persistent customer arrives and finds the server
busy, then he may have access to the orbit and waits to be served later according to the

Hindawi Publishing Corporation
Journal of Applied Mathematics and Stochastic Analysis
Volume 2006, Article ID 54359, Pages 1–16
DOI 10.1155/JAMSA/2006/54359

http://dx.doi.org/10.1155/S104895330654359X


2 Stability of retrial queues with versatile retrial policy

versatile retrial policy described above. If μ= 0, we obtain the model with constant retrial
policy and two types of customers studied by Martin and Artalejo [21]. The third model
is a single server retrial queue with the server subject to random breakdowns and repairs.
In the fourth model we consider the stability of a retrial queue with positive and negative
customers. When a negative arrival occurs in the system, it immediately removes one reg-
ular customer if present. The concept of negative customers was introduced by Gelenbe
[17], who established the product form solution for a queueing network including neg-
ative arrivals as well as regular ones. A review of results and practical situations can be
found in Artalejo [3]. Gelenbe et al. [18] derived the stability conditions for two models
of negative arrivals, the removal of customer in service (RCS) and removal of customer
at the tail of the queue (RCT). Artalejo and Gomez-Corral [5, 6] extended the queues
with negative arrivals to that when regular customers follow a retrial policy. Finally, we
consider the stability of a retrial queue with batch arrivals. The first such model with the
classical linear retrial policy was introduced by Falin [12], who derived the joint distribu-
tion of the server state and queue length. A more detailed analysis of the model was given
later by Falin [13].

Most of the efforts in the study of retrial queues have been directed to the compu-
tation of the steady-state solutions assuming that such stationary regime exists. For an
M/G/1 queue with linear retrial policy under Markovian assumptions, that is, Poisson
arrivals with rate λ, i.i.d. exponential retrial times with rate θ, and i.i.d. general service
times with rate μ, the necessary and sufficient condition for stability is λ < μ. Intuitively,
we would expect that this condition is indeed sufficient in general. But, Liang and Kulka-
rni [20] gave a counterexample showing that the system can be unstable even though
the arrival rate is less than the service rate. The problem of deriving stability condition
becomes nontrivial also when perturbing independence and/or exponential assumptions
upon parametric distributions, it is essentially due to the difficulty of describing the basic
process in terms of a Markov chain in a simple way. Similar arguments can be provided
in the case of the model with constant retrial policy in which case the stability condition
depends in general on the retrial rate.

We consider in this paper the approach based on constructing a class of processes,
the so-called stochastic recursive sequences, which are of a more general and compli-
cated nature than Markov processes and using the techniques of renovation events to
obtain strong coupling convergence to a stationary ergodic regime. These techniques
were formulated, in the stationary ergodic context, by Borovkov [9]. The approach of
renovating events already has its roots in the early work by Akhmarov and Leont’eva
[1]. These methods have further been developed in [7, 15, 16]. For the classical linear
retrial queue, Altman and Borovkov [2] obtained sufficient conditions for the stability
under various general assumptions for interarrival and service times, in particular they
applied the method of renovation events to obtain ergodicity under general stationary er-
godic service times and independent and exponentially distributed interarrival and retrial
times. In Section 2, we give some backgrounds for stochastic recursive sequence theory
and review the main theorem that enables us to obtain a strong coupling convergence
to a stationary regime by using renovation events for the retrial queues described above.
In Section 3, we apply the method of stochastic recursive sequences to the retrial queue
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with the versatile retrial policy and we derive a sufficient stability condition under gen-
eral assumption of stationary and ergodic service times, exponentially distributed inter-
arrival and retrial times. In Section 4, we derive a sufficient stability condition for the
retrial queue with two types of customers under general stationary ergodic service times
for both types, and exponentially distributed interarrival and retrial times. In Section 5,
we use the same method for the retrial queue with breakdowns and repairs to derive a
sufficient stability condition under the assumptions that the service and repair times are
stationary and ergodic sequences and independent and exponentially distributed interar-
rival, breakdown, and retrial times. In Section 6, we obtain a sufficient stability condition
for the retrial queue with negative customers by assuming that the service times of the
regular customers are stationary and ergodic, interarrival times of regular and negative
customers and retrial times are independent and exponentially distributed. In Section 7,
we consider a retrial queue with the versatile retrial policy in which customers arrive in
batches and we derive a sufficient condition for stability under the assumptions that the
service times are stationary and ergodic, interarrival and retrial times are independent
and exponentially distributed and the sizes of batches of arrivals are independent and
generally distributed.

2. Stochastically recursive sequences

Let X = {X(n), n ≥ 0} and {ξn} be random sequences defined on the same probability
space (Ω,�,P) and taking values in measurable spaces (X,BX) and (Y,BY), respectively.
Assume moreover, that a measurable function f : X×Y→ X is defined on (X×Y,BX ×
BY).

Definition 2.1. A random sequence {X(n)} is called a stochastically recursive sequence
(SRS) controlled by the governing sequence {ξn} if {X(n)} obey the equation

X(n+ 1)= f
(
X(n),ξn

)
, ∀n≥ 0. (2.1)

Stochastically recursive sequences (SRS) are more general objects than Markov chains,
that is, each Markov chain can be represented as an SRS with independent ξn (see Kifer
[19] or Borovkov [10]).

We assume in the sequel that the sequence {ξn} is stationary (in the strict sense), that
is, the distributions of the finite-dimensional random variables (ξk+n1 ,ξk+n2 , . . . ,ξk+nj ) do
not depend on k for any j and n1, . . . ,nj . By the Kolmogorov’s theorem on the extension
of compatible distributions, a stationary sequence {ξn; n≥ 0}may be extended to obtain
the sequence {ξn; −∞ < n <∞} stationary on the entire time-axis. Let us introduce the

σ-algebras �ξ
n = σ(ξk; k ≤ n) and �ξ = σ(ξk; −∞ < k <∞).

Definition 2.2. An event A∈ �ξ
n+m, m≥ 0, is a renovation event for the SRS X(n) on the

segment [n,n + m] if there exists a measurable function g : Ym+1 → X such that on the
set A,

X(n+m+ 1)= g
(
ξn, . . . ,ξn+m

)
. (2.2)
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The sequence An, An ∈�ξ
n+m, is a renovating sequence of events for the SRS X(n) if there

exists an integer n0 such that (2.2) holds true for n ≥ n0 with a common function g for
all n. Let U be the measure-preserving shift transformation of �ξ-measurable random
variables generated by ξn, Uξn = ξn+1, and Uk, k ≥ 0, denote the kth iteration of U . A
sequence {ηn; −∞ < n <∞} is said to be compatible with the shift U if for any n∈ Z, ηn
is �ξ-measurable and Uηn = ηn+1. We denote by T the corresponding transformation of
events in the σ-algebra �ξ :

T
{
ω : ξj(ω)∈ Bj ; j = 1, . . . ,k

}= {ω : ξj+1(ω)∈ Bj ; j = 1, . . . ,k
}

, (2.3)

and Tk, k ≥ 0, denote the kth iteration of T . U0 and T0 are identity transformations, and
U−k, T−k are the inverse transformations for Uk and Tk, respectively.

Remark 2.3. The σ-algebra �ξ may be considered as a possibly larger σ-algebra in which
an arbitrary sequence of independent random variables {ζn}, taking values in a measur-
able space (Z,BZ), and not depending on {ξn}, is �ξ-measurable since in this case �ξ can
be viewed as the σ-algebra generated by {ξn} and {ζn} (we can denote it by �ξ,ζ). The
shift T will also be defined by means of the relation

T
{
ω :
(
ξn+i(ω),ζn+i(ω)

)∈ Bi; i= 0, . . . ,k
}

= {ω :
(
ξn+i+1(ω),ζn+i+1(ω)

)∈ Bi; i= 0, . . . ,k
}

,
(2.4)

for any sets B1, . . . ,Bk ∈ BY×BZ (see Borovkov [8, page 14]). Let U be the corresponding
measure-preserving shift transformation of �ξ,ζ-measurable random variables, then for
any �ξ,ζ -measurable random variable η the sequence {ηn =Unη, −∞ < n <∞} is obvi-
ously stationary (see Doob [11, page 452]), and consequently any sequence compatible
with the shift U is stationary.

A set A∈�ξ is called invariant with respect to the shift T if A= TA almost surely.
A sequence {ξn} is called metrically transitive if the only invariant sets are those which

have probability 0 or 1.
A sequence {ξn} is ergodic if and only if for an arbitrary �ξ-measurable random vari-

able η, with Eη <∞, we have almost surely

lim
n→∞

1
n

n∑

i=1

Uiη = Eη. (2.5)

If the sequence {ξn} is stationary, the relation (2.5) can be expressed in the following
form:

lim
n→∞

1
n

−1∑

i=−n
Uiη = Eη. (2.6)

The later is called the Birkhoff strong law of large numbers.
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A stationary sequence {ξn} is ergodic if and only if it is metrically transitive (see Doob
[11, Chapter 10]).

Remark 2.4. If {ξn} is stationary and ergodic, then any sequence {ηn; −∞ < n <∞} com-
patible with the shift U is also ergodic, that is, it satisfies the Birkhoff strong law of large
numbers (see Doob [11, pages 455-456]).

We call the sequence of events {An} stationary if Ak = TkA0 for all k. Let X0 be a
random variable with values in the space X that is measurable with respect to the σ-
algebra �ξ . Let {Xn =UnX0} be the stationary sequence constructed using X0.

Definition 2.5. An SRS {X(n)} coupling converges to {Xn} if it satisfies

lim
n→∞P

{
X(k)= Xk, ∀k ≥ n

}= 1. (2.7)

If we introduce the random variable

ν0 ≡min
{
n≥ 0 : X(k)= Xk, ∀k ≥ n

}
, (2.8)

the relation (2.7) becomes equivalent to

P
(
ν0 <∞

)= 1. (2.9)

Put

Xk(n)=U−kX(n+ k), for n≥−k,

νk =min
{
n≥−k : Xk(n)= Xn

}
.

(2.10)

Denote by ν = supk≥0 νk the time when all the sequences {Xk(n), n ≥ 0}, k ≥ 0, have
fused with the sequence {Xn}.
Definition 2.6. A sequence {X(n)} is strong coupling convergent to the sequence {Xn ≡
UnX0} if

ν <∞ a.s. (2.11)

This ν is called the strong coupling time. Note that strong coupling convergence is
stronger than coupling convergence, which implies the convergence in total variation and
then the convergence in distribution. The following theorem (of Borovkov [10, Theorem
11.4]) gives a necessary and sufficient condition of strong coupling convergence of an SRS
to a stationary ergodic process.

Theorem 2.7. The existence of a stationary sequence of renovation eventsAn with P(An) > 0
is the necessary and sufficient condition of strong coupling convergence of the SRS X(n) to
a stationary sequence Xn obeying the equation Xn+1 = f (Xn,ξn) where ξn is stationary and
ergodic.



6 Stability of retrial queues with versatile retrial policy

3. Stability of the retrial queue with versatile retrial policy

We consider a single server retrial queue at which primary customers arrive to the system
at times {ti, i = 1,2, . . .}. Let τi = ti+1− ti be the successive interarrival times, i = 1,2, . . . .
If the ith arriving customer finds the server free, he receives service and leaves the system.
Otherwise, if the server is busy, the arriving customer moves immediately to an “orbit.”
The probability of a repeated attempt from the orbit during the interval (t, t +Δt), given
that j customers were in orbit at time t, is (θ(1− δ0 j) + jμ)Δt + ◦(Δt). That is, after an
exponential random time with rate θ (which we will call the orbit retrial time), indepen-
dent of the arrival process, each customer in orbit generates a Poisson stream of repeated
attempts with parameter μ and behaves independently of other customers in orbit and
of the external arrival process. This model, introduced by Artalejo and Gomez-Corral
[4], incorporates simultaneously the classical linear retrial policy and the constant one.
If μ = 0, we obtain the constant retrial policy with parameter θ; if the orbit retrial time
ends before an external arrival, then one customer from the orbit (the customer at the
head of the queue or a randomly chosen one) occupies the server. The nth service dura-
tion is σn, and we assume that 0 < Eσn <∞. We assume throughout this section that the
sequence {σn} is stationary and ergodic, the interarrival times {τi} are i.i.d. exponentially
distributed with parameter λ, the interarrival times, orbit retrial times, and retrial times
of each customer in orbit are mutually independent and independent of the sequence
{σn}. Let X(t) be the number of customers in orbit at time t. Define sn to be the instant
when the (n− 1)st service time ends. We consider the process X(n) embedded imme-
diately after time sn, (i.e., X(n) = X(s+

n)). After the end of the (n− 1)st service, a com-
petition between two independent (since the orbit retrial time and retrial times of each
customer in orbit are independent of the interarrival time) exponential laws with rates
λ and θ +X(n)μ determines the next customer that gains the server and the probability
that a retrial time expires earlier than the interarrival time is (θ +X(n)μ)/(λ+ θ +X(n)μ).
Let u1

n and u2
n be two i.i.d. sequences of random variables distributed uniformly on [0,1],

mutually independent and independent of the sequence σn. u1 = {u1
n} will generate the

arrival process, and u2 = {u2
n}will generate the type of arrival (external or from the orbit)

at the end of the successive service periods. Let
∏

:R+× [0,1]→N denote the inverse of
the Poisson distribution

∏
(t,x)= inf

{

n∈N :
n∑

k=0

tke−t

k!
≥ x

}

, (3.1)

so that
∏

(t,u1
n) is a Poisson random variable with parameter t. We have the following

representation of the process X(n):

X(n+ 1)= (X(n) + ξn
)+

, (3.2)

where x+ =max[0,x] and

ξn =
∏(

λσn,u1
n

)− I
(
u2
n ≤

θ +X(n)μ
λ+ θ +X(n)μ

)
(3.3)

is the governing sequence.
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Theorem 3.1. The process X(n) is strong coupling convergent to a unique stationary ergodic
regime if one of the following conditions is fulfilled:

(1) θ > 0, μ= 0, and λEσ1 < θ/(λ+ θ);
(2) θ ≥ 0, μ > 0, and λEσ1 < 1.

Proof. Consider the case θ > 0 and μ= 0, then the driving sequence (3.3) has the form

ξn =
∏(

λσn,u1
n

)− I
(
u2
n ≤

θ

λ+ θ

)
. (3.4)

Since the sequence {uin} is identically distributed for i= 1,2, and hence stationary, it can
be defined for all integers −∞ < n <∞. Define the σ-algebras �σ ,u

n = σ(σk,u1
k,u2

k; k ≤ n)
and �σ ,u = σ(σk,u1

k,u2
k; −∞ < k <∞). Let U be the measure-preserving shift transforma-

tion of �σ ,u-measurable random variables generated by {σn,u1
n,u2

n; −∞ < n <∞}. From
Remark 2.3, since for any n∈ Z, the random variable ξn is generated by {σn,u1

n,u2
n}, then

ξn+1 =Uξn and {ξn; −∞ < n <∞} is stationary. Moreover, since {σn; −∞ < n <∞} is sta-
tionary and ergodic and the sequence {ξn; −∞ < n <∞} is compatible with the shift U ,
then by Remark 2.4 the sequence {ξn; −∞ < n <∞} is ergodic. We have

E
(
ξn
)= λEσ1− θ

λ+ θ
, (3.5)

so that if

λEσ1 <
θ

λ+ θ
(3.6)

holds, then E(ξn) < 0. With no loss of generality, we assume that X(0)= a≥ 0. Whatever
the choice of n0, the events An = TnA0, where

A0 =
⋂n0−1

k=0

{
ξ−1 + ···+ ξ−1−k ≤ 0

}⋂

l≥1

{
ξ−1 + ···+ ξ−n0−l ≤−a

}
, (3.7)

make a stationary sequence of renovation events with m=0 and g(y)≡y+ (see Borovkov
[10, Example 11.1]). Indeed, for n≥ n0,

X(n+ 1)= ξ+
n a.s. on An. (3.8)

Since E(ξn) < 0 and the sequence {ξn} is stationary and ergodic, then by the Birkhoff

strong law of large numbers for ergodic sequences, we have almost surely

lim
n→∞

1
n

−1∑

i=−n
ξi = Eξ1 < 0, (3.9)

and it follows that almost surely

lim
n→∞

(
ξ−1 + ···+ ξ−n

)=−∞, (3.10)
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hence there is a number n0 = n0(a) such that P(An) > 0 for n≥ n0. If, on the other hand,
the events Bn, the number m, and the function g :Rm+1 →R are defined as

m= n0, Bn = TmAn, g
(
y0, . . . , ym

)≡ y+
m, (3.11)

then the events Bn ∈ �ξ
n+m are renovating for {X(n)} on the segment [n,n +m] for all

n ≥ 0, so one can assume that n0 = 0. Hence, using Theorem 2.7, the sequence {X(n)}
is strong coupling convergent to a unique stationary sequence {Xn ≡ UnX0}, where X0

is �σ ,u-measurable, obeying the equation Xn+1 = (Xn + ξn)+, and the ergodicity follows
from Remark 2.4 and the fact that Xn is compatible with the shift U .

Let us now consider the case θ ≥ 0 and μ > 0. The renovation events An will be con-
structed now in two steps. We will first introduce a majorizing SRS X(n)∗ on the same
probability space, which will enable us to obtain simple stationary renovating events A∗n
with positive probability, and An will be obtained as some subsets of A∗n . The SRS X(n)∗

has the following form:

X(0)∗ = X(0), X(n+ 1)∗ =max
(
C,X(n)∗ + ξ∗n

)
, (3.12)

where

ξ∗n =
∏(

λσn,u1
n

)− I
(
u2
n ≤

θ +Cμ

λ+ θ +Cμ

)
. (3.13)

The sequence {ξ∗n } is measurable with respect to �σ ,u and ξ∗n+1 = Uξ∗n . From this and
Remarks 2.3 and 2.4 it follows that the sequence {ξ∗n } is stationary and ergodic. We choose
the constant C such that Eξ∗n < 0 if the condition λEσ1 < 1 holds, where

E
(
ξ∗n
)= λEσ1− θ +Cμ

λ+ θ +Cμ
. (3.14)

It follows that there exist renovation events A∗n = TnA∗0 , n ≥ n0, where A∗0 is defined as
(3.7) with the sequence {ξ∗n }, such that X(n)∗ = C on the set A∗n for all n ≥ n0. Define
the sets

B0 =
{∏(

λσ−k,u1
−k
)= 0, u2

−k ≤
θ + kμ

λ+ θ + kμ
, k = 1, . . . ,C

}
, Bn = TnB0. (3.15)

The sets An = A∗n−C ∩Bn form a stationary renovating sequence for X(n), since for all n≥
n0 +C, we have on An, the values X(n− k)≤ k, k = 0,1, . . . ,C, and in particular, X(n)= 0.
Moreover, P(A0) = P(A∗−C) P(B0 | A∗−C) > 0 (see Altman and Borovkov [2, pages 353-
354]). The strong coupling convergence of the processX(n) to a stationary ergodic regime
follows from Theorem 2.7. �

Remark 3.2. Although the conditions of Theorem 3.1 are sufficient for stability, we can
assert that they are necessary, since for SRS of the form X(n + 1) = (X(n) + ξn)+, the
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condition Eξn > 0 implies that the process X(n) converges in distribution to an improper
limiting sequence, that is, X(n)→∞ almost surely, and it can be extended under wide
assumptions to the case Eξn = 0 (see Borovkov [8, Theorem 1.7]).

4. Stability of the retrial queue with two types of customers

Consider now a retrial queue with two types of arriving customers, known as “impatient”
and “persistent.” If an impatient customer finds the server busy, then he leaves the system.
On the other hand, if a persistent customer arrives and finds the server busy, then he may
have access to the orbit and waits to be served later according to the versatile retrial policy
described above. Assume that the interarrival times {τ1

n} of type 1 (impatient) and {τ2
n}

of type 2 (persistent) are sequences of independent and identically distributed random
variables with exponential distributions with parameters λ1 > 0 and λ2 > 0, respectively.
The service times {σ1

n} (for type 1) and {σ2
n} (for type 2) are stationary and ergodic,

independent of each other and of {τ1
n}, {τ2

n}, orbit retrial times and retrial times of each

customer in orbit, and 0 < E(σ
j
n) <∞, j = 1,2. The sequences {τ1

n}, {τ2
n}, orbit retrial

times and retrial times of each customer in orbit are independent of each other. Let X(t)
be the number of customers in orbit at time t. Define sn to be the instant when the (n−
1)st service time ends. We consider the process X(n) embedded immediately after time
sn, (i.e., X(n) = X(s+

n)). Let u1
n and u2

n defined as in Section 3, and independent of the
sequences {σ1

n} and {σ2
n}, except that u2 = u2

n will generate now the type of request of
service: impatient customer, external persistent customer or persistent customer from
the orbit at the end of the successive service periods. The representation of the process
X(n) is

X(n+ 1)= (X(n) + ξn
)+

, (4.1)

where the driving sequence {ξn} is now of the form

ξn =
∏(

λ2σ
1
n ,u1

n

)
I
(
u2
n ≤

λ1

λ1 + λ2 + θ +X(n)μ

)

+
∏(

λ2σ
2
n ,u1

n

)
I
(

λ1

λ1 + λ2 + θ +X(n)μ
< u2

n ≤
λ1 + λ2

λ1 + λ2 + θ +X(n)μ

)

+
∏(

λ2σ
2
n ,u1

n

)
I
(

λ1 + λ2

λ1 + λ2 + θ +X(n)μ
< u2

n ≤ 1
)

− I
(

λ1 + λ2

λ1 + λ2 + θ +X(n)μ
< u2

n ≤ 1
)
.

(4.2)

Theorem 4.1. The process X(n) is strong coupling convergent to a unique stationary ergodic
regime if one of the following conditions is fulfilled:

(1) θ > 0, μ= 0, and (λ1 + λ2 + λ2(θEσ2 + λ1Eσ1 + λ2Eσ2))/(λ1 + λ2 + θ) < 1;
(2) θ ≥ 0, μ > 0, and λ2Eσ2 < 1.
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Proof. Consider the first case θ > 0 and μ= 0. Then the sequence {ξn} has the form

ξn =
∏(

λ2σ
1
n ,u1

n

)
I
(
u2
n ≤

λ1

λ1 + λ2 + θ

)

+
∏(

λ2σ
2
n ,u1

n

)
I
(

λ1

λ1 + λ2 + θ
< u2

n ≤
λ1 + λ2

λ1 + λ2 + θ

)

+
∏(

λ2σ
2
n ,u1

n

)
I
(

λ1 + λ2

λ1 + λ2 + θ
< u2

n ≤ 1
)
− I
(

λ1 + λ2

λ1 + λ2 + θ
< u2

n ≤ 1
)
.

(4.3)

Define the σ-algebras �σ ,u
n = σ(σ1

k ,σ2
k ,u1

k,u2
k; k ≤ n) and �σ ,u = σ(σ1

k ,σ2
k ,u1

k,u2
k; −∞ <

k <∞). Let U be the measure-preserving shift transformation of �σ ,u-measurable ran-
dom variables generated by {σ1

n ,σ2
n ,u1

n,u2
n; −∞ < n <∞}. Since ξn is generated by {σ1

n ,σ2
n ,

u1
n,u2

n}, then {ξn; −∞ < n <∞} is compatible with the shift U . Hence, from Remarks 2.3
and 2.4, the sequence {ξn; −∞ < n <∞} is stationary and ergodic. We have

E
(
ξn
)= λ2

(
θEσ2 + λ1Eσ1 + λ2Eσ2

)− θ

λ1 + λ2 + θ
, (4.4)

so that if

λ1 + λ2 + λ2
(
θEσ2 + λ1Eσ1 + λ2Eσ2

)

λ1 + λ2 + θ
< 1, (4.5)

then E(ξn) < 0 and the rest of the proof is similar to the first case of Theorem 3.1. For the
case θ ≥ 0 and μ > 0, we construct a majorizing SRS as follows:

X(0)∗ = X(0), X(n+ 1)∗ =max
(
C,X(n)∗ + ξ∗n

)
, (4.6)

where

ξ∗n =
∏(

λ2σ
1
n ,u1

n

)
I
(
u2
n ≤

λ1

λ1 + λ2 + θ +Cμ

)

+
∏(

λ2σ
2
n ,u1

n

)
I
(

λ1

λ1 + λ2 + θ +Cμ
< u2

n ≤
λ1 + λ2

λ1 + λ2 + θ +Cμ

)

+
∏(

λ2σ
2
n ,u1

n

)
I
(

λ1 + λ2

λ1 + λ2 + θ +Cμ
< u2

n ≤ 1
)
− I
(

λ1 + λ2

λ1 + λ2 + θ +Cμ
< u2

n ≤ 1
)

,

E
(
ξ∗n
)= λ2

(
λ1Eσ1 + λ2Eσ2

)

λ1 + λ2 + θ +Cμ
+

θ +Cμ

λ1 + λ2 + θ +Cμ

(
λ2Eσ2− 1

)
.

(4.7)

The sequence {ξ∗n } is measurable with respect to �σ ,u and ξ∗n+1 = Uξ∗n . From this and
Remarks 2.3 and 2.4, it follows that the sequence {ξ∗n } is stationary and ergodic. We
choose the constant C such that Eξ∗n < 0 if the condition λ2Eσ2 < 1 holds, and the rest of
the proof is similar to the second part of that of Theorem 3.1. �
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5. Stability of the retrial queue with breakdowns

Consider a single server retrial queue with the server subject to breakdowns. Primary cus-
tomers arrive from the outside according to a Poisson process with rate λ. We consider the
versatile retrial policy for the access from the orbit to the server as described in Section 3.
Assume that the server fails at times βi, i = 1,2, . . ., according to a Poisson process with
rate α, that is, the server fails after an exponential amount of time with mean 1/α. If a
breakdown occurs at time βi, the server takes immediately a repair time ri, i = 1, 2, . . . .
We assume that after a repair time the server is as good as new and the service of a cus-
tomer is cumulative.

We assume that the service times {σn} and repair times {ri} are stationary and ergodic
and independent of each other. The interarrival times, orbit retrial times, retrial times of
each customer in orbit, and breakdown times are independent of each other and of the
sequences {σn} and {ri}. Denote by r(n) = (r(n)

k , k = 1,2, . . .) the sequence of repair times
that occur during the service time σn. Let X(t) be the number of customers in orbit at
time t. Define sn to be the instant when the (n− 1)st service time ends. We consider the
process X(n) embedded immediately after time sn, (i.e., X(n) = X(s+

n)). Let u1
n, u2

n, u3
n,

and u(n)
i be i.i.d. sequences of random variables distributed uniformly on [0,1], mutually

independent and independent of the sequences {σn} and {ri}. u1 = {u1
n} will generate the

arrival process, u2 = {u2
n} will generate the occurrence of breakdowns, u3

n will generate
the type of arrival (external or from the orbit) at the end of the successive service periods,

and u(n)
i will generate the arrival process during the ith repair time that occurs during the

nth service time, denote by u(n) = (u(n)
i , i= 1,2, . . .). We have the following representation

of the process X(n):

X(n+ 1)= (X(n) + ξn
)+

, (5.1)

where

ξn =
∏(

λσn,u1
n) +

∏
(ασn,u2

n)∑

i=1

∏(
λr(n)

i ,u(n)
i

)− I
(
u3
n ≤

θ +X(n)μ
λ+ θ +X(n)μ

)
(5.2)

is the driving sequence.

Theorem 5.1. The process X(n) is strong coupling convergent to a unique stationary ergodic
regime if one of the following conditions is fulfilled:

(1) θ > 0, μ= 0, and λEσ1(1 +αEr1) < θ/(λ+ θ);
(2) θ ≥ 0, μ > 0, and λEσ1(1 +αEr1) < 1.

Proof. Note that
∏

(λσn,u1
n) and

∏
(λri,u

(n)
i ) represent the number of arrivals during the

nth service time σn and the ith repair time ri, respectively.
∏

(ασn,u2
n) counts the number

of breakdowns during the processing of the nth service duration σn. If θ > 0 and μ = 0,
then the driving sequence (5.2) has the following form:

ξn =
∏(

λσn,u1
n

)
+

∏
(ασn,u2

n)∑

i=1

∏(
λri,u

(n)
i

)− I
(
u3
n ≤

θ

λ+ θ

)
. (5.3)
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Define the σ-algebras �σ ,u,r
n = σ(σk,r(k),u(k),u1

k,u2
k,u3

k; k ≤ n) and �σ ,u,r = σ(σk,r(k),
u(k),u1

k,u2
k,u3

k; −∞ < k <∞). Let U be the measure-preserving shift transformation of
�σ ,u,r-measurable random variables generated by {σn,r(n),u(n),u1

n,u2
n,u3

n; −∞ < n <∞},
then the sequence {ξn} is measurable with respect to �σ ,u,r , and by Remarks 2.3 and 2.4,
{ξn} is stationary and ergodic. From the Wald’s equation and the memoryless property
of the Poisson process, we get

Eξn = λEσ1 +
(
αEσ1

)(
λEr1

)− θ

λ+ θ
. (5.4)

So if λEσ1(1 +αEr1) < θ/(λ+ θ), then Eξn < 0, and the rest of the proof of the first condi-
tion is similar to that of Theorem 3.1.

We now study the case θ ≥ 0 and μ > 0. Consider the following majorizing SRS:

X∗(0)= X(0), X∗(n+ 1)=max
(
C,X∗(n) + ξ∗n

)
, (5.5)

where C is an arbitrary integer and

ξ∗n =
∏(

λσn,u1
n

)
+

∏
(ασn,u2

n)∑

i=1

∏(
λri,u

(n)
i

)− I
(
u3
n ≤

θ +Cμ

λ+ θ +Cμ

)
. (5.6)

The sequence {ξ∗n } is measurable with respect to �σ ,u,r . From this and Remarks 2.3 and
2.4, it follows that the sequence {ξ∗n } is stationary and ergodic. If the condition λEσ1(1 +
αEr1) < 1 holds, we can easily find a constant C such that Eξ∗n < 0, where now

E
(
ξ∗n
)= λEσ1 +

(
αEσ1

)(
λEr1

)− θ +Cμ

λ+ θ +Cμ
. (5.7)

The rest of the proof of the second condition is similar to that of Theorem 3.1. �

6. Stability of the retrial queue with negative customers

We consider now the stability of a single server retrial queue with two types of arrivals,
regular and negative. In retrial queues, a regular arriving customer who finds the server
busy joins the orbit, and reapplies for service after a random amount of time; otherwise, if
he finds the server idle, he receives service and leaves the system. When a negative arrival
occurs in a busy system, it immediately removes one regular customer from the orbit if
present. Otherwise, if the server is idle, it has no effect on the system. Regular customers
arrive from the outside according to a Poisson process with rate λ. The access from the
orbit to the server follows the versatile retrial policy. We assume that the service times
{σn} of regular customers are general stationary ergodic. The negative customers arrive
according to a Poisson process with rate δ. The interarrival times of regular customers,
interarrival times of negative customers, orbit retrial times and retrial times of each cus-
tomer in orbit are independent of each other and of the sequence {σn}. Let u1

n, u2
n, and

u3
n be three i.i.d. sequences of random variables distributed uniformly on [0,1], mutually

independent and independent of the sequences {σn}. u1 = {u1
n} will generate the arrival
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process of the regular customers, u2 = {u2
n} will generate the arrival process of the nega-

tive customers, and u3
n will generate the type of arrival that gains the server (external or

from the orbit) at the end of the successive service periods. Let X(n) be defined as above
and it has now the following representation:

X(n+ 1)= (X(n) + ζn−ηn
)+

, (6.1)

where

ζn =
∏(

λσn,u1
n

)− I
(
u3
n ≤

θ +X(n)μ
λ+ θ +X(n)μ

)
, (6.2)

ηn =
∏(

δσn,u2
n

)
. (6.3)

Theorem 6.1. The process X(n) is strong coupling convergent to a unique stationary and
ergodic regime if one of the following conditions is fulfilled:

(1) θ > 0, μ= 0, and ((λ− δ)(λ+ θ)/θ)Eσ1 < 1;
(2) θ ≥ 0, μ > 0, and (λ− δ)Eσ1 < 1.

Proof. Consider the first case θ > 0 and μ= 0. Then the sequence (6.2) has the form

ζn =
∏(

λσn,u1
n

)− I
(
u3
n ≤

θ

λ+ θ

)
. (6.4)

Define the σ-algebras �σ ,u
n = σ(σk,u1

k,u2
k,u3

k; k ≤ n) and �σ ,u = σ(σk,u1
k,u2

k,u3
k; −∞ < k <

∞). Let U be the measure-preserving shift transformation of �σ ,u-measurable random
variables generated by {σn,u1

n,u2
n,u3

n; −∞ < n <∞}. Since the sequence ζn is generated by
{σn,u1

n,u3
n} and ηn is generated by {σn,u2

n}, then by Remarks 2.3 and 2.4, ζn and ηn are
stationary and ergodic. E(ζn−ηn)= λEσ1− θ/(λ+ θ)− δEσ1 and if

(λ− δ)(λ+ θ)
θ

Eσ1 < 1, (6.5)

then we have E(ζn−ηn) < 0, and the rest of the proof is similar to the first part of Theorem
3.1.

Let us study now the case θ ≥ 0 and μ > 0. We follow the same method of the second
parts of the above theorems by constructing a majorizing SRS X∗(n) defined as follows:

X∗(0)= X(0), X∗(n+ 1)=max
(
C,X∗(n) + ζ∗n −ηn

)
, (6.6)

where

ζ∗n =
∏(

λσn,u1
n

)− I
(
u3
n ≤

θ +Cμ

λ+ θ +Cμ

)
. (6.7)

The sequence {ζ∗n } is measurable with respect to �σ ,u. From this and Remarks 2.3 and 2.4,
it follows that the sequence {ζ∗n } is stationary and ergodic. If (λ− δ)Eσ1 < 1, we can easily
find a constant C such that E(ζ∗n − ηn)= (λ− δ)Eσ1− (θ +Cμ)/(λ+ θ +Cμ) < 0. The rest
of the proof is similar to the second part of Theorem 3.1. �



14 Stability of retrial queues with versatile retrial policy

7. Stability of the retrial queue with batch arrivals

Consider a single server retrial queue with the versatile retrial policy. Let us now consider
that at every arrival epoch tk, k = 1,2, . . . , a random batch of ak customers enters the sys-
tem. If the server is busy at the arrival epoch, then the whole batch of customers joins the
orbit, whereas if the server is free, then one of the arriving customers starts his service
and the others join the orbit. We assume that the input flow of customers occurs accord-
ing to a Poisson process with rate λ, the sequence of batch sizes {ak} is independent and
identically distributed with general distribution and mean a, where 0 < a <∞. The nth
service time of a customer is σn, where 0 < Eσn <∞, and we assume that the sequence
{σn} is stationary and ergodic. We denote by a(n) = (a(n)

k , k = 1,2, . . .) the size of batches
of the arrivals that occur during the service time σn. We assume that the input flow of
customers, size of batches, orbit retrial times, retrial times of each customer in orbit and
service times are mutually independent.

Let X(n) be defined as above and it has the following representation as an SRS:

X(n+ 1)= (X(n) + ξn
)+

, (7.1)

where

ξn =
∏

(λσn,u1
n)∑

k=1

a(n)
k +

(
a1− 1

)
I
(
u2
n ≤

λ

λ+ θ +X(n)μ

)
− I
(

λ

λ+ θ +X(n)μ
< u2

n ≤ 1
)

,

(7.2)

and a1 is the size batch of the first arrival that gains the server if the arrival occurs before
a repeated attempt.

Theorem 7.1. The process X(n) is strong coupling convergent to a unique stationary and
ergodic regime if one of the following conditions is fulfilled:

(1) θ > 0, μ= 0, λ(a− 1) < θ, and λaEσ1 < (λ(1− a) + θ)/(λ+ θ);
(2) θ ≥ 0, μ > 0, and λaEσ1 < 1.

Proof. Consider the first case θ > 0 and μ= 0, so the driving sequence (7.2) will have the
following form:

ξn =
∏

(λσn,u1
n)∑

k=1

a(n)
k +

(
a1− 1

)
I
(
u2
n ≤

λ

λ+ θ

)
− I
(

λ

λ+ θ
< u2

n ≤ 1
)
. (7.3)

Define the σ-algebras �σ ,u,a
n = σ(σk,u1

k,u2
k,a(k); k ≤ n) and �σ ,u,a = σ(σk,u1

k,u2
k,a(k); −∞ <

k <∞) and we assume that a1 is measurable with respect to �σ ,u,a
n and �σ ,u,a. Let U be

the measure-preserving shift transformation of �σ ,u,a-measurable random variables gen-
erated by {σn,u1

n,u2
n,a(n); −∞ < n <∞}. The sequence {ξn} is �σ ,u,a-measurable, then by

Remarks 2.3 and 2.4, {ξn} is stationary and ergodic. We have

Eξn = λaEσ1 + (a− 1)
λ

λ+ θ
− θ

λ+ θ
= λaEσ1 + a

λ

λ+ θ
− 1, (7.4)
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and if the condition λaEσ1 < (λ(1− a) + θ)/(λ+ θ) holds, then Eξn < 0. The condition
λ(a− 1) < θ follows from the fact that λ(1− a) + θ must be positive. The rest of the proof
is the same as the first part of Theorem 3.1.

Consider now the second part when θ ≥ 0 and μ > 0. The majorizing SRS has now the
form

X∗(0)= X(0), X∗(n+ 1)=max
(
C,X∗(n) + ξ∗n

)
, (7.5)

where

ξ∗n =
∏

(λσn,u1
n)∑

k=1

a(n)
k +

(
a1− 1

)
I
(
u2
n ≤

λ

λ+ θ +Cμ

)
− I
(

λ

λ+ θ +Cμ
< u2

n ≤ 1
)
. (7.6)

The sequence {ξ∗n } is measurable with respect to �σ ,u,a. From this and Remarks 2.3 and
2.4, it follows that the sequence {ξ∗n } is stationary and ergodic. We have E(ξ∗n )= λaEσ1 +
a(λ/(λ+ θ +Cμ))− 1, so if the condition λaEσ1 < 1 holds, we can choose the constant C
as large as possible to have E(ξ∗n ) < 0. The rest of the proof is similar to the second part of
Theorem 3.1. �
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