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Résumé

On a étudie dans cette these la stabilité de différents systemes de files d'attente
avec rappels. On présente tout d’abord les méthodes les plus utilisées dans
I'étude de la stabilité des modéles de files attente avec des exemples
d'applications. Ensuite, on a effectué une présentation des résultats de stabilité
les plus importants dans les systemes de files d'attente avec rappels. On
modélise le systeme avec rappels et politique versatile par une suite récursive
stochastique et on applique la méthode des évenements de rénovation pour
obtenir une condition suffisante de stabilité sous la supposition que la suite des
temps de services est stationnaire et ergodique et des temps d'inter-arrivées et de
rappels i.i.d de distributions exponentielles. On utilise la méme approche pour
obtenir des conditions suffisantes de stabilité pour différents modéles de rappels.
Le premier est un systeme avec deux types de clients appelés "persistent™ et
"Impatient”. Les temps de service de chaque type seront supposes stationnaires
et ergodiques. Dans le deuxiéme systeme, le serveur est sujet a des pannes
suivant un processus de Poisson et une suite des temps de réparation qu'on
supposera aussi, avec les temps de service, stationnaire et ergodique. Dans le
troisieme systeme, en plus des clients réguliers, on considére des clients
négatifs. L'arrivée d'un client de ce dernier type engendre immédiatement
I'élimination d'un client régulier. Finalement, la stabilité d'un systeme avec
rappels versatiles et arrivées en groupes, est considérée. Dans le chapitre 5, on
étudie aussi la stabilité de modeéles avec politique de contrdle des rappels et
distribution générale pour les temps de rappels. On obtient aussi des résultats de
stabilité pour différents modéles avec clients négatifs comme exemples
illustratifs de la méthode des éveénements de rénovations.
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INTRODUCTION

[’analyse de la stabilité est la premiére étude a faire pour un systéme de files
d’attente. Les probabilités d’états et les caractéristiques de performances du systéme
dépendent de sa stabilité. Si le systéme n’est pas stable (instable), il est considéré
comme inefficace. Les approches les plus utilisées pour I’établissement des conditions
de stabilité des systémes de files d’attente sont : La méthode des fonctions de
Lyapunov, I’approche des modeéles fluides, ’approche des événements de rénovation
et la régle de saturation. La méthode des fonctions de Lyapunov consiste en la
recherche d’une fonction positive de la chaine de Markov modélisant le systéme,
prise en des instants bien choisis, comme les instants de départs ou d’arrivées, et qui
décroit strictement en moyenne. Ce dernier critére d’ergodicité est appelé critére de
Foster. Il existe aussi des critéres similaires pour prouver la transience de la chaine
de Markov et ainsi I'instabilité du systéme (Fayolle et Tasnogorodski [30], Kumar et
Meyn [48]). L’approche des modeéles fluides est basée sur approximation du systéme
stochastique par un modeéle déterministe appelé modele fluide. Dai [18] a montré
un critére d’ergodicité trés simple qui consiste & montrer I'ergodicité du modéle
markovien si le modele fluide se vide en temps fini. L’approche des événements de
rénovation permet des hypotheses plus générales que le cadre Markovien. Les suites
régissant la dynamique du systéme sont supposés étre stationnaires et ergodiques,
ce qui évite la fameuse hypothése idéaliste d’indépendance. Cette technique a été
formulée, dans le cadre stationnaire et ergodique, par Borovkov [11]. Elle trouve ses
origines dans le travail d’Akhmarov et Leont’eva [1]. Ces méthodes ont été aussi
développées dans [7, 32, 33].

Nous nous intéressons dans cette thése a la stabilité de modéles de files d’attente
avec rappels. Ces modeéles sont caractérisés par le fait que le client arrivé qui trouve
le serveur occupé doit rejoindre une file supplémentaire de clients appelée "orbite",
et réessaye ultérieurement de rejoindre le serveur d’aprés une politique particuliere
de rappels. Si par contre le client arrivé trouve le serveur libre, il prend son service
et quitte le systéme. Ces modéles sont d’un usage courant dans la modélisation des
systémes téléphoniques, ol un appel trouvant la ligne occupée rappelle ultérieure-
ment apres un temps aléatoire. On connait des applications dans les systémes infor-
matiques et de communications, et aussi dans la modélisation de I'atterrissage des
avions dans une piste, ol un avion ne trouvant pas la piste libre reste en "orbite" un
temps aléatoire jusqu’a ce que la tour de controle lui donne le signal d’atterrissage.
Il existe essentiellement trois politiques de rappels dans la littérature. La politique
classique dite politique linéaire (linear policy), ot chaque client en orbite tente de re-
joindre le serveur indépendamment des autres clients en orbite, de ce fait le taux de
rappels dépend linéairement du nombre de clients en orbite. La deuxiéme politique
est appelée politique de controle des rappels (control policy) ou politique constante
(constant retrial policy), introduite par Fayolle [29]. Dans cette politique, I’orbite
effectue les rappels indépendamment du nombre de clients en orbite, et si le serveur
est trouvé libre alors un client en orbite (le premier ou un client choisi aléatoire-
ment) prend son service. Elle trouve ces applications dans le protocole informatique
CSMA ou les rappels sont effectués par le bus au lieu des paquets de messages
stockés dans la mémoire. Enfin, la troisiéme politique est une combinaison des deux

4



précédentes et est appelée politique versatile (versatile retrial policy). Pour cette
politique, I'orbite effectue un rappel de temps aléatoire, ensuite chaque client émet
son propre "signal" pour joindre le serveur et prendre son service; cette derniére a
été introduite par Artalejo et Gomez-Corral [4].

Pour une file M/G/1 avec politique de rappels linéaire classique sous des suppo-
sitions Markoviennes, i.e., arrivées suivant un processus de Poisson de taux A, temps
de rappels i.i.d de loi exponentielle de taux # et temps de service i.i.d de distribution
générale de taux p, la condition nécessaire et suffisante de stabilité est A < p. Intu-
itivement, on s’attend & ce que cette condition soit suffisante en général, mais Liang
et Kulkarni [50] ont donné un contre exemple montrant que le systéme peut étre
instable bien que le taux d’arrivées soit inférieur au taux de service. Le probléme
de la dérivation des conditions de stabilité est devenue ainsi un probléme ouvert,
surtout si on ne considére pas la supposition d’indépendance ou d’exponentialité des
distributions des variables qui régissent le systéme. Cela est dii essentiellement &
la difficulté de décrire la dynamique du systéme par une chaine de Markov. Des
arguments similaires peuvent étre aussi donnés dans le cas de rappels constants ou
la condition de stabilité dépend en général du taux de rappels (voir Fayolle [29]).

L’approche utilisée dans cette theése pour obtenir des conditions de stabilité est
basée sur la modélisation de la dynamique du systéme par une suite récursive sto-
chastique, qui est de nature plus générale que les processus de Markov. En utilisant
la technique des événements de rénovation on obtient la convergence couplée au
sens fort (strong coupling convergence) vers un régime stationnaire et ergodique.
Pour la politique de rappels linéaire, Altman et Borovkov [2] ont obtenu des condi-
tions suffisantes pour la stabilité sous différentes suppositions générales sur les temps
d’inter-arrivées et de services. En particulier, ils ont appliqué la méthode des événe-
ments de rénovation pour obtenir I’ergodicité sous la supposition que la suite des
temps de services est stationnaire et ergodique (sans I’hypothése d’indépendance)
et des temps d’inter-arrivées et de rappels i.i.d de distributions exponentielles.

Dans le chapitre 1, on rappelle quelques notions sur les files d’attentes en général
et les files d’attente avec rappels en particulier. Dans le chapitre 2, On présente les
principales approches de stabilité des systémes de files d’attente avec des exem-
ples pour chaque approche en se concentrant sur les systémes a un serveur. Pour
I’approche des événements de rénovation, on présente une application originale sur
quelques modeles avec clients négatifs. Dans le chapitre 3, on passe en revue quelques
résultats de stabilité obtenus dans les systémes de files d’attente avec rappels pour
les trois principales politiques de rappels (constante, linéaire et versatile). Dans
le chapitre 4, on modélise le systéme avec rappels et politique versatile par une
suite récursive stochastique et on applique la méthode des évenements de rénova-
tion pour obtenir une condition suffisante de stabilité sous la supposition que la suite
des temps de services est stationnaire et ergodique et des temps d’inter-arrivées et
de rappels i.i.d de distributions exponentielles. On utilise la méme approche pour
obtenir des conditions suffisantes de stabilité pour différents modéles de rappels. Le
premier est un systéme avec deux types de clients appelés "persistant" et "impa-
tient". Si un client impatient arrive et trouve le serveur occupé, alors il quitte le
systéme. Par contre, si un client persistant arrive et trouve le serveur occupé, alors



il rejoint l'orbite et refait sa tentative ultérieurement selon une politique de rappels
versatile. Les temps de service de chaque type seront supposés stationnaires et er-
godiques. Ce systéme a été étudié, dans le cas d’une politique de rappels constante
et des suppositions Markoviennes, par Martin et Artalejo [54]. Dans le deuxiéme
systéme, le serveur est sujet & des pannes suivant un processus de Poisson et une
suite des temps de réparation qu’on supposera aussi, avec les temps de service, sta-
tionnaire et ergodique. Dans le cadre Markovien, ce systéme a été étudié par Wang
et al [58]. Dans le troisiéme systéme, en plus des clients réguliers, on considére des
clients négatifs. L’arrivée d’un client de ce dernier type engendre immédiatement
I’élimination d’un client régulier, s’il en existe. Le concept de client négatif a été
introduit par Gelenbe [36]. Une synthése des résultats et des situations pratiques de
ces modeles peut étre obtenu dans [3]. Gelenbe et al [37] ont obtenu des conditions
de stabilité pour deux modeles de clients négatifs, le modéle avec élimination du
client en service (RCS) et élimination du dernier client de la file (RCE). Artalejo et
Gomez-Corral [5], [6] ont généralisé le concept de client négatif au cas ou les clients
régulier suivent une politique de rappels. Finalement, la stabilité d’un systéme avec
rappels versatiles et arrivées en groupes, est considérée. Le premier modele de ce
type avec politique linéaire classique a été étudié par Falin [22], qui a établit la dis-
tribution jointe de I’état du serveur avec la taille de la file. Une étude plus détaillée a
été faite ultérieurement par Falin [23]. Nous donnons dans ce travail des conditions
de stabilité de tels modéles sous les hypothéses annoncées. Dans le chapitre 5, on
étudie la stabilité et I'instabilité de modeéles avec rappels et politique de controle
des rappels sous la supposition que les temps de rappels suivent une distribution
générale.

Une conclusion finale termine ce travail, donnant quelques suggestions pour des
recherches futures dans ce cadre et des problémes ouverts non encore abordées. On
trouvera en annexe l’article dont est basée la these et qui a été publié dans la revue
Journal of Applied Mathematics and Stochastic Analysis.



Chapitre 1

1 NOTIONS PRELIMINAIRES ET FILES
D’ATTENTE AVEC RAPPELS

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts et outils de base qui seront utilisés
dans cette thése. Nous présentons en premiers des notions comme les suites sta-
tionnaires et ergodiques, le processus de Poisson, et la formule de Wald. On passe
ensuite en revue quelques concepts sur les modeles de files d’attente, les systémes
avec pannes du serveur, clients négatifs, avec pertes, les modéles avec rappels et
leurs différentes politiques connues dans la littérature.

1.1 Suites Stationnaires et Ergodiques
1.1.1 Suites stationnaires

Soit {&,} une suite aléatoire définie sur l’espace de probabilité (€2, F,P) et prenant
ces valeurs dans l’espace mesurable (Y, By).

Définition 1.2 Une suite {£,,} est dite strictement stationnaire si les distributions
des variables aléatoires de dimension finie (§iinys Ektnyyrees Spin,;) NE dépendent pas
de k pour tout j et nq,...,n;.

e Une application T : @ — € est dite transformation bijective préservant la
mesure si elle est bijective, 'image par T' et par son inverse 7! d’un ensemble
mesurable a la méme probabilité (mesure) que son ensemble de départ, i.e.,
P(T(A)) =P(A) et P(T~*(A)) = P(A) pour tout ensemble A € F.

Une telle transformation induit une transformation (bijective) correspondante,
qu’on note U, des variables aléatoires définie par

Un(w) =n (T (),

pour toute variable aléatoire  mesurable par rapport a F.

Pour toute variable aléatoire n, Un posseéde la méme distribution que celle de 7, et
en fait le processus stochastique {7,; —oo < n < oo}, avec 1, = U"n), est strictement
stationnaire. Ainsi, toute transformation bijective préservant la mesure peut étre
utilisée pour engendrer des processus stochastiques strictement stationnaires.



Soit {&,; n > 0} une suite (strictement) stationnaire. D’aprés le théoréme de
Kolmogorov d’extension des distributions compatibles, une suite de v.a stationnaire
{&; n > 0} peut étre étendue a la suite {&,; —00 < n < oo} stationnaire sur tout
I’axe des temps.

Introduisons les o—algebres FS = (& k < n) et F& = o(&,; —o0 < k < 00).

Soit U l'opérateur de translation preservant la mesure (shift) des variables aléa-
toires F¢—mesurables engendrées par &,, U, = &uq1, et UF, k> 0 la k™ itération
de U.

o Une suite {n,; —0o < n < oo} est dite compatible avec l'opérateur (shift) U si
pour tout n € Z, n, est Fé—mesurable et Un, = 0,1.

On note par T l'opérateur de translation, correspondant a U, des événements
dans la o—algébre F¢ :

T{w:§j(w)eBy; j=1,.k} ={w:&1(w) € By; j=1,...,k},

et TF, k > 0 est la k%™ itération de 7. U° et T° sont les transformations identités,
et U~%, T=% sont les transformations inverses de U* et T* respectivement.

De ce qui précede, on peut énoncer la remarque importante suivante qui va étre
utile pour montrer la stationnarité des suites régissant la dynamique des systémes
étudiés dans les chapitres 4 et 5, et 'exemple illustratif (section 2.1.5) de la méthode
des événements de rénovation et qui traite des modeles avec clients négatifs (voir
section 1.4.4).

Remarque 1.1. La o—algébre F¢ peut étre considérée comme la plus large o— algébre
sur laquelle une suite arbitraire de variables aléatoires indépendantes {(,}, prenant
leurs valeurs dans un espace mesurable (Z,Bgz), et qui ne dépendent pas de {&,},
est F&-mesurable, puisque dans ce cas F*¢ peut étre considérée comme la o— algébre
engendrée par {&,} et {C.} (on peut aussi la noter par F&¢). L’opérateur T va étre
définie par la relation:

T{w : (£n+i(w)7Cn+i (w)) S Bi; 1= 07 7k}
= {w: (i1 (W), Guyir1 (W) € By i =10,..., k},

pour tout ensemble By, ..., By, € ByxBg (voir Borovkov [10] p.14). Soit U l'opérateur
correspondant de translation preservant la mesure des variables aléatoires F&¢—
mesurables, alors pour tout F&-mesurable variable aléatoire n la suite {n, = U™,
—00 < n < oo} est clairement stationnaire (voir Doob [20] p. 452), et par con-
séquent toute suite compatible avec l’opérateur shift U est stationnaire.

1.1.2 Suites ergodiques

e Un ensemble A mesurable est dit invariant par rapport a ’opérateur de trans-
lation shift 7" si A = T'A presque strement.



Ainsi tout ensemble de probabilité 0 ou 1 est invariant. Les ensembles invariants
forment une o—algebre.

e Une variable aléatoire n est dite invariante par rapport a un opérateur de
transformation préservant la mesure U si Un = n avec probabilité 1.

Ainsi, toute variable aléatoire presque stirement constante est invariante.

Si la variable aléatoire 7 est invariante, I’ensemble {w : n(w) € A} est invariant
pour tout Borélien A. Réciproquement, si ’ensemble {w : n(w) € A} est invariant
pour tout Borélien A alors 7 est une variable aléatoire invariante.

Si A est un ensemble mesurable et si 1 est une variable aléatoire qui vaut 1 sur
A et zero ailleurs, alors A est invariant si et seulement si 7 est une variable aléatoire
invariante.

e Un opérateur de transformation 7" preservant la mesure est dit métriquement
transitif si les seules ensembles invariants sont ceux de probabilité 0 ou 1,
c’est & dire, si les seules variables aléatoires qui sont invariantes sont ceux
qui sont constantes presque strement. Dans ce cas, on dira aussi que son
opérateur de transformation correspondant U, des variables aléatoires, est aussi
métriquement transitif.

e Soit U un opérateur de transformation préservant la mesure et soit 7 une
variable aléatoire. Alors le processus {1, = U"n;n > 0} est métriquement
transitif.

e Une suite {,} est dite métriquement transitive (metrically transitive) si les
seules ensembles invariants de F*¢ sont ceux de probabilité 0 ou 1.

e Une suite {,} est ergodique si et seulement si pour toute variable aléatoire
Fé-mesurable 7, avec En < 0o, nous avons p.s

I
lim —Y "U'n = En. (1.1)
=1

n—oo M

Si la suite {£,,} est de plus stationnaire, la relation (1.1) peut étre exprimée par

la forme suivante
1

lim 1 Z U'n = En. (1.2)

n—00 1,
i=—n

Cette derniére relation est appelée loi forte des grands nombres de Birkhoff.
Le théoréme suivant est une version du théoréme ergodique fondamental adapté

au cadre des processus stochastiques strictement stationnaires (voir Theorem 2.1 p
465 dans Doob [20]).



Théoréme 1.1 Soit {£,,n > 0} un processus stochastique strictement stationnaire,
avec B |&y| < oo, et soit T la o—algébre des ensembles invariants. Alors

1 n—1
lim 5;@ =E[% 7] (1.3)

avec probabilité 1. En particulier, si le processus est métriquement transitif, la limte
E [&o | Z] est égale o B [&] .

Ainsi, une suite strictement stationnaire {,} est ergodique si et seulement si elle
est métriquement transitive.

On peut énoncer donc la remarque suivante qui sera utile pour montrer I’ergodicité
des suites régissant la dynamique des systémes dont on va étudier la stabilité.

Remarque 1.2 Si {£,,} est stationnaire et ergodique alors toute suite {n,; —oo <
n < oo} compatible avec 'opérateur shift U est aussi ergodique, i.e., elle satisfait a
la loi forte des grands nombres de Birkhoff (voir Doob [20], p.455-456).

1.2 Formule de Wald

La formule de Wald sera utile pour les systémes avec arrivées ou services en groupes.
Elle permettra de calculer, par exemple, la moyenne des arrivées pendant un temps
de service dans le cas des arrivées en groupes de tailles suivant une variable aléatoire
de moyenne finie. Soit X7, X, ... une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquements distribuées de moyenne finie. De plus, soit N une variable aléatoire
a valeurs dans N de moyenne finie. Si la variable aléatoire N est indépendante des
variables aléatoires X, Xo, ..., alors

E (i Xk> = B(N)E(X). (1.4)

La preuve de la formule (1.4) utilise la loi de l’espérance totale.

La formule (1.4) reste valable si la supposition que la variable aléatoire N est in-
dépendante de la suite X7, X, ... est allégée. Supposons que les conditions suivantes
sont satisfaites:

(i) X1, Xs,...est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquements
distribuées de moyenne finie,

(ii) N est une variable aléatoire & valeurs dans N avec E(N) < oo,

(iii) 'événement {N = n} est indépendant de X,,;1, X,,12, ... pour tout n > 1.

Alors on a

E (i Xk> — B(N) E(X,). (1.5)
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La supposition E(V) < oo est essentielle dans 1’équation de Wald. Pour illustrer
ce fait, on considére la marche aléatoire symétrique {S,, n > 0} avec Sy = 0 et
S, = X1+ ...+ X, ou Xq, Xy, ...est une suite de variables aléatoires indépendantes
avec P{X; =1} = P{X, = —1} = 1/2 pour tout i. On définit la variable aléatoire
N comme N =min{n > 1|5, = —1}, i.e., N est 'instant de la premiére visite de
la marche aléatoire au point —1. Alors E(X;+...+Xy) = —1. Notons que E(X;) = 0,
et on a cependant que E(X; + ... + Xy) n’est pas égal a E(N)E(X;). La raison est
que E(N) = cc.

1.3 Files d’Attente & un Serveur

1.3.1 File classique

Une file d’attente est constituée d’'un ou plusieurs serveurs, un flux d’arrivées de
clients de 'extérieur sollicitant un service, et d’une salle d’attente, de capacité finie
ou infinie, dans laquelle attendent les clients ne recevant pas de service. Les clients
sont servis selon un ordre défini par la politigue ou discipline de service. Deux
exemples classiques de discipline de service sont la discipline FIFO (first in first out)
"premier arrivé premier servi" ou la discipline LIFO (last in first out) "dernier arrivé
premier servi".

Serveur

Salle d’attente l

|

Arrivées Depart

ot L

\/

Clients

Figure 1.1. File d’attente simple & un serveur.
La recherche sur les files d’attente a débuté avec les travaux d’Erlang (1909) sur

les systémes téléphoniques. Dans ce cas, les appels téléphoniques représentent les
clients, et les durées de communications sont les temps de service. Mais depuis, leurs
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usages c’est étendu a d’autres situations pratiques. Dans une usine, les clients peu-
vent étre des machines, immobilisées pendant le temps nécessaire a leur maintenance
ou leur réparation. Dans un aéroport, les avions sont les clients, le temps de service
est la durée nécessaire a un avion pour atterrir et dégager la piste d’atterrissage.On
retrouve une situation pareil dans un port de commerce o les cargos qui attendent
un quai libre pour décharger représentent des clients.

1.3.2 Notations de Kendall

Pour classifier les files d’attente, on a recours a une notation symbolique appelée
notation de Kendall, qui prend la forme générale suivante: A/B/s [/K][/S], ou

e A est la distribution des temps d’inter-arrivées et B est la distribution des
temps de service,

e s est le nombre de serveurs en paralléle,
e K est la taille de la salle d’attente, qui sera considérée infinie par défaut.
e S représente la discipline de service, qui est FIFO par défaut.

A et B appartiennent typiquement a I’ensemble {M, D, P,G,GI} , ou M désigne
la loi exponentielle, D la loi déterministe, P une loi périodique, G une loi générale, et

G1I désigne des variables générales mais i.i.d. La figure (1.2) représente un exemple
d’une file M/D/2/3.

Temps de service constants

Processus -

de Poisson

Figure 1.2. Exemple d’une file M/D/2/3.
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1.3.3 Processus d’Arrivées de Poisson

Souvent dans les systémes d’attente, on suppose que le processus des arrivées suit
une loi de Poisson ou bien, de maniére équivalente, comme on le verra dans cette
section, les temps d’inter-arrivées suivent une distribution exponentielle.

Soit une suite de variables aléatoires positives 7y, 7, ..., indépendantes et de dis-
tribution de probabilité commune. Il s’agira de considérer 7,, comme le temps écoulé
entre la (n — 1) et la ni®™° occurences ou arrivée d’'un certain événement spéci-
fique dans une situation probabiliste, comme, par exemple les appels dans un central
téléphonique, les émissions de particules radioactives, les arrivées de clients devant
un guichet, etc. Notons par

iéme

So=0 et S,=>, 7 n=12 ...

Alors S, représente I'instant d’arrivée du n'®®¢ client. Pour tout ¢ > 0, on définit la
variable aléatoire N (t) par

N({#t)=inf{n e N: S, >t}.

La variable aléatoire N (t) représente le nombre d’événements se produisant dans
'intervalle de temps [0, ¢]. Le processus de comptage N, (t) est appelé processus de
Poisson avec taux A si les inter occurences 71, 7o, ... ont une fonction de distribution
exponentielle commune P{7, <z} =1—-¢*  1>0.

Pour tout ¢ > 0, on definit la variable aléatoire ~, par

v = le temps qui sépare l'instant ¢ de la prochaine arrivée. (1.6)

Plus précisément, v; est donnée par
Y = S — b (1.7)

v; est appellée le temps résiduel d’arrivée au temps t. La variable aléatoire v; posséde
la méme distribution exponentielle de moyenne 1/ si le processus de comptage est
de Poisson N,. Clest adire P{y; <z} =1—-¢e** x>0, indépendamment de .

Mélange de deux types d’arrivées Dans beaucoups de situations pratiques on
a affaire a des mélanges d’arrivées independants de processus de Poisson. Supposons
que {N,, (t), t >0} et {N,, (), t > 0} sont deux processus de Poisson indepen-
dants de taux respectifs A; et Ag. Soit N (t) = Ny, (t) + Ny, (t), t > 0. Alors le
processus mélange {N (t), t > 0} est un processus de Poisson de taux A = A; + A,.
En notant par Zj, le temps d’inter-arrivée entre la (k — 1) et la k*™¢ arrivée dans
le processus mélange et par I, = i si la k%™ arrivée dans le processus mélange est
de type i, 1 = 1,2, alors pour tout k = 1,2, ...,

Ai

P{]Ik:i|Zk:t}:—)\1+/\2,

1=1,2, (1.8)
indépendamment de ¢.
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1.3.4 Pannes du serveur

En pratique, les serveurs sont souvent sujets & des pannes et réparations ce qui induit
ainsi & une augmentation de la congestion (accumulation) des clients dans la salle
d’attente, et peut engendrer une instabilité du systéme si une condition de stabilité
spécifique n’est pas établie et prise en considération dans la réalisation physique
du systeme. Le modéle de pannes & un serveur classique, considéré comme exemple
pour la suite, est un systéme M/G/1 avec pannes du serveur. Les arrivées des clients
suivent un processus de Poisson de taux A, la suite des temps de service o, est i.i.d
de fonction de distribution générale de moyenne Eo,, I’ordre de service est FIFO, les
pannes du serveur surviennent selon un processus de Poisson de taux a. Un temps
de réparation r; de distribution générale de moyenne Er; est requis aprés chaque
panne. On suppose que le temps de service est cumulatif, c’est-a-dire, le service d’un
client interrompu par une panne est complété apres la réparation, et on suppose que
le serveur fonctionne comme un nouveau serveur en bon état apres réparation.

Les arrivées des clients, les temps de services, les temps de pannes et de réparation
sont mutuellement indépendants.

Nous verrons plus tard que la condition de stablilité du systéme est:

AEoq (1 -+ OéET’l) < 1. (19)

1.3.5 File M/G/1 avec clients négatifs

Le concept de client négatif dans les modeéles d’attente a été introduit par Gelenbe
[35, 36], et a été motivé par la modélisation des réseaux de neurones ou les ar-
rivées positives et négatives représentent respectivement, les signaux excitateurs et
inhibiteurs. Puis leurs domaines d’applications se sont étendus aux réseaux infor-
matiques ot 'arrivée négative modélise 'effet d’un virus sur le systéme, éliminations
des transactions dans les bases de données, les réseaux de télécommunications, les
systémes de productions,...etc.
Les arrivées négatives affectent le systéme de différentes maniéres:

e Elimination individuelle: I’arrivée négative élimine un client positif (ordinaire).
Une arrivée négative dans un systéme vide est sans effet.

e Elimination par groupe: l'arrivée négative élimine un groupe de clients du
systeme.

e Le désastre (catastrophe): l'arrivée négative élimine tous les clients présents
dans le systéme.

e Elimination d’une quantité aléatoire d’activité: ’élimination dans ce cas n’est
pas nécessairement un nombre entier de clients positifs mais une quantité aléa-
toire de temps d’activité du serveur.
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1.3.6 Files d’attente avec arrivées en groupes

On suppose maintenant que dés 'occurrence de la k—éme arrivée du processus de
Poisson de taux A, un lot (groupe) de clients de taille aléatoire a; de moyenne @
entre dans le systéme.

La condition de stabilité est donnée par la formule:

XaEo, < 1. (1.10)

1.3.7 Files d’attente avec pertes

Un modéle avec pertes est un systéme sans salle d’attente, les clients sont alors soit
servis immeédiatement & 'arrivée d’un client si le serveur est libre, soit perdus si ce
dernier est en activité. Ce type de files d’attente fut utilisé pour la premiére fois en
téléphonie, ou les appels sont soit acceptés, soit rejetés, pour évaluer la probabilité
de perte d’'un appel. La formule de la probabilité de perte d’un client dans un
systéme d’attente M/M/s/0 a été établie par Erlang en 1917 [21]. Mais en réalité
les clients ne recevant pas de service ne sont pas totalement perdus mais rappellent
généralement jusqu’a l'obtention de leur communication, d’ou I'intérét d’introduire
de nouveaux modeéles prenant en compte ce flux de répétition d’appels, ce fut les
modeles avec rappels.

1.4 Files d’Attente avec Rappels

Une nouvelle classe de modeles d’attente, appelés modeles d’attente avec rappels, a
été introduite pour l'analyse de systémes téléphoniques ol un appel qui recoit un
signal occupé refait généralement son appel jusqu’a ce qu’il obtienne un signal libre
pour son appel. Deux flux d’appels son alors constitués: flux d’appels initiaux et
un flux de répétitions d’appels qui est constitué des appels manqués. Ce flux de
répétitions d’appels va constituer donc une salle d’attente supplémentaire appelée
"orbite". Avant l'introduction des modeéles avec rappels, les systémes avec pertes
étaient les modeles standards de systémes téléphoniques, mais ces derniers ne reflé-
tent pas ce flux additionnel important pour I'analyse des systémes téléphoniques.
Les modéles avec rappels se sont trouvés ensuite trés utiles pour la modélisation
d’autres systémes comme ’atterrissage des avions sur une piste d’aéroport, les sys-
témes informatiques, les systémes de télécommunications,...etc.

Ces modeéles avec rappels sont caractérisés par le fait qu’un client qui arrive et
trouve le serveur et la salle d’attente occupée doit obligatoirement rejoindre un orbite
constitué de clients "bloqués" et refait sa tentative d’avoir un service ultérieurement
selon une politique de rappels spécifiée. Si le client qui arrive trouve le serveur libre
il prend son service et quitte le systéme. Il existe dans la littérature des modeéles avec
rappels essentiellement trois politiques de rappels: La politique linéaire classique, la
politique constante et la politique versatile.

15



Orbite

Serveur

occUpe Rappels

" Serveur ]
Arrivées de Départs

I'extérieur

Figure 1.3. Schéma illustratif d’un systéme avec rappels.

1.4.1 Politique linéaire classique

La politique de rappels linéaire classique est caractérisée par le fait que chaque
client en orbite engendre sa propre tentative de joindre le serveur indépendamment
des autres clients en orbite. Prenons comme exemple illustratif un modeéle de type

M/G/1.

Modeéle M/G/1 avec politique de rappels linéaire les clients arrivent de
I’extérieur selon un processus de Poisson de taux A. Ces clients sont identifiés comme
clients primaires. Si le serveur est libre a l'instant d’arrivée d’un client primaire,
ce client obtient son service immédiatement et quitte le systéme apres la fin de son
service. D’autre part, si un client primaire arrive et trouve le serveur occupé il
rejoint alors 'orbite. Chaque client en orbite engendre un processus de Poisson de
taux p de tentatives de joindre le serveur jusqu’a ce qu’il trouve le serveur libre pour
prendre son service et quitter le systéme. Les clients primaires et ceux provenant
de lorbite ont la méme distribution du temps de service. On note par o,, le n—éme
temps de service et on suppose que la suite {0, } est i.i.d. avec 0 < Eo,, < oc.

Sous des suppositions Markoviennes, nous verrons plus tard que la condition
"naturelle" de stabilité de ce systéme est la méme que le systéme M/G/1 classique

(sans rappels):
AEo, < 1. (1.11)
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1.4.2 Politique de rappels constante

Cette politique a été introduite initialement par Fayolle [29] dans le cadre d’un
modele de type M/M/1, et est caractérisée par le fait que l'orbite engendre un seul
processus de poisson de taux 6 et dés que ce processus trouve le serveur libre, un
seul client en orbite (le premier en file oil un autre choisi aléatoirement) regoit son
service et quitte le systéme. Ce qui veut dire que le taux de rappels ne dépend pas
du nombre de clients en orbite.

La condition de stabilité de ce systéme de type M/M/1 dépend du taux de
rappels 0 et est donnée par:

0

Il existe une variante de cette politique et qui est appelée politique de controle
des rappels. Dans cette politique les clients en orbite se range en une file de capacité
infinie selon un ordre "premier arrivé premier servis" FIFO et on permet seulement
au client a la téte de cette file de tenter de rejoindre le serveur. Elle est aussi assimilée
a une politique de rappels ou c’est le serveur qui cherche les clients en orbite & la
fin d’un service d’'un client. Cette politique de controle des rappels a été étudié
de maniére intensive par Gomez-Corral [38] dans un cadre Markovien, i.e M/GI/1
avec supposition d’indépendance des temps de service. Dans le chapitre 5 on étudie
la stabilité de différents modeles avec politique de controle sous la supposition que
les temps de service sont stationnaire et ergodique, c’est a dire sans la supposition
d’indépendance.

1.4.3 Politique de rappels versatile

Cette politique est une combinaison des deux précédentes et a été introduite par
Artalejo et Gomez-Corral [4]. L’orbite tente de trouver le serveur libre selon un
processus de Poisson de taux 6 indépendamment des clients en orbite et chaque
client en orbite effectue sa propre tentative selon un processus de Poisson de taux
L.

Le systeme est stable si I'une des conditions suivantes est satisfaite:

. 0
Z) 6 >0, u=0et \Eo; < m, (113)

i) 0 >0, >0 et AEoy < 1. (1.14)
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Chapitre 2

2 METHODES DE STABILITE
STOCHASTIQUE

Dans ce chapitre, nous allons présenter un résumé des méthodes les plus importantes
utilisées pour décider de la stabilité des systémes stochastiques, en particulier les sys-
témes de files d’attente. Aussi, on va se limiter aux systémes a événements discrets,
exception faite des méthodes d’approximations fluides qui sont énoncées en temps
continu, mais prouvées par une discrétisation du temps. La premiére approche qu’on
va présenter est celle des événements de rénovation, dont se base les résultats obtenus
dans notre thése et qui sont présentés dans les chapitres 4 et 5. Une application aux
modeles avec clients négatifs de différents types est présentée. La seconde approche
concerne la méthode des fonctions de Lyapunov, qui est généralement réservée pour
les systémes modélisés par les chaines de Markov. Ensuite, on présente la méthode
des limites fluides. Enfin, on présente la régle de saturation pour la stabilité des
systémes dits monotones-homogeénes et séparables.

Il est a noter, comme pour les systemes dynamiques déterministes, qu’il n’existe
pas une notion générale de stabilité, cela dépend du systeme étudié et de 'approche
utilisée.

2.1 Meéthode des événements de rénovation

Soient {X(n), n > 0} et {{,} deux suites aléatoires définies sur le méme espace de
probabilité (£, F,P) et prenant leurs valeurs dans les espaces mesurables (X, Bx)
et (Y, By) respectivement. On suppose de plus, qu'une fonction mesurable f :
X xY — X est définie sur (X x Y, Bx x By).

2.1.1 Suites Récursives Stochastiques

Définition 2.1 Une suite aléatoire {X(n)} est dite Suite Récursive Stochastique
(SRS) régie par la suite de controle {&,} si {X(n)} obéit a I’équation

X(n+1)=f(XMn),&), Vn=>0.

L’origine de I’étude des suites récursives stochastiques parait étre dans le travail
de Lisek [51], ot le cas X = R? et une fonction f monotone par rapport & son premier
argument, ont été considérés. Les suites récursives stochastiques sont plus générales
que les chaines de Markov, puisque chaque chaine de Markov peut étre interprétée
comme une SRS avec suite de controle {{,} indépendante. On supposera par la
suite que la valeur initiale X (0) est constante (ou bien aléatoire mais indépendante
de toute la suite {&,}).
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2.1.2 Evénements de rénovation

Définition 2.3 Un événement A € fn£+m, m > 0, est un événement de rénovation
(renovation event) pour la SRS X(n) sur le segment [n,n+ m], s’ il existe une
fonction mesurable g : Y"1 — X telle que sur l’ensemble A

X(n+m+1) =g, . Ensm)- (2.1)

La suite {A,}, A, € .7-"5 +m» €st une suite d’événements de rénovation (renovating
sequence of events) pour la SRS X (n) si il existe un entier ng tel que (2.1) est vraie
pour n > ng avec la méme fonction g pour tout n.

e On dit que la suite d’événements {A,} est stationnaire si A, = T*Ay pour
tout k.

Exemple 2.1 (Borovkov [12]) Considérons la suite aléatoire & valeurs réelles
suivante:

X(n+1)=(X(n)+&)",  X(0)=a>0, (2.2)

ot 27 = max(0,z) et {{,} est une suite stationnaire et ergodique.
Pour tout choix de ng, les événements

A, = T" Ay,

ou I'événement Ag se produit si la trajectoire de {£} reste inférieure a zero sur
[—n0, —1] et ne dépasse pas la valeur —a durant I’évolution précédente,

no—1
A= [V {eat ot en SOt +éma<—a},  (23)
k=0 =1

forment une suite stationnaire d’événements de rénovation avec m = 0 et g(y) = y*.

En effet, pour n > ng,
X(n+1)=¢& ps sur A,

Si on suppose de plus que E&; < 0 et la suite {&,} est ergodique, alors lim,, .. (£ 1+
.+ &) = —00 p.s. Alors il existe un nombre ng = ng(a) tel que P(A,) > 0 pour
n > ng.

Si, d’autre part les événements B,,, le nombre m, et la fonction ¢g : R™*! — R
sont définis par

m = ny, Bn = TmAna g<y07 SREY) ym) = y;;a (24)

alors les évenements B, € F5.,, sont de rénovation pour {X(n)} sur le segment
[n,n + m] pour tout n > 0, ainsi on peut supposer que ng = 0.
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Théoréme 2.1 (Théoréeme 11.3 Borovkov [12]) Soit {£,} une suite stationnaire, et
supposons que pour la SRS {X(n)} il existe une suite d’événements de rénovation
{A,} telle que

lim P <U AjTSAM) =1 (2.5)

j=1

uniformément en s > 1. Alors on peut définir sur le méme espace de probabilité

que {X(n)} une suite stationnaire {X" = U"X"} satisfaisant o ’équation X" =
f(X™ &) telle que

lim P{X(k)=X" Vk>n}=1 (2.6)

n—oo

Inversement, si une suite {£,} est ergodique et (2.6) est satisfaite, alors il existe
une suite d’événements de rénovation {A,} qui satisfait (2.5).

Si la suite {&,} est ergodique et les événements A,, sont stationnaires, alors les
relations P(Ag) > 0 et P(UX A,) =1 sont équivalentes et impliquent (2.6).

Notons que, si on introduit la mesure 7 (B) = P (X € B), la convergence (2.6)
implique la convergence en variation

lim sup |[P(X(n) € B) —n(B)| =0.

n——00 BeBx

Preuve du Théoréme 2.1
(Suffisance) Montrons en premier qu'il suit de (2.5) qu’uniformément en s > 0

limP(G {X(n+k:)7éU_sX(n—l—k+s)}) = 0. (2.7)

n—00
k=0

Pour un certain s > 1 fixé, on consideére la suite X, (j) = U *X(s+7) qui est définie
pour j > —s et

Xs(_s) = X(0)7 Xs(_S + 1) = f (Xs(_5)7£fs) = f<X<O)7£fs)7 etc.

Il est clair que I'événement {35 € [0,n] : X (j) = Xs(j)} implique I'événement {Vk >
0: X(n+ k= Xs(n+k)}. Montrons maintenant que

n—oo

IMP(ULﬂﬁ:XMH>=L

Pour la simplicité de la preuve, posons m = 0. Pour que 'événement {X(j + 1) =
Xs(j + 1)} se réalise, il suffit que A; et T°A;,, se réalisent simultanément. En
d’autres termes,

AT 450 < JIX0) = K00}

C G{X(n+k):Xs(n+k)}.

20



Pour cette raison, (2.5) implique (2.7) et la convergence
P(Xo (k) # Xnps(K)) — 0 quand n — o0

qui est uniforme en k> 0 et s > 0.

Introduisons la métrique p telle que p(z,y) = 1 pour x # y et p(z,z) = 0. On
a donc de ce qui précéde que pour chaque § > 0 il existe un entier N tel que pour
n>N

P (p(Xa(k), Xors(k)) > 6) = P (p(Xa(k), Xnss () £ 0) < 6,
pour toutes valeurs de k > 0 et s > 0. Puisque tout espace est complet par rapport
4 la métrique précédente, il suit quil existe (voir [14]) une variable aléatoire X*
telle que X, (k) L, xr quand n — oo. Les propriétés spécifiques de la métrique p
impliquent que
lim P (X, (k) # X*) =0. (2.8)

n—o0

La suite X* est stationnaire. En effet, quand n — oo

P (X £ UX*) = P (X, (k +1) # UX, (k) +o(1)
— B (Xa(k+1) # UXooy (k + 1)) + o(1) = o(1).

Puisque la probabilité P (X**! # UX") ne depend pas de n, il suit que X**! = UX*

p.s.
De plus, X(n+k+1) = f(X(n+ k), &nrk) - Ainsi

Xn(k+1) = UT"f(X(n+ k), Enir) = [ (Xn(R), &) - (2.9)

La partie gauche et la partie droite de la derniére égalité convergent en probabilité,
respectivement, vers X**! et f (X k. Ek) , donc

kL ¥ (Xk,&;) ‘

Pour montrer la convergence de (2.6) il suffit de remarquer que d’apres (2.9), si
les valeurs de X, (k) et X* coincident une premiére fois, elles ne peuvent étres
différentes par la suite pour les valeurs supérieures de k. Ainsi, en plus de (2.8) la
relation suivante est vraie quand n — oo :

P (U { X, (k) # Xk}> =P (U {X(k+n) # X’”"}) — 0,

qui est équivalente & (2.6).
(Nécessité) Pour un m > 0 donné, posons

Bn = {X(n +m+ 1) = Xn+m+1} € fs—l—ma
D, ={U"X(m+1) = X"""} =T"Dy € Fj\n.
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Montrons que les événements A, = B, D,, € ]—"fL +m sont de rénovation et satisfont
(2.5). Notons d’abord que les événements D,, sont stationnaires. En plus, d’apres
(2.6)
P(Dg) =P(X(m+1)=X"") =1, m— oo
Ainsi, il existe une valeur de m telle que P(Dy) > 0. Fixons cette valeur de m.
La suite {,} est ergodique. Pour cette raison, il suit de la derniére assertion du
théoréme (qui sera prouvée plus loin) que les relations P(Dgy) > 0 et P(U°,D,,) =1
sont équivalentes.
Le fait que A,, soit un événement de rénovation résulte de I’égalité

X(n+m+1)= X" =X (m+1),
qui est vraie sur A,,, avec
U"X(m+1) = fin (X(0); &y -, Enm)

ou fl(xa yO) - f(.ZU, yU) et fm (l‘7 Yo, 7?Jm) = f (fm—l (ZL’, Yo, -+ ym—l) aym) .

Si on pose g(Yo, - Ym) = fm (X(0); 0, ..., Ym), les conditions imposées par la
Définition 2.8 sur les événements de rénovation seront satisfaites.

Montrons que (2.5) est réellement satisfaite. Puisque T °A; , = D,;T7°Bj, il
suit que

AjT_SAj+s - DijT_sBj+s,
ol les événements
Cj =BT Bjs = {X(j +m+1) = X7 =UX(j+m+s+1)}

sont croissants, C; C Cj41. Pour cette raison, pour k = [n/2]

(Qara) =2 ((em) 2o (aln)
j=1 j=k

j=k
Il suit de la convergence de (2.6) que P(By) — 1, uniformément en s > 0,
P(T_SBk+s) = ]P<Bk+s> — 1,
et P(Cy) — 1 quand n — oo. De plus,

n n—k n
P(U@):P(U@)-@, P(CkUD])—A,
j=k j=0 Jj=1

et (2.5) est vérifice.

On prouve maintenant la derniére assertion du Théoréme 2.8. Si la suite {4, }
est stationnaire, alors A;T°A;., = Aj, et il suffit de vérifier que I'ergodicité de
{&n} et I'inégalité P (Ap) > 0 impliquent la relation P(B) = 1 pour B = U2,A4;.
En effet, puisque T'B = U;2;A; C B et la transformation 7" preserve la mesure,
P(TB) = P(B), il y a égalite TB = B (a l'exception d’un ensemble de mesure
nulle); en d’autres termes, B est invariant par rapport a 7. Ainsi, d’apres la métrique
transitivité, ou bien P(B) = 1 ou P(B) = 0. Puisque P(B) > P(Aj) > 0, cela signifie
que P(B) = 1. Le théoréme est prouvé. [ |

Les événements de rénovation trouvés dans l’exemple 2.1, pour lesquels P(Ag) >
0, satisfont les conditions du Théoréme 2.1 de manniére évidente.
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2.1.3 Convergence couplée au sens fort pour les SRS

Définition 2.4 La SRS {X(n)} est couplée (couple-converges) avec {X"}, si elle
satisfait

lim P{X(k)=X" Vk>n}=1 (2.10)

n—oo

Introduisons la variable aléatoire
vo =min{n >0: X (k) = X"V k > n},
la relation (2.10) devient équivalente &

P(yy < o0) = 1.

Posons
Xp(n) =U*X(n+k), pour n> —k,
et
v = min{n > —k : Xj(n) = X"}.
Notons par v = sup,, ¥ linstant de couplage ou toute les suites {Xx(n),

n > 0}, k > 0, rencontrent la suite {X"}.

Définition 2.5 Une suite {X(n)} est couplée au sens fort (strong coupling conver-
gent) avec la suite { X" = U"X"} | si

v<o00o  P.S.

La variable v est appelée I'instant de couplage fort. Notons que la convergence
couplée au sens fort implique la convergence couplée, qui elle méme implique la
convergence en variation totale et ainsi la convergence en distribution. Le théoréme
suivant (Théoréme 11.4 de Borovkov [12]) donne une condition nécéssaire et suff-
isante de convergence couplée au sens fort d’'une SRS vers un régime stationnaire et
ergodique.

Théoréme 2.2 L’existence d’une suite d’événements de rénovation stationnaire
{A,} avec P(A,)) > 0 est une condition nécessaire et suffisante de convergence
couplée au sens fort de la SRS X(n) vers une suite stationnaire X" obéissant a
Uéquation X" = (X" &,) ou &, est stationnaire et ergodique.

Preuve (Suffisance) On suppose, pour la simplicité de la preuve, que m = 0. Comme
déja mentionné dans la preuve du Théoréme 2.1, pour j < n

AT Aje C{X() = X () =UTX(j +5)} C{X(n) = Xi(n)} .
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Pour les événements stationnaires A;, I'égalité A; = A, T A1, = N2 AT A s
est vérifiée pour tout s > 0. Par conséquent,

Ay C{X() = X1()) = Xa(j) = -} € {X () = Xi(n) = Xa(n) = ...}

et ainsi
n

4 S{X(n) =Xi(n) = Xa(n) = ..}

J=1

Il a été établi dans le Théoréme 2.1 que la limite limy ., Xx(n) = X" existe. Il suit
de ce qui précede que

PQHMszw:XWﬂ:nggXWn:Xﬂ2P<UAJ

n
lim P Al — 1.
mr(Un)
Mais cela signifie exactement la convergence couplée au sens fort.

(Nécessité) Supposons que X (n + 1) = f(X(n),&,) est couplée au sens fort avec
une suite stationnaire X" = f(X" ¢,). Choisissons un nombre m > 0 pour que
I'événement Ay = {v = m + 1} € F§, soit de probabilité positive. Comme aupara-
vant, on introduit la fonction g : Y — X par la formule

g(y()?"‘?ym) :fm+1 (X(O);yO’ "'7ym)'
Dans cette notation, sur ’ensemble Agy, pour £ > 0, on a
Xe(m+1)=Xo(m+1) =g, . &n) p.S.

Par conséquent, si ’événement A,, = T" A, se réalise, alors les égalités suivantes sont
vraies pour chaque n > 0et k> 0:

Xp(m+1) =Xo(m+1) =g (&, -, &nim) D5
En particulier, si k =n
U'Xpym+1)=Xn+m+1)=g&, -, &m)  p-S.

sur A,. Le théoréme est prouvé. |

2.1.4 Condition d’instabilité

On va présenter maintenant un Lemme (voir Théoréme 1.7 de Borovkov [10]) qui
va nous permettre d’obtenir des conditions d’instabilité pour des SRS de la forme
(2.2). Par condition d’instabilité, on entend celle qui nous assure la convergence de
la SRS vers une distribution limite impropre, c¢’est-a-dire si on note par X" la suite
stationnaire limite, alors P(lim,_,., X" = 00) = 1.
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Lemme 2.1 Pour la SRS (2.2), si E&, > 0 alors le processus {X(n)} converge en
distribution vers une suite limite tmpropre.

Preuve Voir la preuve du théoréme 1.7 p14-16 de Borovkov [10].

Remarque 2.3 Il est a noter que la supposition B, = 0 et la dépendance faible
entre les variables &,, n’empéche pas la possibilité que le processus {X(n)} converge
vers un régime stationnaire fini.

2.1.5 Application aux Systémes avec Clients Négatifs

Les résultats de cette section sur la stabilité de certains modéles avec clients négatifs
ont été obtenus par Kernane [45].

Elimination du client en service

Arrivées stationnaires et ergodiques pour les clients négatifs Consid-
érons une file & un serveur dans laquelle les arrivées des clients réguliers suivent un
processus de Poisson de taux AT, et & chaque instant d’arrivée un groupe de clients
de taille aléatoire a;, avec a; une suite i.i.d de moyenne @, entre dans le systéme. On
note par 7;" les temps d’inter-arrivées des clients réguliers. La file est de capacité
infinie et on suppose des disciplines de service conservatives telles que FIFO, LIFO
ou accés aléatoire au service. On considére le cas ol un client négatif élimine le
client en service (RCS). Un client négatif n’a aucun effet sur un systéme vide. Les
clients négatifs arrivent aux temps t,,;n = 0,1, ..., et on note par 7,, = t,,41 —t, leurs
temps d’inter-arrivées. On suppose que 7,; est une suite stationnaire (au sens strict)
et ergodique (sans ’hypothése d’indépendance). Le service des clients réguliers est
éffectué en groupes de tailles aléatoires b;, avec b; une suite i.i.d de moyenne b,
et le temps S; requis pour les servir est de distribution exponentielle de taux p*.
L’arrivée négative élimine le groupe b; qui est en service. Soit Ny+(t) (respective-
ment N+ (t)) le processus de comptage de Poisson de paramétre A™ (resp. p*) qui
compte le nombre d’arrivées de clients réguliers (resp. services) durant I'intervalle
de temps (0, ¢]. On suppose que les entrées des clients (régulier et négatifs), tailles
des groupes d’arrivées ou de service et temps de service sont mutuellement indépen-
dants. Soit X () le nombre de clients dans le systéme au temps t. On considére le
processus induit X (n) juste apres le temps ¢, (i.e., X(n) = X (¢,+)). Le processus
X (n) peut étre représenté par une suite récursive stochastique (SRS) comme suit:

Nyp(m) Nl *
X(n+1)=[X(n)+ > a— > b ~ by | (2.11)
=1 =1
ou ()" = max(0,z). On note par
Nys(m)  Ns(ma)
i= ) ai- bi = by, ()1 (2.12)
=1 =1
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Notons par Vo =0 et V,, = > ", &,;. La proposition suivante donne une condition
de stabilité par la convergence couplée au sens fort vers un régime stationnaire et
ergodique et une condition d’instabilité par convergence en distribution vers une
limite impropre.

Proposition 2.1 Si (A*E — /frl_)) Et[ < b, alors le processus X (n) est couplé au
sens fort avec un unique régime stationnaire et ergodique X (n) tel que X 0) =
Sup,,>q Va-

Si ()\+6 — ;ﬁl_)) E1 > b, alors le processus X (n) converge en distribution vers une
limite impropre.

Preuve Nous avons d’apreés la formule de Wald et la propriété de perte de mémoire
du processus de Poisson

E&, = \NTaBr — pTbEr —b. (2.13)

Puisque 7, est stationnaire et ergodique alors &, est aussi stationnaire et ergodique.
Si la condition (A\*@ — u*b)E7; < b est satisfaite alors E¢,, < 0. Ainsi de I'Exemple
2.1, il existe une suite d’événements de rénovation de probabilités positives pour
X (n). En utilisant le Théoréeme 2.2, la SRS X (n) est convergente couplée au sens
fort vers une unique suite stationnaire X(n) = U"X(0), ot X(0) est mesurable
par rapport a la o-algebre engendrée par 7, et U est 'opérateur de translation des
variables aléatoires engendrées par 7, (i.e., 7,,,; = Ut,, ). Puisque 7, est ergodique
alors X (n) est aussi ergodique du fait que c’est une suite translatée par 'opérateur
U (U-shifted sequence). L’utilisation de la procedure de Loynes [52] (Pour plus de
détails voir [41]) donne la convergence couplée de la SRS vers la suite X (n). Puisque
la convergence couplée au sens fort implique la convergence couplée alors on obtient
le résultat.

Pour la condition d’instabilité, si on a la condition (A\*@—pu*b)Er; > b alors E€,, > 0.
D’aprés le Lemme 2.1, la condition E¢&,, > 0 implique que la SRS converge en distri-
bution vers une limite impropre. ]

Remarque 2.4 Dans le cas ou les temps de service sont i.i.d (de distribution
générale B) et N(t) est un processus de comptage d’un processus de renouvelle-
ment de distribution d’inter-occurrence i.i1.d.~B, alors on obtient un résultat plus
général qui est la condition de stabilité \TaEr; — bN(1;) < b.

Temps de services stationnaires et ergodiques On suppose maintenant
que les temps de services .S, forment une suite stationnaire et ergodique et les
arrivées des clients négatifs suivent un processus de Poisson de taux A~. Puisque
les temps de service S, sont stationnaire alors ils ont la méme distribution B(t) et
avec une transformée de Laplace (LST) B*(s) = [, B(t) exp(—st)dt. Si elle possede
une densité b(t) alors on note par 5*(s) sa transformée de Laplace correspondante.
Définissons s, comme 'instant de fin du (n — 1)°™¢ temps de service. Les temps
de service, les entrées des clients, les tailles des lots d’arrivées ou de services sont
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mutuellement indépendants. On considére le processus X (n) induits juste apres le
temps s, (i.e., X(n) = X(s,+)). Le processus X (n) satisfait la relation suivante:

Nyt (min(Sn,m) *

X(n+1)= [ X(n)+ o ai—b |, (2.14)

i=1

Dans ce cas E¢,, = AtaE(min(Sy, 7)) — b. Puisque 7; est de distribution exponen-

tielle de taux A~ alors on a
© 1—AN"B*(\~
E(min(Sy,m)) = / (1 — B(s))exp(—s\7)ds = ( e ( >),
0

(2.15)

ou bien en utilisant la densité E(min(Sy, 7)) = (1 — *(A7))/A™.
On obtient la proposition suivante dont la preuve est similaire a celle de la Propo-
sition 2.1.

Proposition 2.2 Si A\*a(1 — 8*(A\7)) < A7b, alors le processus X (n) est couplé
au sens fort avec un unique régime stationnaire et ergodique X (n) tel que X (0) =
Sup,>o V-

Si Ata(1 — B*(A7)) > A7b, alors X (n) converge en distribution vers une limite im-
propre.

Remarque 2.5 En supposant une suite i.i.d pour les temps d’inter-arrivées des
clients négatifs avec une distribution exponentielle de taux N\~ = (1/Er; ) et des
arrivées et des services un & un, c’est ¢ dire @ = 1 et b = 1, on obtient dans la
Proposition 2.1 le résultat de stabilité connu pour la file M/M/1 avec clients négatifs
(voir [42]):

AT =21 /pt) < 1. (2.16)

Dans la Proposition 2.2, si on suppose une suite i.1.d pour les temps de service avec
distribution exponentielle de taux p* = (1/ESy), on a f*(A\7) = pt/(ut + X7) et
la condition 2.16 et aussi vérifiée pour ce cas.

Elimination du dernier client dans la file

Arrivées stationnaire ergodique pour les clients négatifs La suite des
temps d’inter-arrivées des clients négatifs {7, } est supposée stationnaire et er-
godique et les clients réguliers sont éliminés a partir de la queue de la file, au
instants d’arrivées t,, en groupes de tailles aléatoires d,, avec {d,} une suite i.i.d
de moyenne d. On suppose les flux d’arrivées, tailles des groupes et temps de ser-
vice sont mutuellement indépendants. Soit X (n) le processus induit juste avant
larrivée d’un client négatif. La représentation de X (n) comme une suite récursive
stochastique (SRS) est donnée par:

Nyt () N+ () +
X(n+1)=[X(n)+ > a- b —d, | . (2.17)
=1 =1
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On obtient le résultat suivant.

Proposition 2.3 Si (\*a@ — putb)Er; < d, alors le processus X (n) couple-converge
au sens fort vers un unique régime stationnaire et ergodique X (n) tel que X (0) =
Sup,>o V-

Si (\ta — ptb)Er, > d, alors le processus X (n) converge en distribution vers une
limite impropre.

Suite des temps de service stationnaire ergodique On suppose main-
tenant que les temps de service .5, sont stationnaire et ergodique et les inter-arrivées
des clients négatifs sont i.i.d de distribution exponentielle de taux A~. Le processus
X (n) est induit immediatement aprés la fin du (n — 1)*™¢ temps de service. Le
processus X (n) satisfait la relation récursive suivante:

Nas(Sn) Ny (Sn) *
Xn+1)=[X(n)+ > a— > ca—bu]| . (2.18)
=1

i=1

On obtient la proposition suivante.

Proposition 2.4 Si (\ta—\"¢)ES; < b, alors le processus X (n) est couplé au sens
fort avec un unique régime stationnaire et ergodique X (n) tel que X (0) = Sup,, >0 Va-
Si (\t@ — A\"¢)ES; > b, alors le processus X (n) converge en distribution vers une
limite impropre.

Elimination d’une quantité de charge du serveur Soit une file d’attente a
un serveur avec des éliminations de charge de service. Les temps entre arrivées des
clients réguliers {77} et les temps de service {S,} sont des suites stationnaires et
ergodiques de distributions générales. Soit ¢, l'instant d’arrivée du n’™¢ groupe
d’arrivée réguliere de clients. Pendant 7,7, Ny~ (7,7) arrivées négatives se produisent
enlevant les quantités de charge de travail ¢?',i = 1, ..., N~ (7;7) de moyenne ¢. Nous
supposons que les flux d’entrées des clients, la taille des groupes et les temps de
service sont mutuellement indépendants. Notons par W (t) la charge du serveur au
temps t. La relation récursive suivante est valable pour le processus W,, = W (t,,—):

Ny \ T

Wor = (Wat+Su—7 = > | . (2.19)

=1

Notons par &, = S, — 7,7 — Zﬁ*{ () . On a B¢, = ES; — Erff — A cEr,.

En utilisant la méme approche que pour les propositions précédentes nous avons le
résultat suivant.

Proposition 2.5 Si ES; < (1+ A"¢)Er,", alors le processus W,, est couplé au sens
fort avec un unique régime stationnaire et ergodique Wn tel que /V[70 = sup,,;>¢ Va-
Si BS, > (1 4+ A @)Er,", alors le processus W, converge en distribution vers une
limite impropre.
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Remarque 2.6 Si on suppose une suite i.i.d. de temps de service de moyenne 3 et
un processus de Poisson de taux \* = 1/Er," alors on obtient le résultat de stabilité
obtenu dans [13] par AT5 <1+ \7C.

2.2 Meéthode des Fonctions de Lyapunov

Les deux principaux résultats de cette section sont les théorémes 2.5 pour 'ergodicité
et 2.6 pour la transience. Ces critéres de stabilité résultent de ’adaptation au
cadre stochastique d’un résultat classique de stabilité des systémes dynamiques di
a Lyapunov en 1892 [53].

2.2.1 Chaines de Markov a espace d’états discret

Une chaine de Markov est la généralisation la plus simple d’une suite de variables
aléatoires indépendantes. La propriété principale d’une chaine de Markov, dite
propriété Markovienne, est que le comportement futur du processus ne dépend que
de sont état présent et non de son passé.

Soit {X(n), n € N} une suite de variables aléatoires a valeurs dans ’ensemble S
des états, supposé fini ou infini dénombrable.

Définition 2.6 Le processus stochastique X = {X(n), n € N} avec espace d’états
S est dit chaine de Markov si, pour tout n € N,

P{X(n+1) =ini1 | X(0) =0, X(0) = in} = P{X(n + 1) = i1 | X(1) = in}

pour toutes valeurs possibles de ig, ..., 1,11 € S.

On dit qu'une chaine de Markov {X (n), n € N} est homogéne si pour tout n € N,
Vi,j €S, P{X(n+1)=j[X(n)=i}=pi,

indépendamment de n. Les probabilités p; ; sont appellées probabilités de transition
en une étape et satisfont a

pij >0, VijES, et Y py=1 Vies.
JEE
La matrice stochastique P = (p; j), i,J € S, est alors appelée la matrice de transition
de X.
La probabilité de transition en n étapes est donnée par
Vi,jesS, pijn)=P{X(n) =j|X(0)=1i}.
Une application directe de la formule des probabilités totales montre que p; j(n) est

le terme général de la matrice P". En particulier, pour tous n, m € N, les expressions

Vi,j €S, pijin+m)= szk Pr,j(m),
keE

connues sous le nom d’équations de Chapman-Kolmogorov. Elles peuvent étre don-
nées simplement par le produit matriciel P"*™ = P" x P™,

29



e On dit que les états ¢ et j communiquent si

dn,meN, p;j(n)>0 et p,;;(m)>0.

Cela définit une relation d’équivalence sur ’ensemble S. L’espace d’états peut
donc étre décomposé en un nombre fini ou dénombrable de classes d’équivalence
appelées les classes de communication de X.

Définition 2.7 Une chaine de Markov ayant une unique classe de communication
est dite irréductible.

e Un état i est périodique, s’il existe un entier d > 1 tel que

pii(n) >0=n € dN.

La période d'un état est le plus grand entier d pour lequel cette propriété est sat-
isfaite. Lorsque d = 1, I’état est dit apériodique. Une chaine de Markov irréductible
est dite apériodique lorsque tous les états © € S sont apériodiques. On a les résultats
classiques suivants.

o Tous les états d’une chaine de Markov irréductible ont la méme période.

e Une chaine de Markov irréductible est apériodique s’il existe un état i € S tel
que p;; > 0.

Pour tout ¢ € S, on notera P; la mesure de probabilité P conditionnellement &
I'événement {X (0) =i}, et par 7; le temps de retour a I’état i, & savoir

7, =min{n > 1, X(n) =i}.

L’état ¢ est dit récurrent si, partant de 7, la chaine de Markov retourne en un temps
p.s. fini & I'état 7, ce qui s’écrit

]P)i(Ti < OO) =1.

Un état non récurrent est dit transient. Soit N; le nombre de visites de 1’état 7,
c’est-a-dire

N = Lix(m=iy-
n=1
L’espérance du nombre de visites de 1’état ¢, partant de I’état 2, est donnée par

Ei(N:) =) pij(n).

Le résultat classique suivant, dont on peut trouver une preuve dans Shiryaev [71]
par exemple, donne un critére alternatif des notions de récurrence et de transience.
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Lemme 2.2. Un état 1 € S est récurrent si et seulement si

o0
Z pii(n) = oo,
n=1

et transient si et seulement si
o0
Z pii(n) < oo.
n=1

e Si tous les états sont récurrents, la chaine de Markov elle-méme est dite récur-
rente.

e Si tous les états sont transients, la chaine de Markov elle-méme est dite tran-
siente.

Corollaire 2.1 Une chaine de Markov irréductible est soit récurrente soit tran-
siente.

Preuve D’apreés les équations de Chapman-Kolmogorov, on a pour tous i, j € S,
Vk €N, pii(n+k+m)>pi;j(n)p;;(k)pji(m),
ol n, m sont des entiers fixés tels que p; j(n) > 0 et p;;(m) > 0. Le résultat est alors

une conséquence directe du Lemme 2.1. |

Un état ¢ est dit positif si, partant de ’état i, ’espérance du temps de retour a ¢
est finie, & savoir

Un état non positif est dit nul.
Le résultat classique suivant, dont on peut également trouver une preuve dans
Shiryaev [71], donne une définition alternative des notions de positivité et de nullité.

Lemme 2.3 Un état i € S est positif si et seulement si

lim supp;;(n) > 0,

n—oo
et nul si et seulement si
lim p;,;(n) = 0.
n—od
Une chaine de Markov est dite positive si tous les états sont positifs, et nulle si tous
les états sont nuls.
Corollaire 2.2 Une chaine de Markov irréductible est soit positive soit nulle.

La preuve du Corollaire 2.2 est une conséquence du Lemme 2.2.

Notons qu’une chaine de Markov positive est nécessairement récurrente. Au vu
des Corollaires 1.1 et 1.2, une chaine de Markov irréductible est donc soit positive,
soit transiente, soit nulle récurrente.
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Pour tout A C S, on note 74 le temps de retour a I’ensemble A, & savoir
T4 =min{n > 1, X(n) € A}.
On dira qu’un ensemble A C S est positif si
Vie A, Ei(1a) < 0.

Le résultat classique suivant donne un critére de positivité pour les chaines de
Markov irréductibles.

Proposition 2.6 Une chaine de Markov irréductible est positive s’il existe un en-
semble fini positif.

Méthode de la chaine incluse Il bien connu en théorie des files d’attente que
le processus X (¢) du nombre de clients dans la file M/GI/1 n’a pas de propriété de
Markov en général. Pour obtenir un processus Markovien on rajoute a ce processus
la variable aléatoire du temps résiduel de service a 'instant ¢, ou bien le temps écoulé
en service & I'instant ¢. La méthode de la chaine incluse consiste a trouver une suite
d’instants {s,} pour lequels la suite {X(n) = X(s,+)} est une chaine de Markov.
Si les {s,,} sont les instants de départ des clients de la file d’attente, alors

X(n+1)=Xn)+Na([sn,S$n+1]) =1, n>0 si X(n)>0,
X(n+1) = M(tws1,tnpr +04]),  n>0 si X(n)=0,

avec 0, le n®"° temps de service et {t,} les instants d’arrivées.
La suite des départs est définie par

- Spt1 = Sp + Ona1, st X(n) > 0; un service sépare deux départs si la file est non
vide,

- Spi1 = tpy1 + Ony1, si X(n) = 0; le n®™¢ client laisse la file vide en partant, le

(n + 1) trouve donc la file vide a son arrivée et par conséquent est servi
immeédiatement.

La variable o, est indépendante de X (n) qui ne dépend du processus des ar-
rivées que jusqu’a l'instant s,. Le processus de comptage de Poisson N, restreint a
I'intervalle [s,, s,11[ est indépendant de la variable X (n), par conséquent {X(n)}
est une chaine de Markov.

Stabilité d’une chaine de Markov Soit u(n) la distribution de X (n), a savoir
ViesS, ui(n)=PX(n)=1).
D’apres la formule des probabilités totales, on obtient pu(n 4 1) = u(n)P, si bien
que
Vn eN, p(n)=p0)P".
En particulier, une mesure de probabilité 7w sur S qui satisfait 7 = 7P est appelée
distribution stationnaire de la chaine de Markov, puisque

p0)=r=vneN, un)=m.
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Lorsqu’une telle distribution stationnaire existe, la chaine de Markov est dite stable.
Sinon, la chaine de Markov est dite instable.

Le résultat fondamental suivant permet de caractériser la stabilité des chaines de
Markov & espace d’états discrets. Une preuve de ce résultat se trouve dans Shiryaev

71].

Théoréme 2.3 Soit X = {X,,, n € N} une chaine de Markov irréductible.
- X est stable si et seulement st X est positive, auquel cas la distribution sta-
ttonnaire m est unique.
Si de plus X est apériodique, alors pour toute distribution initiale 1(0),
lim pu(n) =7,
- X est instable si et seulement st X est nulle, auquel cas pour toute distribution
initiale 11(0),
lim u(n) = 0.

n—oo

Une chaine de Markov irréductible, apériodique et positive est dite ergodique.
Cela est dii au Théoréeme 2.4 ci-dessous, dont une preuve simple se trouve dans
Baccelli et Brémaud [7]. Pour toute mesure u de S, et toute fonction f : S — R,

Soit
p(f) =Y fi)m.
€S

Théoréme 2.4 (Théoreme ergodique) Soit X une chaine de Markov irréductible,

apériodique et positive, de distribution stationnaire 7. Pour toute fonction f : S — R
telle que |7 (f)| < 0o, on a

R s,
&gnooﬁn;f()f(n)) — 7 (f)

Critéres de Foster Le résultat suivant (voir Pakes [55]) donne une condition
suffisante pour 'ergodicité d’une chaine de Markov.

Théoréme 2.5 Pour une chaine de Markov X = {X (n)} irréductible et apériodique
d’espace d’états S, une condition suffisante pour [’ergodicité est l’existence d’une
fonction positive L, et € > 0 tels que pour tout © € S

E[L(X(n+1))— L(X(n)) | X(n) =1 < oo,

et
E[L(X(n+1)) = L(X(n) | X(n) =z] < —e

pour tout x € S sauf peut étre en un nombre fini de points.
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Une généralisation naturelle du critere de Foster est donnée par le résultat suiv-
ant.

Corollaire 2.3 (Criteére de Foster généralisé) Soit une chaine de Markov X =
{X(n)} irréductible. Une condition suffisante pour que X soit positive est qu’il ex-
iste un ensemble fini A, une fonction de Lyapunov L, et une fonction m sur S a
valeurs entiéres non-nulles, tels que

sup B [L(X (n +m(z))) = L(X(n)) | X(n) = 2] < o0,

z€EA

et pour une certaine constante € > 0,

Ve g A, BIL(X(n+m(2))) - L(X(n)) | X(n) = 2] < —em(z).

Critére pour la transience Le critére suivant donne une condition pour la non
ergodicité d’une chaine de Markov & espace d’états Z. (voir Sennot et al. [57]).

Théoréme 2.6 Une chaine de Markov X = {X(n)} irréductible et apériodique
d’espace d’états 7, est non ergodique (transiente) si

EX(n+1)—X(n)| X(n) =i <oo, Vie€Zy,

et il existe une constante k > 0 telle que

> G =iy > —k, (2.20)

j<i
de plus, il existe N tel que

E[X(n+1)—X(n)| X(n)=14 >0 pouri>N.

Le théoréme suivant donne un critére simple pour la transience qui est une vari-
ante d'un résultat plus général di & Lamperti [49).

Théoréme 2.7. Sl existe une fonction L : S — R, et K,v > 0 tels que
sup{L(z),z € S} > K et
2) B, [L(X(1)) - L(x)] > 7 si L(z) > K,
b) sub,co By [| (X (1)) = L(X(n)[?] < +oo,
la chaine de Markov {X(n)} est transiente.

2.2.2 Stabilité de la File M/GI/1

Nous avons vu précédemment que si X (n) = X(s,+) désigne le nombre de clients
dans la file a 'instant s,, du départ du n°™¢ client, { X (n)} est une chaine de Markov
irréductible vérifiant

X(n+1)=X(n)+N(op1) — 1,
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si X(n) > 0, ol 0, est le temps de service du n®™ client et N, le processus de

Poisson de taux A des arrivées. Sur 'ensemble { X (0) > 0}, on a donc
E[X(1) — X(0) | X(0)] = \Eo — 1,

autrement dit, si AEc < 1, la fonction identité est une fonction de Lyapunov et sous
cette condition, d’apres le Théoréeme 2.5, la chaine {X (n)} est ergodique.

Réciproquement si AEo > 1, il existe un K tel que AE (min{o, K'}) > 1, si on
remplace les services (0,,) par les services bornés (min {c,, K}), il est clair que la
chaine de Markov X (n) ainsi obtenue minorera la chaine X (n). De cette fagon les
sauts de X (n) on un moment d’ordre 2 borné. Avec la méme fonction de Lyapunov
L(z) = x on en déduit que celle-ci est transiente d’aprés le Théoréme 2.7. Par
conséquent, { X (n)} est aussi transiente dans ce cas.

2.2.3 Application a un systéme avec rappels et pannes du serveur

Nous allons appliquer la méthode des fonctions de Lyapunov & un systéme avec
rappels et pannes du serveur. Le systéme consiste en une file d’attente a un serveur
et les clients arrivent dans le systéme selon un processus de Poisson de taux A. On
considere une politique de controle des rappels qui est similaire a la politique con-
stante mais un rappel ne peut commencer que si un service se termine et le serveur
soit libre et les clients se range dans une file FIFO en orbite. Plus précisemment, si
un client arrive et trouve le serveur occupé il rejoint I'orbite selon un ordre FIFO.
L’accés de I'orbite au serveur suit une politique de controle des rappels, c’est & dire,
on permet seulement au client a la téte de la file d’attente de réessayer pour avoir
un service. Nous supposons que les temps de rappels sont indépendants, identique-
ment distribué avec une fonction de distribution générale commune. R(-), densité
r(-) et transformée de Laplace r*(s). Les temps de service sont indépendant, iden-
tiquement distribués avec une distribution générale commune B(-), densité b(-), et
transformée de Laplace §*(s) et des premiers moments finis 3, = (—1)" 8*)(0),
k = 1,2. Nous supposons que le serveur est sujet a des pannes suivants un processus
de Poisson avec taux «. Si le serveur tombe en panne, un temps de réparation com-
mence immédiatement et nous supposons que le temps nécessaire pour le réparer est
généralement distribué avec la fonction de distribution G(-), densité g(-), et trans-
formée de Laplace g*(s) et les deux premiers moments finis 7, = (—1)* g*®(0),
k = 1,2. Nous supposons que les temps d’inter-arrivées, les temps de rappels, les
temps de service, les temps de panne et les temps de réparation sont mutuellement
indépendants.

Soit Y(t), t > 0, le nombre de clients en orbite au temps ¢t. L’état du sys-
téme est décrit par le processus stochastique {(Y(¢),C(t)); t > 0}, ou C(t) prend
les valeurs {0, 1,2} selon que le serveur est libre, en activité ou en réparation, re-
spectivement. Il est bien connu que le processus stochastique {(Y(¢), C(¢)); t > 0}
n’est pas Markovien. On introduit donc les variables aléatoires xo(t), x1(t) et x2(?)
definies comme suit. Si C(t) = 0 et Y(t) > 0, alors xo(f) représente le temps
de rappel écoulé; si C(t) = 1, alors xi(t) représente le temps de service écoulé
du client en service au temps ¢; et si C(t) = 2, alors x,(t) représente le temps
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écoulé de réparation du serveur au temps t. Ainsi le processus stochastique { X (t);
t >0} ={(Y(t),C(t), xo(t), x1(t), x2(t)); t > 0} est Markovien avec espace d’états
S =N x{0,1,2} x R3. Soit {t,; n € N} les instants de fin de service. On con-
sideére le processus X (n) = (Y (t,+), C(t,+)) induit immediatement apres le temps
tn. La chaine incluse {X(n); n € N} forme une chaine de Markov irréductible et
apériodique.

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante de stabilité
du systeme.

Proposition 2.6 Le processus X (n) est ergodique si et seulement si la condition
suivante est satisfaite

Preuve Considérons tout d’abord le temps de service généralisé ,, du n®™ client
qui inclut, en plus de la période originale o, du client, les temps de réparation de
service possibles dus aux pannes du serveur pendant la période de service du client.
Il est évident que 7, soit indépendant de n. Cao and Cheng [15] ont prouvé que
les temps généralisés {7, } de service sont indépendants et identiquement distribués
avec fonction de distribution

au)”

B(r) = P{ang}—z/ (¢ ) exp (~an) S apu),

et transformée de Laplace

B*(s) = B* (s + o — ag"(s)) ,

par conséquent sa moyenne est donnée par

EG, = 3" V(0) = £i (1 +am).
Puisque C(t,+) = 0 nous avons seulement & prouver l’ergodicité de Y (n) = Y (¢,+).
Pour la suffisance, on utilise le critére de Foster (Théoréme 2.5). Si nous choisissons
L(k) = k nous obtenons

ELY(n+1))|Y(n)=0]=AEg, =\ (1 + ay) < oo,
et nous pouvons facilement vérifier que
E[L(Y(n+1)) — L(Y(n)) | Y(n) =] = NEag,, — r*(}\)
= A0 (L+an) —r*(A).
Si on pose € = r*(\) — AB; (1 + ay;) alors la condition (2.21) est suffisante pour
I’ergodicité.
Pour montrer que la condition (2.21) est nécessaire, on utilise le critére pour la
transience (Théoreme 2.6). En effet, si AG; (1 + ay1) > r*(\) alors il existe un kg
tel que p;; = 0 pour j <i— ko et i > 0, o P = (p;;) est la matrice de transition en
une étape associée a {Y(n); n € N}, et les conditions du Théoréme 2.6 sont donc
satisfaites. |

Puisque le flux d’arrivées est un processus de Poisson la stabilité du systéme vient
du théoréeme de Burke (voir Cooper [17] p187)
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2.2.4 Chaines de Markov a espace d’états continu

Dans cette section, nous noterons X = {X(n), n € N} une suite de variables
aléatoires sur un espace de probabilité (Q2,P), a valeurs dans un espace d’états
continu S, muni d’'une o—algeébre Bs. Comme nous allons le voir, la plupart des
propriétés des chaines de Markov & espace d’états discret ont leurs analogues dans
le cas continu, pourvu que la notion d’état individuel ou d’ensemble fini d’états
individuels du cas discret soit remplacée par la notion de "petit ensemble” dans le
cas continu.

Définition 2.6 (Chaine de Markov) On dit que X est une chaine de Markov si pour

tout n € N, tout ensemble borélien A € Bs, et tous éléments xq, ..., T,_1,2 de S,
P(X(n+1)eA|X(n)=z,X(n—1)=x,_1, ..., X(0) = x0)
=P(X(n+1)€A|X(n)=x).

On dit qu'une chaine de Markov X est homogéne si pour tout n € N,
Ve e S,VAeBs, P(X(n+1)eA|X(n)=ux)=P(z,A),

indépendamment de n. Comme dans le cas discret, nous ne considérerons que des
chaines de Markov homogeénes par la suite.
Nous appellerons P = {P(z, A),x € S, A € Bs} le noyau de transition de X.
Pour tout n € N, soit

P™(z,A) =P (X(n) € A| X(0)==z).

Les équations de Chapman-Kolmogorov s’écrivent
Vn,meN, PO (g A) = /P(”)(x,dy)P(m)(y,A).
S
La notion d’irréductibilité difféere sensiblement de celle du cas discret.
Définition 2.7 (p—Irreducibility) On dit que X est p—irréductible s’il existe une
mesure non triviale ¢ sur S, telle que pour tous x € S, A € Bs,

©(A)>0=3n>1, P"(z, A)>0.

Lorsque X est ¢—irréductible, il existe une mesure maximale ¢ telle que X est

p—irréductible. Par la suite, nous noterons ¢ une telle mesure d’irréductibilité
maximale, et X’ sera dite simplement irréductible.
L’ensemble

Bf ={A€Bs, ¢(A)>0}

est alors défini de maniére unique, c’est-a-dire ne dépend pas de la mesure d’irréductibilité
maximale.

37



Tout ensemble A appartenant & Bs est dit accessible. On dit qu’un ensemble
A € Bg est absorbant si
Vee A, Pz, A)=1.

On notera qu’un ensemble absorbant A est tel que p(A°) = 0.

Définition 2.8 (Petits ensembles ) On dit qu'un ensemble A € Bs est n—petit s’il
existe n > 1, une mesure de probabilité u sur S, et une constante v > 0, tels que

Ve e A, P™(x,-) > yul-).

Supposons que X soit irréductible. Tout ensemble accessible contient alors un en-

semble n—petit A tel que (A) > 0 (voir Meyn et Tweedie [57, Theorem 5.2.2]). On
définit la période de la chaine de Markov comme le plus grand entier d tel que

A est n — petit = n € dN.
Lorsque d = 1, X est dite apériodique.

Proposition 2.7 Une chaine de Markov irréductible est apériodique s’il existe un
ensemble 1—petit A tel que p(A) > 0.

Par la suite, un ensemble 1—petit sera simplement dit petit.

Récurrence au sens de Harris Pour tout x € S, on notera P, la mesure de
probabilité P conditionnellement a I’événement {X(0) = z}. Pour tout ensemble
A € Bs, soit 74 le temps de retour vers A, a savoir

T4 =min{n >1, X(n) € A}.
L’ensemble A est dit récurrent au sens de Harris si
Ve eSS, P,(ra<oo)=1L.

Une chaine de Markov irréductible est dite récurrente au sens de Harris si tout
ensemble accessible est récurrent au sens de Harris.

Proposition 2.8 Une chaine de Markov irréductible est récurrente au sens de Harris
sl existe un petit ensemble récurrent au sens de Harris.

Soit N4 le nombre de visites de ’ensemble A, c’est-a-dire
Ny = Z Lix(n)eay-
n=1

L’espérence du nombre de visites de I’ensemble A, partant d’un état initial x, est
donnée par

E,(N4) = i P (z, A).
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Un ensemble A € Bg est récurrent si
Ve € A, Ex(NA) = Q.

On notera qu'un ensemble récurrent au sens de Harris est nécessairement récurrent.
Une chaine de Markov irréductible est dite récurrente si tout ensemble atteignable
est récurrent, et transiente sinon.

Remarque 2.7 Une chaine de Markov irréductible récurrente au sens de Harris est
nécessairement récurrente. Une chaine de Markov vrréductible récurrente admet un
ensemble absorbant sur lequel elle est récurrente au sens de Harris.

Un ensemble A € Bs est dit positif si

supE,(74) < 0.
x€A

Une chaine de Markov irréductible est dite positive s’il existe un ensemble absorbant
F C S, et une suite {A;,7 € N} de sous-ensembles de F, avec F' = U;A;, tels que
pour tout ensemble atteignable A,

Vie N, supE,(74) < 0.
TEA;

On notera qu'une chaine de Markov positive est nécessairement récurrente. Une
chaine de Markov non positive est dite nulle.

Proposition 2.8 Une chaine de Markov irréductible est positive s’il existe un petit
ensemble positif.

Notion de stabilité pour espace d’états continu Soit ;(n) la distribution de
X(n), a savoir
VAeBs, p(A)=P(X(n)eA).

D’apres la formule des probabilités totales, on obtient

VA€ Bs, u™(A) = / 1) (dz) Pz, A).

E

En particulier, une mesure de probabilité 7 sur S qui satisfait
VA€ Bs, m(A) = / (dz) Pz, A),
S
est appelée distribution stationnaire de la chaine de Markov, puisque

O =r=vneN, pM=n

L’orsqu’une telle distribution stationnaire existe, la chaine de Markov est dite stable.
Sinon, la chaine de Markov est dite instable. On a le résultat fondamental suivant.

Théoréme 2.8 Une chaine de Markov irréductible est stable si et seulement si elle
est positive, auquel cas la distribution stationnaire ™ est unique.
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Une chaine de Markov irréductible, apériodique, récurrente au sens de Harris
et positive est dite ergodique. Cela est diit au théoréme 2.9 ci-dessous. Pour toute
mesure u de S, et toute fonction f: S — R, soit

u(5) = [ f@n(do)
S
Théoréme 2.9 Soit X une chaine de Markov irréductible, apériodique et récurrente

au sens de Harris. si X est positive, de distribution stationnaire m, alors pour toute
fonction f:S — R telle que |7 (f)| < oo, on a

N—oo [NV —

lim — 37 (X(n) 25w (f).

Critére de Foster pour espace d’états continu Le résultat suivant donne une
condition suffisante pour la récurrence au sens de Harris.

Théoréme 2.10 Soit une chaine de Markov X = {X(n)} rréductible. Une con-
dition suffisante pour que X soit récurrente au sens de Harris et positive est qu’il
existe un petit ensemble A et une fonction de Lyapunov L bornée sur A, tels que

supE[L(X(n+1)) — L(X(n))| X(n)==z] < oo,

€A

et pour une certaine constante € > 0,

Vod A, BE[L(X(n+1)—L(X(n)|X(n)=1] < —e

Critére pour l'instabilité Le théoréme suivant donne une condition pour qu’une
chaine de Markov & espace d’états continu soit nulle.

Théoréme 2.11 Soit X une chaine de Markov irréductible. Une condition suffisante
pour que X soit nulle est qu’il existe un ensemble atteignable A et une fonction de
Lyapunov L vérifiant

supE[L(X(n+1)) — L(X(n)) | X(n) =1 < oo,

€S

tels que [’ensemble

B = {y €S, L(y)>sup L(a:)}

T€EA

soit atteignable, et

Vo ¢ A, B[L(X(n+1)) - L(X(n)|X(n) =2z >0.
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2.3 Meéthode des Limites Fluides

L’origine de cette méthode est le papier de Rybko et Stolyar [56], généralisée ensuite
par Dai [18]. La méthode est basée essentiellement sur une approximation déter-
ministe du systéme en temps réel, lorsque la population de clients tend vers I'infini,
en utilisant la loi des grands nombres.

Nous présenterons tout d’abord le critere de stabilité sur lequel se base la méth-
ode, qui n’est autre qu'une formulation différente des méthode basées sur les fonc-
tions de Lyapunov.

2.3.1 Critére de Stabilité

Le critére est formulé dans deux situations différentes, le cas ou 'espace d’états est
discret et le cas continu.
Espace d’états discret

Théoréme 2.12 Soit X une chaine de Markov a espace d’états discret S, sur lequel
est définie une fonction de Lyapunov L. On suppose que pour tout k > 0, [’ensemble
{z €8, L(z) <k} est fini. Une condition suffisante pour que la chaine de Markov
X soit positive est qu’il existe une constante t > 0, telle que

VEk > 0, sup E,L(X([tL(x)]) < oo,
z:L(z)<k
“ E,.L(X(|tL
lim sup L (X([tL(2)]) <1
k—o0 z:L(x)>k L (l’)

Espace d’états continu

Théoréme 2.13 Soit X une chaine de Markov a espace d’états continu S, sur lequel
est définie une fonction de Lyapunov L. On suppose que pour tout k > 0, [’ensemble
{z €8S, L(x) <k} estpetit. Une condition suffisante pour que la chaine de Markov
X soit positive est qu’il existe une constante t > 0, telle que

Vk >0, sup E,L(X([tL(z)]) < oo,
z:L(z)<k
“ E,L(X([tL
lim sup LR KUL@D (2.22)
k—o0 x:L(z)>k L (Qf)

Le résultat suivant est plus simple et plus pratique

Proposition 2.8 Soit X une chaine de Markov a espace d’états continu S, sur
lequel est définie une fonction de Lyapunov L. Une condition suffisante pour que la
propriété (2.22) soit satisfaite est que pour toute suite d’états initiaur {xy} telle que
L (xy) — oo lorsque k tend vers linfini, il existe une sous-suite {x¢(k)} telle que

By, L (X([tL (zow)])

<1
ko L (zo(w))
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2.3.2 La file GI/GI/1

Considérons ’évolution du nombre de clients dans une file GI/GI/1 aux instants
d’arrivée des clients. Plus précisément, notons X (n) le nombre de clients dans la file
a l'instant (¢,—) juste avant 'arrivée du n—eme client, avec la convention to = 0.
Soit o la variable aléatoire égale au temps résiduel de service & l'instant t = 0 si
X(0) # 0, au temps de service du client 0 sinon. Pour tout n > 1, nous noterons o,
la durée du n—eme service entamé & tout instant ¢ > 0 (voir Figure 2.1)

Ty 0 )

X0 ¢

X(1) o —

Ly L

Pour tout n € N, soit S(n) le nombre maximum de clients qui peuvent étre servis
avant l'arrivée du n—eme client, a savoir

m—1
S(n):max{mEN, Zal<tn}.

Il n’est pas difficile de voir que pour une discipline de service FIFO,
n—5S(n) < X(n)—X(0) <n-—min(S(n), X(0)). (2.23)
De plus, on obtient par la loi des grands nombres,

S(n) ps. 1 EBr
S0 pe 1 _ - (2.24)
n p [Eoy
ou Er; et Eo; désignent le temps moyen (fini) entre deux arrivées et le temps moyen
(fini) de service. Nous poserons E7; = 1, par convention.



Temps de service exponentiels Lorsque les temps de service suivent une loi
exponentielle, la suite X = {X (n),n € N} définit une chaine de Markov sur l’espace
d’états S = N. Cela est di au fait que la loi exponentielle est "sans mémoire". Ainsi
le temps résiduel de service oy a la méme distribution que oy. Soit P la matrice de
transition de X. Comme

Vn € N, Pon(n) >0 et p,o(1) >0,

la chaine de Markov X est irréductible et apériodique.

Désignons par = n’importe quel élément de S et considérons la fonction de Lya-
punov L(z) = x. Soit ¢t une constante telle que 0 < ¢ < p. Par convergence dominée,
on obtient d’apres (2.24),

s (212.)] -

et d’apres 'identité de Wald,

- (S([m])) _

Tr—00

Des inégalités (2.23), on déduit que

i 2D (12

T—00 X P

Au vu du Théoréme 2.12, on obtient le résultat bien connu que la chaine de Markov
X est ergodique si p < 1.

En définissant )
X(t) = max <1 + (1 — —> t,0> :
p

il n’est en fait pas difficile de voir que pour tout t > 0,

X ([tx S =7
X ([ta]) 22 X(t)  lorsque z = X (0) — 0.
x
La limite X () est appellée limite fluide [18], et donne le comportement "asympto-
tique" du systéme lorsque le nombre de clients dans la file devient grand, il décroit
de maniére linéaire au taux 1/p — 1.

Temps de services généraux Supposons maintenant que la distribution des
temps de services est générale, ce qui veut dire qu'on est dans le cas d'un sys-
teme GI/GI/1. Soit y(n) le temps résiduel de service a l'instant (t,—). La suite
X ={(X(n),y(n)), n € N} est une chaine de Markov & espace d’états
S={(y,0) e NxR,, y=0= § =0} . On choisit la fonction de Lyapunov L (x) =
yEo; + ¢ pour tout z = (y,0) € S.

En utilisant la Proposition 2.7, on peut montrer facilement que la chaine de
Markov X est irréductible et apériodique en montrant que les ensembles
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{z €8, L(x) <k} sont petits pour tout £ > 0 (voir Proposition 2.11 dans Bonald
[9]) pouvu que les temps d’inter-arrivées soient & support non borné.

Pour toute suite d’états initiaux {zx = (yg, 0x)} telle que L(xy) — oo lorsque k
tend vers I'infini, il existe une sous-suite {x¢(k)} telle que

E 0

ol « et [ sont des constantes positives telles que o + 3 = 1. On en déduit que

S ([L(zsw)]) pes. 1

lim — (1-05)=—.

k—o0 L ($¢(k) )

D’apres le théoréme de convergence dominée,

lim E <E01 min <S ([L<x¢(k))]) Yok) )) = q,

h—oc L(zow) L)

et par la formule de Wald,

lim B (5 ([L(%(k))])) o

k—o0 L(:E¢(k))

Des inégalités (2.23), on déduit que

lim E%(M <E01X ([L(Iﬂk)ﬂ)) _ ot lim E%(k) (7 ([L(%ﬁ(k))}))
h—oo L(‘T¢>(k)) k—o0 L(l‘¢(k))

=0.

D’apres le Théoréme 2.12 et la Proposition 2.8, on déduit que la chaine X est
ergodique si p < 1.

2.4 Regle de Saturation

Nous présentons dans cette section la régle de saturation, qui s’applique aux systémes
dits monotones-homogenes et séparables, qui a été introduite par Baccelli et Foss
[8]. Cette régle peut se résumer ainsi: Le taux maximum d’arrivée des clients
caractérisant la région de stabilité d’un systéme monotone-homogene et séparable,
est égal au débit du systéme saturé.

2.4.1 Systéme Monotone-Homogéne-Séparable

Considérons la SRS de la forme
X(n+1)=f(X(n),&, ),

ou les &, sont des marques, et 7, > 0. La suite 7, représente les temps d’inter-
arrivées, et X (n) I'état du systéme juste avant Parrivée du n®"¢ client. Considérons
les instants d’arrivées {t,} tels que ¢, 11 — t, = 7,,. On note par X (m,n) la solution
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de la récursion a l'indice n sachant que le systéme est & un état initial spécifique,
comme 0, en I'indice m < n. Finalement, on considére une fonction de la forme

X[m,n] = fm+n+1 (X(m,n);tm, -~-atn;€m7 7571) )

qui peut étre vu comme le temps de la derniére activité dans le systeme. Par
exemple, si on a une file & s serveurs, X, ,) représente le temps nécessaire pour le
départ du dernier client quand la file est alimentée par seulement les clients d’indices
de m a n. On définit la quantité

Z[m,n] = X[m,n] — ln,

qui représente le temps entre ’arrivée du dernier client et le départ du dernier client.
Pour ¢ € R, soit {t,} + ¢ = {t,, + ¢} et pour ¢ > 0, soit ¢ {t,} = {ct,}. Définissons
{tn} <At} sit, <t/ pour tout n. On a besoin des quatres suppositions suivantes:

(Al) Z[mm] >0
(A2) {t,} <{t.} = Xpnn < X[
(A3) {t,} ={ts} +c = X[, 1 = Ximm +

(A4) Pour m <l <l+1<n, Ximg S tipr = X = X1,

La premiére supposition est naturelle. Dans la seconde, (A2) X[’mm] sont les
variables obtenues en renplacant chaque t,, par t); cela veut dire qu'un retard dans
I'instant d’arrivée résulte en un retard pour l'instant de la derniére activité. La
troisiéme, est une supposition d’homogénéité dans le temps. Dans la derniére
supposition on dit qu’on a séparabilité par rapport a I’indice [.

Des conséquences directes des suppositions précédentes sont données dans le
lemme suivant:

Lemme 2.4 (i) La quantité Zy,, dépend de tp,,...,t, a travers seulement les
différences Ty, ..., Tn_1.

(ii) Soit a < b deux entiers. Soit t, = t,+Z, yl{n > b}, t! =t,—Zyl{n < b},
et X [’mm], X f;nn] les périodes de derniéres activités correspondantes. Alors les deux
derniéres quantités sont séparable par rapport a l'indice b.

(i1i) Les variables X (mm]s Z[mm] SONt croissantes quand m décroit.

(iv) Pour a <b<b+1<¢, Ziag < Ziap) + Zppt1,4-

Soit U l'opérateur de translation des variables stationnaires et ergodiques dans
I'espace (2, F,P) . Soit &, = U™y et 7, = U7, avec to = 0, et supposons que Ery =
At < o0 et EZ)p g < oo. Le probléme de stabilité du systéme original peut étre
interprété par une notion de stabilité sur le processus Z, ). Notons que U kZ[mﬂ] =
Zimikntk] Pour tout k € Z. Pour tout ¢ > 0, on introduit les instants c{t,} =
{ctn} et soient X, ni(c), Zpmni(c) les quantités correspondantes. La supposition
d’ergodicité nous donne

1 .1
y(e) = lim —Z_, q(c) = lim —EZ_, _y(c),

n—oo M, n—oo M,
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avec 7y(c) une constante positive finie. Le lemme précédent implique que y(c) > v(¢)
quand ¢ > ¢’. De méme, limn~' X} ,1(c) = v(c) + A7 c, et cette derniére quantité est
croissante quand c croit. La supposition de monotonicité nous donne que Z;_,, _1j(c)
est croissante quand n croit, et soit 7 (c) sa limite. La supposition d’ergodicité
implique que P <Z < oo) € {0,1}. On pose Z=27().

La regle de saturation est énoncée dans le théoréme suivant:

Théoréme 2.14 Si \y(0) < 1 alors P (Z < oo) =1.
Si Ay(0) > 1 alors P (Z < oo> = 0.

Pour une preuve simple du Théoréme 2.14 voir Foss et Konstantopoulos [34].

2.4.2 La file G/G/1

La quatité X, , représente, dans le cas de la file d’attente simple G/G/1, le temps
de départ du n**™¢ client, si on a n + 1 — m clients avec temps d’arrivées t; et
temps de services o3, m < k < n; Z}, ) est le temps de séjours du n’me client. La
supposition d’ergodicité implique

lim nilX[Ln] =v(0) = Eoy,

ainsi la condition AMEc; < 1 entraine que P (2 < oo) =1.
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Chapitre 3

3 STABILITE DANS LES MODELES
D’ATTENTE AVEC RAPPELS

Dans ce chapitre, nous présentons les conditions de stabilité des différents modéles
d’attente avec rappels décrits au chapitre 1. Pour ces modéles, la méthode des
fonctions de Lyapunov associée au critére de Foster est suffisante pour établir ces
conditions. Nous mettons en évidence un contre-exemple di a Liang et Kulkarni
[50] montrant que la condition "naturelle" (1.11) n’est pas toujours vraie dés qu’on
s’affranchit des hypothéses classiques, en particulier les hypothéses Markovienne et
d’indépendance.

3.1 Stabilité de modéles classiques
3.1.1 Politique de rappels linéaire

File M/M/1/1 Les arrivées de lextérieur forment un processus de Poisson de
paramétre A, les temps de services {0, } sont i.i.d de distribution exponentielle de
moyenne [Eoy, et les temps d’inter-rappels de chaque client en orbite sont une suite
i.i.d de distribution exponentielle de parameétre #.Soit X (¢) le nombre de clients en
orbite au temps ¢, et C'(t) le nombre de clients en service, i.e. pour un systéme a un
serveur si C(t) = 0 alors le serveur est libre au temps ¢, et si C'(t) = 1 le serveur est
occupé. Dans le cas d'une file M/M/1/1 le processus {Y (t) = (X(t),C(t)),t > 0}
est une chaine de Markov & temps continu et les résultats suivants sont connus dans
la littérature:

Si AEo; < 1 alors la chaine de Markov Y'(t) est récurrente positive,

Si AEo; =1 et §Eoy > 1 alors la chaine de Markov Y'(¢) est récurrente nulle,
Si AEoy; =1 et fEo; < 1 alors la chaine de Markov Y'(¢) est transiente,

Si AEo; > 1 alors la chaine de Markov Y (t) est transiente.

Voir Falin [27].

File M/G/1/1 Considérons la file M/G/1 avec rappels linéaires décrite dans le
chapitre 1. Les temps de services {,,} sont i.i.d de distribution générale B(x) et de
moyenne finie Eo;. Considérons le processus induit X (n) = X(s,+) a Uinstant s,
de fin du (n — 1)®"¢ temps de service. Le processus {X (n),n > 0} représente donc
une chaine de Markov & temps discret vérifiant la récurrence

X(n+1)=X(n) -1, +N(o,), (3.1)
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si X(n) > 0, ou I, est une fonction indicatrice telle que I, = 1 si le client qui
rejoint le service apres Uinstant n (i.e. s,+) vient de l'orbite et I, = 0 s’il vient de
lextérieur. N, (o) est le nombre d’arrivées de I'extérieur durant le temps de service
O

D’apres la formule (1.8), on a

P{L, = 0| X(n) = k} = HAM, (3.2)
P{L, = 1| X(n) = k} /\—T—eke' (3.3)

Pour utiliser le critére de Foster (voir Théoréme 2.5) on doit choisir une fonction
test de Lyapunov convenable. On peut choisir dans notre cas L(k) = k et calculer
donc la dérive moyenne suivante en utilisant les formules (3.1) et (3.3)

E[X(n+1)—X(n)| X(n) =k =E[-L, + Ni(0) | X(n) = k]
=—E[L, | X(n) = k] + E[Ni(0n) | X(n) = K]
= —P{L,=1|X(n) =k} +E[Ny(0,)]
k0

_ E
1o B

ainsi
lim E[X(n+1)—X(n)| X(n) =k = -1+ AEo;.

k—o00

Cette derniére limite est négative si et seulement si ANEo; < 1. En appliquant le
critére de Foster on obtient que la condition AEo; < 1 est suffisante pour 'ergodicité
de la chaine de Markov induite {X(n)} .

Pour montrer que AMEo; < 1 est nécessaire pour 'ergodicité on utilise le critére
pour la transience (Théoréme 2.6). Puisque pour le systéme considéré on a X (n +
1) — X (n) > —1, donc 'inégalité (2.20) du Théoréme 2.6 est vérifiée, et si A\Eo; > 1
alors

ko

N+ kO
k6O )

>_
= v Il e

+ )\EO’l

EX(n+1)—X(n)| X(n) =k =

> 0.

On obtient ainsi le résultat classique suivant (voir Falin et Templeton [25]):

La chaine de Markov {X (n)} est ergodique si et seulement si A\Eo; < 1.
Si AEo; > 1 alors la chaine de Markov {X (n)} est transiente, et ainsi la file
M/G/1/1 avec rappels de politique linéaire est instable. Il n’existe pas de résul-

tats de stabilité pour le cas AEo; = 1. Voir Deul [19], Falin [27], Greenberg [39],
Greenberg et Wolff [40] et Wolff [59].
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M/G/1/1 avec clients impatients Dans beaucoup de situations pratiques, les
clients font des rappels un certain nombre (aléatoire) de fois et quitte 'orbite sans
obtenir de service. Ce genre de clients est appelé "impatient". Soit v, la probabilité
qu'un client retourne a l'orbite aprés sa n®™® tentative non réussie d’obtenir un
service, et quitte le systéme sans étre servi avec probabilité 1 — a,,. Dans le cas ou
a, = a =1 pour tout n > 1, la condition de stabilité donnée par

agAEo; < 1,

a été montré par Falin [26].
Dans le cas a < 1, Le systéme est stable si le temps moyen de rappels est fini
(voir Fayolle et Brun [31]).

File M/M/s/s Deul [19], Falin [27] [28] et Hanschke [?] ont montré que la con-
dition nécessaire et suffisante de stabilité est

AEo; < s.

Ils ont utilisé une chaine de Markov incluse et le critére de Foster pour obtenir le
résultat précédent.

3.1.2 Politique constante

Considérons maintenant le systéme M/G/1 avec politique de rappels constante défini
dans le chapitre 1. Les arrivées de 'extérieur forment un processus de Poisson de
paramétre \, les temps de services {o,} sont i.i.d de distribution générale et de
moyenne finie Eo; et les temps de rappels de 'orbite sont de distribution exponen-
tielle de parametre 0. Le processus {X (n),n > 0} vérifie la récurrence

X(n+1)=X(n)—1L, +N\(o,),

avec maintenant les relations suivantes pour I,

A
P{L = 0| X(n) =k} = 17
PAL, = 1| X(n) =k} = —0
n - - _>\+07
ainsi ;
E[X(n+1) = X(n) | X(n) = k] = == + AEon.

En appliquant le critére de Foster, on obtient que la condition AEoy < (6/(\ + 6))
est suffisante pour l'ergodicité de la chaine de Markov induite {X (n)} .

Pour montrer que AEo; < 1 est nécessaire pour 'ergodicité, on utilise le critére
pour la transience (Théoréme 2.6). Donc, on peut énoncer le résultat suivant pour
le systéme M/G/1 avec rappels et politique constante:

0

La chaine de Markov {X (n)} est ergodique si et seulement si \Eo; < o
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3.1.3 Politique de rappels versatile

La politique versatile est une combinaison des deux précédentes politiques que sont
la politique linéaire et la politique constante. La probabilité d’avoir un rappel durant
I'intervalle de temps (¢,t 4+ At), sachant que j clients sont en orbite au temps t, est
(0(1 — doj) + jp)At 4+ o(At). Le systéme considéré est toujours un M/G/1 avec
cette derniere politique de rappels. La chaine de Markov modélisant le systéme est
toujours de la forme (3.1) avec pour k > 1

A
P{l,=0|X(n) =k} = ————, 3.4
L =01X(m) =1 = 15 (3.4
0+ ku
P{l,=1|X(n) =k} = ——. .
(=11 X(n) = 1} = g (35
Pour k£ = 0 il est évident que P{I,, =0 | X(n) =0} = 1.
On a donc
0+ k

et ainsi pour x> 0 on a
klim E[X(n+1)—X(n)| X(n) =k =—1+ AEo;.

La conclusion est donc la méme que pour la politique linéaire classique, i.e.
La chaine de Markov {X (n)} est ergodique si et seulement si A\Eoy < 1.

Pour i = 0 on retrouve le cas de la politique constante.

3.2 Stabilité de Différents Modéles avec Rappels
3.2.1 Deux types de clients

Considérons maintenant une file d’attente avec rappels et deux types de clients,
qu'on appelle "impatient" et "persistant". Ce modeéle a été étudié par Martin et
Artalejo [54] dans le cas d’une politique constante. Si un client impatient trouve le
serveur occupé alors il quitte le systeme. Par contre, si un client persistant arrive et
trouve le serveur occupé, alors il peut joindre I'orbite et refait sa tentative ultérieure-
ment selon une politique de rappels. Nous supposons que les temps d’inter-arrivées
{7}} du type 1 (impatient) et {72} du type 2 (persistant) sont des suites de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec des distributions expo-
nentielles de paramétres \; > 0 et Ay > 0 respectivement. Les temps de services
{ol} (pour le type 1) et {2} (pour le type 2) sont des suites i.i.d de moyennes Eo*
et Bo? respectivement, indépendantes 1'une de lautre et de {7!}, {72}, temps de
rappels, et 0 < E(c?) < oo, j = 1,2. Les suites {7.}}, {72}, temps de rappels sont
indépendantes I'une de 'autre.

Dans le cas d’une politique de rappels constante, sous les suppositions Markovi-
ennes, Martin et Artalejo [54] ont montré que la condition de stabilité du systéme
et A1+ Ao 4 A2 (0Eo? + A\ Eot + M\Eo?)

< 1.
A+ A+ 0
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3.2.2 Pannes du serveur

Considérons un systéme de type M/G/1 avec pannes du serveur décrit dans le
chapitre 1, avec une politique linéaire classique. La dérive moyenne est donc dans
ce cas

k6
EX(n+1)—X(n)| X(n) =k = Y + AEo; (1 + aEr),
ainsi limy, . BE[X(n+1) — X(n) | X(n) =k] = —1 4 AEo; (1 + afEry), et en util-

isant le critére de Foster et le critére pour la transience la condition de stabilité a
été obtenue par Wang et al [58] et qui est la méme que le systéeme M/G/1 classique
donnée par (1.9).

3.2.3 Clients négatifs

Nous allons illustrer le cas des arrivées négatives avec un modele M/G/1 et rappels
de politique linéaire classique et suppositions Markoviennes. En plus donc des clients
régulier, un flux de distribution de Poisson de taux § est considéré pour les arrivées
des clients négatifs. Aussi, nous supposerons des éliminations individuelles comme
décrit dans le chapitre 1. Il est facile de voir que la dérive moyenne vérifie

kb
A+ kO

et obtient la condition de stabilité (A — 0) Eoy < 1.

EX(n+1)—X(n)| X(n)=k =

+ )\EO’l — (SEO'l,

3.2.4 Arrivées en groupes

Le premier modele de rappels avec arrivées en groupes a été étudié par Falin [22]
dans le contexte d'une politique linéaire classique. Ce modeéle est noté M~X /G/1 ,
avec les hypotheses Markoviennes d’un systéme simple, on suppose de plus que les
arrivées sont en groupes de tailles suivant une variable aléatoire générale de moyenne

a.
La condition de stabilité obtenue par Falin [22] est A\aEo; < 1.

3.3 Contre-exemple de Liang et Kulkarni

Considérons le modele M/G /1 classique avec rappels et politique linéaire. Sous des
suppositions Markoviennes, i.e., arrivées de Poisson de taux A, temps de rappels i.i.d.
de distribution exponentielle de taux p et temps de service o, i.i.d. de distribution
générale de moyenne Eoy, On a vu (section 3.1.1) que la condition de stabilité du
systéme est donnée par

AEoy < 1, (3.6)

qui peut étre considérée comme "naturelle" pour les systémes d’attente.

On s’attend intuitivement & ce que la condition (3.6) soit vraie en général. Cepen-
dant, Liang et Kulkarni [50] ont donné le contre exemple suivant qui montre que la
condition (3.6) n’est pas toujours valable pour la stabilité
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3.3.1 Le Contre-exemple

Les temps d’inter-arrivées sont considérés i.i.d. & valeurs entieres de moyenne
(1/)\) = 2.5. Les temps de rappels de chaque client sont i.i.d. & valeurs entiéres.
Les temps de service sont supposés suivre une loi uniforme sur l'intervalle [2.1,2.8],
i.e., Upi2s, donc de moyenne Eoy = 2.45. Donc la condition (3.6) est vérifiée
(2.45/2.5 < 1). Supposons que le systéme est initialement vide et on a une arrivée
au temps t = 0. Alors le premier service se terminera avant le temps ¢t = 3. Puisque
les inter-arrivées et les temps de rappels prennent seulement des valeurs entiéres, le
service suivant ne commencera pas avant le temps t = 3. En effet, tous les services
commencent en des points entiers ainsi le k—éme service doit commencer au temps
n < 3(k —1). Ainsi un seul client seulement est servi tout les trois unités de temps.
Avec un temps moyen d’inter-arrivées égal & 2.5, il est clair que le systéme ne peut
étre stable.

Liang et Kulkarni [50] expliquent cette situation par la nature entiére des temps
d’inter-arrivées et de rappels, et le mécanisme de fonctionnement du systéme qui
"forcent" en quelque sorte le serveur a étre inactif. Les auteurs pensent que la
condition (3.6) est suffisante dans la majorité des cas. Ils le démontrent pour une
large classe de systémes décrits dans le paragraphe suivant.

3.3.2 Modéle avec Arrivées et Rappels de Loi d’Erlang

Aprés avoir donner le contre exemple, Liang et Kulkarni [50] ont donné une condition
suffisante de stabilité dans le cas ot les temps d’inter-arrivées et les temps de rappels
suivent des mélanges finis de distributions d’Erlang. Notons par A(t) et H(t) les
fonctions de répartitions des temps d’inter-arrivées et de rappels respectivement.
Les distributions A(t) et H(t) sont donc donnés par

k

A(t) =) B (\t), (3.7)

i=1

H(t) =D i (6,1). (3.8)

ou E; (0,t) (E; (A t)) est la fonction de répartition de la somme de i variables aléa-
toires indépendantes de loi exponentielles de parameétre 6 (\). La suite des temps
de service {0, } est i.i.d. de distribution générale de moyenne Eo; finie.

Soit
k

o= Z iy (3.9)
i=1
Donc le temps moyen d’inter-arrivée est donné par a/\.
En utilisant le critére de Foster (voir Théoréme 2.5), Liang et Kulkarni [50] que

la condition
/\EO’l

«

<1, (3.10)
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est suffisante pour la stabilité du systéme avec rappels sous les suppositions précé-
dentes.

La condition (3.10) est en fait équivalente a (3.6). Leur tentative pour généraliser
cette conjecture n’a pas aboutit.

3.4 Service ou Arrivées Stationnaires ergodiques

La méthode des éveénements de rénovation, décrite au paragraphe 2.1, est une
approche élégante et éfficace permettant de prouver la stabilité de systémes de
files d’attente décrits par des SRS sous des hypothése assez générales. Altman
et Borovkov [2] ont ainsi pu montrer que la condition (3.6) est suffisante pour la
stabilité pour diverses hypothéses relativement générales: inter-arrivées ou services
stationnaire et ergodique, ce qui exclut la supposition d’indépendance généralement
adoptée. La difficulté, comme c’est le cas en général pour cette approche par les
suites récursives stochastiques est de construire ’espace d’états et les événements de
rénovation. Nous décrivons ci-dessous certains résultats d’Altman et Borovkov [2].

3.4.1 Suite des temps de services stationnaire ergodique

Altman et Borovkov [2] ont considéré une politique de rappels linéaire classique,
avec la suppostion que les temps de service {o,} forment une suite de variables
aléatoires stationnaire et ergodique (sans I’hypothése d’indépendance) et des temps
d’inter-arrivées et d’inter-rappels i.i.d. chacune de distribution exponentielle, de
parametres 6 et A\ respectivement. Ils ont modélisé la dynamique du processus
nombre de clients dans lorbite par une suite récursive stochastique {X(n)} aux
instants de départs de service comme suit.

Soit u)l et u? deux suites de v.a. i.i.d. de distributions uniformes sur [0, 1],
mutuellement indépendantes et indépendantes de la suite des temps de services o,
et soit [] : Ry x [0,1] — N l'inverse de la distribution de Poisson donnée par

[t z) = 1nf{n€N itkexp x}

Ainsi [](¢,u)) est la distribution de Poisson de paramétre ¢. La SRS suivante a été
construite dans [2] pour modéliser le systéme

X(n+1) = (X(n) +&)",

" 6 = Tty - 1{u2 < 200

Il est clair que &, dépend de X (n) & travers 'indicatrice. Aussi, la suite &, ne peut
étre utilisée pour montrer la stationarité et '’ergodicité de X (n). Une suite auxiliaire
{X*(n)} majorisant la SRS X (n) a été¢ introduite en prenant

X*(n+1) =max[C, X*(n) +&],
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avec

g,t:H(Ao—n,u;)—H{uis co }

ou C est une constante positive convenablement choisie. Des événements de réno-
vation ont été ainsi construits pour la suite originale {X(n)} a partir de la suite
majorante {X*(n)}. En utlisant la méthode des événements de rénovation, plus
précisément le Théoréme 2.2 (voir chapitre 2), les auteurs ont montré que la SRS
{X(n)} est convergente couplée au sens fort vers un regime stationnaire fini si la
condition suivante est vérifiée

/\EO’l < 1.

Cette approche sera utilisée en détail dans le chapitre 4 pour des modeéles de rappels
particuliers, et une politique de rappels plus générale: la politique versatile.

3.4.2 Suite de temps d’inter-arrivées stationnaire ergodique

Considérons maintenant que les temps d’inter-arrivées {7,,} forment une suite sta-
tionnaire et ergodique, et que les temps de service {7, } et de rappels sont des suites
i.i.d. de distributions exponentielles de parametres u et 6 respectivement. La SRS
a été construite aux instants juste avant les arrivées {t,} , i.e. X(n) = X (t,—). Soit
la v.a. définie par ), =0, et pour k >0

o [ ) (2 e _ % o
2okn =01 (X<n> ”2> " <X<n> ~1 ”3) et <X<n> k2 ”’f)

si X(n) > k—1, avec o et o représentants les temps d’inter-rappels et de services
respectivement.

> k.o Deut étre considérée comme le temps nécessaire pour servir k clients apres
le temps t,,.

Soit Z(n) le nombre de clients qui quittent le systéme durant l'intervalle de temps
[tn,tns1) . La représentation de la SRS X (n) est de la forme

X(n+1)=X(n)+1-Z(n).

Pour pouvoir construire des événements de rénovation, une suite majorante X (n) a
été introduite dans [2] comme suit: (i) les temps d’inter-rappels se font avec le taux
C0 si on a au moins C' clients en orbite, les rappels sont stoppés si on a moins de
C' clients en orbite. La constante C' est choisie telle que Eoy + (1/C0) < Ery. On
définit d’abord la suite suivante

Z(n) :min{k : a?+l§; (%?-I—Jl”) >7’n}.
La suite est donnée maintenant par
X(0) == X(0),
X(n+1):=max{X(n)+1-Z(n),C}.
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En construisant des événements de rénovation pour X (n) a partir de ceux de la SRS
X (n), les auteurs montrent de nouveau que la SRS {X(n)} est convergente couplée
au sens fort vers un régime stationnaire fini si la condition suivante est vérifiée

AEo; < 1.
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Chapitre 4

4 STABILITE DE MODELES AVEC POLITIQUE
DE RAPPELS VERSATILE

Dans ce chapitre nous présentons nos principaux résultats. En utilisant une ap-
proche similaire & celle d’Altman et Borovkov [2], on obtient une condition suffisante
de stabilité d’un systéme avec politique de rappels versatile et temps de service sta-
tionnaire et ergodique. Nous étendons cette approche pour des modeles avec deux
types de clients, pannes du serveur, clients négatifs et arrivées en groupes.

4.1 Politique de Rappels Versatile

Considérons un systéme a une file d’attente avec rappels et un serveur dans lequel
les clients primaires entrent de 'extérieur aux temps {t;,i = 1,2,...}. Soit 7; =
tiy1 — t; les temps successifs d’inter arrivées, i = 1,2,... . Si le i client arrivé
trouve le serveur libre, il prend son service puis quitte le systéme. Autrement,
si le serveur n’est pas libre, le client arrivé rejoint immédiatement ’orbite. La
probabilité d’avoir un rappel durant lintervalle de temps (¢, + At), sachant que
j clients sont en orbite au temps t, est (0(1 — do;) + ju)At + o(At). Cela signifie
qu’apres un temps aléatoire de loi exponentielle de taux 6 (qu’on appelle temps de
rappels de l'orbite), indépendant du processus d’arrivées, chaque client en orbite
génere un flot Poissonien de tentative de rappels avec paramétre p et se comporte
indépendamment des autres clients en orbite et du flux extérieur des arrivées. Ce
modele, introduit par Artalejo et Gomez-Corral [4], incorpore simultanément la
politique de rappels classique et la politique constante. Si u = 0, on obtient la
politique de rappels constante de parameétre 6. Si le temps de rappels de 'orbite
se termine avant une arrivée extérieure, alors un client de 'orbite (le premier de la
file ou un autre choisi aléatoirement) occupe le serveur. Le n°™® temps de service
est 0,, et on suppose que 0 < Eo,, < oco. On suppose durant toute cette section
que la suite {0, } est stationnaire et ergodique, les suites des temps d’inter arrivées
{7;} sont i.i.d. exponentiellement distribués avec parameétre \. Les temps d’inter
arrivées, temps de rappels de l'orbite et temps de rappels de chaque client en orbite
sont mutuellement indépendantes et indépendantes de {0, }. Soit X(¢) le nombre
de clients en orbite au temps ¢. On définit s,, comme étant 'instant de fin du (n-
1)¢me service. On considére le processus induit X (n) juste aprés le temps s,, (i.e.,
X(n) = X(sF)). Apreés la fin du (n-1)*"¢ service, une compétition entre deux lois
indépendantes (puisque le temps de rappels de 'orbite et les temps de rappels de
chaque client en orbite sont indépendants du temps d’inter arrivée) exponentielles
avec taux respectifs A et 0 + X (n)u déterminent le client suivant qui va rejoindre le
serveur. La probabilité qu'un temps de rappel expire avant le temps d’inter arrivée
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est alors (0 + X(n)u)/(A + 60 + X(n)u). Soit ul et u? deux suites de variables
aléatoires i.i.d distribuées uniformément sur [0, 1], mutuellement indépendantes et
indépendantes de la suite o,. u' = {ul} génére le processus des arrivées, et u? =
{u?} génere le type d’arrivée (extérieur ou de I'orbite) a la fin des périodes successives
de services. Soit []: Ry x [0,1] — N 'inverse de la distribution de Poisson

" thet

[[(t.2) =inf{fneN: )" >k (4.1)

Ainsi [](¢,u]) est une variable aléatoire de Poisson de parameétre ¢.

4.1.1 Stabilité du Systéme

Le résultat suivant a été obtenu par Kernane et Aissani [44].

Théoréme 4.1 Soit un systéme M/G/1/1 avec rappels et politique versatile de
paramétres (0, ), de flur d’arrivées Poissonien de taux X\ et de suite des temps de
service {0, } stationnaire et ergodique.

Alors,

i) Le processus X (n) = X (sp,+) induit auz instants de départs, satisfait la représen-
tation sous forme de SRS

X(n+1)=(X(n)+&)",

ot xT = max[0, x] et &, est définit par

1 9 0+ X(n
& = H()\an,un) —1I {un < )\ +—g+ ;gg)u} (4.2)

ii) Le processus X(n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire
ergodique si une des conditions suivantes est satisfaite:

0
1) 0>0, u=0 et NEoy < ——

A+0’
2)0>0,u>0 et NEoy < 1.

Preuve Pour la construction de la SRS X (n), il faut noter seulement que la vari-

able [](Aon,ul) compte le nombre d’arrivées pendant le temps de service o, et
0+X(n)p
AH0+X (n)p
apres le temps s,,, et vaut 0 si c’est un client de 'extérieur qui ’obtient.
Pour la convergence couplée au sens fort du processus {X(n)}, considérons en

premier le cas 6 > 0 et u = 0, alors la suite (4.2) a la forme suivate

& = [ (o) _n{uzg AL;Q}

Puisque la suite {u’} est identiquement distribuée i = 1,2, et donc stationnaire,
elle peut étre définie pour tout entier —oo < n < oo. Définissons les o—algébres
Fou = o(og,up, uz; k < n)et FoU = ook, up, uz; —oo < k < 00). Soit U 'opérateur

I'indicatrice I {ufl < } vaut 1 si un client de I'orbite a obtenue le service
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de translation préservant la mesure des variables aléatoires F?"-mesurables générées
par {0, ul, u?; —0o < n < co}. Puisque pour tout n € Z, la variable aléatoire &, est
générée par {o,,ul, u2}, alors d’aprés la Remarque 1.1 &, = UE, et {&,; —o0 <
n < oo} est stationnaire. De plus, puisque {0,; —00 < n < oo} est stationnaire
et ergodique, et la suite {£,; —0co0 < n < oo} est compatible avec opérateur de
translation U, alors d’aprés la Remarque 1.2, la suite {{,;—00 < n < oo} est
ergodique . Nous avons

E(&,) = AEoy — 50
Donc si

0
)\EO’l < m

est vérifiée alors B(,) < 0. Sans perte de généralité, nous supposerons que X (0) =
a > 0. Pour tout choix de ng, les événements A,, = T" Ay, ou Ay est donné par (2.3),
c’est & dire

no—1
Ag = IQO {6+ +& <0 lgl &+ + & < —a}, (4.3)
forment une suite stationnaire d’événements de rénovation avec m = 0 et g(y) = y*
(voir Exemple 2.1). En effet, pour n > nyg,

X(n+1)=& ps. osur A,.

Puisque E(§,) < 0 et la suite {,} est stationnaire et ergodique, alors d’aprés la loi
forte des grands nombres de Birkhoff (1.2) pour les suites ergodiques, nous avons
presque stirement

-1
1

l. - i — E < O,

nlfgoni; 3

ce qui donne p.s.
lim ({1 + ...+ &) = —o0.

Ainsi, il existe un nombre ng = ng(a) tel que P(A,) > 0 pour n > ng. Si, d’autre
part les événements B,,, le nombre m, et la fonction ¢ : R™" — R sont définis
comme

m=mng, Bn=T"An, 90, s Ym) = Y.t

alors les évenements B, € F5.,, sont de rénovation pour {X(n)} sur le segment
[n,n + m| pour tout n > 0. Donc, on peut supposer que ng = 0. La positivité des
probabilités des B,, vient du fait que les A,, sont T-invariantes et cela est dia a la
stationarité de la suite {,; —00 < n < 0o}, donc

P(B,) =P(T™A,)
=P(A,) > 0.

Ainsi, en utilisant le Théoréeme 2.2, la suite {X(n)} est couplée au sens fort avec
une unique suite stationnaire {X™ = U"X°} | ou X est F7“-mesurable, obéissant
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I'équation X" = (X" +¢&,)". L'ergodicité vient de la Remarque 1.2 et du fait que
X™ est compatible avec 'opérateur de translation (shift) U.

Considérons maintenant le cas ¢ > 0 et ;1 > 0. Les événements de rénovation A,
seront construits maintenant en deux étapes. On va introduire au début une SRS
majorante X (n)* sur le méme espace de probabilité, qui va nous permettre d’obtenir
des événements stationnaires de rénovation simples A, de probabilité positive, et
les événements A,, seront obtenus comme sous-ensembles de A*. La SRS X(n)* a
la forme suivante:

X(0)* = X(0), X(n+1)* =max(C, X (n)* + &),

ou
0+ Cu
*: 1 _]I 2< .
& = 10Oon u) %%_A+0+Cu}

La suite {{} est mesurable par rapport & Fo" et &, = UE;. De cela et des
remarques 1.1 and 1.2 il suit que la suite {£’} est stationnaire et ergodique. On
choisit la constante C telle que E¢; < 0, si la condition AEo; < 1 est vérifiée, ou

0+Cu

E(£) = \Egy — —— —F
(&) = ABoy A+0+Cu

Donc, il existe des événements de rénovation A} = T"Af, n > ng, ou Af est défini
comme (4.3) avec la suite {£5}, et P(Af) > 0, tel que X (n)* = C sur ’ensemble A*
pour tout n > ng. Définissons les ensembles

0+ ku
By = eul) = < — " =1,...
0 {H()\U kau—k) 07 U_fp > )\“‘9“‘]{#7 k ) ac}a

B, =T"B,.

Les ensembles A, = A_- N B, forment une suite stationnaire d’événements de
rénovation pour X(n), puisque pour tout n > ng + C, nous avons sur A,, les
valeurs X(n — k) < k,k =0,1,...,C, et en particulier, X(n) = 0. On doit montrer
maintenant que les événements de rénovation A, sont de probabilités strictements
positives. Pour cela il suffit de montrer que P(Ag) > 0, car les ensembles A,, sont
stationnaires. On a P(Ag) = P(A* ) P(Bo|A* ), et puisque P(A* ) = P(T"A}) =
P(Af) > 0, il nous reste & montrer que P(By|A* ) > 0. En suivant la démarche
utilisée dans [2] p.354, et en 'adaptant a la politique de rappels versatile, on a

CEO'l
E(o_ _ A* < 271
(U c+..+o 1’ _C)_]P’(A*,C) < 00
De plus
<0+ kp
P(-BO’Atc) =K |:€*A(070+A..+0,1) ’ A,:C:| H U+ kp
k=1 A+0+ kp
c
> efAE(a_c+...+a_1|A*_C) H M .
B k=1 A+0+kp
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Ainsi, on a une suite stationnaire {A,} d’événements de rénovation de probabil-
ités strictements positives pour la SRS X(n). Puisque la SRS X(n) vérifie une
récurrence stochastique de la forme X (n + 1) = f(X(n),0,), avec {0,} une suite
stationnaire et ergodique, la convergence couplée au sens fort du processus X (n)
vers un régime stationnaire {X" = U"X"}, ou X est Fo“ mesurable, vérifiant
X"l = f(X", 0,) vient du Théoréme 2.2. L’ergodicité vient du fait que X™ est
compatible avec l'opérateur de translation (shift) U. |

Remarque 4.1 Bien que les conditions du théoréme 4.1 soient suffisantes pour la
stabilité, on conjecture qu’elles sont nécéssaires. Ceci est di au fait que pour les SRS
de la forme X (n+1) = (X (n)+&,)", la condition EE,, > 0 entraine que le processus
X (n) converge en distribution vers une limite impropre, i.e., X (n) — oo p.s., et cela
peut étre étendu sous des suppositions assez larges au cas BE, = 0 (voir Lemme 2.1).
Cela peut se confirmer par le fait qu’un systéme avec rappels est généralement plus
congestionné qu’un modéle simple sans rappels. Plus précisemment, considérons un
processus auziliaire X°(n) coorespondant & une file simple sans rappels, i.e.

X%(0) = X(0), X%(n+1)=(XMn)+&NHT, (4.4)

ou
& = H()\an,u,ll) -1 (4.5)
1l est clair que
X%(n) <4 X(n)
ot < veut dire stochastiquement inférieur et si \Eo; > 1 Efg > 0 alors d’aprés
le Lemme 2.1 lim,, .., X°(n) = +00 p.s. ce qui conduit & lim,, .o, X(n) = +00 p.s.

4.1.2 Condition d’instabilité pour la politique de rappels constante

On peut montrer une condition d’instabilité pour la politique constante puisque
dans ce cas le taux de rappels ne dépend pas du nombre de clients en orbite.

Proposition 4.1 Soit un systéme M/G/1/1 avec rappels et politique constante i.e.,
0>0etpu=0.

Si XEoy > /(A +0), alors le processus X (n) converge en distribution vers une
distribution limite impropre.

Preuve Si la condition AEoy > 6/(\ + 0), est vérifiée cela entaine que E(§,) >
0. D’aprés le Lemme 2.1, la SRS X (n) converge vers une limite impropre, i.e.
lim,, o X(n) =400 p.s. |

4.2 Deux types de clients

Considérons maintenant une file d’attente avec rappels et deux types de clients,
qu’on appelle ”impatient" et "persistant". Si un client impatient trouve le serveur
occupé alors il quitte le systeme. Par contre, si un client persistent arrive et trouve
le serveur occupé, alors il peut joindre I'orbite et refait sa tentative ultérieurement
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selon la politique de rappels versatile décrite précédemment. Nous supposons que les
temps d’inter-arrivées {7} du type 1 (impatient) et {72} du type 2 (persistant) sont
des suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec des
distributions exponentielles de parameétres Ay > 0 et Ay > 0 respectivement. Les
temps de services {c}} (pour le type 1) et {2} (pour le type 2) sont stationnaires
et ergodiques, indépendantes I'une de Pautre et de {7}, {72}, temps de rappels de
l'orbite et temps de rappels de chaque client en orbite, et 0 < E(0?) < oo, j = 1,2.
Les suites {7}, {72}, temps de rappels de 'orbite et temps de rappels de chaque
client en orbite sont indépendantes 1'une de lautre. Soit X (¢) le nombre de clients
en orbite au temps t. On définit s, comme étant l'instant o le (n — 1)°™¢ temps
de service se termine. On considére le processus induit X (n) immédiatement apres
le temps s,, (i.e., X(n) = X(s!)). Soient {ul} et {u?} définies comme dans la
section précédente, et indépendantes des suites {ol} et {02}, sauf que maintenant
u? = {u2} générera le type de requéte de service: client impatient, client persistant
de I'extérieur ou client persistant de ’orbite a la fin des temps successifs de services.

4.2.1 Stabilité du Systéme

Nous avons obtenu dans [44] le résultat suivant.

Théoréme 4.2 Soit un systéme (M1,M2)/G/1/1 avec rappels et politique versa-
tile de parameétres (0, ) et deuz types de clients caractérisés par des taux d’arrivées
Poissoniens A1, \o, et de suite des temps de service {ol} et {02} stationnaires et
ergodiques.

Alors,
i) Le processus X (n) = X (sp,+) induit auz instants de départs, satisfait la représen-
tation sous forme de SRS

X(n+1)=(X(n)+&)",

ot la suite {&,} est de la forme

A1
_ ool uI 2 <
gn H( 20n7un) {un - )\1+)\2+9+X(n)ﬂ}

)\1 /\1—|—)\2
FTT(Mg02, u)I <u? < }
11{Aa0m; ) {A1+/\2+0+X(n)u SN A 0+ X(n)p
A1+ Ao

A 2 1]1 2<1

1 Oz0, ) {A1+A2+9+X(n)u<u"_ }
A1+ Ao

1 <u2<1yp.

{A1+A2+9+X(n)u “”—}

ii) Le processus X (n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire

ergodique si l'une des conditions suivantes est satisfaite:
A+ Ao+ A (0E0? 4+ N\ Eot + N\Eo?
1)0>0, u=0 et 1+ A2+ A (0Ec® + M Eo' + A\ Eo?)

A+ +0
2) 0>0, u>0 et \Eo? < 1.

<1,

Preuve Le principe de la construction de la SRS X (n) est le méme que pour le cas
du systéme précédent. Considérons le premier cas # > 0 et = 0. Alors la suite
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{&.} ala forme

A1
=TTt ul)T w2 <
O P I

)\1 /\1‘|’>\2
Ao2 u)[§ — <l < —
2o, ) {/\1+)\2+9<un_/\1+>\2+9}+

AL+ Ay A1+ Ao
Mo I <2 <1y I — <2 <15,
2o, ) {A1+>\2+6 n= MA+X+0 "
Définissons les o—algebres Fo% = o (0}, 02, up, us; k < n) et FoU = (o}, 08, up, ui;
—00 < k < o0). Soit U opérateur de translation préservant la mesure des vari-

ables aléatoires F7“-mesurables engendrées par {0}, 02, ul, u?; —0o < n < oo}, et

n - n) 'n) 'n?
T l'opérateur correspondant des événements F7"-mesurables. Puisque &, est engen-
drée par {0}, 0% ul u?}, alors {£,; —0o0 < n < co} est compatible avec 'opérateur
U. Ainsi, des deux remarques 1.1 et 1.2 la suite {£,,; —0o0 < n < oo} est stationnaire
et ergodique.
Nous avons
)\2(91@10'2 + )\1EO’1 -+ )\2E0'2) —0

A+ N+ 0 ’

E(fn) =

Donc si
)\1 + )\2 + )\Q(QEO'2 + )\1EO’1 + /\QEO'Q) <1

M+ +0 ’

alors E(§,) < 0. Comme pour le premier cas du Théoréme 4.1, on construit des

événements de rénovation A, = T"Ag, ou Ay est donné par (2.3). Le choix de

I'entier ng est déterminé par la loi forte des grand nombres de Birkhoff (1.2) pour

les suites ergodiques. En applicant le Théoreme 2.2 on obtient le résultat désiré.
Pour le cas 8 > 0 et > 0, on construit une SRS majorante comme suit:

X(0) = X(0), X(n+1)* =max(C, X (n)* + €,

ou

& = Towoh ot {u < s e

1+ +0+Cu
+ [T(A202, u,ll)]l{ M <u? < ALt Ao }

)\1+)\2+9+C,u "_A1+)\2+(9+C',u

)\1+)\2 )\14‘/\2
X2, ul)l 2 <151 2 <1
110, up) {A1+>\2+9+Cu<u”— } {A1+A2+0+Cu<u"— }

B(¢") = A2 (MEo! + A Eo?) 0+ Cpu
N AF N OO M F N0+ COp

La suite {{} est mesurable par rapport & Fo" et &, = U&;. De cela et des
remarques 1.1 et 1.2, il suit que la suite {£} est stationnaire et ergodique. On
choisit la constante C telle que E&* < 0 si la condition \Eo? < 1 est vérifiée, et le
reste de la preuve est similaire a la seconde partie de la preuve du Théoréeme 4.1.1

et

)\QEO'2 —1).
( )
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4.2.2 Condition d’instabilité pour la politique de rappels constante

Proposition 4.2 Soit un systéme (My,M5)/G/1/1 avec rappels et politique con-
stante i.e., 0 > 0 et u =0, et deux types de clients. Si

)\1 + )\2 + /\2(9E0’2 + )\1EO’1 + AQEO’Z)
AL+ A+ 0

> 1, (4.6)

alors le processus X (n) converge en distribution vers une limite impropre.

Preuve Si la condition (4.6) est vérifiée, cela entaine que E(§,) > 0. D’apres le
Lemme 2.1, la SRS X (n) converge vers une limite impropre, i.e. lim,,_,., X(n) = 400
D.S. |

4.3 Pannes du serveur

Considérons un systéme a un serveur avec rappels et serveur sujet a des pannes aléa-
toires. Les clients arrivent de I’extérieur selon un processus de Poisson de parameétre
A. On consideére la politique versatile de rappels décrite précédemment. Supposons
que le serveur tombe en pannes au instants ;, ¢ = 1,2, ..., selon un processus de
Poisson de taux a, i.e., le serveur tombe en pannes aprées des temps exponentiels de
moyenne 1/a. Siune panne survient au temps [3; le serveur prend immédiatement un
temps de réparation r;, 1 = 1,2, .... Nous supposons qu’aprés un temps de réparation
le serveur est dans le méme état initial et le service d’un client est cumulatif.

Nous supposons que les temps de service {0, } et temps de réparation {r;} sont
stationnaires, ergodiques et indépendants I'un de 'autre. Les temps d’inter arrivées,
temps de rappels de 'orbite, temps de rappels de chaque client en orbite et temps
de panne sont indépendants I'un de I'autre et des suites {0, } et {r;} Notons par
rn) = (r,in), k =1,2,...) la suite des temps de réparation qui surviennent durant le
temps de service o,,.

Soit X (t) le nombre de clients en orbite au temps ¢. Définissons s, comme
étant I'instant ot le (n-1)*"¢ temps de service se termine. On considére le processus
X (n) induit immédiatement apres le temps s,,(i.e., X(n) = X(s])). Soient {u!},
{u2}, {u3} et {u'™} des suites de variables aléatoires i.i.d de distributions uniformes
sur [0,1], mutuellement indépendantes et indépendantes des suites {o,} et {r;}.
u' = {ul} générera le processus des arrivées, u> = {u?} générera I'occurence des
pannes et {u}} générera le type d’arrivées (extérieur ou de l'orbite) a la fin des
temps successifs de service et {ul(n)} générera le processus des arrivées durant le
i®™¢ temps de réparation qui survient durant le n°™¢ temps de service. Notons par
u™ =™ =12}

4.3.1 Stabilité du Systéme

Le résultat suivant a été obtenu dans [44].
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Théoréme 4.3 Soit un systéme M/G/1/1 avec rappels, pannes et réparations
du serveur, et politique versatile de paramétres (0, ), de flur d’arrivées Poissonien
de taux A, d’occurrence Poissonienne des pannes de taux « et de suites des temps
de service {o,} et de réparation {r;} stationnaires et ergodiques.

Alors,
i) Le processus X (n) = X(sp,+) induit auz instants de départs, satisfait la représen-
tation sous forme de SRS

X(n+1)=(X(n)+&)",

ou &, est définit par

(aon,u
’ e 0+ X(n)p
& =[[(\on ul) + Z [T H{uig )\+9+X(n)u} (4.7)

ii) Le processus X (n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire
ergodique si une des conditions suivantes est satisfaite:

1)9>0,u:()et )\EJl(1+Oé]ET1)<)\—_|_9,
2)0>0,u>0 et \Boy (1+alEry) <1

Preuve Pour la construction de la SRS, notons que [[(Ao,,ul) et [1(Ars, (n))
représentent le nombre d’arrivées durant le n®™¢ temps de service et le ™ temps
de réparation respectivement. [](ao,,u?) compte le nombre de pannes durant le

nme service a,,. Si 0 > 0 et u = 0 alors la suite (4.7) a la forme suivante:

oaan,u 0
o= Tloewot)+ 5 Tonol®) -1fat < 25}

Definissons les o—algébres Fo" = o(op, 7™, u® ul u? ul; k < n) et Four =
o(op, 7™ u® ul w2 ul; —0co < k < 00). Soit U I'opérateur de translation préser-
vant la mesure des variables aléatoires F7""-mesurables engendrées par {o,,, RRIETAON
ul u?, ud; —o0o < m < oo}, alors la suite {£,} est mesurable par rapport a FoU" et
d’apres les remarques 1.1 et 1.2, {£,} est stationnaire et ergodique. De la formule

de Wald et la propriété d’absence de mémoire du processus de Poisson on obtient

0
A+ 0

Donc si A\Eoy (1 + aBry) < /(X + 0) alors EE, < 0, et le reste de la preuve de la
premiére condition est similaire a celle du Théoréme 4.1.
On étudie maintenant le cas # > 0 et u > 0. Considérons la SRS majorante:

X*(0)=X(0), X*(n+1)=max(C, X*(n)+¢&),

Egn = )\EUl + (OéEUl)()\ET'1> —

ou C est un entier arbitraire et

. [T(aon,u2 o) - 9 + Clu
En = H()\O'n, n Z H )\sz 7, ]I{ ~ m}

64

/\



La suite {5} est mesurable par rapport & F2"". De cela et des remarques 1.1
et 1.2, il suit que la suite {{}} est stationnaire et ergodique. Si la condition
AEoq (14 aEry) < 1 est vérifiée, on peut facilement trouver une constante C' telle
que E¢ < 0, ot maintenant

0+ Cu

E(&r) = AEoy + (aEoq) (AErq) — m

Le reste de la preuve de la seconde condition est similaire a celle du Théoréme 4.1.1

4.3.2 Condition d’instabilité pour la politique de rappels constante

On peut affirmer aussi, en utilisant le Lemme 2.1, que dans le cas d’une politique
constante on a le résultat suivant:

Proposition 4.3 Soit un systéme M/G/1/1 avec rappels, pannes et réparations du
serveur, et politique constante i.e., 8 >0 et p=0. Si

7

)\EO‘l (]_ + OZET‘l) > m

alors le processus X (n) converge en distribution vers une limite impropre.

4.4 Clients négatifs

Considérons maintenant une file d’attente avec un seul serveur et deux types d’arrivées:
arrivées réguliéres et arrivées négatives. Dans les systémes avec rappels, si un client
régulier arrive et trouve le serveur occupé, il rejoint I'orbite et refait sa tentative
ultérieurement pour avoir un service aprés un temps aléatoire; autrement, s’il trouve
le serveur libre, il recoit son service et quitte le systéme. Si un client négatif arrive
dans un system occupé, il élimine immédiatement un client régulier de 'orbite s’il
y en a au moins un. Autrement, si le serveur est libre il n’a aucun effet sur le sys-
téme. Le concept des clients négatifs a été présenté par Gelenbe [36], qui a établi
la solution sous forme de produit pour un réseau de file d’attente comprenant des
arrivées négatives aussi bien que les régulieres. Un rappel des résultats et des sit-
uations pratiques peut étre trouvé dans Artalejo [3]. Gelenbe, Glynn et Sigman
[37] ont obtenu les conditions de stabilité pour deux modeles des arrivées négatives,
'élimination du client en service (RCS) et 1'élimination du client a la queue de la
file d’attente (RCT). Artalejo et Gomez-Corral [5, 6] ont étendu les files d’attente
avec des arrivées négatives a la situation ou les clients réguliers suivent une poli-
tique de rappels. On suppose que les clients réguliers arrivent de I'extérieur selon
un processus de Poisson de taux A. L’accés au serveur a partir de I'orbite se fait
selon la politique de rappels versatile. Nous supposons que les temps de services
{o,} des clients réguliers forment une suite stationnaire et ergodique. Les clients
négatifs arrivent dans le systéme selon un processus de Poisson de taux ¢. Les suites
des temps d’inter arrivées des clients réguliers, temps d’inter arrivées des clients
négatifs, temps de rappels de 'orbite et temps de rappels de chaque client en orbite
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sont indépendantes 1'une de lautre et indépendantes de la suite {c,,} . Soient {u}} ,
{u?} et trois suites de variables aléatoires i.i.d distributées uniformément sur [0, 1],
mutuellement indépendantes et indépendantes de la suite {0, } . u! = {ul} engen-
drera le processus d’ arrivées des clients réguliers, u? = {u?} engendrera le processus
d’arrivées des clients négatifs, et u3 = {u3} engendrera le type d’arrivée qui rejoint
le service (extérieur ou de 'orbite) a la fin des temps successifs de service.

4.4.1 Stabilité du Systéme

Théoréme 4.4 Soit un systéme M/G/1/1 avec clients négatifs et rappels de poli-
tique versatile de paramétres (0, p), de flux d’arrivées Poissoniens pour les clients
réquliers et négatifs de taux \ et 0 respectivements et de suite des temps de service
{o.} stationnaire et ergodique.

Alors,

i) Le processus X (n) = X (sp,+) induit auz instants de départs, satisfait la représen-
tation sous forme de SRS

X(n+1)=(X(n)+ G —m)",

(4.8)

_ o ul) — T4 43 0+ X(n)p
Cn_H(/\ n ) ]I{ ”S)\+¢9+X(n),u}7

Th = H(éo—m ui)

ii) Le processus X(n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire
ergodique si une des conditions suivantes est satisfaite:

1) 0>0,u=0et (/\_5)(/\+0)E01<1,
2)0>0,u>0et (A=05)Eoy < 1.

et

Preuve Considérons le premier cas § > 0 et u = 0. Alors la suite (4.8) a la forme

suivante i
_ 1 3
G = [[Oon,up) =1 {U’n < m} :
2 .3

On définit les o—algebres FoU = o (oy, up, ui, us; k < n) et FoU = o(oy, up, uz,us;
—00 < k < 00). Soit U 'opérateur de translation préservant la mesure des variables
aléatoires Fo“-mesurables engendrées par {o,,u} u?, ud; —0o < n < co}. Puisque
la suite ¢, est engendrée par {o,,ul u3} et n, est engendrée par {o,,u?} alors
d’apres les remarques 1.1 et 1.2, ,, et 1, sont des suites stationnaires et ergodiques.
E ((n —nn) = ABoy — (0/(A+0)) — dEoy et si

(A—=0)(A+0)
0

Eo; < 1,
alors nous avons E ((, — 7,) < 0, et le reste de la preuve est similaire & la premiére

partie du théoreme 4.1.
Nous étudierons maintenant le cas 8 > 0 et p > 0. Nous suivrons la méme méthode

66



que pour les deuxiémes parties des théorémes précédents en construisant une SRS
majorante X*(n) définie comme suit:

X*(0) = X(0), X*(n+1)=max(C, X*(n)+ —nn.),

ou

0+ Cu
* 1 3<
Cn——”()\an,un)—]l{un_—A 7 CM}’

La suite {C*} est mesurable par rapport a F>". De cela, et des remarques 1.1 et
1.2, il suit que la suite {(}} est stationnaire et ergodique. Si (A —0)Eo; < 1, on
peut facilement trouver une constante C' telle que E (¢¥ — n,,) = (A — 0) Eoy — (6 +
Cu)/(A+ 6+ Cpu)) < 0. Le reste de la preuve est similaire a la seconde partie du
Théoreme 4.1. [ |

4.4.2 Condition d’instabilité pour la politique de rappels constante

Une condition d’instabilité peut étre obtenue dans le cas de la politique constante,
et on a le résultat similaire a la Proposition 4.1.

Proposition 4.4 Soit un systéme M/G/1/1 avec clients négatifs et rappels de poli-
tique constante i.e., 0 >0 et u=0. Si

(A—=0)(A+0)
6

Eo, > 1,

alors le processus X (n) converge en distribution vers une limite impropre.

4.5 Arrivées en groupes

Soit un systéme a un serveur et rappels de politique versatile. Nous considérerons
maintenant qu’ a chaque instant d’arrivée t,, k = 1,2, ..., un lot aléatoire de ay
clients entrent dans le systéme. Si le serveur est occupé a l'instant d’arrivée, alors
tout le lot d’arrivées rejoint 'orbite, autrement si le serveur est libre, alors un des
clients du lot d’arrivées prend un service et les autres rejoignent ’orbite. Le premier
modele de ce type a été introduit par Falin [22], qui a obtenu la distribution jointe
de I'état du serveur et du nombre de clients en orbite. Une analyse plus détaillée du
modele a été donnée plus tard par Falin [23]. Nous supposons que le flux d’arrivées
des clients de l'extérieur est un processus de Poisson de taux A, la suite des lots
d’arrivées {a;} est indépendante et identiquement distribuée avec une distribution
générale de moyenne @, o1 0 < @ < 0o. Le n®™¢ temps de service d'un client est o,,,
ou 0 < Eo,, < 0o, et nous supposons que la suite {0, } est stationnaire ergodique.
On note par a™ = (aé"), k=1,2,...) les tailles des lots d’arrivées durant le temps
de service o,. On suppose que le flux des entrées des clients, les tailles des lots
d’arrivées, les temps de rappels de 'orbite, les temps de rappels de chaque client en
orbite et les temps de service sont mutuellement indépendantes.
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4.5.1 Stabilité du Systéme

Théoréme 4.5 Soit un systéme M*X /G/1/1 avec arrivées en groupes et rappels de
politique versatile de paramétres (0, ), de flur d’arrivées Poissoniens de tauz A,
distribution générale de moyenne @ pour la taille d’un groupe d’arrivées et de suite
des temps de service {0, } stationnaire et ergodique.

Alors,

i) Le processus X (n) = X (sp,+) induit auz instants de départs, satisfait la représen-
tation sous forme de SRS

X(n+1)=(X(n)+&)",

ol

H(Agn7“7L) ( ) )\
n = " —DI{w? <
¢ ; a, + (@ ) {un_)\+«9+X(n),u}

A
—I 2 <1 4.
{A+9+X(n),u<u”_ }’ (4.9)

et ay est la taille du lot de la premiére arrivée qui obtient le service si ’arrivée se
produit avant le rappel.

ii) Le processus X (n) est couplé au sens fort (strong coupling convergent) avec un
unique Tégime stationnaire ergodique si une des conditions suivantes est satisfaite:

Al—a)+6
1) 0>0,u=0, )\(5—1)<9 et A6E01<%
2) 0>0, u>0et XaEo; < 1.

Preuve Considérons le premier cas 6 > 0 et u = 0, alors la suite régissant la
dynamique du systéme (4.9) aura la forme suivante:

[T(Aon uy,) - A\ A\

k=1

Definissons les o—algébres Fo%* = o (o4, ut,u,a™; k < n) et Fo = o (o, up,
ui,a(k); —00 < k < 00) et on assume que a; est mesurable par rapport a F7*¢
et Fo*" Soit U l'opérateur de translation shift préservant la mesure des variables
aléatoires F7"““*mesurable engendrées par {an,u;,ui,a(”); —00 < n < oo}. La
suite {&,} est F7"*—mesurable, alors d’aprés les remarques 1.1 et 1.2, {£,} est
stationnaire ergodique. On a
A 0 A

E{n—AaE01+(a—l)m—m —/\aE01+a)\+9 -
et si la condition A\aEo; < (A (1 —a) + 0)/(A + 0)) est veérifiee alors E, < 0. La
condition \(@ — 1) < @ vient du fait que A (1 — @) + 6 doit étre positif. Le reste de
la preuve est le méme que la premiére partie du Théoréeme 4.1.
Considérons maintenant le second cas § > 0 et © > 0. La SRS majorisante est

maintenant de la forme

1

Y

X*(0)=X(0), X*(n+1)=max(C, X*(n)+¢&),
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et
[T(Aonu}) i\
o= e s )

k=1

A 2
H{A+0+Cu<u"§1}'
La suite {£} est mesurable par rapport a la o—algebre F7*®. De cela et des re-
marques 1.1 et 1.2, il suit que la suite {£} est stationnaire et ergodique. On a
E(&r) = AaEoy + (@A /(A + 0+ Cp)) — 1, donc si la condition AaEo; < 1 est vérifiée
on peut coisir la constante C' assez large pour avoir E(¢Y) < 0. Le reste de la preuve
est similaire a la seconde partie du Théoréme 4.1. ]

4.5.2 Condition d’instabilité pour la politique de rappels constante

Proposition 4.5. Soit un systéme M*X/G/1/1 avec arrivées en groupes et rappels
de politique constante, i.e., 0 > 0 et u = 0. Si l'une des conditions suivantes est
vérifiée
i) \Na—1)>90,
A(l—a)+0
ii) \aEBoy > ———
) Ao A+0

alors le processus X (n) converge en distribution vers une limite impropre.

La preuve de la Proposition 4.5 est une conséquence directe du Lemme 2.1.
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Chapitre 5

5 STABILITE DE MODELES AVEC POLITIQUE
DE CONTROLE ET DISTRIBUTION GENERALE
POUR LES TEMPS DE RAPPELS

Récemment, il y a eu un grand intérét sur des files d’attente avec distribution
générale de temps de rappels. Ceci a été inspiré par 1’observation des phénomeénes
de rappels dans des systémes informatiques et de télécommunications ot les temps
de rappels peuvent a peine adapter une distribution exponentielle. La premiére ten-
tative de généraliser la distribution de temps de rappels a été faite par Kapyrin [43]
pour une politique de rappels linéaire, mais sa méthode s’est avérée incorrecte (voir
Falin [24]). Choi, parc et Pearce [16] ont considéré une file d’attente avec distribu-
tion générale de temps de rappels et seulement le client a la téte de la file d’attente
en orbite tente d’atteindre le serveur. Gomez-Corral [38] a étudié intensivement une
file d’attente avec des temps de service indépendants et des temps de rappels de
distribution générale avec la politique de controle.

Nous présentons dans ce chapitre des résultats de stabilité concernant des mod-
éles de rappels avec politique de controle et distribution générale pour les temps
de rappels. Le résultat de stabilité concernant le modéle de base avec controle des
rappels a été obtenu dans [46].

5.1 Stabilité du modéle avec politique de contréle des rap-
pels

Considérons une file d’attente & un serveur avec des arrivées de I’extérieur aux temps
{t;;i = 1,2, ...} suivant un processus de Poisson de taux A\. On note par 7; = t; 41 —t;
les temps successifs d’inter-arrivées, ¢ = 1,2, .... Si le client arrivée trouve le serveur
occupée il rejoint un orbite de capacité infinie. S’il le trouve libre, il prend son service
et quitte le systéme. L’accés de 'orbite au serveur suit une politique de controle des
rappels, c.-a-d., aprés la fin d’un temps de service, on permet seulement au client a la
téte de la file d’attente de réessayer pour atteindre le service selon une distribution
de probabilité générale R(:), de densité r(-) et transformée de Laplace r*(). Le
n°™ temps de service est o,,, et on suppose que 0 < Eo, < co. Notons par {a,} la
suite des temps d’inter-rappels. On suppose dans tout ce chapitre que la suite {0, }
est stationnaire et ergodique. On suppose dans cette section que les temps d’inter-
arrivées {7;} sont i.i.d. de distribution exponentielle de parameétre A, les suites {7;}
et {o;} sont indépendante I'une de l'autre et de la suite {0, }. Soit X(¢) le nombre
de clients en orbite au temps t. Pour tout ¢ > 0, on définit la variable aléatoire ~ (¢)
comme le temps qui sépare 'instant ¢ de la prochaine arrivée. Définissons s,, comme
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Iinstant de fin du (n — 1) temps de service. On considére le processus X (n)
induit immédiatement aprés le temps s,, (i.e., X(n) = X(s})) et v (sn+) = Yn-
Soit {u,} une suite i.i.d de variables aléatoires de distribution uniforme sur [0, 1],
indépendante de la suite o,, et qui générera le processus des arrivées. Soit [ | 'inverse
de la distribution de Poisson définie comme dans le chapitre précédant par la relation
(4.1)

Le processus X (n) satisfait a la relation récursive

X(n+1) = (X(n) +&)"

avec &, donnée par:

& = H()\Jn,un) — I, < )

Théoréme 5.1 Supposons que NEoy < r*(\). Alors le processus X (n) est couplé au

sens fort avec un unique régime stationnaire ergodique.
Si AEoy > r*(X), alors le processus X (n) converge en distribution vers une limite
impropre.

Preuve Définissons les o —algebres F7 = g (o}, ug, ax; k < n) et F2U = ooy, uy,
ag; —00 < k < 00). Soit U l'opérateur de translation des variables aléatoires 7"~
mesurables engendrées par {0, u,, @,; —00 < n < oo}. D’aprés la Remarque 1.1,
puisque la variable aléatoire &, est engendrée par {o,,ul, u?}, alors &, = U¢, et
{&n; —00 < m < oo} est stationnaire. De plus, puisque {o,; —00 < n < oo} est sta-
tionnaire et ergodique et la suite {&,; —0o < n < oo} est compatible avec 'opérateur
U, alors d’aprés la Remarque 1.2 la suite {,; —0o < n < oo} est ergodique . On a

E(fn) = )\Eal - P(an < 771)

Puisque les arrivées suivent un processus de Poisson alors le temps résiduel d’arrivée
o est de distribution exponentielle de taux A, et ainsi P(a, < 7,) = r*(A). Alors,
si

AEoy < r*(\)

est vérifiee on aura E(&,) < 0. Il suit du Théoreme 2.2 que le processus {X(n)}
est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire {X" = U"X°%}, ou X°
est 37" mesurable, obéissant I'équation X" = (X" +¢,)*, et ergodicité vient de
la Remarque 1.2 et le fait que X" est compatible avec 'opérateur U. La condition
d’instabilité vient du Lemme 2.1. [ |

5.2 Modéle avec Deux Types de Clients

Soit le modele avec la politique de controle décrit ci-dessus dans lequel les arrivées
sont de deux types, "impatient" et "persistant". Si un client impatient arrive a
un serveur occupé alors il quitte le systeme. D’autre part, si un client persistant
trouve le serveur occupé, il joint l'orbite et attend pour étre servi plus tard selon
la politique de controle. Si les temps de rappels sont supposés exponentiellement
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distribués, nous obtenons le modele avec la politique de rappels constante, et deux
types de clients, étudié par Martin et Artalejo [54]. Supposons que les temps entre
arrivées {17!} de type 1 (impatient) et {72} de type 2 (persistant) sont des suites
i.i.d exponentiellement distribuées avec taux \; > 0 et Ay > 0 respectivement. Les
temps de services {o}} (de type 1) et {02} (de type 2) sont stationnaire et ergodique,
indépendantes de {7!}, {72} et des temps de rappels {a;}, et 0 < E(0)) < oo,
j =1,2. Les suites {7,}}, {72} et {a;} sont indépendantes I'une de P'autre. La suite
{u,} engendrera seulement le processus d’arrivée du type 2. La représentation du
processus X (n) est donnée par:

X(n+1) = (X(n)+&)7,

ou la suite de controle {&,} est de la forme suivante
& = [1(Na0yy, un) I(y, < min {72, o, }) + [[(Ae0s, un) I < min {7, o })
11002, up) @, < min {33, 42}) — Ko, < min {7, 72}).
ot 72 et v2 sont les temps résiduels & partir de la fin du (n — 1)®"¢ temps de
service jusqu’a ’arrivée de type 1 et 2 respectivement.

Proposition 5.1 Supposons que

/\2 (1 — T*()\l + /\2)) [/\1EO'1 + )\QEOQ]
()\1 + )\2) T*()\l + )\2>

AoEo? + < 1. (5.1)
Alors le processus X (n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire
ergodique.

Si
)\2 (1 — 7”*()\1 -+ )\2)) [)\1EO'1 + )\2E02]

()\1 + )\2) 7“*()\1 + )\2)

alors X (n) converge en distribution vers une limite impropre.

)\QEO'2 +

> 1, (5.2)

Preuve Définissons les o—algebres Fo4™* = g (o}, 02, 7}, up, ag; k < n) et FoU =
o(o}, 02, 7} ug, ap; —00 < k < 00). Soit U 'opérateur de translation des variables
aléatoires Fo*™*mesurables engendrées par {ol, 02 7} u,, a,; —00 < n < oo}.
Puisque &, est engendrée par {0}, 02 ul u?}, alors {¢,; —0o < n < 0o} est compat-
ible avec le "shift" U. Ainsi, des remarques 1.1 et 1.2 la suite {,; —oo < n < oo}
est stationnaire et ergodique. Puisque [[(A20?, u,), compte le nombre d’arrivées de
type 2 durant le temps de service o', pour i = 1,2, qui est supposé indépendant
de {7}}, {m2} et ay, alors [[(Ae0?,u,) est indépendant de I(y} < min{+? a,}),

I(v2 < min {7}, a,,}) et I[(a, < min{~},72}), pour i = 1,2. On a
A1

A1+ Ao
+ XMEa?r* (A1 + A2) — (M1 + Aa),

A2

E(&,) = M\Eo!
(5) pLvie) SV

(1 — 7”*()\1 + /\2)) + )\QEO'2

(1 —r"(A1 + A2))

d’ou si la condition (5.1) est vérifiee alors E(&,) < 0, et il suit du Théoréme 2.2
que le processus X (n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire et
ergodique.
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5.3 Modéle avec Pannes du Serveur

On reprend le modeéle avec pannes du serveur étudié dans la section 4.3 avec cette fois
la politique de controle des rappels décrite ci-dessus. Les clients primaires arrivent
de 'extérieur selon un processus de Poisson avec le taux A. Supposons que le serveur
tombe en panne au instants ¢;, 7 = 1, 2, ..., selon un processus de Poisson avec taux
B. Si une panne se produit au temps t; le serveur prend immédiatement un temps
de réparation v;, ¢ = 1,2,.... Nous supposons qu’aprés un temps de réparation le
serveur soit aussi bon que nouveau et le service d’'un client est cumulatif.

Nous supposons que les temps de service {0, } et les temps de réparation {v;} sont
stationnaires et ergodiques et indépendant I'un de I’autre. Les temps d’inter-arrivées,
rappels et de panne sont indépendant 'un de l'autre et des suites {0, } et {v;}. Soit
v = (Uk ,k=1,2,...) la suite des temps de réparation qui se produisent pendant
le temps o,.Soit le processus X ( ) inclus juste aprés le temps de fin de service
Sny(i.e., X(n) = X(s;)). Soient ul | u?, et u ) des suites de variables aléatoires i.i.d
distribuées uniformément sur [0, 1], mutuellement indépendantes et indépendantes
des suites {0,} et {v;}. u' = {ul} engendrera le processus d’arrivée, u* = {u?}
engendrera 1’occurence des pannes et u§") engendrera le processus d’arrivée durant
le ™ temps de réparation qui se produit durant le n®™¢ temps de service, notons
par u(™ = (ul(-n),i =1,2,...). On a la représentation suivante du processus X (n):

X(n+1)=(X(n)+&)",

ol
60'n:

& =[on ) Z H — (o < ) (5.3)

Proposition 5.2 Supposons que

)\EO’l (1 -+ ﬁEU1> < T*<)\) (54)

Alors le processus X (n) est couplé au sens fort avec un unique régime stationnaire
ergodique.
Si AEoy (14 fEvy) > r*(X), alors X (n) converge en distribution vers une limite
impropre.

Preuve Notons que [[(Ao,,u)) and H()\TZ, ) représentent le nombre d’arrivées
durant le n®me temps de service o, et le zeme temps de réparation r; respective-
ment. [[(ao,,u?) compte le nombre de pannes durant pendant le traitement de la

nem durée de service o,. Définissons les o—algébres Fo4v = o(oy, o) k) ug,
ui,ak; E < n) et Fouve = g(op, o™ u® ul u2 ap;—c0 < k < o). Soit U
l'opérateur de translation correspondant. Donc la suite {&,} est mesurable par rap-
port & F7va et d’apres les remarques 1.1 et 1.2, {,} est stationnaire et ergodique.

De la formule de Wald, on a
E¢, = MEoy + (6Eoy)(AEvy) — 7" (N).
Ainsi si AEoy (1 + fEvq) < r*(X) alors E¢,, < 0, et le reste de la preuve est semblable

A celui du Théoréme 5.1.
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5.4 Modéle avec Clients Négatifs

Nous considérons maintenant la stabilité d’une file d’attente avec rappels et deux
types d’arrivées, régulier et négatif. Nous supposons que les clients réguliers arrivent
de I'extérieur selon un processus de Poisson de taux A. L’acces de I'orbite au serveur
suit la politique de controle. Nous supposons que les temps de service {o,} des
clients réguliers forment une suite stationnaire et ergodique. Les clients négatifs
arrivent selon un processus de Poisson avec taux d. Les temps d’inter-arrivées des
clients réguliers, les temps entre arrivées des clients négatifs et les temps de rappels
sont indépendant de 1'un l'autre et de la suite {0,}. u* = {ul} engendrera le
processus des arrivées des clients réguliers, et u? = {u?} engendrera le processus des
arrivées des clients négatifs a la fin des périodes successives de service. Soit X (n)
défini comme ci-dessus et il a maintenant la représentation suivante:

X(n+1) = (X(n) + G — )"
ou
CTL = H()‘Un7 Ui) - I(an < ’Yn) y (55)
et
Np = H(éan, u?).
Proposition 5.3 Le processus X (n) est couplé au sens fort avec un unique régime

stationnaire ergodique si la condition suivante est vérifiée
(A= 0)Eoy < r*(A). (5.6)

Si (A= 8)Eoy > r*()N), alors X (n) converge en distribution vers une limite impropre.

Preuve On considére les o—algebres Fo% = o (o, up, ui, ap; k < n) et Foue =
o(ok, up, u2, ag; —0o < k < 00) et U l'opérateur correspondant. Puisque la suite ¢,
est engendrée par {o,,ul, a,} et 1, est engendrée par {o,,u2} alors des remarques
1.1et 1.2, ¢, et i, sont stationnaires et ergodiques. E ((, — n,) = AEo;—r*(\)—0Eo;
et si la condition (5.6) est vraie alors on a E (¢, — n,) < 0, et le reste de la preuve
est semblable & celui du Théoréme 5.1.

5.4.1 Elimination par Groupes

Nous pouvons permettre des éliminations en lots des clients aux occurrences des
arrivées négatives, c’est & dire si une arrivée négative se produit au temps ¢; alors un
groupe de taille aléatoire b; de clients est éliminé de I'orbite. Soit b la moyenne des
tailles de clients éliminées et b(™ = (b,(gn), k=1,2,...) les tailles de clients éliminées
qui se produisent pendant o,.La SRS dans ce modeéle aura la représentation suivante

X(n+1) = (X(n) + G —ma) ",

ol
Go = [Tl = It < ), (5.7)
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et

[1(80n,u?)
- Z b/(fn)'
k=1

Proposition 5.4 Le processus X (n) est couplé au sens fort avec un unique régime
stationnaire ergodique si la condition suivante est vérifiée

(A —6b) Eoy < r*(M). (5.8)

Si (A = 0b) Eoy > r*(X), alors X (n) converge en distribution vers une limite impro-
pre.

Preuve Semblable & la preuve de la proposition précédente, en considérant les
o—algebres Foub = g(oy, ub, u2, b ag; k < n) et Foub = o(oy, ut, u2, b®) . ay;

—00 < k < o0) et en notant que E (¢, — 1,) = ANEo; — r*(\) — 6bEo.

5.5 Modéle avec Arrivées en Groupes

Considérons une file d’attente & un serveur avec rappels et politique de contole.
Maintenant considérons qu’a chaque instant d’arrivée t, k = 1,2,..., un groupe
aléatoire de a; clients entre dans le systéme. Si le serveur est occupé a l'instant
d’arrivée, alors le groupe de clients joint 1’orbite, tandis que si le serveur est libre,
alors un des clients d’arrivée commence son service et les autres vont joindre ’orbite.
Le premier modeéle de ce type a été introduit par Falin [22], qui a obtenu la distri-
bution jointe de I’état du serveur et du nombre de clients en orbite. Une analyse
plus détaillée du modele a été donnée plus tard par Falin [23]. On suppose que le
flux d’arrivées suit un processus de Poisson de taux A, la suite des tailles des lots
d’arrivées {a;} est indépendante et identiquement distribuée avec une distribution
générale de moyenne @, avec 0 < @ < 0o. Le n®™ temps de service d'un client est
on, 00 0 < Eo,, < 00, et suppose que la suite {0, } est stationnaire et ergodique. On
note par a™ = (a,(:), k=1,2,...) le vecteur des tailles des groupes d’arrivées qui se
produisent pendant le temps o,,. Nous supposons que le flux d’entrée des clients, la
taille des groupes, les temps de rappels et les temps de service sont mutuellement
indépendants.
X (n) possede la représentation suivante comme SRS

X(n+1) = (X(n) +&)",

H(Aanvu}z)
fn = Z al(cn) + (al - 1)I<7n < O‘n)
k=1

Iy, <), (5.9)

et ay est la taille de la premiére arrivée qui gagne le serveur si ’arrivée se produit
avant le rappel.
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Proposition 5.5 Le processus X (n) est couplé au sens fort avec un unique régime
stationnaire ergodique st les conditions suivantes sont satisfaites

a(l—7r*(\)<1 and \aEo; <1 —a(1 —7r*(N)). (5.10)
Sia(l—r*(A\)>1or \aBo; > 1 —a(1—1*(\)), alors X(n) converge en distribution
vers une limite impropre.

Preuve Définissons les o—algebres F2%*% = o (o}, uj,, g, a®); k< n)et Fouoe =
ook, ut, ag, a®; —00 < k < o0) et nous supposons que a; est mesurable par rapport
a Fouet et Fouet. Soit U l'opérateur de translation préservant la mesure des
variables aléatoires Fo*“*%mesurable engendrées par {o,,ul, a,, a™: —c0 < n <
oo}. La suite {£,} est F7"*%—mesurable, alors d’aprés les remarques 1.1 et 1.2,
{&,} est stationnaire et ergodique. Nous avons

E¢, = AaEoy + (@ —1) (1 —r*(A)) — r*(A) = XaBo; +a(l —r*(N\)) — 1,

et si la condition A\aEo; < 1 —a(1 — 7*(\)) est vérifiée alors K¢, < 0. La condition
a(l —r*(N\))<1 vient du fait que la quantité 1 —a(1 — r*(\)) doit étre positive. Le
reste de la preuve est identique a celui du théoreme 5.1.

5.6 Cas Particuliers
5.6.1 Temps de Rappels de Distribution Exponentielle

Supposons que les temps de rappels sont de distribution exponentielle de moyenne
1/6, alors r*(\) = 6/(X + 0) et la condition de stabilité A\Eo; < 7*(\) devient:

0
/\EO’l < m

Considérons maintenant le modele avec deuw types de clients, alors r*(A; + Ag) =
0/(A\1 + A2 + 0), et apres quelques transformations la condition de stabilité (5.1)
devient:

A (0Ec? + \Eot + \Eo?) < 6.
Pour le modéle avec pannes du serveur, la condition (5.4) aura la forme suivante:
AEo; (1 + fEv;) < S
Le modéle avec clients négatifs aura comme condition suffisante de stabilité:
(A+0) (A=)
0
Pour le modele avec arrivées en groupes, la condition (5.10) est donnée par
Al—a)+46
A+0

Ses résultats sont les mémes que ceux obtenus dans Kernane et Aissani [44] dans le
cas d’une politique constante.

Eo; < 1.

M@ —1)<6 and XaEo; <
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5.6.2 Distribution Hyperexponential

Supposons maintenant que les temps de rappels suivent une distribution hyper-
exponentielle avec densité r(z) = pb exp(—6z) + (1 — p) 0* exp(—6%z), 0 < p < 1.
Alors 7*(A\) = 0 [ A (p+ (1 —p)0) + 6% /(A + 0) (A + 0%), et la condition de stabilité
AEo; < r*(\) est dans ce cas

O\(p+(1—p)b)+ 67

\E
NETTOFO) A+ 07

Pour le modéle avec deux types de clients, la transformée de Laplace de r(x) est
donnée par

7“*<>\1 +)\2) = 0[()\1 +)\2) (p+ (1 —p)@) +92]/()\1 +/\2 —l-@) ()\1 +)\2 +92>,
et en remplagant 7*(\; + A2) dans (5.1) on obtient la condition suffisante de stabilité.

5.6.3 Distribution d’Erlang

La distribution d’Erlang est trés utile pour décrire les variables aléatoire en théorie
des files d’attente. La densité d’une loi d’Erlang Erlang (n, i) est donnée par r(x) =
prexp(—px)z™ 1/ (n— 1), > 0 et n € N*. Sa transformée de Laplace est r*(s) =
p"/ (s + p)" . Donc le modele de base sera stable si

ILL n
AEop < | —— | .
7 (A+u>
Pour le modele avec deux types de clients, on doit remplacer par
(A A2) = g/ (A + A+ )"

dans (5.1) pour obtenir la condition suffisante de stabilité¢ et dans (5.2) pour la
condition d’instabilité.
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CONCLUSION

Nous avons présenté dans cette thése les différentes méthodes les plus util-
isées dans I’étude de la stabilité des modeéles de files attente avec des exemples
d’applications. Ensuite, on a effectué une présentation des résultats de stabilité les
plus importants dans les systémes de files d’attente avec rappels.

Nos résultats ont concerné les systémes avec rappels. On a modélisé la dy-
namique des systémes en considération par des suites récursives stochastiques. La
méthode utilisée pour obtenir des conditions suffisantes de stabilité est '’approche
des événements de rénovation qui permet des hypothéses générales, en particulier que
la suite des temps de service est stationnaire et ergodique ce qui exclut I’hypothése
d’indépendance généralement supposée. On conjecture, pour le cas d’'une politique
linéaire qu’elles sont nécessaires, on laisse cette étude pour des recherches futures.
La maniére dont ont été construites les suites récursives stochastiques modélisants
la dynamique des systémes considérés laisse présager sa possible généralisation a
d’autres systémes, comme des systémes a plus de deux types de clients, & service
en groupes, a éliminations en groupes. Il serait aussi intéressant de considérer une
suite des temps d’inter-arrivées stationnaire et ergodique ou des temps de rappels
de distribution générale au lieu d’une distribution exponentielle généralement util-
isée dans la littérature. Pour la politique de controle des rappels, on a obtenu des
résultats de stabilité dans le cas ou la distribution des temps de rappels est générale.
Un des problemes ouverts est de considérer une distribution non-exponentielle pour
les temps de rappels dans le cas d’une politique linéaire dépendant du nombre de
clients en orbite. De plus, il a été observé que la loi exponentielle n’est pas un bon
modele pour le temps de rappels dans les systémes de communication. Le caractére
récursif des SRS peut bien servir pour la simulation des systémes considérés.
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We consider in this paper the stability of retrial queues with a versatile retrial policy.
We obtain sufficient conditions for the stability by the strong coupling convergence to
a stationary ergodic regime for various models of retrial queues including a model with
two types of customers, a model with breakdowns of the server, a model with negative
customers, and a model with batch arrivals. For all the models considered we assume that
the service times are general stationary ergodic and interarrival and retrial times are i.i.d.
sequences exponentially distributed. For the model with unreliable server we also assume
that the repair times are stationary and ergodic and the occurrences of breakdowns follow
a Poisson process.

Copyright © 2006 T. Kernane and A. Aissani. This is an open access article distributed
under the Creative Commons Attribution License, which permits unrestricted use, dis-
tribution, and reproduction in any medium, provided the original work is properly cited.

1. Introduction

We investigate in this paper the problem of stability condition for some retrial queueing
models. The first model is a retrial queue with a versatile retrial policy which incorporates
simultaneously the classical linear retrial policy and the constant one and is described as
follows. Consider a single server queue in which a primary arriving customer who finds
the server busy moves to a group of blocked customers called “orbit” and repeatedly re-
tries for service until he finds the server free, and consider the following retrial policy
for the access to the server from the orbit. The probability of a repeated attempt from
the orbit during the interval (¢, + At), given that j customers were in orbit at time ¢, is
(0(1 —8oj) + ju)At + o(At). This model was defined by Artalejo and Gomez-Corral [4]. If
¢ = 0, we obtain the constant retrial policy with parameter 0 introduced by Fayolle [14].
If a primary arriving customer finds the server free, he receives service and leaves the sys-
tem. The second model is a retrial queue with two types of arriving customers, known
as “impatient” and “persistent.” If an impatient customer finds the server busy, then it
leaves the system. On the other hand, if a persistent customer arrives and finds the server
busy, then he may have access to the orbit and waits to be served later according to the
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2 Stability of retrial queues with versatile retrial policy

versatile retrial policy described above. If 4 = 0, we obtain the model with constant retrial
policy and two types of customers studied by Martin and Artalejo [21]. The third model
is a single server retrial queue with the server subject to random breakdowns and repairs.
In the fourth model we consider the stability of a retrial queue with positive and negative
customers. When a negative arrival occurs in the system, it immediately removes one reg-
ular customer if present. The concept of negative customers was introduced by Gelenbe
[17], who established the product form solution for a queueing network including neg-
ative arrivals as well as regular ones. A review of results and practical situations can be
found in Artalejo [3]. Gelenbe et al. [18] derived the stability conditions for two models
of negative arrivals, the removal of customer in service (RCS) and removal of customer
at the tail of the queue (RCT). Artalejo and Gomez-Corral [5, 6] extended the queues
with negative arrivals to that when regular customers follow a retrial policy. Finally, we
consider the stability of a retrial queue with batch arrivals. The first such model with the
classical linear retrial policy was introduced by Falin [12], who derived the joint distribu-
tion of the server state and queue length. A more detailed analysis of the model was given
later by Falin [13].

Most of the efforts in the study of retrial queues have been directed to the compu-
tation of the steady-state solutions assuming that such stationary regime exists. For an
M/G/1 queue with linear retrial policy under Markovian assumptions, that is, Poisson
arrivals with rate A, i.i.d. exponential retrial times with rate 6, and i.i.d. general service
times with rate y, the necessary and sufficient condition for stability is A < y. Intuitively,
we would expect that this condition is indeed sufficient in general. But, Liang and Kulka-
rni [20] gave a counterexample showing that the system can be unstable even though
the arrival rate is less than the service rate. The problem of deriving stability condition
becomes nontrivial also when perturbing independence and/or exponential assumptions
upon parametric distributions, it is essentially due to the difficulty of describing the basic
process in terms of a Markov chain in a simple way. Similar arguments can be provided
in the case of the model with constant retrial policy in which case the stability condition
depends in general on the retrial rate.

We consider in this paper the approach based on constructing a class of processes,
the so-called stochastic recursive sequences, which are of a more general and compli-
cated nature than Markov processes and using the techniques of renovation events to
obtain strong coupling convergence to a stationary ergodic regime. These techniques
were formulated, in the stationary ergodic context, by Borovkov [9]. The approach of
renovating events already has its roots in the early work by Akhmarov and Leont’eva
[1]. These methods have further been developed in [7, 15, 16]. For the classical linear
retrial queue, Altman and Borovkov [2] obtained sufficient conditions for the stability
under various general assumptions for interarrival and service times, in particular they
applied the method of renovation events to obtain ergodicity under general stationary er-
godic service times and independent and exponentially distributed interarrival and retrial
times. In Section 2, we give some backgrounds for stochastic recursive sequence theory
and review the main theorem that enables us to obtain a strong coupling convergence
to a stationary regime by using renovation events for the retrial queues described above.
In Section 3, we apply the method of stochastic recursive sequences to the retrial queue
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with the versatile retrial policy and we derive a sufficient stability condition under gen-
eral assumption of stationary and ergodic service times, exponentially distributed inter-
arrival and retrial times. In Section 4, we derive a sufficient stability condition for the
retrial queue with two types of customers under general stationary ergodic service times
for both types, and exponentially distributed interarrival and retrial times. In Section 5,
we use the same method for the retrial queue with breakdowns and repairs to derive a
sufficient stability condition under the assumptions that the service and repair times are
stationary and ergodic sequences and independent and exponentially distributed interar-
rival, breakdown, and retrial times. In Section 6, we obtain a sufficient stability condition
for the retrial queue with negative customers by assuming that the service times of the
regular customers are stationary and ergodic, interarrival times of regular and negative
customers and retrial times are independent and exponentially distributed. In Section 7,
we consider a retrial queue with the versatile retrial policy in which customers arrive in
batches and we derive a sufficient condition for stability under the assumptions that the
service times are stationary and ergodic, interarrival and retrial times are independent
and exponentially distributed and the sizes of batches of arrivals are independent and
generally distributed.

2. Stochastically recursive sequences

Let X = {X(n), n >0} and {&,} be random sequences defined on the same probability
space (Q,9,P) and taking values in measurable spaces (X,Bx) and (Y, By), respectively.
Assume moreover, that a measurable function f : X XY — X is defined on (X X Y,Bx X
By).

Definition 2.1. A random sequence {X(n)} is called a stochastically recursive sequence
(SRS) controlled by the governing sequence {&,} if {X(n)} obey the equation

X(n+1) = f(X(n),&), Vnx=o0. (2.1)

Stochastically recursive sequences (SRS) are more general objects than Markov chains,
that is, each Markov chain can be represented as an SRS with independent &, (see Kifer
[19] or Borovkov [10]).

We assume in the sequel that the sequence {£,} is stationary (in the strict sense), that
is, the distributions of the finite-dimensional random variables (&1, >&k+n,s--->Ek+n;) do
not depend on k for any j and n,...,n;. By the Kolmogorov’s theorem on the extension
of compatible distributions, a stationary sequence {£,; n > 0} may be extended to obtain
the sequence {£,; —o0 < n < oo} stationary on the entire time-axis. Let us introduce the
o-algebras 9% = 0(&; k < n) and 96 = 0(&; —00 <k < ).

Definition 2.2. An event A € Sfﬁm, m > 0, is a renovation event for the SRS X(n) on the
segment [n,n+ m] if there exists a measurable function g : Y"*! — X such that on the
set A,

X(n+m+1) =g, &mm)- (2.2)
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The sequence A,, A, €3 ,'me, is a renovating sequence of events for the SRS X (n) if there
exists an integer 7y such that (2.2) holds true for n > ny with a common function g for
all n. Let U be the measure-preserving shift transformation of J¢-measurable random
variables generated by &,, U&, = &,,1, and U, k > 0, denote the kth iteration of U. A
sequence {7,; —o0 < n < oo} is said to be compatible with the shift U if for any n € Z, #,
is 3%-measurable and U#n = fu+1. We denote by T the corresponding transformation of
events in the o-algebra 3°:

T{w : Ej(w) S Bj; ] = 1,...,k} = {w:€j+1(w) S Bj; ] = 1,...,k}, (23)
and T*, k > 0, denote the kth iteration of T. U° and T° are identity transformations, and

Uk, T~* are the inverse transformations for U* and T*, respectively.

Remark 2.3. The o-algebra 3¢ may be considered as a possibly larger g-algebra in which
an arbitrary sequence of independent random variables {{,}, taking values in a measur-
able space (Z,Bz), and not depending on {£,}, is 9% -measurable since in this case J¢ can
be viewed as the o-algebra generated by {{,} and {(,} (we can denote it by 950). The
shift T will also be defined by means of the relation

T{w: (&+i(w),uri(w)) € B3 i=0,...,k}

= {w : (£n+i+1(w)x§vn+i+l(w)) €B;i= 0)-'~3k}7

(2.4)

for any sets By,...,Bx € By X Bz (see Borovkov [8, page 14]). Let U be the corresponding
measure-preserving shift transformation of 9%¢-measurable random variables, then for
any J%¢ -measurable random variable 7 the sequence {1, = U"r, —co <n < oo} is obvi-
ously stationary (see Doob [11, page 452]), and consequently any sequence compatible
with the shift U is stationary.

A set A € 3% is called invariant with respect to the shift T if A = TA almost surely.

A sequence {§,} is called metrically transitive if the only invariant sets are those which
have probability 0 or 1.

A sequence {£,} is ergodic if and only if for an arbitrary 3%-measurable random vari-
able 7, with Exj < oo, we have almost surely

n
lim % Z U'n = Ey. (2.5)
i=1

n—oo

If the sequence {£,} is stationary, the relation (2.5) can be expressed in the following
form:

-1
lim % > U'n=Ey. (2.6)

The later is called the Birkhoff strong law of large numbers.
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A stationary sequence {&,} is ergodic if and only if it is metrically transitive (see Doob
[11, Chapter 10]).

Remark 2.4. 1If {&,} is stationary and ergodic, then any sequence {#,; —c0 <n < 0o} com-
patible with the shift U is also ergodic, that s, it satisfies the Birkhoff strong law of large
numbers (see Doob [11, pages 455-456]).

We call the sequence of events {A,} stationary if Ay = T*A, for all k. Let X° be a
random variable with values in the space X that is measurable with respect to the o-
algebra 3%, Let {X" = U"X°} be the stationary sequence constructed using X°.

Definition 2.5. An SRS {X(n)} coupling converges to {X"} if it satisfies

lim P{X (k) = XX, Vk=n} = 1. (2.7)

n—oo

If we introduce the random variable
vo =min{n=>0:X(k) = X¥, Vk > n}, (2.8)
the relation (2.7) becomes equivalent to
P(vy< o0) =1. (2.9)
Put

Xi(n) = U *X(n+k), forn=>—k,
(2.10)
vk =min{n > —k: Xx(n) = X"}.

Denote by v = sup,., vk the time when all the sequences {X(n), n = 0}, k = 0, have
fused with the sequence {X"}.

Definition 2.6. A sequence {X(n)} is strong coupling convergent to the sequence {X" =
UnXO% if

P< oo  as. (2.11)

This v is called the strong coupling time. Note that strong coupling convergence is
stronger than coupling convergence, which implies the convergence in total variation and
then the convergence in distribution. The following theorem (of Borovkov [10, Theorem
11.4]) gives a necessary and sufficient condition of strong coupling convergence of an SRS
to a stationary ergodic process.

THEOREM 2.7. The existence of a stationary sequence of renovation events A, with P(A,) >0
is the necessary and sufficient condition of strong coupling convergence of the SRS X(n) to
a stationary sequence X" obeying the equation X"*! = f(X",£,) where &, is stationary and
ergodic.
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3. Stability of the retrial queue with versatile retrial policy

We consider a single server retrial queue at which primary customers arrive to the system
at times {t;, i=1,2,...}. Let 7; = t;y1 — t; be the successive interarrival times, i = 1,2,....
If the ith arriving customer finds the server free, he receives service and leaves the system.
Otherwise, if the server is busy, the arriving customer moves immediately to an “orbit.”
The probability of a repeated attempt from the orbit during the interval (,¢ + At), given
that j customers were in orbit at time ¢, is (6(1 — &y;) + ju) At + o(At). That is, after an
exponential random time with rate 6 (which we will call the orbit retrial time), indepen-
dent of the arrival process, each customer in orbit generates a Poisson stream of repeated
attempts with parameter g and behaves independently of other customers in orbit and
of the external arrival process. This model, introduced by Artalejo and Gomez-Corral
[4], incorporates simultaneously the classical linear retrial policy and the constant one.
If y = 0, we obtain the constant retrial policy with parameter 8; if the orbit retrial time
ends before an external arrival, then one customer from the orbit (the customer at the
head of the queue or a randomly chosen one) occupies the server. The nth service dura-
tion is g, and we assume that 0 < Eg,, < co. We assume throughout this section that the
sequence {0, } is stationary and ergodic, the interarrival times {7;} are i.i.d. exponentially
distributed with parameter A, the interarrival times, orbit retrial times, and retrial times
of each customer in orbit are mutually independent and independent of the sequence
{o,}. Let X(t) be the number of customers in orbit at time . Define s, to be the instant
when the (n — 1)st service time ends. We consider the process X (n) embedded imme-
diately after time s,, (i.e., X(n) = X(s})). After the end of the (n — 1)st service, a com-
petition between two independent (since the orbit retrial time and retrial times of each
customer in orbit are independent of the interarrival time) exponential laws with rates
A and 0 + X (n)y determines the next customer that gains the server and the probability
that a retrial time expires earlier than the interarrival time is (6 + X (n)p)/(A + 0 + X (n)y).
Let u}, and 4?2 be two i.i.d. sequences of random variables distributed uniformly on [0, 1],
mutually independent and independent of the sequence 0,. u! = {u}} will generate the
arrival process, and u? = {u?} will generate the type of arrival (external or from the orbit)
at the end of the successive service periods. Let [] : Ry x [0,1] — N denote the inverse of
the Poisson distribution

n

[Ttx) = inf{n eEN: tke(t > x}, (3.1)
= k!

so that [](t,ul) is a Poisson random variable with parameter . We have the following
representation of the process X (n):

X(n+1)= (X(n)+&)", (3.2)
where x* = max[0,x] and
0+X
E=]]owu,) —I(u,z1 < %) (3.3)

is the governing sequence.
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THEOREM 3.1. The process X (n) is strong coupling convergent to a unique stationary ergodic
regime if one of the following conditions is fulfilled:

(1) >0, u=0, and AEo, < 6/(A +0);

(2) =0, >0, and A\Eo; < 1.

Proof. Consider the case 8 >0 and g = 0, then the driving sequence (3.3) has the form

&=]]Aowub) —I(uﬁ < %) (3.4)

Since the sequence {u},} is identically distributed for i = 1,2, and hence stationary, it can
be defined for all integers —co < n < o0. Define the o-algebras 33" = o (0%, u}, up; k < n)
and 3% = g(0, uy, uj; —00 < k < ). Let U be the measure-preserving shift transforma-
tion of J%*-measurable random variables generated by {0, u},u%; —c0 < n < co}. From
Remark 2.3, since for any n € Z, the random variable &, is generated by {o,,, u},u2}, then
&1 = U, and {&,; —o0 < n < oo} is stationary. Moreover, since {0,; —c0 <1 < oo} is sta-
tionary and ergodic and the sequence {&,; —c0 < n < o0} is compatible with the shift U,
then by Remark 2.4 the sequence {,;; —c0 < n < oo} is ergodic. We have

E(&,) = AEo, — %, (3.5)

so that if

0
/\EO‘l < m (36)

holds, then E(,) < 0. With no loss of generality, we assume that X(0) = a > 0. Whatever
the choice of ng, the events A,, = T"Ag, where

Ao = ﬂ:i;l{f_l +o e <O} {E+- - +E < —al, (3.7)

=1

make a stationary sequence of renovation events with m=0 and g(y)=y" (see Borovkov
[10, Example 11.1]). Indeed, for n > ny,

X(n+1)=¢&" as.onA,. (3.8)
Since E(§,) < 0 and the sequence {&,} is stationary and ergodic, then by the Birkhoff

strong law of large numbers for ergodic sequences, we have almost surely

-1
lim S &= B& <0, (39)

and it follows that almost surely

lim (§q+- - +80) = -0, (3.10)
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hence there is a number ny = ny(a) such that P(A,) >0 for n > ny. If, on the other hand,
the events B, the number m, and the function g : R™1 — R are defined as

m=ny, By=T"An, g(Yose-sYm) = V> (3.11)

then the events B, € Sim are renovating for {X(n)} on the segment [n,n + m] for all
n = 0, so one can assume that ny = 0. Hence, using Theorem 2.7, the sequence {X(n)}
is strong coupling convergent to a unique stationary sequence {X" = U"X"}, where X°
is 3%%-measurable, obeying the equation X" = (X" +&,)", and the ergodicity follows
from Remark 2.4 and the fact that X" is compatible with the shift U.

Let us now consider the case 6 = 0 and y > 0. The renovation events A, will be con-
structed now in two steps. We will first introduce a majorizing SRS X (n)* on the same
probability space, which will enable us to obtain simple stationary renovating events A
with positive probability, and A, will be obtained as some subsets of Af. The SRS X (n)*
has the following form:

X(0)* = X(0), X(n+1)* =max (C,X(n)* +&¥), (3.12)
where
. _ L _0+C
& =11 (ow,ul) —I(ufl < /1+0+C;4)' (3.13)

The sequence {£}} is measurable with respect to 3% and &, = U&¥. From this and
Remarks 2.3 and 2.4 it follows that the sequence {&*} is stationary and ergodic. We choose
the constant C such that E&¥ < 0 if the condition AEg; < 1 holds, where

0+ Cu

E(E:) :/\EO'I - m

(3.14)

It follows that there exist renovation events A¥ = T"A, n > ng, where Ag is defined as
(3.7) with the sequence {¢;*}, such that X(n)* = C on the set A for all n > ny. Define
the sets

0+ku ,
B() = {n(ka,k,uik) = 0, u%k < m, k = 1,...,C}, By, =T B(). (3.15)

The sets A, = A}_- N B, form a stationary renovating sequence for X(n), since for all n >
no + C, we have on A, the values X (n — k) <k, k =0,1,...,C, and in particular, X (n) = 0.
Moreover, P(Ag) = P(A*;) P(By | A*.) >0 (see Altman and Borovkov [2, pages 353-
354]). The strong coupling convergence of the process X (n) to a stationary ergodic regime
follows from Theorem 2.7. O

Remark 3.2. Although the conditions of Theorem 3.1 are sufficient for stability, we can
assert that they are necessary, since for SRS of the form X(n+1) = (X(n) +¢,)*, the
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condition E&, > 0 implies that the process X (1) converges in distribution to an improper
limiting sequence, that is, X(n) — co almost surely, and it can be extended under wide
assumptions to the case E, = 0 (see Borovkov [8, Theorem 1.7]).

4. Stability of the retrial queue with two types of customers

Consider now a retrial queue with two types of arriving customers, known as “impatient”
and “persistent.” If an impatient customer finds the server busy, then he leaves the system.
On the other hand, if a persistent customer arrives and finds the server busy, then he may
have access to the orbit and waits to be served later according to the versatile retrial policy
described above. Assume that the interarrival times {7}} of type 1 (impatient) and {72}
of type 2 (persistent) are sequences of independent and identically distributed random
variables with exponential distributions with parameters A; > 0 and A, > 0, respectively.
The service times {o.} (for type 1) and {02} (for type 2) are stationary and ergodic,
independent of each other and of {r!}, {72}, orbit retrial times and retrial times of each
customer in orbit, and 0 < E(a,ﬁ) < 00, j =1,2. The sequences {rl}, {r2}, orbit retrial
times and retrial times of each customer in orbit are independent of each other. Let X(¢)
be the number of customers in orbit at time t. Define s, to be the instant when the (n —
1)st service time ends. We consider the process X (n) embedded immediately after time
sny (i.e., X(n) = X(s})). Let ul and u? defined as in Section 3, and independent of the
sequences {o)} and {02}, except that u? = u? will generate now the type of request of
service: impatient customer, external persistent customer or persistent customer from
the orbit at the end of the successive service periods. The representation of the process
X(n)is

X(n+1) = (X(n)+&,)", (4.1)

where the driving sequence {£,} is now of the form

A
_ 11 2 -
fn = 1_[ (AZGn)un)I(u" = Al +/\2 +9+X(n)[zl)

Al /11+/\2 )
2 1 2
+[1 (AZ‘%”W(A] A0+ X(mp S A+ 0+ X ()

A +A

2 .1 1 2 2
+1 (M"”’””)I(Al A+ 0+ X(mp S 1)
_ ( A1+)L2

M+, +0+X(n)u

(4.2)

<ul< 1).

THEOREM 4.1. The process X (n) is strong coupling convergent to a unique stationary ergodic
regime if one of the following conditions is fulfilled:

(1) 6>0, u=0,and (A + Ay + 1,(6Ec? + 11 Ea! + L,Ea?))/(M + A, +0) < 1;

(2) 6= 0, u >0, and LEo? < 1.
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Proof. Consider the first case 6 > 0 and p = 0. Then the sequence {{,} has the form

A
1,1 2 1
fﬂ = | ()Lzan,un)l(un < Ltk 9)

Al Al-i—lz )
| | 2 .1 2 .
" (AZG”’u")I(Al P I N (43)

A+A A +A
2 .1 1 2 2 _ 1 2 2
+] |(/\20n,un)l</\71+/\2+9<unsl) I(/\71+/12+9<un51).

Define the o-algebras 39* = o(a},0f,u},ui; k < n) and 3% = o(0}, 07, up, up; —o0 <
k < o). Let U be the measure-preserving shift transformation of J%*-measurable ran-
dom variables generated by {o},02,ul,u2; —c0 < n < oo}. Since &, is generated by {g),02,
ul,u2}, then {&,; —co <n < oo} is compatible with the shift U. Hence, from Remarks 2.3
and 2.4, the sequence {&,; —o00 <1 < oo} is stationary and ergodic. We have

_ AQ(QEO'Z '|'/\1EO'1 +/12E0'2) -0

E(§,) = Lt 0 , (4.4)

so that if

/\1 +/12 +/\2(9EO’2 +)L1EO'1 +12EO'2)
A+ +0

<1 (4.5)

then E(&,) < 0 and the rest of the proof is similar to the first case of Theorem 3.1. For the
case 0 > 0 and y > 0, we construct a majorizing SRS as follows:

X(0)* = X(0), X(n+1)* = max (C,X(n)* +&F), (4.6)

where

A
* _ 1,1 2 1
b = H(Aza"’u“)l(u” = A1+A2+9+Cy)

Al 5 A]‘i‘/\z )
(g <Up S T
M+ +0+Cu " M+ +0+Cu

M+A M +A
2 .1 1 2 2 _ 1 2 2
+11 (AZU”’M”)I<)L1 +A+0+Cu <Hn = 1) I(Al +A+0+Cu <Hn = 1)’

+]] ()tzO'ﬁ,ML)I(

_ /\2(A1E0'1+)L2E0'2) 9+C[J

* 2 _
B = M+ +0+Cu +A1+A2+6+Cy(A2E0 1)

(4.7)

The sequence {{¥} is measurable with respect to 3%% and &5, = U&*. From this and
Remarks 2.3 and 2.4, it follows that the sequence {{*} is stationary and ergodic. We
choose the constant C such that E£¥ < 0 if the condition 1;Eco? < 1 holds, and the rest of
the proof is similar to the second part of that of Theorem 3.1. O
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5. Stability of the retrial queue with breakdowns

Consider a single server retrial queue with the server subject to breakdowns. Primary cus-
tomers arrive from the outside according to a Poisson process with rate . We consider the
versatile retrial policy for the access from the orbit to the server as described in Section 3.
Assume that the server fails at times §;, i = 1,2,..., according to a Poisson process with
rate «, that is, the server fails after an exponential amount of time with mean 1/a. If a
breakdown occurs at time f3;, the server takes immediately a repair time r;, i = 1, 2,....
We assume that after a repair time the server is as good as new and the service of a cus-
tomer is cumulative.

We assume that the service times {0, } and repair times {r;} are stationary and ergodic
and independent of each other. The interarrival times, orbit retrial times, retrial times of
each customer in orbit, and breakdown times are independent of each other and of the
sequences {0, } and {r;}. Denote by rm = (r,i"), k =1,2,...) the sequence of repair times
that occur during the service time o,. Let X(#) be the number of customers in orbit at
time t. Define s, to be the instant when the (1 — 1)st service time ends. We consider the
process X (n) embedded immediately after time s,, (i.e., X(n) = X(s;})). Let ul, u2, uJ,
and " be i.i.d. sequences of random variables distributed uniformly on [0,1], mutually
independent and independent of the sequences {0, } and {r;}. u! = {u}} will generate the
arrival process, u? = {u2} will generate the occurrence of breakdowns, u will generate
the type of arrival (external or from the orbit) at the end of the successive service periods,

and uﬁ’“

will generate the arrival process during the ith repair time that occurs during the
nth service time, denote by ulm = (u,(»”), i=1,2,...). We have the following representation

of the process X (n):

X(n+1) = (X(n)+&,)", (5.1)
where
[(aonu) 0+X(n)u
En = 1_[ (/10},, u},) + Z 1_[ I(ufl < m) (52)

is the driving sequence.

THEOREM 5.1. The process X (n) is strong coupling convergent to a unique stationary ergodic
regime if one of the following conditions is fulfilled:

(1) >0, u=0, and AEo (1 + aEry) < 6/(A +0);

(2) 0=0,u>0, and AEo (1 +aEr) < L.

Proof. Note that [T(Aag,,ul) and [T(Ar;, u,(»")) represent the number of arrivals during the
nth service time 0, and the ith repair time r;, respectively. [ [(a0y,,u?) counts the number
of breakdowns during the processing of the nth service duration o,. If 6 >0 and y = 0,
then the driving sequence (5.2) has the following form:

[T(aou,u?)

& = 1_[ (/\O'muilq) + Z 1_[ (Ari, u; n) (MZ < %) (5.3)



12 Stability of retrial queues with versatile retrial policy

Define the ¢-algebras J9*" = U(Uk,r(k),u(k),u}(,ui,ui; k <n) and 9°%" = g(op,r®),
u(k),u}(,ui,ui; —00 < k < 00). Let U be the measure-preserving shift transformation of
Jotr-measurable random variables generated by {Jﬂ,r(”),u(”),u},,ufl,ui; —c0o<n< oo},
then the sequence {&,} is measurable with respect to 3%*", and by Remarks 2.3 and 2.4,
{&,} is stationary and ergodic. From the Wald’s equation and the memoryless property

of the Poisson process, we get

0
Efn = )LEO'l + ((XEO'l) (AET’l) — m (54)
So if AEgy (1 + aEry) < 8/(A+0), then EE,, < 0, and the rest of the proof of the first condi-
tion is similar to that of Theorem 3.1.

We now study the case 6 = 0 and g > 0. Consider the following majorizing SRS:
X*(0) = X(0), X*(n+1) = max (C,X*(n)+ &), (5.5)
where C is an arbitrary integer and
[T(aoy,uz)

0+C
* _ 1 oy o3 ¢ )
& =1](onul) + ,él [ [ Ariu™) I(un < 110+ Ca) (5.6)

The sequence {£} is measurable with respect to 37%". From this and Remarks 2.3 and
2.4, it follows that the sequence {&*} is stationary and ergodic. If the condition AEc; (1 +
aEr) < 1 holds, we can easily find a constant C such that B¢ < 0, where now

0+ Cu
*\ R
E(En ) —AEO’]'f'(OCEOl)(/lET’]) /1+0+C[,t (5.7)
The rest of the proof of the second condition is similar to that of Theorem 3.1. O

6. Stability of the retrial queue with negative customers

We consider now the stability of a single server retrial queue with two types of arrivals,
regular and negative. In retrial queues, a regular arriving customer who finds the server
busy joins the orbit, and reapplies for service after a random amount of time; otherwise, if
he finds the server idle, he receives service and leaves the system. When a negative arrival
occurs in a busy system, it immediately removes one regular customer from the orbit if
present. Otherwise, if the server is idle, it has no effect on the system. Regular customers
arrive from the outside according to a Poisson process with rate A. The access from the
orbit to the server follows the versatile retrial policy. We assume that the service times
{0y} of regular customers are general stationary ergodic. The negative customers arrive
according to a Poisson process with rate §. The interarrival times of regular customers,
interarrival times of negative customers, orbit retrial times and retrial times of each cus-
tomer in orbit are independent of each other and of the sequence {o,}. Let u}, u2, and
u3 be three i.i.d. sequences of random variables distributed uniformly on [0, 1], mutually
independent and independent of the sequences {0, }. u! = {ul} will generate the arrival
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process of the regular customers, u? = {u2} will generate the arrival process of the nega-
tive customers, and ) will generate the type of arrival that gains the server (external or
from the orbit) at the end of the successive service periods. Let X (n) be defined as above
and it has now the following representation:

X(n+1) = (X(n)+&—na) s (6.1)
where
3 B 0+X(n)u
Gi=]]owul) I(uﬁ < /14+0+X(n)‘u)’ (6.2)
Mn = 1_[ (50}13”31)' (6.3)

THEOREM 6.1. The process X (n) is strong coupling convergent to a unique stationary and
ergodic regime if one of the following conditions is fulfilled:

(1) 0>0,u=0,and (A-0)(A+0)/0)Eo; < 1;

(2)0=0,u>0,and (A—8)Eo; < 1.

Proof. Consider the first case 8 >0 and g = 0. Then the sequence (6.2) has the form

Go=11(Aan,uy) —1<ui < A%)- (6.4)

Define the o-algebras 39* = a(ok,u}(,uﬁ,ui; k < n)and 9% = a(ok,u}(,ui,ui; -0 <k<
00). Let U be the measure-preserving shift transformation of 3%*-measurable random
variables generated by {0, ul,u?,u’; —co < n < o0}. Since the sequence ), is generated by
{on,ul,u}} and 5, is generated by {g,,u2}, then by Remarks 2.3 and 2.4, {,, and 7, are

stationary and ergodic. E({,, — n,) = AEoy — 6/(1 + 6) — 0Eo; and if

(A— 6)()L+9)E

9 o <1, (65)

then we have E({,, — 17,,) < 0, and the rest of the proof is similar to the first part of Theorem
3.1.

Let us study now the case 8 > 0 and p > 0. We follow the same method of the second
parts of the above theorems by constructing a majorizing SRS X* (1) defined as follows:

X*(0) = X(0), X*(n+1) = max (C,X*(n)+{F —na), (6.6)
where
. - 0+ Cu
G =11owu) —I(uz < /1—+9+C;4>' (6.7)

The sequence {{*} is measurable with respect to 3%*. From this and Remarks 2.3 and 2.4,
it follows that the sequence {{;} is stationary and ergodic. If (A — §)Eo; < 1, we can easily
find a constant C such that E({;* —#,) = (A — 8)Eo; — (0 + Cu)/(A+ 6+ Cu) < 0. The rest
of the proof is similar to the second part of Theorem 3.1. O
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7. Stability of the retrial queue with batch arrivals

Consider a single server retrial queue with the versatile retrial policy. Let us now consider
that at every arrival epoch #, k = 1,2,..., a random batch of a; customers enters the sys-
tem. If the server is busy at the arrival epoch, then the whole batch of customers joins the
orbit, whereas if the server is free, then one of the arriving customers starts his service
and the others join the orbit. We assume that the input flow of customers occurs accord-
ing to a Poisson process with rate A, the sequence of batch sizes {ax} is independent and
identically distributed with general distribution and mean a, where 0 < @ < co. The nth
service time of a customer is 0,, where 0 < Eg, < o0, and we assume that the sequence
{0,} is stationary and ergodic. We denote by a” = (a,(("), k =1,2,...) the size of batches
of the arrivals that occur during the service time o,. We assume that the input flow of
customers, size of batches, orbit retrial times, retrial times of each customer in orbit and
service times are mutually independent.
Let X (n) be defined as above and it has the following representation as an SRS:

X(n+1) = (X(n)+&,)", (7.1)
where
H(Ao-mu}i)
_ (1) _ 2 A )_ ( A 2 )
& lg‘l a + (@ 1)I<uns/\+9+X(n)y I A+0+X(n)‘u<u"Sl ’
(7.2)

and a; is the size batch of the first arrival that gains the server if the arrival occurs before
a repeated attempt.

THEOREM 7.1. The process X (n) is strong coupling convergent to a unique stationary and
ergodic regime if one of the following conditions is fulfilled:

(1) 0>0,u=0,A(a—1) <6, and AaEo, < (A(1 —a) +6)/(A +06);

(2) =0, u>0, and AaEo; < 1.

Proof. Consider the first case 8 >0 and y = 0, so the driving sequence (7.2) will have the
following form:

[TAaw,uy) A
+

L= > ai")+(a1—1)1(uism)—I(Ai—gwﬁs1). (7.3)
k=1

Define the o-algebras 39** = G(Gk,u}c,u,zc,a(k); k < n)and g%%4 = a(ak,u}c,u,zc,a(k); —00 <
k < o) and we assume that a; is measurable with respect to 3%** and J%*%. Let U be
the measure-preserving shift transformation of J%*?-measurable random variables gen-
erated by {0y, u},u2,a"; —oc0 < n < co}. The sequence {£,} is J%*9-measurable, then by
Remarks 2.3 and 2.4, {&,} is stationary and ergodic. We have

E¢, = AaEo, + (a — I)A)tﬂ - % = AaEo, +EA1—6 -1, (7.4)
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and if the condition AaEo; < (A(1 —a)+6)/(A+6) holds, then E¢, < 0. The condition
M@ — 1) < 6 follows from the fact that A(1 — @) + 6 must be positive. The rest of the proof
is the same as the first part of Theorem 3.1.

Consider now the second part when 6 > 0 and g > 0. The majorizing SRS has now the
form

X*(0) = X(0), X*(n+1) =max (C,X*(n)+&7), (7.5)
where
. [T(Aaw,uy) - ) 1 Y i
= ,;1 a + (e I)I(u” = A+6+Cy) _I()L+6+C;4 <t = 1)' (7.6)

The sequence {£} is measurable with respect to 3%*?. From this and Remarks 2.3 and
2.4, it follows that the sequence {£;*} is stationary and ergodic. We have E(&) = AaEo; +
a(A/(A+ 0+ Cu)) — 1, so if the condition AaEo; < 1 holds, we can choose the constant C
as large as possible to have E(£¥) < 0. The rest of the proof is similar to the second part of
Theorem 3.1. O
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