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Introduction Générale

Un mathématicien confronté à un problème de la vie réelle s’empresse

de traduire celui-ci en un problème mathématique, qu’il peut alors tenter

de résoudre. Dans sa boîte à outils mathématiques, les graphes peuvent

s’avérer fort utiles.

Intuitivement, un graphe est un ensemble de points, dont certaines paires

sont reliées. Plus formellement, un graphe est défini par deux ensembles :

son ensemble de sommets et son ensemble d’arêtes, une arête étant une

paire de sommets reliés. La théorie des graphes introduit ensuite de nom-

breuses classes de graphes, des familles de graphes qui vérifient certaines

propriétés. Les graphes permettent de modéliser de nombreux problèmes

dans différents domaines. La théorie des graphes a eu un développement

bien étrange, comme l’a noté C. Berge dans l’avant propos de son livre «

graphes » ; d’abord apparu dans le magasin des curiosités mathématiques

( les ponts de Konigsberg), puis devenue un outil pour l’étude des cir-

cuits électriques (Kirchoff), elle a été utilisée par la chimie, la psychologie

et l’économie avant même d’avoir été constituée. Elle est devenue aujour-

d’hui une des branches les plus florissantes de l’algèbre moderne, celle à

laquelle on fait appel dans la plupart des problèmes mathématiques de

nature combinatoire. Elle n’a pu prendre sa forme actuelle que grâce aux

efforts de certains spécialistes de la recherche opérationnelle et sous l’im-

pulsion de préoccupations pratiques.

L’hypercube a suscité de nombreuses études engendrant une littéra-

ture très dense aussi bien en mathématiques discrètes qu’en informatique.
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Introduction Générale

Du fait de sa structure, la motivation première de l’intérêt sans cesse crois-

sant qui y est porté et son utilisation dans de nombreux domaine (archi-

tectures parallèles, transfert de l’information, réseaux d’interconnexion,

théorie des codes,...). Il demeure encore le centre d’intérêt de plusieurs

travaux récents focalisés sur la manière de caractériser les graphes comme

étant des sous-graphes de l’hypercube ( problèmes de plongements). Une

réelle illustration est l’étude de plongements d’arbres. D’autre part, l’hy-

percube modélise des structures mathématiques très intéressantes (treillis

booléen, espace métrique fini où les seuls ensembles convexes sont des in-

tervalles, espace vectoriel fini sur le corps {0,1},...).
En se basant sur l’une de ses propriétés, il a été le point de départ de plu-

sieurs définitions de classes de graphes qui le contiennent ; graphes de

Hamming, graphes intervalle-réguliers, distance-réguliers, graphes mé-

dians, quasi-médians, graphes sphériques... .

Parmi les classes de graphes définies à partir de la propriété métrique

des hypercubes : les graphes médians. Ce sont les graphes pour lesquels

tout triplet de sommets admet un unique sommet dit "médian" liant dans

les différentes géodésiques formées par ce triplet. L’étude d’unicité des

projections sur les intervalles donna naissance à une nouvelle classe de

graphes dite "Hilbertiens", introduite par A. Berrachedi, il a montré que

cette classe est la même que celle des graphes médians.

La classe des graphes quasi-médians, qui contient les graphes de Ham-

ming comme sous classe, généralise celle des graphes médians. De même

que la notion de quasi-intervalle généralise la notion d’intervalle. L’objet

principal de ce travail est d’étudier les projections sur les quasi-intervalles,

définir une nouvelle classe de graphes dite "quasi-Hilbertiens" et de prou-

ver que c’est la même classe que celle des graphes quasi-médians.

Cette thèse est développée en quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux généralités sur les graphes, regrou-
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pant les différentes définitions et notations nécessaires. Le second cha-

pitre présente une revue de quelques classes généralisant l’hypercube. Le

troisième chapitre introduit la classe des graphes quasi-Hilbertiens, on

montre que cette classe n’est autre que celle des graphes quasi-médians.

Comme conséquence, on a établi une nouvelle caractérisation des graphes

de Hamming. Dans le quatrième et dernier chapitre, on s’est intéressé

a l’étude d’une généralisation des graphes quasi-médians. Il s’agit des

graphes où toute clique est une préfibre. Une conclusion générale ainsi

que des perspectives terminent ce manuscrit.

5



Chapitre 1

Généralités sur la théorie des

graphes

Introduction

Ce premier chapitre, est consacré au glossaire de base de la théorie

des graphes. Nous adapterons la terminologie utilisée dans [12]. Pour les

notions non explicitées dans ce texte, le lecteur pourrait se référer à [12,

43, 34].

1.1 Définitions et notations

Un graphe, notéG, est représenté par un couple d’ensemble fini (V (G),E(G))

où E(G) est constitué de paires de V (G).

Les éléments de V (G) sont appelés sommets de G et ceux de E(G) arêtes.
Lorsque les arêtes de E(G) ne sont pas orientées, on parle d’un graphe

non-orienté. S’il est sans arêtes multiples et sans boucles, on dit alors que

G est un graphe simple.

Les graphes considérés sont simples, finis et non orientés.

Le nombre de sommets de G, | V (G) | est appelé l’ordre du graphe G.
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Chapitre I Généralités sur la théorie des graphes

Le nombre d’arêtes de G, | E(G) |, est appelé la taille du graphe G.

Deux sommets x et y sont dit voisins ou adjacents si {x,y} est une arête.

Cette arête sera noté e = xy. Dans ce cas les sommets x et y constituent les

extrémités de l’arête xy. De même, deux arêtes sont adjacentes si elles ont

au moins une extrémité en commun. On dira qu’un sommet est incident à

une arête ou une arête est incidente à un sommet, s’il constitue une de ses

extrémités. Un graphe est représenté dans le plan par une figure géomé-

trique où les sommets sont représentés par des points ( petits cercles) et

une arête xy est représentée par une ligne joignant le point représentant

le sommet x à celui représentant le sommet y.

Le degré d’un sommet x de V (G), noté dG(x), est le nombre de voisins

de x dans G. Un sommet x est dit isolé, s’il n’a aucun voisin, dG(x) = 0. Il

est dit pendant s’il a un seul voisin, dG(x) = 1. Si tous les sommets de G ont

le même degré d, on dira que G est d-régulier ou régulier de degré d.

Le graphe complémentaire G de G possède V (G) comme ensemble de

sommets, deux sommets sont adjacents dans G si et seulement si ils ne le

sont pas dans G.

Un sous graphe de G est un graphe G′ où l’ensemble de ses sommets V ′

est un sous-ensemble de V et celui de ses arêtes E′ est un sous-ensemble

de E tel que toute arête de E′ joint deux sommets de V ′. Si toutes les arêtes

de G qui relient des sommets de V ′ sont dans E′, on dira que G′ est induit

par V ′ et il est noté GV ′ . Dans le cas où V ′ = V , on dira que G′ est un

graphe partiel de G. Une clique de G est un sous-ensemble de sommets

deux a deux adjacents. Si V est une clique, alors G est le graphe complet

Kn, où n =| V (G) | ; K3 est appelé triangle.

Une séquence de sommet distincts C = x0 −→ x1 −→ ... −→ xp dans G

telle que toute paire de sommets consécutifs sont adjacents est appelée

chaîne de x0 à xp (ou une (x0,xp)-chaîne ) de longueur p. Si p ≥ 2, alors les
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Chapitre I Généralités sur la théorie des graphes

sommets x1, ...,xp−1 sont les sommets internes de C. Un graphe est connexe
si pour toute paire de sommet x et y , il existe une (x,y)-chaîne. Un graphe

G non connexe consiste en une union disjointe de graphes connexes appe-

lés composantes connexes de G. Un déconnectant dans un graphe connexe

G est un ensemble d’arêtes F, F ⊆ E, tel que le graphe ayant V comme en-

semble de sommets et E \F comme ensemble d’arêtes n’est pas connexe.

Dans tous ce qui suit, tous les graphes utilisés sont supposés connexes.

Un cycle de longueur p ou p-cycle dans G est une chaîne dont les ex-

trémités sont confondues.

Une arête joignant deux sommets non consécutifs de C est appelée corde.

Dans le cas où C est sans cordes alors C est un sous graphe induit de G. Il

est noté Cp.

Un graphe est biparti s’il est sans cycle de longueur impaire. Dans un

tel graphe G, l’ensemble des sommets peut être partitionné en deux sous

ensembles V1 et V2 tel que toute arête de G joint un sommet de V1 à un

sommet de V2. Si toutes les arêtes possibles entre V1 et V2 sont dans G,

alors G est le graphe biparti complet Kp,q où p =| V1 | et q =| V2 |.
Un arbre est un graphe connexe sans cycle .

Figure 1.1 – Graphe biparti complet K2,3.

Le graphe K1,1,m consiste en une arête uv avec m sommets adjacents à

u et v. le graphe K1,1,2 est aussi noté K4 − e.
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Chapitre I Généralités sur la théorie des graphes

Figure 1.2 – Le graphe K1,1,2 ou K4 − e.

1.2 Distance et décompositions en niveaux d’un

graphe

La distance d(u,v) = dG(u,v) entre les sommets u et v dans G est la

longueur d’une plus courte (u,v)-chaîne. Une plus courte (u,v)-chaîne est

aussi appelée une (u,v)-géodésique.

L’excentricité d’un sommet u, notée e(u), est la longueur d’une plus grande

plus courte chaîne issue de u, e(u) = max
v∈V

dG(u,v) .

Le diamètre, noté diam(G), est la plus grande excentricité dansG, diam(G) =

max
u∈V

e(u).

Le rayon, Noté R(G), est la plus petite excentricité dans G, R(G) = min
u∈V

e(u).

Un sommet u est un centre de G si e(u) = R(G). Un sommet v est un antipo-
dique du sommet u si d(u,v) = e(u) ; il est dit diamétral si d(u,v) = diam(G).

Un graphe G est antipodique (respectivement diamétral) si tout sommet

admet un unique antipodique (respectivement diamétral).

Pour un sommet u, Ni(u) est l’ensemble des sommets à distance i de u.

L’ensemble des voisins de u est désigné parN (u) ou parN1(u). Une décom-
position en niveaux relative au sommet u est une partition des sommets en

N0,N1, ...,Np où p = e(u) et Ni =Ni(u) i = 1, ...,p.

La figure 1.3 nous montre une décomposition en niveaux du graphe de

gauche ;

Pour le sommet 1 : N0(1) = {1},N1(1) = {0,2,3,5},N2(1) = {4,6,7}.
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Chapitre I Généralités sur la théorie des graphes

Figure 1.3 – Décomposition en niveaux du graphe (fig. (a)) relative au
sommets 1 (fig. (b)) et au sommet 3 (fig. (c)) .

Pour le sommet 2 : N0(3) = {3},N1(3) = {1,2,7},N2(3) = {5,6,0},N3(3) = {4}.

L’application d : V × V dans N est une métrique. On travaillera aussi

avec l’espace métrique fini (V ,d).

Plongement isométrique d’un graphe

Soient G et H deux graphes. Une application f : V (H) −→ V (G) est un

plongement isométrique deH dans G si pour toute paire de sommets u,v de

V (H), dH (u,v) = dG(f (u), f (v)). Si une telle application existe, on dit que

H admet un plongement isométrique dans G.

1.3 Homomorphismes, isomorphismes, homéo-

morphismes

Un graphe G peut symboliser la structure algébrique définie par l’en-

semble V muni de la relation d’adjacence. Ainsi les notions algébriques

classiques de morphisme restent identiques.
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Chapitre I Généralités sur la théorie des graphes

Définition 1.1.
Le grapheG est homomorphe àH s’il existe une application f de V (G) dans

V (H) telle que :

(uv ∈ E(G)) alors (f (u) = f (v) ou f (u)f (v) ∈ E(H)).

Une autre définition consiste en :

Définition 1.2.
G est homomorphe à H s’il existe une application de V (G) dans V (H) telle

que si W induit un sous graphe connexe de H , alors f −1(W ) induit un sous
graphe connexe de G.

Figure 1.4 – G homomorphe à H .

Définition 1.3.
Un homéomorphisme de G dans H est un Homomorphisme f de G dans H

tel que pour toute arête uv, f −1({u,v}) induit une chaîne dans G. On dira aussi
que G est une subdivision de H .

L’application f de G dans H des graphes de la figure 1.4, où f (1) =

a,f (2) = b,f (3) = c, f (4) = d, est un homomorphisme bijectif tandis que

f −1 n’est pas un homomorphisme. On dira qu’une bijection f de G dansH

est un isomorphisme si f et f −1 sont des homomorphismes. Usuellement,

on ne fait pas de distinction entre des graphes isomorphes. Un automor-

phisme de G est un isomorphisme de G dans lui-même.

On dira que :
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Chapitre I Généralités sur la théorie des graphes

Figure 1.5 – G isomorphe à H .

a) G est sommet-transitif si pour toute paire de sommet u et v, il existe

un automorphisme f de G tel que u = f (v).

b) G est distance-transitif si pour tout u,v,x et y tels que d(u,v) = d(x,y),

il existe un automorphisme f de G tel que : f (u) = x et f (v) = y.

Définition 1.4.
Un sous-graphe G d’un graphe H est un rétracte de H s’il existe un homo-

morphisme f de H dans G tel pour tout sommet x de G on a f (x) = x.

1.4 Opérations classiques sur les graphes

1.4.1 Trois produits fondamentaux de graphes

On peut distinguer trois produits fondamentaux de graphes : le pro-

duit Cartésien, le produit direct et le produit complet (strong). Dans cha-

cun des cas, le produit de graphes G et H est un autre graphe dont l’en-

semble des sommets est le produit Cartésien des ensembles V (G)×V (H).

Entre autre, chacun des produits différent dans les règles d’adjacences.

Produit cartésien

Le produit cartésien de G et H est le graphe, noté G�H , dont l’en-

semble des sommets est V (G) × V (H). Deux sommets (g,h) et (g ′,h′) sont
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Chapitre I Généralités sur la théorie des graphes

adjacent si et seulement si g = g ′ et hh′ ∈ E(H), ou gg ′ ∈ E(G) et h = h′.

Ainsi,

V (G�H) = {(g,h) | g ∈ V (G) et h ∈ V (H)}
E(G�H) = {(g,h)(g ′,h′) | g = g ′,hh′ ∈ E(H), ou gg ′ ∈ E(G),h = h′}.
Et on a :

• | V (G�H) |=| V (G) || V (H) |.

• | E(G�H) |=| V (G) || E(H) | + | E(G) || V (H) |.

• dG�H (g,h) = dG(g) + dH (h).

• diam(G�H) = diam(G) + diam(H).

Les graphes G et H sont appelés les facteurs du produit G�H . Comme

exemple, la figure 1.6 montre le produit cartésien de P4 et P3.

Figure 1.6 – Produit cartésien de P4 et P3.

Le produit direct

Le produit direct des graphe G et H est le graphe, noté G ×H , dont

l’ensemble des sommets est V (G)×V (H), et pour lequel les sommets (g,h)

et (g ′,h′) sont adjacent si et seulement si gg ′ ∈ E(G) et hh′ ∈ E(H). Ainsi,

V (G ×H) = {(g,h) | g ∈ V (G) et h ∈ V (H)}
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Chapitre I Généralités sur la théorie des graphes

E(G ×H) = {(g,h)(g ′,h′) | gg ′ ∈ E(G) et hh′ ∈ E(H)}.
Et on a :

• | V (G ×H) |=| V (G) || V (H) |.

• | E(G ×H) |= 2 | E(G) || E(H) |.

• dG×H (g,g ′) = dG(g)× dH (g ′).

La figure 1.7 montre le produit direct de P4 et P3. D’autres noms pour

le produit direct sont apparus dans la littérature comme : produit tenso-

riel, produit de Kronecker , produit cardinal, produit croisé, produit direct

faible, produit Cartésien, produit catégorique.

Figure 1.7 – produit direct de P4 et P3.

Le produit complet

Le produit complet des graphes G et H est le graphe, noté G �H , et

définie par :

V (G�H) = {(g,h) | g ∈ V (G) et h ∈ V (H)}
E(G�H) = E(G�H)∪E(G ×H).

Ce produit et aussi nommé "strong direct product" ou "symetrique compo-

sition". Noter que G�H et G×H sont des sous-graphes de G�H . La figure

1.8 montre le produit complet de P4 et P3
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Chapitre I Généralités sur la théorie des graphes

Figure 1.8 – Produit complet de P4 et P3.

1.4.2 Autres opérations

Joint d’un graphe

Pour un graphe G, soit G∗ le graphe obtenu à partir de G comme suit :

V (G∗) = V (G)×{1,2,3,4}, (u, i) et (v, j) sont adjacent dansG∗ si et seulement

si une des trois condition suivantes est satisfaite :

1. uv ∈ E(G) et i = j et sont impair ;

2. uv ∈ E(G) et i , j et sont pairs ;

3. u = v et les parités de i et j sont différentes.

Duplication d’un sommet

La duplication d’un sommet u du graphe G consiste à ajouter un som-

met u′ qu’on relie à tous les voisin de u.

Ajout d’une arête

Si u et v sont deux sommets non adjacents, l’ajout de l’arête uv consiste

à considérer le graphe G′ où V (G′) = V (G) et E(G′) = E(G)∪ {uv}. Un sur-

graphe de G est un graphe obtenu à partir de G par ajout d’arêtes.
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Chapitre I Généralités sur la théorie des graphes

Identification de sommets

Soit A un sous-ensemble de sommets de G. L’identification des som-

mets de A consiste à remplacer tous les sommets de A par un sommet a

qu’on relie à tous les voisins de A. Le graphe obtenu est noté G \A.

1.5 Fonction d’intervalle dans les graphes

L’intervalle IG(u,v), noté aussi I(u,v) s’il n y a pas de confusion, est

l’ensemble des sommets de G appartenant aux plus courtes (u,v)-chaînes :

I(u,v) = {w ∈ V : w est sur une plus courte (u,v)-chaîne}.

= {w ∈ V | d(u,w) + d(w,v) = d(u,v)}

Dans un arbre, l’intervalle I(u,v) est l’ensemble des sommets de l’unique

(u,v)-chaîne.

Pour i = 0,1, ...,d(u,v) ; on définitNi(u,v) =Ni(u)∩I(u,v) ; cet ensemble est

appelé le ieme niveau de I(u,v). De la définition de I(u,v), il s’ensuit que :

Ni(u,v) =Nd(u,v)−i(v,u).

Par abus de langage, on désignera par intervalle aussi bien l’ensemble

I(u,v) que le sous graphe induit par I(u,v).

Le lecteur pourra se référer à Mulder[43] pour une étude détaillée de

la notion d’intervalle. Toutefois, nous citons les propositions des base sui-

vantes :

Proposition 1.1 (Mulder[43]).
Soient u et v deux sommets d’un graphe G, alors :

i) u,v ∈ I(u,v) ;

ii) I(u,v) = I(v,u) ;

16
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iii) Si w ∈ I(u,v), alors I(u,w) ⊆ I(u,v) ;

iv) Si w ∈ I(u,v), alors I(u,w)∩ I(w,v) = w ;

v) Si w ∈ I(u,v) et z ∈ I(u,w), alors w ∈ I(z,v).

Proposition 1.2 (Mulder[43]).
Pour tout triplet de sommets u,v et w d’un graphe G, il existe un sommet z

dans I(u,w)∩ I(w,v) tel que :

I(z,w)∩ I(z,v) = z.

Proposition 1.3 (Mulder[43]).
Soient u,v,w et z quatre sommets de G. z est l’unique sommet de I(u,w)∩

I(w,v) tel que I(z,w)∩ I(z,v) = z si et seulement si I(u,w)∩ I(u,v) = I(u,z).

On schématisera l’intervalle I(u,v) par le dessin de la figure 1.9.

Figure 1.9 – I(u,v).
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1.6 Convexité

Un ensemble C de sommets de G est convexe si :

∀u,v ∈ C : I(u,v) ⊆ C.

Le plus petit convexe contenant un ensemble de sommets C est appelé

fermeture (enveloppe) convexe de C, il est noté conv(C).

Par abus de langage, un convexe C de G désigne aussi bien l’ensemble

de sommets C que le sous graphe de G induit par C.

Une classe importante de graphes est celle des graphes dit intervalle-

monotones. Ce sont les graphes où tout intervalle est convexe.

Proposition 1.4 (Mulder[43]).
Si G ne contient pas de sous graphe induit homomorphe ni à K2,3 ni au

graphe de la figure 1.10, alors G est intervalle-monotone.

Figure 1.10 –

Proposition 1.5 (Mulder[43]).
SiG est sans sous graphe induit homéomorphe à K2,3, alorsG est intervalle-

monotone.

18



Chapitre 2

Classes de graphes généralisant

l’hypercube

Introduction

L’hypercube représente l’une des structures les plus étudiée en mathé-

matiques discrètes ceci est dû à son utilisation pratique dans plusieurs

domaines (architecture parallèle, transfert de l’information, problèmes de

codage, intérêt de structure, réseaux d’interconnexion,· · ·). Ce qui a sus-

cité l’attention de beaucoup de chercheurs. En se basant sur l’une de ses

propriétés, il a été le point de départ de plusieurs définitions de classes

de graphes qui le contiennent. On peut attribuer à Alvarez [3] la première

caractérisation de l’hypercube comme graphe de couverture d’un treillis

distributif.

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques classes de graphes gé-

néralisant l’hypercube. Ces généralisations sont basées sur les métriques

utilisées. L’hypercube est caractérisé comme sous espace métrique d’autres

espaces métriques.

Définition 2.1.
L’hypercube de dimension d, noté Qd , est le graphe dont les sommets re-
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présentent les d − uplets de {0,1}d . Deux sommets u et v sont adjacents si et
seulement s’il différent exactement en une composante.

Notons que Q0 = K1 ; Q1 = K2 ; de manière récurrente : Qd+1 = Qd�K2

pour d ≥ 0.

Ou encore Qd+m =Qd�Qm.

Figure 2.1 – L’hypercube de dimension 0, 1, 2 et 3.

Qd est biparti, distance-transitif, d-régulier avec 2d sommets et d.2d−1

arêtes.

L’hypercube Qd représente l’espace vectoriel fini {0,1}d sur le corps

{0,1}, il est de dimension d. Soit e1, e2, ..., ed la base canonique de {0,1}d ,

deux sommets u et v sont adjacents si et seulement s’il existe un vecteur

ei tel que u + v = ei (u et v différent d’une composante).

Le poids de Hamming ham(u) d’un sommet u de Qd est le nombre de

composantes non nulles de u. Cette représentation est appelée représen-

tation vectorielle de l’hypercube.
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Une autre représentation est la représentation ensembliste : soit S un

ensemble à d éléments. Qd possède l’ensemble des parties P (S) comme

ensemble de sommets, deux sommet A et B sont adjacents si et seule-

ment si la différence symétrique possède un élément, | A M B |= 1 où

A M B = (A \B)∪ (B \A).

Le passage d’une représentation ensembliste à une représentation vec-

torielle se fait en étiquetant chaque partie A de S par un vecteur en 0 − 1

où la ieme composante est associée au ieme élément de S ( 1 si L’élément est

dans A et 0 sinon ). Un exemple pour d = 3 est donné dans la figure2.2 où

le graphe G est une représentation vectorielle de {0,1}3 et le graphe H est

une représentation ensembliste de S = {a,b,c}.

Figure 2.2 – Représentation vectorielle (G) et ensembliste (H) de Q3.

2.1 Poset et treillis

Un ensemble partiellement ordonné (poset) P est un couple formé d’un

ensemble fini V et d’une relation d’ordre ≤ sur V . On le note P = (V ,≤).

Si u ≤ v et u , v on note u < v.
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On dit que v couvre u dans P si :

u < v et il n’existe pas un élément w ∈ V tel que u < w < v.

Un poset gradué est un poset muni d’une fonction poids h : V −→ Z

telle que :

H1) Si u < v alors h(u) < h(v),

H2) Si v couvre u alors h(v) = h(u).

L’entier h(v) est le poids de v.

Le graphe de couverture d’un poset appelé encore Diagramme de Hasse,

est le graphe G tel que l’ensemble des sommet V (G) est égal à V et uv ∈
E(G) si et seulement si v couvre u.

Le Diagramme de Hasse d’une relation d’ordre est obtenu en représen-

tant une chaîne x1 < x2 < ... < xr par des points x1,x2, ...,xr et en joignant

par un trait x1 à x2, x2 à x3,..., xr−1 à xr . Maintenant, représentons toutes les

chaînes maximales (chaîne qui n’est contenue dans aucune autre chaîne)

d’une relation d’ordre de cette manière. Puis, toutes les parties communes

des chaînes maximales seront confondues en un même trait. La figure ainsi

obtenue est appelée " diagramme de Hasse" de la relation d’ordre donnée.

Un minorant (resp. majorant) de u et v dans P est un élément x tel que

x ≤ u et x ≤ v (resp. x ≥ u et x ≥ v).

Un élément x est une borne inférieure (resp. supérieure) de u et v si x

est le plus grand des minorants (resp. plus petit des majorants).

De l’antisymétrie de la relation d’ordre, si la borne inférieure existe

alors elle est unique.
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Une borne inférieure (resp. supérieure) universelle de P est un élément

qu’on note 0 ∈ V avec 0 ≤ u (resp.1 ∈ V , u ≤ 1) ∀u ∈ V .

Proposition 2.1 (Mulder[43]).
Un graphe connexe G est biparti si et seulement si G est le diagramme de

Hasse d’un poset fini gradué ayant une inférieure borne universelle.

Un treillis est un poset dans lequel deux éléments quelconques ont une

borne inférieure et un borne supérieure.

Autrement dit : ∀u,v ∈ V : ∃(u ∧ v) ∈ V et ∃(u ∨ v) ∈ V .

Un treillis T est distributif si ∀x,y,z ∈ T : x∧ (y∨z) = (x∧y)∨ (x∧z) ou

x∨ (y ∧ z) = (x∨ y)∧ (x∨ z).

Un treillis modulaire est un treillis qui vérifie les conditions suivantes

∀u,v ∈ V :

i) si u et v couvrent la borne inférieure u ∧ v alors la borne supérieure

u ∨ v couvre u et v.

ii) si u ∨ v couvre u et v alors u et v couvre u ∧ v.

Un treillis distributif est un treillis modulaire si son graphe de couver-

ture est sans K4 − e.

Considérons un treillis T où 0 et 1 représentent respectivement la borne

inférieure et la borne supérieure.

Soit x ∈ T , x est un complément de x si x∧ x = 0 et x∨ x = 1.

Un treillis T est dit complémenté quand tout élément de T possède au

moins un complément.
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Un treillis est booléen s’il est distributif et complémenté.

Un treillis booléen à 2n éléments est un poset P = (P (Z),⊆) où Z =

{a1, a2, ..., an} et | P (Z) |= 2n. Le diagramme de Hasse d’un treillis booléen

de 2n éléments correspond au graphe de l’hypercube de dimension n. No-

tons aussi qu’un treillis booléen est un treillis distributif.

Théorème 2.1 (Alvarez [3]).
Un graphe connexe G est le graphe de couverture d’un treillis modulaire si

et seulement si G est biparti et satisfait les conditions suivantes :

α) Il existe deux sommets v1,v2 tels que d(v1,v2) = diam(G) et tels que pour
i = 1 et i = 2 et pour tous sommets a,b,c tels que d(vi , a) = d(vi , c) + 1(où
ac et bc sont deux arêtes de G), il existe un unique sommet f adjacent à
a et b tel que : d(vi , f ) = d(vi , c) + 2 (Fig.2.3).

Figure 2.3 –

β) Si H1 est un sous graphe de G isomorphe au graphe de la fiqure 2.4(a),
alors il existeH2 sous graphe deG isomorphe au graphe de la figure 2.4(b)

tel que H1 est un sous graphe de H2.

Théorème 2.2 (Alvarez[3]).
Un graphe G est un diagramme de Hasse d’un treillis distributif si et seule-

ment si G est biparti et ne contient pas K2,3 comme sous graphe et satisfait les
deux conditions α et β.
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Figure 2.4 –

Mulder[43] a introduit la notion d’intervalle afin de simplifier les ré-

sultats obtenus par Alvarez et a obtenu les résultats suivants :

Théorème 2.3 (Mulder[43]).
Un graphe G est le diagramme de Hasse d’un treillis modulaire si et seule-

ment si G est biparti et satisfait les deux conditions α et λ, où :
λ) : Si le graphe de la figure 2.4(a) est un sous graphe de G et u1,u2,u3 et u4

appartiennent aux quatre niveaux consécutifs de I(u1,u4), alors le graphe (b)

de la même figure est également un sous graphe de G.

Théorème 2.4 (Mulder[43]).
Un graphe G est le diagramme de Hasse d’un treillis distributif si et seule-

ment si G est biparti et satisfait les conditions α et λ et ne contient pas K2,3

comme sous graphe.

Théorème 2.5 (Mulder[43]).
Soit G un graphe avec diam(G) = n. Alors G est un hypercube Qn si et

seulement si G est diamétral, biparti, ne contient pas K2,3 comme sous graphe
et satisfait les conditions α et λ.

Duffus et Rival [29] ont caractérisé les graphes de couverture des treillis
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distributifs comme sous graphes des hypercubes de la manière suivante :

Théorème 2.6 (Duffus et Rival [29]).
Un graphe G est un graphe de couverture d’un treillis distributif de lon-

gueur n si et seulement si G est un rétracte d’un hypercube de dimension n et
diam(G) = n.

Mollard[37] a pu prolonger les résultats obtenus par Alvarez par une

propriété supplémentaire, et a obtenus les caractérisations suivantes :

Théorème 2.7 (Mollard[37]).
Un graphe G est un hypercube si et seulement s’il satisfait une des condi-

tions suivante :

(i) G est biparti, ne contient pas K2,3 comme sous graphe, vérifie les deux
conditions α et β et vérifie : | V |= 2diam(G).

(ii) G est biparti, ne contient pas K2,3, satisfait les condition α et β et vérifie :
∀x ∈ V (G),∃!y ∈ V (G) tel que d(x,y) = diam(G).

2.2 Graphe de Hamming

Soient a1, ..., an des entiers positifs. Le graphe de Hamming Ha1,...,an est le

graphe dont l’ensemble des sommets est
n∏
i=1
{0,1, ..., ai − 1} et où deux som-

mets sont adjacents si et seulement si les vecteurs correspondant diffèrent

en exactement une composante.

Le graphe de Hamming Ha1,...,an est obtenu en faisant le produit cartésien

des graphe complets Ka1
,Ka2

, ...,Kan .

L’hypercubeQn est le graphe de HammingHa1,...,an où a1 = a2 = ... = an = 2.
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Il est aussi facile de déduire qu’un graphe de Hamming est régulier de

degrés d =
n∑
i=1
ai − 1.

La figure 2.5 montre le graphe de Hamming H4,2 = K4�K2 et H3,3 =

K3�K3.

Figure 2.5 – Graphe de Hamming H4,2 et H3,3 .

Les graphes de Hamming sont caractérisés pour la première fois par

Mulder[43], comme une généralisation des hypercubes. En effet, l’hyper-

cube de dimension d n’est autre que le produit cartésien de d copies des

graphes complet K2, et donc l’hypercube est un cas particulier des graphes

de Hamming. Dans un graphe de Hamming, tout intervalle I(u,v) induit

un hypercube de dimension d(u,v).

Parmi les graphes de Hamming, seul les hypercubes sont bipartis ; ce-

pendant ils ne possèdent pas K4 − e comme sous graphe.

Une première caractérisation des graphes de Hamming est obtenue par

Mulder.

Théorème 2.8 (Mulder[43]).
Un graphe G est un graphe de Hamming si et seulement si G est intervalle

régulier, ne contient pas K4−e comme sous graphe induit et vérifie la condition
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suivante :

I(u,v)∩ I(v,w) = v⇒ d(u,w) ≥max{d(u,v),d(v,w)}

pour tout triplet de sommets u,v et w de G.

2.3 Graphes médians et quasi-médians

Notons que I(u,v,w) = I(u,v)∩ I(v,w)∩ I(w,u). Soit G un graphe. Un

sommet x est un médian du triplet (u,v,w) si x ∈ I(u,v,w). G est médian si

tout triplet admet un unique médian.

Soient (u1,u2,u3) un triplet de sommets d’un graphe G. On dit que le

triplet (x1,x2,x3) est un quasi-médian de (u1,u2,u3) dans G, si il y a un

entier non négatif m, appelé la taille du quasi-médian, tel que pour tout

i, j ∈ {1,2,3}, i , j on a :

1. d(xi ,xj) =m,

2. d(ui ,uj) = d(ui ,xi) +m+ d(xj ,uj),

3. m est minimal sous les deux précédentes conditions.

Tout médian x de (u,v,w) n’est autre que le quasi-médian (x,x,x) de

taille zéro. Les graphes médians généralisent l’hypercube et les graphes

quasi-médians les graphes de Hamming. Le chapitre suivant sera consacré

à ces deux classes.
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2.4 Les graphes intervalle-réguliers

Soit G un graphe, I une fonction intervalle et d une fonction distance.

Alors G est intervalle-régulier si :

| I(u,v)∩N (u) |= d(u,v) ou | I(u,v)∩N (v) |= d(u,v),∀u,v ∈ V (G).

Cette classe de graphes a été étudié par Mulder[40, 43] et Foldes[31].

Noter que les graphes intervalle-réguliers ne sont pas nécessairement ré-

gulier.(voir Figure 2.6)

Figure 2.6 – Graphes intervalle-réguliers non réguliers.

Proposition 2.2 (Mulder[43]).
Si G et H sont deux graphes intervalle-réguliers alors G�H est intervalle-

régulier.

Proposition 2.3 (Mulder[43]).
Pour un graphe G, les assertions suivantes sont équivalentes :

i) G est intervalle régulier ;

ii) pour toute paire de sommets u et v, |Ni(u,v) |= Cd(u,v)
i ,0 ≤ i ≤ d(u,v) ;

iii) pour toute paire de sommets u et v, il existe exactement d(u,v)! (u,v)-
géodésique.
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Proposition 2.4 (Mulder[43]).
Soit G un graphe intervalle régulier. Alors

|N1(u,v) |= d(u,v) =|Nd(u,v)−1(u,v) |

Pour toute paire de sommets u et v de G.

Théorème 2.9 (Mulder[40]).
Un graphe G est intervalle-régulier si et seulement si pour tout couple de

sommet (u,v) de G, le sous graphe induit par l’ensemble des arêtes entre les
niveaux de I(u,v) est un hypercube de dimension d(u,v).

Théorème 2.10 (Berrachedi[15]).
Pour toute paire de sommets u et v d’un grapheG intervalle-régulier et sans

K4 − e, l’intervalle I(u,v) induit un hypercube de dimension d(u,v).

Théorème 2.11 (Mulder[43]).
Un graphe G est un hypercube si et seulement si G est biparti intervalle-

régulier.

Les graphes intervalle-réguliers qu’on connaît sont intervalle-monotones,

H. M. Mulder [40] a proposé la conjecture suivante :

Un graphe intervalle-régulier est intervalle-monotone.

Cette conjecture est fausse, Berrachedi et Mollard [14] ont construit des

graphes intervalle-réguliers à partir de laquelle on obtient une famille in-

finie de contre exemples.
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2.5 Graphes distance-réguliers

Un graphe G est dit distance-réguliers, s’il existe des entiers bi , ci(i ≥ 0)

tels que pour toute paire de sommets u,v de G à distance i = d(u,v), on ait

exactement :

ci =|N (v)∩Ni−1(u) | et bi =|N (v)∩Ni+1(u) | .

Un graphe distance-régulierG est régulier de degré d = b0 et sa connec-

tivité est égale à son degré[22]. Son vecteur d’intersection est la séquence

τ(G) = {b0,b1, ...,bD ;c1, c2, ..., cD} et les nombres d’intersection de G sont défi-

nis par : ai = d − bi − ci pou i = 0, ...,D où D est le diamètre du graphe G.

Par exemple, l’hypercube de dimension 3 a un vecteur d’intersection

égale à {3,2,1;1,2,3}.

Les graphes de Hamming sont des graphes distance-réguliers.

Cette classe fait l’objet d’études intensives qui se sont intéressées de

manière générale aux propriétés de ces graphes ou à la construction de

nouveaux graphes qui soient distance-réguliers.

Le lecteur peut se référer à ([11, 50]) pour de récents résultats.

L’hypercube a été caractérisé en tant que graphe distance-régulier comme

suit :

Théorème 2.12. ([22])
Soit G un graphe distance-régulier. Alors G a pour vecteur d’intersection

τ(G) = {d,d − 1,d − 2, ...,1;1,2, ...,d − 1,d}

si et seulement si G est l’hypercube de dimension d.
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2.6 Graphes intervalle-monotones

Un graphe est dit intervalle monotone si tous ses intervalles sont convexes.

La notion de graphe distance monotone introduite par G. Buroch, I. Havel

et J. M. Laborde [20] a permis à ces auteurs de donner une nouvelle carac-

térisation de l’hypercube.

Un graphe connexe est dit distance monotone si, pour tout intervalle

I(u,v) et tout sommet w hors de l’intervalle, il existe un sommet w′ dans

I(u,v) tel que d(w,w′) ≥ d(u,v).

Il est claire qu’un intervalle I(u,v) est tel que, pour tous w,w′ dans l’inter-

valle, d(w,w′) ≤ d(u,v). Dans un graphe distance monotone cette propriété

est donc caractéristique des sommets de l’intervalle.

Un graphe G est dit intervalle distance-monotone si chaque intervalle de

G induit un graphe distance-monotone. Cette classe a été introduite par

Aider et Aouchiche [1, 2]. Elle contient les cycles de longueur impaire, les

graphes complets, l’hypercube, les graphes de Hamming...etc.

Proposition 2.5 (Mulder[43]).
SiG est sans sous-graphe homéomorphe àK2,3, alorsG est intervalle-monotone.

Théorème 2.13 (Buroch et al. [20]).
Soit G un graphe intervalle monotone et distance monotone de degré mini-

mum d ≥ 3, alors G est un hypercube.

Théorème 2.14 (Aider et al. [1]).
Soit G un graphe de degré minimum d ≥ 3. Alors G est un hypercube si et

seulement si G est biparti et intervalle distance-monotone.
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2.7 Graphes sphériques

Un graphe G est dit Sphérique (resp. hypersphérique) si dans tout inter-

valle I(u,v) et pour tout sommet w de cet intervalle, il existe un unique

(resp. au moins un) sommet w de I(u,v) tel que d(w,w) = d(u,v). Le som-

met w est appelé antipodal de w dans I(u,v).

On peut citer parmi les graphes qui sont hypersphérique, les graphes

multipartis completsKm1,m2,...,mk , avec k,m1,m2, ...,mk ≥ 2 et comme exemple

de graphes sphériques les graphes complets, l’hypercube, les graphes de

Hamming.

Soient u et v deux sommets d’un graphe hypersphérique G. Alors G

vérifie([15, 16]) :

i) si w ∈N1(v,u) alors |N1(u,v) |≥|N1(u,w) | +1 ;

ii) il existe au moins d(u,v) sommets deux à deux non adjacents dans

N1(u,v) ;

iii) |N1(u,v) |≥ d(u,v) ;

iv) si |N1(u,v) |= d(u,v) alors |N1(u,w) |= d(u,w) pour tout w ∈ I(u,v) ;

v) si | N1(u,v) |= d(u,v) alors pour tout w ∈ N1(v,u), il existe un unique

w ∈ I(u,v) tel que d(w,w) = d(u,v) ;

vi) le produit cartésien de graphes hypersphériques est un graphe hy-

persphérique.

Théorème 2.15 (Bezrukov et al. [18]).
Un graphe hypersphérique intervalle-régulier est intervalle-monotone.

Soient u et v deux sommets d’un graphe sphériqueG. AlorsG vérifie([16]) :
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i) G est régulier de degré d ;

ii) |Nk(u,v) |=|Nd(u,v)−k(u,v) |, 0 ≤ k ≤ d(u,v) ;

iii) si | N1(u,v) |= d(u,v) alors le sous-graphe de G induit par I(u,v) est

isomorphe à Qd(u,v) ;

iv) le produit cartésien de graphes sphérique est un graphe sphérique.

Un graphe G possède la quadrangle propriété si pour tout intervalle

I(u,v), et pour toute paire de sommets non adjacents x et y de N1(u,v), x

et y possèdent un voisin commun z dans I(u,v) tel que d(z,v) = d(u,v)−2.

Proposition 2.6 (Bouanane [19]).
Un graphe sphérique G sans triangle qui possède la quadrangle propriété

est intervalle-régulier.

Proposition 2.7 (bezrukov et al.[18]).
Soit G un graphe sphérique. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) G possède la quadrangle propriété ;

ii) G est intervalle-régulier ;

iii) G est intervalle-monotone.

Proposition 2.8 (Bezrukov [19]).
Soit G un graphe sphérique, alors pour toute paire de sommets u et v

dans G et pour toute paire de sommets antipodaux w et w dans I(u,v), on
a : dG(w,w) = dI(u,v)(w,w).

L’hypercube a été caractérisé en tant que graphe sphérique par Berra-

chedi et al.[16] comme suit :
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Théorème 2.16 (Berrachedi et al.[16]).
Un graphe G est un hypercube si et seulement si G est biparti sphérique.

2.8 Graphes diamétraux et intervalle diamétraux

Graphe diamétraux

Un graphe G est dit diamétral si tout sommet admet un unique sommet

diamétral.

On peut remarquer qu’un graphe diamétral [15] :

• est d’ordre impair,

• n’est pas forcément biparti ou régulier,

• peut être biparti non régulier,

• peut être régulier non biparti.

Les graphes diamétraux on été introduits par Mulder[42], et étudiés

par Parthasarathy et Nandakumar ([47]), Janakiraman ([35]) en tant que

graphe auto-centrés (self-center graphs).

Comme exemples de graphes diamétraux, on peut citer les cycle paire C2k,

l’hypercubeQd ..., cette classe de graphes a été intensivement étudiée dans

([15, 43, 47]), où on peut trouver une multitude de résultats et de proprié-

tés. Nous en citons ici quelques-uns :

Proposition 2.9 (Berrachedi [15]).
Le produit cartésien de deux graphes diamétraux est un graphe diamétral.

L’hypercube a été caractérisé par Mulder comme graphe diamétral comme

suit :
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Théorème 2.17 (Mulder [43]).
Soit G un graphe tel que diam(G) = d. Alors G est un hypercube de dimen-

sion d si et seulement si G est un graphe diamétral biparti, ne contient pas K2,3

comme sous-graphe induit et vérifiant les conditions suivantes :

i) G contient deux sommets diamétraux w et w tels que si toute paire de
sommets u et v de Ni(w) ont un voisin commun dans Ni−1(w), alors u et
v ont un unique voisin commun dans Ni+1(w), pour i = 1, ...,diam(G) ;

ii) si le graphe de la figure 2.4(a) est un sous-graphe de G, alors il existe un
sommet u8 ∈ G tel que le graphe de la figure 2.4(b) est un sous-graphe de
G.

Une autre caractérisation a été donnée en tant que graphe diamétral

médian :

Théorème 2.18 (Mulder [42]).
Un graphe G est un hypercube si et seulement si G est diamétral et médian.

Graphes intervalle-diamétraux

Un graphe G est dit intervalle-diamétral si tout intervalle induit un

sous-graphe qui soit diamétral. Cette classe de graphes a été introduite

par Berrachedi[15]. Comme exemple de graphes intervalle-diamétraux on

peut citer les graphes sphérique, les graphes intervalle-réguliers tels que

tout intervalle induit un hypercube... . Les graphes intervalle-diamétraux

sont régulier, ne contiennent pas K2,3 comme sous-graphe induit, pour

toute paire de sommet u et v, on a | I(u,v)∩N (v) |≥ d(u,v) et si il est sans

K4 − e alors I(u,v) induit un hypercube de dimension d(u,v).
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Un graphe intervalle-diamétralG vérifie aussi les propriétés suivantes :

Proposition 2.10 (Bouanane[19]).
Soit G un graphe intervalle-diamétral. Soient u et v deux sommets de G.

On a :

1. |N1(u,v) |≥|N1(u,w) | +k, pour tout w ∈Nk(v,u) et 0 ≤ k ≤ d(u,v).

2. Il y a au moins d(u,v) sommets non adjacents dans N1(u,v).

3. Si |N1(u,v) |= d(u,v) alors |N1(u,w) |= d(u,w) pour tout w ∈ I(u,v).

4. |Nk(u,v) |=|Nk(v,u) |, pour tout 0 ≤ k ≤ d(u,v).

Théorème 2.19 (Berrachedi [15]).
Pour un graphe G sans K4 − e, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) G est intervalle-diamétral ;

(ii) G est intervalle-régulier.

Une caractérisation de l’hypercube en tant que graphe intervalle-diamétral

est :

Théorème 2.20 (Berrachedi [15]).
Un graphe G est un hypercube si et seulement si G est un graphe biparti

intervalle-diamétral.
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Chapitre 3

Graphes Hilbertiens et

quasi-Hilbertiens

Introduction

Un médian d’un triplet de sommets u,v et w n’est autre qu’un sommet

x appartenant simultanément à une plus courte (u,v)-chaîne, à une plus

courte (v,w)-chaîne et une plus courte (w,u)-chaîne. Les graphes médians

sont les graphes où tout triplet de sommets admet un unique médian, en

utilisant le concept d’intervalles, un graphe est médian si pour tout triplet

de sommets u,v et w on a :

| I(u,v)∩ I(v,w)∩ I(w,u) |= 1.

Cette propriété est vérifiée par les hypercubes. Ainsi la classe des graphes

médians constitue une généralisation des hypercubes. La notion de graphe

médian a été introduite indépendamment par Avann[5] ( qui a utilisé

le terme "unique ternary distance graph") et Nebeský[45]. Ils ont étudié

la relation entre les graphes médians et certaines structures algébriques,

d’autre travaux dans ce sens peuvent êtres trouvés dans [7, 41, 43, 44,

10]...).

Mulder et Schrijver ont étudié une relation entre les graphes médians et

les hypercubes possédant la propriété de Helly[41]. L’hypercube est ca-
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ractérisé comme étant le seul graphe médian régulier (Mulder [43, 42]).

Un graphe médian peut être plongé isométriquement dans un hypercube

(résultats établi par Djokovic[27]). Bandelt[9] a montré que les graphes

médians sont justement les rétractes des hypercubes. En utilisant les pro-

jections sur les intervalles, Berrachedi [13] a donné une caractérisation des

graphes médians, ce sont les graphes pour lesquels il y a unicité de pro-

jection sur les intervalles. D’autre caractérisations des graphes médians

existent dans la littérature ([5, 7, 13, 14, 15, 31, 34, 41, 43, 45]...).

Mulder [43] a introduit les graphes quasi-médians comme une généra-

lisation naturelle des graphes médians, sa motivation a été de plonger les

graphes de Hamming dans une nouvelle classe de la même manière qu’il a

plongé l’hypercube dans les graphes médians. En fait, les graphes médians

constituent justement les graphes quasi-médians bipartis. Les graphes de

Hamming sont les graphes quasi-médians réguliers[43], Wilkeit[52] a prouvé

que les graphes quasi-médians sont les rétractes des graphes de Hamming

et un graphe quasi-médian peut être plongé isométriquement dans un

graphe de Hamming. Une approche indépendante est faite par Chung et

al.[26] qui ont défini un nouveau paramètre appelé "windex" ( window

index ), ils ont prouvé que les rétractes des graphes de Hamming sont pré-

cisément les graphes à windex fini. Plusieurs autres caractérisations et gé-

néralisations des graphes quasi-médians existent dans la littérature ( [10,

15, 23, 24, 30, 34, 43]...). Comme utilisation des graphes quasi-médians,

Chung et al.[26] ont donné un algorithme polynomial pour la résolution

du problème d’allocation dynamique de ressources lorsque le graphe as-

socié est quasi-médian. La biologie moléculaire est un autre domaine où

les graphes quasi-médians jouent un rôle essentiel, en effet, ils sont uti-

lisés par les biologistes évolutionnaires dans l’analyse des séquences mo-

léculaires, les relations phylogénétiques, les problèmes d’analyse d’image

biologique..., voir [8, 33, 39] et références incluses pour plus de détails.

Les quasi-intervalles, introduit par Nebeský [44], peuvent être vus comme

un intervalle élargi. Un quasi-intervalle I ∗(u,v) est l’ensemble de sommets
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x tel que toute (u,x)-géodésique et (x,v)-géodésique n’ont que x comme

sommet en commun. Trivialement un intervalle est un quasi-intervalle et

dans les graphes médians les quasi-intervalles sont des intervalles. On va

étudier, dans ce chapitre, les projections sur les quasi-intervalles, où on

va prouvé que les graphes quasi-médians sont les graphes pour lesquels

il y a unicité de projections sur les quasi-intervalles. On donne, comme

conséquence, une nouvelle caractérisation des graphes de Hamming.

3.1 Graphes médians et graphes Hilbertiens

3.1.1 Médian algébrique

M. Sholander[48] a introduit la structure algébrique de semi-treillis

médian dit aussi médian algébrique, qui est défini comme suit :

Un médian algébrique (V ,m) consiste en un ensemble fini V et une

opération ternairem : V ×V ×V → V satisfaisant les conditions suivantes :

(m1) : m(u,v,u) = u, pour u,v ∈ V ,

(m2) : m(u,v,w) =m(w,v,u) =m(v,u,w), pour u,v,w ∈ V ,

(m3) : m(m(u,v,w),w,x) =m(u,m(v,w,x),w), pour u,v,w,x ∈ V .

Un semi-treillis (V ,≤) est un poset fini pour lequel toute paire d’élé-

ment u et v ont une unique borne inférieure, notée par u ∧ v. Puisque V

est fini, le semi-treillis contient une borne inférieure universelle, notée 0.

Pour u et v dans V on note [u,v] = {w ∈ V | u ≤ w ≤ v}, l’ensemble [u,v]

est un intervalle d’ordre dans le semi-treillis. Un semi-treillis est dit dis-

tributif si tout intervalle d’ordre [0,u] est un treillis distributif.

Si deux éléments u et v d’un semi-treillis ont une borne supérieure,

cette borne supérieure est unique et est notée u ∨ v.
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Théorème 3.1 (Mulder[43]).
Un graphe G est un graphe médian si et seulement si G est le digraphe d’un

semi-treillis médian.

3.1.2 Résultats de base

Un sous-graphe H de G est dit isométrique si pour toute paire de som-

mets x et y de H on a : dH (x,y) = dG(x,y). A noter qu’un sous graphe

convexe de G est un sous-graphe isométrique.

Soit ab une arête du graphe G. On définit G(a,b) comme suit :

G(a,b)= { l’ensemble des sommets x : d(x,a) < d(x,b) }

G(a,b) est l’ensemble des sommets plus "proches" de a que de b. G(a,b)

et G(b,a) sont disjoints. De plus si G est biparti G(a,b)∪G(b,a) = V (G).

Djokovic[27] a donné une caractérisation des graphes médians en tant

que sous-graphe isométrique d’un hypercube. Son résultat s’énonce comme

suit :

Proposition 3.1 (Djokovic[27]).
Un grapheG est un sous-graphe isométrique d’un hypercube si et seulement

si G est un graphe biparti et pour toute arête ab, l’ensemble G(a,b) est convexe.

Figure 3.1 – Une grille comme graphe médian.
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Définition 3.1.
Soient u,v et w trois sommets d’un graphe de G. Un sommet x de G est

appelé médian de u,v et w si x est un sommet de I(u,v,w).

Dans un graphe donné, I(u,v,w) peut être d’une taille quelconque (fi-

gure 3.2).

Dans la figure 3.2 (a), on a : | I(u,v,w) |= 3.

Figure 3.2 – Taille de I(u,v,w).

Dans la figure 3.2 (b), on a : | I(u,v,w) |= 1 et | I(u′,v′,w′) |= 0.

Proposition 3.2 (Mulder[43]).
Si pour tout triplet de sommets u,v et w d’un graphe G on a | I(u,v,w) |, 0,

alors G est biparti.

Définition 3.2.
Un graphe G est médian si pour tout triplet de sommets u,v, et w de G on

a :
| I(u,v,w) |= 1.

L’unique sommet x de I(u,v,w) sera noté x =< u,v,w >.
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Une autre formulation équivalente de la définition d’un graphe mé-

dian est :

Pour tout triplet de sommets u,v et w de G, il existe un unique sommet

x =< u,v,w > tel que :

d(u,x) + d(x,v) = d(u,v)

d(v,x) + d(x,w) = d(v,w)

d(w,x) + d(x,u) = d(w,u)

En fait x est l’unique sommet qui minimise la somme d(u,x) + d(v,x) +

d(w,x).

Comme conséquence de la Proposition 3.2, un graphe médian est bi-

parti.

Les arbres et les hypercubes sont des graphes médians. Dans l’hyper-

cube Qd avec sa représentation vectorielle, le médian x = (x1, ...,xd) des

sommets u = (u1, ...,ud), v = (v1, ...,vd) et w = (w1, ...,wd) est déterminé

comme suit :

xi = uivi + viwi +wiui i = 1, ...,d.

Les opérations sont effectuées dans le corps {0,1}.
A noter qu’un sous-graphe convexe d’un graphe médian est médian.

Dans ce qui suit, on donne quelques caractérisations des graphes mé-

dians utilisant la notion d’intervalles. Les résultats énoncés sont dus à

Mulder [43].

Définition 3.3.
Soit X un ensemble fini. Une application de X ×X −→ P (X) est une struc-

ture d’intervalle sur X si :
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(i) x,y ∈ I(u,v) si et seulement si I(x,y) ⊆ I(u,v) pour x,y,u,v ∈ X.

(ii) I(u,v,w) , ∅ pour tout triplet u,v et w de X.

Remarques 3.1.

1. Il s’ensuit de la définition3.3 que I(u,v) = I(v,u) pour toute paire u et v
de X.

2. Soit I une structure d’intervalle sur X. Tout ensemble I(u,v) est appelé
intervalle dans X.

3. Un sous-ensemble Y de X est dit I-convexe si pour toute paire d’éléments
u et v de Y , Y contient l’intervalle I(u,v). Il s’ensuit de la propriété (i) et
de la définition précédente que tout intervalle dans X est I-convexe.

4. Si (X,≤) est un treillis, alors un exemple d’une structure d’intervalle sur
X est définie par

I(u,v) = {x ∈ X | u ∧ v ≤ x ≤ u ∨ v}.

5. Si l’application I de X×X −→ P (X) vérifie la propriété (i) de la définition
précédente et la propriété suivante | I(u,v,w) |= 1 on dira dans ce cas que
I est une structure médiane d’intervalle sur X.

Une structure d’intervalle obtenue à partir d’un treillis est médiane si

et seulement si le treillis est distributif. D’autre exemples de structures

médianes d’intervalles sont obtenues à partir de graphes médians comme

le montre les résultats suivants :
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Proposition 3.3 (Mulder[43]).
Soit G = (V ,E) un graphe médian de fonction d’intervalle I . Alors I est une

structure médiane d’intervalle.

Proposition 3.4 (Mulder[43]).
Soit I une structure médiane d’intervalle sur un ensemble fini V . Soit G le

graphe où l’ensemble des sommets est V et où deux sommets u et v sont adja-
cents si I(u,v) = {u,v}. Alors G est un graphe médian.

On donne quelques caractérisations de graphes médians établies par

Mulder[42, 43]

Proposition 3.5 (Mulder [42]).
Un grapheG est médian si et seulement siG est intervalle-monotone et pour

tout triplet de sommet u,v et w on a :
Si I(u,v)∩ I(v,w) = {v} alors d(u,w) = d(u,v) + d(v,w).

H.M. Mulder a donné une opération (appelée expansion convexe) qui

permet de conserver la propriété pour un graphe d’être un graphe médian.

Proposition 3.6 (Mulder[43]).
Un graphe G est médian si et seulement si on peut obtenir G à partir de K1

par une séquence d’expansions convexes.

En utilisant la rétraction, un résultat similaire caractérisant les hyper-

cubes est :

Proposition 3.7 (Bandelt[9]).
Les graphes médians sont les rétractes des hypercubes.
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3.1.3 Graphes Hilbertiens

Définition 3.4.
Une projection (resp. anti-projection) d’un sommet w du graphe G sur un

sous ensemble de sommets S est un sommet de S à distance minimum (resp.
maximum) de w. Pour tout sous ensemble de sommets S et pour tout som-
met w, on désigne par P (w,S) (resp. AP (w,S)) l’ensemble des projections (resp.
anti-projections) de w sur S.

On considérera les propriétés suivantes :

(P1) : Pour tout u,v et w : | P (w,I(u,v)) |= 1.

(P2) : Pour tout u,v et w : | AP (w,I(u,v)) |= 1.

(P3) : Pour tout convexe C et tout sommet w, on a : | P (w,C) |= 1.

(P4) : Pour tout convexe C et tout sommet w, on a : | AP (w,C) |= 1.

(P5) : Pour toute paire de sommets u et v à distance deux et pour tout som-

met z ∈ Conv{u,v} tel que d(u,z) = 2 on a : z = v.

Définition 3.5 (Graphe Hilbertien).
Un grapheG est dit Hilbertien si et seulement si | P (w,I(u,v)) |= 1, ∀u,v,w ∈

G.

Berrachedi[13, 14] a obtenu les résultats suivants :

Proposition 3.8 (Berrachedi et al. [13, 14]).
Pour tout graphe G on a :

i) Un graphe vérifiant l’une des propriétés (P1), (P2), (P3) ou (P4) est biparti.

ii) Un graphe G vérifiant (P1) ou (P2) est sans K2,3.
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iii) Un graphe sans 4-cycle qui vérifie (P1) est un arbre.

iv) Soit un graphe G vérifiant (P1). SiN0,N1, ...,Nk est une décomposition en
niveaux relative au sommet x, alors tout 4-cycle rencontre trois niveaux.

Caractérisations de l’hypercube

L’étude des anti-projections sur les intervalles a permis d’obtenir de

nouvelles caractérisations de l’hypercube.

M. Mollard[37] a donné une caractérisation de l’hypercube en considé-

rant les anti-projections sur les intervalles.

Proposition 3.9 (Mollard[37]).
Un graphe G est un hypercube si et seulement si G vérifie (P2).

Des résultats analogues sont donnés par Berrachedi[15] en considérant

les projections sur les intervalles et les convexes.

Proposition 3.10 (Berrachedi[15]).

1. Un graphe diamétral et vérifiant (P1) est un hypercube.

2. Soit G un graphe sans K2,3, alors G est un hypercube si et seulement si G
vérifie (P4).

3. Un graphe G est un hypercube si et seulement si G vérifie (P4) et (P5).

Caractérisations des graphes médians

Proposition 3.11 (Mulder [43]).
Soit G un graphe sans triangles, si | I(u,v,w) |= 1 pour tout triplet de som-

mets u,v et w tels que d(u,v) = 2, alors G est un graphe médian.
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Théorème 3.2 (Berrachedi[13]).
Un graphe G est médian si et seulement si G vérifie (P1).

Théorème 3.3 (Berrachedi[14]).
Soit G un graphe sans K2,3. Alors G est médian si et seulement si G vérifie

(P3).

3.2 Graphes quasi-médians et quasi-Hilbertiens

3.2.1 Quasi-médian algébrique

Une algèbre de Nebeský A = (V ,q) consiste en un ensemble fini V et

une opération ternaire q : V × V × V → V satisfaisant les conditions sui-

vantes, pour tout u,v,w et x dans V (on écrit uvw au lieu de q(u,v,w)) :

(i) uvu = u,

(ii) uvw = wvu,

(iii) uv(uvw) = uvw,

(iv) u(uvw)w = uvw,

(v) (uvw)wx = u(vwx)w.

Si A est une algèbre de Nebeský, alors, pour tout u,v dans V : [u,v] =

{w ∈ V | uvw = w} et [u,v]∗ = {x ∈ V | uwv = w}.

Proposition 3.12 (Mulder[43]).
Soit A une algèbre de Nebeský. Alors, pour tout u et v dans V , [u,v]∗ = {x ∈

V | [u,x]∩ [x,v] = {x}}.
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Une algèbre quasi-médiane A = (V ,q) est une algèbre de Nebeský qui

satisfait la condition suivante, pour tout u,v et w dans V :

Si uvw = v et [u,w] = {u,w}, alors [u,v] = {u,v}.

Théorème 3.4 (Mulder[43]).
Soit G un graphe sous-jacent d’une algèbre quasi-médiane. Alors G est un

graphe quasi-médian.

3.2.2 Résultats de base

Soient (u,v,w) un triplet de sommets deG. Un quasi-médian de (u,v,w)

est l’unique triplet (x,y,z) tel que :

1. x et y appartiennent à une (u,v)-géodésique, y et z appartiennent à

une (v,w)-géodésique et z et x appartiennent à une (w,u)-géodésique.

2. d(x,y) = d(y,z) = d(z,x).

3. d(x,y) est minimum sous les deux conditions précédentes.

La distance d(x,y) est appelée la taille du quasi-médian.

Le 1) peut être formulé comme suit :

d(u,x) + d(x,y) + d(y,v) = d(u,v)

d(v,y) + d(y,z) + d(z,w) = d(v,w)

d(w,z) + d(z,x) + d(x,u) = d(w,u)

Dans un graphe donné, le nombre de quasi-médians d’un triplet donné

peut être quelconque. Dans le graphe de la figure 3.3 (a), le triplet (u,v,w)

admet deux quasi-médians (x,y,z) et (x′, y′, z′) tandis que dans le graphe

de la figure 3.3 (b), le triplet (u,v,w) n’admet pas de quasi-médian.
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Figure 3.3 – Taille de I(u,v,w).

Définition 3.6.
Un graphe G est quasi-médian s’il satisfait les conditions suivantes :

1. Tout triplet de sommets de G possède un unique quasi-médian.

2. G n’admet pas K4 − e comme sous-graphe induit.

3. La fermeture convexe de toutC6 induit est soit le 3-cubeQ3, soit le graphe
de Hamming H3,3.

Remarques 3.2.
De la définition d’un quasi-médian, il en résulte que : G n’admet ni K2,3 ni

C5 comme sous-graphe induit. On en déduit que la troisième condition de la
définition peut être remplacée par :
3)’ Si (u1,u2, ...,u6) est un C6 induit avec d(u1,u4) = 3, alors il existe deux
sommets de G u7 et u8 tel que (u1,u2, ...,u7,u8) induit un Q3 dans G.

La notion de quasi-médian généralise celle de médian dans le sens où un
médian de trois sommets n’est autre qu’un quasi-médian de taille zéro. Un mé-
dian x d’un triplet (u,v,w) constitue donc le quasi-médian (x,x,x).

Proposition 3.13 (Mulder[43]).
Si G est un graphe quasi-médian alors il est intervalle-monotone et vérifie

la condition suivante :
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I(u,v)∩ I(v,w) = {v} ⇒ d(u,w) ≥Max{d(u,v),d(v,w)}

Pour tout triplet de sommets u,v et w de G.

Les graphes médians forment la classe des graphes quasi-médians bi-

partis. Il s’ensuit que beaucoup de résultats sur les graphes médians ont

été généralisés aux graphes quasi-médians. Dans ce qui suit on en donne

quelques exemples.

Proposition 3.14 (Mulder[43] et Wilkeit[51]).
Les graphes quasi-médians sont les sous-graphes isométriques des graphes

de Hamming.

Proposition 3.15 (Wilkeit[52]).
Les graphes quasi-médians constituent les rétractes des graphes de Ham-

ming.

Proposition 3.16 (Mulder[43]).
Un graphe G est quasi-médian si et seulement si G peut être obtenu à partir

de K1 par une expansion quasi-médiane.

Proposition 3.17 (Wilkeit[51]).
Un graphe G est quasi-médian si et seulement si dans G :

i) Tout triplet de sommets admet un quasi-médian.

ii) Tout intervalle de G induit un graphe médian.

3.2.3 Les graphes de Hamming comme graphes quasi-médians

Rappelons que le graphe de HammingHa1,...,an(a1, ..., an sont des entiers

positifs) est le graphe dont l’ensemble des sommets
∏n
i=1{0,1, ..., ai − 1} et
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où deux sommets sont adjacents si et seulement si les vecteurs correspon-

dants différent en exactement une composante.

Soient u = (u1,u2, ...,un), v = (v1,v2, ...,vn) et w = (w1,w2, ...,wn) trois

sommets du graphe de HammingHa1,...,an . Le quasi-médian du triplet (u,v,w)

est le triplet (x,y,z) où x = (x1,x2, ...,xn), y = (y1, y2, ..., yn) et z = (z1, z2, ..., zn)

et il est déterminé comme suit :

Si ui , vi , wi , ui alors xi , yi , zi , xi
Sinon xi = yi = zi = pi où pi est l’élément de {ui ,vi ,wi} qui apparaît au

moins deux fois.

De plus, la taille du quasi-médian est le nombre de composantes où

u,v et w différent simultanément.

Proposition 3.18 (Mulder[43]).
Un graphe G est un graphe de Hamming si et seulement si G est intervalle-

régulier, ne contient pas K4−e comme sous-graphe induit et vérifie la condition
suivante :

I(u,v)∩ I(v,w) = {v} ⇒ d(u,w) ≥Max{d(u,v),d(v,w)}

Pour tout triplet de sommets u,v et w de G.

Théorème 3.5 (Mulder[43]).
Un graphe G est un graphe de Hamming si et seulement si G est un graphe

quasi-médian régulier.

3.2.4 Graphes quasi-Hilbertiens

Définition 3.7 (Quasi-intervalle).
Soient u et v deux sommets du graphe G. On appelle quasi-intervalle de u

à v, et on note I ∗(u,v), l’ensemble :
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I ∗(u,v) = {x ∈ G tels que I(u,x)∩ I(x,v) = {x}}

Les quasi-intervalles ont été introduits et étudiés par Nebeský[44] et

Mollard[38].

On remarque que pour toute paire de sommets u et v de G, on a :

I(u,v) ⊆ I ∗(u,v).

Définition 3.8 (Graphe quasi-Hilbertien).
On dira qu’un graphe G est quasi-Hilbertien si pour tout triplet de sommet

u,v et w de G, la projection de w sur le quasi-intervalle I ∗(u,v) est unique.
Autrement dit : | P (w,I ∗(u,v) |= 1.

Proposition 3.19 (Badji et Berrachedi[6]).
Si G est un graphe médian alors G est quasi-Hilbertien.

La preuve vient du fait que dans un graphe médian tout quasi-intervalle

est un intervalle et les graphes Hilbertien sont exactement des graphes

médians. Autrement dit, dans un graphe médian G on a I(u,v) = I ∗(u,v) et

donc | P (w,I(u,v)) |=| P (w,I ∗(u,v)) |= 1,∀u,v,w ∈ G.

Proposition 3.20 (Berrachedi[15]).
Pour toute paire de sommets u et v d’un graphe quasi-Hilbertien G, l’inter-

valle I(u,v) induit un sous-graphe biparti.

Proposition 3.21 (Badji et Berrachedi[6]).
Pour toute paire de sommets u et v d’un graphe quasi-Hilbertien G, l’inter-

valle I(u,v) induit un sous-graphe médian.
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Proposition 3.22 (Badji et Berrachedi[6]).
SoitG un graphe sans triangles, siG est quasi-Hilbertien alorsG est biparti.

Proposition 3.23 (Berrachedi[15]).
Soit G un graphe quasi-Hilbertien. Si (u0,u1, ...,u5) est un C6 induit avec

d(u0,u3) = 3, alors il existe deux sommets deG u6 et u7 tels que {u0,u1, ...,u6,u7}
induit unQ3 dans G.

Théorème 3.6 (Berrachedi[15]).
Soit G un graphe quasi-Hilbertien. Pour toute paire de sommets u et v de

G et pour tout sommet w du quasi-intervalle I ∗(u,v) on a :

d(u,v) ≥Max{d(u,w),d(v,w)}.

Théorème 3.7 (Berrachedi[15]).
Un graphe quasi-Hilbertien est intervalle-monotone.

Un exemple de graphe intervalle-monotone qui n’est pas quasi-Hilbertien

est le graphe K4 − e.

Définition 3.9.
Un graphe G satisfait la triangle propriété si, pour tout triplet de sommets

(u,v,w) tel que :  d(u,v) = d(u,w) = k

d(v,w) = 1

Alors il existe un voisin commun x de v et w avec d(u,x) = k − 1.

Définition 3.10.
Un graphe G satisfait la quadrangle propriété si pour tout quadruplet de

sommets u,v,w et y tel que : d(u,w) = d(u,v) = d(u,y)− 1 = k

d(v,w) = 2
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Figure 3.4 – La triangle propriété.

avec y voisin commun de v et w. Alors il existe un voisin commun x de v et w

Figure 3.5 – La quadrangle propriété.

avec d(u,x) = k − 1.

Définition 3.11.
Un graphe G est dit faiblement modulaire s’il satisfait la triangle et la qua-

drangle propriété.

Théorème 3.8 (Chung and al. [26]).
Un grapheG est quasi-médian si et seulement siG est faiblement modulaire

et ne contient ni K4 − e ni K2,3 comme sous-graphe induit.

Nous allons utiliser ce Théorème (3.8) et la série des lemmes qui va

suivre pour montrer notre résultat principal, qui est :
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Théorème 3.9.
Un graphe G est quasi-Hilbertien si et seulement si G est quasi-médian.

Lemme 3.1.
Un graphe quasi-médian est quasi-Hilbertien.

Démonstration.
Soient u,v,w trois sommets d’un graphe quasi-médian G.

Supposons que P (u,I ∗(v,w)) contient au moins deux sommets x et x′.

Considérons le triplet (x,v,w). D’après la proposition 1.2, il existe un unique

sommet y dans I(x,v)∩ I(v,w) avec I(x,v)∩ I(v,w) = I(v,y). Aussi, avec le

triplet (x,y,w) on obtient I(x,w) ∩ I(y,w) = I(w,z). De la même manière,

on commençant par le triplet (x′,v,w), on trouve I(x′,v)∩ I(v,w) = I(v,y′)

et I(x′,w) ∩ I(y′,w) = I(w,z′). Ainsi, (x,y,z) et (x′, y′, z′) sont deux quasi-

médians de (u,v,w) dans G, ce qui est une contradiction.

Lemme 3.2.
Un graphe quasi-Hilbertien est sans K2,3.

Démonstration.
Soient u,v,w,x et y cinq sommets induisant un K2,3 dans le graphe

quasi-Hilbertien G. Soient v,w et u les sommets de degrés 2. Considérons

le quasi-intervalle I ∗(v,w). Comme I(v,u)∩ I(u,w) ⊇ {u,x,y}, u < I ∗(v,w).

Les sommets v,w,x et y sont dans I ∗(v,w). Puisque d(u,x) = d(u,y) = 1,
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P (u,I ∗(v,w)) ⊇ {x,y}. Ceci est une contradiction avec le fait que G est un

graphe quasi-Hilbertien.

Lemme 3.3.
Un graphe quasi-Hilbertien est sans K4 − e.

Démonstration.
Soient u,v,w et z quatre sommets induisant un K4 − e dans le graphe

quasi-Hilbertien G. Soient u et w les sommets de degrés 2. Considérons

le quasi-intervalle I ∗(v,w). Les sommets v,w et z sont dans I ∗(v,w), mais

u < I ∗(v,w). Comme d(u,v) = d(u,z) = 1, P (u,I ∗(v,w)) ⊇ {v,z}. Ceci est une

contradiction avec le fait que G est un graphe quasi-Hilbertien.

Lemme 3.4.
Dans un graphe quasi-Hilbertien G, ∀vw ∈ E(G) et ∀x ∈ I ∗(v,w) − {v,w},

on a : d(v,x) = d(w,x) = 1.

Démonstration.
Supposons le contraire. Soit vw une arête dans un graphe quasi-Hilbertien

G et x ∈ I ∗(v,w)− {v,w}. Considérons les deux cas possibles.

Cas 1 : d(v,x) , d(w,x)

Supposons sans perte de généralité que d(v,x) < d(w,x), ainsi d(v,x) + 1 ≤
d(w,x), ce qui implique que I(v,x) ⊂ I(w,x). Alors I(v,x)∩ I(w,x) = I(v,x),
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ceci est en contradiction avec x ∈ I ∗(v,w)− {v,w} .

Cas 2 : d(v,x) = d(w,x) > 1

On suppose que d(v,x) est minimal.

Soit x1 un sommet dans I(v,x) ∩ N (v). Comme I(x1,v) ∩ I(v,x) = {v,x1},
v < I ∗(x1,x). I(x,w)∩ I(w,x1) , {w}, autrement P (v, I ∗(x,x1)) ⊇ {w,x1}. Né-

cessairement, il existe x2 ∈ I(x,w)∩ I(w,x1)− {w} et d(x1,x2) = 1.

Si v ∈N (x2) et w <N (x1), alors K4−e sera un sous-graphe induit. Le même

résultats arrive si v <N (x2) et w ∈N (x1).

Si v ∈ N (x2) et w ∈ N (x1), alors P (v, I ∗(x,x1)) ⊇ {x1,x2} et P (w,I ∗(x,x1)) ⊇
{x1,x2}.
Ainsi d(v,x2) = d(w,x1) = 2. De la minimalité de d(v,x), on a d(x,x1) =

d(x,x2) = 1, pour que P (x1, I
∗(v,w)) ⊇ {v,x}. Contradiction avec le fait que

G est un graphe quasi-Hilbertian.

Par conséquent, on a d(v,x) = d(w,x) = 1,∀x ∈ I ∗(v,w) − {v,w} avec vw ∈
E(G) .

Lemme 3.5.
Pour toute paire de sommets u et v adjacente d’un graphe quasi-Hilbertien

G, le quasi-intervalle I ∗(v,w) induit un sous graphe-complet.

Démonstration.
Soit I ∗(v,w) un quasi-intervalle tel que d(v,w) = 1 et x,y ∈ I ∗(v,w) tel

que x , y. Du Lemme 3.4, on a : d(v,x) = d(w,x) = d(v,w) = 1

d(v,y) = d(w,y) = d(v,w) = 1

Si x = v ou x = w, alors d(x,y) = 1. Le même résultat arrive si y = v ou y = w.

Sinon, si d(x,y) , 1, alors les sommets v,w,x et y induisent un K4 − e, ce

qui est interdit.
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Lemme 3.6.
Un graphe quasi-Hilbertien satisfait la triangle propriété.

Démonstration.
Considérons trois sommets u,v et w d’un graphe quasi-Hilbertien tels

que d(u,v) = d(u,w) = k et d(w,v) = 1. Si k = 1, on a la triangle propriété.

Supposons que k ≥ 2. Comme I ∗(w,v) induit un graphe complet, u n’est

pas dans I ∗(w,v). Alors, il existe x dans I(w,u) ∩ I(u,v) − {u} tel que x ∈
I ∗(w,v). D’où, d(x,v) = d(w,x) = 1 et d(u,x) = k − 1.

Lemme 3.7.
Un graphe quasi-Hilbertien satisfait la quadrangle propriété.

Démonstration.
Soient u,v,w et z quatre sommets d’un graphe quasi-Hilbertien tels

que d(u,v) = d(u,z) = d(u,w)− 1 = k, d(z,v) = 2, et w ∈ I(v,z).
Considérons le quasi-intervalle I ∗(u,z). Si k = 1, on a la quadrangle pro-

priété. Supposons que k ≥ 2. I(u,v)∩ I(v,z) , {v}, autrement P (w,I ∗(u,z)) ⊇
{z,v}. Nécessairement, il existe x ∈ I(z,v)∩I(v,u)−{v}, alors d(z,x) = d(v,x) =

1 et d(u,x) = k − 1.

Démonstration du Théorème 3.9.
Du Lemme 3.1, un graphe quasi-médian est quasi-Hilbertien.

Comme un graphe quasi-Hilbertien est faiblement modulaire (Lemme 3.6

and 3.7), et ne contient pas K2,3 ou K4 − e comme sous-graphe induit, c’est

un graphe quasi-médian (Théorème 3.8).

Proposition 3.24 (Badji et Berrachedi[6]).
Si G est un graphe de Hamming, alors G est quasi-Hilbertien.
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Les Théorèmes 3.9 et 3.5 donnent une nouvelle caractérisation des

graphes de Hamming :

Théorème 3.10.
Un graphe G est un graphe de Hamming si et seulement si G est régulier et

quasi-Hilbertien.

3.3 Exemples d’applications des graphes quasi-

médians

Comme utilisation des graphes quasi-médians, Chung et all.[26] ont

donné un algorithme polynomial pour la résolution du problème d’alloca-

tion dynamique de ressources lorsque le graphe associé est quasi-médian.

La biologie moléculaire est un autre domaine où les graphes quasi-médians

jouent un rôle essentiel. En effet, ils sont utilisés par les biologistes évolu-

tionnaires dans l’analyse des séquences moléculaires, les relations phylo-

génétiques, les problèmes d’analyse d’image biologique..., voir [8, 33, 39]

et références incluses pour plus de détails. On présente ici deux exemples

d’utilisation des graphes quasi-médians.

3.3.1 Problème d’allocation dynamique de ressource

On a un graphe G = (V ,E) à n sommets {v1,v2, ...,vn} représentant un

réseau. On dispose d’une ressource partagée r localisée sur un sommet x

du graphe G. La ressource peut être déplacée du sommet x au sommet y

induisant un coût d(x,y), à un instant donné, la ressource est demandée

par d utilisateurs (d sommets du graphe G). Le coût de traitement d’une

demande est d(x,y) si la demande est en y et la ressource en x. Le pro-

blème est de placer la ressource ( à chaque étape) pour traiter toutes les

demandes avec un coût total minimum.
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Une illustration est donnée dans la figure 3.6, en (a) la ressource est

placée en z et les demandes sont en x et t.

Le coût total de traitement, si la ressource n’est pas déplacée est la somme

des coûts de traitement des demandes d1 et d2 : d(x,z) + d(t, z) = 4.

Si on déplace la ressource en y (figure 3.6(b)), le coût total de traitement

est : d(z,y) + d(x,y) + d(t,y) = 3, où d(z,y) est le coût de déplacent de la

ressource r et d(x,y),d(t,y) sont les coûts de traitement des demandes d1

et d2.

Figure 3.6 –

C’est ce problème qui est connu dans la littérature sous la dénomina-

tion du problème d’allocation dynamique de ressource. Un nouveau para-

mètre WX(G) est défini ( windex de G "window index").

La séquence des demandes d1,d2, ...,dn est exprimée aux sommets :

s1, s2, ..., sn. La ressource r est placée initialement en r0. Le coût de trai-

tement de di ( si la ressource passe du sommet ri−1 au sommet ri) est la

somme des coût de traitement de la demande et de déplacement de la res-

source : d(si , ri) + d(ri−1, ri). Les demandes sont traitées séquentiellement

(dans l’ordre de leurs arrivées, comme elles sont numérotées). Le coût

total de traitement des demandes dépend de la séquence r1, r2, ..., rn des

positions de la ressource. Le problème consiste à trouver une séquence

r1, r2, ..., rn qui minimise :

n∑
i=1

(d(si , ri) + d(ri−1, ri))
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Ce problème est difficile dans le cas général. Dans le cas où G est quasi-

médian, ce problème devient facile[26].

On dira qu’un algorithme travaille pour le DLP sur le graphe G avec

visibilité k pour tout i si le choix de ri dépend uniquement de r0 et sj avec

j < i + k. Le plus petit k pour lequel il existe un algorithme de visibilité k

pour le DLP sur G est appelé windex de G et est noté WX(G). Si un tel k

n’existe pas, on dira que WX(G) est infini.

Le windex d’un graphe complet Kn est n, C5 et K4 − e ont un windex

infini, les arbres et les hypercubes ont un windex égal à 2.

Théorème 3.11 (Chung et al. [26]).
Un graphe G possède un windex fini si et seulement si G est un graphe

quasi-médian.

3.3.2 Un problème de reconstruction d’ADN en phylogé-

nétique

La phylogénie correspond à l’étude des liens entre espèces apparentées

en utilisant l’information génétique qui est représentée par des séquences

d’ADN. La reconstruction d’arbres évolutifs, objectif de la Phylogénie, a

plusieurs intérêts : historiques (découvrir le passé et dater les étapes de

l’évolution des êtres vivants), épidémiologiques (identifier la souche d’un

virus pour étudier sa transmission), médicaux (déterminer le traitement

à utiliser pour combattre un pathogène en se référant aux traitements

connus pour des pathogènes proches dans l’arbre)... . Une telle construc-

tion est basée à partir des séquences d’ADN dit taxons, où les branches

représentent les liens entre les taxons, les sommets internes représentent

les ancêtres et la racine représente l’ancêtre le plus ancien du point de vue

de l’évolution. Pour un ensemble de taxons, plusieurs arbres peuvent êtres

construit, l’arbre choisit est celui nécessitant le moins de mutations, c’est

l’arbre le plus parcimonieux.
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Le problème de reconstruction d’arbre le plus parcimonieux est dif-

ficile, vue le nombre important de comparaisons à faire entre les arbres

construits. Bandelt et al. [8, 33, 39] (et références incluses) ont travaillé

sur ce problème, d’abord modéliser par des graphes médians et ensuite

étendue aux graphes quasi-médians, la taille des données de ce problème

est réduite par cette modélisation. En effet, toutes les constructions les

plus parcimonieuses d’un arbre quelconque reliant un sous ensemble des

différents haplotypes ( version variables d’un même gène qui est habi-

tuellement transmise ensemble) donnés est incluse dans le graphe quasi-

médian associé[8]. Un tel graphe est construit à partir d’une table d’ADN

condensée, cette table est obtenu en regroupant des taxons avec la même

séquence d’ADN en un seul haplotype puis en éliminant toutes les po-

sitions constantes et fusionnant toutes ces positions en un seul caractère

de l’ensemble des haplotypes. On obtient alors un tableau dont les lignes

sont des caractères et les colonnes des haplotypes. Les valeurs du tableau

sont issues d’un alphabet de nucléotides A,G,C,T . Des algorithmes pour

la construction et la visualisation de ces graphes existent, le plus récent

est celui de S. Herrmann et V. Moulton [33] .
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Chapitre 4

Préfibres et projections

Introduction

La classe des graphes faiblement modulaire généralisent la classe des

graphes quasi-médians. Les graphes pour lesquels toute clique est une

préfibre sont aussi une autre généralisation des graphes quasi-médians.

Dans ce chapitre, on va donné les principaux résultats sur les propriétés

des préfibres dans les graphes et on s’est fixé comme perspectives d’étu-

dier les graphes pour lesquels toute clique est une préfibre.

4.1 Préfibre et clique préfibre

La notion de préfibre, étudiée en particulier par Dress et Scharlau [28],

Tardif [49] et Wilkeit [53], généralise la notion de préfibre du produit car-

tésien d’espace métrique.

Soit (χ,d) un espace métrique. Une préfibre ( ou ensemble d’issue ) de

χ est un sous ensemble A de χ tel que, pour tout x ∈ χ, il existe y ∈ A avec

d(x,z) = d(x,y) + d(y,z) pour tout z ∈ A. L’élément y est unique, et l’appli-

cation k : χ −→ A définie par y = k(x) est la projection de x dans A.
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On peut reformuler cette définition de la manière suivante :

Soit x un sommet d’un graphe G, un sommet y d’un sous-ensemble de

sommets S, S ⊂ V (G), est dit issue (Gate) dans S du sommet x si y appar-

tient à I(x,w) pour tout sommet w dans S.

Figure 4.1 – issue de x dans S

Il est claire que x a au plus une issue dans S, ainsi y est le sommet le

plus proche de x et c’est l’unique sommet dans S qui vérifie :

I(x,y)∩ S = {y}

On peut écrire également P (x,S) = {y}.

L’ensemble S est dit préfibre, si tout sommet de G admet une issue

dans S. On dit que dans un graphe G toute clique est une préfibre, si tout

sommets de G admet une issue dans toute clique de G.

Ainsi l’ensemble vide et l’ensemble des sommets V (G) sont triviale-

ment des préfibres et l’intersection de préfibres est également une pré-

fibre.

Il est connu que si un ensemble S est une préfibre alors il est convexe

et triangle-fermé (si deux sommets d’un triangle appartiennent à S le troi-

sième aussi).

65



Chapitre IV Préfibres et projections

4.2 Quelques propriétés de préfibres dans les graphes

Les préfibres sont habituellement définies par une propriété métrique,

mais Wilkeit a donné la caractérisation suivante de ces ensembles.

Proposition 4.1 (Wilkeit [53]).
Un ensemble de sommet A d’un graphe est une préfibre si et seulement si

pour tout sommet u ∈ A et v ∈ A, on a I ∗(u,v) ⊆ A.

Tardif[49] a étudié ces ensembles appelés préfibre dans les espaces mé-

triques et a montré que certaines propriétés algébriques du produit carté-

sien des graphes se généralisent aux espaces métriques.

Proposition 4.2 (Tardif [49]).
Si ϕ : H −→ G est une rétraction d’un graphe connexe et si W est une pré-

fibre de H , alors W ∩G est vide ou bien une préfibre de G.

Weilkeit a donné la caractérisation suivante :

Proposition 4.3 (Wilkeit [52]).
Dans un graphe quasi-médian toute clique est préfibre.

D’autre caractérisations concernant ces ensembles sont établies, à sa-

voir :

Proposition 4.4 ( Bandelt et al. [10]).

• Soit S et T deux ensembles induisant deux sous-graphes d’un graphe G,
si S ∩T est une préfibre dans S et il existe des arêtes entre S −T et T −S,
alors T est une préfibre dans S ∪ T .
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• Soit G un graphe faiblement modulaire, alors un ensemble de sommets
dans G est une préfibre si et seulement si il est convexe et triangle-fermé.

Proposition 4.5 (Badji et Berrachedi[6]).
Si G est un graphe quasi-Hilbertien, alors I ∗(u,v) est triangle-fermé ∀u,v ∈

V (G).

Proposition 4.6 (Badji et Berrachedi[6]).
Si G est un graphe quasi-médian alors ∀u,v ∈ G,I ∗(u,v) est une préfibre.

Théorème 4.1 (Badji et Berrachedi[6]).
Si G est un graphe quasi-médian alors G est quasi-intervalle-monotone.

Proposition 4.7 (Badji et Berrachedi[6]).
Si G est un graphe quasi-médian alors ∀u,v ∈ V (G), I ∗(u,v) convexe et

triangle-fermé.

Soit ab une arête de G, on définit les ensembles G(a,b) et Uab comme

suit :

G(a,b) = {w ∈ V (G) | d(a,w) < d(b,w)}
Uab = {u ∈ V (G) | u a un voisin dans Wab}.
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Théorème 4.2 (Bandelt et al. [10]).
Pour un graphe connexe G, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un graphe quasi-médian.

(ii) G vérifie la triangle et la quadrangle propriété, et G ne contient pas K4−e

ou K2,3 comme sous graphe induit.

(iii) toute clique de G est une préfibre, et pour toute arête ab de G, L’ensemble
Uab est convexe.

Proposition 4.8 (Hagauer and klavzar [32]).

(i) La rétraction d’un graphe clique-préfibres est un graphe clique-préfibre.

(ii) Le produit cartésien deux graphes qui sont clique-préfibres est un graphe
clique-préfibre.

(iv) Si G est un graphe clique-préfibre sans K2,3, alors G ne contient pas C5

comme sous graphe induit.

Proposition 4.9 (Berrachedi [15]).
Un graphe quasi-Hilbertien est sans C5 induit.

Théorème 4.3 (Hagauer and klavzar [32]).
Dans un graphe G toute clique est une préfibre si et seulement si G ne

contient pas K4 − e comme sous-graphe induit et G satisfait la triangle pro-
priété.
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Hagauer et klavzar [32] ont proposés les deux problèmes suivant :

Problème 1 : Un graphe clique-préfibre peut-il contenir un cycle isomé-

trique impair de longueur au moins 5 ?

Problème 2 : Un graphe clique-préfibre peut-il contenir un C5 induit ?

Bresar[21] a construit un exemple de graphe qui est clique-préfibre et

qui contient un C5 comme sous-graphe induit, le problème de cycle im-

pair de longueur supérieur à 5 reste encore ouvert.

Théorème 4.4 (Bresar[21]).
Il existe des graphes dont toute clique est préfibre et contiennent un C5

comme sous-graphe induit.
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Conclusion et perspectives

Après avoir rappelé les définitions et notations de base nécessaire à la

lecture de cette thèse, nous avons aussi donner une revue de littérature

de quelques classes de graphes généralisant l’hypercube, qui est l’objet

principal de notre étude. Par la suite, en se basant sur les résultats géné-

ralisant les hypercubes aux graphes médians et d’une manière analogue

des graphes de Hamming aux graphes quasi-médians, on a généralisé les

graphes Hilbertiens aux graphes quasi-Hilbertiens. Comme conséquence,

une nouvelle caractérisation des graphes de Hamming a été donnée. On

termine par la classe de graphes où toute clique est une préfibre, qui est

une classe qui contient les graphes quasi-Hilbertien, on donne quelques

propriétés de cette classe ainsi que des problèmes qui pourraient nous in-

téressés dans l’avenir, comme :

• étudier la convexité des ensemblesUab dans les graphes quasi-Hilbertiens,

• l’existence de cycles impairs≥ 7 isométriques dans les graphes cliques

préfibres,

• caractériser les graphes quasi-Hilbertiens dans la classe des graphes

ou toute clique est une préfibre,

• étudier les anti-projections sur les quasi-intervalles.
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Résumé

Résumé

La projection (anti-projection) d’un sommet x d’un graphe G sur un sous en-
semble de sommets S est un sommet de S à distance minimale (maximale) de
x. L’étude des projections et des anti-projections ont donné naissance à de nou-
velles caractérisations des hypercubes et des graphes médians. En particulier,
A. Berrachedi a montré qu’un graphe est médian si et seulement si il y a uni-
cité des projections sur tout intervalle. Une généralisation naturelle des graphes
médians est la classe des graphes quasi-médians. On a établi qu’un graphe est
quasi-médian si et seulement si il y a unicité des projections sur tout quasi-
intervalle. Comme conséquence, une nouvelle caractérisation des graphes de
Hamming a été donné.

Mots-clé : Graphes de Hamming, Graphes quasi-médians, Graphes mé-
dians généraliser, Graphes quasi-Hilbetrien, projection sur les quasi-intervalles.

Abstarct

The projection (anti-projection) of a vertex x of a graph G on a subset of ver-
tices S is a vertex of S with a minimum (maximum) distance of x. The study
of projections and anti-projections gave rise to new characterizations of hyper-
cubes and median graphs. In particular, A. Berrachedi has shown that a graph
is median if and only if there is uniqueness of the projections over any inter-
val. A natural generalization of the median graphs is the class of quasi-median
graphs. It has been established that a graph is quasi-median if and only if there
is uniqueness of the projections over any quasi-interval. As a consequence, a
new characterization of the Hamming graphs was given.

Keywords : Hamming graphs, Quasi-median graphs, Generalized median
graphs, Quasi-Hilbetrien graphs, Projection over quasi-intervals.
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