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Résumé

Au cours des dernières décennies, les préoccupations croissantes sur le changement climatique
et la diminution des ressources en énergie fossile ont mis en avant l’importance de la question sur
la consommation énergétique.

Le sujet de cette thèse porte sur les problèmes d’ordonnancement bi-objectifs qui consistent à
planifier l’exécution de tâches sur des machines avec comme fonction objectif secondaire la minimi-
sation de la consommation totale d’énergie.

Dans ces problèmes, on considère que le temps d’exécution des tâches augmente avec le temps.
Un tel modèle peut être rencontré en pratique par exemple : la production des laminoirs d’acier ou
dans la planification des opérations médicales en considérant l’état de santé des patients.

On étudie le problème d’ordonnancement de tâches déteriorables sur des machines parallèles
générales. La déterioration des machines est aussi considérée. On présente un modèle mathématique
et un algorithme énumératif. Une approche basée sur l’algorithme NSGA-II et des variantes sont
proposées. La technique TOPSIS a été utilisée pour ordonner les front pareto approché. Enfin,
l’efficacité des algorithmes proposés est étudiée.

On étudie aussi le problème d’ordonnancement de tâches déteriorables dans un système flow shop
hybride. On présente un modèle mathématique. On propose des algorithmes basés sur le NSGA-II
et le recuit simulé et on compare leur efficacité.

Mots clés : Ordonnancement, énergie, tâches déteriorables, NSGA-II, TOPSIS
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Abstract

Over the years, managing energy consumption has become crucial with the growing interest in
climate change and the diminishing in non-renewable energy resources.

This thesis deals with bi-objective scheduling problems consisting on planning the process of
tasks over a set of machines with energy consumption as a secondary objective.

In these models, we considered that the processing times are varying over time. Example of
such models can be seen in the scheduling of steel rolling mills or medical procedure under health
conditions.

We considered first, a scheduling problem with deteriorating jobs on unrelated parallel machine
where the machines are subject to deterioration effect. We present an enumerative algorithm and
several NSGA-II based algorithms. We use the TOPSIS method to order the near-pareto solution.
We compare the efficiency of the metaheuristics.

We also studied a scheduling problem with deteriorating jobs on a flexible flow shop. We present
a mathematical formulation. We present an NSGA-II based algorithm and a simulated annealing
based algorithm. The efficiency of the two algorithms are compared.

Keywords : Scheduling, Energy, unrelated machines, flexible flowshop, Deteriorating jobs,
NSGA-II, Topsis
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Introduction

Il y a quarante ans, on nous la
promettait pour dans quarante
ans ; aujourd’hui, on nous la
promet encore pour dans
quarante ans. Ça doit être une
des constantes fondamentales de
la physique.
21 Energies renouvelables insolites
pour le 21e siècle

– Denis Bonnelle, Renaud de
Richter, 2010

La théorie de l’ordonnancement est une science mathématique dont l’application en industrie et en
manufacture est la plus développée et est une branche de la recherche opérationnelle. Son rôle a été
mis en avant au début du XXème siècle et les premiers algorithmes d’ordonnancement sont attribués
à Johnson, Jackson et Smith dans les années 50. Les problèmes d’ordonnancement consistent dans
la plannification de l’exécution d’un ensemble de tâches et leur allocation à des ressources sous
des contraintes temporelles et de disponibilité des ressources visant à optimiser certains critères. Le
critère considéré peut être l’optimisation de la productivité, la minimisation du temps d’exécution
total ou le nombre de tâches en retard. Les problèmes peuvent être mono-objectif, multi-objectif ou
une combinaison linéaire de plusieurs objectifs.

La gestion de l’énergie est une question cruciale, car la production d’énergie est soumise à
plusieurs contraintes : disponibilités des ressources, croissance de la demande et l’impact des énergies
fossiles sur le réchauffement climatique. L’énergie a été et est au coeur des crises économiques, on
peut citer la crise dite " de l’énergie" survenue en 1973 et la crise actuelle qui est précédée par
une hausse des prix du pétrôle. Autant de raisons qui font de la gestion de l’énergie un problème
primordial notamment dans le milieu industriel.

On retrouve dans la littérature, plusieurs problèmes d’ordonnancement qui traitent la gestion
de l’énergie comme une contrainte ou un objectif à minimiser. Dans les modèles considérés, les
chercheurs abordent les problèmes avec les définitions classiques des tâches, en particulier le temps
d’exécution. Or dans la vie réelle, il existe des modèles où le temps d’exécution d’une tâches peut
croître avec le temps, par exemple : la fabrication des laminoirs d’acier, l’exécution des opérations
chirurgicales selon l’état de santé du patient. Dans d’autres cas, le temps d’exécution peut décroître :
En agriculture où le temps de la moisson diminue avec la diminution de la récolte. On appelle de
telles tâches : tâches déteriorables.

Dans cette thèse, on traîte des problèmes d’ordonnancement à deux objectifs, où le temps

2



Introduction

d’exécution varie avec le temps en considérant que l’un des objectifs est un critère d’optimisation
classique de l’ordonnancement et le second est la minimisation de la consommation énergétique.
Cette thèse est divisée en deux parties :
Notions de bases Cette partie sert à familiariser le lecteur avec les notions abordées et est divisée

en trois chapitres :
Optimisation multicritère : On définit dans ce chapitre les problèmes d’optimisation mul-

ticritères en présentant les différentes méthodes de résolution.
Ordonnancement Dans ce chapitre, on définit les notions relatives à la théorie de l’ordonnan-

cement et on présente les principaux résultats concernant certains problèmes classiques
d’ordonnancement.

Les tâches déteriorables On présente la notion de tâche déteriorable ainsi qu’un état de
l’art.

Ordonnancement et Gestion de l’Energie : Cette seconde partie est divisée en trois chapitres :
Gestion de l’Energie : Etat de l’art Dans ce chapitre, on présente un état de l’art sur les

problèmes d’ordonnancement ayant trait à la gestion de l’énergie.
Sur un problème d’ordonnancement sur machines parallèles générales On considère dans

ce chapitre, un problème d’ordonnancement sur machines parallèles générales avec tâches
déteriorables avec comme objectif la minimisation simultannée du makespan et de la
consommation d’énergie.
On présente un modèle mathématique. On propose un algorithme énumératif ainsi que
des approche métaheuristique basée sur le NSGA-II et quelques variantes de l’approche
et on utilise la technique topsis pour trier les solutions obtenues. Enfin, on compare
l’efficacité de ces approches.

Sur un problème d’ordonnancement dans un système flow shop On étudie dans ce cha-
pitre le problème de minimisation du makespan et de la consommation énergétique dans
un système flow shop hybride avec des tâches déteriorables définies par une fonction
non linéaire. On propose un modèle mathématique et des approches métaheuristiques en
appliquant les approches MOMSA et NSGA-II et on compare leur efficacité.

On termine notre thèse par une conclusion qui résume l’ensemble des résultats obtenus et donne les
perspectives à venir.

3



Première partie

Notions de base
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Chapitre 1

Ordonnancement

Ce chapitre est une introduction à la théorie de l’ordonnancement présentant les notions de
base de l’ordonnancement. Alharkan (2010), Baker (1974) ont été les ouvrages de référence pour
ce chapitre.

1.1 Définition

Un problème d’ordonnancement peut être défini comme étant le "processus d’organisation, choix
et programmation dans le temps de l’usage des ressources pour traiter toutes les activités nécessaires
afin d’aboutir à un objectif donné tout en satisfaisant un ensemble de contraintes sur les activités
et les ressources" (Morton and Pentico, 1993). Les activités sont appelées tâches.

Une ressource est un moyen technique ou humain nécessaire pour la réalisation des tâches. On
distingue plusieurs types de ressources : les ressources renouvelables et les ressources consommables.
Dans le cas des ressources renouvelables, on distingue deux types : Les ressources disjonctives, c-à-d :
La ressource ne peut exécuter qu’une seule tâche à la fois et les ressources cumulatives qui peuvent
être utilisées par plusieurs tâches simultanément.

Un problème d’ordonnancement est généralement décrit comme suit : Soit donné un ensemble
de n tâches {T1, . . . , Tn} à traiter sur un ensemble de m machines, (n,m) ∈ N∗2, on cherche
l’ordonnancement qui satisfait un certain nombres de contraintes tout en optimisant un ou plusieurs
objectifs.

La solution d’un problème d’ordonnancement est appelé ordonnancement. On dit qu’un ordon-
nancement est réalisable ou admissible si toutes les tâches ont sont traitées en respectant toutes les
contraintes.

1.2 Tâches

Une tâche est définie par la donnée de certaines caractéristiques :
Date d’arrivée, de disponibilité (release time, ready time ou arrival time) : noté ri et re-

présente la date à laquelle la tâche Ti est prête à être traitée. Si toutes les tâches ont la même
date d’arrivé, on pose ri = 0,∀i ∈ {1, . . . , n}.

5



Chapitre 1. Ordonnancement

Taille ou temps d’exécution (work, size, execution time) : noté par pi et représente le temps
nécessaire à une machine pour traiter la tâche.

Date échue ou au plus tard (due date) : noté di et indique que le traitement de la tâche Ti
doit être achevé avant la date di sous peine de pénalité.

Date limite ou absolue (deadline) : noté d̃i et indique que le traitement de la tâche Ti doit être
impérativement achevé avant la date d̃i.

temps d’installation (setup time) : Représente le temps nécessaire pour préparer une machine
au traitement d’une tâche lorsqu’elle en termine une.

Poids (weight) : noté wi et exprime la priorité relative de Ti.
Il existe deux types de tâches :

1. Les tâches récurrentes : appelées aussi périodiques. Les tâches récurrentes constituent un
ensemble fini noté T = {T1k , T2k , · · · , Tnk} où Tik est la tâche définie par : une date de
disponibilité rik avec ri1 ≤ ri2 ≤ · · · ≤ rik · · · , une taille pi,k, une date échue di,k.

2. tâches non récurrentes : appelés aussi apériodiques.

1.3 Les machines

Le traitement des tâches se fait sur une seule ou plusieurs machines. Dans le cas où il y a plusieurs
machines, on distingue deux types de machines :
Les machines parallèles : Ces machines exécutent le même traitement et sont donc capables de

traiter n’importe quelle tâche. En fonction de la vitesse de traitement, on distingue 3 types de
machines parallèles :
1 . Les machines identiques : La même vitesse est utilisée pour toutes les machines.
2 . Les machines uniformes : Chaque machine a sa propre vitesse qui est constante.
3 . Les machines générales : La vitesse de la machine dépend de la tâche á traiter.

Les machines spécialisées : Ces machines ne peuvent exécuter que certaines tâches. Il existe 3
modes de traitement :
1 Flow shop : Les tâches doivent être traitées par toutes les machines et dans le même

ordre.
2 Open shop : Les tâches doivent être traités par toutes les machines mais sans aucun

ordre.
3 Job shop : Le sous-ensemble devant traiter une tâche et l’ordre de traitement des tâches

est arbitraires. mais doivent être spécifiés à l’avance.

1.4 Les contraintes

On énumère dans ce qui suit certaines contraintes qu’on rencontre dans les problèmes d’ordon-
nancement classiques :
Disponibilité : Chaque tâche Ti est traitée dans l’intervalle [ri,+∞[ lorsque aucune date limite

n’est définie, sinon la tâche est traitée dans l’intervalle [ri, d̃i[.
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Parallélisme : On parle de tâches parallèles lorsqu’il est possible de traiter chaque tâche par plu-
sieurs machines simultanément. Dans les problèmes d’ordonnancement classiques, chaque
tâche est exécuté par au plus une machine, à chaque instant t ∈ [0,+∞[.

Préemption : Un ordonnancement peut être préemptif (ou avec préemption) si on peut suspendre
le traitement d’une tâche et la reprendre plus tard, sans aucun coût. Dans le cas où la tâche
peut être reprise sur une autre machine, on parle de migration. Sinon, on dit que le traitement
est non préemptif ou sans préemption.

Précédence : Une contrainte de précédence peut être définie par une relation d’ordre. On écrit
Ti < Tj pour dire que la tâche Ti doit être achevée avant Tj. On dit que les tâches sont
dépendantes si elles sont reliées par une relation d’ordre, sinon elles sont indépendantes. Dans
le cas de machines spécialisées, les opérations constituant une tâche sont toujours dépendantes
(sauf open shop) bien que les tâches peuvent être soit dépendantes soit indépendantes.

• Un ensemble de tâches ordonné par une relation de précédence est représenté par un
graphe orienté dans lequel les sommets représentent les tâche et les arcs les contraintes
de précédence.

• Une tâche Ti est dite disponible à la date t si ri ≤ t et si à l’instant t, le traitement des
tâches qui la précèdent est achevé.

1.5 Critère d’optimalité

Les paramètres suivants peuvent être calculés pour chaque tâche Ti, i = 1, n traitée dans un
ordonnancement donné :
Une date de fin d’exécution (completion time) Ci : date de fin de traitement de la tâche Ti.
Un temps de séjour (flow time) fi : C’est la différence entre la date de fin d’exécution et la

date d’arrivée fi = Ci − ri et qui représente la somme du temps d’attente et du temps de
traitement.

Une tardivité : décalage temporel ou retard algébrique (lateness) li : C’est la différence entre
la date de fin d’exécution et la date échue li = Ci − di.

Le retard vrai (tardiness) : ti calculée comme suit ti = max1≤i≤n{li, 0}.
L’avance (Earliness) : Ei où Ei = max1≤i≤n{0, di − Ci} = −min1≤i≤n{0, li}.
Ces paramètres nous permettent de définir les critères suivants :
La durée totale de l’ordonnancement (Makespan) : représente la plus grande valeur prise par

la date de fin d’exécution et est notée Cmax, donnée par : Cmax = max1≤i≤n{Ci}.
Le plus grand retard algébrique noté Lmax et donné par la formule Lmax = max1≤i≤n{Li}.
Le plus grand temps de séjour : noté par Fmax et donné par la formule Fmax = max1≤i≤n{fi}
Temps de séjour moyen : noté par F̄ et donné par la formule F̄ = 1

n

∑
1≤i≤n fi

Le plus grand retard vrai : noté Tmax et donné par la formule Tmax = max1≤i≤n{ti}
Le nombre de tâches en retard : noté NT et donné par la formule NT = ∑

1≤i≤n ui.
le retard moyen noté T̄ et est donné par la formule T̄ = 1

n

∑
1≤i≤n ti.
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1.6 Classification des problèmes d’ordonnancement

Afin de simplifier la classification d’un problème d’ordonnancement, plusieurs notations ont été
utilisées. La plus courante est la notation introduite par Graham et al. (1979) et reprise par Bazewicz
et al. (2001). Toutes les données d’un problème d’ordonnancement sont résumées dans une notation
à trois champs : α|β|γ. On donne une description détaillée pour chaque champs dans ce qui suit :
Champs α : Les ressources . On y décrit les machines utilisées : leur type (le type d’atelier), leur

nombre. Ce champs se divise en deux sous-champs et est désigné par α = α1α2 : α1 : Décrit
le type de machine.
α1 = 1 : Une seule machine.
α1 = P : Machines parallèles identiques.
α1 = Q : Machines parallèles uniformes.
α1 = R : Machines parallèles générales.
α1 = O : Machines spécialisées, système open shop.
α1 = F : Machines spécialisées, système flow shop.
α1 = J : Machines spécialisées, système job shop.
α2 : Décrit le nombre de machines lorsque α1 6= 1.
α2 = ∅ : Le nombre de machines est variable.
α2 = m : Le nombre de machines est égal à m où m > 1.

Champs β : Les contraintes . On y décrit les tâches et les contraintes qui leur sont liées ainsi que
les contraintes sur les ressources. Ce champs peut être divisé en plusieurs sous-champs. Les
premiers concernent les tâches et les derniers sont réservés aux ressource. Quelques notations
de contraintes utilisées.

• pmtn : Indique que les tâches sont préemptives.
• prec : Indique l’existence de contraintes de précédence et leur type.
• ri : Indique les dates de disponibilité.
• pi : Indique les tailles des travaux.
• les contrainte sur les ressources : contraintes de puissance, énergetiques...

Champs γ : Critères d’optimalité. Ce champs précise le critère d’optimalité utilisé.
L’objectif est de minimiser γ.

1.7 Représentation d’un ordonnancement : Diagramme
de Gantt

Le diagramme de Gantt est une technique populaire de représentation graphique d’un ordonnan-
cement de tâches sur machines. L’axe des abscisses représente le temps et les rectangles sur l’axe
des ordonnées représentent les machines. Chaque barre horizontale montre les temps de début et de
fin d’exécution d’une tâche. Le numéro de la tâche est inscrit dans le rectangle. La longueur du rec-
tangle représente le temps d’exécution de la tâche. L’espace vide entre deux rectangles représentant
les tâches indique le temps de repos de la machine.
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1.8 Règles de passage

Une règle de passage ou de priorité sert à déterminer l’ordre dans laquelle les tâches sont traitées.
On cite quelques règles de passage utilisées en ordonnancement :

• SPT ou SEPT (Shortest processing time, shortest expected processing time) : Les tâches sont
traitées selon l’ordre croissant de leur temps d’exécution. Plusieurs variantes existent :
1. SRPT (shortest remaining processing time),
2. TSPT (Truncated SPT) : La tâche avec le plus petit temps d’exécution est choisie en

premier mais s’il existe une tâche avec un temps d’attente supérieur à w, cette dernière
est choisie en premier. w est une valeur choisie arbitrairement.

3. WSPT (weighted SPT) : Les tâches sont traitées selon l’ordre croissant de pi
wi
.

• LPT ou LEPT (Longest processing time, longest expected processing time) : Les tâches sont
traitées selon l’ordre décroissant de leur temps d’exécution. Plusieurs variantes existent : TLPT
(total LPT), LRPT (longest remaining PT),

• EDF (earliest deadline first) : Les tâches sont traitées selon l’ordre croissant de leurs dates
limites,

• EDD (Earliest due date) : Les tâches sont traitées selon l’ordre croissant de leurs dates échues,
• FIFO, FCFS ou SORT (First in, first out ; first come, first served ou smallest release date) :

La première tâche disponible est exécutée en premier,
• LIFO, LCFS (Last in, last out ou last come, first served) : Les tâches sont traitées selon l’ordre

décroissant de leurs dates de disponibilité,
• CP (Critical path) : C’est une méthode d’ordonnancement prenant en compte des relations

de dépendances entre tâches et qui permet de déterminer les dates au plus tôt et au plus tôt
de début de traitement des tâches et de calculer la durée minimum de l’ordonnancement tout
en respectant les contraintes temporelles,

• Round Robin : Attribue des tranches de temps à chaque travail en proportion égale, sans
accorder de priorité aux tâches.

1.9 Catégories de problèmes d’ordonnancement

Les problèmes d’ordonnancement peuvent être divisés en plusieurs catégories selon le types de
paramètres définis (tels que temps d’exécution, date de disponibilité, etc) :

• Déterministe : Lorsque tous les paramètres et données du problème sont connus par avance et
sont fixes [Le nombre de tâches et leurs caractéristiques]. Parmi les problèmes déterministes on
rencontre les problèmes statiques où chaque tâche est définie par une date de disponibilité.

• Dynamique : L’ensemble des tâches n’est pas fixée à l’avance et les tâches arrivent à des
périodes différentes.
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1.10 Combinatoire enumérative

Dans la plupart des problèmes d’ordonnancement, la résolution du problème consiste à l’enu-
mération de l’ensemble des solutions possibles et d’en choisir la meilleure. Pour calculer la taille de
l’ensemble des solutions possibles, on utilise les notions suivantes :

• Permutations : Une permutation de n éléments distincts est le réarrangement ordonné et sans
répétition de ces éléments. Le nombre de permutations de n éléments distincts est égal à n!.
Par exemple, le nombre de solutions possibles pour l’ordonnancement de n tâches sur une
machine est égale à n!

• Arrangements : Un arrangement est une permutation de k éléments parmi n. Le nombre
d’arragements de k éléments parmi n est noté An,k et est donné par l’exmpression An,k =
n!

(n−k)! .
• Combinaisons : Une combinaison de k éléments pris parmi n éléments distincts est un sous

ensemble à k éléments distincts de cet ensemble. Les éléments sont pris sans répétition et ne
sont pas ordonnés. Le nombre de combinaisons de k éléments parmi n est appelé coefficient
binomial et est noté

(
n
k

)
ou Ck

n et est donné par l’expression Ck
n = n!

(n−k)!k! .
Une généralisation du coefficient binomial est le coefficient multinomial. Soient n ∈ N et s ∈
{1, . . . , n}. Soient n1, n2, . . . , ns ∈ N tels que n1 + n2 + . . . + ns = n, le coefficient multinomial
est le nombre de partitions d’un ensemble de taille n en s sous-ensembles S1, S2, . . . , Ss de tailles
respectives n1, n2, . . . , ns et est noté

(
n

n1,n2,...,ns

)
. La formule explicite est

(
n

n1,n2,...,ns

)
= n!

n1!n2!...ns! .
Pour s = 2, on retrouve le coefficient binomial.

1.11 Méthodes de résolution

Le choix de la méthode de résolution d’un problème d’ordonnancement dépend des besoins de
l’ordonnanceur et des caractéristiques du problème. On peut diviser les méthodes en deux classes :

• Méthodes exactes : Ces méthodes permettent d’obtenir une solution optimale. Ce sont des
méthodes d’énumération. Les méthodes les plus connues sont :
La programmation dynamique ; qui consiste à résoudre des sous-problèmes du problème

afin d’obtenir solution du problème global et est basée sur le principe d’optimalité de
Bellman. Un exemple classique est la recherche du plus court chemin.

La programmation linéaire ; introduite par George Dantzig et qui consiste à minimiser
une fonction linéaire avec des contraintes linéaires.

Séparation et évaluation ; (Branch and bound) Méthode d’énumération implicite qui
consiste à décomposer le problème initial en sous problèmes pour former une partition
de l’espace des solutions et évaluer les bornes optimales des solutions de chaque sous-
problème.

Ces méthodes de résolution sont parfois coûteuses en temps d’exécution qui est lié à la taille
du problème et de sa complexité.

• Méthodes approchées : Ces méthodes ne fournissement pas forcément une solution optimale
mais elles sont utilisées pour la recherche d’une solution satisfaisante en un laps de temps
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raisonnable. Ces méthodes englobent
Heuristiques : elles sont spécifiques au problème donné. On peut citer l’algorithme glouton.
Métaheuristiques : elles peuvent être appliquées sur différents problèmes.

1.12 Problèmes d’ordonnancement : Etat de l’art

1.12.1 Machines parallèles

Les problèmes d’ordonnancement sur machines parallèles où la préemption est exclue sont en
général NP -difficiles tels que P ||Cmax et R||Cmax. Pour le problème P ||Cmax, plusieurs heuristiques
sont utilisées afin de déterminer une solution proche de l’optimale. Certaines heuristiques incluent
la règle LPT décrite précédemment. On peut utiliser un algorithme de branch and bound pour le
problème Rm||Cmax.

Rabadi et al. (2006) ont proposé une heuristique Meta-Raps (meta-heuristic for randomized
priority search) pour le problème NP difficile Rm|setup time|Cmax et ont formulé un modèle ma-
thématique en nombres entiers mixtes. Le même problème a été étudié par Arnaout et al. (2014)
où les auteurs ont proposé un algorithme colonie de fourmis à deux phases plus performant que
Meta-RaPS.

Par contre, la difficulté s’estompe lorsqu’on accepte la préemption, par exemple, la procèdure
McNaughton peut résoudre de façon optimale le problème P |pmtn|Cmax en un temps O(n). Pour
le problème avec contraintes de précédence sous forme d’arborescence, notée Pm|pi = 1, tree|Cmax,
on peut utiliser la règle CP si l’arborescence est un arbre descendant ou ascendant.

Pour les machines uniformes, le problème Qm|pmtn|Cmax peut être résolu en appliquant la
règle LRPT et en assignant la tâche à la machine la plus rapide disponible. En changeant le critère
d’optimalité en ∑Ci, on utilise la règle SRPT.

La table 1.1 retrace quelques recherches concernant la minimisation du makespan concernant
les machines parallèles générales :

Problème Référence
Rm||Cmax Charalambous and Fleszar (2012), Fanjul-

Peyro and Ruiz (2012), Garey and Johnson
(1979), Hariri and Potts (1991), Kumar et al.
(2011), Shchepin and Vakhania (2005)

Rm|st|Cmax Arnaout et al. (2014), Chang and Chen (2011),
de Paula et al. (2007), Eroglu et al. (2014),
Ezugwu et al. (2018)

Rm|ress constraint|Cmax Chen (2005)
Rm|ri|Cmax Zhang et al. (2016)
Rm|di|Cmax Yang-Kuei and Chi-Wei (2013)
Rm|ri, di, st|Cmax ;
st=stup time

Nikabadi and Naderi (2016)

Rm|ri, st, prec, ress|Cmax Afzalirad and Rezaeian (2016)
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Rm|batch|Cmax Damodaran et al. (2012)
Rm|ma|Cmax Ebrahimi and Rezaeian (2015)

Table 1.1: Problèmes d’optimisation du makespan sur ma-
chines parallèles générales

1.13 Flow shop hybride

Le problème d’ordonnancement flow shop hybride est la combinaison de deux problèmes d’or-
donnancement : Les problèmes d’ordonnancement flow shop et machines parallèles. On le définit
comme suit : Il y a L niveaux. Chaque niveau l consiste en M l machines parallèles (M l ∈ N∗). Au
moins un étage doit contenir plusieurs machines. On a n tâches à exécuter. Chaque tâche consiste
en L opérations où chaque opération l doit être exécutée par une machine au niveau l. Les tâches
doivent être acheminées aux niveaux dans le même ordre de 1 vers L. La préemption n’est pas
permise. Dans un niveau, les machines utilisées peuvent être identiques, uniformes ou générales. Ce
problème est aussi appelé flow shop flexible.

Le problème flow shop hybride a été étudié en premier par Arthanary and Ramamurthy en 1971.
Le problème a été prouvé NP-difficile au sens fort pour les critères d’optimisation classiques Bansal
et al. (2011).

En utilisant la notation proposée par Billaut and Proust (1999) qui généralise celle de Graham
et al. (1979), α|β|γ en divisant α en quatre termes i.e. α1α2(α3α

(1)
4 , α3α

(2)
4 , . . . , α3α

(α2)
4 ). On a : α1

indique le problème considéré qui est noté par HF pour désigner le flow shop hybride. Le paramètre
α2 indique le nombre de niveaux qui est >1. Le paramètre α3 donne le type de machines sur chaque
niveau, c-à-d. identiques (P), uniformes (Q), générales (R) ou 0 s’il n’y a qu’une seule machine et
α4 indique leur nombre. S’il y a plusieurs niveaux avec le même type et nombre de machines, les
termes peuvent être groupés comme suit : ((α3α4)l)kl=s où s et k sont les indices du premier et
dernier niveaux concernés, respectivement.

Par exemple, la notation HF2(P21, Q32) indique qu’il s’agit d’un système flow shop hybride à
deux niveaux. Le premier niveau contient deux machines parallèles identiques et le second niveau
contient 3 machines uniformes.

On commence par donner la table 1.2 présentant quelques travaux concernant les problèmes
d’ordonnancement dans des ateliers flowshop classiques.

Problème Référence
Cmax Baskar and Xavior (2012), Chakraborty and

Laha (2007), Modrak and Pandian (2010), No-
wicki and Smutnicki (1996), Stutzle (1997),
Gary et al.[1976], Ignall and Schrage (1965)

No-wait, Cmax Chaudhry et al. (2014), Nailwal et al. (2016),
Zandieh and Rashidi (2009)∑

Cij Tseng and Lin (2009)
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no-wait, ∑Cij Sapkal and Laha (2013), Ye et al. (2017)
pas de stockage inter-
médiaire, F

Wang et al. (2010b)

Cmax,
∑
wiCi Balaji and Porselvi (2014)

No-wait, Lmax Wang et al. (2010a)
Table 1.2: problèmes flow-shop

La table 1.3 énumère quelques travaux concernant les problèmes flowshop hybrides.

Critère d’optimalité Référence
HF2(0, PM (2))

Cmax Chang et al. (2004), Gupta and Tunc (1994),
Tseng et al. (2008)∑

Cj Guirchoun et al. (2005)
HF2(0, RM (2))

Cmax Riane et al. (2002)Riane et al. (1998)
HF2(0, QM (2))

Cmax Huang and Li (1998)
HF2(PM (1), 0)

Cmax Gupta et al. (1997)
HF2(RM (1), 0)

Cmax Figielska (2009), Low et al. (2008), Oguz et al.
(1997)
HF2(PM (1), PM (2))

Cmax Dong et al. (2017), Haouari et al. (2006), Hi-
dri et al. (2014), Lee and Vairaktarakis (1994),
Wang et al. (2005), Xie and Wang (2005)

Cmax +∑
Ti Aurich et al. (2016)

HF2(RM (1), RM (2))
Cmax Rabiee et al. (2014), Suresh (1997)

HF2(QM (1), QM (2))
Cmax Dessouky et al. (1998), Kyparisis and Koulamas

(2006a), Soewandi and Elmaghraby (2003)
HFk(PM (1), PM (2), . . . , PM (k))∑

wiCi Kyparisis and Koulamas (2001), Shiau et al.
(2008)

13



Chapitre 1. Ordonnancement

Cmax Negenman (2001), Paternina-Arboleda et al.
(2008), Kurz and Askin (2004), Brockmann
et al. (1998), Carlier and Neron (2000), Kahra-
man et al. (2008), Portmann et al. (1998),En-
gin and Doyen (2004), Zandieh et al. (2006),
Alaykyran et al. (2007), Pan et al. (2014), Jin
et al. (2006), Shi et al. (2015), Belkadi et al.
(2006), Yi et al. (2016), Lei and Guo (2016),
Yazdani and Naderi (2016), Djellab and Djel-
lab (2002), Hidri and Haouari (2011), Sawik
(2000), Wardono and Fathi (2004)

Cmax, F Pachedo et al. (2013)∑
Ci Azizoglu et al. (2001), Pan and Dong (2014)

Cmax, Tmax Mousavi et al. (2013), Naderi and Sadeghi
(2012)

HFk(QM (1), . . . , QM (k))
Cmax Dessouky et al. (1998), Kyparisis and Koulamas

(2006b), Verma and Dessouky (1999), Sevas-
tianov (2002), Amin-Naseri and Beheshti-Nia
(2009)

HFk(RM (1), . . . , RM (k))
Cmax Chen et al. (2007), Yaurima et al. (2009), Mah-

davi et al. (2011)
Table 1.3: Problèmes flowshop hybrides
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Optimisation multi-critère

On donne dans ce qui suit certaines définitions sur la théorie de l’optimisation combinatoire et
de la théorie de la complexité. Elles sont principalement puisées sur les ouvrages de (Marlow, 1993,
Siarry, 2014). Un problème d’optimisation combinatoire consiste à trouver parmi un ensemble fini
de possibilités, le meilleur choix. La notion de meilleur choix est déterminé par une fonction objectif.

2.1 Définition

Un problème d’optimisation est la donnée d’une fonction objectif f : D ⊆ Rn −→ R où D est
un ensemble ouvert, appelé ensemble de recherche. Un programme mathématique est un problème
d’optimisation sous contrainte où le but est la recherche d’un x0 ∈ D vérifiant :

f(x0) = min{f(x) : x ∈ K} (2.1)

où K est spécifié. Le vecteur x est appelé vecteur de décision, x0 vecteur solution et K l’ensemble
des contraintes. On utilise l’ecriture suivante pour présenter le problème :

minimiser f(x) (2.2)
s.c x ∈ K (2.3)

Lorsque K = D, le problème est dit sans contraintes. On appelle K l’ensemble des solutions
réalisables ou encore domaine de définition de f . Ainsi, x est dite solution réalisable si et seulement
si x ∈ K.
On peut remarquer qu’un problême d’optimisation peut être une maximisation ou une minimisation
(il suffit de poser f ′ = −f).
Le domaine de définition peut être : vide (dans ce cas, le programme n’admet pas de solutions),
dans le cas contraires, le programme admet des solutions.
On appelle extrêmum de f sur K tout minimum ou maximum du problème et on peut distinguer
plusieurs types. On dit qu’il existe un minimum global en x0 ∈ K si f(x) > f(x0), ∀x ∈ K, x 6= x0

et si f(x) > f(x0),∀x ∈ K, x 6= x0, il est appelé minimum global strict. On dit qu’il existe un
minimum local en x0 ∈ K si f(x) > f(x0) est vraie pour tout x ∈ V ∩K, où V = V (x0) est un
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voisinage de x0 et si f(x) > f(x0),∀x ∈ K ∩ V , le vecteur est appelé maximum global strict.
Si l’ensemble K est discret, on parle de programme mathématique discret. On l’appelle entier si
K ∈ Nn ou binaire si K ∈ {0, 1}n. Si certaines composantes du vecteur x prennent des valeurs dans
un ensemble discret et les autres dans un ensemble continue, on parle de programme mathématique
mixte.
On peut diviser les problèmes d’optimisation sous contraintes en cinq sous-problèmes :

• Problème sous contraintes d’égalité, défini comme suit :

minimiser f(x) (2.4)
s.c h(x) = 0 (2.5)

où h : D −→ Rn.
• Problème sous contraintes d’inégalité, présenté comme suit :

minimiser f(x) (2.6)
s.c g(x) 6 0 (2.7)

où g : D −→ Rn.
• Problème sous contraintes mixtes, présenté comme suit :

minimiser f(x) (2.8)
s.c h(x) = 0 (2.9)

g(x) 6 0 (2.10)

• Problème de programmation convexe, présenté comme suit :

minimiser f(x) (2.11)
s.c g(x) 6 0 (2.12)

Ax = b (2.13)

où f et chaque fonction coordonnée de g est une fonction convexe. A est une matrice k × n
et b ∈ Rk.

• Programme linéaire. Il est présenté comme suit :

minimiser cTx (2.14)
s.c Ax = b (2.15)

x > 0 (2.16)

où A est une matrice m× n satisfaisant certaines conditions, b ∈ Rm et c ∈ Rn. La notation
cT représente la transposée du vecteur.
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2.2 Optimisation multicritère

Dans la plupart des problèmes qu’on rencontre dans le monde réel, on cherche une solution qui
optimiserait plusieurs critères à la fois. Les premières recherches concernant l’optimisation multicri-
tère ont été menés au XIX-eme siècle dans le domaine de l’économie par Edegeworth et généralisés
par Pareto.
Dans un problème d’optimisation multicritère, on cherche à optimiser plusieurs critères souvent
contradictoires. Il est possible de ne pas trouver une solution satisfaisant toutes les contraintes et
optimisant simultanément les critères considérés et dans ce cas, on cherche une solution représentant
un compromis acceptable entre les différents objectifs.

Définition 2.1. Un problème d’optimisation multi-objectif est défini comme suit :

minimiser f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fr(x)) (2.17)
s.c x ∈ K (2.18)

où fi : Di ⊂ Rn −→ R.

Définition 2.2. Soient deux solutions x, x′. On dit que x′ domine x si et seulement ∀i ∈
{1, . . . , r}, fi(x) > fi(x′) et ∃j ∈ {1, . . . , r}, fj(x) > fj(x′).

On dit qu’une solution x0 ∈ K est Pareto optimal (ou efficace) si il n’existe aucun x ∈ K
tel que f(x) domine f(x′).

On appelle front Pareto l’ensemble des solutions Pareto optimales omposé de points qui
ne sont dominés par aucun autre point. Appelé aussi surface de compromis ou ensemble des
solutions efficaces.

2.3 Méthode d’optimisation multicritère

Les approches de résolution des problèmes multiobjectifs peuvent être réparties en quatre classes :
• Les méthodes Métaheuristiques.
• Les méthodes non Pareto.
• Les méthodes Pareto.
• Les méthodes hybrides.

2.3.1 Méthodes métaheuristiques

Les métaheuristiques permettent de résoudre des problèmes ayant des instances de grandes tailles
et sont utilisées dans plusieurs domaines tels que : la robotique, télécommunications, ordonnance-
ment, etc. On peut les classer selon leur nature :
Inspirée par la nature ou non Plusieurs métaheuristiques sont inspirées par des systèmes natu-

rels : Algorithmes évolutionnaires (génétiques), colonies de fourmis (biologie). Le recuit simulé
(physique). Optimisation par essaim particulaire (sciences sociales).
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Recherche basée sur une seule solution ou une population de solutions Les algorithmes ba-
sés sur une seule solution manipulent et transforment une seule solution durant la recherche
tandis que dans les algorithmes basés sur une population, plusieurs solutions sont manipulées.

itérative ou gloutonne Dans un algorithme itératif, on démarre avec une population entière qu’on
transforme à chaque itération utilisant certains opérateurs alors que dans un algorithme greedy,
on démarre d’une solution nulle et à chaque étape, une variable de décision est ajoutée jusqu’à
la complétude de la solution. La plupart des métaheuristiques sont itératives.

Quelques exemples de métaheuristiques :
Le recuit simulé Le recuit simulé a été introduit par Kirkpatrick et al. (1983) et est inspirée par

le processus physique du recuit utilisé en metallurgie.
La recherche tabou La recherche tabou a été introduite par Glover (1986). Elle combine une pro-

cédure de recherche locale avec un certain nombre de règles et de mécanismes pour surmonter
l’obstacle des optima locaux.

Les algorithmes génétiques Les algorithmes génétiques ont été introduits par Holland (1984) et
sont basées sur la théorie de l’évolution de Darwin et de la procréation selon les règles de
Mendell.

2.3.2 Les méthodes non Pareto

Dans ces méthodes, on cherche à ramener le problème multiobjectif à un ou plusieurs problèmes
mono-objectif. Citons quelques exemples :
Les méthodes agrégées Parmi les méthodes utilisant cette approche, on peut citer

• Agrégation par pondération : Cette méthode consiste à assigner à chaque fonction objectif
fi, i ∈ {1, . . . , r} un poids wi ∈ [0, 1] où ∑r

i=1 wi = 1 et de considérer le nouveau
problème :

Minimiser f̃(x) =
r∑
i=1

wifi(x) (2.19)

s.c x ∈ K (2.20)

• Méthode ε-contrainte : Appelée aussi méthode du compromis. Transforme le problème
en un problème mono-objectif en choisissant l’un des objectif comme objectif à optimiser
prioritairement et les autres objectifs en contrainte d’inégalités par un vecteur contraintes
ε comme suit :

Minimiser f1(x) (2.21)
s.c f2(x) 6 ε2, f3(x) 6 ε3, . . . , fr(x) 6 εr (2.22)

x ∈ K (2.23)

La méthode lexicographique Méthode introduite par Fourman (1985) qui consiste à ranger les
objectif par ordre d’importance établi par le décideur. Ensuite, l’optimum est obtenu en mi-
nimisant les fonctions objectifs en suivant l’ordre en transformant les fonctions objectifs déjà
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minimisées en contraintes.

2.3.3 Les méthodes Pareto

Ces méthodes traitent les objectifs sans les transformer pendant la résolution. Voici quelques
algorithmes utilisant cette méthode :
MOGA (Multi-Objective Genetic Algorithm) Introduit par Fonseca and Fleming (1993) et uti-

lise la notion de dominance pour ranger les solutions.
NSGA-II (Non Sorting Genetic Algorithm II) Introduit par Deb et al. (2002).
SPEA2 (Strength pareto evolutionary Algorithm) Introduit par Zitzler et al. (2001).

2.3.4 Méthodes hybrides

La méthode hybride consiste à combiner plusieurs méthodes afin d’améliorer les performances
d’un algorithme. Un cas particulier d’hybridation est la combinaison d’un algorithme génétique avec
le principe de recherche locale. On peut citer les méthodes suivantes :
les méthodes MOTS combinant une population et une recherche Tabou,
Les méthodes PSA combinant un algorithme génétique et le recuit simulé,
Les méthodes M-PAES intégrant un schéma généralisant l’implémentation d’un grand nombre

d’algorithmes hybrides pour l’optimisation multiobjectif.

2.3.5 Principe de quelques algorithmes

Le recuit simulé

Le recuit simulé est une méthode de recherche locale stochastique dont les étapes de l’algorithme
sont décrits ci-dessous :
1– La donnée d’une température minimale T , une longueur de la période L, une fonction de

refroidissement dépendante de la température en cours. Choix d’une température initiale T1 >

0 et établir le compteur à k = 1.
2– Génération d’une solution initiale S. Calculer son "coût" C(S).
3– Répéter les étapes suivantes L fois.

1– Créer une solution S ′ à partir de S et évaluer son coût.
2– Calculer δ = C(S ′)− C(S).
3– Si δ < 0, remplacer S par S ′.
4– Si δ > 0 choisir S ′ à la place de S avec une probabilité e−

δ
Tk .

4– Si le critère d’arrêt n’est pas atteint, calculer la nouvelle température Tk+1 = F (Tk) et poser
k = k + 1, revenir à l’étape 3.

Les algorithmes génétiques

L’algorithme peut être divisé en plusieurs étapes principales.
1– Génération aléatoire d’une population initiale contenant N solutions réalisables, appelées in-

dividus.
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2– Évaluation de la qualité de chaque individu permettant de définir une fonction de mérite
(fitness).

3– Sélection de deux parents selon l’une des méthodes suivantes :
Sélection par roulette : Cette méthode s’inspire des roues de la loterie. On associe à chaque

individu une probabilité de sélection proportionnelle à la valeur de sa fonction de mérite.
Sélection par rang : Dans cette technique, les individus sont triés selon leur valeur de la

fonction fitness. Ensuite, un rang proportionnel est attribué à chaque individu propor-
tionnellement à sa valeur de fonction de mérite. On choisit les individus ayant les meilleurs
rangs.

Sélection par tournoi : Cette technique consiste à comparer plusieurs individus pris au ha-
sard et de choisir le meilleur individu de par la valeur de la fonction de mérite. On peut
décider de choisir plus d’une vainqueur selon le nombre de tournois qu’on souhaite établir.
Un même individu peut participer à plus d’un tournoi.

Élitisme : Cette méthode permet de mettre en avant les meilleurs individus de la population.
4– Croisement des parents. On peut décider de faire des croisements aléatoire mais la méthode la

plus couramment utilisée est le croisement multi-point qui consiste à découper chaque individu
choisi pour le croisement en N morceaux (2 ou plus) puis on prend un gène de chaque individu
pour créer un autre individu. En prenant X individus, on peut créer X nouveaux individus.
On vérifiera que chaque individu créé est une solution réalisable.

5– mutation des parents qui consiste à modifier dans l’individu choisi un gène qui permettra de
créer un nouvel individu qui représente une solution réalisable.

6– Répéter les étapes 3,4 et 5 jusqu’à obtention d’une population ayant N individus.
7– Itérer l’algorithme à partir de l’étape 2 jusqu’à ce que la condition d’arrêt soit satisfaite.

2.4 Types de problèmes

2.4.1 Complexité algorithmique

Tout algorithme a besoin des ressources temps et espace pour résoudre un problème donné. La
complexité d’un algorithme représente le nombre d’étapes nécessaires pour résoudre un problème de
taille n.
Le but du calcul de la complexité algorithmique est d’obtenir une borne asymptotique du nombre
d’étapes. La notation la plus utilisée pour représenter l’analyse asymptotique est O.

Définition 2.3. On dit qu’un algorithme est de complexité f(n) = O(g(n)) s’il existe n0 >

0, c > 0 tels que ∀n > n0, f(n) 6 c.g(n).

La fonction f est donc limitée supérieurement par g. Cette notation peut être utilisée pur calculer
la complexité par rapport au temps ou l’espace.

Définition 2.4 (Temps polynomial). Un algorithme est dit polynomial si sa complexité est
O(p(n)), où p est un polynôme de degré n.
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Définition 2.5 (Temps exponentiel). Un algorithme est dit exponentiel si sa complexité
est O(cn), où c est un nombre réel supérieur strictement à 1.

La complexité d’un problème est équivalente à la complexité du meilleur algorithme résolvant ce
problème.

La théorie de la complexité s’intéresse aux problèmes de décision.

Définition 2.6. Un problème est dit de décision si la réponse est oui ou non.

Tout problème d’optimisation peut être réduit en un problème de décision.

Les problèmes de décision sont divisées en deux classes importantes :
La classe P qui représente l’ensemble de tous les problèmes de décision qui peuvent être résolues

par un algorithme polynomial déterministe.
Un algorithme est dit polynomial pour un problème de décision A si la complexité empirique
est majorée par une fonction polynomiale p(n).
Ainsi la classe P représente la famille de problèmes où il existe un algorithme en temps poly-
nomial résolvant ce problème.

La classe NP qui représente l’ensemble de tous les problèmes qui peuvent être résolues par un
algorithme non déterministe en temps polynomial.

Définition 2.7. On dit qu’un problème de décision B est réductible en temps polynomial
(polynomially reduced) en un problème de décision A s’il existe un algorithme polynomial
pouvant convertir chaque instance IB de B en une instance IA de A.

Définition 2.8. On dit qu’un problème A est NP-difficile (NP-Hard) si chaque autre problème
NP est réductible en temps polynomial en A. Il est NP-complet s’il est dans la classe NP et
que tout autre problème dans NP est réductible en temps polynomial en A.

2.4.2 Algorithmes approchées

Définition 2.9 (Algorithme ε-approché). On dit qu’un algorithme A approche l’optimum
d’un facteur ε si sa complexité et polynomiale et pour chaque instance I, il produit une solution
A(I) qui vérifie :

A(I)
Opt(I) 6 ε

Définition 2.10 (Schéma d’approximation en temps polynomial). Un algorithme est dans
la classe PTAS (polynomial time approximation scheme) s’il admet un algorithme (1 + ε)-
polynomial pour tout ε fixé.

Le problème du voyageur de commerce euclidien appartient à cette classe.
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Définition 2.11 (Schéma d’approximation entièrement en temps polynomial). Un al-
gorithme est dans la classe FPTAS (fully polynomial time approximation scheme) s’il admet
un algorithme (1 + ε)-polynomial en terme de taille d’instance du problème et 1

ε
-polynomial

pour tout ε fixé.

Le problème du sac à dos appartient à cette classe.
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Chapitre 3

Tâches déteriorables : Etat de l’art

Dans les problèmes d’ordonnancement classiques, le temps d’exécution est considéré fixe. Mais
dans la réalité , il existe certains modèles où le temps de traîtement d’une tâche peut varier selon
certains facteurs tel que le temps. On peut citer par exemple le temps de traitement des laminoirs
d’acier où le temps nécessaire à la fabrication augmente avec la baisse de la température ou en
agriculture où la moisson diminue avec la baisse de la récolte. De telles tâches sont appelées tâches
déteriorables.

Dans la section suivante, on présente un état de l’art des recherches effectuées sur les problèmes
d’ordonnancement considérant des tâches déteriorables.

3.1 Etat de l’art

Le problème d’ordonnancement de tâches déteriorables (DJSP : deteriorating jobs scheduling
problem) a été introduit par Browne and Yechiali (1990), dans lequel on considère un modèle
stochastique où on doit ordonnancer un ensemble de n tâches à temps d’exécution variable dont
l’objectif est de déterminer un ordonnancement qui minimise le temps d’exécution total (makes-
pan). Dans ce cas, le makespan n’est plus un résultat indépendant de la règle d’ordonnancement
utilisée lorsque la préemption et le temps d’attente ne sont pas autorisés. Ce problème a été traité
indépendamment par Gupta and Gupta (1988), Tanaev et al. (1994).

Dans ces problèmes, on considère que le temps d’exécution est une fonction linéaire du temps
donnée par l’équation pi = p0

i+αiti, où pi, p0
i , αi, ti représentent respectivement le temps d’exécution

actuel, le temps d’exécution initial, le taux de déterioration et le début du temps d’exécution de la
tâche Ti.

3.1.1 Une seule machine

Alidaee and Landram (1996), Gawiejnowicz and Pankowska (1995) ont proposé des heuristiques
pour le problème 1|p0

i + αit|Cmax. Cheng and Ding (1998b) ont prouvé que le problème est NP-
difficile lorsqu’il existe des dates d’arrivée, même pour p0

i = 1. Un algorithme Branch and Bound
a été proposé par Lee et al. (2008). Cheng and Ding (2000) ont prouvé que les problèmes 1|p0

i +
αit, di|Fmax et 1|p0

i + αit, di|Cmax sont équivalents.
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En considérant des contraintes de précédence, Wang et al. (2008) ont prouvé qu’il existe un
ordonnancement optimal pour le problème de minimisation du makespan, lorsque la relation de
précédence est sous forme de chaînes et présentent un algorithme polynomial lorsqu’elle est sous
forme de graphe séries parallèles.

En considérant le fait que lorsque le nombre de tâches augmente, le temps de début de leur
exécution par la machine sera retardée, rendant ainsi le temps d’exécution basique moins per-
tinent, Mosheiov (1994) a proposé de simplifier l’expression de la fonction de temps d’exécu-
tion et a donc étudié le problème 1|αit, ri|Cmax. Gawiejnowicz (2007) a prouvé que le problème
1|αit, ri, di|Cmax est NP -complet au sens fort lorsque ri, di sont arbitraires et NP -complet lorsque
ri ∈ {r1, r2}, di ∈ {d1, d2}. Lee and Wu (2003) proposent un algorithme de programmation en
nombre entiers pour le problème 1|αit,ma, resumable|Cmax , où [a1, a2] est la période d’indisponi-
bilité de la machine.
Gawiejnowicz (2007) a prouvé que le problème 1|αit,ma, k, non− resumable|Cmax, où k désigne
le nombre de périodes de maintenance est NP -complet lorsque k = 1 et NP -complet lorsque k est
arbitraire. Ji et al. (2006) ont présenté un PTAS. Ils présentent aussi un algorithme en-ligne de ratio
b1/t0, où b1 représente le début de la maintenance, et un FPTAS dans le cas hors-ligne en O(n2

ε
)

pour le cas k = 1.
Mosheiov (1991) montre que l’ordonnancement optimal pour le problème 1|p0

i + αit|F est
V -shaped1 selon αi.

Li et al. (2009) ont prouvé que l’ordonnancement optimal avait une propriété V -shaped selon ai
et proposent 2 heuristiques pour le problème 1|ai(α + βti)|

∑n
i=1

∑n
j=1 |Cj − Ci|.

Les problèmes 1|p0
i+αit, wi|Fw et 1|p0

i+αit, ri, di, wi|Fw, 1|p0
i+αit, di|Lmax sont NP-difficiles (Bach-

man and Janiak, 2000, Bachman et al., 2002, Cheng et al., 2004). Le problème 1|p0
i +αit, ri, d|NT

est polynomial (Cheng et al., 2004).
Cheng and Ding (1998a) ont prouvé que les problèmes 1|p0

i − αit, di|Cmax, 1|p0
i − αit, di|Lmax

et 1|p0
i − αit, di|Fmax, sont NP-difficiles dans les cas où di ∈ {d1, d2}, αi = α et αidi < p0

i < di.
Cheng and Ding (1998b) ont prouvé que le problème 1|p0

i −αit, ri|Cmax se résout polynomialement
dans les cas suivants : αi = α, pi = 1− αiti et qu’il est NP-difficile au sens fort pour des dates de
disponibilité arbitraires et au moins NP-difficile lorsque ri ∈ {0, R}.

Wang (2009b) présente des algorithmes polynomiaux pour le problème 1|p0
i − αit, prec|Cmax

dans le cas où la relation de précédence représente des chaînes parallèles ou un graphe en séries
parallèles.

Ng et al. (2002) montrent que le problème 1|p0
i − αit|Fmax admet un ordonnancement optimal

en temps polynomial pour le cas où αi = α et αi = kai et montrent que dans le cas général,
tout ordonnancement optimal doit respecter la propriété ∧-shaped selon le taux de détérioration et
la tâche de plus petit αi est exécutée en premier et présentent un algorithme en programmation
dynamique.

Wang et al. (2008) ont prouvé que le problème 1|p0
i −αit, wi, séries− parallèles|Fw peut être

résolu en temps polynomial. Cheng et al. (2004) ont prouvé que le problème 1|p0
i −αit, ri, wi, d|Fw

1. ordonnancement V -shaped selon αi : les tâches sont ordonnées selon l’ordre décroissant de leur taux de
détérioration si elles sont placées avant la tâche dont le taux de déterioration est minimal et dans l’ordre croissant
si après.
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est NP-difficile.
Wang and Xia (2005) ont prouvé que le problème 1|p0

i − αit, di|Lmax est résoluble par la règle
EDD et que le problème 1|p0

i − αit, di|NT admet un ordonnancement optimal lorsque αi = kai

et Woeginger (1995) a prouvé qu’il est résoluble polynomialement lorsque di = d. En suppo-
sant que αidi < αi < di, Ho et al. (1993) prouvent que le problème 1|p0

i − αit, di|NT est NP-
difficile au sens fort lorsque les dates échues sont arbitraires et lorsqu’il y a deux dates échues
distinctes, le problème est NP-difficile et pour di = d, le problème est résoluble en temps polyno-
mial O(n log n). Lee and Wu (2003) proposent un algorithme de programmation en nombre entiers
pour le problème 1|αit,ma, resumable|Cmax tandis que Ji et al. (2006) ont montré que le pro-
blème 1|αit,ma, non − resumable|Cmax est NP-difficile et ont présenté un algorithme approché
en temps pseudo polynomial. Ils présentent aussi un algorithme en-ligne et un FPTAS dans le cas
hors-ligne. Gawiejnowicz (2007) a prouvé que le problème 1|αit,ma, non− resumable, k|Cmax, où
k est le nombre de périodes de maintenance, est NP-difficile lorsque k = 1 et NP-difficile au sens
fort lorsque k est arbitraire.

Mosheiov (1994) a montré que le problème 1|αit|Fmax se résout en ordonnant les tâches selon
l’ordre croissant de leur taux de détérioration (SDRF). Ji et al. (2006) ont montré que le problème
1|αit,ma, non− resumable|Fmax est NP-difficile et ont présenté un algorithme approché en temps
pseudo polynomial et Fan et al. (2011) ont prouvé que le problème 1|αit,ma, resumable, k|Fmax
ont proposé un FPTAS pour k = 1 et ont prouvé qu’il n’y avait aucun FPTAS avec un ratio constant
lorsque k > 1.

Oron (2008) a prouvé que, pour le problème 1|αit|
∑n
i=1

∑n
j=i |Cj−Ci|, l’ordonnancement optimal

avait une propriété V -shaped selon αi et proposent 2 heuristiques en temps polynomial. Mosheiov
(1994) a montré que l’ordonnancement des tâches pour le problème 1|αit, wi|

∑n
i=1 wiCi se fait

selon l’ordre croissant des ratio αi/[(1 + αi)wi] et Cheng et al. (2004) ont prouvé que le problème
1|αit, ri, di, wi|

∑n
i=1 wiCi se résout polynomialement et vérifie la propriété ∧-shaped. Wang et al.

(2011a) ont prouvé que le problème 1|αit, chains|
∑n
i=1 C

2
i se résout polynomialement.

Mosheiov (1994) a proposé le principe d’ordonnancement SDRL pour le problème
1|αit, di|Tmax EDD pour le problème 1|αit, di|Lmax. Mosheiov (1994) a proposé un algorithme
MINLID (minimizing number of tardy jobs under linear deterioration) qui donne une solution optimale
pour le problème 1|αit, di|NT et un algorithme dynamique polynomial lorsque di = d.

Dans d’autres études, on considère l’existence d’une ou plusieurs dates de début de détérioration
et ce problème est formulé par une fonction de déterioration par morceaux. En supposant qu’il existe
une seule date de début de déterioration, (Mosheiov, 1995) prouve que le problème est NP-difficile
et présente une heuristique qu’il adapte au cas de l’existence de plusieurs dates de déterioration.

Kubiak and van de Velde (1998) montrent que le problème 1|pi|Cmax est NP-difficile et présentent
un algorithme pseudo-polynomiaux et un FPTAS est donné par Kovalyov and Kubiak (1998) où la
fonction de détérioration est donnée par :

pi(t) =


p0
i si t ≤ d

p0
i + αi(t− d) si d < t < D

p0
i + αi(D − d) si t ≥ D

(3.1)
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où d,D sont les dates de début et fin de déterioration.
En considérant la fonction suivante :

pi(t) =
 p0

i si ti ≤ di

p0
i + βi si ti > di

(3.2)

Sundararaghavan and Kunnathur (1994) ont proposé une heuristique optimale pour le problème
1|pi|Cw pour le cas où di = d et p0

i = p0 et un algorithme non optimal pour le cas où wi ≥
wj ⇒ βi ≥ βj. Guo et al. (2014) montrent que le problème 1|pi|T est NP-difficile et présentent
une heuristique appelée General variable neighborhood search (GVNS) et une autre appelée simple
weighted search procedure (SWSP).

En considérant la fonction suivante :

pi(t) =


ai si t ≤ d

ai − αi(t− d) si d < t < D

ai − αi(D − d) si t ≥ D

(3.3)

où 0 < αi < 1 et ai > αi(min{∑n
j=1,j 6=i aj, D}−d), Cheng et al. (2003) montrent que les problèmes

1|pi|Cmax et 1|pi|Fmax sont NP-difficile dans le cas d = 0, D <∞ et un FPTAS est proposé par Ji
and Cheng (2007) pour résoudre le problème 1|pi|Cmax.
Lorsque d > 0, Cheng et al. (2003) prouvent que le problème 1|pi|Cmax est NP-difficile et présentent
un algorithme pseudo-polynomial.

En considérant la fonction suivante :

pi =
 p0

i , ti ≤ d

p0
i + αiti, ti > d

(3.4)

Alidaee and Womer (1999) ont prouvé que le problème 1|pi|Cmax est polynomial lorsque p0
i = a.

Alidaee and Womer (1999) ont prouvé que les problèmes 1|pi = p0
i + αit

r
i |Cmax et 1|pi =

p0
i + αit

r
i |Cmax sont polynomiaux.

En considérant la fonction suivante

pi =
 ai, ti ≤ di

g(ti) ti > di
(3.5)

où gi est une fonction croissante, Alidaee and Womer (1999) ont proposé un algorithme en modifiant
celui de Moore pour résoudre le problème 1|pi|Nb.

Cheng et al. (2004) ont prouvé que le problème 1|pi = max{p0
i , p

0
i + αi(ti − d)}|Fw est NP-

difficile. Kunnathur and Gupta (1990) présentent un algorithme Branch and bound et un algorithme
de programmation dynamique et une heuristique pour résoudre le problème 1|pi = p0

i+max{0, αi(t−
di)}|Cmax. Mosheiov (2005) a prouvé que le problème 1|pi = p0

i r
a|F , où r représente la position

de la tâche dans l’ordonnancement, admet un ordonnancement optimal qui respecte la propriété
V -shaped selon p0

i . En considérant le problème 1|pi = p0
i + αif(ti)|Cmax, où f est une fonction

positive croissante, Cai et al. (1998) donnent des algorithmes optimaux dans les 2 cas suivants :
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p0
i = p0 et αi = α et présentent un FPTAS dans le cas où f(d, t) = max{0, (ti − d)}. Pour
p0
i = 1, Mel’nikov and Shafransky (1980) ont prouvé que l’ordonnancement optimal est obtenu

en arrangeant les tâches selon l’ordre décroissant des p0
i même lorsque la fonction est décroissante

dérivable et sa dérivée est inférieure à 1 en valeur absolue.
En considérant le problème 1|pi = pir = αitir

βi , d|Cmax, Yang and Kuo (2011) ont présenté un
algorithme polynomial en temps O(n3) pour le problème le problème 1|pi = pir = αitir

βi , d|Cmax
et un algorithme polynomial en temps O(n3 log n) pour le problème le problème 1|pi = pir =
αitir

βi , d|Nb.
D’autres auteurs ont étudié le problème d’ordonnancement sur une machine avec tâches dé-

teriorables pour des cas particuliers : pir = ai(αar−1 + β)(bt + c) (Wang et al., 2009), pir =
aiα(t)(M + (1−M)ra) où 0 < M < 1 (Wang, 2009a).

En supposant que pi < pj ⇒ wi ≥ wj, Wu et al. (2011) ont prouvé que le problème 1|pi|Fw
se résout optimalement selon l’ordre croissant des pi

wi
. lorsque pi = p, Wu et al. (2011) ont prouvé

qu’on obtient une solution optimle en ordonnançant les tâches selon l’ordre décroissant des wi.
Grande tardivité : Chaque tâche est définie par une date échue di.
En supposant que pi < pj ⇒ di ≤ dj, Wu et al. (2011) ont prouvé qu’on obtient une solution

optimale en ordonnançant les tâches selon l’ordre croissant des di pour le problème 1|pi, di|Tmax et
ont obtenu le même résultat dans les deux cas suivants, pi = p et di = kpi.
En considérant le problème 1|pir = p0

i (α(t) + f(r))|Cmax, où f est une fonction décroissante de
[1,∞[ vers ]0, 1] avec f(1) = 1, Wu et al. (2011) (2011) ont prouvé qu’un ordonnancement optimal
est obtenu en triant les tâches selon l’ordre croissant des p0

i lorsque la fonction α est une fonction
convexe dérivable. En considérant le problème 1|pir = (p0 + αiti)ra|Cmax,où a < 0, Wang and
Cheng (2007) proposent un algorithme optimal lorsque a ≤ −1 et dans le cas où αi, a vérifient les
conditions suivantes : α1 ≥ maxi=2,n{αi}, α3 ≥ 3−aβ, αi+1−αi ≥ [(i+1)−a−i−a]β où β > 0, i =
3, n− 1, α2 ≥ αi, pour i−a ≥ 2−a + 1 + 1

β
,−1 < a < −4

4+β . Ils prouvent que l’ordonnancement
optimal est obtenu selon l’ordre croissant des αi lorsque αi, a vérifient les conditions suivantes :
α1 ≥ maxi=2,n{αi} et maxi=2,n{αi} ≤ 2−a

n
et −1

en
≤ a.

3.1.2 Machines parallèles

Hsieh and Bricker (1997) proposent des heuristiques pour le problème Pm|p0
i +αijt|Cmax et Kuo

and Yang (2008) présentent un algorithme polynomial pour le problème Pm|pij = p0
ij + αijtij|F et

un FPTAS a été présenté par Li and Yuan (2010) pour le problème Pm|pij = p0
ij + αijtij|Cmax +∑

ei et Hsu et al. (2013) ont proposé un algorithme polynomial pour le problème Pm|pij = p0
ij +

αjtij,ma, non−resumable|F et dans le cas Pm|pijr = p0
ij+αjr,ma, non−resumable|F . Kuo and

Yang (2008) présentent un algorithme polynomial pour le problème Pm|pij = pij = p0
ij−αijtij|Fmax

avec 0 < αij < 1, αij(
∑n
l=1,l 6=i alj) < aij.

Mosheiov (1998) a prouvé que le problème Pm|αijt|Cmax est NP-difficile même pour m = 2, Ji
and Cheng (2009) prouvent que le problème P |αijt|Cmax, où le nombre de machines est arbitraire,
est NP -difficile au sens fort lorsque le nombre est arbitraire et qu’aucun algorithme polynomial
approché n’existe. Ren and Kang (2007) ont proposé un FPTAS pour le cas où m = 2 et le
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généralisent pour le cas où le nombre de machines est m. Lee and Wu (2008) montrent que le
problème Pm|αijt,ma|Cmax avec une seule période de maintenance, est NP-difficile et proposent
des heuristiques.

Chen (1996), Ji and Cheng (2009) montrent que le problème P |pij = αijtij|F est NP-difficile
lorsque le nombre de machines est fixe et NP-difficile au sens fort lorsque le nombre est arbitraire,
des heuristiques ont été proposées par Chen (1996). Li and Yuan (2010) ont présenté un FPTAS
pour le cas Pm|pij = αijtij|

∑
wiCi +∑

ei.
En considérant des fonctions où le temps d’exécution change en fonction d’une ou plusieurs dates

à laquelle le temps d’exécution augmente, Mosheiov (1995) a prouvé que le problème Pm|pij|Cmax
est NP-difficile et présente une heuristique lorsqu’il y a une seule date de début déterioration.

Plusieurs fonctions ont été étudiées.
En considérant la fonction suivante :

pij(t) =


p0
ij si tij ≤ d

p0
ij = −αij(tij − d) si d < tij < D

p0
ij − αij(D − d) si tij ≥ D

(3.6)

où 0 < αij < 1 et aij > αij(min{∑n
l=1,l 6=i alj, D} − d), Ji and Cheng (2007) ont présenté un

FPTAS pour le problème Pm|pij|Cmax qui est une généralisation du FPTAS pour m = 1. Cheng
et al. (2003) prouvent que les problèmes R|pij|Fmax et Q|pij|Fmax sont polynomiaux et que le
problème P |pij|Cmax est NP-difficile lorsque m = 2 et NP-difficile au sens fort lorsque le nombre
est arbitraire dans le cas où D =∞, d = 0. Hsu et al. (2013) ont proposé un algorithme polynomial
pour le problème Pm|pijr = aijr

αj |F .
Ji et al. (2016) ont proposé un FPTAS pour le problème Pm|pij = aij[M+(1−M)rβ]+αtij|Cmax,

où 0 ≤M ≤ 1, β ≤ 0, α > 0 et ont prouvé que le problème Pm|pij = aij[M+(1−M)rβ]+αtij|Fmax
est polynomial.

3.1.3 Machines spécialisées

Pour le problème Fm|p0
i + αijt|Cmax, un algorithme branch and bound est proposé par Jafari

et al. (2016) pour le cas m = 2, αij = αi et par Wang and Wang (2013) pour le cas m = 3, αij =
α. Mosheiov (2002) montre que les problèmes Fm|αijt|Cmax sont NP -difficiles pour m ≥ 3 et
présente des heuristiques pour chaque cas et montre que Jm|αijt|Cmax est NP -difficile même pour
m = 2. Zhao and Tang (2012) montrent que le problème F2|αijt, prec|Cmax est NP-difficile au sens
fort lorsque la relation est de type 22 et présentent un algorithme optimal pour le cas où la relation
de précédence est de type 1 3. Wang and Xia (2006) proposent des heuristiques pour le problème
Fm|αijt, dominance4|Cmax.

2. Une relation de précédence est de type 2 si lorsqu’une tâche Ti précède Tj , l’opération Oj1 ne peut être
exécutée sur M1 que lorsque Oi2 est achevée sur M2.

3. On dit qu’une relation de précédence est de type 1 si lorsqu’une tâche i précède une tâche j, l’opération
Ojk ne peut commencer avant la fin d’exécution de Oik pour toute machine Mk.

4. On dit qu’une machineMk domine la machineMj et on écritMj < Mk si et seulement si maxi=1,n{αij} ≤
mini=1,n{αik}.
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Wang et al. (2006) ont montré l’existence d’un ordonnancement optimal pour le problème
F2|pij = αijt|Fmax et présentent des algorithmes optimaux dans les cas où ai2 = a2, la machine M2

(resp. M1 domine M1 (resp. M2 domine M1) et un algorithme branch and bound lorsque αi1 = αi2.
Cheng et al. (2015) ont proposé un algorithme branch and bound et une heuristique GHA

(algorithme glouton) pour le problème F2|pij = αijt, t0 = 1|λCmax + (1− λ)∑n
i=1 Ci. Les auteurs

ont prouvé que dans le cas où αi2 = α2, l’ordonnancement optimal est obtenu selon l’ordre croissant
des αi1, pour le cas où αi1 = α1, l’ordonnancement optimal est obtenu selon l’ordre croissant
des αi2 si α1 ≤ mini=1,n αi2, selon leur ordre décroissant si α1 ≥ maxi=1,n αi2 et sii αi1 = αi2,
l’ordonnancement optimal est obtenu selon l’ordre croissant des αi1 ou αi2. Wang and Xia (2006) ont
considéré les cas Fm|pij = αijt, wi, dominance, no−wait|Fw, Fm|pij = αijt, wi, dominance, no−
idle|Fw, Fm|pij = αijt, wi, dominance, no − wait|Lmax et Fm|pij = αijt, wi, dominance, no −
idle|Lmax et ont proposé des algorithme optimaux pour différents cas de dominance.

Wang et al. (2006) ont considéré le problème Fm|pij = p0
ij − αijt|Cmax, où αij ∈]0, 1[ et

αij(
∑
l 6=i alj) < aij. Les auteurs ont montré qu’un ordonnancement optimal peut être obtenu selon

la règle de Johnson pour le problème lorsque m = 2 et αij = kp0
ij et que l’ordonnancement optimal

ne dépendait pas de la séquence lorque m > 2 et pij = p0
i (1 − kt). Les auteurs ont aussi montré

que le problème F2|pij = p0
i (1 − kti)|Fmax admettaient un ordonnancement optimal obtenu en

exécutant les tâches selon l’ordre croissant des p0
i et que le problème F2|pij = p0

i (1− kti), di|Lmax
admet un ordonnancement optimal selon la règle EDD. Wang et al. (2006) ont montré qu’il existe un
ordonnancement optimal pour le problème Fm|pij = p0

ij−αijt, di|Nt. Wang et al. (2011b) ont étudié
le cas Fm|pij = p0

ij(1 − bt), dominance|Cmax et ont proposé des algorithmes basés sur la règle de
Johnson pour les cas de dominance suivants :M1 > M2 > . . . > Mm−1 etMm > Mm−1 > . . . > M2

et des algorithmes polynomiaux dont la complexité dépend du nombre de machines pour les cas
suivants : M2 > M3 > . . . > Mm, Mm−1 > Mm−2 > . . . > M1, M2 < . . . < Mh > . . . > Mm. Lee
et al. (2014) ont prouvé que le problème Fm|pij = p0

ij+αjt, di|Lmax est NP-difficile et ont proposé un
algorithme branch and bound ainsi que deux heuristiques de recuit simulé et essaim particulaire. Ng
et al. (2010) ont proposé un algorithme branch and bound pour le problème F2|p0

ij(α + βt)|Fw
et Bank et al. (2012) ont proposé une heuristique et un algorithme branch and bound pour résoudre
le problème F2|p0

ij(α + βt), di|Lmax.
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Chapitre 4

Ordonnancement et Gestion de
l’Énergie : État de l’art

4.1 Introduction

Au cours du 20ème siècle, La population mondiale est passée de 1.65 milliards à 6 milliards. La
révolution industrielle et les découvertes scientifiques ont permis cette évolution de la démographie
en améliorant les conditions de vie. De ce fait, la population qui était à 3 milliards en 1960 à
atteint 7 milliards en 2012 et l’ONU prédit que la population devrait atteindre les 8 milliards en
2023. La consommation énergétique suit l’évolution démographique et est donc en constante crois-
sance et continuera à croître suivant la croissance démographique. L’évolution de la consommation
énergétique est illustré dans la figure 4.1.

Figure 4.1 – Consommation d’énergie mondiale par région de 1971 à 2014 (International
Energy Agency, 2016)

On peut classer l’énergie en trois groupes principaux selon le type de la source :
Énergie de flux : puissantes et renouvelables mais intermittentes. On peut citer les energies issues

du rayonnement solaire, le vent et le mouvement des vagues.

1. La chine et les pays membres de l’OECD ne sont pas inclus dans Asie.
2. Inclut les bunkers maritimes et d’aviation internationaux.
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Énergie semi-dense ou intermédiaire : partiellement ou lentement renouvelable mais plus acces-
sible que les énergies de masse. On peut citer la biomasse, l’écoulement de l’eau des rivières,
la géothermie et le mouvement des marées.

Énergie dense : Accessible mais non renouvelable et polluante. Issue de l’énergie solaire fossilisée.
Comme on peut voir sur la figure 4.2, la génération d’électricité mondiale dépend principalement
sur les ressources non renouvelables, bien que les sources renouvelables soient devenues le premier
choix en termes d’expansion et d’évolution.

L’intermittence des ressources renouvelables, le coût d’installation et l’espace requis pour pro-
duire une quantité considérable et le manque de choix en lieux propices pour développer certaines
ressources renouvelables jouent en leur défaveur. Ainsi, les activités manufacturières continueront à
compter sur l’électricité générée par les combustibles fossiles car aucune autre source d’énergie ne
peut satisfaire la demande en terme de disponibilité et quantité.

40.8%

Charbon3

16.4%Hydraulique

6.3%

Autres4 4.
3%

Pétrole

21.6%

Gaz naturel

7.3%
Nucléaire

Figure 4.2 – Génération d’électricité par ressource énergétique en 2014, (International
Energy Agency, 2016)

Il existe quatre secteurs principaux consommant de l’énergie (International Energy Agency,
2016) :
Industriel : qui couvre la fabrication de produits finis, l’exploitation minière, extraction de matières

premières et la construction.
Domestique : Chauffage, électronique, électroménager, etc.
Transports
Services tels que l’éclairage public.

Il est établi que l’énergie provenant de sources non renouvelables contribue à l’émission de gaz
à effets de serre responsable du changement climatique.

L’effet de serre est un phénomène normal et naturel mais seule la présence en quantités excessives
de certaines substances et leur impact sur les changements climatiques le rendent dangereux.

3. La tourbe et le schiste bitumineux sont inclus.
4. Inclut géothermie, solaire, vent, chaleur, etc.
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L’effet de serre est dû à la présence dans l’atmosphère de certains gaz dont les principaux
sont : La vapeur d’eau, le gaz carbonique (CO2), le méthane (CH4) et le protoxyde d’azote (N2O).
Certains gaz sont uniquement produits par l’activité humaine : L’hexafluorure de soufre (S6F6) et
les perfuorocarbones (PFCs). La figure 4.1 illustre le lien entre la consommation énergétique, la
génération d’électricité et l’émission dans l’air de CO2. Afin de connaître l’influence d’un gaz à effet
de serre sur le réchauffement climatique, on utilise un indice appelé pouvoir de réchauffement global
à 100 ans et se mesure par rapport à celui du dioxyde de carbone. Cet indice permet de savoir
combien de fois ce gaz contribue à l’effet de serre par rapport à la même quantité de Co2 100 ans
après son rejet dans l’atmosphère.

Avec la croissance de la demande en énergie et les préoccupations écologiques, utiliser l’énergie
plus efficacement est devenu primordial.

Nous présentons dans ce qui suit un état de l’art sur la gestion de l’énergie dans le milieu
industriel.

4.2 Gestion de l’énergie

Afin de gérer la consommation d’énergie dans le milieu industriel, une connaissance approfon-
die de la consommation effective lors de toute la phase de production doit être établie. Plusieurs
recherches ont été faites dans ce sens, on peut citer Hu et al. (2012), Kant and Sangwan (2015),
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W. Li et al. (2011).
Différentes stratégies ont été développées dans l’industrie afin de diminuer la consommation

énergetique (Pechmann and Schöler, 2011) :
•. Utilisation de machines plus économiques. Par exemple, une diminution de la taille des com-

posants diminue la consommation en offrant une tension d’alimentation plus faible
•. Coupures d’énergie pour réduire la demande d’énergie maximale, limiter le nombre de chan-

gements d’état.
•. Prévisions des charges de l’énergie pour réduire les coûts.

Mais ces méthodes ne sont pas assez effectives car leur impact sur l’énergie totale consommée est
minime. Pour y remédier, on opte pour des méthodes et approches pour gérer la consommation
energétique par une organisation intelligente de la production.

Plusieurs stratégies se rapportant à la phase de production dans le but de gérer l’énergie ont été
mises en place (Pechmann and Schöler, 2011) :

• Considérer la consommation d’énergie comme objectif et la productivité en contrainte ou la
productivité en objectif et la consommation d’énergie en objectif, ou considérer l’optimisation
bi-objectif consommation d’énergie et productivité.

• Utilisation de modèles statistiques et probabilistes, outils de gestion de risques et analyse de
données dans les modèles où le coût énergétique n’est pas simple à prédire en plus d’algorithmes
d’optimisation à long terme.

• Modélisation de la consommation d’énergie en variant les vitesses sur différents sous-systèmes.
Plusieurs chercheurs ont proposé des techniques de minimisation d’énergie (DfEM) lors de la fabri-
cation d’un produit depuis la préproduction à la postproduction. On peut citer en exemple Mouzon
and Yildirim (2008), Seow et al. (2016).

4.2.1 Une seule machine

Mouzon (2008) a étudié le problème suivant : Soit à ordonnancer n tâches sur une machine. En
considérant que chaque tâche est définie par une date de disponibilité ri et une date limite d̃i et une
taille pi. L’objectif est de minimiser la consommation d’énergie et le makespan. Comme

n∑
i=1

pi est
constante et ne change pas en changeant l’ordonnancement, la minimisation de la consommation
d’énergie revient à chercher à minimiser l’énergie consommée au démarrage et aux temps de veille
de la machine. Notons ce problème 1|ri, d̃i|Cmax, TEC.Mouzon (2008) propose deux algorithmes
MOGA et GRASP, ainsi qu’une combinaison des deux algorithmes. Mouzon and Yildirim (2008) ont
proposé un modèle basé sur GRASP pour le problème 1|ri, d̃i|TEC, Tmax.

Pour le problème 1|ri, d̃i|εTEC, T̄w où T̄w représente le retard moyen pondéré et ε l’empreinte
carbone par unité d’énergie, Liu and Huang (2014) présentent des algorithmes basés sur les méta-
heuristiques AMGA, NSGA-II.

Augustine et al. (2008) proposent un algorithme en ligne 3 +
√

2 compétitif pour le problème
1|power down5|TEC.

5. On parle d’ordonnancement power-down lorsqu’on peut mettre en veille la machine lorsqu’elle n’est pas
active.
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Sur un processeur à vitesse variable

Yao et al. (1995) ont considéré le modèle suivant : Soit [t0, t1] un intervalle de temps. Une
instance du problème d’ordonnancement est un ensemble J de tâches à exécuter sur l’intervalle
[t0, t1], la préemption est autorisée. A chaque tâche i est associée une date de disponibilité ri, une
date limite d̃i et une taille pi.
Un ordonnancement est la donnée de pairs S = (s(t), tâche(t)) de fonctions définies sur [t0, t1] par

• s(t) est la vitesse du processeur à l’instant t.
• tâche(t) donne la tâche exécutée à l’instant t (ou 0 si le processeur est inactif).

Un ordonnancement est réalisable pour l’instance J si l’ordonnancement S vérifie
∫ di

ri
s(t)δ(tache(t), i)dt = pi

pour tout i ∈ J où δ(x, y) =
 1 x = y

0 sinon
.

La puissance ou l’énergie consommée par unité de temps est une fonction croissante de la vitesse
supposée convexe, l’énergie totale consommée étant l’intégrale de la puissance par rapport au temps
sur l’intervalle [t0, t1].

Yao et al. (1995) proposent un algorithme hors-ligne YDS en temps O(n3) pour le problème
1|ri, di, pmtn|TEC dont le principe est le suivant :L’algorithme commence par identifier l’intervalle
dit critique où la valeur g(I) =

∑
a≤ri,di≤b

pi

b−a , I = [a, b], est maximale puis ordonnance les tâches
dont [ri, di] ⊆ [a, b] selon EDF et à vitesse max g(I). Un nouveau probème est ensuite construit
en supprimant l’intervalle et les tâches déjà étudiés et il détermine le prochain intervalle critique.
Bansal and Pruhs (2005) ont prouvé que l’algorithme est optimal. Li et al. (2014) ont proposé un
algorithme en temps O(n2) améliorant le principe de l’algorithme YDS.

Yao et al. (1995) ont aussi proposé deux algorithmes en ligne : AVR et Optimal available. On
donne ci-dessous le principe de chaque algorithme :
AVR : A tout instant t, exécuter le tâche de date limite la plus proche à la vitesse ∑i

pi
di−ri où la

somme est faite sur tous les tâches actifs à cet instant.
Optimal available : A chaque instant t, exécuter le tâche de date limite la plus proche avec la

vitesse maxx p(t)
t

où p(t) est la charge inachevée qui a une échéance dans les t prochaines
unités de temps.

Bansal et al. (2011) ont prouvé que pour une fonction puissance définie par p(s) = sα où α > 1,
l’algorithme AVR est au plus 2α−1αα-compétitif et Optimal available est 4-compétitif lorsque p = 2.
En considérant que la fonction puissance est P (s) = sα où α > 1, Bansal et al. (2012) proposent
une classe d’algorithme en-ligne appelée qOA et Bansal et al. (2007a) proposent un algorithme
hors-ligne et un algorithme en ligne, appelé BKP dont le principe est expliquée ci-dessous :

Principe de l’algorithme : A chaque instant t, ordonnancer le tâche inachevé de date limite la
plus proche à la vitesse maxt′>t

∑
Ti∈T :ri≤t

pi

t′−t durant la période [et− (e− 1)t′, t′].
Huang and Ott (2014) proposent un algorithme hors-ligne polynomial optimal basé sur YDS. At-

kins et al. (2011) considèrent le problème en ajoutant le facteur température et étudient les algo-
rithmes AVR, Optimal et YDS dans ce cas.
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Lorsque la préemption n’est pas autorisée, le problème 1|ri, di, sα|TEC est prouvé NP-difficile et en
considérant le cas où l’instance admet des dates échues agréables6, le problème est dans P (Anto-
niadis and Huang, 2013).

Antoniadis and Huang (2013) ont montré qu’il existe un PTAS d’approximation 25α−4 pour le
problème 1|ri, di, sα|TEC et dans le cas où l’instance est laminaire7, il existe un PTAS d’approxi-
mation 24α−3. Huang and Ott (2014) ont montré qu’il existe un FPTAS dans le cas où l’instance est
purement laminaire7 et ont présenté un algorithme polynomial dans le cas où les tailles des tâches
sont identiques.

On suppose que α > 1, Albers and Fujiwara (2007) montrent que, pour le problème 1|ri, sα|TEC, F ,
il n’existe aucun algorithme en ligne ayant un rapport de compétitivité constant et que le problème
hors ligne peut être résolu en temps polynomial. Des algorithmes en ligne ont été proposé par Bansal
et al. (2007b) pour le cas où la préemption est autorisée et par Bansal et al. (2008) dans le cas où
la vitesse est bornée, ces algorithmes sont améliorés par Lam et al. (2008b). Bansal et al. (2009)
proposent un algorithme en ligne dans le cas où la fonction puissance est une fonction convexe
quelconque.
Baptiste et al. (2012) ont proposé un algorithme hors-ligne polynomial en temps O(n5), noté BCD,
pour le problème 1|ri, di, pmtn, sleep|TEC qui est O(n4) dans le cas des tailles de tâches unitaires.
Albers and Antoniadis (2014) ont montré que le problème 1|ri, di, pmtn, power − down|TEC est
NP-difficile et ont développé un algorithme hors-ligne de facteur d’approximation 4/3 combinant
les algorithmes YDS et BCD, ce facteur est réduit dans le cas où P (s) = sα + λ. Pour le cas de
fonctions puissance convexes quelconques. Han et al. (2010) et Kumar and Shannigrahi (2015) ont
proposé des algorithmes en-ligne notés respectivement SOA, SqOA.
Bunde (2006) a proposé un algorithme hors-ligne pour le problème 1|ri, di, pmtn,E|Cmax qui est
adaptable pour le cas de vitesses discrètes. Les résultats tiennent aussi pour le cas non préemptif et a
prouvé qu’il n’existe aucun algorithme exact pour le problème 1|ri, di, E|F et présente un algorithme
hors-ligne pour le problème 1|pi = p, ri, di|TEC, F étendant celui de Pruhs et al. (2006).
Pour le problème 1|ri, wi, pmtn|Fw, TEC, Antoniadis et al. (2014) proposent un algorithme hors-
ligne polynomial dans le cas où la vitesse est discrète et Chan et al. (2010) proposent un algorithme en
ligne, noté WLAPS, pour le cas continu. Lorsque la fonction puissance est strictement concave, An-
drew et al. (2009) proposent un algorithme en ligne basé sur SRPT. Le problème 1|wi, E|F est prouvé
NP-difficile et des algorithmes FPTAS ont été proposés par Megow and Verschae (2012). Chan et al.
(2009) ont considéré le problème 1|ri, di|TEC,Nt, où la vitesse est limitée et proposent un algo-
rithme en ligne, appelé FSA dont la complexité a été améliorée par Bansal et al. (2008).
En considérant que la machine varie sa vitesse dans un ensemble de d vitesses discrètes , Li and
Yao (2005) proposent un algorithme hors ligne en temps O(dn log n) pour la minimisation d’énergie
et prouvent qu’il est optimal pour un nombre d fixe de vitesses dont la complexité a été améliorée

6. On dit qu’une instance admet des dates échues agréables si pour tout couple de tâches Ti, Tj , on a
ri ≤ rj ⇒ di ≤ dj .

7. On dit qu’un ensemble de tâches est un ensemble laminaire si pour tout couple de tâches Ti, Tj , on a soit
[ri, di) ⊆ [rj , dj), [rj , dj) ⊆ [ri, di) ou [ri, di) ∩ [rj , dj) = ∅. Il est purement laminaires si [r1, d1[⊆ [r2, d2[⊆ · · · ⊆
[rn, dn[.
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par Li et al. (2014).

4.2.2 Machines parallèles

Un modèle mathématique en nombres entiers mixte pour le problème Rm||TEC,Cmax est pro-
posé par Che et al. (2017) et May et al. (2015) ont proposé un algorithme génétique obtenu en fu-
sionnant et remodelant NSGA-II et SPEA-II pour le problème Rm|power−down|Cmax, TEC. Wang
et al. (2018) ont présenté une méthode ε-contrainte et une métaheuristique basée sur NSGA-II.
Li et al. (2016), Nicolo et al. (2017) ont considéré le problème Rm|ri, di|TEC et Mouzon (2008) a
présenté un algorithme basé sur MOGA pour le problème Rm|ri, di|Cmax, TEC. Chan et al. (2013a)
ont présenté un algorithme en-ligne WPOOL pour le problème
Rm|ri, online, sleep|Fw, TEC.
Moon et al. (2013) ont proposé une heuristique basée sur l’algorithme génétique pour le pro-
blème Rm|di|Cmax ∗ cost + TEC dont le modèle mathématique a été amélioré par Koo and Kim
(2016). Cheng et al. (2017), Ding et al. (2016) ont étudié le problème Rm|Cmax < B|TEC.

Processeurs multiples

Bunde (2006) a montré que le problème Pm|sα|TEC, F est NP-difficile et a proposé un al-
gorithme basé sur IncMerge lorsque les tailles des tâches sont identiques. Chan et al. (2011) ont
proposé un algorithme en-ligne POOL pour le problème Pm|ri, pmtn, sleep|TEC.
Chen et al. (2011) ont prouvé qu’il existe un ordonnancement optimal pour le problème
Qm|di, E|Cmax dans le cas où la fonction puissance est une fonction convexe quelconque. Pruhs
et al. (2006) ont montré qu’il n’est pas possible d’avoir une bonne approximation du makespan
optimal pour le problème Qm|prec, E|Cmax et ont proposé un algorithme dont le temps d’exécu-
tion dépend du nombre de machines. H.L. et al. (2013) ont présenté un algorithme en-ligne, noté
WPOOL, pour le problème Qm|ri, wi, power − down|Fw, TEC.

Albers and Antoniadis (2014) ont prouvé que le problème Qm|ri, di, powerdown, pmtn|TEC est
NP-difficile. Baptiste et al. (2012) ont proposé un algorithme hors-ligne polynomial tandis que An-
toniadis et al. (2015) ont proposé un FPTAS. En supposant que P (s)

s
est aussi convexe, Irani

et al. (2007) ont proposé un algorithme hors ligne basé sur YDS et un algorithme en ligne basé
sur AVR. Bampis et al. (2014) ont présenté un algorithme hors-ligne 2-approché pour le problème
Qm|ri, di, prec|.

Albers et al. (2007) ont prouvé que le problème Qm|ri, di, prec| hors-ligne est NP-difficile où
ils ont proposé un algorithme optimal RR qui assigne les tâches aux processeurs selon round robin
puis sur chaque processeur, l’algorithme de Li and Yao (2005) est appliqué. Les auteurs ont aussi
proposé un algorithme en ligne RR-ON combinant RR avec l’algorithme de Bansal et al. (2007a)
dans le cas où les dates de disponibilité sont unitaires et les dates limites "agréables". Lorsque les
dates de disponibilité et les dates limites sont arbitraires et que les tailles sont unitaires, Albers
et al. (2007) ont prouvé que le problème est NP-difficile au sens fort et ont développé un algorithme
polynomial hors-ligne CRR. Les auteurs ont proposé un algorithme en ligne CRR-ON combinant
RR avec AVR. Albers et al. (2007) ont proposé un algorithme polynomial hors ligne EDL dans le
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cas général. Pour des fonctions puissances convexes quelconques, Li et al. (2006) ont proposé des
algorithmes hors-lignes OVS.

Bingham and Greenstreet (2008) ont prouvé que le problème hors-ligne
Qm|ri, di, pmtn,migration|TEC se résolvait polynomialement. Angel et al. (2012) ont proposé
un algorithme hors-ligne BAL qui se résout en temps O(nf(n) log(P )) où f(n) est la complexité de
calcul d’un flot maximum dans un graphe arborescent et P est le rapport entre le nombre de valeurs
possibles des vitesses du processeur et la fréquence souhaitée.

Bampis et al. (2013) ont proposé un algorithme hors ligne pour le problème
Qm|ri, di|TEC lorsque les instances des tâches sont agréables5 dont le temps de complexité dépend
du nombre de machine et dans le cas général, il dépend de m et de n. Albers et al. (2016) ont
proposé un algorithme en ligne pour des fonctions puissances arbitraires AVR-hétérogène pour le
problème Rm|ri, di|TEC.

Bampis et al. (2014) ont présenté un algorithme hors-ligne pour le problème
Qm|ri, di, prec|TEC où la relation de précédence est représentée par un graphe acyclique.

Lam et al. (2008a) ont proposé un algorithme en ligne CRRγ − BPSε pour le problème
Qm|ri, di, pmtn|TEC.
Chan et al. (2013b) ont proposé un algorithme SATA pour le problème
Qm|di, pmtn,migration, online|F, TEC.

Gupta et al. (2011) ont présenté un algorithme en-ligne où ils utilisent le principe HDF pour l’or-
donnancement des tâches dans le problème Qm|ri, di, pmtn|Fw, TEC et un algorithme en-ligne qui
utilise le principe SRPT pour l’ordonnancement des tâches dans le problèmeQm|ri, di, pmtn|F, TEC.

Certains auteurs ont considérés des problèmes sur des tâches périodiques tels que Cataldo et al.
(2015), Piao and Park (2015).

4.2.3 Machines spécialisées

Lorsque l’ensemble des vitesses des machines est discret, Fang et al. (2013) ont donné deux
formulations mathématiques du problème Fm|E|Cmax et ont prouvé qu’il existe toujours un ordon-
nancement optimal sans délai et proposèrent des heuristiques dans le cas où la capacité de stockage
est illimité et montrèrent que le problème peut être transformé en un problème du voyageur de
commerce asymétrique lorsqu’il n’y a pas de stockage intermédiaire. Lorsque la vitesse est conti-
nue, Fang et al. (2013) ont prouvé que le problème F2|no− buffets, E|Cmax est un cas spécial du
problème du voyageur de commerce asymétrique.

Liu et al. (2014) ont appliqué l’algorithme d’optimisation multi-objectif NSGA-II pour le problème
Fm|wi|Tw, TEC. May et al. (2015) ont proposé un algorithme génétique basé sur NSGA-II et
SPEA-II pour le problème Jm|power− down|Cmax, TEC. Dai et al. (2014), Escamilla et al. (2014)
proposent un algorithme génétique modifié pour le problème Fm||Cmax, TEC.
Masmoudi et al. (2015) ont présenté deux programmes linéaire et non linéaire en nombre entier
mixte pour résoudre le problème Fm||TEC, cost.

5. On dit que l’instance est agréable si la propriété suivante est vérifiée : Pour toutes tâches Ti, Tj , si ri ≤ rj

alors di ≤ dj
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4.2.4 Ordonnancement flow shop hybride

Luo et al. (2013) ont considéré le problèmeHF (Pm1 , Pm2 , . . . , PmL)||TEC,Cmax et ont présenté
une métaheuristique basée sur l’algorithme de colonies de fourmis. Pour ce même problème, Dai
et al. (2013) ont présenté un algorithme combinant l’algorithme génétique et l’algorithme du
recuit simulé. Jiang et al. (2014) ont proposé l’algorithme NSGA-II pour résoudre le problème
HF (Pm1 , Pm2 , . . . , PmL)||TEC,Cmax, cost. Keller et al. (2015) ont proposé un algorithme de re-
cuit simulé pour résoudre le problème HF (Pm1 , Pm2 , . . . , PmL)||TEC. Mokhtari and Hasani (2017)
ont présenté un modèle mathématique et ont proposé un algorithme combinant le récuit simulé et
l’algorithme génétique pour le problème HF (Pmi)16i6L|maintenance|TEC,Cmax
Fang et al. (2016) ont formulé un programme en nombres entiers mixte non linéaire et proposé un
algorithme d’essaims particulaires pour HF (Pm1 , Pm2 , . . . , PmL)||vitesse de coupe, Cmax. Liu and
Huang (2014) ont implémenté l’algorithme NSGA-II qui identifie l’ensemble des ordonnancements
efficaces approchés et un algorithme AMGA pour générer le front pareto qui valide les résultats
obtenus pour le problème HF (1, P2)|di|TEC, Tmax. Lam et al. (2008b) ont proposé un programme
mathématique mixte pour le problème bi objectif de minimisation du makespan et de l’énergie et pro-
posent une méthode de résolution multi-objective basée sur l’enseignement-apprentissage (teaching-
learning).
Stock and Seliger (2015) ont proposé une métaheuristique AISO pour résoudre le problème
HF (Pmi)16i6L|Énergie renouvelable|TEC.
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Chapitre 5

Sur un problème de minimisation
d’énergie sur des machines générales et
tâches déteriorables

Ce travail a fait objet d’une publication (Tigane et al., 2019).
L’étude considérée est inspirée du processus de laminage à chaud. Il traite du problème de

planification de traitement de plaques chaudes dans une ligne de production de laminage à chaud.

5.1 Présentation du problème

Soit un ensemble de m machines parallèles générales et un ensemble de n tâches indépendantes
non préemptives disponibles à t = 0. L’inactivité des machines n’est pas permise. Le temps d’exé-
cution d’une tâche, noté pi est une fonction linéaire croissante qui dépend du temps de début
d’exécution et est donnée par l’équation suivante :

pij = p0
ij + αijtij (5.1)

où p0
ij > 0 est le temps d’exécution basique de la tâche i sur la machine j, αij > 0 est le taux de

détérioration et tij > 0 est le temps de début d’exécution de la tâche i sur la machine j.
On suppose que la détérioration d’une tâche s’arrête dès que son exécution sur la machine

commence et que le taux de détérioration est indépendant de la machine, c-à-d. αij = αi, ∀j ∈
{1, . . . ,m}.

L’objectif est de minimiser le makespan et la consommation énergétique totale.
Le temps de fin d’exécution d’une tâche i sur la machine j est Cij = tij + pij.
Puisqu’il n’y a aucun temps d’arrêt machine entre l’exécution des tâches, le temps de fin d’exé-

cution sur une machine j est alors Cj = ∑
i∈Jj

pij, où Jj est l’ensemble des tâches exécutées sur la
machine j.

On considère que la machine j consomme δj energie par unité de temps durant l’exécution.
Ainsi, l’énergie consommée pour l’exécution d’une tâche i est pijδj, et on suppose que cette énergie
augmente en fonction du temps avec un taux de θj.
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L’énergie totale consommée lors de l’exécution d’une tâche i par une machine j est donnée par :

Eij = pijδj + θjtij (5.2)

Par conséquent, la consommation d’énergie totale de la machine j est :

Ej =
n∑
i=1

(pijδj + θjtij) (5.3)

Le modèle mathématique

En utilisant la notation de Graham et al. (1979), le problème considéré peut être noté par
Rm|pij = p0

ij + αis|Cmax, TEC.

Puisque les conditions sur les machines et les tâches sont les mêmes que dans Mazdeh et al.
(2010), on garde les mêmes notations pour les variables de décision et la formulation des contraintes
utilisées dans Mazdeh et al. (2010), Mouzon (2008).

Les deux fonctions objectifs considérées dans ce problèmes sont formulées comme suit :

• La minimisation du makespan Cmax :

minCmax = min max
j∈{1,...,m}

{C(j)
max} = min max

j∈{1,...,m}
{
n∑
i=1

pijxij}, (5.4)

• La minimisation de la consommation d’énergie totale TEC :

minTEC = min
m∑
j=1

Ej = min
m∑
j=1

(
n∑
i=1

(pijδj + θjtij)xij. (5.5)

Avant de présenter les équations représentant les contraintes, on présente les paramètres et variables
de décision utilisés.

Les paramètres utilisés représentent ce qui suit :

• n : le nombre de tâches.
• m : le nombre de machines.
• i : l’indice pour la tâche, i = 1, . . . , n.
• j : l’indice pour la machine, j = 1, . . . ,m.
• i = 0 : l’indice pour une tâche additionnelle.
• t0j : le temps de début d’exécution pour la tâche additionnelle.
• tij : le temps de début d’exécution d’une tâche i sur la machine j.
• pij : le temps d’exécution d’une tâche i sur la machine j.
• Cij : le temps de fin d’exécution d’une tâche i sur la machine j.
• E : consommation d’énergie totale.
• Cmax : temps de fin d’exécution maximale (makespan).
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et les variables de décision sont :

xij =
 1 Si Ti est exécutée par machine Mi,

0 sinon
(5.6)

yikj =
 1 si Tk suit immédiatement Ti sur machine Mj,

0 sinon
(5.7)

Les contraintes sont formulées comme suit :
m∑
j=1

xij = 1, ∀i ∈ {1, . . . , n} (5.8)

(tij + pij)xij = tkjyikj, ∀i, k ∈ {1, . . . , n}, k 6= i, j ∈ {1, . . . ,m} (5.9)
n∑
k=1

y0kj ≤ 1, ∀j ∈ {1, . . . ,m} (5.10)

n∑
k=1,k 6=i

yikj ≤ xij, ∀i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m} (5.11)

n∑
i=0,i 6=k

yikj = xkj, ∀k ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m} (5.12)

n∑
i=0,i 6=k

m∑
j=1

yikj = 1, ∀k ∈ {1, . . . , n} (5.13)

n∑
i=1

pijxij ≤ Cmax, ∀j ∈ {1, . . . ,m} (5.14)

t0j = 0, ∀j ∈ {1, . . . ,m} (5.15)
tij ≥ 0, Cij ≥ tij, ∀i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m} (5.16)
xij ∈ {0, 1}, yikj ∈ {0, 1} (5.17)

La contrainte 5.8 signifie que chaque tâche est exécutée par une et une seule machine . La contrainte
5.9 signifie que le temps de fin d’exécution d’une tâche sur une machine correspond au temps de
début d’exécution de la tâche qui la suit immédiatement, pour préciser qu’il n’existe aucun temps
d’arrêt machine.

Pour chaque tâche additionnelle 0 allouée à une machine, seulement une seule tâche peut être
exécutée immédiatement après (contrainte 5.10). Ceci signifie aussi que le décideur peut choisir de
ne pas exécuter de tâches sur une machine si cette décision entraîne un ordonnancement optimal.

Les contraintes 5.11 et 5.12 montrent que les n tâches sont distribuées sur m machines et si
une tâches i est immédiatement suivie par une tâche k sur la machine j, alors les deux tâches i et
k appartiennent à m (c-à-d. pas de migrations entre machines).

La contrainte 5.13 signifie qu’une seule tâche peut précéder immédiatement une autre tâche
(tâche additionnelle incluse) et les tâches sont exécutées par une seule machine (pas de parallélisme
de tâches).

La contrainte 5.14 signifie que le temps d’exécution sur une machine et toujours inférieur au
makespan.

La contrainte 5.15 signifie que le temps de début d’exécution d’une tâche additionnelle s0 = 0
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pour toutes les machines.

La contrainte 5.16 signifie que le temps de début d’exécution est toujours positif et que temps
de fin d’exécution est toujours plus grand que le temps de début d’exécution d’une tâche.

5.2 Algorithme pseudo-exact

L’idée de l’ordre de passage établi dans cet algorithme a été inspirée par le résultat obtenu
par Browne and Yechiali (1990) pour le problème mono-objectif de minimisation du makespan sur
une machine avec tâches déteriorables.

Théorème 5.1. L’ordonnancement optimal pour le problème 1|pi = p0
i + αit|Cmax est obtenu

en traitant les tâches dans l’ordre croissant des valeurs p0
i /αi et le makespan est donné par :

Cmax =
n∑
i=0

p0
[i]

n∏
j=i+1

(1 + α[i]), où p0
[i], α[i] sont, respectivement, le temps d’exécution initial et le

taux de déterioration de la ime tâche de l’ordonnancement optimal.

On présente un algorithme pseudo-exact qui donne le front pseudo-Pareto sur toutes les solutions
possibles où l’ordre des tâches sur une machine est pris dans l’ordre croissant des p0

ij/αi.

Étant donné qu’on a aucune obligation d’utiliser toutes les machines, la taille des solutions
possibles est mn.

En effet, le nombre de possibilités de choisir k machines parmi un ensemble de m machines est
Ck
m. De plus, on a

{
n
k

}
1 façons de répartir les n tâches sur k machines sélectionnés et k! possibilités

d’assigner un sous-ensemble d’une partition à une machine spécifique de la combinaison (nombre de
permutations de k éléments). D’où la population est donnée par Hsu (2009) :

m∑
k=1

Ck
mk!

{
n

k

}
= mn (5.18)

Algorithme 1 détaille le pseudo-code de l’algorithme pseudo-exact.

1.
{

n
k

}
représente les nombres de Stirling de second ordre qui comptent le nombre de partitions d’un ensemble

à n éléments en exactement k sous-ensembles.
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Algorithm 1 Algorithme pseudo-exact
1: procedure Ordonnancement(n,m)
2: k ← 1
3: F ← S0
4: while k <= m do
5: Obtenir toutes les combinaisons sans répétitions de k machines parmi m
6: for Chaque combinaison obtenue do
7: Obtenir toutes les permutations possibles
8: for Chaque permutation obtenue do
9: Toutes les partitions de l’ensemble des n tâches en k

sous-ensembles, l’allocation des sous-ensembles aux machines suit l’ordre
de la permutation et sur chaque machine, les tâches suivent l’ordre
croissant de p0

ij/αi. Chaque partition correspond à un ordonnancement S
10: Calcul du Cmax et E correspondants à l’ordonnancement S
11: for Chaque ordonnancement T ∈ F do
12: if S domine T then
13: F ← (F ∪ S)/T
14: else if T domine S then
15: F ← F
16: else
17: F ← F ∪ S
18: end if
19: end for
20: end for
21: end for
22: k ← k + 1
23: end whilereturn F
24: end procedure

5.2.1 Exemple

On considère un problème d’ordonnancement de 15 tâches sur 5 machines.
La table 5.1 détaille les valeurs des temps d’exécution et des taux de détérioration des tâches.

Tâches
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Temps d’exécution

m
ac
hi
ne
s

1 7 9 1 4 4 5 8 4 5 4 5 5 9 9 3
2 8 5 4 5 1 6 7 9 4 9 2 1 6 5 5
3 5 8 4 2 5 1 2 8 2 8 4 2 2 3 4
4 7 4 2 3 6 5 3 7 5 7 4 5 5 6 2
5 8 1 7 6 8 4 5 5 8 8 2 6 3 4 5

Taux de détérioration
0.3 0.4 0.2 0.7 0.8 0.4 0.1 0.3 0.9 0.1 0.5 0.4 0.8 0.4 0.5

Table 5.1: Temps d’exécution et taux de détérioration des
tâches
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La consommation énergétique et le taux de détérioration machine sont donnés dans la Table 5.2.

Machines 1 2 3 4 5
Consommation énergétique 4 8 4 3 5

taux de déterioration 0.2 0.6 0.4 0.3 0.1
Table 5.2: Consommation énergétique et taux de détério-
ration machine

La table 5.3 montre le front pseudo-Pareto de l’algorithme pseudo-exact pour l’instance donnée.

solution Makespan Consommation énergétique Ordonnancement

Solution A 10.72 271.2

3→ 8→ 10
5→ 12→ 11
9→ 6→ 1
15→ 4→ 7
2→ 13→ 14

Solution B 15.32 263.656

3→ 8→ 10
5→ 12

9→ 6→ 13→ 7
15→ 4→ 1
2→ 11→ 14

Solution C 10.04 279.88

3→ 8→ 10
5→ 12→ 9
6→ 13→ 1
15→ 4→ 7
2→ 11→ 14

Solution D 19.852 263.356

3→ 8→ 10
5→ 12

9→ 6→ 13
15→ 4→ 1→ 7

2→ 11→ 14
Table 5.3: Front pseudo-Pareto de la méthode exacte

La figure 5.1 montre l’ordonnancement de la 3e solution donnée dans la table 5.3 afin d’illustrer
la consommation énergétique et le temps d’exécution total par machine.

Dans la figure 5.1, on remarque que le temps d’exécution des tâches et la consommation éner-
gétique ne vont pas de pair. Par exemple, la fin de traitement des tâches sur la machine M3 est
supérieur à celui de M2 mais elle a consommé moins d’énergie que cette dernière.

On a évalué le temps de réponse de l’algorithme pseudo exact en faisant varier la taille de l’ins-
tance. L’algorithme a été codé dans un environnement Java Netbeans environment et les expériences
établies dans un ordinateur portable dont les spécificités techniques sont les suivantes 2.20 GHz Intel
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Consommation énergétique initiale Extra énergie
Temps d’exécution initial Extra temps

M5 2 11 14

M5

M4 15 4 7

M4

M3 6 13 1

M3

M2 5 12 9

M2

M1 3 8 10

M1

Figure 5.1 – Makespan et Consommation énergétique d’une solution

core i5-5200U CPU et 8 GB RAM sous Windows 10.
La table 5.4 illustre les résultats obtenus.

m
3 4 5

n

5 <1s 1s 1s
8 1 s 1 s 2 s
10 1 s 4 s 46 s
12 3 s 57 s 22 min 24 s
15 7min 51sec 113 min 20 sec 2911 min 59 s

Table 5.4: Temps de calcul de l’algorithme pseudo-exact

On observe que le temps nécessaire à l’algorithme pour donner une solution croît rapidement.
Ce qui nous mène à considérer une approche métaheuristique.

Si on avait utilisé un algorithme qui prend en considération tout l’ensemble des solutions réa-
lisables, le nombre des solutions augmenterait car pour toute solution réalisable prise en compte
par l’algorithme pseudo-exact, on doit considérer les permutations possibles des tâches dans chaque
machine. Par exemple, la partition {8, 1}, {5, 12}, {9, 6, 13}, {15, 4, 1, 7}, {2, 11, 14} n’est considé-
rée qu’une seule fois dans l’algorithme pseudo-exact, alors que si on permute dans une machine
l’ordre des tâches on obtient une solution réalisable. En considérant cette répartition des tâches
sur les machines, le nombre de solutions réalisables qu’on peut obtenir est (2!)2(3!)24!. Ainsi, si on
considère toutes les partitions de l’ensemble à 15 éléments en k sous ensembles (k ∈ {1, 2, . . . , 5})
avec permutations, le nombre total de solutions réalisables augmentera considérablement.

L’expression suivante donne le cardinal de l’espace des solutions réalisables :

m∑
k=1

(
m

k

)
k!

 ∑
16n16n26···6nk6n
n1+n2+···+nk=n

(
n

n1, n2, . . . , nk

)
n1!n2! . . . nk!∏n−k+1
i=1 m(i)

 (5.19)
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où m(i) est égal au nombre de fois où le nombre i apparait dans l’ensemble {n1, n2, . . . , nk},
1 6 k 6 m.

5.3 Approche métaheuristique

5.3.1 OSMS–NSGA-II

Dans cette approche, on implémente la métaheuristique NSGA-II pour résoudre le problème de
minimisation du makespan et de la consommation d’énergie totale sur des machines parallèles, où
pour chaque individu de la population, l’ordre des tâche sur une machine est fait selon l’ordre croissant
de p0

ij/αi. On appelle cette méthode OSMS–NSGA-II (pour Optimal single machine scheduling
NSGA-II).

– Codage des solutions : Dans l’algorithme développé, les solutions (chromosomes) sont repré-
sentées par une matrice binaire (n × m), notée A = (aij) où un gène aij = 1 si la tâche i est
exécutée par la machine j, et aij = 0 sinon.

La table 5.5 illustre un exemple d’une solution codée (n = 7,m = 4). Selon cet ordonnancement,
la tâche 1 est exécutée sur la machine 1 puisque a11 = 1.

Machines
1 2 3 4

Tâ
ch
es

1 1 0 0 0
2 0 1 0 0
3 0 0 0 1
4 0 1 0 0
5 0 0 1 0
6 1 0 0 0
7 0 0 1 0

Table 5.5: Une solution (ordonnancement) codée

Chaque génération est composée de l’ensemble des parents et des enfants.

– Opérateurs génétiques : Chaque ensemble d’enfants C est le résultats des opérateurs de
croisement et mutation et de l’aléatoire.

La population des parents choisis pour le croisement et la mutation est choisie grâce à la technique
tournoi de surpeuplement dont le principe est repris ci-dessous :

Dans un tournoi de surpeuplement, on doit calculer la distance de surpeuplement, noté par disti.
Le calcul se fait comme suit : Soit fk(i) la valeur du ke objectif de l’individu i et r le rang auquel il
appartient. On définit :

• fmaxk La valeur maximum du ke objectif sur toute la population ;
• fmink la valeur minimale du ke objectif sur toute la population ;
• fk+(i) la plus proche valeur de fk(i) dans le re groupe non-dominé, où fk+(i) ≥ fk(i). Si
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fk(i) la valeur maximum du groupe, on pose fk+(i) = +∞.
S’il existe plus qu’un individu où fk(i) est de valeur maximale, on pose l’une d’elles fk+(i) =
+∞ et fk+(i) = 0 pour les autres ;

• fk−(i) est la plus proche valeur de fk(i) dans le re groupe non-dominé, où fk−(i) 6 fk(i).
Si fk(i) est la valeur minimum du groupe, on fixe fk−(i) = −∞.
S’il existe plus d’un individu où fk(i) est de valeur minimale, on pose l’une d’elles fk−(i) = −∞
et fk+(i) = 0 pour les autres.

La distance de surpeuplement est alors :

disti =
2∑

k=1

fk+(i)− fk−(i)
fmaxk − fmink

(5.20)

Soient i, j , on définit la relation d’ordre, notée i ≺n j, comme suit :

i ≺n j ⇔ ri < rj ou (ri = rj et disti > distj) (5.21)

Ainsi, la nouvelle population P est obtenue en prenant les l individus du classement obtenu grâce à
la technique de tournoi de surpeuplement.

Les parents utilisés pour le croisement sont aussi choisis selon ce même classement.

La méthode de croisement nous permet de créer deux enfants à partir de deux parents différents
comme suit : Un nombre aléatoire p est choisi dans l’ensemble {2, 3, . . . , n− 1}, ensuite les p− 1
premières colonnes du premier parent (respectivement second) parent formera les p − 1 premières
colonnes du premier (respectivement second) enfant et les n− p− 1 dernières colonnes du premier
(respectivement second) parent forment les n− p− 1 dernières colonnes du second (respectivement
premier) enfant.

Les individus à muter sont aussi choisis selon le classement du tournoi de densité et la mutation
se fait comme suit : pour chaque individu à muter, on choisit aléatoirement une tâche et on change
la machine pour laquelle la tâche était attribuée.

Ci-dessous le pseudo-code de la métaheuristique.
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Algorithm 2 Pseudo code OSMS–NSGA-II
1: Générer une population initiale aléatoire P0 de taille l
2: k ← 1
3: Ordonner les tâches i sur la machine j selon l’ordre croissant de p0

ij/αi
4: Évaluer la fonction fitness de chaque solution de la population P0
5: Trier les solutions selon la non domination et la distance de voisinage

pour obtenir les groupes des solutions non-dominées
6: while Critère d’arrêt non satisfait do
7: Créer le groupe des enfants C de taille l par croisement et mutation
8: Ordonner les tâches i sur la machine j selon l’ordre croissant de p0

ij/αi
9: Évaluer la fonction fitness de chaque solution de la population P ∪ C
10: Trier les solutions selon la non domination et la distance de voisinage

pour obtenir les groupes des solutions non-dominées
11: Ranger les solutions dans la population Pk
12: k ← k + 1
13: end while
14: return Le groupe non-dominé de rang 1

5.3.2 Exemple

La table 5.6 présente un front pseudo-Pareto obtenu par l’algorithme OSMS NSGA-II.

Makespan Consommation énergétique Ordonnancement

Solution I 10.72 271.2

3→ 8→ 10
5→ 12→ 11
9→ 6→ 1
15→ 4→ 7
2→ 13→ 14

Solution II 19.852 263.356

3→ 8→ 10
5→ 12

9→ 6→ 13
15→ 4→ 1→ 7

2→ 11→ 14

Solution III 15.816 267.344

3→ 8→ 10
5→ 12→ 11

9→ 6→ 14→ 1
15→ 4→ 7

2→ 13
Table 5.6: Front pseudo-Pareto OSMS NSGA-II

5.4 IS-NSGA-II

– Codage des solutions : De légères modifications ont été faites dans la structure du chromosome
et de la technique de croisement.
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Dans cet algorithme, le chromosome est une matrice (n × 2), notée (bij), où bi1 représente
l’indice de la tâche et bi2 représente l’indice de la machine dans laquelle la tâche doit être exécutée.

L’ordre d’exécution dans une machine suit l’ordre d’apparence des tâches dans la première ligne
du chromosome.

Machines 2 1 2 3 1
Tâches 4 2 3 1 5

Table 5.7: Une solution codée

La table 5.7 illustre un exemple d’une solution codée (5× 2) avec 3 machines et 5 tâches.
Par exemple, les tâches 2 et 5 sont exécutées dans cette ordre sur la machine 1.
– Opérateurs génétiques : Concernant l’opérateur de croisement, pour chaque couple de parents

choisi, on crée deux enfants comme suit : la première ligne du premier(respectivement second) parent
forme la première ligne du premier (respectivement second) enfant, ensuite, un nombre aléatoire entre
2 et (n− 1), p est choisi, les p− 1 premières cases de la seconde ligne du premier (respectivement
second) parent sont attribuées au premières p− 1 cases du premier (respectivement second) enfant.

On attribue les cases restantes de la seconde ligne du premier (respectivement second) parent à
celles du second (respectivement premier) enfant.

Cette étape nous permet d’éviter l’apparence d’une tâche plus d’une fois.
La technique de mutation utilisée dans cette seconde approche est celle utilisée dans la première

approche (OSMS-NSGA-II).

Algorithm 3 Pseudo code IS–NSGA-II
1: Générer une solution initiale aléatoire P0 de taille l
2: k ← 1
3: Evaluer la fonction fitness de chaque solution de la population
4: Trier les solutions par la non domination et la distance de voisinage pour

obtenir les groupes non-dominées
5: while Critère d’arrêt non satisfait do
6: Créer le groupe des enfants C de taille l par croisement et mutation
7: Evaluer la fonction fitness de chaque solution de la population P ∪ C
8: Trier les solutions par la non domination et la distance de voisinage

pour obtenir les groupes non-dominées
9: Trier les solutions dans la population Pt
10: k ← k + 1
11: end while
12: return Le groupe non-dominé de rang 1

5.4.1 Exemple

L’algorithme IS-NSGA-II a été testé sur la même instance (15-5).
La table 5.8 présente l’exemple d’un front pseudo-Pareto pour cet algorithme.
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Makespan Consommation énergétique Ordonnancement

Solution 1 10.72 269.92

3→ 8→ 10
5→ 12→ 11
6→ 9→ 1
15→ 4→ 7
2→ 13→ 14

Solution 2 15.32 260.043

3→ 8→ 10
5→ 12

9→ 6→ 7→ 14
15→ 4→ 1
2→ 11→ 13

Solution 3 20.052 258.196

3→ 8→ 10
12→ 5

6→ 9→ 14
4→ 15→ 7→ 1

2→ 11→ 13

Solution 4 10.04 279.88

3→ 8→ 10
5→ 12→ 9
6→ 13→ 1
15→ 4→ 7
2→ 11→ 14

Solution 5 14.96 265.688

3→ 8→ 10
5→ 12→ 11

6→ 9→ 7→ 1
15→ 4→ 14

2→ 13
Table 5.8: Front pseudo-Pareto IS NSGA-II

On peut observer à partir des front pareto obtenus pour les deux alorithmes que les solutions
1 et 2 de la table 5.8 ont le même makespan que les solutions A et B de la table 5.6 mais la
consommation énergétique est meilleure.

On observe que la solution 3 a un makespan pire que toutes les solutions de la table 5.6 mais sa
consommation énergétique est meilleure.

On remarque aussi que certaines tâches sont toujours assignées aux mêmes machines ou le
temps d’exécution est le plus petit et dont la position selon l’ordre d’ordonnancement choisi est
généralement la première.
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5.5 TOPSIS

Pour pouvoir déterminer un ordre des solutions de l’ensemble pseudo-Pareto sur un critère de
priorité sur les objectifs, on peut utiliser la méthode TOPSIS (pour Order of Preference by Similarity
to Ideal Solution). TOPSIS est une méthode multi-critères développée parYoon and Hwang (1981).

Le principe de cette méthode est comme suit : On suppose qu’on a l solutions à k critères
(appelés alternatives). La méthode donne, pour chaque alternative, un coefficient entre 0 et 1 basé
sur la distance euclidienne entre l’alternative et les alternatives appelées idéales (meilleure et pire).

D’abord, on crée une matrice (l × k), X = (xij), où xij est la valeur du jeme critère de la ieme

solution.
Ensuite, on normalise la matrice avec la méthode de normalisation rij = xij

l∑
h=1

x2
hj

.

On assigne à chaque critère un poids wj ∈ [0, 1] tel que
k∑
j=1

wj = 1, puis on calcule la matrice
pondérée normalisée T = (tij) où tij = rij ∗ wj.

Pour déterminer la meilleure et la pire alternative, on divise l’ensemble des critères en deux
sous-ensembles F−, F+.

F− (respectivement F+) est l’ensemble des critères ayant un impact négatif (respectivement
positif).

Pour chaque critère j de F− (respectivement F+), la meilleure alternative est tbj = min
i∈{1,...,l}

{dij}

(respectivement tbj = max
i∈{1,...,l}

{dij}), la pire alternative est twj = max
i∈{1,...,l}

{dij} (respectivement
twj = min

i∈{1,...,l}
{dij}).

Puis, on calcule les distances dij entre chaque alternative i ∈ {1, . . . , k} et la meilleure et pire

alternatives pour chaque critère j en utilisant la distance de norme L2. dib =
√

k∑
j=1

(tij − tbj)2,

diw =
√

k∑
j=1

(tij − twj)2.

Enfin, on calcule la similarité à la pire alternative siw : siw = diw
diw+dib

, ∀i ∈ {1, . . . , k} et on
ordonne les solutions dans l’ordre décroissant de siw.

5.5.1 Exemple

On applique la méthode Topsis au front pseudo-Pareto obtenu dans la table 5.8 utilisant plusieurs
poids.

Le premier poids correspond au critère du makespan et le second à la consommation énergétique.

Poids 0.7-0.3 0.6-0.4 0.5-0.5 0.4-0.6 0.3-0.7
Ordre obtenu 4-1-5-2-3 4-1-5-2-3 1-4-5-2-3 1-4-5-2-3 1-4-5-2-3

Table 5.9: Résultats Topsis
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5.6 Approche métaheuristique hybride

Les résultats obtenus dans les calculs expérimentaux effectués sur les algorithmes OSMS et
IS NSGA-II nous ont menés à considérer une autre approche pour la résolution du problème. Dans
cette approche, on propose un algorithme NSGA-II où la population initiale est composée d’individus
générés aléatoirement et d’individus créés grâce à des règles d’ordonnancement et d’individus qui
sont des mutations des individus créés. Les règles d’ordonnancement sont :

Première règle : Sur chaque machine, les tâches sont classés selon l’ordre croissant de p0
ij/αi

ensuite, à chaque instant t, on choisit la première machine disponible et la première tâche disponible
dans le classement obtenue.

Seconde règle : Chaque tâche est assignée à la machine dans laquelle le temps d’exécution
basique est le plus petit. Ensuite, dans chaque machine, les tâches sont triées dans l’ordre croissant
des p0

ij/αi.
Troisième règle : Dans chaque machine, les tâches sont triées selon l’ordre croissant des p0

ij/αi.
Ensuite, à chaque instant t, on choisit la plus rapide machine disponible et la première tâche dispo-
nible dans le classement.

5.7 Discussion

Les calculs expérimentaux ont été faits sur de petites, moyennes et grandes instances dans les
trois approches dont le but est de comparer leur efficacité.

On observe que pour des instances de petites tailles, la différence entre les résultats pour les
approches utilisées est minime mais lorsque la taille de l’instance augmente, l’approche hybride donne
de meilleurs résultats.

En effet, l’approche hybride a obtenu de meilleures solutions par rapport aux autres solutions dans
34 instances parmi 54 (cellules vertes dans la table 5.10). De plus, certaines des solutions obtenues
sont non-dominées par les solutions des autres approches dans 20 instances (cellules jaunes dans la
table 5.10).

On remarque aussi que les individus obtenus dans le front pseudo-Pareto sont voisines de l’individu
créé suivant la seconde règle.

Poids TOPSIS
Instances

Makespan et Consommation énergétique de la meilleure solution
(makespan -
Consommation
énergétique)

OSMS-NSGA-II IS-NSGA-II Approche hybride

0.3-0.7

3× 10 21.68-29.468 21.68-30.068 21.68-29.468
3× 20 66.364-177.4 88.306-206.543 67.918-168.54
5× 20 22.16-70.7 27.164-69.979 19.751-60.698
5× 30 45.506-150.21 46.728-158.037 36.838-108.428
8× 20 8-28.394 7.68-28.246 7.42-29.358
8× 30 14.696-68.206 17.45-61.442 12.504-57.306
10× 40 20.209-110.797 12.952-77.863 12.952-77.863
10× 50 35.804-176.515 32.648-230.121 17.816-124.307
15× 40 5.96-43.05 8.001-47.561 5.64-45.604
15× 50 9.132-72.646 10.54-74.728 9.152-65.83
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20× 50 6.2-49.925 8-55.77 4.99-53.695
20× 60 8.08-79.851 8.3-82.482 7.356-71.54
15× 120 57.768-714.32 64.07-740.675 37.844-608.225
15× 150 119.435-1501.755 129.803-1621.277 61.57-1218.283
20× 150 55.57-803.388 60.748-920.236 27.801-627.554
20× 180 95.12-1621.69 114.977-1764.36 48.752-1175.453
25× 180 51.335-852.61 51.495-986.338 27.425-700.327
25× 200 71.458-1219.765 82.346-1479.756 38.623-1013.234

0.5-0.5

3× 10 20.16-32.204 21.68-30.068 18.64-32.8
3× 20 66.364-177.4 84.616-208.56 63.84-172.977
5× 20 22.16-70.7 28.192-74.472 19.751-60.698
5× 30 45.506-150.21 42.254-167.155 36.838-108.428
8× 20 7.6-29.734 7.68-28.246 7.42-29.358
8× 30 14.696-58.206 16.02-64.831 12.334-57.629
10× 40 20.209-110.797 12.952-77.863 12.952-77.863
10× 50 33.473-184.736 32.648-230.121 17.816-124.307
15× 40 5.96-43.05 6.96-51.117 5.64-45.722
15× 50 9.132-72.646 10.54-74.728 7.816-73.48
20× 50 6.2-49.925 6.77-62.162 4.99-53.695
20× 60 7.6-81.996 8.3-82.482 7.356-71.54
15× 120 56.705-722.112 64.07-740.675 37.083-615.285
15× 150 119.435-1501.755 124.146-1655.302 61.57-1218.283
20× 150 51.99-839.691 60.748-920.236 27.801-627.554
20× 180 91.347-1686.64 114.977-1764.36 47.431-1205.122
25× 180 48.864-863.3 50.196-988.87 26.927-710.223
25× 200 70.822-1318.538 78.803-1555.967 38.178-1017.288

0.7-0.3

3× 10 20.16-32.204 20.64-33.924 18.64-32.8
3× 20 66.364-177.4 84.616-208.56 63.84-172.977
5× 20 22.16-70.7 24.53-74.521 19.751-60.698
5× 30 41.514-170.897 42.254-167.155 36.838-108.428
8× 20 7.6-29.734 7.68-28.246 7.18-30.846
8× 30 14.696-58.206 16.02-64.831 12.334-57.629
10× 40 20.209-110.797 12.952-77.863 12.952-77.863
10× 50 32.622-190.133 32.648-230.121 17.816-124.307
15× 40 5.96-43.05 6.96-51.117 5.64-45.722
15× 50 9.132-72.646 9.89-78.002 7.816-73.48
20× 50 6.2-49.925 6.77-62.162 4.99-53.695
20× 60 7.6-81.996 8.02-85.537 7.12-73.86
15× 120 56.705-722.122 62.764-773.6 36.427-629.361
15× 150 113.57-1685.15 121.9-1669.534 61.57-1218.283
20× 150 50.234-887.036 58.837-960.626 27.801-627.554
20× 180 90.19-1731.75 106.153-1984.218 46.535-1205.47
25× 180 47.18-920.152 50.196-988.87 26.039-722.354
25× 200 70.265-1324.357 78.803-1555.967 35.772-1095.143

Table 5.10: Performances de l’approche hybride
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5.8 Heuristique

En se basant sur les observations obtenus lors des comparaisons entre métaheuristiques, on
propose l’heuristique suivante :

Algorithm 4 Heuristique
1: procedure Ordonnancement(n,m)
2: Créer un ordonnancement F suivant la deuxième règle utilisée pour la

création des individus pour l’algorithme IS −NSGA− II.
3: calculer E et Cmax.
4: k l’indice de la machine ayant un temps d’exécution égal à Cmax.
5: D l’ensemble des couples (it, jt) où it est l’indice de la tâche exécutée

en dernier sur la machine Mjt , jt 6= k, t ∈ {1, . . . ,m− 1} représente la position
du couple dans l’ensemble D, |D| = m− 1.

6: t← 0
7: for t from 0 to m− 1 do
8: if Trouver une machine Tl, l 6= k qui en allouant la tâche Tit à Ml et en

réarrangeant les tâches Ti exécutées sur la machine Ml selon l’ordre p0
il/αi

, on obtient Cl ≤ Cmax et El 6 Ejt then
9: Attribuer la tâche Tit à la machine Tl et mettre à jour
Ejt , El, Cjt , Cl;E

10: else
11: t← t+ 1
12: end if
13: end forreturn F
14: end procedure
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Chapitre 6

Problème de minimisation d’énergie
dans un atelier flow shop hybride avec
tâches déteriorables

Soit un atelier flowshop hybride à s étages. Chaque étage k ∈ {1, . . . , s} est composée de mk

machines parallèles. Soit un ensemble de n tâches, chaque tâche i est constituée de s opérations
qui passent par les étages dans le même ordre de passage. Ainsi, La tâche i est traitée à l’étage 1,
puis à l’étage 2, et ainsi de suite jusqu’à l’étage s. Chaque machine du même étage peut exécuter
au plus une opération à la fois et chaque opération est exécutée par une seule machine. Les temps
d’exécution sont déterministes sur certains étages et variables dans d’autres et dépendent de la
tâche. Le temps de traitement est formulé sous forme de fonction qui dépend du temps de la façon
suivante : Soit tik le temps de début d’exécution de l’opération Oi à l’étage k, cik le temps de fin
d’exécution de l’opération Oi sur l’étage k (la valeur donnée pour fi0 est 0 par convention), et soit
Dik l’instant dans lequel la détérioration de la tâche i commence à l’étage k, le temps d’exécution
est donné par :

pijk =
 p0

ijk si tik ≤ Dik + ci(k−1)

p0
ijk + αik(tik −Dik − ci(k−1)) si tik > Dik + ci(k−1)

(6.1)

où p0
ijk est le temps d’exécution basique de l’opération Oik sur la machine j et αik est le taux de

détérioration. Dik est infini lorsque le temps d’exécution est déterministe. On suppose aussi que le
nombre de machines actives d’un même étage simultanément est limité sur certains étages voir tous.

Soit Cmax le temps de fin d’exécution maximal sur toutes les machines (makespan). ejk l’énergie
consommée par unité de temps par la machine en activité j à l’étage k. On suppose que l’énergie
consommée pendant que la machine est inactive est négligeable. Soit Ejk l’énergie totale consommée
par la machine et TEC l’énergie totale consommée alors le calcul de Cmax et TEC se fait comme
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suit :

Cmax = max
i∈{1,...,n}

Cis (6.2)

TEC =
s∑

k=1

mk∑
j=1

Ejk (6.3)

6.1 Le modèle mathématique

Le modèle mathématique peut être exprimé de la manière suivante

mk∑
j=1

xijk = 1 ∀i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , s} (6.4)

n∑
i=1,i 6=l

zkil ≤ vk ∀k ∈ {1, . . . , s}, l ∈ {1, . . . , n} (6.5)

Ci1 >
mk∑
j=1

xij1pij1 ∀i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , s} (6.6)

Cik > ci(k−1) +
mk∑
j=1

xijkpijk ∀i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {2, . . . , s} (6.7)

clk − cik > cik

mk∑
j=1

pijky
k
ilj +

(
mk∑
j=1

ykilj)− 1
 .B ∀i, l ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , s} (6.8)

n∑
i=0,l 6=i

ykilj = xljk ∀l ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,mk}, k ∈ {1, . . . , s} (6.9)

n+1∑
l=1,i 6=l

ykilj = xijk ∀i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . ,mk} (6.10)

n∑
i=0,i 6=l

mk∑
j=1

ykilj = 1 ∀j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , s} (6.11)

zkil = 1−min
[
min

(∣∣∣∣∣E
(
clk − cik∑n
j=1 xljk

)∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣E
(
clk − cik∑n
j=1 xljk

)∣∣∣∣∣
)
, 1
]

(6.12)

Cmax ≥ Cis ∀i ∈ {0, . . . , n} (6.13)
xijk, y

k
ilj, z

k
il ∈ {0, 1}, (6.14)

L’objectif est de minimiser le makespan Cmax et la consommation énergétique TEC définies par les
équations 6.15, 6.16

minCmax = min max
i∈{1,...,n}

Cis (6.15)

minTEC = min
s∑

k=1

mk∑
j=1

Ejk =
s∑

k=1

mk∑
j=1

n∑
i=1

pijkejkxijk (6.16)

où les paramètres sont
• i, l indices pour les tâches, i, l ∈ {1, . . . , n},
• k indice de l’étage, k ∈ {1, . . . , s},
• mk nombre de machines à l’étage k,
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• j, r indices des machines pour l’étage k, j, r ∈ {1, . . . ,mk},
• vk nombre maximal de machines actives simultanément à l’étage k.

Les trois variables de décision utilisées expriment
• xijk est une variable binaire qui donne 1 si la tâche i est exécutée par la machine j à l’étage
k, 0 sinon,

• ykilj est une variable binaire qui donne 1 si la tâche i précède immédiatement la tâche l sur la
machine j à l’étage k, 0 sinon,

• zkil est une variable binaire qui donne 1 si [tik, cik] ∩ [tlk, clk] 6= ∅, 0 sinon,
Les contraintes 6.4,6.11 signifient que toute tâche est exécutée sur une seule machine à tout instant
(pas de parallélisme, non migration). Contrainte 6.5 exprime la condition sur le nombre maximum
de machines actives simultanément à chaque instant. Contrainte 6.6 précise que chaque tâche est
entièrement exécutée une fois commencée (pas de préemption) et 6.7 précise qu’une opération
d’une tâche doit être complétée au niveau de son étage avant que l’opération de l’étage suivant soit
commencée et 6.8 signifie que le début d’exécution d’une tâche est au moins égal à la fin du temps
d’exécution de la tâche qui la précède sur la même machine. Contrainte 6.9 signifie qu’au plus une
tâche peut suivre immédiatement une tâche fantôme (une tâche fantôme est une tâche fictive qui
nous permet d’accepter qu’une machine ne soit jamais utilisée). 6.10 montre que toutes les tâches
sont assignées aux machines et que si une tâche est suivie immédiatement par une autre sur une
machine alors les deux tâches appartiennent à cette machine. Contrainte 6.13 signifie que la date
de fin d’exécution des tâches sur le dernier étage est au plus égale au makespan. L’expression 6.12
nous permet d’obtenir la valeur exacte des zkil.

6.2 Approches métaheuristiques

6.2.1 NSGA-II

On reprend la métaheuristique NSGA-II utilisée dans le chapitre précédent. Certaines modifica-
tions ont été apportées par rapport au modèle.

Codage des solutions : Chaque solution est représentée par une matrice (Aij) de taille n×
s∑
i=1

mi,
où sur chaque colonne j sont notées les tâches qui sont alloués à la machine j et l’ordre dans lequel
ils se trouvent dans la colonne représente leur ordre de traitement. On ajoute aussi un tableau
représentant l’ordre de priorité des machines pour chaque niveau.

Création de la population : La population initiale est un mélange d’individus générés aléatoirement
et d’individus crées suivant certaines règles.

• Individu généré aléatoirement : L’aléatoire s’opère au niveau 1 où l’allocation des tâches et des
machines se fait aléatoirement. L’ordre de priorité des machines est déterminé aléatoirement
pour tous les niveaux. A partir du niveau 2, on utilise la règle FIFO en respectant l’ordre des
machine préétabli.

• Individu créé : En ce qui concerne les individus créés, l’ordre de priorité des machines est fait
selon l’ordre croissant du coût énergétique. En ce qui concerne la solution, cela se fait de 3
manières. Premier individu : on commence par le niveau 1 en attribuant les tâches à la machine
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où leur temps d’exécution est le plus petit et sur chaque machine, les tâches sont triés selon
l’ordre croissant de leur temps d’exécution. A partir du niveau 2, on utilise la règle FIFO en
respectant l’ordre des machine préétabli. Deuxième individu, sur chaque machine du niveau 1,
on classe les tâches selon l’ordre croissant de leur temps d’exécution. Ensuite, à chaque instant,
on choisit la première machine disponible et la première tâche disponible selon le classement.
Troisième individu : sur chaque machine du niveau 1, on classe les tâches selon l’ordre croissant
de leur temps d’exécution. Ensuite, à chaque instant, on choisit la première machine ayant
consommé le moins d’énergie et la première tâche disponible selon le classement. A partir du
niveau 2, on utilise la règle FIFO en respectant l’ordre des machines préétabli.

En ce qui concerne la génération de la population d’enfants, on a chaque population d’enfants C
est constituée d’individus crées par croisement ou mutation et d’individus aléatoires. Le choix des
parents à croiser ou des individus à muter se fait de façon identique que pour les algorithmes NSGA-II
du chapitre précédent. En ce qui concerne les opérateurs génétiques, on a :

• Le croisement : Le croisement se fait au niveau 1 en modifiant le chromosome de telle sorte
qu’on obtient le chromosome utilisé dans l’algorithme IS-NSGA-II afin d’utiliser le même
opérateur de croisement.

• La mutation : Pour la mutation, deux cases parmi les m1 premières colonnes sont choisis
aléatoirement et leurs valeurs échangées. Une valeur β ∈]0, 1] est générée aléatoirement afin
de décider si l’ordre de priorité des machines est changé et à quel niveau. Si β ≥ 0.5, on choisit
un niveau pour intervertir l’ordre entre deux machines choisies aléatoirement dudit niveau.

6.2.2 MOMSA

On présente dans cette section une approche métaheuristique adaptée de l’algorithme MOMSA
introduite par Lin and Ying (2015). MOMSA est une métaheuristique front pseudo-Pareto basée sur
le recuit simulé. Comme dans un algorithme recuit simulé, une température initiale et un paramètre
de contrôle de la température sont déterminés et une population initiale est engendrée. La popula-
tion initiale est un mélange d’individus générés aléatoirement et d’individus crées suivant certaines
règles d’ordonnancement. On note par Pal l’ensemble des individus générés aléatoirement et par Pcr
l’ensemble des individus non aléatoires. L’ensemble Pcr est identique à celui généré par l’algorithme
NSGA-II.Les individus générés aléatoirement se font de la même manière que pour l’algorithme
NSGA-II. Le codage des solutions est aussi identique.

Nous présentons dans ce qui suit le pseudo-code de l’algorithme.
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Algorithm 5 Pseudo code MOMSA
1: Préciser Tinit, Tmin, Npop, Iiter, α
2: Générer une population initiale P0 = Pal ∪ Pcr
3: Evaluer la fonction fitness (cmax(x), E(x)) de chaque solution x de la

population
4: Générer l’ensemble front pseudo-Pareto Ps
5: Calculer k1 = min{cmax(x)}, k2 = min{E(x)}
6: Choisir aléatoirement Npop individus à partir de Ps
7: T ← Tinit, iter ← 0
8: while Critère d’arrêt non satisfait do
9: iter ← iter + 1
10: for p = 1TOp = Npop do
11: Perturbation de l’individu xp pour obtenir un individu x′p
12: Calculer la probabilité d’acceptance pacc en fonction de k1, k2
13: Générer r ∼ U(0, 1)
14: if r ≤ pacc then
15: xp ← x′p
16: Mettre à jour Ps
17: end if
18: if xp domine tous les individus de Ps then
19: xj ← xp,∀j ∈ {, Npop}
20: end if
21: Mettre à jour les valeur de k1, K2
22: end for
23: if iter = Iiter then
24: T ← T × α
25: iter ← 0
26: Choisir aléatoirement Npop individus à partir de Ps
27: end if
28: end while
29: return L’ensemble Ps

La perturbation appliquée sur les individus choisis est comme suit : Deux valeurs différentes m
et m′ sont choisis aléatoirement entre 1 et m1 et une troisième valeur n0 entre 1 et n, et on inverse
les cases an0m et an0m′ dans la matrice A du chromosome. De plus, une valeur β ∈]0, 1] est générée
aléatoirement afin de décider si l’ordre de priorité des machines est changé et à quel niveau. Si
β ≥ 0.5, on choisit un niveau pour intervertir l’ordre entre deux machines choisies aléatoirement
dudit niveau.

6.3 Application

On considère un problème d’ordonnancement flowshop hybride à deux niveaux. Chaque niveau l
contient ml machines parallèles. Le nombre de machines actives simultanément est limité au premier
étage. Les tâches ont un temps d’exécution fixe au premier niveau et déteriorable au second étage.
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6.3.1 Exemple

On considère dans cet exemple 15 tâches à exécuter sur deux étages. Le premier étage contient
8 machines et au deuxième étage 6 machines.

La table 6.1 représente les valeurs des temps d’exécution de chaque tâche par niveau.

Tâches
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Temps d’exécution niveau 1

m
ac
hi
ne
s

1 2 8 3 2 6 3 4 2 8 7 10 8 3 5 4
2 1 7 4 7 6 3 1 5 1 9 10 4 6 8 3
3 6 3 4 8 4 4 4 7 4 1 4 5 2 2 5
4 5 4 3 10 3 5 9 6 3 4 8 7 10 3 7
5 6 6 5 6 7 5 8 1 7 10 7 7 4 5 3
6 8 3 2 7 8 7 7 2 10 7 9 1 1 8 8
7 9 7 2 2 3 2 9 8 1 3 4 4 10 9 8
8 4 6 3 6 7 8 4 3 4 9 5 6 4 10 1

Temps d’exécution niveau 2

m
ac
hi
ne
s

1 6 7 4 3 5 6 5 4 9 2 2 5 8 6 7
2 6 5 5 5 7 5 9 8 5 10 5 3 9 5 5
3 9 6 10 3 3 9 2 9 10 3 3 3 1 5 2
4 10 5 5 3 4 8 4 7 10 7 8 4 2 4 5
5 5 1 6 1 7 10 5 1 2 8 7 7 1 1 1
6 2 5 2 5 1 5 6 7 6 5 2 4 4 5 3

Table 6.1: Temps d’exécution des tâches

La table ?? représente la consommation énergétique par unité de temps des machines pour
chaque niveau.

Consommation énergétique niveau 1
Machines 1 2 3 4 5 6 7 8

Consommation énergétique 3 1 7 2 5 3 8 1
Consommation énergétique niveau 2

Machines 1 2 3 4 5 6
Consommation énergétique 9 3 9 5 2 10

Table 6.2: Consommation énergétique niveau 1 et 2

La table 6.3 représente le début de déterioration de chaque tâche ainsi que le taux de déteriora-
tion.
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Tâches Début de déterioration Taux de déterioration
1 1 0.9
2 4 0.8
3 2 0.1
4 3 0.7
5 6 0.4
6 5 0.9
7 2 0.5
8 1 0.1
9 4 0.7
10 1 0.5
11 6 0.2
12 6 0.4
13 3 0.3
14 1 0.2
15 4 0.6

Table 6.3: Consommation énergétique et taux de détério-
ration machine

La table 6.4 suivant représente un front pseudo-Pareto obtenu par l’algorithme MOMSA (taille
de la population SL=40, HL=10, nombre d’itération 3, Tmax = 1000, Tmin = 100, α = 0.5 :

solution Makespan Consommation énergétique Ordonnancement

Solution A 18 460

M1,8 (0-6) T11 → T15

M1,4 (0-3) T3

M1,5 (0-6) T6 → T8

M1,6 (0-5) T2 → T12 → T13

M1,1 (3-10) T1 → T14

M1,7 (5-8) T4 → T9

M1,3(6-7) T10

M1,2 (6-13) T5 → T7

M2,6(3-15) T3 → T1 → T15 → T14

M2,3 (3-15) T2 → T5

M2,2 (4-17) T12 → T10

M2,4 (5-13) T11

M2,1 (5-11) T6

M2,5 (5-18) T13 → T8 → T4 → T9 → T7

Table 6.4: Front pseudo-Pareto MOMSA

La figure 6.3.1 représente l’ordonnancement de la solution A.
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Temps d’exécution initial Extra temps

M1,8 11 15

M1,4 3

M1,5 6 8

M1,6 2 12 13

M1,1 1 14

M1,7 4 9
M1,3 10

M1,2 5 7
M2,6 3 1 15 14

M2,3 2 5

M2,2 12 10

M2,4 11

M2,1 6

M2,5 13 8 4 9 7

Figure 6.1 – ordonnancement de la solution A

La figure 6.3.1 représente la consommation énergétique de la solution A.

consommation énergétique

M1,8

M1,4

M1,5

M1,6

M1,1

M1,7

M1,3

M1,2

M2,6

M2,3

M2,2

M2,4

M2,1

M2,5

Figure 6.2 – Consommation énergétique de la solution A

A partir des figures et , on remarque que les machines M1,8 et M1,4 ont consommé dans cet
ordonnancement la même quantité d’énergie mais le temps de fin d’exécution des tâches sur la
machine M1,4 est inférieur à celui obtenu dans la machine M1,8. On remarque aussi que le temps
de fin d’exécution des tâches de la machine M2,4 est inférieur à celui de la machine M2,1 mais la
consommation d’énergie de cette dernière est inférieure. Ce qui démontre que les deux objectifs sont
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conflictuels.
Dans la table 6.5, on présente un front pseudo-Pareto de l’algorithme NSGA-II.

solution Makespan Consommation énergétique Ordonnancement

Solution 1 15 536

M1,8 (0-9) T6 → T15

M1,1 (0-2) T4

M1,6 (0-4) T12 → T13 → T3

M1,2 (0-3) T1 → T7 → T9

M1,5 (2-3) T8

M1,3 (3-13) T10 → T14 → T2 → T11

M1,4(3-6) T5

M2,6(1-15) T12 → T10 → T11

M2,5 (1-14) T1 → T14 → T5

M2,4 (2-15) T4 → T3 → T2

- M2,3 (2-12) T13 → T8

M2,1 (2-14) T7 → T6

M2,2 (3-14) T9 → T15

Solution 2 16 515.3

M1,2 (0-3) T1 → T7 → T9

M1,5 (0-1) T8

M1,4 (0-3) T5

M1,1 (0-2) T4

M1,8 (1-2) T15

M1,6 (2-6) T12 → T13 → T3

M1,3(2-12) T10 → T14 → T2 → T11

M1,7 (3-5) T6

M2,5(1-9.4) T1 → T13 → T14 → T2

M2,1 (1-10) T8 → T12

M2,4 (2-14.5) T7 → T10

M2,2 (2-12) T4 → T3

M2,3 (2-16) T15 → T5 → T6

M2,6 (3-14) T9 → T11

Solution 3 20 491.88

M1,2 (0-3) T1 → T7 → T9

M1,4 (0-3) T5

M1,1 (0-2) T4

M1,8 (0-9) T6 → T15

M1,6 (2-6) T12 → T13 → T3

M1,3 (3-13) T10 → T14 → T2 → T11

M1,5(3-4) T8

M2,5(1-20) T1 → T8 → T14 → T11

M2,6 (2-14) T7 → T2

M2,4 (2-12) T4 → T13 → T3

M2,2 (3-14) T9 → T15

M2,1 (3-14) T5 → T6

M2,3 (3-10) T12 → T10

Solution 4 18 500.8

M1,6 (0-4) T12 → T13 → T3

M1,5 (0-1) T8

M1,4 (0-3) T5

M1,8 (0-9) T6 → T15

M1,1 (1-3) T4

M1,2 (3-6) T1 → T7 → T9
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M1,3(3-13) T10 → T14 → T2 → T11

M2,6(1-5) T12

M2,5 (1-11) T8 → T1 → T15 → T2

M2,3 (2-12.2) T13 → T14

M2,2 (3-18) T5 → T11

M2,4 (3-16) T4 → T9

M2,1 (4-14) T3 → T6

Table 6.5: Front pseudo-Pareto NSGA-II

La figure 6.3 représente l’ordonnancement de la solution 3.

Temps d’exécution initial Extra temps

M1,2 1 7
9

M1,4 5

M1,1 4

M1,8 6 15

M1,6 12 13 3

M1,3 10 14 2 11

M1,5 8

M2,5 1 8 14 11

M2,6 7 2

M2,4 4 13 3

M2,2 9 15

M2,1 5 6

M2,3 12 10

Figure 6.3 – Ordonnancement de la solution 3

La figure 6.4 représente la consommation énergétique des machines.
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consommation énergétique

M1,2

M1,4

M1,1

M1,8

M1,6

M1,3

M1,5

M2,5

M2,6

M2,4

M2,2

M2,1

M2,3

Figure 6.4 – Consommation énergétique de la solution 3

On remarque que pour certaines solutions, les machines n’ont pas été toutes utilisées au niveau
un.

En comparant les deux fronts pseudo-Pareto, on remarque que la solution obtenue par MOMSA
domine toutes les solutions du front pseudo-Pareto de NSGA-II. De plus, en regardant les solutions
représentées, on remarque que dans la solution obtenue par Momsa, aucune tâche n’a été traitée
après la date de début de déterioration même si le makespan des deux solutions est identique.

6.3.2 Comparaison

Des tests ont été faites afin de comparer les résultat obtenus par les deux algorithmes NSGA-II
et MOMSA où les solutions de chaque algorithme ont été classées grâce à TOPSIS. On a considéré
des problèmes à petites, moyennes et grandes tailles.

On remarque que l’algorithme NSGA-II donne de meilleurs résultats que l’algorithme MOMSA.
En comparant leur temps d’exécution, l’algorithme NSGA-II est plus rapide que MOMSA.

Poids TOPSIS
Instances

Makespan et Consommation énergétique de la meilleure solution
(makespan -
Consommation
énergétique)

NSGA-II MOMSA

0.3-0.7

7× 5× 10 12-254 14-278
7× 5× 15 14-380.5 20-357
8× 6× 15 12-403 16-399
8× 6× 20 19-517.4 24-500
8× 6× 25 21.2-860.48 21.8-890.8
10× 8× 25 15.4-600.4 20.2-603.02
10× 8× 30 21-968.2 26-1081.16
15× 10× 50 27-1541.96 28-1538.4
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15× 10× 60 34-2724.5 47-3038
15× 10× 70 41-2942.118 61-3353
20× 15× 80 35.446-3166.302 43-3013.5
20× 15× 90 39-3862.86 53-4597
25× 20× 90 29-4009.355 31-3880.81
25× 20× 100 34-4527.69 45-5821
25× 20× 150 50.52-6957.586 73-8042
30× 25× 150 65-7605
30× 25× 200 51-9968.294 84-10965
30× 25× 250 66-12426.337 100-14127

0.5-0.5

7× 5× 10 12-254 14-278
7× 5× 15 14-380.5 18-378.2
8× 6× 15 12-403 13.1-478.5
8× 6× 20 19-527.4 24-500
8× 6× 25 21.2-860.48 21.8-890.8
10× 8× 25 15.4-600.4 20.2-603.02
10× 8× 30 21-986.2 26-1081.16
15× 10× 50 27-1541.96 26.4-1602.8
15× 10× 60 34-2724.5 45-3208
15× 10× 70 39.6-2906.078 55-3527
20× 15× 80 35.446-3166.302 39-3271.85
20× 15× 90 37.52-3974.09 50-4728
25× 20× 90 29-4009.355 30.691-3979.113
25× 20× 100 32.33-4646.74 45-5821
25× 20× 150 48-6714.466 69-8376
30× 25× 150 40-6267.785 62-7778
30× 25× 200 51-9968.294 77-11419
30× 25× 250 66-12426.337 94-14599

0.7-0.3

7× 5× 10 12-254 14-278
7× 5× 15 14-380.5 18-378.2
8× 6× 15 12-403 13.1-478.5
8× 6× 20 19-527.4 21-571.2
8× 6× 25 21.2-860.48 21.8-890.8
10× 8× 25 15.4-600.4 20.2-603.02
10× 8× 30 21-986.2 24-1178.88
15× 10× 50 27-1541.96 26.4-1602.8
15× 10× 60 34-2724.5 43-3369.324
15× 10× 70 39.6-2906.078 55-3527
20× 15× 80 35.446-3166.302 35.82-3460.456
20× 15× 90 37.52-3974.09 50-4728
25× 20× 90 29-4009.355 29-4113.603
25× 20× 100 32.08-4900.94 45-5821
25× 20× 150 48-6714.466 69-8376
30× 25× 150 40-6267.785 60-8055
30× 25× 200 51-9968.294 77-11419
30× 25× 250 66-12426.337 94-14599

Table 6.6: Performances des algorithmes
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, on a présenté un état de l’art sur les problèmes d’ordonnancement considérant
la gestion de l’énergie comme objectif ou contrainte.

On a établi un état de l’art sur les problèmes d’ordonnancement considérant des tâches dont le
temps d’exécution varie selon un facteur indépendant de la machine.

on a présenté un problème d’ordonnancement bi-objectif de tâches déteriorables sur un ensemble
de machines générales. On cherche à minimiser simultanément le makespan et la consommation éner-
gétique. On a présenté un modèle mathématique et un algorithme énumératif. Le temps d’exécution
de cet algorithme croit avec la taille de l’instance, on a choisi de travailler avec des métaheuris-
tiques. On a présenté quelques métaheuristiques basées sur le NSGA-II (IS-NSGA-II, OSMS-NSGA-
II, NSGA-II hybride) dont on a comparé l’efficacité en utilisant la méthode de comparaison TOPSIS.
Les résultats obtenus montrent que la métaheuristique NSGA-II hybride converge plus rapidement
que les deux autres.

On a proposé un problème d’ordonnancement bi-objectif dans un système flow shop hybride
avec des tâches déteriorables. Les objectif sont la minimisation du makespan et de la consommation
énergétique. On a proposé un modèle mathématique. On a utilisé des métaheuristiques basés sur le
recuit simulé et le NSGA-II. On a comparé les deux approches.

Comme perspective, on se propose d’améliorer la performances des méthodes utilisées. Il est
intéressant d’étudier ces problèmes en considérant d’autres critères d’optimalité ou d’étudier la
consommation énergétique en tant que contrainte.
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Annexe A

Scheduling and energy consumption

Dans ce chapitre, on donne l’essentiel des résultats obtenus aux chapitres 4 et 5 en version
anglaise.

A.1 Multiobjective approach for deteriorating jobs sche-
duling for a sustainable manufacturing system

The reader can find the full version in (Tigane et al., 2019).

A.1.1 Introduction

In all scheduling problems with energy concerns we encountered, processing times of the jobs
were supposed to be constant or depending on the machine’s speed.

However, there are models where the processing time varies over time independently of the
machine’s speed.

In such models, the processing time can be an increasing function of the starting time as in
the scheduling of steel rolling mills or in medical procedures under health conditions. It can also
be a decreasing function such as in military applications in which a task consists of destroying an
approaching aerial object, or in agriculture where harvesting may exhibit decreasing processing times
as the crop dries.

In this paper, we treat a scheduling problem with deteriorating jobs that combines the two
objectives of minimizing the makespan and the energy consumption.
We present in the next section the considered problem and the associated mathematical formulation.
Then, we present an enumerative algorithm and two metaheuristics based on the NSGA-II algorithm
for multi-objective problems. Finally, we discuss the performance of the algorithms.

A.1.2 Problem formulation

The considered study is inspired by the hot rolling process. It deals with the scheduling problem
of hot slabs production jobs on a hot rolling production lines.
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In this study, we consider an offline scheduling problem on m unrelated machines. An instance
of the scheduling problem consists of n independent and non-preemptive and non-migratory jobs
available at time s0 = 0 and, where each job is defined by a start time dependent processing times.
Idleness of machines is not allowed.

The job’s processing time is a non-decreasing, linear function given by

pij = p0
ij + αisij (A.1)

Where p0
ij is the basic processing time of job i in machine j, αij > 0 is the deterioration rate,

and sij ≥ s0 is the start time of job i on machine j. The basic processing times are supposed
to be integers and the growth rates are supposed to be real numbers. We assume that jobs stop
deteriorating as soon as the processing on the machine begins. The objective is to minimize the
makespan and the total energy consumption TEC.
The completion time of job i on machine j is Cij = sij + pij. Since there is no interruption during
the schedule, the completion time of the jobs processed in machine j is then Cj = ∑

i∈Jj pij, where
Jj is the set of the jobs processed on machine j.
We suppose that machine j consumes δj energy per unit of time during the process. Thus, the
energy consumed for the processing of job i is pijδj, and that energy increases by the rate θj over
time. The total energy consumed for the processing of the job is given by the following equation :

Eij = pijδj + θjsij (A.2)

Then, the total energy consumption by a machine j is :

Ej =
n∑
i=1

(pijδj + θjsij) (A.3)

Since the conditions about machines and jobs are quite the same as in Mazdeh et al. (2010), the
formulation of the constraints and notation for the decision variables are adapted from (Li et al.,
2014, Mazdeh et al., 2010) and repeated here for the reader’s convenience.
The two objective functions considered in the studied problem are expressed as follows :

1. The minimization of the maximum completion time Cmax :

minCmax = min max
j∈{1,m}

{C(j)
max} = min max

j∈{1,m}
{
n∑
i=1

pijxij} (A.4)

2. The minimization of the total energy consumption TEC :

minTEC = min
m∑
j=1

Ej = min
m∑
j=1

(
n∑
i=1

(pijδj + θjsij)xij) (A.5)
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The constraints are expressed as follows :

m∑
j=1

xij = 1 ∀i ∈ {1, n} (A.6)

(sij + pij)xij = skjyikj ∀i, k ∈ {1, n}, k 6= i, j ∈ {1,m} (A.7)
n∑
k=1

y0kj ≤ 1 ∀j ∈ {1,m} (A.8)

n∑
k=1,k 6=i

yikj ≤ xij ∀i ∈ {1, n}, j ∈ {1,m} (A.9)

n∑
i=0,i 6=k

yikj = xkj ∀k ∈ {1, n}, j ∈ {1,m} (A.10)

n∑
i=0,i 6=k

m∑
j=1

yikj = 1, ∀k ∈ {1, n} (A.11)

n∑
i=1

pijxij ≤ Cmax ∀j ∈ {1,m} (A.12)

s0j = 0 ∀j ∈ {1,m} (A.13)
sij ≥ 0, Cij ≥ sij ∀i ∈ {1, n}, j ∈ {1,m} (A.14)
xij ∈ {0, 1}, yikj ∈ {0, 1} (A.15)

Objective 1 is to minimize the makespan. Objective 2 is to minimize the total energy consumption.
Constraint A.6 states that each job is processed by exactly one machine.
Constraint A.7 states that the completion time of a job processed in a machine is equal to the

starting time of the job following it, which means that there is no idle time.
For each dummy job 0 allocated to a machine, only one real job can immediately follow it

(Constraint A.8). This also means that the scheduler can decide whether or not to process jobs on
a machine if it leads to an optimal schedule.

Constraints A.9 and A.10 show that n jobs are assigned over m machines and if job i is im-
mediately followed by job k on machine j, then both jobs i and k belong to m (i.e. no-migration
between machines).

Constraint A.11 means that only one job can immediately precede a job (including dummy jobs)
and jobs are processed only by one machine (no-parallelism of jobs).

Constraint A.12 means that the total completion time in a machine is always less than the
makespan.

Constraint A.13 states that the start time of a dummy job is s0 = 0 for any machine.
Constraint A.14 states that the start time is always positive and the completion time of a job is

greater than its start time.
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A.1.3 Algorithmic approach

We develop a pseudo exact algorithm that provides the near-Pareto front of all the possible
solutions, where the order of the jobs in a machine fulfills the optimal policy provided by Browne and
Yechiali (1990) for the makespan minimization of deteriotating jobs on a single machine. Algorithm
6 details the pseudo code of the pseudo exact algorithm.

Algorithm 6 Pseudo-Exact algorithm pseudo-code
1: procedure Schedule(n,m)
2: k ← 1
3: F ← ∅ . Gives the near-Pareto set
4: while k <= m do
5: Get all the combinations without repetition of k machines among m
6: for Each combination obtained do
7: Get all the permutations possible
8: for Each permutation obtained do
9: Get all the partitions of the set of n jobs in k subsets, the

allocation of the subsets to machines follow the order of the permutation
and jobs are sorted in machines in the non-decreasing order of p0

ij/αi. Each
partition corresponds to a S

10: Calculate the corresponding Cmax and E of a schedule S
11: if F = ∅ then
12: F ← S
13: else
14: for Each schedule T ∈ F do
15: if Cmax, E of S are better than those of T then
16: F ← S
17: Remove T from F
18: else if Cmax, E of S are worse than those of T then
19: Keep T in F
20: else
21: F ← S
22: end if
23: end for
24: end if
25: end for
26: end for
27: k ← k + 1
28: end whilereturn F
29: end procedure

Since the calculus time of the algorithm increases with the increase of the instance, it is more
practical to use a metaheuristic to solve the problem. Therefore, we present an NSGA-II based
algorithm. We call it OSMS-NSGA-II.

We propose also an integrated scheduling based NSGA-II approach (IS–NSGA-II) that takes into
account all the possible allocations, and order of jobs in different machines.

Algorithm 7 detail respectively the pseudo-codes of the OSMS–NSGA-II approach.
Algorithm 9 details the pseudo-code of the IS–NSGA-II approach.
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Algorithm 7 OSMS–NSGA-II pseudo-code
1: Generate a random initial population P0 of size l
2: t = 1
3: Order the jobs i in a machine j in a non-decreasing order of p0

ij/αi
4: Evaluate the fitness function of each solution
5: Sort solutions by non domination and crowding distance to obtain the

non-dominated groups
6: while Stopping criterion is not satisfied do
7: Create the children’s group C of size l by crossover and mutation
8: Order the jobs i in a machine j in a non-decreasing order of p0

ij/αi
9: Evaluate the fitness function of each solution of the population P ∪ C
10: Sort solutions by non domination and crowding distance to obtain the non-
11: dominated groups
12: Rank in solutions in the population Pt
13: t = t+ 1
14: end while

Algorithm 9 IS–NSGA-II pseudo-code
1: Generate a random initial population P0 of size l
2: t = 1
3: Evaluate the fitness function of each solution
4: Sort solutions by non domination and crowding distance to obtain the

non-dominated groups
5: while Stopping criterion is not satisfied do
6: Create the children’s group C of size l by crossover and mutation
7: Evaluate the fitness function of each solution of the population P ∪ C
8: Sort solutions by non domination and crowding distance to obtain the non-
9: dominated groups
10: Rank in solutions in the population Pt
11: t = t+ 1
12: end whilereturn The non-dominated group of rank 1

A.1.4 Comparison

Several computational experiments were made to evaluate the performance of the OSMS NSGA-
II algorithm The basic processing times and energy costs were supposed non-negative integers and
the deterioration rates and growth rate non-negative real numbers. The algorithm was coded in the
Java Netbeans environment and the experiments performed on a computer with a 2.20 GHz Intel
core i5-5200U CPU and 8 GB RAM under Windows 10.
We test the exact algorithm on several instances in order to evaluate its performance in terms of
execution time (Table A.1).

m
3 4 5

n

5 <1s 1s 1s
8 1 s 1 s 2 s
10 1 s 4 s 46 s
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12 3 s 57 s 22 min 24 s
15 7min 51sec 113 min 20 sec 2911 min 59 s

Table A.1: Time execution of the exact algorithm

In Table A.1, we observe that the execution time of the exact algorithm seems to increase rapidly.
The tests performed on the OSMS NSGA-II algorithm show that we can obtain good approximate
near-Pareto fronts within minutes.

To enhance the results of the proposed OSMS-NSGA-II and IS-NSGA-II approaches, we consider
a improved NSGA-II based approach described as follows :
In this new approach, the first population is composed of solutions randomly generated and selected
solutions.

The selected solutions are obtained by using some sequencing rules, as follows :
1. First rule :

In each machine, the jobs are sorted by the non decreasing order of p0
ij/αi and then, at each

time t, we choose the first available machine and the first job available in the ranking on this
machine, and so on.

2. Second rule :
Each job is assigned to the machine where the basic processing time is the smallest. Then, in
each machine, jobs are sorted by the non decreasing order of p0

ij/αi.
3. Third rule :

In each machine, the jobs are sorted by the non decreasing order of p0
ij/αi and then, at each

time t, we choose the fastest machine available and the first job available in the ranking on
this machine, and so on.

Then, the NSGA-II is used to find the optimal near-Pareto front without any scheduling rules.
Computational experiments have been performed on small, average and large instances to com-

pare the performance of the three proposed approaches.
We observe that with the increase of the instance, the improved approach seems to give better

results than the two other approaches.
Indeed, the improved approach obtained the best solution among the three proposed approaches for
34 instances out of 54 (green cells in Table A.2). In the same time, it gives a very good solution,
non-dominated by solutions of the other solutions for 20 instances (yellow cells in Table A.2).

TOPSIS
weights

Instances
Makespan and energy consumption of the best solution

(makespan
- energy
consumption)

OSMS-NSGA-II IS-NSGA-II Improved approach

0.3-0.7

3× 10 21.68-29.468 21.68-30.068 21.68-29.468
3× 20 66.364-177.4 88.306-206.543 67.918-168.54
5× 20 22.16-70.7 27.164-69.979 19.751-60.698
5× 30 45.506-150.21 46.728-158.037 36.838-108.428
8× 20 8-28.394 7.68-28.246 7.42-29.358
8× 30 14.696-68.206 17.45-61.442 12.504-57.306
10× 40 20.209-110.797 12.952-77.863 12.952-77.863
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10× 50 35.804-176.515 32.648-230.121 17.816-124.307
15× 40 5.96-43.05 8.001-47.561 5.64-45.604
15× 50 9.132-72.646 10.54-74.728 9.152-65.83
20× 50 6.2-49.925 8-55.77 4.99-53.695
20× 60 8.08-79.851 8.3-82.482 7.356-71.54
15× 120 57.768-714.32 64.07-740.675 37.844-608.225
15× 150 119.435-1501.755 129.803-1621.277 61.57-1218.283
20× 150 55.57-803.388 60.748-920.236 27.801-627.554
20× 180 95.12-1621.69 114.977-1764.36 48.752-1175.453
25× 180 51.335-852.61 51.495-986.338 27.425-700.327
25× 200 71.458-1219.765 82.346-1479.756 38.623-1013.234

0.5-0.5

3× 10 20.16-32.204 21.68-30.068 18.64-32.8
3× 20 66.364-177.4 84.616-208.56 63.84-172.977
5× 20 22.16-70.7 28.192-74.472 19.751-60.698
5× 30 45.506-150.21 42.254-167.155 36.838-108.428
8× 20 7.6-29.734 7.68-28.246 7.42-29.358
8× 30 14.696-58.206 16.02-64.831 12.334-57.629
10× 40 20.209-110.797 12.952-77.863 12.952-77.863
10× 50 33.473-184.736 32.648-230.121 17.816-124.307
15× 40 5.96-43.05 6.96-51.117 5.64-45.722
15× 50 9.132-72.646 10.54-74.728 7.816-73.48
20× 50 6.2-49.925 6.77-62.162 4.99-53.695
20× 60 7.6-81.996 8.3-82.482 7.356-71.54
15× 120 56.705-722.112 64.07-740.675 37.083-615.285
15× 150 119.435-1501.755 124.146-1655.302 61.57-1218.283
20× 150 51.99-839.691 60.748-920.236 27.801-627.554
20× 180 91.347-1686.64 114.977-1764.36 47.431-1205.122
25× 180 48.864-863.3 50.196-988.87 26.927-710.223
25× 200 70.822-1318.538 78.803-1555.967 38.178-1017.288

0.7-0.3

3× 10 20.16-32.204 20.64-33.924 18.64-32.8
3× 20 66.364-177.4 84.616-208.56 63.84-172.977
5× 20 22.16-70.7 24.53-74.521 19.751-60.698
5× 30 41.514-170.897 42.254-167.155 36.838-108.428
8× 20 7.6-29.734 7.68-28.246 7.18-30.846
8× 30 14.696-58.206 16.02-64.831 12.334-57.629
10× 40 20.209-110.797 12.952-77.863 12.952-77.863
10× 50 32.622-190.133 32.648-230.121 17.816-124.307
15× 40 5.96-43.05 6.96-51.117 5.64-45.722
15× 50 9.132-72.646 9.89-78.002 7.816-73.48
20× 50 6.2-49.925 6.77-62.162 4.99-53.695
20× 60 7.6-81.996 8.02-85.537 7.12-73.86
15× 120 56.705-722.122 62.764-773.6 36.427-629.361
15× 150 113.57-1685.15 121.9-1669.534 61.57-1218.283
20× 150 50.234-887.036 58.837-960.626 27.801-627.554
20× 180 90.19-1731.75 106.153-1984.218 46.535-1205.47
25× 180 47.18-920.152 50.196-988.87 26.039-722.354
25× 200 70.265-1324.357 78.803-1555.967 35.772-1095.143

Table A.2: Improved approach performances
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A.2 An energy problem in a flowshop hybrid scheduling
problem

A.2.1 The scheduling problem

We consider a hybrid flow shop scheduling of s-stages. In each stage k ∈ {1, . . . , s}, we have
mk parallel machines. The instance is a set of n jobs where each job is composed of s operations
that are scheduled on each stage following the same order, which is stage 1, stage 2 and so on. The
jobs are independent, non-preemptive and non migratory. The execution time of the operations are
deterministics in some stages and start time dependent on others. The execution time function is
formulated as follows : Let tik be the start time of Oi on stage k, ci(k−1) the finish time of operation
Oi on stage k, Dik the time where the operation Oi begins to deteriorate in stage k. We have, by
convention ci(−1) = 0. So the execution time function is the following :

pijk =
 p0

ijk if tik ≤ Dik + ci(k−1)

p0
ijk + αik(tik −Dik − ci(k−1)) if tik > Dik + ci(k−1)

(A.16)

where p0
ijk is the basic execution time of Oi in machine j and αik is the deterioration rate. Dik

is infinite when time execution is deterministic. We suppose that we cannot have all the machines
active simultaneously in some stages.

Let Cmax be the makespan, ejk the energy consumed by an unit of time in active mode by the
machine j at stage k. The energy when the machine is idle is supposed negligeable. Let Ejk the
total energy consumption of the machine j and TEC the total energy consumed on all stages by
all the machine, the calculation of Cmax and TEC are given by the following formulas :

minCmax = min max
i∈{1,...,n}}

Cis (A.17)

minTEC = min
s∑

k=1

mk∑
j=1

Ejk = min
s∑

k=1

mk∑
j=1

ejk
n∑
i=1

pijk (A.18)

A.2.2 The mathematical formulation

We first, give the paremeters needed for our mathematical formulation :
• i, l indexes of jobs, i, l ∈ {1, . . . , n},
• k index of stage, k ∈ {1, . . . , s},
• mk number of machines on stage k,
• j index of machines on stage k, j ∈ {1, . . . ,mk},
• vk maximum number of active machines simultaneously on stage k

and the variables
• xijk is a binary variable where xilk = 1 if operation Oi is executed by machine j in stage k

and 0 otherwise,
• ykilj is a binary variable where ykilj = 1 if operation Ol follows immediately the operation Oi

on the machine j at stage k and 0 otherwise,
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• t is the instant present,
• zkil is a binary variable where zkil = 1 if [tik, cik] ∩ [tlk, clk] 6= ∅, 0 otherwise,
• Cik completion time of operation Oik at stage k.

We can now express our mathematical formulation as follows

mk∑
j=1

xijk = 1 ∀i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , s} (A.19)

n∑
i=1,i 6=l

zkil ≤ vk ∀k ∈ {1, . . . , s}, l ∈ {1, . . . , n} (A.20)

Ci1 >
mk∑
j=1

xij1pij1 ∀i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , s} (A.21)

Cik − ci(k−1) >
mk∑
j=1

xijkpijk ∀i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {2, . . . , s} (A.22)

clk > cik +
mk∑
j=1

pijky
k
ilj +

(
mk∑
j=1

ykilj)− 1
 .B ∀i, l ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , s} (A.23)

n∑
i=0,l 6=i

ykilj = xljk ∀l ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,mk}, k ∈ {1, . . . , s} (A.24)

n+1∑
l=1,i 6=l

ykilj = xijk ∀i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . ,mk} (A.25)

n∑
i=0,i 6=l

mk∑
j=1

ykilj = 1 ∀j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , s} (A.26)

zkil = 1−min
[
min

(∣∣∣∣∣E
(
clk − cik∑n
j=1 xljk

)∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣E
(
clk − cik∑n
j=1 xljk

)∣∣∣∣∣
)
, 1
]

(A.27)

Cmax ≥ Cis ∀i ∈ {0, . . . , n} (A.28)
xijk, y

k
ilj, z

k
il ∈ {0, 1}, (A.29)

The constraints A.19,A.26 express the non parallelism and the non migration of jobs. Contraint
A.20 shows that the maximum number of active machines is respected. Constraint A.21 expresses
that operations are non preemptives and A.22 shows that we cannot execute an operation Oik until
Oi(k−1) is finished. A.23 shows that the start time of an operation of a job in a stage is at least equal
to the completion time of the operation that precedes her on the same machine. A.24 shows that
every job followes immediately at most one job. Constraint A.25 shows that every job is immediately
followed by at most one job. Constraint A.28 shows that completion times on the last operations are
less than the makespan. The expression of A.27 allows the scheduler to calculate the precise value
of zkil.

The objective is to minimize Cmax and TEC given by the expressions A.17 and A.18.

A.2.3 The approaches

We propose an algorithm based on MOMSA, a multi-objective metaheuristic introduced by Lin
and Ying (2015) and an algorithm based on NSGA-II. We give the pseudo-code of the proposed
algorithm based on MOMSA. In each algorithm, the initial population is composed of a set of
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solutions created by the scheduler and a set of random solutions.

Algorithm 10 Pseudo code MOMSA
1: Préciser Tinit, Tmin, Npop, Iiter, α
2: Generate the initial population P0 = Pran ∪ Pcr
3: Evaluate the fitness function (cmax(x), E(x)) of each solution x of the

population
4: Generate the front near-Pareto set Ps
5: Calculate k1 = min{cmax(x)}, k2 = min{E(x)}
6: Choose randomly Npop individuals from Ps
7: T ← Tinit, iter ← 0
8: while Stop criterion non satisfied do
9: iter ← iter + 1
10: for p = 1TOp = Npop do
11: Perturbate xp to obtain x′p
12: Calculate the acceptance probability pacc in terms of k1, k2
13: Generate r ∼ U(0, 1)
14: if r ≤ pacc then
15: xp ← x′p
16: Update Ps
17: end if
18: if xp dominate all the individuals of Ps then
19: xj ← xp,∀j ∈ {, Npop}
20: end if
21: Update k1, K2
22: end for
23: if iter = Iiter then
24: T ← T × α
25: iter ← 0
26: Choose randomly Npop individuals from Ps
27: end if
28: end whilereturn Set Ps

A.2.4 Comparison

Computational tests were performed on small, medium and big instances to compare the per-
formance of the two approaches. We used the TOPSIS method to order the solutions of the front
near-Pareto.

We observed that the NSGA-II approach gives better solutions than the MOMSA and it is much
faster than the latter.

TOPSIS
wheights

Instances
Makespan and energy consumption of the best solution

(makespan
- Energy
consumption)

NSGA-II Momsa

0.3-0.7

7× 5× 10 12-254 14-278
7× 5× 15 14-380.5 20-357
8× 6× 15 12-403 16-399
8× 6× 20 19-517.4 24-500
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8× 6× 25 21.2-860.48 21.8-890.8
10× 8× 25 15.4-600.4 20.2-603.02
10× 8× 30 21-968.2 26-1081.16
15× 10× 50 27-1541.96 28-1538.4
15× 10× 60 34-2724.5 47-3038
15× 10× 70 41-2942.118 61-3353
20× 15× 80 35.446-3166.302 43-3013.5
20× 15× 90 39-3862.86 53-4597
25× 20× 90 29-4009.355 31-3880.81
25× 20× 100 34-4527.69 45-5821
25× 20× 150 50.52-6957.586 73-8042
30× 25× 150 65-7605
30× 25× 200 51-9968.294 84-10965
30× 25× 250 66-12426.337 100-14127

0.5-0.5

7× 5× 10 12-254 14-278
7× 5× 15 14-380.5 18-378.2
8× 6× 15 12-403 13.1-478.5
8× 6× 20 19-527.4 24-500
8× 6× 25 21.2-860.48 21.8-890.8
10× 8× 25 15.4-600.4 20.2-603.02
10× 8× 30 21-986.2 26-1081.16
15× 10× 50 27-1541.96 26.4-1602.8
15× 10× 60 34-2724.5 45-3208
15× 10× 70 39.6-2906.078 55-3527
20× 15× 80 35.446-3166.302 39-3271.85
20× 15× 90 37.52-3974.09 50-4728
25× 20× 90 29-4009.355 30.691-3979.113
25× 20× 100 32.33-4646.74 45-5821
25× 20× 150 48-6714.466 69-8376
30× 25× 150 40-6267.785 62-7778
30× 25× 200 51-9968.294 77-11419
30× 25× 250 66-12426.337 94-14599

0.7-0.3

7× 5× 10 12-254 14-278
7× 5× 15 14-380.5 18-378.2
8× 6× 15 12-403 13.1-478.5
8× 6× 20 19-527.4 21-571.2
8× 6× 25 21.2-860.48 21.8-890.8
10× 8× 25 15.4-600.4 20.2-603.02
10× 8× 30 21-986.2 24-1178.88
15× 10× 50 27-1541.96 26.4-1602.8
15× 10× 60 34-2724.5 43-3369.324
15× 10× 70 39.6-2906.078 55-3527
20× 15× 80 35.446-3166.302 35.82-3460.456
20× 15× 90 37.52-3974.09 50-4728
25× 20× 90 29-4009.355 29-4113.603
25× 20× 100 32.08-4900.94 45-5821
25× 20× 150 48-6714.466 69-8376
30× 25× 150 40-6267.785 60-8055
30× 25× 200 51-9968.294 77-11419
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30× 25× 250 66-12426.337 94-14599
Table A.3: Performances des algorithmes
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