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	Résumé :

Dans  cette thèse nous étudions la structure algèbrique de Courbes Elliptiques :

Variétés Algébriques Projective, avec la topologie de Zariski, invarints 

arithmétiques, groupe de Mordell-Weil. Parmi les homomorphismes de ce 

groupe E(K) sur un corps commutatif K, nous décrivons les endomorphismes

et les isogénies. En utilisant l’algorithme de Velu, nous déterminons des

équations de Courbes Elliptiques isogènes à une Courbe ElliptiquesE.  
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Introduction

Ma thèse porte sur les isogénies de courbes elliptiques .
J’ai décrit quelques propriétés des Variétés Affines, des variétés Projectives et des variétés Abéliennes.

Une Courbe Elliptique a une structure de Variété Abélienne de dimension un ; ces Variétés munies de la topologie de Zariski deviennent des espaces topologiques.

J’ai étudie les courbes algébriques planes  qui sont liées aux Courbes Elliptiques ; ce sont des cubiques de Weierstrass. J’ai utilisé des changements linéaires de variables pour introduire plusieurs invariants de ces cubiques, J’ai utilisé la théorie du résultant de 2 polynôme  f, g Є IR[x] pour obtenir une relation entre les discriminants Dis( f ) d’un polynôme f et ∆(E)  d’une cubique de Weierstrass.

Cela m’a permis de classifier ces cubiques de Weierstrass en 4 classes .

Ensuite, j’ai déterminé une loi de groupe abélien sur l’ensemble E(K) des points K-rationnels de E avec la règle géométrique de 3 points colinéaires d’une Courbe Elliptique .

J’ai obtenu les formules des coordonnées des points  -P , P1+ P2 et 2P.
J’ai ensuite établi les propriétés de quelques homomorphismes de Courbes Elliptiques : 

Isomorphismes, Automorphismes, Endomorphismes et Isogénies.
I-GEOMETRIE DES COURBES ELLIPTIQUES.

Les Courbes Elliptiques sont des cubiques de Weierstrass non singulière, pourquoi nous commençons par une étude des courbes algébriques planes.  

 La théorie de ces courbes se trouve dans les ouvrages de Géométrie Algébrique 
([5], [16] , etc …) .

1-Courbes algébriques planes :

Définition 1 :

Une courbe algébrique plane est l’ensemble des points P = (x,y) qui satisfont l’équation f(x,y) = 0 , oŭ f(x,y) est un polynôme de degré n de l’anneau IR[x,y] .

Ces courbes sont caractérisées par un invariant :
Définition 2 :

Le genre d’une courbe algébrique plane C de degré n , ayant s points singuliers , est l’entier naturel positif ou nul : 

                                    g(C) = (1/2)(n-1)(n-2) – s ;                                                          
Parmi ces courbes, il ya les cubiques de Weierstrass :
Définition 3 :

Une cubique de Weierstrass est une courbe d’équation de Weierstrass :
                        E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x + a6   Є   K [ x , y ] ;                     (1) 

où K est un corps commutatif global, local ou fini.

Les deux variables x et y sont des éléments d’une clôture algébrique Kalg du corps K.  
2- Invariants d’une cubique de Weierstrass:

Toute cubique de Weierstrass possède plusieurs invariants : un discriminant, un invariant modulaire,  un invariant différentiel, un conducteur, un régulateur, un rang, une série de Dirichlet, etc …                                     
Ces invariants permettent de classifier ces cubiques 
a) Discriminant d’une Courbe Elliptique :

Définition 4 :

Le discriminant d’une Courbe Elliptique E est le polynôme homogène, de degré 12 , dans l’anneau Z[b2 , b4 , b6 , b8] égal à :

                                         ∆( (E) = 9b2b4b6 -8b43 - 27 b62 -  b22 b8 ;                               

sur un corps K de caractéristique p ≠ 2,3  

Le coefficient b8 est déterminé par la relation : 4b8 = b2b6 -b42 ; 
l’nvariant modulaire d’une cubiques de Weierstrass est:                

Définition 5 :
L’invariant modulaire d’une cubiques de Weierstrass E est l’élément j(E) du corps K égal à :

                                                                    c43
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m

E(K)[m]

                                                     j(E) =                ;                                                         

                                                                   ∆(E)  

3-Variétés algébriques abéliennes :
Espaces affines, Variétés affines :

Considérons un corps K algébriquement clos et le K- espace vectoriel Kn des points 

a = (a1 , … , an ) à n coordonnées a1 , … , an dans K .

1
Définition6 :
Un n-espace affine sur un corps K est l’ensemble des n-uples (a1 , … , an ) d’éléments 

de K :  ∕An(K) = {a = (a1 , … , an ) ; a1 , … , an  Є K}                                     (1)
C’est un espace de dimension n.

Cet espace est muni d’une topologie spéciale : la topologie de Zariski qui repose sur les ensembles algébriques.

Définition7 :
Un ensemble algébrique affine est l’ensemble des zéros d’une famille de polynômes 

f1, … , fd de l’anneau K[X1 , … , Xn] associé au n - espace affines ∕An(K).

Ce sont les ensembles algébriques de l’espace  ∕An(K) qui jouent le rôle de fermés .
Définition8 :
La topologie de Zariski est formée par les ensembles algébriques comme des fermés et leurs complémentaires comme des ouverts.

Cette topologie permet d’introduire un espace topologique.
Définition9 :
(1) Une Variété affine est une partie d’un espace affine, irréductible et fermée pour la topologie de Zariski.

(2) Une Variété quasi affine est une partie ouverte d’une Variété affine.

(3) Une sous Variété d’une Variété affine V est une partie Y de V irréductible et fermée.

Sur un espace affine ∕An+1(K) nous introduisons une relation binaire R :

a = (a1,…, an+1) R b = (b1,…, bn+1) si et seulement si a R λb pour un certain λ non nul du corps K. 
Cette relation R est une relation d’équivalence sur An+1(K). 
Définition 10 :
Le n - espace projectif est l’espace quotient:

                                   IPn(K) = ∕An+1(K) – {0} / R ;                                                    (2)

Cet espace supporte la topologie de Zariski.
Définition 11 :
(1) Une Variété projective est une partie de l’espace projectif IPn(K) irréductible et fermée .

(2) Une Variété quasi projective est une partie ouverte d’une Variété projective.

(3) Une sous Variété projective est une partie irréductible et fermée d’une Variété projective.

Avec une variété projective nous obtenons:
Définition 12 :
Une Variété abélienne est une Variété projective X muni de 2 applications :
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          X x  X                   X     ,  (a,b)             a + b : loi de groupe abélien .
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[image: image8.wmf]         X x  X                   X   ,  a             a-1 : application inverse.

Dans ces Variétés nous introduisons de nouveaux objets :
4-Diviseurs des courbes algébriques :
Définition 13 :
Un diviseur de Weil est un élément du groupe abélien libre Div(X) engendré par les diviseurs premiers de X.

Définition 14 :
1)Un diviseur sur une courbe algébrique E est une somme formelle : 

               D = ∑ niPi    , ni Є Z , ni ≠ 0 pour 1 ≤ i  ≤ d .                                                  (1)

                       i

2
2) Un diviseur effectif est un Diviseur D =  ∑ niPi   à coefficients ni ≥ 0.

                                                                            i

 3) Un diviseur principal est le Diviseur (f) = ∑ niPi   d’une fonction rationnelle non 
                                                                              i

nulle f Є K(E) , les Pi sont les zéros et les pôles de f avec leurs ordres de multiplicités ni . 

Alors pour deux fonctions rationnelles f et g Є K(E) , les Diviseurs principaux associés sont 

(f) , (g) et (f / g) = (f) – (g) .

Le groupe Div(X) des Diviseurs d’une courbe E contient un sous groupe particulier :

le sous groupe P(X) des Diviseurs principaux . 

Définition 15 :
(1) deux Diviseurs D et D̀ du groupe Div(X) sont linéairement équivalents si :  

D - D̀ est un Diviseur principal.

(2) Le groupe quotient Div(X) ∕ P(X) est le groupe des classes des Diviseurs de X.

                               cl(X) = Div(X) ∕ P(X)                                                                        (3)

5-Discriminants – Résultants : 

Le discriminant dis (f(x)) peut être calculé avec le résultant :
Définition 16 :

Le discriminant d’un polynôme : 

f(x) = a0xn + a1xn-1 + … +an-1x + an = a0 ( x - t1 )( x - t2 ) … ( x - tn ) de degré n > 1 , est la 

forme quadratique égale  à :

                                        dis(f(x)) = a02n-2 ∏ ( ti – tj )2 .                                                    (1)

                                                              1≤ i<j≤ n

Proposition 1 :
Soit une cubique de Weierstrass E, irréductible, d’équation de Weierstrass : 

                                     E : y2 = f(x).

Les discriminants ∆(E) de E et dis(f) satisfont les relations :

(1) dis(f) = 16 ∆(E) lorsque f(x) = 4x3 + b2x2 + 2b4x + b6 ;

(2) ∆(E) = 16dis(f) lorsque f(x) = x3 + AX + B et lorsque f(x) = x3 + a2x2 + a4x + a6 ;

□
Définition 17 :
Soient deux polynômes f(x) = u0xn + u1xn-1 + … + un , de degré n > 1 et 

g(x) = v0xp + v1xp-1 + … + vp ,de degré p > 1 ; le résultant de ces deux polynômes est égal 

au déterminant d’ordre n+p :
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et

                                       u0    u1     .       .       .      un     0       .      .       .

                                                           0     u0    u1        .          .          .      un       0         .          .    

                                                            .           .         .          .          .          .          .            .           .          .

                      Res(f,g)  =           0          .      .       .          .      0     u0      .       .     un  
                                       v0     v1      .          .          .        vp     0       .           .      0

                                        0     v0   v1        .          .           .        vp      .           .      0

                                        .          .         .           .          .           .         .            .           .          .

                                                            .          .         .           .          .           .         .            .           .          .

                                                          0      .         .           .          .           .        v0     v1         .        vp   

3
formé de p lignes (u0 , . . . , un) et n lignes (v0 , . . . , vn) , les termes manquants sont remplacés par des zéros. La diagonale principale est formée de p termes u0 et n termes vp.

Ces résultants possèdent des propriétés :
Proposition 2 :
Soient deux polynômes :

          f(x) = u0(x -(1)(x -(2) . . . (x -(n) de degré n > 1 , et 

          g(x) = v0(x -λ1) (x –λ2) . . . (x –λp) de degré p > 1  .

Alors leur résultant est égal à : 

                                                         p

                 Res(f,g) = u0pv0n  ∏     ∏ ((i  –λj)    

                                           1≤i≤n  j=1

                                                                                                                                           (6)

                               = u0p ∏g((i) = (-1)npv0n ∏f(λj) .

                                     1≤i≤n                     1≤j≤p 

□
Corollaire :
Le résultant Res(f,g) de deux polynômes est nul si et seulement si f et g ont un zéro commun.

Proposition 3 :
Soit un polynôme f(x) = u0(x -(1)(x -(2) . . . (x -(n) de degré n > 1 , sa dérivée f྇(x) .
Alors le discriminant dis(f) et le résultant Res( f , f྇) satisfont les relations :
                            Res( f , f྇) = (-1)n(n-1) ∕ 2 u0dis( f )

                                                                                                                                          (7)

                                                = u0n-1  ∏     f྇( (i )
                                                         1≤i≤n  

□
6- Classification des cubiques irréductibles par leurs discriminants :

 Soit une cubique de Weierstrass:

                          E :  y2 = f(x)  Є  K [ x ] ;
Le résultant Res( f , f྇) est nul lorsque f(x) admet 1 racine multiple d’ordre ≥2, il en résulte que la cubique E est singulière , son discriminant ∆(E) est nul ; (proposition 3).

Cela implique une classification des cubiques de Weierstrass par leurs discriminants : 

Proposition4 :
Soit une cubique de Weierstrass : 
                                      E :  y2 = f(x)  Є  K [ x ] ;                                 
de discriminant ∆(E) :

1) La cubique E est une Courbe Elliptique si et seulement si ∆(E) ≠ 0.

2) La cubique E est singulière si et seulement si ∆(E) = 0.

□
                                                                                                       
4
Proposition 5 :
Soit une cubique de Weierstrass E, son discriminant ∆(E) et son invariant usuel 

c4(E) = c4.

1) La cubique admet un nœud si et seulement si ∆(E) = 0 et c4(E) ≠ 0.

2) La cubique admet un point de rebroussement si et seulement si ∆(E) = 0 et c4(E) = 0.
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                              Figure1 :un nœud.                                        Figure2 : un point de rebroussement.          
□
Les 2 types de Courbes Elliptiques sont précisés par la :
Proposition6 :
Soit une Courbe Elliptique E et son discriminant ∆(E).

1) E coupe l’axe Ox en trois points simples si et seulement si ∆(E) > 0.

2) E coupe l’axe Ox en un seul point, qui est simple, si et seulement si ∆(E) < 0.
□

Avec les résultats précédentes nous obtenons la :
Proposition 7 : (classification des cubiques de Weierstrass).

Soit une cubique E de Weierstrass, son discriminant ∆(E) et son invariant usuel c4                                   

L’ensemble de ces cubiques se répartit en quatre classes selon les valeurs ∆(E) et c4 :

1) La classe des cubiques singulières qui ont un nœud, lorsque ∆(E) = 0 et c4 ≠ 0.

2) La classe des cubiques singulières qui ont un point de rebroussement, lorsque 
∆(E) = 0 et c4 = 0.

3) La classe des Courbes Elliptiques E qui coupent l’axe Ox en trois points simples, lorsque ∆(E) > 0.

4) La classe des Courbes Elliptiques E qui coupent l’axe Ox en un seul point, qui est simple, lorsque ∆(E) < 0.   

II- GROUPE DE MORDELL-WEIL DES COURBES ELLIPTIQUES.

Groupe de Mordell-Weill est Une loi de groupe sur une Courbe Elliptique déterminée par la propriété géométrique «de trois points colinéaires d’une Courbe Elliptique.» 
Proposition 1 :

L’ensemble E(K) des points rationnels d’une Courbe Elliptique E, muni de la loi de composition déterminée par la règle géométrique de trois points colinéaires de la courbe E, est un groupe abélien, additif, d’élément neutre le point à l’infini OE = (∞,∞) dans le plan affine /A2(K), et OE =(0,1,0) dans le plan projectif IP2(K). 
□

5
Définition 1 :

Le groupe abélien E(K) est le groupe de Mordell–Weil   de la Courbe Elliptique E.
Les coordonnées du symétrique et de la somme sont calculées avec la :
Proposition 2 :
Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass :

                      E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x + a6   Є   K [ x , y ] ;  

1) le symétrique d’un point P = (xP ,yP) de E est le point 
–P = ( xP, - yP- a1xP - a3 ) ;   

2) la somme P1 + P2  = M  de deux points  P1  ≠ ± P2  de la courbe E, est le point M de coordonnées :

                           XM = λ2 + λa1 - a2 – x1 - x2 ;

                           YM = -λ3 -2a1λ2 + λ(a2 - a12 +2x1+ x2) + a1a2 – a3+ 
a1(x1+ x2) – y1 ;

                              y1- y2
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                              x1- x2               
□   
Les points d’ordre ≥  2 sont calculés avec la :  
Proposition 3:

Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass :

                       E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x + a6   Є   K [ x , y ] ;

Soit un point P = (xP , yP) de E .

Alors les coordonnées du point P + P = 2P = (x2P , y2P) sont égales à :

 3xP2 + 2a2xP + a4 – a1y
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x2P = yP’2 + a1yP’- a2 - 2xP        et      y’P =                                                  ;

                                                                             2yP + a1xP + a3  

y2P = - yP’3 - 2a1yP’2 + yP’(a2 – a12 + 3xP) + a1a2 – a3 + 2a1xP – yP  
 □

Proposition 4 :

Soit un point P = (x,y) du Groupe de Mordell-Weil E(Q) d’une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass :
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

                        y2 = x3 + Ax + B Є Q[x , y] ; avec 4A3 + 27B2       0 et A , B Є Z  .  

Alors un point mP = (xm ,ym) a des coordonnées égales à :                

                 Φm(P)                                          ωm(P) 
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

x(mP) =                  ;         et       y(mP) =                   ;                                                   

              (Ψm(P))2                                        (Ψm(P))3

Les numérateurs et les dénominateurs Φm ,Ψm et ωm sont des polynômes de l’anneau Z[A ,B,x,y] .

Les polynômes Φm ,Ψm et ωm satisfont les relations de récurrence : 
6

Ψ-1 = -1 , Ψ0 = 0 , Ψ1 = 1 , Ψ2 = 2y ;Ψ3 =3x4 + 6Ax2 + 12Bx – A2 ;
Ψ4 =4y(x6 + 5Ax4 + 20Bx3 -5A2x2 – 4ABx – A3 - 8B2 ) ;
Ψ2m+1 = Ψm+2 Ψm3 - Ψm-1 Ψm+13                   ;  m ≥ 2
2y Ψ2m = Ψm ( Ψm+2 Ψm-12 - Ψm-2 Ψm+12 )     ; m ≥ 3 

Φm = x Ψm2 - Ψm+1 Ψm-1 ;   m ≥ 2

4yωm = Ψm+2 Ψm-12 - Ψm-2 Ψm+12 ; m > 2                                    
Le groupe abélien additif E(K), possède des sous groupes :                                                                                   

Définition 2 :
1) Le sous groupe de m- torsion d’une Courbe Elliptique E, pour tout entier
 m > 1, est  l’ensemble des points P Є E(K)  d’ordre m :

                                E(K)[m] = { P Є E(K) ; mP = OE }

Ces sous groupes sont cycliques ou abéliens d’ordre m.

2) Le groupe de torsion de la Courbe Elliptique, est l’ensemble des points P d’ordre fini.

C’est la réunion infinie des sous groupes de m torsion de E :

[image: image16.emf]

              T(E) = { P Є E(K) ; mP = OE , m Є ℤ }  = 
Proposition 5 :(Théorème de MAZUR ) 
Le groupe de torsion d’une Courbe Elliptique E , sur le corps Q des nombres rationnels , est isomorphe à l’un des 15 groupes additifs abéliens finis :
(1) ℤ /mℤ pour m = 1,2,3,…,10 et m = 12.

(2) ℤ /2ℤ  ⊕ ℤ /2dℤ pour d = 1,2,3,4.
□
 Proposition 6 : 
Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass :

[image: image17.emf]®






            E : y2 = x3 + Ax + B Є  Q[x , y] ; avec 4A3 + 27B2      0 et A et B Є ℤ ;

Soit un point P Є E(Q) de torsion. Alors : 

1) Les coordonnées x et y de P sont des entiers rationnels.

2) [image: image18.emf]®






Lorsque 2P       OE   , alors y2 divise 4A3 + 27B2.  

□

                   Nous étudions la structure du groupe E(K): 

Proposition 7 :
Soit le groupe de Mordell-Weil E(K)d’une Courbe Elliptique E . Alors le groupe quotient E(K) / mE(K)  est fini pour un entier m ≥ 2. 

□

Pour le montrer nous introduisons la fonction hauteur sur un groupe.
Définition 3 : (selon Silverman) 
Une hauteur sur un groupe abélien A est une fonction h à valeurs réelles :

[image: image19.emf]

                                           h : A                     IR

qui satisfait les 3 axiomes :

7

(h1) à tout point P1 de A correspond une constante c1(P1, A) = c1 telle que :

            h(P1 + P) ≤ 2h(P) + c1 , pour tout point P de A.

(h2) à une constante c2 correspond un entier m ≥ 2 tel que :

            h(mP) ≥ m2h(P) , pour tout point P de A
(h3) l’ensemble des points P de A de hauteur h(P) bornée est fini.

 { P Є A ; h(P) ≤ c3 } est un ensemble fini.
Proposition 8 :
Soit un groupe abélien A tel que le groupe quotient A / mA soit fini.

Alors le groupe abélien A est de type fini.

□

Il y a plusieurs types de hauteur:
Proposition 9 :
[image: image20.emf]

1) La hauteur canonique ĥ : E(K)                          IR , satisfait la loi du parallélogramme : 

         ĥ ( P + M ) + ĥ ( P - M ) = 2 ĥ (P) + 2 ĥ (M) pour tous points P et M de E(K).

2)Pour tout point P Є E(K) et tout entier m Є ℤ :                                        
                                            ĥ (mP) = m2 ĥ (P) ;
3) La hauteur ĥ induit une forme quadratique sur E(K) :

[image: image21.emf]®






                                                  <  ,  > : E(K) x E(K)                      IR

                         de valeur < M , P > = ĥ ( P + M ) - ĥ (P) - ĥ (M).

Cette forme <  ,  > est bilinéaire.

4) ĥ (P) ≥ 0 et ĥ (P) = 0 si et seulement si le point P est d’ordre fini. 

□
Proposition10 : 
Le groupe de Mordell -Weil E(K) est isomorphe au produit direct de groupe                                                  
[image: image22.wmf].
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                                                E(K)  ≃  T (E) x ℤ r
où T(E) est le groupe de torsion de la Courbe Elliptique E , qui est fini.

r = r(E) est un entier positif ou nul.

ℤ r = r copies du groupe abélien additif infini ℤ r.

□
Proposition 11 :
Le groupe de Mordell-Weil E(K) d’une Courbe Elliptique E est de type fini.

□
Définition5 : 
L’entier naturel r = r(E) ≥ 0 de cette formule d’isomorphisme est le rang de la Courbe Elliptique E. C’est aussi le nombre de générateurs P1 , … , Pr de la partie infinie du groupe E(K).
III: ISOGENIES DE COURBES ELLIPTIQUES.

Une Courbe Elliptique a une structure de groupe abélien de type fini, selon la théorie des groupes il existe des homomorphismes, des endomorphismes, des isomorphismes, des automorphismes et des isogénies de Courbes Elliptiques.

1. Morphismes de Courbes Elliptiques :
Définition 1:

[image: image23.emf]

Soit deux Courbes Elliptiques E et E', sur le même corps K, d’éléments neutres respectifs OE et OE'. Un morphisme de Courbes Elliptiques est un homomorphisme de groupes abéliens f :E(K)              E'(K).

8

1-1. Endomorphismes de Courbes Elliptiques :
Définition2:

Les Courbes Elliptiques dont l’anneau des endomorphismes EndK(E) contient l’anneau ℤ sont des Courbes Elliptiques à Multiplication Complexe.

1-2. Isomorphismes de Courbes Elliptiques : 

Définition3:

[image: image24.emf]

Un isomorphisme de 2 Courbes Elliptiques est un isomorphisme f :E(K)             E'(K) de leurs groupes de Mordell-Weil.

Donc il satisfait les formules d’isomorphisme de groupes abéliens :

1) f(OE) = OE' .
2) f(P1+ P1) = f(P1) + f(P2). 

3) f est bijective.
Examinons les propriétés de ces isomorphismes :

Soit deux Courbes Elliptiques E et E', d’équations de Weierstrass : 

                 E :  y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x + a6   Є K [x,y]    et

                 E' :Y2 + a'1XY + a'3Y = X3 + a'2X2 + a'4X + a'6  Є K [X ,Y] ;

Proposition1 : 
Un isomorphisme de 2 Courbes Elliptiques E et E' est une application :

[image: image25.emf]ï


ï


ï


ï


î


ï


ï


ï


ï


í


ì


å


ú


ú


û


ù


ê


ê


ë


é


-


+


+


+


+


+


=


å


ú


ú


û


ù


+


ê


ë


é


+


=


®


=


®


Î


Î


S


 


 


P


2


y


P


x


P


P


1


2


P


p


1


P


3


3


1


P


S


 


 


p


2


P


P


P


)


x


p


 


-


(x 


g


g


u


a


)


x


p


 


-


(x 


y


 


-


y 


 


 


)


x


 


-


(x 


a


t


)


x


p


 


-


(x 


a


 


x 


a


 


2y 


u


 


-


y 


 


Y


 


)


x


p


 


-


(x 


u


x


 


-


x 


t


 


 x 


 


X


      


          


          


          


:


équation


d'


 


Y)


 


,


 


(X


 


 


y)


 


,


(x 


   


;


   


E'


 


 


F


 / 


E


 


 


E


 


:


λ


n 


applicatio


L'


 


7)




















































 





















 

   



S  P

2

y

P

x

P

P 1

2

P

p 1

P

3

3 1

P

S  p

2

P

P

P

)

x

p

 - (x 

g g

u a

)

x

p

 - (x 

y - y     )

x

 - (x 

a

t

)

x

p

 - (x 

a

  x 

a

  2y 

u

 - y    Y  

)

x

p

 - (x 

u

x

 - x 

t

   x    X

                                       

: équation d'   Y)  ,  (X     y)  , (x      ;     E'    F  /  E   E : λ n  applicatio L'   7)

                                           f :E(K)             E'(K) de valeur : f(x,y) = (X ,Y) ;

pour x = u2X + r , y = u3Y + su2X + t  et u ≠ 0, r, s, t Є K.                                             (1)
Proposition2 : 
Deux Courbes Elliptiques E et E' sur un corps K de carac(K) p ≠ 2, 3, sont isomorphe si et seulement si leurs invariants modulaires sont égaux. 

□

Lorsque carac(K) = 2 ou 3 , les formules des invariants des Courbes Elliptiques sont réduites 
modulo 2ou 3.
1-3. Automorphismes d’une Courbe Elliptique: 
Définition4:

Un automorphisme d’une Courbe Elliptique est un endomorphisme bijectif du  groupe

 abélien  E(K).

Proposition2: 
Soit une Courbe Elliptique E sur un corps K, d’invariant modulaire j(E).

Alors, le groupe Aut(E) de ses automorphismes est d’ordre :

1) 2 si j(E) ≠ 0, 1728 et carac(K) ≠ 2 et 3.

2) 4 si j(E) = 1728 et carac(K) ≠ 2 et 3.
3) 6 si j(E) = 0 et carac(K) ≠ 2 et 3.

4) 12 si j(E) = 0 = 1728 et carac(K) = 3.

5) 24 si j(E) = 0 = 1728 et carac(K) = 2.

Où carac(K) est la caractéristique du corps K.

□ 
1-4.Isogénies de Courbes Elliptiques :
9
Définition5:
Une isogénie de Courbes Elliptiques est un homomorphisme de leurs groupes de Mordell-Weil.

[image: image26.emf]).
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 qui satisfait les conditions :

1) f n’est pas nulle.

2) Le noyau de f est un sous groupe fini du groupe E1(K).
3) [image: image27.emf];
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[image: image28.wmf][image: image29.wmf]f est surjective.
Une isogénie possède des invariants : un degré et une isogénie duale ;

Définition 6 :

[image: image30.emf]

1) Le degré d’une isogénie  f : E1(K)     E2(K) est égal à l’ordre de son noyau.

[image: image31.wmf]                                          


[image: image32.wmf][image: image33.wmf]2)l’isogénie duale de l’isogénie f de degré d est l’isogénie  f^ :E2(K)      E1(K) qui satisfait les relations de composition des applications : 

[image: image34.wmf].
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          f^ ○ f : E1(K)         E2(K) est la multiplication par d sur la courbe E1  
[image: image35.wmf]U

m

E(K)[m]

         f ○ f^  : E2(K)         E1(K) est la multiplication par d sur la courbe E2.[image: image36.wmf]¹

[image: image37.wmf]¹

 
Proposition3:
[image: image38.wmf]¹

Soit la multiplication tm : E(K)          E(K) par un entier rationnel m.

Alors :

1) Le degré de cette multiplication est égal à m2.

2) Si la caractéristique du corps K est nulle, alors le noyau de l’isogénie tm est isomorphe au groupe abélien produit IZ/m IZ x IZ/m IZ.

3) Si la caractéristique du corps K est un entier premier p, premier à m, alors le noyau de la multiplication par pe est isomorphe au groupe trivial {OE} ou bien isomorphe au groupe abélien IZ/ peIZ pour e = 1,2,3,…

□ 
Le noyau d’une isogénie et les sous groupes du groupe E(K) sont liés par la :
Proposition 4:
Soit une Courbe Elliptique E1 sur un corps K, et un sous groupe fini F du groupe de Mordell-Weil E1(K).

[image: image39.wmf](K);
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Proposition5:
L’ensemble M(E) des multiplications par un entier rationnel sur une Courbe Elliptique E est un anneau isomorphe à l’anneau IZ.

□

2-Algorithme de Velu de construction d’équation de Weierstrass de Courbes Elliptiques isogènes :

1) Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 

                       E : g(x,y) = y2 + a1xy + a3y – x3 –a2 x2 –a4x –a6 = 0 ;

2) Prendre un sous groupe fini F du groupe E(K).

3) Prendre F2 = { P Є F , d’ordre 2 }.
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4) [image: image40.wmf].
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Partition de F - F2 – {OE} = R U –R ; donc R ∩ -R = { } et –R = { -P ; P Є R }.
5) Prendre la partie S = F2 U R .

6) Calculer les dérivées partielles g'x et g'y.

[image: image42.wmf]et

 

est une isogénie de Courbes Elliptiques.

8)Calculer les nombres :

[image: image43.wmf]®



9) L’équation de Weierstrass de la Courbe isogène E' = E / F est  [image: image44.wmf]{
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Il existe d’autres algorithmes de  calcul d’isogénie  
Exemple de VELU :
Courbe Elliptique isogènes de conducteur 11 :
1) y2 + y = x3 – x2   ;   ∆(E) = -11             
2)y2 + y = x3 – x2 -10x -20  ;   ∆(E)=-115
[image: image46.wmf]®

3)y2 + y = x3 – x2 -7820x -263580 ;   ∆(E) =-11        
11

En conclusion, je me propose de chercher d’autres formules d’isogénies dans des travaux de recherches ultérieures.

Pour cela je considérerai la structure analytique complexe d’une Courbe Elliptique associée à un tore complexe C / L.

[image: image47.wmf]®

Une autre voie consiste à prendre la structure de Variété abélienne de dimension un.  
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