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Résumé :

La premiére partie de notre travail est consacrée aux suites récurrentes
linéaires.
On considére un sous-groupe G du groupe multiplicatif de C, et d > 1. On
note G4 I'ensemble des éléments de C s’écrivant wy + -+ + wy avec wj; € G
pour tout j. On considére u,, et v, deux suites de nombres complexes vérifiant
des relations de récurrence a coefficients polynoémes en la variable n (suites
holonomes), avec v, # 0 pour n assez grand, et nous nous intéressons au
probléme suivant :

Soit a, = —~, on suppose que pour un entier d > 1, a,, appartient a G4 ou
v

G est sous—grOGpe de type fini du groupe multiplicatif de C. A-t-on que la suite
an est récurrente linéaire & coefficients constants dans C? Nous prouvons que
dans quelques cas particuliers, la réponse est affirmative.

Cette partie a fait I'objet d’une publication (voir [2]).

La seconde partie de notre travail est consacré & l'itération d’un semi-groupe
de fractions rationnelle & coefficients p-adiques. On y introduit (comme 'ont
fait Hinkkanen Stankewitz et Boyd dans le cas complexe) les ensembles de
Fatou et de Julia d’'un semi-groupe de fractions rationnelle & coefficients p-
adiques (qui généralisent les ensembles de Fatou et de Julia du cas classique
d’une seule fractions rationnelle a coefficients p-adiques), et on montre qu’ils
ont des propriétés analogues a celles des ensembles de Fatou et de Julia d’un
semi-groupe de fractions rationnelle & coefficients complexes.

Cette partie a fait 'objet d’une publication (voir [4]).






PARTIE 1

SUITES RECURRENTES
LINEAIRES



Résumé de la premiére partie :

Dans la premiére partie de notre travail, on s’intéresse aux suites récurrentes
linéaires.

Dans le premier chapitre on considére les suites qui sont récurrentes linéaires
modulo p pour tout nombre premier p, et qui sont majorées (en module) par
une progression géométrique de raison inférieur a e. On donne des conditions
pour que ces suites soient récurrentes linéaires & coefficients constants.

Dans le second chapitre on montre que si une suite récurrente linéaire &
coefficients polynémes ne prend qu’un nombre fini de valeurs, alors elle est
périodique. Puis on donne une majoration de la période.

Dans le troisieme chapitre on s’intéresse au quotient de deux suites ré-
currentes linéaires & coefficients polyndémes. On montre que si ce quotient
ne prend qu’un nombre fini de valeurs, alors il est périodique a partir d’un
certain rang. Puis on donne des conditions pour que le quotient d’une suite
récurrente linéaire & coefficients polynémes par une suite algébrique soit une
suite récurrente linéaire & coefficients polynomes.

Enfin dans le dernier chapitre, on considére un sous-groupe G du groupe
multiplicatif de C, et un entier d > 1. On note G4 ’ensemble des éléments de
C s’écrivant sous la forme wq + - - - +wyq avec w; € G pour tout 5. On considére
Uy, et v, deux suites de nombres complexes vérifiant des relations de récurrence
a coefficients polynomes en la variable n (suites holonomes), avec v, # 0 pour
n assez grand, et nous nous intéressons au probléme suivant :

U

Soit a, = —=, on suppose que pour un entier d > 1, a, appartient & Gy
Un

out G est sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif de C. A-t-on que la

suite a,, est récurrente linéaire & coefficients constants dans C? Nous prouvons
que dans quelques cas particuliers, la réponse est affirmative.



CHAPITRE 1

SUITES RECURRENTES MODULO p

1.1. Introduction
Donnons d’abord quelques définitions, notations et rappels.
1) Soit A un anneau commutatif de caractéristique zéro, on note S(A)

I’ensemble des suites d’éléments de A, et on note R(A) I'ensemble des suites
d’éléments de A vérifiant pour tout entier n assez grand une relation de la

r
forme : Zdianﬂ- =0,our €N etdy,...,d €A, etd, #0. Les éléments

0
de R(A) sont appelés suites récurrentes linéaires a coefficients constants dans
A. L’entier r est dit ordre de la relation de récurrence vérifié par la suite a,,. Si A

r—1
est un corps, on peut supposer que d, = 1; le polynéome P(X) = X" — Z d; X
0
est alors dit polynome caractéristique de la suite a,,.

Définition 1.1.1. — Soit a, une suite d’éléments d’un corps L commutatif
de caractéristique zéro et n un entier naturel, on note K,(a) le déterminant
de la matrice M = (& ;) de type (n+ 1,n + 1) ot & = aj1j—2 et i,j €
{1,... ,n+1}. K,(a) est dit déterminant de Kronecker d’ordre n de la suite
a

n-
Le théoréme suivant est dia & Kronecker [1].

Théoréme 1.1.2. — Soit a, une suite d’éléments d’un corps commutatif L.
La suite ay, est dans R(L) si et seulement si K, (a) est nul a partir d’un certain
rang.

On a aussi le résultat classique suivant :
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Théoréme 1.1.3. — Soit a,, une suite récurrente linéaire a coefficients dans

un corps commutatif K de caractéristique zéro. On suppose que P(X) =
S

H(X — 0;)™ est la décomposition du polynéme caractéristique de la suite
i=1

an dans une cloture algébrique de K. Alors il existe des polynomes Py, ... , Ps
vérifiant d°(P;) < m;—1 et Pj(X) € Kl[bh,... ,0:][X] pouri=1,...,s, et tels

S
que ap = ZPl(n)HZ” (a partir d’un certain rang).
i=1

Démonstration. — Voir par exemple [3]. O

2) Soit A un anneau commutatif de caractéristique zéro, on note J(A)
I’ensemble des suites d’éléments de A vérifiant pour tout entier n assez grand

.
une relation de la forme : ZPi(n)a,H_i =0,oureN et P,...,P € A[X],

0
et sont non tous nuls.

Les éléments de J(A) sont appelés suites récurrentes linéaires a coefficients
polynomes dans A[X]. L’entier r est dit ordre de la relation de récurrence
vérifie par la suite a,. Si a est un élément de J(A) vérifiant une relation
de récurrence du type précédent avec P, = 1, on dit que la suite a, est
récurrente linéaire unitaire a coefficients polynomes dans A[X], et on note
Ju(A) ensemble de ces suites.

3) Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro, on note Al(K)
I’ensemble des suites algébriques sur K, c’est & dire des suites a,, d’éléments de
K dont la série génératrice f(X) = > a, X™ vérifie une relation de la forme :

FHX) + P (X) FF7HX) A+ - 4+ PUX)F(X) + By(X) = 0.

ou P(X)e K(X)pouri=1,... ,k—1.
Le résultat suivant est da a Eisenstein [10] :

Théoréme 1.1.4. — Soient K un corps de nombres A son anneau d’entiers,
et o € AlI(K) alors il existe un entier naturel non nul d tel que pour tout n
dans N on ait : d"*la, € A.

4) Soit p est un nombre premier, on note 7Z, I’ensemble des entiers p-adiques
et vp la valuation p-adique.
Si ay, est une suite d’éléments de @, qui appartiennent & QN Z, pour p premier
assez grand, on dit que la suite a,, est récurrente linéaire modulo p, et qu’elle
satisfait une relation de récurrence linéaire modulo p d’ordre ), sil existe des
¢léments «;p € Z pour @ = 0,... ,7, tels que appay, p soit non multiple de p
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et que pour tout n € N assez grand on ait la congruence :

Tp
> i pansi = 0[p]
0

Dans le cas particulier ou a,, vérifie une relation de la forme :

a(n + rp) = a(n)[p], pour tout n € N assez grand, on dit que la suite a, est
périodique modulo p de période 7).

Dans leurs articles I.Z.Rusza [29], R.R.Hall [15], et A.Perelli-U.Zannier [24]
montrent indépendamment le résultat suivant :

Si f(n) est une suite d’entiers satisfaisant pour tout entier naturel n, et pour
tout nombre premier p assez grand la relation f(n+p) = f(n)[p], est telle que
f(n) = O((e — 1)®") avec 0 < a < 1, alors il existe un polynéome P tel que
f(n) = P(n) a partir d’'un certain rang. Dans un autre article [25] A.Perelli et
U.Zannier montrent les résultats suivants :

Théoréme 1.1.5. — Soit f une suite d’entiers de la forme f(n) = ba™ +
O(n®) o1 a,b, B sont des réels positifs, et a > 1. On suppose que pour tout
premier p > po, [ satisfait une relation de récurrence linéaire modulo p d’ordre
Tp = O(p*) pour un certain naturel non nul k. Alors f est une suite récurrente
linéaire a coefficients constants dans Z. De plus b est algébrique sur Q et, pour

b# 0, a est un entier algébrique et on a f(n) = Z biaj + Zf’](n)s?, ot les
( J

b; et a; sont les conjugués de b et a, et les Pj sont des polyndmes de degrés
inférieur & B et les s; des racines de l'unité. On a aussi |a;] <1 pour i # 1.

Théoréme 1.1.6. — Soit ay, une suite d’entiers qui satisfait pour tout nombre
premier p et tout entier naturel n la congruence anyp = an[p|, et Uinégalité
lan| < 0™ ot & est un réel positif.

1) Sion ad < exp(zg) =1,968628... o o est la plus petite racine entre 1/2
et 1 de l‘équation : 4(y + 2)x> + 4(2y + 5)2% — (3y —2)z — 9(y + 1) = 0 (ou
v = z(1—log(e* —1))~"), alors alors il existe un polynome P tel que a,, = P(n)
a partir d’un certain rang.

2) Sion a0 < e, alors la suite a, satisfait une relation de récurrente linéaire
a coefficients polynémes dans Z[X].

Dans ce chapitre, on se propose de donner des résultats analogues aux
précédents. On considére une suite d’éléments de QQ, qui appartiennent & Q N
Zyp pour p premier assez grand, dont la valeur absolue est majorée par une
progression géométrique de raison inférieure a exp(1/(2k)) (ou k est un entier
naturel non nul), et qui satisfait une relation de récurrence linéaires modulo p
pour tout p premier assez grand, d’ordre inférieur a kp, et on montre qu’elle
est récurrente linéaire & coefficients constants. Puis on montre que les suites
récurrentes linéaires unitaires & coefficients polynémes sont récurrentes linéaires
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modulo p pour tout premier p. Dans le cas particulier ou ces suites sont
périodiques modulo p de période p—1, on montre qu’elles sont des combinaisons
linéaires de puissances n-iémes d’éléments algébriques sur Q.

1.2.

Enoncés des résultats

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 1.2.1. — Soit a, une suite d’éléments de Q. On suppose que le
rayon de convergence R de la série entiére Y, a, X" est non nul et que :

1.

3.

Il eziste un entier naturel non nul d tel que d"*t'a, € Z pour tout entier
naturel n (ce qui implique qu’il existe un nombre premier py tel que p > py
entraine que a,, € Z, pour tout entier naturel n).

1l existe un entier naturel non nul k tel que pour tout premier p supérieur
a po, la suite a, satisfait une relation de récurrence linéaire modulo p
d’ordre rp, < kp.

On a d < Rexp[l/(2k)].

Alors la suite a,, est récurrente linéaire o coefficients constants dans Q.

Remarque 1.2.2. — 1. La condition 1 du théoréme 1.2.1 est satisfaite

pour les suites algébriques d’apres le théoréme 1.1.4 [10].

. La condition 2 du théoréme 1.2.1 n’est pas toujours satisfaite si a, est

algébrique ; par exemple la suite a, dont la série génératrice f(X) =

Y a, X" € Q[X] vérifie f(X)? — f(X)+ X = 0et f(0) = 0, est telle
3k +1 3k ) : . e

que a, = (2k N 1> — 3<2k " 1) € Z; et si la suite a, était récurrente

lindaires modulo p on aurait f (mod p) qui serait dans F,(X), et comme

[F, [ X] est un anneau factoriel de corps des fractions F, (X)), cela entraine

que f (mod p) serait dans F,[X], ce qui est faux.

Les conditions 1 et 2 du théoréme 1.2.1 sont nécessaires pour avoir a €
R(Q) par contre la condition 3 n’est pas nécessaire comme le montre
I’exemple de la suite a,, = 5".

Si T(X) € Z[X], la suite a,, = T'(n) satisfait les hypothéses du théoréme
1.2.1.

Le théoréme 1.2.1 nous permet de déduire les corollaires suivants :

Corollaire 1.2.3. — Soit a,, une suite récurrente linéaire unitaire d’ordre k
a coefficients polynomes dans Q[X], on suppose que le rayon de convergence R
de la série entiere > a, X™ est non nul et que :
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1. Il existe un entier naturel non nul d tel que d**a, € Z pour tout entier
naturel n.

2. On a d < Rexp[l/(2k)].

Alors la suite a, est récurrente linéaire o coefficients constants dans Q.

Corollaire 1.2.4. — Soit a, une suite d’entiers qui vérifie une relation de
récurrence linéaire unitaire & coefficients polynomes dans Z[X]. On suppose
que pour tout entier naturel n et tout nombre premier p on a apip—1 = ap[p]
et |ap| < ™ o 0 est un réel positif inférieur a exp(1/2), et ¢ un réel positif.
Alors il existe un entier positif r et des nombres by,... b, et wi,... ,w, qui
sont algébriques sur Q, et tels que l’on ait pour tout n € N :

an = g biw;

i=1,..,r

On va procéder comme suit, dans le prochain paragraphe on donne des
résultats préliminaires qui seront utiles dans la suite, et dans le paragraphe
suivant on fera la démonstration des résultats.

1.3. Résultats préliminaires

Montrons maintenant deux lemmes techniques qui nous serviront dans la
suite.

Lemme 1.3.1. — Soient a, une suite de nombres complexes et ci, deux
réels positifs tels que |ap| < B} pour tout entier naturel n. Alors on a pour
tout n € N :

K (a)] < (n+ 1)1g7 )

Démonstration. — En effet on a :
n+1
Kn(a) = det (fl,]) = Z E(U) H(fz,a(z))
TESn+1 1

Par suite on a :
n+1 ) )
Ka(a) < Y T84 <+ 1)1pmH e
0ESp41 =1

n+1
(o A, = Zz +0(i) —2=n(n+1)). Et on en déduit le résultat. O
i=1
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Lemme 1.3.2. — Sous les conditions du théoréeme 1.2.1 on a pour tout n
assez grand et tout p > pg -

[T > exp | g’ +ol1)]|

rp<n
Démonstration. — En effet on a pour p > pg
o zeofo( X oep)-k( X siows)]

rp<n po<p<(n/k) po<p<(n/k)

Posons 0(x) = Zlogp, on sait (voir par exemple [23]) que :
p<z

lim — =1
r—+o00 I

Compte tenu de la formule sommatoire d’Abel (voir par exemple [23]), pour
z et v dans R™ et = tendant vers ’infini on a :

S plogp = [[uvo(un;’;o -/

po<p<z po

T

0(u)fyu71du]

x x
Comme / O (u)yu? 'du ~ / yu7du (voir par exemple [13] page 93 proposi-
Po Po
. . 4 - v 7-}-1 -1
tion 10.2.i), on en déduit que Z pTlogp ~ 2" (y+ 1), et le lemme en
po<p<z
résulte. [

Lemme 1.3.3. — Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro, P un
polynome a coefficients dans K, m un entier naturel non nuls, et ay,... ,qm

m
des éléments non tous nuls de K, tels que ZakP(X — k) =0, alors le degré

k=0
du polyndéme P est strictement inférieur a m.

Démonstration. — Supposons que le polynéme P est non constant de degré
d > 1, alors les PU)(X) (dérivée d’ordre j de P) pour j = 0, ... ,d, forment
une base de ’espace vectoriel Ky[X] des polynomes de degrés plus petits que
d a coefficients dans K. Et la formule de Taylor montre alors que pour k fixé

m
dans Z, les coordonnées de Q(X) = ZakP(X — k) dans la base précédente

k=0
I~
7 Zakkj ouj=0,...,d.
k=0 .
Donc @ = 0 équivaut & dire que > ;*  axk? = 0 pour j = 0,... ,d. Par suite

sont
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si d > m — 1, le systéme précédent restreint aux valeurs de j qui sont entre 0
et m — 1 serait un systéme de Van der Monde homogéne pour les inconnues
g, qui seraient donc toutes nulles contrairement & I'’hypothése faite, et ceci
démontre 1’assertion. O

Remarque 1.3.4. — Sim = 1 on peut aussi montrer le lemme en remarquant
qu'on a agay # 0 (vu que a3 # 0 et que d°P > m = 1), et donc pour toute
racine vy de P, la relation apP(X) + a1 P(X — 1) = 0 entraine que v — 1 est
aussi une racine de P, et par suite v — n est une racine de P pour tout entier
n, ce qui est absurde.

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant est da a Cassels [11] :

Théoréme 1.3.5. — Soit K un corps commutatif de type fini sur Q, et C' une
partie non vide et finie d‘éléments non nuls de K. Il existe un ensemble infini
E de nombres premiers, pour lesquels il existe un plongement n de K dans Q,
tel que l'on ait : |77(c)|p =1, pour tout c de C.

1.4. Démonstration des résultats :

1.4.1. Preuve du théoréme 1.2.1. —

Démonstration. — Si le rayon de convergence R de la série > ap2" est infini
alors le rayon de convergence de la série Y d"*1a, 2" est aussi infini. Comme
d"*'a,, est dans Z on en déduit que la série 3 a,2" est un polynome et donc
que la suite a,, est dans R(C). On suppose donc désormais que R est fini.

On va d’abord considérer le cas ou d = 1. Dans ce cas on a que a, € 7Z
pour tout n dans N, et il en résulte que |K,(a)] € N pour tout n dans N.
Soit p un nombre premier et n > r,. Comme la suite a,, satisfait une relation
de récurrence linéaire modulo p d’ordre r,, les n — r;, dernieres colonnes sont
combinaisons linéaires & coefficients dans IF, des r, premiéres colonnes. Par
suite, on peut par combinaisons linéaires & coefficients dans Z des r;, premiéres
colonnes faire apparaitre le facteur p sur chacunes des n—r;, derniéres colonnes.
Si K, (a) est non nul, on a donc :

17 < |Ku(a)

rp<n
X 9 1 . )
Comme on a par hypothése que R™" < exp(ﬂ)7 on choisit un réel ¢; tel que
1
R™!' < ¢; < exp(=), et alors il existe un réel positif 3 tel que 'on ait :

2k
lan| < Bet

pour tout entier naturel n. Il en résulte que pour p > pg on a :
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1 n{n
exp (w% + o(1>>) < [[ v <IKa@)] < (n+ D1pm ety

rp<n

Cependant par notre choix de ¢y, I'inégalité :

2k -
Donc on a Ky(a) = 0 & partir d’un certain rang et le théoréeme de Kronecker
1.1.2 entraine que la suite a,, est dans R(Q).
Montrons alors que le cas général se raméne au cas d = 1.
Soit a, une suite vérifiant les hypothéses du théoréme 1.2.1, posons b, =
d"*la, alors b, est une suite d’entiers et pour p > pg elle satisfait une relation
de récurrence linéaire modulo p de méme ordre que la suite a,, de plus le rayon

1
exp <—n2(1 + 0(1))) < (n+ 1)!ﬁn+lc?(n+1) est fausse pour n assez grand.

de convergence de la série Y b, 2" est 7

(on peut aussi vérifier que lon a : K, (b) = d"V* K, (a)).
Comme par hypothése on a :

1< <§> exp[1/(2k)]

En appliquant la premiére partie de la preuve a la suite b, on trouve que :
b € R(C) et donc on en déduit que a € R(C) et par suite le théoréme 1.2.1. O

1.4.2. Preuve du corollaire 1.2.3. — Nous aurons besoin du lemme sui-
vant :
Lemme 1.4.1. — Soit a, une suite de nombres rationnels, qui satisfait une

relation de récurrence linéaire unitaire & coefficients polyndmes appartenant a
Q[X], d’ordre k. Soit p un nombre premier tel que les coefficients des polynomes
apparaissant dans la relation de récurrence soient dans Q N Zjp, et tel que
an € QN Zy pour tout entier naturel n. Alors ay satisfait une relation de
récurrence linéaire modulo p d’ordre r, < kp.

Démonstration. — Pour n € N posons :
0 1 0O O 0
0 0 1 0 0
A(n) = : : o 0
0 0 0O O 1
P (n) —-P; (n) ee e _Pk:—l(n)
W(n) = Yan,anity--- yanyr—1) (Cest & dire la transposée de la matrice

ligne), et pour p premier B(n) = A(n+p—1)--- A(n+1)A(n), notons Q,(X)
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le polynome caractéristique de la matrice B(n) et pour r =0,... ,p— 1, et m
entier naturel posons U, = W (mp+r). On a alors W(n+ 1) = A(n)W(n) et
W(n+ p) = B(n)W(n).

Comme les polynémes P; sont & coefficients dans Z, on a A(n+p) = A(n)[p],
B(mp +r) = B(r)[p], et Unt1 = B(r)Up[p] pour tout n, p, r et m.

Et comme Q,(B(r))Up, = 0[p], on en déduit que la suite a1, est récurrente
linéaire modulo p de polynéome caractéristique Q,(X).

Utilisons alors le résultat classique suivant : Soient C et D deux matrices &
coefficients dans un corps commutatif infini K, alors les matrices CD et DC
ont le méme polynome caractéristique.

Prenons C = A(r) et D= A(r+p—1)--- A(r +2)A(r + 1), on a alors :

B(r+1)=A(r+p)A(r+p—1)---A(r+1) =CDIp| et B(r) = DC.

Par suite on a Q,1+1 = @, modulo p. Notons @ le polynéme caractéristique
commun des matrices B(r) et Q* le polyn()me réciproque de @ (modulo p).

Le polynome @ est de degré k et f.(X Z Amptr X" = Z; (())i,)) [p]

(ot T} est un polyn()me a coefficients dans Q N Z,), finalement on a :

X"T X"T
:Zaan ZX Zamp-i-r Z Q Xp Z Q* Xp

m>0

Comme la série f(X) est une fraction rationnelle, il en résulte que la suite
an est récurrente linéaire modulo p. D’autre part le degré de Q* est au plus
k puisque @ est de degré k. On en déduit donc que la suite a,, satisfait une
relation de récurrence linéaire modulo p d’ordre r, < kp. O

Le corollaire 1.2.3 est alors une conséquence du théoreme 1.2.1 et du lemme
1.4.1.

Remarque 1.4.2. — 1) Si le polynome Py n’a pas de racine modulo p dans
7 (par exemple si Po = 1), alors le degré de Q* est k, car on a alors que
Q(0) = det B(r) H det A(r +1) = H Py(r +1).

i=p—1 i=p—1

2) La condition unitaire du lemme 1.4.1 est nécessaire, car on a vu remarque
1.2.2 que la suite a, dont la série génératrice f(X) = > a, X" € Q[X] et
vérifie : f(X)? — f(X)+ X = 0 et f(0) = 0, n’est pas récurrente linéaires
modulo p.

1.4.3. Preuve du corollaire 1.2.4. — Le corollaire est une conséquence
du lemme suivant pour m =1 :

Lemme 1.4.8. — Soit a un élément de J,(7) vérifiant pour tout entier na-
turel n et tout nombre premier p assez grands une relation de la forme
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m
Zakamrk(p—l) = 0[p] (o0 m,a1,... a0 € Z), et Uinégalité |a,| < cd™
k=0
(ot 0 est un nombre réel positif inférieur a exp(1/(2m)), et ¢ un nombre

r
réel positif). Alors on a a partir dun certain rang a, = ZPZ(n)wf (0w
i=1
r € N, et wy,...,w, algébriques sur Q (et distincts), Pi,... , P, sont des
polynomes de degrés strictement inférieur 4 m o coefficients dans le corps

K =Qwi,...,w]).

Démonstration. — En effet d’aprés le théoréme 1.2.1 a,, est une suite récur-

rente linéaire a coefficients constants, et donc le théoréme 1.1.3 entraine que
r

lon a & partir d’un certain rang a, = ZPZ(n)wf ou les w; sont algébriques
1
sur Q et P; € K[X] ou K = Qwy,ws,... ,w,]. Il suffit donc de voir que pour

1=1,...,r,onad’P; <m.

,
Pour i =1,... ,r posons D;(X) = Z a,P;(X — k), et appliquons le théoréme
i=1
de Cassels en prenant pour C' la partie de K dont les éléments sont les wy,
les coefficients non nuls des polynoémes F;, les coefficients dominants des poly-
nomes D; non nuls (oni=1,...,r), ainsi que ¢ = 1_[(0.)Z —wj). Alors quitte a
1>7

enlever de E un ensemble fini de nombres premiers on peut supposer que pour
tout p€ E on a:

m
p > max{deg D; / D; # 0}, et Zakan%(l,,l) = 0[p|] pour n assez grand.

k=0
Fixons p dans F, alors pour tout n assez grand, en identifiant K & une partie de
m

Qp grace a I’homomorphisme 1 du théoréme de Cassels on a Z Al k(p—1) =
k=0
,
Z Di(n)w;" = 0[p], (puisque |w;| = 1 entraine que wffl = 1[p] pour i =
1
L...,r).
Par suite pour n =m + Ip ot m,l € N (avec m assez grand) on a :

> Di(m)w!*t = 0p]
1

Fixons m et prenons [ = 0,...,r — 1. Cela donne dans [F, un systeme
d’équations en D;(m), i = 1,...,r de déterminant A = det (wf’”l), et le

calcul donne :



1.4. DEMONSTRATION DES RESULTATS : 17

a= (T0et) (I
i i>j
Par suite on a A # 0[p], car les w; et [[;- ;(wi —wj) sont des unités p-adiques
de @,. Par conséquent on a D;(m) = 0[p] pour tout ¢ = 1,...,r (et m € N
assez grand), et donc on a D;(X) = 0[p] pour tout ¢ = 1,... ,r ( polynome
ayant plus de racine que son degré ). Et comme pour tout i = 1,...,r le
coefficient dominant de D;(X) est une unité p-adique de @Q,, on en déduit
que 'on a D;(X) = 0. Enfin compte tenu du lemme 1.3.3 on déduit que pour
1=1,...,7ronad’P; <m. O






CHAPITRE 2

PERIODICITE DES SUITES RECURRENTES

2.1. Introduction et énoncés des résultats

Dans leurs articles, Van der poorten et Shparlinsky [35], et Jean
Paul.Bézivin [9], montrent que les suites de rationnels vérifiant une rela-
tion de récurrence linéaire a coefficients polynémes dans Q[X], et ne prenant
qu’un nombre fini de valeurs sont périodiques, et ils donnent une majoration
de la période de ces suites.

Dans ce chapitre, on considére une suite A, d’éléments d’un corps de carac-
téristique zéro K. On suppose que la suite Aj ne prend un nombre fini de
valeurs, et vérifie une relation de la forme :

(1) Sh (h) Ah+n = Snfl(h)A}H_n_l 4+ 4+ 5 (h)Ah_H + Sg(h)Ah

pour tout h dans N, on n € N*, S;(X) € K[X], i = 0,1,...,n, et les
polyndmes Sy, et S, n’ont pas de racines dans N. On montre alors le résultat
suivant :

Théoréme 2.1.1. — Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro, Ap,
une suite d’éléments de K vérifiant une relation de la forme (1), et ne prenant
qu’un nombre fini de valeurs alors Ay est purement périodique, et sa période
minimale T vérifie T < exp+/6gnlogqn. (ou q est un entier naturel ne dé-
pendant que de Ag, Ay,... ,Ap_1, et des coefficients des polynome S;, avec

j=0,...,n).

2.2. Résultats préliminaires

Nous aurons besoin du théoréme suivant de Berstel Mignotte [5] :
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Théoréme 2.2.1. — Si P est un polynome non nul de degré d, a coefficients
dans 7. alors le plus petit commun multiple Ap des périodes des racines de
lunité qui sont zéro de P, satisfait : Ap < exp(y/6dlogd).

Nous utiliserons aussi le théoréme classique suivant d’analyse complexe :

Théoréme 2.2.2. — Soit f(X) = 3. Ap X" une série a coefficients dans C,
vérifiant une équation différentielle linéaire & coefficients polynémes, si les Ay,
ne prennent qu’un nombre fini de valeurs alors : soit f (X) est rationnelle, soit
le cercle unité est une ligne de coupure.

2.3. Preuve du théoréme

On va utiliser des arguments analogues a ceux de [35] et de [9].
Soit L le sous corps de K engendré par Ag, A1 ,..., A, 1 et les coefficients
des polynémes S;(X) pour j = 0,1,... ,n, alors A est une suite a valeurs
dans le corps L.

L est une extension de type fini de Q, donc on a L = Q(ty,t2,... ,ts)(B),

ou t1,%o,... ,ts sont algébriquement indépendants sur Q et 8 est algébrique
sur Q(tl,tQ, ce ,ts).
Posons alors ¢ = [L : Q(t1,t9,... ,ts)]. L étant une extension de type fini

sur Q, on peut la plonger dans le corps des nombres complexes.

Lemme 2.3.1. — Sous les conditions du théoréme, Ap est une suite récur-
rente linéaire a coefficients constants dans L.

Démonstration. — Soit
Q={(An, Aps1,-.. , Apin)/ hEN}
Pour w = (wp, w1, ... ,wy) € Q, posons :
P,(X) = Spu(X)wn —Sp—1(X)wp—1 — -+ — So(X)wp

E, = {hEN/(Ah,Ah_H,... ,Ah+n):w}
' = {weQ/ card E, = co}.
Alors w € T entraine que P, = 0.
Et comme U E,, est fini, il existe hg € N, tel que pour h € Net h > hy

weN-I
on ait :
S (X) Antn — Sn—1(X)Apin-1 — -+ — So(X)An = 0.
En prenant X = zg € N on en déduit le lemme 2.3.1. U
Remarque 2.3.2. — Le lemme 2.3.1 s’obtient aussi comme dans ’article de

Van Der Poorten et Shparlinsky [35] a partir du théoréme 2.2.2.
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Lemme 2.3.3. — Si Ay, satisfait une relation de la forme (1) et s’il existe
T

re N, P e CX], o € Cpouri=1,---,r tels que A, = X:Pz-(h)ozi-1 a
=1

partir d’un certain rang, alors Aj = Z Pz-(h)ozi-1 a partir de zéro.
=1

Démonstration. — A partir d’un certain rang hg, on a Ay = Zf’i(h)af
. i=1
Posons By, = Zf’i(h)a? pour tout h de N.

i=1
Compte tenu de la relation (1) on déduit que :

r

(2) Z Sn(h)Pi(h + n)o ZSHJ Pi(h+n—j)o; ol =0

=1

pour tout h € N tel que h > hy . Et compte tenu de 'unicité d’écriture d’une
suite récurrente linéaire & coefficients constants, la relation (2) entraine que :

(3) Sn(X)Pi(X + n)a ZSM P(X +n—j)al? =0

pour i =1,...,r. Et donc la relation (2) est vraie pour tout A de N. Par suite
By, vérifie (1) pour tout h de N . Il en résulte que l'on a By, = Ay, pour tout A
de N. ]
Lemme 2.3.4. — Sous les conditions du théoréme, Ay, est ultimement pério-
dique.

r
Démonstration. — Comme A, = X:Pi(h)ozi-1 pour tout h € N, et que Ay, ne
i=1
prend qu’un nombre fini de valeurs on déduit que la suite A;, est périodique
a partir d’un certain rang et que d°P; = 0 et que «; est une racine de 1 pour
1=1,...,r. ]

Remarque 2.3.5. — La relation (3) implique qu’on a :

Sn((L‘g)Oé? — n_l(xo)a?_l s — So(:Eo) =0

pour¢=1,...,7

Lemme 2.3.6. — La période minimale T de Ay, est majorée par exp(1/6gn log gn).
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Démonstration. — Soit P(Y) = S,(70)Y™ — Sy_1(z0)Y" ! — .-+ — Sy(z0)
Compte tenu de la remarque précédente on a P(Y') € L[Y], et P(c;) = 0 pour
1=1,...,nr
Posons H(Y) = [[P? ou o parcourt l'ensemble E des plongements
Q(t1,ta,... ,ts) linéaires de Q(¢1, to, ..., ts)(S) dans une cloture algébrique.
Alors on a H(Y) € Q(t1,t2,... ,ts)[Y] et d°H = gn.

De plus «; est racine de H pourz=1,...,r.

Soient a; et b; des polynomes en t1,...,t, a coefficients dans Q tel que :

H(Y) = Z %Yj. Sia € {aq,qy,... ,as}, alors a algébrique sur QQ entraine
j

que ti,to,... ,ts sont algébriquement indépendants sur Q(«).

Dans la relation H(«) = 0, on peut remplacer ty,%9,... ,ts par des indétér-
minées Xq, Xo, ..., X ; ensuite on choisit ¢1,¢qs,...,qs dans QQ de sorte que :

Gj(thaQZa s 7QS) 7£ 0 et bj(q17QQ7 s 7QS) 7£ 0.
Si on prend X; = ¢; pour j = 1,...,s, on déduit alors que les «; sont
racines d’un polyndéme & coefficients dans Z de degré gn.

Enfin le théoréme 2.2.1 permet de déduire le lemme 2.3.6. U

Le théoreme résulte alors des lemmes précédents.



CHAPITRE 3

QUOTIENT DE DEUX SUITES RECURRENTES
LINEAIRES

3.1. Introduction et notations :

Dans ce chapitre, on montre que si le quotient de deux suites récurrentes li-
néaires & coefficients polynémes ne prend qu’un nombre fini de valeurs alors ce
quotient est périodique a partir d’un certain rang, et que sous certaines condi-
tions le quotient d’une suite récurrente linéaire & coefficients polyndémes par
une suite algébrique est une suite récurrente linéaire & coefficients polyndémes.

Si g est une suite d’éléments d’un corps commutatif et de caractéristique
zéro K on pose : Z(g) = {n € N/g(n) = 0}. Cet ensemble est dit ensemble des
zéros de la suite g. Pour a,q € N, g # 0, on note g, 4 la suite g(a + ng).

E C N, on note d(FE) la densité arithmétique de I'ensemble E, quand cette
densité existe :

d(E) = lim card(E N[0, x])

r——+00 €T

3.2. Enoncés des résultats

Soient u et v deux éléments de J(K) tel que v, # 0 & partir d’un certain

rang ng. On pose a, = - pourn > ng. Dans ce qui suit, nous allons examiner

n
le probléme suivant, exprimé de maniére assez peu précise :
Probléme : Donner des conditions pour que la suite a = (a,) appartienne a
J(K) ou R(K).

Remarque 3.2.1. — On a pas toujours a € J(K) si u,v € J(K); comme le
montre ’exemple des suites :
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up = 1 et v, = n! + 1 (Benzaghou-Bezivin [4]). Par contre on sait que si
v, est un emboitement de suites hypergéométriques alors la suite a est dans
J(K) (Benzaghou-Bezivin [4]).

Le cas ou u,v € R(K) a déja été considéré par Pourchet [27] et Van der
Poorten [34]. On remarque que si la suite a est dans R(K) alors a, est dans
un anneau de type fini sur Z, a partir d’'un certain rang.

Le résultat suivant di & Van der Poorten (Théoreme du quotient de Hada-
mard), montre que la réciproque est vraie.

Théoréme 3.2.2. — Soient u, et v, deuz suites récurrentes linéaires a coef-
ficients constants dans un corps K de caractéristique zéro, on suppose que la
suite vy, est non nul a partir d’un certain rang, et que la suite a, est a valeurs
dans un anneau de type fini sur Z, alors la suite a, est une suite récurrente
linéaire o coefficients constants dans K.

Nous allons démontrer le résultat suivant qui nous permettra de donner une
réponse partielle au probléme précédent.

Théoréme 3.2.3. — Soient s un entier non nul, gi,9go,...,gs des éléments
de J(K),Q un ensemble fini, U une application de Q x J(K)* dans J(K), E
un sous ensemble infini de N dont le complémentaire est de densité arith-
métique nulle. Si pour tout n dans E il existe w dans € tel que l'on ait
PY(w,91(n),g2(n),...,gs(n)) =0, alors il existe une suite U(n) a valeurs dans
Q périodique o partir d’un certain rang ng telle que pour tout entier naturel n
plus grand que ny on ait :

\I/(U(n)agl(n)agZ(n)a s 795('”‘)) =0
On en déduit que :

Corollaire 3.2.4. — Soient u, et v, deuz suites récurrente linéaires a co-
efficients polynomes dans un corps K de caractéristique zéro tel que l'on ait
vp £ 0 pour tout entier naturel n plus grand qu’un entier ng. On note a, la

u
suite définie par a, = — pour n > ng. Si l'ensemble ® = {a, / n € N} est
v

n
fini, alors a, est une suite périodique & partir d’ un certain rang.

Démonstration. — 1l suffit de prendre Q = ®, s = 2, et U(p,a,b) = a — pb
pour ¢ € ® puis on applique le théoréme 3.2.3. U

Ceci est une réponse partielle & notre probléme de départ. Cependant ce
corollaire ne donne aucune indication sur la période ¢ de la suite a,,.
Nous allons maintenant faire des hypothéses restrictives sur la suite v,. Dans
[8] J.P.Bézivin montre que :
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Théoréme 3.2.5. — Soient K un corps quadratique imaginaire, u, une suite
récurrente linéaire 4 coefficients polynomes dans K, v, une suite récurrente
linéaire o coefficients constants dans K tel que :

1. Le rayon de convergence de la série entiére g up, X" soit non nul.

k
2. v, =biof + ZPZ(n)aZL ; ol by et les a; sont dans K, et les polynomes
2
P;(X) dans K[z] pouri=2,...,s.
3. |aa| > |ai| pouri=2,...,s.
u
4. v, #0,et a, = — est un entier de K pour tout entier naturel n.
Un,

Alors la suite a,, est dans J(K).

Nous allons affaiblir la condition 2 du résultat précédent en autorisant la
racine dominante & avoir une multiplicité quelconque, plus précisément on
montre le résultat suivant :

Théoréme 3.2.6. — Soient K un corps quadratique imaginaire, u un étément
de J(K), v un étément de Al(K) tel que :
1. La série entiére f(X) = Y v, X" n’a qu’une seule singularité sur son
cercle de convergence et que cette singularité est un pole de multiplicité
éventuellement plus grande que un.

2. La série entiere h(X) =Y up X™ a un rayon de convergence non nul.

U
3. Pour v, # 0, le quotient a, = — est un entier de K.
Un
Alors la suite v, est non nulle & partir d’un certain rang ng, et la suite a, est
dans J(K).

La suite de ce chapitre est organisé de la fagon suivante, dans le prochain
paragraphe nous donnons les résultats techniques qui nous seront nécessaires
pour les démonstrations qui se trouvent dans le paragraphe suivant.

3.3. Résultats techniques
Le résultat suivant est bien connu :

Proposition 3.3.1. — Soit a, une suite algébrique de mombres complexes.
Alors sa série génératrice f(z) vérifie une équation différentielle :

Py(2)f)(2) + -+ Py(2) f(2) = 0

dont les coefficients P sont des polyndmes et P; non nul, et si on note S
lensemble des zéros mon nuls de ce polynéome et D un ouvert simplement
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conneze contenant 0 et ne rencontrant pas S, f(z) se prolonge en une fonction
analytique dans D.

De méme le résultat suivant est bien connu :

Proposition 3.3.2. — L’ensemble J(K) muni de l’addition usuelle et du pro-
duit de Hadamard est une K algébre.

Rappelons le théoréme de Skolem-Lech-Mahler sur les zéros des suites ré-
currentes linéaire a coefficients constants.

Proposition 3.3.3. — l'ensemble des zéros d’une suite récurrente linéaire a
coefficients constants est la réunion d’un ensemble fini de progressions arith-
métiques de mémes raisons et d’un ensemble fini.

Nous aurons besoin de la généralisation suivante du théoréme de Skolem
-Lech -Mahler da & C.Methfessel cf [21] :

Théoréme 3.3.4. — Soient K un corps commutatif de caractéristique nulle,
g une suite récurrente linéaire & coefficients polynémes appartenant o K[X],
alors 'ensemble Z(g) des zéros de g est réunion d’un ensemble fini de progres-
sions arithmétiques de mémes raisons et d’un ensemble de densité arithmétique
nulle.

Nous aurons besoin aussi du résultat suivant da a H.Tsuji [33] :

Théoréme 3.3.5. — Soit v un élément de Al(K), on note R le rayon de
convergence de la série entiére f(X) = > v, X™ (qui est non nul), et on suppose
qu’il est fini. Alors il existe r € Q — (—N)*, k € (N)*, b; € C, w; € C* et w; de
module 1, pour it =1,...,k, et tels que l'on ait :

R , . .
(ot les — sont les singularités de f sur son cercle de convergence). De plus il
w;
existe deux réels positifs B1 et Bo tel que :

n" b n’
'Blﬁ < 21: [vn4] < 52@

a partir d’un certain rang.

Remarque 3.3.6. — Dans le cas particulier qui va nous intéresser la série

algébrique concerné n’aura qu’une seule singularité — qui sera un podle sur son
w
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cercle de convergence. Dans ce cas on a k = 1, et il existe r € Q — (—=N)*,

o )b 4 o)

beC, tel K it : v, =
€ (, tel que l'on a1t : v (R”

On utilisera aussi le lemme suivant :

Lemme 3.3.7. — Soient a et b deuz entiers naturels et A une partie de N,
on pose B ={n € N/a + bn € A}, alors pour b#0 on a :

1. d(A) = 0 implique que d(B) = 0.

2. Si A est égal 4 N a un ensemble fini pres, il en est de méme de B.

Démonstration. — 1) Notons A l'application définie de B dans A par :

A(n) = a4+ bn. Comme X est injective, donc on a pour tout réel positif z que :
card(B N [0,z]) < card(AN[0,a + bzr]). Par suite en divisant par z les deux
membres de 'inégalité précédente, et en passant & la limite quand x tend vers
I'infini, on en déduit que d(A) = 0 entraine que d(B) = 0.

2) En effet si N — A est fini alors il en est de méme de N — B. O

3.4. Démonstration des résultats

3.4.1. Preuve du théoréme 3.2.3. —

Démonstration. — a) Pour w dans € posons

Cu(n) = V(w,g1(n), g2(n), ... ,gs(n))
D’apres le théoréeme 3.3.4, pour tout w dans €2, il existe un entier naturel non
nul q,,tel que pour r = 0,1,...,q, — 1, on ait soit Cy(r + ng,) = 0 pour n
grand, soit d(Z(C,(r + nq,))) = 0.
b) Posons ¢ = p.p.ccom{qy, / w € Q}. Alors pour tout w dans Q et r =
0,1,...,9g—1.ona, soit C,(r+ng) = 0 pour n grand, soit d(Z(C,(r+ngq))) = 0.
En effet :

1. Si Cy(r 4+ ngw) = 0 pour n grand, en posant ¢ = q,t, on obtient :

Cu(r +ng) = Cy(r + (nty)qw) et par suite on a C,(r + ng) = 0 pour
n grand.

2. Si d(Z(C,(r +nqy))) = 0 on a pour tout réel positif z : card(Z(Cy(r +
nq))N[0,z]) < card(Z(Cy,(r+nqy))N[0, zty]) et donc d(Z(C,(r+nq))) =

0.
c¢) Montrons que pour r fixé dans {0,...,¢—1} on n’a pas la seconde possibilité

pour tout w. Supposons par I’'absurde que ’on ait pour tout w dans §2 ’égalité
d(Z(C,(r +ngq))) =0, et posons :
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T, ={n € N/C,(r + nq) =0}, F = {n € N/r + nqg € E°} on E°¢ désigne
le complémentaire de ’ensemble E. Alors d(E®) = 0 implique que d(F) = 0
d’aprés le lemme 3.3.7. Par suite pour n € N on a soit n € F soit n € T, ou
w est dans . Donc I'ensemble N serait de densité arithmétique nulle (vu qu’il
est inclus dans une réunion finie d’ensembles de densités arithmétiques nulles)
ce qui est absurde.

Il en résulte que pour tout r =0,1,...,q — 1 il existe w, dans Q2 et n, dans N
tel que pour tout entier naturel n plus grand que n, on ait :

\Ij(wragl(r + nQ)aQQ(’r + TLQ)a "ags(r + ’I’LQ)) =0

Et si on pose m = Maz{n, /0 <r <q—1} et U(r + ng) = w, pour tout
entier naturel n plus grand que m, on déduit le résultat. ]

3.4.2. Preuve du théoréme 3.2.6 :—

1
Démonstration. — Comme f n’a qu’une seule singularité — sur son cercle de
«
convergence, la remarque 3.3.6 implique que v, # 0 pour n grand, et que si
R est le rayon de convergence de f alors on a R = +—. Si — est un pole
«

|

m
b; 1
d’ordre m de f, soit E —— la partie polaire de f relativement a —,
— (1 —za)’ «

m
b.
alors g(z) = f(z) — Z (1_7;6“)1. est analytique dans un disque de centre 0 et
1

de rayon strictement plus grand que R. Si on note g(z) = anz”, on peut
n>0

trouver deux nombres réels strictement positifs ¢ et ¢; tels que ¢; < |af = %

et |wy| < cc} pour tout entier naturel n.

Posons t,, = v, + wy, alors on a t, = T'(n)a™ ou
m i1
T(X) =Y bu]] (1 + ?) € Q[X]
1 1
Par suite il existe un nombres réels positif y tel que |¢,| > v |a"| pour n grand.
Posons ¢, = % ; comme ¢; < |af, donc il existe deux nombres réels positifs
0, d tel que d < 1n, et |en| < od™.
Puisque le rayon de convergence de la série ZunX " est non nul il existe
deux nombres réels positifs A, u, tel que |u,| < Ap™ pour tout n.

Comme f n’a qu’une seule singularité sur son cercle de convergence la
remarque 3.3.6 entraine qu’il existe deux nombres réels positifs aq et 51 tels que
l'on ait |v,| > B1af, & partir d’un certain rang. Donc il existe deux nombres
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réels positifs ag, et fa, tels que on ait |a,| < f204, & partir d’un certain rang.
u
Pour N € N*, posons Wy (n) = t_n (I4+e,+-+e)) et Ry(n) = ane)*t.

Alors on a : "
ap = In _ Wy (n)+ Ry (n). Et en prenant N assez grand on en déduit qu'’il
v

n
existe deux nombres réels positifs [, p tel que p < 1 et |Ry(n)| < Ilp™. Comme

u
t,1/t sont dans J(K), il en est de méme de ¢, w, n et Wi .(En effet les suites

1 1
et — sont dans J(K), et J(K) est stable par le produit de Hadamard
T(n) am

(voir[10])).
Notons A l'anneau des entiers de K. Comme Wy est dans J(K) donc il
existe un entier ¢ et des polynémes non tous nuls Sp,. .., S, a coefficients dans

q
A tel que Z Si(n)Wx(n + i) = 0. Par suite on a :
0

q q
> Si(n)anti = Y Si(n)Ry(n + 1)
0 0

Le premier membre de cette égalité est dans l'anneau des entiers A du
corps quadratique imaginaire K. Majorons le second membre L, de cette
égalité; il existe une constante cs et un entier naturel m tel que 1’on ait
|Si(n)| < cs(n+1)™ pour i =0,...,q et tout élément n de N. On en déduit
que on a |Ly| < c3(q + 1)(n + 1)™1p" " pour tout élément n de N. Comme
0 < p < 1, on en déduit que la suite L, tend vers zéro quand n tend vers
I'infini. On a donc L,, = 0 pour n assez grand, ce qui montre que a,, vérifie une
relation de récurrence linéaire & coefficients polynoémes dans K[z| et termine
la démonstration. O






CHAPITRE 4

QUOTIENTS DE SUITES HOLONOMES

4.1. Introduction et résultats.

Soit K un corps de caractéristique nulle, et w,, une suite d’éléments de K.
On dit que w = (wy,) est une suite récurrente linéaire a coefficients constants
(ou suite récurrente linéaire pour simplifier) s’il existe un entier s > 1 et des
éléments ag, k =0,--- , s avec as # 0 tels que 'on ait pour tout n

asWnpts + -+ + agWpig + -+ + aowyp =0

Il a été conjecturé par C.Pisot, et démontré par Y.Pourchet et A.J.Van der
Poorten le résultat suivant (Théoréeme du Quotient de Hadamard, voir [34],[27]
ou [28], et pour des améliorations au cas ou on suppose que I’hypothése sur
ap est vraie seulement pour une infinité de n, [12]) :

Théoréeme 4.1.1. — Soit K un corps de caractéristique nulle, et u,, v, deux
suites d’éléments de K, récurrentes linéaires a coefficients constants. On sup-

n
pose que vy, est non nul pour tout n assez grand, et que les a, = — appar-
v

n
tiennent 4 un sous-anneau de K, qui est de type fini sur Z. Alors la suite ay
est récurrente linéaire o coefficients constants.

On peut considérer des suites récurrentes plus générales. Soit s > 1, Py,
0 < k < s des polynomes & coefficients dans K, avec Py non nul. On dit que
wy, est une suite holonome (d’éléments de K), si on a pour tout n assez grand :

Ps(n)wn-i-s +- 4 Pk(n)wnJrk +- 4 Pﬂ(n)wn =0

Il est évidemment naturel de se poser la question de généraliser & ces suites
holomones le théoréme du Quotient de Hadamard, c’est-a-dire de trouver des
conditions assurant que le quotient de deux suites holonomes est encore une
suite holonome.

La question la plus naturelle est d’'imposer que le quotient des deux suites
holonomes u,, et v, est une suite a,, d’éléments d’un anneau A de type fini sur
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Z, et de se poser la question de savoir si sous cette hypothése la suite a,, est
holonome ; cependant nous n’avons pas trouvé de moyens d’attaque sur un tel
probléme.

Pour poursuivre, nous avons besoin de quelques notations.

Soit G un sous-groupe du groupe multiplicatif de K, et d > 1. On note G
I'ensemble des éléments de C s’écrivant wy + - - - +wy avec wj € G pour tout j.

Le théoréeme 4 de [6] montre alors que si une suite holonome u,, est telle qu’il
existe un sous-groupe G de type fini, et un entier d tel que u, € G4 pour tout
n, alors u, est une suite récurrente linéaire. Ce résultat a des conséquences
arithmétiques intéressantes, par exemple si u, est une suite holonome d’élé-
ments de 7Z qui n’est pas récurrente linéaire, ’ensemble des nombres premiers
p tel qu’il existe un indice n tel que p divise u, # 0, est infini. On pourra voir
larticle récent de F.Luca [19] pour des résultats quantitatifs sur ce type de
probléme dans le cas de suites holonomes d’ordre 2.

Nous allons dans ce chapitre, donner des réponses partielles positives & la
question suivante, qui est une généralisation du résultat du théoreme 4 de [6],
celui-ci correspondant au cas ou la suite v, est égale & 1 pour tout n :

Question : Soit K un corps de caractéristique nulle, et uy, v, deuz suites
holonomes d’éléments de K. On suppose que v, est non nul pour tout n assez
grand, et qu’il eriste un sous-groupe G du groupe multiplicatif de K, de type

fini, et un entier d > 1 tel que a, = — € Gg pour tout n.
v

n
La suite a,, est-elle une suite récurrente linéaire

Remarque 4.1.2. — Une suite holonome, dont les valeurs appartiennent a
G4 pour un entier d > 1 et un groupe G de type fini est récurrente linéaire
a coefficients constants par le théoréme 4 de [6]. Donc dans le contexte de la
question, les conditions “la suite a,, est holonome” et “la suite a,, est récurrente
linéaire & coefficients constants”, dans la conclusion sur a,,, sont équivalents.

Dans toute la suite, le corps de base est le corps des nombres complexes, ce
qui ne nuit pas & la généralité ; nous devrons & ’occasion nous placer dans un
sous-corps K de C de type fini sur Q.

Nous allons démontrer les résultats suivants :

Théoréme 4.1.3. — Soient Py, Py, Py, P3 des polyndmes non nuls a coeffi-
cients dans C. Soit G un sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif de C,
d>1 et uy, v, deux solutions de la récurrence d’ordre 3 suivante :

P3(n)wny3 + Pa(n)wnio + Pr(n)wyy1 + Po(n)w, = 0.
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U
On suppose que v, est non nul pour tout n assez grand, que a, = — e Gq et
v

n
enfin que pour tout L € C, l’ensemble des indices n tels que a, = L est fini.
Alors la suite a,, est une suite récurrente linéaire.

Nous reviendrons & la fin de ce chapitre sur la condition v, # 0 pour n assez
grand, et aussi sur la condition que a, ne prend qu’un nombre fini de fois toute
valeur L fixée.

Nous avons aussi un résultat plus général, pour des suites holonomes d’ordre
s quelconques, mais avec des conditions beaucoup plus restrictives.

Théoréme 4.1.4. — Soit s > 2, et Py, k=0,---,s des polyndmes non nuls
a coefficients dans C.
On considere 'équation (E) d’ordre s > 2 :

Ps(n)wpas + Ps—1(n)wpys—1 + -+ + Py(n)w, =0

On fait Uhypothése que (E) a s solutions linéairement indépendantes uj(n),
jg =1,---,8 =1, et v(n), avec v(n) # 0 pour n assez grand, et on pose
_ uj(n)
a’](n) - ’U(’I’L)
égale a 1.

On suppose que les a; (n), 7 =0,---,s—1, appartiennent tous a un G4, pour
un sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif de C et un entier d > 1 fixé.
Alors les suites a;(n) sont des suites récurrentes linéaires.

. Nous ferons aussi la convention que ag(n) est la suite constante

On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 4.1.5. — Soit G un sous-groupe de type fini du groupe multiplica-
tif de C, d > 1 un entier, et u, et v, deux suites holonomes, vérifiant la méme
récurrence d’ordre 2. On suppose que vy, est non nul pour tout n, et on pose
u

— = a,. On suppose, de plus, que a, € Gy pour tout n. Alors la suite a,, est
v

uge suite récurrente linéaire o coefficients constants.

4.2. Remarques préliminaires

Dans cette partie nous faisons quelques remarques destinées a simplifier
I’exposé.

4.2.1. Nous aurons presque toujours & considérer des suites pour n assez
grand. Nous faisons donc cette convention pour tout ce qui suit, et nous ne
rappellerons cette hypothése que quand cela sera nécessaire.
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4.2.2. Un cas particulier ou la réponse a la question posée est affirmative est
le suivant. Supposons que la suite v, soit une suite holonome inversible, c’est-
a-dire que son inverse est aussi holonome. C’est le cas si v, vérifie une relation
de récurrence de la forme v,y = R(n)v,, ou t > 1 et R est une fraction
rationnelle non nulle; les suites holonomes inversibles sont caractérisées par le
fait qu’il existe un entier m tel que sur les progressions arithmétiques de raison
m, on ait une telle récurrence d’ordre 1, cf [31], proposition 4.5, page 47.

Dans ce cas, une suite a,, = — est aussi holonome comme produit de deux

suites holonomes, et sous l’hypot%ése qu’il existe un entier d et un sous-groupe
de type fini G du groupe multiplicatif de C tel que a, € G4 pour tout n, le
théoreme 4 de [6] montre que la suite a, est récurrente linéaire a coefficients
constants.

4.3. Rappels.

Nous aurons besoin des résultats suivants :

Théoréme 4.3.1. — Soit T un sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif
de C. Soit s > 1. Alors il existe seulement un nombre fini de points © =
(2o, ,x5) € P5(C) tels que les trois propriétés a), b), ¢) soient vérifiées :

a) Pour touti, 0<i<s,onax; €T;

b) Onaxo+---+x5=0;

¢) Pour toute partie E de {0,--- ,s} non vide et non égale a {0,--- ,s}, on
a Z x; # 0.

i€R
Démonstration. — Voir [14], [30]. O

Nous aurons besoin aussi de ce qui suit :

Définition 4.3.2. — Soit I un ensemble d’indices, non vide et fini, de cardi-
nal s + 1, et u(n) = (u;(n),7 € I) une suite d’éléments de P*(C) et u;(n) non
nul pour tout 7 et tout n € N. Soit J une partie non vide de I. On dit que la
partie J est irréductible pour lentier n, si les deux propriétés suivantes sont
vérifiées :

a) On a Zul(n) =0;

ieJ

b) Pour toute partie A de J non vide et différente de J, on a ) ;. 4 ui(n) # 0.
Lemme 4.3.3. — Soit K un sous-corps de C, de type fini sur Q, et G un
sous-groupe du groupe multiplicatif de K, que nous supposons de type fini. Soit
G ={z € K;3In € N*,2" € G}. Alors G est un sous-groupe de type fini du
groupe multiplicatif de K.
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Démonstration. — Voir [17]. O

Lemme 4.3.4. — Soit I un ensemble d’indices, non vide et fini, de cardinal
s+1, etu(n) = (ui(n),i € I) une suite d’éléments de P*(C) vérifiant que u;(n)
non nul pour tout i et tout n € N, et que Y, u;(n) =0 pour tout n.

Soit F une partie infinie de N. Alors il existe une partition Iy,--- I, de I,
et une partie infinie £ de F', tels que pour tout n € E, et tout j, 1 <5 <t, I;
soit irréductible pour n.

Démonstration. — Voir [6], lemme 1, page 63. O

Les deux lemmes qui suivent sont trés proches de parties de la preuve du
théoréme 4 de [6], pages 64 et 65 ; nous redonnons les preuves pour étre complet.

Lemme 4.3.5. — Soit K un sous-corps de C, de type fini sur Q. Soit I =
{(k,4)} une partie non vide de cardinal s+ 1 de N?, et u(q) = (ug,;(q), (k,5) €
I) une suite d’éléments de P°(K) vérifiant que uy j(q) est non nul pour tout
(k,j) €I et tout q € N. Soit G un sous-groupe de type fini du groupe multiplica-
tif de K, G le sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif de K donné par le
lemme 4.3.3, on suppose que uy,_j(q) appartient & G pour tout k,j,q. Soit X un
entier non nul n’appartenant pas a é, et ¢ — my une application injective de

N dans N. On suppose que, pour tout entier ¢ € N on a Z )\jmquk,j(q) =0.
(k.g)el

Soit F' une partie infinie de N. Alors il existe un ensemble infini E inclus

dans F', et une partition I, de l’ensemble d’indice I tels que, pour tout q € E,

et pour tout h on a Z uk,j(q) = 0. Par suite, pour toute famille finie y;

(k7j)elh
d’éléments de K, on a Z yjug,j(q) = 0.
(k.g)er
Démonstration. — On applique le lemme 4.3.4 pour trouver une partie infinie

E de F, et une partition de ’ensemble d’indices ayant les propriétés indiquées
dans ce lemme 4.3.4. Pour ¢ € E, on peut appliquer le théoréme 4.3.1 &
chaque somme Z )\jmquk,j(q) et au sous-groupe T engendré par G et
(k,j)EIn ‘
A, qui est de type fini. Ceci implique que les éléments (M™7uy j(q)), pour
(k,j) dans I, et ¢ € E, ne prennent qu’un nombre fini de valeurs dans
lespace projectif. Soient (7,k) et (j',%') deux éléments de Iy, on peut alors
trouver un élément fixé w € K* tel que, pour une infinité d’indices ¢, on ait
)\jmwk,j(q) = w)\j'mquk:,j/ (q). Si on prend deux valeurs distinctes ¢; et ¢ de
g, et si on fait le quotient, cela implique que )\(j_il)(mql_m%) € G. Comme
q — myg est injective, si j # 4" on obtient que X\ € G, ce qui est contraire aux
hypothéses faites. Donc I'indice j est fixe pour chaque élément de la partition.
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On obtient donc aprés division par M™a que Z ug,j(¢) = 0. On multiplie

(k7j)elh
par y;, et on resomme le tout, ce qui donne que Z yjug,;(q) = 0 pour tout
(kyj)el
qgeE. ]

Lemme 4.3.6. — Soit K un sous-corps commutatif de C, de type fini sur Q.
Soit T un sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif de K, d,t des entiers
non nuls, et pour 1 < k < t, des suites by, telles que b, € Ty pour tout
n € N. Soient d’autre part Py(xz) des polynéomes a coefficients dans K. On
suppose que, pour tout n, on a

¢
> Pi(n)bui =0
k=1
Alors, pour tout y € K, et pour tout m fixé, il existe une suite strictement
croissante d’entiers oy, telle que, si J, = {aq, -+ ,a,+m}, pour toutn € J =
Ug>0Jyg, on a

t

Z Py(y)bp i =0

k=1

d
Démonstration. — On peut tout d’abord écrire by, , = Z 9nkavec gpy €T.

1=1
Soit ¢ € {0,...,m}. On pose Py(c + z) = ka,j(c)xj, ot les my j(c)

dépendent de ¢ mais varient dans un ensemble ]ﬁni. Soit H le sous-groupe
engendré par T et tous les my, j(c) qui sont non nuls, et soit A un entier naturel
n’appartenant pas a H.

Nous considérons maintenant l'ensemble Fy d’entiers suivant : Fy = {c +
MNee=0,---,mh € N}. Nous voulons démontrer que pour tout y € K et
pour tout n € Fy assez grand, on a :

t
Z Pe(y)bpe =0
k=1

Pour cela, nous raisonnons par l'absurde, en supposant qu’il existe yy € K,
et une partie infinie F' de Fy ol la somme considérée n’est pas nulle, et nous
voulons trouver une contradiction.

Puisque F' est infini, on peut supposer, quitte & se restreindre & une partie
infinie de F', que la valeur ¢ intervenant dans la définition des éléments de F
est fixée. Pour n = ¢+ A\ € F, la relation devient
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Z mk,j(c)qubn,k =0
k.j

Comme mk,j)\qun,k = ka,j)\ngn,k,la on est en présence d’une somme de
termes de la forme M%uy ;;(g) (noter que n dépend de ). On peut supposer
en remplagant éventuellement F' par une de ses parties infinies, que uy j;(q)
appartient a fI; onal\¢ fI, et my = ¢ est bien injectif.

On peut donc appliquer le lemme 4.3.5; on choisit un = € K, et on prend
les y; égaux aux z7 d’on I'existence d’une partie infinie E de F telle que, pour
tout g € E,n=c+ A, on a

Z my;(c)z by =0
k’j

soit encore

Z Py(c+ )by =0
k

Enfin, on choisit = tel que z 4 ¢ = yg, ce qui donne la relation

Z Py(yo)bp =0
!

pour tout ¢ € E (avec n = ¢ + A?). Mais ceci est absurde, puisque E C F,
compte tenu de la définition de F'.

On a donc obtenu que, pour tout tout y € K et tout n € Fy assez grand, on
a

Z Pe(y)bpe =0
k

ce qui termine la démonstration. O

4.4. Résultats techniques.

Nous notons tout de suite que si ’on est en présence d’une suite holonome
d’éléments de C, il existe un sous-corps K de C, de type fini sur Q, qui
va contenir toutes les valeurs de la suite, et les coefficients des polynomes
intervenant dans la relation de récurrence. Ceci est valable bien sir pour un
nombre fini de telles suites, il existe un sous-corps K de C, de type fini sur Q
ayant cette propriété pour toutes les suites considérées. On peut donc appliquer
les résultats de la section précédente.

Lemme 4.4.1. — Soit T un sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif
de C, d,t des entiers non nuls, et pour 1 < k < t, des suites by telles
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que by € Ty pour tout n € N. Soient d’autre part Py(zx) des polyndmes a
coefficients dans C. On suppose que, pour tout n, on a

t

Z Pr(n)by =0

k=1
On suppose de plus que, pour tout k, il existe deuzw suites holonomes uy, j et
. Un,k
Uk telles que vy, i est non nul pour n assez grand, vérifiant by, j = ——.
Un,k
Alors il existe un entier N, tel que si n > N, le polyndome
t
> Pe(y)bni
k=1
est le polynéme nul.
Démonstration. — Posons wy, = Unp,k H Up,h- Les suites wy, , sont des suites

h#k
t

holonomes comme produits de suites holonomes, et on a ZPk(n)wn,k =0
k=0

t
pour tout m par hypothése. Soit y € C fixé; la suite t, = X:P,yc(y)wn,]c est

une suite holonome également. Il existe donc un entier m, dépendant de la
récurrence vérifiée par t,, telle que si ¢, est nulle pourn= M, M +1,--- , M+
m, alors %, est nulle pour tout n > M. On applique alors le lemme 4.3.6 avec
cette valeur de m, on a donc ¢, = 0 pour n € {ay,- -,y +m}; sil’on choisit
q assez grand, on obtient par ce qui précéde que t, est nulle.

Soit maintenant F l’ensemble des indices n tel que le polynoéme T, (y) =

t
Z Py (y)bp i, n'est pas le polynome nul, et F' I'ensemble des zéros dans C des
k=1

polynémes T;,, n € E. Alors F' est au plus dénombrable ; prenons y = yy € C
qui n’est pas dans F, il existe un N tel que si n > N, on a T,(yo) = 0.
Ceci implique par le choix de yy que le polynéme T), est le polynéme nul pour
n > N, ce qui termine la démonstration du lemme. O

Soit maintenant m € Nym > 2, Fy,---, P, des polyndmes, et a, une
suite d’éléments de C. On définit les matrices A, (n,y) = (o ;) d’ordre 2m
suivantes :

La premiére ligne est :

[0? 701Pm(y)a"' ,Pg(y)]
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La troisieme ligne est obtenue en décalant d’un rang et en remplacant y par
y+1:

[0"" vOaPm(y+1)a"' aPO(y+1)v0]

On obtient ainsi en poursuivant ce procédé les lignes d’indice impair, celle de
rang 2m — 1 étant :

[Pm(y+m_1)a ,Pg(y—i-m—l),O,--- 10]
La seconde ligne est :
[07 707Pm(y)an+m7"' 7P0(y)an]

La quatrieme ligne est obtenue en décalant d’un rang et en remplacant y par
y+1l,etnparn+1:

[0,- B ,O,Pm(y+ 1)an+m+17' o 7P0(y + ]‘)a’n+1’0]

On obtient ainsi en poursuivant ce procédé les lignes d’indice pair, celle de
rang 2m étant :

[Pm(y +m — l)an-l-?m—l" o 1P0(y+m - 1)a'n+m—1701' v 10]

La matrice As(n,y) est donc :

0 P (y) P (y) Py(y)
As(n,y) = 0 Py (y)an+o Pi(y)ant Po(y)an
’ Py(y+1) Pi(y+1) Py(y+1) 0
PQ(y + 1)an+3 P, (y + 1)an+2 P()(y + l)an_H 0

Nous noterons aussi By, (n,y) le déterminant de la matrice A,,(n,y). On a
alors le résultat suivant :

Lemme 4.4.2. — Soient a, et v, deuzr suites d’éléments de C, et P, des
polynomes a coefficients dans C, k =0,--- ,m, avec Py, et Py non nuls.

a) On suppose que vy, est non nul pour tout n assez grand, et que les deuz
suites vy, et anv, vérifient la récurrence suivante :

Pm(n)wn-i-m + o +Pk(n)wn+k + o +P0(n)wn =0

Alors on a Bp,(n,n) = 0 pour tout n assez grand.

b) Si de plus il existe un entier d non nul, et un sous-groupe de type fini
G du groupe multiplicatif de C tel que ap, € Gy pour tout n, alors il existe un
entier N tel que si n > N, le polynome By, (n,y) est nul.

Démonstration. — a) Par hypothése on a :

Pm(n)vn-l-m +- 4 Pk(n)anrk + o +P0(n)vn =0
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et
Pm(n)vn—l—man-i-m +---+ Pk(n)anrkanJrk 4+ PO(n)vnan =0

C’est un systéme de deux équations linéaires homogeénes en les m + 1 incon-
nues (Vp, Unt1y -y Untm)-

Dans chacune de ces équations, on change n en n + 1. On obtient deux
nouvelles équations :

Pr(n+1Dvngmyr + -+ Pe(n+ Dvpipr + -+ Po(n+ 1Nvpyr =0
et

Py(n+ Dvpimi1animsr + - + Pe(n + Dopykr1anikrer + - + Po(n + Dvpapsr =0

et on peut considérer que 1’on est en présence de 4 équations linéaires, en
les m + 2 variables vy, -+ ,Untm+1- On voit donc que le procédé augmente le
nombre d’équations de deux, et le nombre de variables par 1.

Au bout de t = m — 1 opérations de ce type, on voit que ’on obtient un
systéme de 2m équations en les 2m inconnues vy, - , Upt12m—1-

11 est facile de voir que la matrice du systéme est la matrice A,,(n,n).

On a v, # 0; par suite ce systéme homogéne admet une solution non
triviale, et donc le déterminant de la matrice A,,(n,n) est nul, ce qui démontre
I’assertion.

b) Le déterminant B,,(n,n) va s’écrire sous la forme Z Qn(n)bp, p, avec les

Qn polynomes en les polynomes Pj(y + 1), et les b, ;, somme de mondmes en
les a4 k. Par suite, on voit que les hypothéses du lemme 4.4.1 sont vérifiées. Il

en résulte que Z Qn(y)by,p, est le polynome nul, ce qui démontre I’assertion.
]

Lemme 4.4.3. — Soit m > 2 un entier, v, et ap deuz suites d’éléments de
C. On suppose que v, est non nulle pour tout n assez grand, et que les deuz
suites vy, et U, = apvy, vérifient la récurrence

Pm(n)wn-i-m + o +Pk(n)wn+k + o +P0(n)wn =0

ot I’on suppose que les polynémes Py, sont tous non nuls.

Soit N un entier tel que pour tout n > N, on ait Py(n) # 0 pour tout k.
Soit M un entier, avec M > N, tel que les nombres apryj, j = 0,--- ,m soient
tous égauz, sauf peut-étre pour l'un d’entre euz. Alors la suite a, est constante
a partir de M.

Démonstration. — On montre d’abord que les apry; sont égaux pour 0 < j <
m. En effet, si on a ap4; = ¢ pour tout j € {0,--- ,m} sauf peut-étre pour
j =k, on écrit les relations de récurrence pour la suite v, et la suite a,v, en
faisant n = M, on multiplie la premiére par ¢, et on soustrait a la seconde;
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il vient alors Py(M)varyk(c — amx) = 0, ce qui avec les hypotheses faites
montre que ap/4+r = C.

On peut ensuite appliquer le résultat obtenu pour n = M + 1, on a que
les valeurs apsq1, - ,Gp4+1+m—1 sont toutes égales a a,s, donc par le raison-
nement précédent on a aussi que aprqm1 est égale a aps, et une récurrence
immeédiate termine la démonstration. O

Remarque 4.4.4. — Le résultat ne s’étend pas au cas ot I'un des polynémes
Pr, 1 <k<m-—1, est nul.
En effet, la suite récurrente linéaire vérifiant la récurrence 3wy13 — Twy2 +

4w, = 0 (Le polynéome P; est donc nul) et les valeurs initiales wg = O,
n

2
wy = 40,we = 0 (il s’agit de la suite w, = 32 — 5.2" — 27(—1)"3—n), vérifie
aussi ws = 0, de sorte qu'il y a dans le quadruplet {wq, w1, wa, w3} trois valeurs
égales, mais la suite n’est pas constante & partir d’un certain rang.

Nous aurons besoin aussi du lemme qui suit, qui est particulier au cas d’ordre
3:

Lemme 4.4.5. — Soit A un sous-anneau de type fini de C. Soient Py(y),
k=0,1,2,3 quatre polynémes non nuls & coefficients dans C. On considére la
relation de récurrence (R) swivante :

P3(y + k)wyy3 + Po(y + k)wiyo + Pi(y + k)wpy1 + Po(y + k)w, =0

Soient un(y), vn(y) deuz suites d’éléments de C(y) vérifiant la relation de
récurrence (R). On suppose qu’il existe une infinité de valeurs de n telles que
vn(y) est non nul. Soit enfin a, une suite d’éléments de A telles que l'on
ait pour tout n uy(y) = anvp(y). On suppose de plus que, pour tout L € C,
l’ensemble des n tels que ay, = L est fini. Alors ay, est une suite récurrente
linéaire.

Démonstration. — Les quatre suites up(y + 1), tnt1(y), vn(y + 1), vn+1(y)
vérifient la méme récurrence, qui est :

Py(y +n+ Dwpyz + Po(y +n+ Dwygo + Pi(y +n 4+ Dwpypr + Po(y +n+ 1w, =0

Elles sont donc liées sur C(y). Soient hg,h1,ha, hs des éléments non tous
nuls de C(y) (que 'on peut supposer étre des polynomes) tels que

ho(Y)un+1(y) + h1(y)un(y + 1) + ha(y)vni1(y) + ha(y)on(y +1) =0

pour tout n assez grand.
On a donc :
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(ho(y)an+1 + ha(y))vnt1(y) + (h3(y) + hi(y)an)vn(y +1) =0

On montre d’abord que hy(y)an+1 + ha(y) et hs(y) + h1(y)a, sont non nuls
a partir d’un certain rang.

On regarde le premier terme hg(y)an+1 + ha(y). Si hg est non nul, ce po-
lyndme ne peut étre nul que si hy est de méme degré que hg, et si apyq est
I’opposé du quotient des coefficients des termes de plus haut degré dans hg et
ho. Par ’hypothése faite sur a,, ceci n’est pas vrai & partir d’'un certain rang.

Si maintenant hg est nul, il faut montrer que ho ne peut étre nul. Si c’était
le cas, on aurait la relation (h3(y) + h1(y)an)vn(y + 1) = 0. Comme 'un
des polynomes h; ou hs est non nul (puisque l'un des hy est non nul), un
raisonnement analogue a celui fait plus haut montre que h3(y) + hi(y)a, est
non nul & partir d’un certain rang, donc v, (y + 1) est nul & partir de ce rang,
ce qui est contraire & I’hypotheése faite.

On montre de méme que hs(y) + hi(y)a, est non nul & partir d'un certain
rang.

On a donc que ho(y)ant+1 + ha(y) et de hs(y) + hi(y)a, sont non nuls a
partir d'un certain rang.(Remarquer que cela donne aussi, puisqu'il existe une
infinité d’entiers n tels que v, (y) n’est pas nul, que v,(y) est non nul & partir
d’un certain rang).

Pour une fraction rationnelle non nulle F' = A/B ou A et B sont des
polynémes, nous appelons degré de F' la différence entre les degrés de A et
B.

Montrons maintenant que le degré de ho(y)an+1 + ha(y) et celui de hs(y) +
hi(y)a, sont constants a partir d’un certain rang.

Pour le premier terme ho(y)an+1 + ho(y), c’est clair si hg est nul, on a vu
que hs ne pouvait étre nul. Supposons maintenant que hg est non nul, alors
le degré de ho(y)ant1 + ho(y) est différent du maximum des degrés des deux
polynomes hg et ho que s’ils ont méme degré, et si a1 est 'opposé du quotient
des coefficients des termes de plus haut degré de ces polynémes. Comme ay,
ne prend une valeur fixée qu’un nombre fini de fois, ceci est impossible pour n
assez grand. Ceci vaut aussi pour h3(y) + hi(y)ay

Pour n assez grand, le degré de v,11(y) est donc égal au degré de v, (y) plus
une constante § € Z, et le degré de v,(y) est de la forme dn + 7. La fraction
rationnelle y*‘s”*Tvn(y), admet donc une limite si y — 00, que l'on note b, et
qui est non nulle.

Soit dj le degré de Pg, et d le maximum de dp + 0k + 7 pour k €
{0,1,2,3}. On peut écrire pour k € {0,1,2,3} que Pi(y + n)v,4x(y) =
yOntrdetok (y=di P (y 4 n))(y 0 R Ty, 1 (y)), de sorte qu’en multipliant



4.5. PREUVE DU THEOREME 1.1.3. 43

par 979" la relation de récurrence vérifice par v, (y), on a

3
Zydﬁék#*d(y*d’“f’k(y + n))(yﬂs(mk)q“mk(y)) =0.
k=0

Le terme (y~% Py, (y +n) admet une limite non nulle indépendante de n (c’est
le coefficient du terme de plus haut degré de Pg) si y — 00, et comme
dy + 6k + 7 —d < 0 pour tout k, le terme y®*+9%+7-4 3dmet une limite qui est
soit nulle, soit égale a 1 si d = di + dk + 7, ce qui se produit au moins une fois.
Donc y®+ok+7=d(y=dk P (1 + 1)) admet une limite L, indépendante de n pour
k € {0,1,2,3}, et 'un des L est non nul. D’autre part y %)=y, (y)
converge vers b, non nul.
Il vient donc que

3
Z Libpyr, =0
k=0

et de méme en utilisant uy(y) :

3
Z Lyan1bpir =0
k=0

Les deux suites b, et a,;,by sont donc récurrentes linéaires, on a b, # 0
pour tout m, leur quotient est a,, € A, donc par le théoréme du quotient de
Hadamard, a,, est une suite récurrente linéaire. ]

4.5. Preuve du théoréme 1.1.3.

4.5.1. Mise en place.— On a vu que le déterminant Bs3(n,y) était nul (voir
le lemme 4.4.2).
On pose :
Ry = (an45 — ant2)(@n+a — ni1)(@nis — an).
Ry = (ant5 — an+2)(@nta — ani3)(an+1 — an)
R3 = (ant5 — an+3)(@nta — ant1)(@ni2 — an)
Ry = (ant5 — an+3)(@nta — ani2)(@nt1 — an)
= (ants — anya)(@ns3 — an)(ani2 — any1)
= (ants — anya)(@ne3 — any1)(@ni2 — an)
R7 = (ants5 — anga)(ani3 — ang2)(ang1 — an)
On remarque aussi que si I’on pose

_ P(y)P(y+1)
T = Pi(y)Pi(y +1)

Rs
Rg




44 CHAPITRE 4. QUOTIENTS DE SUITES HOLONOMES

n—1
et si w,, est une solution de la récurrence de départ, la suite ¢, = w, H
k=N

Py (k)
Py(k)

vérifie la récurrence :

K(n)tnys + J(n)tni2 +tni1 +tn =0

Il est clair qu’en faisant ce procédé & la fois sur u, et v,, ce qui ne change pas
leur quotient, on peut simplement considérer les récurrences de cette forme, ce
que nous allons faire & partir de ce qui suit.

On obtient en calculant le déterminant Bs(n,y), la relation :

RiK(y)K(y+1) = Re(J(y+1) = 1)K(y+1) — R3J(y)K(y + 1) — R5J (y + 2)(K (y)

=J(y)J(y+1) +Re(K(y+ 1)+ J(y)J(y+1)J(y+2) = J(y+1)J(y +2)) =0

Le fait que le déterminant Bs(n,y) est nul veut dire que les colonnes de ce
déterminant Bs(n,y) sont liées (noter que le corps de base n’est plus C, mais
C(y) dans ce qui suit).

On fixe m, et on se donne une combinaison linéaire non triviale entre les
colonnes du déterminant, avec des coefficients ¢y 5, (y), 0 < k < 5 qui sont donc
des éléments de C(y), non tous nuls. On peut clairement supposer que ce sont
des polynomes premiers entre eux. Le coefficient c5,, est affecté a la premiére
colonne, etc.

On obtient deux séries d’égalités.

La premiére concerne les lignes 1, 3, 5, ol ne figurent pas les a,,. On trouve :

K(y)esm(y) + J(y)eam(y) + e1m(y) + com(y) =0

K(y + Deam(y) + J(y + Desm(y) + cam(y) + cim(y) =0

K(y+2)csm(y) + J(y + 2)cam(y) + czm(y) + cam(y) =0
Soit F' la relation de récurrence
K(y + k)wits + J(y + k)wgs2 + w1 +wg =0

Soit vk m(y) la suite holonome d’éléments de C(y) vérifiant F telle que
Vkm(y) = ckm(y) pour k = 0,1,2. Le fait que K(X) est non nul, et les
relations précédentes montrent que vy, (y) = cxm(y) pour 0 <k <5.

On regarde maintenant les autres lignes :

K(?J)C3,m (y)am3 + J(y)c2,m(y)am+2 + Cl,m(y)am—l—l + Co,m (y)am =0
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K(y + Damracam(y) + J(y + Damiacam(y) + amiacam(y) + amsrc1,m(y) =0

K(y + 2)am+5¢5,m(y) + J (Y + 2)amracam(y) + am+3¢3,m(y) + amyacam(y) =0

On fait de méme, en introduisant la suite holonome uy, , (y) vérifiant F' avec
Uk (Y) = @mikCrm(y) pour 0 < k < 2, et les relations précédentes montrent
que Uk,m(y) = am+kck,m(y) pour 0 < k <5.

On a donc obtenu que ujm(Y) = GmakVkm(y) pour 0 < k < 5.

On reprend maintenant la matrice Az(m,y) et on y supprime les lignes 1,2,
et la colonne 6.

On trouve la matrice M,,(y) suivante :

0 K(y+1) J(y +1) 11

0 am+4K(y + ]-) am+3J(y + ]-) Am+2  Gm+1
K(y+2) Ty +2) 1 0
am+5K(y + 2) am+4J(y + 2) am+3 Am+-2 0

qui a donc 4 lignes et 5 colonnes. Le 5 -uplet

[05,m(Y), Vam(Y), v3.m(Y), V2,m (Y), V1,m (Y)]

est solution du systéme associé a la matrice M, (y).

On regarde maintenant As(m + 1,y + 1), et cette fois-ci on y supprime la
ligne 5 et la ligne 6, et la premiére colonne.

On vérifie que ’on retrouve la matrice M, (y). Le 5-uplet

[v47m+1 (y + 1)7 U3,m+1 (y + 1)7 V2,m+1 (y + 1)1 V1,m+1 (y + 1)7 Vo,m+1 (y + 1)]

est solution du systéme associé. On a donc deux solutions du systéme associé
a la matrice M,,(y), et on peut remarquer que les deux solutions sont non
triviales.

4.5.2. Le rang de la matrice M,,(y).— Le rang de la matrice M, (y) est
au moins deux, car le déterminant formé avec les lignes 1,3 et les colonnes 1,2
est non nul.

Si le rang est égal & 2 pour un entier m fixé, on voit en utilisant les
déterminants d’ordre 3 formés avec les lignes 1,2, 3, et les colonnes 1,2, k avec
k =3,4,5, qui sont donc nuls, que 'on a Gpyt1 = Gmi2 = Gmi3 = Gmeq (0N a
supposé que les polyndomes Py, étaient non nuls). On sait qu’alors la suite ay,
est constante & partir de m + 1.

Il nous reste donc deux cas :

A) Tl existe un entier N tel que si m > N, le rang de My, (y) est 4;

B) 1l existe une infinité d’entiers m tels que le rang de M, (y) est 3.
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4.5.3. Le cas de rang 4.— On suppose donc dans cette partie que le rang de
M, (y) est 4 & partir d’un certain rang. Dans ce cas, les deux 5-uplets solution
trouvés sont proportionnels. Il existe donc 6,,(y) non nul dans C(y) tel que
Vk+1,m(Y) = Om(Y)Vkm+1(y +1) pour k=0,--- ,4.

La suite k — vk m41(y + 1) vérifie la récurrence G suivante :

K(y+1+kwps +J(y + 1+ k)wgio + wper +wg =0

et il en est de méme de la suite k — vp11m(y). Par suite c’est le cas aussi de
la suite 7, = Vgp11,m(Y) — Om(Y)Vkm+1(y + 1), qui est nulle pour £ =0,--- ,4.
Donc elle est nulle pour tout k£ en utilisant la relation de récurrence G.

On a aussi que N = Ug+1,m(Y) — Om(Y) Uk m+1(y + 1) est nulle pour tout k
par le méme argument.

En particulier, on a ugm(y) = On(y)usmti(y + 1) et vem(y) =
Om(Y)Vsmi1(y + 1). Mais uspmii(y + 1) = amisUsmri(y + 1), donc
Uﬁ,m(y) = am+6”6,m(y)-

On a donc g m(y) = @mikVkm(y) pour 0 <k < 6.

Supposons montré que pour tout m, on a Uk m(y) = Gm4kVkm(y) pour 0 <
k < 54¢; on vient de le faire pour ¢ = 1. On a upy1,m(y) = Om(y)wkm+1(y+1)
et Vpr1m(y) = Om(¥)vkms1(y + 1) pour tout k. Comme uppmii(y + 1) =
Ahtm+1Vkm+1(y + 1) pour 0 <k <5+ ¢, on a upp1,m(Y) = CGhp1+mVk+1,m(Y)
pour 0 < k < g+ 5, et donc g m(y) = arymVkm(y) pour 0 <k <5+¢+1.

On a donc finalement que uy 1, (y) = @mrVe,m(y) pour tout k > 0.

On note aussi que I’on ne peut avoir vy, (y) nul a partir d'un certain rang;
en effet, ceci impliquerait par la relation de récurrence que vy ,(y) soit nul
pour tout k, ce qui n’est pas vrai.

On fixe maintenant m, on pose uy(y) = uUnm(y), vy(y) = vem(y), et
ay = aptm. L’hypothése faite sur a, assure que a; appartient a un sous-
anneau A de C, de type fini sur Z, et les autres hypothéses du lemme 4.4.5 sont
vérifiées, par suite a;, est une suite récurrente linéaire, et donc a, également.

4.5.4. On suppose que le rang de M,(y) est 3 pour une infinité
d’entiers.— Dans ce cas, on récupére pour un tel entier donné n et fixé
tel que la matrice soit de rang 3, que tous les déterminants extraits d’ordre
4 sont nuls. On note tout de suite que ’on peut sans problémes remplacer
y + 1 par y dans la matrice M, (y). Notons C, k =1,2,3,4,5 les colonnes de
ce déterminant. Nous allons utiliser I’annulation de trois de ces déterminants
extraits :

L’annulation du déterminant construit en éliminant la colonne C3 donne
aprés simplification :

Relation L1 :

(am+4 — amt1) (@mts — amt2) K(Y) — (@mt2 — amt1) (@mss — Gmya) J(y +1) =0
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L’annulation du déterminant construit en éliminant la colonne Cy donne aprés
simplification :
Relation L2 :

(@m+3 — am+1)(amt5 — amt2) J(Y) — (@mt2 — amt1) (@mts — ams) = 0
Enfin, ’annulation du déterminant construit en éliminant la colonne Cy donne
aprés simplification :

Relation L3 :

(amta — ami1)(@ms — amy3) K(Y) — (@mi3 — amy1) (@mys — amya) J(y) J(y +1) =0

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui n’utilise que le fait que le déter-
minant Bs(n,y) est nul pour tout n assez grand :

Lemme 4.5.1. — On se place sous les hypothéses du théoréme 4.1.3, de sorte
que le déterminant Bs(n,y) est nul pour n assez grand. Alors :

a) Sion a J(y) =1, et s’il existe une infinité d’entiers m tels que apy1 =
Gm+4 = Gmt5, alors ay est récurrente linéaire ;

b) Sion a J(y)J(y+1) = K(y), et s’il existe une infinité d’entiers m tels
que Gmiy1 = Gm+2 = Qmy5, alors ay est récurrente linéaire.

Démonstration. — a) On reprend la relation Bs(n,y) = 0 pour tout n assez
grand, disons n > N, qui devient :

Ri(a,n)K(y)K(y +1) + (R7(a,n) — R3(a,n))K(y + 1) — Rs(a,n)(K(y) —1) =0

On peut choisir 'entier m de telle sorte que les valeurs introduites & partir
de m dans ce qui suit soient toutes plus grandes que N

Prenons tout d’abord n = m + 2. On a donc ap42 = apy3. On trouve que
R7; =0, et R3 = Ry. La relation B3(n,y) = 0 devient
(K(y) - D(RiK(y+1)—R5) =0

Si Ry ou Rj est non nul, on en déduit que K (y) est constant ; par suite, on est
ramené au cas du théoréme du quotient de Hadamard.
Si R; et Rs sont nuls, on récupére les égalités

(am+7 — @mta)(@mi6 — @m+3)(@mis — amy2) =0
et

(am+7 — am+6)(@mts — Am+2) (@m+a — ami3) =0
Si @47 = Gma4a, on utilise les indices m + k, &k = 4,5,6,7, ot il y a trois
valeurs égales pour a,, et a, est constante & partir de m + 4.
Si @45 = Gmao, on utilise les indices m + k, k = 2,3,4,5, ou il y a trois
valeurs égales pour a,, et a, est constante & partir de m + 1.
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On a donc amis = ames. Il en résulte que (ami7 — @m+3)(@mes —
am+2)(@mia — amy3) =0

Si Gm+s = amt2, cas déja vu, et a, est constante & partir de m + 2.

Si Gm+a = Gma3, ON & Gmt3 = Gmtd = Gm45 = Omt6, €6 ap est constante &
partir de m + 3.

On a donc nécessairement que Gpm43 = Gm+6 = Cmt7-

Posons maintenant m’ = m + 2. On a donc a1 = Gy = Gmies, eb
toujours J(y) = 1. Le raisonnement fait ci-dessus conduit donc & a3 =
Gm! 16 = Gm/ 17, SOIt & Gmiys = Gmas = Gmag- Sion pose alors m* =m + 4, on
A Gm*41 = Qm*4+4 = Gm*+5, et par suite ay*43 = Gm*46 = Am*47, dONC Gpy7 =
@m+10 = G411 Par récurrence, on montre que a4(k41)+m = Gm+4k+1 = Om+1,
G4k+24m = Q4kt3+m = Gm3 pour tout k assez grand, contrairement aux
hypothéses faites, ce qui termine la démonstration.

b) En tenant compte du fait que K et J sont non nuls, il vient la relation :

RiJ(y)J(y+1) + (R — R3)J(y) — Ra(J(y+1) —1) =0

Posons n = m—1, de sorte que a,+2 = an43. Dans ce cas, on a Ry = (ap45—
an+2)(an+4 - an+1)(an+2 - an); Ry = (an+5 - an+2)(an+4 - an+2)(an+1 - an)a
R3 = (an+5 —an+2)(@nta —an+1)(ant2 —an) = Ry, Ry = 0. La relation devient
(R1J(y) —R2)(J(y+1)—1) =0, et si Ry ou Ry est non nul, cela implique que
J(y) est constant, donc aussi K (y), et on a terminé.

Donc Ry = Ry = 0. On revient a la variable m :

(am+4 - am+1)(am+3 - am)(aerl - amfl) =0 et (am+4 - am+1)(am+3 -
am+1) (@ — am—1) =0.

Comme a,,, 44 n’est pas égal & ap,+1, on a (@m43 —am)(@Gmi1 —am—1) = 0. Si
Gma3 7 Gm, ON & Qi1 = Gm_1, €6 a, est constante a partir de m — 1 puisque
Om—1 = Gm+1 = OGm4-2-

On a donc @y, i3 = ap,. Il vient alors que (am — am+1)(@m — am—1) = 0. Si
Gm = Qm+1, ON & ay constante & partir de m.

Par suite apm—1 = am = Gm3.

Posons m* = m — 2, on a obtenu amy4+1 = Gm*+2 = Gm=45. Comme a, n’est
pas constante, on trouve par le raisonnement précédent que apx«_1 = Gy =
Am* 43, soit encore que am—-3 = Gm—-2 = Gm+1, OU a(m,4)+1 = a(m,4)+2 =
Q(m—4)+5 = Gm+1 = Gm+2 = Apt5. On a alors par récurrence que, pour tout &
tel que m —4k soit assez grand, a(m_ak)+1 = A(m—1k)+2 = CG(m—ak)+5 = Om+1 =
Om+2 = Omts = Q. Comme on a apy—1 = Gy = Gm43, le méme raisonnement
donne que a(m_4k)—1 = G(m—ak) = O(m—ak)+3 = Gm—1 = Gm = Gm+3 = Pm.-

Soit A I'ensemble des entiers m, qui par hypothése est infini. Pour m € A,
posons m = 4¢y, + hy,, avec hy, € {0,1,2,3}. Quitte & se restreindre & une
partie infinie B de A, on peut supposer que h,, est une constante h. On obtient
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donc pour m € B que ay4(q,, —k)+h+j €St égal & apm sij = 1,2, et By, 815 =0,3.
En tenant compte de la contrainte que m—4k doit étre assez grand, et en posant
l = gm — k, il en résulte qu’il existe une constante c tel que si ¢ <[ < ¢, on
& Q4l4htj = Qm siJ = 1,2, et By, si j = 0,3. Donc oy, et By, sont constants
pour m € B. Comme g, tend vers l'infini si m € B tend vers l'infini, on
en conclut que a, est constante sur les progressions arithmétiques modulo 4,
contrairement aux hypotheéses faites, et cela termine la démonstration.

O

On va maintenant étudier successivement trois cas pour des entiers m, tel
que le rang de M,,(y) est trois (il y a par hypothése une infinité de tels m),
et donc les relations Lq, Lo, L3 sont vérifiées pour m. L’outil principal sera le
lemme 4.4.3.

4.5.4.1. Cas K(y) et J(y + 1) liés, et K(y) et J(y)J(y + 1) lis.— On voit
immédiatement que ceci implique que J(y) et K (y) sont des constantes, et on
est ramené au théoréme du quotient de Hadamard.

4.5.4.2. Le cas ou K(y) et J(y + 1) ne sont pas liés.— Par la relation L1, il
vient que (am+4 —am+1)(@m+5 —am+2) = 0 et (amt2— amt1)) (@m+5 — Amta) =
0. On a donc en particulier que S0it ¢;m+4 = @1 pour une infinité de valeurs
de m, S0it am+5 = amro pour une infinité de valeurs de m.

Premier cas : On a apm4q4 = amy1 pour une infinité de valeurs de m. Ceci
implique que (ami2 — ma1)(@mas — amy1) = 0. Sion a apmis = Gme1, ON
a pour les indices m + k, k = 1,2,3,4, 3 valeurs égales, et a, est constant &
partir de m + 1 par le lemme 4.4.3, que nous allons utiliser un bon nombre de
fois, ce qui est contraire aux hypothéses faites.

On a donc apmi1 = Gmada = Gmts-
La relation L2 devient

(@m43 — ams1)(@my2 — amy1)(1 = J(y)) =0
Si amy3 = amy1, ON a encore a, constante a partir de m + 1 en utilisant les
indices m + k, k =1,2,3,4. Si apy12 = a1, c'est pareil.
On a donc J(y) = 1.

Nous avons obtenu que ;41 = Gmid = ams, €t J(y) = 1. On peut alors
utiliser le lemme 4.5.1, a), ce qui termine la preuve.

Second cas : On suppose que G415 = Gmt2 pour une infinité de valeurs de
m. On a alors que (Gm+2 — Gm+1)(@mt2 — @mta) = 0. Si apmia = G2, On voit
encore que a, est constante a partir de m + 2.

On a donc apmi1 = Gma2 = Gmts-

La relation L3 donne que

(@m+a = ami1)(@mys — ams1) (T (y) J(y + 1) = K(y)) =0
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Si @pmtd = A1 OU Si Gyt = Gmy1, ON trouve encore que a, est constante
a partir de m + 1; on suppose donc que Gm+4 7 Gma1 €6 qUe Gmi3 F Gmat1-
On a alors J(y)J(y +1) — K(y) =0, et ami1 = Gmi2 = amas. On peut alors
utiliser le lemme 4.5.1, b), ce qui termine la démonstration.

4.5.4.3. Le cas ot K(y) et J(y)J(y + 1) sont linéairement indépendants.—
Ceci donne grace a la relation L3 les égalités suivantes :

(@m+4 — am+1)(@m+s5 — Amz) =0

et

(@m+3 — @m+1)(@mys — @mya) =0

Premier cas : On a apy44 = a1 pour une infinité de valeurs de m. Il en
résulte que (am+3 — @m+1)(@mts — amt1) = 0.

Si Gm+3 = Gm+1, On a trois valeurs égales pour a, parmi les indices m + k,
k=1,2,3,4, et a, est constante & partir de m + 1.

Sinon, on a Gm41 = Gmtd = Gmts-

La relation L2 donne que

(am+3 — am+1)(@m+2 — amy1) (1 = J(y)) =0

Comme on peut supposer que apy 1 7# amis, on a si J(y) # 1, ameo = amyt
et encore a, constante en utilisant les indices m + k, k =1,2,3,4

Donc on a 1 = J(y), ami1 = Gmida = amas, et on peut utiliser le lemme
4.5.1, a), ce qui termine la démonstration.

Second cas : On a apy45 = apy3 pour une infinité de valeurs de m. On a
alors par la seconde relation que s0it a3 = amr4a, auquel cas ami3 = Gmiyds =
Gm+5, €t on a a, constante & partir de m+3, ou alors @, +1 = Gmi3 = Gmys. La
relation L1 donne (anm44 — @mt1)(@mi1 —ams2) K (y) — (amt2 — @mr1) ((@ms1 —
am+4)J (y + 1) =0, et comme une des égalités a4 = Gmi1 OU Gpt2 = Gt
permet encore de montrer a,, constante a partir d’un certain rang, on a K (y) =
J(y +1).

Nous revenons maintenant a la récurrence de départ, qui est donc
J(n+ Dwpys + J(n)wpio + wppr +wy, =0

Pour une solution quelcoque w,, de cette récurrence, posons 0, = J(n)w,42 +
wyp. On a alors §,41 + 0, = 0. Il en résulte que 'on §,, = (—1)"dy. Posons alors
t;, = Wap et t;, = wopt1. On a alors J(2n)t),  , + 1, = do et J(2n + 2)t], 5 +
tny1 = 0o, Aot J(2n + 2)t;, o — (J(2n) — 1)t} — t;, = 0. Cette récurrence
est donc vérifiée par les deux suites vo, et us, = a9,v9y, ; donc la suite agy, est
récurrente linéaire par le théoréme 4.1.3. On vérifie de méme que la suite agp 41
est récurrente linéaire, et il en résulte que la suite a,, est récurrente linéaire, ce
qui démontre 1’assertion.
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4.6. Preuve du théoréme 1.1.4

4.6.1. Quelques lemmes. — On note M la matrice dont les coefficients de
la i-éme ligne sont les Psy1—j(n)a;(n + s+ 1 —j), oit i varie entre 0 et s — 1,
et j entre 1 et s + 1. C’est donc une matrice & s lignes et s + 1 colonnes.

On note T' la matrice obtenue en remplagant les P;j(n) par 1 dans la matrice
M.

On fabrique la matrice N & s+ 2 lignes et colonnes en bordant la matrice M
de la maniére suivante : On rajoute une premiére colonne de termes nuls (qui
sera la colonne d’indice 0), pour 0 < ¢ < s — 1, et on rajoute les deux lignes
d’indice 1 = s et + = s + 1 qui sont

[Ps(n+1),Ps_1(n+1),---, Py(n+1),0]
et

[Ps(n+ Das—1(n+s+1),Ps_1(n+1)as—1(n+s), -, Po(n + 1)as_1(n + 1),0]

Lemme 4.6.1. — Soit n un entier assez grand, fizé. Soit m un entier appar-
tenant a {1,--- ,s}. Le déterminant de la matrice T,, obtenue & partir de T
en y supprimant la colonne d’indice m est non nul.

Démonstration. — On va raisonner par ’absurde, et supposer que ce détermi-
nant est nul. Dans ce cas, il existe une combinaison linéaire non triviale des
lignes de Ty, qui est nulle. Tl existe donc des p; € C, non tous nuls (qui peuvent
dépendre de n, mais n est fixé), tels que l'on ait

s—1

> piain+s+1-4)=0
1=0

s—1
pour j =1,--- s+ 1, j # m. Posons b(q) = Z,uiai(q) et
i=0

s—1 s—1
u(q) = b(g)v(q) = Y mwiai(@)w(@) = piuilq)
1=0 1=0

qui est une solution de I’équation aux différences (E) nulle pour tout ¢ = n+7,
1 <j<s+1,j # m.Parlelemme 4.4.3, la suite u(q) est nulle & partir de n, ceci
contredit I'indépendance linéaire des u;(q) et termine la démonstration. O

Lemme 4.6.2. — Pour 1 <k <s, on note

Q) =P+ 1D [  Perrs)

1<5<s+1,j#£k

Le déterminant de la matrice N est donné par la formule suivante :
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Pin+1) Y (=) (as1(n+s+1) = a1(n+ s + 1 — k) Qp(n)det(T},)
1<k<s
ot Ty, est la matrice obtenue o partir de la matrice T en y supprimant la colonne
d’indice k, 1 <k < s.

Démonstration. — On va développer par rapport aux deux derniéres lignes.
On développe par rapport & la derniére ligne, on choisit tout d’abord un indice
7,0 <7 <s+1, et on voit que puisqu’il y a un zéro en derniére place, on peut
se limiter aux j tels que j < s. Le déterminant de N prend la forme :

Z (=1 IP_j(n+ )as_1(n+s+1— )T
0<j<s

ou I'; est le déterminant de la matrice N privée de sa derniére ligne, et de sa
colonne d’indice j.

On considére maintenant I';, et on le développe par rapport a sa derniere
ligne, en repérant toujours les colonnes par les indices 0,--- ,s+ 1, dont on a
enlevé le terme j.

Supposons j # 0, ce qui veut dire que la premiére colonne de N n’a pas
été supprimée pour obtenir I';. Dans ce cas, le déterminant I'; est égal a
(=1)*Ps(n + 1)det(M;), ot M; est la matrice M privée de sa colonne d’indice
J, 1<7<s.

Supposons maintenant que 7 = 0. On développe alors, le terme correspon-
dant & I'indice k£ de colonne (1 < k < s) est (—1)*T1"kP,_;(n + 1)det (M)

Finalement, on trouve une premiére formule, qui est

S
Pin+1)Y (=1)*Pyg(n+1)(as1(n+ 5+ 1) — ag_1(n + s + 1 — k))det(M},)
k=1
On voit tout de suite que

det(Mi) = ( [] = Pepr—j(n))det(Ty)
1<j<s+1,j#k

ce qui termine la démonstration du lemme. ]

4.6.2. Preuve du théoréme 4.1.4. — On commence par écrire que v(n) et
les uj(n), 1 < j < s—1 sont solutions de (E) en remplagant les u;(n) en fonction
des a;(n) et de v(n) ; ceci étant fait, on change dans I’équation vérifiée par v(n)
I'indice n par n+1, et on fait de méme pour I'équation vérifiée par as_1(n)v(n).
On obtient un systéme linéaire homogeéne d’équations, dont (v, -+ ,Vptsi1)
est une solution, qui par hypothése n’est pas la solution nulle. La matrice du
systéme est N, et donc son déterminant est nul.
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Des lemmes 4.4.1 et 4.6.2, il résulte que I’'on va avoir en raison de ’hypotheése
que les aj(n) sont dans G4 pour un groupe de type fini G et un entier d
convenables des égalités polynomiales :

Y (D (asai(n+s+1) —as1(n+s+1—k)Qu(y))det(T) =0
1<k<s

Nous allons commencer par le cas ou s = 2.
Dans ce cas, on peut expliciter la relation, qui devient (en notant a, =

ay(n)) :

Py(y)Po(y + 1)(an+3 — ant1)(ant2 — an) — Pi(y) Pi(y + 1) (ant3 — ant2)(@nt1

Si les polynomes P (y)Po(y+1) et Py (y)P;(y+1) sont linéairement indépen-
dants sur C, leurs coefficients sont nuls pour tout n. Dans ce cas, on a les deux
relations (an43—ant1)(anr2—an) =0 et (antrs—ani2)(ant1—ay,) = 0. La pre-
miére montre que pour tout n, on a parmi les s+1 = 3 valeurs an+1,Gn+2, Gn+3,
au moins deux qui sont égales, ou parmi les valeurs ay, apt1,a@nt2, au moins
deux qui sont égales. On applique alors le lemme 4.4.3, qui montre que la suite
an est constante & partir d’un certain rang, et ceci termine la preuve dans ce
premier cas.

Si les polyndmes sont dépendants, comme ils sont non nuls, il existe une
constante A telle que Py (y)Py(y + 1) = AP»(y)Py(y + 1). Nous allons dans ce
cas étudier les solutions de la récurrence.

On note N un entier tel que si n > N, on ait Py(n)Pi(n)P(n) # 0. Soit

> N + 1, t, la suite défini t ﬁpo(k)
pour n ~ y a Sulte demnnie par =

. Soit w,, une solution

. Wnp, L. . L1
quelconque de la récurrence, et z, = —. On vérifie immédiatement que 1’on
1 n
a A "Tpio+ Tpil + x, =0, ce qui rameéne ’énoncé a démontrer au théoréme

du quotient de Hadamard, et ceci termine la démonstration.
Dans la suite, on suppose que s > 3. La démonstration va se dérouler suivant
le méme schéma de preuve, mais avec quelques complications techniques.

Soient m,l deux indices fixés, distincts, appartenant a {1,---,s}. On va
appliquer ce qui précéde en remplacant as_; par une combinaison linéaire
d(n) = Aai(n)+ - -+Xs_1a5_1(n), en imposant que d(n+s+1) = d(n+s+1—j5)
pour 1 < j < s et j # m,l, et aussi que le coefficient A;_1 ne soit pas nul
(on va le prendre égal a 1), ce qui implique I'indépendance linéaire de a;(q),
0<i<s—2etded(q).

—ap) =0
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En écrivant que d(n+s+1—j)—d(n+s+1) =0pour 1 < j < setj#m,l,
on trouve le systéme (S) aux inconnues A;, 1 =1,--+ ,8 —2

s—2
> Aiain+s+1-5) —ain+s+1) =as1(n+s+1) —as_1(n+s+1-y)
=1

La matrice de ce systéme est la matrice (a;(n +s+1—j) —ai(n+s+1)),
1 <i<s—2,75# m,l. Il suffit donc de montrer que le déterminant de cette
matrice est non nul pour prouver cette assertion.

Considérons la matrice Ty, 11(n + 1) dont le déterminant est non nul par le
lemme 4.6.1. On commence par modifier cette matrice en soustrayant la pre-
miére colonne de cette matrice & toutes les autres, puis on considére la matrice
extraite obtenue en supprimant la premiére ligne et la premiére colonne. On
trouve la matrice (a;(n +s+2 —h) —a;i(n +1+38)), avec 1 < i < s—1,
et 2 < h<s+1, h #m+ 1. (En effet, pour obtenir Ty, y1(n + 1), comme
m + 1> 2, on n’a pas enlevé la premiére colonne de T'(n + 1)).

On change l'indice h en le posant égal & j + 1, ou j varie entre 1 et s, et
j # m. La matrice devient (a;(n+s+1—7)—a;(n+1+s)). avec 1 <i<s—1,
1<j5<s,etj#m.

On développe maintenant le déterminant de la matrice précédente suivant
la colonne d’indice [. Comme ce déterminant est non nul, on en déduit qu’il
existe un indice 7 tel que le mineur égal au déterminant de la matrice (a;(n +
s+1—j)—ain+1+s)) avecl <i<s—1,0i#iy 1<j<s,etj#m,l
est non nul. Quitte & renuméroter les a;, on peut supposer que ig = s —1; le
systéme (S) précédent aux inconnues A; est alors un systéme de Cramer, ce qui
prouve l'assertion.

On obtient que la somme des deux expressions suivantes est nulle :

(=1)"™(d(n+s+1) —d(n+s+1—-m)Qn(y)det(Ty)
et
(—D'd(n+s+1) —d(n+s+1—1)Q(y)det(T})

Le lemme 4.6.1 donne que det(7},) et det(7}) sont non nuls tous les deux.
Donc comme tous les polyndomes Py sont non nuls, si I'un des termes d(n+ s+
l1—-m)—dn+s+1)oudn+s+1—1)—d(n+s+1) est nul, autre aussi,
par le lemme 4.4.3, la suite d(q) serait constante, ce qui par I'indépendance
linéaire des a;(q) contredirait le fait que A\s_1 est non nul.

On a obtenu une relation de dépendance non triviale entre Q,, et Q;. En
simplifiant cette relation, on voit qu'il existe d,,; non nul, tel que Ps_y,(y +

D)Psi1-1(y) = 0miPs—i(y + 1) Poy1-m (y).



4.7. QUELQUES COMMENTAIRES. 55

Pour [ = s, on obtient que pour Kk =0,...s—1on a
1

Pi(y)
P = P + 1 Ofl = T, = —7
k+1(Y) = prsp(y) Pr(y + 1) ol puy s o(y) Poly + 1)
On vérifie alors par récurrence sur k=1...,s que
k—1
P (y+ z))
P = P, ; .
k(y) O(y) Z]:([) <Mt P(](y + ’L)
n—1
P,
Si on pose 0 = H?:_ol Wi, et n, = H P(IJE:; pour n assez grand et Ny
m:No

convenable (qui est une suite holonome inversible), toute suite w, vérifiant
I’équation aux différences (E) de départ sera telle que la suite ¢, = n,w, va
vérifier la relation de récurrence a coefficients constants (F) suivante :

Z Oktnik =0
k=0

et on est alors ramené au théoréme du Quotient de Hadamard, ce qui termine
la preuve.

4.6.3. Preuve du corollaire 4.1.5. — Le premier cas est celui, trivial, ou
) )

la suite a, est constante & partir d’'un certain rang, ce qui équivaut & dire

que les suites u,, et v, sont linéairement dépendantes. On suppose donc pour

poursuivre que ce n’est pas le cas. On écrit la récurrence sous la forme :

Py(n)wpyo + Pr(n)wpi1 + Po(n)w, =0

Comme il est clair que I'on peut supposer que les polynémes Py et P> ne sont
pas nuls, il nous reste deux possibilités :

Premier cas : Le polynéome P; n’est pas nul. On peut alors appliquer le
théoréme 4.1.4, qui donne le résultat.

Deuziéme cas : Le polyndme P; est nul. On voit alors facilement que les
deux suites vy et vogy1 vérifient des récurrences d’ordre 1, et par la remarque
4.2.2 Passertion en résulte.

4.7. Quelques commentaires.

1) Nous avons di faire dans nos énoncés I’hypothése naturelle que la suite
v, était non nulle & partir d’'une certain rang, mais aussi I’hypothése que la
suite a, quotient des deux suites u, et v, ne prenait qu’un nombre fini de fois
toute valeur L fixée.

En fait ces deux hypotheéses sont liées. En effet, si L est une valeur fixée dans
C, dire que a,, prend une infinité de fois la valeur L est équivalent & dire que
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la suite w,, = u,, — Lv,, qui vérifie la récurrence commune a u,, et v,, s’annulle
une infinité de fois.

Dans le cas d’une suite récurrente linéaire w,, d’éléments de C, ’étude de
I’ensemble des indices n tels que w, = 0 conduit au théoréme de Skolem-
Mabhler-Lech, ([32], [20], [18]), qui affirme qu’il existe un entier d > 1, tel que,
pour tout r € {0,--- ,d— 1}, on a soit wgy+r = 0 pour tout k assez grand, soit
I’ensemble des indices k tels que wgqi, = 0 est fini.

Dans le cas d’une suite holonome w,, il a été démontré d’abord dans le cas
ou la série génératrice anaz” est algébrique (|7]), puis dans le cas général
([21]), qu’il existe un entier d > 1, tel que, pour tout r € {0,--- ,d — 1}, on a
soit wiqq, = 0 pour tout k assez grand, soit ’ensemble des indices £ tels que
Wigg4r = 0 est de densité arithmétique nulle.

Le probléme de savoir s’il existe une suite holonome w,, tel que I’ensemble
formé par les indices n appartenant & une progression arithmétique tels que
wy, = 0 est un ensemble infini de densité arithmétique nulle est a notre
connaissance un probléme ouvert (qui se rameéne bien siir a savoir s'il existe une
suite holonome telle que les indices ou elle s’annulle forme un ensemble infini
de densité arithmétique nulle). A priori, on ne peut donc exclure que pour une
valeur L, ’ensemble des indices n appartenant & une progression arithmétique
tels que a, soit égal & L soit un ensemble infini de densité arithmétique nulle.

Nous allons cependant exhiber une classe de récurrences, telles que pour
toute solution w, de cette récurrence ayant une infinité de termes non nuls,
on a w, # 0 & partir d’'un certain rang, ce qui par ce qui précéde permet
d’appliquer nos résultats.

Nous utiliserons un théoréme dia & O.Perron. ([26], [22]). Considérons une
relation de récurrence R de la forme

(as +es(n))wnis + -+ (ap +eo(n))wn, =0

ou les ay, sont des constantes, avec asag # 0, et les ex(n) des suites de limite
nulle. Si ’on suppose que le polynéme P(X) = a;X® + --- 4 ag a des racines
a; de modules tous distincts, alors R posseéde une base e;(n),j =1,--- ,s de
solutions telles que ej(n) = (1 + B;(n))", avec 8;(n) de limite nulle.

Il est clair que I'hypothése faite sur les «; implique que, pour toute solution
non nulle w,, de la récurrence, on a w, non nul & partir d’un certain rang.

On pourra consulter [16] pour des généralisations de ce résultat et des
références bibliographiques.

A titre d’exemple, pour tout choix des polynémes Qi de degrés au plus deux,
la récurrence suivante satisfait a ces conditions :

(n® + Q3(n))wnts — (6n° + Qa(n))wntz + (11n° + Q1(n))wnt1 — (6n° + Qo(n))wn =0
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2) On peut songer & donner des applications arithmétiques des résultats
précédents. Nous n’avons pour le moment que des résultats assez faibles, nous
en donnons simplement un exemple; nous espérons pouvoir revenir sur cette
question.

On considére les deux suites u, = n! + 2" et v, = n! 4+ 3". Elles vérifient
toutes les deux la récurrence

Ps(n)wp+3 + Py(n)wpio + Pr(n)wn1Po(n)w, =0

avec P3(n) = (n® — 2n +3), Py(n) = —(n® + 602 — 8n + 17), Pi(n) =
(5n3 + 11n? — 2n + 28), et Py(n) = —(6n + 6n? + 12n + 12). En fait les
trois suites n!, 2", 3™ constituent une base de solutions de cette récurrence, ce
qui montre que, pour une solution quelconque w,,, 8’il existe une infinité de n
tel que w, # 0, on a w, # 0 & partir d’un certain rang. On peut donc par ce
qui précéde appliquer le théoréme 4.1.3. Soit z, le PGCD de u, et v,. On a

alors le résultat suivant :

Soit ’ensemble des nombres premiers divisant un terme de la suite o, = —

n
est infini, soit ['ensemble des nombres premiers divisant un terme de la suite
v . .
Bn = — est infini.
Zn
En effet, dans le cas contraire, il existe un ensemble fini S de nombres
premiers tels que les facteurs premiers de a,f, sont dans S pour tout n;
! n
n!+2"  ap
nl+3" B,
sait que pour une suite récurrente linéaire a,, vérifiant cette condition, il existe
un entier d > 1, et des )., y, rationnels tels que argir = A\pF, pour tout k
assez grand. On montre facilement que ce n’est pas le cas, et cette contradiction
démontre 1’assertion.

comme on a = ay, on peut appliquer le théoréme 4.1.3. Mais on
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PARTIE 11

SEMI-GROUPES DE FRACTIONS
RATIONNELLES POUR LA
COMPOSITION



Résumé de la seconde partie :

Les ensembles de Fatou et de Julia d’une fraction rationnelle & coefficients
p-adiques ont été introduit il y a quelques années.
Ces ensembles sont étudiés dans [15], [5], [6], [7], [8], [10], [11], etc..., on ¥
montre en particulier que de nombreuses propriétés des ensembles de Fatou et
de Julia d’une fraction rationnelle & coefficients complexes, sont vraies dans le
cas p-adique.

Dans notre travail on s’intéresse & l'itération d’un semi-groupe de fractions
rationnelles & coefficients p-adiques (pour l'itération d’un semi-groupe de frac-
tions rationnelles & coefficients complexes voir par exemple [13], [21], [22], et
[12]).

Dans le premier chapitre on rappelle quelques notions de base (distance
sphérique, équicontinuité, points exceptionnels, etc... ), et on prouve quelques
résultats préliminaires utiles pour la suite.

Dans le second chapitre on donne la définition des ensembles de Julia J(G)
et de Fatou F(G) d’un semi-groupe G de fractions rationnelles a coefficients
p-adiques.

On montre que comme dans le cas d’un semi-groupe de fractions rationnelles &
coefficients complexes, I’ensemble de Julia est stable arriére mais pas toujours
stable avant par les éléments de G.

Ensuite on s’intéresse au cardinal de l’ensemble de Julia J(G); en particulier
on examine le cas o ’ensemble J(G) est fini et on donne des exemples que
I’on ne rencontre ni dans le cas d’un semi-groupe de fractions rationnelles &
coefficients complexes, ni dans celui d’une fraction rationnelle & coefficients p-
adiques.

Puis on montre que J(G) peut étre infini méme si les générateurs de G ont
chacun un ensemble de Julia vide.

D’autre part, on donne des conditions sous lesquelles on peut récupérer ’en-
semble J(G) en fonction des J(g) pour g dans G.

Enfin on donne des conditions pour que J(G) soit parfait (ou non), d’intérieur
vide (ou non).



CHAPITRE 5

GENERALITES

Dans ce chapitre on introduit quelques notions de base, et on rappelle ou on
prouve quelques résultats préliminaires qui nous seront utiles dans les chapitres
suivants.

Soit p un nombre premier fixé, on note C, le complété d’une cloture algébrique
fixée du corps Q, des nombres p-adiques, |.| la valeure absolue p-adique de C,
prolongeant celle de @, telle que [p| = 1/p. On note A, I'anneau de valuation
de C, et M, son idéal maximal.

Pour a € C, et r > 0 on note B~ (a, ) le disque ouvert (ou non circonférencié)
de C, (respectivement BT (a,r) le disque fermé (ou circonférencié) de G,
de centre a et de rayon r correspondant & cette valeur absolue. On pose
PY(C,) = C, U {oc} (ie on considere PY(C,) comme la réunion de C, et du
point a l'infini).

Définition 5.0.1. — Un disque ouvert (respectivement ferme) de P*(C,) est
soit un ensemble de la forme {z € C,/|z —a| < r} (respectivement {z €
Cp/ |z —a| < r}), soit la réunion du point & I’ infini et d’un ensemble de la
forme {x € C,/ |z — a|] > r} (respectivement la réunion du point a I’ infini et
d’un ensemble de la forme {z € C,/ |z —a| > r}), on a € Gy, r € RT*.

5.1. Fonctions analytiques

Dans ce paragraphe on donne quelques propriétés des fonctions analytiques.

Définition 5.1.1. — Soient r un réel positif, a un élément de C,, et f une
fonction définie dans D = B¢(a,r) (avec € = 4+ ou —). On dit que f est

o0
analytique sur D si pour tout z dans D on a f(z) = ch(z —a)", et que le
0

rayon de convergence de la série précédente soit au moins r.
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Remarque 5.1.2. — Si R est une fraction rationnelle sans poéles dans un
disque D, alors R est analytique dans D.

La proposition suivante nous servira dans les prochains chapitres.

Proposition 5.1.83. — Soit f(z) est une fonction analytique dans U =
B¢(a,r) (ot € = — pour le disque non circonférencié et e = + pour le disque
circonférencié), et f(z) = >0 an(z — a)" le développement de f dans U.
Pour t dans 10,7, on note s(f,a,t) = rrrblgi(|an|t", on a alors les propriétés

suivantes :

1) s(f,a,t) est une fonction de t qui est croissante et continue dans ]0,r].

2) Pour € = +, s(f,a,r) = m§¥|an|rn est fini, et si N, = max{k €
n_

N* /|ag|r¥ = s(f,a,r)}, alors, N, est le nombre de racines de f(z) — f(a)

dans B*(a,r).

3) Si R est une fraction rationnelle alors s(R,a,r) = m§i<|an|7"n existe et il
n

est fini. De plus on a R(B(a,r)) = B(R(a), s(R,a,7))

Démonstration. — Voir [9], ou [1], ou [16].

5.2. Quelques propriétés des fractions rationnelles

Dans cette partie on donne quelques propriétés des fractions rationnelles, en
particulier on précise comment elles agissent sur les disques de P!(C,).

Définition 5.2.1. — Soit f(z) une fraction rationnelle a coefficients dans C,
P(z)
Q(z)

degré de f est par définition le maximum des degrés de P et Q.

telle que f(z) =

ou P et () sont des polynémes premiers entres eux, le

Définition 5.2.2. — Une homographie non constante est une fraction ration-

b
nelle de degré 1, donc de la forme ﬂ, avec ad — bc # 0.
cz+d

Proposition 5.2.3. — L’image d’un disque de P'(C,) par une homographie
est un disque de P1(C,) de méme nature.

Démonstration. — Voir [9]. O

Proposition 5.2.4. — L’image d’un disque de P (Cp) par une fraction ra-
tionnelle est soit un disque de P'(C,) soit P1(C,).

Démonstration. — Voir 6] ou [9]. O
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5.3. Points exceptionnels d’une fraction rationnelle

Soit R un élément de C,(z) — C, et n un entier naturel, on note R™ la
n-iéme itérée de R, et on convient que RI%(z) = 2. Pour a dans P'(C,) on note
Or(a) Pensemble des éléments b de P1(C,) tel qu'il existe deux entiers naturels
m, n verifiants RI™(a) = RI™(b). L’ensemble Op(a) est dit grande orbite de a
par R, et on vérifie que Og(a) = U (R™H=1(RI"({a})), et que la relation

m,neN
~ définie dans P! (C,) par a ~ b si et seulement si b € Og(a) est une relation
d’équivalence. De méme on note Ox(a) I'ensemble des éléments b de P1(Cp)
tel qu’il existe un entier naturel m vérifiant RI™(b) = a. L'ensemble Oj(a)
est dit orbite arriére de a par R. On sait que Og(a) est fini si et seulement si
Op(a) est fini cf [2]| page 66. On définit aussi Iorbite avant de a, comme étant
Pensemble des éléments R™(a) oit n est dans N, et on la note OF.

Définition 5.3.1. — On dit que a est un point exceptionnel de R si sa grande
orbite est finie. On note Ei (ou E(R)) ’ensemble des points exceptionnels de
R.
En particulier, on a U Or(a) = Eg.
acER

La proposition suivante donne quelques propriétés des points exceptionnels.

Proposition 5.3.2. — Soit R une fraction rationnelle de degré au moins
deuz, on a :

1) Bg = {a € PY(C,y)/|Or(a)| < 2}, et |ER| < 2.

2) Si Er contient deuz éléments a et b, alors on a soit Og(a) = {a} et

Or(b) = {b}, soit Or(a) = Ogr(b) = {a,b} = Egr
Démonstration. — Voir [9] page 43. O

Remarque 5.3.3. — Ce résultat est ’analogue du théoreme 4.1.2 page 65 de
[2] dans le cas ou R € C(z), et d°R > 2.

Corollaire 5.3.4. — Si a est un point exceptionnel d’une fraction rationnelle
R de degré au moins deux alors Og(a) = Of(a).

Démonstration. — Reésulte des définitions. O

5.3.1. Points exceptionnels et conjugaison. —

Définition 5.3.5. — Soient R, S deux fractions rationnelles & coefficients
dans C,, on dit que R et S sont conjuguées s’il existe une homographie non
constante ¢ telle que S = o Ro ¢!

On vérifie sans peine les propriétés suivantes :
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Proposition 5.3.6. — Soient R, S € C,(z) — C,, et ¢ une homographie non
constante telle que S = @ o Ro p~!. Alors on a :

1) d°(R) = d°(95).

2) Pour tout élément a de P'(C,), on a Og(a) = p(Or(¢~'(a))), et Og(a) =
p(Or (¢! (a))).

3) E(S) = ¢(ER).

4) fix(S) = o(fix(R)), ou fix(R) désigne l'ensemble des points fizes de la
fraction rationnelle R.

Remarque 5.3.7. — 1) Si A € C) — {1}, et p € C;, on a que fir(\z) =
{0,00}, et fiz(z + p) = {oo} (point fixe double).

2) Si on note H;, l'ensemble des homographies qui sont conjuguées a une
homothétie, on voit que les éléments de Hj; — {z} ont tous deux points fixes
distincts.

La proposition qui suit précise ’ensemble des points exceptionnels et 1’en-
semble des points fixes des translations et des homothéties.
Proposition 5.3.8. — Soient \,p € C,, on a :
1) 0.44(50) = 07, ,(00) = {00}, et Bz + ) = fin(z+ ) = {0},
2) Ox;,(0) = O,,(0) = {0}, et Ox,(00) = O, ,(00) = {o0}.
3) Si XA # 1, alors fiz(Az) = {0,00}.
4) Si A n'est pas racine de 1, alors E(Az) = {0,00}.
5) S’il existe un entier naturel non nul k tel que \¥ =1, alors pour tout a de

Cy, on a Ox;(a) = Oy, (a) = {a, Aa,... ,\"a}, et B(Az) = PL(C,).

Démonstration. — Résulte des définitions. O
Ezemple 5.3.9. — E(%) = fwc(%) = {0, 00}.

On déduit de la proposition précédente que les résultats déja vu dans le cas
d’une fraction rationnelle de degré au moins deux sont vrais en général.

Corollaire 5.3.10. — Si o est un point exceptionnel d’une fraction ration-
nelle non constante R alors, Og(a) = Of(a).

Corollaire 5.3.11. — Si R est une fraction rationnelle non constante qui
n’est pas conjuguée a une homothétie de rapport une racine de 'unité, alors
|ERr| < 2.

Remarque 5.3.12. — Une fraction rationnelle non constante conjuguée a
une homothétie de rapport une racine de 1'unité, est une homographie dont
I'une des itérée est l'identité, c’est un élément d’ordre fini du groupe des
homographies non constantes a coefficients dans C, (muni de la composition).
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On notera H; I'ensemble de ces homographies.

5.4. Semi-groupes de fractions rationnelles

Notons § L’ensemble des fractions rationnelles non constantes & coefficients

dans C,.

Définition 5.4.1. — On appelle semi-groupe de fractions rationnelles a co-
efficients dans C, une partie G de §, contenant le polynome z, telle que si
S, R € G, la composée Ro S de R et S appartient encore a G.

Si G et H sont des semi-groupes de fractions rationnelles et que H C G, on
dit que H est un sous semi-groupe de G.

Si un semi-groupe G de fractions rationnelles ne contient que des polyndmes,
on dit que G est un semi-groupe de polynémes.

FExemple 5.4.2. —

Les ensembles suivant sont des semi-groupes de fractions rationnelles :

1) § = C,(z) — C, ensemble des fractions rationnelles non constantes.

2) P = G, [z] — C, ensemble des polynémes non constants.

3) M ={az" [ a€C;, k€ N} ensemble des monomes non constants.
)

4) S ensemble des fractions de la forme az* ou k est entier relatif non nul, et
a€C.

5) H ensemble des homographies non constantes & coefficients dans C, (c’est
méme un groupe)

On a les propriétés élémentaires suivantes :

Proposition 5.4.3. — Soit I un ensemble non vide d’indices et pouri € I, G;
un semi-groupe de fractions rationnelles. Alors G = m G, est un semi-groupe
iel

de fractions rationnelles. ©

Il résulte de cette propriété que si A est une partie non vide de ’ensemble
§ des fractions rationnelles non constantes, on peut parler du semi-groupe
engendré par la partie A comme étant I'intersection des éléments de la famille
des semi-groupes contenant la partie A (qui contient toujours ).

Nous noterons (A) ce semi-groupe.

En particulier :

a) Si A est réduit & un élément R, on a (R) = {R[",n € N}.

b) Si A est un ensemble fini de fractions rationnelles, A = {Ry,... , Ry},
m > 1, on notera (Ry,...,R,) le semi-groupe engendré par A.
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Remarque 5.4.4. — Si G est un semi-groupe engendré par des homographies
d’ordres finis alors G est un groupe. En effet si G = (R;/ i € I), comme pour
tout 4 dans I il existe n; dans N tel que Rz[ni}(z) = z, donc R; est inversible
dans G, et par suite tout élément de G est inversible dans G.

Soit a un point de P'(C,), notons O (a) la réunion des ensembles g~ ({a})
pour g parcourant G' (on dit que O (a) est Uorbite arriére de a par G). De
méme on note Og(a) I’ensemble des g(a) pour g parcourant G, et on dit que
O/ (a) est Dorbite avant de a par G. Si O (a) est fini, on dit que a est un point
exceptionnel de G. Si on note E(G) I’ensemble des points exceptionnels de G,
on voit qu'on a E(G) C E(g) = E({(g)) pour tout élément g de G, par suite,
on en déduit que :

Lemme 5.4.5. — Si G contient une fraction rationnelle de degré au moins
deuz ou de degré un d’ordre infini, alors on a |E(G)| < 2.

5.5. Stabilités avant, stabilité arriére

Nous rappelons ici les notions de partie de P!(C,) stable avant ou stable
arriére par une fraction rationnelle, puis nous donnons quelques unes de leurs
propriétés.

Définition 5.5.1. — Soit g une fraction rationnelle & coefficients dans C, et
A une partie de P'(C,), on dit que :

1) A est stable avant par g si g(A) C A.
2) A est stable arriére par g si g ' (A) C A.

3) A est complétement stable par g si A est stable avant et stable arriére par
g.

Remarque 5.5.2. — 1. Une réunion (respectivement intersection) d’une
famille quelconque de parties stables arriére par g est une partie stable
arriére par g. De méme une réunion (respectivement intersection) d’une
famille quelconque de parties stables avant par g est une partie stable
avant par g.

2. Si A est complétement stable par g, alors A® est aussi complétement stable
par g, et on a dans ce cas g(A) = g '(A) = A4, et g(A°) = g }(A°) = A°.

3. A est complétement stable si et seulement si g7'(A4) = A.

4. Si A et A° sont stables avant par g, alors A et A® sont complétement
stables par g.
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Proposition 5.5.3. — Soit g une fraction rationnelle non constante, et F
une partie finie de IP’I((C,)), alors les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1) F stable arriére par g.

2) F est complétement stable par g.

Démonstration. — Supposons que F stable arriére par g, comme g~ '(F) C F
et que g est surjective, donc F' C ¢g(F'). Par suite on a |F| < |g(F)| < |F|, et
doncona g(F)=F,et F Cg '(F). O

Proposition 5.5.4. — Soit g une fraction rationnelle non constante qui n’est
pas une homographie d’ordre fini, et F une partie finie de P* (Cp) qui est stable
arriere par g, alors F a au plus deur éléments.

Démonstration. — Supposons alors que F' est fini, alors pour tout a de F' on
a que Oy (a) = U (™)' ({a}) C F, et donc O (a) est fini et le point a est

meN
exceptionnel pour g, par suite le corollaire 5.3.11 donne que |F| < |Ey| <2. O

Nous aurons besoin du résultat classique suivant :

Lemme 5.5.5. — Une homographie est parfaitement détérminé par la donnée
des images de trois éléments distinct de IP’((CP).

Proposition 5.5.6. — Soit G un semi-groupe infini ne contenant que des
homographies. Si F' est une partie finie de P! (Cp) stable arriére par les éléments
de G, alors F' a au plus deux éléments.

Démonstration. — Supposons que F' = {z1,... ,z,}, ol n est un entier natu-
rel plus grand que 3, et que g est un élément de G, alors g est parfaitement
déterminé par les images g(x1), g(z2), g(z3) qui sont dans {z1, ... ,z,} puisque
F est complétement stable par les éléments de G d’apreés la proposition 5.5.3.
Par suite G est fini car il a au plus n(n — 1)(n — 2) éléments, et cela est
absurde. O

Lemme 5.5.7. — Soit G un semi-groupe fini non trivial (ie G # {z}) engen-
dré par des homographies, alors il existe deux parties finies Fy et Fy de P! (G)
qui sont disjointes et complétement stables par les éléments de G.

Démonstration. — C’est une conséquence immeédiate des définitions. ]

5.6. La distance sphérique
Définition 5.6.1. — Soient (o, ), (7,0) € PY(C,), on pose :

- las — B
A((a, B), (v,0)) = Maz (||, |B8))Maz (6], )
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A est une distance ultramétrique sur P'(C,) appelée distance sphérique.

Remarque 5.6.2. — 1) Cette distance est ’analogue de la distance sphérique
2|z — w| 2
définie dans P! (C) par o(z,w) = et 0(z,00) = ————=
V141221 + [w?] V14122
pour z,w dans C (voir par exemple [2] page 28).
2) On sait alors que pour a, 3 € G, :
Sia| > 1, et |8] > 1, alors A(a, f) = % -3,

Et quesi || <1, et |B] <1, alors A(w, 8) = |a— S| cf [9].
En fait, on vérifie que pour z,y € C,, on a :

-3 -a(3).
r Yy Ty

A(0,2) = min{l, |z[} = A (OO’ %)

Alw,y) = min{l, i —yl.

De plus, on sait que A munit IP’I((C,)) d’une structure d’espace métrique
complet cf [9], et que sur les disques de C, cette distance est uniformément
équivalente a la distance usuelle de C,. D’autre part, si on note B, («,r) la
boule ouverte de P1(C,) de centre a et de rayon r (non nul) pour la distance
A, et B~ (a,r) la boule correspondante de C,, on vérifie que :

1) Si la| <1 et quer <1 alors By (a,7) = B~ (o, 7).

1
2) Sir <1 alors B5(co,r) est le complémentaire de BT (0, =) dans P1(C,).
r

1
3)Sir< ol < 1, alors Bx(a,7) = B~ (a,7|ce|?).
«@
4) Sirla) > 1, et r <1 alors By(a,r) = By (00,7).
On a des résultats analogues pour les disques fermés :
a) Si |a| <1 et quer <1 alors B{(a,7) = B (7).
1
-

) dans PY(C,).

b) Si r < 1 alors BX(oco,7) est le complémentaire de B~ (0,

1
c)Sir< Tal < L,alors BX(a,7) = B (a, r|a|?).

e
d) Sirla| > 1, et 7 < 1 alors BL(a,7) = BL(0c0,7).
On en déduit que les disques ouverts (respectivement fermés) de P1(Cp)
forment une base pour la topologie de I'espace métrique P'(C,) (muni de la
distance A ), et que A induit sur C, sa topologie usuelle.

Remarque 5.6.3. — On voit donc que les disques de P*(C,) pour la distance
A sont tous des disques de P! (Cp), mais que la réciproque est fausse.

Dans la suite, on utilisera les propriétés suivantes des fractions rationnelles :
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Proposition 5.6.4. — Soit ¢ une homographie, il existe deux constantes
réelles positives ci,ca telles que l'on ait pour tout o, B de P (Cp) -

c2A(a, B) < Ap(a), p(B)) < c1A(a, )
Démonstration. — cf |9] O

Proposition 5.6.5. — Soit R wune fraction rationnelle. Il existe wune
constante strictement positive C telle que pour tout o, dans IP)I((CP) on

ait A(R(a),R(B)) < CA(a,B). En particulier R est lipschitzienne sur
PH(Gy).

Démonstration. — Voir [17] ou [9]. O

Remarque 5.6.6. — On a un résultat analogue pour les fractions rationnelles
a coefficients dans C ( voir par exemple le théoréme 2.3.1 page 32 de [2]).

Proposition 5.6.7. — Toute fraction rationnelle R a coefficients dans G,
est une application ouverte de P'(C,) dans lui méme (ot P1(C,) est muni de
la distance sphérique).

Démonstration. — En effet si U est un ouvert de P1(C,), alors U est la réunion
d’une famille (D;);cs de disques de P'(C,), et d’aprés la proposition 5.2.4,
R(D;) est un ouvert de P'(C,) pour tout i dans I, et par suite R(U) est aussi
un ouvert de P1(C,) (vu que c’est la réunion des R(D;) pour i dans I). O

5.7. Equicontinuité d’une famille de fractions

Définition 5.7.1. — Soit D un disque de P*(C,) et F une famille de fractions
rationnelles & coefficients dans G,, on dit que F est équicontinue sur D si pour
tout e positif il existe n positif tel que pour tout z,y € D on ait A(z,y) < n
entraine que A(f(z), f(y)) < e pour tout f € F.

Le théoreme suivant (da a Hsia) est un critére d’équicontinuité qui sera uti-
lisé par la suite. C’est ’analogue p-adique du théoréme de Montel dans C cf [2].

Critére de Hsia. — Soient D un disque de P1(C,), et Y une partie de
IPI((CP) dont le complémentaire contient au moins deux points et F une fa-
mille de fractions rationnelles telles que pour tout f € F on ait f(D) C Y,
alors F est équicontinue sur D.

Démonstration. — Voir [15]. O
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Remarque 5.7.2. — Intuitivement 1’équicontinuité de F dans un voisinage
d’un point z signifie que si on remplace = par un élément ' assez proche, alors
pour f € F on a que f(z') sera assez proche de f(z); et la non équicontinuité
de F dans les voisinages de x, signifie des petites variations de z peuvent
entrainer de grands changements des images f(z).



CHAPITRE 6

ENSEMBLES DE JULIA ET FATOU

Dans cette partie, nous allons donner une définition des ensembles de Julia
et Fatou d'un semi-groupe de fractions rationnelles & coefficients dans C,, en
traduisant d’une maniére naturelle la définition donnée dans le cas classique
ou le semi-groupe est engendré par une unique fraction rationnelle. Cette
définition est analogue & celle donnée dans le cas complexe par [13],[21],[12].

Nous verrons cependant que comme dans le cas complexe cf [13]) les pro-
priétés générales obtenues avec cette définition sont moins intéressantes que
lorsque le semi-groupe est engendré par une seule fraction rationnelle.

Nous allons commencer par quelques définitions.

6.1. Ensemble de Julia : Définitions et propriétés immeédiates

Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles & coefficients dans C, muni
de la composition. Nous donnons maintenant la définition des ensembles de
Julia et de Fatou de G :

Définition 6.1.1. — L’ensemble de Fatou de G est ’ensemble des points z
de P1(C,), tel qu'il existe un disque de P*(C,), de centre z ot la famille G de
fractions rationnelles est équicontinue; on note F(G) I'ensemble de Fatou de
G.

L’ensemble de Julia de G est le complémentaire de I’ensemble de Fatou dans

PL(C,) et se note J(G).

Remarque 6.1.2. — 1l est clair par cette définition, que si G est un semi-
groupe engendré par une fraction rationnelle g, les ensembles de Julia et de
Fatou du semi-groupe engendré par g coincident avec les ensembles de Julia et
de Fatou de la fraction rationnelle g définis de fagon classique. Pour retrouver
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les notations antérieures, nous noterons F(g) ou F, (respectivement J(g) ou
Jy) les ensembles de Fatou (respectivement de Julia ) du semi-groupe G' = (g).

Pour les fractions rationnelles de degrés un, on a :
Proposition 6.1.3. — Pour \,\p € C; ona J(z+p) =0, et :

0 si A =1
TOz) =4 {cc} si P <1
O si Al>1

Démonstration. — Veérification immeédiate. O

Remarque 6.1.4. — On sait que si g est une fraction rationnelle de degré au
moins deux, les points exceptionnels de g sont dans I’ensemble de Fatou de g cf
[9], mais ce n’est pas le cas pour les homographies, car pour |\| # 1, les points
exceptionnels de Az sont 0, et oo, I'un est dans J(Az) et I'autre dans F(\z).

Nous allons donner quelques propriétés élémentaires des ensembles de Julia
et Fatou d’un semi-groupe de fractions rationnelles G.

Proposition 6.1.5. — Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles a co-
efficients dans C,. Alors l’ensemble de Fatou du semi-groupe G est un ouvert
de PY(C,), et l’ensemble de Julia de G est donc un fermé.

Démonstration. — Ceci provient immédiatement de la définition. O

Proposition 6.1.6. — Soient U un ouvert de P'(C,) et Y une partie de
P! (Cp) dont le complémentaire a au moins deuz points. On suppose que l'on a
g(U) CY pour tout g de G, alors U C F(G).

Démonstration. — Résulte du critére de Hsia. O

Proposition 6.1.7. — Soient G1 et Gy deuxr semi-groupes de fractions ra-
tionnelles. On suppose que G1 C G, alors on a F(Ga) C F(G1) et J(G1) C
J(G2). En particulier, si G est un semi-groupe de fractions rationnelles, pour
tout g € G, on a F(G) C F(g) et J(g) C T(G).

Démonstration. — Soit z dans 'ensemble de Fatou de Gs. Il existe donc un
disque D de P! (Cp) pour la distance sphérique, de centre z, ou la famille de
fractions rationnelles G est équicontinue. Comme toute sous-famille d’une
famille équicontinue 'est également, il en résulte que la famille G est équi-
continue sur D, et par suite z appartient a ’ensemble de Fatou de G4, ce qui
démontre la premiére inclusion. La deuxiéme inclusion s’obtient en passant au
complémentaire. La derniére assertion est évidente. ]
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Proposition 6.1.8. — Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles a co-
efficients dans C,. On a alors :

a) F(QG) est inclus dans l'intérieur de m F(g).
9eG

b) | J(9) c T(G).

geG

Démonstration. — Cela résulte immédiatement des inclusions F(G) C F(g)
et J(g) C J(G) pour tout g € G, et du fait que F(G) est ouvert et que J(G)
est fermé. O

Remarque 6.1.9. — Dans le cas complexe on a U J(g) = J(G) cf page 365

e
de [13], mais on verra que ce n’est pas le cas en général dans le cas p-adique.

Nous savons que ’ensemble de Julia d’une fraction rationnelle R & coeffi-
cients dans C, peut étre vide, par contre, le probleme de savoir si I’ensemble
de Fatou d’un semi-groupe de fractions rationnelles & coefficients dans C, peut
étre vide se pose; nous allons y revenir.

6.1.1. Action des homographies. — Nous allons maintenant considérer
la conjugaison des éléments d’un semi-groupe G par une homographie non
triviale.

Notation Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles, et ¢ une homo-
graphie non constante. Nous notons G, I'ensemble G, = {pogop 1 /geG}.

Proposition 6.1.10. — G, est un semi-groupe de fractions rationnelles, et
on a :

F(Gy) =(F(G)) et T(Gy) =¢(T(G))

Démonstration. — Le fait que G, est un semi-groupe de fractions rationnelles
est évident. Pour les autres assertions, il suffit de voir que F(G,) C ¢(F(G)).
D’aprés la proposition 5.6.5, il existe deux constantes strictement positives
b1,b> telles que I'on ait A(p(z), o(y)) < biA(z,y), et Alp H(z),¢ '(y)) <
baA(z,y) pour tout z,y dans PH(C,).

Soit z € F(G,), il existe un disque D (de P!(C,)) de centre z tel que pour
tout € > 0 il existe n > 0 tel que pour tout f dans G et pour tout x,y dans D,
A(z,y) <7 entraine que A(f o' (z), f oo™ (y)) < baA(po fop !(z),po0
fop™(y) <e.

Posons i/ = bﬁ’ on a alors pour u,v dans D' = ¢~ '(D), que A(u,v) < 7'
entraine que Al( f(u), f(v)) < e. Donc la famille des fractions rationnelles de G
est équicontinue sur D’ et par suite z est dans p(F(G)).

O
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6.1.2. Cas des fractions ayant de bonnes réductions. — D’aprés la
proposition 6.1.7, si J(G) est vide, alors pour tout élément g de G, on a
J(g) = 0 (mais on prouve dans la suite que la réciproque est fausse).

Ici on donne une condition sur les éléments de G pour que 'on ait J(G) vide.

Soit f(X) = % une fraction rationnelle de degré d a coefficients dans C,
ou P(X),Q(X) sont des polynomes premiers entre eux.

On suppose que les coefficients de P et () sont dans I'anneau des entiers de
Gy, et que 'un de ces coefficients est de valeur absolue p-adique 1.

Alors on pose Pi(X,Y) = YP($) et Q1(X,Y) = Y4Q(3).

On dit que la fraction rationnelle f a une bonne réduction (voir [5]) si les
polynémes P; and ()1 n’ont d’autres racines communes dans E autres que
(0,0). Si f n’a pas une bonne réduction on dit que f a une mauvaise réduction.

Remarquons que la notion de bonne réduction ne dépend pas du représentant
P(X)

———= de f(X).

Qex) 7

b
Ezemple 6.1.11. — Soit p(z) = az——i_l—
cz

peut supposer que a, b, ¢,d € A,). Alors ¢ a une bonne réduction si et seulement
si le systéme

une homographie non constante (on

ax +by =0
cx+dy =0
n’a pas d’autre solution que (0,0) dans F,. Cela équivaut & dire que :
dz—1b
ad — be # 0[p]. Et comme ¢ 1(2) = %, donc ¢ a une bonne réduction si
—cz+a

1

et seulement si ¢~ " a une bonne réduction.

On sait que si un semi-groupe de fractions rationnelles a un seul générateur
R et que R a une bonne réduction, alors pour tout z,y dans P'(C,), on a
A(R(z),R(y)) < A(z,y) (voir [17] page 105 ou [9]). En particulier ’ensemble
de Julia de R est vide. On en déduit aisément que :

Proposition 6.1.12. — Soit A sous ensemble non vide de C,(z) — C, et G
le semi-groupe engendré par A. Si l’on suppose que tous les éléments de A sont
des fractions rationnelles ayant une bonne réduction, alors l’ensemble de Julia
de G est vide.

Démonstration. — On a vu que pour tout g € A et que pour tout z,y €
PY(C,) on a A(g(x),9(y)) < A(z,y). Comme tout élément de G s’écrit comme
composition finie d’éléments de A, donc G est équicontinue sur tout disque de
P'(C,), et par suite 'ensemble de Julia de G est vide. O
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1
Ezemple 6.1.13. — Comme 22 et — ont de bonnes réductions, on a donc
z

J(< 22,% >) =0.

Remarque 6.1.14. — 1) Si ¢ est une homographie non constante ayant une
bonne réduction, comme ¢! a aussi une bonne réduction, on en déduit que
pour tout z,y dans P1(C,) on a A(p(z), p(y)) = A(z, y).

2) Par contre si R € C(z) et que d°R > 2, alors J(R) est infini (voir [2]
théoréme 4.2.1 page 67).

6.1.3. Points périodiques. — Dans la suite on aura besoin de la notion de
point périodique répulsif (respectivement attractif).

Définition 6.1.15. — Soient f une fraction rationnelle a coefficients dans
Cp, et zp un point de P1(C,). On dit que 2 est un point périodique de f s'il
existe un entier naturel non nul m tel que f™(z) = 2. Le plus petit entier
naturel non nul n tel que f"(zg) = 2 est dit période de zy. Si zy € C, et que
2o est de période n le nombre (f™)(z) est alors dit multiplicateur de 2. Un
point fixe de f est un point périodique (de f) qui est de période 1.

Définition 6.1.16. — Soient f une fraction rationnelle & coefficients dans
Gy, et zp un point de G, qui est un point périodique de f de multiplicateur A
on dit que :

Le point zy est répulsif si [A| > 1.

Le point zy est attractif si [\ < 1

Le point zp est neutre si |A| = 1.

On montre (cf [9]) que si f est une fraction rationnelle, la nature d’un point
périodique (répulsif, attractif, ou neutre) est invariante par homographie, cela
permet de définir la nature du point & I’infini quand c’est un point périodique.
On montre également que si f une fraction rationnelle & coefficients dans C,
les points périodiques répulsifs de f sont ceux qui sont dans I’ ensemble de
Julia de f, et les points périodiques neutres ou attractifs sont ceux qui sont
dans I’ensemble de Fatou de f (cf [6] ou [9]).

Ezxemple 6.1.17. — Soit G le semi-groupe engendré par les fractions ration-
2P —z

nelles g(z) = et f(z) = 2P —pz, alors le point 0 est un point fixe attractif

pour f et répulsif pour g. Donc ici on a 0 € F(f) — F(< g, f >).

Remarque 6.1.18. — 1l résulte de ce qui précéde, que si un semi-groupe G
contient une fraction rationnelle g qui admet un point périodique répulsif, alors
J(G) est non vide, puisque J(g) C J(G).
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6.1.4. Fractions ayant un point fixe non répulsif commun. — Dans
ce paragraphe, on va montrer que si les générateurs d’un semi-groupe G de
fractions rationnelles ont un points fixe non répulsif commun w, alors sous
certaines conditions w est le centre d’un disque de P*(C,) qui est contenu dans
F(G) et dont on peut préciser le rayon.

6.1.5. Cas ou le point appartient a C,. — Soit f une fonction non

constante qui est analytique au voisinage d’un point w de C,. On note r(f,w)

le rayon de convergence de f au voisinage de w. On suppose que w est un point
o

fixe non répulsif de f, et que f(z) = w+ Z ai(z —w)"*! est le développement
i=0

de Taylor de f au voisinage de w.

Si les a; ne sont pas tous nuls pour ¢ dans N* (ie f n’est pas un polynoéme de

degré un), on pose : 7(f,w)”! = sup{|an|% / n €N}, etsif est polynome

de degré un, on pose : 7(f,w) = co. Enfin, on pose 7(f) = 7(f,0).

Lemme 6.1.19. — Soit R une fraction rationelle a coefficients dans C,
vérifiant les hypothéses précédentes, on a :

1) Si R n’est pas un polynéme de degré un, alors T(R,w) € RT*.

2) 7(R,w) < r(R,w).

3) T(R,w) =sup{t >0, / |ap|t" <1 Vn € N*}.

4) t €]0,7(R,w)[ entraine que R(B*(w,t)) C Bt (w,t).

) R(B™ (w, 7(R,w))) C B™ (w,7(R,w)).

6) Si 7(R,w) < r(R,w), alors on a R(B (w,7(R,w))) C BT (w, 7(R,w)), et il
existe k dans N* tel que 7(R,w) = (|ak|%)*1.

7) 7(R,w) = sup{t >0, / R(B"(w,t)) C BT (w,t)}.

Démonstration. — On utilise les mémes arguments que dans [18] pages 38 et
39.

Remarquons d’abord que si R est un polyndome de degré 1, alors on a 7(R,w) =
r(R,w) = 0o, et les conditions (1) & (7) sont satisfaites.

Regardons le cas ot R n’est pas un polynéme de degré 1 :

1) Comme 7(R,w) > 0, donc 7(R,w) # oo, de plus si 7(R,w) ' = oo
alors pour tout entier naturel m on a que supys,, |ak|1/k = o0, et par suite
lim sup |a, |/™ = oo et on aurait r(R,w) = 0 contredisant ’hypothése. Donc
7(R,w) € RT*.

2) Pour tout entier naturel n on a que supgs,, |ax|/* < sup |a,|'/™, et par suite
on a limsup |a,|'/™ < sup |a,|'/™. On en déduit que r(R,w) > 7(R,w).

3) Soit &, 'ensemble des nombres réels strictement positifs ¢ vérifiant la condi-
tion |a,|t™ < 1 pour tout n dans N*. Pour ¢ > 0, on a |a,|t" < 1 pour tout n
dans N* si et seulement si 7(R,w) > t. On en déduit donc que = 7(R,w) est
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bien la borne supérieure de &, .

4) t < 7(R,w) entraine que t € &, c’est & dire que 'on a |a, [t" ! < ¢ pour tout
n dans N*. Comme 7(R,w) < r(R,w), donc R est analytique dans B (w,t),
et par suite la proposition 5.1.3 entraine que pour s = sup,>g |an|t"+1, on a
R(B*(w,t)) = B*(w,s) C B*(w,t), vu que |ag| = |R'(w)| < 1 (puisque w est
un point fixe non répulsif de R).

5) Comme B~ (w,T(R,w)) est 'union des ensembles B (w,t) ou t < 7(R,w),
on en déduit que R(B™ (w,7(R,w))) C B~ (w, T(R,w)).

6) Supposons que 7(R,w) < r(R,w), on a vu dans (4) que pour ¢t < 7(R,w), on
a |an |[t"1 < t pour tout n dans N*, On en déduit que |a,|7(R, w)" ! < 7(R, w)
pour tout n dans N*. Comme 7(R,w) < r(R,w), donc R est analytique
dans Bt (w,7(R,w)), et par suite la proposition 5.1.3 entraine que pour s =
SuanO |an|T(Raw)n+1 on a R(B+(waT(Raw))) = B+(w15) - B+(waT(Raw))7
vu que |ag| < 1.

De plus on a sup,s; |an|"/" > limsup,s |a|"" et limsup,s |a,|"/" =
limy, 00 SUPL> |ak|1/k, et par suite il existe un entier naturel mg tel pour
tout entier naturel m > mg, on ait SUPgs,, |ag|'/* < sup,sq |an|/", et par
suite on a supy,s; |an|'" = max;<p<m, |ag|/¥.

7) Si on note &, 'ensemble des nombres réels strictement positifs ¢ vérifiant la
condition R(B*(w,t)) C BT (w,t), on remarque que &' (w) C]0,r(R,w)] (vu que
R est analytique sur BT (w, t) pour t € £'(w)). Montrons que 7(R,w) = sup&/,.
Pour ¢t € &', la proposition 5.1.3 entraine que pour s = maxXpen |an[t" !
on a Bt (w,s) = R(B*(w,t)) C BT(w,t), par suite on a |a,[t""t < t
pour tout entier naturel non nul n, et (3) entraine que t < 7(R,w), ie
7(R,w) est un majorant de &. D’autre part si t < 7(R,w), (3) entraine que
s = maxpen |a,[t"T! < t et que BY(w,s) = R(BT(w,t)) C B*(w,t), et par
suite t € &/,. On en déduit donc que 7(R,w) = sup &/. O

Proposition 6.1.20. — Soient (R;)icr une famille de fractions rationnelles
a coefficients dans C, ayant un point fivre non répulsif commun w € C,. On
pose G = (Ry, /i € I) et 7 = inf{7(R;,w), /i € I}. Si J(G) # 0 et T # 0,
alors B~ (w,7) C F(G). Si de plus T n’est pas le minimum des T(R;,w) alors
Bt (w,7) C F(G)

Démonstration. — Pour r < 7 on a pour tout i dans I, R;(B*(w,r)) C
Bt (w,r), et le critere de Hsia (théoréme 5.7) nous permet de conclure. O
6.1.6. Cas du point a ’infini. — Soit f une fonction non constante qui

est analytique au voisinage de l'infini (c’est a dire que la fonction f = (f (1)1

est analytique au voisinage de 0). On note r(f, 00) le rayon de convergence de
f au voisinage de 0. On suppose que 0o est un point fixe non répulsif de f, et
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(e.@)
que f (z) = Z a;z' T est le développement de Taylor de f au voisinage de 0.
i=0
Si les a; ne sont pas tous nuls pour 7 dans N* (ie f n’est pas une homothétie), on
pose : 7(f,00) = 7(f,0) ! = sup {|an|% /né€ N*}, et si f est une homothétie,
on pose : 7(f,00) = 0.

Lemme 6.1.21. — Soit R une fraction rationnelle a coefficients dans C,
vérifiant les hypothéses précédentes, on a :

1) Si R n'est pas une homothétie, alors 7(R,c0) € Rt*,

2) 7(R,00) > r(R,00)"".

3) T(R,00) = inf{t > 0, / |a,| <t" Vn € N*}.

4) t > 7(R,00) entraine que R(B~(0,t)¢) C B~ (0,t)°.

5) R(B*(0,7(R,00))) C B¥(0,7(R,00))°.
6) SiT(R,o0) > r(R,00) !, alors on a R(B~
et il existe k dans N* tel que 7(R,o0) = |ak|
7) T(R,00) = inf{t > 0, / R(B(0,t)°) C B~ (0,t)°}.

—

0,7(R,00))¢) C B~ (0,7(R, 0))¢,

| e

Démonstration. — Résulte de la définition de R et du lemme 6.1.19. O

Proposition 6.1.22. — Soient (R;)icr une famille de fractions rationnelles
a coefficients dans C, ayant l"infini comme point fize non répulsif commun. On
pose G = (R;, /i € I} et 7 = sup{7(R;,0), /i € I}. Si J(G) # 0 et T # o0,
alors BT(0,7)¢ C F(G). Si de plus T n'est pas le mazimum des T(R;,00) alors
B~ (0,7)¢ C F(G).

Démonstration. — Pour r > 7 on a pour tout ¢ dans I, R;(B~(0,7)¢) C
B~(0,7)¢, et le critere de Hsia (théoréme 5.7) nous permet de conclure. O

Remarque 6.1.23. — En particulier si G est engendré par un nombre fini de
polynomes de degrés au moins deux, alors oo € F(G).

6.2. Stabilités de I’ensemble de Julia

Nous passons maintenant aux propriétés de stabilité. Nous aurons besoin du
lemme suivant dans la suite :

Lemme 6.2.1. — Soient D un disque de P1(C,), R une fraction rationnelle a
coefficients dans C,, a > 0 donné. Soit D* = R(D). Il existe a* > 0 possédant
la propriété suivante : Pour tout u,v € D* tels que A(u,v) < o, il existe
z,y € D, tels que R(x) = u, R(y) =v et A(z,y) < a.

Démonstration. — Voir 9], page 41, démonstration de la proposition 3. O

Comme dans le cas complexe (cf page 360 de [13]), on a :
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Proposition 6.2.2. — Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles. Pour
tout g de G on a que l’ensemble F(G) est stable avant par g, et l’ensemble
J(G) est stable arriere par g (c’est a dire que g(F(G)) C F(G), et que
9 1(J(@) CIG)).

Démonstration. — Soient g € G et z € F(G), il existe un disque D de P1(C,)
de centre z tel que la famille des fractions rationnelles de G soit équicontinue
sur D.

Donc pour tout e positif il existe un n positif tel que pour tout f dans G et
tout z,y € D, A(z,y) < n entraine que A(f(z), f(y)) < e

D’aprés le lemme 6.2.1, on sait qu'’il existe un réel positif ' ayant la propriété
suivante : pour tout u,v dans g(D) tels que A(u,v) < 7' il existe z,y € D
tels que v = g(z),v = g(y) et A(z,y) < n. Par suite pour tout f dans G
et pour tout u,v dans g(D) tels que A(u,v) < 7', on a A(f(u), f(v)) =
A(f(g(z)), f(g9(y))) < € (en effet, on a fog € G vu que G est un semi-
groupe).

Donc la famille des fractions rationnelles de G est équicontinue sur g(D) et par
suite g(F(G)) C F(G). La seconde assertion résulte de la premiére, puisque
les ensembles de Julia et de Fatou sont complémentaires. O

En particulier on a donc J(G) C ¢(J(G)) pour tout élément g de G.

Proposition 6.2.3. — Soit F un fermé stable arriére par tout g de G (c’est
a dire que g~Y(F) C F). Si F a au moins deuzs points alors J(G) C F.

Démonstration. — Posons U = F¢, alors g~ '(F) C F donne que U = F¢ C
g Y (F)¢ = g ' (F°) = g~ ' (U), par suite on a g(U) C U pour tout g de G, et
comme le complémentaire de U a au moins deux éléments, la proposition 6.1.6

donne que U C F(G), et donc J(G) C F. O

Remarque 6.2.4. — Si R est un élément d’un semi-groupe G = (R; /i € I)
tel que |J(R)| > 2 et R, '(J(R)) C J(R) pour tout i dans I, alors les
propositions 6.2.3 et 6.1.7 entrainent que J(G) = J(R). En particulier si
f,g sont deux fractions rationnelles de degrés au moins deux ayant le méme
ensemble de Julia non vide, alors on a J((f,¢)) = J(f).

Remarque 6.2.5. — Si on note p(G) l'ensemble des parties fermées F de

P(C,) ayant au moins deux points et qui sont stable arriére par tous les

éléments g de G, alors on a J(G) C ﬂ F, et si de plus J(G) a au moins
Fep(G)

deux éléments alors 'inclusion précédente est une égalité (car J(G) est fermé

et stable arriére par tous les éléments g de G).

Dans la suite on aura besoin de quelques résultats techniques. Le lemme
suivant est dit lemme de Hensel :
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Proposition 6.2.6. — Soit K un corps valué ultramétrique complet d’anneau
de valuation A, d’idéal mazimal M et f un polyndme a coefficients dans A, a
un élément de A tel que |f(a)| < |f'(a)|?. Alors il existe une et une seule racine

¢ de f dans A telle que |¢ —a| < H;c,(('z))“ < |f'(a)].

Démonstration. — Voir [19] page 80. O

Remarque 6.2.7. — En particulier la proposition s’applique si f(a) € M, et
f'(a) ¢ M.

Corollaire 6.2.8. — Soient ¢ un nombre premier et K un corps valué ul-
tramétrique complet algébriquement clos de caractéristique zéro, d’anneau de
valuation A, d’idéal mazrimal M, et dont le corps résiduel est de caractéris-
tique différente de q. Alors pour tout entier naturel m et tout X dans A — M,
Véquation 29" — X = 0 admet dans A, ¢™ racines incongrues modulo M.

Démonstration. — Posons T'(z) = 24" — X, alors on voit que les racines de T
sont dans A — M et qu’elle ne sont pas racines de 7" modulo M. Il suffit alors
d’appliquer la proposition précédente. ]

Lemme 6.2.9. — Soient r un entier naturel non nul et p un nombre premier,
on suppose que r est premier & p— 1 alors pour tout entier relatif | non multiple
de p il existe un entier j compris entre 1 et p — 1 tel que j" = [p]

Démonstration. — Comme [, est un groupe cyclique, donc il existe un entier
¢ tel que € soit un générateur de ce groupe. Comme r est premier & p— 1, donc
¢” est aussi un générateur du groupe [, par suite il existe un entier s tel que
I=(c")® = (c5). O

Dans le cas des ensembles de Julia d’un sous-groupe engendré par une
fraction rationnelle R, on sait que les ensembles de Julia et de Fatou de R
sont complétement stables par R, c'est-a-dire que I'on a R~Y(F(R)) = F(R)
et R™1(J(R)) = J(R).

L’exemple suivant montre qu’il n’en est rien dans le cas général d’un semi-
groupe de fractions rationnelles, et qu’ on n’a pas I'égalitée ¢~ (7 (G)) = J(G)
pour tout g de G. On retrouve d’ailleurs la méme difficulté dans le cas complexe
(cf page 361 de [13]).

Ezemple 6.2.10. — Soient p,q deux nombres premiers distincts tels que ¢
soit premier & p— 1, et G le semi-groupe engendré par les fractions rationnelles
2P —z

a coefficients dans G, : g1(2) = , et ga(z) = 2.

1) La premiére remarque que 1’on peut faire est que ’ensemble Y = BT (0, 1)¢
est tel que ¢1(Y) C Y et go(Y) C Y. Il en résulte immédiatement que, pour
tout g € G, on a g(Y) C Y. Si D est un disque de P*(C,) contenu dans Y,
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on a donc g(D) N BT(0,1) = 0, ce qui par le critére de Hsia implique que la
famille des polyndémes de G est équicontinue sur D, et par suite Y est inclus
dans I’ensemble de Fatou de G.

Pour tout entier naturel k posons Ay = {z € G2 = pk(l +pw),w € Zp,l €
N,1 <1 < p—1}; on a clairement que Z, = (Ug>0A4;) U {0}. Pour m et k
entiers naturels, on pose également By, = {z € Cy;2 = u(l +pb),0 € Zy,l €
N,1<I<p—1,ul" =pr}.

2) Montrons que 'image réciproque par ggm} de Ay est By, . 11 est clair que

I'image de By, par ggm] est incluse dans Ay.

Soit maintenant un point = de C, tel que ggm] (z) = p*(I+pw), et w € Zp,l €
N,1 <1 <p—1. Soit P(y) = y?" — (I + pw), polynome a coefficients dans
Zp. Comme ¢ est premier a p — 1 donc il existe un entier j compris entre 1
et p— 1 tel que j9° = I[p]. Donc on a |P(5)| = |j¢" — (I + pw)| < % < 1let
|P'(j)] = 1. Le lemme de Hensel assure alors l'existence de yy € Z,, tel que

1
lyo — 7] < 5 et P(yo) = 0. Posons yp = j + pb, il en résulte que 0 € Zy,

m m . x . m
et yi = (j +p0)?" =1+ pw. Par suite u = — verifie u?" = pF, et on a

Yo
alors = uyo = u(j + ph), avec § € Z,. On a donc = € By, et on a bien

(95") 7 (Ax) = Bim.
3) On sait par la proposition 6.2.2 que g, '(J(G)) C J(G), donc si on pose

oo o0

B = U U Bim) U{O}, alors By o = Ay, donne que Z, C B, et comme on
sait que I'ensemble de Julia de g; est Z; donc on a

Ay, C Zp = Ty C J(G), par suite on obtient que By, C J(G) et donc
Z,CBCJ(G)CY®=B*t(0,1).

4) Cependant, il existe des éléments dans B qui ne sont pas dans Zj,, par
exemple les éléments w de C, tels que go(w) = w? = p, qui sont de valeur

1
absolue p-adique — ¢ p”, et donc w ¢ Z,.
b ¢ Ly

5) De plus pour un tel élément de J(G), il va exister un entier N tel que
v = gEN] (w) € Y ; en effet pour tout z € B*(0,1) — Zyp, on a ggn} (z) tend vers
l'infini si n — +00 vu que Z, est I’ensemble de Julia rempli de g; cf [7] page

23. et par suite v € J(G).

Donc I’ensemble de Julia de G n’est pas complétement stable par les éléments
de G en général.

6) On pourrait se demander si B est égal & I’ensemble de Julia de G.
Nous allons continuer un peu 1’étude de cet exemple en montrant que B est
une partie fermée de J(G), qui est différente de J(G).
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i) Montrons tout d’abord que B est fermé. Pour cela, soit z, une suite d’élé-
ments de B, qui converge vers x € C,. Si x = 0, alors € B. Sinon pour tout
r dans N on a z, = u,(l, + pw,) avec la propriété qu’il existe deux entiers m,
et k, vérifiant ugmr =ph et w, € Zp, 1y € {1,... ,p—1}. On peut alors (quitte
a extraire une sous-suite) supposer que tous les z, sont tous non nuls, et que
[, est une suite constante de valeur /. Et comme Z,, est compact, on peut aussi
supposer que w, est une suite convergente vers w € Z,. Il en résulte que la suite
Ty
= [ + pw,
nul, et il existe un indice r¢ tel que si r > rg, on ait |u,| = |u|. Il en résulte que
si|u| =p~" avec a € N,b € N*, et a,b premiers entre eux si a n’est pas nul,

est elle-méme convergente ; on note u sa limite. Donc u est non

. a . .
on a pour r > ry ’égalité 7= ”7; . On peut donc écrire b = ¢° pour un entier
q r

b

b — pbkr = 20" i on pose t, = —, il en résulte
p

naturel ¢. On a alors u,

que A 1, et donc |t.| = 1 pour r > ry. D’autre part, on a brat (%)b
qui converge vers 1 si r tend vers +oc. ' '

Il en résulte qu’il existe un entier naturel r1 > rg, tel que pour r > ry,
on ait |[tp41 — ty] < 1. Comme ¢, et ¢, sont solutions d’une équation de la
forme 29" — 1 = 0, qui admet des racines dont les images sont distinctes dans
le corps résiduel de C,, ceci implique que ¢, est constante pour r > r;. Soit
t cette constante, qui vérifie donc t9" = 1 pour m = m,,. On a donc pour
r > 1 que tp® = ul, de sorte qu’en passant a la limite on a u® = #p?, et donc
(ub)?" = u" = (tp*)¢" = p®™ . Donc z = u(l + pw) € B.

ii) Montrons maintenant que B n’est pas égal & I'ensemble de Julia de G. Pour
cela, soit w € Gy, tel que ga(w) = w? = p. Alors w € By; C B. Considérons
une racine v de I'équation gi(v) = w, alors on sait par une proposition qui
précéde que v € J(G). Cette équation a p solutions dans A,, et d’aprés le
lemme de Hensel, une seule des solutions vérifie [v—1| < 1. Nous allons montrer
que cette solution n’est pas dans B. Supposons le contraire, puisque v est de
module 1, elle s’écrit v = u(l + pw), avec u racine ¢™-iéme de 1, et w € 7Z,, et
leN1<I<p-—1.0na|v—1| <1, on en déduit que |u — 1| < 1. Comme
'équation 29" — 1 = 0 a des racines dont les images dans le corps résiduel de
G, sont distinctes, il en résulte que u = 1, et v = | + pw € Z,. Mais alors

P —v = pw € Z,, ce qui est absurde car |w| = p~ Y7 implique que pw ¢ L.

6.2.1. Semi-groupe engendré par une partie finie. — L’ensemble de
Fatou d’un semi-groupe de fractions ayant un nombre fini de générateurs vérifie
la propriété suivante plus faible que la stabilité arriére.
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Proposition 6.2.11. — Soit G le semi-groupe engendré par un nombre fini
de fractions rationnelles gi,... g, alors on a F(G) = N, g; (F(G)), et

TG =Ue"(T(G)
=1

Démonstration. — La seconde égalité résulte de la premiére. Compte tenu de
la proposition 6.2.2 page 83, pour montrer la premiére égalité, il suffit de voir

n n
que ﬂ 97 ' (F(G)) C F(G). Soit = € ﬂ g7 ' (F(G)) et pouri = 1,... ,n, soient
i=1 i=1
D; des disques de centres g;(z) ot G est équicontinue. Pour € positif il existe
n; positif tel que pour u,v dans D; et A(u,v) < n; on ait A(f(u), f(v)) < €
pour tout f de G. Comme les fractions rationnelles sont continues sur P*(C,),
il existe un disque D de centre z contenu dans ﬂg{l(Di). D’autre part pour
i=1,...,n,il existe C; > 0 tel que pour «, 5 dans D on ait A(g;(c),g;(8)) <
CiA(a, B) . Par suite si on pose a = Min{n;/i =1... ,n}, b= Maz{C;/i =
1...,n}, et qu’on note n le minimum de 2, et de € on a pour «,( dans
D, A(a, ) < n entraine que A(f(gi(a)), f(g:(B))) < €, et comme G =
n

(U(G 0g;)) U{z}, on en déduit que G est équicontinue sur D, et donc que z
i=1
est dans F(G). O

Remarque 6.2.12. — 1) Dans le cas ou G admet un seul générateur g on
retrouve la stabilité arriere de F(g).
2) On a un résultat analogue dans le cas complexe cf [14].

6.3. Cas ou J(G) est fini

Soit R une fraction rationnelle & coefficients dans C,, on sait que si R est de
degré au mois deux, alors J(R) est vide ou infini (voir par exemple [15] page
694).

Dans ce paragraphe, on montre le théoréme 6.3.1 qui est une généralisation du
résultat précédent au cas de ’ensemble de Julia d’un semi-groupe de fractions
rationnelles a coefficients dans G,.

Théoréme 6.3.1. — Soient Ry,... ,R, des fractions rationnelles de degrés
au moins deuz & coefficients dans C, et G = (Ry,... ,Ry), alors J(G) est soit
vide soit infini.

Considérons d’abord, un semi-groupe G quelconque de fractions rationnelles
a coefficients dans C, (ie contenant éventuellement des fractions rationnelles
de degrés un et pouvant avoir une infinité de générateurs). Nous commengons
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par quelques résultats préliminaires.

Remarque 6.3.2. — Du fait que si ¢ € G on a J(g) C J(G), il résulte que
si J(G) est fini alors les éléments de G sont soit des homographies soit des
fractions rationnelles de degrés au moins deux ayant un ensemble de Julia vide.

Proposition 6.3.3. — Si J(G) est fini, alors TJ(G) et F(G) sont compleéte-
ment stables par les éléments de G.

Démonstration. — Cela résulte pour J(G) de la proposition 5.5.3, et pour
F(G) du fait que les ensembles J(G) et F(G) sont complémentaires . O

Proposition 6.3.4. — Soit G un semi-groupe ne contenant que des homogra-
phies. Si J(G) est fini, alors il a au plus deux éléments.

Démonstration. — Supposons que J(G) est fini, alors d’aprés la proposition
6.3.3, J(G) complétement stable par les éléments de G. On distingue alors
deux cas :

1) Si G est infini la proposition 5.5.6 entraine que |J(G)| < 2.

2) Si G est fini la proposition 5.6.5 entraine qu’il existe une constante stricte-
ment positive C telle que 'on ait A(g(x), g(y)) < CA(z,y) pour tout g dans
G et z,y dans P'(C,). On en déduit que J(G) = 0. (Cela résulte aussi de la
proposition 5.5.7). O

Proposition 6.3.5. — Soit J(G) est infini soit J(G) a au plus deuz élé-
ments.

Démonstration. — Si G est contenu dans le groupe des homographies, on

utilise la proposition précédente, et si G contient une fraction rationnelle de

degré au moins deux, on utilise la proposition 5.5.4. ]

Remarque 6.3.6. — On peut avoir J(G) infini avec J (g) fini pour tout g de
z—1

, 9(z) = +1

z
alors les éléments de G sont de la forme — + 8 ou € N*, et € Q par suite
p

)

G. Par exemple si on prend G = (f(z),g(2)), ou f(z) =

ESHRN

z
si on pose p(z) = z —r, on peut trouver r € Q tel que po go p~(z) = —,
p

z
et donc J(g) a au plus un élément. D’autre part on a vu que E(=) = {0, 00},

et comme J(f) = {0} et que g est le conjugué de f par p(z) = z — 1, donc
J(g) = {1}, et J(G) est infini vu que f est une fraction rationnelle non
constante qui n’est pas une homothétie de rapport une racine de 'unité, et que
f1(=1) = —p, et donc J(G) contient les trois points 0, —1, —p, et par suite
est infini par la proposition qui précede.
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6.3.0.0.1. Les cas J(G) de cardinal 0,1 ou 2. — On se propose ici de donner
les propriétés de G selon que J(G) soit de cardinal 0,1 ou 2.

On a vu que I'ensemble de Julia de G est vide, si G est un semi-groupe de
fractions rationnelles engendré par une partie non vide A dont les éléments
sont des fractions rationnelles ayant une bonne réduction, mais comme dans
le cas d’un semi-groupe engendré par une seule fraction rationnelle ce n’est
pas la seule possibilité. Par exemple si les conjugués des générateurs de G par
une méme homographie non constante ont tous une bonne réduction alors on
a aussi que ’ensemble de Julia de G est vide.

Regardons le cas o J(G) a un seul élément.

Proposition 6.3.7. — Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles. On
suppose que F est une partie de P (Cp) stable arriére par tout élément g de G
et que F' est de cardinal un, alors G est conjugué a un sous-semi-groupe de P
(ot B désigne ’ensemble des polynomes non constants a coefficients dans le

corps Cp ).

Démonstration. — Si F' = {a} ou a € C,, alors quitte a conjuguer par I'ho-

mographie non constante ¢(z) = ——, on peut supposer que F = {oo}.
zZ—a

Donc si g est un élément de G, on a ) # g '({oo}) = g 1(F) C F = {o0}.
Par suite g1 ({o0}) = {oo}, et g n’a pas de poles dans Cp, et donc g est un
polynome. U

Corollaire 6.3.8. — Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles tel que
J(G) ait un seul élément, alors G est conjugué a un semi-groupe H de poly-
nomes tel que J(H) = {oo}. Si de plus les éléments de G — {z} sont tous de
degrés au moins deux, alors G n’admet pas de systéme fini de générateurs.

Démonstration. — La premiére partie résulte de la proposition précédente;
pour démontrer la seconde assertion, on peut supposer que G est un semi-
groupe engendré par des polynémes P, ... , P, tous de degrés au moins deux,
et que J(G) = {oo}. Comme l'infini est un point fixe non répulsif commun de
Py,... P, alors le lemme 6.1.21 implique qu’il existe un nombre réel positif
M = max{7(P;,00) /i =1,... ,n} tel que |z| > M entraine que |P;(z)| > M
pour i = 1,...,n, et donc on a oo € B~ (0, M)¢ C F(G). Et cela nous donne
une contradiction. O

Remarque 6.3.9. — 1) Dans le prochain paragraphe on donnera des
exemples ou les hypothéses du corollaire précédent sont satisfaites.

2) Si G contient des homographies, on peut avoir |7 (G)| = 1 et G engendré par
un nombre fini de polynomes. En effet pour f(z) = pz, g(z) = 22, G = (f, g)
on a {oo} = J(f) € J(G), et d’autre part on montre dans le prochain
paragraphe que ’ensemble de Julia d’un semi-groupe de mon6émes est contenu
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dans {0,00}. Comme f(B*(0,1)) Ug(B*(0,1)) € B*(0,1), le critére de Hsia
donne que 0 € F(G), et par suite on a J(G) = {oo}.

Par contre dans le cas o G — {z} ne contient que des éléments de degrés
au moins deux, on ne sais pas si |J(G)| = 1 entraine que G est conjugué a un
semi-groupe de monodmes (question ouverte).

Regardons alors le cas ou J(G) a exactement deux points.

Notons ¢ 'homographie définie par i(z) = —, S le semi-groupe des monomes
z

1
non constants en z et —.
Z

Proposition 6.3.10. — Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles. On
suppose que F est une partie de P! (Cp) stable arriere par tout élément g de G
et que F est de cardinal deux, alors il existe une homographie non constante @
telle que G, soit un sous-semi-groupe de S.

Démonstration. — Supposons que F' = {«a, 3}, et considérons I’homographie
non constante définie par :
z—a
si a,peC,
_)z-p
p(z) = 1 .
si a=o00
z—p

On a alors p(F) = {0,00}. Et donc pour tout g dans G, = po G o p~!

on a g~1({0,00}) C {0,00}, et comme g est surjective, donc g~!({0,00}) =
{0,00} = ¢g({0,00}). Deux cas se présentent :

1) Si g(0) = 0, g(c0) = o0, alors on a g '({oc0}) = {oo} et par suite g est
un polynome, et d’autre part on a g~ '({0}) = {0}, et donc g(z) = Az" ou
ANeC), neN, etdoncg €S

2) Si g(0) = 00, g(oo) = 0, On pose h(z) = iog(z). Alorson a h~!({oo}) = {oo}
et h=1({0}) = {0}, et on voit comme dans le premier cas que h est un monéme
non constant, et donc que g € S. O

Corollaire 6.3.11. — Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles. On
suppose que J(G) a deur éléments, alors il existe une homographie non
constante ¢ telle que G, soit un sous-semi-groupe de S.

Remarque 6.3.12. — Dans le prochain paragraphe on donnera des exemples
ou les hypothéses du corollaire précédent sont satisfaites. En fait on ne ren-
contre ce genre d’exemples ni dans le cas d’'un semi-groupe de fractions ra-
tionnelles & coefficients complexes, ni dans le cas d’une fraction rationnelle a
coefficients p-adiques.

Si J(G) a un seul élément, on peut péciser le lemme précédent comme suit
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Lemme 6.3.13. — Soit G un semi-groupe engendré par des fractions ration-
nelles qui sont toutes de degrés au moins deuz. Si J(G) a un seul élément,
alors tout systéme de générateurs de G est infini.

Démonstration. — D’aprés le lemme précédent on peut supposer que G est un
semi-groupe de polyndémes. Si G est un semi-groupe engendré par des poly-
nomes Pp,..., P, tous de degrés au moins deux et que J(G) = {oo}, comme
I'infini est un point fixe non répulsif commun de P4, ... , P, la Remarque 6.1.23
implique que oo € F(G). Et cela nous donne une contradiction. O

Pour compléter 'étude du cas ot J(G) est fini, on est amené a examiner
I’ensemble de Julia de G, quand G est un sous semi-groupe du semi-groupe S
des fractions rationnelles de la forme az™ ou a € C, — {0} et m € Z — {0}.

Lemme 6.3.14. — Soit G un sous semi-groupe de S, alors on a :

J(G) C {0,00}

Démonstration. — En effet, pour tout élément g de G on a g(C, — {0}) C
C, — {0}. Comme C, — {0} est un ouvert de P!(C,) dont le complémentaire
contient deux points, le corollaire 6.1.6 entraine que C, — {0} C F(G) et
J(G) C {0, 00}. O

Si G est un sous-semi-groupe de § ayant un nombre fini de générateurs, on
ne peut pas avoir |J(G)| = 2, comme le montre le lemme qui suit.

Lemme 6.3.15. — Soit G = (R; [ j € J) ot Rj(2) = (A\jz)"7, A\j € C, — {0}
etrj € Z—{0,—1,1} pour tout j dans J. On suppose que sup |\;| # oo et que

JjeJ
in£|>\j| #0, alors on a J(G) = 0.
jE

Démonstration. — 1) Remarquons d’abord que tout élément R de S peut
se mettre sous la forme R(z) = (az)” on a € C, — {0} et n € Z — {0},
et que si T(z) = (Bz)™ on B € C, — {0} et m € Z — {0}, alors on a
RoT(z) = (a(m)Bz)™, ou a(m) désigne un élément de C, — {0} tel que
a(m)™ = « (en particulier on a |a(m)| = |a|'/™).

De plus, on vérifie facilement par récurrence sur n € N — {0}) que si pour
i = 1,...,n on a Tj(z) = (uiz)™ ou m; € Z — {0}, u; € C, — {0},

alors on a T, o Tj,_1 0 -+ 0o Ty(2) = (Az)™, o m = mumy_1---momy, et
A = pp(mp_1mp_2---momy)pin—1(mp_2---momy)--- p2(my)p1. On en dé-
duit que :

1 1 1
(4) Al = [ppn | mrmtmimm 2, g [ T2 T g |y |

2) Posons €& = {|X\j|° / j € J, e = £1} et 6 = sup&, et montrons que pour
R(z) = (A2)™ € G,on aé 2 < |\ <62
Remarquons d’abord que § € [1,+oo[ et que £ C [§1, 4]
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Si R est un élément de GG, alors R s’écrit sous la forme R = T, 0T, _q0---0T7, ou
Tie{R;j/jed}t,pie{Nj/jeJtetmie{r;/je ]}, pouri=1...,n.
Tl est facile de voir quesi t € [§71, 6], et &« € RY —{0} alors on a t® € [~ lol glel].
Par suite, compte tenu de 1’égalité (4) on a :

| : sl | gl
|>\| S 6 Moy —1Mp—g - Mam] 6 Mp_g-mamy | ... 6 my 6
1 1 1 n—1 1
Comme —— + -+ + + gZ—.<1,
[ | My o - mamy|  |Mp_1My - mom| par 2

on en déduit que §72 < [N < 2.

3) Montrons alors que 0 € F(G). Pour cela on vérifie que la famille des
fractions rationnelles de G est équicontinue dans le disque B~ (0,5 ?). Plus
précisément, on va montrer que pour € > 0, Uinégalité A(y,y2) < €/62 entraine
que :

A(R(y1), R(y2)) < € pour tout élément R de G.

En effet si y est dans B~(0,672) et que R(z) = (A2)™ est un élément de G,
on a |\y| < §?|y| < 1. Envisageons alors deux cas :

i) Si m > 1, alors on a |R(y)|] < 1. Donc A(R(y1),R(y2)) = |R(y1) —
R(y2)l = 10w)™ = Q)™ = Py —Awall D Ow)F Q)] < Ay — Mo <

k+l=n—1
52A(y17y2)| <e.
ii) Si m < —1, alors pour y # 0, on a |R(y)| > 1. Donc pour y1y2 # 0, on

a A(R(y1), Rly2)) = % - @

comme dans le cas précédent, on en déduit que A(R(y1), R(y2)) < e.
Pour 1 # 0,6t 2 =0, on o AGR(), R = | 1| = 10w)"™] < P <

2 A(y1,0)] < e
4) D’autre part, on a co € F(G). En effet si on pose i(z) = 1/z et qu’on note
H le conjugué de G par i, alors H vérifie les hypotheses du lemme, et la partie 3
de la preuve entraine que 0 € F(H) = i(F(G)), et donc que co = i(0) € F(G).
5) Enfin d’apres le lemme 6.3.14, on a J(G) C {0,00}, et compte tenu de
ce qui précéde, on en déduit que J(G) = 0. O

\  Ow)™ — Oga)™ | ot 1’ = —m, et

b
R(y1)

Nous pouvons maintenant donner la preuve du théoréme 6.3.1.

Preuwve du théoréeme 6.3.1. — Si J(G) n’est ni vide ni infini, le lemme 6.3.5
implique que |J(G)| < 2, et alors en utilisant les corollaires 6.3.8 et 6.3.11, et
les lemmes, 6.3.13 et 6.3.15 on aboutit & une contradiction. ]

Les deux corollaires suivants nous donnent des exemples de semi-groupes
de fractions rationnelles dont les éléments sont de la forme az™ (on a €
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C, — {0},m € Z — {0}) et dont ’ensemble de Julia est de cardinal un ou
deux.

Corollaire 6.3.16. — Soit G = (P; |/ i € I) ot Pi(z) = (Niz)™, N €
C, — {0}, |Ni| > 1 et m; € N—{0,1} pour tout i dans I. Alors, on a
J(G) C {0}. De plus on a J(G) = {0} si et seulement si sup |A;| = co.
el

Démonstration. — 1) Pour tout 7 dans I, on a |A\;| > 1, et il en résulte que :
P(B~(0,1)°) € B~(0, 1)°.
Par suite le critére de Hsia entraine que B~(0,1)¢ C F(G), et donc oo € F(G).
Or d’apreés le lemme 6.3.14, J(G) est un sous ensemble de {0, co}. Il en résulte
qu’on a bien J(G) C {0}.

2) Montrons maintenant que si on a m; € N — {0} pour tout ¢ dans I et
sup |\;| = oo, alors 0 € J(G).
iel
Een effet si D est un disque centré en 0 et € un réel positif, alors pour tout
réel positif 7, il existe un élément i de I tel que A(\;1,0) = [\, | < 7. Et
comme on a A(P;(\; 1), Pi(0)) = A(1,0) = 1 > ¢, cela prouve que la famille
des fractions rationnelles de G n’est équicontinue dans aucun disque centré en
0, et donc qu’on a 0 € J(G).

3) Réciproquement, si on a m; € N — {0,1} pour tout élément i de I,
et que 0 € J(G), alors le corollaire 6.1.20 entraine que 127’(3) = 0, on

T(F;) = |\ =T (voir le paragraphe 6.1.4 pour la définition de 7(F;)).
Comme |);| > 1 et que —2= < 2, on en déduit que 7(P;) > |\;| 2, et par suite

m;—1 —
on a 0 = inf 7(P;) > (sup|X;|) 72, et cela entraine que I'on a sup |X;| = co. O
€l il il

Corollaire 6.3.17. — Soit G = (Q; / i € I) ot Qi(z) = (Niz) ™, \; €
C, — {0} et m; € N—{0,1} pour tout i dans I. Alors, on a J(G) = {0,00} si
et seulement si sup |A\;| = 0o ou 1n§|)\z| =0.

1€

1€l
Démonstration. — 1) On vérifie comme dans le corollaire précédent que si on
a m; € N— {0} pour tout ¢ dans I et sup |\;| = o0, alors 0 € J(G).
el

Comme oo € Q71({0}) c QYT (G)) C J(G), le lemme 6.3.14 entraine que
J(G) = {0, 00}

On vérifie de maniére analogue que inf |A\;| = 0 entraine que J(G) = {0, c0}.
1€

2) Réciproquement si J(G) = {0, 00}, alors le lemme 6.3.15 entraine que

l'on a soit inf |A\;| = 0, soit sup |\;| = oo. O
el icl
Remarque 6.3.18. — Remarquons que tout élément de S de degré au moins

deux a un ensemble de Julia vide, car en le conjuguant par une homographie
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non constante de la forme §z on peut le ramener sous la forme z® (qui a une
bonne réduction). Par suite les corollaires 6.3.16 et 6.3.17 montrent que méme
si tous les éléments d’un semi-groupe G ont des ensembles de Julia vides, cela
n’implique pas qu’il en est de méme pour ’ensemble de Julia du semi-groupe
G. En particulier, on a pas que J(G) = UgeqJ (9) comme dans le cas complexe
(voir [13] page 365). C’est une situation qu’on ne rencontre ni dans la théorie
classique (ie de ’ensemble de Julia d’une fraction rationnelle a coefficients p-
adiques), ni dans le cas de I’ensemble de Julia d’un semi-groupe de fractions
rationnelles & coefficients complexes.

Remarque 6.3.19. — Dans le cas ou le semi-groupe G contient des homo-
graphies (non constantes), on peut avoir |J(G)| = 1 et G engendré par un
nombre fini de polynomes. En effet pour f(z) = pz, g(z) = 22, G = (f,g)
on a {oo} = J(f) C J(G), et d’autre part le Lemme 6.3.14 entraine que
J(G) C {0,00}. Comme f(B*(0,1)) Ug(B*(0,1)) c B*(0,1), le Critere de
Hsia entraine que 0 € F(G). Par suite on a J(G) = {oo}.

On peut se demander si le seul cas ou | J(G)| = 1, c’est quand G ne contient
que des fractions rationnelles de la forme az™, oua € C, —{0} et m € Z—{0}?
Il n’en est rien comme le montre I’exemple suivant :

Ezemple 6.3.20. — Soit G un semi-groupe engendré par un ensemble £ de
polynomes, tels que tout élément T'(z) de & vérifie la condition suivante :

Toutes les racines de T ont la méme valeur absolue p-adique p(T) > 1, et
|T'(0)| = 1. Supposons de plus que suppcg p(T') = oo, alors on vérifie facilement

que J(G) = {oo}.

6.4. Ensemble de Julia du composé de deux fractions rationnelles

Dans ce qui suit on s’intéresse a la question suivante " si deux fractions

rationnelles ont des ensembles de Julia vides leur composé a-t-il toujours un
ensemble de Julia vide? "

On sait que si les deux fractions rationnelles ont toutes les deux de bonnes
réductions, alors la réponse est oui (cf [9] et [5]). On va dans ce qui suit
donner deux cas ol la réponse a la question précédente est non. En particulier,
si les générateurs d’un semi-goupe G ont tous un ensemble de Julia vide, cela
n’entraine pas que J(G) soit vide (il peut méme étre infini comme on va le
voir).

6.4.0.0.2. Cas des homographies. — Notons Hp, I'ensemble des homographies
qui sont conjugués a des homothéties de la forme Az ou A € C;, H,;, 'ensemble
des homographies qui sont conjugués a des homothéties de la forme Az ou |A| ¢
{0,1}, Hy 'ensemble des homographies qui sont conjugués a des homothéties
de la forme Az ou A est racine de I'unité, et H; ’ensemble des homographies
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qui sont conjugués a des translations.

Dans ce qui suit, on va montrer que le composé de deux éléments de

(Hp — Hp) U Hy peut étre un élément de H,, (ie qu’on peut avoir J(f) =
J(g) =0, et J(f og)# D compte tenu de la proposition 6.1.3). Pour cela on
aura besoin de quelques résultats techniques (caractérisations de Hy, Hy, et
Hy).

Lemme 6.4.1. — Soit k(z) = Zzz—l—i—_s € Cy(2)—C, avec c #0 et ad—bc = 1.
I) les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

1) k est un élément de Hy,.

2) Le polynéme cz* + (d —a)z — b a deuz racines distinctes (p1 et p2) dans C,.
8) Le polynome y*> — (d +a)y + 1 a deux racines distinctes (0 et 62) dans C,.
4) a+d#=£2.

IT) Si k € Hp, et que k est conjugué a Az ou A € C, alors on a cp; +d = 0;
et k'(pi) = (cpi +d)™> € C; pour i =1,2, et X € {67,05}.

III) 1) On a k € H,, si et seulement si a +d # £2 et |a+d| > 1.

2)0n a k € Hy si et seulement sia+d #+2 eta+d=71+7"" ot T est une
racine de ['unité.

Démonstration. — 1) En effet dire que k est dans H; équivaut a dire que k
admet deux points fixes distinctes, d’ou I’équivalence des conditions (1) et (2).
D’autre part le changement de variables y = cz + d montre 1’équivalence des
conditions (2) et (3).

De plus le calcul du discriminant du polynéme y? — (d+ a)y + 1 montre I’équi-

valence des conditions (3) et (4).

IT) D’autre part on a k'(z) = M, et ad—bc = 1, et ceci permet de déduire
(cz + d)?

K'(p;). Et comme le multiplicateur d’un point fixe de k est invariant par ho-

mographie, donc pour ¢ = 1,2 le multiplicateur de p; qui est k'(p;) = 6, 2= 032-

(ou {7,5} = {1,2}), est soit le multiplicateur de 0 pour Az c’est & dire A, soit le

multiplicateur de oo pour Az c’est & dire A~1. Donc on a {\,A71} = {62, 62}.

IIT) 1) Si k € H,, C H), alors ce qui précede entraine que a + d # +2 et que les

racines p1, p2 du polynéme cz? 4 (d — a)z — b et les racines 61,6 du polynome

y? — (d+a)y + 1 vérifient &' (p;) = 6; % pour i = 1,2.

Comme k € H,, donc k admet un point fixe répulsif et un point fixe at-

tractif, et par suite on a max{|f;|2,|02| 2} = max{|k' (p1)|, |k (p2)|} > 1, et

min{|01]| 72, 02| "2} < 1. Donc on peut supposer que |0;] > 1 et que |fs] < 1,

et par suite on a |d + a| = |01 + 02| = |61] > 1.

Réciproquement si |[d+a| > 1 et que d 4+ a # +2, alors ce qui précéde entraine

que k € Hjp, et que max(|61],|02]) > 1 (car si non on aurait 1 < |a +d| <

|01 + 62| < 1 ce qui est absurde). Donc on peut supposer que |0;| > 1, et par
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suite on a |E (p1)] = |07 "2 < 1, et | (p2)| = 105> > 1, et donc k € H,,.

2) Si k € Hy alors k € Hy, et donc ce qui précéde entraine que a + d # £2.
Comme il existe une homographie ¢ telle que p o ko ¢ !(2) = Az ot X est
une racine de 1'unité, donc compte tenu ce qui précéde on peut supposer que
A= K(p2) = 92_2. Par suite 0y est aussi une racine de 'unité, et si on pose
T =6, on obtient a +d =7+ 7 L.

Réciproquement si a+d # +2 et a+d = 7+7 ! o1 7 est une racine de I'unité,
alors ce qui précéde entraine que k est conjuguée & une homographie Az ou
A € C, et la condition a +d =71 + 71 entraine que 7 et 77! sont des racines
distinctes du polynéme y? — (a + d)y + 1. Par suite on peut supposer que 1’on
a: \=Fk(p) =0,% =07 =72 et donc X est une racine de 'unité, et il en
résulte que k € Hy. O

Si u € G, on pose Hy(z) = pz, et Ty(z) = 2+ p. Soient f,g deux éléments
de (Hp — Hyp) U Hy, alors quitte & les conjuguer par une homographie non
constante, on peut supposer que f(z) € {Hx,(2), Ty, (2)} et g(z) € {¢ 0o Hy, 0

¢~ poTy, 007"}, ot i € Gy, et [N = 1 pour i € {1,2}, et p(2) = j’ii?
ou a,f3,7,0 € G, et ad — v # 0.

Corollaire 6.4.2. — Soient p(z) = i i?

a coefficients dans Cy, \,p € Gy, et p # 2.

1) Si |\ = |ul =1, et que y6(A — 1) # 0, alors on a H, 0 po Hyo ™' € Hy,
si et seulement si |ad(pX + 1) — By(p + A)| > |ad — By|.

2) Si My #0, alors on a T, 00Ty op™' € Wy, si et seulement si

2(ad = By) = Auy?| > |ad = .
8) Si|ul =1, et que Ay # 0, alors on a HyopoTyop™' € H,, si et seulement

si [(ad — By)(1 +p) + Aay(1 — p)| > |ad — Byl

une homographie non constante

az +b

cz+d

a, a = p(ad\ — By), b= paB(l —N), et c=~v5(A—1), d = (ad — AB7), et
donc que ad — bc = pA(ad — By)?.

Notons ¢ un élément de G, tel que €2 = ad — be, et posons o' = a&~ L, b =
el = et d = det.

Comme a + d = ad(uX + 1) — By(X + p), et que p # 2 le lemme précédent
entraine que k € H,, si et seulement si |’ +d'| > 1, et comme |¢|? = |ad — 3v|?,
on en déduit l'inégalité précédente.

Démonstration. — 1) Posons k(z) = H,opo Hyop 1(2) = alors on

b
2) Posons k(z) = T,opoTyop l(z) = azi—d
cz

My(a+ py), b= da(a+yp) + plad — By), c= =22, d = (ad — By) + day,
et donc que ad —bc = (ad — Bv)?, et a +d = 2(ad — By) — Auy?, et on conclut

, alors on a a = (ad — By) —
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de la méme maniére que pour le (1).

b
3) Posons k(z) = H,opoT\o ¢ (z) = az +

0 alors on a a = p(ad —

cz +
By — Aay), b = pra?, ¢ = —\?, d = (a6 — By) + Aary, et donc que
ad — bc = plad — By)%, et a +d = (a6 — By)(1 + p) + Aay(1 — p), et on
conclut de la méme maniére que pour le (1).

U

Par suite si f et g sont deux homographies d’ensembles de julia vides et que
G = (f,g), on peut avoir J(f o g) non vide et donc J(G) non vide. En fait
méme si f,g € Hy, on peut avoir que f o g € H, comme le montre I’exemple
suivant :

Ezxzemple 6.4.3. — Si g(z) = —=z, et f(z) = go(—<p_1(z)) ou p(z) = zﬂ—}rl’

alors on a f,g € Hy, et le (1) du corollaire précédent entraine que fog € Hy.

6.4.0.0.3. Cas des polynémes. — On aura besoin du lemme suivant dont la
vérification est immédiate.

Lemme 6.4.4. — Si P(x) = usz® +--- +ug est un polynéme non constant a
coefficients dans C, tel que max(|us|, |us—1|,... ,|uol) = |us| =1, alors :

1) P a une bonne réduction.

2) |P(z)| > 1 si seulement si |x| > 1.

3) Pour |z| > 1 on a |P(z)| = |z|°.

Corollaire 6.4.5. — Soient f,g € Cy[z]. On suppose que :

1) f(x) = age® + - - + ag, ot max(|agl, lag_1, - ,|ao]) = |aal = |ag| = 1.

2) le degré d de f est 1 ou premier a p.

3) ' a toutes ses racines dans le disque B~(0,1).

4) Le degré m du polyndme g est plus grand que 2 et premier a p.

5) 9(0) = 0.

6) Il existe une constante non nulle ¢ (dans C,) telle que |c| < 1, et que pour
h(z) = ¢ lgler) = bpz™ + - + biz, on ait max(|byl,|bm_1l,--.,|b1]) =
|bm| = 1.

Alors les ensembles J(f) et J(g) sont vides et tous les points fizes de gof
dans C, sont répulsifs de valeurs absolues p-adiques 1. Si de plus l’ensemble
des points fizes de gof dans C, n’est pas vide, alors J(gof) est infini.

Démonstration. — a) Remarquons d’abord que d’aprés les hypothéses du co-
rollaire, le lemme précédent s’applique a f,h et a h'.

b) Montrons alors que tous les points fixes (dans C,) du polynome gof sont
de valeurs absolues p-adiques 1.
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1) Sig(f(z)) ==z,onah <f(x)> = f, et on va voir que |z| > |c|.

c c

En effet, si ‘f‘ < 1, les hypotheéses sur h entrainent que |f(z)| < |¢| < 1; mais
c

|z] < |c|] < 1 et |f(0)] =1 entrainent que |f(z)| = |f(0)] = 1. On en déduit

une contradiction.
f(cx) ‘ > let queh (_f(f))

2) Par suite les hypotheéses sur h entrainent que

m
est de de valeurs absolues M‘ . Il en résulte que on a |f(z)|™ = |¢|™ ||
c
Si |z| < 1, on a de nouveau la contradiction |f(0)| = |f(z)| < 1.
Si |z| > 1, les hypothéses sur f entrainent que |f(z)| = |z|%, et donc |z|9™~! =
|| 1 < 1, et de nouveau on a une contradiction.
Finalement, on a bien |z| = 1.
! et ! f(:E) ! _
) Remarquons alors que [(g0 £)'(2)] = @) |1 (L2 | et que |7(2)] =
c
m
|dagz?"| =1 et ‘M = ‘E‘ On a donc /(@) > 1 et les hypothéses sur
c c c
m—1
h et m entrainent que |h’' (M> = ‘@ > 1.
c c

Il en résulte que x est un point fixe répulsif de g o f et que J(g o f) est infini
(vu que g o f est de degré au moins deux).

d) De plus, J(g9) = J(f) = 0 puisque les polynémes f(z) et h(x) ont tous les
deux une bonne réduction (compte tenu du lemme 6.4.4) et que g est conjugué
ah. O

Remarque 6.4.6. — Comme J(go f) est infini, on en déduit que pour G =
(f,g), on a que J(G) est infini bien que les ensembles de Julia des générateurs
soient vides.

6.5. Cas ou J(G) s’exprime en fonction des J(g)

On a vu que si G est un semi-groupe de fractions rationnelles, engendré par
une partie non vide A dont les éléments sont des fractions rationnelles ayant
bonne réduction, alors ’ensemble de Julia de G est vide. Il est clair dans ce
cas, que les fractions rationnelles de I’ensemble A engendrant G ont toutes un
ensemble de Julia vide. On a donc dans ce cas particulier, que les ensembles
de Julia des éléments de la partie A déterminent 'ensemble de Julia de G tout
entier. Dans le cas général, on peut se demander si étant donné une partie A
engendrant le semi-groupe G, on peut récupérer par un procédé quelconque
I’ensemble de Julia de G & partir des ensembles de Julia des éléments de la
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partie A de G. On se propose ici de donner quelque cas ou on peut récupérer
I’ensemble de Julia d’'un semi-groupe G & partir des ensembles de Julia de

ses éléments. Dans le cas complexe, on a toujours J(G) = U J(g) (cf [13]

geA
corollaire 3.1 page 365).

On va donner des conditions sous lesquelles on a J(G) = U J(9).

geG
Pour cela on aura besoin de la remarque et des deux lemmes qui suivent.

Remarque 6.5.1. — 1. Si deux fractions rationnelles f,g admettent un
point fixe répulsif commun a, alors a est aussi un point fixe répulsif de

gof.

2. Soit g une fraction rationnelle de degré au moins deux, on note L(g)
I’ensemble des points périodiques répulsifs de g. On sait, cf [10] que pour
tout entier naturel non nul n et toute homographie non constante ¢, on a
L(g") = L(g) et L(pge ') = ¢(L(g)), et que si L(g) n’est pas vide alors

Ty = L(9)-

Lemme 6.5.2. — Soit T une fraction rationnelle de degré au moins deux. On
suppose que 0 est un point fize répulsif de T, que T(00) = 00, que ¢ est une
racine non nulle de T. Alors c est limite d’une suite de points de L(T') tous
distincts de c.

Démonstration. — Voir [10]. O

Lemme 6.5.3. — Soit R une fraction rationnelle de degré au moins deux. On
suppose que oo est un de point fire de R et que 0 est un point five répulsif de R.
Alors il existe deux points distincts b et ' de C;, tels que R(b) = 0 et R(b') = b.

P(z)
Q(z)
premiers entre eux, et pour b dans C;, R(b) = 0 équivaut & P(b) = 0, mais
R(00) = oo entraine que d°P > d°Q et que d°P = d°R > 2. Par suite si 0
n’est pas racine simple de P, alors il existe un polynome T premier & @, tel
R(z)  2T(z)
Q(2)

fixe répulsif de R. Donc il existe une racine non nulle b de R. D’autre part
léquation R(z) = b équivaut a P(z) — bQ(z) = 0, et comme on a vu que le
degré de P est au moins deux et qu’il est plus grand que le degré de @, donc
il existe un élément b’ de C; tel que R(b') = b, de plus b’ # b, et b' # 0 vu que
R()=b#0. O

Démonstration. — En effet R(z) =

ou P et ) sont des polynomes

, donc on a R'(0) = 0, ce qui contredit que 0 est un point
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En utilisant les mémes arguments que dans [10| on va alors montrer la
proposition suivante.

Proposition 6.5.4. — Soit G un semi-groupe engendré par des fractions ra-
tionnelles de degrés au moins deux ayant deur points fizes communs dont ['un
est répulsif commun. Alors pour tout élément R de G on a :

J(G)=|JL(Rog)=|]T(Rog) =] T(9

geG geG geG
Démonstration. — 1) Soient a, (3 les points fixes communs des générateurs de
G, «a étant le point répulsif. Quitte & conjuguer par ’homographie :
z—a
sl a,p €
o — IB 716 (Cp
plz)=Rz—a si =
1 .
si a=o00
z—p

on peut supposer que & = 0,8 = co. Comme on a vu que si f est une fraction
rationnelle, on a pour toute partie A de P*(C,) que f~1(A) = f~1(A), donc
pour 'homographie ¢ on a Lp(Z) = ¢(A). Supposons que pour H = G,, R€ G
et S =@oRoyp ' I"onait : J(H UﬁSOh UJ(SOh):UJ(h)

heH heH heH
Alors on a J(H) = J(Gy) = (T (G)), et pour h =¢pogop~' ona

J(Soh)=J(poRop opogop ')=J(poRogoyp ") =¢(J(Royg))
On en déduit que UJS’Oh U]Rog zap(Uj(Rog)). En

heH gelG gelG
particulier pour S = z, on a R = z, et donc :

U () =o(|J T(9) = (| T(9))- De méme on a

heH geG geG

L(Soh)=L(poRop lopogop™)=L(poRogoyp™)=p(L(Rog))

On en déduit que U[,Soh = UERog UERog 11 suffit
heH geG geG

alors de composer par ¢~ pour obtenir que le résultat est vrai pour G. Il reste

donc & prouver le résultat dans le cas o = 0,8 = oo.

2) Soient R une fraction rationnelle de degré au moins deux appartenant a G, et

b, b’ donnés par le lemme précédent, z un élément de J(G) et € un réel positif,

posons U = U g(BT (z,¢€)) et montrons que b € U. En effet sinon on a aussi
geq@
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b' ¢ U (vu que b’ € U entraine que b = R(V') € R(U) = U R(g(B™(z,¢€))) C
gelG

U), et par suite U est un ouvert de P!(C,) stable par tout les éléments de G
et son complémentaire contient les deux points b et V', et le critére de Hsia
(théoréeme 5.7) entraine que x € Y C F(G), ce qui est absurde.

3) Comme b € U, donc il existe un élément g dans G et un élément ¢ dans
B*(z,¢) tels que g(c) = b de plus ¢ # 0. Posons T'(z) = R o g(z), alors on a
T(c) =0 et d°T > 2, et d’apreés le lemme 6.5.2 il existe une suite y,, d’éléments
de L(T) distincts de ¢ dont la limite est c¢. Par suite il existe deux entiers k,m
tels que yr # ym et lyr — ¢| < €, |ym — | < ¢, et donc il existe un élément

ye L(T) C UE(Rog) C UJ(Rog) tel que y # z et |y —z| < € (vu

e geG
que |z — ¢| < €). Finalement on a z € U L(Rog) C U J(Rog), et donc
geG e
J(G) c |JL(Rog) c | T(Rog) c | T(g). Comme | T(9) c T(G),
9eG 9geG geG geG
doncona J(G) = U L(Rog) = U J(Rog) = U J(g), pour tout élément
geG geq geqG
R de G — {z}. Le cas R = z en résulte, et cela termine la preuve. O
Ezemple 6.5.5. — Pour tout entier naturel n posons ¢, (z) = 1%, fu(z) =

ono fop,l(z) ou f(z) = pr_z. Soient £ C N et G = (f,/n € E). Alors

fu(z) = %[p”(pfl)zpfl — 1], et 0 est un point fixe répulsif commun des f,, et

oo est un point fixe commun des f,,, par suite la proposition précédente donne

que J(G) = U Jy- Si on prend E = N, alors on a PH(Q,) € J(G) vu que
geq@

J(fn) = %, et que ffl({%}) nQ, =0.

Un autre cas ou ’on peut exprimer J(G) en fonction des J(g) pour g dans
G est le suivant.

Proposition 6.5.6. — Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles, et ®
un ensemble d’homographies vérifiant les deuzx conditions suivantes :
1) Pour tout élément ¢ de ®, et pour tout z,y dans P}(C,), on a :

Alp(z), p(y)) < Alz,y)
2) Pour tout f,g de G il existe un élément p de ® tel que fog=pogo f.

Alors pour tout élément g de G de degré au moins deux et dont [’ensemble de
Julia n’est pas vide, on a J(G) = Jy.
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Démonstration. — Soit f un élément quelconque de G, montrons que
f(F(g)) € F(g). Compte tenu de la proposition 5.6.5 il existe une constante
C dépendant de f telle que A(f(a), f(b)) < CA(a,b) pour tout a,b € PL(C,).
D’autre part pour tout entier naturel n il existe un élément ¢, de ® tel que
g™ o f =g, o fogl" Enfin pour tout élément x de F(g) il existe un disque
BT (z,r) inclus dans F(g) on la famille g™ est équicontinue, et donc pour
tout € > 0, il existe n > 0, tel que z1,12 € BY(z,7), et A(z1,72) < 1 entraine
que A(g[n] (xl),g[”] (xz9)) < g D’apres le lemme 6.2.1 il existe ' > 0 tel que

si y1,y2 € f(BY(z,7)) et vérifient A(y1,y2) < 7', alors il existe deux éléments
x1,r2 dans BF(z,7) tels que y1 = f(21),y2 = f(x2), et Az,22) < 7.
Par suite on a A(g™(y1),g"(y2)) = Alg™ o f(z1),g!" o f(z2)) =
A(pn o f o g™(@1),0n o f o gi"l(z2)) < A(f o g"(ay), f o gMl(a2)) <
CA(g"(z1), g™ (z2)) < €. On en déduit que la famille g™ est équicontinue
dans un disque contenant f(z) et contenu dans 'ouvert f(B*(z,r)), et donc
ona f(z) € F(g). Par suite on a f(F(g)) C F(g) pour tout élément f de G, et
comme ¢ est de degré au moins deux alors J(g) a au moins deux éléments, et
la proposition 6.1.6 donne que F(g) C F(G), donc J(G) C J(g); l'inclusion
réciproque étant toujours vraie, on en déduit le résultat. O

Corollaire 6.5.7. — Soient F(z) € C,(2), r € N* — {1}, A € C, tels que
A" =1. On pose (z) = Az, f(z) = F(2") et g(z) = $(f(2)), G = ([, g9). S
|T(F)| =2 alors on a T(g) = T (f) = T(G).

Démonstration. — Si on pose ® = {z,4,9 '}, on a A(p(x), p(y)) = Az, y)
pour tout ¢ dans ® et z,y dans IPI((Cp). Remarquons alors que la condition
|7 (f)| > 2 entraine que f est de degré au moins deux, et que 'on a f™ o) =
flnl gl o yp = gl et g") = 4 o fI"] pour tout entier naturel n. On en
déduit que si h,k sont deux élements de G = (f, g), il existe p € @, tel que
hok=@okoh. Comme g=1ofot! doncona J(g) =(T(f)), et la
proposition précédente entraine que J(f) = J(G) = J(g). O

Ezemple 6.5.8. — Soient n € N*| p un nombre premier impair et f,(z) =
p (2P~ — 1), alors on a J(—fn) = =T (fn) = T(fn) # 0. En effet le lemme
de Hensel montre f,, admet des points fixes de valeur absolue 1, et on vérifie
que ce sont des points fixes répulsifs, par suite J(f,) est non vide. D’autre
part f, est une fraction rationnelle paire de degré au moins deux, et donc si
on applique le corollaire précédent avec r = 2, on en déduit le résultat.

6.6. Cas ou H est d’indice fini dans G

Donnons un cas ol on peut récupérer ’ensemble de Julia de G a partir de
I’ensemble de Julia de 'un de ses sous-semi-groupes H.
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Définition 6.6.1. — Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles et H un
sous semi-groupe de G. S'il existe un ensemble fini {g1,92,... ,gn} d’éléments
de G tels que G =g1HUgoHU---Ug,H, alors on dit que H est d’indice fini
dans G.

Proposition 6.6.2. — Si H est d’indice fini dans G. Alors J(G) = J(H).

Démonstration. — 11 suffit de voir que F(H) C F(G). Si z est dans F(H),
alors il existe un disque D contenant z et inclus dans F(H). D’autre part pour
i =1,2,...,n, il existe une constante ¢; telle que l'on ait A(g;(y),gi(z)) <
ciA(y, z) pour y,z dans P(C,). Notons ¢ le maximum des ¢;. Comme H est
équicontinue sur D, donc pour tout réel positif € il existe un réel positif 5

tel que pour y,z dans D, A(y,z) < n entraine que pour h dans H on ait

A(h(y), h(z)) < €. Par suite si g est dans G et que g = g; o h avec h dans H,
c

et i entre 1 et n alors on a A(g(y),g(2)) < e. Donc D C F(G), et par suite

z € F(G), donc F(H) C F(G). O
Corollaire 6.6.3. — Soit G le semi-groupe engendré par les fractions ration-
nelles Ri,Ra,... ,Ry,. Pour m entier naturel, on note E,(R1, Ra,... , Ry)

Uensemble des éléments de G qui sont composés de m éléments de [l’en-
semble {R1,Ra, ..., Ry} (en particulier Ey(R1, R, ... ,Ry) = {z}), et on pose
Gm = (Em(R1,Ray... ,Ry)). St T(G) #0 et m #0, alors F(Gp,) = F(G).

m
Démonstration. — En effet G = UtGm ou t parcourt U Ek(R1,Ra, ... ,Ry)
t k=0

m
(ensemble ayant au plus an éléments). Par suite G, est d’indice fini dans

k=0
G et le corollaire résulte de la proposition précédente. O
Ezemple 6.6.4. — 1) Soit R une fraction rationnelle, et n un entier natu-

rel non nul. Si on prend G = (R), H = (R")) et g1 = 2,90 = R, g3 =
RE, ... . g, = R on retrouve le fait que J(R) = J(R™).
2) Soient f, g deux fractions rationnelles, alors le corollaire donne que

J(< fog>)=T(< 2,42, fg,9f >).

6.7. Deux propriétés topologiques de J(G)

Dans ce paragraphe, on regarde sous quelles conditions ’ensemble de Julia
d’un semi-groupe de fractions rationnelles & coefficients dans C, est parfait,
et on donne des conditions suffisantes pour que ’ensemble de Julia d’un semi-
groupe de fractions rationnelles & coefficients dans C, soit d’intérieur vide (dans
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I'espace métrique P1(C,)).
Montrons d’abord quelques résultats préliminaires.

Lemme 6.7.1. — Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles a coeffi-
cients dans Cp, et F' est un sous ensemble de J(G) contenant au moins deuz

points, alors on a J(G) = U g (F).
9eG

Démonstration. — Posons B = U g~'(F). Comme F C J(G), on a pour
gelG

tout g de G que g7 (F) C g~ H(J(G)) C J(G), et puisque J(G) est fermé on

en déduit que B C J(G).

D’autre part, comme les fractions rationnelles sont des applications ouvertes

(d’apres la proposition 5.2.4), on a pour tout élément h de G :

By =h (g t@) ch (g tF) c |Jr e H(F) B

ged gea e
Comme B a au moins deux éléments, et que B est fermé, le corollaire 6.2.3
entraine que J(G) C B. O

Corollaire 6.7.2. — Sia est un élément of J(G) dont l’orbite arriere O, (a)

contient au mois deux points, alors on a J(G) = Og(a).

Démonstration. — En effet, le lemme précédent appliqué avec F' = O (a),

entraine que J(G) = U g 1(0g(a)) = Og(a). O
geG

6.7.1. Cas ou J(G) est parfait. — On a vu que si g est une fraction

rationnelle & coefficients dans C, de degré un, alors 7 (g) est vide ou de cardinal
1. Pour une fraction rationnelle g (& coefficients dans C, ) de degré au moins
deux, on sait que si I’ensemble de Julia de g est non vide alors il est parfait
(voir [15] page 694), en particulier J(g) n’est pas dénombrable s’il n’est pas
vide.

Le lemme qui suit précise la structure de J(G) et de G dans le cas ou J(G)
n’est pas parfait.

Lemme 6.7.3. — Soit G = (Ry,... ,Ry) ot Ry,... ,R, € C,(2) = C,. On
suppose que J(G) admet un point isolé a, alors on a deux cas :

i) Soit tous les points de J(G) sont isolés et on a J(G) C Of(a) et J(G) est
au plus dénombrable.

i1) Soit il existe un unique point b de J(G) qui n’est pas isolé et on a J(G) C
Og(a) U {b}.

Dans le second cas b est un point fize répulsif d’une homographie de G, ['orbite
arriere de b par G est {b}, G est conjugué a un semi-groupe de polyndémes et
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J(G) est dénombrable.
Dans les deuz cas tout élément de G de degré au moins deux a un ensemble de
Julia vide.

Démonstration. — 1) Comme a est isolé, il existe un disque B (de P(C,))
contenant a tel que 'on ait BN J(G) = {a}.

Posons U = U g(B), alors U est clairement stable avant par tous les éléments
geG

de G. Par suite on a |[U¢| < 1 (car sinon le corollaire 6.1.6 donne que U C F(G),

ce qui est absurde vu que a € J(G).

D’autre part si [U¢| = 1, alors il existe un élément b de P*(C,) tel que
U¢ = {b}, et donc pour tout élément g de G on a g~ '({b}) = {b} (car
g(U) C U). Il en résulte que pour tout élément g de G, l'orbite arriére de
b par g est {b}, et b est un point exceptionnel de g et on a g(b) = b.

2) Posons £ = J(G) siU® =D et &€= J(G) — {b} si U = {b}, alors on a

£cU=|JgB-{a})||JOk(a). Comme B - {a} C F(G) et que F(G)
e

est stable avant par les éléments de G, et que &€ C J(G), on en déduit que

E C Ok(a).

3) Montrons alors que tout point de & est isolé. En effet, si a’ est un point
de &, alors il existe un élément g de G tel que o' = g(a), par suite B’ = g(B)
est un ouvert contenant a’. Si 8 est un élément de B'NE, alors il existe a € B
tel que g(a) = B. Comme J(G) est stable arriére par les éléments de G, on en
déduit que o € J(G) N B = {a}. Par suite § = g(a) = d/, et donc a’ est isole
dans €.

4) De plus comme G a un nombre fini de générateurs, I'inclusion £ C Og(a),
entraine que J(G) est au plus dénombrable.

D’autre part si R est un élément de G de degré au moins deux, alors on a
J(R) =0 (car on a J(R) C J(G), et on sait que si 'ensemble de Julia de R
est non vide, alors il est infini et n’a pas de points isolés (voir par exemple [15]
page 694)).

5) Envisageons alors deux cas :

Cas 1 : les fractions rationnelles Ry,... , R, € C,(z), sont toutes de degrés
au moins deux.
Si |[U¢] = 1, alors b est un point exceptionnel de R; pour ¢ = 1,... ,n. Par
suite, b € F(R;), Vi = 1,... ,n (cf [9] page 43). Il en résulte que b est un point
fixe non répulsif commun de Rq,...,R,, et la proposition 6.1.20 entraine que
b € F(G). Donc pour |U¢| < 1, on a J(G) = € C Of(a).
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Cas 2 : pour m < n les fractions rationnelles Ry,... , R, sont toutes de
degrés un.

Si|U¢| = 0ouque |U¢| =1 et que b est un point fixe non répulsif commun de
Ry,..., Ry, alors on voit comme dans le premier cas que J(G) =& C Og(a).

Par contre si |[U¢| = 1 et que b est un point fixe répulsif de (par exemple) Ry,
alors on a J(G)—{b} = € C Of(a). Donc on a J(G) C Of(a)U{b}, et le point
b n’est pas isolé dans ce cas, car quitte & conjuguer G par une homographie
non constante, on peut supposer que b = 0, et que Ri(z) = Az ou [A| > 1. Il en

a
= € J(G) (vu que
J(G) est stable arriére par les éléments de G). Et comme la suite (R[ln})*l(a)
tend vers b = 0, on en déduit que b n’est pas isolé (vu que les éléments de la

résulte que pour tout n dans N — {0}, on a (R[ln])_l(a)

suite (R[ln])*l(a) sont distincts deux a deux) et en particulier que J(G) est
dénombrable.

Enfin quitte & conjuguer G par une homographie non constante, on peut
supposer que b = 0o, et dans ce cas ’orbite arriére de 0o est {00}, et donc on a
Ri_l({oo}) = {00} pouri =1,... ,n. Il en résulte que les fractions rationnelles
R, Ry, ..., R, sont des polynomes. O

Remarque 6.7.4. — 1l résulte du lemme 6.7.3, que quand G admet un
nombre fini de générateurs et que J(G) est infini, alors J(G) est dénom-
brable si et seulement si J(G) n’est pas parfait. Cependant on pas d’exemple
d’un semi-groupe G dont I’ensemble de Julia J(G) est infini dénombrable.

Une conséquence immédiate du lemme précédent est :

Corollaire 6.7.5. — Soit G = (Ry,... ,R,) ot Ry,... ,R, € C,(z) — C,.
On suppose que Ry est de degré auw moins deux et a un ensemble de Julia non
vide, alors J(Q) est parfait.

Si G est engendré par des homographies, on peut avoir J(G) parfait comme
le montre 'exemple suivant :

Ezemple 6.7.6. — Sion prend f(z) = 2, g(z) =2+ 1 et G = (f,g). Alors

ona0eJ(f) CJ(G) et —n = gl="(0) € J(G) pour tout entier naturel 7.
Et comme Z, est stable arriére par f et par g, et que Z, = —N, le corollaire
6.2.3 et l'inclusion Z, C J(G), entrainent alors que l'on a J(G) = Z,.

Dans le cas ou G est engendré par un nombre fini de fractions rationnelles
de degrés au moins deux & coefficients dans une extension finie de @, le lemme
précédent va nous permettre de déduire le théoréme suivant qui est un résultat
plus précis.
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Théoréme 6.7.7. — Soit K une extension finie de Q, et G le semi-groupe
engendré par les fractions rationnelles Ry, Ro, ... , Ry, de degrés au moins deuz
a coefficients dans K, alors J(G) vide ou parfait.

Démonstration. — 1) Si J(G) = PY(C,), alors J(G) est parfait.

J(G) # PY(C,), alors quitte & conjuguer G par une homographie non
constante on peut supposer que oo ¢ J(G).
De plus, si J(G) n’est pas vide, alors il est infini d’apres le théoréme 6.3.1.

2) Montrons alors que si J(G) est infini et que a est un point isolé de J(G),
alors a est algébrique sur Q.
En effet, d’aprés le lemme précédent on a J(G) C Of(a). Par conséquent si o
est un autre élément de J(G), alors on a o € J(G) C O/ (a). Donc il existe
un élément g; de G tel que a = g1(a). Et comme « est aussi un point isolé
de J(G), donc on a a € J(G) C Of(a). Par suite il existe un élément go de
G tel que a = go(a). Tl en résulte que si on pose g = go 0 g1 et g(z) = ggig
ou P et Q sont des polynomes premiers entres eux a coefficients dans K et
T(z) = 2Q(z) — P(z), alors T est un polynéme non nul qui s’annule en a.

3) Montrons maintenant que si J(G) est infini et admet un point isolé a,
alors on a une contradiction.
En effet, omme oo € F(G), donc il existe nombre réel strictement positif r
tel que J(G) C B (a,r). D’autre part d’aprés le lemme précédent, tous les
points de J(G) sont isolés et on a J(G) C Of(a) C K(a). Par suite, le
compact Bt (a,r) N K(a) contient une suite convergente d’éléments de J(G),
et donc J(G) a un point non isolé. Cela nous donne une contradiction. O

6.7.2. Cas ou J(G) est d’intérieur vide. — On sait que si R est une
fraction rationnelle & coefficients dans C,, alors son ensemble de Julia est
d’intérieur vide (voir [15] page 692).

Dans le cas d’un semi-groupe G de fractions rationnelles a coefficients dans C,
on va donner des conditions suffisantes pour que J(G) soit d’intérieur vide.
Nous aurons besoin de deux lemmes préliminaires.

Lemme 6.7.8. — Soit G un semi-groupe de fractions rationnelles a coeffi-
cients dans C,. On suppose que :

1) G contient un élément R de degré au moins deuz, dont [’ensembles de Julia
J(R) est non vide.

2) J(G) est contenu dans une partie fermée F (de P1(C,)) qui est compléte-
ment stable par les éléments de G et que F # P1(C,).

Alors l'ensemble J(G) est d’intérieur vide.

Démonstration. — La preuve est analogue a celle du lemme 2 de [21].
Comme J(R) est non vide, le lemme 6.7.1 entraine que J(G) =
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Unea P (T (R)).

Supposons par I'absurde que J(G) soit d’intérieur non vide, alors il existe un
disque D (de P(C,)) contenu dans J(G).

Par suite il existe un élément h de G tel que D Nh~Y(J(R)) # 0.

On utilise alors la remarque suivante : Si f est une application d’un ensemble
E dans lui méme et B,C deux sous ensembles de E, alors BN f(C) #
équivaut a f~1(B) N C # 0.

Dans notre cas on a donc h(D) N J(R) # 0.

Posons alors V = h(D) et W = U RM™M(V), et montrons que le complémen-
neN

taire de W dans P!(C,) a au plus un point.
En effet comme W est stable avant par R, si le complémentaire de W dans
P'(C,) a au moins deux points, alors le Critére de Hsia entraine que W est
contenu dans F(R), mais cela est impossible vu que W contient V qui lui
contient un élément de J(R).
Par suite W est soit P*(C,) soit P'(C,) privé d’un point. Donc W = P(C,),
et comme le fermé F' contient W, on en déduit que F = P'(C,), contrairement
a I’hypothése faite. O

Dans ce qui suit nous noterons @ I’ensemble des éléments de C, qui sont
algébriques sur Q.

Lemme 6.7.9. — Soit K une extension de degré fini de Q,, (R;)icr une
famille de fractions rationnelles a coefficients dans K et G = (R; [ i € I).
On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

i) Les degrés des générateurs de G sont magjorés par une constante.

ii) L'ensemble J(G) N Q, est de cardinal au moins trois.

Alors, il existe une partie fermée F de P'(C,) qui contient J(G) et qui est
complétement stable par les éléments de G, et il existe un entier naturel D tel

que pour tout élément 0 de C, de valeur absolue p_% ou p € N—{0,1} et
p premier a D, on ait B(0,]0|) C PY(C,) — F. En particulier les ensembles
PY(C,) — F et F(G) sont non vides.

Démonstration. — 1) Montrons d’abord qu’il existe un élément o de J(QG)
qui est algébrique sur @), et dont I'orbite arriére par G' contient au moins deux
éléments. Pour cela considérons deux cas :

i) Si G contient une fraction rationnelle de degré au moins deux alors 7 (G)NQ,
contient un point non exceptionnel de R (donc de G), vu que R a au plus deux
points exceptionnels (voir [9] page 43).

ii) Si G contient une homographie h distincte de z, alors h~! a au plus deux
points fixes. Donc, J(G) NQ, contient un point a tel que h~'(a) # a.

2) Comme il existe un élément a de J(G) qui est algébrique sur Q, et dont
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I’orbite arriére par G a au moins deux éléments, donc le corollaire 6.7.2 entraine
que J(G) = Og(a).

Notons M le sous-corps de G, obtenu en adjoignant & K 1’élément a, d le degré
de M sur Q,, d; le degré de R; (pour ¢ dans I), 6 le maximum des degrés des
fractions R; pour ¢ dans I, et D = d(d!).

Soit N D’ensemble des entiers naturels non nuls dont les diviseurs premiers
sont des diviseurs de D (en particulier 1 € A'). Notons L ’ensemble formé
du point a l'infini et des éléments de C, qui sont algébriques sur M et dont
le degré sur M est dans N, et posons F = L (adhérence de L dans I’espace
métrique PL(Gy)).

Remarquons alors que N est stable par le produit et que tout entier non nul
qui divise un élément de A est lui aussi dans N.

3) Veérifions alors que L est complétement stable par les éléments de G, il
en résultera que O (a) C L et que F est complétement stable par les éléments
de G.

Pour tout ¢ dans I posons R;(z) = g‘z(é)) ou Pi(z),Qi(z) € M[z] et Pi(z)
premier & Q;(2).

Siz € L et y= R;(zx) alors :
Pour z # oo on a dans le cas ou z est un podle de R; que y = oo € L, et dans
le cas ou = n’est pas un pole de R; que y = R;(z) € M(x), et donc le degré de
R;(z) sur M divise celui de x sur M, et par suite y € L.
Pour £ = 0o on a dans le cas ot degP; < degQ; que y = 0 € L, et dans le
cas ol degP; > degQ); que y = oo € L, et dans le cas ou degP; = degQ; que
y = Ri(z) € M C L. Finalement on a bien que R;(L) C L.

D’autre part si z € L et R;(y) = z, alors :

Pour x # oo, on a que y est racine du polyndéme P;(z) — zQ;(z) qui est a
coefficients dans M (z), par suite le degré de y sur M (z) est dans N (car il est
inférieur & d;), et comme le degré de z sur M est dans A/, on en déduit que le
degré de y sur M est aussi dans NV, et donc y € L.

Pour z = oo, on a soit y = oo € L, soit y est un pole de R; et y € L (car
dans ce cas le degré de y sur M est inférieur a d; et donc ce degré est dans N).
Finalement on a bien que R; '(L) C L.

En particulier on a Og(a) C L, et donc on a J(G) = Og(a) C L.

1
4) Montrons alors que si 6 est un élément de C, tel que |#] = p », o
p € N—{0,1} et p premier a D, alors on a B~ (6,]0|) C P}(C,) — F.
Remarquons d’abord que 0] ¢ |L|, car sinon il existe une suite z,, d’éléments
de L—{oo} tels que limz, = = € L et |z| = |@|. Mais alors a partir d’un certain
rang on a |z,| = |z| = |6], et donc |9 = p~>, od A € N,m € Z (vu que le
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degré de z,, sur Q, est dans NV'). Par suite on a pm = X, et donc p divise X et
p € N, ce qui contredit I’hypothése.

D’autre part, si on note rg la distance de # au fermé L, alors on a 1y > |6
(car sinon il existe un élément x dans L tel que |z — 6| < |0], et par suite on a
|z| = |0] et |#] € L ce qui est absurde par ce qui précéde).

On en déduit que B~(0,]0]) C PY(C,) — F C F(G) comme promis.
5) Par suite si on prend un nombre premier g plus grand que D, et 6 une
1

racine du polynome z¢ —p, on a |f] = p <, et ce qui précéde entraine que :
0 € PY(C,) — F C F(G). O

Nous somme maintenant en mesure de donner la preuve du théoréme sui-
vant :

Théoréme 6.7.10. — Soit K une extension finie de Q, et G un semi-groupe
engendré par des fractions rationnelles Ry, ... , Ry a coefficients dans K, alors
J(G) est d’intérieur vide.

Démonstration. — Remarquons que si J(G) N Q, est fini, alors J(G) est
d’intérieur vide.

En effet, si J(G)NQ, = {a1,az,... ,a,} on pose & = Q, —{ay,as,... ,a,}.
Et comme on a £ C F(G) et que 'adhérence de € est P1(C,), il en résulte que
J(G) est d’intérieur vide.

Dans le cas oit J (G)NQ, est infini, on remarque d’abord qu’on peut supposer
que G contient un élément R de degré au moins deux, dont ’ensemble de Julia

p_
J(R) est non vide (quitte a remplacer G par (G U {Rp}) ot Ry(z) = S
(rappellons que J(Ry) = 7Zp)).

Par suite, le lemme 6.7.9 entraine que P1(C,) — F est non vide et il suffit
d’utiliser le lemme 6.7.8 pour conclure. ]

6.8. Tableau comparatif avec le cas complexe

Nous allons dans ce paragraphe comparer les propriétés des ensembles de
Julia des semi-groupes de fractions rationnelles a coefficients dans C,,, avec les
propriétés des ensembles de Julia des semi-groupes de fractions rationnelles &
coefficients complexes.

On notera Jp,(R) 'ensemble de Julia d’une fraction rationnelle R & coefficients
dans C,, de degré au moins deux.

On notera J,(G) I'ensemble de Julia, d’un semi-groupe G = (Ry, ..., R;) ol
Ry,... R, sont des fractions rationnelles & coefficients dans C, , n # 1 et
degR; >2pourit=1,...,n.
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On notera J.(R) ’ensemble de Julia d’une fraction rationnelle R a coefficients
complexes de degré au moins deux.

On notera J.(G) I’ensemble de Julia, d’un semi-groupe G = (Ry,..., Ry) ol
Ry, ..., R, sont des fractions rationnelles & coefficients complexes, n # 1 et
degR; >2pourit=1,...,n.

Dans le tableau on notera T pour toujours, P pour possible, J pour jamais, et
Q.0 pour question ouverte (& la connaissance de 'auteur).

Propriété Tp(R) | Tp(G) | Te(R) | T.(G)
1 stable arriére T T T T
2 vide P P J J
3 fini+non vide J J J J
4 infini+-dénombrable J Q.0 J J
5 parfait P P T T
6 infini+non parfait J J J J
7 infini+intérieur vide P P P
8 | infini+intérieur non vide J Q.0 P P
Commentaires

1) Jp(R) est complétement stable par R (voir par exemple [6] page 1). Par
contre J,(G) est stable arriére par les éléments de G d’apres la proposition
6.2.2, mais peut ne pas étre stable avant par les éléments de G, comme le
montre ’exemple 6.2.10.

Dans le cas complexe, J.(R) est complétement stable par R (d’apres le théo-
réme 3.2.4 de [2]).

D’autre part J.(G) est stable arriére par les éléments de G d’aprés le lemme 2.1
de [13], par contre, J.(G) n’est pas toujours stable avant par les éléments de G
comme montre I'exemple 1 page 360 de [13] (pour |a| > 1, et G = (22,0 12?),
ona J.(G)={z€C, /1< |z| <|al})

2) Si R a une bonne réduction alors J,(R) est vide (voir [17] page 105).
Si G est un semi-groupe engendré par des fractions rationnelles a coefficients
dans C,) ayant de bonnes réductions, alors on a J,(G) = 0 d’apres le corollaire
6.1.12.
Dans le cas complexe, J.(R) est infini d’aprés le théoreme 4.2.1 de [2], donc
Je(G) est aussi infini.

3) Jp(R) est infini ou vide (cf [15] page 694 théoreme 2.9), et J,(G) est
infini ou vide d’apreés le théoréme 6.3.1.
Dans le cas complexe, J.(R) et J.(G) sont infinis d’apres ce qui préceéde.
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4) 5) et 6) On sait que si J,(R) n’est pas vide, alors il est parfait, donc non
dénombrable(voir [15] page 694).
Dans le cas complexe, on sait que J.(R) est parfait (cf [2] théoreme 4.2.4),
donc non dénombrable.
Jp(G) est parfait ou vide d’aprés le théoréme 6.7.7.
Je(@G) est parfait d’apres le lemme 3.1 page 363 de [13], donc non dénombrable.

7) On sait que si ’ensemble J,(R) n’est pas vide, alors J,(R) est d’intérieur
vide (voir, par exemple, [15] page 692 et [9] page 52).
D’aprés le théoréeme 6.7.10, si G est engendré par des fractions rationelles &
coefficients dans une extension finie de Q,, alors J,(G) est d’intérieur vide.
Dans le cas complexe, on montre dans [2] page 11 théoréme 1.4.1 que si les
polynémes T}, (ot k € N), sont définis par les relations Ty(z) =1, Ti(z) = z, et
Thi1(z) = 22T5,(2) — Tp,—1, alors on a J.(Ty) = J.(—T%) = [—1,1] pour k > 2,
et on montre dans [13] page 361 exemple 2 que pour G = (T},, n € N—{0, 1}),
alors on a J.(G) = [-1,1].

8) Dans le cas complexe, si R(z) = (1 —2271)% on montre dans [2]| page 171
que J.(R) = P(C).
Et J.(G) peut étre d’intérieur non vide comme dans [13| page 361 exemple 3
oil on montre que si G = (22,222 — 1), alors J.(G) = {z € C / |2| < 1}.
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