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Introduction Générale

L’ionisation de la matière par impact d’électrons est un processus fonda-

mental dans la théorie des collisions et joue un rôle important dans plusieurs

domaines comme la physique des plasmas, l’astrophysique, la physique des

surfaces et la biophysique.

Actuellement la compréhension des mécanismes collisionnels reste in-

complète et nécessite une étude plus rigoureuse. La section efficace triple-

ment différentielle (SETD) obtenue dans les expériences de simple ionisa-

tion (e,2e) où les électrons sortants sont détectés en cöıncidence représente

la description la plus détaillée du processus d’ionisation. Cette quantité est

évaluée à travers l’amplitude de diffusion définie comme étant l’élément de

transition entre l’état initial et l’état final de la collision, le calcul de cette

quantité représente un outil fondamental pour étudier la dynamique de la

réaction ainsi que la structure de la cible.

Plusieurs modèles ont été ainsi progressivement établis pour calculer

la SETD de cibles atomiques et moléculaires. Le modèle DWBA (Distor-

ted Wave Born Approximation)[1–3] est l’une des approches théoriques

ayant eu, dans certaines conditions cinématiques, le plus de succès à des

énergies d’impact intermédiaires (100eV < E < 1keV ). Ce modèle prend

en considération les effets de distorsion des électrons sous l’effet du po-

tentiel de courte portée exercé par l’ion résiduel. Il existe également des

modèles non-perturbatifs plus sophistiqués comme les modèles CCC(Close

Convergent Coupling)[4, 5] et la matrice R[6, 7] basés sur des descriptions

iv



INTRODUCTION GÉNÉRALE v

complètement numériques très efficaces qui donnent des résultats en très

bon accord avec l’expérience, ces modèles exigent cependant des moyens

informatiques très importants et ne conviennent pas du tout à l’étude de

cibles moléculaires.

Lorsque les deux électrons sont détectés avec des énergies voisines, l’in-

teraction mutuelle entre ces deux électrons doit être prise en considération.

Ces effets post-collisionnels ont été introduits pour la première par Brau-

ner et al.[8] (Connu comme BBK) dans l’état final. Ce modèle donne un

très bon accord avec l’expérience pour des atomes légers mais échoue à re-

produire le pic de recul pour des cibles atomiques complexes et pour des

cibles moléculaires. Cet échec est dû au fait que les effets de distorsion ne

soient pas pris en considération pour les basses énergies (E < 100eV ). Ce

modèle reste néanmoins en mesure d’expliquer l’absence de la symétrie au-

tour du moment de transfert dans les résultats expérimentaux à l’inverse des

modèles de premier ordre qui sont incapables de reproduire cette asymétrie.

D’autre part la section efficace totale (SET) des molécules est plus abon-

damment étudiée que les sections efficaces différentielles à cause de la dis-

ponibilité de données expérimentales . Des approches semi-empiriques ont

été utilisées pour estimer la SET pour les molécules en utilisant différentes

règles additives[9] qui négligent complètement la liaison chimique dans la

molécule. Le modèle semi-empirique BEB est capable de bien reproduire

la SET pour un bon nombre de molécules[10, 11]. Ces théories permettent

d’évaluer exclusivement les sections efficaces totales et simplement différentielles

et sont malheureusement incapables de calculer la SETD qui donne tous les

détails du mécanisme d’ionisation.

Le modèle 1CW (First Born Approximation- Coulomb Wave), où l’électron

éjecté est décrit par une onde coulombienne, a été appliqué à diverses cibles

moléculaires. Ce modèle a pu reproduire de façon satisfaisante les mesures

relatives de la SETD dans le cas de la molécule d’eau à basse énergie d’inci-

dence (250 eV). Néanmoins ce modèle n’arrive pas à décrire la SET à basse
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énergie où il surestime l’expérience comme c’est d’ailleurs le cas de tous les

modèles de premier ordre.

Dans ce travail nous présentons des modèles plus rigoureux qu’on note

1DW (Distroted Wave), BBKDW et BBKSR (BBK-Short Range), pour

calculer la SETD de cibles atomiques et moléculaires. Dans le modèle 1DW,

l’électron éjecté est décrit par une onde distordue. Les modèles BBKDW

et BBKSR sont tous les deux inspirés du modèle BBK où l’on introduit

les effets de distorsion de l’électron éjecté et l’effet du potentiel de courte

portée respectivement.

Ces trois modèles sont appliqués dans le cas de quelques cibles atomiques

(Hélium, Néon et Argon) et moléculaires (CH4, NH3 et H2O), les résultats

sont alors comparés à d’autres résultats théoriques ainsi qu’à l’expérience.

En outre le modèle 1CW est étendu au modèle OCW (Orthogonalized

Coulomb Wave) en orthogonalisant l’état final à l’état initial. Les SET de

quelques petites molécules de type XHn, sont ainsi calculées et confrontées

au modèle 1CW et à l’expérience.

Ce manuscrit se compose de quatre chapitres. Dans le premier chapitre

on présente les grandes lignes de la théorie quantique de la diffusion. On

introduira la notion de sections efficaces différentielles et totales ainsi que

l’amplitude de diffusion dans le cas général et dans le cadre de l’approxima-

tion de Born largement utilisée. L’analyse en ondes partielles, qui constitue

un fondement important de la théorie, est ensuite introduite, appliquée et

discutée dans le cas de particules identiques.

Dans le chapitre 2, la théorie de la simple ionisation ainsi que les différents

modèles théoriques inhérents au processus sont présentés. Le processus

(e,2e) est dans un premier temps qualitativement décrit en introduisant la

quantité fondamentale qui le décrit, à savoir la section efficace complètement

différentielle. Les conditions cinématiques dans lesquelles sont réalisées les

expériences de simple ionisation sont alors présentées. Les divers modèles

théoriques utilisés sont ensuite définis à travers la représentation des états
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initial et final.

Dans le chapitre 3, le modèle BBKDW est appliqué à des cibles ato-

miques et moléculaires, les résultats obtenus sont confrontés à l’expérience

et commentés. Dans un premier temps le modèle est explicitement défini en

mettant l’accent sur le calcul analytique, qui n’est pas à priori une tâche

aisée, de la charge variable vue par l’électron éjecté. Le modèle permet ainsi

de considérer les cas de cibles atomiques et moléculaires sans pour autant

être confrontés aux problèmes de temps de calcul numérique.

La chapitre 4 se scinde en fait en deux parties, où on applique dans

un premier temps le modèle BBKSR pour calculer et discuter la SETD de

quelques atomes et molécules. Dans ce modèle, l’interaction du projectile

avec la cible n’est plus purement coulombienne mais inclut en plus le po-

tentiel de courte portée, évalué de façon analytique permettant ainsi un

précieux temps de calcul. Dans la deuxième partie, le modèle OCW où

l’état final est automatiquement orthogonalisé à l’état initial, est appliqué

pour calculer la SET de cibles atomiques et moléculaires. Les résultats de

ce modèle sont comparés avec le modèle 1CW ainsi qu’avec un large spectre

de données expérimentales.

Pour conclure, on termine par une synthèse des principaux résultats

ainsi que des perspectives à prévoir à l’issue de ce travail.

Quelques détails de calculs sont finalement renvoyés en annexes (de A

à E).



Chapitre 1

Théorie générale de la diffusion

La théorie de la diffusion est un outil important en physique atomique

et moléculaire parce qu’elle permet de donner des informations importantes

sur la structure de la matière et l’interaction de ses constituants.

Dans ce chapitre on discute la théorie de la diffusion à l’aide d’un formalisme

purement quantique. Il existe en effet des traitements empiriques et semi

empiriques mais ils ne sont pas capables d’interpréter les expériences dans

un grand nombre de situations [10, 11].

Dans les expériences de diffusion, il s’agit d’étudier un système formé de

particules incidentes , d’une cible et de particules éjectées ou diffusées dans

la voie de sortie, nécessitant la résolution d’un problème à N corps en général

de façon approchée.

HΨ(~r) = EΨ(~r) (1.1)

Le problème revient à trouver les solutions de l’équation de Schrödinger dans

les voies d’entrée et de sortie permettant de calculer les différentes quantités

physiques décrivant la collision comme la densité de courant, l’amplitude

de diffusion etc ...

Dans le cas le plus simple de diffusion de deux particules interagissant à

1
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Figure 1.1 – Expérience de diffusion

travers le potentiel V (~r1, ~r2) , l’équation de Schrödinger s’écrit :(
− h̄2

2m1

~∇2
1 −

h̄2

2m2

~∇2
2 + V (~r1, ~r2)

)
Ψ(~r1, ~r2) = EΨ(~r1, ~r2) (1.2)

où V (~r1, ~r2) est le potentiel d’interaction entre les deux particules et E est

l’énergie totale du système.

Dans le cas d’une force centrale et en utilisant les propriétés du problème à

deux corps, le problème se réduit à la résolution du mouvement relatif des

deux particules tel que :(
− h̄2

2µ
~∇2 + V (r)

)
Ψ(~r) = EΨ(~r) (1.3)

où µ =
m1m2

m1 +m2

est la masse réduite et le potentiel d’interaction V (r) =

V (|~r1 − ~r2|).
On peut distinguer deux cas dans ce type de collisions :

i) Collision élastique : l’état interne des particules reste inchangé.

A+B → A+B

ii) Collision inélastique : l’état interne des particules change (on l’appelle

aussi réaction).

A+B → A′ +B′
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L’équation (1.3) représente la diffusion d’une particule de masse µ par un

potentiel V (r) où r est la distance de la particule au centre de V (r). On

suppose que le potentiel est de courte portée, l’interaction a lieu seulement

dans cette région, appelée la région de diffusion ou la portée du potentiel.

Hors de la région de diffusion l’équation (1.3) devient :(
~∇2 + k2

0

)
Ψinc(~r) = 0 (1.4)

où Ψinc(~r) est la fonction d’onde incidente et k0 =
2µE

h̄2 , la solution de (1.4)

est tout simplement une onde plane de vecteur d’onde ~k0 telle que :

Ψinc(~r) = ei
~k0~r (1.5)

Après la collision entre les deux particules, la solution est une superposition

d’une onde transmise poursuivant le mouvement dans le même sens que

l’onde incidente et d’une onde diffusée Ψsc(~r) que l’on prend généralement

sous la forme :

Ψsc(~r) = f(θ, φ)
ekr

r
(1.6)

où f(θ, φ) est appelée amplitude de diffusion et dépend des angles θ et φ.
~k est le vecteur d’onde associé à la particule diffusée et θ est l’angle entre
~k et ~k0.

La fonction d’onde totale est la superposition d’une onde incidente et d’une

onde diffusée et s’écrit donc :

Ψ(~r) = Ψinc(~r) + Ψsc(~r)

= ei
~k0~r + f(θ, φ)

ekr

r

(1.7)

1.1 Section efficace différentielle

La section efficace différentielle est la quantité qui détermine le nombre

de particules diffusées par unité de temps dans un élément d’angle solide
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dΩ par la densité de flux de particules incidentes Jinc [12].

dσ

dΩ
(θ, φ) =

1

Jinc

dN

dΩ
(θ, φ) (1.8)

La section efficace totale est donnée par :

σ =

∫
dσ

dΩ
(θ, φ)dΩ (1.9)

σ a la dimension d’une surface.

Pour calculer la section efficace différentielle, on utilise la définition de dN :

dN = JscdS = Jscr
2dΩ (1.10)

représentant le nombre de particules diffusées dans un angle solide dΩ et

passant à travers l’élément de surface dS avec une densité de flux Jsc.

En remplaçant dans l’équation (1.9), on obtient :

dσ

dΩ
=

Jsc
Jinc

r2 (1.11)

Les densités de courant peuvent être aisément calculées en utilisant les

relations usuelles connues en mécanique quantique[12]

Jinc =
ih̄

2µ

(
Ψinc(~r)~∇2Ψ∗inc −Ψ∗inc(~r)~∇2Ψinc

)
=
h̄k0

µ
(1.12)

Jsc =
ih̄

2µ

(
Ψsc(~r)~∇2Ψ∗sc −Ψ∗sc(~r)~∇2Ψsc

)
=

h̄k

µr2
|f(θ, φ)| (1.13)

On obtient finalement :

dσ

dΩ
(θ, φ) =

k

k0

|f(θ, φ)|2 (1.14)

Pour une collision élastique (k = k0) :

dσ

dΩ
(θ, φ) = |f(θ, φ)|2 (1.15)
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1.1.1 Amplitude de diffusion

Comme la résolution de l’équation de Schrödinger n’est pas toujours fa-

cile, on utilise la méthode générale des fonctions de Green pour sa résolution.

La solution d’une équation au dérivées partielles du 2nd ordre avec second

membre s’écrit :

Ψ(~r) = ΨH(~r) + ΨIH(~r) (1.16)

où ΨH(~r) est la solution générale de l’équation homogène (sans second

membre) et ΨIH(~r) est une solution particulière de l’équation non-homogène

(avec second membre).

L’équation qu’on doit résoudre est :

(~∇2 + k2
0)Ψ(~r) =

2µ

h̄2 V (r)Ψ(~r) (1.17)

La solution de l’équation homogène conduit à ΨH(~r)

(~∇2 + k2
0)ΨH(~r) = 0 =⇒ ΨH(~r) = ei

~k0~r (1.18)

Pour trouver la solution particulière de l’équation non-homogène on utilise

la notion de fonction de Green :

ΨIH(~r) =

∫
2µ

h̄2G(~r − ~r′)V (r′)Ψ(~r′)d~r′ (1.19)

où la fonction de Green satisfait l’équation :

(~∇2 + k2)G(~r − ~r′) = δ(~r − ~r′) (1.20)

En utilisant la transformation de Fourier :

(k2 + q2)G̃(~q) = 1 =⇒ G(~r − ~r′) =
1

(2π)3/2

∫
ei~q(~r−

~r′)

k2 + q2
d~q (1.21)

et en intégrant les deux membres de l’équation sur les variables angulaires

on obtient :

G(~r − ~r′) =
1

(2π)3/2

∫
eiq|~r−~r′| cos θ

k2 + q2
q2 sin(θ)dqdθdφ

=
1

i4π
∣∣∣~r − ~r′∣∣∣

∫
q
eiq|~r−~r′|

k2 + q2
dq

(1.22)
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Pour calculer cette intégrale on utilise le théorème des résidus. Dans notre

cas il y a deux singularités q = ±k, la fonction de Green est ainsi donnée

par :

G±(~r − ~r′) = − 1

4π

e±ik|~r−~r′|∣∣∣~r − ~r′∣∣∣ (1.23)

où G+(~r − ~r′) est l’onde sortante et G−(~r − ~r′) est l’onde entrante. Dans

notre cas on utilise la première pour décrire la particule diffusée parce-qu’on

a approximé la particule incidente par une onde plane. La fonction totale

devient :

Ψ(~r) = ei
~k0~r − µ

2πh̄2

∫
eik|~r−~r′|∣∣∣~r − ~r′∣∣∣V (r′)Ψ(~r′)d~r′ (1.24)

L’équation (1.24) est appelée équation intégrale de la diffusion.

Comme le détecteur est très loin de la cible on peut trouver la forme asymp-

totique de Ψ(~r).

Lorsque r −→∞ :

k
∣∣∣~r − ~r′∣∣∣ = k

√
r2 + r′2 − 2~r~r′ ' kr−k~r

r
~r′ ' kr−~k~r′ et

1

~r − ~r′
' 1

r
(1.25)

En utilisant ces approximations :

Ψ(~r) −→ Ψinc(~r)−
µ

2πh̄2

eikr

r

∫
e−i

~k~r′V (r′)Ψ(~r′)d~r′ (1.26)

En identifiant cette équation avec l’équation (1.7), on trouve :

f(θ, φ) = − µ

2πh̄2

eikr

r

∫
e−i

~k~r′V (r′)Ψ(~r′)d~r′

= − µ

2πh̄2 〈φ|V (r)|Ψ〉
(1.27)

avec φ(~r) = ei
~k~r.

En comparant (1.15) et (1.27) la section efficace différentielle s’écrit alors

pour une collision élastique :

dσ

dΩ
=

µ2

4π2h̄4 |〈φ|V (r)|Ψ〉|2 (1.28)
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1.1.2 Approximation de Born

Pour résoudre l’équation intégrale (1.24), on utilise la méthode des ap-

proximations successives. A l’ordre zéro, la solution est :

Ψ0(~r) = φinc(~r) (1.29)

La solution du premier ordre est :

Ψ1(~r) = Ψ0(~r)− µ

2πh̄2

∫
eik|~r−~r1|

|~r − ~r1|
V (r1)Ψ0(~r1)d~r1 (1.30)

et à l’ordre n :

Ψn(~r) = Ψn−1(~r)− µ

2πh̄2

∫
eik|~r−~rn|

|~r − ~rn|
V (rn)Ψn−1(~rn)d~rn (1.31)

La forme (1.31) est appelée série de Born. La première approximation de

Born (First Born Approximation - FBA) donne :

dσ

dΩ
=

µ2

4π2h̄4

∣∣∣ ∫ ei(
~k−~k0)~r1V (r1)d~r1

∣∣∣2 (1.32)

1.1.3 Validité de FBA

La première approximation de Born est valide lorsque le second terme

est très petit par rapport au premier entrainant la condition :∣∣− µ

2πh̄2

∫
eik|~r−~r1|

|~r − ~r1|
V (r1)Ψ0(~r1)d~r1

∣∣� |φinc(~r)| = 1 (1.33)

Pour une diffusion élastique k = k0 le potentiel est très grand quand r est

proche de 0 (r = 0) , on déduit donc :

µ

h̄2

∣∣∣ ∫ r1e
ikr1V (r1)dr1

∫
eikr1 cos θ1 sin(θ1)dθ1

∣∣∣� 1 (1.34)

où ∣∣∣ ∫ V (r1)(e2ikr1 − 1)dr1

∣∣∣� h̄2k

µ
∼ Ec (1.35)

On conclut que la première approximation de Born est valide lorsque l’énergie

cinétique des particules incidentes est très grande par rapport au potentiel

de diffusion.
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1.2 Analyse des ondes partielles

Dans la section précédente nous avons discuté la première approximation

de Born où le potentiel diffuseur a une valeur limitée [12] . Dans cette section

on va discuter un cas général sans poser de contraintes sur le potentiel de

diffusion.

1.2.1 Analyse des ondes partielles pour la diffusion

élastique

La fonction d’onde représentant les particules incidentes peut être décomposée

en ondes partielles sous la forme suivante :

φinc(~r) = eikr cos θ =
∞∑
l=0

il(2l + 1)jl(kr)Pl(cos θ) (1.36)

où jl(kr) sont les fonctions de Bessel sphériques et Pl(cos θ) sont les po-

lynômes de Legendre. En supposant que le potentiel a une symétrie sphérique,

la solution générale de l’équation de Schrödinger est :

Ψ(~r) =
∑
l,m

ClmRkl(r)Ylm(θ, φ) (1.37)

Comme le système est symétrique, la fonction doit être indépendante de

φ. En utilisant les propriétés Yl0(θ, φ) = Pl(cos θ) et en posant al = Cl0 la

fonction d’onde pour m = 0 devient :

Ψ(~r) =
∑
l

alRkl(r)Pl(cos θ) (1.38)

D’autre part on a :

Ψ(~r) = ei
~k0~r + f(θ, φ)

ekr

r

=⇒ Ψ(r, θ) = eikr cos θ + f(θ, 0)
ekr

r

=
∞∑
l=0

il(2l + 1)jl(kr)Pl(cos θ) + f(θ)
ekr

r

(1.39)
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Dans les expériences de diffusion, la distance entre le détecteur et la cible

est très grande par rapport à l’échelle de la cible. On peut par conséquent

utiliser la forme asymptotique de la fonction d’onde r →∞ :

jl(kr) −→
sin(kr − lπ/2)

kr
=

((−i)leikr − ile−ikr)
2ikr

(1.40)

La forme asymptotique de la fonction d’onde est :

Ψ(r, θ) −→ −e
−ikr

2ikr

∞∑
l=0

(−1)l(2l + 1)Pl(cos θ)

+
eikr

r

(
f(θ) +

1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)
)

(1.41)

Pour calculer cette forme asymptotique, on doit déterminer la forme asymp-

totique de Rkl(r). Pour r � 0 le potentiel peut être négligé et l’équation

radiale de Rkl(r) devient :( d2

dr2
− l(l + 1)

r2
+ k2

)(
rRkl(r)

)
= 0 (1.42)

La solution générale de cette équation est :

Rkl(r) = Aljl(kr) +Blnl(kr) (1.43)

La forme asymptotique des fonctions de Neumann nl(kr) est :

nl(kr) −→ −
cos(kr − lπ/2)

kr
(1.44)

La fonction d’onde prend ainsi la forme :

Rkl(r) −→ Cl
sin(kr − lπ/2 + δl)

kr
(1.45)

avec Cl =
√
A2
l +B2

l et tan δl =
Bl

Al
, δl est appelé déphasage et doit être

nul lorsque V (r) = 0.
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En insérant l’équation (1.45) dans l’équation(1.37) on obtient :

Ψ(r, θ)→
∞∑
l=0

alPl(cos θ)
sin(kr − lπ/2 + δl)

kr

= −e
−ikr

2ikr

∞∑
l=0

ali
le−iδlPl(cos θ) +

eikr

2ikr

∞∑
l=0

al(−i)leiδlPl(cos θ) (1.46)

Cette onde est appelée une onde plane distordue.

En identifiant la dernière équation avec (1.41) on obtient :

al = (2l + 1)ileiδl (1.47)

et

f(θ) =
1

k

∞∑
l=0

(2l + 1)eiδl sin δlPl(cos θ) =
∞∑
l=0

fl(θ) (1.48)

La section efficace différentielle est alors :

dσ

dΩ
(θ) = |f(θ)|2 =

1

k2

∞∑
l,l′

(2l + 1)(2l′ + 1)ei(δl−δl′ )

sin δl sin δl′Pl(cos θ)Pl′(cos θ) (1.49)

En intégrant cette équation par rapport aux variables angulaires :

σ =

∫
dσ

dΩ
(θ)dΩ =

∫ 2π

0

∫ π

0

dσ

dΩ
(θ) sin θdθdφ

= 2π

∫ π

0

dσ

dΩ
(θ) sin θdθ =

2π

k2

∞∑
l,l′

(2l + 1)(2l′ + 1)ei(δl−δl′ )

sin δl sin δl′

∫ π

0

Pl(cos θ)Pl′(cos θ) sin(θ)dθ (1.50)

et en utilisant la propriété :∫ π

0

Pl(cos θ)Pl′(cos θ) sin(θ)dθ =
2

2l + 1
δll′ (1.51)

la section efficace totale s’écrit enfin :

σ =
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl =
∞∑
l=0

σl (1.52)

σl sont les sections efficaces partielles.
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1.2.2 Analyse des ondes partielles pour la diffusion

inélastique

L’amplitude de diffusion f(θ) peut s’écrire comme :

f(θ) =
∞∑
l=0

(2l + 1)fl(k)Pl(cos θ) (1.53)

avec

fl(k) =
1

k
eiδl sin δl =

1

2ik
(e2iδl − 1)

=
1

2ik

(
Sl(k)− 1

) (1.54)

où Sl(k) = e2iδl et doit vérifier |Sl(k)| = 1 pour une diffusion élastique où

il n’y a aucune perte du flux. Dans le cas d’une variation du flux Sl(k) est

redéfini comme

Sl(k) = ηl(k)e2iδl (1.55)

où 0 < ηl(k) ≤ 1.

En développant fl(k) sous la forme :

fl(k) =
1

2k

[
ηl(k) sin(2δl) + i(1− ηl(k)) cos(2δl)

]
(1.56)

on obtient :

f(θ) =
1

2k

∞∑
l=0

(2l + 1)
[
ηl(k) sin(2δl) + i(1− ηl(k)) cos(2δl)

]
Pl(cos θ)

(1.57)

La section efficace élastique totale est donnée par :

σel = 4π
∞∑
l=0

(2l + 1)|fl(k)|2

=
π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)(1 + ηl(k)2 − 2ηl(k) cos δl)

(1.58)
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La section efficace élastique totale est donnée par :

σinel =
π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)(1− ηl(k)2 (1.59)

La somme des sections efficaces donne :

σ = σel + σinel =
2π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)(1− ηl(k) cos δl) (1.60)

1.3 Diffusion de particules identiques

En mécanique quantique on distingue les particules en bosons et fer-

mions dont les fonctions d’onde doivent être symétriques et antisymétriques

respectivement.

1.3.1 Bosons

En mécanique quantique on ne peut pas distinguer entre deux parti-

cules qui diffusent à l’angle θ et π − θ, donc la fonction d’onde doit être

symétrique :

Ψsym(~r) = ei
~k0~r + e−i

~k0~r + fB(θ)
eikr

r
(1.61)

L’amplitude de diffusion doit être aussi symétrique, il faut donc :

fB(θ) = f(θ) + f(π − θ) (1.62)

La section efficace différentielle devient

dσB
dΩ

= |fB(θ)|2 = |f(θ) + f(π − θ)|2

= |f(θ)|2 + |f(π − θ)|2 + 2 Re
(
f(θ)f ∗(π − θ)

) (1.63)

pour θ =
π

2
par exemple on a :

dσB
dΩ

= 4
∣∣∣f(π

2

)∣∣∣2 (1.64)
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1.3.2 Fermions

La fonction d’onde totale doit être antisymétrique. Dans le cas particu-

lier de deux fermions de spin
1

2
, le spin total possède deux valeurs possibles

S=0 (état singulet antisymétrique) et S=1 (état triplet symétrique)

1. Dans le cas de l’état singulet, la fonction d’onde spatiale doit être

symétrique, alors :

dσS
dΩ

= |f(θ) + f(π − θ)|2 (1.65)

2. Dans le cas de l’état triplet, la fonction d’onde spatiale doit être an-

tisymétrique, alors :

dσT
dΩ

= |f(θ)− f(π − θ)|2 (1.66)

Les différents états de spin ont la même probabilité, donc :

dσF
dΩ

=
dσS
dΩ

+
dσT
dΩ

=
1

4
|f(θ) + f(π − θ)|2 +

3

4
|f(θ)− f(π − θ)|2

= |f(θ)|2 + |f(π − θ)|2 − Re
(
f(θ)f ∗(π − θ)

) (1.67)

pour θ =
π

2
par exemple on a :

dσF
dΩ

=
∣∣∣f(π

2

)∣∣∣2 =
1

4

dσB
dΩ

(1.68)

1.4 Matrice de diffusion

Dans la théorie de la diffusion on utilise également la notion d’opérateur

de diffusion S qui relie la fonction d’onde finale au temps t → ∞ à partir

de la fonction d’onde à t→ −∞ [13] :

|Ψ(∞)〉 = S|Ψ(−∞)〉 (1.69)
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A partir de la relation :

〈Ψ(∞)|Ψ(∞)〉 = 〈Ψ(−∞)|S+S|Ψ(−∞)〉 ⇒ S+S = 1 (1.70)

on déduit que l’opérateur S est unitaire.

L’opérateur de diffusion peut s’écrire comme :

S = lim
t→∞,t0→−∞

U(t, t0) (1.71)

où U(t, t0) = e−
i
h̄
H(t−t0) est l’opérateur d’évolution.

On peut écrire l’état final sous la forme :

|Ψ(∞)〉 =
∑
α

〈φα|Ψ(∞)〉|φα〉 (1.72)

où φα est l’ensemble complet des états orthonormés.

Nous avons également :

|Ψ(−∞)〉 =
∑
β

Cβ|φβ〉 (1.73)

En appliquant l’opérateur S , alors :

S|Ψ(−∞)〉 =
∑
β

CβS|φβ〉 (1.74)

En multipliant par 〈φβ′ |, on en déduit :

〈φβ′|Ψ(∞)〉 = 〈φβ′|S|Ψ(−∞)〉 = Cβ′ =⇒ Cβ′ =
∑
β

Cβ〈φβ′ |S|φβ〉 (1.75)

〈φβ′ |S|φβ〉 est l’amplitude de probabilité de transition entre les états β → β′.

N.B :Il existe en pratique beaucoup de méthodes d’approximations qui

permettent de résoudre les problèmes de collisions que nous ne pouvons

pas décrire dans cette brève introduction. Ces théories sont en fait liées à

la nature du problème et diffèrent d’une situation à une autre (excitation,

ionisation, capture,...).



Chapitre 2

Théorie de la simple ionisation

Dans ce chapitre on utilisera comme il est d’usage les unités atomiques :

h̄ = e = me = ao = 1

avec

h̄ =
h

2π
, h = 6.62 × 10−34 ; h :la constante de Planck.

e = 1.9 × 10−19C : La charge d’un électron.

me = 0.911 × 10−30kg : La masse d’une électron.

a0 = 0.53 × 10−10m : Le rayon de Bohr.

2.1 Description du processus

Dans le processus de la simple ionisation, on étudie la collision d’un

électron projectile d’énergie E0 et d’impulsion ~k0 avec une cible au repos

orientée de façon quelconque qui produit deux électrons dans la voie de

sortie, l’un diffusé et l’autre éjecté, d’énergies Ea et Eb et d’impulsions ~ka

et ~kb respectivement [14]. La réaction peut être schématisée comme suit :

A+ e−(E0, ~k0)→ A+(Erec, ~q) + e−(Ea, ~ka) + e−(Eb, ~kb) (2.1)

15



CHAPITRE 2. THÉORIE DE LA SIMPLE IONISATION 16

Figure 2.1 – Processus de simple ionisation

où A représente la cible dans l’état initial et A+ l’ion résiduel (ou cible

ionisée).

Lors du processus, les lois de conservations de l’énergie et de la quantité

de mouvement doivent être vérifiées. La conservation de l’énergie se traduit

par la relation :

E0 = Ea + Eb + Erec + Eion (2.2)

où Eion et Erec sont l’énergie d’ionisation et l’énergie de recul de la cible

respectivement. Erec est généralement négligeable et n’est par conséquent

pas prise en considération.

La contrainte de la conservation de l’impulsion donne :

~k0 = ~ka + ~kb + ~q (2.3)

où ~q est l’impulsion de recul de la cible. Lors de la collision, le projectile

perd une impulsion ~K = ~ko − ~ka qu’on appelle le moment de transfert.

Il faut noter que le type d’informations acquises de l’expérience de diffusion

dépend de la valeur du moment de transfert [15] :

o Pour 1a.u ≤
∣∣∣ ~K∣∣∣ ≤ 2a.u (valeurs faibles de K ), l’expérience donne des

informations sur la dynamique de la collision.

o Pour 4a.u ≤
∣∣∣ ~K∣∣∣ ≤ 7a.u, l’expérience donne des informations sur la

structure de la cible.
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2.2 Sections efficaces différentielles

Les expériences permettent de mesurer des sections efficaces différentielles

et totales. Dans le cas de la simple ionisation, les sections efficaces différentielles

se scindent quant à elles en trois catégories : la simplement, doublement et

triplement différentielles ayant chacune une signification bien particulière.

2.2.1 Section efficace triplement différentielle

La section efficace triplement différentielle (SETD) mesure la probabilité

pour qu’un électron incident d’énergie E0 et d’impulsion ~k0 produise après

la collision avec la cible deux électrons d’énergies Ea et Eb et d’impulsions
~ka et ~kb dans la direction dΩ détectés en cöıncidence :

σ(3) =
d3σ

dEdΩadΩb

=
kakb
k0

1

(2π)2
|Tfi|2 (2.4)

avec en première approximation : Tfi = 〈Ψf |V (~r)|Ψi〉.
La SETD fournit les informations les plus détaillées sur le processus

de simple ionisation et représente le test le plus important des modèles

théoriques. Au niveau expérimental, c’est la plus difficile à mesurer et

nécessite des techniques très modernes. Les premières expériences pour la

SETD ont été réalisées en 1969 par Ehrhardt et al. [16] et Amaldi et al. [17],

elles sont utilisées jusqu’à nos jours pour l’étude des cibles plus complexes

telles que les molécules de l’ADN.

2.2.2 Section efficace doublement différentielle

La SEDD est la SETD intégrée par rapport à l’angle solide de détection

de l’électron diffusé ou l’électron éjecté :

σ(2) =

∫
d3σ

dEdΩadΩb

dΩ =
d2σ

dEdΩ
(2.5)

lorsqu’on s’intéresse à la diffusion de l’un des électrons éjecté ou diffusé on

intègre par rapport à l’angle solide de l’autre.
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Cette grandeur est moins importante que la SETD et peut donner

néanmoins des informations sur le processus collisionnel. Elle représente la

distribution angulaire et énergétique des électrons éjectés ou diffusés après

la collision. l’intégration par rapport à l’angle solide diminue évidemment

la quantité d’informations sur la collision.

2.2.3 Section efficace simplement différentielle

La SESD est obtenue par intégration de la SEDD. Elle peut être différentielle

en angle solide dσ
dΩ

ou en énergie dσ
dE

. Généralement on s’intéresse à celle en

énergie parce qu’elle fournit après la collision la distribution énergétique des

électrons émergents qui est mesurée expérimentalement. En 1966, Tavard

[18] a trouvé une relation entre l’énergie totale de la cible et la SESD.

2.3 Cinématiques de la réaction (e,2e)

Une réaction (e,2e) dépend des énergies des électrons ainsi que la valeur

du moment de transfert
∣∣∣ ~K∣∣∣. Les cinématiques utilisées pour mesurer la

SETD sont classées en différentes catégories : les géométries symétriques ou

asymétriques, coplanaires ou non coplanaires. Chacune de ces géométries est

utilisée pour un but bien précis lors de l’étude du processus d’ionisation.

2.3.1 Géométrie asymétrique coplanaire

Dans cette géométrie les impulsions ~ka et ~kb se trouvent dans le même

plan. L’angle de diffusion θa est fixé inférieur à 20 degrés pour avoir la

meilleure résolution expérimentale tandis que l’angle d’éjection θb est va-

riable. Les électrons ont des énergies très différentes, l’électron rapide représente

l’électron diffusé et les effets d’échange dans ce cas sont négligeables. Dans

cette géométrie, les expériences sont réalisées à différentes gammes d’énergie
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Figure 2.2 – Géométrie asymétrique coplanaire.

de l’électron incident : hautes énergies [19], énergies intermédiaires [20] et

à basses énergies [21].

Hautes Énergies (E0 ≥ 600eV )

• Régime Impulsionnel

Dans ce régime la réaction se fait par une collision binaire entre l’électron

projectile et l’un des électrons de la cible. Le moment de transfert est assez

important et la SETD montre un seul pic dans la direction du moment

de transfert ~K. Dans ce cas le mécanisme peut être décrit par un modèle

Born1.

• Régime dipolaire

Dans ce régime la réaction n’est plus binaire. L’électron projectile est

très rapide et il se comporte comme un pseudo-photon. La SETD montre

deux lobes, un lobe binaire dans la direction de ~K et un lobe de recul

dans la direction opposée (− ~K). Le deuxième lobe est dû à la réflexion de

l’électron incident due à l’interaction avec le noyau de la cible [22], pour

décrire l’électron éjecté on doit tenir compte de l’effet de l’ion résiduel.
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Figure 2.3 – Variation de la SETD de l’hélium en fonction de l’angle
d’éjection en géométrie asymétrique coplanaire avec des énergies d’impact
Ei = 4000eV et d’éjection Ee = 400eV et un angle de diffusion θs = 60.

Figure 2.4 – Variation de la SETD de l’hélium en fonction de l’angle
d’éjection en géométrie asymétrique coplanaire avec des énergies d’impact
Ei = 4000eV et d’éjection Ee = 20eV et un angle de diffusion θs = 10
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Énergies intermédiaires (100eV < E0 < 600eV )

La SETD montre deux lobes : un lobe binaire et un lobe de recul, mais

ces lobes sont décalés vers les grands angles [23]. Ce décalage est dû aux

interactions post-collisionnelles (PCI) c.à.d l’interaction entre les électrons

diffusé et éjecté. Pour calculer théoriquement la SETD il faut utiliser des

modèles qui tiennent compte de ces interactions.

Basse énergies (20eV < E0 < 100eV )

Dans cette région d’énergie il apparâıt également deux pics un pic bi-

naire et un pic de recul décalés vers les grands angles. Plusieurs effets contri-

buent dans le processus de collision comme : les effets des interactions post-

collisionnelles, des effets de distorsion des électrons éjectés, des effets de

polarisation de la cible, etc... [24].

2.3.2 Géométrie symétrique

Dans cette géométrie les deux électrons sont détectés avec des angles

θa = θb = θ et des énergies égales Ea = Eb =
Ei − Eion

2
mais avec des angles

azimutaux différents φa et φb. Cette géométrie permet d’étudier la structure

de la cible. La SETD est mesurée en fonction des angles de l’impulsion de

recul

q =

[
(2ka cos θ − k0)2 + 4ka sin2 θ sin2

(
φ

2

)]1/2

(2.6)

où φ = π − |φa − φb|

Géométrie symétrique coplanaire

Dans cette géométrie les deux électrons se trouvent dans le même plan.

La SETD est mesurée en fonction de l’angle θ. Le facteur d’échange entre

les électrons doit être pris en considération dans ce cas parce qu’il est très

important pour décrire le mécanisme réactionnel [25].
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Figure 2.5 – Géométrie symétrique coplanaire

Géométrie symétrique non-coplanaire

Les électrons ne se trouvent pas dans le même plan. La SETD est me-

surée en fonction de l’angle φ ou bien en fonction du moment de recul de

la cible. Cette géométrie, utilisée pour mesurer ce qu’on appelle densités de

moment électroniques, est connue sous le nom de spectroscopie de moment

électronique (EMS) [26] . Elle est réalisée à des énergies entre 1keV et 2keV

et représente un très bon test pour les fonctions d’ondes choisies pour la

cible.

Expérimentalement la SETD est mesurée en fonction du moment de re-

cul q. Le projectile et les électrons émergents sont représentés par des ondes

planes et la description théorique se fait à l’aide d’un simple formalisme

PWBA (Plane Waves Born Approximation) de premier ordre.

2.4 Types d’études (e,2e)

2.4.1 Étude dynamique

Pour ce type d’étude les expériences sont réalisées dans une géométrie

asymétrique coplanaire où les électrons sont détectés avec des énergies très
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Figure 2.6 – Géométrie symétrique non-coplanaire

différentes et le moment de transfert est généralement petit. L’énergie du

projectile peut changer d’une expérience à l’autre, le modèle théorique est

d’autant plus compliqué que l’énergie d’impact est petite.

Ce type d’étude sert à connâıtre les mécanismes collisionnels du proces-

sus (e,2e). Plusieurs expériences ont été réalisées avec différentes énergies

d’incidence [19][20][21] et différentes cibles atomiques et moléculaires telles

que l’hydrogène[27], l’hélium[28] et l’hydrogène moléculaire[29].

2.4.2 Étude de structure

Dans cette catégorie, l’électron incident, de haute énergie, est utilisé

comme un outil pour explorer la structure de la cible. Les géométries les

plus appropriées pour ce type d’étude sont les géométries symétriques copla-

naire[30] et non-coplanaire[31] dans lesquelles les électrons émergent avec

des énergies égales et le moment de transfert est grand. La section efficace

est proportionnelle au carré de la fonction d’onde de la cible dans l’espace

des impulsions. Dans ce cas les théories du premier ordre sont suffisantes

pour décrire le mécanisme de réaction[32]. Les géométries non coplanaires

sont les plus couramment utilisées pour ce genre d’études.
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2.4.3 Étude de la région du cœur

Les mesures expérimentales sont généralement réalisées pour les orbi-

tales externes et intermédiaires de la cible, à cause de la faible amplitude

de la section efficace des états internes qui sont très liés au cœur de la cible.

Des mesures expérimentales de la SETD avec des énergies d’incidence

très élevées et une géométrie asymétrique coplanaire pour les couches in-

ternes de quelques atomes [33][34][35] montrent un grand lobe de recul qui

peut être même plus grand que le lobe binaire. Ce comportement est rare-

ment observé pour les couches externes[36].

Les théories de premier ordre ne peuvent pas reproduire ces résultats

c.à.d que la description binaire de la collision est insuffisante, ce qui implique

une grande participation de l’ion résiduel dans le processus d’ionisation.

Différents approches théoriques ont été testées pour reproduire ces résultats

[37][38].

2.5 Méthodes appliquées pour l’étude du

processus de simple ionisation

2.5.1 Description de l’état initial

On décrit l’état initial par le simple produit des fonctions d’onde de

l’électron incident et la fonction d’onde de la cible.

Ψi(~r0, ~r1, ..., ~rN) = φ0(~r0)ϕ(~r1, ..., ~rN) (2.7)

Dans l’approximation de Born l’électron incident est représenté par une

onde plane telle que :

φ0(~r0) = ei
~k0~r0 (2.8)

avec k2
0 = 2E0.
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Figure 2.7 – Variation de la SETD de l’hélium en fonction de l’angle
d’éjection en géométrie asymétrique coplanaire avec des énergies d’impact
Ei = 250eV et d’éjection Ee = 20eV et un angle de diffusion θs = 60 [14].

Pour les atomes complexes et les molécules (où généralement le problème

à N corps) on doit tenir compte de l’interaction de tous les électrons de la

cible pour trouver la fonction d’onde de chaque orbitale. La difficulté aug-

mente rapidement avec le nombre des électrons de la cible,c’est un problème

à 3Ne dimensions (Ne est le nombre d’électrons) [14].

Dans le modèle d’un seul électron actif, on s’intéresse seulement à la fonc-

tion d’onde de l’électron étudié (orbitale j) ; l’équation (2.7) se réduit à :

Ψi(~r0, ~r1) = φ0(~r0)ϕj(~r1) (2.9)

Ce modèle constitue évidemment une approximation mais reste largement
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utilisé dans la théorie (On présente dans la figure 2.7 une comparaison

entre le modèle à deux électrons et le modèle à un électron pour l’atome

d’hélium).

La description de l’état initial de l’orbitale ionisée dépend du modèle choisi

pour calculer les fonctions d’ondes des orbitales atomiques.

2.5.2 Description de l’état final

Modèle de l’onde plane

Ce modèle est basé sur la première approximation de Born. Les électrons

diffusé et éjecté sont décrits par des ondes planes et le modèle est connu

sous le nom PWBA :

Ψf (~r0, ~r1) = φa(~r0)φb(~r1) (2.10)

avec φa(~r0) = ei
~ka~r0 et φb(~r1) =

1

(2π)3/2
ei
~kb~r1 .

Dans ce modèle l’amplitude de diffusion s’écrit comme suit :

f = − 1

2π
〈φaφb|V (~r0, ~r1)|φ0ϕi〉 (2.11)

où V (~r0, ~r1) =
1

|~r0 − ~r1|
− 1

r0

est le potentiel coulombien entre l’électron

incident et l’électron actif qui sera éjecté après la collision. En intégrant

l’amplitude de diffusion par rapport à ~r0 :

f =
−1

2π
〈φaφb|

1

|~r0 − ~r1|
− 1

r0

|φ0ϕi〉

=
−1

2π

〈
φb

∣∣∣∣∫ ei(
~k0−~ka)~r1

(
1

|~r0 − ~r1|
− 1

r0

)
d~r0

∣∣∣∣ϕi〉 (2.12)

en utilisant la relation de Bethe[39] :∫
ei~q~r1

|~r1 − ~r0|
d~r0 =

4π

q2
ei~q~r1 (2.13)
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l’équation (2.12) devient :

f =
−2

K2

〈
φb

∣∣∣ei ~K~r1 − 1
∣∣∣ϕi〉 (2.14)

où ~K = ~k0 − ~ka est le moment de transfert.

Pour une fonction d’onde ϕi(~r1) de type Slater ϕnlm(~r) = Nrn−1e−εrY m
l (Ω),

un calcul analytique est donné dans l’annexe A.

Ce modèle est valide pour les collisions avec des énergies d’éjection très

grandes(Ee > 1keV ) dans laquelle l’électron incident est faiblement diffusé

par la cible[40].

Modèle de l’onde coulombienne 1CW

Ce modèle se situe dans le cadre de l’approximation de Born, en décrivant

les électrons incident et diffusé par des ondes planes. Dans ce cas on tient

compte de l’interaction entre l’électron éjecté et l’ion résiduel de charge Z,

l’électron éjecté voit une charge ponctuelle au centre.

L’équation de Schrödinger pour l’électron éjecté :(
−1

2
~∇2 − Z

r

)
Ψ(~r) = EbΨ(~r) (2.15)

L’équation (2.15) représente l’équation aux valeurs propres des états du

continuum (états non-liés) d’un atome hydrogénöıde, la solution de cette

équation s’écrit [14] :

ϕc(~r) =
eiπα/2

(2π)3/2
Γ(1 + iα)ei

~ke~r
1F1(−iα, 1,−i(ker + ~ke~r)) (2.16)

avec α =
1

ke
. Γ(z) et 1F1(a, b, z) ont respectivement la fonction gamma

complexe et la fonction hypergéométrique confluente.

1F1(a, b, z) =
∞∑
n=0

(a)n
(b)n

zn

n!
; (a)0 = 1 et (a)n = a(a+ 1)...(a+ n− 1) (2.17)
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on peut remarquer qu’en posant Z = 0 on obtient l’expression d’une onde

plane.

L’amplitude de diffusion est calculée comme dans le cas du modèle de

l’onde plane. Par analogie avec l’équation (2.14) on obtient :

f = − 2

K2

〈
ϕc

∣∣∣ei ~K~r1 − 1
∣∣∣ϕi〉 (2.18)

Pour une fonction d’onde ϕi(~r) de type Slater, on peut obtenir une relation

analytique pour l’amplitude de diffusion (voir Annexe B).

Modèle des ondes distordues

Ce modèle décrit les électrons par des ondes distordues. Si le projectile

est décrit par une onde plane et l’éjecté par une onde distordue le modèle

est noté DWBA (distorted wave Born approximation) et représente une ap-

proche de premier ordre. Sinon c’est un modèle plus complexe qu’on nomme

communément ”non first order model”. Pour calculer les fonctions d’onde

distordues on doit résoudre trois équations de Schrödinger des électrons

[41].

L’hamiltonien total du système avant la collision s’écrit :

Htot = K0 + v0 (2.19)

et l’équation de Schrödinger s’écrit :

(K0 + vo)χ0(~r) = E0χ0(~r) (2.20)

avec K0 est l’opérateur de l’énergie cinétique de l’électron incident et v0 est

le potentiel d’interaction de l’électron incident avec la cible. La résolution

de cette équation se fait par la méthode des ondes partielles.

L’hamiltonien total du système après la collision s’écrit comme :

Htot = (Ka + va) + (Kb + vb) + vab (2.21)
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avecKa etKb sont les opérateurs des énergies cinétiques des électrons diffusé

et éjecté. va et vb sont les potentiels d’interaction de chaque électron avec

l’ion résiduel et vab est le potentiel d’interaction entre l’électron diffusé et

l’électron éjecté. Les potentiels d’interactions v0, va et vb peuvent contenir

plusieurs types d’interaction :

v = vstat + vexch + vpol (2.22)

avec vstatic est la somme du potentiel d’interaction coulombienne et le po-

tentiel d’interaction de courte portée, vpol est le potentiel de polarisation et

vexch est le potentiel d’échange.

L’état final est approximé par un produit de deux états indépendants en

négligeant l’interaction mutuelle entre les deux électrons éjecté et diffusé :

Ψf (~r0, ~r1) = χa(~r0)χb(~r1) (2.23)

ces deux fonctions d’onde sont la solution de l’équation de Schrödinger :

(Ka,b + va,b)χa,b(~r0,1) = Ea,bχa,b(~r0,1) (2.24)

On utilise aussi la méthode des ondes partielles pour résoudre ces équations.

Ce modèle a été amélioré par D. H. Madison et al [42] en représentant

tous les électrons par une onde distordue et en multipliant l’état final par

une fonction qui représente les effets post-collisionels entre les deux électrons

à la voie de sortie, ce modèle est connu sous le nom 3DW mais nécessite

des moyens de calculs très puissants.

Modèle 1DW

Ce modèle, que nous venons juste de développer, est une simplification

du modèle DWBA où l’on décrit l’électron éjecté par une onde distordue et

le projectile par une onde plane[43].

Pour calculer la fonction d’onde distordue représentant l’électron éjecté on
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remplace la charge constante Z = 1 dans l’expression de l’onde coulom-

bienne par une charge variable Z(r) qu’on peut extraire à partir de l’ex-

pression du potentiel à courte portée (potentiel de Hartree). Pour des cibles

atomiques ce potentiel est donné (dans le cas d’une orbitale i) par :

Vi(~r1) = −Z0

r1

+
N∑
j

Nj

〈
ϕj

∣∣∣∣ 1

|~r1 − ~rj|

∣∣∣∣ϕj〉 = −Z(~r1)

r1

(2.25)

avec Z0 est la charge du noyau (ou du centre de la cible), N le nombre

d’orbitales atomiques et Ni le nombre des électrons dans l’orbitale i respec-

tivement.

Au lieu du potentiel anisotrope Vi(~r1) on utilise le potentiel moyenné

isotrope plus pratique tel que :

Ui(r) =
1

4π

∫
Vi(~r1)dΩ1 (2.26)

Pour des fonctions d’onde de type Slater utilisées en physique atomique

et moléculaire, les calculs de l’expression se font de façon complètement

analytique. Un calcul analytique de la charge Z(r) pour les atomes est

donné dans l’annexe C.

La charge variable Z(r) est telle que Z(r) tend vers la charge du noyau

à r = 0 et Z(r) = 1 asymptotiquement, c’est à dire :

Z(0) = Z0 et Z(r →∞) = 1 (2.27)

L’amplitude de diffusion pour ce modèle s’écrit :

f = − 1

2π
〈φaϕDW |V (~r0, ~r1)|φ0ϕi〉 (2.28)

Pour le potentiel V (~r0, ~r1) on prend le potentiel purement coulombien

V (~r0, ~r1) =
1

|~r0 − ~r1|
− 1

r0

(2.29)

L’amplitude de diffusion devient, après l’intégration par rapport à ~r0

f = − 2

K2

〈
ϕDW

∣∣∣ei ~K~r1 − 1
∣∣∣ϕi〉 (2.30)
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Le reste des calculs est numérique.

Dans l’expression (2.29) l’interaction du projectile avec la cible est pure-

ment coulombienne. En réalité il existe un potentiel de courte portée Vsr(r)

qui est généralement négligé. Ce potentiel peut être déduit à partir de la

relation (2.25) que l’on peut écrire comme :

Vi(~r1) = −Z(~r1)

r1

= − 1

r1

+ Vsr(~r1) (2.31)

et le potentiel d’interaction devient par conséquent :

V (~r0, ~r1) =
1

|~r0 − ~r1|
− Z(r0)

r0

=
1

|~r0 − ~r1|
− 1

r0

+ Vsr(r0) (2.32)

L’amplitude de diffusion s’écrit alors :

f = − 1

2π
〈φaϕDW |

1

|~r0 − ~r1|
− Z(r0)

r0

|φ0ϕi〉 (2.33)

on intègre par rapport à ~r0

f = − 2

K2

〈
φb

∣∣∣ei ~K~r1 − a∣∣∣ϕi〉 (2.34)

avec

a =
K2

4π

〈
φa

∣∣∣∣Z(r0)

r0

∣∣∣∣φ0

〉
(2.35)

cette constante peut être calculée d’une façon analytique (voir Annexe D).

Modèle de BBK (Brauner ,Briggs et Klar)

Ce modèle prend en considération l’interaction mutuelle entre les électrons

éjecté et diffusé dans la voie de sortie ; on décrit l’état final par un produit

de trois fonctions qui représentent l’interaction entre les électrons éjecté et

diffusé avec l’ion résiduel ainsi que les effets post-collisionels [8] :

Ψf (~ka, ~kb;~r0, ~r1) = ϕc(~ka;~r0)ϕc(~kb;~r1)C(α01, ~kab;~r01) (2.36)

Cette fonction représente en fait une solution exacte du problème à trois

corps dans la région asymptotique, en d’autres termes c’est la solution
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de Schrödinger à trois corps. Les électrons émergents sont représentés par

des ondes coulombiennes alors que leur interaction mutuelle (ou effet post-

collisionnel) est décrite par la fonction :

C(α01, ~kab;~r01) = eπα01/2Γ(1+iα01)1F1(−iα01, 1,−i(kabr01+~kab~r01)) (2.37)

avec ~kab =
~ka − ~kb

2
et α01 = − 1

2~kab
.

l’amplitude de diffusion s’écrit :

f = − 1

2π

〈
ϕc(~ka)ϕc(~kb)C(α01, ~kab)

∣∣∣ 1

|~r0 − ~r1|
− 1

r0

∣∣∣φ0ϕi

〉
(2.38)

L’évaluation de l’élément de matrice (2.38) pose un grand problème de

calcul car il nécessite l’utilisation de méthodes numériques entrainant un

temps de calcul extrêmement important et la situation devient encore plus

compliquée pour des cibles moléculaires. Pour l’évaluation de ce terme on

se base alors sur la méthode de Kornberg et Miraglia [44] qui utilise la

transformation de Fourier permettant de réduire l’intégrale à six dimensions

à une intégrale à trois dimensions telle que :〈
ϕc(~ka)ϕc(~kb)C(α01, ~kab)

∣∣∣ 1

|~r0 − ~r1|
− 1

r0

∣∣∣φ0ϕi

〉
=

∫∫
d~r0d~r1

e−
~kb~r1

(2π)3/2
C∗(α1, ~kb;~r1)e−

~ka~r0C∗(α0, ~ka;~r0)

C∗(α01, ~kab;~r01)

(
1

|~r0 − ~r1|
− 1

r0

)
e
~k0~r0ϕi(~r1) (2.39)

en utilisant la propriété de la transformée de Fourier :

f(~r) =
1

(2π)3

∫
d~pei~p~r

∫
d~re−i~p~rf(~r) (2.40)
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Dans le cas du terme avec
1

|~r0 − ~r1|
on peut écrire :

I =
1

(2π)3

∫
d~pei~p~r01

∫
d~r01e

−i~p~r01

∫ ∫
d~r0d~r1

e−
~kb~r1

(2π)3/2

⊗ C∗(α1, ~kb;~r1)e−
~ka~r0C∗(α0, ~ka;~r0)C∗(α01, ~kab;~r01)

1

r01

e
~k0~r0ϕi(~r1)

=
1

(2π)3

∫
d~p

∫
d~r1

e−(~kb+~p)~r1

(2π)3/2
C∗(α1, ~kb;~r1)ϕi(~r1)∫

d~r0e
( ~K+~p)~r0C∗(α0, ~ka;~r0)

∫
d~r01

e−i~p~r01

r01

C∗(α01, ~kab;~r01) (2.41)

En multipliant l’intégrale par e−αr0 et e−λr01 , on obtient :

I(α, λ) =
1

(2π)3

∫
d~p

∫
d~r1

e−(~kb+~p)~r1

(2π)3/2
C∗(α1, ~kb;~r1)ϕi(~r1)

∫
d~r0e

( ~K+~p)~r0

⊗ e−αr0C∗(α0, ~ka;~r0)

∫
d~r01

e−i~p~r01

r01

e−λr01C∗(α01, ~kab;~r01) (2.42)

avec I = lim
α→0,λ→0

I(α, λ) les trois intégrales par rapport aux variables spa-

tiales sont déjà calculées analytiquement. Il reste seulement une intégrale à

trois dimensions par rapport à ~p.

Il faut noter que le modèle BBK est très pratique pour l’étude de petites

cibles atomiques telles que l’hydrogène et l’hélium à basse énergie où les

résultats sont impressionnants.

Modèle de BBKDW

Ce modèle est une combinaison du modèle de BBK avec le modèle d’onde

distordue 1DW[45]. L’électron éjecté est représenté par une onde distordue,

l’état final s’écrit alors :

Ψf (~ka, ~kb;~r0, ~r1) = ϕc(~ka;~r0)ϕDW (~kb;~r1)C(α01, ~kab;~r01) (2.43)

L’évaluation de l’amplitude de diffusion se fait de la même façon que celle

du modèle de BBK. Ce modèle présente davantage de difficultés numériques

à cause de la fonction d’onde distordue.
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Modèle de l’orthogonalisation

Ce modèle est basé sur le modèle de l’onde coulombienne. Dans ce

modèle on orthogonalise l’état initial à l’état final 〈Ψf |Ψi〉 = 0.

Dans la description d’un électron actif le problème revient à orthogonaliser

la fonction d’onde de l’électron éjecté avec la fonction d’onde de l’électron

actif[46] : 〈
ϕ⊥c
∣∣ϕi〉 = 0 (2.44)

où ϕi(~r) est la fonction d’onde de l’électron actif dans l’orbitale i. Il existe

néanmoins deux types d’orthogonalisation :

i. Orthogonalisation simple : Ce modèle a été introduit par Omidvar

et al [47] et Mcarthy et al[48], la fonction d’onde coulombienne est or-

thogonale seulement à la fonction d’onde de l’orbitale ionisée, et s’écrit

comme :∣∣ϕ⊥c 〉 = |ϕc〉 − 〈ϕi|ϕc〉 |ϕi〉

⇒
〈
ϕ⊥c
∣∣ϕi〉 = 〈ϕc|ϕi〉 − 〈ϕc|ϕi〉 〈ϕi|ϕi〉 = 0 (2.45)

L’amplitude de diffusion pour l’orbitale i s’écrit alors :

f = − 2

K2

〈
ϕ⊥c
∣∣ei ~K~r − 1

∣∣ϕi〉 = − 2

K2

〈
ϕ⊥c
∣∣ei ~K~r∣∣ϕi〉

= − 2

K2

(
〈ϕc|ei

~K~r|ϕi〉 − 〈ϕc|ϕi〉 〈ϕi|ei
~K~r|ϕi〉

) (2.46)

ii. Orthogonalisation complète : Dans ce modèle on choisit une fonc-

tion d’onde coulombienne orthogonale à toutes les orbitales de la cible,

ce modèle a été introduit par Bartlett et Stelbovics[49] pour le calcul

de la section totale pour les gaz inertes et les éléments de transitions.

La fonction d’onde coulombienne s’écrit :∣∣ϕ⊥c 〉 = |ϕc〉 −
∑
j

〈ϕj|ϕc〉 |ϕj〉

⇒
〈
ϕ⊥c
∣∣ϕi〉 = 〈ϕc|ϕi〉 −

∑
j

〈ϕc|ϕj〉 〈ϕj|ϕi〉 = 0 (2.47)
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L’amplitude de diffusion pour une orbitale i s’écrit :

f = − 2

K2

〈
ϕ⊥c
∣∣ei ~K~r∣∣ϕi〉

= − 2

K2

(
〈ϕc|ei

~K~r|ϕi〉 −
∑
j

〈ϕc|ϕj〉 〈ϕj|ei
~K~r|ϕi〉

)
(2.48)

L’orthogonalisation complète exige évidemment un temps de calcul plus

grand.

Les termes du type 〈ϕc|ei ~K~r|ϕi〉,〈ϕc|ϕj〉 et 〈ϕj|ei ~K~r|ϕi〉 ne posent pas de

problèmes particuliers de calculs. Des exemples sont donnés dans les annexes

B et E.

Le modèle d’orthogonalisation peut améliorer de façon significative la

section totale pour les atomes et les molécules mais ne présente pas d’intérêt

particulier pour le calcul de la SETD.

2.6 Processus (e,2e) pour les molécules

L’étude du processus d’ionisation pour les molécules est plus difficile

que celle des atomes. Ces difficultés sont dues à la nature multicentrique

des molécules et à l’absence de la symétrie sphérique.

2.6.1 Repère du laboratoire et repère de la molécule

Les fonctions d’ondes de la molécule sont représentées dans le repère de

la molécule mais les sections efficaces sont mesurées dans le repère du labo-

ratoire. En d’autres termes lors des expériences les molécules sont dans un

état gazeux et sont donc orientées de façon aléatoire. Pour tenir compte de

toutes les orientations on effectue donc une moyenne angulaire par rapport

aux angles d’Euler ce qui signifie qu’on passe du repère de la molécule au

repère du laboratoire. La section totalement différentielle pour une orienta-
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tion particulière de la molécule s’écrit :

σ(4)(α, β, γ) =
d4σ(α, β, γ)

dEdΩadΩbdΩe

(2.49)

où α,β et γ sont les angles d’Euler.

Si l’orientation de la molécule est quelconque on fait une moyenne sur

les angles d’Euler, la SETD s’écrit alors :

σ(3) =
1

8π2

∫
dα

∫
sin(β)dβ

∫
σ(4)(α, β, γ)dγ (2.50)

Figure 2.8 – Les angles d’Euler

2.6.2 Approche monocentrique

La représentation des fonctions d’onde des orbitales moléculaires est

généralement d’une nature multicentrique. Cette nature impose l’évaluation

des intégrales multicentriques qui ne sont pas faciles à calculer pour la

plupart des molécules.

Pour contourner cette difficulté on représente les orbitales moléculaires

par des orbitales monocentriques comme dans le cas des atomes. Cette
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approche permet de ramener le problème à un problème quasi-atomique.

Certains auteurs ont démontré que cette approche permet de calculer plu-

sieurs propriétés telles que la susceptibilité diamagnétique et la géométrie

de la molécule avec succès[50].

(a)
(b)

Figure 2.9 – Schéma bicentrique (a) et monocentrique (b) de l’ion H+
2

Exemple :

Pour la molécule d’hydrogène l’hamiltonien s’écrit dans le cas bicentrique :

H = −1

2
~∇2 − 1

rA
− 1

rB
+

1

|~rA − ~rB|
(2.51)

et dans le cas monocentrique :

H = −1

2
~∇2 − 1∣∣∣~r + ~R/2

∣∣∣ − 1∣∣∣~r − ~R/2
∣∣∣ +

1

R
(2.52)



Chapitre 3

Étude des effets de distortion

et de l’interaction

post-collisionnelle

La section efficace triplement différentielle (SETD) d’ionisation d’atomes

et de molécules par impact d’électrons représente un outil très puissant pour

l’étude dynamique de ce type de collision car elle donne le maximum d’in-

formations sur le processus (e,2e). Les SETD expérimentales sont mesurées

dans ce qu’on appelle les expériences de cöıncidence.

Pour les hautes énergies et les énergies intermédiaires les approximations

du premier ordre qui ne tiennent pas compte de l’interaction entre l’électron

diffusé et l’électron éjecté sont suffisantes pour calculer la SETD dans le cas

des couches externes. Pour des basses énergies et les couches internes ces

approximations sont incapables de reproduire les résultats expérimentaux,

ce qui exige l’introduction d’autres contributions comme les effets post-

collisionnels représentés à travers le modèle BBK bien connu. Cependant,

le modèle BBK n’est pas toujours en mesure d’interpréter les expériences

(e,2e), d’autres phénomènes doivent alors être pris en considération pour

interpréter l’expérience.

38
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Dans nos modèles nous avons introduit deux effets pour le calcul de la

SETD à savoir la distorsion de l’électron éjecté ainsi que les effets post-

collisionnels entre les électrons éjecté et diffusé. La distorsion est due au

potentiel de courte portée autour de la cible qui cause une déformation

de l’onde représentant l’électron éjecté et les effets post-collisionnels sont

les interactions entre l’électron éjecté avec le diffusé de nature purement

coulombienne.

Dans ce chapitre nous allons appliquer les modèles de l’onde distor-

due (1DW), le modèle post collisionnel (BBK) ainsi que le modèle post-

collisionnel avec distorsions (BBKDW). Les calculs seront effectués dans le

cas de quelques atomes (les gaz inertes He,Ne,Ar) ainsi que la molécule CH4

pour laquelle des expériences très récentes ont été réalisées[51].

3.1 Applications à des cibles atomiques

Dans notre description du processus (e,2e) on étudie le mécanisme dans

le cadre du modèle à un électron actif et l’électron incident est décrit dans

tous les cas par une onde plane. L’état initial s’écrit alors :

Ψ(~r0, ~r1) = φ(~r0)ϕi(~r1) (3.1)

où φ(~r0) = ei
~k0~r0 est l’onde plane représentant l’électron incident et ϕi(~r1)

est l’orbitale i correspondant à l’électron actif. Les fonctions d’onde représentant

l’état initial de la cible dans son état fondamental sont indiquées dans ce

qui suit.

3.1.1 Hélium

L’hélium est le deuxième élément chimique dans le tableau périodique.

Il existe dans l’état gazeux à température ambiante. Il se caractérise par

un nombre atomique Z = 2 et une énergie d’ionisation du premier électron

Eion = 24.57eV . L’étude de l’ionisation pour l’atome d’hélium représente le
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premier test pour tous les modèles théoriques car c’est l’élément le plus

simple à étudier après l’atome d’hydrogène et sa configuration est très

simple, He : 1s2. L’autre avantage d’étudier l’hélium est la disponibilité

de nombreuses mesures expérimentales qui ont été obtenues pour une large

gamme d’énergie et dans différentes géométries. Les fonctions d’onde décrivant

l’atome d’hélium sont abondantes dans la littérature, nous avons ainsi choisi

la fonction d’onde de Hylleraas [52] pour représenter l’électron actif de

l’atome d’hélium :

ϕ(~r) =
α3/2

√
π
e−αr = 2α3/2e−αrY 0

0 (Ω) (3.2)

avec α =
27

16

3.1.2 Néon

Le Néon est un élément chimique avec un nombre atomique Z = 10.

C’est l’un des gaz inertes dans la dernière colonne du tableau périodique,

sa configuration électronique est : 1s22s22p6.

Les énergies d’ionisation des orbitales sont données par :

1s 2s 2p

Énergie d’ionisation (u.a.) 32.77248 1.93043 0.85044

L’état fondamental est décrit par la fonction d’onde de type Hartree-Fock

de Clementi [53] pour décrire l’électron actif :

ϕi(~r) =
∑
k

Nnikaike
−εikrY mik

lik
(Ω) (3.3)

les paramètres (nik, lik,mik, εik, aik) sont donnés dans le Tableau (3.1).
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a
n l m ε 1s 2s 2p
1 0 0 9.5735 0.93093 -0.23171
1 0 0 15.4496 0.04610 -0.00442
2 0 0 1.9550 -0.00085 0.18201
2 0 0 2.8462 0.00321 0.66106
2 0 0 4.7746 -0.00180 0.32372
2 0 0 7.7131 0.03537 -0.14244
2 1 0 1.4700 0.22430
2 1 0 2.3717 0.51826
2 1 0 4.4545 0.33902
2 1 0 9.4550 0.01765

Table 3.1 – Paramètres des fonctions d’onde de Clementi pour l’atome de
Néon

3.1.3 Argon

L’argon est également un gaz rare de nombre atomique Z = 18. Il existe

dans l’état gazeux à température ambiante et représente une cible large-

ment étudiée en théorie et en expérience.

Sa configuration électronique est : 1s22s23s22p63p6.

Les énergies d’ionisation sont données par :

1s 2s 3s 2p 3p

Énergie d’ionisation (u.a.) 118.61039 12.32219 1.27735 9.57150 0.59102

L’électron actif est représenté par les fonctions d’onde de type Hartree-Fock

de Clementi (Tableau 3.2).
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a
n l m ε 1s 2s 3s 2p 3p
1 0 0 18.0000 0.97453 -0.27660 0.08642
3 0 0 21.2848 0.01878 -0.00224 0.00232
3 0 0 15.5021 0.02233 0.04716 -0.02369
3 0 0 11.2367 -0.00310 0.36409 -0.10542
3 0 0 7.5066 0.00215 0.63126 -0.28841
3 0 0 4.7029 -0.00094 0.04500 -0.05813
3 0 0 3.2138 0.00038 -0.00186 0.68983
3 0 0 1.9931 -0.00001 0.00088 0.47773
2 1 m 9.0000 0.64951 -0.18072
4 1 m 15.0000 0.01298 -0.01234
4 1 m 11.9644 0.02669 0.02183
4 1 m 8.7924 0.28421 -0.12559
4 1 m 6.3011 0.12881 0.10518
4 1 m 3.4327 0.00219 0.58041
4 1 m 1.9409 0.00008 0.46149
4 1 m 1.0309 -0.00002 0.02249

Table 3.2 – Paramètres des fonctions d’onde de Clementi pour l’atome
d’Argon

3.1.4 Représentation de l’état final

Modèle de l’onde distordue

Dans ce modèle on représente l’électron diffusé par une onde plane

φa(~r0) = ei
~ka~r0 (3.4)

et l’électron éjecté par une onde distordue définie comme suit :

ϕDW (~r1) = ϕc(α(r1), ~r1)

=
eiπα(r1)/2

(2π)3/2
Γ(1 + iα(r1))ei

~ke~r
1F1(−iα(r1), 1,−i(ker + ~ke~r))

(3.5)

avec α(r1) =
Z(r1)

kb
. Il faut remarquer que la charge effective Z(r1) vue

par l’électron est variable dans ce modèle, dont la méthode de calcul a
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été développée au chapitre 2. De plus cette charge Z(r1) peut être calculée

analytiquement dans tous les cas en utilisant la formule générale de l’annexe

C, on obtient la relation générale :

Z(r1) = 1 +
∑
j

Nj

∑
k,k′

ajkajk′NnjkNnjk′
δljk,ljk′δmjk,mjk′

njk,jk′ !

ε
njk,jk′

jk,jk′

e−εjk,jk′r1
∑
s

(njk,jk′ − s)
njk,jk′s!

(εjk,jk′r1)s (3.6)

Dans le cas simple de l’atome d’hélium, on obtient en utilisant l’expression

(3.2) de la fonction d’onde

Z(r1) = 1 + (1 + αr1)e−2αr1 (3.7)

L’amplitude de diffusion s’écrit :

f = − 2

K2

〈
ϕDW

∣∣∣ei ~K~r1 − 1
∣∣∣ϕi〉

= − 2

K2

∫
ϕ∗DW (~r1)(ei

~K~r1 − 1)ϕi(~r1)d~r1

(3.8)

Ce terme représente une intégrale à trois dimensions. Pour diminuer le

temps de calcul nécessaire on utilise la propriété de l’onde distordue

ϕDW (~r1)→ ϕc(~r1) pour r1 > a (3.9)

où a est la portée du potentiel qui est de l’ordre de a = 4a.u pour des

atomes assez légers. L’amplitude de diffusion devient donc

f = − 2

K2

(∫∫ a

0

ϕ∗DW (~r1)(ei
~K~r1 − 1)ϕi(~r1)r2

1dr1dΩ

+

∫∫ ∞
a

ϕ∗c(~r1)(ei
~K~r1 − 1)ϕi(~r1)r2

1dr1dΩ
)

= − 2

K2

(∫∫ a

0

(ϕ∗DW (~r1)− ϕ∗c(~r1))(ei
~K~r1 − 1)ϕi(~r1)r2

1dr1dΩ

+

∫
ϕ∗c(~r1)(ei

~K~r1 − 1)ϕi(~r1)d~r1

) (3.10)
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Le second terme de la relation (3.10) est calculé analytiquement (Annexe

B). Il reste seulement à calculer l’intégrale entre r = 0 et r = a à l’aide de

méthodes d’intégrations usuelles telles que la méthode de Gauss-Legendre

. Comme illustration, on peut voir sur les figures (3.1 à 3.3) l’allure de la

charge Z(r) dans le cas de cibles atomiques particulières. On voit expli-

citement que la charge décroit brusquement de sa valeur maximale puis

converge vers sa valeur limite Z = 1 au bout de quelques Angströms.

Figure 3.1 – Charge Z(r) de l’atome d’Hélium dans son état fondamental.
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Figure 3.2 – Charge Z(r) de l’orbitale 2p de l’atome de Néon dans son état
fondamental.

Figure 3.3 – Charge Z(r) de l’orbitale 3p de l’atome d’Argon dans son état
fondamental.

Modèle de BBK

Dans ce modèle appelé également (3C -3 fonctions coulombiennes-),

l’état final est représenté par un produit de trois termes : deux termes
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correspondant à l’interaction coulombienne des électrons avec l’ion résiduel

et le troisième terme (appelé effet post-collisionnel) représentant l’ inter-

action coulombienne entre les deux électrons sortants, on écrit ainsi l’état

final comme :

Ψf (~r0, ~r1) = ϕc(~ka, ~r0)ϕc(~kb, ~r1)C(α01, ~kab, ~r01) (3.11)

avec

C(α01, ~kab, ~r01) =
eiπα01/2

(2π)3/2
Γ(1 + iα01)1F1(−iα01, 1,−i(kabr01 + ~kab~r01))

(3.12)

L’amplitude de diffusion s’écrit :

f = − 1

2π

〈
ϕc(~ka)ϕc(~kb)C(~kab)

∣∣∣∣ 1

r01

− 1

r0

∣∣∣∣φ0(~k0)ϕi

〉
(3.13)

L’évaluation de ce terme se fait à l’aide de la méthode de Kornberg et

Miraglia[44] qui permet en fait de découpler le terme ~r01 dans l’intégrale.

Modèle de BBKDW

Ce modèle tient compte des effets de distorsion et des effets post-collisionnels

en même temps. L’état final s’écrit :

Ψf (~r0, ~r1) = ϕc(~ka, ~r0)ϕDW (~kb, ~r1)C(α01, ~kab, ~r01) (3.14)

Cette méthode nécessite un temps de calcul énorme à cause du terme de

distorsion qui impose l’évaluation d’une intégrale supplémentaire à trois

dimensions .

3.2 Application à la molécule de Méthane

La molécule CH4 (Z = 10) est composée d’un atome de carbone (Z = 6)

et quatre atomes d’Hydrogène (Z = 1) formant un tétraèdre, elle fait partie
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de molécules quasi symétriques dont le moment dipolaire est nul.

Sa configuration électronique s’écrit : 1a2
12a2

11t62.Il faut souligner que chaque

orbitale moléculaire contient deux électrons. L’orbitale 1t62 est en réalité une

orbitale trois fois dégénérée qui consiste en trois orbitales (1t2x, 1t2y et 1t2z)

dont la contribution est la même dans le calcul de la section efficace.

Les énergies d’ionisation sont données par :

1a1 2a1 1t2

Énergie d’ionisation (u.a.) 11.1949 0.9204 0.5042

Généralement le calcul des éléments de matrice dans le cas de molécules

implique l’utilisation d’intégrales multicentriques pas du tout simples à

évaluer. Comme alternative nous avons choisi l’approche monocentrique

qui réduit le problème à une situation quasi-atomique, comme cela a été

indiqué au chapitre 2. Cette approche est très pratique pour les molécules

de type XHn où le centre de masse de la molécule est localisé sur l’atome

X ce qui est le cas pour le méthane (CH4).

Les orbitales moléculaires de la molécule CH4 sont ainsi représentées par

les fonctions d’onde monocentrique de Moccia [54] qui sont écrites sous la

forme :

ϕi(~r) =
∑
k

aikNnikr
nik−1e−εikrSlikmik(Ω) (3.15)

où Slm(Ω) sont les harmoniques sphériques réelles, et sont données par :

Slm(Ω) =


(

2m

|m|

)1/2(
Yl−|m|(Ω) + (−1)m

m

|m|
Yl|m|(Ω)

)
si m 6= 0

Yl0(Ω) si m = 0

(3.16)

Les fonctions d’ondes sont calculées par la méthode self-consistante de

Hartree-Fock qu’on note d’ailleurs dans la littérature self consistent field

molecular orbitals (SCF-MO) où les paramètres εik sont calculés par la

méthode variationnelle. Les paramètres (nik, lik,mik, εik, aik) sont donnés

dans le Tableau (3.3).
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a
n l m ε 1a1 2a1 1t2x 1t2y 1t2z
1 0 0 9.500 0.00877 0.05838
1 0 0 5.500 -0.21248 0.93837
2 0 0 1.500 0.98204 0.07150
4 0 0 2.000 0.05076 -0.03310
4 0 0 3.000 -0.01799 -0.03118
7 3 -2 2.900 0.14254 0.00039
2 1 1 1.373 1.25996
3 1 1 2.950 -0.05760
4 1 1 2.950 -0.26740
7 3 1 2.900 0.05331
7 3 3 2.900 -0.06875
4 2 -1 2.400 -0.06694
4 2 -1 1.900 0.32784
2 1 -1 1.373 1.25996
3 1 -1 2.950 -0.05760
4 1 -1 2.950 -0.26740
7 3 -1 2.900 0.05331
7 3 -3 2.900 -0.06875
4 2 1 2.400 -0.06694
4 2 1 1.900 0.32784
2 1 0 1.373 1.25998
3 1 0 2.950 -0.05762
4 1 0 2.950 -0.26738
7 3 0 2.900 -0.08695
4 2 -2 2.400 -0.06691
4 2 -2 1.900 0.32775

Table 3.3 – Paramètres des fonctions d’onde de Moccia pour la molécule
CH4
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Figure 3.4 – Variation de la SETD de l’ionisation de la molécule CH4 en
fonction du moment de recul. Les résultats (ligne continue) sont comparés
avec les expériences de Clark et al [56] , (carrés pleins) réalisées dans une
géométrie symétrique non coplanaire où les électrons sortants sont détectés
à θ = 450 avec la même énergie E0 = 600eV .

La validité de ces fonctions d’onde monocentrique a été vérifiée par Rez-

kallah et al [55] (Figure 3.4) en comparant la SETD avec les expériences

EMS (Electronic Momentum Spectroscopy)[56] réalisées en géométrie symétrique

non coplanaire à haute énergie. Par comparaison, on observe un bon accord

entre nos résultats et les mesures expérimentales. On peut en conclure que

notre fonction d’onde monocentrique est parfaitement adaptée à l’étude du

processus (e, 2e) de la molécule CH4 .
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3.2.1 Représentation de l’état final

Modèle de l’onde distordue

L’application de ce modèle à la molécule CH4 se fait d’une façon ana-

logue à celle utilisée pour les atomes sauf pour le calcul de la charge du

potentiel à courte portée. Il faut alors inclure les potentiels dus aux atomes

d’hydrogène autour du centre (carbone) et le potentiel d’interaction global

s’écrit ainsi :

Vj(~r1) =
M∑
N=1

ZN∣∣∣~r1 − ~RN

∣∣∣ +

N0∑
i=1

∫
|ϕi(~ri)|2

|~r1 − ~ri|
d~ri (3.17)

où M est le nombre de noyaux, ZN leurs charges et ~RN leurs positions par

rapport au centre de masse de la molécule. La fonction d’onde ϕi(~ri) décrit

l’orbitale moléculaire monocentrique. Il faut cependant noter qu’au lieu du

potentiel anisotrope Vj(~r1) réel , on utilise le potentiel radial moyenné Uj(r1)

en effectuant une moyenne angulaire sur l’angle solide comme dans le cas

atomique pour extraire la charge variable Z(r), on obtient donc :

Uj(r1) =
1

4π

∫
Vj(~r1)dΩ =

Z(r1)

r1

(3.18)

On peut voir sur la figure (3.5) la variation de la charge Z(r). Comme des

fonction d’ondes centrées sur l’atome de carbone ont été utilisées, l’électron

éjecté voit une charge Z = 6 (celle de l’atome de carbone) au centre qui

diminue progressivement jusqu’à atteindre la valeur asymptotique Z = 1.

On remarque également l’existence d’un point anguleux au voisinage de la

longueur de liaison (r = R1 = 2.08u.a.), une propriété purement moléculaire

qu’on n’observe pas dans le cas atomique.
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Figure 3.5 – Charge Z(r) vue par l’électron éjecté dans le cas des orbitales
2a1 ( ligne continue) et 1t2z (ligne discrète) de la molécule CH4 .

Modèles BBK et BBKDW

Pour la molécule de CH4 on applique les modèles de BBK et BBKDW

de la même façon que pour les atomes sauf qu’une moyenne sur les angles

d’Euler doit être effectuée pour tenir compte de l’orientation aléatoire de la

molécule pendant l’expérience.

σ(3) =
1

8π2

∫
σ(4)(α, β, γ)dΩe (3.19)

où α, β et γ sont les angles d’Euler.

Le calcul numérique de cette moyenne prend un temps de calcul considérable

qui devient extrêmement important pour des molécules plus grosses. Nous

pouvons surmonter ce problème en effectuant la moyenne angulaire de façon

analytique à l’aide des propriétés des opérateurs de rotation (ou matrices

de Wigner) en utilisant la relation bien connue [57] :

1

8π2

∫
Dl
µ,m(α, β, γ)Dl′

µ′,m′(α, β, γ)dΩe =
1

2l + 1
δll′δmm′δµµ′ (3.20)

où Dl
µ,m(α, β, γ) sont les fonctions de Wigner[13].
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3.3 Résultats et Discussion

Les atomes (He, Ne, Ar) ainsi que la molécule CH4 , pour lesquelles

les données expérimentales sont disponibles, ont été choisis pour calculer

la SETD en fonction de l’angle d’éjection. En particulier les expériences

très récentes dans le cas de la molécule CH4 par Isik et al [51] seront

considérées. Dans tous les cas on travaille dans le cadre d’une géométrie

asymétrique coplanaire dans laquelle les moments des électrons sont dans

le même plan, cette géométrie est très pratique lorsqu’on s’intéresse à l’étude

des mécanismes réactionnels.

On peut voir sur les figures (3.6) et (3.7) la distribution angulaire de la

SETD dans le cas de la simple ionisation de l’Hélium dans les conditions

cinématiques : Ea = 500eV,Eb = 74eV et θa = 60, dans lesquelles le moment

de transfert pendant la collision est 0.87a.u. Sur la figure (3.6) on présente

les résultats des modèles 1DW , BBK et BBKDW. On remarque en premier

lieu que le modèle de premier ordre 1DW surestime les résultats d’expérience

[58] dans la région binaire. En plus, la position du pic binaire est située dans

la direction du moment de transfert ~K alors que l’expérience est décalée vers

les grands angles. Le modèle de BBK reproduit parfaitement les résultats

expérimentaux où le pic binaire et le pic de recul sont bien reproduits. Le pic

binaire est décalé vers les grands angles par rapport à 1DW ce qui indique

clairement la présence des effets du second ordre dans ce cas. Le modèle

BBKDW présente pratiquement le même comportement que lui de BBK,

il n y a pas une grande différence notable entre les deux modèles dans ces

conditions cinématiques. La distorsion ne joue aucun rôle dans le processus

d’ionisation de l’atome d’Hélium.

Pour une meilleure investigation de nos modèles, nos résultats sont com-

parés à d’autres modèles théoriques. On présente dans la figure (3.7) la

SETD avec notre modèle BBKDW ainsi que deux autres modèles bien

connus à savoir DWBA-G et CCC (Close Convergent Coupling) qui consti-

tuent un très bon test pour l’approche BBKDW [58] . Il faut noter que
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Figure 3.6 – Représentation polaire de la SETD de l’atome He dans
son état fondamental. L’électron diffusé avec une énergie Ea = 500eV est
détecté avec un angle θs = 60 en cöıncidence avec l’électron éjecté d’énergie
Eb = 74eV . Les modèles théoriques : i) BBKDW (ligne continue) , ii)
BBK (ligne discontinue) et iii) 1DW (ligne pointillée) sont comparés avec
l’expérience (carrés pleins).
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Figure 3.7 – Même chose que la figure (3.6) mais avec les modèles
théoriques : i) BBKDW (ligne continue), ii) CCC (ligne discontinue) et
iii) DWBA-G (ligne pointillée)

les résultats expérimentaux ont été normalisés au modèle sophistiqué CCC

qui s’est avéré très puissant dans le cas de cibles atomiques et qui devient

ainsi une référence pour les autres modèles . On remarque tout simplement

un très bon accord entre BBKDW avec CCC et DWBA-G dans la figure

(3.7). Il est indispensable de noter que les résultats de DWBA-G ont été

multipliés par un facteur 2 pour les normaliser à CCC alors que BBKDW

donne les résultats corrects sans facteur multiplicatif.
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Figure 3.8 – Représentation polaire de la SETD de l’orbitale 2p de l’atome
Ne dans son état fondamental. L’électron diffusé avec une énergie Ea =
500eV est détecté avec un angle θs = 60 en cöıncidence avec l’électron
éjecté d’énergie Eb = 74eV . Les modèles théoriques : i) BBKDW (ligne
continue) , ii) BBK (ligne discontinue) et iii) 1DW (ligne pointillée) sont
comparés avec l’expérience (carrés pleins) [58].

Les figures (3.8) et (3.9) présentent la SETD dans le cas de l’ionisa-

tion de la couche externe de Néon (2p), où l’électron projectile est diffusé

avec un angle θa = 60 et une énergie Ea = 500eV et l’autre électron est

éjecté avec une énergie Eb = 74eV . Comme les sections efficaces mesurées

sont relatives, on les normalise au modèle BBKDW. Sur la figure (3.8) on

présente la SETD théorique à l’aide des modèles 1DW, BBK et BBKDW
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qui est comparée à l’expérience [58]. On peut observer une fois encore que

le modèle 1DW ne reproduit pas correctement la position du pic binaire

expérimental qui est décalé vers les grands angles, en plus il sous-estime

les résultats de la région du pic de recul. Si on considère les deux modèles

BBK et BBKDW où les effets post-collisionnels sont inclus, les résultats

théoriques sont nettement améliorés. Les deux modèles présentent la même

allure et sont plus proches de l’expérience. Il faut noter que les deux modèles

BBK et BBKDW améliorent les résultats dans la région du pic de recul ce

qui indique l’importance des effets post-collisionnels.

On présente maintenant sur la figure (3.9) la SETD pour la situation

précédente mais avec les modèles BBKDW, DWBA et DWBA-G[58]. On

peut observer que les trois approches donnent des allures similaires bien que

les résultats de DWBA et DWBA-G soient plus proches de l’expérience. Il

faut noter une autre fois que le modèle DWBA-G doit être multiplié par

un facteur pour être en accord avec le modèle sophistiqué CCC. Enfin, il

faut signaler que DWBA reproduit les résultats expérimentaux malgré qu’il

ne contienne pas les effets post-collisionnels. Il est intéressant de voir des

résultats du modèle 3DW[42] qui contient les effets post-collisionnels et les

effets de distorsion pour cette expérience.

Pour une étude plus approfondie de nos modèles, on considère l’ionisa-

tion de la couche interne 2p de l’atome d’Argon dans la figure (3.10) (dont

l’énergie d’ionisation est environ de 250eV ), dans ce cas les effets de dis-

torsions sont importants et doivent être pris en considération. L’électron

projectile d’une énergie de l’ordre de 8keV est diffusé avec un angle θa = 10

et une énergie Ea = 8keV , l’autre électron est quant à lui éjecté avec une

énergie Eb = 150eV . Cette situation représente un test très intéressant

pour nos modèles car les résultats expérimentaux sont absolus[59] . On

remarque que le modèle 1DW reproduit bien le pic de recul mais échoue

complètement dans la région binaire où l’on observe bien que l’expérience est

largement surestimée. Les résultats du modèle BBK sont en bon accord avec
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Figure 3.9 – Même chose que la figure (3.8) mais avec les modèles
théoriques : i) BBKDW (ligne continue), ii) CCC (ligne discontinue) et
iii) DWBA-G (ligne pointillée)

l’expérience dans la région de recul, mais pas du tout dans la région binaire.

On remarque effectivement que BBK réduit considérablement l’amplitude

de la SETD dans la région binaire où les données expérimentales sont cette

fois sous-estimées. Le modèle DWBA de Grum-Grzhimailo [60] (où les effets

post-collisionnels ne sont pas présents) reproduit très bien la région de recul

comme notre modèle 1DW mais ne décrit pas correctement la région binaire.

Lorsqu’on utilise le modèle BBKDW les résultats sont améliorés de façon

significative. On peut clairement observer que BBKDW augmente l’ampli-
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Figure 3.10 – Représentation polaire de la SETD absolue de l’orbitale
2p de l’atome Ar dans son état fondamental. L’électron diffusé avec une
énergie Ea = 8000eV est détecté avec un angle θs = 10 en cöıncidence avec
l’électron éjecté d’énergie Eb = 150eV . Les modèles théoriques : i) BBKDW
(ligne continue) , ii) BBK (ligne discontinue) et iii) 1DW (ligne pointillée)
et iv) DWBA (ligne pointillée-discontinue) sont comparés avec l’expérience
(carrés pleins).
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tude de la SETD dans la région binaire et donne les meilleurs résultats par

rapport aux autres modèles dans les deux régions.

On déduit que dans le cas de la couche interne 2p de l’argon il faut tenir

compte aussi bien des effets post-collisionnels que des effets de distorsion.

Tout le travail précédent s’est concentré sur les cibles atomiques. Pour

étendre la théorie à des cibles moléculaires, on s’intéresse maintenant à

l’ionisation de la molécule CH4 dans son état fondamental décrite par la

configuration (1a2
12a2

11t62). Cette cible a été déjà étudiée expérimentalement

([61],[62],[63]) et théoriquement([64],[65],[66]) dans diverses situations expérimentales.

On s’intéresse ici aux nouvelles mesures expérimentales [51] très récemment

réalisées avec une énergie d’impact E0 = 250eV pour ioniser la couche ex-

terne 1t2 . L’électron éjecté est détecté avec une énergie Eb = 50eV à des

angles de diffusion θa = 100 et θa = 200 respectivement. Comme il a été in-

diqué par les auteurs, les mesures expérimentales indiquent la présence d’ef-

fets post-collisionnels dans ces conditions cinématiques particulières. Cela

nous a conduit à utiliser uniquement les modèles BBK et BBKDW pour

décrire le processus d’ionisation. Il faut noter que le temps de calcul de la

méthode numérique appliquée pour évaluer les éléments de matrice BBK

et BBKDW est très sensible à la valeur du moment de transfert K car il

augmente considérablement avec la valeur de K . Finalement on rappelle

qu’on a utilisé les orbitales moléculaires monocentriques qui conviennent

parfaitement pour les molécules de type XHn comme CH4. Comme les me-

sures ne sont pas absolues, elles ont été normalisées au modèle BBKDW ce

qui permet une comparaison qualitative de l’allure.

La SETD de la couche externe 1t2 est présentée dans la figure (3.11)

pour les paramètres cinématiques E0 = 250eV,Eb = 50eV et θa = 100 cor-

respondant à un moment de transfert (K = 0.9a.u). La SETD théorique

correspondant aux modèles BBK et BBKDW est présentée en échelle ab-

solue en fonction de l’angle d’éjection et comparée à l’expérience . On peut

remarquer que BBK et BBKDW ont le même comportement dans la région
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Figure 3.11 – Représentation de la SETD de l’orbitale 1t2 de la molécule
CH4 dans son état fondamental. L’électron incident avec une énergie
E0 = 250eV est détecté avec un angle θa = 100 en cöıncidence avec
l’électron éjecté d’énergie Eb = 50eV . La comparaison est faite entre les
données expérimentales (carrés pleins) et les modèle théoriques : i)modèle
de BBKDW (ligne continue) ii) modèle BBK (ligne discrète) l’expérience a
été normalisée au modèle BBKDW.
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Figure 3.12 – Même chose que pour la figure 3.11 mais avec θa = 200

binaire, les amplitudes des deux modèles sont égales et les pics sont décalés

vers les grands angles par rapport à la direction du moment de transfert,

ce qui indique la présence d’effets d’ordres supérieurs. Malheureusement le

pic de recul n’est pas reproduit par les deux modèles , bien qu’il soit assez

faible.

La figure (3.12) représente la SETD pour un angle de diffusion θa = 200

correspondant à un moment de transfert (K = 1.5u.a.). Les pics binaires

de BBK et BBKDW sont décalés vers les grands angles montrant un accord

parfait avec l’expérience mais l’amplitude du modèle BBK est cette fois plus

faible dans la région binaire par rapport à celle du modèle BBKDW. Dans la

région de recul les deux modèles ont le même comportement et le pic de recul
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pratiquement inexistant. Le pic de recul expérimental est très faible ce qui ne

permet pas de tirer d’avantage de conclusion. On peut conclure qu’il y a une

certaine différence entre BBK et BBKDW due à l’introduction des effets de

distorsion, le modèle BBKDW semble jouer un rôle plus important essentiel

dans la région binaire. Des mesures expérimentales absolues sont nécessaires

pour une étude plus rigoureuse. Il faut noter que le pic de recul diminue

avec l’augmentation de moment de transfert ce qui indique l’influence de ce

dernier sur la région de recul.



Chapitre 4

Étude des effets de

l’orthogonalisation et du

potentiel de courte portée

Dans le chapitre précédent nous avons étudié les effets de distorsion ainsi

que les effets de l’interaction post-collisionnelle sur le calcul de la SETD.

Ce chapitre sera consacré à l’étude de l’effet du potentiel de courte portée

sur le calcul de la SETD et celui de l’orthogonalisation sur le calcul de la

section efficace totale.

Dans la première partie on présentera les résultats obtenus à l’aide du

modèle de BBK en tenant compte du potentiel de courte portée pour des

cible atomiques et moléculaires. Les résultats obtenus à l’aide de ce modèle

(noté BBKSR) seront comparés à ceux correspondant aux modèles BBK et

BBKDW.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, on s’intéressera au modèle Born1

avec orthogonalisation (noté OCW) qui a été appliqué dans un premier

temps à des cibles atomiques par Bartlett et al[49]. Notre étude sera étendue

à des cibles moléculaires qui nécessitent davantage de temps de calcul à

cause de la moyenne sur les angles d’Euler.

63
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4.1 Effet du potentiel de courte portée

4.1.1 Description de l’état initial

Dans notre étude, le modèle à une particule a été utilisé pour étudier le

processus d’ionisation, l’état initial s’écrit par conséquent comme suit :

Ψ(~r0, ~r1) = φ(~r0)ϕi(~r1) (4.1)

où φ(~r0) = ei
~k0~r0 est une onde plane représentant l’électron incident et ϕi(~r1)

représente l’état lié correspondant à l’électron actif dans l’orbitale i.

La description de l’état initial de l’atome d’argon et la molécule de Méthane

a été détaillée dans le chapitre précédent. On rappelle que les cibles moléculaires

de type XHn étudiées dans le cadre de ce travail sont décrites par des fonc-

tions d’onde mono-centriques développées sur une base de fonctions Slater

de la forme : Nrn−1e−εr

On rappelle ci-dessous brièvement les bases utilisées dans le cas des molécules

NH3 et H2O

Molécule d’ammoniac NH3

La molécule NH3 (Z = 10) est composée d’un atome d’azote (Z = 7)

et trois atomes d’Hydrogène (Z = 1). Sa configuration électronique s’écrit :

1a2
12a2

13a2
11e4

L’orbitale 1e est une orbitale dégénérée et notée en réalité (1ex, 1ey)

Les énergies d’ionisation de ses orbitales sont données par :

1a1 2a1 3a1 1e

Énergie d’ionisation (a.u) 15.5222 1.1224 0.4146 0.5956

Les orbitales moléculaires (OM-CLOA) de la molécule NH3 sont représentées

par les fonctions d’onde mono-centriques de Moccia[54]. Ces fonctions d’ondes,

calculées de façon self consistante variationnelle, sont données dans le Ta-

bleau (4.1) .
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a
n l m ε 1a1 2a1 3a1 1e1x 1e1y

1 0 0 11.000 0.06572 0.01157 0.0605
1 0 0 6.400 0.93704 -0.23268 -0.06461
2 0 0 1.750 -0.01261 0.75114 0.24313
2 0 0 1.280 0.00524 0.12576 -0.14177
2 0 0 2.560 0.01545 0.14793 0.07510
3 2 0 1.600 0.00002 -0.07830 -0.01440
3 2 0 2.350 -0.00006 0.00659 -0.00699
2 1 0 1.340 -0.00164 -0.14357 0.95405
2 1 0 1.990 0.00393 -0.01826 -0.29504
2 1 0 2.900 -0.00355 -0.00938 0.40188
4 3 0 2.000 0.00011 0.04992 -0.04098
4 3 -3 2.000 -0.00020 0.08013 0.02420
3 2 1 1.600 -0.18794
3 2 1 2.350 0.03710
3 2 -2 1.600 -0.22929
3 2 -2 2.350 0.05282
2 1 1 1.340 1.00304
2 1 1 1.990 -0.28579
2 1 1 2.900 0.31169
4 3 1 2.000 -0.04008
4 3 -2 2.000 0.06080
3 2 -1 1.600 -0.18794
3 2 -1 2.350 0.03710
3 2 2 1.600 -0.22929
3 2 2 2.350 0.05282
2 1 -1 1.340 1.00304
2 1 -1 1.990 -0.28579
2 1 -1 2.900 0.31169
4 3 -1 2.000 -0.04008
4 3 2 2.000 0.06080

Table 4.1 – Paramètres des fonctions d’onde de Moccia pour la molécule
NH3
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Molécule d’eau H2O

La molécule H2O (Z = 10) est composée d’un atome d’Oxygène (Z = 8)

et deux atomes d’Hydrogène (Z = 1). Sa configuration électronique s’écrit :

1a2
12a2

13a2
11b2

21b2
1

Les énergies d’ionisation de ses orbitales sont données par :

1a1 2a1 3a1 1b2 1b1

Énergie d’ionisation (a.u) 20.5249 1.3261 0.5561 0.6814 0.4954

Les fonctions d’ondes, calculées de la même façon que pour NH3, sont

données dans le Tableau (4.2).

4.1.2 Modèle de BBKSR

Le modèle de BBKSR est une extension du modèle de BBK où l’état

final est représenté par :

Ψf (~r0, ~r1) = ϕc(~ka, ~r0)ϕc(~kb, ~r1)C(α01, ~kab, ~r01) (4.2)

comme dans le modèle de BBK. Cependant, l’interaction entre l’électron et

la cible n’est plus purement coulombienne mais inclut en plus le potentiel

de courte portée[67].

On calcule le potentiel à courte portée comme le cas du modèle 1DW (voir

Chapitre 2). Le potentiel d’interaction s’écrit alors :

V (~r0, ~r1) =
1

r01

+ Ui(r0) =
1

r01

− 1

r0

+ Vcp(r0) (4.3)

Vcp(r0)est le potentiel de courte portée calculé systématiquement de façon

analytique. Un calcul analytique détaillé est donné dans l’annexe C.
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a
n l m ε 1a1 2a1 3a1 1b2 1b1

1 0 0 12.600 0.05167 0.01889 -0.00848
1 0 0 7.450 0.94656 -0.25592 0.08241
2 0 0 2.200 -0.01708 0.77745 -0.30752
2 0 0 3.240 0.02497 0.09939 -0.04132
2 0 0 1.280 0.00489 0.16359 0.14954
2 1 0 1.510 0.00107 0.18636 0.79979
2 1 0 2.440 -0.00244 -0.00835 0.00483
2 1 0 3.920 0.0027 0.02484 0.24413
3 2 0 1.600 0.0000 0.00695 0.05935
3 2 0 2.400 0.0000 0.00215 0.00396
3 2 2 1.600 -0.0004 -0.06403 -0.9293
3 2 2 2.400 0.0003 -0.00988 0.01706
4 3 0 1.950 -0.0004 -0.02628 -0.01929
4 3 2 1.950 -0.0008 -0.05640 -0.06593
2 1 -1 1.510 0.88270
2 1 -1 2.440 -0.07083
2 1 -1 3.920 0.23189
3 2 -1 1.600 0.25445
3 2 -1 2.400 -0.01985
4 3 -1 1.950 0.04526
4 3 -3 1.950 -0.06381
2 1 1 1.510 0.72081
2 1 1 2.440 0.11532
2 1 1 3.920 0.24859
3 2 1 1.600 0.05473
3 2 1 2.400 0.00403
4 3 1 1.950 0.00935
4 3 3 1.950 -0.02691

Table 4.2 – Paramètres des fonctions d’onde de Moccia pour la molécule
H2O
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4.1.3 Résultats et discussion

On s’intéressera dans un premier temps à l’atome d’argon pour lequel

il existe un large spectre de données expérimentales dont certaines restent

encore non expliquées par la théorie. On considèrera également les molécules

CH4, NH3 et H2O largement étudiées théoriquement et expérimentalement.

Les résultats obtenus à l’aide du modèle BBKSR seront donc comparés à

ceux trouvés à l’aide des modèles BBK et BBKDW décrits dans le chapitre

3. On s’intéressera en particulier aux situations qui ont montré un désaccord

des modèles BBK et BBKDW avec l’expérience. Toutes les SETD sont

réalisées dans une géométrie asymétrique coplanaire.

Les figures 4.1 et 4.2 représentent la SETD correspondant à l’ionisation

de l’atome d’argon dans le cas des orbitales externe (3p) et interne (2p)

réalisées dans des situations cinématiques différentes.

Sur la figure 4.1 on peut voir la SETD du processus (e,2e) de l’or-

bitale Ar(2p) correspondant à une énergie de diffusion Ea = 8keV , un

angle de diffusion θa = 1.250 et une énergie d’éjection Eb = 150eV , les

résultats théoriques sont comparés avec des mesures expérimentales abso-

lues[59]. La particularité de cette expérience est que le lobe de recul est

plus grand que le lobe binaire, indiquant clairement le rôle important de

l’ion résiduel. On voit clairement que le modèle BBK présente un très mau-

vais accord avec l’expérience où les deux lobes sont sous-estimés dans les

deux régions, le modèle BBKSR améliore par contre significativement les

résultats dans la région de recul. Le modèle BBKDW présente le meilleur

accord avec l’expérience par rapport aux deux autres modèles, les données

expérimentales sont en effet reproduites avec succès surtout dans la région

de recul où l’accord est presque parfait. La région de recul semble nécessiter

une étude plus détaillée ; l’introduction du potentiel de courte portée avec

distorsion peut représenter une meilleure description du processus.

La figure 4.2 représente la SETD correspondant à la couche de valence

Ar(3p) où l’électron projectile est détecté avec une énergie Ea = 500eV et
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Figure 4.1 – Représentation polaire de la SETD absolue de l’orbitale
2p de l’atome Ar dans son état fondamental. L’électron diffusé avec une
énergie Ea = 8000eV est détecté avec un angle θa = 1.250 en cöınci-
dence avec l’électron éjecté d’énergie Eb = 150eV . Les modèles théoriques :
i) BBK(ligne discrète), ii) BBKDW(ligne pointillée) et iii) BBKSR(ligne
continue) sont comparés avec l’expérience (carrés pleins) [59].

un angle θa = 60 , l’électron éjecté est quant à lui détecté avec des énergies

Eb = 37eV et 74eV [58]. Comme les résultats expérimentaux sont relatifs,

ils sont normalisés au modèle BBKSR dans la région du pic binaire. On

observe que les deux modèles BBK et BBKSR reproduisent correctement

la région binaire, l’allure de la SETD est qualitativement bien décrite et

les pics sont bien localisés. La description de la région de recul montre

cependant un accord moins bon. Le modèle BBK échoue complètement à

reproduire la région de recul qui est clairement sous-estimée. Lorsqu’on

introduit le potentiel de courte portée (BBKSR), les résultats sont plus ou
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Figure 4.2 – Représentation de la SETD de l’orbitale 3p de l’atome Ar.
L’électron diffusé avec une énergie Ea = 500eV est détecté avec un angle
θa = 60 en cöıncidence avec l’électron éjecté d’énergies Eb = 37eV et 74eV .
Les modèles théoriques : i) BBK (ligne discontinue) et ii) BBKSR (ligne
continue) sont comparés avec l’expérience (carrés pleins) [58]

moins améliorés. On constate que le pic de recul est reproduit mais pas

correctement localisé. Il faut noter que les modèles BBK et BBKSR ne

contiennent pas les effets de distorsion. Un modèle comme BBKDW avec

la contribution du potentiel de courte portée pourrait mieux décrire cette

situation expérimentale. On peut conclure dans un premier temps que le

potentiel de courte portée joue un rôle non négligeable dans la région de

recul.

On considère à présent le cas de petites molécules, à savoir CH4, NH3 et

H2O ayant déjà été étudiées à l’aide de modèles assez puissants qui n’ont

pas réussi à expliquer toutes les expériences. Il faut noter que ces molécules
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Figure 4.3 – Représentation de la SETD de l’orbitale 1t2 de CH4 .
L’électron projectile avec une énergie E0 = 250eV est diffusé avec un angle
θa = 100 en cöıncidence avec l’électron éjecté d’énergie Eb = 50eV . Les
modèles théoriques : i) i) BBK (ligne discontinue) et ii) BBKDW (ligne
pointillée) et iii) BBKSR (ligne continue) sont comparés avec l’expérience
(carrés pleins) [51]

ont le même nombre d’électrons avec différents nombres d’atomes exhibant

différentes géométries, leurs orbitales moléculaires sont ainsi décrites par

différents groupes de symétrie.

On s’intéresse au début de cette discussion aux expériences réalisées

récemment sur la molécule CH4 par Isik et al.[51] avec une énergie d’inci-

dence E0 = 250eV , un angle de diffusion θa = 100 et 200 et une énergie

d’éjection Eb = 50eV . Nos résultats théoriques à l’aide des modèles BBK,

BBKDW et BBKSR sont représentés en échelle absolue alors que les me-

sures expérimentales relatives sont normalisées au modèle BBKSR. On rap-
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Figure 4.4 – Même chose que la figure 4.3 mais avec θa = 200

pelle que le modèle à priori le plus puissant BBKDW n’a pu reproduire de

façon satisfaisante la région de recul pour ces deux situations. On peut voir

dans le cas θa = 100 (correspondant à un moment de transfert K = 0.9a.u)

que la position du pic binaire est bien reproduite avec les trois modèles, les

amplitudes de BBK et BBKDW sont très proches et surestiment nettement

celle de BBKSR. Qualitativement parlant, on peut dire que l’allure de la

SETD dans cette région est bien reproduite pour les trois modèles. Cepen-

dant les modèles BBK et BBKDW ne sont pas en mesure de reproduire la

région de recul, alors que BBKSR la décrit nettement mieux. On observe en

effet un pic de recul en assez bon accord avec les données expérimentales.

La figure 4.4 représente la SETD dans les mêmes conditions que la figure

4.3 mais avec an angle de diffusion θa = 200 ( correspondant à un moment de

transfert K = 1.5a.u). On observe que la région binaire est qualitativement
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bien reproduite par les trois modèles où les pics pointent dans la même

direction. Les amplitudes des trois modèles sont un peu différentes dans

cette région, et les modèles BBK et BBKDW surestiment, comme dans le cas

précédent, le modèle BBKSR. Le pic de recul expérimental est bien décrit

par le modèle BBKSR alors que les deux autres modèles s’avèrent encore

une fois en désaccord avec l’expérience dans cette région. Il faut indiquer

que les données expérimentales pour ces cinématiques particulières sont très

sensibles à la valeur du moment de transfert K, le pic est plus prononcé

à 100 alors qu’il est pratiquement inexistant à 200. On peut conclure que

BBKDW ne joue aucun rôle dans la région de recul bien qu’il nécessite un

temps de calcul plus considérable. Dans la suite, on discutera uniquement

les modèles BBK et BBKSR.

On considère maintenant les expériences du groupe d’Orsay[43] réalisées

sur la même molécule où les couches de valence externe 1t2 et interne 2a1

ont été étudiées. Dans ces mesures le projectile est diffusé avec une énergie

Ea = 500eV et un angle θa = 60, l’électron éjecté est détecté avec une

énergie Eb = 74eV . La SETD des deux orbitales est présentée dans la fi-

gure 4.5 où les résultats expérimentaux relatifs sont normalisés au modèle

BBKSR. On peut déjà indiquer que les données expérimentales exhibent un

large lobe de recul. Ceci est justifié par la valeur importante de moment de

recul (q = 2a.u) qui signifie que l’ion résiduel participe activement au pro-

cessus d’ionisation. La comparaison entre l’expérience et la théorie montre

que dans la région binaire est bien reproduite par les deux modèles, les deux

modèles théoriques donnent des résultats analogues et décrivent le proces-

sus de façon similaire. L’accord dans la région de recul n’est par contre pas

aussi bon, le modèle BBK n’arrive pas du tout à décrire le processus bien

qu’il tienne compte des effets post-collisionnels. Quant au modèle BBKSR

il fournit un meilleur accord dans cette région. En effet un pic de recul im-

portant est reproduit pour les deux orbitales, ce qui signifie que le potentiel

à courte portée contribue significativement dans cette région. Les résultats



CHAPITRE 4. ORTHOGONALISATION ET POTENTIEL À COURTE
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Figure 4.5 – Représentation de la SETD des orbitales 1t2 et 2a1 de CH4.
L’électron diffusé avec une énergie Ea = 500eV est détecté avec un angle
θa = 60 en cöıncidence avec l’électron éjecté d’énergie Eb = 74eV . Les
modèles théoriques : i) BBK (ligne discontinue) et ii) BBKSR (ligne conti-
nue) sont comparés avec l’expérience (carrés pleins) [43].

fournis par les deux modèles dans la région de recul restent néanmoins in-

suffisants et indiquent la nécessité de prise en considération d’autres effets

pour expliquer le processus dans cette géométrie particulière.

On considère maintenant l’ionisation de la molécule NH3 dans les mêmes

conditions que pour CH4. La figure 4.6 représente une étude comparative

entre nos modèles théoriques et l’expérience. Les résultats théoriques sont

présentés en échelle absolue et les données expérimentales sont normalisées

au BBKSR comme dans le cas de CH4. On observe que les deux modèles

BBK et BBKSR présentent le même comportement dans la région binaire

et sont en accord avec l’expérience. Il faut signaler cependant que la lar-
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Figure 4.6 – Représentation de la SETD des orbitales 2a1, 3a1 et 1e de
la NH3. L’électron diffusé avec une énergie Ea = 500eV est détecté avec
un angle θa = 60 en cöıncidence avec l’électron éjecté d’énergie Eb = 74eV .
Les modèles théoriques : i) BBK (ligne discontinue) et ii) BBKSR (ligne
continue) sont comparés avec l’expérience (carrés pleins) [43].

geur de lobe binaire n’est pas correctement reproduite, aucun modèle n’est

d’ailleurs en mesure de la décrire jusqu’à présent. La région de recul exhibe

un lobe très important qui n’est pas reproduit par BBK pour les trois orbi-

tales. Le modèle BBKSR montre un meilleur accord dans la région de recul

où le pic est bien reproduit dans les cas des orbitales 1e et 3a1. Cela indique

clairement encore une autre fois l’importance du potentiel de courte portée

dans la région de recul. On termine cette partie de la discussion par signa-

ler que les positions des pics expérimentaux sont décalées vers les grands

angles par rapport à la direction du moment de transfert dans le cas des

deux molécules (CH4 et NH3), indiquant la contribution d’effets autres que
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Figure 4.7 – Représentation de la SETD de l’orbitale 2a1 de H2O.
L’électron projectile avec une énergie E0 = 250eV est diffusé avec un angle
θa = 60 en cöıncidence avec l’électron éjecté d’énergie Eb = 10eV . Les
modèles théoriques : i) BBK (ligne discontinue) et ii) BBKSR (ligne conti-
nue) sont comparés avec l’expérience (carrés pleins) [68].

ceux de premier ordre. Ces positions ont été prédites par nos trois modèles

théoriques où les effets post collisionnels sont systématiquement pris en

considération dans l’état final.

Finalement on étudie la SETD de la molécule H2O où l’expérience a

été réalisée avec une énergie relativement basse. Le projectile d’énergie

Ea = 250eV est diffusé avec un angle de diffusion θa = 150 et l’électron

éjecté est détecté avec une énergie Eb = 10eV [68]. Une étude préalable de

la cible dans ces conditions particulières a montré que le modèle BBK est ca-

pable de bien décrire la région binaire ainsi que la région de recul (sauf pour

la couche interne 2a1 ). Ceci a été attribué au fait que le régime de collision
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est très proche des conditions de Bethe-Ridge où le moment de transfert est

totalement absorbé par l’électron éjecté (kb = K), ce qui signifie que l’in-

fluence de l’ion résiduel n’est pas considérable. Par contre, la cinématique

utilisée pour CH4 et NH3 est très loin du régime de Bethe-Ridge car les

valeurs de K et kb sont très différentes. Comme l’ionisation des couches

externes est très bien décrite par les modèles BBK et 1CW, on s’intéresse

à présent uniquement à la couche interne 2a1, en appliquant les modèles

BBK et BBKSR. On remarque dans la figure 4.7 que BBK n’arrive pas du

tout à reproduire la région du lobe de recul. Ceci permet déjà de conclure

pour cette couche interne qu’en plus des effets post-collisionnels, d’autres

effets doivent être introduits. Lorsqu’on applique BBKSR, les résultats sont

nettement améliorés dans la région de recul, où on observe un lobe de re-

cul important par rapport aux résultats de BBK. Cette contribution reste

toujours insuffisante pour reproduire l’expérience, les effets de distorsions

pourraient probablement améliorer les résultats . On peut conclure, à partir

des différentes situations étudiées ci dessus, que la contribution du potentiel

de courte portée joue un rôle essentiel dans la région de recul.

4.2 Effet de l’orthogonalisation

4.2.1 Modèle de l’onde coulombienne orthogonalisée

OCW

Dans ce modèle on représente les électrons incident et diffusé par une

onde plane et l’électron éjecté par une onde coulombienne orthogonalisée

à la fonction d’onde de l’électron actif. Ce modèle a été appliqué dans un

premier temps par Bartlett et Stelbovics[49] sur des cibles atomiques pour

le calcul de la section efficace totale. L’orthogonalisation se fait de la façon

suivante : ∣∣ϕ⊥c 〉 = |ϕc〉 −
∑
j

〈ϕj|ϕc〉 |ϕj〉 (4.4)
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ce modèle est valide seulement si les états de la cible sont orthonormés

comme c’est le cas des fonctions d’onde de Clementi[53] pour les atomes et

les fonctions d’onde de Moccia[54] pour les molécules.

On s’est proposé d’étendre ce modèle à de petites molécules de type XHn,

à savoir H2O, CH4 et NH3, en utilisant l’approche monocentrique pour

calculer la section totale.

On rappelle que le calcul de la section efficace totale conduit à huit

intégrales successives sur la section efficace triplement différentielle, trois

pour les angles d’Euler, deux pour les angles d’éjection, deux pour les angles

de diffusion et une pour l’énergie :

σT =

∫
dE

∫
dΩa

∫
dΩb

∫
σ(4)(α, β, γ)dΩe (4.5)

Nous avons pu venir à bout de ces calculs grâce aux facilités dont nous

avons bénéficié au supercomputer de l’université Lomonosov-Moscow[69].

4.2.2 Résultats et discussion

Le but de ce travail est d’étudier l’effet de l’orthogonalisation sur le

calcul de la section efficace totale dans le cas des petites molécules CH4,

NH3 et H2O, en comparant les résultats obtenus avec les résultats du modèle

1CW et les données expérimentales.

On commence dans un premier temps avec l’atome de Néon qui a déjà

été étudié, les résultats obtenus avec 1CW et OCW sont représentés pour

des énergies d’incidence variant jusqu’à 5keV. Cet atome contient, signalons

le, dix électrons comme les cibles moléculaires choisies dans ce travail. On

observe dans la figure 4.8 que les résultats sont très bien améliorés avec

le modèle OCW et montrent un très bon accord avec l’expérience[70, 71]

en particulier pour des basses énergies où les modèles du premier ordre

généralement échouent. Le pic est bien reproduit avec OCW et la position

du maximum est bien décrite. La section efficace correspondant au modèle

1CW surestime considérablement l’expérience pour des basses énergies,
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Figure 4.8 – Variation de la SET en fonction de l’énergie incidente pour
l’atome Ne. Les modèles théoriques : i) OCW (ligne continue) et ii) 1CW
(ligne discontinue) sont comparés avec l’expérience (carrés pleins) [70].

comme cela était prévisible. On peut conclure que l’effet d’orthogonali-

sation semble extrêmement important pour reproduire l’amplitude surtout

dans la région du pic.

On considère maintenant l’ionisation de la molécule H2O. Comme l’orbi-

tale 1a1 est fortement liée au noyau, sa contribution est négligée puisqu’elle

est insensible au processus. La section efficace totale de la molécule est ob-

tenue en faisant la somme des contributions de chaque orbitale. Avant de

présenter la SET pour la molécule, on présente dans la figure 4.9 séparément

les contributions de chaque orbitale. On remarque que la SET diminue lors-

qu’on applique l’orthogonalisation, la couche interne 2a1 se montre la plus

sensible à l’orthogonalisation où l’amplitude est divisée pratiquement par
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Figure 4.9 – Représentation de la SET théorique des orbitales moléculaires
individuelles de la molécule H2O : i) modèle OCW (ligne continue) et ii)
modèle 1CW (ligne discontinue).

quatre. La diminution pour les autres orbitales est moins importante.

Dans la figure 4.10 on représente la SET de l’ionisation de H2O dans

une gamme d’énergie allant jusqu’à 5keV. On observe que les calculs sans

orthogonalisation (ligne discontinue) surestiment, comme il était prévisible,

largement l’expérience[72–75] pour des basses énergies et surtout dans la

région du pic. Lorsqu’on applique l’orthogonalisation, les résultats sont

considérablement améliorés. Pour les basses énergies nos résultats théoriques

sont en effet en très bon accord avec l’expérience et l’amplitude est bien re-

produite, le pic est également bien localisé. Pour des hautes énergies les

deux modèles convergent et donnent des résultats similaires.

La SET, dans le cas de NH3, est présentée dans la figure 4.11 et com-



CHAPITRE 4. ORTHOGONALISATION ET POTENTIEL À COURTE
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Figure 4.10 – Représentation de la SET de H2O. Les modèles théoriques :
i) modèle 1CW (ligne discontinue) et ii) modèle OCW (ligne continue) sont
comparés avec les expériences de Shutten et al.[72] (cercle solides), Khare
and Meath [73] (triangles vide), Djuric et al.[74] (carrés pleins) et Straub
et al.[75] (croix).

parée avec l’expérience. La contribution de la couche 1a1, très fortement

liée, est négligée comme le cas de H2O. On observe que l’orthogonalisation

implique une grande amélioration. L’amplitude de la SET est réduite et

rend les résultats théoriques très proches de l’expérience[76–78], en particu-

lier, pour les basses énergies l’accord est nettement meilleur. L’amplitude

du maximum reste encore un peu élevée par rapport à l’expérience. Aux

hautes énergies les résultats de 1CW diminuent rapidement et l’expérience

est bien reproduite. On peut indiquer que l’allure de la SET est en meilleur

accord avec l’expérience lorsque l’orthogonalisation est appliquée.

Sur la figure 4.12, on présente nos ultimes résultats pour la molécule
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Figure 4.11 – Représentation de la SET de NH3. Les modèles théoriques :
i) modèle 1CW (ligne discontinue) et ii) modèle OCW (ligne continue) sont
comparés avec les expériences de Crowe and McConkey[65] (cercle ouverts)
, Djuric et al.[76] (triangles ouverts) et Rao et Srivastava [77] (carrés pleins).

CH4. Les calculs, à l’aide du modèle OCW, sont encore en assez bon ac-

cord avec l’expérience[79, 80]. A basse énergie OCW est plus proche de

l’expérience et le maximum est bien localisé, au contraire du modèle 1CW

dont les résultats sont en très mauvais accord avec les données expérimentales.

Pour les hautes énergies la SET correspondant à OCW diminue plus rapi-

dement à zéro et converge vers 1CW.

Pour conclure, on peut dire que notre modèle OCW améliore très bien

la SET aux basses énergies dans le cas des petites molécules étudiées dans

le présent travail. Il arrive à reproduire l’essentiel de l’allure donnée par

l’expérience et réussit à améliorer la région du pic aux basses énergies, qui
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Figure 4.12 – Représentation de la SET de CH4. Les modèles théoriques :
i) modèle 1CW (ligne discontinue) et ii) modèle OCW (ligne continue) sont
comparés avec les expériences de Orient and Srivastava[79] (cercle ouverts)
et Nishimura et Tawara[80] (carrés pleins).

constitue le défaut principal des modèles de premier ordre.



Conclusion Générale

Dans ce travail nous avons appliqué plusieurs modèles pour étudier le

processus (e,2e) de quelques atomes (He, Ne et Ar) et molécules (CH4, NH3

et H2O).

Trois nouveaux modèles, tenant compte de plusieurs effets physiques,

ont été ainsi introduits. Le premier modèle noté 1DW qui est en fait le plus

simple, est un modèle de premier ordre qui tient compte de la distorsion

de l’électron éjecté sous l’effet de l’ion résiduel. Les deux autres modèles

plus complexes notés BBKDW et BBKSR, tiennent compte des effets de

distorsion et du potentiel de courte portée.

Nous avons d’abord observé que le modèle 1DW est incapable de repro-

duire généralement le pic de recul, cela n’est pas surprenant étant donné

qu’il représente un modèle de premier ordre qui n’inclut pas tous les phénomènes

physiques présents dans la réaction.

Le modèle BBKDW où les effets post-collisionels et les effets de dis-

torsion sont inclus simultanément, arrive à fournir le meilleur accord avec

l’expérience dans le cas de cibles atomiques. En effet , ce modèle améliore

nettement la région binaire et reproduit de façon satisfaisante la région de

recul dans le cas de l’atome d’argon où les résultats sont en bon accord avec

les mesures expérimentales absolues. Dans le cas de cibles moléculaires, l’ac-

cord avec l’expérience est loin d’être bon. On note à cet effet que le modèle

présente qualitativement la même allure que les autres modèles (BBK et

BBKSR) dans la région binaire et semble bien décrire le processus dans

84
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cette région, comme c’est le cas de la molécule CH4. Des différences nettes

en amplitude sont quand même observées en comparant avec les autres

modèles, ces différences ne peuvent être jugées que par la disponibilité de

données expérimentales absolues. Malheureusement, le modèle n’arrive pas

du tout à reproduire la région de recul, on remarque en effet que le pic de

recul observé par l’expérience est pratiquement inexistant. En plus de cet

échec, ce modèle nécessite des moyens informatiques très importants.

Lorsqu’on applique le modèle BBKSR, les résultats sont clairement

améliorés dans la région de recul dans le cas des expériences réalisées sur

CH4 à basse énergie. Les résultats sont moins bons dans le cas d’autres cibles

moléculaires comme NH3 et H2O mais représentent une meilleure descrip-

tion du processus par rapport au modèle BBKDW. Il semble ainsi que le

potentiel de courte portée qui est généralement négligé dans le traitement

théorique, joue un rôle important dans la région de recul. Une combinaison

simultanée de BBKDW et BBKSR pourrait à priori améliorer les résultats

théoriques, nous essayons dans le proche futur de concrétiser cette idée .

Pour la section efficace totale nous avons présenté un modèle amélioré de

premier ordre (OCW) pour quelques petites molécules. Ce modèle consiste à

orthogonaliser l’état final à tous les états occupés de la cible. Nous avons re-

marqué que le modèle engendre une amélioration spectaculaire des résultats

par rapport à l’ancien modèle (1CW) qui surestime en général la SET pour

les basses énergies. Le modèle OCW est capable de reproduire l’amplitude

de la SET à basses énergies , au moins dans le cas de petites molécules

considérées dans ce travail, où le pic de la SET est correctement décrit et

bien localisé. En bref, ce modèle arrive à reproduire l’essentiel de l’allure de

la SET dans la quasi totalité des régions énergétiques.



Annexe A

Calcul des amplitudes de

diffusion pour le modèle

d’onde plane

Nous avons démontré au chapitre 2 que l’amplitude de diffusion dans

l’approximation Born1 et dans le cadre du modèle à un électron actif s’écrit

f = − 2

K2

〈
φb

∣∣∣ei ~K~r − 1
∣∣∣ϕnlm〉 (A.1)

Dans le modèle de l’onde plane, l’électron éjecté est représenté par une onde

plane telle que

φb(~r) =
1

(2π)3/2
ei
~kb~r (A.2)

La fonction d’onde représentant l’électron de la cible de forme Slater s’écrit :

ϕnlm(~r) = Nnr
n−1e−εrY m

l (Ω) (A.3)
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avec Nn =

√
(2ε)2n+1

(2n)!
.

Par conséquent, il faut évaluer l’élément de matrice :

I =
〈
φb

∣∣∣ei ~K~r∣∣∣ϕnlm〉
=

Nn

(2π)3/2

∫
ei(

~K−~kb)~rrn−1e−εrY m
l (Ω)d~r

(A.4)

En utilisant la relation :∫
ei~q~rrn−1e−εrY m

l (Ω)d~r = 4π(2i)ll!qlY m
l (Ωq)

(
− d

dε

)n−l[
1

(q2 + ε2)l+1

]
(A.5)

avec ~q = ~K − ~kb, l’équation (A.4) devient :

I =
Nn

(2π)3/2
4π(2i)ll!qlY m

l (Ωq)

(
− d

dε

)n−l[
1

(q2 + ε2)l+1

]
(A.6)

il faut donc calculer la dérivée par rapport à ε. En utilisant la relation

générale de la dérivée pour une fonction composée f(x) = F (y) avec y =

ϕ(x) [81]

dnf(x)

dxn
=
∑

i1, i2...
n!

i1!i2!...

dmF (y)

dym

(
y(1)

1!

)i1(
y(2)

2!

)i2
... (A.7)

avec i1 + 2i2 + 3i3... = n et m = i1 + i2 + ....

dans notre cas x → ε, n → n − l, y(ε) = ( ~K − ~kb)2 + ε2, F (y) =
1

yl+1
,

y(1)(ε) = 2ε et y(2)(ε) = 2, donc(
− d

dε

)n−l[
1

(q2 + ε2)l+1

]
= (−1)n−l

∑
i1,i2

(n− l)!
i1!i2!

dmF (y)

dym
(2ε)i1

= (−1)n−l
∑
i1,i2

(n− l)!
i1!i2!

(−1)m(l +m)!

l!yl+1+m
(2ε)i1

(A.8)
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on a i1 + 2i2 = n− l⇒ i1 = n− l − 2i2 et m = i1 + i2 = n− l − i2, alors(
− d

dε

)n−l[
1

(q2 + ε2)l+1

]
= (−1)n−l

∑
i2

(n− l)!
(n− l − 2i2)!i2!

(−1)n−l−i2(n− i2)!

l!yn+1−i2
(2ε)n−l−2i2

=
(n− l)!

l!
(2ε)n−l

[(n−l)/2]∑
j=0

(−1)j(n− j)!
(n− l − 2j)!j!

1

yn+1−j(2ε)2j
(A.9)

Insérant cette équation dans l’équation (A.6), on obtient :

I =

√
(2ε)2n+1

(2n)!

√
2

(π)
(2i)lqlY m

l (Ωq)(n− l)!

(2ε)n−l

(q2 + ε2)n+1

[(n−l)/2]∑
j=0

(−1)j(n− j)!
(n− l − 2j)!j!

(q2 + ε2)
j

(2ε)2j
(A.10)

par exemple pour l’orbitale 1s :

I =

√
(2ε)3

(2)!

√
2

(π)
Y 0

0 (Ωq)
2ε

(q2 + ε2)2
=

√
23ε5

π(q2 + ε2)2
(A.11)



Annexe B

Calcul de la transformée de

Fourier-Coulomb

Le problème consiste à calculer de façon analytique l’élément de matrice

suivant :

Tnlm( ~K,~k) =
〈
ϕc

∣∣∣ei ~K~r∣∣∣ϕnlm〉 =

∫
ϕ∗c(~r)e

i ~K~rϕnlm(~r)d~r (B.1)

avec

ϕc(~r) =
1

(2π)3/2
ei
~k~reπα/2Γ(1 + iα)1F1(−iα, 1,−i(kr + ~k~r)) (B.2)

ϕnlm(~r) = Nnr
n−1e−εrY m

l (Ω) (B.3)

où α =
1

k
.

En utilisant la propriété de fonctions hypergéométriques confluentes[82] :

1F1(a, b, z) =
Γ(b)

Γ(a)Γ(b− a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)b−a−1eztdt (B.4)

alors :

1F1(iα, 1, i(kr+~k~r)) =
1

Γ(iα)Γ(1− iα)

∫ 1

0

tiα−1(1− t)−iαei(kr+~k~r)tdt (B.5)
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En remplaçant cette équation dans l’équation (B.1) on obtient :

Tnlm( ~K,~k) =
eπα/2

(2π)3/2
Γ(1− iα)Nn

1

Γ(iα)Γ(1− iα)∫ 1

0

tiα−1(1− t)−iαdt

∫
rn−1e−(ε−ikt)rY m

l (Ω)e(( ~K−~k)+~kt)~rd~r (B.6)

on pose β = ε − ikt et ~q = ( ~K − ~k) + ~kt et en utilisant la transformée de

Fourier∫
ei~q~rrn−1e−βrY m

l (Ω)d~r = 4π(2i)ll!qlY m
l (Ωq)

(
− d

dβ

)n−l[
1

(q2 + β2)l+1

]
(B.7)

d’après l’équation (A.9)(
− d

dβ

)n−l[
1

(q2 + β2)l+1

]
=

(n− l)!
l!

(2β)n−l
[(n−l)/2]∑
j=0

(−1)j(n− j)!
(n− l − 2j)!j!

1

yn+1−j(2β)2j
(B.8)

A l’aide du développement des harmoniques sphériques Y m
l (Ω) [83]

Y m
l (Ω) = (−1)m

√
2l + 1

4π

√
(l +m)!

(l −m)!
eimφPm

l (cos θ)

= (−1)m
√

2l + 1

4π

√
(l +m)!

(l −m)!
eimφ(1− cos2 θ)m/2

dmPl(cos θ)

d(cos θ)m
(B.9)

où Pl(x) sont les polynômes de Legendre et Pm
l (x) sont les polynômes de

Legendre associés.

Pl(x) s’écrit comme :

Pl(x) =

[l/2]∑
s=0

(−1)s(2l − 1s)!xl−2s

2ls!(l − s)!(l − 2s)!
(B.10)

⇒ Pm
l (x) = (1− x2)m/2

[(l−m)/2]∑
s=0

(−1)s(2l − 2s)!xl−m−2s

2ls!(l − s)!(l −m− 2s)!
(B.11)
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Les harmoniques sphériques (m ≥ 0) peuvent s’écrire :

Y m
l (Ω) = (−1)m

√
2l + 1

4π

√
(l +m)!

(l −m)!
(sin θeiφ)m

[(l−m)/2]∑
s=0

(−1)s(2l − 2s)!(cos θ)l−m−2s

2ls!(l − s)!(l −m− 2s)!
(B.12)

et pour (m < 0) :

Y
−|m|
l (Ω) = (−1)|m|Y

|m|∗
l (Ω) =

√
2l + 1

4π

√
(l + |m|)!
(l − |m|)!

(sin θe−iφ)|m|

[(l−|m|)/2]∑
s=0

(−1)s(2l − 2s)!(cos θ)l−|m|−2s

2ls!(l − s)!(l − |m| − 2s)!
(B.13)

En multipliant les deux membres par ql, on obtient :

qlY m
l (Ω) = (−1)mΘ(m)

√
2l + 1

4π

√
(l + |m|)!
(l − |m|)!

q
|m|
⊥

[(l−|m|)/2]∑
s=0

(−1)s(2l − 2s)!q2sq
l−|m|−2s
z

2ls!(l − s)!(l − |m| − 2s)!
(B.14)

où Θ(m) est la fonction Heaviside et

q⊥ =

qx + iqy si m ≥ 0

qx − iqy si m < 0
(B.15)
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On développe à présent les termes dépendants de t comme :

βn−l−2j =

n−l−2j∑
j1=0

(
j1

n− l − 2j

)
(ε− ik)n−l−2j−j1(ik)j1(1− t)j1 (B.16)

q2s =
s∑

s1=0

s1∑
s2=0

(
s1

s

)(
s2

s1

)
( ~K − ~k)2(s−s1)

[
2~k( ~K − ~k)

]s1−s2
k2s1ts1+s2 (B.17)

ql−|m|−2s
z =

l−|m|−2s∑
s3=0

(
s3

l − |m| − 2s

)
(Kz − kz)l−|m|−2s−s3ks3z t

s3 (B.18)

q
|m|
⊥ =

|m|∑
m1=0

(
m1

|m|

)
(K⊥ − k⊥)|m|−m1km1

⊥ tm1 (B.19)

q2 + β2 = A−Bt = A(1− ωt) (B.20)

avec A = ( ~K − ~k)2 + ε2, B = 2(k2 − ~K~k + iεk) et ω =
B

A
.

L’équation (B.6) devient donc :

Tnlm( ~K,~k) =
eπα/2

(2π)3/2
Γ(1− iα)Nn

1

Γ(iα)Γ(1− iα)
4πil(n− l)!(−1)mΘ(m)

√
2l + 1

4π

√
(l + |m|)!
(l − |m|)!

[(n−l)/2]∑
j=0

n−l−2j∑
j1=0

|m|∑
m1=0

[(l−|m|)/2]∑
s=0

s∑
s1=0

s1∑
s2=0

l−|m|−2s∑
s3=0

(−1)j+s2n−l−2j

(n− j)!
j!(n− l − 2j)!

(
j1

n− l − 2j

)(
m1

|m|

)
(2l − 2s)!

s!(l − s)!(l − |m| − 2s)!

(
s1

s

)(
s2

s

)
(

s3

l − |m| − 2s

)
1

An+1−j (ε− ik)n−l−2j−j1(ik)j1( ~K−~k)2(s−s1)
[
2~k( ~K − ~k)

]s1−s2
k2s2(Kz − kz)l−|m|−2s−s3ks3z (K⊥ − k⊥)|m|−m1km1

⊥∫ 1

0

tiα−1+s1+s2+s3+m1(1− t)−iα+j1(1− ωt)−(n+1−j)dt (B.21)

En utilisant la propriété [82]∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− z)−adt =
Γ(b)Γ(c− b)

Γ(c)
2F1(a, b, c, z) (B.22)
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on obtient :∫ 1

0

tiα−1+sssm1231(1− t)−iα+j1(1− ωt)−(n+1−j)dt =

Γ(iα + sssm1231)Γ(−iα + j1 + 1)

Γ(sssm1231 + j1 + 1)

2F1(n+ 1− j, iα + sssm1231, sssm1231 + j1 + 1, ω) (B.23)

avec sssm1231 = s1 + s2 + s3 +m1

Comme les arguments a et c de la fonction 2F1(a, b, c, z) sont des entiers et

a >= c on peut calculer les termes 2F1(n+ 1− j, iα+ sssm1231, sssm1231 +

j1 + 1, ω) comme une suite Un, en utilisant[82] :

2F1(a, b, a, z) = (1− z)−b ou U0 = (1− z)−b (B.24)

et :

2F1(a+ n+ 1, b, a, z) =

(
1 +

n+ bz

(a+ n)(1− z)

)
2F1(a+ n, b, a, z)

− n

(a+ n)(1− z)
2F1(a+ n− 1, b, a, z)

ou Un+1 =

(
1 +

n+ bz

(a+ n)(1− z)

)
Un −

n

(a+ n)(1− z)
Un−1 (B.25)

l’équation (B.21) devient alors :

Tnlm( ~K,~k) =
eπα/2

(2π)3/2
Γ(1−iα)Nn4πil(n−l)!(−1)mΘ(m)

√
2l + 1

4π

√
(l + |m|)!
(l − |m|)!

[(n−l)/2]∑
j=0

n−l−2j∑
j1=0

|m|∑
m1=0

[(l−m)/2]∑
s=0

s∑
s1=0

s1∑
s2=0

l−|m|−2s∑
s3=0

(−1)j+s2n−l−2j (n− j)!
j!(n− l − 2j)!(

j1

n− l − 2j

)(
m1

|m|

)
(2l − 2s)!

s!(l − s)!(l − |m| − 2s)!

(
s1

s

)(
s2

s

)(
s3

l − |m| − 2s

)
1

An+1−j (ε−ik)n−l−2j−j1(ik)j1( ~K−~k)2(s−s1)
[
2~k( ~K − ~k)

]s1−s2
k2s2(Kz−kz)l−|m|−2s−s3

ks3z (K⊥ − k⊥)|m|−m1km1
⊥

1

(sssm1231 + j1)!

Γ(iα + sssm1231)Γ(1− iα + j1)

Γ(iα)Γ(1− iα)

2F1(n+ 1− j, iα + sssm1231, sssm1231 + j1 + 1, ω) (B.26)



Annexe C

Calcul du potentiel de courte

portée pour les atomes

Le potentiel de courte portée s’écrit :

Ui(r) =
1

4π

∫
V (~r)dΩ =

Z(r)

r
(C.1)

avec

V (~r) =
Z

r
−
∑
i

Ni

〈
ϕi

∣∣∣∣ 1

|~r − ~ri|

∣∣∣∣ϕi〉 (C.2)

avec Z0 est la charge au centre de la cible, Ni est le nombre d’électrons dans

l’orbitale i et ϕi(~r) est la fonction d’onde de l’orbitale i.

Dans notre modèle, on utilise les fonctions d’onde de Clementi pour décrire

les fonctions d’ondes des atomes. Ces fonctions d’ondes sont écrites sous la

forme d’une combinaison linéaires de fonctions Slater telles que :

ϕi =
∑
k

aikϕ
εik
niklikmik

(~r) (C.3)

avec

ϕεnlm(~r) = Nnr
n−1e−εrY m

l (Ω) (C.4)
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ce qui donne :〈
ϕi

∣∣∣∣ 1

|~r − ~ri|

∣∣∣∣ϕi〉 =
∑
k,k′

aikaik′

∫
ϕ
εik′∗
nik′ lik′mik′

(~ri)ϕ
εik
niklikmik

(~ri)
1

|~r − ~ri|
d~ri

(C.5)

Le problème revient donc à calculer les éléments de type :

T12 =

〈
ϕn1l1m1

∣∣∣∣ 1

|~r − ~ri|

∣∣∣∣ϕn2l2m2

〉
(C.6)

En utilisant le développement multipolaire :

1

|~r − ~ri|
=
∑
l,m

4π

2l + 1

rl<
rl+1
>

Y m∗
l (Ω)Y m

l (Ωi) (C.7)

où

rl<
rl+1
>

=


rli
rl+1

si ri < r

rl

rl+1
i

si ri > r
(C.8)

l’équation (C.6) devient :

T12 = Nn1Nn2

∫
ϕ∗n1l1m1

(~ri)ϕn2l2m2(~ri)
∑
l,m

4π

2l + 1

rl<
rl+1
>

Y m∗
l (Ω)Y m

l (Ωi)d~ri

= Nn1Nn2

∑
l,m

4π

2l + 1
Y m∗
l (Ω)

∫
ϕ∗n1l1m1

(~ri)ϕn2l2m2(~ri)
rl<
rl+1
>

Y m
l (Ωi)d~ri

= Nn1Nn2

∑
l,m

4π

2l + 1
Y m∗
l (Ω)

∫
rl<
rl+1
>

rn1+n2
i e−(ε1+ε2)ridri∫

Y m1∗
l1

(Ωi)Y
m2∗
l2

(Ωi)Y
m
l (Ωi)dΩi (C.9)
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On calcule d’abord l’intégrale sur les variables angulaires :

Jm1m2m
l1l2l

=

∫
Y m1∗
l1

(Ωi)Y
m2∗
l2

(Ωi)Y
m
l (Ωi)dΩi

= (−1)m1

∫
Y −m1
l1

(Ωi)Y
m2∗
l2

(Ωi)Y
m
l (Ωi)dΩi

= (−1)m1

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)(2l + 1)

4π(
l1 l2 l

0 0 0

)(
l1 l2 l

−m1 m2 m

)
(C.10)

où

(
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
représente le symbole 3j, ce terme est non-nul lorsque :

|j1 − j2| ≤ j3 ≤ j1+j2 et m1+m2+m3 = 0 et (j1+j2+j3) est paire (C.11)

pour l’intégrale radiale, en posant n = n1 + n2 et ε = ε1 + ε2 , on obtient :

Il =

∫ ∞
0

rl<
rl+1
>

rni e
−εridri =

1

rl+1

∫ r

0

rn+l
i e−εridri + rl

∫ ∞
r

rn−l−1
i e−εridri

(C.12)

En utilisant les relations [81]∫ ∞
a

xne−µxdx = e−aµ
n∑
k=0

n!

k!

ak

µn−k+1
(C.13)

∫ a

0

xne−µxdx =
n!

an+1
− e−aµ

n∑
k=0

n!

k!

ak

µn−k+1
(C.14)

∫ ∞
a

e−µx

xn+1
dx = (−1)n+1µ

n

n!
Ei(−aµ) +

e−aµ

µn

n−1∑
k=0

(−1)k
(n− k − 1)!

n!
akµk

(C.15)
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POUR LES ATOMES 97

l’équation (C.12) devient :

Il(r) =
1

rl+1

(
n!

εn+1
− e−εr

n+l∑
k=0

(n+ l)!

k!

rk

εn+l−k+1

)

+rl


e−εr

∑n−l−1
k=0

(n− l − 1)!

k!

rk

εn−l−k
si l ≤ n− 1

(−1)l−n+1 εl−n

(l − n)!
Ei(−εr) +

e−εr

εl−n
∑l−n−1

k=0 (−1)k
(l − n− k − 1)!

(l − n)!
rkεk si l > n− 1

(C.16)

On peut donc écrire l’équation (C.9) sous la forme :

T12(~r) = Nn1Nn2

∑
l,m

4π

2l + 1
Y m∗
l (Ω)Il(r)J

m1m2m
l1l2l

(C.17)

En effectuant une moyenne angulaire (pour avoir un potentiel à symétrie

sphérique) :

T̃12(r) =
1

4π

∫
T12(~r)dΩ = Nn1Nn2

∑
l,m

1

2l + 1
Il(r)J

m1m2m
l1l2l

∫
Y m∗
l (Ω)dΩ

(C.18)

Et en utilisant la relation d’orthonormalisation des harmoniques sphériques :

∫
Y m∗
l (Ω)Y m′

l′ (Ω)dΩ = δll′δmm′ ⇒
∫
Y m∗
l (Ω)dΩ = sqrt(4π)δl0δm0 (C.19)

l’équation (C.18) devient :

T̃12(r) =
√

(4π)Nn1Nn2I0(r)Jm1m20
l1l20 (C.20)

pour l = m = 0, l’élément Jm1m2m
l1l2l

devient :

Jm1m20
l1l20 =

∫
Y m1∗
l1

(Ωi)Y
m2∗
l2

(Ωi)Y
0

0 (Ωi)dΩi =
1√
4π
δl1l2δm1m2 (C.21)

et Il(r) devient :

I0(r) =
1

r

(
n!

εn+1
− e−εr

n∑
k=0

(n)!

k!

rk

εn−k+1

)
+ e−εr

n−1∑
k=0

(n− 1)!

k!

rk

εn−k

=
n!

rεn+1

(
1− e−εr

n−1∑
k=0

(n− k)

k

1

k!
(εr)k

) (C.22)
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Si on remplace les équations (C.21) et (C.22) dans l’équation (C.20), on

obtient :

T̃12(r) = Nn1Nn2δl1l2δm1m2

n!

rεn+1

(
1− e−εr

n−1∑
k=0

(n− k)

k

1

k!
(εr)k

)
(C.23)

la moyenne par rapport aux variables angulaires de l’équation (C.5) donne :

∑
k,k′

aikaik′
1

4π

∫ (∫
ϕ
εik′∗
nik′ lik′mik′

(~ri)ϕ
εik
niklikmik

(~ri)
1

|~r − ~ri|
d~ri

)
dΩ

=
∑
k,k′

aikaik′T̃kk′(r) =
∑
k,k′

aikaik′NnikNnik′
δlik,lik′δmikmik′

nkk′ !

rε
nkk′+1
kk′

(
1− e−εkk′r

nkk′−1∑
s=0

(nkk′ − s)
s

1

s!
(εkk′r)

s

)
(C.24)

les fonctions d’onde de Clementi sont orthonormées, donc :

〈ϕi|ϕi〉 =
∑
k,k′

aikaik′NnikNnik′
δlik,lik′δmikmik′

nkk′ !

ε
nkk′+1
kk′

= 1 (C.25)

en utilisant cette propriété dans l’équation précédente (C.24) :

(C.24) =
1

r
−
∑
k,k′

aikaik′NnikNnik′
δlik,lik′δmikmik′

nkk′ !

rε
nkk′+1
kk′

e−εkk′r
nkk′−1∑
s=0

(nkk′ − s)
s

1

s!
(εkk′r)

s (C.26)
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ce qui nous permet à calculer le potentiel à courte portée :

U(r) =
1

4π

∫
V (~r)dΩ =

Z0

r
−
∑
i

Ni
1

4π

∫ (〈
ϕi

∣∣∣∣ 1

|~r − ~ri|

∣∣∣∣ϕi〉)dΩ

=
Z0

r
−
∑
i

Ni

(
1

r
−
∑
k,k′

aikaik′NnikNnik′
δlik,lik′δmikmik′

nkk′ !

rε
nkk′+1
kk′

e−εkk′r
nkk′−1∑
s=0

(nkk′ − s)
s

1

s!
(εkk′r)

s

)
=

1

r
+
∑
i

Ni

∑
k,k′

aikaik′NnikNnik′
δlik,lik′δmikmik′

nkk′ !

rε
nkk′+1
kk′

e−εkk′r
nkk′−1∑
s=0

(nkk′ − s)
s

1

s!
(εkk′r)

s

(C.27)

on peut écrire ce potentiel sous la forme :

U(r) =
Z(r)

r
(C.28)

avec

Z(r) = 1 +
∑
i

Ni

∑
k,k′

aikaik′NnikNnik′
δlik,lik′δmikmik′

nkk′ !

ε
nkk′+1
kk′

e−εkk′r
nkk′−1∑
s=0

(nkk′ − s)
s

1

s!
(εkk′r)

s (C.29)

on peut vérifie aisément que la charge Z(r) satisfait :

Z(0) = 1 +
∑
i

Ni = Z0 et Z(r →∞) = 1 (C.30)

prenant l’exemple de l’atome d’hélium :

Z(r) = 1 + e−2αr(1 + αr) (C.31)



Annexe D

Calcul de l’intégrale

I =
〈
φa

∣∣∣Z(r)r ∣∣∣φ0〉
I =

〈
φa

∣∣∣∣Z(r)

r

∣∣∣∣φ0

〉
=

∫
ei
~K~rZ(r)

r
d~r (D.1)

avec ~K = ~k0 − ~ka
Pour les atomes la charge Z(r) est donnée par (C.29) :

Z(r) = 1 +
∑
i

Ni

∑
k,k′

aikaik′NnikNnik′
δlik,lik′δmikmik′

nkk′ !

ε
nkk′+1
kk′

e−εkk′r
nkk′−1∑
s=0

(nkk′ − s)
s

1

s!
(εkk′r)

s (D.2)

Donc le calcul se réduit à l’évaluation d’intégrales de la forme :

Is =

∫
ei
~K~re−εrrs−1d~r (D.3)

en utilisant∫
ei~q~rrn−1e−εrY m

l (Ω)d~r = 4π(2i)ll!qlY m
l (Ωq)

(
− d

dε

)n−l[
1

(q2 + ε2)l+1

]
(D.4)
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l’équation (D.3) devient :

Is = 4π

(
− d

dε

)s[
1

K2 + ε2

]
= s!

[s/2]∑
j=0

(s− j)!
(s− 2j!j!)

(−1)j
(2ε)s−2j

(K2 + ε2)s+1−j

(D.5)

On obtient donc la forme :

I =
4π

K2
+ 4π

∑
i

Ni

∑
k,k′

aikaik′NnikNnik′
δlik,lik′δmikmik′

nkk′ !

ε
nkk′+1
kk′

e−εkk′r
nkk′−1∑
s=0

(nkk′ − s)
s

[s/2]∑
s1=0

(−1)s1(s− s1)!

(s− 2s1)!s1!
εs

(2ε)s−2s1

(K2 + ε2)s+1−s1
(D.6)



Annexe E

Calcul des éléments

〈n1l1m1|ei
~K~r|n2l2m2〉

〈n1l1m1|ei
~K~r|n2l2m2〉 =

∫
ϕ∗n1l1m1

(~r)ϕn2l2m2(~r)ei
~K~rd~r (E.1)

avec ϕnlm(~r) = Nnr
n−1e−εrY m

l (Ω)

En utilisant la propriété :

ei
~K~r = 4π

∑
l,m

iljl(kr)Y
m∗
l (ΩK)Y m

l (Ω) (E.2)

l’équation (E.1) devient

〈n1l1m1|ei
~K~r|n2l2m2〉 = 4πNn1Nn2

∑
l,m

ilY m∗
l (ΩK)∫

rn1+n2e−(ε1+ε2)rjl(Kr)dr

∫
Y m1∗
l1

(Ω)Y m2
l2

(Ω)Y m
l (Ω)dΩ (E.3)

on commence avec la partie angulaire :∫
Y m1∗
l1

(Ω)Y m2
l2

(Ω)Y m
l (Ω)dΩ =

(−1)m1

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)(2l + 1)

4π

(
l1 l2 l

0 0 0

)(
l1 l2 l

−m1 m2 m

)
(E.4)
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pour l’intégrale radiale, on utilise les propriétés mathématiques[81] :

jl(x) =

√
π

2x
Jl+1/2(x) et

∫ ∞
0

xνJν(βx)e−αxdx =
(2β)νΓ(ν + 1/2)√
π(α2 + β2)ν+1/2

(E.5)

et on pose n = n1 + n2 et ε = ε1 + ε2, on obtient :∫
rne−εrjl(Kr)dr = (2K)ll!

(
− d

dε

)n−l−1[
1

(ε2 +K2)l+1

]
(E.6)

Cette dérivée a déjà été calculée dans l’annexe (A.10), Alors :

∫
rne−εrjl(Kr)dr = (2K)ll!

[n−l−1
2

]∑
j=0

(−1)j
(n− l − 1)!(n− j − 1)!

j!l!(n− l − 2j − 1)!

(2ε)n−l−2j−1

(ε2 +K2)n−j

(E.7)

On obtient aisément :

〈n1l1m1|ei
~K~r|n2l2m2〉 = 4πNn1Nn2

∑
l,m

ilY m∗
l (ΩK)

(2K)ll!

[n−l−1
2

]∑
j=0

(−1)j
(n− l − 1)!(n− j − 1)!

j!l!(n− l − 2j − 1)!

(2ε)n−l−2j−1

(ε2 +K2)n−j

(−1)m1

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)(2l + 1)

4π

(
l1 l2 l

0 0 0

)(
l1 l2 l

−m1 m2 m

)
(E.8)
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