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Stabilisation frontiére pour le systéme
complet de Von Karman

Résumé

On considére le systeme d’élasticité dynamique non linéaire, décrit par les équations de
Von Karman, I'une des équations fondamentales de la physique mathématique. Beaucoup
de phénomeénes physiques, reliés a la théorie des oscillations, sont décrits par le modele
d’élasticité dynamique : propagation d’ondes, oscillations et vibrations des membranes,
plaques, coques, etc., sont présentées par le systeme d’élasticité non linéaire. En utilisant
la méthode des multiplicateurs et des techniques d’analyse micro-locale, on étudie les prob-
lemes d’existence, d’unicité et de régularité des solutions, ensuite, on s’intéresse a la théorie

de la stabilisation frontiére.

Mots-clés : Systeme complet de Von Karman, élasticité non linéaire, plaques, ondes,

stabilisation frontiére.
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Introduction générale

Ce mémoire porte sur un modele d’élasticité non linéaire des corps minces bidimension-
nels, qui est le systéme complet de Von Karman(®.

On peut dater les débuts de I'élasticité a 1678, avec la célebre loi de Hooke (c’est-a-dire,
le tenseur de déformation est une fonction linéaire du tenseur de contraintes, en d’autres
termes, la déformation est en raison des forces appliquées au corps (voir [20, p. 2])), c’est
une loi qui régit les petites déformations.

Il faut, cependant, attendre le début du XXe siécle pour que I’élasticité des plaques se trouve
mise en équations grace aux travaux de Foppl (1907) et de Von Karman (1910).

L’intérét des mécaniciens et des ingénieurs pour la théorie des plaques et des coques n’a
cessé de croitre. De nos jours, la modélisation des milieux continus par le calcul différentiel,
mais aussi le développement de I’analyse numérique et des moyens informatiques nous per-
mettent de mieux connaitre le comportement des structures, voire méme de comprendre des
phénomeénes nouveaux. L’élasticité se trouve aujourd’hui & la croisée de disciplines variées
et intéresse aussi bien mathématiciens que physiciens ou mécaniciens.

La théorie des plaques planes est bidimensionnelle; c’est donc une théorie approchée,
la plaque étant un corps tridimensionnel dont une dimension (I’épaisseur) est petite par
rapport aux deux autres.

Ces caractéristiques géométriques autorisent des simplifications dans le modeéle tridimen-

sionnel.

(U Theodore Von Karman est né le 11 mai 1881 a Budapest en Hongrie. Il fait ses études au "Royal Joseph
University of Polytechnics and Economics" de Budapest. Il obtient son diplome de génie mécanique en
1902, et sert ensuite comme assistant professeur d’hydraulique et comme consultant pour 'industrie. En
1908, il obtient sa thése en mécanique appliquée, (flambement de poutre en coque mince) & Gottingen, sous
la direction de Prandtl. Ainsi, ses réussites scientifiques se poursuivent jusqu’a sa mort, le 6 mai 1963 a
Aix-la-Chapelle



Introduction générale

Dans son état non déformé, la plaque plane") considérée comme milieu bidimensionnel

occupe une région () ou
Q) = ouvert borné de R?, de frontiére I' réguliére.

Le plan R? est rapporté aux axes orthonormés Oz, Oxs. L’axe Oxz3 compléte le triedre
orthonormé Oz;zs23.

En fait, la plaque est un corps tridimensionnel occupant un volume 7~ de R?® défini par
V= {x| x = (11, 79,73) € R (z1,25) € Qet — %p (r1,22) < 3 < %p (xl,xg)} ,

ou la fonction (x1,z2) — p(x1,x2) désigne I'épaisseur de la plaque, p (x1, z2) étant ”petit”.

Surface

MmMOYENNE

Figure 1.1 : Plaque mince occupant un volume 7 de R3.
Soit u (w1, 9, x3) = {u; (x1,72,23) ;1 =1,2,3} le vecteur de déplacement de la plaque a
'instant ¢. Donc le modele bidimensionnel consiste a considérer les déplacements u (1, x3, 0)
des points de 2 occupé par la plaque plane (ou la surface moyenne).

On considére le systeme d’élasticité dynamique non linéaire, décrit par les équations
de Von Karman, I'une des équations fondamentales de la physique mathématique. Son
importance est dii au fait que beaucoup de phénoménes physiques, reliés a la théorie des
oscillations, sont décrits par le modele d’élasticité dynamique : propagation d’ondes, oscil-
lations et vibrations des membranes, plaques, coques, etc., sont présentées par le systéme

d’élasticité non linéaire. De point de vu mathématique, ce modele est de type hyperbolique.

(1)Si 1a déformation est assez petite, le corps revient & son état initial non déformé quand les forces
déformatrices s’évanouissent. On appelle élastiques les déformations de ce genre. Si les déformations sont
importantes, elles ne disparaissent pas intégralement avec les forces, une déformation résiduelle subsiste, et

I’état du corps differe de I’état initial. On a alors des déformations plastiques.
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Introduction générale

Dans un premier chapitre, nous nous attachons a faire quelques rappels sur le cadre
fonctionnel utilisé, et sur des inégalités utilisées dans la suite de ce travail.

Le chapitre 2 est consacré a 1’étude d’existence, d’unicité et de régularité
des solutions. Le résultat d’existence de solutions réguliéres exposé dans la premiere partie
de la proposition 2.1, est prouvé en utilisant la méthode de Galerkin non linéaire. L unicité
des solutions faibles (c’est-a-dire la deuxiéme partie de la proposition 2.1) a été prouvée en
appliquant la méthode utilisée par Sedenko dans [34]. Nous notons aussi que 1'unicité des
solutions faibles pour les équations de Von Karman modifiées a été prouvée dans [10].

Dans le chapitre 3 on s’intéresse au probléme de stabilisation frontiére. La problématique
de stabilisation consiste en la question simple suivante : Soit une dynamique gérée par une
équation de la forme

v = Av,

ou”’” désigne la dérivation en temps, v (¢) un élément d’un espace de Hilbert H et A un
opérateur de domaine D (A) dans H. On suppose que ce systéme est soumis & un terme
d’amortissement, qui fait décroitre I’énergie. Notre probléme est de déterminer le comporte-
ment asymptotique de 1’énergie : étudier sa limite (c’est-a-dire déterminer si elle est nulle
ou pas). Divers aspects de ce probléme ont été étudiés par de nombreux mathématiciens
ces derniéres années : sous diverses hypotheses sur le terme d’amortissement :

des propriétés de stabilité asymptotique forte, c’est-a-dire
E(t) — 0 quand t — 400,

des propriétés de stabilisation uniforme, c¢’est-a-dire
Vt>0, E(t) < C(E(0))f(t),

ou C est une fonction constante par rapport a t et qui dépend de la norme des données

initiales, et f : Ry — R, est une fonction continue décroissante qui satisfait
f(t) — 0 quand t — 400,

(si f (t) est explicite, on parle alors de taux de décroissance explicite),

des propriétés de stabilité asymptotique faible, c’est-a-dire
(u(t),u (t)) = 0 quand ¢t — +o0,

dans un certain espace de Hilbert H.



Introduction générale

Les résultats de stabilisation donnés par le théoréme 3.1. sont du deuxieme type, mais

ne précisent pas le taux de décroissance de I’énergie : elle est donnée sous la forme
E(t) < S(t), Yt > 0,
ol, S(t) est la solution de 'équation différentielle
Si(t) +q(S(t) =0,

q étant une fonction dépendant de la fonction qui représente le feedback. En fait, on sait
que [32] dans le cas de dissipation linéaire, de domaine étoilé, un feedback. (ou rétroaction)
frontiére représenté par une fonction linéaire de la vitesse avec des dérivées tangentielles des
déplacements horizontaux, méne & un taux de décroissance exponentielle pour 1’énergie du
systéme. Le théoréme 3.1. énonce un taux de décroissance uniforme pour 1’énergie, valable
pour le modele sans les restrictions mentionnées ci-dessus. Particuliérement on montre que,
la monotonie des feedbacks non linéaires (sans dérivées tangentielles des déplacements hori-
zontaux) fournit des taux de décroissance uniforme pour I’énergie, en ’absence d’hypothéses
géométriques imposées a la partie controlée de la frontiere, en utilisant un résultat d’unicité
de type Holmgren prouvé dans [16] pour le systéme dynamique de ’élasticité. Mais ce
dernier exige que les solutions soient suffisamment réguliéres. Ce qui est I'objet du dernier
chapitre.

Les résultats exposés dans ce mémoire ont été obtenus par I. Lasiecka [25]. Des résultats
semblables ont été obtenus pour le modeéle de thermo-élasticité relatif au systéme complet de
Von Karman, par exemple, en premier lieu A. Benabdallah et D. Teniou [2] ont obtenu
la stabilité exponentielle de I’énergie dans le cas unidimensionnel, et ensuite I. Lasiecka

[26] et Benabdallah et Lasiecka [1], dans le cas bidimensionnel.



Chapitre 1

Rappels de quelques résultats

fondamentaux

Sommaire

1.1 Quelques outils d’analyse fonctionnelle . . ... .........
1.1.1 Espacesde Sobolev . . . . . . . .. ...
1.1.2 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles . . . . . ... ... ...
1.1.3 Espaces intermédiaires . . . . . . . . . ... ... ...

1.2 Rappel sur quelques inégalités fondamentales . ... ... ...
1.2.1  Un résultat de décroissance uniforme . . . . . . .. .. . ... ...
1.2.2 Lemme de Gronwall . . . . . ... ... ... .. ... ... .
1.2.3 Inégalité de Jensen . . . . . . . . . . . ...

1.24 Inégalité de Korn . . . . . .. . ... L o

Ce chapitre est consacré au rappel de quelques résultats fondamentaux qui seront utilisés

par la suite dans le développement de ce travail.

1.1 Quelques outils d’analyse fonctionnelle

Nous n’avons pas l'intention de présenter ici la théorie des espaces de Sobolev en toute
généralité. Nous allons simplement introduire les notions de base, suffisantes pour la com-

préhension de notre probléme, en renvoyant & la bibliographie pour les démonstrations de
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1.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

ces notions de base (par exemple pour les théorémes de trace).

Les notions introduites dans cette section seront utilisées dans tous les chapitres ultérieurs;

nous rappellerons au moment opportun les résultats plus élaborés sur les espaces de Sobolev

dont nous aurons besoin, (pour cette section voir [9, Chapitre 1]).

1.1.1 Espaces de Sobolev

Sur © un ouvert de R”, on introduit les espaces suivants?) :

1.

4.

LP (Q)) = espace des (classes de) fonctions f mesurables telles que (p étant donné

avec 1 <p < o0):

1/p
Q
(1.1.2) [l = Supess. |f (2)] dz < oo P = 00,
S

muni de la norme (1.1.1) si p # oo et (1.1.2) si p = oo, LP () est un espace de
Banach; si p = 2, L? () est un espace de Hilbert, le produit scalaire correspondant a

la norme (1.1.1) (ou p = 2) étant donné par
(1.13) (r9)= [ 7@ la)ds

% () = espace des fonctions € et a support compact dans 2. Etant donné une
suite ¢; € 4 () on dira que ¢, — 0 dans ¥ (Q2) si :
(i) 3K (compact) fixé tel que K CC Q, suppp; C K Vj;
(i) on a, Yo, D*p; — 0 uniformément sur {2 ot 'on a posé :

aa1+-~-+an

1.14 D% = ——F—
( ) 4 8x?1...8x%"%

a={ay,...,a,} € N".

9" (2) = espace des distributions sur 2 = espace des formes ¢ — (f, ) linéaires
continues sur ¥ () (c’est-a-dire, (f,¢,) — 0si p, — 0 dans ¥ (2)). On dira que
fi — [ dans 9" (Q) si (fj,) — (f, ) Vo € X (Q).

Si f e (Q) on définit D*f € U’ () (et cela V «) par
(1.1.5) (Df, ) = (=) (f, D)  avec |a|=a;+ ...+ an.

En outre 'application f — D*f de ¥’ (2) — @' () est continue.

(D Toutes les fonctions considérées sont a valeurs réelles.

6



1.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

Espace de Sobolev W™ (Q)
On appelle ” espace de Sobolev d’ordre m sur L? (€2) 7 que 'on note WP (Q2) 'espace
défini par

(1.1.6) wmP(Q) ={v| ve L’ (), D € LP(Q), |af < m}.

Muni de la norme

1/p
|U’W7w(n) = ( > |Dav]ipm)> ;1 <p<oo,

0<[al<m

(1.1.7)

Ohyroe@) = 2o 1Dl @)

Wm™P (§2) est un espace de Banach.

Le cas "p = 2”7 est fondamental. Pour simplifier ’écriture, on posera
(1.1.8) W™ (Q) = H™(Q),
muni du produit scalaire
(1.1.9) (V) gy = Y (DU, D*0) 12
la|<m

c’est un espace de Hilbert.

Premaer théoréme de traces

On prendra garde que, sauf en dimension 1, une fonction v de H' () n’est pas néces-
sairement continue sur €, ni a fortiori sur ; on peut néanmoins — et c’est absolument
essentiel pour les applications — définir les traces de v sur la frontiere I' de Q ). Nous

ferons ’hypothése

(1.1.10) 2 est un ouvert borné dont la frontiére I" est une variété de dimension (n — 1)
une fois continiiment différentiable, €2 étant localement d’un seul coté de I.

On montre alors (voir par exemple Lions-Magenes [31, Chapitre 1]) que, € (ﬁ) désig-
nant l’espace des fonctions une fois contintiment différentiables dans Q, @' (ﬁ) est dense

dans H' (Q).

Pour v € €* (ﬁ) on posera

(1.1.11) YoU = v|p = "trace de v sur I’ = valeur de v sur I'.

(I Plus généralement sur une variété réguliere de dimension n — 1 contenue dans Q.

7



1.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

On note
L*(I') = {f| f mesurable et de carré sommable sur I' pour la mesure dI'},
muni du produit scalaire
() = [ foar.
T
On montre alors (voir Lions-Magenes [31, Chapitre 1])

Théoréme 1.1. Sous l’hypothése (1.1.10) on peut définir de fagon unique la trace yyv = v|p
pour v € H' (Q) de fagon que vyv coincide avec la définition usuelle (1.1.11) siv € €* (Q);

)

vov € L2 (T) et Uapplication v — vqv est linéaire continue de H' () — L*(T).

Remarque 1.1. L’application v — D®v est linéaire continue de H*F1(Q) — H' (Q);

on peut donc définir
(1.1.12) {79 (D) ;|a] <m —1} sive H™"(Q).

En fait, puisque la connaissance de v sur TV entraine celle de ses dérivées tangentielles sur
T, il est préférable de remplacer l’ensemble des dérivées apparaissant dans (1.1.12) par les

dérivées normales d’ordre < m — 1
v ={v,0v/0n,..,0" w/on" '} € (L*(T))" sive H™(Q).
Remarque 1.2. On pose
Hg (Q) = noyau de vy = {v| ve H (Q), yov =0},
plus généralement
H" (Q) = noyau de v = {v| ve H"(Q), yo =0}.

On a
H{" (Q) est un sous-espace fermé de H™ () .

Donc H (Q) est un espace de Hilbert pour la structure induite par celle de H™ (£2).

Remarque 1.3. On montre [31] que 9 () > H* (). Alors toute forme linéaire con-

tinue sur HJ" () s’identifie avec une distribution sur .

On désigne par H=™ (Q) Uespace dual de H" (2) dans cette identification, alors

Hy' () = L*(Q) (= H° () > H™(9).

(T réguliere voir ’hypothése (1.1.10).



1.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

Afin de caractériser 'espace image de H' (Q2) par ~,, on introduit quelques notions
supplémentaires.

Les espaces H® (), s non nécessairement entier

Dans le cas particulier ou 2 = R", on peut définir H™ (R") par la transformation de
Fourier. Si v est une fonction continue a support compact, sa transformée de Fourier % (v)

est définie par
0(€) =T (v)(€) = / exp (—2imz - €) v (z) dz, o € = (€, ...,€,) et z-E= zn:xg
=
On peut définir H™ (R") (voir [31, Théoreme 1.2]) par (1.1.6) ou par
H™ (R") = {v\ ve s (R, (1+]¢)™ o e 12 (Rg)},

ou ' (R™) est espace dual de ¢ (R™), muni de la topologie forte de dual, avec
& (R™) = espace des fonctions @>° a décroissance rapide ainsi que toutes les dérivées
(Vk € NVo e N« |z|* |[D*f (#)] — 0), muni des semi-normes

|z|—00
{f s sup (|x|k |\D* f (m)|> ,keN, ae N"} .
z€R™
Alors il est naturel de poser la définition suivante :
H* (R") = {v| ved R, (1+1¢P) o€ L? (Rg)},

qui est un espace de Hilbert pour la norme

Ho(Rn) = ’(1 +[eP)"* 0

lv

L2Rrn)’
norme qui est équivalente a celle correspondant a (1.1.9) lorsque s = m.

Lorsque H° (R") est identifié a son dual, on a
(H*(R™)) = H " (R").
Remarque 1.4. Les espaces H* (R™) ont la propriété de "localisation” suivante :

Vo e D (R"), pv € H* (R") Yv € H* (R"™) et lapplication v — v

(1.1.13)
est linéaire continue de H* (R") — H*® (R").

Cette derniére propriété permet de définir H* (T'), Vs.



1.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

On définit H* (I') M) pour s > 0, on considére ensuite
H* ()= (H™(I)" si a<0.

Pour une fonction v € L? (T') on définit, a laide d’une famille de cartes locales et d'une

partition {6;} de 'unité subordonnée :
v = Z O;v (somme finie) ,

puis I'on définit les images de 6;v dans R"~!; on dira alors que v € H* (T') si toutes les images
de 6;v sont dans H*® (R"1); si w; est 'image de 6;v, on prend comme norme (hilbertienne)
sur H*(T") :

1/2
2
(1114) |U‘H‘9(F) = (Z |wi|HS(R”_1)> .

Gréce & (1.1.13) l'espace H*® (I') ainsi défini ne dépend pas de la famille de cartes locales
et de la partition de I'unité choisies; la norme (1.1.14) en dépend mais seulement & une
équivalence de norme prées. L’espace H*® (I') est donc défini de maniére intrinseéque ainsi que
sa topologie mais non sa norme.

Deuxiéme théoréme de traces

Théoréme 1.2. Sous les hypothéses du théoréme 1.1, Uapplication v — ~yyv est linéaire

continue et surjective de H' (Q) — HY? (T).

Pour la preuve voir par exemple Lions-Magenes [31].

1.1.2 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Soit X un espace de Banach de norme notée | |; on désigne par L? (0,7 X) I'espace des

(classes de) fonctions ¢ — f (t) mesurables de |0, 7[ — X (pour la mesure dt)

T 1/p
1 Olimom = ( [ s dt) < o0 (p # ),

f (t)|L°°(O,T;X) = supess. [f (¢)|x -
te[0,7]

C’est un espace de Banach.

(T réguliere voir ’hypothese (1.1.10).
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1.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

On désigne par ¢’ (|0, T[; X) lespace des distributions sur |0, 7' & valeurs dans X, défini
par
9'(10,T[; X) =& (4 (10,T]); X),

ou, de fagon générale ¥ (Y; X) désigne l'espace des applications linéaires continues de
Y — X,s1Y = X on note ¢ (X).
A une fonction f € L? (0,T; X) correspond une distribution f sur |0, 7 & valeurs dans

X, définie par

T

For= [ rwewa e o).

0
(ce qui définit bien une application ¢ — f () linéaire continue de & (]0,7[) — X).
L’application f — f est une injection; on identifiera f et f. En outre si f — 0 dans
LP (0,T; X) alors f — 0 dans 9’ (0, T[; X), c’est-a-dire f (¢) — 0. On a alors

LP(0,T;X) Cc 2'(]0,T[; X) .
Pour f € 9’ (]0,T[; X), on définit d*f/dt* = f® par

fP () = (=D f (¢®) Ve (0,10),
ce qui définit f®) € @7 (]0,T[; X). En outre 'application f — f*) est linéaire continue
de 97 (]0,T[; X) dans lui-méme.

Soient X et Y deux espaces de Banach avec X <> Y. Soit v € L?(0,T; X); alors
dv/dt € 9'(]0,T[; X) donc, en particulier (puisque ¢’ (]0,7[;X) C %' (]0,T[;Y)) :
dv/dt € 9" (]0,T[;Y).

Supposons alors que

dv/dt € L1(0,T; X) (1<q¢< ).

Alors la fonction v est, aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle,
continue de [0,7] — Y.
En particulier, pour V, H deux espaces de Hilbert sur R, de norme respectives | |/,

| |, le produit scalaire dans H étant noté ( , ); on suppose que
V C H, V dense dans H.

Identifiant H a son dual, H s’identifie alors & un sous-espace du dual V' de V, d’ou

V & H “— V'. Soit alors v avec

ve L?(0,T;V), dv/dt € L*(0,T;V").

11



1.1. Quelques outils d’analyse fonctionnelle

On montre alors (voir Lions-Magenes [31, Chapitre 1]) que, aprés modification éventuelle

sur un ensemble de mesure nulle, la fonction t — v (¢) est continue de [0,7] — H.

1.1.3 Espaces intermédiaires

Soient X et Y deux espaces de Hilbert que nous supposons séparables avec
(1.1.15) X CY, X dense dans Y avec injection continue.
Soient (, )y et (, )y les produits scalaires respectivement dans X et dans Y.

L’opérateur A"

L’espace X peut étre défini comme le domaine d’un opérateur A non borné dans Y,
auto-adjoint, positif (A étant d’ailleurs non unique !), X ayant une norme équivalent a la

norme du graphe

(1.1.16) (lelly +118ul})”, we D) =X.
Désignons par D (S) ’ensemble des u tels que la forme anti-linéaire

(1.1.17) v— (u,v)y , veX

soit continue pour la topologie induite par Y. Alors

(1.1.18) (u, )y = (Su,v)y,

ce qui définit S comme opérateur non borné dans Y, de domaine D (S5).
On vérifie sans peine que : D (S) est dense dans Y.
S est un opérateur auto-adjoint, i.e. S coincide avec S* =adjoint de S (ce qui signifie

aussi que leurs domaines coincident) et S est strictement positif; en effet
(Sv,v)y = [[o]% > (constante) [u]2 .

Utilisant la décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints, on peut définir
les puissance S? de S, 6 € R.

On utilisera en particulier

(1.1.19) A =512

(Voire [31].
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1.2. Rappel sur quelques inégalités fondamentales

L’opérateur A est auto-adjoint positif dans Y, de domaine X. On déduit de (1.1.18) et
(1.1.19) que
(u,v)y = (Au, Av)y, Yu, v e X.

Remarque 1.5. L'opérateur S dépend du choiz des produits scalaires sur X et Y ( sans
changer, évidemment, les topologies de X et'Y) et donc lopérateur A dépend aussi de ces

produits scalaires; il n’est donc pas intrinséquement lié aux espaces X et'Y .
On pose alors la définition suivante des espaces intermédiaires [X, Y], :
Définition 1.1. Sous Uhypothése (1.1.15) et A étant défini par (1.1.19) on pose
X,Y],=D (Al’ 9) , (domaine de A'~ 9) , 0<hA<1

avec
norme sur [X,Y], = norme du graphe de A'~ i.e.

1/2
(Ihully + [[ar=2u3)

Remarque 1.6. 5i Ay et Ay sont deux opérateurs auto-adjoints positifs dans 'Y de domaine
X, alors

D (A}_ 9) =D (A%_ 0) avec normes équivalentes.

Remarque 1.7. On a :

1.2 Rappel sur quelques inégalités fondamentales

1.2.1 Un résultat de décroissance uniforme

Les résultats de nombreux auteurs, concernant l’estimation de décroissance de ’énergie,
de certains problemes dissipatifs non linéaires, sont basés sur le lemme suivant, utilisé par
I. Lasiecka et D. Tataru [27] :

Lemme 1.3. Soit p une fonction croissante positive définie sur [0, +00|, telle que p (0) = 0.
Done, on peut définir une fonction croissante q; q (x) = v — (I +p)~" (). Considérons une

suite (s,) de nombres réels positifs, telle que :

neN

(1.2.1) Sma1 TP (Sma1) < S

13



1.2. Rappel sur quelques inégalités fondamentales

Alors
Sm < S (m> s

ot S (t) est la solution de l’équation différentielle

(1.2.2) %5 () +q(S () =0, S(0) = so.

De plus, si p(x) > 0 pour x > 0, alors

lim S(t)=0.

t——-+o00
Remarque 1.8. Puisque p est une fonction croissante positive, alors on peut écrire
gx)=z—T+p) " (@)=pI +p) " (z) >0 et q(0) =0 pour z =00,

done, S (t) est décroissante. En effet,

%S t)=—q(St)=—pI +p) " (S(t) <0, c-a-d S (t) < S (1) pour tout t > .

Preuve. Pour montrer le lemme 1.3. on utilise la démonstration par récurrence.
En supposant s, < S (m) montrons que S,,11 < S (m+1).

En effet, d’une part 'inégalité (1.2.1) est équivalente a
([ —i—p) Smt+1 < Sm,
et puisque (I + p)*1 est croissante, alors
Smy1 < (I —f-p)f1 Sm, aINSL Sy — S < —q (S ),
donc
(1.2.3) Smt1 < Sm —q(Sm )

d’autre part, 'intégration de I’équation (1.2.2) sur [m, m + 1] donne

m+1

S(m+1)—S(m)+ q(S(t)dt=0,

et donc,
S (m+1) = 8 (m) —/ ¢(S (1) dt > 5 (m) — g (S (m)),
cr [Tas@yas s qls0)=q(sm),

Mg (0) =07 T suffit quep([—l—p)_1 (0) = 0. Soit (I—|—p)_1 (0)=y=y+p(y) =0,doncy = —p(y) <0,
car p est une fonction positive et p (0) = 0 donc p (y) = 0, et par suite, y = 0.
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1.2. Rappel sur quelques inégalités fondamentales

par (1.2.3) et la remarque 1.8. on obtient

S(m+1)=8(m)—q(S(m)=(—q)S(m)=(I+p)" S(m)

> (]_’_p)il Sm = Sm _Q(Sm ) > SmA41-

oil on a utilisé I'hypothese de récurrence s,, < S (m) et la croissance de (I 4+ p)~".

Et par suite, si p (z) > 0 pour x > 0, posons

lim S(t) =1,

t—4o00

donc
0<I<S(t) Vt>0,car S(0)=s9>0et S(t) décroissante,
ce qui implique
d

(1.2.4) 0<q() < q(S(H) = —S () V=0,

L’intégration de (1.2.4) sur [m, m + 1| donne
0<q()<S(m)—S(m+1) YmeN.
Par récurrence on montre que
0<q()(m+1)<S(0)—S(m) ¥m €N,

d’oll

par conséquent

Ceci acheve la preuve du lemme 1.3. m

1.2.2 Lemme de Gronwall

Lemme 1.4. Soient 0 < to < ty, v € L (to,t1), ¥ > 0 p.p. et ¢ € L (to,t1), ¢ > 0 p.p.,

telles que

(1.2.5) ¢mSK+L[w@wwa
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1.2. Rappel sur quelques inégalités fondamentales

avec K et L des constantes positives.

Alors .
o(t) < Kexp (L/ 1/J(s)ds> , pourt € [to , t1 ].
to

Preuve. L'inégalité (1.2.5) est équivalente a

1

(1.2.6)

Y

o
K+L/ ¥(s)p(s)ds

to
multiplions (1.2.6) par Li(t) et intégrons sur [ty , ¢; |, on trouve

/t L?/f(ss)d)(s)ds
to K—i—L/t W(T)o(T)dr

ds < L/tz/J(s)ds,
to

alors,
t t
log (K—I—L/ @/J(s)qzﬁ(s)ds) —log K < L/ W(s)ds,
to to
et finalement

K+L /t:ws)as(s)ds < Koo (I /t:ws)ds) ,

en utilisant (1.2.5) dans le membre de gauche de cette inégalité on trouve le résultat. m

1.2.3 Inégalité de Jensen
La plupart des inégalités usuelles de ’analyse trouvent leur origine dans la notion de con-

vexité.

Définition 1.2. Une fonction ¢, a valeurs réelles, définie sur un intervalle Ja,b| ot —oo <

a < b < oo est dite convexe si ['inégalité
(1.2.7) e(1—w)s+wt) <(1—w)e(s)+we(t)

est vérifiée pour tous nombres s, t, w tels que a <t <b,a<s<b, 0 <w<1.

La relation (1.2.7) est aussi équivalente a l'inégalité

(1.2.8) pt)—¢(s) oo —p )
t—s - T—1

pour tous a < s <t <1 <Db.

On a l'inégalité de Jensen suivante :
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1.2. Rappel sur quelques inégalités fondamentales

Lemme 1.5. Soit f € L' (X) (ou X C R et mes (X) < 00), et telle que a < f (x) < b pour
tout © € ¥ (les cas a = —o0 et b = +oo ne sont pas exclus). Soit ¢ une fonction convexe

sur la, b, alors

(1.2.9) go(@/zf(x)dx) < me;(2>/zgpof(:r) dz.

Remarque 1.9. Puisque, ¢ est concave si et seulement si (—y) est conveze, alors on a

linégalité de Jensen pour les fonctions concaves ¢

me;(z)/z¢(f(x))dx§<p(ﬁ(z)/zf(w)dx)-

1
agm/zf(a:)d:rgb.

/ f(x)dx. Si [ est la borne supérieure de ’ensemble des quotients
by

Preuve. On a

1
mes (X)
de gauche de (1.2.8), ot a < s < t, 3 est inférieur ou égal a tous les quotients de droite de

(1.2.8), pour tout 7 € |t,b[. On en déduit que

Posons ¢t =

p(s)ze(t)+B(s—1); (a<s<b).
En remplagant s par f (x), on trouve
(1.2.10) o(f(x)) >p(t)+8(f(x) —t), pour tout = € X.

La fonction ¢ étant continue, po f est mesurable. En intégrant les deux membres de (1.2.10)

par rapport a x, on obtient

/2 o (f (@) di > mes () o (1) + 3 / F(2) dz — mes () Bt,

d’ou le résultat (1.2.9). =

1.2.4 Inégalité de Korn

On pose
V= {u; u={u; },u; € H (Q)} = (Hl (Q))3>

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v) = (s, Vi) ) = /Q (ui vi +uij viy ) de.
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1.2. Rappel sur quelques inégalités fondamentales

Lemme 1.6. (Voir [9, Théoréeme 3.1 p. 110] et [7, Théoréeme 1. p. 1259]). Soit Q@ un
ouvert borné de frontiére réguliere). Il existe une constante ¢ > 0 (dépendant de Q) telle

que

(1.2.11) /Qeij () €y (u)de + / ui up de > clul;, YueV,

Q
avec €; (u) = 3 (a—; - (%-)'
i j

Ce résultat n’est pas une banalité : en effet, le premier membre de (1.2.11) ne fait

intervenir que certaines combinaisons de dérivées premiéres, & savoir u;; + u;; alors que
le deuxiéme membre de (1.2.11) fait intervenir toutes les dérivées premiéres; évidemment

I'inégalité “inverse” est évidente, de sorte que (1.2.11) équivaut a dire que

1/2
(/ €i; (u)€; (u)de+ / U; U dx) est une norme sur V équivalente a |ul3, .
Q Q

(U Plus généralement le résultat est valable si Q est un ouvert borné ou non dont la frontiere I’ peut étre
décrite par un nombre fini de cartes “locales” qui soient des fonctions une fois contintiment différentiables et

bornées. C’est le cas pour un ouvert €2 dont la frontiére réguliére est bornée ou “va réguliérement a ’infini”.
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Chapitre 2

Résultat d’existence et d’unicité pour

le systéme complet de Von Karman
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2.1 Introduction et résultat principal

2.1.1 Position du probléme

On considére le modeéle de plaque dynamique non linéaire isotrope, relatif au systéme com-
plet de Von Karman, présenté dans [18]. Avec ce modeéle, on associe un amortissement non

linéaire représenté par le moment et le cisaillement appliqué au bord de la plaque. Ici, les
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2.1. Introduction et résultat principal

variables w et u = (uy,us) représentent, respectivement, le déplacement vertical et le dé-
placement dans le plan de la plaque mince, qui occupe un domaine bidimensionnel €2 borné
de frontiére suffisamment réguliére I' = I'y U T;. Supposons que I'o N T = 0.

Les équations gouvernant ces déplacements sont données par

uy + biuy — div [C [e (u) + f (Vw)]] = 0 dans © x (0, 00) ,

(2.1.1) [T — 5A] wy + byw; + DA2w — div [C [e (u) + f (Vw)] V] = 0 dans © x (0,00),

avec les conditions aux limites de Dirichlet sur "la partie non controlée" I'y, qui sont données

par
(2.1.2) u=w=Vw=0sur [y x (0,00).

Les conditions aux limites de dissipation sur "la partie controlée" I'; sont données par

Cle(u)+ f(Vw)lv = —g (u ),
(2.1.3) D[Aw+ (1 —p) By w] = —hy (D, wy ),
D [D,Aw + (1 — p) Bow| — 6 Dpywy — [C e (u) + f (Vw)]v] - Vw = —D,hy (Dywy)

avec (2.1.1) et (2.1.3) on associe les conditions initiales
(2.1.4) u (0) = ug, ug (0) = uy, w(0) = wp, wy (0) = wy dans .

On note par (P) le systéme suivant :

(
(2.
P
(P) (
(

Le vecteur v représente la normale extérieure et 7 représente la direction tangentielle (déduit
de v par rotation —%). D,, (resp. D) désigne la dérivée normale (resp. tangentielle). Le
coefficient D est le module de rigidité a la flexion, p et E sont respectivement le coefficient
de Poisson (0 < p < 1/2) et le module de Young (E > 0)™") de la plaque , § une constante

positive proportionnelle a ’épaisseur de la plaque.

(MPour des raisons physiques on a les inégalités (voir [8, Chapitre 0] et [6, p. 17-18]) 0 < p < 1/2 et

E >0, ce qui permet au tenseur C de satisfaire la propriété de symétrie et la condition d’ellipticité.
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2.1. Introduction et résultat principal

Ainsi, le terme d Awy; représente le moment d’inertie.

F

Xa

Figure 2.1

Le tenseur de rigidité d’ordre quatre C est défini par

C (e)

T ireceed (= 2ud = Araceel+ 2,

ou I lidentité dans I'ensemble des tenseurs symétrique d’ordre quatre, €(.) est le tenseur

linéarisé de déformation, € (u) = 1/2 (Vu+ V'u) et A, n les coefficients de Lamé pour la

plaque, sont liés aux coefficient de Poisson et module de Young par les relations suivantes

wkE
A= oty = ——
(1+p) (1 —2p) 2(1+p)
ou encore
E:n(3)\+2n) = .
A+ 2(A+n)

Le tenseur C vérifie la propriété de symétrie suivante :

Cijii = Criij = Cjira >
(tous les indices vont de 1 a 2), et satisfait la condition d’ellipticité suivante (avec un certain
B>0):

Cijri€ijer > Peij€ij

pour tout tenseur symétrique ¢;; (on utilise la convention de sommation des indices répétés).

La fonction f est donnée par

(81)2 51 S2

S2 51 (52)2

f(8)5(1/2)8®8=%[ ];s=(81,82)€R2,
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2.1. Introduction et résultat principal

et les opérateurs frontiéres sont donnés par

B, = 2y1y2Dgy — y%Dj — I/%Dg,
_ 1
By, = D, [(v] — v3) D%, + vivy (D2 — D2)] + =2
La dissipation dans le systéme est représentée par une fonction vectorielle non linéaire

g = (9,,9,), et des fonctions scalaires h; qui sont (c’est-a-dire les h; et les g,) supposées

continues, monotones croissantes, nulles a l'origine et d’une croissance linéaire a l'infini.
Remarque 2.1. En particulier, ces propriétés satisfaites par g et h; impliquent

g(s)-s>0 pour s € R2,
hi (s)s >0 pour s € R,.

On rappelle que I'énergie fonctionnelle associée au modéle de plaque (2.1.1) est donnée

par
(2.1.5) E(t) = Ey (t) + E, (1),
avec ’énergie cinétique
(2.1.6) By (1) = /Q al? + 2+ 8 (Va2 d2,
et ’énergie potentielle
(2.1.7) E,(t) = a(w,w) + /QC [N (u,w)] - N (u,w)dS,
ot la forme bilinéaire a (w, z) est définie par
a(w,z) =D /Q (WazZaa + WyyZyy + PWazZyy + Wy Zae
+2 (1 = f1) WayZay | A2 + Dl/F wzdl'y,
!
et la résultante des contraintes N (u, w) est donnée par
N (u,w) = €(u) + f(Vw).

Il est bien connu que si I'y # 0 ou I > 0, E,(t) est équivalente a la norme de
H2(Q) x [H*(Q)]> En particulier, I'estimation suivante découle de Iinégalité de Korn

et des injections de Sobolev :
il < € IV () + [Vulia + [ Juar]
1
<C [w (W) 7200y + V0320 +z/rl |u|2dr1] .

22



2.1. Introduction et résultat principal

Avec ces notations, on écrit la formulation faible du probléme (P),
pour (¢,¢) € [H' ()" x [H? () N H}, ()]

(Wi s @)g + (brur , @)g + (CN (u, w) , €(9))g + (9 (ue) , P)r, — (€ (€ (w)) v, d)p, = 0,
(2.1.8) (Wi ;) +0 (Vwy , ViP)g + a(w, ) + (bawy ,9)g + (CN (u,w), Vip @ Vw)g,
+ (ha (Dnwy) , Dpip)p, + (he (Drwy) , Do), — (DAw, Dyt g = 0.

En effet,

(i) pour la premiére équation on a

(i s d)g + (b, @)g + (CN (v, w),V)g = (CN (v, w)v,¢)p =0

les conditions aux limites satisfaites par u sur I'y et I'y donnent

(ust @) + (brue ,@)g + (CN (u,w) , € (d))g + (g (), ¢>F1 —(Ce(u)v, ¢>F0 =0

(ii) pour la deuxiéme équation on trouve, d’une part

(I =0A)wy + bowy — div [CN (u,w) Vw|,¢)q = (wy ,9)q + 0 (Vwy , Vib)g
=0 (Vwuv, ), — 6 (Vwpr, ¥)p, + (bawy ;1) + (CN (u,w) , Vi @ Vw)g,
—(CN (u,w) Vv, ), — (CN (u, w) Vwv, ¥)p.

les conditions aux limites sur I'y et I'; satisfaites par w donnent

(I = 6A) wy + bowy — div [CN (u, w) Vw],¥)q = (W ,¢)g + 6 (Vwy , Vo) o +

2.1.9
( ) (bawy ;) + (CN (u,w), Vi @ Vw)g — 6 (Vwy v,¢)p, — (CN (u,w) v.Vw,P)p

d’autre part

D (A%w, )y = D / Dy Awdl — D / AwDy,dl + D / AwAYpdQ,
N T Q

et comme

B Pwdy | Pwddy 0w 0%
D/ AwAPdQ = a (w, ) + (1 — pt D/ { 0= o T o o zaxﬁy&lsay}dg

DI / wipdly
1N
alors,
a2¢ 0*w 01 Pw %Y
5 B B _

—DI / wipdly + D / D, Awdl — D / AwD,dl,
Iy I I
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donc
1
D (A*w, ) = a(w,¥) + </ {(Byw) ¢ — (Byw) Dpap} dl — Fl/ lszdF)
r
—DI / wipdly + D / D, Awdl' — D / AwD,dr,
r r r
ou on a utilisé le fait que (voir par exemple [19, p. 12])
1 B 0% 0®w 0% O*w 0% 0w
/r { <62w Cu- 1lw>w ~ (Biw) an} dt _/Q{ 0x? Ox? * o2 Oy2 28x8y 0x0y }dQ’

donc

(2.1.10)
D (A%w, )g = a (w, ) + D / {(Duthw + (1 — 1) Bw) b — (Aw + (1 — ) yw) Dyib} dT

de (2.1.9) et (2.1.10) on trouve
(I = 8A) wy + bywy — div [CN (u, w) Vw],9)g + D (A%w, ) g = (wy ,)q
+6 (Vwy , Vib)g + (bawr ,¥)g +a(w, ) + (CN (u,w), Vi) @ Vw)g — 6 (Vwy v, 9)p,
—(CN (u,w) v.Vw, ) + D /F {(Dp,Aw + (1 — p) Byw) Y — (Aw + (1 — p) Byw) Dyiptdl

en utilisant les conditions aux limites satisfaites par w sur I'; on trouve :

(wtt ,'lp)Q + 1) (V’U)tt ,V'l/f)ﬂ +a (w, w) -+ (bgwt ,1/1)9 + (CN (U, 'LU) s Vi/} & Vw)ﬂ
+ (D [DnAw + (1 — p) Bw] — §Vwy v — CN (u, w) v.Vw, )
— (D[Aw + (1 = p) B1w], Duih)p, = (D [Aw + (1 = p) fyw], Dptp)p, = 0

donc

(Wi ,)g + 6 (Vwy , Vi)g + a(w,¥) + (bawe ,¢)q + (CN (u,w), Vi @ Vw)g,
— (D, hs (Dywy) ,1/1>F1 + (h1 (Dpwy) 7an>l"1 — (DAw, D)y = 0.

Par conséquent

(ure @) + (brte ,d)g + (CN (u,w) , €())g + (g (we) , @)p, — (Ce (u) v, d)p, =0
(wtt 7¢)Q + 5 (tht 7v¢)Q + a (w7 ¢) + (wat >¢)Q —I— (CN (U, w) 7v¢ ® VUJ)Q
+ <h1 (ant) 7Dn’(/j>1"1 + <h2 (Dth) ) DT¢>F1 - <DAU), an>l"0 = 0.
D’ou la formulation variationnelle (2.1.8) du probléme (P).

Ainsi, on présente I’hypothése suivante qui sera supposée vraie partout dans ce travail.
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2.1. Introduction et résultat principal

Hypothése 1.
(1) Soit 2y un point fixé¢ dans R?. On définit le champ vectoriel h (z) de R? dans R?par
h(z) =2z — x.
On suppose que

(2.1.11) h(x)-v <0 sur Iy.

(2) 1l existe des constantes positives 0 < m < M telles que pour |s| > R, avec R

constante suffisamment grande, on a
(2.1.12) mls|> < g(s)-s< Mls|*, ms®> < h;(s)s < Ms*i=1,2.

(3) "Les coefficients” by et by sont respectivement dans % ([L2 (Q)]2> et ¥ (L*(Q)),

représentant un potentiel ”d’amortissement faible” et sont supposés tels que
(1w, w) g2y = 0, (bow, w)p2(qy = 0 pour tout u € [L? (Q)]2 et we L*(Q).

On rappelle aussi les notations suivantes pour les normes des espaces de Sobolev :

|U|s,ﬂ =lu Ho(Q) |“|s,r =lu He(T)

et pour les produits scalaires

(u,0)q = (W,0)12q), (U, 0)p = (U,0) 2 -

Par le méme symbole on note aussi bien les normes que les produits scalaires des espaces
L? et H*. Cela ne devrait pas créer de confusion, puisque la signification sera claire dans le

contexte.

2.1.2 Reésultat principal
On a le résultat suivant, d’existence, d’unicité et de régularité pour le modele (2.1.1).

Proposition 2.1.
(1) Solution réguliére. Nous supposons que h; € €1 (R) pour i = 1,2 et g; €
@' (R?) () sont des fonctions monotones croissantes avec h; € L*(R) et g, € L™ (R?).

Pour toute donnée initiale

(ug, ur) € [H2()]* x [H" ()]*, (wo,w1) € H* () x H? (),

Mg = (91,92), g croissante ssi g1, g2 sont des fonctions croissantes.
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2.1. Introduction et résultat principal

satisfaisant les conditions de compatibilité sur la frontiére I,
ug = wo = Vwg = wy; = Vw, =0 sur Iy x (0,00),
(2.1.13) Cle(ug) + f (Vwo)]v = —g (u1) sur Ty x (0,00),
D [Awg + (1 — p) Bywo] = —hy (Dywy) sur Ty x (0,00),
Alors, il existe une solution réguliére unique globale du probléme (P) telle que
(u,w) € € (0,T;[H 2(Q)° x H3(Q)),
(ug, wy) € € (0,T;[H * ()] x H2(Q)),
ou T > 0 est arbitraire.

(2) Solution faible. Dans le cas d’amortissement linéaire (c’est-a-dire g (s) = gio
avec g,, > 0, h; (s) = hio > 0, et gio, hio des constantes), il existe une solution faible
unique globale associée au probléme (P). C’est-a-dire, pour toute donnée initiale

(uo,ur) € [H' (Q)” x [L2 ()%,
(wo,wr) € H*(Q) x H' (Q),
satisfaisant les conditions aux limites sur la frontiére 'y
(2.1.14) uy = wo = Vwy = wy = 0 sur Ty x (0,00),
il existe une solution faible unique
(u,w) € C (O,T; HY () x H2(Q))
(ues ) € € (0,75 (L2 (Q) x H (),
ot T > 0 est arbitraire.

Remarque 2.2. La premieére partie de la proposition 2.1. est prouvée en utilisant la méth-
ode de Galerkin non linéaire. L’unicité de solutions réguliéres suit un argument de type
d’énergie que l'on donne dans la sous-section 2.2.2. Pour le cas de dissipation linéaire,
Uezistence et ['unicité de solutions fortes ont été prouvées dans [33]. (Cependant, les tech-
niques de [33] ne sont pas aisément applicables pour traiter des feedbacks frontiéres non
linéaires).

Dans le cas d’amortissement linéaire ['existence de solution faible (c’est-a-dire (u,w) €
C <0,T; (H Q)2 x H? (Q)) (g wy ) € C <0,T; (L2 () x H ! (Q)) ) suit d’un argu-
ment de type Galerkin. L’unicité des solutions faibles a été prouvée dans [34] pour le cas de
conditions aux limites de Dirichlet avec 6 = 0. Dans la sous-section 2.2.3 on utilise la
méthode de Sedenko, pour prouver l'unicité de solution faible (c’est-a-dire la deuxiéme partie
de la proposition 2.1). On note aussi que l'unicité de solutions faibles pour les équations de

Von Karman modifie, a été prouvée dans [10].
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2.2.Existence et unicité : preuve de la proposition 2.1.

2.2 Existence et unicité : preuve de la proposition 2.1.

2.2.1 Existence d’une solution réguliére : preuve de la premiére

partie de la proposition 2.1.

On utilise la méthode de Galerkin non linéaire. Soit h un parameétre destiné & tendre vers
zéro et soient Uy, (resp. W,) un sous espace de Hf () (resp. HP, (€2)) de dimension finie,
ou l'indice Ty indique que les fonctions sont nulles sur le bord I'y (voir (2.1.2)). On note

aussi

UhEUh th, Vh Euh X Wh.
La constante C' est une constante générale, différente dans des situations diverses, C' (E (0))
dénote les quantités majorées qui dépendent de F (0).
Etape 1. Approximation semi-discréte

On considére 'approximation semi-discréte du probléme (P).
Soient (up,0, Wh0, Un1, Wh1) € Vi, X Vi, on cherche (uy, (), wy () € Vi, tels que uy, (0) = up,

wp, (0) = wp0, Upt (0) = up 1, whe (0) = wp 1, et

(2:2.1) (Unie s )g + (rung , d)g + (CN (un ,wn),€(9))g + (g (uns) , o), =0,

(wh’tt, 2/})9 + 0 (V’lﬂh’tt, Vw)ﬂ +a (wh, w) + (b2wh,t7 1/})9 + (CN (Uh, U}h) 7vw ® vwh)Q
(2.2.2) + (1 (Dnwng) s D)y, + (he (Drwpg) , Detd)y, =0,

pour tout (¢,) € V.
L’existence globale et I'unicité de solutions pour le probléme semi-discret vient du fait
que les termes non linéaires sont localement lipschitzs dans V}, et du fait que I'on a I'inégalité

de I’énergie (voir la remarque 3.4. dans le chapitre 3)

(2.2.3) By (1) < By (0),
By (1) = /Q [anel? + [wnal? + 8 |Vewne|2] d + a (wn (£) , wy, (1))
(2.2.4) + /Q CN (un (£) ,wn (8)) - N (un (£) , wp (£))] d.

De plus, la solution (uy, (t),wy, (t)) € € ([0,To], V4), pour Ty > 0.
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2.2.Existence et unicité : preuve de la proposition 2.1.

Etape 2. Stabilité de approximation semi-discréte
On montre que les approximations de Galerkin définies par (2.2.1)-(2.2.2) sont stables. En

effet, dérivons (2.2.1)—(2.2.2) par rapport au temps et notons

~ ~ d d
U= Uy, W= Why, Ny (up, wp) = %N(Uhawh) ( ) + %f (Vwp),

on obtient les équations suivantes satisfaites pour les nouvelles fonctions :

(2.2.5) (Z“ ,qs)Q + (blit ,cb)Q + (CN; (up s wn ), €(9)g + <g’ (ung ) s ,¢>P1 =0,

(at, ¢)Q 45 (vfutt, w) +a (?U w) + (bﬂ?}t, ¢)Q + (CN, (un, wr) , Vo @ Vaoy)q
+ (CN (up,wp), Vb ® V@)Q + <h'1 (Dywpy) D nwt> n¢>
(2.2.6) + <h’2 (Drwh ) Dy, T¢>Fl =0,

pour tout (¢, ) € Vj,.

Prenons ¢ = u;, 1, = w; nous trouvons alors

1 d =~ =~

L2 [ o S, [ (25,
(blzty Zt) Q—|-<g (uh,t) Uy, ut>rl+<h,1 (Dpwpy) ant7 ant>F1 + <h2 (Drwp ) Dﬂjt, DT$t>F1
(2.2.7) - (cm (un, wr) , Vio @ VJ;)Q - (cz\f (un, wp) , Vit @ v@%

En effet, (2.2.5) donne
1d |~
2 |
et (2.2.6) donne

+ <CNt (un, wy) , € (&))Q + <9/ (Un.t) ZJt,zt>r =0,
1

+5’th

“+a (17) ’(7)) (bgﬁl)t, 17),5) + (CNt (Uh, ’(Uh) s V@T}t X th) +

2 dt Q Q
(CN (un, wn) , Vity ® Vw)ﬂ <h’1 (Dtons) Dot Dn17)t>F +<h’2 (Dywpy) Dy vy, DT{I}t>Fz 0,
1

1
a aide de
2

~ d ~ ~
(CNt (un, wn) Vw; @ th) o (CNt (un, wn) wretd (th)> - (CNt (un, wr) , Vwy ® Vw) 9(12

Q

on en déduit (2.2.7).

Mest vérifie car Vi, ® Vi, = (Vio, ® Vu‘)h)T et pour A, B deux tenseurs tel que A symétrique, on a
A'BT:A'BdOIlCA' (B+BT) ZQAB, (A-B:Zaijbz—j).
,J
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2.2.Existence et unicité : preuve de la proposition 2.1.

2

B (t)‘ 4 (CN, (un (2) i (1)), N, (un (2) w05 (D)), + | @0 (2) (t‘ —|—5‘th t‘
(2.2.8) ( t)

Q

> | Ut )

on vérifie facilement que F (t) est majorée et minorée par l’expression C < u
0,2

| L,Q

o

, ) Ce fait sera utilisé fréquemment sans nouvelle mention.
2,0 Q

Par suite on a

/Ot <CN (un, wp) ; d% (vffu ® vﬁ)S)) ds = /Ot [(czv (un, wp) , Vivs v@)g
Q
+ (CN (un, wn) , Vid @ v@s)ﬂ} ds,

d’ol

t N N 1 t d - -
< oVE) ds— 1 (o5 ov 1)
/0 (CN (un, wn) , Vids ®Vw>ﬂds 2/0 (CN (uns wn) = (vwam)) ds

Q
une intégration par parties donne

/0 t(CN (e 01) Vi, © V) ds =(CN (un,ws) . f W’»Q\Z‘/o t<CNS (unwn) S (V) ds.

On integre l'expression (2.2.7) sur [0,¢] en tenant compte de la monotonie des feedbacks

frontiéres, on trouve

1|= ~ t R S R ~ ~
- [E (t)— FE (0)14—/ l(blus,u; —l—(bgws, w; —|—<g’ (Un.s) Us, u3> +<h’1 (Dypwp,s) Dyws, ans>
2 0 Q Q r Iy

+<h’2 (Dywh.s) Dy v, DT@Fst:?) /0 t(CNS (un, wp) , f (v@)) st—(czv (un, wh) , f (vﬁ}»ﬂ

donc,

E(t)—E(0) < 6/; (NG (unwn) , £ (Vi) ds =2 (CN (unyw) . f (ViE) ),

d’ou 'inégalité

t

(2.2.9) E () < E (0)+6 /0 t (N, (wnwn) . f (Vn)) ds=2 (CN (wnywn) £ (Viin) ), 0

Par les injections de Sobolev HZ?(Q2) C L*(Q), H'(Q) < L*(Q)? et linégalité
|wﬁﬂ < C(CN; (up, wy) , Ny (up, wy))q on obtient

(2.2.10) ) f (vﬁ) ‘m _

2 ~ ~
Q 2,0

< C[E, (0)]2 ‘w‘
1,0

(Voir la note précédente.
(2)De fagon générale (voir [27, p. 516]), H' (Q) C L7 (Q); pour n > 2 et H' (Q) C LP(Q); pour
1<p<oo,n=2.
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2.2.Existence et unicité : preuve de la proposition 2.1.

ou dans la derniére inégalité on a utilisé I'estimation a priori (2.2.
2 ~
<Fk

3). Combinons (2.2.9),
(2.2.10), en utilisant de nouveau (2.2.3) et 'inégalité ’fu (t) 0 (
27

t) on trouve

F(t) < E(0) +C B (0)]1/2/0 N, (i)l [7], ds+ e (0)‘; teli (t)]; +
211 CoB (0) [IN (1 (0) 1 (O) 3+ IV (u (8, 0n ()]

), +C B O,

~ 3 ~
< C.E(0)+C[Ep (0)]1/2/0 N )y ], s+

donc

~

1-9EM<C. [E (0) + [En <o>ﬂ OB O [ B s

en choisissant e assez petit, on aboutit a

~
~

E(t)<C [E (0) + [Ey, (0)]1 + C B, (0)]/ /OtE(s) ds,
finalement, l'inégalité de Gronwall donne

E) < [B 0+ 18,07 oo (1m0 [ a5).
d’ou
(2.2.12) E (1) < Cr (Ey (0)) {E (0) + [En (0)12} <),
ot C ne dépend pas de h.

Etape 3. Estimation des conditions initiales discrétes

Afin de donner une estimation indépendante de A sur le terme du membre de droite de
(2.2.12), on a besoin d’estimer E (0) et E} (0).

D’abord on suppose que les espaces d’approximation vérifient les propriétés de stabilité
suivantes :

i) Pour tout uw € H:_(Q)), il existe ¢ € Uy, tel que
1)
lu—¢l,q — 0 quand h — 0, s < 2.
ii) Pour tout w € HE (), il existe v € W,,, tel que
o
lw =, — 0 quand h — 0, s < 3.

De plus il existe p > 0 tel que les propriétés d’approrimation inverse suivantes ont lieu.

30



2.2.Existence et unicité : preuve de la proposition 2.1.

(iii)

’gbl()j S Oh_p |¢|07Q; ’VMOI S Ch_p W}|17Q pour (¢a 1/)) S Vh7

(iv)

D1 [u — ﬁb”o,r < Ch* |U|27Q: | Dy [w — ¢]|07F < Cn* |w|l+17Q7 I=12,
ou D; dénote un opérateur différentiel d’ordre i.

On note par Cp une constante qui dépend de |woly o, [wil g, [tol; o, (w1l g et par Cy
une constante qui dépend des normes d’ordre supérieur des données initiales, c’est-a-dire
|w0|3,97 |w1|2,Q? |u0|2,Qa |u1|1,Q'

Maintenant, on suppose que up, Up1, Who, Wh1, sont des "bonnes” approximations
des données initiales, c’est-a-dire les propriétés d’approximations inscrites ci-dessus sont
satisfaites et en particulier
(2.2.13) |up — unolyq — Oquand h — 0, |ug — upq|, o — 0 quand b — 0,

lwo — Whols g — 0 quand b — 0, |wi — whalyq — 0 quand h — 0.
Par (2.2.13) et la régularité des conditions initiales on obtient
Bu©) = | [l + s+ 519 wal*] 42+ @ 11, (0) n (0)
+/Q [CN (up, (0),wp, (0)) - N (up (0) ,wp, (0))] dS2

= / [l | + [wna|* + 6 [Vwna[*] d2 + unols o + lwnols g
Q

< ]uh71 —up + Ul‘ag + |wh,1 —wy + wl’ag +0 |vwh71 — Vuwy + le’aﬂ
+ |uno — uo + U0|ig + [wno — wo + w0|g,g
< |up1 — u1|(21,9 + [wp,1 — w1|(21,9 + 0 |Vwp,y — Vw1|g,n + |uno — uoﬁ,ﬂ + [wno — wOlg,ﬂ + Co,

d’ou

(2.2.14) E, (0) < Cp.

~
=~

De plus, puisque @ (0) = w1, w (0) = wp1, on a aussi

(2.2.15) ‘Z (0)

<l < G, [BO)] <l < G

)

1,0
Afin d’estimer |1, (0)

(2.2.1) on a

o on utilise les conditions de compatibilité (2.1.13). En effet, de
07

(Zt (0), ¢>OQ = — (biun,1,9)g — (CN (uno, wno) ;€ (d))q — (9 (uno), @)p,

)

= — (blum, ¢)Q =+ (dZU [CN (uh,g, wh70)] s ¢)Q — <CN (uh,g, ’wh’o) v+ g (Uhp) , ¢>F1 ,
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c’est-a-dire
(Zt (O) 7¢)0 Q S ‘(bl Up,1 7¢)0’Q + (dZU [CN (uh,O » Wh,0 )] 7¢)Q

(2.2.16) —(CN (up0, wno) v+ g (upna), qb}rl} pour tout ¢ € Uy,

donc

(3 (0).0) < C|lunolyg + [wnolyq + lunilo] Ik
(2.2.17) +C'|N (un0, wno) v + g (un1) — N (ug, wo) v — g (U1)|o,r1 |¢’o,r1 )

o on a utilisé les relations de compatibilité (2.1.13). Par la continuité lipschitzienne du

feedback ¢ et les propriétés d’approximation inverse données dans (iii) et (iv), on obtient

|N (un0, Who) v+ g (un1) — N (ug, wo) v — g (Ul)’o,rl ’¢|o,r1
(2.2.18) <C [|Uh70 — oy p, + C1 [V [who — wollgp, + |un1 — “1|0,F1} hP|dloq
< C [luoly 0+ Cr lwolyq + lrly o] APA 7P 6]y < C1C1 + CiCi] Bl

puisque ¢ est arbitraire dans U}, on obtient

(2.2.19)

Zt (0)‘09 < Ch1 + C1Cy,

d’ou lestimation désirée sur la donnée initiale w, (0).

De la méme maniére on montre que la deuxiéme variable w; (0) est bornée, ¢’est-a-dire

(2.2.20)

& <0>‘m <O+ Co+ C1Cy + C2 = O (Cy, CY).

En effet, (2.2.2) donne

(2.2.21) (Zﬁt (0) ,¢)Q o (vijt (0) ,v¢) = —a(wy (0),1) — (bywne (0), )

on utilise les conditions de compatibilité (2.1.13), on obtient

(@ (0). ) +6 (Vi (0),Ve) = ax (wn (0).) = (bawns (0) 1)
(2.2.22) — (CIN (ung, wno) Vuno], Vi), = (ha (D40 0)) ,DT;Z)>P1 + X,

avec les notations suivantes :
X=(D [Awp, (0) + (1 — ) Bywn (0) — Awo—(1 — ) Bywo]— ha (Dnwp1) +ha (Dypwn) , Doty

et
a1 (wy (0),4) = —a(wy (0),¥) — (D [Awy, (0) + (1 = ) Bywn (0)], Dpth)y, -
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En utilisant la formule de Green, on trouve

ay (wy (0),1) = /QV (Awp, (0)) VapdQ) — /1“ [Whza (0) (U v1 + ptb, v2)

Fwhyy (0) (30, v1 4y va) + (1 = 1) Wiy (0) (¢ v2 +1b, v1)] dT
— ([Awn (0) + (1 = ) Bywn (0)], Dut) < C'lawn (0)]5. |90y -

L’utilisation des propriétés d’approximation inscrites ci-dessus dans (iii) et (iv), de la méme

facon qu’auparavant, ainsi que la continuité lipschitzienne de h;, montre que
(2.2.23) [ X| < CRP lwoly o b7 Y]y g + CR Jwilyq K77 0], o < Ch Y] -

Donc, d’aprés (2.2.15), (2.2.23) et le fait que hy est bornée de H/? (T';) dans lui méme, on

trouve

(500),0), 4 (V5(0).V6) < Culiln € [lunolyalla+ [F O 610
n (DBO)| |wa|1/2,r1]
< Culily + C [lunlya ¥l + 7 O 10l
LR,

scDwmugwng+@mmhgwhg++(mmug+w%mﬂwwmugwng

+ (lunolao + lenolyg ) enolyg 1¥].q +

(2.2.24)

+ (lunolog + lnolyg) wnolyg 1o + [ Do (0)
1/2,T

+ﬁmmdwmﬂ+awmscm+%+a%+%wmm

ce qui donne le résultat (2.2.20).
En combinant (2.2.15), (2.2.19), (2.2.20), on déduit

E(0) < C(Co, Cy),

et par (2.2.12) on a

2

(t) < C(Cy, Ch).

Par conséquent l’estimation a priori

(2.2.25) [uns (D)0 + |un (D] g + [unu Ol g + [wni ()50 + [wn ()50 + [wnu @) g < C,

a lieu uniformément sur h, pour tout ¢t < T ou T est arbitraire.
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Etape 4. Passage a la limite

On peut maintenant extraire une sous-suite encore notée avec le méme symbole, telle que

up, (t) — u (t) faible étoile® dans L (0,T;[H* ()]

()]
upt (t) — uy (t) faible étoile dans L (0, T; [H' (Q)]
wp (t) — uy (t) faible étoile dans L (O, T; [L* ()]
wy, () — w (t) faible étoile dans L™ (0,T; H? ()),
wp (t) — wy (t) faible étoile dans L> (0,T; H? (),
why (t) — wy () faible étoile dans L (0,T; H' (Q))

[\

2

(2.2.26)

Maintenant, on peut passer a la limite dans la forme semi-discréte (2.2.1) et (2.2.2). En
effet, c’est possible & cause de la continuité faible des termes non linéaires et au fait que de
(2.2.26) on a la convergence forte des traces sur la frontiere

Uy (U)|p — w (t)|p fort dans L™ (O,T; [H'/2e (F)]2> :
(2.2.27) Vwpy ()| — Vg ()| fort dans L (0,7; HY*~ (T')).

Ainsi, les conditions imposées aux feedbacks non linéaires impliquent la continuité de g, h;

de L> (0,75 H* (I'1)) dans lui méme pour o < 1/2, ce qui permet de conclure

g (uns) — g (ue), by (Dpwpy) — hy (Dywy),
(2.2.28) ha (Dywp ) — hg (Dyw;) fort dans L? (2).

Cependant, par le passage a la limite dans (2.2.1) et (2.2.2), on conclut que u et w satisfont

la, formulation faible du probléme (P) et de plus, montre la régularité suivante

weC (0,T; [ (Q)]2> L up € C (O,T; (! (Q)]z), U € L (O,T; L2 (Q)]z),
(2.2.29) weC(0,T; H*(Q)), w, € C(0,T;H*(Q)), wy € L= (0,T; H *(Q2)).
Etape 5. Preuve de la régularité améliorée

Afin d’obtenir une régularité améliorée sur les variables d’espace, on procéde par la régularité

elliptique. En effet, de (2.2.29) pour tout 0 <¢ <7 on a

div [CN (u,w)] € [L2 (), wlp, € [H2(T)]",
(2.2.30) f(Vw) e H=<(Q), f(Vw)|p, € HY>(I'),

MOn dit que u; () — wu(t) faible étoile dans L> (0,7;H) (avec H espace de Hilbert), si
/ (u; (1) dt—>/ Ldt Ve L' (0,T: H).
0
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par conséquent

(2.2.31)  div[Ce (w)|€[H < (Q)]?, Ce (u) v = —f(Vw) v—g(u,) € [HY/2 (Fl)}z, u = Osury.
Par la théorie standard d’ellipticité, on conclut que

(2.2.32) u(t) eC (o, T; [H* (Q)f).

Quant a la variable w on utilise la formulation standard des semi-groupes. En effet, en

écrivant (voir [11], [3]) Péquation originale de w (voire (2.1.1) ) telle que
(2.2.33)  Aw = —[I + 0AN]| wy — bowy — AG1hy (Dywy) — AGo D hy (Dywy) + F (u, w),
ol on a utilisé les opérateurs suivants :

A= DA*w; w e D (A),

(2.2.34)
D (A):{weHﬁo; [Aw + (1 = p) Byw] = 0, [DpAw +(1 — ) Byw] = 0 sur F1}7

et les opérateurs de Green G; : L? (T'y) — L*(Q) sont données par (i = 1,2)

Giw = v & A’Gyw = A%v = 0 dans ,

(2.2.35)
D, G,w = D,v =0 dans Iy,
(2.2.36) A+ (1—p)p)Giw =wsur I'y, [DyA+ (1 —p) By Grw = 0 sur Iy,
A+ (1 —p) B Gow =0 sur I'y, [DyA+ (1 — p)By] Gow = w sur Iy,
et

(2.2.37) Ayw = —Aw; w € D (Ayx) = {w € H?(Q);w =0 sur [y, D,w = 0 sur [y},
(2.2.38) F (u,w) = div |[C [N (u,w)] Vw| + AG2C [N (u,w)] vVw.

La régularité améliorée pour u (voir (2.2.32)) donne
(2.2.39) C[N (u,w)] Vw € H*(Q), C[N (u,w)] V|, € H/>(T).
Par la régularité elliptique (voir [4, p. 32]) on trouve

G2(1) . H1/2—4E (Fl) . A4 (Q) cD (A'?/S—E) )

WEn fait, Go € ¢ (H (T) — H5+3 (Q)), et G € 7 (H (Ty) — Ho3 (Q)) pour s € R
voir [4, p. 32]
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car

D (Awsfﬁ) _ [D (A), L2 (Q)]k( )= {w c [3ti—de (Q):Bjw=0, sie< 1} 0N

12

I_
8

donc

AGsC [N (1, w)] vV € {w e H*G+) (Q): Bjw =0, sie < 1—72} -D (A—%—e) c D(A%+6)'
alors,

(2.2.40) F(u,w) € H™(Q) + D (AY3+) ¢ D (AYY) ~ D (Ay V2’

On écrit w = wy + woy, ou

(2241) Awl = — [[ —+ 6AN] Wit — bgwt + F (U, 'LU),
(2242) .AU)Q = —AGlhl (ant> — .AGQDThQ (Dth).

En utilisant (2.2.40), le fait que wy, € HE () = D (Ax'/?) et que
Aywy € D (Ax"?) = D (A,

on obtient que Aw, € D (A1/4)I.

Donc
(2.2.43) wy € D (A¥Y) c H*(Q).

D’autre part, wy = —G1hy (Dyw;) — GoD hy (Dyw;). Par la régularité des opérateurs de
Green G; et que hy (D,w;) € HY2(T'y), D,hy (D,w;) € H-Y/2(T';) on a aussi

(2244) Glhl (ant) + GQ.DTh/Q (DT’UJt) € H3 (Q)
Donc
(2.2.45) wy (t) € H* () @ H? () C H? ().

De (2.2.43) et (2.2.45) on trouve laffirmation désirée
we C(0,T; H* ().

Par suite (2.2.29) améliore la régularité dans (2.2.32) par €, pour obtenir u € C (0, T; H? (Q2)).

Ceci achéve la preuve de I'existence de solutions réguliéres. m

(UPlus généralement, si 0 < 6 < 1 et 0 < j < m — 1, avec (1 —6)m # entier+3, alors D (A'~%) =

[D(4),1%(Q)], = {feH(l—e)m(Q) : ij’F:O, simy < (1—9)m—%}, ot D(A) = Hy (Q2) et les §;

sont des opérateurs normaux d’ordre m; [31, p. 117].
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2.2.2 Unicité des solutions réguliéres

Pour compléter la preuve de la premiére partie de la proposition 2.1, il nous reste & montrer
I'unicité de la solution. La preuve de l'unicité est standard, basée sur le fait que les termes
non linéaires sont localement lipschitzs. En fait, on peut méme prouver un résultat d’unicité

plus fort, annoncé par le lemme ci-dessous.

Lemme 2.2. La solution est unique dans [’espace

Xo=C (0,13 [ (@)) n ¢t (0,7; [12()]7) x € (0,75 H () 1 C* (0, T3 H' (),
ol € est un nombre positif arbitraire.

Preuve. Soient @ = u; — ug, W = wy — wy avec (up,wy), (ug, wy) deux solutions dans

lespace X.. Alors w, w satisfont la formulation variationnelle suivante :

(e, @) + (brti, @) + (Cle (@], €(9))g + (9 (ure) — g (u2y) , D)y, =
—(C[f (Vwr) — [ (Vwa)],€(d))gq

(Wi, V) + 6 (Vbyr, VD)o + a (@, ¥) + (baty, )

(2.247)  + ((hy (Dnwiy) — by (Dyway)) , Duib)p, + ((he (Drwis) — by (Drwsy)) , Det)y,
= —(Cle(w) + f(Vwy)] Vwy — C e (uz) + f (Vws)] Vws, V1)), ,

(2.2.46)

pour tout (¢,v) € [H! (Q)]2 x H'(Q) avec des conditions initiales nulles sur I';. On peut

montrer la régularité suivante :

(2.2.48) |f (Vwr) = f (Vw2)’o,sz <C W’|1Q [|w1|2+e,g + |w2|2+e,g]-

En effet,

2

[ (Vwr) = [ (Vwa)|* = [[Va (w1 = ws)]* [Va (w1 + ws)]* + [V, (w1 = w2)]* [V, (w1 + ws)
+2 (V,u Vyw, =V w2vyw2)2

= {[Va (w1 = w2)” + [V, (w1 = w2)"} {[Vix (w1 + w2)]” + [V (w1 + w2)]”

-2 (walvng \Y w2v w1>2

< C{[Va (wr = w2))” + [Vy (w1 = wa)[*} {[Vix (w1 +w2)]* + [V, (wr +w2)]} |

< OV [V + [ Vusl],

ou on a utilisé 1’égalité

(Vawy — Vaws)? (Vywy 4+ Vyws)® + (Vewy + Vews)® (Vywy — Vyw,)?
=2 (V,wu Vywy — wagvng)z + 2 (V,un Vyws — wagvywl)z )
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De plus

1 F (V) - f (V)]

(2.2.49) =l

< Clitly g [ 01lyye + 2]y ] -
0,2

Une intégration par parties donne

[ (€L (Fun) = £ (Fun) e @) ds = (CLF (Twn) = f (Tu] e @)l

trd
2.2.50 - C \Y% 1 \Y% 2)| € U d,
(2:2:50 [ (et vw - Fun)e) o
et de (2.2.49) on a
t d 5 t 12
/ (ECU(VUM)—f(tiz)]m(u))stSC [ 1t qds

(2251) +0 [l [[0rhycn + el o] s
D’autre part

(2252)  (CLf(Vw) = f(Vu)],e(@))gly < eolili g+ Co |f (Var) = f (Vu)lgq.

Or
|f (Vws (¢, 7)) — f(ti2 (t,2))| < OV (t,2)| [Vw; (t, )]
(2.2.53) =C /0 Vs (s,x) ds| [Vwy (t,2) + Vws (t, x)]
¢ 1/2
<Cr| 1wt ] [l ¢yt hon ]
donc

t

(2250)  1f (Vun () — f (Vua ()2 < Cr ( J ds) [0 (O e+ b ()B4 )
0

En combinant (2.2.52) et (2.2.54) on trouve

(22.55) (€[ (Vi) — F (Vun)] e (@))glh < ol + c( / l, ds) [l (1) 1]

On pose ¢ = 1, dans (2.2.46) on trouve

//blususdes+// (ur,s) — g (ugy)) Usdl'ds =

//C [ (Vwy) — f(Vws)] € (as) dQAds,

Lo
5 ([li0 +1ce @3 o)
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et de (2.2.51), (2.2.55), en tenant compte de la monotonie de g on conclut

t t
2 12 2 2 <2 ) 12
(2.2.56) [ty + []; o <Cer (|w1|2+e,ﬂ + |w2|2+e,9) (/o sy g ds) +/0 |al} g ds + €0 |a]; o
De la méme facon

€ (u1) — € (uz)] Vwl|0,ﬂ <C |ﬁ|1ﬂ ’w1‘2+6,ﬂ )

€ (ug) [Vwy — vw2]|o,9 <C |U~)|29 |u2|W1’°°(Q) <C |U~)|29 |u2|2+6,97

(2.2.58) 1f (Vawr) Yoy — f (Vaws) Vsl < C il [|w1|§+679 + |w2|§+679].

(2.2.57)

On pose 1) = W, dans (2.2.47) on trouve

1
(2.2.59) - <|ws|§7Q + 6|V g+ al(, w))

t t
+ / / ba0 4, ddds
2 0 0JQ

t
+/ / [(hl (anl,s) - hl (an2,s)) ans + (h2 (D‘rwl,s) - h2 (D7w2,s)) DT'JJS] dFdS =
‘ 0J7IT

—/0 /Q {C [e (u1) — € (u2)] Vwy +Ce (u2)[Vur—Vwy +[C f (Vwy)] Vw, —C [f (Vws)] Vw, Vi,dQds

ol on a utilisé le fait que
1d

a (W, w;) = =—a (0, W) .
Par suite (2.2.57) et (2.2.58), et aussi de la monotonie des h; on trouve I’estimation
2 2 ' 2 2
o+ @130 <C [ 1o {Jihalrlsren + 1l 101310 + el oo + eaf o] oo
t 2
-2 " 2 12 2 2
<0 [ {1+ iliq oo + 100 (101 + iadyn + foefeg) s
" g 12 ~12
< O/ { [’ws’Q,Q + ’U|1Q + |w|279} Y (’w1|2+e,9 ) |U2|2+e,9 ) |w2|2+e,ﬂ> } ds,
0
donc
2 2 ' 2 2 2 2
(2.2.60) |wy]] g + [W]yq SC/O [Ws‘m + |af} g + |“~)|29] P (‘w1’2+e,ﬂ uzlayeq |w2’2+e,ﬂ)ds'

Pour ¢, suffisamment petit, les inégalités (2.2.56) et (2.2.60) donnent

t
~ 12 ~12 ~12 2 2 ~ 12 ~12 ~12
g+l + 10 < O (loien + luscn+1) [ {[I0a+ 10+ 1030
0

@ ([0nlyseg s zlreqs [02l5e ) | ds.

L’utilisation du lemme de Gronwall améne a © = 0, w = 0. D’ou la conclusion finale du

lemme 2.2. =
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2.2.3 L’unicité des solutions faibles : Preuve de la deuxiéme

partie de la proposition 2.1.

On applique une méthode utilisée par Sedenko [34] ou les équations de Marguerre-Vlasov
ont été considérées avec des conditions aux limites homogeénes de Dirichlet. Notons que
la présence d’amortissement sur la frontiére (comme dans notre cas), ajoute des difficultés
techniques.

Tout d’abord, on introduit les opérateurs suivants : Soient Ay le générateur correspon-

dant au systéme d’élasticité et Gy 'opérateur de Green correspondante, définis par :

Agu = —div [C e (u)]] avec D (Ag) = {u € HE (Q); Cle(u)]v =0sur I'},
Gog =v <= div[C[e(v)]] =0 dans Q, v =0 sur I'g et [C[e (v)]]v = g sur I'y.

Soient 4 = uy — ug, W = wyq — wsy, o0 (ug, w1), (ug, ws) deux solutions faibles. En utilisant les
définitions des opérateurs Ay, Go donnés ci-dessus, M = [ + Ay et Ay, A, G; introduits
dans la sous-section 2.2.1. On écrit (P) comme un systéme abstrait du second degré
défini sur [D (Ap)]" x [D (A)]" (voir [3], [11] et [22]) :

(2261) fbtt —|— blﬂt + Aoﬂ + A()GO (GSAoﬂQ = f1 (QI), ’(UZ) y
MlDtt + bngt + A@D + AGl (GT.ATI&) + .AGQ (DZG;A@&) = f2 (ﬂ, 111, Uy; , w,) y

ou les termes f; sont définis comme suit :

Si (0, wi) = div [C[f (Vwr) — f (Vws)]] = AcGoGiAC [f (V) — f (V)] v
f2 (11, ZD, U;, wz) = dwv {CN (ul, U)l) le —CN (UQ, wg) VU)Q]
(2262) —f—AGQG;A [CN (Ul, wl) le —CN (Ug, wg) VU)Q] V.

et G l'adjoint de G; (i = 0,1,2) au sens suivant
(G, v) 20y = (4, G10) oy s w € L (T), v € L2 (Q) .

Puisque 'amortissement est linéaire, il peut étre supposé, sans perte de généralités, que

gi,O = h@o = 1; ’L = 1,2
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Etape 1 : Formulation de semi-groupes et estimations de normes

Notons

(2.2.63) A =

0 I
—Ay —AgGoGiAg — by
2
Ay : Hy — Hy avec Hy = [D (A}/zﬂ < [L2 (),
2

D) = { ) € [ (47)]"x [D (1)) s + GG € D (40},
et

0 I

(2.2.64) Ay =
—MﬁlA —M1 (AGlGTA + AGQDZG%A + bg)

Y

Ay Hy — Hy avec Hy =D (Al/Z) % D(AN)I/Q,
D (As) = {(w1, we) € D (Al/2) x D (AN)1/2 s A (wy + GG Awy + Gy D2G3 A,

(2.2.65) € [D (A}V/Q)H.

on réécrit (2.2.61) comme suit

(2.2.66) (a@)) = A (a(ﬂ) + ( ’ )
i) \a @) \h@w)
2267 (w <t>> 4, (w “)) + ( : )
1I)t (t) : 1I)t (t) M_lfg (ﬂ,w,ui,wi)

On vérifie sans difficulté que l'opérateur A;, (resp. As) est un générateur infinitésimal
de semi-groupe de contraction sur l’espace [D (Aé/ 2)}2 x [L2(Q)) (resp. D (AY2) x
D (AN)l/ 2). Par 'argument de semi-groupes, ces opérateurs engendrent des semi-groupes
fortement continus sur les espaces duals [D (A%)] et [D (A%)]’, respectivement (avec A% (resp.
A%) Padjoint de A; (resp. As)), ou la dualité est considérée selon la topologie de Hy (resp.

Hj). Ce qui implique les estimations de normes suivantes

5 8l o)) Sf/o O Plioayy

(0, M_1f2)|[D(A;)]' ds.

(2.2.68)

@ Wy =€

D’autre part, le calcul direct de [A]™" et [A%]™" donnent

2

|(U1,u2)|fD(A;)]’ = |u1|§,9 + ‘Ao Y2y + Ay 2 GoG Agus .

|(w17 w2) |TD(A*)]' = ‘Ml/le }(2) Q+ }A_1/2Mw2+A1/2 [GlGIA’wl‘*—GgD?_G;AU}l
2 ’

(2.2.69) 2
oo
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alors, en particulier
2

ds,
0,

t
e = [ A

t
~ 2
@O0 <C [ AR s

(2.2.70)

Les inégalités de (2.2.70) sont essentielles dans 'analyse qui suit.

Etape 2 : Estimation de (2.2.70)

Soit ¢ € [L%(92)]°. On calcule alors

(2.2.71) (A51/2f1,¢)OQ =— (C [f (Vun) = f (V)] € (Aal%))m,
donc
(2.2.72) )Agmfl Lo SO (V) = f (V)

Afin d’estimer le dernier terme du membre de droite de I'inégalité précédente, on applique
une méthode utilisée par Sedenko [34]. Des modifications sont nécessaires a cause de la
structure des conditions aux limites comme la présence de dissipation frontiére. Soit P, la
projection orthogonale sur le sous-espace engendré par les n vecteurs propres associes aux n
premier valeurs propres de A et soit ), = I — P,. (On pourrait aussi prendre une projection
sur le sous-espace engendré par les vecteurs propres de 'opérateur biharmonique avec des
conditions aux limites fixées, ce choix particulier n’est pas critique pour les arguments
utilisés). On connait I'estimation ”logarithmique” suivante (voir [34], [5]), qui résulte des

injections de Sobolev et de 'inégalité de Holder :

(2.2.73) (Puf) glog < Clg (1+A) | flog l9l10»

ou A, est une valeur propre de A et la constante C est indépendante de n. Appliquons
(2.2.73) en utilisant 'opérateur de projection appliqué a la fonction vectorielle (le sens de

la projection est appliqué a chaque composante), on obtient
|f (Vwi) = [ (Vws)|gq S CIVO RV (w1 +ws)lgq < ClP (V) @V (w1 +w2)lgq
H(@Qu (VD) © Y (1 + w2l < Clg (L 2) 2 1l [l1nly0 + 102l
(2:2.74) +C |Qu (V)| [l01hyr + il
D’autre part, on a

|Qn (V)| o < C|AY*Q, (V@)}QQ < C|AVHERIQ, |, 2@ | Vg0
(2.2.75) < C)\;M(FBO) |V'U~}|/307Q < C)\%L/ZL(FBO) |7-U|3/2,Q 5
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o B, < 1/2. En combinant ces deux derniéres inégalités, alors I'inégalité (2.2.72) devient

\A—W fi| <O (V) = f (Vur)log
(2.2.76) <C [lg (14 M2 |w| at A } [|w1|27Q + |waly g
< C(E(0)1g(1+ M) [d],q + C (E(0)) A7,

ou B < 1/8 et E(0) est 'énergie initiale des solutions faibles. L’estimation pour foy est
effectuée apres.
Pour ¢ € L? () on a

(2277) (A_1/2f2, 77/1)0 Q- (CN (ul, wl) le —CN (Ug, wg) VU)Q, VA_l/ZZZ))O Q
Estimation du membre de droite de (2.2.77). En utilisant I’estimation (2.2.73), on obtient

(E (u2) Vo, VA*UQID)OQ <C ’U2|17Q }Vﬁ’ ® V'Aimwon
< Claly g 1 (14 A [l 0 [TAV26], o + 007 [lly.q + lwslyo] [VA20], |
(2278) S C |:lg (1 + >\n>1/2 |IZJ|17Q + )\;ﬁ ’w1|27Q + |w2|27Q :| ’U2|17Q |¢|07Q .

Par le théoréme de la divergence on a

(€ (@) Vwr, VA20) o = (i, ((1/29w1 © VA20) + (1/2Vuy @ VA Y20)T) )
(2.2.79) — (@ div ((1/29w; © VA29) + (1/29w; @ VA 20) )

0,I'1
0,0

Posons

K = (1/2Vw; ® VA Y29 + (1/2Vuy @ VA /2)"

donc (2.2.73) implique

(@, divK)yq < ’(P i, divK )y g + (Qnﬂ,divK)(),Q’
<C [|’a|0,9 lg (1+ )‘n)l/2 |w1|2,Q }VA_I/QWLQ + |u|19 n |w1|2,Q ‘VA_I/Z‘MLQ]
(2:280) < [[alyale 1+ M) + [l 40”] [0slag ¥l

On a aussi par le théoréme de trace
(2.2.81) (i, Kv)p <C |ﬂ|071“1 |K|1/2+679 <C |7-L|0,F1 |w1|279 |¢|O,Q :

Le terme critique au bord [,y sera estimé plus tard.
Finalement le terme (f(Vw;) Vw; — f (Vws) Vws, VA~Y 21/1)09 est estimé directement

comme suit
(2.2.82) (f (le)Vw1—f(Vw2)Vw2>v~/4_1/2¢)079§0|@|179 [|w1|§7g+|w2|§,ﬂ] %o 0-
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En combinant (2.2.77)—(2.2.82) on trouve

(A_1/2f2’¢)0,9 <Clg(1+ )‘n)I/Q [|a|0,9 + |7~D|1Q} [|w1|2,9 + |w2|2,9

(2.2.83) +luly g + ualy g + |w1|§79 + |w2,gﬂ] [Yloq + Clilgr, [wilyg [¥log
_ 2 2 2 2

+CA,’ [|w1|2,9 + |waly 0 + i o + |“2|1,Q} [¥loq-

Donc
t _1/2 2 ! ~12 ~12
AR ds < CEO)IE+A) [ [lalhq+ ol ] ds
0 0

(2.2.84) ;
+C(E(0) / . ds + Cr (B (0) A2,

Etape 3 : Estimation du terme au bord |il, .,

La prochaine étape est de prouver I'estimation de trace suivante
t t
(2.2.85) / lifyr, ds < Cr (E(0))1g (1 + An)/ |7 o ds + Cr (E (0)) A,
0 0

Pour prouver (2.2.85), I'idée est d’utiliser les estimations d’énergie pour la nouvelle variable

t
u* (t) E/O ads,

F=clf (V) — (V). 1 (0= [ s,

u* définie par
notons aussi

on voit que

u; =uet ff=f.

Alors on obtient ’équation suivante satisfaite par la nouvelle variable u* :
(2286) ’UJ; + Aou* + bluf + A()G()GSAO’UJ: = dZ'Uf* — AOGOGSAof*V.
On multiplie cette équation par u; et on intégre par parties, on obtient

2287) i (g + [0 (1) o+ / 4 (3)]2, ds < Cr / (f* (5) € ( (5))n ds.

Ensuite on intégre par parties le dernier terme de I'inégalité ci-dessus, on trouve

t t
lui Dlog + [u* Olog +/0 [ut ()lo,p, ds < Cr UO 17 (9o g e (8)], o ds

(2.2.88)
1 Dlog 0" B)]10]
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2.2.Existence et unicité : preuve de la proposition 2.1.

Par conséquent, en particulier

(2.2.89) AW@@M&H@=1A|@<@ﬁndssc&LA|ﬂw@ﬁgw+wfw@ﬁJ-

[ 15 @kads= [

t
(2.2.90) <C / [|Pn (Vi) @ Vgly o + |Qn (VD) ® sz-|§,g} ds
0

D’autre part,

-2 t
f(s) Ost < C/o Vi @ [Vw, + VU@H&Q ds

t t
scngu+aMJ/jwﬁﬂhm@nds+cw#ﬂ[;w@@hm@@d&

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

t 12 2 t 12 1/2 t 12 1/2

|f*(t)|§Q:/</ f ds) dQ§T2/ (/ f ds> (/ f‘ ds) dQ
’ 2 \Jo Q 0 0

ty2
:T2/ f’ ds,

0 0,0

donc 'inégalité (2.2.90) donne
2 g2
* <
@< cr [ |7 o

(2.2.91) . '
<Crig(+ ) [ lalialuliads+ G [ fofaluliads
0 0

En suite, on a
¢ ¢ ¢
[ titialwiliads < sup (juila + fusia) [ ofiads < CEO) [ fafiads
0 ’ ’ [0,T] ’ ’ 0 ’ 0 ’
. 2
(2.2.92) / |U~}|§Q |wl|§Q ds <T ([SUP] |w1|§79 + |w2|39> <T(CE(0))*.
0 0,7
Finalement, les inégalités (2.2.89)—(2.2.92) aménent a la conclusion désirée dans (2.2.85).

Etape 4 : Fin de la preuve

On déduit a partir de (2.2.84) et (2.2.85) que

t

t
(2.2.93) / A2 ds < Cr (E(0)lg (1 + )\n)/ [0 o+ 1 o] ds + X,Cr (E(0)).
0 ’ 0 ’ ’
D’apres (2.2.76) et (2.2.93) on constate que
t t
/ |:}“’4_1/2f2‘§g + |v4_1/2f1}§9] ds < Cr (E£(0))1g (1 + )‘n)/ [Mgn + |w|?ﬂ ds
0 ' ' 0
(2.2.94) +A,.2Cr (E(0)),
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2.2.Existence et unicité : preuve de la proposition 2.1.

Alors, en utilisant (2.2.70) on trouve
t
(00 + 0O 0 < Cr (B O+ [ [lio+ 1610 ds + 42 Cr (B (0)),
et le lemme de Gronwall, donne
(2.2.95) i ()5 + 1T (D) g < Cr (B (0) A% (14 A,) O,

En prenant ¢ < Tj on obtient

Y

1 )CT(E(O))TO

1O+ 10 ()i < Cr () 2200 (L 41

pour Tj suffisamment petit on a

\~26+C7(E(0)To

n — 0 quand n — oo,

d’ou la conclusion de la deuxiéme partie de la proposition. m
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Le but principal de ce chapitre est de montrer que les solutions du modele de plaque de

Von Karman (2.1.1) décroissent ver zéro avec un taux uniforme.
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3.1. Introduction et résultat principal

3.1 Introduction et résultat principal

Rappelons le probleme (P)

(

\

gt + byug — div [C [e (u) + f (Vw)]] = 0 dans 2 x
[T — 0A] wy + bowy + DA?w — div [C [e (u) + f (Vw)] Vw] = 0 dans Q x

Cle(u)+ f(Vw)]v=—g(us ) sur I'y X

D[Aw+ (1 —p) By w| = —hy (Dy, wy ) sur I'y x ,

D [D,Aw + (1 — p) Bow] — 6 Dpywy — [Cle (u) + f (Vw)] v - V]
= —D,hy (D;wy) sur I'y x (0,00),

u(0) =wug ,u; (0) =wu; ,w(0) =wy,w; (0)=w; dans 2.

Pour formuler le résultat, on introduit les fonctions suivantes :

Ho(s) = G (s) + Ha (s) + Ha (s),

ou les fonctions G, H;, Ho sont concaves, strictement croissantes, nulles & I'origine et telles

que les inégalités suivantes soient satisfaites pour |s| < 1

G(s-g(s)=1s)*+g(s), s € R?,
) > s+ hi(s),s€ER,
>

avec g, h; les fonctions définies dans la sous-section 2.1.1.

On a le résultat suivant :

Théoréme 3.1. Soit (u, w) une solution forte du probléme (P) et supposons, soitl > 0 soit

Ty # 0.

Partie I : En plus de l'hypothése 1, supposons [’hypothése 2 suivante :

Hypothése 2. by ou by injectif.

Alors, il existe une constante Ty > 0 telle que ’estimation suivante a lieu

(3.1.1)

E () so<E<o>>s(TiO—1) e

ot la fonction & variable réelle S (t) converge vers zéro quand t — oo et est solution de

I’équation différentielle ordinaire

(3.1.2)

Se(t) +¢ (5 (1) =0, 5(0) = E(0) .
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3.1. Introduction et résultat principal

La non linéarité et la croissance de la fonction q (s) est déterminée entiérement & partir du

comportement a l'origine des fonctions non linéaires g, h;. q(s) est définie par :

(3.1.3) g=I-(I-P)",
(3.1.4) P=kI+H)™,
(3.1.5) H=Ho (-/mes¥; ),

ou k est une constante proportionnelle a melel (m~'+ M) avec ¥y =T x (0,7).

Partie II : Si 'hypothése 2 n'est pas vérifiée (en particulier by =0 et by = 0), alors, la

conclusion de la partie I reste vraie pour des données initiales réquliéres, c’est-a-dire
2
Ug € [H1+6 (Q)] , Wo € H?Fe (Q),

ot € > 0 est arbitraire et la constante C' dans (3.1.1) peut dépendre de normes de ces données

watiales, c’est-a-dire

¢=0C <|u0’[H1+E(Q)]2 ; ’w0|H2+€(Q) B (0)>

Remarque 3.1. Siles fonctions non linéaires g, h;, sont minorées par une fonction linéaire,
on peut montrer que les taux de décroissance prévus par le théoréme 3.1. sont exponentiels.

Cela veut dire qu’il existe des constantes positives C, w, pouvant dépend de E (0), tel que
E(t) < Ce™" pourt > Ty.

Si, au lieu de cela, ces fonctions ont une croissance polynomiale a l'origine, les taux de

décroissance sont algébriques (voir [27]).

Remarque 3.2. Les termes "d’amortissement faible” représentés par les coefficients by,
by correspondant, typiquement, & une possibilité d’avoir le petit amortissement visqueuz.
A noter que cet amortissement seul (méme s’il est entiérement actif, c’est-a-dire by et by
sont uniformément positifs sur ) ne causera pas de décroissance uniforme sur l’énergie
(il peut, au mazimum, causer la stabilité forte des solutions). Pour cela, la présence d’une
dissipation frontiére, ou d’un amortissement visqueuz beaucoup plus fort, est nécessaire. Du
point de vue mathématique, la présence d’amortissement faible est avantageuse pour éliminer
les termes d’ordre inférieur & partir d’inégalités appropriées (voir la section 3.4) qui est
fait en utilisant le résultat d’unicité di o Isakov [16]. En effet, lapplication de ce résultat
d’unicité exige une régularité suffisante sur les solutions des équations linéarisées. Cela, a

son tour, peut étre établi si l'un des b; est injectif. Dans le cas général, cependant, on peut
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3.2. Résultats préliminaires et régularité de trace des solutions du probléme (P)

montrer la régularité nécessaire pourvu que les données initiales soient régulieres (voir la
partie II de théoréme 3.1). A ce point, on ne connait pas si cette condition de régularité est

nécessaire pour que le résultat ait lieu.

Remarque 3.3. Les taur de décroissance garantis dans la partie II de théoréme 3.1. peu-
vent étre étendus pour toutes les solutions [HY< (Q)]* x H*+ (Q) avec e arbitrairement petit.
En effet, cela peut étre fait en appliquant l’argument de densité habituel [18] combiné avec
le résultat d’unicité exposé dans le chapitre 2. De méme, au vu du résultat d’unicité valable
pour les solutions faibles dans le cas de dissipation linéaire, le résultat de la premiére partie

de théoréme 3.1. pourrait étre étendu a de telles solutions faibles.

3.2 Résultats préliminaires et régularité de trace des

solutions du probléme (P)

Dans cette section on formule et on prouve plusieurs estimations préliminaires. Ces résultats,

sont importants pour la preuve du théoréme 3.1.

3.2.1 Egalité de dissipation

Le point de départ est I’égalité de dissipation, qui implique que I’énergie du systéme entier
est non croissante. Ce fait seul ne démontre pas, bien sir, que 1’énergie décroit, mais c’est

le pas préliminaire nécessaire de I’étude de stabilité.

Lemme 3.2. Soit (u,w) une solution faible du probléeme (P). Alors, pour tout s <t

t
E(t) +2 / / (9 () - 1s + h (Dwy) Dywr + ho (Dotwy) Dowy] dTydt
(3.2.1) s I

t
—|—2/ / [bruy - up + bowywy] dQdt = E (s).
s Q

Preuve du lemme 3.2.

La preuve est standard et suit le type d’argument d’énergie classique, et est basée sur le

lemme et la proposition suivantes :

Lemme 3.3. Soit (u, w)solution de (P). Alors
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3.2. Résultats préliminaires et régularité de trace des solutions du probléme (P)

g (u) € L?(0,T; L* (I'y)),
(3.2.2) hy (Dywy) € L* (0,T; HY2 (I'y))
Cle(u) + f(Vw)]v - Vw — D;hy (Dywy) € L* (0, T; HY/2 (I'y))

Preuve. L’hypothése 1 et la proposition 2.1. impliquent

g (ut) € L2 (O’ T; L2 (Fl)) )
hy (Dywy) € L? (0, T H/? (T1)),
ho (D-wy) € L2 (0,T; HY2(Ty)) ,

donc
D.hy (D-wy) € L* (0,T; H 2 ().

Soit (u,w) solution de (P). En utilisant la régularité (3.2.2), les propositions 3.6. et 3.9.

avec la densité des espaces de Sobolev, on peut définir ces suites de fonctions :

Fi, € H" (Qr), [P — div [Cf (vw)]|L2(O,T;H—1/2(Q)) — 0,
Fy,, € HY (Qr), |Fon — div[Cle (u) + f (Vw)] V|

L2 (0,T;(H3/2(Q))/> —_— 07

Fyn € HY (21), [Py — 9 () pagorpaeny) — O
v, € HY (21), |v, — ut\p(o,T;L?(Fl)) —0

(3.23) Fin € HY (S1), [Fun = Cf (V) Va0 pugaeny) — 0
Fy, € 1 (21), |F5,n —hy (ant)|L2(0,T;H1/2(F1)) —0

Fon € HY(S1), | Fo = [[C le (u) + £ (V)] v - Vo] = Db (Drtn) o o172,y — O
o, € HY (), oy, — ant|L2(07T%L2(F1)) —0

B € HY(S1), 18, = (wr = D20l oo poparyyy — O

ol QT:QX (0,T> et 21 :Fl X (O,T)

On considére le probléme approcher (P,,) suivant :

Un gt + biun s — div[Ce (uy,)] — F1,, = 0 dans Q x (0,7,

11 — 0A] wy 4y + bawy,y + DA?*w,, — Fy,, = 0 dans Q x (0,7,

Up (0) = U0, Unt (0) = Upn 1, Wy (0) = Wy, Wnt(0) = wy,

(Pn) U, = w, = Vw, =0sur I'y x (0,7),
Ce (Un) V4 Unt =, — F3n — Fypn, sur I'y x (0,

(0,7)
D [Aw, + (1 — p) Byw,| + Dywyy = —F5 . + a, sur I'y x (0,7,
D [D,Aw, + (1 — p) Bowy] — 0Dpwy 1t — Wy + D2wyy = Fg + B, sur I'y x (0,7)

Y

Y )
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3.2. Résultats préliminaires et régularité de trace des solutions du probléme (P)

ol
(324) |u0 - un,0|279 B— O, |U1 - un,1|17Q — 07 |w0 - wn,0|37Q — 07 |w1 - wn,1|279 E— 07

et (unoun1) € H?*(Q) x H?(Q), (wnown1) € H*(Q) x H3(Q) et satisfont la condi-
tion de compatibilité sur le bord. Par la méthode des semi-groupes linéaires, on montre
que le probléme (P,) admet une solution classique (u,,w,) € C (0,T; H* () x H*(Q)) N
C1(0,T; H? (R2) x H3(Q)). Cette proposition joue un role critique dans les développements.

Proposition 3.4. Soit (u,,w,) (resp. (u,w)) solution de (P,) (resp. de (P)). Alors, pour

n — 00, la convergence suivante ait liew :

(tn, wy) — (u,w) dans C (0,T; [H' ()] x H? (Q)) net (O,T; L2 ()2 x H (Q)) ,

Untlp, — Uilp, dans L? (X1), Vwnlp, — [Vl dans L? (%),

Preuve. Considérons les équations satisfaite par la différence (u, — Uy , w, — wy,),

c’est-a-dire

'att + blﬁt — div [CE (un)] = Fl,n — Fl,m dans 2 x (O, T) 5
[I — (5A] 'lI)tt + bQ'lI}t + DA2 U= Fg’n — Fg,m dans € x (O, T) s

U (0) = Un,0 — Um,0, at (0) = Un,1 — Um,1, w (0) = Wn,0 — Wm,0, wt (0) = Wnp1 — Wm,1,

T),

w=w=Vw=0sur 'y X

Ce(u) - v+t =— (=, + Fsn+ Fun+7m — Fsm — Fum), sur I'y X

DA (@) + (1 — p) By (@0)] 4+ Dpy = — (F5,, — oy — F5m + i) , sur I'y X
D[DyAw +(1 — 1) Bob] — 8Dyt — 1y + D2y = (Fo + B,y — Foum — ), sur Iy x

Y

0,7)
0,7),
0,7)

Y

I b

0,
(
(
(

ol U = Uy, — Uy, €t W = w,, — Ww,,. Prenons le produit scalaire avec (Ut — Umt , Wnt — Wint)

et intégrons le résultat sur (0,7), on trouve

// |ut| dQdt + // 7 [Ce (u un)]det—i-/ / byt - wpdSddt
//F — F35 — Fap — vm+Fg,m+F4,m]utdF1dt+/O /F || T dt
:/T/ (Fin — Fi ) 0, dQE,

/ / 7 th\ + 0 |V }det%— / 70 (w, dt~|—/ / bo Wy W dddt

T
+/ /I‘l “wt| + |ant| + |D7wt| } dr dt - / / {(Fﬁ,n - F6,m) - (571 - Bm)] wtdFldt

0 0JTIn

T T
_/ / [(F5,n — F5,m) — (Oén — Oém)] antdfldt + / (Fg,n — F27m ,'lIJt)Q dt,
1N 0
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ﬁw / / blut Utdet+/ / bgwtwtdet—l—/ / |Ut|
I

+|wt|+|th|}dr1dt // Fln—Flm)utdetJr// (Fop — Fy) indQdt

- / / (Fom — B, — Fon + B,y,) WedTydt — / / (Frn — Qi — Fy g+ t) Dy dTydt
0 Fl 0 Fl

donc

T
. 1
—/ / =Y + Fsp + Fy + Vip — Fam — Fagn] GdDlydt - §Euw (0),
0J 1y
d’ou pour tout ¢t < T

Co (IO o + i Ol + 10 (O + i (O ) + 2l + 212y + 2 Viliags,

/ / Jaym F1m| det+/ / |2 det+/ / |F2n Fypl? ddt
Fl F1
+/ / |F5n—Oé —F5m+06m| dFldt+/ / |Dnﬁ]t| dFldt
I 0 I

/ / — —F4n 7m+F3m+F4m‘ dF dt—|—/ / |ut‘2dl—‘1dt—|—Eaﬂ;, (O),
I

donc

~ N2 ~ 2 NE ~ 2 ~ 12 ~ 12 ~12
Co <|U (t)|1,9 + | (75)|o,9 + |w (t)|2,9 + |10 (t)|19> +2 |Ut|L2(21) +2 |wt|L2(21) +2 |Vw|L2(E
T

T
2 ~ 12 2 ~ 12
< |F1,n o FLM|L2(0,T;H71/2(Q)) + /0 |ut|0,9 dt + |F27n o FQ’m|L2<O,T;(H3/2(Q))’> + /0 |wt|1,ﬂ dt

2 ~ 12 2
+ |F6,n — B — Fﬁ,m + 6m|L2(0,T;L2(F1)) + |wt|L2(21) + |F5,n - Qp — F5,m + amlLZ(O,T;L2(1"1))
~12 2 ~ 12
+ |an|L2(21) + h/n - F3,n - F4,n — Y T F3,m + F47m|L2(O,T;L2(F1)) + |Ut|L2(gl) + Ea,u“; (0) ;
c’est-a-dire

~ 2 ~ 2 ~ 2 ~ 2 ~ 12 ~ 12 ~12
Co <|U @O0+ |t (@)log + [0 ()50 + @ (ﬂ‘m) + el 2(syy + [ W]72 (s, + V0725
T

T
~ 2 ~ 12
S |F1n F1m|L2(0TH 1/2(Q )+ ’FQn F2m|L2(OT(H3/2(Q))> /0 |ut|0,§2dt+/0 |wt’17Q dt

2
+ h/n o FB,n - F4,n — Vm T F3,m + F4,m|L2(07T;L2(]_“1)) + Eﬁ,ﬁ; (0)

2 2
+ ‘F5,n — Oy — F5,m + am‘LZ(O,T;L%Fl)) + ’F6,n - Bn - F6,m + Bm'LQ(O,T;LZ(Fl)) )

le lemme de Gronwall donne

| (t)ﬁﬂ + |t (t)|§(2 + |w (t)@Q + |y (t)ﬁﬂ + |7v~‘t|i?(21) + |U~ft|i2(21) + |Vw|i2(z
< VFvn = Fronlia(oirim-sia) + 1B = Pl 1y (o)
+ ‘Fﬁan — B — Fom + 5m|i2(0,T;L2(r1)) + |F5,n —ap — F5;m + O4m|3:2(0,T;L2(1“1))
+ 1Y = Fsn = Fan = Yoo + Fym + Famli207:020,)) + B (0) — 0 quand n — oo,
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3.2. Résultats préliminaires et régularité de trace des solutions du probléme (P)

ou la limite ce montre par utilisation de (3.2.3) et (3.2.4). Donc

(tn ,wn) —> (u*,w*) dans C <O,T; [H' (Q)] x H? (Q)) net (O,T; (22 (Q)]2 x H (Q)> ,
21) 5
Z1) 5

Un,t |I‘1 — u; |r1 dans L? (31), wny |r1 — w; |r1 dans L2(
Vs [p, — Vwy |y, dans L? (
Ainsi, le passage a la limite dans (P,) donne

uly + byuy — div [C (e (u*) + f (Vw*))] = 0 dans 2 x (0,7,

[T — A w}, + bow; + DA?w* — div [C (€ (u) + f (Vw)) Vw] = 0 dans Q x (0,7,

u* (0) = wug, u; (0) = ug, w* (0) = wy, wy (0) = wy,

(3.2.5) 0.1),
Ce(w )v+u; =u —Cf (Vw)v — g (u), sur I'y x (0,7),

D [Aw* + (1 — p) Byw*| + Dywy = —hy (Dywy) + Dywy, sur Ty x (0,7,

D D, Aw* + (1 — p) Bow*] — § Dyw}, — wi + D2wi = [C[e (u) + f (Vw)] v - V]

—D,hy (Dywy) + wy — D2wy, sur I'y x (0,7,

u* =w*=Vw" =0sur ['H x

Puisque w satisfait (3.2.5) et la solution de (3.2.5) est unique, donc w = w*et

(tn s wn) — (u,w) dans C <O,T; [H' ()] x H? (Q)) net (O,T; (L2 ()2 x H! (Q))
Uny |y, — g |p, dans L2 (21), wny |, — wy |p, dans L (3;),
Vwn Ip, — Vawy |p, dans L? (%),

d’ou la proposition 3.4.. m
Montrons ’égalité de dissipation pour la solution (u, ,w,) du probléme (P,). En effet,

en appliquant 'argument standard de 1’énergie au probléme (P,,), on obtient pour tout s < ¢

// dt|um| det+// [Ce (up) V] dQdt

d
/ / pr |wnt| + 6 |V, | ])det—i— 2/0 %a(wn,wn)dt%—
t
+/ / blut . utdet + / / bgwtwtdﬂdt + / / Uu,f + \thZ + |th|2} dFldt
s Q '
/ / Flnutdﬂdt—l—/ / anwtdﬂdt—/ / (Fs.n — B,,) wedlydt
I

/ / F5n - D wtdI‘ldt / / —Yn + F3n + F4 n] utdFldt
Fl l_‘1
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Utilisons les convergences (3.2.3) et le résultat de la proposition 3.4. pour justifie le passage

/ [|ut|2+ |wt|2+5|th| }dQ%—a w, w) / / [Ce (u) Vuy] dQdt

t
Fl

// div [Cf (Vw)] utdet—l—// div [C [e (u) + f (Vw)] Vw] w,dQdt

(u) + f(Vw)]v - Vw — D hy (Drwy)] — (wy — D2wy)] wydlydt

a la limite quand n — oo et nous obtenons

S Fl

t
_ / / (hy (D) — Dyy) DywydUrdt — / / s + g () + Cf (V) ] updTydt,
sJ Iy s I

donc

t

| =

(/ (e + [wr|* 4 6 |V [*] d2 + a (w, w) +/ CN (u,w) - N (u,w) dQ) s

+// bgwtwtdﬂdt+// it - utdet—i—// loaol? + [anf? + |Vewn|2] oDt
Iy

/ [Cf (Vw) V] udl'dt +/ / )+ f(Vw)] v - Vw] wdl' dt
Fl l_‘1

N

//F u) + f(Vw)|v - Vw|] wdl'y dt — //r hs (Dyw;) Dyw,dT ' dt

+//“mﬁ+mﬁ+wwﬁ+mwﬁwnﬁ—//mmwwgmwﬂw
s 1N S I

t t
— / / g (ug) updl'ydt — / [Cf (Vw) v]udl'dt,
S Iy S Iy
d’ou

1
§E ——E / / biuy - utdet+/ / bgwtwtdet—i-/ / (ug) uedl'ydt
I'1

+/ / hg DTU)t) Dthdrldt -+ / / hl ant) antdl—‘ldt =0.
sJ 'y sJ Iy

La preuve du lemme 3.2. est donc terminée. m

Remarque 3.4. Sous l’hypothése 1 et [’égalité de dissipation (3.2.1), on voit que l’énergie
de la solution du probléme (P) définie par (2.1.5) est une fonction soit constante soit décrois-

sante, donc dans tous les cas on a cette inégalité

E(t) < E(0), ¥t > 0.
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3.2. Résultats préliminaires et régularité de trace des solutions du probléme (P)

3.2.2 Reégularité de trace des solutions du probléme (P)

Cette sous-section fournit plusieurs résultats de régularité de trace, qui sont critiques pour
la preuve des estimations de stabilité, sans supposer des conditions géométriques sur I'y et
sans considérer les composantes tangentielles du déplacement horizontal, dans la structure
des feedbacks stabilisants. Ces estimations sont basées sur les estimations de traces corre-
spondantes valables pour :

(i) le modele dynamique d’élasticité linéaire et,

(ii) le modele de Kirchhoff linéaire,
obtenus par des techniques d’analyse micro-locale, respectivement, qu’a trouvé dans [12] et
[29]. Ici I'idée principale est d’obtenir des estimations pour les dérivées tangentielles sur la
frontiére en terme de traces de vitesse et de termes d’ordre inférieur.
Pour formuler ces résultats, on présente certaines notations. Soit T > 0 fixé, on note :
Q=1[00TxQ % =[a,T—a]xTiona<T/2 % =1[0,T] xT'y, ¥g = [0,7] x Ly,
Y =[0,T] xT.
La constante C' est une constante générale, différente dans des situations diverses, C' (E (0))

dénote les quantités majorées qui dépendent de F (0).

Lemme 3.5. Soit (u,w) une solution faible du probléme (P). Alors, pour tout e < 1/4, il

existe une constante C' tel que la régularité de trace suivante ait lieu

t
3:26) [ [Vuas.<C [ [l +lg @ aSi+ CEO) [ [l o] d
[e Z:1 0

Remarque 3.5. Remarquons que la régularité de la trace de Vu, annoncée par le lemme 3.5.
(voir aussi le lemme 3.8. ci-dessous), ne suit pas la régularité intérieure standard des so-
lutions faibles par lintermédiaire de la théorie des traces. Ceuz-ci sont les résultats de
réqularités indépendants qui utilisent fortement des arguments micro-locaux appliqués aussi

bien au : systéme dynamique d’élasticité qu’a la plaque dynamique de Kirchhoff.

Preuve.

Etape 1. On commence par le résultat de régularité de trace suivant, valable (voir [12])
pour le modeéle d’élasticité dynamique linéaire (voir aussi [28] ot un résultat analogue a été
prouvé pour ’équation des ondes).

Posons

(3.2.7) F(z,y,t) =div[Cf (Vw (z,y,t))],
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3.2. Résultats préliminaires et régularité de trace des solutions du probléme (P)

ol w une solution faible correspondante au probléme (P). Alors la solution u satisfait le

systéme d’élasticité dynamique ”linéaire”
(3.2.8) U + byuy — div [C e (u)]] = F dans Q.

Selon [12], pour tout € < 1/2, on a l’estimation

T
(3.29) /E V72 dS, < C /O [l +1e () g, 1F R gy + ]

et 'utilisation des conditions aux limites satisfaites sur I';y donne

T

T T
/ € (u) - Vg p, dt = / r—clg<ut>—f<w>-v|§7pldtsc/ lg (ue) [, +|f (Vw)o . dt,
0 0 0

et par suite on a

(3.2.10)

T
| e iz, <0 [l +lo @, + 1 (T, Iy o]

(o1

Remarque 3.6. L’estimation dans linégalité (3.2.10), quand elle est appliqué au systéme
dynamique homogeéne d’élasticité, affirme que les traces des dérivées tangentielles de u sont
magjorées par les traces de la vitesse modulo les termes d’ordre inférieur. Un résultat de

nature semblable a été obtenu pour l’équation des ondes classique dans [28].
Etape 2. Estimation du quatriéme terme du membre de droite de 'inégalité (3.2.10).

Proposition 3.6. Soit € < 1/2. Alors la fonction F définie dans (3.2.7) satisfait pour tout
t>0

(32.11) F )] syy < C 0 Ol 0 Ol

Preuve. Soit ¢ € HY2 (Q). Un calcul direct donne

(F’ ¢)O,Q = (dZU [Cf (vw>] 7¢)07Q = % (Z Ci,jak (aiwiaiwj) >¢>

<o

Zaiwiakaiwj] a¢) < |w|2,Q |(D1w) ¢|07Q7
i, J

0,Q

(3.2.12) 0.8

ou D représente un opérateur différentiel du premier ordre.

Mais, par I'inégalité de Holder

|(D1w) ¢|0,Q < ¢ |D1w|2p,Q |¢|2q,9 < C |w|W21p(Q) |¢|L2q(g) >
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3.2. Résultats préliminaires et régularité de trace des solutions du probléme (P)

ou 1/p+1/q =1, et par les injections de Sobolev

(3.2.13) H?>“(Q) c WH(Q), H/2(Q) Cc L*(Q), e < 1/2,
en prenant p = ¢ = 2, on obtient

(3.2.14) |(D1w) ¢|O,Q <C |w|2—e,Q |¢|1/2,Q-

En remplagant dans (3.2.12) on aura

(3.2.15) (F, Cb)o,n <C |w|2,Q |w|276,9 |¢5|1/2,Q 5

en raison de la dualité, on trouve la proposition 3.6. =

Ftape 3. On donne une autre estimation, pour la dérivée normale de vecteur w.

Proposition 3.7. Pour tout ¢ < 1/4 on a

T—a

lo @)+ Va7 aSa+ C(EQ) [ [ul}_qd.

Ya o

(3.2.16) / Vu - v|*dS, < C
Preuve. En réécrivant les conditions aux limites sur la variable u, on trouve la relation

(3.2.17) e(u)-v=g

ol on a introduit la variable

—C g () = f (V) - v,

g
g satisfait I’estimation
~12 2 2
19]725.,) < C (|9 (ue) |72z, + |f (VU’)|L2(EQ)>

T—o
2 2 2
<Clg (ut>|L2(2a) + C'sup |w|w41(r1)/ |w (t)|w41(r1) dt,

tela,T—q] @
a<T/2
d’ou
) ) T—a )
(3218) |§|L2(Ea) S C |g (ut)|L2(Ea) + C (E (O)) / |w (t)|276,9 dt’

ol on a utilisé 'estimation

9 T—a T—a
(V0 gy = [ V0Ot < [ Vb

« «

T—«
< E(0) / w (B, d,

[0}

(3.2.19)
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3.2. Résultats préliminaires et régularité de trace des solutions du probléme (P)

cette estimation a lieu & cause d’un théoreme de trace, I’égalité de dissipation (3.2.1) et les

injections de Sobolev suivantes :
(3.2.20) H32 () c WL (), e<1/4

En effet, on a

012 B T—o ) 1/2 A 1/2
[(Vw) {B(Ea )= |Vw?| dl’'y |Vw|*dly ) dt
Fl l_‘1

«

T—« T—«
2 2 2 2
< sw fuley [ OBy s e, [ 0@,

t€la,T—al o t€[0,7) a
a<T/2
et
2 2 2
sup |w|W41(F1) < sup |w|H3/2—€(F) < sup |w (t)|H2(Q)
te€[0,T] te[0,T] t€[0,T]
< sup E(t) < E(0),
t€[0,T)
d’ou 'inégalité (3.2.19).
D’autre part, posons
d=Vu T,
et écrivons
(3.2.21) e(u)-v = g,
(3.2.22) Vu-1 = d.
Soit alors le systéme algébrique linéaire suivant
AT
A = [g,d} ,
ou _ ) ) -
141 5 (Vg) 5 (1/2) 0
1 1
A - 0 5 (Vl) 5 (Vl) V2 et u = (uLa: aul,y au2,3} 7”2,2}) .
—U9 1241 0 0
0 0 —V9 V1

Le déterminant de la matrice A est égal a

—1/2 (11)" = (1) (v2)® = 1/2 (12)" = —1/2,
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3.2. Résultats préliminaires et régularité de trace des solutions du probléme (P)

(c’est-a-dire que le systéme linéaire admet une unique solution).
AT
Donc apres la résolution du systéme ci-dessus (c’est-a-dire @ = A~1 [g, d} ) et apres inté-

gration sur Y, on trouve 'inégalité suivante

/ @ ds, :/ [ar.af2 4+ Juzal? + Jur g2 + [uzg|2] d5a

o

2

T2 AT
:/ [|Daul? + | Dyul?] dza:/ A [g,d} dzag(}/ [g,d} A5, |
a Ya Ya
d’ou
(3.2.23) / [1Daul? + [Dyul?] dS < C [|g|2+‘dﬂ d,, |
ZQ Ea

par suite de (3.2.18) on a

T—a

/ 1Dyl + | Dyul?] dSs gc/ g () 2 + [V - 2] d2a+CE(O)/ w2 g,

a a (&3

et

/ V- v]? dZa:/ [|Deu-v” + |Dyu - v|?] dZag/ [|D2ul? + | Dyul?] dZa,

Za
ce qui donne le résultat de la proposition 3.7. m

Etape 4. Le regroupement des inégalités (3.2.10), (3.2.16) et (3.2.11) donne

/E Vuf dE, < C / [l + g (w)[? + £ (V) 2] d

31

(3.2.24) +C(E(0)) / '

R ot @ o]

et 'estimation du terme |f (Vw)|(2)7El donnée par l'inégalité (3.2.19), améne au résultat du
lemme 3.5. =

L’autre résultat est donné par la régularité de trace prouvée pour le déplacement vertical

Lemme 3.8. Soit (u,w) une solution faible du systéme (2.1.1) avec les conditions aux
limites (2.1.3). Alors,

(3.2.25) / D20 + D20 + |D,Dwf| a8 <O [ [[Vul+

a T 3

|l (Dywy)|* + [ha (Dywy)|? + C (E(0)) [w|*] dS + C (B <0))/0 w (£)]5_. ¢ dt.
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3.2. Résultats préliminaires et régularité de trace des solutions du probléme (P)

Preuve.
FEtape 1. On pose
F =div[Cle(u) + f (Vw)] V],

alors w satisfait I’équation linéaire des plaques de Kirchhoff
(3.2.26) [I — 6A] wyy + byw, + DA*w = F dans Q.

L’estimation prouvée dans le Théoréme 2.1 de [29] pour la régularité de trace est valable

pour (3.2.26), c’est-a-dire

/ [1D20f* + |D2uf* +|D,Dowp] d, < c/ 1Vl + b (Do)

fe T 3

+ | ho (Dth)|2] d¥, —l—/o {|C e (u) + f (Vw)]v - Vw]Q_LFI + )ﬁ’ (t)

2
(/2@

+C|w(t)|§_6@} dt < C / [[Vaw|? + |ha (Dypwe)? + |ha (Drwy)|P] dE1+

¥

(3.227) 0 [ [l Vg, +[FOf o+ 10 O ]

3/2 (Q))
ol on a utilisé les conditions aux limites vérifiées par u.

Etape 2. 11 s'agit de majorer le terme F dans (3.2.27), ce qui est donné par la proposition

ci-dessous.

Proposition 3.9. Pour tout € < 1/2, les estimations suivantes ont lieu

(3228)  |F (1) < C{IN (u (1), w ()l lw B)la o+ e (o, [0 Oy

(H3/2(Q))l [

et par suite,

(3.2.29) / ' ’F (1)

Preuve. Soit ¢ € H%? (). En appliquant le théoréme de la divergence en tenant

2

< CEO) [ [wOR .+ 0k i

(172(0)

compte des conditions aux limites, on obtient

(F, ¢>OQ — —(Cle(w) + f (V)] Vo, V). + (C e (w) + f (V)] v - Vi, ) 1,
(3.2.30) = (=CN (u,w) , V¢ @ Vw), q + (=g (u) Vw, ¢)op, -
Le premier terme de (3.2.30) est majoré comme suit

(Cle(uw) + f (Vw)], Vo ® Vw)o,ﬂ < C|N (u, w)|0,ﬂ Vo ® Vw|0,Q
< C|N (u, w)|079 |Vw|L4(Q) |V¢|L4(Q) < C|N (u, w)|0’ Q |w|W41(Q) |V¢|1/2,Q
(3.2.31) < C|N(“=w)|0,9 |w|276,9 |¢|3/2,Q»
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3.2. Résultats préliminaires et régularité de trace des solutions du probléme (P)

ol on a utilisé les injections de Sobolev (3.2.13).

Pour estimer le terme qui reste dans (3.2.30) on proceéde comme suit

(g9 (u) Vo, ¢)0,r1 <lg (ut)|o,r‘1 [(Vw) ¢|0,F1

(3.2.32)
<C |ut|o,1“1 |w|1,1“1 |¢|0,F1 <C |ut|o,1“1 |w|3/2,9 |¢|3/2,Q’

en combinant (3.2.30)—(3.2.32) on trouve le résultat formulé dans la premiere partie de la
proposition.
La deuxiéme inégalité se démontre simplement par intégration de la premiére en tenant
compte de 1'égalité de dissipation (3.2.1).
En effet,
(F7 ¢>09 <CIN (u7w)|0,ﬂ |w|2—579 |¢|3/2,Q +C |“t|0,1“1 |w|3/2,9 |¢|3/2,Q
< O (IN (@ wlog wly-co+ lulor, [wls/0) 1€ls/20-

En raison de la dualité on obtient
‘F‘(H3/2(Q))' <C <|N (an)|o,9 |w|2—e,Q + |Ut’o,r1 ’w|3/2,9) )
et I'intégration sur [0,7] donne

r

2 T T
F Jdt < C | sup|N (u,w)|? / w{E dt + C | sup |w|? / wl? o dt
(H3/2(Q)) ([O,T] | ( )|0,Q> 0 | |2 0 0.7] | |2,Q 0 | t|0’1"1

T
<CEO [ [0l oq+ ] .

FEtape 3.
Proposition 3.10. On a
g 2 2
(3.2.33) / 19 () Vool?y g dt < CF (0) [uy 2, .
0
Preuve. On calcule comme dans (3.2.32) et on obtient
|g (ut) vw'—l,l“l S C |ut|0,1“1 |w|1,F1 S C |/u’t|0,1—‘1 |w|27€,Q ’

en intégrant l’inégalité ci-dessus par rapport au temps et en rappelant la propriété de dissi-
pation (8.2.1), on obtient le résultat de la proposition.
En effet, pour ¢ € H' (T'y) (3.2.32) donne

(g9 (ur) Vo, ¢)0,1‘1 <C |Ut|0,r1 |w|1,r1 |¢|0,1‘1

<C |Ut|o,r1 |w|1,r1 |¢|1,F1,
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3.3. Estimation de la stabilité frontiére

et par suite

|9 (ue) Vw|—17r1 <C |ut|0,rl |w|17F1 <C |Ut|o,r1 |w’2—e,Q )

T T
/ lg (uy) Vwﬁlrl dt < C ( sup ]w[§69> / ]ut|(2J’F1 dt
0 t€[0,1] 0

T

<CEO) [ luly,

0

donc

Ftape 4. Achévement de la preuve du lemme 3.8.
En combinant les résultats des deux propositions avec l'inégalité (3.2.27) on trouve la

conclusion finale du lemme 3.8. =

3.3 Estimation de la stabilité frontiére
Le but principal de cette section est de prouver I’estimation du lemme 3.11.

Lemme 3.11. Soit (u,w) une solution réguliére du probléme (P). Supposons que la condi-
tion géométrique (2.1.11) est maintenue sur L'g. Alors, il existe T tel que pour tout € < 1/4,

lestimation suivante a lieu

E(0)+ E(T) + / E(t)dt < Cr (E(0)) / [l + [Vacn[2 + [g () ? + |y (D) ?
(3.3.1) + |ho (Dth)|2] d>, + C’/T [(Drug, w) + (bawe, wy)g) dt + Cr (E(0)) lot (u, w),

ol on a utilisé la notation "des termes d’ordre inférieur”

(3.3.2) lot (u, w) — /0 [0 B q + e (O o] .

L’estimation du lemme ci-dessus est critique & la preuve du résultat principal de la sta-
bilité, elle suit le type ”d’inégalité inverse”. Le reste de cette section est consacré a la preuve
du lemme 3.11, 'idée est d’appliquer la méthode des multiplicateurs (pour cette méthode
voir [18]), qui amene & l'estimation de 1'énergie par les termes de traces sur la frontiére et
les termes d’ordre inférieur. La suite, cruciale, est d’éliminer les termes ”indésirables” des

traces, en utilisant les résultats de régularité de trace présentés dans la section 3.2.

Remarque 3.7. Le résultat du lemme 3.11. peut étre prolongé pour toutes les solutions

faibles. En effet, cela peut étre achevé en appliquant un argument de “régularisation” comme
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3.3. Estimation de la stabilité frontiére

dans [27]. Afin d’éviter les complications techniques supplémentaire et pour la clarté de

Uexposé, nous ne ferons pas cela ici et pour plus de détails on référera a [27] et aussi [15],

[14].

3.3.1 Formulation variationnelle et identités préliminaires

On commence par Iécriture de la formulation variationnelle du probléme (P). Soient alors
deux fonctions tests, ¢ € H' (Q) x H' (Q) et ¢» € H*(Q); 9|y, = 0. Le systéme de Von

Karman admet la formulation variationnelle suivante :

(3.3.3) (ute, @)+ (brug, d) o+ (C [e (u)+ f (Vw)], € (¢))q+(g (ur) »¢>r1 —(Ce (u) v, ¢>r0 =0,
(wit, V) o+ & (Vwy, Vb)) g+a (w, ¥) +(bawy, 1) q+(C [ (w)+ f (Vw)], Vi) @ Vw),
(334) + <h1 (ant) ;an>1"1 + <h2 (Dth) 7DT¢>1"1 - <AU}, an>1"0 - 07

ol on a utilisé les conditions aux limites satisfaites sur I'.

On applique cette forme variationnelle avec divers choix de fonctions tests. Afin de faciliter
la vérification des calculs, on prouve ci-dessous quelques identités tensorielles élémentaires.
Dans ce qui suit, soit h = & — xp un champ vectoriel radial (on utilise aussi la convention

de sommation des indices répétés), alors
(3.3.5) e(hVu) =€ (u) + M,
ou le tenseur M est donné par

D9201 ulhi 1/2 [D?CQ . ulhi + D9261 . Ughl]

s Tg y L ) T

(3.36) M=

2,2 y T

2
Dm2 . UQhZ‘

En effet, puisque
e(hVu) =1/2(V (hVu) + V' (hVu)),

donc

81 Uq 81 hl + 82 U1 81 hg 81 U2 81 hl + 82 U2 81 hg
e(hVu) = + M,
81 Ul 82 hl + 82 Uy 82 hg 81 U9 82 hl + 82 U9 82 hg
et
81h1 - 82h2 - 1, thl - alhg - 0,
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d’ou le résultat voulu.

Si A est un tenseur symétrique d’ordre quatre donné par ses coefficients a;;,

A={a; },
alors
(337) A-M = Ay ng , inj hi,
(3.3.8) V (Vwh) = Vw + [Wyey o, hi Wy o, hi ],
et
(3.3.9) V (Vwh) @ Vw = Vw @ Vw + Vu ® [wy, 2 hi s Wey 2, Mi |,
(3.3.10) A (V(Vwh) @ Vw) = A-Vw @ Vw + agj We; Wey o Ni-

Pour montrer les relations (3.3.7) —(3.3.10), il suffit de rappeler les définitions de ”-” et " ®”

c’est-a-dire :

Uz V1 U2 V2

A'B:Zaij bij etu®@uv = IUI

i,j Uz

® vy ,v2 | = [U1U1 e ]

Soit B un autre tenseur symétrique tel que
aji = cji by
avec les coefficients constants et symétriques c;;. Alors
div [A : Bh] = Dmk (aij bij hk ) = Cj] ka (blj bij )hk + Q5 bij div (h)
=2A-B =+ ¢ blj ka (bZJ )hk + ¢y bij Dzk (blj )hk
=2A-B + Q45 D:ck (blj )hk + ag; D:ck (blj )hk
d’ou
Dans le cas particulier ou A et B sont donnés par
A=Cle(u) + f(Vw)],
B =e(u)+ f(Vw),
la formule ci-dessus ce lit

div [Cle (u) + f (Vw)] - [e (u) +f (Vw)] h] = 2C [e (u) +f (Vw)] - [e (u) +f (Vw)]

(3.3.12) +2a;; [Df:k Loy i+ we, D w) By
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3.3. Estimation de la stabilité frontiére

3.3.2 Premiére estimation

Dans cette sous-section on prouve une estimation préliminaire ot on montre que I’énergie

du systéme est bornée par les traces sur la frontiére modulo les termes d’ordre inférieur.

Lemme 3.12. Soit (u,w) une solution réguliére du probléme (P). Supposons que la condi-
tion géométrique (2.1.11) est maintenue sur I'y. Alors, il existe T' suffisamment grand, tel

que pour toute constante € < 1/4, Uestimation suivante a lieu
g 2 2 2 2
E)+ [ E@Qd<CrEO) [ [ul + Tl +lg @) + b (D)
0 o
(3.3.13) T g (Dywy)2] S + C / [1Vuf? + |D2wf +1D, Dl + | D2uf’] 4z,
1
T
—i—C/ [(brug, ue) g + (bawy, wy)g) dt + Cp (E(0)) lot (u, w) .
0

Preuve.
FEtape 1. On utilise ¢ = Vuh comme fonction test dans la premiére égalité de la

formulation variationnelle, en tenant compte de (3.3.5) et (3.3.7) avec
A=Cle(u) + f(Vw)],
on obtient
(3.3.14)  (Cle(u) + f (Vw)],e(Vuh)) = (Cle (u) + [ (Vw)], € (u)) + (am‘ D%, ,xjuihk)a
et on integre sur (), on trouve
(g, hVu)Q|g + /OT (brug , hVu)g, dt — 1/2/E e * h - vdS + /Q lu,|? dQ

[ lClet + £ (ul)era+ (o D% us b )+ o () iy,
(3.3.15) —(Ce (u) e (u) vh)p, | dt =0,

ol on a utilisé le fait que w est nul sur I'y et

T d
/ (uy ,hVu), dt = / — (uy hVu) dQ — / w hVudQ = (ug, hVu)g|y
0 Q Q

L / div (Ju? ) dQ + 1 / [P + B ] dQ,
Q Q
c’est-a-dire

T 1 1
/ (u , AV dt = (u ,hvu)ﬂyg”——/ |ut]2h-ud2+—/ ) dQ,
0 2 Js 2 Q
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3.3. Estimation de la stabilité frontiére

et aussi
(3.3.16) Ce (u) vVuh = Ce (u) - € (u) vh sur Ty.

En effet, pour montrer (3.3.16), il suffit de remarquer les identités suivantes satisfaites

sur I'g (remarquons que D,u = 0, car u = 0 sur I'y)

Vuh = (D,uv + Dyut) h = D,uvh,
trace (e (u)) = div (u) = Dpu-v+ Dyu-7= Dyu - v,
¢ (u)v = [Dyuwvi, Dyugrd) + (1/2) v (Dyur®)
€(u) - €(u) = (Dyusr;)* + (1/2) (DnuyT)2.
D’ou
e (u)vVuh = {[Dyuiv? , Dyusvd] + (1/2) v" (Dyur™) } Dyuvh

(3.3.17) _ ((Dnuiyi)2 +(1/2) (DHUI/T)Q) hv = e (u) - € (u) hv.

De la méme facon on a
(3.3.18) trace [e (u)] IvVuh = (Dyuv)® vh = trace [e (u)] I - € (u) vh.

L’identité (3.3.16) se montre maintenant de (3.3.17), (3.3.18) et de la définition du tenseur
symétrique C.

Pour obtenir les estimations de la deuxiéme variable on applique la formulation varia-
tionnelle avec la fonction test 1) = Vwh.

En appliquant (3.3.10) avec A = CN (u,w), on obtient

(Cle(u) + f(Vw)], (V (Vwh) @ Vw)) = 2(Cle (u) + [ (Vw)], [ (Vw))

(3.3.19)
+ (az-j Wy ,Di’kahk ) .

On remplace (3.3.19) dans (3.3.4) et on integre sur (), on trouve

T
(wy ,th)Q\g +d (Vuw, ,V (th))ng —l—/o [|wt|aQ + (bowy , hVw)g + a(w, w)
5520 +2(Cle (u) + f (Vw)], f (Vw))g + (aijws, , D2 ’kahk)ﬂ} dt =
3.3.20
1/2/ [|wt|2 + 4 |Vw,g|2 — D /2 [Wyy + Wyy + 2pwWapwy,, + 2 (1 — ) wmy]} hv
1
+hy (Dpwy) D, (Ww) + hy (Drwy) Dy (WWw)]dSy — [ |Aw]? hvdSy,

3o

ou on a utilisé le fait que :
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3.3. Estimation de la stabilité frontiére

(i) On applique le théoréeme de la divergence, en tenant compte des conditions aux

limites satisfaites par w sur I'y, on trouve :

T
/ (wtt 777Z))Q dt = / wttthdQ / |: wtth) wthth:| dQ
0 Q

= (w; ,hVw)g|s — /2/ div (Jwe |* h) dQ+/ lw, |* div (h) dQ
Q Q

= (wt 7hvw)ﬂ|g — 1/2/ |wt|2 hvd>, —|—/ |wt|2dQ.
Q

1

(i¢) De la méme maniére que précédemment, on trouve
/ VwyV (hVw) dQ = / [ (VwyV (hVw)) — Vu,V (hth)] dQ
— (Vay Y (V)] — /E Vun? hwds + /Q [Aw, Vg ] dQ
= (Vuy ,V(th))Q|g—/E|th|2hudQ+/Q [1/2div (|Vw,|* 1) — |Vw,[*] dQ

= (Vw, ,V (hVw))qld — 1/2/ |th|2hyd2—/ |Vw|? dQ,
b)) Q

donc

/ VwyV (hWw)dQ = (Vw, ,V (hVw))gls —1/2 [ [Vw|* hvdZ, — / |V |? dQ.
Q Q

1

(i4t) On a aussi

(Aw, V (hVw) v)p, = (Aw, Awhv)p, + / AwVw div (h) vdTy = | |Aw|* hvdl.
To

o

(iv) Les conditions aux limites satisfaites par w sur Iy donnent

/ |wt|2 hvd>g = (w,wthl/)ro}g — / wwyhvdXy = 0,
Yo Yo

|th|2 thZO = (vw7 thhy)[‘o }g - / VUJVU)ttthZO =0.

3o 3o

(v) Calculons maintenant a (w, hVw) (noter que, Vwh = wy,hy + wyhs).

1. L’intégration par parties donne

/ Wy (WY W), dQ = / Wey (Wl + wyhy), dQ =2 / [(We2)? + 1/AV (w0y)* h] dD
i / () — 1/4V (wp)? div ()] d2 + 172 / (wy)? hvdl

) ~ [ (w0412 [ (o) o,

r
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2. De la méme fagon on a

/ wyy (AV W), ) =2 / [(wyy)? — 1/4V (wy,)* div (h)] dQ + 1/2 / (wyy)? hvdD

:/Q(wyy)2d§2—|—1/2/F(wyy)2h1/dF.

3. Un simple calcul donne

p/ [wm (th)yy + Wy (th)m} dQ) = 2,u/ Wiz Wiy dSY + u/ Waz Wy hdT
Q Q r

2(1— ,u)/ Wey (WVW),, dQ2 =2 (1 — M)/ Wy Wayy A + (1 — ,u)/ Wy Wy hvdl,
Q Q r

et
l l .
l/r whVwdl'y = 3 <Vw2, h>1“1 =3 <w2,dw (h)>Fl = l/F w?dly,

donc

a(w,hVw) = a (w,w) + g /F [(wm)2 + (wyy)® + 2Wapwyy 4+ 2 (1 — p) (wmy)ﬂ hvdr.

d’otl on aura I'inégalité (3.3.20).
L’addition de (3.3.15) et (3.3.20) donne

T
[ [l e+ a o)+ (ON (nw) (g + 2N (1), (Vg
0
+ (aij : [Dik ;Wi + W D, 7mkw] hk> Q} dt =

J

[ BT+ (T[T 48 (Vu ¥ (1)) 7] + 1/2/ {[luf?

31
+ |wt|2 +0 |th|2 — D /2 [Wyy + wyy + 2pwapwy, + 2 (1 — p) wzy]} hv
—2¢ (uz ) hNVu + hy (Dywy) D, (W w) + he (Dywy) Dy (WWw)} d3y
T
—/ [(biuy , hV W) + (bawy , AV W) ] dt +/ [Ce (u) - € (u) vh — | Aw|® hv] d,.
0

o

on utilise (3.3.16) et (3.2.1) on trouve

/0 ' [|ut|§79 + w2 + @ (w,w) + (CN (u,w), N (u,w))g + (CN (uw,w), f (Vw))g
+ (aij : [D2 Jui +wy; D? w] hk>ﬂ} dt < C[E(0)+ E(T)]

Tk 5, T Ti Tk

(3.3.21) +1/2 | {lwl* + g (u) hVu + |w,[* + 6 [Vewi|* + hi (Duwy) Dy (hWw)

31

+hy (Dywy) Dy (Ww) — D /2 [wey + wyy + 2pwpwy 4+ 2 (1 — 1) wyy] hv} d¥y

T
/ [(biwy , hVu)g + (bawy , AV W) ] dt +/ [Ce (u) vhVu + | Aw)|? hv dS.
0

)
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3.3. Estimation de la stabilité frontiére

L’utilisation de la relation (3.3.12) dans (3.3.21) et ’application du théoréme de la divergence
ainsi que (3.3.16) donnent

/O [lulf o+ wnlg g + 0 (w,w) + (CN (w,w) , f (Veo))o| dt < C[E(0) + B (T)]
+1/2/ {ue)® + g (we) hVu + |wy]* + 6 |Vwy|* + by (D, wy) Dy, (RVw)

(3.3.22) +hs (Drwi) Dy (Ww) — D /2 [Way + Wyy + 200 Wy, + 2 (1 — p) wyy| b} d¥y
+/ [1/2Ce (u) vhVu + |Aw|® hv] d¥y — 1/2/ CN (u,w) - N (u,w) hvd¥,

20 El

+/ [(byuy , hVu)g + (bawy , AV W) dt.
0

D’autre part (voir (3.2.19))

[ wutas e [ (e +1s (7w i

(3.3.23)
<o v d21+0 / wly_ od
31
(brug ,2 hVu), = (b}/zut ok (hVu))Q < b}/zugm b2 (hvu))w
(3.3.24) oz (hvu))m +C., (bl%t, bl/Qut>Q — 1 |12 (hva) 1+ G (b g

< € ‘Uﬁﬂ + Ce, (brug ,ur)g,

2
(3.3.25) (bouy, hVu)g, = b;l/Q (th))

0,0

+ G, (b, we)g < €0 [wlf g + Ce, (bawr, we)g
En combinant avec (3.3.22) on obtient
g 2 2
[ [l el +a ) + € (w,w) £ (Tw))o) dt < € 1B )+ B (T)
0
+1/2/ e+ g (ue) BVu + |wnl? + 6 (Vw2 + b (Do) Dy (V)
31

D
+hsy (Dywy) D (WWw)| d¥E; — Bl [Wez 4+ Wyy + 2UWazWyy + 2 (1 — 1) Wy | hvd3,

31
+/ [1/2Ce (u) vhVu + | Awl|? hv] dSy + C \Vul* d%, + C (E / [wly qd
EO E1
T
(3.3.26) ‘., / byt 1)y + (bawn ,w0)o] dt + €0 / [|u|179+|w|179} dt.
0 0

Remarque 3.8. Notons que dans le cas particulier ou les conditions géométriques sont
assurées aussi sur Iy, alors les trois derniéres intégrales sur la frontiére dans (3.3.26) peuvent

étre éliminées.
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3.3. Estimation de la stabilité frontiére

FEtape 2. Appliquons la formulation variationnelle avec les fonctions tests ¢ = u, ¥ = w.

Pour la premiére équation on trouve

/0T<utt ’U)th:/Q(Utu dQ — /|ut| dQ = (u; ,u / |ut|0Q

d’ou on trouve

(3327) (ut 7u)Q|§ + /0 [(CN (’LL, w) ) € (u))Q o |ut|g,Q + (blut ,U)Q + (g (Ut) ,u>rl
—{(Ce (u) v, u}FO] dt = 0.

Pour la deuxiéme équation on trouve

T T T
/0 (wie s w)gy dt = /Q (wr w), dQ / fwr g dt = (wr ,w)glf — / furl2 o d,

T T T
/ (Vwy, Vw), dt:/ (VwVw), dQ —/ |th|(2]7Q dt =(Vuwy, Vw)Q|g —/ ]th|§79 dt,
0 Q 0 0

et
(Aw, D, w)p, = (Aw, Vwv)p, =0,

d’otll on trouve

T
(we, w)g| + 6 (Vwy, Vw)gld + / la (w,w) + (bowy, w)g + (CN (u,w) , Vw ® Vw),,
0
(3.3.28) — w2 — 8| Vunf2 g — (hy (Duwy), Dyw)y, + (hy (Drwy) | DTw)Fl] dt = 0.

Multiplions I’égalité (3.3.27) par la constante positive A, I’égalité (3.3.28) par la constante
négative B, ajoutons le résultat a I'inégalité (3.3.26) en tenant compte du signe correcte des

termes sur la frontiere I'g, on trouve

/0 [l + g+ aww) + (ON (1 w), £ (Vg + A{CN (u ) e (u))g
—Julyo b+ B {a(w,w) +2(CN (u,w), [ (Vu))g — lwil}q — [ Vuilyg }] dt <
C[E0)+E(T) +C . (e + g (ug) VU + |wel* + 6 [V |* + by (Dywy) Dy, (hVw)

o (D) Dr (hV0) = B [ty + gy + 240000y, +2 (1= ) wgy] b — | Vuf] A5y

+0 [ [ w0, + (s (Du) Dy, + (ha (D) Dy,

+C¢, ((brug, ur)g + (bawy s we)g) + (bruy ,u)g + (bawe , w)g

(3:3.29) +eo (Julf o+ lullq) +C (B (O) w3 g dt
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3.3. Estimation de la stabilité frontiére

Soient A = 1/2, B = —1/4. La majoration des termes sur la frontiére par le théoréme de

traces donne

T
[ {1l el + 6190l + 0w w) + (N () N (w0 e <
0

ClE(0)+ E(T)] + 0/ [le* + 1g (o) |” + [wil” + 8 [Vaoe|* + |y (Dpwr) |

3
(3.3.30) + |hy (Dywy)|* + |Vul* + | D2w|? + | D, Dyw|? + |D2w|2} s, +

T
e (B e+ (b ) + o (Jufi o+ )|
0

T
0 BO) [ [l o+l o]

ol on a utilisé le fait que, d’une part

g (uy) hVu| dE, < 1/2/ [lg (w)|* + [hVu|?] d%; < c/ [lg (w))? + |Vul’] d2,

¥ 1 ¥
et

/ 11 (Dyw) D (h9w) + I (Dr) D (WWw)] d% < € / [lhy (D)

31
+ [ha (Drw)? + Vool + [ Duwl* + | D2wl*] s,

d’autre part

/0 [<g (Ut) au>rl + <h1 (ant) ) an>1"1 + <h2 (Dth) 7D7w>1“1] dt <

C [ lg @)l + [uf + [y (D)2 + |ha (Drw))]? + | Do)’ + [ Dyw]] dS.
1

Rappelons nous la définition de I'énergie avec la coercivité de Ep dans H2 (Q) x [H* (Q)]?

et prenons ¢, suffisamment petit dans (3.3.30) on trouve

T

1/2TE (T) + 1/2/

0
(3.3.31) [ (Do) + e (Dewn)? + [Vl + | D2wl 4 | Do Dyl + | D2wf*| dy
T

T
+0 [ (b wd + (bo wdgldt 4 C(BO) [ [+ full_ ] .
0 0

E(t)dt < CE(T)+C / lael? + |g (w2 + w4+ 8|V ?
31

En effet, I'intégration de 'énergie sur [0, 7] donne

T
[ {1l + 1w + 819wl +alw,w) + O (0 0) N (uw))y | de =
0
T

(3.3.32) 1/2/TE(75) dt+1/2/TE(t) dt > 1/2TE (T)+1/2/ B () dt,
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3.3. Estimation de la stabilité frontiére

TE(T):/TE(T)dtg/TE(t)dt,

et de I'égalité de dissipation (3.2.1) on trouve

E(0)=E(T)+ 2/ [g (ug) ug + hy (Dypwy) Dpwy + ho (Drwy) Dowy] d¥y <

1
E(T)+C | [lg )+ ul* + by (Dows)|* + [ Dowr|* + [hy (Drw)[* + [ Dywy|*] dS <
P
(3.3.33) E(T)+C / [1g (ue)[? + |uel® + |7 (Do) |* + [ha (Dywy) | + |V |*] d4,
3

ainsi que de la coercivité de Ep
T

m/“omufwwhﬂdr<m | |mufwwu@dt
0

< 6O / (t)dt / E(t)dt,

par suite de (3.3.30) et (3.3.32) —(3.3.34) on obtient

T

(3.3.34)

1/2E(T) +1/2 (1 — 2¢ C)/

0

E(t)dthE(T)+C/ (e + 1g (we )] + |wi|?

1

+6 [V * + [hy (Dowy)|” + [h2 (Drwy)|* + [Vul* + [D2w|* + | Dy Dyw|® + |Dzw|2} ds.

T T
+C / [(brte s us)g + (baws ,wy)g] dt + C (E (0)) / ol g+ uliq) b
0 0

donc pour ¢ petit(l), on trouve

T T

(1 2C) [1/2E(T)+1/2/ B () dt} <1/2E (T)+1/2(1_2600)/ B)dt,

0 0
divisons par (1 — 2¢9C'), on obtient (3.3.31).
Finalement, pour 7" suffisamment grand, on a
T T T
(3.3.35) (5 - c) E(T)+1/2 / E(t)dt > 1/2E(T) +1/2 / B (1) dt,
0 0

il suffit de prendre T" > 1 4 2C.
De plus par le lemme 3.8. (c’est-a-dire (3.2.25)) on a

/ [|Dgw|2+|DnDTw|2+|D2w|2} a1 Cr [ [Vl + i (D)
¥

¥

Ty (Dywp)? + C (E (0)) [ue]?] dS1 + Cr (E /WMQ ﬁ<@<<»L[mF
(3.3.36) +[Vw” + by (Dywy)|? + |he (Drwy)|?] dSy + Cr (E(0)) /T w3 dt,

(11 suffit de prendre ¢ < 1/2C.
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et
T

T

P Cr(BO) [ whqdt+CEO) [ [l g+l o) d
< Cr (E(0))lot (u,w),

par conséquent de (3.3.31) et (3.3.35) —(3.3.37) on obtient

E(T)+ / E(t)dt < Cr (E(0)) / o + [Vawnf2 + [g () ? + |y (D) ?

31

+mﬂawwwg+c/[wwﬂumwfﬂapﬂﬁ+w@ﬁdx

1

T
—|—C/ (D s up)g + (bawy, wy)g | dt + Cr (E(0)) lot (u, w) .
0
Cecl termine la démonstration du lemme 3.12. =

Remarque 3.9. Notons que la preuve ci-dessus fournit un résultat d’unicité pour le prob-
leme aux limites défini sur un domaine étoilé. En effet, dans le cas particulier ou les
conditions géométriques sont satisfaites aussi sur I'y, by = by = 0 et telles que les traces des
vitesses soient nulles sur la frontiére pourt € [0,T], avec T suffisamment grand, I’argument
ci-dessus donne

E(t) =0.
En effet, dans ce cas, les inégalités (3.3.22), (3.3.27), (3.3.28) donnent

(3.3.38) /0 [\utlgﬂ + ’wt‘g,ﬂ +a(w,w) + (CN (u,w), f (Vw))ﬂ} dt < C[E(0)+ E(T)],
(3.3.39) (uy ,u)ng —l—/o [(CN (u,w),e(u))g — |ut|gg] dt =0,

T
(wy ,w)Q|g + 6 (Vuwy ,Vw)ﬂlg +/ la(w,w)+ (CN (u,w), Vw ® Vw),
(3.3.40) 0

- |wt|§,9 —0 |th|§,9} dt =0.

Multiplions I’égalité (3.3.39) par la constante positive A et l’égalité (3.3.40) par la constante

négative B, ajoutons le résultat dans l'inégalité (3.3.38), on trouve

[lwal3 g + g + @ (w0, ) + (CN (w,w) , £ (Vw))g + A{(CN (u,w) € ()

0

B34 juf o} + B {a(w,w) +2(CN (ww), f (Tw))g - [l q — §[Vuil o }| dt
<CIE(0)+E(T)],

en prenant les constantes A, B telles que A =1/2 et B = —1/4, on obtient

T
(3.3.42) /0 [|“t|gn + wilg o + 0| Vwilg o + a (w,w) + (CN (u,w), N (u, w))ﬂ] dt

< C[E(0)+ E(T)].
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Puisque, dans notre cas, E (t) = E(T), (3.3.42) donne
T

(3.3.43) TE(T) = / E(t)dt < CE(T),
0

et pour T suffisamment grand, on conclut que E (t) = 0.
Par conséquent u = w = 0, c’est-a-dire le résultat d’unicité pour le probléeme non linéaire

qui est entre nos mains.

3.3.3 Absorption de traces sur la frontiére et achévement de la

preuve du lemme 3.11.

Dans cette sous-section on achéve la preuve du lemme 3.11.. Ceci sera fait a ’aide des

résultats de régularités de traces formulés dans la section 3.2.

Lemme 3.13. Sous les hypothéses du lemme 3.12. on a

E(T)+ / E(t)dt < Cr (E(0)) / (a4 [Van]? + |g () ? + |hs (Do) +
(3.3.44) 0 o

|ho (Dth)|2] ¥, + C/o [(Drwg ,u)g + (bowy ,wy)g) dt + Cr (E(0)) lot (u, w).

Preuve. A partir du résultat du lemme 3.12. appliqué sur lintervalle [, T —al, on

trouve
T—a
E(T - ) +/ E(t)dt <Cr(E (0))/ [ue® + [Vwe|* + |g (ue)|” + by (Dywy)
(6% Zn
(3.3.45) + |ha (Dywy)|?] dSa + 0/ [[Vuf? + |D2wf +1D,D,uf + | D2uf’] dz,

+C /OT (D ,up)g + (bawy ,wy)gl dt + Cr (E(0)) lot (u , w).

Ici, on a utilisé la propriété de dissipation du lemme 3.2, laquelle permet de majorer E («)
par E (0). D’autre part, a partir des résultats de régularités indiqués dans le lemme 3.5. et
le lemme 3.8, on déduit ’estimation suivante :

/ [Wu\? + |D2w|* + |D, Dyw|” + \Dzwﬂ A%, < c/ [Jue? + |g (ue) [P + [V |?

a 1

(3.3.46) + | ha (Dywy)[* + [k (Dywy)|* + C (E(0)) [w|*] dS1 + C (E(0)) lot (u, w).
Combinons (3.3.45), (3.3.46) et rappelons encore ’égalité de dissipation (3.2.1), on aboutit
a Dinégalité

E(T—a)—l—/

[0}

T—a

Et)dt < Cr(E (0))/ (el + [Vl + |g ()" + [ (Dywr) [

1

(3.347)  +|hy (Dth)|2] ¥, +C /OT [(brug ,ue) g + (bawy ,wy)g| dt + Cr (E(0)) lot (u, w).
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Pour compléter la preuve du lemme, on a besoin d’estimer la contribution de 1’énergie sur
les sous intervalles [0, o] et [T'— «,T]. Pour réaliser ceci, notons le membre de droite de

(3.3.47) par F. Gréace a la relation de dissipation (3.2.1), on a pour tout ¢ € [0, T
t
E(t) + 2/ / lg (u) up + hy (Dpwy) Dywy + ho (Drwe) Dewy] dTdt
T—a J T

t
+2/ / [blutut + bgwtwt] det = E (T — &) s
T—aJQ
donc
t
EX)<E(T-a) — 2/ / [g (ug) ug + hy (Dywy) Dpwy + ho (Drwy) Dywy] dUydt
T—a JI'

<E(T—-a)+ 2/ [lg (ue)|? + |wl® + [y (Do) |* + [ha (Dywy) | + | Doy + | Drwy|?] d4
1
<E(T—a)+ 2/ “Ut|2 + ’th’2 + g (Ut>|2 + |y (ant)|2 + | ho (Dth)|2:| dX

%
T—o !

<E(T - a)+/ E(t)dt + 2/ [Jue)? + [Vwe*+|g (w) P+ [h1 (Dowy)|? + |he (Drwy)[*] d0,
¥

«

de (3.3.47) on a pour tout t € [0, 7]

E(t) <E(T—a)+2 / Tl + [Vl + g ()] + [hx (Do) ?

31

(3.3.48) + |y (Drwy)[*] d51 < CF.

Et par (3.3.47)

/()QE(t)dt—k/T E(t)dt:/OTE(t)dt—/aT_aE(t)dtg [E(T—a)nL/T_aE(t)dt}

o’ [ poal
d’ou

(3.3.49) / "E)dt+ / " B <cF.

T—o
Par suite, pour a = T'/2 dans (3.3.49) et t =T dans (3.3.48) on aura
T
B(T) +/ E(t)dt < CF,
0

ce qui compléte la preuve du lemme 3.13. m

Le lemme 3.11. découle du lemme 3.13. et de 1’égalité de dissipation du lemme 3.2.

En effet,
E0)+E(T)+ /

0

T T

E(t)dt =2FE(T) + / E(t)dt+ 2/ lg (u¢) ue + hy (Dywy) Dywy

0 31

+h2 (DT'LUt) DT'LUt] le + 2/ [blutut + bgwtwt] dQ S CF.
Q

Ceci termine la démonstration du lemme 3.11. =
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3.4. Absorption de termes d’ordre inférieur

3.4 Absorption de termes d’ordre inférieur

La prochaine étape doit éliminer les termes d’ordre inférieur du lemme 3.11. Ceci est fait
en appliquant un argument approprié de compacité et d’unicité, ou le role critique est joué

par un résultat d’unicité da a Isakov (voir [16, Remarque 1.2] et [15, p. 750]).

Lemme 3.14. Soit (u,w) une solution du probléme (P). Alors, il existe T > 0 suffisam-
ment grand, tel que les parties suivantes ont lieu :

Partie 1. Sous Uhypothése 2 (dans le théoréme 3.1), on a

totw.) = [ [lu @+ o 00 g @t < Cr (BO) [ [l + 90 + lg (w0l

31

(3.4.1) + |hy (Dpwy)|* + |ho (wat)|2] ¥, + C/ [(Drwy ,u)g + (bowy ,wy)g) dt.
0

Partie 1I. Si Uhypothése ci-dessus n'est pas vérifiée, alors la constante Cp dans (3.4.1)
dépend de
2 2
E. (0) = E(0) + |u0’1+o¢7Q + ’w0|2+o¢,Q ’

ol v peut étre pris arbitrairement petit.

Preuve. On raisonne par 'absurde. Soit (u, ,w,) une solution du probléme (P),telle

que

lot (un_, wy,
(3.4.2) % — oo quand n — o0,
ou

P (u,w) = / [fuel* + [Vawr* + 1g (ug)[* + [B1 (Dywy)|* + |ha (Drwy)|*] d2
(3.4.3) 1 T
[l w0 + (G wi)g) .
0
Le fait que I’énergie initiale soit bornée (E (0) < M), implique que les suites u,,, w,, satisfont
E,(t) <M VneN,
(c’est-a-dire E, (t) est uniformément bornée), ou FE,, dénote E (u, ,w,), et comme

En (t) = Ek (un 7wn) + EP (un 7wn) - / [|un,t’2 + ‘wn,t|2 + ) |vwn,t’2} ds)
Q

+a (uy ,w,) + [ [CN (up, wy) - N (tp, wy,)] dS,
Q
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3.4. Absorption de termes d’ordre inférieur

et de la coercivité de Ep dans H2 (Q) x [H* (Q)]* on déduit que u, est bornée dans [H* (Q)]?
c’est-a-dire

’un|[2H1(Q)]2 < C donc [su%\unﬁmm)]z < Cr,
0,7

d’o,
u,, bornée dans L (O,T; [H' (Q)]2) .

De la méme facon on trouve
Un,t bornée dans L (0, T;[L? (Q)]2> :
w,, bornée dans L> (0,T; H* (2)),
wy bornée dans L>® (0,T; H' (Q2)) .

Par conséquent, il existe une sous-suite, notée encore par 'indice "n”, telles que

(€2)
(€2)
u, — u dans L™ (0, T; [H (Q)]*) faible étoile,
Upy — uy dans L™ <0, T; (L2 (Q)]*) faible étoile,
w, — w dans L (0,T; H*(Q)) faible étoile,
(3.4.4) wpy — wy dans L™ (0, T; H' (2)) faible étoile.
Ainsi, la compacité des injections de Sobolev de H! (Q) C H'~ () et H? () € H>~(Q)W)
pour € > 0, montre que
u, — u dans [H(Q)]° fort,
w, — w dans H?>7¢(Q) fort,

donc,
(3.4.5) lot (up, ,wy,) — lot (u,w) .

On considére deux cas séparés.
Cas 1.
lot (u ,w) # 0,

alors,

P (u, ,w,) — 0,

(MVoir [31, Théoréme 16.1, p. 110].
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3.4. Absorption de termes d’ordre inférieur

donc

Upy — 0 dans [L2 (D)7,

Vw,; — 0 dans L? (%),

g (tns) — 0 dans [L*(2))*,

(3.4.6) hy (Dywy,,) — 0 dans L? (%),
he (Dyw,, ;) — 0 dans L? (2),

b, — 0 dans [L2 (Q)]7,

bowy,; — 0 dans L? (Q),

du passage a la limite (n — 00) dans les équations originales (di & la continuité faible

des termes non linéaires), on déduit que les fonctions limites u, w satisfont les équations

originales
(3.4.7) e + byuy — div [C [e (u) + f (Vw)]] = 0 dans Q,
a [T — 0A] wyy + bowy + DA?*w — div [C [e (u) + f (Vw)] Vw] = 0 dans @Q,
Cle(u) + f(Vw)]v =0 sur Xy,
(3.4.8) D [Aw + p) Biw] = 0 sur X,

(1-
D [D,Aw + (1 — p) Bow] = 0 sur ¥,
u

=w = Vw = 0 sur Y,
avec les conditions aux limites
(3.4.9) up =0, Vw, =0 sur X,

et
bius = 0, bow; = 0 dans Q).

Notons

u Ut w Wy,

on obtient le systéme suivant satisfait par les nouvelles fonctions

Uy + by — div [C e (@)]] = Ly (w,w) dans Q,
(3.4.10) [I — Ay + botly + DA?w = Ly (U, u,w,w) dans Q,

avec les conditions aux limites

@=Vw=0sur X, e(@)v=0sur ¥, Aw =D, Aw =0 sur ¥,
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3.4. Absorption de termes d’ordre inférieur

ou on a utilisé les notations

(3.4.11) Ly (w,w)=1/2div[C [V ® Vwl|| 4+ 1/2div [C [Vw @ V],
Ly (@, u, w,w) = div [C [e (@)] Vw + C [e (u)] Vo + 1/2C [V @ Vw]| Vw
(3.4.12) 11/2C [Vw ® V] Vao + Cf (Vo) Vi) .

Remarque 3.10. Pour avoir (3.4.10), il suffit de reprendre la définition de ‘®’, de dériver

le systéme (2.1.1) par rapport a t et de remarquer que
fi (Vw) =1/2[Vw, ® Vw+ Vw @ V| .
Le but est de montrer que
(3.4.13) u=0,w =0 dans Q.

Nous traitons séparément les cas considérés dans les parties I et II du lemme 3.14.
Remarquons d’abord, que dans le cas o les conditions géométriques sur la partie controlée
de la frontiere I'; sont satisfaites (c’est-a-dire, €2 est de forme ”étoilé”), la conclusion de
(3.4.13) suit immédiatement ["unicité des solutions des équations originales (3.4.7), (3.4.8),
(3.4.9) (voir la remarque 3.9). Ainsi, sous ’hypothése de la Partie I, il suffit de considérer
les cas by ou by injectif.

Supposons d’abord que b; injectif. Alors, on a u; = 0 et par conséquent
div |CN (u, = 0 dans €2,
(3.4.14) i [CN (u, w)] N
N (u,w)v =0sur I'y, u = w = Vw = 0 sur [y,

ce qui, & son tour, implique

(3.4.15) div [%C |f (Vw)]] = (div [CN (u,w)]), — div [Ce (2)] = 0 dans Q.

Puisque, a priori f(Vw) € C(0,T; H(Q)), div|[f (Vw)] € C(0,T; H*(Q2)) on obtient
div [Ce (u)] € C(0,T; H () et par (3.4.14) €(u)-v|,, € C(0,T;HY?>7¢(I'1)). De la
régularité elliptique on conclut la régularité améliorée pour la variable u, c’est-a-dire

(3.4.16) ue C(0,T; H ()

Retournons a l'équation satisfaite par w et notons par H (w) la matrice des deuxiémes

dérivées de w (c’est-a-dire, la matrice Hessienne), en tenant compte de (3.4.14), on trouve

[T — 0A] wy + bowy + DA?*w = CN (u,w) - H (w) dans Q,
(3.4.17) D[Aw + (1 — p) Byw] = 0 sur X,
D [D,Aw + (1 — p) Bow] = 0 sur X,
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3.4. Absorption de termes d’ordre inférieur

ol on a utilisé I'identité
div [A (Vw)] = (divA) - (Vw) + A- H (w),
A est un tenseur d’ordre quatre, H (.) est donnée par

2 2
H(w) = (D; N Da;y w) ;
D;, w Dy w

et les conditions sur la frontiére I'y seront maintenues nulles. En dérivant (au sens des

distributions) 1’équation ci-dessus par rapport au temps (noter que Ce () = 0), on obtient

(I — 5A] By + boiiy + DA*G = CN (u,w) - H (@) + C [1/2 (Vi @ Vaw)
+1/2(Vw ® V)] - H (w) dans Q,

D[A®W+ (1 — p) By @] = 0 sur 3,

D [D, AW+ (1 — p) By @] = 0 sur 3y,

(3.4.18)

avec les conditions aux limites sur 'y
w = Vw = 0 sur Y.

L’équation (3.4.18), est une équation linéaire dont la variable @, avec des coefficients dépen-
dants de u et w.

Par conséquent, pourvu que les coefficients soient suffisamment réguliers et la solution elle
méme soit réguliére (ce qui est établi dans le chapitre 4, théoréme 4.2), on est maintenant
en mesure d’appliquer le résultat d’unicité da a Isakov [16, Théoréme 1.2], valable pour les

plaques de Kirchhoff, qui donne
w = w; = 0 dans @Q,

ainsi, on a

uy = 0, wy = 0 dans Q.

Avec cette information, on retourne aux équations originales (3.4.7) qui s’écrivent main-

tenant

div [CN (u,w)] = 0 dans €,

CN (u,w)v =0sur I'y, u = 0 sur [y,

(3.4.19) DA?w — div [C [N (u,w)] Vw] = 0 dans Q,
D[Aw+ (1 — p) Byw] = 0 sur I'y,

D [D,Aw + (1 — pu) Bow| = 0 sur I'y,
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3.4. Absorption de termes d’ordre inférieur

et les conditions sur la frontiére I'y seront maintenues nulles.
On multiplie la premiére équation par u et la deuxiéme par (1/2)w et on intégre sur €2,

ensuite on additionne les résultats pour obtenir finalement
N (u,w) =0, a(w,w) = 0.
En effet, la premiére équation donne
/ CN (u,w) Vud§) = / CN (u,w) € (u)dQ2 =0,
Q Q
et la deuxiéme équation donne

1
§a(w,w) + /QCN (u,w) f(Vw)dQ =0,
donc

a(w,w)+2/QCN(u,w)~N(u,w)dQ:0

ce qui améne au résultat voulu.
Par conséquent, w = 0 et €(u) = 0. Ceci combiné avec € (u)v = 0 sur I'g et u = 0 sur
I’y conduit, par I'intermédiaire de I'inégalité de Korn, & v = 0 dans (). Ainsi on a prouvé
I'affirmation (3.4.13) quand b, injectif.

Examinons ensuite le cas ou by injectif. Dans ce cas on aura w;, = w = 0 dans (). Donc,

L1 (w,w) = 0 et la variable @ satisfait

(3.4.20) Uyt + bty — div [Ce ()] = 0 dans @,
(3.4.21) u=0sur X, e(a)v=0sur X;.

Le résultat d’unicité de type Holmgren, valable pour le systéme d’élasticité (voir [15, Théoréme
1.2.]), montre que & = 0 dans @, ce qui implique que u;, w; sont tous les deux identiquement
nuls. Par conséquent, on obtient le méme probléme statique que dans (3.4.19) ce qui améne
a la conclusion u = 0 et w = 0. Ainsi, 'affirmation (3.4.13) a été prouvée conformément a
I’hypothése de la partie I du lemme 3.14.

Pour la deuxiéme partie, la situation est trés compliquée et 'hypothése 2 complémentaire
est exigée. C’est di au fait que, dans ce cas, la preuve est basée sur I’application & nouveau
du résultat d’unicité da a Isakov [16] dans un contexte entiérement dynamique du systéme
de Von Karman. Cela, a son tour, exige une régularité supplémentaire sur la solution et sur
les coefficients correspondants au systéme (3.4.10). La régularité exigée est donnée par le

théoreme 4.4. dans le chapitre 4, lequel est prouvé sous I'addition d’hypothéses suivantes
u€ H'™™(Q), we H*™ () pour a > 0.
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3.4. Absorption de termes d’ordre inférieur

Donc, le Théoréme 1.3 dans [16], s’applique a 1’équation linéarisée (3.4.10) et donne
i = =0,

par conséquent, u et w satisfont 1’équation statique (3.4.19) et on a u = w = 0. Ainsi, on a

établit que, sous les hypothéses de la partie I ou II dans le lemme 3.14. on a toujours
u=w=0.

Mais c’est une contradiction avec I’hypotheése faite pour le premier cas.
On passe maintenant au deuxiéme cas.
Cas 2.
lot (u ,w) = 0.

Dans ce cas, on n’a pas besoin de distinguer entre la partie I et la partie II. Définissons les

nouvelles fonctions

(3.4.22) iy = 2 0y, = —2
Cn Cn
ou
(3.4.23) c2 = lot (u, ,w,) — 0.
Ainsi, on a
(3.4.24) zot<in,$n> =1, (1/ &) P (u, ,w,) — 0,

qui a son tour implique

Uy — 0 dans[L? ()]°,

Vins — 0 dans L2 (%),

(1/¢n) g (uns) — 0 dans [L2(2)]%,

(3.4.25) (1/¢n) hy (Dywy,,) — 0 dans L* (%),
(1/ ¢n) ha (Dyw, ;) — 0 dans L? (%),

byt — 0 dans [L2 (2))?,

byt — 0 dans L2 (%).

Il est facile de vérifier que, les nouvelles fonctions Zn, W, satisfont le systéme

(3.4.26) Zm+mm,wwkkﬁg+um@ﬂww}:omm@
[I —0A] @nﬁ + bgfun,t + DA%, — div [C [e (fln> +(1/cy) f (an)] Vw,| = 0 dans Q,
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avec des conditions aux limites de Dirichlet sur la partie non controlée du bord I'y

22

Uy = Wy = Vw, = 0 sur X,

et des conditions de dissipation frontiére sur la partie controlée I'y

C [e (Z) + (1)) f(wn)} (1)) g (tny) sur Ty,
D [Afunjt(l—u) B@n} — —(1/ ¢n) hy (D) sur £,
(3.4.27) N L N
D | D,Aw, + (1 — pu) Bgﬂjn] — 0Dy —C [e ( ) (1/¢y) f (Vwy,) ] v-Vuw,
—(1/¢n) Drhy (Drwy, ) sur Xy.
On note

En:E(un 7wn)7

de estimation de stabilité du lemme 3.11. et de (3.4.24) on trouve

(1/¢,)? |E, (0) + E, (T)Jr/0 E, (1) dt] < Or (B, (0)) [(1/ ¢a)® P (u, wy)

(3.4.28)
+lot (Zn Z}n)] < M,

ou M est une constante telle que M = Cr (E (0)). Des calculs élémentaires montrent que

(3.4.28) implique

1,0

(3.4.29) N

20

1,0

En effet, d'une part (3.4.28) donne

(1/e? "Bt < M,

<1/cn>2/OTEn<t>dt:/Q[

+(1/ ) U()Ta(wn,wn)dH/QCN(wn,wn)-N(wn,wn)dQ]
B O a0+ 255 [ [l O 0+ o (0]

~ 2
wy, (t) m” dt,

d’autre part on a

[+

Zn,t (t) ;}mt (t) ‘ +0 ‘wnt ‘ } dQ

~
~

2
i (1) B +o

.|

2

Trio 2 ~ 2 ~
> Up, t‘ in{1,0} |w, t) C ||uy, (t
> [ |feto]), +minfra o]+ [+
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d’ou le résultat annoncé dans (3.4.29).

Par conséquent, il existe une sous-suite, notée encore avec l'indice "n”, telles que
(3.4.30) %, — udans L® (o T [ (Q)] ) faible étoile,
(3.4.31) ZW — %, dans L*® ( ]2 ) faible étoile,
(3.4.32) Wy — W dans L (0 T;H *()) faible étoile,
(3.4.33) Wne — w,  dans L (0,T; H '(Q)) faible étoile.

Par la compacité des termes d’ordre inférieur "lot” (c’est-a-dire, H 1 () C H =< (Q),

H 2 (Q) C H ?7¢() avec injection compacte pour € > 0), on a

Un — u dans [H (Q)]° fort,

~
~

w,, — w dans H2~<(Q) fort,

donc de (3.4.24) (et d’apres (3.4.22) et (3.4.23)) on obtient

(3.4.34) lot (Tinf&n) ot (Z@) — 1.

Notons aussi que, di au fait que les termes dans (3.4.29) sont bornés uniformément, on a
(3.4.35) Wy =Wy ¢, — 0 dans L™ (0,73 H 2(Q)),

donc, le passage a la limite dans I’équation de 1771, u?n (da a la continuité faible des termes
non linéaires), l'utilisation de (3.4.33), (3.4.35), (3.4.25) et

(3.4.36) (L) ca) [ (Vwn)|p2qy < C ‘an 24(0) V|10 — 0

ménent au systéme découplé

itt + blzt — div [C |:€ <Z>H =0 dans @,

(3.4.37) .k d
[I — 0A] wy 4 bow; + DA*w =0 dans Q,

avec les conditions aux limites de Dirichlet fixées sur la partie non contrélée du bord I'y

=w = Vw = 0 sur X,

SR

et les conditions aux limites homogénes sur la partie controlée du bord I'y

C [ <u>} v = 0 dans ¥,
D [Aw +(1- fv] = 0 dans X,
(3.4.38) [D AW+ (1 — fu] = 0 dans ¥,
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et les conditions aux limites déterminées sur I'
u =0, Vw, =0 sur X.

Notons

ﬂ:ut,ﬁ}:wt,

donc 4, W satisfont les mémes équations (3.4.37) avec les conditions aux limites

(3.4.39) i=1w=Vi=
(3.4.40) Dyt = A = DA =

Le résultat d’unicité de type Holmgren valable pour ces équations linéaires (voir [16]) donne

remplacons dans (3.4.19) on trouve

absurde avec (3.4.34). Ce qui accompli la preuve du lemme 3.14. =

3.5 Fin de la preuve du théoréme 3.1.
En combinant les résultats des lemmes 3.11. et 3.14. on obtient le lemme 3.15.

Lemme 3.15. Soit (u,w) une solution réguliére du probléeme (P). Alors, il existe une
constante Ty > 0 telle que pour chaque T' > T,

T

E(0)+E(T)—l—/

B < Cr(5(0) / o + [Vaen]? + g ()

31

(3.5.1)

+ ‘hl (ant)’2 + ‘hg (Dth)|2] dzl + / [(blut ,U/t)ﬂ + (bgwt ,wt)Q] dt
0

Dans ce qui suit on note

Ya={(t,x) € Xy |u| <1},
Yp=X\2a={(t,x) € Xs:|ul>1}
Yo=A{(t,x) € ¥1:1< || < R},
Yp=3Xp\Xc={(t,x) € ¥ : |u| > R}.
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D’une part, par I’hypotheése 1. (2) on a

/E (usf? + g (ue) P] dSp < (m—" + M) / urg (1) dSp,

2p

[[wel* +1g (w)|*] dZc < (R* + g (R)[*) mes (21),

PG,
et de la remarque 2.1. (voir la page 22), on trouve

[t +lo ) v = | utg,(ut)[ wl o)

So urg (Ut) urg (Ut)

2 2
S sup |ut| + |g (ut)l / g (ut) dzc
wese \ g (ue) g (u) Lo
< C/ urg (ur) de,

Yc

d¥c

et d’autre part, de la définition de la fonction G, on obtient
[ Dl +lo @l asa < [ g ) dsa
YA Za
Par 'inégalité de Jensen, on trouve

G (urg (ur)) d¥Xa < mes (X1)G <; /21 urg (ur) dEl),

o mes (X1)

et par suite

/Z ol + Ig () 7] 45 = / [l + 19 (ue) 2] d=a + / el + | (w)|2] 45

3B

(3.5.2) < G (usg (ug)) dXq + C/ g (ug) wd¥p

Za XB

< / [g (utg (Ut)) + Cugg (Ut)] d>.

P
Les mémes arguments donnent

/ (19wl + by (Duwe)? + b (Dywn) ] ds < [ {C [Duwihs (Dowy)
1

31

(3.5.3)
- (Doawy) h (Dsawy)] + Ha ((Dywy) by (D)) + H ((Dotwy) ha (D))} dSs.

En effet, introduisons ces notations (pour oo = n, 1)

Ya, ={(z,t) € ¥y : |[Dywy| < 1},

Yp, = X1\ Za, ={(z,t) € 31 : |Dawy| > 1},
Yo, ={(z,t) € ¥1:1 < |Dywy| < R},

Yp, =3\ X, ={(x,t) € ¥y : |Dywy| > R} .

[e
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Alors, on a ces trois inégalités (pour i = 1, 2)

/ [|Datwr]? + |hs (Daw))] dSp, < (m~'+ M) [ Dawshs (Dawr) S,
EDQ

YDg,

. [[Dawil? + |hi (Dawy)|?] de, < (R2+ |hi (R)[?) mes (1),

Js,. [1Dawil® + |hs (Daw) "] dSa, < [, Hi(Dawihy (Dawy)) dSa,,
donc, par 'inégalité de Jensen on obtient

H; (Dowih; (Dawy)) dXa, < mes(31) H; (m/z (Dowih; (Dowy)) le) ,

YA,

avec (,1) € {(n,1),(1,2)}.
De plus

/ [|th|2+|h1(ant)|2+|h2(Dth)|2}dZBa:/ [ Dywel” + |k (Dywy)
EBQ EBQ

Dywnf? + hy (Dywy)?] dSs, < (m= + M) / [ Duwihn (Dytwn) + Doy (Dowy)] dSin,
Spa

d’ot, il découle (3.5.3).

Par suite

/ [uel* 4+ 1V wi* + g (up)[* + 7y (Dow)* + by (Drwd)[*] dS1 < C [ [ugg (us)
31

31
1
mes (31)

H, (ﬁ@l) /E Dy (ant))d&) +H <m /Z (Dt (D) dEl)}
<mes (00 {5+ () 7 () 7 (e ) )

+D,wihy (Dywy) + Dywphy (Drwy)] d3y + mes (24) {g ( utg (ur) d21>

(3.5.4) < mes (X1) [kI +H] (F),
C
avec k = m et
F = [urg (ug) + hy (Dpwy) Dywy + ha (Drwy) Dyw,] d¥g
(3.5.5) 21

T
+/ [(brue , ue) g + (bawy ,wy)g) dt,
0

donc 'inégalité (3.5.1) devient
(3.5.6) BO)+ET+ | "B dt < Cr (B(0) (bI+H) (7).
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d’ou
(3.5.7) E(T) /Cr (E(0)) < [kI+H] (F),
comme, la fonction kI+H est monotone croissante, on peut écrire
[kI+H] ™ (E(T) /Cr (E(0))) < F =1/2[E(0) — E(T)] < E(0) = E(T),
ce qui donne
(3.5.8) P(E(T))+E(T) < E(0),

ou la fonction monotone P est définie dans la section 3.1. Ainsi, on a prouvé le lemme 3.16.

Lemme 3.16. Soit (u,w) une solution du probléme (P). Alors, il exriste une constante

T > 0 telle que
(3.5.9) P(E(T))+ E(T) < E(0),
ot la fonction monotone P est définie dans la section 3.1.

La conclusion finale du théoréme 3.1. découle de (3.5.9) et du lemme 1.3.

En effet, le lemme 3.16. donne
PEMI+T))+E(mT+T)<E(mT) pour m € N.
En appliquant le lemme 1.3. avec s, = E'(mT), on trouve
E(mT)<S(m),m=0,1,2..

prenons t = mT + 7 avec 0 < 7 < 1 (noter que E (t) est une fonction non croissante), on

obtient alors

E(t) < E(mT) ss<m>:s<t;7) §S<%—1> pour £ > T,

d’ou le résultat du théoréme 3.1. m
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Résultat complémentaire de
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4.1 Reégularité améliorée sans conditions supplémen-

taires

Rappelons que dans la preuve du lemme 3.14. dans la section 3.4 on a utilisé un résul-
tat d’unicité da a Isakov lequel, cependant, exige 'addition de régularité sur la solution
de (3.4.14), (3.4.18) et (3.4.10). L’objectif de cette section est d’établir la régularité de-
mandée. En effet, on doit monter que la solution de ce probléme aux limites visualise un
taux de régularité arbitraire. On commence ’analyse avec un simple cas d’un probléme
semi-dynamique qui consiste en un systéme d’équations données par (3.4.14) et (3.4.18)

(voir la preuve de la partie I du lemme 3.14.). Ainsi, on considére le probléme suivant :
(4.1.1) [T — 0A] by + boty + DA*0 = L (u, w,w) dans Q,

avec les conditions aux limites homogenes sur le bord I"

(4.1.2) Vw=0surI'y, Aw = D,Aw = 0 sur I'y,
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4.1. Régularité améliorée sans conditions supplémentaires

ou on a utilisé la notation
(4.1.3) L (u,w,w) =CN (u,w) H (w)+1/2C (Vo ® Vw) H (w)+1/2C (Vw @ V) H (w),
on sait a priori (voir (3.4.16)) que pour tout € > 0

ueC <0,T; [H?~¢ (Q)]2> ,we C(0,T; H*(Q)),

(4.1.4)
@ e C(0,T; H (Q)), @ € C(0,T; L2 (Q)).

Le premier résultat est donné par le lemme 4.1.

Lemme 4.1. Soit @ solution de (4.1.1) avec la régularité ci-dessus et les conditions aux

limites données dans (4.1.2). Alors,
(4.1.5) we C(0,T;H*(Q))NC* (0,T; H' (Q)).

Preuve. L’idée est d’utiliser I'estimation de Carleman donnée dans [35] appliquée a
I'équation (4.1.1). Cependant, pour faire cela, on a besoin de considérer une solution plus

réguliére que celle qui est donnée a priori. Ainsi, on prend une suite de données initiales
W0 € Hy (Q), 0,1 € Hy (),

telle que

(4.1.6) Wy — W (0) dans H' (Q), 10,1 — @ (0) dans L* ().

Le membre de droite L dans ’équation (4.1.1) satisfait a

(4.1.7) 1L (1,0, 0) g2y < C [y [l + 0]

En effet, soit ¢ € Hj () alors, on a d’une part

2
ICN (u,w) ¢|07Q <C <|U|W174(Q) + |w|wly4(g)) |¢|L4(Q)

(4.1.8) )
< C <|u|276,9 + |w|27eﬂ> |¢|17Q )

ol on a utilisé les injections de Sobolev
H>(Q) c W (Q), H (Q) c L*(Q), e < 1/2,

et de l'injection de Sobolev
HY 5 (Q) c WS (Q),
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4.1. Régularité améliorée sans conditions supplémentaires

on trouve
C(ViD @ V) Bloq < C ([lyasiay [0lwrsy ) 16l
(4.1.9) < Clwlyrsq) [wlwisg) [0l0 < Ol g lwliis o ldlg
<C |7I’|29 |w|2,Q |¢|1Q )
en utilisant (4.1.8) et (4.1.9) on obtient
(L (u, w, @), $)gq = (CN (u,w) H (1), $)gq +1/2(C (Vi @ Vw) H (w) ,$)y ¢
+1/2(C(Vw @ V) H (w) , )y q < [CN (u,w) ¢lo g [H (0)]gq
+1/21C (Vi @ Vw) ¢l [H (w)loq +1/21C (Vw @ V) ¢l o [H (w)]yq
< Clitlyg [(Iul-ca + 10F-0) + [0l 6l < Cldlyg [t o+ [wlg] 1910

en raison de la dualité, on trouve (4.1.7).
Avec cette régularité de L, on conclut par un argument de perturbation dans la théorie
des semi-groupes linéaires, que la solution correspondante au données initiales régularisée

notée par w,, (t), satisfait
(4.1.10) w, € HZ (), W, € Hy (Q),
(4.1.11) w, — w (t) dans H' (Q), w,; — w; (t) dans L?(9),

puisque le terme L (u,w,w,) € C (0,T; H~'(£2)), on est donc dans la position d’appliquer
I'estimation de Carleman (voir [35]) & 'équation (4.1.1) satisfaite par @,. Pour cela, on a

besoin d’introduire certaines notations. Soient ¢, v telles que
¢ (x) = o — zol* —c(t = T/2)°,

ou la constante ¢ est suffisamment petite (voir [35]), et ¢ une fonction réelle non négative

et non décroissante réguliére, avec les propriétés suivantes

(4.1.12) ¥ (0) =0, ¢ (z) > 0 pour x > 0,
(4.1.13) wlwk/w borné sur R™ pour & = 1,2,3.
On définit
2= (9).
On applique lestimation du théoréeme 2 de [35] (avec p = —1) on trouve

T
/ [|zewwn7t‘iﬂ + ‘zewwn‘;ﬂ} dt
0

T
(4.1.14) < C/T/O |ze™ L (u,wm?n)‘:ﬂ dt + M. (u, w,w,),
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4.1. Régularité améliorée sans conditions supplémentaires

ou la constante T peut étre arbitrairement grande, le terme M, (u,w,w,) est borné par la
régularité a priori de u, w et de plus dépend linéairement de la norme d’ordre inférieur de

w,, c¢’est-a-dire

T
(4.1.15) M, (u,w, By) < My /0 [mnﬁ@ + |wn,ty§’9} dt.

Le membre de droite dans (4.1.14) peut étre majoré comme suit

T
/ [|zeT¢’7fun7tﬁ ot |Z€T¢’Lbn|z Q} dt <
(4.1.16) 0 ’ ’
2 o |2 8
C/r [|w|L°°(O,T;H2(Q)) + |U|L°°(0,T;H2*E(Q))] /0 |ze d)wn}m(g) dt + My (u, w, @),

en prenant 7 suffisamment grand et en tenant compte de la régularité a priori (4.1.4) on

trouve
T 2 2
(4.1.17) /0 Dzeﬂz’ﬁ)n,s}m + ‘zewwn‘zg] ds < M, (u,w,y).
En effet, de (4.1.16) on a
T 2 2
/ [|2€T¢wn7t‘1 o t@=0C/7) ‘zewwn‘2ﬂ] dt < M, (u, w,w,),
O b )
pour 7 suffisamment grand (il suffit que 7 > C')
4 2 2
(1-C/ 7')/ [’zewﬁ}n,t}lﬂ + ‘zeT‘bIDn‘QQ] dt < M, (u,w, ),
0 I b

d’ou 'estimation (4.1.17).

Puisque v peut étre choisi tel que
ze™® > 1 dans [ty ,t:] C [0,7],

'inégalité (4.1.17) donne

t1
(4.1.18) / (1002 0+ V) dt < M (00,8,
t

0

Définissons
E, (t)

~ 2 ~ 2
|wn,t|1,9 + |wn|27Q 3

de (4.1.7) on a

t1 t1
[ bt i< e [ agd s [ o+ lolk)
(4.1.19) o o o

t1
~ 2 2 2 -
<C {/ |wn|2,Q dt} |:|U|L°°(O,T;H2*E(Q)) + |w|Loo(o,T;H2(Q))] + M; (u, w, W),
t

0
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4.1. Régularité améliorée sans conditions supplémentaires

en appliquant 1'égalité standard de I'énergie a ’équation (4.1.1) et en tenant compte des

inégalités (4.1.18) et (4.1.19) on obtient pour ty < s < ¢y
- 1

t1 - t ~
E, (t,) < CE, (s) +C/ |L (u,w,wn)|2717Q ds < CE, (s) —i—C’/ E, (t)dt +CM; (u,w,0,)
<

(4.1.20) CE, (s) + CM, (u,w,,).

L’intégration de I'inégalité par rapport a s sur [to, 1] donne
(4.1.21) (b — to) B (t2) < C / B (s) ds + CT M, (u, w, ),
0

de (4.1.18) et (4.1.21) on déduit

(4.1.22) B, (t1) < CrM, (u,w,1d,) .
Puisque le probléme est linéaire pour la variable @ et le terme M, (u,w, @,) dépend de la
norme inférieure estimée par w, (voir (4.1.15)), on applique le méme argument pour la suite

Wy, — Wy, Les inégalités (4.1.11) et (4.1.15) montrent que
(4.1.23) M. (u,w, W, — W) — 0.

Par le passage a la limite dans le membre de droite de (4.1.22) (le temps décrit par la dif-
férence entre deux solutions) et en tenant compte de (4.1.23), on conclut que (@, (t1) , Wn (1))
est une suite de Cauchy dans H? (Q)x H* (Q) et elle converge vers (w0 (t) , s (t1)). L’argument

standard des semi-groupes donne une régularité améliorée pour w

(4.1.24) W

C (0,T; H* (),
(4.1.25) Wy C

S
€ (O,T;HI(Q)).
D’ou le résultat du lemme 4.1. m

Pour appliquer le résultat d’unicité de Isakov dans le contexte de 1’équation (3.4.18), on
avait besoin de supposer une régularité suffisante sur les solutions ainsi sur les ” coefficients”
de I’équation, laquelle, dans notre cas revient a la régularité de u, w, puisque les fonctions
i, W ne sont rien d’autre qu'une dérivation par rapport au temps de u et w. Par conséquent

on obtient

(4.1.26) w, € C(0,T;H*(Q)), wy € C(0,T; H ().
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4.1. Régularité améliorée sans conditions supplémentaires

Afin d’obtenir la régularité complémentaire, on retourne aux équations originales satisfaites
par u, w (c’est-a-dire (3.4.7) —(3.4.9) ainsi (3.4.14)), on trouve

+ f(Vw)]] = 0 dans Q,
+ f (Vw)] Vw] dans @Q,

u=w = Vw =0 sur X,

div [C [ (u)
DA*w = —[I — §A] wyy — byw; + div [C [€ (u)

Cle(u) + f(Vw)|v =0 sur ¥,
D[Aw+ (1 — p) By w] =0 sur ¥y,
(4.1.27) D[D, Aw+ (1 — p) By w] =0 sur 4

Par un simple calcul et en accord avec le résultat du lemme 4.1. , on conclut que

(4.1.28) div[C[f (Vw)]] € C(0,T;H(Q)),
(4.1.29)  —[I = 6AJwy — bywy + div [C e (u) + f (Vw)] Vw] € C(0,T; H ().

En suite, de la régularité du probléeme biharmonique, on conclut de plus que
we C(0,T; H(Q)).

Par conséquent,
f(Vw) e C(0,T; H' (Q)),

Revenons & (4.1.27) on trouve

(4.1.30) div[C[f (Vw)]] € C(0,T;1%(Q)),
(4.1.31) —[I = 6A]wy — bywy + div [C [e (u) + f (Vw)] Vw] € C(0,T;H'(Q)),
de plus

f(Vw)lp, € C(0,T; HY/?(I')),
les conditions aux limites dans (4.1.27) donnent aussi
Cle(w)]|y, € C(0,T; H/?(I)).

On est maintenant dans la position d’appliquer I'estimation d’ellipticité au probléme (4.1.27)

pour obtenir aussi
(4.1.32) =xe; (O,T; [H? (Q)}Z), w e C (0,T; H* (9)).

La dérivation par rapport au temps de 1’équation (4.1.1) et I'utilisation des mémes arguments
meénent a la conclusion que

u, w, U, W € € (Q).

Ainsi on a obtenu le théoréme 4.2.
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4.2. Régularité améliorée avec conditions supplémentaires

Théoréme 4.2. Soit (u,w) une solution faible du systéme (3.4.7), (3.4.8) avec les condi-
tions aux limites (3.4.9) et tel que uy =0 dans Q. Alors

u, w € € (Q).

Ceci donne la régularité améliorée des coefficients et solutions de 1’équation (3.4.18),
laquelle & son tour, justifie ’application, dans la section 3.4, du Théoréme 3 de Isakov dans
[16]. Par le Théoréeme 3 dans [16], on déduit que la solution de (3.4.18) est identiquement

nulle, ce qui preuve le Corollaire 4.1.

Corollaire 4.1. Soit (u,w) une solution faible du systéeme (3.4.7), (3.4.8) avec les condi-
tions aux limites (3.4.9) et tel que uy =0 dans Q). Alors

u,w =0 dans Q).

4.2 Reégularité améliorée avec conditions supplémen-

taires

On considére maintenant le cas le plus difficile, quand la propriété d’unicité de Isakov est
employée dans le contexte de la preuve du lemme 3.14. sous la supposition de la Partie II.
L’application du résultat de Isakov exige que les solutions et les coefficients du systéme
dynamique complet (3.4.10) soient suffisamment réguliéres. Sous ’hypothése de la Partie II,
ona F, < M, qui améne aux solutions limites, avec une régularité progressivement améliorée
(voir [24]). Cela doit dire, que dans 1’équation (3.4.18) "les coefficients” u, w sont dans
C <0, T;[H (Q)]2 x H?*te (Q)), ou le parameétre o peut étre pris arbitrairement petit.
Le but est de montrer que cette amélioration progressive des données initiales, implique que
la solution du probléme (3.4.10) avec des conditions aux limites nulles est € (Q). Ainsi, on
est ramené & considérer le probléme suivant : soit (u,w) une solution faible correspondante
au systeéme original avec une régularité complémentaire indiquée ci-dessous, c’est-a-dire on
suppose

Hypothése 3.
(4.2.1) weC (O,T; [H e (Q)}Z), w € C (0,T; H* ().
On considere le systéme suivant (voir (3.4.10))

Ugt + b1ty — div [C [e (@)]] = Ly (w0, w) dans @,
(422) [I — (SA] wtt + bgwt + DA2'II) = L2 (ﬂ, u, u?, U)) dans Q,
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4.2. Régularité améliorée avec conditions supplémentaires

avec les conditions aux limites homogenes sur I'
u=Vw=0sur 'y Aw = D,Aw = 0 sur 'y,
ol on a utilisé les notations

(4.2.3) Ly (@, w) = 1/2div [C [V @ Vw]] 4 1/2div [C [Vw ® V],

Ly (@, u, w,w) = div [C[e (@)] Vw + C [e (u)] Vo + 1/2C [V @ Vw]| Vw
(4.2.4) 11/2C [Vw ® V] Vo + Cf (Vo) Vi) .

Le résultat est donné par le lemme 4.3.

Lemme 4.3. Sous l’hypothése 3, une solution (t,w) du probléme (4.2.2) avec les conditions

auz limites nulles

Vi=0,Vu =0, Aw = D,Aw =0 sur Iy
et telle que a priori (u,w) € C (O,T; [L% () x H! (Q)), satisfait
(4.2.5) (@,@) € C (o,T; [H ()] x H? (Q)) n et <0,T; (22 ()] x H* (Q)).

Preuve. Comme auparavant, I'idée est d’utiliser I’estimation de Carleman appliquée au
probléme "régularisé”, c’est-a-dire, avec des conditions initiales réguliéres telle que (4.1.6)

est vérifiée et de plus

(4.2.6) T € [HE ()], @iy € [L2 ()],
(4.2.7) fino — @(0) dans [L2(Q)]?, @ipy — @ (0) dans [H~(Q)]%.

Dans ce cas, la solution correspondante (,, ,), satisfait (4.1.10), (4.1.11) de plus

(4.2.8) iy (t) € [H ()], tin e (t) € [L2 Q)
(4.2.9) iy (1) — @ (t) dans [L2 (Q)]?, fny (t) — @ (t) dans [H* (Q))°.

Avec la régularité améliorée pour les solutions régularisées, en tenant compte de

I’hypothése 3, on vérifie facilement que
Ly (w,d,) € C(0,T; L* () , Lo (u, G, w,0,) € C (0,75 H ().

La régularité ci-dessus permet d’appliquer I’estimation de Carleman donnée dans [35]. En

effet, le Théoreme 2 de [35], appliqué séparément a la plaque de Kirchhoff (4.2.2) et aussi au
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4.2. Régularité améliorée avec conditions supplémentaires

systeéme d’élasticité, donnent les inégalités suivantes pour toute constante 7 suffisamment

grande
g 2 2
/ Dzef‘z’ﬂn,tlojﬂ + }zewﬂn}m] dt
. 0
(4.2.10) < C’/T/ |2€7? Ly (0, w)‘z o ds + My (u, w, @iy, W),
0 k)
T 2 2
/ [‘zewuﬁm}l qt ‘zewwn‘zﬂ] dt
T 0 ’ 7
(4.2.11) < C/T/O 267 Ly (u, w, Ty, @Dn)}ilg dt + M. (u, w, Uy, Wy,),

ou le terme M, (u,w,u,,w,) est borné par la régularité a priori des solutions (u,w) et

(u,w,). Plus précisément
T
(1.2.12) My (0, 00) < Mo [ (1l [0l 0] .
0 ?
L’estimation des termes du membre de droite des inégalités (4.2.10) et (4.2.11) donne

T
/o Dze unt‘09+|ze un}m} dt

(4.2.13) o 2 o
< O/T {/O {ZeT(bw"{Q,Q dt} |w|L°°(0,T;H2+E(Q)) + M (u,w,un,wn),

T T
/0 Uze wm|1Q + }ze wn}Qﬂ] dt < C/T/O Dzeﬂf’e () Vw}i’ﬂ + ‘zewe (u) V?fun}i’g

1 267 (Vi © Vo) Va2, + |27 (Vo ® V) vwn|§,g} dt + M, (u, w, Gin, )

T
o |2 o |2 2
<C/t {/0 [{ze ¢un|17Q + }26 (bw“}zﬂ] dt} |w|L°°(0,T;H2+E(Q))

T
rb~ |2 2 ~ ~
+ {/ |ze ﬁf’wn|27Q dt} ’u|L°°(0,T;H1+E(Q)) + M. (u, w, Uy, W)
0

(4.2.14)

En combinant (4.2.13) et (4.2.14) on obtient
T 2 2
/ Dze unt|09—l—}ze un‘m%—‘zewwn,t}m+‘zewwn‘29] dt
0 b b
T
(4.2.15) < Cu,w/T/ [\zew@n\zg + |zewanﬁﬂ] dt + M, (u,w, Gy, 0y,).
0 b b
Prenons la constante 7 suffisamment grande on trouve
T 2 2 2 2
(4.2.16) / [|zeT¢€Lm ‘0 Q—i—|267¢"&n}1 Q—l—‘zewwn,t}l ot ‘zemwnb Q] dt< M, (u, w, Uy, Wy,).
0 b b b b
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4.2. Régularité améliorée avec conditions supplémentaires

Puisque 1 peut étre choisit tel que
2™ > 1dans [ty ,t,] C [0,T],

donc l'inégalité (4.2.16) donne

t1
(4.2.17) / [|an,t|§7Q +|in]} g + [n il g + Bl 0| dt < CM, (u,w, @, ).
to

Par suite, définissons
~ _ i~ 2 - 2 . 2 ~ 2
En (t) = ltne (O)]o,0 + [tn @)1 g + [0n (D) o + [0n ()50 -

et notons que
t1 9 9
(4218) / |:’L1 (w> [Un>|079 + |L2 (U, w, ﬂna [Un>|71’ﬂ] dt

t1
2 -2 2 2 o
SC/ [|Un|1,g+ |wn|2,9] dt [|w|L°°(O,T;H2+5(Q)) + |U|L°°(0,T;H1+€(Q))} + M- (U, w, T, Wy),

alors, appliquons I’égalité de I’énergie a 1’équation (4.2.2), en tenant compte de 'inégalité
(4.2.18) on obtient pour tout tg < s < t;

~ tl

By () < Oy (s)+C / 1L (02 B + | Lo (0,8, )y o]

V)

t1 _
(4.2.19) < CE, (8) + C M, (u, w, i, 1) + Co / B, (1) dt

t1
< CE, (s) + CM, (u, w, iy, W) 4+ Cyy / E, (t)dt.

to

L’intégration de I'inégalité par rapport a s sur [to, 1] donne

t1 _ t1 _
(4.2.20)  (t1—to) By (1) < C / By (s)ds + CT | M, (u,w, i, ) + / £, (t)dt}
to

to

Par (4.2.17), (4.2.20) on conclut que

(4.2.21) By (1) < CrM, (u,w, i, @) -

On applique le méme argument pour les suites u,, — t,,, W, — W,,, en tenant compte des
inégalités (4.2.9), (4.1.11) et (4.2.12) on conclut que

M. (u, w, Uy, — Uy Wy, — Wyy) — 0.
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4.2. Régularité améliorée avec conditions supplémentaires

donc  (Gp (t1),Uns (t1), Wy (t1) ,Wnt (t1)) est  une suite de  Cauchy  dans
[H (Q))* x [L2 (Q))* x H2(Q) x H (), et elle converge vers (i (t1) @ (t1) 0 (t1) , @y (t1)).

[’argument des semi-groupes donne une régularité améliorée pour u, w

(4.2.22) i e C (O,T; [H' (Q)]2> e C(0,T; H (Q)),
(4.2.23) i € C (0, T [L? (Q)]2> L, € C(0,T; H' (Q)).

D’ou le résultat du lemme 4.3. =

Pour appliquer le résultat d’unicité de Isakov dans le contexte de I’équation (3.4.10),
on avait besoin de supposer une régularité suffisante sur les solutions ainsi que sur les
”coefficients” de I’équation, laquelle, dans notre cas revient a la régularité de u, w puisque

les fonctions @, w sont rien qu’une dérivation par rapport au temps de u et w. Par conséquent

on obtient
(4.2.24) w € C (o, T [H (Q)f), w, € C (0,T; H (),
(4.2.25) uy € C (O,T; % (Q)]2), wy € C (0,T; H' (02)).

Afin d’obtenir la régularité complémentaire, on retourne aux équations originales satisfaites

par u, w (c’est-a-dire (3.4.7) —(3.4.9)), on trouve

div [C [e (u)]] = uy + byuy — div [C [f (Vw)]] dans @,

DA?w = — [I — §A] wyy — byw; + div [C e (v) + f (Vw)] Vw] dans Q,
u=w = Vw =0 sur X,

Cle(u) + f (Vw)]v =0 sur Xy,

D[Aw+ (1 — p) By w] =0 sur X,

D[D, Aw+ (1 — p) By w] = 0 sur 3.

(4.2.26)

Par un simple calcul et en accord avec le résultat du lemme 4.3. , on conclut que
(4.2.27) U + by — div [C[f (Vw)]] € C (o, T [H (Q)]2>,
(4.2.28) —[I — 6AJwy — bowy + div [C [e (u) + f (Vw)] Vw] € C(0,T; H17¢(Q)).
En suite, de la régularité du probléme biharmonique, on conclut de plus que

we C(0,T; H(Q)).

Par conséquent,

f(Vw) € C (0,T; H (),
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4.2. Régularité améliorée avec conditions supplémentaires

En revenant a (4.2.26) on trouve

(4.2.29) ug + byug — div [C [f (Vw)]] € C(0,T; L* (Q)),
(4.2.30)  —[I — 6A]wy — bywy + div [C [e (u) + f (Vw)] Vw] € C (0, T; H1(Q)),
de plus

f(Vw)lp, € C(0,T; H/?(I'y)).
Les conditions aux limites dans (4.2.26) donnent aussi
Cle ()], € C(0,T; H'/? (T1)).

On est maintenant dans la position d’appliquer ’estimation d’ellipticité au probléme (4.2.26),

ce qui montre que
(4.2.31) we O (0,75 [H (Q)°), we C (0,75 5 (1),

La dérivation par rapport au temps de 'équation (4.2.2) et I'utilisation du méme raison-
nement méne a la conclusion
u, w, U, W € € (Q).

Ainsi, on a obtenu le théoréme 4.4.

Théoréme 4.4. Soit (u,w) une solution faible du systéme (3.4.7), (3.4.8) avec les condi-

tions aux limites (3.4.9) et telle que

|U (t)|1+o¢,ﬂ + |U) (t)|2+oz,ﬂ < o0,
ol o peut étre pris arbitrairement petit. Alors
u, w e C>(Q).

Ceci donne la régularité améliorée des coefficients et solutions de 1’équation (3.4.10).
Laquelle & son tour, justifie 'application du Théoréme 3 de [16] dans le contexte de la
preuve de la partie IT du lemme 3.14. Par le Théoréme 3 de [16], on déduit que la solution

de (3.4.10) est identiquement nulle, ce qui preuve le Corollaire 4.2.

Corollaire 4.2. Sous les hypothéses du théoréme 4.4. on a

u,w =0 dans Q.

101



Conclusion et perspectives

Le probléme abordé dans ce mémoire, est le systeme d’élasticité dynamique non linéaire,
décrit par les équations de Von Karman. Dont nous avons abordé, dans un premier lieu, les
questions d’existence, d’unicité et de régularité des solutions, et ensuite, nous nous sommes
intéressé au probléme de stabilisation frontiére.

Les résultats principaux sont annoncés par la proposition 2.1 et le théoreme 3.1, ceux

qui ouvrent le champ & plusieurs questions, dont on mentionnera en particulier :

1. Peut on expliciter le taux de décroissance de I’énergie annoncé par le théoréeme 3.1 7

2. Dans la deuxiéme partie de théoréeme 3.1 on a exigé une régularité supplémentaire
sur les données initiales, cette condition de régularité est elle nécessaire pour que le

résultat de stabilité ait lieu?

3. L’unicité des solutions faibles pour une dissipation frontiére non linéaire reste toujours
ouverte (voir I. Lasiecka [21, bp. 69] e¢ H. Koch and I. Lasiecka
[17, p. 206]).
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Résumé

On considére le systéme d’élasticité dynamique non linéaire, décrit par les équations de
Von Karman, I'une des équations fondamentales de la physique mathématique. Beaucoup
de phénomeénes physiques reliés a la théorie des oscillations, sont décrits par le modele
d’élasticité dynamique : propagation d’ondes, oscillations et vibrations des membranes,
plaques, coques, etc., sont présentées par le systeme d’élasticité non linéaire. En utilisant
la méthode des multiplicateurs et des techniques d’analyse micro-locale, on étudie les prob-
lemes d’existence, d’unicité et de régularité des solutions, ensuite, on s’intéresse a la théorie

de la stabilisation frontiére.

Mots-clés : Systéme complet de Von Karman, élasticité non linéaire, plaques, ondes,

stabilisation frontiére.

Abstract

We consider dynamic systems of nonlinear elasticity, described by Von Karman equations,
one of the fundamental equations in mathematical physics. Many physical phenomena
related to oscillation theory are described by dynamic elastic models: propagation of waves,
oscillations and vibrations of membranes, plates, shells, etc. are governed by nonlinear
elastic systems. By used multipliers method and microlocal analysis techniques, we study
the problems of existence, uniqueness and regularity of solutions, next, we see the boundary

stabilization theory.

Key Words: Full Von Karman system, nonlinear elasticity, plates, waves, boundary

stabilization.
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