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CHAPITRE

1

INTRODUCTION

Les problémes des suites & somme nulle font partie de la combinatoire additive, égale-
ment appelée combinatoire arithmétique, qui est une branche active des mathématiques,
a la croisée de la théorie des nombres et de la combinatoire. Au coeur de la combinatoire
additive se trouvent I’étude de la structure additive des ensembles et de suites, souvent
formulés sur des groupes abéliens. L'un des problémes centraux de cette théorie consiste
a déterminer le plus petit entier k, tel que toute suite de k£ éléments du groupe contienne
une sous-suite & somme nulle, c’est-a-dire que la somme de tous les éléments de la sous-
suite est égale a zéro. Cet entier est connu sous le nom de la constante de Davenport. Ce
dernier a suscité de nombreuses recherches scientifiques ot des résultats significatifs ont
été obtenus.

Dans le cadre de cette thése, nous plongeons au cceur des problémes liés aux suites a
somme nulle, qu’elles soient de nature classique ou pondérée. Les suites classiques sont
celles ol chaque élément contribue de maniére égale a la somme totale, tandis que les suites
pondérées introduisent des coefficients spécifiques pour chaque élément, ce qui permet
d’étudier des situations plus complexes et variées. Notre champ d’étude est spécifiquement
centré sur 'analyse des suites qui présentent la remarquable propriété d’avoir une somme
totale égale & zéro (suites & somme nulle), qui évoluent au sein des groupes abéliens,
notamment ceux qui sont de nature finie.

Le choix de nous concentrer sur les groupes abéliens finis repose sur deux motivations.
La premiére est liée aux applications arithmétiques, ot ces groupes jouent un roéle central
dans la résolution de ces problémes. La seconde est la longue tradition de recherche dans
ce domaine, qui nous permet de nous appuyer sur des résultats antérieurs, tout en visant
a apporter de nouvelles contributions originales.

Cette thématique jouit désormais d’une tradition solidement établie dans le domaine
mathématique, voir, par exemple [16], [21, Chapitres 5 et 6], |28, Partie 2|, [50, Chapitre
9.

Nous rappelons qu’une collection d’éléments g . . . g d'un groupe abélien fini (G, +, 0g)
est dite de somme nulle si la somme de tous ces éléments est 1’élément neutre du groupe,
c’est-a-dire si g1 + --- + g = Og. Si tous les éléments g; sont distincts, on parle alors
d’un ensemble & somme nulle. Et si on admet des répétitions des éléments, on parle alors

d’une suite a somme nulle. Cependant, on ne tient généralement pas compte de 'ordre



des éléments de la suite et, formellement, les suites dans notre contexte sont des élé-
ments du monoide abélien libre sur GG. Nous renvoyons aux préliminaires, voir le Chapitre
3 pour plus de détails. En plus de I'étude des constantes a somme nulle telles que la
constante d’Erdés—Ginzburg—Ziv et la constante de Davenport, des efforts considérables
ont été consacrés a 1’étude de 'arithmétique des monoides de suites a somme nulle sur les
groupes abéliens, principalement sur les groupes abéliens finis. LL'une des principales rai-
sons est qu’ils représentent une classe importante de monoides auxiliaires dans la théorie
de la factorisation, voir, par exemple [17, 18, 21|. Tout monoide de Krull, en particu-
lier le monoide multiplicatif de tout domaine de Dedekind admet un homomorphisme de
transfert vers un monoide de suites a somme nulle. Une autre raison est qu’il s’agit de
monoides faciles & définir, mais qui présentent des phénoménes riches en ce qui concerne
leur arithmétique. Ces derniéres années, 1’étude des « problémes & somme nulle » a été
élargie par l'introduction de « poids ». Intuitivement, cela signifie qu’au lieu de consi-
dérer simplement la somme des éléments, on permet d’attribuer des poids aux éléments.
Par exemple, en autorisant les poids de ’ensemble {1, 3}, on considére des sommes de la
forme suivante 2221 w;g; ou w; € {1, 3}, c’est-a-dire que l'on peut attribuer un « poids »
différent a certains éléments en choisissant que w; soit égal & 3 plutot qu’a 1.

Bien entendu, dans un groupe abélien fini, le terme « poids » doit étre compris au
sens figuré. Mais nous nous rappelons qu’un premier exemple de probléme a somme nulle
est né de la question de l'existence de points dans un réseau entier (un réseau dont les
¢léments sont des entiers relatifs) dont le point de barycentre est & nouveau un point du
réseau [32|, et dans ce contexte, I'idée d’attribuer des poids différents aux points aurait
un sens plus littéral du terme.

Il se trouve que pour certaines applications, une notion plus générale de « poids »
est pertinente. La généralisation devient intuitive lorsqu’on interpréte pour un entier w
la notion de « multiplication par w » comme un endomorphisme du groupe abélien G.
L’idée d’autoriser tout endomorphisme de G comme « poids », plutot que seulement ceux
induits par la multiplication par un entier, devient alors trés naturelle. Des généralisations
de la notion de « poids » allant au-dela sont possibles et apparaissent dans la littérature,
mais nous ne les étudierons pas dans le présent document, voir [54] et [28, Chapitre 16].

Cette généralisation, qui introduit des poids, a re¢u un intérét considérable, voir, par
exemple, [1, 2|. Ces recherches se sont toutefois concentrées sur 1'étude des constantes
a somme nulle. Dans cette thése, nous commencons une étude des monoides de suites
sur des groupes abéliens finis qui admettent des sommes nulles avec des poids. Pour une
définition précise, voir le chapitre 3.

Apreés avoir collecté les principales définitions, nous étudions les propriétés algébriques
de base de ces monoides. Ensuite, nous étudions en détail certains invariants arithmétiques
classiques pour ces monoides, a savoir les élasticités, voir, par exemple [3, 14, 19, 33] et

les unions d’ensembles de longueurs, voir, par exemple [13, 15].
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Il s’avere que ces recherches présentent des similitudes avec celles de 'arithmétique
des suites de produit un (produit égal & un) sur les groupes non abéliens, voir [20, 42].
Nous terminons en montrant que nos résultats ne sont pas seulement une généralisation
naturelle de résultats existants, mais qu’ils ont aussi des applications réelles. Nous donnons
une application arithmétique dans le Chapitre 8, en En démontrant que ces monoides
apparaissent lors de l'étude des monoides des normes des entiers algébriques. Un lien
étroitement lié apparait déja dans [30] et plus implicitement dans [41, Section 9.2]. Il est
important de souligner que tous les détails et résultats de ces études sont disponibles dans
'article [8], qui constitue l'article principal de cette thése et a été rédigé en collaboration
avec Kamil Merito, Oscar Ordaz, Wolfgang A. Schmid et moi-méme. En particulier, les
chapitres 4 & 8 de cette thése s’inspirent directement de cet article, chacun développant
ou traduisant certains de ses résultats.

Enfin, nous concluons en présentant des résultats concernant le nombre de suites a
somme nulle minimales dans un groupe abélien fini, en nous appuyant sur les résultats

obtenus pour toutes les suites.

Motivation

Dans Z tout élément non nul admet "une décomposition unique" en nombres premiers.
Soit K, un corps de nombres et soit O, ’anneau d’entiers algébriques. Alors tout élément
admet une décomposition en éléments irréductibles.

Cependant, il se peut que cette factorisation ne soit plus unique, ce qui suscite un
intérét pour comprendre l'origine de ce phénoméne. Afin de 'expliquer, 'idée de groupe
de classes d’idéaux a été introduite (et méme, avant cela, la notion d’idéal). Ceci étaient
des problémes centraux de la théorie des nombres algébriques du 19e siecle. La réponse
trouvée est que O factoriel (factorisation unique) équivaut & O principal (tout idéal
est un idéal principal) ce qui revient a dire que Cl(Ok), le groupe de classes est d’ordre
1.

En 1960, Carlitz a démontré que Ok est « demi-factoriel », ce qui est équivalent au
# Cl(Ok) < 2. Rappelons que « demi-factoriel » signifie que tout élément possede la
propriété que chacune de ses factorisations en élément irréductible a le méme nombre de
facteurs.

Un autre phénomeéne arithmétique a donc été classifié par le groupe de classes. En-
suite, Narkiewicz s’est posé la question : comment pourrait-on caractériser les groupes de
classes par des propriétés arithmétiques dans le cas général. Cette question a stimulé une
multitude de travaux visant a comprendre I'arithmétique de Ok en fonction de CI(K).
Pour cela, de nombreuses constantes et quantités ont été introduites, telles que ’ensemble

de longueurs, ’élasticité, le degré de chainage, I’ensemble de distances, etc. En particulier,



les chercheurs ont remarqué que pour Ok, beaucoup de ces constantes peuvent étre étu-
diées plus efficacement en considérant le monoide de suites & somme nulle sur le groupe
de classes.

Il existe un homomorphisme de monoide §: O} — B(Cl(Ok)) qui préserve certaines
de ces constantes. On a p(Ok) = p(B(Cl(Ok)) et ¢(Ok) = c(B(Cl(Ok)).

La méme approche fonctionne pour tout monoide de Krull, en particulier pour n’im-
porte quel anneau de Dedekind. Etant donné que n’importe quel groupe abélien peut
étre isomorphe a un groupe de classes d'un anneau de Dedekind, d’oi1 on peut étudier le
probléme d’une maniére abstraite comme suit.

On considére B(G) pour (G,+) groupe abélien fini. Déterminer les propriétés de
B(Cl(Ox) est, d'une certaine maniére, équivalent a déterminer les constantes arithmé-
tiques de Og. Nous étudions des problémes de suites & somme nulle pour classifier les
phénomeénes arithmétiques observés dans Ok pour K, corps de nombres. Il est courant
de considérer aussi des problémes de suites a somme nulle avec des poids, principalement
pour la constante de Davenport, Harborth, etc. Pour l'instant, on n’a pas étudié cette
question avec des poids. Ceci est peut-étre dii au fait qu’il n’y avait pas de motivations
arithmétiques. Dans cette thése, nous présentons une étude systématique de ce type de

questions et nous donnons également une application arithmétique, voir le Chapitre 8.
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NOTATIONS

— N : 'ensemble des entiers strictement positifs.
— Np=NU {0} : I'ensemble des entiers positifs.
— Pour a et b des nombres réels, on note par [a,b] = {x € Z: a < x < b} : I'intervalle
des nombres entiers.
— Pour c e N :
Ns.=N\[1,c — 1] = ¢+ Ny.

— Pour x € R, on note :

|z] : le plus grand entier inferieur ou égal a «

[z] : le plus petit entier superieur ou ou égal a .

— (G, +,0) : le groupe abélien fini d’élément neutre égal a 0.

— (), : le groupe cyclique d’ordre n.

— r(G) : le rang de groupe G.

— #G ou |G| : Pordre de groupe G.

— exp(G) : exposant de G.

— G|[d] : la d-torsion de G.

— = la fonction de Mdbius.

— (eq,...,es) : une base de G.

— A+ B : I'ensemble somme de Minkowski des sous-ensembles A et B de G.

— H : un monoide commutatif et simplifiable.

— H* : I'ensemble des éléments inversibles de H.

— Hyeq = H/H* : le monoide réduit associé a H.

— A(H) : I'ensemble des atomes de H, qui, dans le cas ou H est un monoide com-
mutatif et simplifiable, coincide avec I’ensemble des éléments irréductibles.

— P(H) : I'ensemble des éléments premiers de H.

— F(P) : le monoide abélien libre sur P.

— |S| = ¢ : la longueur de la suite S.

— 0(S) : la somme de la suite S.

— B(G) : 'ensemble de toutes les suites a somme nulle.

— Z(H)=F(A(Hzea)) : le monoide des factorisations de H.



— Zy(a) = 75 (aH*), a € H : 'ensemble des factorisations de a dans H.
— |z| : la longueur de la factorisation z.

— Ly(a) : ensemble des longueurs de a dans H.

— L(H) : le systéme des ensembles de longueurs de H.

— ) : un ensemble de poids.

— = : 'ensemble des poids {+idg, —idg}.

(
(

(G) : 'ensemle des suites & somme nulle minimales.

— 0q(5) : 'ensemble de toutes les sommes (2-pondérées de S.

|
Q

+(5) : Pensemle des sommes +-pondérées de S.

|
O

(@) : la constante de Davenport classique.
+(G) : Vensemble des suites S tel que 0 € o4 (.5).
— A(B+(GQ)) : I'ensemble des atomes de monoide B4 (G).
— D(B4(G)) : la constante arithmétique de Davenport +-pondérée.

|
o3

— K : un corps de nombres galoisien.

— I' = Gal(K/Q) : le groupe de Galois de K.

— O : l'anneau d’entiers de K.

— Pk : I'ensemble des idéaux premiers non nuls.

— Ik = F(Pk) : le monoide abélien libre des idéaux non nuls de Ok.
— Hg : le sous-monoide des idéaux principaux non nuls.

— N : la norme absolue.

— [P C N : 'ensemble des nombres premiers.

— Pour p € P, P, € Pk : un idéal premier qui contient p.
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PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous posons les bases nécessaires pour la compréhension approfon-
die des concepts qui seront explorés tout au long de notre étude. Nous commencons par
rappeler les fondements de la théorie des groupes, une branche fondamentale des mathé-
matiques. Cette théorie examine la structure et les propriétés des ensembles munis d’une
opération binaire qui satisfait des propriétés spécifiques, telles que 'associativité et ’exis-
tence de I'élément neutre. Nous présentons également les concepts clés liés aux groupes,
tels que le rang, l'ordre et I'exposant d’un groupe, en les illustrant par des exemples
concrets pour faciliter la compréhension.

Nous poursuivons en introduisant la notion de monoide, une structure algébrique
moins contraignante que les groupes, mais néanmoins importante dans notre étude. Les
monoides sont des ensembles munis d’une opération binaire associative et d'un élément
neutre. A la différence des groupes, ils ne nécessitent pas d’inverses pour chaque élément.
Cette généralisation nous permettra d’explorer plus en profondeur les suites & sommes
nulles.

En parlant de suites & sommes nulles, nous abordons un aspect crucial de notre these.
Nous discutons de la constante de Davenport, un concept clé dans la théorie des suites a
sommes nulles. Cette constante est liée a la plus petite valeur k telle que toute suite de
k éléments d'un groupe abélien contienne une sous-suite dont la somme des termes est
nulle. Comprendre cette constante constitue une grande importance pour notre recherche,
car elle représente I'un des problémes centraux de la combinatoire additive.

Enfin, nous cléturons ce chapitre en explorant les notions de factorisation non unique.
Ce concept joue une grande importance dans divers domaines mathématiques, en parti-
culier en théorie des nombres et en algébre. Il s’agit de la possibilité de décomposer un
nombre ou un élément d’'un anneau de différentes maniéres en facteurs premiers. Cette
notion de non-unicité de la factorisation aura des implications intéressantes dans notre
étude des suites & sommes nulles.

En résumé, ce chapitre constitue la premiére étape de notre exploration en fournissant
les bases essentielles pour la suite de notre travail. Nous établirons ainsi une fondation
solide pour aborder plus en détail les problémes liés aux suites a sommes nulles et a la

factorisation non unique dans les chapitres ultérieurs.
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3.1 Théorie des groupes

Dans cette section, nous allons revoir les principes fondamentaux de la théorie des
groupes, qui serviront de base a notre analyse par la suite. Il est important de noter
que, tout au long de notre étude, nous adopterons la convention d’écrire tous les groupes
abéliens sous forme additive et que nous nous intéressons a des groupes de cardinalité

finie.
Définition 1. (Groupe abélien) Soient G' un ensemble et + une loi de composition interne
sur G. On dit que (G, +) est un groupe lorsque les conditions suivantes sont vérifiées :

. La loi + est associative : V(x,y,2) € G3, (x +y) +z =2+ (y + 2).

. La loi + admet un élément neutre : 40 € G,Vx € G,x + 05 = x et 0g + = = x.

. Tout élément de G admet un élément symétrique pour la loi + : Vo € G,3(—x) €
G,z + (—z) =0g et (—x) + 2 = 0g.

De plus, si la loi 4+ est commutative, autrement dit :
V(z,y) e GCa+y=y+ua

alors le groupe est dit abélien.

Définition 2. (Sous-groupe) Soient (G, +) un groupe et H une partie de G. On dit que

H est un sous-groupe de (G, +) si les conditions suivantes sont vérifiées :
L H 4.
. H est stable par la loi + : V(z,y) € H*,x +y € H.

. H est stable par passage au symétrique pour la loi + : Vo € H,—x € H.

3.1.1 Morphisme de groupes

Rappelons dans cette partie quelques notions fondamentales sur les morphismes de
groupes. Il s’agit d’applications entre groupes qui respectent la loi de composition. Nous
aborderons en particulier les homomorphismes, les isomorphismes et les automorphismes,

qui jouent un role central dans I’étude des structures algébriques.

Définition 3. (Morphisme de groupes) Soit (G,+) et (H,{) deux groupes, et f une
application de G dans H. On dit que f est un morphisme de groupes de (G,+) dans
(H,0) si:V(z,y) € G? flz+y) = f(2)0f(y).
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Remarque 4. - On appelle aussi homomorphisme de groupes tout morphisme de

groupe.
- On note Hom(G, H) l’ensemble des morphismes d’un groupe G dans un groupe H.
- On appelle endomorphisme de groupe tout morphisme d’un groupe G.
- On note End(G) lensemble des endomorphismes d’un groupe G.
Définition 5. (Isomorphisme) Soit G et H deux groupes. Une application f de G dans
H est un isomorphisme de groupe si f € Hom(G, H) et s’il existe g € Hom(G, H) tel que
gof=Idget fog=Idyg.
Proposition 6. Soient deux groupes G et H.

1. St f est une application de G dans H, alors : f est un isomorphisme de groupe si

et seulement si f € Hom(G, H) et f est bijective.
2. f un isomorphisme de G sur H implique que f~1 est un isomorphisme de H sur

G.

Définition 7. S’il existe un isomorphisme d’un groupe G sur un groupe H, on dit que G

et H sont des groupes isomorphes, et on écrit : G ~ H.

Définition 8. (Automorphisme) Soit G un groupe. Un isomorphisme de G sur lui méme
est appelé automorphisme du groupe G. L’ensemble des automorphismes d’un groupe G
est noté Aut(G).

Définition 9. (Somme directe)
La somme directe de deux groupes abéliens G et F', notée G @ F, est un groupe dont
les éléments sont des couples ordonnés (g, f), ou g € G et f € F. L'opération de groupe

sur ces couples est définie composante par composante, c’est-a-dire :

(91, f1) + (92, f2) = (91 +c g2, f1 +F f2)-
pour tous (g1, f1), (92, f2) € G @ F, ou + représente 'opération de groupe sur G et F.

Propriété 10.

- L’opération + munit G @ F' d’une structure de groupe abélien.

- L’élément neutre est le couple (0Og, Op).

- L’opposé de (g, f) est le couple (—ga, — fr)-

Remarque 11. A partir de la somme de deux groupes et par récurrence, on peut définir

la somme directe de k groupes pour tout k > 2.



12 3.1. THEORIE DES GROUPES

Remarque 12. Nous discutons bricvement la distinction entre les groupes de classes de
congruences et les groupes cycliques abstraits.

La notation C,, désigne un groupe cyclique d’ordre n, c’est-a-dire un groupe abélien
engendré par un seul élément. Dans notre contexte nous utilisons la notation additive.

Rappelons que Z/nZ est I’ensemble des classes de congruences modulo n qui forme un
groupe par rapport a l'addition induite par l'opération sur les entiers relatifs. Ce groupe
est engendré par la classe de 1. Il s’agit notamment d’un groupe cyclique d’ordre n.

Tout groupe cyclique C,, = (g) est isomorphe au groupe (Z/nZ,+). A savoir lapplica-

tion :

. Z/nZ — C,
k+nZ —g+---+g
-
k fois
est un isomorphisme.

Il en découle que tous les groupes cycliques d’ordre n sont isomorphes. Toutefois l’iso-
morphisme n’est pas canonique puisque un groupe cyclique a priori n’a pas d’élément
générateur distingué, contrairement a Z/nZ pour lequel la classe de 1 se distingue par ses
propriétés multiplicatives.

Autrement dit, sur C,, a priori il n’y a aucune opération multiplicative.

Théoréme 13. (Kronecker (1870)) (Théoréme fondamental des groupes abéliens finis).
Soit G un groupe commutatif fini non trivial. 1l existe un unique ensemble d’entiers positifs

ni,...,ny avec 1 <nqy|---|n,, tel que
G=2C,dChd - dC,.

Remarque 14. Nous renvoyons a la section 3.2 pour les définitions générales de r(G),

exp(QG) et de l'ordre de groupe.

- L’entier r dans le théoréme précédent correspond a r(G), le rang de G. De plus si
le groupe G est de cardinal strictement supérieur a 1, alors n, est l’exposant du

groupe G, noté exp(Q).

- Dans le théoréeme, nous avons exclu le cas d’un groupe trivial, toutefois, notons
qu’on pourrait dire que dans ce cas [’ensemble nq,...,n, serait l’ensemble vide et

notamment, le rang du groupe est égal a 0 et son exposant est égal a 1.

- On écrit C] pour Cp, & --- @ C), la somme directe de r groupes cycliques d’ordre n.
—_———

r fois

Définition 15. Soit s un entier naturel non nul et soit (ey,...,es) une famille de s

éléments de G.
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- On dit que la famille est indépendante si :

S
Soit (mq,...,my) € ZS,Zmiei = 0 alors pour tout i € {1,...,s}, m; =0
i=1

- On dit qu’une famille (e, ..., e,) est génératrice si
Pour tout g € G, il existe (mq,...,m,) € Z° tel que g = myeq + -+ + mges.

- On dit que la famille est une base de G si elle est a la fois indépendante et génératrice.

Notons que tout groupe abélien est un Z—module et le concept de famille génératrice
rappelé en haut correspond au concept de famille génératrice pour les modules. En re-
vanche, le concept de famille indépendante ne correspond pas au concept de famille libre

qu’on utilise pour les modules.
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3.2 Rang, ordre et exposant d’un groupe

Dans cette section, nous rappelons les concepts de rang, d’ordre et d’exposant d'un

groupe G. Soit (G, +) un groupe abélien fini.

3.2.1 Le rang

Définition 16. Le rang d'un groupe est le cardinal minimal d’un ensemble de générateurs.
On le note par r(G).

Nous donnons ci-dessous quelques résultats principaux du rang.

- Si G est un groupe cyclique, alors :

r(G) = 1.
-SiG=C,, ®---®C, avec 1 <nqy|---|n,, alors :
r(G)=r.

-Si1G=0Cy, ®---@®C,,,, alors pour un nombre premier p, on appelle le p-rang de G

noté r,(G), le cardinal de ’ensemble

{i e{1,...,s} tel que p|m;},

c’est-a-dire le nombre de facteurs C,,, de G dont 'ordre m; est divisible par p.

Le rang de G est le maximum des p-rang, c’est-a-dire :
r(G) = max {r,(G) | p premier} .

De plus, on a,

" (G) =) 1,(G)

qui représente le rang total de G.

3.2.2 L’ordre

Définition 17. (L’ordre d’'un élément d’un groupe)
Soit G un groupe abélien fini. Pour ¢ € G, on appelle ord(g) ou encore ordg(g) le plus
petit entier n > 1 tel que

n-g=_~0g.

Remarque 18. ord(g) = ord(—g).
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Remarque 19. Soit k € N, ord(kg) = #ﬁ%(g))_

Remarque 20. Pour G =Z/nZ, on a :

ord(k) = et si k| n alors, ord(k) = —.

> 3

_n
pged(k, n)

Remarque 21. On a toujours

ord(g) [ #G.

C’est-a-dire que ['ordre de chaque élément est un diviseur de [’ordre de groupe d’apres le

théoreme de Lagrange.

Remarque 22. L’ordre du groupe G, noté par #G peut étre égal au ppcm des ordres de

ses €léments, mais cela n’est vrai que si G est cyclique.

3.2.3 L’exposant d’un groupe

Définition 23. Soit G un groupe abélien fini. On appelle exposant de G, noté exp(G),

le plus petit entier positif m tel que pour tous les éléments g € G,
m-g = 0g.

Autrement dit, exp(G) est le plus petit commun multiple de tous les ordres des éléments

du groupe G.

exp(G) = ppem{ord(g) | g € G}.

Nous présentons, dans le tableau ci-dessous, la valeur de exp(G) pour certains groupes.

G exp(G)
C, n
G=C, & ®C, avecl <ny|--|n, n,
G=Cn @ DCp, ppem{m;: i€ {1,...,s}}

Remarque 24. Pour #G =1, on a :
exp(G) =1 et r(G) = 0.

Définition 25. On dit que G est un p-groupe si exp(G) = p*, ot p est un nombre premier
et k€ N.

Définition 26. On dit que G est un p-groupe élémentaire si exp(G) = p.
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Définition 27. Soit G un groupe abélien fini et d un entier. La d-torsion de G, noté e

G|d], est 'ensemble des éléments g € G tels que 'ordre de g divise d. Elle est donnée par
Gld] ={g € G: ord(g) | d}.
De plus, on pose
dG ={dg: g € G}.

Définition 28. Soit G un groupe abélien fini. Soit g € GG. Notons
e(g) = max{d: d | exp(G), g € dG}.

Notons que si g = 0 alors e(g) = exp(G).
Définition 29. La fonction de Mdbius, notée p: N* — {—1,0, 1} est la fonction définie
par

- M(l) =1,

- si n a un facteur carré, alors u(n) =0,

- si n est le produit de nombres premiers tous distincts, n = py - ... - pg, alors u(n) =

(="
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3.3 Structure de monoide

Dans cette partie, nous allons présenter les notions liées a la structure d’'un monoide.

Définition 30. (Semi-groupe) Un semi-groupe est un ensemble muni d’une loi de com-

position interne associative. Il est dit commutatif si la loi est de plus commutative.

Définition 31. Soient H un ensemble et X une loi de composition interne sur H. On dit
que (H, x) est un monoide lorsque les conditions suivantes sont vérifiées :

- La loi X est associative : V(z,y,2) € H?, (z X y) x 2 =2 x (y X 2).

- La loi x admet un élément neutre : de € H,Vx € Hix X e=x et e X © = .

En d’autres termes, on dit que H est un monoide si c¢’est un semi-groupe qui possede

en plus un élément neutre. De plus, si les éléments de H se commutent entre eux, on dit

que H est un monoide commutatif.

Définition 32. Un sous-monoide d’un monoide (H, x) est un sous-ensemble H' de H

vérifiant :
- V(z,y) € H® zxyeH,

- e € H', ou e est I'élément neutre de H.

Définition 33. Un élément a € H est dit simplifiable si ab = ac implique b = ¢ pour
tout b,c € H. De plus, si tous les éléments de H sont simplifiables, on dit que H est
simplifiable.

Soulignons que, dans le cadre de notre thése, nous adoptons la convention suivante
(sauf indication contraire) : tout monoide est commutatif et simplifiable. En effet, toutes
les structures que nous étudions, notamment les différents monoides de suites & somme
nulle, sont commutatifs et simplifiables.

Présentons maintenant la définition d’un monoide libre.

Définition 34. Un monoide F est dit libre (abélien avec une base P C F ) si pour chaque

a € [, a a une représentation unique de la forme :

a= H p*@ avec v,(a) € Ny et v,(a) > 0 uniquement pour un nombre fini de p € P.
peP

Dans ce cas, F est déterminé de maniére unique par P, et réciproquement, P est déterminé

de maniére unique par F . Nous posons f = F(P) et appelons

jaly = lal =) vy(a)

peP

la longueur de a.



18 3.3. STRUCTURE DE MONOIDE

Précisons que nous maintenons la notation multiplicative pour les monoides, puisque,
pour le monoide des suites a somme nulle sur un groupe abélien, cela permet de distinguer

la loi du monoide de celle du groupe abélien sous-jacent.



CHAPITRE 3. PRELIMINAIRES 19

3.4 Factorisation non-unique

Avant de présenter les concepts de base de la factorisation non unique, nous renvoyons
a [17] et [21] pour plus de détails.

3.4.1 Les concepts de base de la factorisation non unique

Soit H un monoide multiplicatif (rappelons que comme dans toute cette thése |, il est

simplifiable et commutatif) et G un groupe additif abélien et fini. On note par :

- H* T'ensemble des éléments inversibles de H, et on dit que H réduit si H* = {1}.
- Hiea=H/H* ={aH* | a € H} est le monoide réduit associé.

- q(H) le groupe quotient de H. Un groupe abélien () est appelé un groupe quotient
du monoide H si H est un sous-semi-groupe de Q et Q = {a™'b | a,b € H}. Par
exemple, on a q(N) = Q.. Tout monoide commutatif et simplifiable posséde un
groupe quotient qui est déterminé de maniére unique & un isomorphisme canonique
prés et noté par q(H). Si un monoide H est écrit de maniére additive, alors son
groupe quotient est également noté de fagon additive, et I'on a q(H) = {a — b |
a,b € H}. Par exemple, on a q(Ny) = Z et q(R>) = R. Voir la section des prérequis
de [21] pour plus de détails.

Soit a,b € H. On dit que :

- a divise b et on écrit a | b, s'il existe un élément ¢ € H tel que b = ac.

- a et b sont associés et on écrit a ~bsial|betb|a.

Soit D un monoide commutatif et simplifiable, et soit H C D un sous-monoide. On

dit que H est saturé dans D si, pour tout a,b € H et ¢ € D, on a :
bc =a implique c€ H.

Autrement dit, si b | @ dans D alors b | a dans H.

Un élément a € H est appelé :

- un atome (ou un élément irréductible) si a ¢ H* et, pour tous b,c € H, a = bc
implique que b € H* ou ¢ € H*. On note A(H) I'ensemble de tous les atomes de
H.

- un élément premier si a ¢ H* et, pour tous b,¢ € H, a | be implique que a | b ou
alc.

Le monoide H est appelé :

- atomique si chaque élément a € H \ H* est un produit d’atomes.

- factoriel si 'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
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1. Chaque élément a € H \ H* est un produit d’éléments premiers.
2. H est atomique, et chaque atome est un élément premier.

3. Chaque élément a € H \ H* est un produit d’atomes, et cette factorisation est

unique aux éléments associés et & 1'ordre des facteurs pres.

4. Hyeq est libre (dans ce cas, Hyeq est libre avec une base {pH* | p € P} ou P

désigne Iensemble des éléments premiers de H).

Notons que tout élément premier est un atome, et tout monoide factoriel est atomique.
Un élément a € H est un atome (un élément premier) de H si et seulement si aH* est un
atome (un élément premier) de H,eq. Ainsi Heq est atomique (factoriel) si et seulement
si H a cette propriété.

Soit H un monoide atomique et soit Z(H) = F(A(Hyeq)) le monoide libre, dont la

base est I'ensemble des atomes de H,eq. On appelle Z(H) le monoide de factorisation de H.

L’homomorphisme

g =m: Z(H) — Hyeq, défini par w(Z) = H u )
ueA(Hred)

est appelé ’homomorphisme de factorisation de H. Pour a € H, nous définissons
Zy(a) = Z(a) = 7 (aH™) C Z(H),

et nous appelons les éléments z € Z(a) les factorisations de a.

Ce concept de factorisation formalise I'idée que 'on considére comme égales deux
factorisations qui différent uniquement par 'ordre de leurs facteurs et de leurs éléments
associés.

On dit que a a une factorisation unique si |Z(a)| = 1.

Pour une factorisation z € Z(a), on appelle :

- |z| : la longueur de z,

- Ly(a) =L(a) ={|z| | z € Z(a)} C Ny : I'ensemble des longueurs de a,

- L(H) ={L(a) | a € H} : le systéme des ensembles de longueurs de H.

Remarque 35. Notons que 0 € L(a) si et seulement sia € H* et dans ce cas L(a) = {0}.

Nous avons 1 € L(a) si et seulement si a est un atome et donc L(a) = {1}.

Notons aussi que, le monoide H est :

- Atomique si et seulement si Z(a) # () pour tout a € H.

- Factoriel si et seulement si [Z(a)| = 1 pour tout a € H.
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- Pour tout b€ H, on a
Z(a)Z(b) C Z(ab) et L(a) + L(b) C L(ab).

De plus, le monoide H est appelé :

- Demi-factoriel si |L(a)| = 1 pour tout a € H.

- FF-monoide (un monoide a factorisation finie) si Z(a) est fini et non vide pour tout
ac H.

- BF-monoide (monoide a factorisation bornée) si L(a) est fini et non vide pour tout

a € H.

3.5 Quelques invariants arithmétiques

Afin de décrire la structure des ensembles de longueurs, nous introduisons les inva-
riants arithmétiques suivants. Pour plus de détails, voir [17, Section 3.A]. Pour cela, nous

rappelons les notions et notations suivantes :

sup ) = max() = min ) = 0.

Soit A, B C Z des sous-ensembles finies et non vides, alors I’ensemble des sommes
de A et B est défini par :

A+B={a+0blac Aetbe B}.

e On dénote par A(A) 'ensemble de distances de A, c’est-a-dire si A = {ay,aq,...,a;}

avect € Net a; < --- < ay, alors :
A(A) ={ayy1 —a, |v e [l,t—1]} avec A (D) = 0.

e Un sous-ensemble P C Z est dit une progression arithmétique de raison d € N si P
est fini et non vide et A (P) C {d}.

Sif) # A CN, on appelle :

A
p(A) = ==L ¢ Q>1

min A
Iélasticité de A et on pose : p ({0}) = 1.

Exemple 36. Soit A = {2k, 2k + 3,2k +6,...,5k} tel que k € N, alors :

max A B 5k B
minA 2k

p(A) = g
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3.5.1 Le degré de chainage

Commengons tout d’abord par définir la notion de distance entre deux factorisations.

Soit H un monoide atomique et Z(H) son monoide de factorisation.

Définition 37. Pour deux factorisations z,2’ € Z(H), on note par d(z,z’') la distance

entre z et 2’ définie par

d(z,2") = max{[z| —|g|, || —lgl}

ot g = pged(z, 2') désigne la plus longue sous-suite qui divise a la fois z et 2/, composée

de tous les termes communs entre z et 2’.

Exemple 38. Soit G = C5 @ C5. Alors, pour go = 2e; + 2e5, on sait que les seules factori-
sations de (—go)-€2-€3-go- (—e1)” - (—e2)? sont : z = ((—go) - €2 - €3) - (go. (—€1)* - (—e2)?)
qui est de longueur 2 et 2’ = ((—go) go) - ((—e1) e1)-((—e1) e1)-((—ez2) e2)-((—e2) e2) qui est
de longueur 5. De plus, comme les deux factorisations z, z’ n’ont pas de facteur commun.
Donc g = pged(z,2') = 1 et |g| = 0 car il s’agit de la suite vide qui est de longueur 0.
D’ow, d(z,2') = max{(2 —0),(5—0)} = 5. On en déduit donc que la distance entre z et

Z' est égale a 5.

Définition 39. Soit H un monoide atomique.

1. Le degré de chainage c(a), pour a € H est le plus petit N € NoU{oo} tel que, pour
toute paire de factorisations z, 2z’ de a, il existe une suite finie z = zg, 21,..., 2, = 2/

dans Z(a) de factorisations de a telle que d(z;_1, z;) < N pour tout i € [1,k].

2. Globalement, nous définissons
c(H) =sup{c(a) |a € H}
et nous appelons c¢(a) le degré de chainage de H

Le lemme suivant regroupe quelques propriétés élémentaires.

Lemme 40. Soit H un monoide atomique et soit a € H.

1. ¢(a) <supl(a), et c(a) =0 si et seulement si |Z(a)| = 1.

2. Siz, 2 €Z(a) et z# 2 alors, 2+ ||z] — ||| < d(z, 7).

3. Si|z| > 2, alors 2+ sup A(L(a)) < c(a). En particulier, 2+ sup A(H) < c¢(H).

4. Sicla) < 2, alors |L(a)] = 1, et si c(a) < 3, alors |L(a)| est une progression

arithmétique de raison 1.
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3.5.2 L’ensemble de distances
Définition 41. Soit H un BF-monoide et soit L(a) 'ensemble des longueurs de a, avec
a € H et L(H) le systéme de 'ensemble des longueurs de H.

1. Pour a € H, nous appelons p(a) = p(L(a)) I'élasticité de a et
p(H) =sup{p(a) [ a € H} =sup{p(l) | L € L(H)} € Rx; U {oo}

I’élasticité de H.
2. Soit k € N. Si H = H*, nous posons px(H) = M\e(H) = k, et si H # H*, alors

nous définissons
pr(H) =sup{maxL | L e L(H),k € L} € N5y U {0}

et
Mo(H) =min{minlL | L € L(H),k € L} € [1, k]

3. Nous appelons

AH)= |J AL)cN
)

LeL(H

I’ensemble des distances de H.

Remarque 42.

1. H est demi-factoriel si et seulement si A(H) = 0.
2. H est demi-factoriel si et seulement si pr(H) = k, pour tout k € N.
3. |A(H)| =1 si et seulement si tous les ensembles de longueurs sont des progressions

arithmétiques de méme raison.

Définition 43. Soit H un BF-monoide, et soit £ € N. On note par U, (H) ’ensemble de

tous les m € N pour lesquels il existe uy, ..., ug, v, ..., v, € A(H) tels que
UL o U = V1 * v Upye

Lemme 44. Soit H un BF-monoide avec H # H*, et soient k,l € N.
- U(H)=A{1}, k e Up(H), et
u(H)= J L
kel
LeL(H)

En particulier, on a :

pr(H) =supUy(H) et M\(H)=minlUy(H).
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Ainsi, les ensembles U (H) sont des unions d’ensembles de longueurs. Ils ont été in-
troduits par S.T. Chapman et W.W. Smith en 1990.

3.5.3 La modération locale

Nous poursuivrons avec la modération locale. Nous commengons par la définition for-
melle, puis nous discutons de la signification de ce principe en détail et notamment son

lien avec la w-primalité, dont nous rappelons également la définition en bas.

Définition 45. Supposons que H soit atomique.

1. Pour a,b € H soit w(a,b) désigne le plus petit N € Ny U {oo} ayant la propriété
suivante :
Pour tous n € N et ay,...,a, € H,si a = ay - ... - a, et b | a, alors il existe un

sous-ensemble €2 C [1,n] tel que |2 < N et

b|HaV

veQ

En particulier, si b { a, alors w(a, b) = 0. Pour b € H, nous définissons la w-primalité
de b par
w(H,b) =sup{w(a,b) | a € H} € NgU {0}

2. Pour a € H et x € Z(H), on définit t(a,z) € Ny U {oo} comme le plus petit
N € NyU{oo} ayant la propriété suivante : Si Z(a) NzZ(H) # 0 et z € Z(a), alors
il existe 2 € Z(a) NxZ(H) tel que d(z,2") < N.

Nous définissons la modération locale par
t(H,x) =sup{t(a,z) |a € H} € Ny U {00}

et pour le sous-ensemble X C Z(H), nous définissons

t(a, X) = sup{t(a,z) | € X} € Ny U {oo}.
H est appelé localement modéré si t(H,u) < oo pour tout u € A(Hyeq).

La modération locale est une propriété de finitude fondamentale dans la théorie des
factorisations non uniques, dans le sens o1, dans de nombreuses situations ou 1’on étudie la
finitude d’un invariant arithmétique comme le degré chainage ou I’ensemble des distances,
la finitude locale doit étre prouvée en premier lieu. Pour simplifier la notation, supposons
que H est atomique et réduit, et que u € A(H). Alors u est un nombre premier si et

seulement si w(H,u) = 1. Ainsi, w(H, u) mesure a quel point u est loin d’étre un nombre
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premier. Soit @ € H. Si u t a, alors par définition t(a,u) = 0. Supposons que u | a, alors
t(a,u) est le plus petit N € NgU {oco} avec la propriété suivante : Si z = ay - ... - a, est
une factorisation quelconque de a ou aq,...,a, sont des atomes, alors il existe un sous-
ensemble Q C [1,n], disons 2 = [1, k], et une factorisation 2’ = wug - ... - w4y - ... - Ay,
avec les atomes ug, . . ., u; telle que max{k, [} < N. Ainsi, t(a, u) mesure a quelle distance,
par rapport a une factorisation donnée z de a, il existe une factorisation 2’ de a contenant
u. Et si uw n’est pas un élément premier, alors w(H,u) < t(H,u). Supposons que u soit
un élément premier. Alors, chaque factorisation de a contient u, et nous pouvons choisir
2! = z dans la définition ci-dessus, ce qui donne d(z, 2’) = d(z,z) = 0, et donc t(H,u) = 0.
Cependant, dans les monoides qui satisfont la condition de chaine ascendante pour les
v-idéaux, nous avons w(H,u) < oo pour tous les atomes u € A(H), cela ne se vérifie pas

pour les valeurs de t(H, u). Pour plus de détails, voir |23, Théoréme 3.6 et 4.4].
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3.6 Les suites a somme nulle

Précisons qu’on écrit les suites multiplicativement et on les considére comme des élé-

ments d’un monoide abélien libre sur G.

Définition 46. Soit F(G) un monoide abélien libre, noté multiplicativement, avec une
base de G. Les éléments de F(G) sont appelés des suites sur G. On écrit S € F(G) et on

note :

S = Hgvg(s), avec v,4(S) € Ny pour tout g € G.
e

Et si une suite S € F(G) est écrite sous la forme S = g - ... - g;, on suppose implicitement

quel eNgetgy,...,q €G.

o v,(S)={i €[1,]]: g: = g} € Ny : la multiplicité de g dans S.

e On dit que S contient g si vy(S) > 0.
Exemple 47. Soit la suite T' définie par :
T=1-0-(-2)"-2¢€ F(Z).

Il s’agit d’une suite d’entiers composée de 3 termes égaux a 1, un terme égal a 0, cinq

termes égaux a (—2), et un terme égal a 2. De plus, on a :
vi(T) =3, vo(T) =1, v—(T) =5, v2(T) = 1 et v,(T) = 0 pour tous les autres x € Z.

e 5i S,T € F(G) sont deux suites, alors S - T € F(G) est la suite obtenue par la

concaténation des termes de T aprés ceux de S. Ainsi :

V(S T) =vy(S)+v,(T) V g € G.

On dit que S est carré libre si v,(.S) < 1 pour tout g € G.

L’¢lément neutre 1 € F(G) est appelé la suite vide.

Une suite S; est dite sous-suite de S si 51 | S € F(G) (ce qui équivaut a v,(5;) <
vy(S) pour tout g € G). Elle est dite sous-suite propre de S si elle est une sous-suite
telle que 1 # S; # S.

e On note 77! - S ou ST~ la suite obtenue en supprimant les termes de 7" de S.

Ainsi, on a :

0y(S T = vy (T™" - 9) = vy(S) — v,(T) pour tout g € G.
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Exemple 48. Soit 7" = 1-(—2)* - 2, qui est une sous-suite de 7" (voir 'Exemple 47).

Ainsi :

e Soient S, T € F((G), on note par le pged(S, T) la plus longue sous-suite qui divise &

la fois S et T', composée de tous les termes communs entre S et 1. On a alors :
v,(pged (S, T)) = min{v,(S), vy(T)} pour tout g € G.

Exemple 49. Considérons la suite 7' de 'Exemple 47 et soit la suite S = 12-0-2°- (=7),
on obtient alors :
pged(S,T) =1%-2-0.

Pour une suite S =gy - ... - g; = [] g% € F(G), nous appelons
geG

o [S|=1= ) v,(5) €Ny :lalongueur de S,

geG
o h(S) =max{v,(9) | g € G} €[0,|5]] : le maximum des multiplicités de 5,

e supp(S) ={g € G| v,(S) >0} C G : le support de S,

e 0(S)=> 0= > v,(5)g € G :lasomme de S,

i=1 geG

YL (S) = {Z g | I C[1,]] avec |I| =k } : Pensemble des sous-sommes de k-
il
termes de S pour tout k € N,

e > (9= U ]Zj(S), > osk(S) = L>Jk >-;(9), et 32(S) =3°5,(5) : 'ensemble des

jelLk
(toutes les) sous-sommes de S.
Exemple 50. Soit la suite T, T =1%-0- (—2)° - 2.
Or, 7=13-0-(-2)°-2=1-1-1-0-(=2) - (=2) - (=2) - (=2) - (—=2) - 2, on trouve alors :

ST =1= Y v,(T)=3+1+5+1=10.

geG

h(T) = max{vy,(T) | g € G} = max{1,3,5} = 5.
supp(T) ={g € G | v, (T) > 0} = {-2,0, 1, 2}.
o(T)= S v,(T)g=3-1+1-045-(=2)+1-2=—5,

geG

-3, (8) = {Zgi | I C[1,10] avec |I]| =2 } = {—4,-2,-1,0,1,2,3}.

el

La suite S est appelée :
e une suite sans somme nulle si 0 ¢ 3(.5),

e une suite & somme nulle si o(S) = 0,
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e une suite a somme nulle minimale si c¢’est une suite a somme nulle non vide et que

toute sous-suite propre est sans somme nulle,

e une suite a somme nulle courte si ¢’est une suite & somme nulle de longueur |S| €

[1,exp(G)].

Notons que pour toute application de groupes abéliens ¢ : G — G’, il existe un unique

homomorphisme

?: F(G) — F(G"), tel que P, = .

En général, nous écrivons simplement ¢ au lieu de p. Explicitement, ¢ : F(G) — F(G')

est défini par :

g q) =¢(q1) ... - p(q), pour tous l € Ny et g;...¢g, € G.

Si S € F(G), alors |p(S)| = |S] et supp(e(S)) = ¢(supp(S)). Si ¢ : G — G’ est aussi un
homomorphisme, alors o(o(S)) = w(o(S)), T(e(S)) = o (X(S)) et $(B(G)) C B(G).
En particulier, nous utilisons I'inversion (g — —g¢) et la translation (g — go + g), et

pour S =g - ...- g € F(G), nous définissons :
—S=(=g1) - (=a) et go+ 5= (g0 +91) .- (90 + q) € F(G).
Si g € G est un élément non nul et
S=(ng) ... (ng), oul € Ng et ny,...,n € [1,ord(g)],

alors la g-norme de S est définie par :

n+ -y

Isll, = g

Si S est une suite & somme nulle pour laquelle {0} # (supp(S)) C G, et G est un

groupe cyclique fini, alors I'indice de S est défini par :
ind(S) = min{[|S[|, [ g € G, avec (supp(S)) = (9)} € No.
Nous posons ind(1) = 0, et si supp(S) = {0}, alors nous posons ind(S) = 1.
Définition 51. Soit G un groupe abélien fini. Nous notons par
B(G) = {5 € F(G) | o(S5) = 0},

le monoide des suites & somme nulle sur G. Il est aussi appelé « bloc monoide ou monoide

de blocs ».
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Exemple 52. Soit G = C3 = {0, —e, e}. Alors :
B(C3) = {5 € F(C3) | 0(S) =0} ={0,(—e¢) - €}

Notons que les éléments de B(G) sont appelés des suites a somme nulle, et les atomes
de B(G) sont appelés des suites minimales & somme nulle et ils sont notés par A(G). Soit

A*(G) I'ensemble des suites qui ne possédent aucune sous-suite a somme nulle.

Nous définissons maintenant les monoides de Krull qui jouent un role central dans la
théorie de la factorisation. Nous résumons briévement certaines de leurs propriétés. Pour
plus de détails voir [21]. Les preuves complétes peuvent étre trouvées dans [21] ou [29)].
Il y a aussi des caractérisations plus algébriques des monoides de Krull, notamment en

utilisant les v-idéaux.

Définition 53. (Monoide de Krull) H est appelé monoide de Krull si H,eq est un sous-

monolde saturé d’un monoide libre.

Proposition 54. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. H est un monoide de Krull.

2. H,eq est un monoide de Krull et H = H* x Hy pour un certain sous-monoide Hy
de H. Avec Hy = H,oq.

3. H est un sous-monoide saturé d’un monoide factoriel.

Proposition 55. Soit G un ensemble non vide.

1. B(G) C F(Q) est un sous-monoide saturé de F(G), et donc B(G) est un monoide
de Krull.

2. A(G) est fini, et donc B(G) est de type fini (finitely generated en anglais, qui

signifie ensemble engendré par un nombre fini d’éléments).
3. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(a) #G < 2.

(b) B(G) est factoriel.

(c) B(G) est demi-factoriel.

Une méthode centrale dans la théorie de la factorisation est d’étudier 'arithmétique
dans des monoides auxiliaires et de transférer les résultats vers des monoides et des
anneaux intégres d’intérét arithmétique. Nous donnons donc une définition cruciale, celle

d’un homomorphisme de transfert.
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Définition 56. Une homomorphisme de monoides © : H — B est appelé un homomor-

phisme de transfert s’il posséde les propriétés suivantes :
(T1) B=O(H)B* et ©71(B*) = H*.
(T2) Siu € H,b,c € Bet O(u) = be, alors il existe v,w € H tel que u = vw, O(v) ~ b
et O(w) ~ c.

Ainsi, la stratégie consiste & trouver, pour un monoide donné H, un monoide plus
simple B, et & étudier 'arithmétique dans B, puis & transférer les résultats arithmétiques
de B vers H. Pour plus de détails voir [21].
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3.7 La constante de Davenport

Dans cette partie, nous faisons un bref rappel du développement historique de la
constante de Davenport, suivie de sa définition et de la présentation de quelques résultats

importants qui lui sont liés.

3.7.1 Origines et Définition

La constante de Davenport tire son nom du mathématicien britannique Harold Da-
venport, qui a été un contributeur important dans le domaine de la théorie des nombres.
Il semble qu’il a évoqué le lien entre cette constante et des questions sur la factorisation
des entiers algébriques lors d'un colloque en 1966 ; Olson en parle dans [44] et [43]. Or,
comme évoqué en [45] ce lien se trouve déja dans un article de Rogers [46].

Par ailleurs, nous établissons un nouveau lien entre les suites a somme nulle et la
factorisation des entiers algébriques au chapitre 8.

La constante de Davenport est définie ainsi :

Définition 57. Soit G un groupe abélien fini noté additivement. La constante de Daven-
port notée D(G) est le plus petit entier [ € N tel que toute suite S € F(G) de longueur

|S| > [ a une sous-suite non vide & somme nulle.

En d’autres termes, pour toute suite de [ éléments ou plus (avec répétition) dans G,
il existe nécessairement une sous-suite non vide dont la somme est égale a 0.

Ce probléme de déterminer la valeur exacte de la constante de Davenport reste ouvert
pour de nombreux groupes abéliens, et la valeur exacte de la constante de Davenport n’est
connue que pour des groupes abélien finis particuliers. Nous présentons ensuite quelques
résultats classiques a son sujet, notre présentation suit [53] qui donne plus de détails.

Les premiers travaux approfondis sur cette constante datent de 1969 et ils sont dis &
plusieurs chercheurs, notamment Olson et un groupe de chercheurs & Amsterdam comme
Baayen et van Emde Boas, voir par exemple : [44], [43] et [34].

De plus, Olson a démontré deux résultats, voir [44] et [43], donnant la valeur exacte
de la constante de Davenport dans le cas des p-groupes abéliens finis (ou ’exposant du
groupe est une puissance d’'un nombre premier), et des groupes abéliens finis de rang

inférieur ou égal a deux. En dehors de ces résultats, peu d’autres sont connus.

3.7.2 Principaux résultats

Si G = @]_,C,, est la somme directe de groupes cycliques C,,,, ot n; représente l'ordre
du groupe cyclique vérifiant n; | n;yq et r est le rang du groupe G. Alors on peut définir
D*(G) comme
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T

D*(G) =1+ (n;—1).

=1

Nous avons les deux inégalités suivantes :

T

D*(G)zl—l—Z(ni—l)SD(G)ﬁnr (1+log|G|).

i=1 r

D’ou, Vn € N*, D(C,,) = n.

Dés la fin des années 1960, il était connu que D(G) = D*(G) dans certains cas. nous

présentons un récapitulatif des cas ou cette égalité est vérifiée.

Pour les p-groupes et les groupes de rang au plus 2. Voir [44], [43] et [51].

1. Voir [51] et [9] pour la généralisation.

Pour les groupes de rang 3 (certains cas).

Pour le groupe de rang 4 de la forme Cj @& Cy,. Voir [4].

Il est également connu que D(G) = D*(G) + 1 dans les cas suivants (dit & V. Ponoma-
renko, voir [48]) :

- Pour les groupes de la forme C3 ' @ Cg ot r € {5,6,7}.
- Pour le groupe C3 & Cg.

Pour le cas ou D(G) = D*(G) 42, on connait la valeur de la constante de Davenport pour
le groupe C7 & Cg, voir [48].

On sait aussi que la valeur de la constante de Davenport pour les groupes de la forme
C3 @ Oy, avec k > 70 est :

D(Cs & Cy) = 2k +4 = D*(C3 @ Cay), si k est pair. Et D(C§ & Coi) = 2k +5 =
D*(C3 @ Cyi,) + 1, si k est impair. Pour plus de détails, voir [10].

Pour le groupe G&C,, avec G est un p-groupe et D(G) < 2exp(G)—1 et pged(n, exp(G)) =



CHAPITRE

4

LE MONOIDE DES SUITES QUI AD-
METTENT UNE SOMME NULLE €)-
PONDEREE

L’objectif de ce chapitre est de présenter les monoides de suites sur un groupe abélien
fini G qui admettent une somme nulle €2-pondérée pour un ensemble général de poids
2 C End(G) qu’on aura besoin dans les Chapitres 6 et 7 et d’établir des premiers résultats
sur leur arithmétique. Plusieurs parameétres arithmétiques seront étudiés, notamment le
fait que l'ensemble des distances est fini et que 1'élasticité est également finie. Dans le
Chapitre 6, nous affinerons certains de ces résultats. Ensuite, dans le Chapitre 7, nous
présenterons des résultats plus détaillés pour le cas des poids plus-moins. C’est-a-dire pour

le cas particulier {+idg, —idg}, voir [8, Section 3 et 6].

Définition 58. Soit GGy un sous-ensemble d’un groupe abélien fini G et soit ) # Q C
End(G), alors

l
UQ(S) = {szgz | w; € Q}

I’ensemble des sommes {2-pondérées. Nous définissons ’ensemble des suites sur G qui

admettent une somme nulle 2-pondérée sur Gq par :
Bao(Go) = {S € F(Go) | 0 € 0q(S)} .

Dans ce contexte ’ensemble () est appelé ensemble de poids. La condition que ’en-
semble de poids est non vide est imposé puisque sinon la définition de oq(S) n’a pas
vraiment de sens. On pourrait dire dans ce cas que I'ensemble 0q(S) est vide, sauf pour
la suite vide, dans ce cas-1a le monoide Bq(Gy) sera réduit au monoide trivial 1x,).

Comme mentionné précédemment, ces suites sont également appelées suites & somme
nulle Q-pondérée, et on peut donc désigner Bo(Gy) comme étant I'ensemble des suites a

somme nulle 2-pondérée.
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Pour éviter toute confusion, nous soulignons que ce sont les sommes qui sont pondérées
et non les suites elles-mémes. Les éléments de Bo(Gy) sont simplement des suites sur Gy,
c’est-a-dire Bo(Go) C F(Gyp). Notons que

- UQ(SlSQ) = UQ(Sl) + O'Q(Sg) et,
- ga(lr@) = {0}
Il s’ensuit que B (Gyp) est un sous-monoide de F(Gy). Et puisque {w(o(S5)): w € Q} C

0q(5), il en résulte que si 0 = o(5), alors 0 € 0q(S). Notant que ici nous utilisons le fait
que 2 est non vide et, donc B(Gy) € Ba(Gp). Comme Bo(Gp) est un sous-monoide du
monoide libre F(Gy), il s’ensuit que Bqo(Gy) est atomique et méme un BF-monoide, voir
[21, Corollaire 1.3.3].

Notons que pour le cas particulier ou 2 = {+idg, —idg}, nous utilisons la notation

+ a la place de €). Ainsi,

BL(G) ={5 € F(G) | 0€a(5)},

!
ooy (S) = {Z wigi | w; € {+idg, — id(;}} désigne I’ensemble des sommes £-pondérées.
i=1

Nous rappelons que Bqo(Gyp) est un monoide réduit, c’est-a-dire le seul élément inver-

sible de ce dernier est la suite « vide » notée 1.

Définition 59. Une suite S € A(Bq(Gp)) est dite minimale & somme nulle Q-pondérée.
Rappelons que S € A(Bqo(Gy)) veut dire que S € Bqo(Gyp) \ {1} est irréductible dans
Ba(Gy), c’est-a-dire, qu’il n’est pas possible d’écrire S = 515 avec Sy, Sy € Bo(Go) \ {1}.

Nous soulignons qu’a la différence du probléme sans poids, cette définition n’est pas, en
général, équivalente a dire que la suite S a somme nulle (2-pondérée n’a pas de sous-suite
propre et non vide & somme nulle {2-pondérée.

En d’autres termes, il est possible que S = 51T avec S,S; € Bo(Gyp) et T € F(G)
mais que T' ¢ Bq(Gy). L'idée est que 0q(S1),0q(T") sont des sous-ensembles de G et il
est tout a fait possible que pour des sous-ensembles A, B d’un groupe abélien, on ait
0OcA+B={a+b: ac A,be B}et 0€ A, mais 0 ¢ B, alors que pour des éléments
a,b € G, il est évident que 0 = a+ b et 0 = a implique 0 = b. C’est-a-dire que Bq(Gy)
n’est pas nécessairement un sous-monoide saturé de F(Gy), et donc pas nécessairement
un monoide de Krull. Bien entendu, dans certains cas spécifiques, cela pourrait néanmoins
étre le cas. Nous discutons ce probléme vers la fin de ce chapitre.

Les constantes de Davenport jouent un role important dans I’étude de ’arithmétique
des monoides de suites a somme nulle. Il existe diverses études sur les constantes de
Davenport avec poids. Cependant, il est nécessaire de faire preuve de prudence, car ces

constantes ne correspondent pas aux constantes les plus pertinentes dans le contexte
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actuel. Pour expliquer la situation, rappelons deux définitions de Cziszter, Domokos et

Geroldinger, voir [11, Section 2.5].

Soit H un BF-monoide et soit |-| : H — (Np, +) un homomorphisme de monoides qui,
dans ce contexte, est appelé fonction de degré. Par exemple, si H est un sous-ensemble d'un
monoide libre, alors la fonction de longueur usuelle est une fonction de degré. En revanche
pour des semi-groupes numeériques, c’est-a-dire des sous-semi-groupes de (Ng, +) dont les
compléments soient finis, I’lhomomorphisme d’inclusion est une fonction de longueur.

Alors, pour k£ € N la k-éme grande constante de Davenport de H (par rapport a la
fonction de degré donnée) est définie comme sup{|a| | a € My(H)} ou My(H) ={a €
H | maxLl(a) <k}. On la note Dy (H, |- |) ou plus souvent Dy(H) lorsque la fonction
de degré est évidente.

Pour k = 1, I'indice est négligé et D(H) = D;(H) est appelé la constante de Davenport
de H. Notons que dans ce cas 1a D(H) = sup{|a] | a€ A(H)}.

Soit H un sous-monoide d’un monoide libre F et soit | - | la fonction de longueur
usuelle sur F, et pour k£ € N soit Mj(H) I'ensemble de tous les f € F tels que f n’est
pas divisible (dans F') par un produit de k éléments non-unités dans H. La k-éme petite
constante de Davenport de H, notée di(H), est définie comme sup{|f| | [ & M;(H)}.
De nouveau, pour k& = 1, on écrit simplement d(H) et on 'appelle la petite constante
de Davenport de H. D’aprés la définition, il en résulte que 1 4 di(H) est le plus petit
I € NU{oo} tel que tout f € F de longueur au moins [ est divisible (dans F) par
un produit de £ éléments non-unités dans H. Dans de nombreuses situations courantes,
il est vrai que 1 + dy(H) < Dy(H) et il arrive méme que I'égalité soit vérifice. Cela
est particulierement vrai pour H = B(G) ce qui permet d’utiliser les deux définitions
de maniére interchangeable. Cependant, en général, cela n’est pas vrai et il est méme
possible que di(H) dépasse Dy (H). En particulier, la constante de Davenport avec poids,
que l'on trouve généralement dans la littérature et qui est souvent notée Dq(G), est en fait
1 + d(Ba(G)), mais pas D(Bq(G)). Dans notre contexte et afin d’éviter toute confusion,
nous utilisons systématiquement la notation pour les monoides et ne faisons pas usage de
la notation abrégée habituelle qui omet le B.

Nous commencons par rappeler un résultat bien connu concernant la finitude de la

constante de Davenport, voir, par exemple [21, Théoréme 3.4.2].

Proposition 60. Soit G un groupe abélien et soit Gy C G un sous-ensemble fini. Alors
D(B(Gy)) est fini. Notons que la fonction de degré considérée ici est tout simplement la

longueur de la suite donnée.

Nous démontrons maintenant que pour des sous-ensemble d’un groupe abélien fini,

D(Ba(Gy)) est majoré par D(B(G)).

Lemme 61. Soit G un groupe abélien fini et soit Go C G. Alors D(Bo(Go)) < D(B(G)).
De plus, A(Ba(Gy)) N B(Go) € A(B(G).
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Démonstration. Soit gy ...g, une suite dans A(Bq(Gy)). Alors, pour chaque i € [1,/], il
existe w; € Q # (0 tel que Zle w;g; = 0. Nous montrons maintenant que (wyg) ... (wege) €
A(B(G)). Par construction, la somme de la suite est 0. Il reste & montrer que c’est une suite
a somme nulle minimale. Supposons, par I'absurde, qu’il existe un ensemble () # I C [1, /]
tel que [];c;(wigi) et [Lcp g (wigi) sont des suites a somme nulle. Alors ([],c; g:) et
(ITici1.q\r 9i) sont des suites a somme nulle Q-pondérées. D’ott une contradiction.

Ainsi, pour tout S € A(Bq(Gy)), il existe S' € A(B(G)) de méme longueur. Cela
implique directement que D(Bq(Gy)) < D(B(G)). L’affirmation supplémentaire est évident
en rappelant que B(Gy) C Bq(Gy), ce qui implique que chaque factorisation dans B(G)

donne une factorisation dans Bo(Gy). O

Ensuite, nous établissons que chaque suite de longueur D(Bq(G)) posséde une sous-

suite non vide & somme nulle 2-pondérée.
Théoréme 62. Soit G un groupe abélien fini. Alors 14+d(Bq(G)) < D(Ba(G)) < D(B(G)).

Démonstration. D’aprés le Lemme 61, nous avons D(Bq(G)) < D(B(G)). Nous allons
maintenant montrer que 1 + d(Bq(G)) < D(Bq(G)). Soit S une suite de longueur ¢ =
D(Bq(G))). Démontrons qu’elle posséde une sous-suite & somme nulle {2-pondérée non
vide. Considérons la suite (—c(.5))S, c’est-a-dire, on ajoute le terme —o(S) a la suite S.
Notons que cette suite appartient a B(G) et, par I'inclusion B(G) C Bq(G), elle appartient
également a Bo(G).

Or, |[(—=a(9))S| = 1+1S| > D(Ba(G)). Par conséquent, ce n’est pas une suite a somme
nulle minimale Q-pondérée, et il existe des sous-suites non vides 51, Sy € Bo(G) telles que
(—0(5))S = 515.

Il s’ensuit que S; ou Sy est une sous-suite de S, ce qui prouve que S posséde une
sous-suite a somme nulle -pondérée non vide.

Ainsi, nous avons établi que toute suite de longueur D(Bqo(G)) a une sous-suite a
somme nulle Q-pondérée non vide. Puisque, par définition, 1 + d(Bq(G)) est le plus petit
entier positif ayant cette propriété, d’ou 1 + d(Bo(G)) < D(Bo(G)). O

Exemple 63. Soient G = Cjg et Q = {—idg;+idg}. Un exemple d'une suite sans
somme nulle Q-pondérée est S = e-2e-4e-8e (Rappelons que S est de longueur maximale
puisque d(B+(G)) = 4, nous renvoyons au [1| et [38]). On a —c(S) = 4e et la suite
(4de)e(2e)(4e)(8e) € A(BL(G)). Notons qu’il existe des sous-suites propres a somme nulle
+-pondérée, notamment (4e)? mais qu’il n’existe pas de décompositions en sous-suites
a somme nulle 2-pondérée. Remarquons qu’il y a des suites encore plus longues dans

A(B+(G)) notamment e'. Nous voyons plus bas que D(B+(Cly)) = D(B(C1g)) = 19.

Nous montrons maintenant que Bo(Gy) est de type fini. Nous établissons immeédiate-

ment le corollaire suivant :
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Corollaire 64. Soit G un groupe abélien fini et soit Go C G. Soit Q@ C End(G) un
ensemble de poids. Le monoide Bo(Go) est de type fini.

Démonstration. Comme la longueur des éléments de A(Bq(Gy)) est majorée par D(Bq(Gy)),
qui est fini d’aprés le Lemme 61, il en résulte que ’ensemble A(Bq(Gy)) est fini, ¢’est-a-dire

que le monoide est de type fini. n

Ce résultat a des conséquences immeédiates et importantes pour 'arithmétique de
ces monoides, que nous discutons ci-dessous. Cependant, avant cela, nous établissons un

nouveau minorant de la constante de Davenport, dont nous aurons besoin par la suite.

Lemme 65. Soit G = G1 @& Gy un groupe abélien fini. Soit Q C End(G) un ensemble
d’endomorphismes qui forme un groupe sous la composition des endomorphismes et tel
que w(G;) C Gy pouri € {1,2}. Alors D(Bq(G)) > D(Bo(G,)) + D(Ba(Gs)) — 1.

Démonstration. Pour i € {1,2}, Soit A; un élément de A(Bq(G;)) de longueur maxi-
male; de plus, soit g; un élément fixé de A; et soit A; = ¢;F;. Puisque 0 € oq(4;)
pour i € {1,2}, il existe w; € Q tel que w;g; € —oq(F;). Nous considérons maintenant
A = (w191 + wago) F1 Fy et affirmons qu’elle est contenue dans A(Bq(G)). Nous commen-
gons par montrer que 0 € oq(A). Puisque Q est un groupe, il existe € € € tel que eow; = w;
pour i € {1,2}.

Maintenant, e(wi1g; + w2g2) € —(0a(F1) + oa(Fy)) = —(0a(F1F2)), ce qui implique
que 0 € og(A). 1l reste & montrer qu’il n’y a pas de décomposition A = A’A” avec A’ et
A” non vides telles que 0 € 0g(A’) et 0 € go(A”). Supposons, par 'absurde, qu'une telle
décomposition existe. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que wig; + wWsgo
apparait dans A’. Nous écrivons alors A’ = (wyg1+wage) F1Fy et A” = F'Fy ou F; = F/F/
pour ¢ € {1,2}.

Puisque 0 € 0q(A”) et oq(F") C G, pour i € {1,2}, il s’ensuit que 0 € oq(F}). De
plus, il existe w € € tel que w(wigr + wag2) € —oq(FFy). Cela implique que w(w;g;) €
—oq(F/) pour i € {1,2}. Maintenant, comme la composition des endomorphismes w et
w; est dans Q par hypothése sur 2, cela signifie que 0 € oq(g;F}). Ainsi, A; = (¢:F))F/
et 0 € oq(g:F!) et 0 € og(F!). Puisque au moins I'un de F} et F} est non vide et que
g1F] et g2 F} sont bien str tous les deux non vides, on obtient une contradiction avec le

fait que A; ou A, soient irréductibles. O

Nous abordons maintenant ’arithmétique des monoides de suites a somme nulle pon-
dérée. Nous nous référons a la Section 3.5 du Chapitre 3 pour les définitions des différents

invariants arithmétiques qu’on va utiliser aprés.

Théoréme 66. Soit G un groupe abélien fini et soit Go C G. Soit Q@ C End(G) un
ensemble de poids. Soit H = Bgo(Gl).

1. L’ensemble A(H) et la constante p(H) sont finis.
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2. 1l existe un M € Ny tel que chaque ensemble de longueurs L de H est une multi-
progression presque arithmétique avec une borne M et une raison d € A(H)U{0},
c’est-a-dire que L = y + (L1 UL* U (maxL* 4+ Ly)) C y + D + dZ avec y € Ny,
{0,d} €D C[0,d], —L;,L, C[1, M], minL* =0 et L* = [0, max L*| N D + dZ.

3. 1l existe un M' € Ny tel que pour chaque k € Ny, U'ensemble U(H) est une pro-
gression presque arithmétique avec une borne M' et une raison d = min A(H),
c’est-a-dire que Uy(H) = y' + (U, UU* U (max U* + Us)) C ¢ + d'Z avec y' € Ny,
—U,Us C 1L, M), minU* =0 et U* = [0,max U*| N d'Z.

Démonstration. D’aprés le Corollaire 64, le monoide est de type fini. L’affirmation découle
alors des résultats sur les monoides de type fini, en particulier ceux établis dans |21,

Théoréme 3.1.4 et 4.4.11], et pour la derniére partie, voir [13, Théoréme 3.6]. O

Il est également connu que plusieurs autres invariants arithmétiques de H sont finis,
y compris le degré de chainage c(H) et le degré de modération t(H), en particulier,
le monoide est localement modéré; de plus, dans le résultat ci-dessus, ’ensemble des
distances A(H) peut étre remplacé par A*(H); Rappelons que A*(H) est définie comme
I’ensemble des minA(H’) ou H’ traverse les sous-monoides non demi-factoriels et clos par
diviseur de H.

Ainsi, il est connu que I’élasticité est atteinte. Nous nous renvoyons aux références
mentionnées dans la preuve juste au-dessus et a |27, Section 3.

Nous rappelons que le deuxiéme point du résultat est appelé théoréme de structure
pour les ensembles de longueurs, tandis que le troisiéme est appelé théoréme de structure
pour les unions (d’ensemble de longueurs).

Dans le Chapitre 6, nous affinons le théoréme de structure pour les unions pour cette
classe de monoides en montrant que, pour une large classe de poids, les ensembles sont en
effet des progressions arithmétiques, avec une raison 1, ¢’est-a-dire des intervalles d’entiers.

Nous concluons ce chapitre en présentant quelques résultats algébriques supplémen-
taires sur ces monoides. Nous montrons qu’en général, ils ne sont pas des monoides de
Krull, ni méme des monoides de Krull par transfert. Cependant, ils sont toujours des C-
monoides ; nous renvoyons & [21, Section 2.9] pour une définition. Pour le cas particulier
des suites & somme nulle plus-moins pondérée, il est possible d’obtenir une classification
compléte lorsque le monoide est Krull et krull par transfert. Cela est donné dans la Pro-
position 68, due a Geroldinger et Zhong, qui inclut I'idée principale du lemme qui la

précede.

Lemme 67. Soit G un groupe abélien tel que exp(G) > 3. Soit Q un ensemble de poids
tel que {+idg, —idg} C Q C Aut(G). Alors Bo(G) n’est pas un monoide de Krull par

transfert.
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Démonstration. Supposons par 'absurde qu’il existe un homomorphisme de transfert

0: Bo(G) — B(Gp), ou Gy est un sous-ensemble de n’importe quel groupe abélien. Soit
g € G tel que ord(g) > 3. Nous posons

A= g% Ay =(29)%, et Az =g*(29).

Montrons qu’ils sont des atomes de Bqo(G). En effet, le fait que Ay, A, A3 € Ba(G) découle
de {+idg, —idg} C Q donc g+(—g), 29+(—29g) et g+g+(—2g) sont des sommes pondérées
de Ay, As, A3 respectivement. Nous prouvons maintenant que Ay, As, A3 sont irréductibles.
Pour cela, il suffit de noter qu'une décomposition de A; est impossible puisque 1'un des
deux facteurs est de longueur 1 donc les sommes possibles sont w(g) ou w(2g) pour w € 2
mais aucun de ces éléments n’est nul.

Puisque A2 = A2 A, nous avons §(A32) = 0(A3A,) et il en découle que

0(A3)2 = 0(A1)%0(As) € B(Gy) C F(G).

Par conséquent, 0(A;)? divise 6(As3)? dans F(Gy), et donc §(A;) divise 0(A3z) dans F(Gy).
Ce qui implique que §(A;) divise §(A3) dans B(Gy), et donc 8(A;) = 0(As) (car ces deux
éléments sont des atomes). Ainsi, nous obtenons §(Ay) = 1, ce qui est une contradiction

avec la premiére condition de la définition d’'un homomorphisme de transfert, voir la
Définition 56. O

Proposition 68. Soit G un groupe abélien et B.(G) le monoide des suites a somme nulle

+-pondérée. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

(a) G est un 2-groupe élémentaire.
(b) BL(G) est un monoide de Krull.

(¢c) BL(G) est un monoide de Krull par transfert.

Démonstration. (a) = (b) Si G est un 2-groupe élémentaire, alors By (G) = B(G), car
—g = g pour chaque g € G, et B(G) est un monoide de Krull.

(b) = (c) Evident.

(c) = (a) Etant donné que les conditions sur I'ensemble des poids dans le Lemme 67
sont vérifiées, B (G) ne peut étre un monoide de Krull par transfert que lorsque G ne
contient aucun élément d’ordre au moins égal a 3, c’est-a-dire lorsque G est un 2-groupe
élémentaire car 'ordre de chaque élément est 2 (sauf pour 0 qui est d’ordre 1) et I'exposant

de groupe est alors 2, c’est-a-dire le groupe G est un 2-groupe élémentaire. O

En d’autres termes, a moins que By (G) = B(G), le monoide BL(G) n’est pas un
monoide de Krull. Cependant, nous allons maintenant montrer que pour un groupe abélien

fini G et 2 un ensemble de poids, le monoide Bg(G) est un C-monoide. Nous rappelons la
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définition de C-monoide mais uniquement pour le cas d'un monoide réduit ; on dit qu'un
monoide réduit H est un C-monoide s’il est un sous-monoide d’un monoide libre F' tel
que le semi-groupe de classes C(H, F') est fini. Rappelons qu'on dit que deux éléments
v,y € I sont H-équivalents si y 'H N F =y 'HNF et que le semi-groupe de classes
est formé par les classes d’équivalences des éléments de F' par rapport a cette relation (il
s’agit en effet d’une relation d’équivalence et méme de congruence et pour cela C(H, F)
est bien un semi-groupe par rapport a la loi de composition héritée).

Nous n’utilisons pas directement la définition pour montrer que nos monoides sont des
C-monoides, par contre, nous utilisons un résultat de Cziszter, Domokos et Geroldinger

[11, Proposition 2.6.3] dans un cas particulier que nous rappelons ci-dessous.

Proposition 69. Soit H un monoide réduit et de type fini. Supposons que H soit un

sous-monoide d’un monoide libre F(P). Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. H est un C-monoide défini dans F(P), et pour chaque p € P, il existe un a € H
tel que v,(a) > 0.

2. Pour tout a € F(P), il existe un n, € N tel que a™ € H.

Théoréme 70. Soit G un groupe abélien fini et Go C G. Soit  C End(G) un ensemble
de poids. Le monoide Bo(Gy) est un C-monoide, défini dans F(Gy).

Démonstration. D’aprés la Proposition 69, il suffit de montrer que pour S € F(G), il
existe un n € N tel que S € Bq(Gp). Soit n € N et w € Q. Notons que n - w(a(S)) €
0q(S™). Pour n = exp(G), on trouve alors 0 € oq(S™) puisque w(c(S)) € G et exp(G)-h =
0, pour tout h € G.

O



CHAPITRE

5!

(QUELQUES RESULTATS AUXILIAIRES
GENERAUX

Nous présentons, dans ce chapitre, quelques résultats qui sont utiles pour nos investi-
gations, bien qu’ils ne soient pas spécifiquement liés aux monoides de suites & somme nulle
(pondérée). Ces résultats portent principalement sur les ensembles Uy (H) et les notions

associées. Pour plus de détails, nous renvoyons au [17, Lemme 5.2].

Lemme 71. Soit H un monoide atomique avec k,l € Ny. Alors les propositions suivantes

sont vrazes.

1. Uy(H) = {k} pour k € {0,1} et k € Uy(H) pour chaque k € N.
Pour k,l € N, on al € U(H) si et seulement si k € U(H).
U.(H) +U(H) C Uy (H).

Nt (H) < M(H) + M(H) < b+ 1< py(H) + pi(H) < prsi(H).
pu(H) < kp(H) et b < \y(H)p(H).

Nous présentons quelques observations générales supplémentaires sur ces invariants.

Lemme 72. Soit H un monoide atomique. Soit k € N.

2. Si pp(H) est fini, alors X, my(H) < k.

Démonstration. 1. Etant donné que par définition A\,(H) € Uy(H), il en résulte
d’apres le Lemme 71 que k € Uy, ) (H). Et d’aprés le Lemme 44 on a py, (i) (H) =
sup U, () (H), il est donc évident que py, ) (H) > k.

2. Puisque p(H) est fini, nous avons px(H) € Ux(H), et de nouveau d’aprés le
Lemme 71, k € U, () (H) et donc A, (1) (H) < k.
[

Lemme 73. Soit H un monoide atomique. Soit k € N. Supposons que U;(H) soit un
intervalle pour chaque i < k. Alors, nous avons \g(H) = min{i: p;(H) > k}.
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Démonstration. Soit j € N minimal tel que p;(H) > k; notons que, puisque py(H) > k
d’aprés le Lemme 72 un tel j existe et j < k. Etant donné que j < k < p;(H) et que
U;(H) est un intervalle, il en découle que k € U;(H). Ainsi, d’aprés le Lemme 71, nous
avons j € Uy(H) et donc A\y(H) < j. Et d’aprés le Lemme 72, nous avons py,g)(H) > k,
il en résulte que min{i: p;(H) > k} < A\(H). O

Lemme 74. Soit H un monoide atomique. Soit k € N. Supposons que U;(H) soit un
intervalle pour chaque i < k. Alors, nous avons py(H) = sup{i: \;(H) < k}.

Démonstration. Soit j € N tel que j > k et A\;j(H) < k; notons que, puisque A\, (H) < k,
un tel j existe.

Puisque A\;(H) < k < j et que U;(H) est un intervalle, il s’ensuit que k € U;(H).
Ainsi, d’aprés le Lemme 71, nous avons j € Uy(H), et donc px(H) > j. Ainsi, pp(H) >
sup{i: \;(H) < k}.

Si sup{i: \;(H) < k} est infini, il en découle que px(H) = oo. Admettons que
sup{i: \;(H) < k} soit fini et que j > sup{i: \;(H) < k}. Supposons que pi(H) > j.
Puisque Ui (H) est un intervalle, il s’ensuit que j € Uy (H ). Cependant, cela implique que
k € U;(H) et donc k > X\;(H), ce qui est une contradiction avec j > sup{i: \;(H) < k}.
Ainsi, pr(H) < j et Paffirmation s’en suit. O

Nous donnons maintenant un lemme qui est une légére généralisation de [42, Lemme
5.1].

Lemme 75. Soit P un ensemble et soient Sy,..., Sy, T1,...,T, € F(P) des suites non

vides telles que
S1...8.=1T1...T}.

Si k < L, alors ils existent des indices ig € [1,k] et des indices distincts jy,ja € [1,/]
tels qu’ils existent py,ps € P satisfaisant py | Tj,, p2 | T}, et pip2 | Si,-

Démonstration. Nous supposons que k < /¢ et procédons par induction sur k. Fixons
k = 1. Supposons que pour tout h,h’ tel que hh' | Sy, il n’existe pas d’indices distincts
g, € [1,4] tels que h | Tj et A’ | Ty. Il en découle que Sy = Sk | T} pour un certain

J € [1,4], disons Sy | T;. Nous obtenons ainsi :
lre =TTs... (TuS; )

une contradiction, car 77 n’est pas vide. Supposons maintenant que k > 2 et admettons
que laffirmation est vraie pour k£ — 1, nous avons S;...S, =17 ...T;; comme précédem-
ment, nous obtenons Sy, | Ty. Nous considérons maintenant Sy ... Sx_1 =11 ... 71 (1S, .
Par conséquent, la conclusion découle directement de ’hypothése d’induction appliquée a
Sy Spa =Ty T (TS). O
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Dans le lemme ci-dessous, qui est essentiellement tiré de [3], voir en particulier le
Théoréme 2.1 et |21, Proposition 1.4.2], nous adoptons la convention selon laquelle a/0 =
oo pour a € Rso U {oo}. Soulignons que la condition selon laquelle H n’est pas factoriel
garantit que A(H) \ P(H) # 0.

Bien évidemment, pour un monoide factoriel H, on a p(H) = 1, et ainsi rien n’est

perdu en excluant ce cas.

Lemme 76. Soit H un monoide atomique qui n’est pas factoriel. Soit r : H — (Rxq, +)

un homomorphisme de monoides.

1. Soit ri = inf{r(a): a € A(H)} et soit Ry = sup{r(a): a € A(H)}. Alors p(H) <
Rl/Tl.

2. Soit ro = inf{r(a): a € A(H)\ P(H)} et soit Ry = sup{r(a): a € A(H)\ P(H)}.
Alors p(H) < Ry/rs.

Démonstration. Puisque r est un homomorphisme de monoide, il s’ensuit que r(u) = 0
pour tout u € H*. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que le monoide est

réduit.

1. Soit ay,...,ak,by,...,by € A(H) tels que ay...a = by ...b. 1l suffit de montrer
que [/k < Ry/r;. Comme cela est trivial pour r = 0, nous supposons que r; > 0.

Nous notons que
ERy > r(ay) 4+ -+ r(ag) =r(ar...ar) =r(by...b) =r(by) + - +r(by) > lry,

et ainsi le résultat en découle.

2. Soit ay, ..., a5, by, ..., 0, € A(H) tels que a; ...ar = by ...b. Nous devons montrer
que [/k < Ry/ry. Comme précédemment, nous pouvons supposer que rs > 0. De
plus, supposons que [ > k.

Supposons d’abord qu’aucun des éléments aq,...,ax, by, ..., b n'est premier.

Dans ce cas, nous pouvons conclure que :
kRy > r(ay) +---+r(ag) =r(ar...ar) =r(by...b) =r(by)+---+1r(b) >1ry

Ainsi, le résultat suit.

Supposons que ce ne soit pas le cas, c’est-a-dire que, en renumérotant si né-
cessaire, les éléments ax_yy41,...,a, sont premiers tandis que ai,...,ar_, ne le
sont pas. Il s’ensuit, en renumérotant si nécessaire, que ag_,.; = b;_,,; pour tout
1 <7< retquea...ap, = b...0_,. Nous remarquons que si I'un des b,
pour j € [1,1 — r] est premier, I'un des a; pour i € [1,1 — r| le serait aussi. Ainsi,

aucun des aq,...ap_,,b1,...,b_, n'est premier. Si k —r = 0, alors k = [ et la
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borne est évidemment vérifiée. Supposons que k — r # 0. Nous obtenons comme

précédemment

(k—1)Ry > (I — 1)1

et donc
l—r

k—r —

. ! I/ . .
Maintenant, notons que pour I’ > k' > ' >0, on a % < % Ainsi,
bt

[—7r

<

Cela termine la preuve.

]

Dans cette thése, nous appliquons ce résultat pour des monoides de suites a somme

nulle (pondérée). Toutefois, notons que si H = (n4,..

.,ny) un semi-groupe numérique

ny

alors le résultat avec la fonction de longueur donnée par 'inclusion donne p(H) < - ce

qui est par ailleurs la valeur exacte dans ce cas.



CHAPITRE

6

RESULTATS SUR Up(H) POUR LES
MONOIDES DE SUITES A SOMME
NULLE PONDEREES

Le présent chapitre a pour but d’obtenir divers résultats sur Uy (H ) pour les monoides
de suites & somme nulle pondérées qui vont au-dela de ce qui a déja été établi dans le
Théoréme 66. Tout d’abord, nous établissons que sous certaines hypothéses sur les poids,
ces ensembles sont des intervalles, c’est-a-dire des progressions arithmétiques de raison 1.
Nous étudions ensuite les maximums et les minimums de ces ensembles, c’est-a-dire pp(H)
et \(H), ce qui, combiné, permet d’obtenir une description compléte de ces ensembles.

Pour la démonstration de nos résultats, nous utilisons les résultats de |15, Section 3]

qui sont valables pour Bq(G) ; nous les résumons dans le lemme suivant.

Lemme 77. Soit H un monoide atomique. Supposons que A(H) # () et que d = min A(H).

Alors, on a :
1. A(Ux(H)) C dN, et il existe k* € N tel que min A(U,(H)) = d pour tout k > k*.
2. sup A(Up(H)) < sup A(H) pour tout k € N.

3. Si k€N etU,(H)NNs,, est une progression arithmétique de raison d pour tout
m € [A\(H), k], alors Up,(H) N[0, k] est une progression arithmétique de raison d.

4. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(a) Ur(H) N N> est une progression arithmétique de raison d pour tout k € N.
(b) U(H) est une progression arithmétique de raison d pour tout k € N.

Ensuite, nous montrons que les ensembles Uy (B (G)) sont des intervalles si ’ensemble
des poids 2 C End(G) est un groupe par rapport a la composition des endomorphismes.
Nous soulignons que 1’élément neutre de €2 n’est pas nécessairement idg, ce qui introduit
quelques complications supplémentaires dans 'argument. En effet, dans certains autres
résultats, nous supposons en plus que idg € €2, autrement dit, nous supposons que ) est

un sous-groupe de Aut(G).
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Théoréme 78. Soit G un groupe abélien fini. Soit Q@ C End(G). Si Q est un groupe par
rapport a la composition des endomorphismes, alors Up(Bo(G)) est un intervalle pour tout
ke N.

Démonstration. D’aprés le Lemme 77, il suffit de montrer que Uy (Bq(G)) N N>y est un
intervalle pour tout k& € N. Cela signifie que nous devons montrer que [k, px(Ba(G))] C
U (Ba(G)).

Soit £ € [k, pr(Ba(G))] minimal tel que [¢, pp(Ba(G))] € Up(Ba(G)). Cela est bien
défini car, bien évidemment, pour ¢ = pi(Ba(G)), nous avons [¢, pi(Ba(G))] € Uk (Ba(G)).

Nous voulons montrer que ¢ = k. Supposons, par 1'absurde, que ¢ > k. Nous consi-
dérons I'ensemble de tous les B € Bo(G) tels que {k,j} C L(B) pour certain j > /.
Soit By un tel élément tel que |By| est minimal parmi tous ces éléments. Maintenant, soit
By=U,...Uy=V...V,.

D’aprés le Lemme 75, aprés une renumérotation, nous pouvons supposer qu’il existe
g192 | Uy tels que g1 | V1 et go | V.

Soit w; € Q2 tel que ElUllwlgZ = 0. Soit g9 = w191 + wags. Posons U] = go(g192) U} et
leq = 90‘/}—1‘/}(9192) . On note que —gy = —(w1g1 + waga) € da((g192) ' U1). Puisque
Q) est un groupe, il s’ensuit que w(—go) € ga((g192)"'U;) pour un certain (en fait, pour
chaque) w € .

Par conséquent, nous avons 0 € oq(U;). Nous affirmons que 0 € oo(V]_;) est aussi
vérifié. Pour voir cela, notons que 0 € oo(V;_1) implique que —wig; € oq(g;'V;_1) pour
un certain wi € Q. Et comme 2 est un groupe, il s’ensuit que —wig; € oq(g;'V;_1) pour
tout w| € €, en particulier —w;g; € oq(g;'Vj_1).

De la méme maniére, nous obtenons —wsgs € UQ(QQ_I‘/J'). Ainsi, —gp = —(w191+wage) €
0a(V;—1Vj(g192) ") et puisque ©Q est un groupe, on a w(—go) € oa(V;-1V;(g192) ") pour
certains (en fait, pour chaque) w € . Par conséquent, 0 € oo(V}_,).

Ainsi, U}, V], € Bqo(G). En effet, U] appartient a A(Bq(G)), car une factorisation
de U] entrainerait directement une factorisation de U;. Toutefois, pour ‘/}/—1 ce n’est pas

encore clair a ce stade. Soit
B(’) = U U, ... U, :Vl...Vj_g\/}’_l

Il est évident que B, € Bo(G) et |Bj| < |By.

Etant donné que U/ est un atome, il en découle que k € L(B}). D’aprés notre hypothése
sur By, il s’ensuit que L(BY) ne contient aucun élément supérieur ou égal a [, autrement
dit max L(B)) < £.

Comme By = Vi...V; oV, il en découle que j — 2 + Lpy)(Vj_1) € Ly (Bp)-
Puisque max L(B) < ¢, il en résulte que j — 2 4+ max L, () (Vj_;) < L.
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Etant donné que V/_; est une suite non vide, on a max Lz, () (V/_,) > 1. Finalement,

j = ¢, ce qui entraine la relation d’inégalités suivante : £—2+1 < j—2+max Lgg, ) (V]

) <
¢. Cela implique que, j —2+max Lg, ) (Vj_;) = £ —1, et donc £ —1 € L(By). Puisque k €
L(BY), il s’ensuit que £ —1 € Up(Bq(G)). Par conséquent, [¢ — 1, pr(Ba(G))] C Up(Ba(Q)).

Ce qui contredit la définition de £. n

Nous allons maintenant établir un résultat qui sera utile pour I’étude des elasticités et

des problémes connexes.

Lemme 79. Soit G un groupe abélien fini. Soit Q@ C End(G) et soit j € [2,D(Ba(G))].

1. 51 Q) est un semi-groupe par rapport a la composition, alors il existe un élément

A € A(Ba(G)) tel que |A| = j.

2. Si Q C Aut(G) est un sous-groupe, alors il existe un élément B € Bqo(G) tel que
{2,5} CL(B).

Démonstration. 1. Soit C' € A(Bq(G)) avec une longueur [ = D(Bq(G)). Supposons
que C' = Hﬁzl g; et Zizl w;g; = 0 avec w; € Q. Soit s = Zé;{“ w;g; et A =
s Hi.:l_j+2 gi- Alors, A € Bo(G), car pour w € 2, on a w(3t_, wi(g;)) = 0 et donc
w(s) + Zé:l—j-i-Q(w ow;)(g;) = 0.
De plus, il en découle que A € A(Bq(G)). Etant donné qu’une factorisation non
triviale de A entrainerait directement une factorisation non triviale de C'. Notons
qu’il nous faut & nouveau que €2 soit un semi-groupe. Puisque |A| = j, cela prouve

la premiére assertion.

2. Soit A € A(Ba(G)) avec |A| = j. Notons que 0 A. 11 est facile de voir que —A €
A(Bq(G)). Nous considérons B = (—A)A. Par définition 2 € L(B). Pour tout g €
G, on a (—g)g € Ba(G); notons que puisque w € €2 est un endomorphisme de G,
on a toujours w(—g) = —w(g). Et comme 2 ne contient que des monomorphismes,
il s’ensuit que (—g)g € A(Bq(G)). Ainsi max L(B) = | A|, et 'assertion est prouvée.

]

Lemme 80. Soit G un groupe abélien fini. Soit Q C End(G). Soit k € N, alors pop(Ba(G)) >
kD(Ba(GQ)) et par1(Ba(G)) > 1+ kD(Ba(G)).

Démonstration. Soit A € A(Bq(G)) avec une longueur maximale. Nous savons que —A €
A(Bq(G)) et considérons B = (—A)k A, Par définition, 2k € L(B). Puisque, pour chaque
g€ G,ona(—g)g € Bo(G) (notons que, puisque w € 2 est un endomorphisme de G, on a
toujours w(—g) = —w(g)). Il s’ensuit que max L(B) > k|A| et I'affirmation est établie. La
deuxiéme affirmation est une conséquence immédiate de la premiére, par exemple, nous

pouvons considérer 0B, c’est-a-dire, on rajoute un terme 0 a la suite B. O
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Nous utilisons maintenant le Lemme 76 pour établir que po(Ba(G)) = kD(Bo(G))
dans différents cas. A cette fin, il est utile d’avoir un minorant pour la longueur d’un
atome qui n’est pas premier. L’exemple suivant donne un atome de longueur 1 qui n’est
pas premier. Cependant, pour divers ensembles de poids, nous pouvons montrer que la
longueur d’un atome qui n’est pas premier est d’au moins 2, ce qui nous permet d’établir

I’égalité mentionnée ci-dessus.

Exemple 81. Soit G = Cy @& Cj et soit e1,e2 € G sont indépendants avec ord(e;) = 2
et ord(ey) = 6. Soit Q = {+2idg, +idg, —idg}. Alors e; € A(Bq(G)) car 2idg(er) = 0.
Cependant, e; ¢ P(Bq(G)) car e1 1 e1(e1 + e2)es tandis que e; | (e1(e; + e2)ez)?.

Cependant, sous certaines conditions sur I’ensemble des poids, cela reste vrai.

Lemme 82. Soit G un groupe abélien fini. Soit Q@ C End(G). Soit A € A(Bq(G)) \
P(Ba(G)).

1. Si Q ne contient que des monomorphismes, alors |A| > 2.

2. Si Q est un semi-groupe commutatif par rapport a la composition, alors |A| > 2.

Démonstration. Supposons que {2 ne contienne que des monomorphismes. Il en découle
directement que les seuls éléments de B (G) de longueur inférieure a 2 sont la suite vide et
la suite 0. La premiére n’est pas dans A(Bq(G)) tandis que la seconde est dans P (Bqo(G)),
ce qui donne la premiére proposition.

Supposons maintenant que €2 est stable par composition. Supposons qu’il existe un
atome de longueur 1, soit, pour a € G, nous avons a € Bq(G). Cela signifie qu'il existe
un certain w’ € € tel que w'(a) = 0.

Nous devons montrer que a € P(Bq(G)). Soient C, D € Bqo(G) tels que a | CD (la
divisibilité est valable dans Bg(G)). Nous devons démontrer que a | C ou a | D (dans
Ba(G)). Sans perte de généralité, supposons que C' contienne a, autrement dit, a divise
C dans F(G).

Nous devons montrer que a divise C' dans Bq(G). Soit C' = af; ... f.. Nous savons
qu’il existe wg,wy, ..., w, tels que wo(a) + wi(f1) + -+ + w.(f;) = 0. Nous appliquons «’
a cette expression et obtenons, (w'wp)(a) + (w'wy)(f1) + -+ + (W'w,)(fr) = 0.

Maintenant, (w'wp)(a) = (wew')(a) = we(0) = 0. Ainsi, nous avons : (W'w1)(f1) +---+
(Wwr)(fr) =0, et comme W'w; € Q pour chaque ¢ € [1,r], il S’ensuit que f; ... f. € Ba(G),

ce qui établit la proposition. O

Les résultats établis jusqu’a présent permettent de déterminer pour divers ensembles
de poids 2 les constantes pi(Bq(G)) pour k pair. Le cas de k impair est plus complexe,

et nous 'abordons pour le cas particulier des poids plus-moins dans le chapitre suivant.
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Théoréme 83. Soit G un groupe abélien fini. Soit Q C End(G). Si Q ne contient que
des monomorphismes ou si £ est un semi-groupe commutatif par rapport a la composi-
tion, alors on a pa(Ba(G)) = kD(Bo(G)) pour chaque k € N. De plus, p(Ba(G)) =
D(Bo(G))/2. et

|+ £D(Bo(G)) < parss (Bo(G)) < kD(Bo(G)) + {MJ |

2

Démonstration. Rappelons d’abord que par le Lemme 71, on a pi(H) < kp(H).

Les minorants pour py(H) sont établis dans le Lemme 80. Avec 'inégalité rappelée en
haut, ils donnent une minoration pour p(H).

Le Lemme 76 donne une majoration pour p(H). Notons que r; = 2 par le Lemme 82.
Les majorants pour pg(H) découlent de la majoration de p(H) et de l'inégalité p(H) <
kp(H). O

Nous présentons maintenant un résultat connu pour les monoides de suites & somme
nulle sans poids, voir [17, Corollaire 5.4]. La structure de notre démonstration est trés

similaire a celle de la version sans poids.

Théoréme 84. Soit G un groupe abélien fini. Soit Q C Aut(G) un sous-groupe. Soit D la
constante de Davenport de Bo(G) et supposons que D > 2. Alors, pour k € Ny, en posant
l € Ny et j €1]0,D—1] tels que k = 1D +7j, nous avons :

21 si5=0
Me(Ba(G)) = 4 20+1  sij € (1, pauy1(Ba(G)) — 1D
20 4 2 St j € [p2l+1(BQ(G)) —lD+1,D—1]

Démonstration. Pour |G| = 2, le monoide Bo(G) est demi-factoriel. Ainsi, Uy (Bqo(G)) =
{k} pour chaque k, et I'affirmation est triviale ; notons que, par hypothése D > 2 (et non
1 donc |G| # 1). Supposons donc que |G| > 3.

Soit k € Ny et k =1D+j avec | € Ny, j € [0,D —1]. Autrement dit, [ est le quotient
et 7 est le reste de la division euclidienne de k& par D. Notamment, [ et j sont déterminés
d’une maniére unique par k (et vice versa).

Nous traiterons d’abord le cas [ = 0, puis pour [ > 1, nous distinguerons les cas 7 =0
puis j > 1 (en traitant d’abord le cas j = 1).

Passons maintenant a I’étude détaillée :

Sil =0, alors pour j € [0, 1], nous avons U;(Ba(G)) = {j} et I'affirmation est établie.
Pour j € [2,D—1], nous savons, d’aprés le Lemme 79, qu’il existe un ensemble de longueurs
qui contient {2, j}. Cela montre que \;(Bq(G)) < 2. Puisque, pour j > 2, nous avons que
A (Bo(G)) > 2, laffirmation est établie.
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Nous pouvons donc supposer que [ > 1. Si j = 0, laffirmation est une conséquence
du Théoréme 83. Pour le voir, notons que, puisque py(Bo(G)) = [ D(Bo(G)), il existe un
ensemble de longueurs L avec {2[,/D} C L. Cela montre que \;p(Bq(G)) < 2l. De plus, il
ne peut pas exister un L" tel que {I',I{D} C L' pour un I’ < 2[, car [ D /I’ serait supérieur
a l'élasticité D /2 du monoide Bqo(G). Par conséquent, \p(Bqo(G)) = 2L.

Supposons que j > 1. Comme k < A\(Bqo(G))p(Ba(G)) d’aprés le Lemme 71, il en
résulte que pour k =I[(D+ 7, on a :

2] ID+j

o142
L Y

< Aipt(Ba(G))

en particulier \jp1j(Ba(G)) > 2I, et donc \jp1j(Ba(G)) > 20+1. Dans l'autre sens, d’aprés

le Lemme 71, nous avons que
Ap+5(Ba(G)) < Aip(Ba(G)) + Aj(Ba(G)) < 20+ Aj(Ba(G)) < 20+ 2

ol nous avons utilisé que A\ip(Ba(G)) = 21 et que \j(Ba(G)) < 2, comme cela a déja été
établi. Pour j = 1, nous obtenons que 2l < \py1(Ba(G)) < 204+ M\ (Ba(G)) = 20+ 1, et
donc A\ppy1(Ba(G)) =20 + 1.

Supposons que j > 2. Si j € [2, pyi1(Ba(G)) — D], alors j + 1D < poi1(Ba(G)).
Comme U1 1(Bo(G)) est un intervalle d’aprés le Théoréme 78, cela implique que j+1D €
Usi+1(Ba(G)) et donc A\p+;(Ba(G)) < 21+ 1, ce qui montre que A\ppy;(Bo(G)) =21 + 1.

Sij > pat1(Ba(G)) — 1D, alors j + 1D > pyi1(Ba(G)). Cela implique que j + (D ¢
Usi+1(Ba(G)) et donc A\ipj(Ba(G)) > 20+1, ce qui montre que A\jp1;(Ba(G)) = 20+2. O



CHAPITRE

7

RESULTATS SUR LES SUITES -
PONDEREES

Ce chapitre vise a obtenir d’autres résultats sur Bo(G) pour le cas particulier ou
I'ensemble des poids est égal & {+idg, —idg}, que nous appelons suites & somme nulle
plus-moins pondérées; et nous désignons cet ensemble de poids par l'indice +, c’est-
a-dire que B4 (G) désigne By, idg,—ide} (G). Et puisque {+idg, —idg} est un sous-groupe
commutatif de Aut(G), les résultats du chapitre précédent sont applicables, et nous savons
que pour GG un groupe abélien fini :

— Ur(BL(GQ)) est un intervalle pour chaque k € N, voir le Théoréme 78.

— pa(BL(G)) = kD(B4(G)) pour chaque k € N, voir le Théoréme 83.

Nous allons étudier d’une part la valeur exacte de D(B4(G)), et d’autre part la valeur
de pr(B+(G)) pour k impair. Il se trouve que les résultats dépendent de la parité de I'ordre
du groupe.

Nous commengons par étudier 'ensemble des atomes de BL(G). Nous avons remar-
qué dans le Chapitre 4 que A(B+(G)) N B(G) € A(B(G)). Inversement, il est clair que
A(B(G)) C BL(G), les éléments de A(B(G)), qui sont irréductibles dans le monoide B(G),
pourraient bien ne pas étre irréductibles dans le monoide plus grand B4 (G). Par exemple,
dans Cy = (e), la suite e* est une suite & somme nulle minimale dans Cy. Autrement dit,
e' € A(B(Cy)). Cependant, dans B (Cy), elle admet la factorisation e?-e?. Nous montrons

que pour les groupes d’ordre impair, cela est impossible.

Théoréme 85. Soit G un groupe abélien tel que |G| est impair. Alors, A(B(G)) C
A(B+(G)).

Démonstration. Soit A € A(B(G)). Puisque B(G) C B4(G), il en découle que A € B4 (G).
Supposons le contraire, c¢’est-a-dire que A = A; - Ay avec A; et Ay non vides, tels que
0 € 04(A;) et 0 € 01(A2). Nous pouvons désormais décomposer A; et Ay en fonction
du choix des poids qui donnent une somme nulle; cette décomposition pourrait ne pas
étre unique. Soit A; = AT A7 tel que 0 = o(A]) — (A7), et de méme pour Ay. Ainsi,
o(AT) = 0(A7) et (A7) = 0(A;). On a A = AT AT AT A5 . Nous introduisons quelques
notations abrégées : 0(Ay) = s7, 0(A]) = s], 0(A;) = 55, et 0(AJ) = s5. Nous avons

remarqué que s = s; et s5 = s, . Puisque 0(A) = 0, il s’ensuit que s{ +s; +s5 +s, = 0.
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Par conséquent, nous avons si + s{ + s3 + s = 0, c’est-a-dire 2s{ + 2s5 = 0. Cela
signifie que 2(s] +s5) = 0, et puisque I'ordre de G est impair, nous obtenons s{ +s5 = 0.
Ainsi, AT A forme une sous-suite a somme nulle de A (sans poids). Comme A est une
suite & somme nulle minimale, cela n’est possible que si A] AJ est vide ou égale a A. 11
en est de méme pour AT Ay, AT A et AT A5 .

A présent, exactement I'une de A] AJ et A7 A, est égal 4 A et 'autre est vide. Par
symétrie, on peut supposer que A7 AT = A et que A] A5 est vide. Cependant, Al et AF

sont des suites & somme nulle sans poids et A = A A5, ce qui est contradictoire. O]

En particulier, le résultat ci-dessus montre que si l'ordre de G est impair, 'inclu-
sion A(B+(G)) N B(G) C A(B(G)) est une égalité. Cependant, cela n’implique pas que
A(B+(G)) = A(B(G)) car en général, il existe des éléments dans A(B+(G)) qui ne sont
pas dans B(G). Par exemple, pour C3 = (e}, nous avons que ¢ € A(BL(Cs)), cependant
e? ¢ B(Cs).

Comme corollaire immédiat de ce résultat, nous obtenons que, pour les groupes d’ordre
impair, la constante de Davenport de B.(G) est égale a la constante de Davenport clas-

sique.
Corollaire 86. Soit G un groupe abélien d’ordre impair. Alors D(B+(G)) = D(B(G)).
Démonstration. Directement a partir du Théoréme 85 et du Lemme 61. O

Bien que la valeur de D(B(G)) ne soit pas connue en général, il existe des résultats
connus qui peuvent étre utilisés pour obtenir des résultats explicites pour D(B.(G)) pour
les groupes d’ordre impair. En particulier, pour G = C,,, & ---® C,, avec 1 <nq | -+ | n,
onaD(B(G)) > 1+ _,(n;—1) et Pégalité est établie si G a un rang au plus deux, c’est-
a~dire r < 2, ou si G est un p-groupe, c’est-a-dire si n, est une puissance d'un premier.
L’égalité est également vraie dans certains autres cas, mais pas en général. Nous nous
référons au chapitre 1 3 et & [16, Section 3| pour un apergu.

La situation concernant D(B.(G)) pour les groupes d’ordre pair est plus compliquée.
Nous traitons complétement le cas des groupes cycliques d’ordre pair, puis nous obtenons
un minorant général. Pour ce faire, nous rappelons un résultat sur la structure des suites
longues minimales & somme nulle et des concepts associés. Notre approche est la méme
que celle de [17, Section 7]; les résultats sont, a l'origine, dus a Savchev et Chen [47] et
Yuan [52].

Définition 87. Soit G un groupe abélien fini.

1. Une suite S € F(G) est dite lisse, ou plus précisément g-lisse, s’il existe g € G
tel que S = (n1g)...(nwg),ou 1 =ny < --- < np,n=mny+---+ny < ord(g) et
X(S)={9g,29,...,ng}.
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2. Une suite S € F(G) est appelée une suite scindable a somme nulle minimale si
S € A(B(GQ)), et S = (g1 + g2)T pour certains gi,g2 € G et T € F(G) tels que
91921 € A(B(G)).

Théoréme 88. Soit G cyclique d’ordre n > 3.

1. 51 S € F(Q) est sans somme nulle et que |S| > (n+1)/2, alors S est g-lisse pour

certain g € G avec ord(g) = n.

2. Soit A € A(B(G)) de longueur |A| > |[n/2] + 2. Alors A = (n1g) ... (neg) pour
quelque g € G avec ord(g) =n, 1 =ny < --- < ny, ny +---+ny =n. De plus, si

A n’est pas scindable, alors A = g".

Lemme 89. Soit g € G et k,l,ny,...,ng € N tels que £ > k/2 et n =ny + -+ +ny <
kE<ord(g). Sil<ny <---<ngetS=(nyg)...(ng). Alors £(5) ={g,2¢,...,ng}, et
S est g-lisse.

Nous établissons un minorant pour D(B(C,,)) pour n pair.

Lemme 90. Soit n > 2 pair. Alors

D(B.(C,)) > 1+ g

Démonstration. Soit n = 2m. Soit C,, = (e). Pour n = 2, nous notons que e* est un
élément de A(B+(C,,)), ce qui établit I'affirmation dans ce cas.

Supposons maintenant que n > 4. Nous montrons que A = ¢”(me) est un élément de
A(Bﬁ:(cn))'

Supposons que A = A Ay avec 0 € 01(A;) pour i € {1,2}. Sans perte de généralité,

F avec k € [0,m].

nous pouvons supposer que me | Ay. Soit A; = (me)e

Etant donné que 0 € o+(A;), il s’ensuit qu’il existe ey, ..., e € {+idg, —idg} tels que
me—+ Zle e;e = 0 (nous pouvons supposer que le poids de me est +idg). Cependant, cela
signifie que Zle e;e = me. Or, Zle €;e est égal a de ou d est la différence entre le nombre
de poids +idg et —idg, nous obtenons que |d| est au plus égal a k. Ainsi, de = me n’est

possible que si k = m. Par conséquent, A; = A et A est bien dans A(BL(C,)). O

Théoréme 91. Soit n pair. Alors, on a
n
D(BL(Ca) =1+ 5.

Démonstration. L’affirmation est facilement établie pour n = 2; supposons maintenant
que n > 4. D’aprés le Lemme 90, nous savons que D(B.(C,)) > 1+ n/2. 1l reste a
montrer que D(B.(C,)) < 1+ n/2. Soit S = ¢1---g¢» € A(BL(C,)) et supposons, le
contraire, que |S| > n/2 + 2. Puisque 0 € o4(5) il existe ¢; € {+idg, —idg} tels que
(e191) + -+ (€ege) = 0.
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Par conséquent, A = (€191) ... (€rg¢) € B(C,,). En effet, cette suite & somme nulle A
doit étre minimale, car une décomposition de A dans B(C,,) impliquerait une décomposi-
tion de S dans By (C,,).

D’aprés le Théoréme 88, il existe e € C,, tel que C,, = (e) et de plus, nous pouvons écrire
A = (ase) - - - (ase) avec a; € [1,n] et Zle a; = n. Nous supposons que 1 < a; < --- < ay.

Nous montrons que a; = as = a3 = a4 = 1. Supposons, le contraire, que ay > 2. Alors
S 1 a;>3+2-({—3)>3+2-(n/2—1)>mn, ce qui est une contradiction.

Ainsi, A = e*(ase) . .. (ase). Nous considérons T' = e ?A. Nous écrivons maintenant,
T = (bie)(boe) - - - (bpe), ot by < -+ < by, S0 by = n—2 et by = by = 1. Notons que
' =10 —2et ' >n/2. Nous remarquons que le Lemme 89 peut étre appliqué a 7. Nous
avons donc X(7T') = {e,2e, ..., (ord(e) — 2)e}. Soit T1 | T tel que o(11) = ((n — 2)/2)e.
Posons T' = T1T,. D’ou o(T}) = o(Ts).

Par conséquent, nous pouvons donc décomposer A = e? - TiTy, et 0 € oy(e?) et
0 € 04 (T1T5). Cela montre que, A ¢ A(B+(G)). Sachant que {+idg, —idg} est un groupe
sous la composition des endomorphismes, nous pouvons en conclure que S ¢ A(By(G),
ce qui est une contradiction. On en déduit donc que D(B4(Cy,)) <1+ n/2. O

Corollaire 92. Soit G = Cp,, @ --- ® C,, avec 1 < mny | --- | n, et que t € [0,r] soit

mazimal tel que 21 ny. Alors

DBLC) =1+ 3 1)+ 30 1

Démonstration. D’aprés le Lemme 65, nous savons que
D(B+(G)) > 1+ Y (D(B+(Cy,)) = 1).
i=1

L’affirmation découle maintenant du fait que D(BL(C,,)) est égal a n; lorsque n; est
impair, voir le Corollaire 86, et égal a 1 + n;/2 lorsque n; est pair, voir le Théoréme
91. O

Avec n; et r, t définis ci-dessus, nous notons D*(B4(G)) = 1+Z§:1(ni—1)—|—z;t+l n;/2.
Il serait intéressant d’avoir d’autres résultats sur la question de I'égalité dans 'inégalité
D(B+(G)) > D*(B.(G)), par exemple pour les groupes de rang deux d’ordre pair ou pour
les 2-groupes.

Enfin, nous soulignons que les résultats ci-dessus montrent que D(BL(G)) et 1 +
d(B+(G)) sont assez différents. Nous rappelons que cette derniére est majorée par 1 +
|log, |G|]. Nous nous référons a [1] et [38] pour d’autres résultats sur cette constante.

Nous concluons ce chapitre par quelques résultats sur les ensembles de longueurs et

les élasticités dans le cas ou G est un groupe d’ordre impair.
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Proposition 93. Soit G un groupe d’ordre impair. Pour chaque B € B(G), nous avons
Zpc)(B) C Zp, () (B) et, en particulier, Lgc)(B) C Lp,()(B).

Démonstration. Soit B € B(G). Soit z € Zp)(B). Cela signifie que z = A; ... A avec
A; € A(G). Or, comme l'ordre de G est impair, d’aprés le Théoréme 85, nous avons
A(G) C A(BL(G), et ainsi A; € A(B+(G)) pour chaque 1 < ¢ < k. En d’autres termes,

2 € Zg,(¢)(B). L'affirmation sur I’ensemble des longueurs est immédiate. ]
Le résultat précédent permet d’obtenir des résultats sur les élasticités.

Corollaire 94. Soit G un groupe d’ordre impair. Pourk € N, on aly(B(G)) C Up(BL(G)),
et en particulier pr.(B(G)) < pr(BL(G)), et \(B(G)) > A.(BL(G)).

Démonstration. Cela découle immeédiatement de la Proposition 93 et des définitions. [

Dans le Théoréme 83, nous avons déja déterminé por(B+(G)) et remarqué que le pro-
bleme pour les indices impairs est plus compliqué. Nous allons maintenant montrer com-

ment nous pouvons utiliser les résultats obtenus pour le probléme sans poids.

Proposition 95. Soit G un groupe d’ordre impair. Soit D = D(B(G)). Soit k € Ny.
1. On a par(B+(G)) = p2x(B(G)) = kD et p(B+(G)) = p(B(G)) = D /2.
2. Si por+1(B(G)) = kD+|D /2], alors

D
pavs(B(6)) = e (BG) = D+ | |
Démonstration. D’apres le Corollaire 86, nous avons D = D(B4(G)). La premiére partie
est maintenant immeédiate d’aprés le Théoreme 83. Pour la seconde partie, encore une
fois d’aprés le Théoréme 83, nous avons pori1(B+(G)) < kD +|D /2]. Puisque, d’aprés le
Corollaire 94, nous avons po11(B(G)) < par+1(B+(G)), assertion en découle. O

Pour une étude détaillée de la question de savoir quand por41(B(G)) = kD +|D /2]
est vérifiée, nous nous référons a [19] et [14]. Divers résultats y sont présentés, qui, grace
au résultat ci-dessus, donnent directement le résultat analogue pour By (G). Il n’y a pas

besoin de recopier tous ces résultats. A titre d’exemple, nous énongons un seul résultat.

Corollaire 96. Soit r > 2 et soit n une puissance d’un nombre premier impair. Alors,

pour chaque k € N, nous avons

r(n—l).

)02k+1<B:I:(C:L>> = k‘(l + 7’(77, — 1)) -+ B

Démonstration. Ceci est une conséquence directe de la Proposition 95 et du [19, Corollaire
4.3] qui établit que por1(B(Cr)) = k(1 +7r(n—1))+ (r(n —1))/2 (notez que nous avons

substitué la valeur de D(CT) et évalué la fonction partie entiére). O
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Notons que Geroldinger, Halter-Koch et Zhong [22] ont obtenu des résultats plus
puissants qui vont au-dela des notres. Notamment, ils ont obtenu une description compléte

de I’ensemble U}, pour les groupes d’ordres impairs avec une seule condition supplémentaire

D(G) = D*(G) > 3.

Théoréme 97 ([22, Théoréme 6.2]). Soit G un groupe abélien fini d’ordre impair tel que
D(G) = D*(G) > 3, et Soit k = ID(G) +j > 2, oul € Ny et j € [0,d(G)]. Alors, nous

avons :

21, |kD(G)/2]], sij €[2,d(G)] etl=0;
(B (C)) = 21, | kD(G)/2]], SZ] =0etl>1,;
20+ 1,|kD(G)/2]], sije[l,d(G)/2] etl>1;
K[2[ +2,[kD(G)/2]], sije[l4+d(G)/2,d(G)] etl>1.



CHAPITRE

8

[L’ARITHMETIQUE DES MONOIDES DE
NORMES D’ANNEAUX DES ENTIERS
ALGEBRIQUES

Dans le présent chapitre, nous établissons un lien entre 'arithmétique de certains sous-
monoides multiplicatifs des entiers naturels, définis via les normes des anneaux d’entiers
algébriques, et I'arithmétique des monoides de suites pondérées a somme nulle sur des
groupes abéliens finis. Une relation entre les problémes sur les normes des entiers algé-
briques et les suites pondérées & somme nulle a été étudiée dans [30]. Notre application

est étroitement liée mais distincte.

Nous rappelons quelques notions et résultats standards de la théorie algébrique des

nombres (voir, par exemple, [31, 39, 41]).

Soit K un corps de nombres galoisien, I' = Gal(K/Q) son groupe de Galois, O son
anneau d’entiers, P l'ensemble des idéaux premiers non nuls, Zx = F(Pk) le monoide
abélien libre des idéaux non nuls de Ok et Hx le sous-monoide des idéaux principaux
non nuls. De plus, désignons par G son groupe des classes d’idéaux et pour un idéal
J € Tk, désignons par [J] € G sa classe d’idéaux. Soit N: T — N la norme absolue.
Nous rappelons que N(aOk) = [Ng/g(a)| pour chaque a € Oy, et {|Ng/g(a)|: a € O} =

N(Hx) € N(Zg) est un sous-monoide. Nous voulons étudier I’arithmétique de ce monoide.

Nous dénotons par P C N I’ensemble des nombres premiers. Pour p € P, considérons
P, € Px comme un idéal premier qui contient p. Pour p € P, nous avons {yFP,: v € I'}
est I'ensemble de tous les idéaux premiers supérieurs & p, et N(vP,) = N(P,) pour tout
v € I'. Rappelons que N(F,) est une puissance de p disant p/»: On appelle fp le degré
résiduel de p. Nous rappelons que I' agit sur G d’'une maniére naturelle. Pour g € G et
v €T, on a~vyg=[yP] pour g = [P] et ceci est bien défini. Par conséquent, il est utile de
considérer I' comme un ensemble de poids pour les suites sur GG. De plus, puisque chaque
classe contient une infinité d’idéaux premiers, nous pouvons fixer, pour p € P, I'idéal

premier P, € Pk de telle sorte que G = {[P,]: p € P}.

Nous observons que pour n € N, nous avons n € N(Zg) si et seulement si f, | v,(n)
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pour tout p € P. Pour un tel n nous obtenons
= N(H PI‘)’P(”)/fP>, et nous posons O(n) = H[Pp]vp(")/fp € F(G).
peP peP

En utilisant ces notations et conventions, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 98. Soit K un corps de nombres galoisien avec le groupe de Galois I' et le

groupe des classes G.
1. Soitn € N(Zg). Alors n € N(Hg) si et seulement si O(n) € Br(G).
2. © :N(Hg) — Br(G) est un homomorphisme de transfert.

Démonstration. Pour une suite S = ¢g;...g9; € F(G) et v € T nous posons 7S =

Yg1-..vgi- Si S € F(G), alors nous avons S € Br(G) si et seulement s'il existe une

S = H S, telle que ZWU(SV) =

vyer vyel

décomposition

Pour une classe g € G, nous posons P, = {p € P: [P,] = g}.

1. Premiérement, nous supposons que n = N(aOk), ou a € Oj. Nous cherchons a

montrer que O(n) € Br(G). Précisons que,

0O = H pve(@) — H H(fpr)Vva(a), et 0 = ZVZV«/PP(Q) [P] € G.

PePgk peP ~el yel'  peP

Nous obtenons alors

vp(n)

n = H pr” “rPp(@) et par conséquent 7
P

peP ~el

— Z v,p,(a) pour chaque p € P.
~yel

Il s’ensuit que;

O(n) = H Jv» (n)/fo _ H H vap(a

peP vy€eT peP

et comme

ZW<H[ P e a>) S Y v @B =0€d,

vyer peP yel'  peP

nous constatons que O(n) € Br(G).

Réciproquement, soit

O(n) = H[Pp]"”(")/f” € Br(G) et O(n HSV, ol nya

peP vyel yel’
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Nous devons montrer que n est la norme d’un idéal principal. Nous posons

= HgNg et,pouryel, S, = H g™,

geG geG

Pour tout g € G, il en résulte que

M=y e oy,
pEPy p vyel’
Pour g € G et v € I" nous décomposons N, , de telle sorte que

=) Ny, telque Y N, =

pEPy yel’

Nous posons maintenant

A= H H H(va)Nw’p €Tk et N(A) = H H pr"NW’.

g€G pelPy yel’ g€G pePy vel’

Sige GetpelP,, alors

A)) = prN%p = vy(n),

vel

et donc N(A) = n. Et puisque

- Z Z ZN%IWQ = ZZN%Q’YQ = Z’YU(SV) =

g€G peP, el geG vel yel

nous obtenons A € Hp, et par conséquent n € N(H).

2. Nous montrons que © : N(Hx) — Br(G) est un homomorphisme de transfert (voir
la définition 56). D’aprés la définition et la premiére partie de ce théoréme, il est
clair qu’il s’agit d’'un homomorphisme et que 71 dans la définition de I’homomor-
phisme de transfert est vérifiée. Pour compléter I’argument, il faut montrer que 72
est vérifiee. Considérons n € N(Zg) et O(n) = S’'S” pour certains S’, S” € Br(G),

et supposons que

@(n) _ H n)/fp _ HgNg g — HgNé ot S — HgN//

peP geG geG geG
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ott Ny, Ny, N € Ny tel que

Ng—N;—l—N;’—Z%pourtouthG.

pEPy

Pour g € G divise (split) N,, Ny tel que

N;] = Z NIS, N; — Z N;)’) et N]z _|_N;/ — # pour tout p € ]P)g
p

pEPy pEPy

pour certains N, V)| € Ny. Nous posons maintenant

n = prpN; et n/ = prle’,’.

peP pEP

Alors n = n'n”,

O(n') = H H AN H g2verg Mo — HgNs/z =5’ et de méme O(n") = 5".

geG pePy geG geG

]

Nous soulignons quelques conséquences du résultat précédent.

Corollaire 99. Soit K un corps de nombres galoisien avec le groupe des classes G. Soit

H = N(Hk) le monoide des normes absolues.
1. L’ensemble A(H) et la constante p(H) sont finis.
2. Pour chaque k € N 'ensemble Ux(H) est un intervalle.

3. 1l existe un certain M € Ny tel que chaque ensemble de longueurs L de H est une
multiprogression quasi arithmétique avec une borne M et une différence d € A(H)U
{0}, ce qui signifie que, L = y+ (LyUL*U (maxL*+L,)) C y+D+dZ avec y € Ny,
{0,d} €D C|0,d], —L;,L, C[1,M], minL* =0 et L* = [0, max L*] N D + dZ.

Démonstration. Par le Théoréme 98 nous savons qu’il existe un homomorphisme de trans-
fert de H vers Br(G) ou I' désigne le groupe de Galois de K.Par le Théoréme 66 et le
Théoréme 78 nous savons que Br(G) posséde les propriétés recherchées. Etant donné que
toutes les propriétés ne dépendent que de la longueur des factorisations et que les homo-
morphismes de transfert préservent les ensembles de longueurs (voir le Chapitre 3 aprés
avoir rappelé la définition de ’homomorphisme de transfert), 'affirmation s’ensuit.

]

Dans le cas des corps de nombres quadratiques, nous pouvons appliquer nos résultats

sur les suites plus-moins pondérées.
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Corollaire 100. Soit K un corps de nombres quadratiques dont le nombre des classes est

impair, c’est a dire Uordre du groupe de classe est impair. Alors p(N(Hg)) = p(Hx) et
pok(N(H)) = par(Hi) pour chaque k € N,

Démonstration. Comme dans le corollaire précédent, il suffit d’établir I'affirmation pour
Br(G) ou I représente le groupe de Galois de K. Puisque K est un corps de nombres
quadratiques, il s’ensuit que |I'| = 2. De plus, si I' = {id,~}, alors Py(P) est un idéal
principal pour chaque idéal premier P de Ok. Ainsi, [P]| + [y(P)] = 0 pour chaque P, ce
qui implique que 7 agit comme — idg sur G. Autrement dit, dans ce cas, Br(G) = B+ (G).

L’affirmation découle de la Proposition 95. n



CHAPITRE

9

ENUMERATION DES SUITES A
SOMME NULLE MINIMALES SUR UN
GROUPE ABELIEN FINI

Dans ce chapitre, nous cherchons & déterminer le nombre des suites & somme nulle
minimales dans un groupe abélien fini GG, de taille n, pour une longueur £ donnée. Nous
soulignons que, le mot suite est utilisé dans le méme sens que dans les chapitres pré-
cédents, c’est-a-dire que l'ordre des éléments n’est pas important mais la répétition des
éléments est autorisée. Dans la littérature, dans un contexte d’énumération ou encore de
la combinatoire énumérative, il est plus courant de formuler ce type de résultats sous le
nom de "multi-ensembles".

En effet, historiquement, la question a été traitée principalement dans le contexte
d’énumération des ensembles. Pour plus de détails, voir les références [35] et [36]. Puis,
elle a été généralisée dans le cas d’énumération des multi-ensembles a somme nulle, notés
Mcg(k, g), voir [40].

Notamment, dans les articles cités ci-dessus, les auteurs ont donné des résultats dans
le cas des suites de longueurs k dont la somme est égale a g sur des groupes abéliens finis,
avec g € G et k un entier positif.

Soulignons que dans cette thése, nous étudions la méme question mais avec une condi-
tion supplémentaire sur la minimalité des suites & somme nulle. Otu, on utilise les résultats
sur les nombres de toutes les suites a somme nulle pour déterminer le nombre des suites
a somme nulle minimales de certaines longueurs k.

Pour introduire nos résultats, nous utilisons des notations compatibles avec les nota-
tions des chapitres précédents.

Nous rappelons que F(G) est 'ensemble des suites sur G et B(G) est 'ensemble des
suites a somme nulle. Dans ce chapitre, nous avons besoin des suites avec une somme

donnée, donc nous introduisons les définitions suivantes :

Définition 101. Soit B,(G) = {S € F(G) | o(S) = g} 'ensemble des suites & somme

égale a g.

Notons que By(G) est B(G).
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Etant donné que, notre objectif est de compter le nombre de suites avec une longueur

donnée. Nous définissons alors I’ensemble des suites dont la somme égale a g et la longueur

égale a k.
Définition 102. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n . Soit k, un entier positif, g € G.
Nous définissons :

1. L’ensemble des suites de longueur k sur GG par :
F(G,k)={S]|S|=k}.
2. L’ensemble des suites & somme égale a g et de longueur k sur G par :
By(G, k) ={S € F(G,k) | o(S)=get|S|=k}.

Principalement, nous considérons le cas g = 0, et nous notons B(G, k) pour By(G, k).

Nous notons ainsi par #B,(G, k) le nombre des suites & somme égale & g et de longueur
k. Et #B(G, k) le nombre des suites & somme nulle de longueur k.

Nous rappelons quelques résultats existants déja, qui donnent le nombre des multi-
ensembles, pour plus de détails, voir [40]. Nous constatons que ce dernier dépend de
plusieurs facteurs notamment, exp(G) ; e(g) ; 1 et G[d], pour les définitions voir le Chapitre
3.

Théoréme 103. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n et soit g € G, et k € Z avec
k> 0. Alors, on a :

1 k/s—1
#B,(CK) =~ Y (”/ e ) > uls/D#Cld),
s|pged(exp(G),k) d|pgcd(e(g),s)

Remarque 104.

- Notons que lorsque g = k = 0, il existe exactement une suite de longueur 0 dont la

somme est nulle. Par conséquent, on a #By(G,0) = 1.

- 1l est évident que pour g # 0 et k =0, on a #B,(G,0) = 0.

Remarque 105.
Si pged(exp(G), k) = 1, la formule précédente est largement plus simple. En effet,

#B,6.0 =+ (",

n
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Etant donné que nous nous intéressons au nombre de suites & somme nulle, ¢’est-a-dire
au calcul de #B,(G, k) pour g = 0, nous présentons maintenant le théoréme principal
de notre étude, qui découle du théoréme précédent. Comme g = 0, on en conclut que

e(g) = exp(G), ce qui donne le théoréme suivant.

Théoréme 106. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n et soit g € G, et k € Z avec
k> 0. Alors :

wwon=1 ¥ (") Sueason
(G),k) dls

s|pged (exp

Nous rappelons que dans le cas ot pged(exp(G), k) = 1, la formule pour le cardinal de
#B,(G, k) est particulierement simple. Plus généralement, on constate que si on impose
des restrictions sur le pged(exp(G), k), on obtient des cas particuliers de théoréme précé-
dent sous une forme simplifiée. Par la suite, nous traitons quelques cas qui nous seront
utiles pour déterminer le nombre de suites & somme nulle minimales. Nous commengons

avec le cas pged(exp(G), k) | p, p premier.

Proposition 107. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n et p un nombre premier. Si

n+k—1 -t AN
G R G el e
p

pged(exp(G), k) | p, alors :

4B(G, k) = -

n

Démonstration. Nous avons

won-1| ¥ (*7 ) Suwel
G)k)

s|pged (exp( dls

[V R

Comme pged(exp(G), k) | p pour n’importe quel nombre premier p, on aura donc deux

possibilités ; soit s = 1, soit s = p. En développant la somme ci-dessus, nous aurons

n

k_
4B(GL) = Juon+ (77 wlen + wucp)

n

n+k—1
k

Puisque u(1) = #G[1] = 1; u(p) = —1 et #G[p] = p'*'©), nous obtenons
- L
<TL —|—Z 1) X (p )(prp(G) _ 1)] '

Si la longueur k& est un nombre premier, la proposition précédente se simplifie, et la

4B(G, k) = -

n

ISA RSN N

]

formule est donnée par le corollaire suivant.
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Corollaire 108. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Si k est un nombre premier,

alors :

1 /mtp—1\ 1, .
LB(C,p) — —( p ) Loy,
n P p

Démonstration. Nous utilisons la Proposition précédente 107 avec k = p, nous obtenons

1 —1 |
#B(G,p) = ("” ) + ( : )WG) - 1>]

n P L
1{/n+p—1 % @)
_ I'p —1
A (e

:l<n+p_1) _|_1(prp(G)_1)_
n b p

D’ou, le résultat. O]

Nous abordons maintenant le cas oil la longueur k des suites est égale a p?, p premier.
Nous aurons donc besoin de ce résultat pour p = 2, mais nous le formulons de maniére

générale pour tout nombre premier, car cela n’affecte pas la complexité du résultat.

Proposition 109. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Pour p premier et k = p?,

alors :

1 n+p2—1 ﬁ—f—p_]- T n . r 2
#B(G.p*) = - K \ ) T (p (P — 1) + = p(@ (i@ 1)

Démonstration. Si p* { exp(G) alors pged(exp(G),p?) | p ce qui nous permet d’appliquer

la Proposition 107 avec k = p2. Il est important de noter que cela donne exactement la

formule du résultat, car r,2(G) = 0, ce qui entraine la disparition de I'un des termes.
Supposons maintenant que p* | exp(G) avec k = p?, alors pged(exp(G), k) = p? et

s =1 ou p ou p%. En appliquant le Théoréme 106, nous trouvons

#BG =T Y (”/ rrles 1) >~ nls/d)#Gd]
slped (exp(G),9?) P/ dls
= (TR ware + (T o + )Gl

+ <P_) (n(P*)#G[] + p(p)#Glp] + M(l)#G[PQ])]

1
1 2 |
:_|:(n+p2 >+(p+p )(_1+prp(G))
n p p
n T r r
+]¥ . (_p »(G) +p »(G) p pz(G)):| :

d’ou

1[/n+p*—1 T4+p—1 n .
n p p p
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]

Nous évoquons deux cas particuliers qui sont traités également dans le Corollaire 108

et la Remarque 105.

Remarque 110. Pour G un groupe abélien fini d’ordre n et pour p premier. Si p* {

exp(G). Nous obtenons :

1. Si pged(p?, exp(G)) =1 alors 1,(G) =1,2(G) =0 et

2 _
#B(G,p*) = %(Wr; 1).

2. Sipged(p?, exp(G)) = p alors r,2(G) =0 et

S| (s N ey et

n p?

Dans la section suivante, nous déterminerons le nombre de suites & somme nulle de

longueur k£ =2, ..., 5.

9.1 Les valeurs de #B(G,k), pour k=2,....5

Pour cette étude, il est nécessaire de disposer des résultats exacts concernant le nombre
de suites & somme nulle afin de calculer le nombre de suites & somme nulle minimales,
comme nous l’avons mentionné au début du chapitre. A cet effet, nous utiliserons le
Corollaire 108 ainsi que la Proposition 109. Soulignons que nous nous limitons au cas
k <5, car pour le cas k > 5, il devient difficile de décomposer ces suites, car elles peuvent
admettre plusieurs décompositions possibles.

Nous obtenons ainsi les résultats ci-dessous.

Corollaire 111. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Alors :

#B(G,2) = 5 +27O,

Corollaire 112. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Alors :

2

#B(G,?)) = % + g + 3r3(G)—1‘

Corollaire 113. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Alors :

nd n® n

#B(G,4) = — + — + = + 22O 3(p 4 2ra(OFy,
24 4 3
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Corollaire 114. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Alors :

#B(G,5) = %A;) + ;T_; + 72—22 + ?—Z + 5@t
Dans le reste de ce chapitre, nous nous concentrerons sur la détermination de formules
explicites pour le nombre de suites minimales de somme nulle, de longueur allant de £ = 1
a 5. A cette fin, nous rappellerons les notions et définitions nécessaires.
Nous avons déja introduit la notation A(G) pour les suites & somme nulle minimales.
Notons donc A(G, k) I'ensemble des suites & somme nulle minimales de longueur k, défini

comme suit :

Définition 115. Soit G’ un groupe abélien fini d’ordre n.
A(G, k) ={A € A(G) | |A] = k}.

Par #A(G, k), nous désignons donc le nombre de suites & somme nulle minimales de
longueur k.
Notons par A(G) le complémentaire de A(G) dans B(G) et par A(G, k) le complémen-
taire de A(G, k) dans B(G, k). Autrement dit, A(G) est 'ensemble des suites a4 somme
nulle non-minimales et A(G, k) est Uensemble des suites & somme nulle non-minimales de

longueur k.

A partir des définitions précédentes, il est évident que

4B(G. k) = #A(G, k) + #A(G. k).

Par conséquent, nous obtenons le lemme suivant.

Lemme 116. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Soit k un entier positif. Alors :

Rappelons qu'une formule pour B(G, k) est connue. Puisque tout élément de A(G, k)
est produit de suites & somme nulle strictement plus courte que k, il est envisageable de
réduire le probléme de déterminer le cardinal de A(G, k) (et donc celui de A(G, k)) a des
questions sur des suites strictement plus courtes que k. De cette maniére, on essaiera de
déterminer le cardinal de A(G, k) de maniére récursive. Dans ce chapitre, nous essayons
de mettre en ceuvre cette approche. Toutefois, il y a plusieurs problémes qui émergent et

nos résultats restent limités & certaines valeurs de k.
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Plus précisément, nous utilisons les résultats cités ci-dessus afin de calculer le nombre

de suites a somme nulle minimales pour les longueurs £ =1, ..., 5.

9.2 Cardinal des suites a somme nulle minimales de

longueur k£ =1

Proposition 117. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Alors :
#A(G,1) = 1.

Démonstration. 1l est clair qu’il n’y a qu'un seul cas S = Og donc on n’a qu’'une seule

suite a somme nulle minimale de longueur 1. D’otu le résultat. O]

9.3 Cardinal des suites & somme nulle minimales de

longueur k£ = 2
Proposition 118. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Alors :

n + 212(@)

#AG,2) =

_17

avec 12(QG) est le 2-rang de G.

Démonstration. D’aprés le Lemme 116, nous avons

Nous avons ainsi, #A(G,2) = 1 car il existe une seule suite & somme nulle non-minimale
de longueur 2, a savoir S = 00. Pour le calcul de #B(G,2), nous renvoyons au Corollaire

111. Nous obtenons

HA(G,2) = g + @1

n + 2r2(6)
= — —1.
2

[]

Dans le cas ou k = 2, il est également possible d’obtenir le méme résultat en utilisant

une preuve directe. En effet, la preuve est déja fournie dans I'article [37].
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Démonstration. Soit S = g;¢2 une suite de longueur k = 2. Si o(S) = 0 alors g; = —gs et

si g1 = 0 alors go = 0 ce qui signifie que la suite S n’est pas minimale. Si g; # 0, la suite
S est minimale et elle est de la forme g;(—g;). Par conséquent, tout élément non nul de
G correspond & une suite & somme nulle minimale de longueur 2.

Or, g1 et (—g;1) correspondent & la méme suite. L'idée consiste & prendre tous les éléments

non nuls de G, puis a 6ter ceux d’ordre égal & 2. On divise ensuite par 2 pour éliminer

|G| —2r2(@)
2

22(G) _ 1. Notons que —1 vient de Pexclusion de 1’élément 0. O

ces répétitions. Ce qui est égal a . Puis, on ajoute ceux d’ordre égal a 2 donc

9.4 Cardinal des suites & somme nulle minimales de
longueur k£ =3

Proposition 119. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Alors :

2

#A(G,3) = % 4 3m3(G)=1 _ ora(G)—1

Pour démontrer cette proposition, nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 120. Pour G un groupe abélien fini d’ordre n, on a :

Démonstration. Soit S une suite de longueur 3 avec o(S) = 0 et telle que la suite S est
non minimale. Alors S se décompose en S = 5153 avec 0(S1) = 0(S2) = 0. Forcément,
une de ces deux suites, disons S, est de longueur 1 et elle est donc égale a 0. D’oi1, on
a S = 05, ou la longueur de S, égale a 2. Par conséquent, les suites & somme nulle non
minimales de longueur 3 sont en bijection avec les suites a somme nulle de longueur 2,

d’otu le résultat du lemme. O]
Démonstration. D’aprés le lemme précédent, nous avons

En utilisant les résultats des Corollaires 111 et 112, nous obtenons

2
n n n
BAG3) =T @t T g
6 2 2
n2
= 4 3r3(G)—1 o 2r2(G)—1‘
6

D’ou la preuve de la proposition. O
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Exemple 121. Calculons #A(G,3) et #B(G,3) pour :

1.

2.

G=C2®Cy Ona#G =16, 12(G) =3 et 13(G) = 0, d’ou
#A(C3 @ Cy,3) = 39.

On en déduit que le nombre des suites & somme nulle minimales de longueur 3

pour le groupe abélien fini C2 & C} est égal a 39.

Et
#B(C5 @ Cy,3) = 50.

Ainsi, le nombre de toutes les suites & somme nulle de longueur 3 pour le groupe
abélien fini CF & C} est égal a 50.
G = 04 EB 04.

On a #G =16, 13(G) =2 et r3(G) = 0, d’ou

#A(C, & Cy,3) = 41.

On en déduit que le nombre des suites & somme nulle minimales de longueur 3

pour le groupe abélien fini Cy & C est égal a 41.

Et
LB(Cy & Cy,3) = 50.

Ainsi, le nombre de toutes les suites & somme nulle de longueur 3 pour le groupe
abélien fini Cy & Cy est égal a 50.

Exemple 122. Calculons #A(G,3) et #B(G,3) pour :

1.

2.

G=0y8Cs Ona#G=12,15(G) =2 et r3(G) =1, d’ou

Et
#B(Cy @ C5,3) = 31.

G =Cl2. On a #G =12, 13(G) =1 et r3(G) =1, d'ou
#A(Ch2,3) = 24.

Et
HB(Cy & Cy,3) = 31.

Exemple 123. Calculons #A(G,3) et #B(G,3) pour :



CHAPITRE 9. ENUMERATION DES SUITES A SOMME NULLE

MINIMALES SUR UN GROUPE ABELIEN FINI 71
1. G=C38C5. On a #G =9, 12(G) =0 et 13(G) = 2, d’ou
#A(Cs3 & C3,3) = 16.
Et
#B(Cs & C3,3) = 21.
2. G=Cy. Ona#G=91(G)=0etr;(G) =1, dou
#A(Cy,3) = 14.
Et
#B(Cy, 3) = 19.
Exemple 124. Calculons #A(G,3) et #B(G,3) pour :
1. G=Cs® Cs. On a #G = 36 et 15(G) = r3(G) = 2, d’on
#A(Cs @ Cg, 3) = 217.
Et
#B(Cy @ Cy,3) = 237.
2. G=C3. Ona#G=36e¢t r3(G) =r3(G) =1, dou
#A(Cs6,3) = 216.
Et
HB(Cie,3) = 235.
Remarque 125. 1. Si les groupes abéliens finis sont de méme ordre et ont la méme

valeur de r3(G), alors le nombre de suites 4 somme nulle de longueur 3, #B(G, 3)

est le méme.

2. Si les groupes abéliens finis sont de méme ordre mais ils n’ont pas la méme valeur

de r3(G) alors on n’aura pas le méme nombre de suites 4 somme nulle de longueur

3, #B(G, 3).

3. Si deux groupes abéliens finis G1 et Gy sont de méme ordre et tels que r3(G1) #

r3(Gs) # 0 et 12(G1) = 12(G2) = 0 alors on aura toujours le méme nombre de

suites a somme nulle non minimales de longueur 3.
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9.5 Cardinal des suites & somme nulle minimales de

longueur k£ =4

Proposition 126. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Alors :

nd n® n

#A(G.4) = o7 — 57+ 15 + 22D (n 2 - 200 gn(@) 3@,

Démonstration. Pour démontrer la proposition ci-dessus, nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 127. Soit G un groupe abélien d’ordre n. On a :

HA(G,2) + 1) |

#A(G,4) = #B(G, 1) — #B(G,3) — ( 2

Démonstration. Nous décomposons B(G,4) en réunion disjointe comme suit :
B(G,4) = A(G,4) WU(G,4) ¥ D(G,4).

Ou U(G,4) désigne l'ensemble des suites qui admettent une sous-suite de longueur 1, et
D(G,4) désigne I'ensemble des suites qui admettent une sous-suite de longueur 2 mais
pas de longueur 1. La réunion est clairement disjointe. Pour montrer que toute suite dans
B(G,4) apparait dans cette réunion, il suffit de noter que toute suite S € B(G,4) qui
n’est pas minimale peut étre écrite comme le produit de deux suites & somme nulle, dont
au moins une est de longueur inférieure ou égale a 2. Notons que #U(G,4) = #B(G, 3),
et #D(G,4) = (#A((’;’2)+1). Par conséquent, nous obtenons

LA(G,4) = #B(G,4) — #B(G, 3) — (#A(G’ 2)+ 1).

2

Calculons maintenant #.A4(G,4) en utilisant les résultats des Corollaires 112 et 113,

ainsi que de la Proposition 118. Nous obtenons :
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n’  n’ n r2(G)—3 12(G)—2  ora(G)
#A(G,4):ﬂ+z+§+n'22 + 2™ - 2M
n4-92r (G)
_ (”_2 + 2 4 gu@-1) e S|
6 2 2
3 2
_ 721_4 + 22% _ % + 212(@) =3y 4 gra(@)F1y _ 3ra(G)-1
2
- (% - gn + 902 4 9r(@)-1 _ 1))
Apreés simplification, nous trouvons
3 2
#A(G,4) _ 7;_4 . 2_4 + % + 2r2(G)73(_n +92— 2r2(G) + 2r4(G)+1>
o 31‘3(6‘)71.

D’ou le résultat ci-dessus.

Exemple 128. Calculons #A(G,4) et #B(G,4) pour :
1. G=C3®Cy. On a #G =16, 15(G) = 3, r3(G) = 0 et 14(G) = 1, d’'ou

#A(C5 @ Cy,4) = 143,

On en déduit que le nombre des suites & somme nulle minimales de longueur 4
pour le groupe abélien fini C3 @ Cy est égal a 143.
Et
#B(C; @ Cy,4) = 260.
Ainsi, le nombre de toutes les suites & somme nulle de longueur 4 pour le groupe
abélien fini C3 @ C; est égal a 260.

2. G=Cy®Cy.
On a #G = 16, I'Q(G) = I'4(G) =2et rg(G) = 0, d’ou

#A(Cy & Cy, 4) = 156,

On en déduit que le nombre des suites & somme nulle minimales de longueur 4
pour le groupe abélien fini Cy & Cy est égal a 156.
Et
#B(Cy ® Cy,4) = 252.
Ainsi, le nombre de toutes les suites & somme nulle de longueur 4 pour le groupe

abélien fini Cy & Cy est égal a 252.
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Exemple 129. Calculons #A(G,4) et #B(G,4) pour :

1. G = OQ S5 Cﬁ On a #G = ]_2, I'Q(G) = 27 I'3(G) =1et I'4(G) = 0, d’ou
#A(Cy ® Cg,4) = 60.

Et
#B(Cy & Cg,4) = 119.

2. G=C12. Ona #G =12 et 15(G) = 13(G) =14(G) = 1, d'ou
#A(Cha,4) = 64.

Et
LB(Cy ® Cg, 4) = 116.

Exemple 130. Calculons #A(G,4) et #B(G,4) pour :
1. G=C3®C5. On a #G =9, 12(G) =14(G) = 0 et 13(G) = 2, d’ou
#A(C3 @ C3,4) = 24.

Et
HB(Cy & Cs, 4) = 55.

2. G=0Cy. Ona#G=9,12(G) =14(G) =0 et r3(G) =1, d'on
#A(Cy,4) = 26.

Et
#B(Cy, 4) = 55.

Exemple 131. Calculons #A(G,4) et #B(G,4) pour :
1. G=Cs® Cg. On a #G = 36, 12(G) =13(G) =2 et 14(G) =0, d’out
H#A(Cs @ Cg, 4) = 1872

Et
HB(Cs @ C, 4) = 2299

2. G =C5. On a #G =36 et 12(G) =13(G) =14(G) =1, d’ou

#A(Css,4) = 1884,
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Et

Remarque 132. 1. Siles groupes abéliens finis sont de méme ordre et la méme valeur

dero(G) = 14(QG), alors le nombre de suites a somme nulle de longueur 4, #B(G, 4)

est le méme.

2. Le nombre de suites a somme nulle de longueur 4 dépend de [’ordre de groupe et

de la valeur de r2(G) et 14(G).

3. Le nombre de suites a somme nulle minimales de longueur 4 dépend de [’ordre de
groupe G, la valeur de r2(G), = r3(G) et de 14(G).

9.6 Cardinal des suites a somme nulle minimales de
longueur k =5
Proposition 133. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Alors :

nt* nd M2 n n> n
- = 5y aon(@)=2 (0 9 gra(G) _ gra(G)
#A(G’ 5) 120 24 + 24 + 12 + ( 3 + 2 + )

4 3ms(@)-1, (1— n_ 2r2(G)—1) + 561
2
Pour démontrer la proposition ci-dessus, nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 134. Soit G un groupe abélien d’ordre n. On a :
#A(G,5) = #B(G,5) — #B(G,4) — #A(G, 3)#A(G, 2).
Démonstration. Nous décomposons B(G,5) en réunion disjointe comme suit :
B(G,5) = A(G,5) WU(G,5) & D(G, 5).

Ou U(G,5) désigne 'ensemble des suites qui admettent une sous-suite de longueur 1,
et D(G,5) désigne l'ensemble des suites qui admettent une sous-suite de longueur 2 mais
pas de longueur 1. La réunion est clairement disjointe. Pour démontrer que toute suite
dans B(G,5) apparait dans cette réunion, il suffit de noter que toute suite S € B(G,5)
qui n’est pas minimale peut étre écrite comme le produit de deux suites & somme nulle,
dont une est de longueur inférieure ou égale a 2.

Nous avons #U(G,5) = #B(G,4) et #D(G,5) = #A(G,3)#A(G,2).

Par conséquent, nous obtenons

#A(G,5) = #B(G,5) — #B(G,4) — #A(G, 3)#A(G, 2).
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Avant de calculer #A(G,5), nous expliquons pourquoi le cardinal de #D(G,5) =
#A(G,3) - #A(G,2).
Soit B € D(G,5). Montrons qu'il existe un Ay € A(G,2) et un Az € A(G,3) tel que
B = Ay A;. De plus, A, et Az sont uniques.

1. Commencons par prouver I'existence de telles suites minimales. Il est évident que B
est divisible par un élément de A(G, 2). Autrement dit, B = A,-S, ou Ay € A(G,2)
et S € B(G,3). Puisque B n’a pas de suite & somme nulle de longueur 1, on en
déduit que S n’a pas de sous-suite de longueur 1 non plus. Donc forcément, S est
minimale, et donc S € A(G, 3).

2. Démontrons maintenant 1'unicité. Supposons que A; A3 = AL AL. Nous avons Ay =
g(—g) tel que g € G. Par conséquent, g(—g) 1 A5. Ainsi, g | A, ou —g | A}. D’autre
part, Ay = h(—h) tel que h € G. Dans tous les cas, cela implique que Ay = A, et

donc Az = Aj. D’ou l'unicité.
U

Démonstration. Calculons maintenant #.A(G, 5), en utilisant les résultats des Corollaires

113 et 114, ainsi que des Propositions 118 et 119. Nous obtenons :

4 3 9 . ,
#A(G> 5) = %O + % + 7214 + ?—Z + 5rs(G)—1 _ (% + nz + % +n- or2(G)—3 + or2(G)—2 2r4(G))
2 o(C
— (3@ - 2”“’“)(%2() - 1)
n* nd m? n 2

- ﬁ B ﬂ + ﬂ - E + QrQ(G)_Z : (_E + E — 2+ 2r2(G) _ 2r4(G))

+ 3r3(G)—1 (1 _n 21"2(G)*1) + 5rs(G) -1
2

D’ou le résultat ci-dessus.

Exemple 135. Calculons #A(G,5) et #B(G,5) pour :
1. G=Ci®Cy. On a #G =16, 15(G) = 3, 13(G) = 15(G) =0 et 74(G) = 1, d’o0

#A(C2 @ Cy,5) = 246.

On en déduit que le nombre des suites & somme nulle minimales de longueur 5
pour le groupe abélien fini C2 @ Cy est égal a 246.
Et
#B(C5 @ Cy,5) = 969.

Ainsi, le nombre de toutes les suites & somme nulle de longueur 5 pour le groupe
abélien fini C3 @ C} est égal a 969.
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2. G = C4 EB C4.
On a #G = 16, 12(G) = 14(G) =2 et 13(G) =15(G) = 0, d’ou

HA(Cy @ O, 5) = 348,

On en déduit que le nombre des suites & somme nulle minimales de longueur 5
pour le groupe abélien fini Cy & Cy est égal a 348.
Et
#B(Cy & Cy,5) = 969.

Ainsi, le nombre de toutes les suites & somme nulle de longueur 5 pour le groupe
abélien fini Cy ® Cy est égal a 969.

Exemple 136. Calculons #.A(G,5) et #B(G,5) pour :
1. G=Cy®Cs On a #G =12, 13(G) = 2, r3(G) = 1 et 14(G) = r5(G) = 0, d’out

L A(Cy & Cg,5) = 84.

Et
#B(Cy & Cg, 5) = 364.

2. G= 012. On a #G = ].2, I'Q(G) = I'3(G) = I‘4(G) =1et I'5(G) = 0, d’ou
#A(Clg, 5) - 105

Et

Exemple 137. Calculons #A(G,5) et #B(G,5) pour :
1. G=C3®C3. On a #G =9, 132(G) =14(G) =15(G) =0 et 13(G) = 2, d'on

#A(C3 @ C3,5) = 24.

Et
#B(Cs ® Cy,5) = 143.

2. G=0Cy. On a #G =9, 12(G) =14(G) =15(G) =0 et 13(G) = 1, d’onr

Et
#B(Cy,5) = 143,
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Exemple 138. Calculons #A(G,5) et #B(G,5) pour :
1. G=Cs® Cs. On a #G = 36, 15(G) = 13(G) = 2 et 14(G) = 15(G) = 0, d’ou

#A(Ce ® Cg,5) = 11856.

Et
#B(Cs @ Cg, 5) = 18278.

2. G =C5. On a #G =36, 12(G) =13(G) =14(G) =1 et 15(G) =0, d’oin

Et
HB(Cig, 5) = 18278.
Exemple 139. Calculons #A(G,5) et #B(G,5) pour :
1. G=C5®C5. On a #G = 25, 15(G) = 13(G) =14(G) = 0 et 15(G) = 2, d’ou

#A(C5 @ Cs,5) = 2688.

Et
#B(Cs & Cs,5) = 4755.

2. G= 025. On a #G = 25, TQ(G) = I'3<G) = I‘4(G) =0et I'5<G) = 1, d’ou
#A(Cys,5) = 2685.

Et

Remarque 140. 1. Si les groupes abéliens finis sont de méme ordre et r5(G) = 0,

alors le nombre de suites a somme nulle de longueur 5 est le méme.

2. Le nombre de suites a somme nulle minimales dépend de l'ordre de groupe G, la

valeur de r2(G) r3(G), 14(G) et r5(G).

Soulignons que nous nous limitons au cas k = 5, car, pour des valeurs plus grandes,
la factorisation des suites en éléments irréductibles devient plus complexe. Ce cas fait
actuellement l'objet d'une étude en cours, mais n’est pas présenté dans cette these; il

constitue I'une de nos perspectives de recherche.
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CONCLUSION

En résumé, cette thése aborde deux grands axes. Le premier concerne I’étude de ’arith-
métique des monoides de suites & somme nulle pondérées et se compose de cing chapitres :
le chapitre 4 dont I'objectif est de présenter les monoides de suites sur un groupe abélien
fini G qui admettent une somme nulle Q2-pondérée pour un ensemble général de poids
2 C End(G) et d’établir des premiers résultats sur leur arithmétique. Le chapitre 5, ou
nous présentons quelques résultats qui sont utiles pour nos investigations, bien qu’ils ne
solent pas spécifiquement liés aux monoides de suites & somme nulle (pondérée). Ces ré-
sultats portent principalement sur les ensembles U (H) et les notions associées. Pour plus
de détails, nous renvoyons au [17, Lemme 5.2|. Puis, le chapitre 6, ou le but est d’obtenir
divers résultats sur Uy (H ) pour les monoides de suites & somme nulle pondérées qui vont
au-dela de ce qui a déja été établi dans le Théoréme 66. Tout d’abord, nous établissons
que sous certaines hypothéses sur les poids, ces ensembles sont des intervalles, ¢’est-a-dire
des progressions arithmétiques de raison 1. Nous étudions ensuite les maximums et les
minimums de ces ensembles, c’est-a-dire pp(H) et \g(H), ce qui, combiné, permet d’ob-
tenir une description compléte de ces ensembles. Ensuite, le chapitre 7 qui vise a obtenir
d’autres résultats sur Bo(G) pour le cas particulier ot I'ensemble des poids est égal a
{+idg, —idg}. Enfin, le chapitre 8,dans lequel nous établissons un lien entre I’arithmé-
tique de certains sous-monoides multiplicatifs des entiers naturels, définis via les normes
des anneaux d’entiers algébriques, et I'arithmétique des monoides de suites pondérées a
somme nulle sur des groupes abéliens finis. Une relation entre les problémes sur les normes
des entiers algébriques et les suites pondérées & somme nulle a été étudiée dans [30]. Notre
application est étroitement liée mais reste distincte.

Le second axe est dédié a I’étude du nombre de suites & somme nulle classiques. Notre
contribution consiste & déterminer le nombre exact de suites a somme nulle minimales
pour de petites longueurs. Bien que la condition sur la longueur soit assez forte, cela a
permis de mettre en évidence certains phénomeénes intéressants. Notamment, il s’avere
que le nombre de suites & somme nulle minimales dépend de la structure du groupe de
maniére plus subtile que le nombre de suites & somme nulle de la méme longueur, ou les
résultats sont présentés dans le chapitre 9.

Les perspectives de travaux futurs dans la continuité de cette thése sont multiples et

diverses. En ce qui concerne 'arithmétique des suites a somme nulle pondérées, il reste
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de nombreuses constantes a explorer, pour lesquelles des résultats existent déja dans le
cas classique, mais qui n’ont pas encore été étudiées dans le cas pondéré.

En ce qui concerne le nombre de suites & somme nulle minimales, plusieurs pistes
de recherche s’ouvrent. La premiére consiste a obtenir des résultats pour des suites plus
longues, bien que cela puisse s’avérer difficile. Une autre piste intéressante serait d’étendre
ces résultats aux suites avec poids. En effet, plusieurs travaux ont été réalisés sur les
monoides de suites & somme nulle pondérée apreés la publication de notre article [8]. Pour

plus de détails, nous renvoyons a [12], [22] et [24].
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