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Etude du groupe des tresses

Résumé

Nous nous intéressons ici à l�étude du groupe de tresses. Le but poursuivi est de traiter la

pluspart des propriétés de ces groupes, l�élément centralisateur de ce groupe et le groupe de

tresses pure, ensuite nous donnons les solutions de deux problèmes algorithmiques essentiels

dans le groupe de tresses qui sont respectivement le problème du mot et le problème de

conjugaison, ensuite on démontre que le groupe de tresses possède un ordre dont nous

donnons certaines constructions.

En�n on va montrer que le groupe de tresses fournit un cadre adapté à la cryptographie.

Mots-clés : Groupes des tresses, groupes des tresses pures, problème du mot, problème de

conjugaison, ensemble summit, système autodistributif, réduction de poignée, diagramme

de courbe, cryptographie basée sur les tresses.
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Introduction

Avec l�avènement des technologies numériques qui contrairement aux technologies analogiques

nous cantonnent au monde du dénombrable, l�étude des structures mathématiques discrètes

revêt une importance considérable et l�informatique en est à la fois une application directe

et un moyen d�étude privilégié.

On peut distinguer deux grandes catégories de structures discrètes, d�une part les struc-

tures commutatives telles celles étudiées en théorie des nombres et d�autre part les structures

non commutatives; les groupes de tresses font partie de cette seconde catégorie et ont fait

l�objet de nombreux travaux depuis leur introduction en 1925 par E. Artin.

L�objectif de cette thèse est l�étude des propriétés algorithmiques et structurelles des

groupes de tresses, ainsi que leur application à la cryptographie. Plusieurs années après

l�introduction des groupes de tresses par E. Artin, des extensions naturelles de ces groupes

sont apparues en 1966; J. Tits introduit ce qu�il appelle groupes de tresses généralisées et

que nous désignerons par groupes d�Artin-Tits.

Peu après, apparaît des travaux fondamentaux sur les groupes de tresses et les groupes

d�Artin-Tits, notamment par Garside en 1969 qui a donné une autre démonstration du

problème du mot, il a aussi donné une solution pour le problème de conjugaison qu�on

renconrera au chapitre 2 et en 1972 par P.Deligne et autres mathématiciens.

Dans ces travaux sont mises en évidences des propriétés fondamentales de �nitude et

de divisibilité qui donnent au groupes de tresses et à certains groupes d�Artin-Tits leur

structure particulière. Mentionnons en�n la découverte un peu plus tardive, �n 1991, de

l�ordonnabilité des groupes de tresses par Dehornoy.

Aujourd�hui, la recherche dans le domaine des groupes de tresses et leurs extensions

est active, et porte à la fois sur les aspects algébriques combinatoires, géométriques et

topologiques. Récemment de nombreuses passerelles ont été jetées entre ces aspects, avec

par exemple la dé�nition des monoïdes de tresses duaux.
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Introduction

Notre travail est consacré essentiellement aux propriétés algébriques, algorithmiques,

combinatoires et géométriques des groupes de tresses.

Ce manuscrit est structuré de la manière suivante:

Dans le premier chapitre, nous introduisons le groupe des tresses en dé�nissant les pro-

priétés essentielles telles que la présentation du groupe de tresses, groupe de tresses pures,

groupe dérivé, élément de Garside ...etc.

Le deuxième chapitre est consacré à l�étude de deux problèmes algorithmiques spéci�ques

au goupe des tresses, à savoir le problème du mot et le problème de conjugaison.

Concernant le premier problème on va utiliser la méthode de E Artin [3] appelée tresses

peignées, Par contre dans le deuxième problème on utilise la technique de F Garside [15]

qui est basée sur l�élément

�n = (�1�2:::�n�1) (�1�2:::�n�2) ::: (�1�2) (�1)

Dans le troisième chapitre, nous présentons:

- Le caractère ordonnable du groupe des tresses étudié par P Dehornoy [7].

- Les di¤érentes méthodes basées sur les systèmes autodistributifs, la méthode de la réduc-

tion de poignée et la méthode des diagrammes des courbes qui ont été proposées par d�autres

mathématiciens [11] en démontrant deux propriétées essentielles la propriété d�acyclicité et

la propriété de comparaison. Avec ces deux propriétés nous pouvons alors dé�nir un ordre

total invariant par multiplication à gauche sur le groupe des tresses qui coincide avec l�ordre

de Dehornoy.

Dans le quatrième chapitre, on étudie la cryptographie basée sur les tresses en com-

mençant par des problèmes di¢ ciles dans ce groupe, puis on va utiliser le cryptosystème de

Ko et al [18].

En �n dans le dernier chapitre on achève ce travail par une conclusion.
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1

Généralités sur les groupes des tresses

L�objectif de ce chapitre est de donner des généralités du groupe des tresses qui a été

introduit explicitement en 1925 par E. Artin.

D�abord nous donnons les dé�nitions des tresses, les tresses équivalentes, la projection

d�une tresse, l�invariant des tresses et les tresses pures.

Dé�nition 1.0.1 Soit D le cube unité:

D=
�
(x; y; z) 2 R3= 0 � x; y; z � 1

	
Sur la face supérieure du D , on place n points A1; A2; :::; An et sur la face inférieure du

même cube on place les n points B1; B2; :::; Bn .( �gure (1.0.1 ) )On pose

Figure 1.0.1 : Tresse à 4 brins

A1 =
�
1
2
; 1
n+1
; 1
�
; :::; An =

�
1
2
; n
n+1
; 1
�

B1 =
�
1
2
; 1
n+1
; 0
�
; :::; Bn =

�
1
2
; n
n+1
; 0
�

On joint les points Ai avec les points Bj:par des courbes d1; d2; :::; dn. Les courbes di sont

telles que les trois conditions sont satisfaites:

3



1. Généralités sur les groupes des tresses

1- d1; d2; :::; dn sont disjointes:

2- Pour i; j; k 2 f1; 2; :::; ngchaque di relie un Aj avec un Bk tel que j; k égaux ou di¤érents
, mais di ne joint jamais Aj avec Ak ou Bj avec Bk:

3- chaque plan Es d�équation (z = s tel que 0 � s � 1) parallèle avec le plan (xy) intersecte
di en un seul point pour i = 1; 2; :::; n.

Une telle con�guration des n arcs d1; d2; :::; dn est appelée tresse à n brins.

Notation 1.0.1 On note l�ensemble des n tresses par Bn:

1.0.1 Mouvement élémentaire et tresses équivalentes

Dé�nition 1.0.2 1- Si on remplace le brin AB par AC[CB tels que A;B et C trois points
dans le cube unité on note cette opération par 
:

2- Si on remplace AC [ CB par le brin AB

on note cette opération par 
�1, un mouvement élémentaire sur les tresses est l�une des

deux opérations dé�nies au-dessus.(voir �gure (1.0.2 ) )

Figure 1.0.2 : Mouvement élémentaire sur les tresses

1.0.2 Tresses équivalentes

Dé�nition 1.0.3 Une n tresse � et dite équivalente à une n tresse �
0
si on peut transformer

� à �
0
par une suite �nie de mouvements élémentaires à l�intérieur de D. Autrement dit �

est équivalente à �
0
s�il existe une suite �nie � = �0 


�1
��!:::


�1
��! �m = �

0
pour i = 1; 2; :::;m,

et la n tresse �i est obtenue à partir de �i�1 par application de l�une des opérations 
 ou


�1:

Dans le cas contraire, on dit que � est non équivalente à �
0
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1. Généralités sur les groupes des tresses

1.0.3 Projection d�une tresse

Dé�nition 1.0.4 Soit P l�application dé�nie par: P : D ! R3 telle que

P (x; y; z) = (0; y; z)

L�é¤et de P sur la tresse � est d�a¢ cher l�ensemble des n courbes d1; d2; :::; dn sur le plan

(yz) (voir �gure (1.0.3 ) ).

Figure 1.0.3 : Projection d�une tresse

Notation 1.0.2 On note b� l�image de � par P .
Pour i 2 f1; 2; :::; ng soit bdi l�image de la courbe di par P et on suppose que bdi satisfait

les trois conditions suivantes:

1-b� a un nombre �ni de points d�intersection.
2-Si Q est un point d�intersection de b� alors P�1 (Q) \ � a deux points d�intersection.
3-L�image d�un sommet de � n�est jamais un point double de b�.

Dé�nition 1.0.5 Une projection b� qui satisfait les conditions au-dessus est dite projection
régulière de �.

Maintenant, soit � une tresse et b� sa projection régulièreb� représente la tresse � sauf au point d�intersection, donc on ne peut pas distinguer entre
deux brins lequel passe sur (sous) l�autre.

Pour cela en coupe un petit morceau au voisinage du point double dans les deux côtés

et dans ce cas la projection régulière est dite diagramme régulier.
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1. Généralités sur les groupes des tresses

1.0.4 Tresses de permutations et tresses pures

Dé�nition 1.0.6 On de�nit l�application f : Bn ! �n par:

f (�) =
�

1 2 n
j(1)...j(2) j(n)

�
telle que �n est le groupe des permutations.

Dé�nition 1.0.7 Soient � , �
0 2 Bn telles que � est equivalente à �

0
alors pour chaque

i = 1; 2; :::; n les brins di et d
0
i ont le même point �nal, donc ils ont la même permutation.

Cette permutation est appelée permutation des tresses et q�on note � (�) :

Une tresse � 2 Bn est dite tresse pure si la tresse de permutation � (�) est triviale.

Le produit �1�2 de deux tresses �1 et �2 est obtenu en joignant les extrémités inférieures

des brins de �1 aux extrémités supérieures de �2 (voir �gure (1.0.4 ) )

Figure 1.0.4 : Le produit de deux tresses

La relation d�equivalence dé�nie précédemment nous permet de dé�nir une structure

de groupe sur les tresses, en e¤et soit [�] la classe de � alors: [�1�2] est bien dé�nie car

[�1�2] = [�1] [�2] :

L�ensemble des classes d�equivalence forme un groupe qu�on note Bn , il est rengendré
par (n� 1) générateurs �1; :::; �n�1

1.0.5 Présentation du groupe des tresses

Dé�nition 1.0.8 Un mot de tresses w est un élément de Bn , il s�écrit en fonction des
éléments de B+n et de B�n tels que B+n = f�1; :::; �n�1g avec des puissances positives et
B�n =

�
��11 ; :::; �

�1
n�1
	
avec des puissances négatives
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1.1. Propriétés élémentaires du groupe des tresses

Tout élément � 2 Bn s�écrit
� = �"1i1 �

"2
i2
:::�"kik

avec i = 1; 2; :::; n� 1
"i = �1 pour i = 1; 2; :::; k
et 1 � i1; i2; :::; ik � n� 1:

Dé�nition 1.0.9 Pour tout n � 1 le groupe des tresses Bn a la présentation suivante

Bn = h�1; �2:::�n�1=�i�j�i = �j�i�j si ji� jj = 1 et �i�j = �j�i si ji� jj > 1i

1.1 Propriétés élémentaires du groupe des tresses

Proposition 1.1.1 Soit �n = (�1�2:::�n�1)
n et pour 1 � i � n� 1

�n�i = (�1�2:::�n�1)
n �i = �i�n

Pour tout 1 � m � n l�application X : Bm �! Bn dé�nie par:
X (�i) = �i pour i = 1; 2; :::;m � 1 est un morphisme de Bm à Bn , de plus X est injectif

donc Bm est un sous groupe de Bn .
Preuve. Pour montrer que X est un morphisme il su¢ t de montrer que chaque relation

pour Bm est satisfaite aussi pour Bn:
montrons maintenant que X est injectif.

On suppose que X (�) = 1n pour un certain � 2 B c�est à dire il existe une tresse a m
brins � telle que si on ajoute (n�m) segments à � on obtient la tresse triviale qu�on note
1n:

l�égalité X (�) = 1n implique qu�il existe une suite �nie

X (�) = �0 �! �1 �! ::: �! �k = 1n (1.1.1)

telle que �i est une n�tresse et �i+1 est obtenue à partir de �i par une application d�un
mouvement élémentaire à �i:

Maintenant si on fait bouger le (n�m) brin �nal de chacune des �i à b�i donc (1.1.1) induit
la suite �nie

� =c�0 �!c�1 �! ::: �! b�l �! 1n

7



1.1. Propriétés élémentaires du groupe des tresses

telle que l�un des �i+1 est obtenue de b�i par une application d�un mouvement élémentaire àb�i ou d�i+1 s�identi�ée avec b�i .
Ce dernier se présente si un mouvement élémentaire est appliqué à la l �eme= brin de �i

avec m < l � n donc � v 1n:

Dé�nition 1.1.1 Pour n � 1: Soit f : Bn �! �n le morphisme de groupes de�ni par:

�i 7�! (i; i+ 1)

où Bn est le groupe des tresses et �n est le groupe de permutations
Le noyau de f est appelé groupe des tresses pures qu�on note Pn .

Proposition 1.1.2 Le groupe des tresses pures Pn est un sous-groupe normal de Bn . De
plus le groupe quotient Bn=Pn est isomorphe à �n , le groupe de permutations, et donc

[Bn : Pn] = n!

Preuve. Montrons tout d�ordre que Pn est un sous groupe de Bn.
Pn est constitué de n tresse � telle que � (�) est la permutation triviale qu�on note (1)

et � est un morphisme de groupes.

Soient �1 �2 deux n tresses pures et puisque � (�1�2) = � (�1) :� (�2) = (1) cela implique

que �1�2 est une n tresse pure c�est à dire

�1�2 2 Pn

De plus si � 2 Pn donc �
�
��1

�
= � (�)�1 = (1) et cela implique que

��1 2 Pn

Donc Pn est un sous groupe de Bn:
Pour démontrer que Pn est normal dans Bn, on considère 
 2 Bn et � 2 Pn:

�
�

�
�1

�
= � (
)� (�)�

�

�1

�
= � (
)� (�)� (
)�1 = 1n = �

�


�1

�
donc 
�
�1 2 Pn mais 
�
�1 2 Pn =) 
Pn � Pn
 pour tout n tresse 
 2 Bn et par suite
Pn est normal dans Bn
Pour démontrer que Bn=Pn w �n , on considère l�application f : Bn ! �n qui est induie

par la permutation � c�est à dire

f (�) = � (�)

8



1.1. Propriétés élémentaires du groupe des tresses

Pour tout �1; �2 2 Bn

f (�1:�2) = � (�1�2)

= � (�1)� (�2)

= f (�1) f (�2)

Donc f est un morphisme de groupes.

On suppose maintenant � 2 �n c�est à dire

� =

�
1

i1
n

in

�
On construit une n tresse � basée sur � commençant par n points A1; A2; :::; An sur la droite

(l1) et un autre ensemble de n points B1; B2; :::; Bn sur la droite (l2) telle que (l1) est par-

allèle à (l2), on joint les Aj aux Bj, par des segments dj , et on choisit arbitrairement Aj

se croise sous (sur) Bj en chaque point de dj on peut donc former une n tresse 
 telle que

� (
) = � et donc f (
) = �:

Alors f est surjective et le noyau de f est l�ensemble des n�tresses pures Pn
et par conséquent Bn= ker f w�n

Bn=Pn w �n

Invariants de Bn

Dé�nition 1.1.2 Soit � une m tresse telle que:

� = �"1i1 �
"2
i2
:::�"kik avec "i = �1

1-L�élément

exp (�) = "1 + "2 + :::+ "k

est appelé exponentielle de � qu�on note exp (�).

2-Si tous les "i sont positifs � est dite tresse positive.

Proposition 1.1.3 Soient �1; �2 2 Bn deux tresses telles que �1 v �2
Alors

exp (�1) = exp (�2)

9



1.2. Présentation du groupe de tresses pures

Preuve. �1 v �2 () 9 une suite �nie

�1 = 
0 �! 
1 �! ::: �! 
m = �2

telle que 
i sont des mots dans �
�1
1 ; �

�1
2 ; :::; �

�1
n�1 et 
i+1 est obtenu à partir de 
i par l�ajout

ou la suppression d�un mot de la forme �R�1��1 tel que R est l�un des relations de dé�nition

du groupe des tresses Bn:
Puisque

exp (R) = 0

cela implique exp (
i) = exp
�

i+1

�
pour i = 1; 2; :::;m� 1 donc

exp (�1) = exp (
0) = ::: = exp (
m) = exp (�2)

Dé�nition 1.1.3 L�élément exp est un invariant pour le groupe des tresses Bn:

Pour présenter le groupe des tresses pures Pn par générateurs et relations on a besoin
de la méthode suivante.

1.2 Présentation du groupe de tresses pures

Pour trouver une présentation du groupe de tresses pures on a besoin de la méthode suivante:

La méthode de REIDEMEISTER-SCHREIER

Cette méthode nous permet de trouver explicitement la présentation d�un sous-groupe à

partir d�une présentation donnée d�un groupe. Pour cela on considère le groupe G qui a la

présentation G =< x1; x2; :::; xn =R1 = 1; R2 = 1; :::; Rm = 1 > et soit H un sous groupe de

G.

Pour trouver une présentation de H en termes de générateurs et des relations de G on

dé�nit un système complet de représentants des classes à droites M = fM1;M2; :::;Mng
appelé système de Schreier. Soit maintenant g 2 G, alors la méthode de Reidemeister-
Schreier nous permet de trouver les représentants des classes à droite Mj qui représentent

Hg

Notation 1.2.1 On note g le représentant de la classe à droite Hg dans M

10



1.2. Présentation du groupe de tresses pures

Proposition 1.2.1 1-pour tout élément g 2 G;Mi 2M:pour i = 1; 2; :::
� (Mi; g) =Mig

�
Mg

��1 2 H tel que Mi = �n�1�n�2:::�n�i+1

2- pour j = 1; 2; :::; n et k = 1; 2; :::; [G : H]

On pose yj;k = � (Mk; xj) alors H est engendré par les yj;k est ses inverses

Preuve. 1- puisque Mig;Mig ont le même représentant des classes à droités de H

alors Mig
�
Mig

��1 2 H
2-� (Mk; xj) = y

�1
j;l pour un certain l tel que Mk =Mlxj

Soit h 2 H
h = x�1i1 x

�2
i2
:::x

�p
ip

h = x�1i1 x
�2
i2
:::x

�p
ip
on transforme h comme suit h = x�1i1 x

�2
i2
:::x

�p
ip

=
�
1x�1i1x

�1
i1

�1��
x�1i1 x

�2
i2
x�1i1 x

�2
i2

�1�
:::

�
x�1i1 x

�2
i2
:::x�p�1ip�1

�1
x
�p
ip

�
= �

�
1; x�1i1

�
�
�
x�1i1 ;x

�2
i2

�
:::�
�
x�1i1 x

�2
i2
:::x�p�1ip�1 ;x

�p
ip

�
On note cette transformation par � alors

�
�
x�1i1 x

�2
i2
:::x

�p
ip
:::
�
= �

�
1; x�1i1

�
�
�
x�1i1 ;x

�2
i2

�
:::�
�
x�1i1 x

�2
i2
:::x�p�1ip�1 ; x

�p
ip

�
= y"1i1;�1y

�2
i2;�2

:::y
�p
ip;�p

alors

chaque facteur est yj;k ou bien son inverse

Proposition 1.2.2 Le groupe des tresses pures Pn a la présentation suivante:
les générateurs: Aj;k = �k�1�k�2:::�j+1�

2
j�
�1
j+1:::�

�1
k�2�

�1
k�1 pour 1 � j < k � n et les rela-

tions:

A- Si 1 � r < s < i < j � n ou 1 � r < i < j < s � n on a:

Ar;sAi;j = Ai;jAr;s

B- Si 1 � r < s < j � n on a:

Ar;sAr;jA
�1
r;s = A

�1
s;jAr;jAs;j

C- Si 1 � r < s < j � n on a:

Ar;sAs;jA
�1
r;s = A

�1
s;jA

�1
r;jAs;jAr;jAs;j

D- Si 1 � r < s < i < j � n on a:

A�1i;j As;jAi;jAr;i = Ar;iA
�1
i;j As;jAi;j

11



1.2. Présentation du groupe de tresses pures

Preuve. Le groupe Pn est d�indice n! dans Bn .
SoitM =

�
�nj=2Mj;kj ,1 � kj � j

	
tel queMj;i = �j�1�j�2:::�i est un système de Schreier

de représentant des classes à droite de Pn dans Bn:
On applique la méthode de Reidemeister-Schreier on obtient la présentation de Pn .

1.2.1 Présentation du groupe dérivé du groupe des tresses

Exercice 1.2.1 Montrer que le groupe dérivé du groupe de tresses est caractérisé par:

Hn = f� 2 Bn= exp(�) = 0g

Solution 1.2.1 Montrons que Hn est un sous groupe normal de Bn
alors soient �1; �2 2 Bn .
Montrons que Hn est un sous groupe de Bn .
8 �1, �2 2 Hn , �1��12 2 Hn.
exp(�1�

�1
2 ) = exp(�1)� exp(�2) = 0

cela implique que �1�
�1
2 2 Hn donc Hn est un sous groupe de Bn.

Montrons maintenant que Hn est normal dans Bn .
Hn est normal dans Bn () �Hn�

�1 2 Hn 8h 2 Hn et 8� 2 Bn: exp(�h��1) =
exp(�) + exp(h)� exp(�) = 0 donc �h��1 2 Hn
8h 2 Hn et 8� 2 Bn:
Soit M =

�
:::; ��k1 ; :::; �

�1
1 ; 1; �1; :::; �

k
1; :::

	
un système de Schreier de représentants des

classes à droite de Hn dans Bn:
H2 = f1g et H3 est un groupe libre engendré par a0 = �2��11 et a1 = �1�2��21 :

H2 est un sous groupe de B2 = h�1=�i tel que 8� 2 B2 exp(�) = 0 donc H2 ne contient que
le mot vide alors H2 = f1g.
B3 = h�1; �2=:�1�2�1 = �2�1�2i
H3 = f� 2 B3= exp(�) = 0g ; M est un système de Schreier de représentants des classes à

droite de H3 dans B3;alors H3 = hyj;k:=Rki avec yj;k = �(Mk, �j) et �j 2 B3
�(Mk, �j) =Mk�jMk�j

�1
, Mk = �

k
1

�(Mk, �1) = �k1�1�
k
1�1

�1
= 1 = y1;k

�(Mk, �2) = �k1�2�
k
1�2

�1
= �k1�2�

k+1
1 = �k1�2�

�(k+1)
1h

y2;k = �
k
1�2�

�(k+1)
1

i
Reste à déterminer Rk telle que Rk = �(MkRM

�1
k ) et R = �1�2�1�

�1
2 �

�1
1 �

�1
2

12



1.2. Présentation du groupe de tresses pures

alors

Rk = �(�k1�1�2�1�
�1
2 �

�1
1 �

�1
2 �

�k
1 )

= �(�k1�1�
�(k+1)
1 �

(k+1)
1 �2�

�(k+2)
1 �

(k+2)
1 �1�

�(k+3)
1 �

(k+3)
1 (�k1�2�1�2)

�1)

= �(�k1�1�
�(k+1)
1 �

(k+1)
1 �2�

�(k+2)
1 �

(k+2)
1 �1�

�(k+3)
1 �

(k+3)
1

(�k1�2�
�(k+1)
1 �

(k+1)
1 �1�

�(k+2)
1 �

(k+2)
1 �2�

�(k+3)
1 �

(k+3)
1 )�1

= � (Mk; �1) � (Mk+1; �2) � (Mk+2; �1) �
�1 (Mk+2; �2) �

�1 (Mk+1; �1) �
�1 (Mk; �2)

= � (Mk+1; �2) �
�1 (Mk+2; �2) �

�1 (Mk; �2)

= yk+1y
�1
k+2y

�1
k

alors

yk+1 = ykyk+2

H3 est un groupe libre engendré par y0 = �2��11
y1 = �1�2�

�2
1

Posons zm = �m1
�
�2�

�1
1

�
��m1 , m 2 Z et xi = �i�

�1
1 pour i = 3; :::; n � 1 et applique la

méthode de Reidemeister-Schreier. On obtient la présentation suivante:

Hn = h
zm = �

m
1

�
�2�

�1
1

�
��m1 ;m 2 Z

xi = �i�
�1
1 pouri = 3; :::; n� 1

=

xixj = xjxi si ji� jj > 1
xixjxi = xjxixj si ji� jj = 1
zmzm+2 = zm+1;m 2 Z

zmx3zm+2 = x3zm+1x3 i = 4; :::; n� 1 et m 2 Z
zmxi = xizm+1 , i = 4; :::; n� 1 et m 2 Z

i:

Montrons que Hn est le groupe dérivé du groupe de tresses Bn . Pour cela on considère le
sous groupe B0

n engendré par tous les commutateurs et montrons que B
0
n = Hn:

Soit l = �1�2�
�1
1 �

�1
2 2 B0

n , alors exp(l) = exp(�1�2�
�1
1 �

�1
2 ) = exp(�1) + exp(�2) �

exp(�1)� exp(�2) = 0
donc �1�2�

�1
1 �

�1
2 2 Hn

réciproquement soient h = �"ii �
"j
j �

"k
k :::�

"r
r 2 Hn tel que exp(h) = 0 et on utilise les relations

de dé�nition:

�i�j�i = �j�i�j si ji� jj = 1

et

�i�j = �j�i si ji� jj > 1

et on remplace dans h les facteurs �i��1j par:

��1j �
�1
i �j�i =

�
��1j ; �

�1
i

�
2 B0

n si ji� jj = 1
et par:

13



1.2. Présentation du groupe de tresses pures

��1j [�i ; �j]
�1 �i = �

�1
j [�j; �i]�i = �

�1
j �i

�
��1i ; �j

�
si ji� jj > 1

Mais ��1j �i
�
��1i ; �j

�
2 B0

n car B
0
n est sous groupe de Bn .

Donc h s�ecrit comme produit des commutateurs.

De ce qui précède il résulte que:

B0

n = Hn

14



2

Problèmes algorithmiques dans le

groupe des tresses

Nous traitons dans ce chapitre deux problèmes classiques, le premier est le problème du

mot. Il était résolu la première fois par E. Artin en 1947 [3] qui utilise une méthode dite

(tresses peignées ). On va présenter cette méthode ici. D�autres solutions ont été proposées

par Garside [15] et un peu plus tard par Dehornoy [8]. Le deuxième problème a été résolu

par Garside en 1969 [15] et sa démonstration est basée sur l�élément

�n = (�1�2:::�n�1) (�1�2:::�n�2) ::: (�1�2) (�1)

En 1992 Elrifai et Morton redémontrent ce problème [12]. En 1998, Birman et d�autres

mathématiciens [5] découvrent une autre solution basée sur le monoïde dual du monoïde de

Garside.

Nous donnons ici la solution de Garside.

2.1 Le problème du mot pour le groupe des tresses

Lorsqu�on se donne une présentation de groupe par générateurs et relations il est naturel de

se poser le problème suivant:

Problème 2.1.1 Soient données deux tresses �1 �2 2 Bn
Existe t-il une méthode pour décider si �1 = �2 ?

15



2.1. Le problème du mot pour le groupe des tresses

Dé�nition 2.1.1 Un mot de tresse w est mot formé à partir des générateurs �1; �2; :::; �n�1
et de leurs inverses:

Soient w1; w2 deux mots de tresses. On dit que w1 est équivalent à w2 si on peut transformer

w2 à w1 par application des opérations suivantes:

T1 : x
"1
i1
:::x

"j
ij
x
"j+1
ij+1
:::x"mim ! x"1i1 :::

h
x"p
p
x�"pp

i
:::x"mim (2.1.1)

T2 : x
"1
i1
:::x

"j
ij

h
x"p
p
x�"pp

i
x
"j+1
ij+1
:::x"mim ! x"1i1 :::x

"m
im

(2.1.2)

T1 est appelée insertion et T2 est appelée suppression.

Théorème 2.1.1 Le problème du mot est résoluble pour les groupes libres.

Preuve. voir [21]

Solution 2.1.1 du problème du mot pour le groupe des tresses.

Pour résoudre ce problème on suit les étapes suivantes:

La première étape: Est-ce-que la tresse en question est une tresse pure ou non ?.

Pour cela on considère sa tresse de permutation � (�) 2 �n . Si � (�) = (1) alors � est
une tresse pure, si � (�) 6= (1) alors � ne l�est pas.
Donc on détermine la tresse de permutation � (�) .

Si � est une tresse pure, alors on passe à la seconde étape.

La deuxieme étape Puisque � est une n�tresse pure, alors chaque courbe di joint Ai
avec Bi pour tout i = 1; 2; :::; n , puis on remplace le dernier brin dn par un segment et on

note la nouvelle tresse par 
, aprés on fait le produit de � et 
�1 et on pose

� = �
�1

Si on supprime le brin �nal de � alors la tresse obtenue est la tresse triviale.

Dé�nition 2.1.2 La tresse � est appelée tresse peignée

Soit maintenant � = �1, 
 = 
1 donc

� = �1
1

On s�intéresse maintenant à 
1, puisque le dernier brin de 
1 est un segment. On applique

le processus précédent à 
1 en commençant avec les (n� 1)
�eme
= brins.
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2.1. Le problème du mot pour le groupe des tresses

Soit 
2 la tresse 
1 ou on supprime le (n� 1)
�eme
= brin et on le remplace par un segment,

donc on obtient une tresse peignée �2 , alors on a


1 = �2
2

et

� = �1�2
2

On repète ce processus et on arrive à la décomposition de � sous la forme

� = �1�2:::�n�1 (2.1.3)

tel que chaque n tresse �i est une tresse peignée pour i = 1; 2; :::; n� 1.

Figure 2.1.1 : Décomposition d�une tresse pure en produit des tresses peignées

Proposition 2.1.1 Soit � une tresse pure alors � est une tresse triviale si et seulement si

chaque �i dans la décomposition (2.1.3) est une tresse triviale.

Preuve. (= = Si chaque �i est une tresse triviale alors � aussi est une tresse triviale.
=) = On suppose que � est une tresse triviale et soit �i la (n� i)

�eme
= tresse obtenue de �

en supprimant son dernier i �eme= brin.

Par construction : �0 = � et �n�1 est une tresses a un brin et �n est la tresse triviale.

Puisque � est une tresse triviale alors pour chaque i = 0; 1; :::; n�1 les tresses �0; �1; :::; �n�1
sont des tresses triviales .
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2.1. Le problème du mot pour le groupe des tresses

De la même façons on dé�nit �j;i comme étant la (n� i)�eme�tresse obtenue de �j en
supprimant le dernier brin, alors on a la construction :

� = �0 = �1:::�n�1

�1 = �1;1�2;1:::�n�1;1

�2 = �1;2�2;2:::�n�1;2

:::

�n�2 = �1;n�2�2;n�2:::�n�1;n�2

telle que �1;1 est la (n� 1)�tresse triviale , �1;2 et �2;2 sont les tresses triviales a (n� 2)
brins.

En général �1;i , �2;i , :::, �i;i pour i = 1; 2; :::; n� 2 sont tous des (n� i)�tresses triviales.
Maintenant �1;n�2 , �2;n�2 , :::, �n�2;n�2 sont tous des 2�tresses triviales et �n�1 est une

n�tresse obtenue de la tresse �n�1;n�2 a deux brins en ajoutant (n� 2) segments de plus la
trivialité de �n�2 = �n�1;n�2 implique que �n�1 est une n�tresse triviale.
Par ce processus on montre que chaque �i est triviale.

La troisième étape On détermine si chaque tresse �i est triviale ou non ?

Donc si on peut démontrer que chaque �i est un élément d�un groupe libre, alors on peut

déterminer si chaque tresse �i est triviale ou non de la 3
�eme
= et le �nale étape de l�algorithme.

On déduit à partir des trois étapes précédentes la solution du problème du mot pour le

groupe des tresses Bn:
Notre but ici est de démontrer que les tresses peignées sont des éléments d�un groupe

libre.

Soit An l�ensemble des tresses peignées � tel que si on supprime le dernier brin on obtient

la tresse triviale.

Proposition 2.1.2 An est un sous groupe normal de Pn.

Preuve. An n�est pas vide car 1n 2 An
Soient a1, a2 2 An
a1 (a2)

�1 2 An car �
�
a1 (a2)

�1� = � (a1)� �(a2)�1� = � (a1)� (a2)�1 = (1)
Alors An est un sous groupe de Pn .
An est normal dans Pn
Soient � 2 Pn et � 2 An : ����1 2 An
� (����1) = � (�)� (�)� (�)�1 2 An
Donc An est normal dans Pn .
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2.1. Le problème du mot pour le groupe des tresses

Proposition 2.1.3 le groupe An est engendré par les (n� 1)�éléments

a1 = (�n�1�n�2:::�2)�
2
1

�
��12 :::�

�1
n�2�

�1
n�1
�

a2 = (�n�1�n�2:::�3)�
2
2

�
��13 :::�

�1
n�2�

�1
n�1
�

:::

an�2 = �n�1�
2
n�2�

�1
n�1

an�1 = �2n�1

Preuve. voir [21]

Proposition 2.1.4 Les éléments a1; a2; :::; an�1 dé�nis dans la proposition (2:1:3) engen-

drent librement le groupe An.

Preuve. On considère le sous-ensemble Hn de Bn, tel que

Hn = fn tresses � avec � (�) (n) = ng

c�est à dire la tresse de permutation qui laisse n �xé.

Hn est un sous groupe de Bn .
Les éléments �1; �2 appartiennent à la même classe à droite si et seulement si �1�

�1
2 2 Hn

et donc

� (�1) (n) = � (�2) (n)

Chaque classe à droite Hn� de Hn dans Bn est l�ensemble des tresses � avec � (�) (n) = k
pour un certain 1 � k � n . Donc on a de plus n classes à droite distinctes de Hn dans Bn
et donc

[Bn : Hn] = n

En particulier chaque classe à droite est représentée par

Mi = �n�1; :::; �n�i+1

Pour i = 1; 2; :::; n et M1 = 1, on note que

� (Mi) = � (�n�1; :::; �n�i+1)

= (n; n� 1) ::: (n� i+ 2; n� i+ 1)

et alors on a � (Mi) = n� i+ 1
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2.1. Le problème du mot pour le groupe des tresses

Proposition 2.1.5 1-pour tout élément g 2 G;Mi 2M:pour i = 1; 2:::::
� (Mi; g) =MigMg

�1 2 H tel que Mi = �n�1�n�2:::�n�i+1

2- pour j = 1; 2; :::; n et k = 1; 2; :::; [G : H]

On pose yj;k = � (Mk; xj) alors H est engendré par les yj;k est ses inverses

Preuve. 1- puisque Mig;Mig ont le même representant des classes à droités de H

alors Mig;Mig 2 H
2-� (Mk; xj) = y

�1
j;l pour un certain l tel que Mk =Mlxj

Soit h 2 H h = x�1i1 x
�2
i2
:::x

�p
ip
h = x�1i1 x

�2
i2
:::x

�p
ip
on transforme h comme suit:

h = x�1i1 x
�2
i2
:::x

�p
ip

=
�
1x�1i1x

�1
i1

�1��
x�1i1 x

�2
i2
x�1i1 x

�2
i2

�1�
:::

�
x�1i1 x

�2
i2
:::x�p�1ip�1

�1
x
�p
ip

�
= �

�
1; x�1i1

�
�
�
x�1i1 ;x

�2
i2

�
:::�
�
x�1i1 x

�2
i2
:::x�p�1ip�1 ;x

�p
ip

�
On note cette transformation par � alors

�
�
x�1i1 x

�2
i2
:::x

�p
ip
:::
�
= �

�
1; x�1i1

�
�
�
x�1i1 ;x

�2
i2

�
:::�
�
x�1i1 x

�2
i2
:::x�p�1ip�1 ; x

�p
ip

�
= y"1i1;�1y

�2
i2;�2

:::y
�p
ip;�p

alors

chaque facteur est yj;k ou bien son inverse pour un certain j et k

Proposition 2.1.6 Soient G un groupe qui a la présentation suivante G =< x1; x2; :::; xn:

=R1 = 1; R2 = 1; :::; Rm = 1 > et H un sous groupe de G et M = fM1;M2; :::;Mng un
système de Schreier alors H a la présentation suivante:

H = hyj;k=Rl;k pour j = 1; 2; :::; n; l = 1; 2; :::;m et k = 1; 2; :::; [G : H]i

avec Rl;k = �
�
MkRlM

�1
K

�
Preuve. M = fM1;M2; :::;Mng un système de Schreier des classes à droite.
On utilise ce système pour trouver une présentation de Hn et puisque ce processus est

une application de la méthode de Reidemeister-Schreier on va déterminer explicitement les

génerateurs de Hn .

Alors on a:

Mi = �n�1; :::; �n�i+1

=) Mi�j = �n�1; :::; �n�i+1�j

Mi�j = �n�1; :::; �n�i+1�j

=

= �n�1; :::; �n�i+1 si n� i > j on n� i < j � 1
�n�1; �n�2; :::; �j + 1�j si n� 1 = j

�n�1; �n�2; :::; �j + �j+1 si n� i = j � 1
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2.1. Le problème du mot pour le groupe des tresses

Maintenant on va calculer

�
�
Mi�j

�
= � (Mi�j)

Le groupe Hn est engendré par

�1; �2; :::; �n�2 pour j = 1; 2; ::::n� 1

et par

aj = (�n�1�n�2; :::�j+1)�
2
j

�
��1j+1:::�

�1
n�2�

�1
n�1
�

On a déja établi la nature des générateurs donc il reste à trouver l�ensemble des relations

de dé�nition

Le premier type des relations devient

�
�
Mi�k�l�

�1
k �

�1
l M

�1
i

�
= 1 pour

i = 1; 2; :::; n

et

k; l = 1; 2; :::; n� 1

Mais

�
�
Mi�k�l�

�1
k �

�1
l M

�1
i

�
= �

�
(�n�1�n�2:::�n�i)�k�l�

�1
k �

�1
l

�
��1n�i:::�

�1
n�2�

�1
n�1
��

(2.1.4)

= Mi�kMi�k
�1
:Mi�k�lMi�k�l

�1
:Mi�k�l�

�1
k :Mi�k�l�

�1
k

�1

:Mi�k�l�
�1
k �

�1
l Mi�k�l�

�1
k �

�1
l

�1

Puisque M est un système de Schreier et les facteurs qui restent sont tous identiques,

l�argument qui apparait dans (2.1.4) détermine explicitement les relations.

Proposition 2.1.7 Le groupe Hn a une présentation de la forme

< �1; �2; :::; �n�2; a1; :::; an�1=

�i�k = �k�i pour ji� kj � 2
�i�i+1�i = �i+1�i�i+1 pour i = 1; :::; n� 3:

�iak�
�1
i = ak pour k 6= i; i+ 1
�iai�

�1
i = ai+1

�iai+1�
�1
i = a�1i+1aiai+1

On considère maintenant le groupe libre F engendré par les éléments �1; �2; :::; �n�1 et on

va établir un morphisme entre Hn et le groupe des automorphisme Aut (F ). Dé�nissons

cette application pour démontrer que An est un groupe libre engendré par a1; a2; :::; an�1.
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2.1. Le problème du mot pour le groupe des tresses

Pour cela soit � : Hn ! Aut (F ) pour k = 1; 2; :::; n� 2

� (�k) :

8>><>>:
�i 7�! �i si i 6= k; k + 1 et 1 � i � n� 1

�k 7�! �k+1

�k+1 7�! ��1k+1�k�k+1

et pour j = 1; 2; :::; n� 1 par

� (aj) : �i ! ��1j �i�j avec i = 1; 2; :::; n� 1

l�application � dé�nie précédement est un morphisme de Hn dans Aut (F ) :

Preuve. Il su¢ t de démontrer que l�image de chaque relation dans la présentation de

Hn est l�élément neutre dans Aut (F ) :On commence par une des relations

�iai�
�1
i = ai+1

Si j 6= i; i+ 1 on a

�
�
�iai�

�1
i

�
: �i

��1i7�! �j
ai7�! ��1i �j�i

�i7�! ��1j+1�j�j+1

� (ai+1) : �j 7�! ��1j+1�i�j+1

alors

�
�
�iai�

�1
i

�
= � (ai+1)

et

�
�
�iai�

�1
i

�
: �i+1

��1i7�! �i
ai7�! �i

�i7�! �i+1

donc �
�iai�

�1
i

�
(�i) = �i+1

et

� (ai+1) : �i+1 7�! �i+1 = �
�1
i+1�i+1�i+1

Notre but est de démontrer que a1; a2; :::; an�1 sont des générateurs libres.

Si n = 2: a1 engendre un groupe libre de rang 1 puisque akl 6= 1 pour tout k 6= 0. On
suppose que n � 3:
Supposons que a1; a2; :::; an�1 ne sont pas des générateurs libres de Hn , donc il existe une

relation non triviale dans Hn en termes des a1; a2; :::; an�1 c�est à dire

w (a1; a2; :::; an�1) = 1 (2.1.5)
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2.1. Le problème du mot pour le groupe des tresses

Si on applique le morphisme précédent à la relation (2.1.5) on obtient

� (w) (a1; a2; :::; an�1) = w (� (a1) ; � (a2) ; :::; � (an�1)) = idAut(F )

On suppose que

w (a1; a2; :::; an�1) = a
"1
i1
a"2i2 :::a

"k
ik

donc pour j = 1; 2; :::; n� 1

� (w) (uj) =
�
u�"1i1

:::u
�"k�1
ik�1

u�"kik

�
uj

�
u"kik u

"k�1
ik�1

:::u"1i1

�
d�autre façon puisque u1; u2; :::; un�1 sont des générateurs libres de F et � (w) = idAut(F )

implique

uj =
�
u�"1i1

:::u
�"k�1
ik�1

u�"kik

�
uj

�
u"kik u

"k�1
ik�1

:::u"1i1

�
(2.1.6)

pour j = 1; 2; :::; n� 1
On pose u"kik u

"k�1
ik�1

:::u"1i1 = g alors (2.1.6) implique que g commute avec les uj pour chaque

j = 1; 2; :::; n� 1
Alors il existe un entier �j tel que g = u

�j
j pour j = 1; 2; :::; n� 1 ce qui implique aussi que

si j 6= l alors
u
�j
j = u

�l
l

mais u1; u2; :::; un�1 sont des générateurs libres de F ce qui donne

�j = �l = 0 ce qui implique que g = 1

Donc aprés un nombre �ni d�opérations T1 ou T2 , g réduit au mot vide, donc la relation

w = 1 est la relation triviale ce qui contredit la relation (2.1.5) Alors a1; a2; :::; an�1 forment

un ensemble de générateurs libres d�ou la preuve de la proposition (2:1:4) : Alors on peut

a¢ rmer si la tresse � est triviale ou non et écrit � sous la forme

� = �1�2:::�n�1

tel que les �i sont des tresses peignées.

Puisque �1 est un élément du groupe libre An engendré par a1; a2; :::; an�1 on peut

determiner si �1 = 1 ou non. Si �1 6= 1 alors la proposition (2:1:1) implique que � n�est pas
triviale.

On suppose que �1 = 1n et on considère �2. On a �2 = 1 si et seulement si la �2;1 = 1n�1

, mais par dé�nition cette (n� 1) tresse est un élément d�un sous-groupe constitué par des
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2.2. Le problème de conjugaison pour le groupe des tresses

tresses peignées dans le groupe des (n� 1) tresses pures telles que seulement le (n� 1)eme

brin est lié avec les autres brins.

Donc �2;1 = 1n�1 est un élément du groupe libre de rang (n� 2) et on peut déterminer
si �2;1 = 1n�1 ou non.

L�argument se répète pour déterminer si chaque �i = 1 ou non pour i = 1; 2; :::; n� 1 ce qui
est la solution du problème du mot pour Bn.

2.2 Le problème de conjugaison pour le groupe des

tresses

Problème 2.2.1 Soient donnés �; 
 2 Bn
Existe t-il un élément � tel que � = �
��1 ?

Ce problème a été démontré en 1969 par Garside [15]. Sa méthode consiste à associer à

chaque tresse � 2 Bn l�ensemble de ses conjuguées appelé ensemble sommet.

Remarque 2.2.1 La solution qu�on va présenter ici est basée sur une forme dite forme

normale de Garside.

Solution 2.2.1 La solution est de la façon suivante:

Rappellons que

Bn = h�1; �2:::�n�1=�i�j�i = �j�i�j si ji� jj = 1 et �i�j = �j�i si ji� jj > 1i

Les générateurs de Bn dont les deus relations n�apparaissent qu�avec des puissances posi-
tives; alors il existe un semigroupe Sn tel que:

Sn = hs1; s2:::; sn�1=sisjsi = sjsisj si ji� jj = 1 et sisj = sjsi si ji� jj > 1i

Notation 2.2.1 Soient X;V;W des mots de Sn

V = W ségni�e que V ;W dé�nissent le même élément dans Sn :

V � W ségni�e que V ;W sont deux mots identiques:

Dé�nition 2.2.1 Soit W un mot de Sn tel que W = si1si2 :::sik

l�entier k est appelé longueur de W qu�on note L(W )

Soit V = V0 = ::: = Vr = W si chaque Vi peut etre obtenu à partir de Vi�1 par une seule
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2.2. Le problème de conjugaison pour le groupe des tresses

application de l�une des relations de dé�nition de Sn ; on dit dans ce cas que W est obtenu

à partir de V par une chaine de transformation de longueur r:

Soit D1(W ) l�ensemble de mots obtenus à partir de W par une chaine de transformation

de longueur 0 ou 1, et Di(W ) est l�ensemble de mots obtenus à partir de Di�1(W ) par une

chaine de transformation de longueur 0 ou 1, et puisque tous les mots de Di(W ) sont de

longueur L(W ) alors pour un certain i

W 2 D1(W ) � ::: � Di(W ) = Di+1(W ):

Donc Di(W
0
) = Dj(W ) pour tout j > i:

Di(W ) est appelé diagramme de W:

On considère les deux mots de tresse positif

� = (�1�2:::�n�1) (�1�2:::�n�2) ::: (�1�2) (�1) 2 Bn

�# = (s1s2:::sn�1) (s1s2:::sn�2) ::: (s1s2) (s1) 2 Sn

Notation 2.2.2 Si w = si1 :::sik on désigne par bw le mot sn�i1 :::sn�ik :
Lemme 2.2.1 Le mot �# a les propriétés.

1-pour chaque mot V 2 Sn
�#V = bV�#

2-Pour chaque j ; (1 � j � n� 1)
D(�#) contient un mot qui commence par sj et un mot qui se termine par sj

Preuve. [15]

Théorème 2.2.1 L�application 	 : Sn �! Bn
si 7�! �i

est injective

Preuve. voir [4]

Lemme 2.2.2 Pour chaque j (1 � j � n� 1) il existe un mot de tresse positif 9Xj tel que:

��1j = ��1Xj aussi ���1j = ��1n�j� .
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2.2. Le problème de conjugaison pour le groupe des tresses

Preuve. Conséquence du lemme (2.2.1) propriété 1

Remarque 2.2.2 Le lemme (2.2.1 ) et le lemme (2.2.2 ) impliquent que��1
n V = bV��1

n pour

tout mot de tresses V:

Dé�nition 2.2.2 Un mot positif P est dit premier à � s�il n y a pas de mots dans D (P )

de la forme �Q .

Deux mots de tresses positifs P1 ; P2du même longueur k , tels que:

P1 = ��1 ::::��k

P2 = ��1 ::::��k

P1 est plus petit que P2 si le nombre �1�2:::�k < au nombre �1�2::�k

D (P ) possède un plus petit élément qu�on appelle base de D (P ) :

Garside a démontré que chaque tresse � 2 Bn peut etre représenté par un unique mot
de la forme �mP tels que m et P se calculent comme suit:

Théorème 2.2.2 Soit �"1u1�
"2
u2
:::�"rur un représentant de �

1-Trouver tous les mots positifs X1; X2; :::; Xn�1

2-Remplacer chaque ��1ui qui apparait dans �
"1
u1
�"2u2 :::�

"r
ur par �

�1Xui

3-Regrouper les ��1 à gauche en utilisant la propriété ��1V = bV��1 ; donc � est représen-

tée par un mot de la forme �kP0 , tel que P0 est un mot positif et k � 0
4-Construire D (P0)

5-Dans D (P0) choisir un mot �hP tel que h est maximal, puis on pose m = h + k tel que

h � 0:
6-Dans D (P ) en posant P la base de D (P ) :

Dé�nition 2.2.3 Le mot �mP est appelé la forme normale de Garside pour � , l�entier

m est appelé puissance de � et le mot P est appelé queue de � Si P 2 D
�
P
�
alors le mot

�mP est appelé forme standard de Garside pour � .

Lemme 2.2.3 Soient s�m deux entiers. Alors le nombre de mots dans Bn:
(dont la forme standard est de puissance � m et la somme des exposants est s) est �ni.
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2.2. Le problème de conjugaison pour le groupe des tresses

Preuve. Soit la forme �lA on suppose que �lA satisfait les conditions:

(i) : l � m:
(ii) : S = lL(�) + L(A)

(iii) : S�L(�) � l:
Alors il existe un nombre �ni d�entiers véri�ants (i) et (iii):la condition (ii) montre que

L(A) est déterminée par l et par la suite il existe un nombre �ni de mots de longueur donné.

Lemme 2.2.4 Soit � = ��1
� 2 Bn tel que 
; � sont deux mots de tresse, alors il existe un
mot positif B tel que � = B�1
B 2 Bn

Preuve. Supposons que 
 = �q
nQ, tel que Q est un mot positif

Si q est pair, on pose B = Q alors B�1
B = Q�1
Q = Q�1��q�q
Q = Q�1��q
�qQ =

��1
�

Si q est impair, on pose B = �Q alors B�1
B = Q�1��1
�Q = Q�1��1(�1�q�q�1)
�Q

= Q�1��q�q�1
�Q = Q�1��q
�qQ = ��1
� = �.

Dé�nition 2.2.4 1-Si � est un mot positif, l�élément ��1
� est appelé un conjugué positif

de 


Si � = IF tel que: 1 � L(I) � L(�)
I est appelé la route initiale de � , et F est appelé la route �nale associée

On dé�nit l�ensemble sommet S(�) d�un élément � 2 Bn comme suit:
(i)-On construit la liste des routes intiales fI1; I2; :::; Ikg du mot fondamental � dans Bn
(ii)-Soit S1(�) l�ensemble de mots dont la forme standard a une puissance au moins plus

grande que celle de � et tel que S1(�) est obtenu à partir de � par conjugaison par une seule

route initiale Ij (1 � j � k)
Itérativement soit Si(�) l�ensemble de mots qui ont une puissance au moins plus grande que

celle de �, et obtenu à partir des mots de Si�1(�) par conjugaison par une seule route intiale

de �

(iii)-Le lemme (2.2.3) implique que le nombre de mots obtenus par ce processus est �ni,

alors pour un certain j

Sj(�) = Sj+1(�)

est le sous ensemble de Sj(�) constitué par les éléments qui ont des puissances maximales

dans Sj(�).
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2.2. Le problème de conjugaison pour le groupe des tresses

Dé�nition 2.2.5 La puissance sommet t de � 2 Bn est la puissances commune des éléments
de S(�), la queue sommet T de � est la queue de l�unique élément dans S(�) avec la plus

petite queue et la forme sommet de � est le mot �tT 2 Bn:

Théorème 2.2.3 Deux éléments �1; �2 2 Bn sont conjugués si et seulement s�ils ont la

même forme sommet .

Pour démontrer ce théorème on a besoin des lemmes suivants .

Dé�nition 2.2.6 Un mot de tresse V est commencé avec �i , si D(V ) contient un mot

de la forme �iA. Il se termine par �i si D(V ) contient un mot de la forme A�i

Lemme 2.2.5 1-Si i 2 f1; 2; :::; n� 1g alors ��i = �n�i�
donc si V est un mot positif alors �V = bV�
2-Si i 2 f1; 2; :::; n� 1g ; il existe Xi; Yi deux mots positifs tels que

� = �iXi = Yi �i

3-Si � = IF alors soit I se termine par �i soit F commence par �i

pour chaque i 2 f1; 2; :::; ng mais pas les deux
4-Si w = �V et w = AB alors soit A se termine par �i ou B commence en �i pour chaque

i 2 f1; 2; :::; n� 1g
5-Si w est un mot positif dans Bn ,et si w commence en �i ou se termine en �i pour chaque
i 2 f1; 2; :::; n� 1g
alors w = �V pour un certain mot positif V:

Preuve. voir [15]

Notation 2.2.3 On désigne par eQ les mots positifs Q ou bQ
Lemme 2.2.6 Supposons que � = �mP et on suppose en plus que pour un certain mot Q

le mot Q�1�mPQ a puissance r > m alors PQ contient �n

Preuve. Par hypothèse Q�1�mPQ = �rR avec r > m et lemme (2.2.2)=) �mPQ =

Q�rR = �r eQ R =) PQ = �r�m eQR , r �m > 0

Lemme 2.2.7 Dans le groupe des tresses Bn on suppose que.
(1) 
 = �tT 2 S(�)
(2)X est un mot positif tel que X�1
X = �tQ

(3) X = IY tel que I est une route de longueur minimale.

alors I�1
I réduit à la forme standard est dans S(�)
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2.2. Le problème de conjugaison pour le groupe des tresses

Preuve. Puisque 
 2 S(
) � S(�) , I�1
I a une puissance � t il reste a démontrer
que I�1
I a une puissance � t
1-Si X = �Y alors ��1
� = ��1(�tT )� = �t bT a une puissance t

2-Si L(I) < L(�) , soit F un mot positif tel que :IF = � il y a une partition des in-

dices 1; 2; :::; n � 1 en deux ensembles 
 et � tel que pour chaque j 2 
 il existe un

mot positif Uj tel que :I = Uj�j et pour chaque :j 2 � il n�existe pas de mot donc

I�1�t = I�1��t�1 = F �t�1 = �t�1 eF et par conséquent �t Q = X�1� X�1�X =

Y �1I�1(�tT )IY = Y �1
h
�t�1 eFTIiY et lemme (2.2.6) propriété 4 =) bFTIY contient �:

Lemme (2.2.5) propriété 3 =) soit bFTI = Vj�j pour un certain Vj
soit Vj = �jYj pour un certain Yj et j 2 f1; 2; :::; n� 1g
Mais si le dernier était vrai pour un certain j 2 � , alors X = IY = I�iYj

et I�j sera positivement égal à une route initiale de � de longueur > L(I)

( lemme (2.2.5) propriété 3 ce qui est contredit l�hypothèse .

Ainsi eFTI = Vj�j pour chaque j 2 � établi par contradiction .
Encors eFTI = eFTUj�j pour chaque j 2 
:par dé�nition de 

Donc par lemme (2.2.5) propriété 5 eFTI contient � cela montre que

I�1
I = �t�1 eFTI
a une puissance � t
Revenons à la démonstration du théorème .

Preuve. On va maintenant prouver que �1 est le conjugué de �2 si et seulement si

S(�1) = S(�2)

Si X 2 S(�1) \ S(�2) donc X est le conjugué de �1 et �2 alors �1 et �2 sont conjugués.

Réciproquement supposons que �1 et �2 sont conjugués tels que �
pP 2 S(�1) et �qQ 2

S(�2) avec p � q , le lemme (2.2.4) implique qu�il existe un mot positif X tel que X�1(

�pP )X = �qQ:

Si L(X) > 0 , alors X = IY tel que I est une route initiale de � de longueur maximale

L(I) > 0:

On note que p � q donc par le lemme (2.2.6) I�1(�pP )I 2 S(�1) quand il est réduit à la
forme normale.

Par récurrence sur la longueur de L(X) , �qQ: = Y �1 [I�1(�pP )I]Y a une forme normale

dans S(�1) ainsi S(�2) � S(�1) et p = q.
Puisque p = q on répète le même argument et montrons que S(�1) � S(�2) ce qui

termine la démonsration.
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3

Ordre sur les tresses

Depuis la découverte du caractère ordonnable du groupe des tresses en 1991 par Dehornoy

[7], plusieurs méthodes ont été proposées pour résoudre le problème visé.

Le but de ce chapitre est de présenter les approches suivantes: l�algèbre autodistributive,

la théorie combinatoire des groupes et le groupe des classes d�isotopie (mapping class group).

Ces dernières seront utilisées pour construire l�ordre sur les tresses.

3.1 Ordre de Dehornoy sur les tresses

Une des découverte récentes les plus intéressantes concernant le groupe de tresses est due à

Dehornoy qui a démontré �n de 1991 [7] que Bn a un ordre total invariant par multiplication
à gauche. Le but de cette section est de présenter cette approche qui repose sur deux

propriétés l�une est appelée propriété d�acyclicité et l�autre dite de comparaison.

Groupes ordonnables.

Dé�nition 3.1.1 Un groupe G est dit ordonnable s�il possède un ordre total < invariant

par multiplication à gauche, c�est à dire véri�ant a < b) ca < cb pour tout a; b; c 2 G:Si de
plus l�ordre est invariant par multiplication à droite on dit que le groupe est biordonnable.

Pour tout groupe ordonnable G , notons P l�ensemblefx 2 G=x > 1g de ses éléments
positifs.

Le caractère total de l�ordre se traduit par la partition G = P q f1g q P�1 où P�1 =
fx 2 G = x�1 > 1g.
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3.1. Ordre de Dehornoy sur les tresses

L�invariance par multiplication à gauche se traduit par P 2 � P ,où P 2 est formé des

produits de deux éléments de P dans G.

Réciproquement, s�il existe un sous ensemble P de G véri�ant G = P q f1g q P�1 et
P 2 � P ,alors G est ordonnable pour l�ordre dé�ni par x < y si x�1y 2 P .

L�ordre de Dehornoy sur Bn

Dé�nition 3.1.2 1-Un mot de tresse w est mot formé à partir des générateurs �1; �2; :::; �n�1
et de leurs inverses

2-Pour i 2 f1; 2; :::; n� 1g,on dit qu�un mot de la forme w = w0�iw1�i:::�iwr est �i�positif
si les sous mots w0; w1; :::; wr sont des mots dans les lettres ��1j avec j > i.S�il n�apparaît

qu�avec des puissances négatives,on dit que le mot est �i�négatif
3-On dit qu�un mot de tresse w est ��positif (respectivement ��négatif) s�il existe un entier
i tel que w est �i�positif (respectivement �i�négatif)
Si w n�est �i�positif ni �i�négatif, w est dit �i�libre.

Les deux propriétés suivantes nous assurent le caractère ordonnable de Bn

Propriété d�acyclicité (A)

Toute tresse �-positive est non triviale.

Propriété de comparaison (C)

Toute tresse est soit �-positive, �-négatif ou �-libre.

Dé�nition 3.1.3 Soit 2 � n � 1 et soient �1; �2 2 Bn.
On dit que �1 < �2 est vrai si pour un certain i la tresse �

�1
1 �2 admet au moins un représen-

tant �i�positif.
Un mot de tresse est dit positif si tous les exposants sont positifs

Notation 3.1.1 B+n désigne l�ensemble des tresses positives (B�n est l�ensemble des tresses
négatives respectivement)

Théorème 3.1.1 La relation < est un ordre linéaire sur Bn,invariant par multiplication à
gauche.
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3.1. Ordre de Dehornoy sur les tresses

Preuve. Le fait que B+n ; f1g et (B+n )
�1 constituent une partition de Bn est exactement

la propriété (C).

Soit � 2 B+n \(B+n )
�1
:Alors � et ��1 admettent un représentant �-positif, donc 1 = ���1

admet un représentant �-positif ce qui contredit la propriété (A).

Alors B+n q f1g q (B+n )
�1
= Bn et (B+n )

2 � B+n
alors < est est un ordre linéaire sur Bn invariant par multiplication à gauche.

3.1.1 Quelques applications de l�ordre sur les tresses

Lemme 3.1.1 Soit G un groupe ordonnable à gauche et R est un anneau intègre.

Alors l�anneau de groupe R (G) n�a pas de diviseurs de zéro.

De plus les seuls unités de R (G) sont les monomes rg tels que r est un élément inversible

de R:

Preuve. G est ordonnable à gauche par hypothèse ,on considère dans l�anneau de groupe

le produit suivant (r1g1 + :::+ rpgp) (s1h1 + :::+ sqhq) =
P

i;j (risj) (gihj) tel que tous les ri

et sj 2 R� f0g et gi , hj 2 G:
Si un produit est nul ,alors chaque terme est annulé par un autre dans le produit.

On suppose que h1 < h2 < ::: < hq,on considère le terme (risj) (gihj) tel que gihj est

minimal en particulier gihj < gih1 mais puisque G est invariant par multiplication à gauche

alors on a:gihj = gih1 donc hj = h1:

Alors on a montrer que si gkhl est le produit minimal alors on a:l = j = 1,donc gk = gi

et puisque risj 6= 0 alors le produit dans l�anneau de groupe est non nul.Pour la deuxième
partie, il y a un élément maximal dans le produit et si p ou q > 1 il di¤ére de l�élément

minimal alors le produit est di¤érent de 1 dans l�anneau de groupe R (G) :

Proposition 3.1.1 Le groupe des tresses Bn est sans torsion.

Preuve. Soit � 2 Bn
Bn est ordonné à gauche alors � > 1 implique ��1 < 1 ce qui donne:
::: < ��n < ��n+1 < ::: < ��1 < 1 < � < :::

Alors �k 6= 1 8k 2 Z:
Donc Bn est sans torsion et par conséquent Bn est in�ni.
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3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systèmes autodistributifs )

3.2 Ordre sur les tresse (méthode des systèmes au-

todistributifs )

Dehornoy déduit l�ordre sur les tresses à partir de l�étude générale des systèmes autodis-

tributifs dé�nis comme des ensembles munis d�une loi de composition véri�ant certaines

identités et leurs liens avec les tresses est le but de cette section.

3.2.1 Action des tresses sur les systèmes autodistributifs

Dé�nition 3.2.1 Un système autodistributif qu�on note (AD) est un ensemble S mini d�une

loi de composition qui véri�é.

x � (y � z) = (x � y) � (x � z): (3.2.1)

On dé�nit une action de B+n sur Sn par la méthode suivante:
Sn � B+n ! Sn

�!x " = �!x (3.2.2)

�!x :::�iw = (x1; x2; :::::xi � xi+1; xi; xi+2;::::; xn)w

" designe le mot vide

Coloriage des tresses.

Partons d�un mot de tresse w représentant un élément de Bn . Colorions de gauche à droite
les extremités supérieures des brins de la con�guration plane associée à w avec les éléments

(a1; :::; an) 2 Sn:
Si nous propageons les couleurs le long des brins, nous lirons en bas de la con�guration une

suite de couleurs qui est une permutation de a1; :::; an :

On autorise les couleurs à interagir à chaque croisement de brins, decidons qu�a chaque

croisement la couleur a reste inchangée taudis que la couleur b s�amalgame avec a et donne

une nouvelle couleur a � b:

Proposition 3.2.1 L�action dé�nie dans (3.2.2) est compatible avec les relations des

tresses si et seulement si (S; �) est un système (AD)
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3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systèmes autodistributifs )

Preuve. Compatibilité avec la relation

�i�j�i = �j�i�j si ji� jj > 1
Cette compatibilité est assuré si x � (y � z) = (x � y) � (y � z) est saisfaite
(voir �gure (3.2.1 ) ).

Figure 3.2.1 : Compatibilité de l�action avec les relations de dé�nition.

Compatibilité avec la relation

�i�j = �j�i si j i� jj > 1
(x1; x2; :::; xn)�i�j = (x1; x2; :::xi � xi+1; xi; xi+2; :::xn)
(x1; x2; :::; xn)�i�j = (x1; x2; :::; xi � xi+1; xi; xj � xj+1; xj; ::x):
(x1; x2; :::; xn)�j�i = (x1; x2; ::::; xj � xj+1; xj; ::::; xn)�i
= (x1; x2; ::::; xi � xi+1; xj � xj+1; xj; :::xn) alors
(x1; x2; :::; xn)�i�j = (x1; x2; :::; xn)�i�j si j i� jj > 1: :
Soit (S; o; �):telle que.

C�est l�extension du mot de tresses sur une suite de couleurs par:

�!x :��1i w = (x1; :::; xioxi+1; xi+1�xi; xi+2; ::xn)w (3.2.3)

Les action (3.2.2) et (3.2.3) sont compatibles avec les relations

�i�
�1
i = ��1i �i = 1

�!x :��1i (�iw) = (x1; x2; :::; xioxi+1; xi+1�xi; xi+2; :::; xn)�iw
= (x1; x2; :::; xioxi+1 � xi+1�xi; xioxi+1; xi+2; :::; xn)w
�!x :�i

�
��1i w

�
= (x1; x2; :::; xi � xi+1; xi; xi+2; ::xn)��1i w

= (x1; x2; :::; xi � xi+1oxi; xi� (xi � xi+1) ; :::; xn)w
Alors:

xioxi+1 = xi�xi � xi+1
xi � xi+1oxi = xioxi+1 � xi+1�xi
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3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systèmes autodistributifs )

si les identités sont satisfaites alors
xi+1oxi = xi

xi � (xi�xi+1) = xi�(xi � xi+1) = xi+1
donc l�operation o est triviale par contre � doit être choisit de telle façon que les translations à
gauche associées à � sont les translations à gauche associées à �: Alors �existe si et seulement
si les translations associées à � sont bijectives
on a: x�y = l�unique z qui satisfait

x � z = y (3.2.4)

Dé�nition 3.2.2 Un ensemble automorphe (S; �) est un système (AD) tel que toutes les
translations à gauche soient bijectives c�est à dire (x; y);9!:z:

x � z = y: (3.2.5)

Alors pour tout ensemble automophe (S; �) et pour tout n les règles (3.2.2) (3.2.3) et

(3.2.5) dé�nissent une action de Bn sur Sn:

3.2.2 Acyclicité et systèmes (AD) ordonnables

Dé�nition 3.2.3 On dit qu�un système autodistributif (S; �) est acylique si la relation de
divisibilité à gauche dans (S; �) n�a pas de cycles c�est à dire il n�y a pas d�égalité dans S de
la forme:

x = (::::((x � x1) � x2) � ::::) � xp) (3.2.6)

On dit dans ce cas que (S; �; < ) est un système (AD) ordonné si (S; �) est un système (AD)
et < est un ordre sur S telle que x < x � y et toujours vrai et y < z =) x � y < x � z:

Proposition 3.2.2 Un ensemble automorphe n�est jamais acyclique.

Preuve. Soit (S; �) un ensemble automorphe
On montre que l�identité (x � x) � y = x � y est veri�ée dans S:
On utilise l�operation symétrique � de (3.2.4) on trouve:
(x � x) � y = (x � x) � (x � (x�y)) = x � (x � (x�y)) = x � y:
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3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systèmes autodistributifs )

3.2.3 Retournement de mots:

On considére la fonction �: ���! L telle que L est l�ensemble de mots de tresses positifs

dé�nie par �(�i ; �j) =

8>><>>:
�i pour ji� jj > 1
�j�i pour ji� jj = 1
" pouri = j

Donc l�equivalence de mots de tresses est engendrée par les relations pour i 6= j

�(�j; �i)�i = �(�i; �j)�i

ce qui implique que

�i�
�1
j = �(�j; �i)

�1:�(�i; �j)

Notation 3.2.1 On note par � = f�1 �2:::::g.l�ensemble de l�alphabet
On utilise � pour désigner l�equivalence de mots des tresses et " pour designer l�ensemble

vide

Dé�nition 3.2.4 On dit qu�un mot de tresse w se transforme par retournement de mot à

gauche au mot w
0
si w

0
s�obtient en remplaçant dans w des facteurs de type �i��1j par des

facteurs correspondants �(�j ; �i)�1�(�i; �j):

Proposition 3.2.3 Soit w un mot de tresse. Il existe un unique paire de mots de tresse

positifs N (w) D(w) tel que chaque suite de retournement de mot à partir de w se termine

dans un nombre �ni d�étapes avec le mot D (w)�1 N (w)

Preuve. Par le procédé si dessue

w = D (w)�1N(w)

L�unicité: Le diagramme de retournement implique que le retournement de mot d�un mot

donné conduit à un mot de la forme u�1v / u; v 2 B+n puisque en remplace �i��1j par

�(�j ; �i)
�1�(�i; �j).

Alors il reste a démontrer que ce processus est �ni, donc il su¢ t de le faire pour un mot

uv�1, tel que u; v 2 B+n :
Pour u; v 2 B+n , on note par uv l�unique mot positif u

0
tel que uv�1 retourne à (v

0
)�1u

0
pour

un certain mot positif v
0
.

Donc u
v
v = v

u
u est veri�é, dans ce cas u

v
v représente un commun multiple à gauche des

tresses représentées par u et v dans B+1 dans ce cas le commun multiple est le plus petit.
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3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systèmes autodistributifs )

Ce résultat général au sujet de retournement de mot est vrai si la condition

((x=y)�(z=y))�((x=z)� (y=z) = ":

est satisfaite pour chaque triple de lettres.

Tous les résultats pour le retournement à gauche restent vrai pour le retournement à droite

en remplacant les facteurs ��1i �j par des facteurs de la forme uv
�1: On obtient donc pour

chaque mot de tresses deux mots de tresses positifs eN (w) et eD (w) tels que w est retourné

à droite à eN (w): eD(w)�1.
Soit w un mot de tresses on dé�nit les applications: Nrl (w) = eN (D (w)�1 N(w))

et Drl(w) = eD (D(w)�1N(w)):

Ces applications sont bien dé�nies car:

w � w0 V Nrl (w) � Nrl (w
0
) et Drl(w) � Drl(w

0
):

Ce qui nous permet de résoudre le problème de mots pour les tresses

3.2.4 Action des tresses sur les systèmes autodistributifs simpli-

�ables à gauche

� �On va présenter ici l�extension de l�action de B+n sur Sn a Bn.

Dé�nition 3.2.5 Un système autodistributif simpli�able à gauche est un système pour

lequel les multiplications à gauche sont injectives

Dé�nition 3.2.6 Soit (S; �) un système AD et w un mot de tresses , n � 1:
On dit que (�!x ;�!y ) 2 Sn est une S�coloration pour w si les couleurs de S peuvent être

attribuer pour chaque segment dans le diagramme associé à w tel que les �!x sont les couleurs
entrées à gauche et les �!y sont les couleurs sorties à droite telles que les règles sont satisfaites
en chaque croisement (voir �gure (3.2.2 ) )

Si w est un mot de tresses, pour toute suite �!x 2 Sn le couple (�!x ;�!x w) est une coloration
de w, et si S est automorphe le resultat reste vrai pour tout mot de tresses.

Lemme 3.2.1 On suppose que (S; �) est un système AD et u; v sont deux mots de tresses

positifs alors pour toute suite �!x 2 Sn le pair (�!x u;�!x v) est une S�coloration pour u�1v .

Preuve. On applique les couleurs �!x dans la moitiée du diagramme associé à u�1v et

on propage à gauche u�1 et à droite v comme suit: on obtient à gauche�!x u et à droite �!x v
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3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systèmes autodistributifs )

Figure 3.2.2 : Règle de coloriage

Figure 3.2.3 : compatibilité des règles de coloriage

Les règles de coloriage sont satisfaites dans chaque partie du diagramme (voir �gure (3.2.3

) )

Toute tresse peut être représenter par un mot de la forme u�1v avec u; v sont positifs.

Remarque 3.2.1 La S�coloration d�un mot de tresses w n�est pas une S�coloration pour
tout mot de tresses w

0
tel que w

0
est équivalent à w.

On va utiliser maintenant le retournement de mots.

Lemme 3.2.2 On suppose que (S; �) est un système AD et on suppose que le mot de

tresses w est retourné à gauche à w
0
et que (�!x ;�!y ) est une S�coloration bien dé�nie pour

w
0
, alors (�!x ;�!y ) est une S�coloration bien dé�nie pour w, en particulier (�!x ;�!y ) est une

S�coloration pour D(w)�1N(w):

Preuve. voir [11]

Remarque 3.2.2 le resultat précedent est vrai pour le retournement à droite de mots.

Dé�nition 3.2.7 Si (S; �) est un système AD, �!x 2 Sn et w est un mot de tresses, on

dit que �!x est admissible pour w s�il existe au moins une suite �!y telle que (�!x ;�!y ) est une
S�coloration pour w:
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3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systèmes autodistributifs )

Lemme 3.2.3 On suppose que (S; �) est un système AD simpli�able à gauche et w;w
0
sont

deux mots de tresses équivalents.

Alors pour chaque suite �!x 2 Sn qui est admissible pour les deux mots il existe exactement
une suite �!y telle que (�!x ;�!y ) est une S�coloration pour les deux mots.

Preuve. On suppose que (�!x ;�!y ) est une S�coloration pour w et
��!x ;�!y0 �est une

coloration pour w
0
.

w,w
0
sont équivalents n�implique pas que leurs numérateurs et leurs dénominateurs sont

équivalents, mais il existe v; v
0
tels que:

eN(w)v = eN(w0
)v

0

eD(w)v = eD(w0
)v

0

Le lemme (3.2.3) implique (�!x ;�!y ) est une S�coloration pour eN(w) eD(w)�1 et donc
(�!x ;�!y ) est une S�coloration pour eN(w)vv�1 eD(w)�1.
Par construction

�!x : eN(w)v = �!y : eD(w)v
Le même argument nous donne

�!x : eN(w0
)v

0
=
�!
y
0
: eD(w0

)v
0

et donc on a
�!y : eD(w)v = �!y0 : eD(w0

)v
0
=
�!
y
0
: eD(w)v

cela implique que
�!y =

�!
y
0

En e¤et on démontre par recurrence que �!x �i =
�!
x
0
�i implique que

�!x =
�!
x
0
.

L�hypothèse implique que
�!xi =

�!
x
0

i

et

xi � xi+1 = x
0

i � x0i+1

alors xi+1 = x0i+1 ce qui montre que (S; �) est simpli�able à gauche
On admet la proposition suivante.

Proposition 3.2.4 On suppose que (S; �) est un système AD simpli�able à gauche .Alors

pour toute famille �nie de tresses �1; �2; :::; �m 2 Bn , il existe au moins une suite �!x 2 Sn

telle que la suite �!x �i est dé�nie pour tout i:
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3.2.5 Tresses spéciales

Dé�nition 3.2.8 Pour �1; �2;2 Bn , on pose

�1 � �2 = �1sh (�2)�sh
�
��11

�
(3.2.7)

on dit qu�une tresse est spéciale si elle est obtenue à partir de la tresse triviale 1 on utilisant

l�opération � recursivement et sh est l�endomorphisme shift.

Notation 3.2.2 On note l�ensemble des tresses spéciale par Bsp

Lemme 3.2.4 Les systèmes (B1; �) et (Bsp; �) sont des systèmes (AD) simpli�able à gauche.

Lemme 3.2.5 Soit �!x une suite de tresses spéciales

pour �!x 2 BNn avec un nombre �ni de termes 6= 1 on dé�nit

�sh (�!x ) = �1k=1shk�1 (xk) = x1sh (x2) sh2 (x3) ::: (3.2.8)

alors si � 2 B1 et �!x :� existe, on a

�sh (�!x :�) = �sh (�!x ) :� (3.2.9)

Preuve. On fait un raisonnement par recurrence sur la longueur minimal d�un mot de

tresses représentant � et telle que �!x :w existe
le résultat est vrai si w est vide

On suppose que w = �iw0 si � est une tresse représentée par w0 donc
�!x :�i et (�!x �i) :�0

existent.

On trouve:

�sh (�!x :�i) = �sh ((x1; :::; xi � xi+1; xi:::))
= x1sh (x2) :::sh

i�1 (xi � xi+1) shi (xi) shi+1 (xi+2) :::
= x1sh (x2) :::sh

i�1 (xi) sh
i (xi+1)�ish

i (xi)
�1 shi (xi) sh

i+1 (xi+2) :::

= x1sh (x2) :::sh
i�1 (xi) sh

i (xi+1)�ish
i+1(xi+2)::

= x1sh (x2) :::sh
i�1 (xi) sh

i (xi+1) sh
i+1(xi+2):::�i

= �sh (�!x )xi
comme �i commute avec shk(x) pour k � i + 1 on applique l�hypothèse de recurrence en

déduire

�sh (�!x :�) = �sh (�!x :�i) �
0

= �sh (�!x )xi�
0

= �sh (�!x ) � 0
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Proposition 3.2.5 Toute tresse peut être écrite sous la forme

shi�1(�
0

i)
�1:::sh(�

0

2)
�1(�

0

1)
�1�1sh(�2):::sh

i�1(�i) (3.2.10)

telles que: �
0

1; �
0

2; :::; �1; �2 2 Bsp

Preuve. On suppose que � 2 B+1 alors la suite (1; 1; :::) � est dé�nie puisque l�obstruction
apparait seulement avec des croisements négatives elle consiste des tresses spéciales et comme

les tresses spéciales sont stables par l�opération (�) on suppose que (1; 1; :::) � = (�1; �2; :::)
�sh((�; �; :::)) = �sh((1; 1; :::) �) c�est à dire � = �1sh(�2)sh

2(�3):::

et le fait que toute tresse est le quotient de deux tresses positives alors le résultat est dé-

montré.

Remarque 3.2.3 L�ensemble des tresses spéciales forme un système (AD) monogène en-

gendré par la tresse 1:

Dé�nition 3.2.9 Pour (S; �) est un système binaire x; y 2 S , on dit que x est un diviseur
à gauche itérré de y et en écrit x @ y s�il éxiste un certain entier p et certains éléments

z1; z2; :::; zp 2 S satisfaisont

y = (:::((x � z1) � z2) � :::) � zp (3.2.11)

Propriété de comparaison CAD

Dé�nition 3.2.10 On suppose que (S; �) est un système (AD) monogène, alors deux élé-
ments x; y de S veri�ent au moins l�une des trois propositions x = y , x @ y , y @ x

Lemme 3.2.6 Soient �1, �2 2 Bsp telles que �1 @ �2; alors la tresse
��11 �2 admet un représentant �1�positif.

Preuve. Par construction il existe �
0

1,..., �
0

P satisfaisants

�2 = (...((�1 � �
0

1) � �
0

2)�...) � �
0

P étendre le dernier produit pour donner

�
2
= �1sh(�

0

1)�1sh(�
"
1)�1:::�1sh(�

"
P ) avec

�"1 = �
0

1�
0

2 ,�
"
k = (:::((�1 � �

0

1) � �
0

2):::) � �
0

k)
�1�0
k+1 pour 2 � k < p et �

"
p = ((:::((�1 � �

0

1) � �
0

2) �
:::) � � 0p)�1.
Donc la tresse ��11 �2 admet un représentant qui contient p lettres en �1 mais pas en �

�1
1 .

Proposition 3.2.6 La propriété CAD implique la propriété C1 c�est à dire elle implique

que toute tresse dans B1 admet un représentant �1�positif , �1�négatif ou �1�libre.
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Preuve. Soit � 2 B1
La proposition (3.2.4) implique que � admet la décomposition

shi�1(�
0

i)
�1:::sh(�

0

2)
�1(�

0

1)
�1
1 �sh(�2):::sh

i�1(�i)

telles que: �1; �2; :::; �
0

1; �
0

2; ::: 2 Bsp et propriété de comparaison (CAD) un des trois cas
apparait

1-�
0

1 @ �1 ce qui implique que
�
�
0

1

�
�1�1 admet un représentant �1�positif donc � l�admet

aussi.

2-�
0

1 = �1 alors � 2 Im (sh) ; donc elle a un représentant �1�libre.
3-�

0

1 A �1; alors comme dans (1) � admet un représentant �1�négatif
Ainsi la propriété C1 est démontrée.

On démontre maintenant la propriété (CAD)

Preuve. Soit
�!
I une famille des identités algébriques et X un ensemble non vide, alors il

existe un système algébrique S constitué d�un ensemble muni des opérations satisfaisant
�!
I

tel que X engendre S et tout système
�!
I engendré par X est l�image de S par le morphisme

sh en particulier il existe pour tout n un système (AD) libre de rang n qu�on note Fn

Les systèmes (AD) libres peuvent être décrits à partir des systèmes libres absolus ou

(magam libre).

Notation 3.2.3 Pour 1 � n � 1; on note par Tn le magma libre engendré par x1; x2; :::; xn

les éléments de Tn sont appelés parenthésages.

Dé�nition 3.2.11 Pour t; t0 2 T1 on dit que t
0
est une AD� expansion de t;respectivement

t
0
est AD� équivalent à t et on note t

0
=AD t si on peut aller de t à t

0
par application

de transformations �nies en remplaçant les parenthéssages de la forme t1 � (t2 � t3) par les
parenthésages de la forme (t1 � t2) � (t1 � t3) et vice versa

Pout tout n l�équivalence (AD) est une congruence sur Tn et Tn� =AD est un système

(AD) libre de rang n

Dé�nition 3.2.12 Soit t un parenthésage et k un entier su¢ samment petit, on note par

leftk(t) le keme sous terme gauche de t et on a:

left0(t) = t

pour tout t et

leftk(t) = leftk�1(t1)

42



3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systèmes autodistributifs )

pour t = t1 � t2 et k � 1: Pour t1; t2 2 T1, on dit que t1 @AD t2;est vrai si on a

t
0

1 = left
k(t

0

2) pour un ceratain k; t
0

1; t
0

2 satisfaisont k � 1; t
0

1 =AD t1; t
0

2 =AD t2

Si t un parenthésage en dé�nit recursivement t[1] = t, t[k+1] = t � t[k]

Remarque 3.2.4 Démontrer la propriété (CAD) est équivalent à démontrer que l�une au

moins des trois assertions est vrai t1 @AD t2; t1 =AD t2 ou t1 AAD t2 pour tout parenthésages
t1; t2 2 T1.

Lemme 3.2.7 Pour tout parenthésage t1 2 T1on a x[k+1] =AD t � x[k] pour tout k su¢ sam-
ment grand

Preuve. On fait un raisonnement par recurrence sur la longueur de t.

Si t = x alors par dé�nition x[k+1] = t � x[k]:Si t = t1 � t2 et si x[k+1] =AD t1 � x[k] et
x[k+1] =AD t2 �x[k] pour tout k su¢ samment grand, alors x[k+2] =AD t1 �x[k+1] =AD t1 � (t2 �
x[k]) =AD (t1 � t2) � (t1 � x[k]) =AD t � x[k+1]

Lemme 3.2.8 Si t 2 T1 est un parenthésage tel que leftk(t) est dé�ni ,alors il il existe

k
0 � k tel que leftk

0
(t
0
) est une AD-expansion de leftk(t)

Preuve. Il su¢ t de démontrer le resultat quand t0 est obtenu en remplaçant exactement

un sous terme t0 de t de la forme t1 � (t2 � t3) par (t1 � t2) � (t1 � t3) .
Si t0 est leftj(t) avec j � k alors leftk+1(t

0
) est égale à leftk(t) .

Si t0 est leftj(t) avec j > k alors leftk(t
0
) est une AD�expansion de leftk(t)

Lemme 3.2.9 Si t1 et t2 sont des parenthésages tels que t1 =AD t2, alors ils ont une

expansion commune

Preuve. On démontre que si t0, t" sont deux expansions d�un parenthésages t donc t0,

t" admettent une expansion AD commune.

Soit t
0
est une k�expansion de t si t0 est obtenu à partir de t on applique l�identité AD au

plus k fois.

Donc pour tout parenthésage t on peut dé�nir explicitement une expansion @t de t qui

est une expansion commune de toutes les 1-expansion de t .

Si t
0
est une expansion AD de t alors @t

0
est une expansion AD de @t. La dé�nition

du parenthésage @t est inductive .@t = t si t est une variable et @ (t1 � t2) est obtenu en
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remplaçant le variable xi dans @t2 avec le parenthésage @t1 � xi . Alors on montre en

utilisant une recurrence qui, pour chaque k, le parenthésage @kt est une AD�expansion de
toutes les k expansions du parenthésage t.

Si t
0
et t" sont deux AD-expansions d�un parenthésage t, alors t

0
, t" admettent une

AD-expansions, à savoir tous les parenthésages @kt avec k su¢ samment grand.

Proposition 3.2.7 (Propriété CAD ).

Si (S; �) est un AD -système monogène, alors deux éléments de S sont comparables par

rapport à la division à gauche répétée.

Preuve. Soient t1, t2 2 T1 deux parenthésages d�aprés le lemme (3.2.5) on a

x[k+1] =AD t1 � x[k]

et

x[k+1] =AD t2 � x[k]

Pour k su¢ samment grand on �xe un k, d�aprés le lemme (3.2.7) les parenthésages t1 � x[k]

et t2 � x[k] admettent une expansion commune t et par le lemme (3.2.6) il existe des entiers
non négatifs k1, k2 tels que pour i = 1; 2 le parenrhésage leftki(t) est une expansion de ti .

Ainsi on a t1 =AD leftk1(t) et t2 =AD leftk2(t).

Alors jusqu�à échanger les indices 1et 2

leftk1(t) v leftk2(t)

Donc t1 @AD t2 ou t1 =AD t2:
Propriété (C1)

Toute tresse � 2 B1 admet un représentant �1�positif �1�négatif ou �1�libre.

3.2.6 Le groupe de l�autodistributivité

Le but de cette section est de démontrer la propriété d�acyclicité.

Propriété (AAD) : Il existe un système (AD) acyclique et simpli�able à gauche

Proposition 3.2.8 Les deux assertions suivantes sont équivalentes

1-la propriété AAD implique la propriété A

2-la propriété A implique la propriété AAD
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Preuve. 1 ) 2: On suppose que (S; �) est un système AD acyclique et simpli�able à

gauche et soit w un mot de tresse �1�positif, la proposition (2.1.19) implique qu�il existe
une suite de couleurs �!x 2 S telle que �!x w est dé�nie, on désigne par z0 la couleur initiale
à gauche, z1 la couleur du brin aprés le premier croisement �1 (voir �gure (3.2.4 ) )

Figure 3.2.4 : Un mot �1�positif

Par construction zi est le ieme diviseur de zi+1 pour chaque i, par hypothèse la division à

gauche dans (S; �) n�a pas de cycle ce qui implique que zn 6= z0 et lemme (2.1.18) implique
que w ne représente jamais la tresse triviale.

2) 1: (B1 ; �) est un système AD simpli�able à gauche, le lemme (2.2.6) implique que

(�
0
)�1� admet un représentant �1�positif, donc �

0 @ � est véri�ée.
Si la relation A est vrai alors �

0 @ � implique que �
0 6= � donc la division à gauche dans

(B1 ; �) n�a pas de cycle donc (B1 ; �) est un système (AD) acyclique et simpli�able à
gauche.

3.2.7 Géométrie de l�identité AD

Notre but ici est de démontrer que les systèmes AD sont acycliques et simpli�ables à gauche

ce qui montre que ses systèmes sont ordonnables, pour cela on considère les systèmes AD

libres. Pour cela on considère le système monogène F1; pour montrer que F1 est acyclique

on a besoin de démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.2.9 Pour t; t0 2 T1 les relations t @AD t
0
et t =AD t

0
l�une exclus l�autre.

Pour étudier le système F1 ,on va représenter les parenthésages par des arbres binaires

avec racines on représente la variable x par l�arbre réduit à sa racine, si t1et t2 sont deux

parenthésages on représente t1�t2 par l�arbre obtenu en gre¤ant l�arbre associé à t1 à gauche
d�une nouvelle racine, et l�arbre associé à t2 à droite.

Tout sommet d�un arbre binaire à une adresse qui est une suite �nie de 0 et de 1, l�adresse

de la racine est la suite vide et en s�éloignant de la racine, on passe de l�adresse d�un sommet à

celui de son "succeseur" gauche en ajoutant 0 et a celle de son "successeur" droit enajoutant
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1 nous avons dé�nis la notion d�expansion d�un parenthésage cette dé�nition se transpose

aux arbres binaires.

Pour décrire la situation en considère le cas ou l�identité AD est appliqué une seule fois

toujours de la gauche vers la droite, et en prenant en compte l�adresse ou elle l�est dans

l�arbre correspondant.

Notation 3.2.4 L�opération (AD)� consiste à appliquer l�identité AD à l�adresse � et gAD

le monoide engendré par (AD)� et ses inverses .

Le lemme admet suivant nous établit les relations entre les (AD)� :

Lemme 3.2.10 Pour toute adresse �; �; 
 les relations suivantes sont véri�ées dans gAD
1-(AD)�0� (AD)�1
 = (AD)�1
 (AD)�0�
2-(AD)�0� (AD)� = (AD)� (AD)�00� (AD)�10�
3-(AD)�10� (AD)� (AD)� = (AD)� (AD)�01�
4-(AD)�11� (AD)� = (AD)� (AD)�11�
5-(AD)�1 (AD)� (AD)�1 (AD)�0 = (AD)� (AD)�1 (AD)� :

Notation 3.2.5 On note par GAD le groupe engendré par une suite in�nie de générateurs

�� indexés par les adresses telle que les relations du lemme précédent sont satisfaites.

Remarque 3.2.5 Le groupe des tresses B1 est le groupe quotient du groupe GAD. En e¤et,
appliquons � 1n à �n�1 et s�écrouler tous les générateurs �� tel que l�adresse � contient au

moins un 0 dé�nit un morphisme surjectif, comme peut être vu en comparant les relations

dans lemme (3.2.8) avec les relations de la tresse. L�existence de cet morphisme exprime le

lien entre les tresses et les systèmes AD.

Soit g+AD (respectivement G
+
AD) le monoide de gAD (respectivement GAD) engendré par

les éléments (AD)� (respectivement ��) le lemme (3.2.8) implique que g
+
AD est le quotient

de G+AD, donc l�action de g
+
AD sur les parenthésages induit une action de G

+
AD.

Les modèles des parenthésages.

Dé�nition 3.2.13 Pour t 2 T1, le modèle de t est l�élément [t] de GAD dé�ni inductivement
par [x] = 1 et [t1 � t2] = [t1] sh1 ([t2]) � "sh1

�
[t1]

�1� :Notre but est de démontrer que les
relations t @AD t

0
et t =AD t

0
l�une exclus l�autre , pour cela en va travailler dans GAD

en utilisant [t] en tant que contre partie de t .Cet argument nous permet de démontrer la

propriété AD . Le lemme (3.2.5) implique que pour tout t 2 T1 la relation x[k+1] =AD
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t � x[k] pour k su¢ samment grand .Par construction il existe un élément f de GAD tel que
f
�
x[k+1]

�
= t � x[k] et la preuve du lemme (3.2.5) nous donne une dé�nition explicite de f

.En e¤et on suppose que t = t1 � t2 et que f1
�
x[k+1]

�
= t1 � x[k] et f2

�
x[k+1]

�
= t2 � x[k]:

Pour g 2 gAD, sh1 (g) est la version shift de g qui consiste à appliquer g à droite au sous
terme, donc on a une suite:

x[k+1] �! t1 � x[k] �! t1 �
�
t2 � x[k�1]

�
�! (t1 � t2) �

�
t1 � x[k�1]

�
�! t � x[k]

Alors l�opérateur
�
f1:sh1 (f2) :AD"sh1

�
f�11

�� �
x[k+1]

�
= t � x[k]:

On obtient le resultat admet suivant:

Lemme 3.2.11 Pour t 2 T1, on dé�nit �t dans gAD inductivement par �x = 1 et

�t1�t2 = �t1 :sh1
�
�t2
�
:AD"sh1

�
��1t1

�
Alors pour tout t et pour k su¢ samment grand

�t
�
x[k+1]

�
= t � x[k]

Notation 3.2.6 On note par sh1 (respectivement sh0) l�endomorphisme à gauche de GAD
tel que :sh1 (��) = � 1� (respectivement sh0 (� 0�) = � 1�) pour tout �.

Lemme 3.2.12 1-Si t =AD t
0
est satisfaite alors [t]�1 :

�
t
0�
appartient au sous groupe de

GAD engendré par les � 0�.

2-Si t @AD t
0
est satisfaite ,alors [t]�1 :

�
t
0�
admet une expansion ou � " apparait mais ��1"

n�apparait pas.

Preuve. 1-Si t =AD t
0
est satisfaite alors il existe f 2 gAD / f (t) = t

0
donc sh0 (f)

�
t � x[k]

�
=

t
0 � x[k].
Alors l�opérateur ��1t :�t0

�
t � x[k]

�
= t

0 � x[k] et cela qui implique que ��1t :�t0 coincide avec
sh0 (f) en au moins un parenthésage qui coincide avec sh0 (f) en tout parenthésage ou il

est dé�ni.

Si cette axiomatisation est vrai alors l�élément [t]�1 :
�
t
0�
de GAD coincide avec un certain

élément de la forme sh0 (a), donc [t]
�1 :

�
t
0�
appartient au sous groupe sh0 (GAD) de GAD.

La veri�cation correspondant à f = AD" est sh0 (AD") = 1 puisque AD" (t) = t .

2-On applique (1) pour demontrer la relation pour t @ t
0
, et on fait la même pour

t
0
= t � t0, comme une énumération alors on a le résultat recherché:
[t]�1 :

�
t
0�
= [t]�1 : [t � t0] = [t]�1 : [t] :sh1 ([t0]) � 0sh1

�
[t]�1

�
= sh1 ([t0]) � 0sh1

�
[t]�1

�
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Construction d�un préordre sur GAD

Par dé�nition un parenthésage t
0 2 T1 est une expansion AD d�un autre parenthésage t si

t
0
est l�image de t dans g+AD on peut dire que tout élément dans gAD est écrit sous la forme

fg�1 avec f; g 2 g+AD .Ce resultat est vrai le groupe GAD c�est à dire tout élément du groupe
GAD s�écrit sous la forme ab�1 avec a, b 2 G+AD
Alors le lemme (2.2.12) nous assure que si t

0
est une expansion AD de t alors pour tout k

tel que t a un leftk (t) , il existe k
0
tel que leftk

0
(t) de t

0
est une expansion AD de leftk (t)

de plus il existe deux applications

� : N� g+AD ! N

et

� : g+AD � N! g+AD

telles que pour tout f 2 g+AD tout parenthésage et tout k su¢ samment petit on a

left�(k;f)(t:f) = leftk(t):�(f; k)

Le lemme suivant est une conséquence de ce qui précede

Lemme 3.2.13 Il existe deux applications

d : N�G+AD ! N

et

p : G+AD � N! G+AD

telles que: 8 a 2 G+AD, pout tout terme t, et pour tout k su¢ samment petit on a

leftd(k;a)(t:a) = leftk(t):p(a; k)

Preuve. de la proposition (3.2.9)

On va introduire deux sous ensembles de GAD comme suit :Soit c un élément de GAD

appartient à P< (respectivement à P=) s�il existe une décoposition c = ab�1 avec a; b 2 G+AD
qui satisfait d(1; b) < d(1; a) (respectivement d(1; b) = d(1; a) ), les deux sous ensembles sont

disjoints et stable par le produit, il est nécessaire de démontrer que si un élément c 2 GAD
se décompose c = ab�1 = a

0
(; )�1 avec a; b; a

0
; b

0 2 G+AD et on a d(1; b) < d(1; a) , alors on a
d(1; b

0
) < d(1; a

0
):

Sous les mêmes hypothèses on a ag = a
0
g
0
et bg = b

0
g
0
pour certains g; g

0 2 G+AD ce qui
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implique que d(1; ag) = d(1; a
0
g
0
) .Comme les applications d(:; g) et d(:; g

0
) sont croissantes

d(1; b) < d(1; a) implique que d(1; b
0
) < d(1; a

0
) ,alors on peut démontrer que P= est stable

par les inverses, et on démontre les inclusions

P=:P< � P<

et

P<:P= � P<

Ainsi la relation c�1c
0 2 P< [ P dé�nit un un préordre sur GAD .On considère maintenant

les générateurs �� , premièrement on décompose � " comme suit � " = � ":1
�1 et on trouve

d(1; 1) = 1 < d(1; � ") = 2, donc � " 2 P< d�autre part on a pour tout chaque �.

d(1; 1) = 1 = d(1; � 0�) = d(1; � 1�)

Alors

� 0�; � 1� 2 P=

maintenant si c 2 sh0 (GAD) � GAD et par le calcul précédent c 2 P= c�est à dire si c admet
une expression tel que � " apparait mais ��1" n�apparait pas, alors c 2 P< alors on conclut
que les deux cas l�un est exclus l�autre.

Proposition 3.2.10 Le système libre F1 est acyclique et simpli�able à gauche.

Preuve. La proposition (2.2.3) implique que F1 est acyclique ,il reste à démontrer que

F1 est simpli�able à gauche c�est à dire que pour t1,t2 2 T1.t�t1 =AD t�t2 implique t1 =AD t2
pour tout t, mais la propriété CAD est vrai, alors t1 6= t2 implique qu�au moins l�une des

t1 @AD t2

ou

t2 @AD t1

est vrai, donc

t � t1 @AD t � t2

ou

t � t2 @AD t � t1

ce qui contredit la proposition (2.2.3) .

Corollaire 3.2.1 Il existe un système libre AD acyclique et simpli�able à gauche

49



3.3. Ordre sur les tresses (méthode de la réduction des poignées)

Caractérisation des tresses ordonnables.

On a vu que les systèmes AD libres sont acycliques, la proposition suivante nous assure que

ces systèmes sont aussi ordonnables .

Proposition 3.2.11 Tout système AD libre est ordonnable et réciproquement tout système

AD ordonnable est libre.

Preuve. On va traiter le cas de F1, la propriété AD nous assure que la relation @AD
sur T1 induit une relation d�ordre < sur F1 qui est transitive , donc est un ordre pariel ,

de plus par dé�nition x < x � y est vrai et on utilise l�identité AD on a y < z implique

x < x � z , la propriété CAD assure que l�ordre partiel < est linéaire donc (F1; <) est

un système AD ordonnable .Réciproquement supposons que (S;<) est un système AD

monogène ordonnable. Par dé�nition il existe une surjection canonique � : F1 �! S et

la relation x < y est vrai dans F1 si et seulement si y = (::: ((x � z1) � z2) � :::zp)) pour
un certain p et z1; :::; zp 2 F1 implique que � (y) = (::: ((� (x) � � (z1)) � � (z2)) � :::� (zp))
alors: � (x) < � (y) dans S est vrai ce qui montre que � est croissant car x < y implique

� (x) < � (y) donc � est un isomorphisme.

Alors les deux propriété CAD et AAD nous assurent l�existence d�un ordre sur les tresses.

3.3 Ordre sur les tresses (méthode de la réduction des

poignées)

Dans cette section nous présentons une autre technique di¤érente au autres techniques due

à Dehornoy c�est une méthode combinatoire et qui mène aussi à une autre solution du

problème de mots.

Soit w un mot de tresse non vide qui n�est pas ni �-positif ni �-négatif si i est le plus

petit indice tel que ��i apparait dans w alors �i et �
�1
i apparaient dans w alors w contient

un mot de la forme

�eish
i (�)��ei avec e = �1 (3.3.1)

sh est l�endomorphisme shift /sh (�i) = �i+1

Dé�nition 3.3.1 Le mot de�ni dans 3.3.1 est appelé �i-poignée. Ainsi chaque mot de

tresse qui n�est �i-positif ni �i-négatif; doit contenir une �i-poignée (voir �gure (3.3.1 ) )
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Figure 3.3.1 : Une �1 poignée

3.3.1 Réduction de poignées

La réduction d�une poignée est le remplacement de la poignée par un autre sous mot

représentant le même élément de Bn , par exemple reduire une �1 poignée �e1w��e1
- Détruire les ��1 du début et de la �n,

-Remplacer chaque ��2 de w par �
�e
2 �

�
1 �

e
2

(voir �gure (3.3.2 ) )

Figure 3.3.2 : Réduction de poignée

On appelle cette transformation la réduction de poignée on peut itérer la réduction de

poignée jusqu�il y a pas de poignée si ce processus converge, alors par construction le mot

�nal ne contient aucune poignée.

Donc il est soit �-positif soit �-négatif ou �-libre .

Dé�nition 3.3.2 1- Une poignée �e���ei est dit permise si le mot � ne contient pas de

�i+1-poignée.

2- On dit que le mot w
0
est obtenu à partir de w par réduction de poignée par une seule

étape si:

w est une �i-poignée permise w = �li��
�l
i

et w
0
est obtenu à partir de w par l�homomorphisme au dernière poignée.

��1i ! " ,��1i+1 ! ��ei+1�
�1
i �

e
i+1
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��1k ! ��1k pour k � i+ 2
3- On dit que w

0
est obtunable de w par m-étapes de réduction de poignée s�il existe une suite

de longueur (m+ 1) de w par m-étapes de réduction de poignée de w à w
0
tel que chaque

terme est obtunable du terme précédent par une seule étape de réduction de poignée.

La forme générale d�une �i-poignée est

�ei�0�
d1
i+1�1�

d2
i+1:::�

dk
i+1�k�

�e
i / dj = �1 �j 2 shi+1 (B1)

dire que cette poignée permise une quantité équivaux tous les exposants dj ont une valeure

commune d:

Alors réduire la poignée () remplcer cette poignée par

�0�
�e
i+1�

d
i�
e
i+1�1�

�e
i+1�

d
i�
e
i+1:::�

�e
i+1�

d
i�
e
i+1�k

On fait bouger le premier et le dernier ��1i et on remplace chaque �di+1 par �
�e
i+1�

d
i�
e
i+1:

Lemme 3.3.1 1- La réduction de poignée transforme un mot w à un mot w0
équivalent.

2- Si w ne contient pas de poignée alors w est soit �-positif ou soit �-négatif.

Preuve. voir la dé�nition

3.3.2 Convergence de la méthode de réduction de poignée.

Dé�nition 3.3.3 On dit qu�un mot de tresse w admet un largeur n si la di¤érence entre

le plus petit et le plus grand indice i tel que �i ou ��1i se présente dans w est (n� 2) : Le
largeur de w est la taille du plus petit interval qui contient les idices de tous les brins tressés

dans w.

La proposition suivante nous assure la convergence de la réduction

Proposition 3.3.1 Soit w un mot de tresse de longueur l et de largeur n. Alors toute suite

de réduction de poignée de w converge au plus en 2n
4l étapes.

On va démontrer cette proposition au plus tard

Corollaire 3.3.1 Chaque mot de tresse w est équivalent à certain mot w
0
qui est soit �-

négatif, soit �-positif ou �-libre.

Preuve. 1- Si w n�est une �-poignée, alors d�après le théorème de Dehornoy w est soit

�-positif , �-négatif ou �-libre .

2- Si w est une �-poignée comme la méthode de réduction de poignée converge

Alors après un nombre �ni d�étapes on n�a pas de poignée donc w est soit �-positif, �-négatif

ou �-libre .
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Proposition 3.3.2 Soit w un mot de tresse � 2 B1 est représentée par w alors

1- � = 1() w = "

2- � > 1() w est �-positif.

Preuve. Voir dé�nition

Corollaire 3.3.2 Soient �1; �2 2 Bn:
�1 < �2 est vrai() chaque suite de réduction de poignée d�une expression ��11 �2 se termine

avec un mot �-positif.

Dé�nition 3.3.4 Valeure absolue d�une tresse

Soit � = f�1; �2; :::g
� une fonction telle que :

� : �� �! fmot de tresse positifg
telle que :

�(�i; �j) =

�i Pour ji� jj > 1
�j�i Pour ji� jj = 1

" Pour i = j

(3.3.2)

L�équivalence de mot de tresse est engendré par les relations

�(�j , �i)�i = f (�i, �j)�j (3.3.3)

On pose

�(�j, �i) = D (!) (3.3.4)

�(�i, �j) = N (!)

Pour tout mot de tresse w , 9! (D (w) ; N (w)) de mots de tresse tel que w est retourné à

gauche à D (w)�1N (w)

L�équivalence:

w � D (w)�1N (w) � ~N (w) ~D (w)�1 (3.3.5)

implique

N (w) ~D (w) � D (w) ~N (w) (3.3.6)

tel que ~N (w) ~D (w)�1 est le retournement à droite de w

1-Soit w un mot de tresse la valeur absolue jwj de w est la tresse positive représenté par

D (w) ~N (w) :
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2-� une tresse positive le graphe de Cayley de � est le graphe �ni orienté indexé � (�) dé�ni

comme suit

Les sommets sont les diviseurs à gauche de �, et il existe une arète �i qui commence de �1
et qui se termine en �2 si �2 = �1�i est véri�ée.

3- On suppose que � est un fragment du graphe de Cayley de B1 et �0 est un sommet de �

, w un mot de tresse; on dit que w est tracé dans � à partir de �0 si ! soit vide; w = �i�

ou w = ��1i � et il y a une arète indexé �i de �0 à un autre sommet �
0

0 (resp de �
0

0 à �0)

dans � et � est tracé à partir de �0 dans �

Lemme 3.3.2 :Soit � une tresse positive alors l�ensemble de tous les mots tracés dans � (�)

à partir d�un point donné est stable par le retournement de mots à gauche et à droite.

Preuve. On considère le retournement à gauche on suppose qu�un certain mot v �i��1j v
0

est tracé de �0 dans � (�) et on va démontrer que le mot : ��(�j; �i)
�1�(�i; �j)�

0
est tracé

de �0 dans � (�). Alors soit � un mot de tresse positif qui representé �0 par hypothèse il

existe �; �
0
deux mots de tresse positifs tels que ��i et �

0
�j sont tracés de 1 dans � (�),

l�équivalence ��i � �
0
�j est satisfaite et on a de plus � � �0�:

Le plus petit commun multiple existe dans B+1 [15]

��i � �
0
�j implique 9�" un mot de tresse positif qui satisfait:

� � �"�(�j; �i)
et

�
0 � �"�(�i; �j)

(3.3.7)

Par dé�nition du graphe de Cayley de � les mots �"�(�j; �i)�i et �"�(�i; �j)�j sont tracés

dans � (�) et puisqu�ils sont équivalents à ��i, cela montre que les arètes �(�j; �i)�1 et

�(�i; �j) ont besoin pour completer leurs chemins indexés v�(�j; �i)�1�(�i; �j)�
0
de �0

sont dans � (�) :

L�argement et lui même pour le retournement à droite (voir �gure (3.3.3 ) )

Dé�nition 3.3.5 On dit que deux mots de tresse w et w0
sont positivement (respectivement

négativement) équivalents si en peut transformer w à w
0
en utilisant les relations :

�i�j�i = �j�i�j Pour ji� jj = 1 (3.3.8)

ou ��1i �
�1
j �

�1
i = ��1j �

�1
i �

�1
i mais pas de relations de type �i�

�1
i = 1:
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Figure 3.3.3 : Stabilité des mots sous le retournement à gauche

Lemme 3.3.3 Soit � une tresse positive; l�ensemble de tous les mots tracés dans � (�) à

partir d�un point donné est stable sous l�équivalence positive (respectivement négative).

Preuve. On suppose que ��i�i+1�i�; est tracé dans � (�) d�un point �0, soit �0 un mot

positif qui représente �0
Par dé�nition il existe un mot positif � tel que ��i�i+1�i est tracé de 1 dans � (�) :

et �0� � � soit véri�ée.
On a:��i�i+1�i est positivement égal à ��i+1�i�i+1 donc, il est tracé de 1 dans � (�) et par

conséquent ��i+1�i�i+1 est tracé de �0 dans � (�)

Dans le cas négatif (équivalence négative) il su¢ t d�inverser l�orientation.

Lemme 3.3.4 Soit w un mot de tresse tout mot peut être obtenir à partir de w en utilisant

le retournement à droite (à gauche). ou l�équivalence positive (négative) est tracé dans

� (jwj) à partir de D (w).

Preuve. Les deux lemmes précédents assurent que tout mot obtenu à partir de w par le

retournement à gauche (à droite) ou l�équivalence positive (négative) est tracé dans � (jwj)
à partir de D (w):Il reste à montré que w lui même est tracé dans � (jwj) à partir de D (w);
pour cela on utilise un raisonnement par recurrence sur la longueur de w.On suppose que le

résultat est vrai pour w et on considère les mots w�i et w��1i succéssivement

1- D (w�i) = D (w)

2- N (w�i) = N (w)�i

3- ~N (w�i) = ~N (w) ~N
�
~D (w)�1 �i

�
4- ~D (w�i) = ~D

�
~D (w)�1 �i

�
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Donc:

jw�ij = D (w�i) ~N (w�i) (3.3.9)

= D (w) : ~N (w): ~N
�
~D (w)�1 �i

�
= jwj ~N

�
~D (w)�1 �i

�
Alors :� (jwj) est un sous graphe initial de � (jw�ij)
donc l�hypothèse de récurrence implique que w est encore tracé deD (w) dans � (jw�ij) :Pour
démontrer que w�i est tracé dans � (jw�ij), il reste à véri�er que l�arète �nal �i est tracé
dans le graphe N (w):c�est à dire le bord �nal �i est tracé dans le graphe du point �nal du

chemin w de D (w) qui est D (w)w:et puisque la méthode de réduction du poigné converge

alors jw�ij est representée par N (w)�i:D (w�i) qui est le résultat recherché, pour le cas de
w��1i on utilise la �gure à droite.

Lemme 3.3.5 Soient w;w0
deux mots de tresses. On suppose que w

0
est obtenu de w par

réduction du poigné, donc on peut transformer w à w
0
en utilisant le retournement de mot

à gauche, à droite ou l�équivalence négative, positive.

Preuve. On va montrer que pour �0; :::; �k 2 shi+1 (B1) on peut aller de

�li�0�
d
i+1�1:::�

d
i+1�k�

�l
i (3.3.10)

à

�0�
�l
i+1�

d
i�
l
i+1�1�

�l
i+1:::�

�l
i+1�

d
i�
l
i+1�k (3.3.11)

en utilisant le retournement de mot à gauche, à droite ou l�équivalence positive négative.On

suppose que:e = 1 et d = �1
On peut faire une réduction du poigné en bougeant le dernier �i à droite

Premièrement on transforme �i�0 à �0�i par une suite de retournement de mots à gauche

(pour le cas des lettres négatives) et l�équivalence positive (pour le cas des lettres positives).

Alors, on peut trouver le modèle �i��1i+1 qui vient de �
�1
i+1�

�1
i �i+1�i par retournement à

gauche, donc on a transformer le mot initial à

���1i+1�
�1
i �i+1�i�1:::�k�1�

�1
i+1�k�

�1
i (3.3.12)

Après k suite de réduction du poignée, et le dernier retournement à gauche pour supprimer

le modèle �i��1i , on atteind la forme (3.3.11) .

Dans le cas e = �1 et d = 1 en utilise le retournement à droite avec l�équivalence négative
et dans le cas ou e et d ou le même signe, on utilise la même procédure en bougeant ��ei à

gauche.
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Dé�nition 3.3.6 Soit w un mot de tresses. La hauteur h de w est le nombre maximal sur

tous les i des lettres �i qui se pésentent dans un mot positif tracé dans � (jwj)

Lemme 3.3.6 On suppose que la propriété d�acyclicité est vraie, et soit w un mot de tresse

de longueur l et de largeur n:

Alors la hauteur h de w est majorée par

(n� 1)l
n(n�1)

2 (3.3.13)

Preuve. Soit � un mot de tresse tracé dans � (jwj) ; tel que ��1i ne se présente pas on

exige que les di¤érentes lettres �i qui se présentent dans � corresponds au di¤erentes arètes

dans � (jwj) :Dire que la même arète est se rencontré deux fois ségni� que certain chemin
dans � (jwj) contient au moins une arète indexé �i; mais pas d�arète indexé ��1i :c�est à dire
un certain mot qui contient au moins une lettre �i mais pas de ��1i doit représenter la tresse

triviale, ce qui est contraduction avec la propriété d�acyclicité.Ainsi le nombre de lettres �i

dans � est majoré par le nombre de lettres �i dans � est majoré par le nombre d�arète dans

� (jwj)
Soit Sn l�ensemble de tous les brins du mot de tresse positif qui représente les diviseurs de

�n.

�n = (�1�2:::�n�1) ::: (�1�2) (�1) (3.3.14)

Garside a démontré que Sn est stable par le commun multiple à gauche et à droite voir

[15] cette propriété est vraie par le retournement de mot à gauche et à droite.c�est à dire

�; � 2 Sn:Le retournement de ���1 à gauche se termine avec un mot
�
�
0��1

�
0
; tels que :

�
0
; �

0 2 Sn .Par recurence on montre que s�il existe q lettres négatives dans w , alors D (w)
peut être décomposer au produit de q mots dans Sn , et de même s�il existe p lettres positives

dans w alors ~N (w) se décompose au produit de p lettres dans Sn, donc jwj = D (w) ~N (w)
est le produit de p + q = l diviseurs de �n:la longueur de �n est majoré par

n(n�1)
2

et par

conséquent, la longueur de jwj est au plus l:n(n�1)
2
.

Maintenant au plus (n� 1) arètes commencent d�une sommet donné dans le graphe de
Cayley du mot ��11 �

�1
2 :::�

�1
n�1:

Alors dans le graphe de Cayley un mot de longueur L il n�y a que (n� 1)L arètes c�est à
dire (n� 1)l

n(n�1)
2 .

On considère maintenant une suite de réduction de poignée (w0 = w;w1; :::; wk; :::) de

w le nombre de �1-poignée dans wi n�est plus grand que le nombre de �1-poignée dans

w0:comme la réduction d�une �1-poignée laisse au plus une nouvelle �1-poignée apparaisse
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ce qui nous donne une notion de héritage entre les �1-poignées tel que chaque �1-poignée

dans le mot initiale possède au plus un héritier dans chaque mot wk.Si le nombre de �1-

poignée n�est pas lui même dans chaque mot wk:c�est à dire certaine �1-poignée se termine

sans héritier par exemple de wk à wk+1 en coupe la suite en wk et en commence au wk+1:

Dé�nition 3.3.7 Le Pième pré�xe critique �p (wk) de wk est une tresse représentée par le

pré�xe de wk qui se termine à la 1ère lettre du Pième �1-poignée.

Remarque 3.3.1 Il y a deux cas à traiter selon la 1ère lettre si c�est �1 ou ��11 :

On suppose qu�on va commencer avec �1 pour tout p , on a:

�p (w0) � �p (w1) � ::: (3.3.15)

et dans chaque étape où on a une réduction est le Pème �1-poignée.

Lemme 3.3.7 On suppose que le Pème �1-poignée est réduit de wk à wk+1 et que la poignée

commence par �1alors un certain mot de tresse �p;k est tracé de �p (wk) à �p (wk+1) dans

� (jwj) :contient un ��11 et ne contient pas �1:

Preuve. On représente les chemins associés à wk en haut et les chemins associés à wk+1
en bas dans le graphe de Cayley.

On suppose que le Pème �1-poignée est réduit le mot �p;k apparait avec la couleur grise , et

le point est tel que dans tous les cas c�est à dire �2 apparaisse positivement ou négativement

ou n�apparait pas dans la poignée.Ce mot contient une lettre ��11 et ne contient pas �1:

(a) Si la réduction de wk à wk+1 n�est pas le Pème �1-poignée, il y a des cas

1- Si la réduction de wk nécessite une �i-poignée avec i � 2:ou il nécessite le Pème �1-poignée
tel que: q 6= p� 1.
Alors on a: �p (wk) = �p (wk+1) et on complète la dé�nition par �p;k = ":

2- Si la réduction nécessite le P � 1ème �1-poignée.
L�équivalence �p (wk) � �p (wk+1) n�est pas vraie en générale mais , certain mot �p;k ne

contien ni �1 ni ��11 va de �p (wk) à �p (wk+1) dans � (jwj). Par construction le mot �p =
�p;0�p;1::: est tracé dans le graphe de Cayley de jwj il est �1-négative , et le nombre N
d�étapes dans la suite (w0; w1; :::) tel que le Pème �1-poignée est réduit est égal au nombre

de lettres ��11 dans �

le nombre N est majoré par la hauteur h de w:

Dans le cas où le Pème poignée commence avec ��11 .

On utilise la même méthode mais il su¢ t de voir que:

�p (w0) � �p (w1) � ::: (3.3.16)
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et on change �1 par ��11 , et le mot doit contenir un �1 et ne contient pas �
�1
1 :

Donc dans chaque cas les héritiers de chaque �1-poignée du mot initial w sont nécessite au

plus h étapes de réduction.

Lemme 3.3.8 Soit w un mot de tresse on suppose que w a un hauteur h et contient c

�1-poignée.

Alors le nombre de �1-poignée réduit dans toute suite de reduction de poignée de w est majoré

par c:h:

Preuve. Voir le lemme (3.3.7)

Lemme 3.3.9 Soit w un mot de tresse de longueur l largeur n et d�hauteur h.

Alors le nombre de poignées réduites dans toute suite de réduction de poignée de w est majoré

par l (2h)2n�1 :

Preuve. La réduction d�une �1-poignée peut être crier une �2-poignée mais ce nombre

est majoré par le nombre de �2 ou ��12 qui se présente dans la �1-poignée qui a été réduite ,

comme par hypothèse une �1-poignée permis ne contient pas de �2-poignée et le nombre de

�2 dans une �1-poignée crier au plus (h+ 1) nouveaux �2-poignées.On considère maintenant

une suite de réduction de poignée qui commence en w:

Ni est le nombre de �i-réduction dans cette suite et ci le nombre initial de �i-poignée dans

w alors on obtient :

N1 � c1h = lh

N2 � c2h = (c2 +N1 (h+ 1))h � (l + lh (h+ 1)h)

N2 � (1 + h (h+ 1)) lh =
�
h2 + h+ 1

�
lh � 3lh3 = (22 � 1)lh2�2�1

N3 � 7lh5

:

Ni+1 � (ci+1 +Ni (h+ 1))h

ci � l =) Ni �
�
2i � 1

�
lh2i�1 (3.3.17)

=)
nX
i=1

Ni �
nX
i=1

�
2i � 1

�
lh2i�1 = l (2h)2n�1

D�aprés la proposition (3.3.6) h < l(2h)2n�1 et par ce dernier lemme
Pn

i=1Ni � l (2h)
2n�1

nous déduisons la proposition (3.3.1).

59



3.4. Ordre sur les tresses (méthode de diagramme de courbe)

3.4 Ordre sur les tresses (méthode de diagramme de

courbe)

Fenn, Greene, Rolfsen, Rourke etWiest en 1997 [14] ont donné cette construction géométrique

de l�ordre de Dehornoy, leurs techniques ont permis également de mettre des structures

d�ordre sur le groupe des classes d�isotopie.

On va présenter dans cette section leurs techniques

Dé�nition 3.4.1 Soit D2 le disque unité dans C centré en zéro et Dn le même disque tel

que en supprimant n points distincts sur la droite réelle P1; P2; :::; Pn en commençant à

gauche.on désigne par e0; e1; :::; en les segments (�1; P1) ; (P1; P2) ; :::; (Pn�1; Pn) et (Pn; 1)
respectivement.et E est le diamètre du disque D2.

Soit ' : Dn ! Dn un homéomorphisme qui permute les points supprimés et qui laisse �xe

le bord de Dn.

Un diagramme de courbe d�un homéomorphisme ' : Dn ! Dn est l�image de E par ':

Soient �, �
0
deux tresses dans le cube unite D, on dit que � est isotope à �

0
s�il existe un

homéomorphisme H : D � [0; 1] �! D � [0; 1]
(x; t) 7�! H (x; t) = (ht (x) ; t) où ht est une famille d�homéomorphismes tel que: ht : D �!
D qui satisfait:

1-ht j@D= id
2-h0 = id et h1 (�) = �

0

L�homéomorphisme H est appelé isotopie ambient.

Deux diagrammes de courbes sont dits isotopes s�il existe une isotopie de Dn qui déforme

un diagramme à un autre et qui laisse �xe P1; P2; :::; Pn et @Dn:

Identi�cation de Bn à MCG (Dn) :

Théorème 3.4.1 Il existe un isomorphisme entre Bn et MCG (Dn)

Preuve. [14]

On a le résultat admis suivant

Proposition 3.4.1 Deux homéomorphismes ' et � : Dn ! Dn sont isotopes si et seulement

si leurs diagrammes de courbes sont isotopes.
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Dé�nition de l�ordre

Dé�nition 3.4.2 Soient �1; �2 2 Bn ou bien deux éléments de MCG(Dn) représentés par

deux homéomorphismes ' et � ou MCG(Dn) désigne le groupe des di¤éomorphisme de Dn.

La 1ère étape est de superposer les diagrammes de courbes ' et � dans Dn:

La 2ème étape est de coincider les diagrammes de courbes ' et � avec les segments [Pi; Pi+1]

et éléminer les intersections unitiles.

La 3ème étape on suppose que les diagrammes de courbes ' et � ne sont pas isotopes.

Imaginons que nous somme au point (�1) de Dn et on va faire un toure autour des courbes

de '; pour un certain temps les courbes de � coincident avec celles de '.

A ce moment l�un est au point (�1) ou il est en un certain point Pi pour i = 1; 2; :::; n:Les
diagrammes ' et � divergent et a ce point de divergence � sera situé hors de la composenter

superieure de (Dnn') c�est à dire qui contient (0; 1) ou dans la composente du bas qui
contient (0;�1) :(voir �gure (3.4.1 ) )
Dans le 1ère cas on dit que �1 va aller à gauche plus que �2 , et dans la 2

ème cas; on dit que

�1 va aller à droite plus que �2:

La relation <DC sur Bn est dé�nie comme suit: Soient �1; �2 2 Bn telle que �1 6= �2 on met
leurs diagrammes de courbes en position superposer on les coincide et on dit que �1 >DC �2
est vrai si ' va aller à gauche plus rapide que � et �1 <DC �2 est vrai si � va aller à gauche

plus rapide que '

Figure 3.4.1 : Les diagrammes de courbe sont coincidés

Lemme 3.4.1 :La relation <DC est un ordre linéaire sur Bn invariant par multiplication à
gauche.

Preuve. 1- <DC est re�exive

Soit ' le diagramme de courbes de �, c�est à dire � <DC � est vrai si ' va aller à gauche

plus rapide que lui même.
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Alors � <DC � est vrai =) <DC est re�exive.

2- <DC est antisymétrique

Soient �1; �2 2 Bn et '; � leurs diagrammes de courbes.
a- �1 <DC �2 est vrai puisque � va aller à gauche plus rapide que ':

b- �2 <DC �1 est vrai puisque ' va aller à gauche plus rapide que �:

a et b impliquent que ' � � =) �1 = �2:

Pour démontrer la transivité on a besoin du lemme suivant:

Lemme 3.4.2 (réduction triple) Soient �;�;� trois diagrammes de courbes tels que:

� et � sont réduit par rapport à �:alors il existe un isotopie entre � et un diagramme de

courbes �
0
qui est une équivalence par rapport à � tel que �;�

0
;et � sont réduits deux à

deux.

Preuve. La preuve est faite selon des schémas voir [14]

Proposition 3.4.2 On suppose que la tresse � a au moins un représentant �-positif alors

on a

� >DC 1

et de même pour une tresse qui admet un représentant �-négatif , satisfait

� <DC 1

Preuve. Soit w un mot de tresse �-positif qui représente � avec un diagramme de

courbe '.

On suppose que w est �1-positif .

Donc w est de la forme w0�1w1�1:::�1wk, tel que les wi ne contient pas les ��11 :

On considère maintenant les diagrammes de courbes de plusieurs tresses qui commence en

(�1); on démontre que le segment initial de la 1ère courbe de ' est liée au demi disque
superieur Dn ce qui implique que � >DC 1.

La 1ère courbe du diagrammes de courbes représenté par wk coinside avec la tresse triv-

iale. Il est donc un segment horizontal par ce que le premier brin n�intersecte pas avec les

autres brins.On agit �1 sur ce diagramme de courbes on obtient le diagramme de courbes

�1wk:L�image de l�arc e0 par �1wk est un arc dans le demi disque supérieur Dn joint (�1)
au P2 = le second point supprimé le plus proche à gauche. En particulier cette courbe

intersecte premièrement avec la ligne verticale à travers le point supprimé le plus à gauche

P1 lié au demi disque supérieur de Dn, l�application succéssive de toute suite de tresses
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��2 ; �
�
3 ; :::; �

�
n�1 et �1 (mais pas �

�1
1 ) ne change pas cette propriété, en particulier ' à cette

propriété ce qui implique que le segment initial de ' est lié au demi disque superieur de Dn:

De même pour les mots de tresses �i-positifs.

Le diagramme de courbes d�un mot �-positif doit diverger à gauche du diagramme de la

courbe triviale et nous déduisons.

Corollaire 3.4.1 Propriété d�acyclicité (A)

Une tresse qui admet au moins un représentant �1-positif n�est pas triviale.

Proposition 3.4.3 Propriété de comparaison (C)

Chaque tresse � dans Bn admet un représentant �-positif, �-négatif ou �-libre.

Preuve. Montrons que chaque tresse � >DC 1 c�est à dire son 1ère diagramme de courbe

diverge à partir du diagramme de la courbe triviale vers le demi disque superieur de Dn

admet un représentant �-positif. Pour cela on suppose que le diagramme de la courbe de �

diverge à gauche et on conclure que � admet un représentant �-positif.

Si le diagramme de la courbe coincide avec e0 seulement et diverge après, dans ce cas �

admet un représentant �-libre.

Si le 1er diagramme de la courbe de � diverge à partir du diagramme de la courbe triviale

vers le demi disque inférieur à droite de Dn plus rapide que le diagramme que le diagramme

de la courbe triviale.

Proposition 3.4.4 Pour toute tresses �1; �2 2 Bn la relation �1 < �2 est vrai si et seule-
ment si nous avons

�1 <CD �2

Propriété S

Toute tresse de la forme ��i�
�1 admet un représentant ��positif.

Pour démontrer la propriété S on utilise la notion de demi twist de Dehn

Dé�nition 3.4.3 Soit � un arc joignant deux point distinct P;Q dans le plan.

Un twist de Dehn autour de � est un homéomorphisme ' du plan tel que ' = 1 à l�extérieur

d�un petit voisinage de � il retourne � et il visse un petit voisinage comme les aiguilles d�une

montre (voir �gure (3.4.2 ) )

La remarque suivante nous permet de démontrer la proposition.
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Figure 3.4.2 : Demi twist de Dehn autour d�un arc �

Remarque 3.4.1 L�élément de MCG(D) a dé�ni par un demi twist de Dehn autour du

segment ei est l�image de la tresse �i sous l�isomorphisme de Bn à MCG(D).
Soit ' un demi twist de Dehn autour d�un arc �, et 
 une courbe qui croise � transversale-

ment à un point dites R.

L�image de 
 sous ' se comporte comme suit.

Quand x va le long de 
, l�image ' (x) aussi va le long de 
 jusqu�à �n future assez à R,

alors il tourne à gauche et va au point �nal de � en restant près de �, en le traversant à

un point symétrique à R il retourne dans le sens inverse des aiguilles d�une montre, alors il

revient dans un petit voisinage de R qui reste près de � et �nalement il continue à avancer

vers 


Proposition 3.4.5 Pour toute tresse � on a

1 <CD ��i�
�1

Preuve. Soit 	 l�homéomorphisme de Dn qui correspond à �, et soit � est l�arc	(ei).

Alors un demi twist de Dehn ' autour de � représente la tresse ��i�
�1.

Donc par de�nition de < l�inégalité 1 <CD ��i�
�1 suit de l�observation précitée que

'(E) diverge à gauche de E à condition nous nous assurons que ces ' peuvent être choisis

a�n que '(E) est serré avec E:

Maintenant, nous pouvons supposer cet � est serré avec le diamètre principal E: Alors nous

réclamons que le demi twist de Dehn ' peuvent être choisis a�n qu�il n�y ait aucun petit

disque borné par E et '(E).

En e¤et en coïncidant les parties de E et '(E), il y a seulement croisements inévitables de

E et '(E) cela paraît des croisements proches de E et �. Entre deux tels points la courbe

'(E) va parallèle à �. Une petite perturbation est exigée pour que '(E) devenir serré avec

E
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La proposition (3.3.4) implique que (Bn; <CD) est un groupe ordonné.
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4

Application des tresses à la

cryptographie

Le groupe des tresses fournit un cadre adapté à la cryptographie à clé publique car comme

nous l�avons vu dans le deuxième chapitre le problème du mot possède des solutions algo-

rithmiques e¢ caces, tandis que le problème de conjugaison, est di¢ cile.

4.1 Cryptographie basée sur les tresses

La sécurité des échanges de données à distance vise deux qualités complementaires, la con-

�dentialité et l�authenticité.

La con�dentialité est la propriété qu�un message ne peut être lu que par les entités qu�on

a choisies et l�authenticité est l�assurance de l�identité.

On commence ici par quelques problèmes di¢ ciles dans le groupe des tresses et qui sont

intéressants pour la cryptographie.

4.1.1 Problèmes di¢ ciles dans le groupe des tresses

On dit que x et y sont conjugués s�il existe un élément a tel que y = a:x:a�1:

On a vu dans le chapitre 2 que le problème de conjugaison est décidable dans le groupe

des tresses.

1-Problème de recherche des conjuguées.

Soient (x; y) 2 Bn � Bn tels que x; y sont conjugués.
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Objectif: Trouver a 2 Bn tel que:

y = a:x:a�1

2-Généralisation du problème de recherche des conjuguées.

8 (x; y) 2 Bn � Bn 9b 2 Bm avec m � n tels que y = b:x:b�1

Objectif: Trouver a 2 Bm tel que:

y = a:x:a�1

3-Problème de décomposition des conjuguées.

8 (x; y) 2 Bn � Bn , 9b 2 Bm avec m < n tels que y = b:x:b�1

Objectif: Trouver �a; a" 2 Bm tels que:

y = �a:x:a"

4.1.2 Le cryptosystème basé sur les tresses

On considère deux sous groupes LBl =< �1; :::; �l�1 > et RBr =< �l+1; :::; �l+r�1 > de Br+l
ces deux sous groupes commutent ab = ba, 8 (a; b) 2 LBl �RBr .

Dé�nition 4.1.1 On dit qu�une fonction f : E ! F est à sens unique lorsque, pour x 2 E
calculer f (x) est facile ( polynomial en la longueur de x ) et pour tout k, il existe c tel que

pour toute machine de Turing probabiliste en temps polynomial M et tout x de longueur

l (x) > c, on a P (f(M(f(x)))) = f(x) < l(x)�k. On dit alors qu�inverser f est di¢ cile.

Soit f : LBl�Br+l ! Br+l�Br+l , (a; x)! (a:x:a�1; x) f est une fonction à sens unique

, car il est facile de calculer a:x:a�1 à partir de la pair (a; x).

Cette fonction est basée sur le problème de recherche des conjugués généralisée.

La sécurité du schéma d�échange de clés et du cryptosystème à clé publique (PKC) est

basée sur la di¢ culté du problème suivant:

Probleme de base: Le triplet (x; y1; y2) d�éléments de Br+l tel que: y1 = a:x:a�1 et

y2 = b:x:b
�1, pour a 2 LBl et b 2 RBr .

Trouver: b:y1:b�1 (= a:y2:a�1 = a:b:x:a�1:b�1) ; x doit être su¢ samment compliqué.

Exemple 4.1.1 Si x = x1:x2:z , avec x1 2 LBl , x2 2 RBr et z 2 Br+l qui commute avec
LBl et RBr.

b:y1:b
�1 =

�
a:x1:a

�1� �b:x2:b�1� z
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car y1 = a:x:a�1 = a:x1:a�1:x2:z donc b:y1:b�1 = y1:x�1y2:

On a x = x1:x2:z , x1 2 LBl , x2 2 RBr et z 2 Br+l commute avec LBl et RBr d�ou

y1 = a:x:a
�1 = a:x1:a

�1:x2:z

et

y2 = b:x:b
�1 = x1:b:x2:b

�1:z

Donc b:y:b�1 pourait être calculé sans connaitre a et b:

Remarque 4.1.1 1-le problème (3) implique le problème de base car si y1 = �a:x:a" alors

�a:y2:a
" = �a:b:x:b�1:a" = b:�a:x:a"b�1 = b:y1:b

�1 tels que �a; a" 2 LBl
2- Soit f : Bn �! �n

Pour éviter que l�adversaire ne puisse calculer f (a) et f (b) d�aprés f (x) ; f (y1) et f (y2)

on choisit f (x) = (1) :

Echange des clés

On choisit une paire d�entiers (l; r) et une tresse x 2 Bn compliqué
a-Alice choisit aléatoirement une tresse b 2 RBr et envoie y1 = a:x:a�1 à Bob.
b-Bob choisit aléatoirement une tresse a 2 LBl et envoie y2 = b:x:b�1 à Alice.
c-Alice reçoit y2 et calcule k = a:y2:a�1:

d-Bob reçoit y1 et calcule k = b:y1:b�1

Il est suggéré dans [1] de travailler dans B80 (l = r = 40) avec des tresses de longueur 12.
En utilisant le système d�échange des clés décrit ci dessus ; on construit le PKC.

Dé�nition 4.1.2 On dit qu�une fonction h : Bn ! f0; 1gN est une fonction de hachage si
la probabilité de trouver h (b2) = h (b1) pour b2 6= b1est négligeable.

On va maintenant construire le PKC.

Soit H : Br+l ! f0; 1gk une fonction de hachage idéale du groupe des tresses sur l�espace
des messages.

1-Génération des clés:

(a) choisir une tresse x 2 Br+l su¢ samment compliquée.
(b) choisir une tresse a 2 LBl:
(c) clé publique (x; y) ou y = a:x:a�1, a la clé privée.

2-Chi¤rement:

Etant donné un message m 2 f0; 1gk et la clé publique (x; y) :
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(a) choisir une tresse b 2 RBr aléatoirement.
(b) texte chi¤ré: (c; d) ou c = b:x:b�1, d = H (b:y:b�1)�m:
3-Déchi¤rement:

Etant donné un texte chi¤ré (c; d) et une clé privée a , calculer m = H (a:c:a�1)� d:

Remarque 4.1.2 1- Casser le PKC est équivalent à resoudre le problème de base (c; d) =

(b:x:b�1; H (a:b:x:a�1:b�1)�m) :
Déchi¤rer un texte chi¤ré revient à connaitre a:b:x:a�1:b�1:

2- Il est important d�utiliser une clé di¤érente pour chaque session, puisque si la même clé est

utilisée pour chi¤rer deux messages m1 et m2 dont les textes chi¤rés sont (c1; d1) et (c2; d2),

alors peut être calculé facilement à partir de (m1; d1; d2) car H (b:y:b�1) = m1�d1 = m2�d2
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5

Conclusion générale

Nous rappelons l�objectif de notre travail est d�étudier les propriétés du groupe des tresses

Bn en focalisant notre étude sur le groupe des tresses pures Pn , le groupe des commutateurs
B0
n du groupe des tresses sur ce dernier on a trouvé une nouvelle présentation .

Sur le groupe des tresses , deux problèmes algorithmiques ont été traités :

Le premier problème c�est le problème du mot dont la solution est basée sur la technique de

E.Artin . Le deuxième problème est le problème de conjugaison où on a donné une solution

en basant sur une autre qui est la technique de F.Garside.

Parmi les problèmes qui se posent sur le groupe des tresses on trouve le problème de l�ordre

où plusieurs façons de construction ont été présentées.

Nous avons discuter un algorithme é¢ cace pour décider l�ordre.

On a discuté aussi l�application des tresses à la cryptographie à clé publique puisque comme

nous l�avons vu le problème du mot possède une solution algorithmique e¢ cace, tandis que

le problème de conjugaison, est di¢ cile.
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