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Etude du groupe des tresses

Résumé

Nous nous intéressons ici & I’étude du groupe de tresses. Le but poursuivi est de traiter la
pluspart des propriétés de ces groupes, 1’élément centralisateur de ce groupe et le groupe de
tresses pure, ensuite nous donnons les solutions de deux problémes algorithmiques essentiels
dans le groupe de tresses qui sont respectivement le probléme du mot et le probleme de
conjugaison, ensuite on démontre que le groupe de tresses possede un ordre dont nous
donnons certaines constructions.

Enfin on va montrer que le groupe de tresses fournit un cadre adapté a la cryptographie.
Mots-clés : Groupes des tresses, groupes des tresses pures, probléme du mot, probléme de

conjugaison, ensemble summit, systéme autodistributif, réduction de poignée, diagramme

de courbe, cryptographie basée sur les tresses.
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Introduction

Avec I'avénement des technologies numériques qui contrairement aux technologies analogiques
nous cantonnent au monde du dénombrable, I’étude des structures mathématiques discrétes
revét une importance considérable et I'informatique en est & la fois une application directe
et un moyen d’étude privilégié.

On peut distinguer deux grandes catégories de structures discrétes, d’une part les struc-
tures commutatives telles celles étudiées en théorie des nombres et d’autre part les structures
non commutatives; les groupes de tresses font partie de cette seconde catégorie et ont fait
I’objet de nombreux travaux depuis leur introduction en 1925 par E. Artin.

L’objectif de cette these est ’étude des propriétés algorithmiques et structurelles des
groupes de tresses, ainsi que leur application & la cryptographie. Plusieurs années apres
I'introduction des groupes de tresses par E. Artin, des extensions naturelles de ces groupes
sont apparues en 1966; J. Tits introduit ce qu’il appelle groupes de tresses généralisées et
que nous désignerons par groupes d’Artin-Tits.

Peu aprés, apparait des travaux fondamentaux sur les groupes de tresses et les groupes
d’Artin-Tits, notamment par Garside en 1969 qui a donné une autre démonstration du
probléme du mot, il a aussi donné une solution pour le probléme de conjugaison qu’on
renconrera au chapitre 2 et en 1972 par P.Deligne et autres mathématiciens.

Dans ces travaux sont mises en évidences des propriétés fondamentales de finitude et
de divisibilité qui donnent au groupes de tresses et a certains groupes d’Artin-Tits leur
structure particuliere. Mentionnons enfin la découverte un peu plus tardive, fin 1991, de
I’ordonnabilité des groupes de tresses par Dehornoy.

Aujourd’hui, la recherche dans le domaine des groupes de tresses et leurs extensions
est active, et porte a la fois sur les aspects algébriques combinatoires, géométriques et
topologiques. Récemment de nombreuses passerelles ont été jetées entre ces aspects, avec

par exemple la définition des monoides de tresses duaux.



Introduction

Notre travail est consacré essentiellement aux propriétés algébriques, algorithmiques,
combinatoires et géométriques des groupes de tresses.

Ce manuscrit est structuré de la maniére suivante:

Dans le premier chapitre, nous introduisons le groupe des tresses en définissant les pro-
priétés essentielles telles que la présentation du groupe de tresses, groupe de tresses pures,
groupe dérivé, élément de Garside ...etc.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de deux problémes algorithmiques spécifiques
au goupe des tresses, a savoir le probleme du mot et le probleme de conjugaison.
Concernant le premier probléme on va utiliser la méthode de E Artin [3] appelée tresses
peignées, Par contre dans le deuxiéme probléme on utilise la technique de F Garside [15]

qui est basée sur I’élément

A, = (0109...0n-1) (0109...0,,_3) ... (0102) (07)

Dans le troisiéeme chapitre, nous présentons:
- Le caractére ordonnable du groupe des tresses étudié par P Dehornoy [7].
- Les différentes méthodes basées sur les systémes autodistributifs, la méthode de la réduc-
tion de poignée et la méthode des diagrammes des courbes qui ont été proposées par d’autres
mathématiciens [11] en démontrant deux propriétées essentielles la propriété d’acyclicité et
la propriété de comparaison. Avec ces deux propriétés nous pouvons alors définir un ordre
total invariant par multiplication & gauche sur le groupe des tresses qui coincide avec I’ordre
de Dehornoy.

Dans le quatrieme chapitre, on étudie la cryptographie basée sur les tresses en com-
mencant par des probléemes difficiles dans ce groupe, puis on va utiliser le cryptosystéme de
Ko et al [18].

En fin dans le dernier chapitre on achéve ce travail par une conclusion.



1

Généralités sur les groupes des tresses

L’objectif de ce chapitre est de donner des généralités du groupe des tresses qui a été
introduit explicitement en 1925 par E. Artin.
D’abord nous donnons les définitions des tresses, les tresses équivalentes, la projection

d’une tresse, I'invariant des tresses et les tresses pures.
Définition 1.0.1 Soit D le cube unité:
D:{(x,y,z) cR}/ 0<a2,y,2< 1}

Sur la face supérieure du D , on place n points Ay, As, ..., A, et sur la face inférieure du

méme cube on place les n points By, Ba, ..., By, .( figure (1.0.1 ) )On pose

e e o9 el

e i m e S S )

<)
_f_l/( RN

Figure 1.0.1 : Tresse a 4 brins

%,
.

_ (1 1 _ (1 n
A= (3mm D) A= (3750 1)
_ (1 1 _ (1 n
Bi=(3771:0) s Bu = (3.7, 0)
On joint les points A; avec les points B;.par des courbes di,ds, ...,d,. Les courbes d; sont

telles que les trois conditions sont satisfaites:



1. Généralités sur les groupes des tresses

1- dy,ds, ..., d, sont disjointes.

2- Pouri,j,k € {1,2,...,n}chaque d; relie un A; avec un By, tel que j, k égaux ou différents
, mais d; ne joint jamais A; avec Ay ou B; avec By.

3- chaque plan E; d’équation (z = s tel que 0 < s < 1) paralléle avec le plan (xy) intersecte
d; en un seul point pouri1=1,2,...,n.

Une telle configuration des n arcs dy,ds, ..., d, est appelée tresse a n brins.

Notation 1.0.1 On note ’ensemble des n tresses par B,,.

1.0.1 Mouvement élémentaire et tresses équivalentes

Définition 1.0.2 1- Si on remplace le brin AB par ACUCB tels que A, B et C' trois points
dans le cube unité on note cette opération par 2.

2- Si on remplace AC' UCB par le brin AB

on note cette opération par Q~1, un mouvement élémentaire sur les tresses est l'une des

deuz opérations définies au-dessus. (voir figure (1.0.2 ) )

Figure 1.0.2 : Mouvement élémentaire sur les tresses

1.0.2 Tresses équivalentes

Définition 1.0.3 Une n tresse 3 et dite équivalente a une n tresse ﬂlsi on peut transformer
Bal par une suite finie de mouvements élémentaires o lintérieur de D. Autrement dit 3
est équivalente a 3 s’il existe une suite finie 8 = Bo KEKE B, = 8 pouri=1,2,...,m,
et la n tresse 3; est obtenue a partir de 3,_; par application de l'une des opérations €2 ou
-t

. . z N A\ 4
Dans le cas contraire, on dit que 3 est non équivalente a 3



1. Généralités sur les groupes des tresses

1.0.3 Projection d’une tresse
Définition 1.0.4 Soit P 'application définie par: P: D — R? telle que
P(z,y,z) = (0,y,2)

L’éffet de P sur la tresse 3 est d’afficher ’'ensemble des n courbes dy,ds, ..., d, sur le plan
(yz) (voir figure (1.0.3 ) ).

PAL I 1IN
\K‘;
(x’i j' | L
u?
W
SETVTAN

Figure 1.0.3 : Projection d’une tresse

Notation 1.0.2 On note/ﬁ\ ltmage de (8 par P.

Pour i € {1,2,...,n} soit (/1\, I'image de la courbe d; par P et on suppose que c/l\, satisfait
les trois conditions suivantes:

1—B a un nombre fini de points d’intersection.

2-Si Q) est un point d’intersection de B alors P71 (Q) N 3 a deux points d’intersection.

3-L’image d’un sommet de 3 n’est jamais un point double de B

Définition 1.0.5 Une projectiong qui satisfait les conditions au-dessus est dite projection

réquliére de 3.

Maintenant, soit 5 une tresse et B sa projection réguliére

B représente la tresse 3 sauf au point d’intersection, donc on ne peut pas distinguer entre
deux brins lequel passe sur (sous) l'autre.

Pour cela en coupe un petit morceau au voisinage du point double dans les deux cotés

et dans ce cas la projection régulieére est dite diagramme régulier.



1. Généralités sur les groupes des tresses

1.0.4 Tresses de permutations et tresses pures
Définition 1.0.6 On definit l'application f : B, — X, par:

f (B)= (j(l){.j(22) nj(n))

telle que 3, est le groupe des permutations.

Définition 1.0.7 Soient (5, B, € B, telles que [ est equivalente a B alors pour chaque
1=1,2,....,n les brins d; et d; ont le méme point final, donc ils ont la méme permutation.
Cette permutation est appelée permutation des tresses et q'on note w ().

Une tresse 3 € B,, est dite tresse pure si la tresse de permutation w () est triviale.

Le produit 3,3, de deux tresses [3; et 3, est obtenu en joignant les extrémités inférieures

des brins de (; aux extrémités supérieures de /3, (voir figure (1.0.4 ) )

g
",

L ! ‘H/{\] ; P . ]
() IR S
Ty J Ir."{*-ur"l ::;';--;J l
wl €8] 62111525 gl
A A
Lad (bl

Figure 1.0.4 : Le produit de deux tresses

La relation d’equivalence définie précédemment nous permet de définir une structure
de groupe sur les tresses, en effet soit [3] la classe de 3 alors: [3,,] est bien définie car
[5152] = [51] [52] :

[’ensemble des classes d’equivalence forme un groupe qu’on note B, , il est rengendré

par (n — 1) générateurs oy, ..., 0,1

1.0.5 Présentation du groupe des tresses

Définition 1.0.8 Un mot de tresses w est un élément de B, , il s’écrit en fonction des
éléments de B et de B, tels que B} = {o1,...,0,_1} avec des puissances positives et

B, = {01_1, e agil} avec des puissances négatives



1.1. Propriétés élémentaires du groupe des tresses

Tout élément [ € B,, s’écrit

avect=1,2,....,.n—1
gg=xdlpouri=1,2, ..k

et 1 S il,ig,...,ik S n—1.

Définition 1.0.9 Pour tout n > 1 le groupe des tresses B,, a la présentation suivante

B, = (01,09...0, /000, =0j0;0; s |i—j|=1et o,0;, =0,0;si |i —j|>1)

1.1 Propriétés élémentaires du groupe des tresses

Proposition 1.1.1 Soit A, = (0109...0,1)" et pour 1 <i<n-—1

n
AnO'i = ((710'2...0'”,1) g; = Uz'An

Pour tout 1 < m < n l'application X : B,, — B,, définie par:
X (0;) = o; pour i = 1,2,...,m — 1 est un morphisme de B,, a B,, , de plus X est injectif
donc B,, est un sous groupe de B,, .

Preuve. Pour montrer que X est un morphisme il suffit de montrer que chaque relation
pour B,, est satisfaite aussi pour B,,.
montrons maintenant que X est injectif.

On suppose que X () = 1,, pour un certain € B c’est a dire il existe une tresse a m
brins [ telle que si on ajoute (n —m) segments & 5 on obtient la tresse triviale qu’on note
L.

Iégalite X () = 1,, implique qu'il existe une suite finie

X (8) =By — By — . — By = 1 (LL11)

telle que 3; est une n—tresse et 3;,, est obtenue & partir de 8; par une application d'un
mouvement élémentaire a 3,.

Maintenant si on fait bouger le (n — m) brin final de chacune des 3, a B\Z donc (1.1.1) induit
la suite finie

5:50—>51—>~~H51%1n



1.1. Propriétés élémentaires du groupe des tresses

telle que I'un des 3, est obtenue de 3; par une application d’'un mouvement élémentaire a
B; ou ;. s’identifiée avec 3; .
. 4 . 212 . . PN eme .
Ce dernier se présente si un mouvement élémentaire est appliqué & la [ = brin de 3,

avecm<Il<ndoncf-—1, m

Définition 1.1.1 Pourn > 1: Soit f : B, — X, le morphisme de groupes defini par:
o, — (i,i+ 1)
ou B, est le groupe des tresses et X3, est le groupe de permutations

Le noyau de [ est appelé groupe des tresses pures qu’on note P, .

Proposition 1.1.2 Le groupe des tresses pures P,, est un sous-groupe normal de B, . De

plus le groupe quotient B,, /P, est isomorphe a ¥, , le groupe de permutations, et donc
B, : P,] = n!

Preuve. Montrons tout d’ordre que P, est un sous groupe de B,,.

P, est constitué de n tresse [ telle que 7 () est la permutation triviale qu’on note (1)
et m est un morphisme de groupes.

Soient (3, 5 deux n tresses pures et puisque 7 (8,85) = 7 (8;) .7 (85) = (1) cela implique

que 3,3, est une n tresse pure c’est a dire

B182 € Pu

De plus si 5 € P, donc 7 (B‘l) =7 (6)_1 = (1) et cela implique que

B tep,

Donc P,, est un sous groupe de B,,.

Pour démontrer que P,, est normal dans B,,, on consideére v € B,, et § € P,.

(87" = ()T (@) (v

donc vBy~t € P, mais v8y~t € P, = yP, C P, pour tout n tresse v € B, et par suite
P,, est normal dans B,,
Pour démontrer que B,, /P, = ¥, , on considére 'application f : B, — ¥, qui est induie

par la permutation 7w c’est a dire

f(B) == (B)



1.1. Propriétés élémentaires du groupe des tresses

Pour tout 3, 8, € B,

[ (B1:B2) = 7(B8:152)

Donc f est un morphisme de groupes.

On suppose maintenant p € 3, c’est a dire

1 n
(i1

On construit une n tresse [ basée sur p commencgant par n points Ay, As, ..., A, sur la droite
(I1) et un autre ensemble de n points By, B, ..., B, sur la droite (l2) telle que (I;) est par-
allele & (1), on joint les A; aux Bj, par des segments d; , et on choisit arbitrairement A;
se croise sous (sur) B; en chaque point de d; on peut donc former une n tresse 7 telle que
7(7) = p et donc f () =p.

Alors f est surjective et le noyau de f est ’ensemble des n—tresses pures P,

et par conséquent B,/ ker f =%,

Bn/Pn = ETL

Invariants de B,

Définition 1.1.2 Soit $ une m tresse telle que:

_ €1 €2 €k L
B =05 00,5 avecg; = +1

1-L’¢élément
exp (B) =e1+ea+ ... + &5

est appelé exponentielle de 3 qu’on note exp ().

2-Si tous les e; sont positifs (5 est dite tresse positive.

Proposition 1.1.3 Soient 5, B, € B,, deux tresses telles que 3, « [,
Alors

exp (81) = exp (8,)



1.2. Présentation du groupe de tresses pures

Preuve. 3, « 3, <= 3 une suite finie

Bi=Y%—71— —Vm =05

telle que v, sont des mots dans o', 03!, ... o2t

et v,,1 est obtenu a partir de -y, par I’ajout
ou la suppression d’un mot de la forme pR*' 1~ tel que R est I'un des relations de définition
du groupe des tresses B,,.

Puisque

exp(R)=0

cela implique exp (y;) = exp (%H) pour i = 1,2,....m — 1 donc

exp (81) = exp (7o) = .. = exp (7,,) = exp (By)

Définition 1.1.3 L’élément exp est un invariant pour le groupe des tresses B,,.

Pour présenter le groupe des tresses pures P,, par générateurs et relations on a besoin

de la méthode suivante.

1.2 Présentation du groupe de tresses pures

Pour trouver une présentation du groupe de tresses pures on a besoin de la méthode suivante:

La méthode de REIDEMEISTER-SCHREIER

Cette méthode nous permet de trouver explicitement la présentation d’un sous-groupe a
partir d’une présentation donnée d’un groupe. Pour cela on considére le groupe G qui a la
présentation G =< z1, %9, ....,x, /R1 =1, Ry =1,...,R,, =1 > et soit H un sous groupe de
G.

Pour trouver une présentation de H en termes de générateurs et des relations de G on
définit un systéme complet de représentants des classes a droites M = {M;, M,, ..., M, }
appelé systeme de Schreier. Soit maintenant g € G, alors la méthode de Reidemeister-
Schreier nous permet de trouver les représentants des classes a droite M, qui représentent
Hg

Notation 1.2.1 On note g le représentant de la classe a droite Hg dans M

10



1.2. Présentation du groupe de tresses pures

Proposition 1.2.1 1-pour tout élément g € G, M; € M.pourt=1,2, ...
p(M;, g) = Mg (m)_l € H tel que M; = 0y,_101_3...0p—i+1
2-pourj=1,2,..,netk=12..[G : H]

On pose y, i = p (M, x;) alors H est engendré par les y,x est ses inverses

Preuve. 1- puisque M;qg, M;g ont le méme représentant des classes a droités de H
alors M;g (Mg )_1 €H
2-p (My, x;) = y;ll pour un certain [ tel que M, = M;z;

Soit h € H
— €l €2 €p
h =i xl..x)
- € . €
h =i} «3}..x;) on transforme h comme suit i = 7} z37..x;”
€1 51_1 €1 €2 €1 52_1 €1 €2 ep—1 1 €p
= | lag oy, Ty wliay w e\ Ty Ty X

— €1 €1 ,.€2 €1 ,.€2 ep—1 €p
=p (1,%1) p (xil ,xi2> e (%1 Tig Ty ,:L‘l-p>
On note cette transformation par 7 alors
€1 €2 €p _ €1 €1 .€2 €1 ,.€2 ep—1 p) _ €1 €2 €p
T (l‘il 37125%) =p (1,1:1.1) P <xi1,xi2) o (:z:il Tin-Ti ,xip> = Ui\ Yis e Vi, alors

chaque facteur est y;; ou bien son inverse m

Proposition 1.2.2 Le groupe des tresses pures P, a la présentation suivante:

5o 5 . _ 2 _—1 -1 _—1 .
les générateurs: A; = Ok—10k—2.--0j41050 j11...0) _o0p 1 POUT 1 <5< k< netles rela-
tions:

A-Sil<r<s<i<j<noul<r<i<j<s<nona:

Ar,sAi,j = Ai,jAT,s

B-Si1<r<s<j<nona:

-1 __ —1
AT,SAT»]'AT,S - As,j ATJASJ

C-Si1<r<s<j<nona:
Ao A j AL = ATTAT A A Ay
D-Sil<r<s<i<j<mnona:

_1 _— . _1 . P
A AsjAij AL = Ari AL As A

5J
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1.2. Présentation du groupe de tresses pures

Preuve. Le groupe P, est d’indice n! dans B,, .
Soit M = {H?ZQMMJ. 1<k < j} tel que M;; = 0j_10;_3...0; est un systéme de Schreier
de représentant des classes & droite de P,, dans B,,.

On applique la méthode de Reidemeister-Schreier on obtient la présentation de P,, . =

1.2.1 Présentation du groupe dérivé du groupe des tresses

Exercice 1.2.1 Montrer que le groupe dérivé du groupe de tresses est caractérisé par:
H, = {8 € B,/ exp(8) = 0}

Solution 1.2.1 Montrons que H,, est un sous groupe normal de B,
alors sotent 31,3, € B, .

Montrons que H,, est un sous groupe de B, .

V B, By € Hy , 8185 € H,,.

exp(8,87") = exp(B,) — exp(By) = 0

cela implique que 3,85 € H, donc H, est un sous groupe de B,.

Montrons maintenant que H,, est normal dans B,, .

H, est normal dans B, <= PBH,3' € H, Vh € H, et V3 € B,. exp(BhB~ ') =
exp(f) + exp(h) — exp(3) = 0 donc BhS~" € H,

Vh € H, etVp € B,.

Soit M = {...,al’k,...,afl,l,al,...,a’f,...} un systéme de Schreier de représentants des
classes a droite de H,, dans B,,.

Hy = {1} et Hs est un groupe libre engendré par ag = 0201_1 et a; = 010201_2.

Hj est un sous groupe de By = (01/—) tel que ¥ € By exp(f) = 0 donc Hy ne contient que
le mot vide alors Hy = {1}.

Bs = (01,02/.010201 = 0201039)

Hs = {pB € B3/ exp(B) =0}, M est un systéme de Schreier de représentants des classes a
droite de Hy dans Bs,alors Hs = (y; ./ Ri) avec y;r = p(My, 0;) et 0; € Bs

p(My, 0;) = Myo; Moy, My = o

P(Mk; 01) = Ufﬂlﬁil =1=wyx

! sy —(k+1
p(M,,, 03) = o¥oy0toy = oFoyohtt = U’fagal( )

_ _k —(k+1)
[y2,k = 01020

Reste a déterminer Ry, telle que Ry, = T(MkRMl;l) et R = 0109010, 0] 05!

12



1.2. Présentation du groupe de tresses pures

alors
R, =71(c%0i090105 07 o5 o7h)
— T(O'Ifdlo'l_(k+1)0'§k+l)0'20'1_(k+2)U§k+2)0'10'1_(k+3)0'gk+3) (ohoy0109)7Y)
_ T(U]fglgz(k+1)05k+l)020;(k+2)ng+2)010;(k+3)0gk+3)
(oo B0 GUHD) o o m2) (42) 0 —(h8)  (k43)y 1

= p(My,01) p(Mi11,02) p (Mys2,01) p~t (Miy2,02) p~ 1 (M1, 00) p~t (M, 02)
= p(My41,02) p~ 1 (M2, 02) p~ (My, 02)
= Yk 1YoV

alors

Yk+1 = YrYk+2

Hs est un groupe libre engendré par yo = 0207
Y1 = 010507
Posons z,, = o" (0201_1) o™, m € Z etx; =00, pouri = 3,...n — 1 et applique la
méthode de Reidemeister-Schreier. On obtient la présentation suivante:
Tix; = xiw; st i —j] > 1
T = vwxy sioji— g =1

2y =07 (0207") 07", m €L

H, = / ZmZm42 = Zmi1, M € L ).

-1 .
T; = 00, pouri=3,...n—1 .
ZmT3Zmes = X3Zmi103 1 =4,..n—1etm €€ Z

ZmTi = TiZme1 , L =4,..,n—1etm e Z
Montrons que H, est le groupe dérivé du groupe de tresses B, . Pour cela on considére le

sous groupe B;L engendré par tous les commutateurs et montrons que B;z =H,.

Soit | = 515251715271 € B; , alors exp(l) = eXP(ﬁlﬁzﬁflﬁgl) = exp(B;) + exp(B;) —
exp(f;) — exp(fy) =0

done 8,8,87 65" € H,

réciproquement soient h = o}’ O';j ok

de définition:

..or € H, tel que exp(h) = 0 et on utilise les relations

0,0;0; = 0;0i0; st |Z—j|:1

et

0i0; = 005 S1 ’Z—j‘>1
et on remplace dans h les facteurs am;l par:

-1 -1 . 1 -1 r. g
o;lo; oo =0t o7 €B, sili—jl=1

et par:

13



1.2. Présentation du groupe de tresses pures

-1 _ 1

[0i ,0;]  0i=0; " [0j,0i]0i =00 [0
. _1 _1 / /

Mais o 0, lo; " 0] € B, car B, est sous groupe de B, .

-1
J

2

o yo;] sili—j| > 1

Donc h s’ecrit comme produit des commutateurs.
De ce qui précede il résulte que:

/

B, =H,

n

14



2

Problémes algorithmiques dans le

groupe des tresses

Nous traitons dans ce chapitre deux problémes classiques, le premier est le probléeme du
mot. Il était résolu la premiére fois par E. Artin en 1947 [3] qui utilise une méthode dite
(tresses peignées ). On va présenter cette méthode ici. D’autres solutions ont été proposées
par Garside [15] et un peu plus tard par Dehornoy [8]. Le deuxiéme probléme a été résolu

par Garside en 1969 [15] et sa démonstration est basée sur I’élément
An = (0'10'2...0'n_1) (0-10-2“-0-71—2) (0’10‘2) (0’1)

En 1992 Elrifai et Morton redémontrent ce probléeme [12]. En 1998, Birman et d’autres
mathématiciens [5] découvrent une autre solution basée sur le monoide dual du monoide de
Garside.

Nous donnons ici la solution de Garside.

2.1 Le probléme du mot pour le groupe des tresses

Lorsqu’on se donne une présentation de groupe par générateurs et relations il est naturel de

se poser le probléme suivant:

Probléme 2.1.1 Soient données deux tresses 3, By € By,

Existe t-il une méthode pour décider si B, = [y ¢

15



2.1. Le probléme du mot pour le groupe des tresses

Définition 2.1.1 Un mot de tresse w est mot formé a partir des générateurs o1,09,...,0,_1
et de leurs inverses:
Soient wy, wy deuxr mots de tresses. On dit que wy est équivalent & wy st on peut transformer

wy @ wy par application des opérations suivantes:

. €1 €5 ,.Ei+1 Em €1 Ep n—E€p Em

Tycag)m )i — T [mp T, (2.1.1)
. €1 Ej Ep »—Ep Ej+1 Em €1 Em

Ty :aj) .y, [xp T, ] Tyl LT T (2.1.2)

T1 est appelée insertion et Ty est appelée suppression.

Théoréme 2.1.1 Le probléme du mot est résoluble pour les groupes libres.
Preuve. voir [21] =

Solution 2.1.1 du probléme du mot pour le groupe des tresses.

Pour résoudre ce probléme on suit les étapes suivantes:

La premiére étape: Est-ce-que la tresse en question est une tresse pure ou non 7.

Pour cela on considére sa tresse de permutation 7 (5) € ¥,, . Si 7 (8) = (1) alors (3 est
une tresse pure, si 7 () # (1) alors  ne l'est pas.

Donc on détermine la tresse de permutation 7 (5) .
Si 3 est une tresse pure, alors on passe a la seconde étape.

La deuxieme étape Puisque [ est une n—tresse pure, alors chaque courbe d; joint A;
avec B; pour tout ¢ = 1,2,...,n , puis on remplace le dernier brin d,, par un segment et on

note la nouvelle tresse par v, aprés on fait le produit de 3 et v~ et on pose
a=py"
Si on supprime le brin final de « alors la tresse obtenue est la tresse triviale.
Définition 2.1.2 La tresse o est appelée tresse peignée
Soit maintenant o = «vy, v = 7y, donc
p = a1

On s’intéresse maintenant a 7, puisque le dernier brin de v, est un segment. On applique

P N eme .
le processus précédent a -y, en commencgant avec les (n — 1) = brins.
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2.1. Le probléme du mot pour le groupe des tresses

em

Soit 7y, la tresse v, ou on supprime le (n — 1) = brin et on le remplace par un segment,

donc on obtient une tresse peignée as , alors on a

Y1 = Q2o
et
B = aiaay,

On repéte ce processus et on arrive a la décomposition de § sous la forme
6 = X1(X9...0¢p 1 (213)

tel que chaque n tresse a; est une tresse peignée pour 1 =1,2,...,n — 1.

[ v a =y

= 7%?

|
(c)

AL
A
l
D

= RN

Figure 2.1.1 : Décomposition d’une tresse pure en produit des tresses peignées

Proposition 2.1.1 Soit 3 une tresse pure alors [ est une tresse triviale si et seulement si

chaque ao; dans la décomposition (2.1.3) est une tresse triviale.

Preuve. <= / Si chaque «; est une tresse triviale alors 5 aussi est une tresse triviale.

eme

— / On suppose que (3 est une tresse triviale et soit &, la (n — i) = tresse obtenue de 3

en supprimant son dernier ¢ ¢ byrin,

Par construction : £, = [ et £,,_; est une tresses a un brin et &, est la tresse triviale.
Puisque 3 est une tresse triviale alors pour chaque ¢ = 0, 1, ..., n—1 les tresses £, &5, ..., &,,_1

sont des tresses triviales .

17



2.1. Le probléme du mot pour le groupe des tresses

De la méme fagons on définit «;; comme étant la (n — )" —tresse obtenue de «; en

supprimant le dernier brin, alors on a la construction :

ﬂ = 50 = X1...0p_1
51 = (110271...0p-1,1
52 = Q12029...0p_12
5n72 = 01 pn—202p-2...00n_1n—2

telle que ;4 est la (n — 1) —tresse triviale , a1 et aa o sont les tresses triviales a (n — 2)

brins.
En général o, , o , ..., @y pour i = 1,2, ...,n — 2 sont tous des (n — ¢) —tresses triviales.
Maintenant o ,,—2 , g p—2 , ..., Qp_2,_2 sont tous des 2—tresses triviales et a,,_; est une

n—tresse obtenue de la tresse a;,—1,—2 a deux brins en ajoutant (n — 2) segments de plus la
trivialité de £,,_, = a,,—1,,—2 implique que a,,_; est une n—tresse triviale.

Par ce processus on montre que chaque «; est triviale. m

La troisiéme étape On détermine si chaque tresse «; est triviale ou non ?

Donc si on peut démontrer que chaque «; est un élément d’un groupe libre, alors on peut
déterminer si chaque tresse «; est triviale ou non de la 3 I ot le finale étape de ’algorithme.

On déduit a partir des trois étapes précédentes la solution du probléme du mot pour le
groupe des tresses B,,.

Notre but ici est de démontrer que les tresses peignées sont des éléments d'un groupe
libre.

Soit A,, 'ensemble des tresses peignées « tel que si on supprime le dernier brin on obtient

la tresse triviale.
Proposition 2.1.2 A,, est un sous groupe normal de P,.

Preuve. A, n’est pas vide car 1,, € A,

Soient a1, as € A,

ar (ay) " € A, car (a1 (ag)_l) =m(a)m ((ag)_l) =7 (ay) 7 (ag) " = (1)
Alors A,, est un sous groupe de P, .

A,, est normal dans P,

Soient « € P, et B € A, : aBa"t € A,

m(afa ) =m(a)m(B)m(a)" € A,

Donc A,, est normal dans P,, . m
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2.1. Le probléme du mot pour le groupe des tresses

Proposition 2.1.3 le groupe A, est engendré par les (n — 1) —éléments

R
a1 = (04-10p-2...09) 07 (05" ..0, 50,0))

ay = (0p_10p_9...03)0

2 —1
Up—2 = Op-10, 90,

Apn—1
Preuve. voir [21] =

Proposition 2.1.4 Les éléments ay,as, ..., a,—1 définis dans la proposition (2.1.3) engen-

drent librement le groupe A,.

Preuve. On considére le sous-ensemble H,, de B, tel que
H,, = {n tresses 3 avec 7 () (n) = n}

c’est a dire la tresse de permutation qui laisse n fixé.
H,, est un sous groupe de B, .
Les éléments f3,, 3, appartiennent 4 la méme classe a droite si et seulement si 3,8, € H,

et donc
7 (1) (n) =7 (By) (n)

Chaque classe a droite H,,3 de H,, dans B, est ’ensemble des tresses [ avec 7 () (n) = k
pour un certain 1 < k <n . Donc on a de plus n classes a droite distinctes de H,, dans B,

et donc
B,: H, =n

En particulier chaque classe a droite est représentée par
M; = On—15 -+ On—it1
Pour i =1,2,...,n et M; =1, on note que

W(MZ) = 7T(O-n—lv "'agn—i+1)

= (nyn—1)..(n—i+2,n—i+1)

etalorsonan(M)=n—i+1 m
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2.1. Le probléme du mot pour le groupe des tresses

Proposition 2.1.5 1-pour tout élément g € G, Mi € M.pour =1, 2.....
p (M, g) = MigM_g_1 € H tel que M; = 0y_101_9...0p—i+1
2-pourj=1,2,..,netk=12..[G : H]

On pose y; i = p (M, x;) alors H est engendré par les y,x est ses inverses

Preuve. 1- puisque M;g, M;g ont le méme representant des classes & droités de H
alors Mg, M;g € H
2-p (Mg, x;) = yj_,ll pour un certain [ tel que My = Mz;
Soit h € H h = x;} xfﬁxfﬁ h= m on transforme h comme suit:

— €1 €2 p
h = 2.0

-1 S — —1
_ €1 €1 €1 ,.€2 €1 ,.€2 €1 ,.€2 ep—1 €p
= <1xilxi1 > <$¢1 T2l Ty ) <a7i1 T Ty T )

_ €1 €1 ,.€2 €1 ,.€2 ep—1 €&
=p (l,xil) p (mil ,xi2> o (mil Tiyoo Ty ,xip)
On note cette transformation par 7 alors

€1 ,.€2 €p _ €1 €1 ,.€2 €1 ,.€2 ep—1 ep\ _ €1 €2 €p
T <xi1 %%) =p(1,z})p (%p%) P (%’l T Ty ,a:ip> = Ui} Yig ng--Yir , alors

chaque facteur est y;; ou bien son inverse pour un certain j et & m

Proposition 2.1.6 Soient G un groupe qui a la présentation suivante G =< 1, T, ..., Tp.
/Ry = 1,Ry =1,..,R,, = 1> et H un sous groupe de G et M = {My, My, ..., M, } un

systéme de Schreier alors H a la présentation suivante:

H = (yjx/Rip pourj=12...nl=12_..mek=12.,[G:H)
avec Ry = 7 (MleMgl)
Preuve. M = {M;, My, ..., M, } un systéme de Schreier des classes a droite.
On utilise ce systéme pour trouver une présentation de H, et puisque ce processus est
une application de la méthode de Reidemeister-Schreier on va déterminer explicitement les

génerateurs de H,, .

Alors on a:

M; = On-1y-+0n—it1

= M;o; =0,_1,...,0n_i+10;

Mz'Uj = On-1y,:+,0n—i+10j
=0p 1, 0p 181N —t>jonn—1<j—1
= On-1,0n-2,...,0; +1lojsin—1=7

Opn—1,0p—2,-.,0; +0jp18in—i=j—1
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2.1. Le probléme du mot pour le groupe des tresses

Maintenant on va calculer

T (Mio;) = m (M;o;)

Le groupe H,, est engendré par

01,09,...,0p_opour j=1,2 ...mn—1
et par
aj = (On-10n-2,.--0j11) ‘7? (U;jr'-aiﬂiﬁ
On a déja établi la nature des générateurs donc il reste & trouver I’ensemble des relations

de définition

Le premier type des relations devient

1=1,2,...,n
T (Miakalalzlal_lMi_l) = 1 pour et
kl=1,2..n—1
Mais
T (Miakalalzlal_lMi_l) = T |:(O'n_10'n_2...0'n_i) opooy o) (J;ii...agiQU;il)} (2.1.4)

—1

—1 1 1 ar - 1
= MopM;o, Moo Moro, Mogoo, ' Mogoo, !
1

-1 _-1 -1 _—1
Mopoi0, o Moo0, 0,

Puisque M est un systéme de Schreier et les facteurs qui restent sont tous identiques,

I'argument qui apparait dans (2.1.4) détermine explicitement les relations. m

Proposition 2.1.7 Le groupe H, a une présentation de la forme

00k = oo pour |t — k| > 2
0;0;4+10; = 04104041 pOUT‘i = 1, ey — 3.
-1 ..
< 01,09, 00y Op—9,01, ..., A1/ oiapo; b = ay pour k #i,i+ 1
~1
0;Q;0, = Qj4+1
-1 _ -1
0iQi+10; = G; 11041
On considére maintenant le groupe libre ' engendré par les éléments iy, fby, ..., f1,,_; €L ON
va établir un morphisme entre H, et le groupe des automorphisme Aut (F). Définissons

cette application pour démontrer que A, est un groupe libre engendré par ay, s, ..., Qy_1-
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2.1. Le probléme du mot pour le groupe des tresses

Pour cela soit ¢ : H, — Aut (F') pour k =1,2,...,n — 2

iy sit#Fkk+letl<i<n-—1
¢ (o) : MgV Hg11
Hpy1 M;;lwkﬂkﬂ

et pour j =1,2,....n — 1 par

& (a) : p; — iy pgp; avec i = 1,2, ..,n — 1

l’application ¢ définie précédement est un morphisme de H,, dans Aut (F).
Preuve. Il suffit de démontrer que 'image de chaque relation dans la présentation de

H,, est 'élément neutre dans Aut (F') .On commence par une des relations
—1 o
0iQi0; = = (i1

Sij#i,i+1ona

0_71

o) (U«zaﬂi—l) Do Hj s Mi_lujMi — Mj_iﬂﬁj“jﬂ

¢ (aiv1) © Hy '—>ij1/%/lj+1

alors
¢ (0ia;0;") = ¢ (air1)
et
¢(Uﬂ%051)Zﬁ%+1££ll%*jL’M¢Fﬂ*/%+1
donc
(03ai0; ) (1) = g
et

G (i) T Hir F— fiq = H;Jrl1ﬂi+1ﬂi+1
Notre but est de démontrer que ay, as, ..., a,_1 sont des générateurs libres.
Si n = 2: a; engendre un groupe libre de rang 1 puisque a¥ # 1 pour tout k # 0. On
suppose que n > 3.
Supposons que ay, ds, ..., d,_1 Ne sont pas des générateurs libres de H,, , donc il existe une

relation non triviale dans H,, en termes des a4, as, ..., a,_1 c’est a dire

w(ay,ag,...,@p_q) =1 (2.1.5)
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2.1. Le probléme du mot pour le groupe des tresses

Si on applique le morphisme précédent a la relation (2.1.5) on obtient

¢ (w) (ar, a2, ...;an—1) = w (P (a1), ¢ (az), ..., 0 (an—1)) = idaur(r)

On suppose que

€1 CLE»Q aak

w(ay, ag, ..., p-1) = a;) a;...a;"

donc pour j =1,2,....,.n—1
N —€e1 —€k—1_ —€k ) €k . Ek—1 €1
¢ (w) (uj) = (uil g g > u; (ulk u, u21>

d’autre fagon puisque uy,us, ..., up—1 sont des générateurs libres de F' et ¢ (w) = idaui(r)

implique

o —€1 —€k—1, —€L ) €k, Ek—1 €1
u; = (uil SR T T >u] <qu U u“> (2.1.6)

pour j =1,2,...n—1

€k, Ek—1 £1
in ul-kﬂ ...ul-l

i=1,2,...,n—1

Alors il existe un entier \; tel que g = u;‘j pour j =1,2,....n — 1 ce qui implique aussi que

On pose u = ¢ alors (2.1.6) implique que g commute avec les u; pour chaque

si j # [ alors

AN

mais uq, Usg, ..., U,_1 sont des générateurs libres de ' ce qui donne
Aj = N = 0 ce qui implique que g = 1

Donc aprés un nombre fini d’opérations 77 ou 715 , g réduit au mot vide, donc la relation
w = 1 est la relation triviale ce qui contredit la relation (2.1.5) Alors ay, as, ..., a,_1 forment
un ensemble de générateurs libres d’ou la preuve de la proposition (2.1.4). Alors on peut

affirmer si la tresse [ est triviale ou non et écrit 3 sous la forme

ﬂ = 109...0p_1

tel que les a; sont des tresses peignées.

Puisque a3 est un élément du groupe libre A, engendré par aq,as,...,a, 1 on peut
determiner si «; = 1 ou non. Si o # 1 alors la proposition (2.1.1) implique que /3 n’est pas
triviale.

On suppose que a; = 1,, et on consideére az. On a g = 1 si et seulement si la as; = 1,4

, mais par définition cette (n — 1) tresse est un élément d’un sous-groupe constitué par des
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2.2. Le probléme de conjugaison pour le groupe des tresses

tresses peignées dans le groupe des (n — 1) tresses pures telles que seulement le (n — 1)

brin est lié avec les autres brins.

Donc a1 = 1,1 est un élément du groupe libre de rang (n — 2) et on peut déterminer
si ag1 = 1,_1 ou non.
L’argument se répéte pour déterminer si chaque o; = 1 ou non pour 2 = 1,2, ...,n — 1 ce qui

est la solution du probléme du mot pour B,,. =

2.2 Le probléme de conjugaison pour le groupe des

tresses

Probléme 2.2.1 Soient donnés 3,7 € B,
Eziste t-il un élément 0 tel que = 6y6~ ' ?

Ce probléme a été démontré en 1969 par Garside [15]. Sa méthode consiste & associer a

chaque tresse § € B, ’ensemble de ses conjuguées appelé ensemble sommet.

Remarque 2.2.1 La solution qu’on va présenter ici est basée sur une forme dite forme

normale de Garside.
Solution 2.2.1 La solution est de la facon suivante:

Rappellons que

B, = (01,09...0, /000, =0j0;0; s |i—j|=1et o,0;, =0,0;si |i —j|>1)

Les générateurs de B,, dont les deus relations n’apparaissent qu’avec des puissances posi-

tives; alors il existe un semigroupe S,, tel que:

Sn = (51, 52...,S,_,/8i8;8i = 8js;5; 81 |i — j| =1 et 5;8; = s58; 81 |1 —j| > 1)

Notation 2.2.1 Soient X,V, W des mots de S,
V =W ségnifie que V; W définissent le méme élément dans S, :
V =W ségnifie que V; W sont deux mots identiques:

Définition 2.2.1 Soit W un mot de S, tel que W = s;,5;,...5;,

Uentier k est appelé longueur de W qu’on note L(W)
Soit V =Vy=..=V, =W si chaque V; peut etre obtenu & partir de V;_1 par une seule
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2.2. Le probléme de conjugaison pour le groupe des tresses

application de l'une des relations de définition de S, ; on dit dans ce cas que W est obtenu
a partir de V' par une chaine de transformation de longueur r.

Soit D1(W) lensemble de mots obtenus a partir de W par une chaine de transformation
de longueur 0 ou 1, et D;(W) est l’ensemble de mots obtenus & partir de D;—1 (W) par une
chaine de transformation de longueur 0 ou 1, et puisque tous les mots de D;(W') sont de
longueur L(W) alors pour un certain 1

W e Diy(W) C...C Di(W) = D1 (W).

Donc D;(W') = D;j(W) pour tout j > i.

D;(W) est appelé diagramme de W.

On considére les deux mots de tresse positif

A= (0'10'2...0'n,1> (0'10'2...0'71,2) (O'lO'Q) (0'1) c Bn

A# = (8182...Sn,1) (5182...571,2) (8182) (81) S Sn

Notation 2.2.2 Si w = s;,...s;, on désigne par @ le mot sp_;,...Sn—i, -

k

Lemme 2.2.1 Le mot A" a les propriétés.

1-pour chaque mot 'V € S,
A*V =V A*

2-Pour chaque j ,(1 <j<n-—1)

D(A#) contient un mot qui commence par sj et un mot qui se termine par s;
Preuve. (15| =

Théoréme 2.2.1 L’application ¥ : S, — B,
S; —— 0

est injective
Preuve. voir [4] =

Lemme 2.2.2 Pour chaque j (1 < j < n—1) il existe un mot de tresse positif 3X; tel que:

-1 _ A-1vy. . -1 _ -1
o, =A7X; aussi Ao; " =0, A .
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2.2. Le probléme de conjugaison pour le groupe des tresses

Preuve. Conséquence du lemme (2.2.1) propriété 1 m

Remarque 2.2.2 Le lemme (2.2.1 ) et le lemme (2.2.2 ) impliquent que A1V = VA pour

tout mot de tresses V.

Définition 2.2.2 Un mot positif P est dit premier a A s’il n y a pas de mots dans D (P)
de la forme AQ .

Deux mots de tresses positifs Py , Podu méme longueur k , tels que:

Plzau

1 ‘OM

k

P2 =0\ ----O ),

Py est plus petit que Py si le nombre iy fiy... 11, < au nombre A\jAg.. A
D (P) posséde un plus petit élément qu’on appelle base de D (P) .

Garside a démontré que chaque tresse 5 € B, peut etre représenté par un unique mot

de la forme A™P tels que m et P se calculent comme suit:

Théoréme 2.2.2 Soit 07} 032...0;" un représentant de (3

1-Trouver tous les mots positifs X1, Xo, ..., X,_1

2-Remplacer chaque 0;_1 qui apparait dans o3 0%2...07 par ALY,

3-Regrouper les A~ & gauche en utilisant la propriété A=V = VAL ; donc [ est représen-
tée par un mot de la forme AFPy |, tel que Py est un mot positif et k < 0

4-Construire D (Py)

5-Dans D (P,) choisir un mot AP tel que h est maximal, puis on pose m = h + k tel que
h > 0.

6-Dans D (P) en posant P la base de D (P).

Définition 2.2.3 Le mot A™P est appelé la forme normale de Garside pour f3 , Uentier
m est appelé puissance de B et le mot P est appelé queue de B Si P € D (F) alors le mot
A™P est appelé forme standard de Garside pour [ .

Lemme 2.2.3 Soient s, m deux entiers. Alors le nombre de mots dans B,,.

(dont la forme standard est de puissance > m et la somme des exposants est s) est fini.
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2.2. Le probléme de conjugaison pour le groupe des tresses

Preuve. Soit la forme A’A on suppose que A!A satisfait les conditions:
(1) : L > m.

(17) : S =IL(A) + L(A)
(i7i) : S /L(A) > 1.
Alors il existe un nombre fini d’entiers vérifiants (i) et (iii).la condition (i) montre que
L(A) est déterminée par [ et par la suite il existe un nombre fini de mots de longueur donné.

Lemme 2.2.4 Soit 3 =6 '~ € B, tel que v, sont deux mots de tresse, alors il existe un

mot positif B tel que 3 = B~'vB € B,

Preuve. Supposons que v = AQ), tel que () est un mot positif
Si ¢ est pair, on pose B = Q alors B~1vB = Q7 'vQ = Q7 'ATIAYYQ = Q TATIYAIQ =
)
Si ¢ est impair, on pose B = AQ alors B~'yB = Q'A7IYAQ = QT ATHAITIATHYAQ
= QIATIATINAQ = QTIATIAIQ = 5750 = 6.

Définition 2.2.4 1-Si 8 est un mot positif, l'élément 5~y est appelé un conjugué positif
de ~y

|

Si A=1IF tel que: 1 < L(I) < L(A)
I est appelé la route initiale de A , et F' est appelé la route finale associée
On définit ’ensemble sommet S(3) d'un élément 5 € B,, comme suit:
(1)-On construit la liste des routes intiales {1, I, ..., It} du mot fondamental A dans B,
(ii)-Soit S1(5) I'ensemble de mots dont la forme standard a une puissance au moins plus
grande que celle de f3 et tel que S;(/3) est obtenu a partir de 5 par conjugaison par une seule
route initiale [; (1 < j < k)
Itérativement soit S;(/3) I’ensemble de mots qui ont une puissance au moins plus grande que
celle de 3, et obtenu & partir des mots de S;_; () par conjugaison par une seule route intiale
de A
(iii)-Le lemme (2.2.3) implique que le nombre de mots obtenus par ce processus est fini,

alors pour un certain j
S;(B) = Sj(B)
est le sous ensemble de S;(f) constitué par les éléments qui ont des puissances maximales

dans S;(3).
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2.2. Le probléme de conjugaison pour le groupe des tresses

Définition 2.2.5 La puissance sommett de 8 € B, est la puissances commune des éléments
de S(B), la queue sommet T de [ est la queue de l'unique élément dans S(3) avec la plus

petite queue et la forme sommet de 3 est le mot A'T € B,,.

Théoréme 2.2.3 Deux éléments [, 35 € B, sont conjugués si et seulement s’ils ont la

méme forme sommet .
Pour démontrer ce théoréme on a besoin des lemmes suivants .

Définition 2.2.6 Un mot de tresse V' est commencé avec o; , si D(V') contient un mot

de la forme o;A. Il se termine par o; si D(V') contient un mot de la forme Ac;

Lemme 2.2.5 1-Sii € {1,2,....,n — 1} alors Ac; = 0, ;A

donc si V' est un mot positif alors AV = VA

2-Sii€{1,2,....,n— 1}, il existe X;,Y; deux mots positifs tels que

A=0;X;,=Y, 0,

3-Si A = IF alors soit I se termine par o; soit F commence par o;

pour chaque i € {1,2,...,n} mais pas les deux

4-Stw = AV et w = AB alors soit A se termine par o; ou B commence en o; pour chaque
ie{l1,2,...,n—1}

5-5i w est un mot positif dans B,, ,et si w commence en o; ou se termine en o; pour chaque
ie{1,2,..,n—1}

alors w = AV pour un certain mot positif V.
Preuve. voir [15] =
Notation 2.2.3 On désigne par @ les mots positifs Q) ou @

Lemme 2.2.6 Supposons que 3 = A™P et on suppose en plus que pour un certain mot ()

le mot Q YA™PQ a puissance r > m alors PQ contient A\,

Preuve. Par hypothése Q'A™PQ = A"R avec r > m et lemme (2.2.2)=— A™PQ =
QA'R=A"QR = PQ=A"""QR ,r—m>0 m

Lemme 2.2.7 Dans le groupe des tresses B, on suppose que.
(1) v = AT € S(8)

(2)X est un mot positif tel que X 17X = AlQ

(3) X = 1Y tel que I est une route de longueur minimale.

alors I71yI réduit a la forme standard est dans S(3)
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2.2. Le probléme de conjugaison pour le groupe des tresses

Preuve. Puisque v € S(y) C S(8) , I"'yI a une puissance < ¢ il reste a démontrer
que Iyl a une puissance > t
1-Si X = AY alors A~'yA = A"Y(A'T)A = A'T a une puissance
2-Si L(I) < L(A) , soit F' un mot positif tel que :I/F = A il y a une partition des in-
dices 1,2,...,m — 1 en deux ensembles 2 et A tel que pour chaque j € § il existe un
mot positif U; tel que :I = U,o; et pour chaque :j € A il n’existe pas de mot donc
I7IAY = [TIAANL = F AT = A1 et par conséquent Al Q = X 1A X IAX =
YUY ATY = V! [At—lﬁw] Y et lemme (2.2.6) propriété 4 = FTIY contient A.
Lemme (2.2.5) propriété 3 = soit FTI = Vjo; pour un certain V
soit V; = 0,Y; pour un certain Y; et j € {1,2,....n — 1}
Mais si le dernier était vrai pour un certain j € A , alors X = IY = I0;Y]
et [0, sera positivement égal a une route initiale de A de longueur > L(I)
( lemme (2.2.5) propriété 3 ce qui est contredit ’hypothése .
Ainsi FTT = Vjo; pour chaque j € A établi par contradiction .
Encors FTI = F TU;o; pour chaque j € §).par définition de 2

Donc par lemme (2.2.5) propriété 5 FTI contient A cela montre que
I~ = AYYFTT

a une puissance >t m

Revenons a la démonstration du théoréme .

Preuve. On va maintenant prouver que 3, est le conjugué de f3, si et seulement si
S(B1) = S(B2)

Si X € S(B,) N S(B,) donc X est le conjugué de S, et 3, alors 3, et 3, sont conjugués.
Réciproquement supposons que (3, et 3, sont conjugués tels que APP € S(f,) et AIQ €
S(8,) avec p < q , le lemme (2.2.4) implique qu’il existe un mot positif X tel que X }(
APP)X = A1Q.
Si L(X) > 0, alors X = IY tel que I est une route initiale de A de longueur maximale
L(I) > 0.
On note que p < ¢q donc par le lemme (2.2.6) I=}(APP)I € S(3,) quand il est réduit a la
forme normale.
Par récurrence sur la longueur de L(X) , AQ. =Y ' [I"}(APP)I]Y a une forme normale
dans S(3,) ainsi S(83,) C S(B;) et p = q.

Puisque p = ¢ on répéte le méme argument et montrons que S(5;) C S(f,) ce qui

termine la démonsration. m
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3

Ordre sur les tresses

Depuis la découverte du caractére ordonnable du groupe des tresses en 1991 par Dehornoy
[7], plusieurs méthodes ont été proposées pour résoudre le probléme visé.

Le but de ce chapitre est de présenter les approches suivantes: 1'algebre autodistributive,
la théorie combinatoire des groupes et le groupe des classes d’isotopie (mapping class group).

Ces derniéres seront utilisées pour construire ’ordre sur les tresses.

3.1 Ordre de Dehornoy sur les tresses

Une des découverte récentes les plus intéressantes concernant le groupe de tresses est due a
Dehornoy qui a démontré fin de 1991 [7] que B, a un ordre total invariant par multiplication
a gauche. Le but de cette section est de présenter cette approche qui repose sur deux

propriétés 'une est appelée propriété d’acyclicité et I'autre dite de comparaison.

Groupes ordonnables.

Définition 3.1.1 Un groupe G est dit ordonnable s’il posséde un ordre total < invariant
par multiplication a gauche, c’est a dire vérifiant a < b = ca < cb pour tout a,b,c € G.Si de

plus Uordre est invariant par multiplication o droite on dit que le groupe est biordonnable.

Pour tout groupe ordonnable G , notons P l'’ensemble{z € G//z > 1} de ses éléments
positifs.

Le caractere total de l'ordre se traduit par la partition G = PIT {1} IT P! on P! =
{reG /a7t >1}

30



3.1. Ordre de Dehornoy sur les tresses

L’invariance par multiplication & gauche se traduit par P? C P ,ou P? est formé des
produits de deux éléments de P dans G.

Réciproquement, s’il existe un sous ensemble P de G vérifiant G = PIT {1} IT P! et
P? C P,alors G est ordonnable pour I'ordre défini par < y si 271y € P.

L’ordre de Dehornoy sur 5,

Définition 3.1.2 1-Un mot de tresse w est mot formé a partir des générateurs 01,09, ..., 01
et de leurs inverses

2-Pouri € {1,2,...,n — 1},on dit qu’un mot de la forme w = woo;wy0;...0;w, est g;—positif
st les sous mots wq, wy, ..., w, sont des mots dans les lettres O';-tl avec j > 1.5l n’apparait
qu’avec des puissances négatives,on dit que le mot est o;—négatif

3-On dit qu’un mot de tresse w est o—positif (respectivement o—négatif) s’il existe un entier
i tel que w est o;—positif (respectivement o;—néqgatif)

Si w n'est o;—positif ni o;—négatif, w est dit o;—libre.
Les deux propriétés suivantes nous assurent le caractére ordonnable de B,
Propriété d’acyclicité (A)
Toute tresse o-positive est non triviale.
Propriété de comparaison (C)
Toute tresse est soit o-positive, o-négatif ou o-libre.

Définition 3.1.3 Soit 2 < n < oo et sotent 31,3,y € B,,.
On dit que 3, < B, est vrai si pour un certain i la tresse 573y admet au moins un représen-
tant o;—positif.

Un mot de tresse est dit positif si tous les exposants sont positifs

Notation 3.1.1 B, désigne l’ensemble des tresses positives (B, est l'ensemble des tresses

négatives respectivement)

Théoréme 3.1.1 La relation < est un ordre linéaire sur B, ,invariant par multiplication a

gauche.

31



3.1. Ordre de Dehornoy sur les tresses

Preuve. Le fait que B;", {1} et (B)~" constituent une partition de B, est exactement
la propriété (C).

Soit 3 € B N(B;) ™" . Alors 5 et 57 admettent un représentant o-positif, donc 1 = 837}
admet un représentant o-positif ce qui contredit la propriété (A).
Alors B IL{1} 1 (B}) ™" = B, et (B}")* C B

alors < est est un ordre linéaire sur B,, invariant par multiplication & gauche. m

3.1.1 Quelques applications de ’ordre sur les tresses

Lemme 3.1.1 Soit G un groupe ordonnable o gauche et R est un anneau intégre.
Alors l'anneau de groupe R (G) n’a pas de diviseurs de zéro.

De plus les seuls unités de R (G) sont les monomes rg tels que r est un élément inversible
de R.

Preuve. G est ordonnable a gauche par hypothése ,on considére dans ’anneau de groupe
le produit suivant (r1g1 + ... +7pp) (511 + ... + sghg) = 37, ; (1is5) (gih;) tel que tous les r;
et s; € R—{0} et g ,h; €G.

Si un produit est nul ,alors chaque terme est annulé par un autre dans le produit.

On suppose que hy < hy < ... < hy,on considére le terme (r;s;) (g:h;) tel que g;h; est
minimal en particulier g;h; < g;h; mais puisque G est invariant par multiplication & gauche
alors on a:g;h; = g;hy donc hj = hy.

Alors on a montrer que si gph; est le produit minimal alors on a:l = j = 1,donc g = g;
et puisque 7;s; # 0 alors le produit dans I'anneau de groupe est non nul.Pour la deuxiéme
partie, il y a un élément maximal dans le produit et si p ou ¢ > 1 il différe de I’élément

minimal alors le produit est différent de 1 dans I’anneau de groupe R (G). m
Proposition 3.1.1 Le groupe des tresses B,, est sans torsion.

Preuve. Soit g € B,

BB, est ordonné & gauche alors 3 > 1 implique 3 < 1 ce qui donne:
<M< e < <l <<

Alors % £ 1Vk € Z.

Donc B,, est sans torsion et par conséquent B,, est infini. m
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3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systémes autodistributifs )

3.2 Ordre sur les tresse (méthode des systémes au-

todistributifs )

Dehornoy déduit I'ordre sur les tresses & partir de ’étude générale des systéemes autodis-
tributifs définis comme des ensembles munis d’une loi de composition vérifiant certaines

identités et leurs liens avec les tresses est le but de cette section.

3.2.1 Action des tresses sur les systémes autodistributifs

Définition 3.2.1 Un systéme autodistributif qu’on note (AD) est un ensemble S mini d’une

loi de composition qui vérifié.

T (y*xz)=(x*xy)*(x*2). (3.2.1)

On définit une action de B} sur S™ par la méthode suivante:
S™ x Bf — S™

Te = 7T (3.2.2)

=l

Lo = (371,&32, ..... xi*:ciﬂ,:ci,x”g,....,xn)w

¢ designe le mot vide

Coloriage des tresses.

Partons d’un mot de tresse w représentant un élément de B,, . Colorions de gauche & droite
les extremités supérieures des brins de la configuration plane associée a w avec les éléments
(ay,...,an) € S™.

Si nous propageons les couleurs le long des brins, nous lirons en bas de la configuration une
suite de couleurs qui est une permutation de ag, ..., a,, .

On autorise les couleurs & interagir & chaque croisement de brins, decidons qu’a chaque
croisement la couleur a reste inchangée taudis que la couleur b s’amalgame avec a et donne

une nouvelle couleur a * b.

Proposition 3.2.1 L’action définie dans (3.2.2) est compatible avec les relations des

tresses si et seulement si (S, *) est un systéme (AD)
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3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systémes autodistributifs )

Preuve. Compatibilité avec la relation

0,00, =0j0,0; sl |i —j| >1

Cette compatibilité est assuré si z * (y * z) = (z * y) * (y * 2) est saisfaite
(voir figure (3.2.1 ) ).

Figure 3.2.1 : Compatibilité de I’action avec les relations de définition.

Compatibilité avec la relation
O'Z'O'j:O'jO'iSi|i—j| >1
(1, X2, ooy )00 = (X1, T, ..Ti % Tig1, Tjy Tigo, ... Tp)
(33'1, Ty ey l'n)O',L'O'j = (l’l, Loy ey Ly * Ljy1, Ty, T * Tjt1, Ty, .I')
(1, T2y o, T )OO = (T1, Ty ey Tj * L1, Ty ey Ty ) O
= (21, T2, cooey T * Tig1, Tj * Tji1, Tj, ...Tp) alors
(1, T2, ..., k)00 = (1, Ta, .., Ty)oi0; S1 | 1 — J| > 1. .
Soit (S, 0,%).telle que.
C’est I'extension du mot de tresses sur une suite de couleurs par:
T

—1 —
O W = (T4, ey TiOTig1, T 1 ¥ T4, Tigg, T )W

Les action (3.2.2) et (3.2.3) sont compatibles avec les relations

Uia;l = a;l

g; = 1
— -1 _

Oy i - g L2y eeny LgOLgj4 1,y Ljt iy Li42y eeeydbin ) O
.o, (ow) = (11,29 Ti0Tjs1, Tit1¥Ti, Tito Tp) OW
= (3:17 L2y weey TiOTj41 * xi-ﬁ-l;mia LiOTi415 Lit2y -+ In) w
T .0 (0, w) = (1, T, ooy Ti * Tig1, Ty Tigo, - Tp) O; W
= (21, Loy ooy Tj * T 10T, Ti¥ (Tj k Ti1) 5oy Tp) W

Alors:

TiOTi11 = TpkT; * Tiqq

Tj * Tiqp10T; = Ti0T;41 * Tip1¥T;
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3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systémes autodistributifs )

. . ., C . Tip10T; = T
si les identités sont satisfaites alors
Xy x (T*xi01) = TF(T % Tig1) = Tiva

donc I'operation o est triviale par contre * doit étre choisit de telle fagon que les translations a
gauche associées a * sont les translations & gauche associées a *. Alors *existe si et seulement
si les translations associées & * sont bijectives

on a: zxy = 'unique z qui satisfait

Txz=1y (3.2.4)

Définition 3.2.2 Un ensemble automorphe (S, %) est un systéme (AD) tel que toutes les

translations & gauche soient bijectives c’est a dire (x,y), 3.z
Txz=y. (3.2.5)

Alors pour tout ensemble automophe (S,*) et pour tout n les régles (3.2.2) (3.2.3) et
(8.2.5) définissent une action de B,, sur S™.

3.2.2 Acyclicité et systémes (AD) ordonnables

Définition 3.2.3 On dit qu’un systéme autodistributif (S, *) est acylique si la relation de
divisibilité a gauche dans (S,*) n'a pas de cycles c’est & dire il n’y a pas d’égalité dans S de

la forme:

T = (.((x*x1) *32) *....) % xp) (3.2.6)
On dit dans ce cas que (S, *, < ) est un systéme (AD) ordonné si (S, *) est un systéme (AD)
et < est un ordre sur S telle que v < x xy et toujours vrai ety < z = T xy < T * 2.

Proposition 3.2.2 Un ensemble automorphe n’est jamais acyclique.

Preuve. Soit (.5, *) un ensemble automorphe
On montre que l'identité (z * x) * y =  * y est verifiée dans S.
On utilise Poperation symétrique * de (3.2.4) on trouve:

(xxz)xy=(zxx)*(r*x(xxy)) =z *(xx(xy)) =x+xy. N
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3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systémes autodistributifs )

3.2.3 Retournement de mots:

On considére la fonction T: ¥ x 3 — L telle que L est ’ensemble de mots de tresses positifs
o; pour|i —j| > 1
définie par Y(0;,0;) = { 0,0, pour|i — j| =1

€ pouri = j
Donc ’equivalence de mots de tresses est engendrée par les relations pour i # j

T(O’j,O'Z')O'Z‘ = T(O’i,O'j)O'Z'

ce qui implique que

O'iO'j_l = T(Uj,ai)_l.“f(a,-,aj)

Notation 3.2.1 On note par ¥ = {0} 09.....}.Uensemble de ’alphabet
On utilise = pour désigner [’equivalence de mots des tresses et € pour designer [’ensemble

vide

Définition 3.2.4 On dit qu’'un mot de tresse w se transforme par retournement de mot a
gauche au mot w' si w s’obtient en remplacant dans w des facteurs de type O'in_l par des

facteurs correspondants Y (o ,0;) *Y (04, 0).

Proposition 3.2.3 Soit w un mot de tresse. Il existe un unique paire de mots de tresse
positifs N (w) D(w) tel que chaque suite de retournement de mot & partir de w se termine

dans un nombre fini d’étapes avec le mot D (w)™' N (w)

Preuve. Par le procédé si dessue
w=D (w)"'N(w)

L’unicité: Le diagramme de retournement implique que le retournement de mot d’un mot
donné conduit & un mot de la forme uw~'v / w,v € B puisque en remplace oiaj_l par
Y(o;,0:) 'Y (04,0;).

Alors il reste a démontrer que ce processus est fini, donc il suffit de le faire pour un mot
uv™!, tel que u,v € B

1 !
U pour

. .. ’ _ N I\
Pour u,v € B}, on note par % I'unique mot positif v tel que uv ! retourne a (v')
. PR !
un certain mot positif v .
Donc #v = Zu est verifié, dans ce cas v représente un commun multiple a gauche des

tresses représentées par u et v dans BY dans ce cas le commun multiple est le plus petit.
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3.2. Ordre sur les tresse (méthode des systémes autodistributifs )

Ce résultat général au sujet de retournement de mot est vrai si la condition

((z/y)./(z/y)/ (x/2),/ (y/z) =&

est satisfaite pour chaque triple de lettres.
Tous les résultats pour le retournement & gauche restent vrai pour le retournement a droite
en remplacant les facteurs a;laj par des facteurs de la forme wv~!. On obtient donc pour
chaque mot de tresses deux mots de tresses positifs N (w) et D (w) tels que w est retourné
a droite & N (w).D(w) L.
Soit w un mot de tresses on définit les applications: N,; (w) = N (D (w)™! N(w))
et Dyy(w) = D (D(w) " N(w)).

Ces applications sont bien définies car:
w=w = Ny (w) = Ny (w') et Dy(w) = Dy(w).

Ce qui nous permet de résoudre le probléme de mots pour les tresses m

3.2.4 Action des tresses sur les systémes autodistributifs simpli-

fiables a gauche

e — On va présenter ici I'extension de I’action de B} sur S" a B,,.

Définition 3.2.5 Un systéme autodistributif simplifiable o gauche est un systéme pour

lequel les multiplications a gauche sont injectives

Définition 3.2.6 Soit (S,*) un systéme AD et w un mot de tresses , n < o0.

On dit que (2',7y) € S™ est une S— coloration pour w si les couleurs de S peuvent étre
attribuer pour chaque segment dans le diagramme associé ¢ w tel que les @ sont les couleurs
entrées & gauche et les y sont les couleurs sorties & droite telles que les régles sont satisfaites

en chaque croisement (voir figure (3.2.2 ) )

Si w est un mot de tresses, pour toute suite 7 € S™ le couple (7', 7' w) est une coloration

de w, et si S est automorphe le resultat reste vrai pour tout mot de tresses.

Lemme 3.2.1 On suppose que (S, *) est un systéme AD et u,v sont deuxr mots de tresses

positifs alors pour toute suite = € S™ le pair (Z'u, T v) est une S— coloration pour uv .

. — o e, . DN —
Preuve. On applique les couleurs 7 dans la moitiée du diagramme associé & u~'v et

N — N . . . N — . . —
on propage & gauche u~! et & droite v comme suit: on obtient & gauche @ u et & droite x'v
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Y /-T
T—/ T * Y

Figure 3.2.2 : Regle de coloriage

Figure 3.2.3 : compatibilité des regles de coloriage

Les regles de coloriage sont satisfaites dans chaque partie du diagramme (voir figure (3.2.3

)) =

Toute tresse peut étre représenter par un mot de la forme u~'v avec u, v sont positifs.

Remarque 3.2.1 La S—coloration d’un mot de tresses w n’est pas une S— coloration pour

tout mot de tresses w' tel que w' est équivalent ¢ w.
On va utiliser maintenant le retournement de mots.

Lemme 3.2.2 On suppose que (S,x) est un systéme AD et on suppose que le mot de
tresses w est retourné a gauche & w' et que (T, y) est une S—coloration bien définie pour
w', alors (T, %) est une S—coloration bien définie pour w, en particulier (', ) est une

S—coloration pour D(w) ' N(w).
Preuve. voir [11] =
Remarque 3.2.2 le resultat précedent est vrai pour le retournement a droite de mots.

Définition 3.2.7 Si (S, *) est un systétme AD, T € S™ et w est un mot de tresses, on
dit que T est admissible pour w s’il existe au moins une suite Yy telle que (7, 7) est une

S—coloration pour w.
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Lemme 3.2.3 On suppose que (S, ) est un systéme AD simplifiable & gauche et w, w sont
deux mots de tresses équivalents.
Alors pour chaque suite T € S™ qui est admissible pour les deux mots il existe exactement

une suite y telle que (T, Y') est une S—coloration pour les deux mots.

—
— — . —
Preuve. On suppose que (7,3 ) est une S—coloration pour w et (x , Y )est une
. !
coloration pour w .
’ , . . . , , .
w,w sont équivalents n’implique pas que leurs numérateurs et leurs dénominateurs sont

2 . . . . ’
équivalents, mais il existe v, v tels que:

’

D(w)v = D(w')v

-1

Le lemme (3.2.3) implique (7,7 est une S—coloration pour N(w)D(w)™! et donc

(Z,77) est une S—coloration pour N (w)vo=D(w)™L.

Par construction

7 .N(w)v =7y .D(w)v

Le méme argument nous donne

et donc on a

=~ —/> =~ / / —/> ~
Y.Dwyv =y .Dw)v =y .Dw)
cela implique que
H
—_— I
Yy =y
— = O
En effet on démontre par recurrence que z'c; = x o; implique que 2 = x .

L’hypothése implique que

—
Z;

£

et
! /
alors ;41 = @, ; ce qui montre que (S, *) est simplifiable & gauche m

On admet la proposition suivante.

Proposition 3.2.4 On suppose que (S, *) est un systéme AD simplifiable & gauche .Alors
pour toute famille finie de tresses By, By, ..., 3,, € By , il existe au moins une suite € S™

telle que la suite T B3, est définie pour tout i.
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3.2.5 Tresses spéciales

Définition 3.2.8 Pour (3,34, € B, , on pose

By * By = B18h (By) osh (51_1) (3.2.7)

on dit qu’une tresse est spéciale si elle est obtenue a partir de la tresse triviale 1 on utilisant

lopération x recursivement et sh est l’endomorphisme shift.
Notation 3.2.2 On note l’ensemble des tresses spéciale par B,
Lemme 3.2.4 Les systémes (B, *) et (Bsy, *) sont des systémes (AD) simplifiable & gauche.

Lemme 3.2.5 Soit T une suite de tresses spéciales

pour T € BY avec un nombre fini de termes # 1 on définit
" (7)) = 112 shF ™! () = wysh (22) sh? (x3) ... (3.2.8)
alors si B € Bo et T .3 existe, on a
" (7'.8) = I*" (7)) .8 (3.2.9)

Preuve. On fait un raisonnement par recurrence sur la longueur minimal d’un mot de
tresses représentant [ et telle que @ .w existe

le résultat est vrai si w est vide

On suppose que w = o;w’ si 3 est une tresse représentée par w' donc 7'.0; et (7o) .5
existent.

On trouve:

HSh(x o) =" (2, oy 5 % 20, 5. ))

= wy8h (x2) ...sh"™ ! (x; % w1 1) sh® (z;) sh™ (2442) ...

= xy5h (3) ...shi™ " (2;) sh (2i41) ossh? ()" shi (2;) shi™ (zi42) ...

= x18h (x9) ...sh™™ (z;) sh' (w;41) 0ish"™™ (Ti42)..

= x18h (x9) ...sh*™ (z;) sh? (wi41) sh™H(zi42)...0;

= II°" (7)

comme o; commute avec sh*(z) pour k > i + 1 on applique ’hypothése de recurrence en
déduire

" (7.5) =11 (7.0y) 8

— IIsh (—>) 1’15,

_ Hsh( )6 -
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Proposition 3.2.5 Toute tresse peut étre écrite sous la forme

sh'™H () osh(B5) 71 (81) 7 Bush(Bo)...sh' ™ (5y) (3.2.10)

telles que: B/175127"'761752 € Bsp

Preuve. On suppose que € B alors la suite (1, 1, ...) 3 est définie puisque ’obstruction
apparait seulement avec des croisements négatives elle consiste des tresses spéciales et comme
les tresses spéciales sont stables par 'opération (x) on suppose que (1,1,...) 5 = (54, B, ---)
IR ((8, B,...)) = II*"((1,1, ...) B) c’est a dire B = B,sh(B5)sh?(B3)...
et le fait que toute tresse est le quotient de deux tresses positives alors le résultat est dé-

montré. m

Remarque 3.2.3 L’ensemble des tresses spéciales forme un systéme (AD) monogéne en-

gendré par la tresse 1.

Définition 3.2.9 Pour (S, *) est un systéme binaire x,y € S , on dit que x est un diviseur
a gauche itérré de y et en écrit x  y s’il éxiste un certain entier p et certains éléments

21,22, .., 2p €S satisfaisont
y=(.((m*2z1) % 29) % ...) % 2 (3.2.11)
Propriété de comparaison Cyp

Définition 3.2.10 On suppose que (S, *) est un systéme (AD) monogéne, alors deuz élé-

ments x,y de S verifient au moins l'une des trois propositionsx =y ,x Cy ,yC T

Lemme 3.2.6 Soient 3,, 8, € B, telles que 3, T 35; alors la tresse

B1' B,y admet un représentant o, — positif.

Preuve. Par construction il existe ﬁll,..., ﬁlp satisfaisants
By = (..((By * BY) % By)%...) % Bp étendre le dernier produit pour donner
B, = B,sh(B))o1sh(B})o1...o1sh(B}p) avec
B1 = B1y B = (- ((Byx 1)+ By)-) # By pour 2 <k < pet i, = ((-((By*B) *52) »

L)k B,) 7

Donc la tresse ﬁfl B, admet un représentant qui contient p lettres en 07 mais paseno; . =

Proposition 3.2.6 La propriété Cap implique la propriété Cy c’est a dire elle implique

que toute tresse dans B, admet un représentant o1— positif , o1—négatif ou o1—libre.
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Preuve. Soit § € By,
La proposition (3.2.4) implique que [ admet la décomposition
shi=1(B3;) " ...sh(85) 71 (B))1 " Bsh(By)...sh' = (8;)
telles que: By, 55, ...,5/1,5/2, ... € By, et propriété de comparaison (C4p) un des trois cas
apparait
1—6/1 C S, ce qui implique que <6,1> ~15, admet un représentant o —positif donc 5 I'admet
aussi.

Z—B; = (3, alors 5 € Im (sh), donc elle a un représentant o;—libre.

3—5,1 1 4, alors comme dans (1) 8 admet un représentant o —négatif

Ainsi la propriété C, est démontrée. m

On démontre maintenant la propriété (Cap)

Preuve. Soit 7 une famille des identités algébriques et X un ensemble non vide, alors il
existe un systéme algébrique S constitué d’un ensemble muni des opérations satisfaisant T
tel que X engendre S et tout systéme T engendré par X est 'image de S par le morphisme
sh en particulier il existe pour tout n un systéme (AD) libre de rang n qu’on note F,, m

Les systémes (AD) libres peuvent étre décrits & partir des systémes libres absolus ou

(magam libre).

Notation 3.2.3 Pour 1 < n < oo, on note par T,, le magma libre engendré par x,xs, ..., T,

les éléments de T, sont appelés parenthésages.

Définition 3.2.11 Pourt,t € Ty, on dit quet’ est une AD— expansion de t,respectivement
t est AD— équivalent a t et on note t' =ap t si on peut aller de t at par application
de transformations finies en remplagant les parenthéssages de la forme t1 * (ty x t3) par les

parenthésages de la forme (t1 * to) * (t1 x t3) et vice versa

Pout tout n I’équivalence (AD) est une congruence sur T,, et T,/ =4p est un systéme
(AD) libre de rang n

Définition 3.2.12 Soit t un parenthésage et k un entier suffisamment petit, on note par

lefth(t) le k™ sous terme gauche de t et on a:

left'(t) =t

pour tout t et
lefth(t) = left' "1 (t,)
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pourt =ty xty et k > 1. Pourti,ty € T, on dit que t1 T ap to,est vrai si on a
t, = left®(t,) pour un ceratain k,t,,t, satisfaisont k > 1,t; =ap t1,ty =ap ta
Si t un parenthésage en définit recursivement t) = ¢, tFH1 = ¢ x ¢[¥]

Remarque 3.2.4 Démontrer la propriété (Cap) est équivalent o démontrer que 'une au
moins des trois assertions est vraity C ap to,t1 =ap te outy Jdap ta pour tout parenthésages

t1,ts € T1.

Lemme 3.2.7 Pour tout parenthésage t; € Tion a e =, 5 tx 2™ pour tout k suffisam-

ment grand

Preuve. On fait un raisonnement par recurrence sur la longueur de ¢.
Si t = z alors par définition z*tY = ¢t « 2F1.Si t = t; * ty et si P =, t; * ¥ et
P =, ¢y % 2¥ pour tout k suffisamment grand, alors z!*+2

o) =4 p (t x to) * (1 * 2F) =4p t % 2P+ m

—=AD tl *Jf[k+1] =AD tl * (tQ *

Lemme 3.2.8 Sit € T, est un parenthésage tel que leftt(t) est défini ,alors il il existe
k' >k tel que leftkl (t') est une AD-expansion de left*(t)

Preuve. Il suffit de démontrer le resultat quand ¢ est obtenu en remplacant exactement
un sous terme to de t de la forme t1 * (to x t3) par ({1 * ta) * (t1 x t3) .

Si to est left/(t) avec j < k alors left*™1(t') est égale & left*(t) .

Si tg est left/(t) avec j > k alors left*(t') est une AD—expansion de left*(t) m

Lemme 3.2.9 Si t; et ty sont des parenthésages tels que t; =ap ts, alors ils ont une

6xpan5i0n commune

Preuve. On démontre que si t', ¢’ sont deux expansions d’un parenthésages ¢t donc ¢,
t" admettent une expansion AD commune.
Soit ¢ est une k—expansion de ¢ si t est obtenu & partir de ¢ on applique I'identité AD au
plus k fois.

Donc pour tout parenthésage ¢t on peut définir explicitement une expansion 0t de t qui
est une expansion commune de toutes les 1-expansion de ¢ .

Si t' est une expansion AD de t alors 9t est une expansion AD de dt. La définition

du parenthésage Ot est inductive .0t = ¢ si ¢ est une variable et O (¢; % t2) est obtenu en
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remplagant le variable z; dans Oty avec le parenthésage Oty * z; . Alors on montre en
utilisant une recurrence qui, pour chaque &, le parenthésage 9"t est une AD—expansion de
toutes les k£ expansions du parenthésage .

Sit et t sont deux AD-expansions d’un parenthésage t, alors ¢, t admettent une

AD-expansions, & savoir tous les parenthésages 0%t avec k suffisamment grand. m

Proposition 3.2.7 (Propriété Cup ).
Si (S,*) est un AD -systéme monogéne, alors deux éléments de S sont comparables par

rapport a la division & gauche répétée.

Preuve. Soient t1, ty € T deux parenthésages d’aprés le lemme (3.2.5) on a

i+l =ap b1 * k)

et

x[k—ﬁ—l] _

—AD tg Xx x[k]

Pour £ suffisamment grand on fixe un k, d’aprés le lemme (3.2.7) les parenthésages ¢; * ¥
et t5 * 2Fl admettent une expansion commune t et par le lemme (3.2.6) il existe des entiers
non négatifs ki, ko tels que pour i = 1,2 le parenrhésage left* (t) est une expansion de t; .
Ainsi on a t; =ap leftFi(t) et to =ap leftF2(t).

Alors jusqu’a échanger les indices let 2
lefth(t) C left™(t)

Donc ti Captaoout; =4p ta. B
Propriété (Cy)

Toute tresse 8 € B,, admet un représentant o;—positif o1 —négatif ou o, —libre.

3.2.6 Le groupe de ’autodistributivité

Le but de cette section est de démontrer la propriété d’acyclicité.

Propriété (Aap) : 1l existe un systéme (AD) acyclique et simplifiable a gauche

Proposition 3.2.8 Les deux assertions suivantes sont équivalentes
1-la propriété A p implique la propriété A

2-la propriété A implique la propriété Aap
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Preuve. 1 = 2: On suppose que (S, *) est un systéme AD acyclique et simplifiable &
gauche et soit w un mot de tresse o;—positif, la proposition (2.1.19) implique qu’il existe
une suite de couleurs 7 € S telle que 7w est définie, on désigne par z, la couleur initiale

a gauche, z; la couleur du brin aprés le premier croisement oy (voir figure (3.2.4 ) )

Figure 3.2.4 : Un mot o, —positif

Par construction z; est le ¢ diviseur de z; 1 pour chaque ¢, par hypothese la division a
gauche dans (.S, %) n’a pas de cycle ce qui implique que z, # zy et lemme (2.1.18) implique
que w ne représente jamais la tresse triviale.

2= 1: (B ,*) est un systéme AD simplifiable & gauche, le lemme (2.2.6) implique que
(6/)_15 admet un représentant o, —positif, donc 8 C 3 est vérifice.

Si la relation A est vrai alors 8 C f3 implique que g # 3 donc la division a gauche dans
(B ,*) n’a pas de cycle donc (By ,*) est un systéme (AD) acyclique et simplifiable a

gauche. m

3.2.7 Géométrie de l’identité AD

Notre but ici est de démontrer que les systémes AD sont acycliques et simplifiables & gauche
ce qui montre que ses systémes sont ordonnables, pour cela on considére les systémes AD
libres. Pour cela on considére le systéme monogéne Fj, pour montrer que F; est acyclique

on a besoin de démontrer la proposition suivante.
Proposition 3.2.9 Pourt, t €Ty les relations t Tapt ett =apt Uune exclus lautre.

Pour étudier le systeme Fj ,on va représenter les parenthésages par des arbres binaires
avec racines on représente la variable x par ’arbre réduit a sa racine, si tiet 5 sont deux
parenthésages on représente ¢ xto par ’arbre obtenu en greffant ’arbre associé a t; & gauche
d’une nouvelle racine, et ’arbre associé a t, a droite.

Tout sommet d’un arbre binaire & une adresse qui est une suite finie de 0 et de 1, 'adresse
de la racine est la suite vide et en s’éloignant de la racine, on passe de ’adresse d’un sommet &

celui de son "succeseur" gauche en ajoutant 0 et a celle de son "successeur" droit enajoutant
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1 nous avons définis la notion d’expansion d’un parenthésage cette définition se transpose
aux arbres binaires.

Pour décrire la situation en considére le cas ou l'identité AD est appliqué une seule fois
toujours de la gauche vers la droite, et en prenant en compte 'adresse ou elle I'est dans

I’arbre correspondant.

Notation 3.2.4 L’opération (AD), consiste a appliquer l'identité AD a 'adresse o et gap

le monoide engendré par (AD), et ses inverses .

Le lemme admet suivant nous établit les relations entre les (AD), :

Lemme 3.2.10 Pour toute adresse «, 3,7 les relations suivantes sont vérifiées dans gap
1'(AD>a05 (AD),,, = (AD) AD)

aly — aly ( al0p

allf (AD)a = (AD)a (AD)all,B

)
- AD>a105 (AD)a (AD)a = (AD)a (AD)aom
)
{(AD),, (AD), (AD),, (AD),, = (AD), (AD),, (AD), .

Notation 3.2.5 On note par Gap le groupe engendré par une suite infinie de générateurs

To indexés par les adresses telle que les relations du lemme précédent sont satisfaites.

Remarque 3.2.5 Le groupe des tresses B, est le groupe quotient du groupe G ap. En effet,
appliquons T1n @ 0,_1 et s’écrouler tous les générateurs 7, tel que l’adresse o contient au
moins un 0 définit un morphisme surjectif, comme peut étre vu en comparant les relations
dans lemme (3.2.8) avec les relations de la tresse. L’existence de cet morphisme exprime le

lien entre les tresses et les systémes AD.

Soit g7, (respectivement G ) le monoide de gap (respectivement G4p) engendré par
les éléments (AD),, (respectivement 7,) le lemme (3.2.8) implique que g, est le quotient
de G7p, donc Paction de g}, sur les parenthésages induit une action de G .

Les modéles des parenthésages.

Définition 3.2.13 Pourt € T, le modéle det est ’élément [t] de G sp défini inductivement
par [x] = 1 et [ty xts] = [t1] shy ([ta]) Teshy ([tl]_l) .Notre but est de démontrer que les
relations t Tap t et t =ap t Uune exclus lautre , pour cela en va travailler dans G p
en utilisant [t] en tant que contre partie de t .Cet argument nous permet de démontrer la
k+1] _

propriété AD . Le lemme (8.2.5) implique que pour tout t € Ty la relation x AD
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t x ¥ pour k suffisamment grand .Par construction il existe un élément f de Gap tel que
f (93[’““]) =t x 2l¥ et la prewve du lemme (3.2.5) nous donne une définition explicite de f
.En effet on suppose que t = t; x ty et que fi (x[k“]) =t xzl¥ et f, (x[“”) = to x k],

Pour g € gap, shi(g) est la version shift de g qui consiste a appliquer g o droite au sous

terme, donc on a une suite:

L QU L) RN (s x[k_”) — (t1 * ) * (t1 * $[k_1]) — t % zlM

Alors Uopérateur (f1.3h1 (f2) . AD.shy (fl_l)) (:E[kﬂ]) =t x k.
On obtient le resultat admet suivant:

Lemme 3.2.11 Pourt € Ti, on définit x, dans gap inductivement par x, =1 et

Xt1*t2 = Xt1'8h1 (Xt2> ‘AD58h1 (X;ll)
Alors pour tout t et pour k suffisamment grand

Xt (x[kﬂ]) = ¢ gl¥]

Notation 3.2.6 On note par shy (respectivement shg) l’endomorphisme & gauche de G ap

tel que :shy (To) = T1a (Tespectivement sho (Toa) = T1a) pour tout .

Lemme 3.2.12 1-Sit =4p t est satisfaite alors [t]_l. [t'} appartient au sous groupe de
Gap engendré par les To,-
2-Sit Cap t est satisfaite ,alors [t]fl. [t/] admet une expansion ou T. apparait mais T,

n’apparait pas.

Preuve. 1-Sit =4p t est satisfaite alorsil existe f € gap / f (t) =t donc sho (f) (t * 2¥) =
t o lkl,
Alors l'opérateur x; 1.th (t * x[k}) =t x 2[F et cela qui implique que x; 1.th coincide avec
sho (f) en au moins un parenthésage qui coincide avec shq (f) en tout parenthésage ou il
est défini.
Si cette axiomatisation est vrai alors 1’élément [t]_l . [t'} de G'4p coincide avec un certain
élément de la forme shq (a), donc [f] " . [t'] appartient au sous groupe shg (Gap) de Gap.
La verification correspondant & f = AD. est shy (AD.) = 1 puisque AD, (t) =t .

2-On applique (1) pour demontrer la relation pour t T t, et on fait la méme pour

/ 2 2 . 2, A
t =t *ty, comme une énumération alors on a le résultat recherché:

[ =87 [t to) = [0 [t] -sha ([to]) Tosha ([1] 1) = sha ([to]) Tosha ([t] ) =
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Construction d’un préordre sur G4p

Par définition un parenthésage t € T, est une expansion AD d’un autre parenthésage t si
t est 'image de t dans gip on peut dire que tout élément dans gap est écrit sous la forme
fg ' avec f,g € g, .Ce resultat est vrai le groupe G 4p c’est a dire tout élément du groupe
G ap sécrit sous la forme ab™! avec a, b € G,

Alors le lemme (2.2.12) nous assure que si t' est une expansion AD de t alors pour tout k
tel que ¢ a un left* (t) , il existe k" tel que left’“/ (t) de t' est une expansion AD de left" (t)

de plus il existe deux applications
§:Nxgip,—N
et
T ghip X N—gip

telles que pour tout f € g}, tout parenthésage et tout k suffisamment petit on a

left’®N (¢ f) = left*(t).x(f, k)

Le lemme suivant est une conséquence de ce qui précede

Lemme 3.2.13 [] existe deux applications
d:Nx G, —N

et

p:Ghp xN— G,

telles que: ¥ a € G, pout tout terme t, et pour tout k suffisamment petit on a
left™ ™) (t.a) = left*(t).p(a, k)

Preuve. de la proposition (3.2.9)

On va introduire deux sous ensembles de G 4p comme suit :Soit ¢ un élément de G4p
appartient & P. (respectivement a P_) s'il existe une décoposition ¢ = ab™! avec a,b € G},
qui satisfait d(1,b) < d(1,a) (respectivement d(1,b) = d(1,a) ), les deux sous ensembles sont
disjoints et stable par le produit, il est nécessaire de démontrer que si un élément ¢ € G 4p
se décompose ¢ = ab~' =a’ (,)"" avec a,b,a’,b € G, et on a d(1,b) < d(1,a) , alors on a
d(1,b') < d(1,a’).

Sous les mémes hypothéses on a ag = a'¢g' et bg = b g pour certains g,g € Ghp ce qui
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implique que d(1,ag) = d(1,a’g’) .Comme les applications d(., g) et d(., ') sont croissantes
d(1,b) < d(1,a) implique que d(1,b") < d(1,a") ,alors on peut démontrer que P_ est stable

par les inverses, et on démontre les inclusions
P_.P.CP.
et
P..P_CP.

. . . _ i ’ . ’ . N .
Ainsi la relation ¢~'¢ € P. U P définit un un préordre sur G 4p .On considére maintenant
<
les générateurs 7, , premiérement on décompose 7. comme suit 7. = 7..17! et on trouve

d(1,1) =1<d(1,7.) = 2, donc 7. € P~ d’autre part on a pour tout chaque a.
d(l, 1) =1= d(]_, Tga) = d(1,71a>
Alors
Toa Tla € P:

maintenant si ¢ € sho (Gap) C Gap et par le calcul précédent ¢ € P c’est a dire si ¢ admet

1

une expression tel que 7. apparait mais 7_° n’apparait pas, alors ¢ € P. alors on conclut

que les deux cas I'un est exclus 'autre. m
Proposition 3.2.10 Le systeme libre Fy est acyclique et simplifiable & gauche.

Preuve. La proposition (2.2.3) implique que Fj est acyclique ,il reste & démontrer que
I est simplifiable & gauche c’est a dire que pour tq,ty € T}.txt; =ap txty implique t; =4p t2

pour tout ¢, mais la propriété C'ap est vrai, alors t; # to implique qu’au moins 'une des
11 Cap t2

ou

to Cap t1

est vrai, donc

txty Capt*xts

ou

t*tg EADt*tl

ce qui contredit la proposition (2.2.3) . =

Corollaire 3.2.1 I existe un systéme libre AD acyclique et simplifiable & gauche
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Caractérisation des tresses ordonnables.

On a vu que les systémes AD libres sont acycliques, la proposition suivante nous assure que

ces systémes sont aussi ordonnables .

Proposition 3.2.11 Tout systéme AD libre est ordonnable et réciproquement tout systéme

AD ordonnable est libre.

Preuve. On va traiter le cas de Fj, la propriété AD nous assure que la relation C 4p
sur 77 induit une relation d’ordre < sur Fj qui est transitive , donc est un ordre pariel ,
de plus par définition x < x * y est vrai et on utilise I'identité AD on a y < z implique
x < x %z, la propriété Cyp assure que l'ordre partiel < est linéaire donc (Fj, <) est
un systéme AD ordonnable .Réciproquement supposons que (5, <) est un systéme AD
monogene ordonnable. Par définition il existe une surjection canonique 7 : F; — S et
la relation z < y est vrai dans F} si et seulement si y = (... ((z * 21) * 29) * ...2,)) pour
un certain p et zi, ..., 2, € F; implique que 7 (y) = (... (7 (z) * 7 (21)) * 7 (22)) * ... (%))
alors: 7 (z) < m(y) dans S est vrai ce qui montre que 7 est croissant car z < y implique
7 (z) < 7 (y) donc 7 est un isomorphisme. m

Alors les deux propriété C'4p et Axp nous assurent ’existence d’un ordre sur les tresses.

3.3 Ordre sur les tresses (méthode de la réduction des
poignées)

Dans cette section nous présentons une autre technique différente au autres techniques due
a Dehornoy c’est une méthode combinatoire et qui mene aussi a une autre solution du
probléme de mots.

Soit w un mot de tresse non vide qui n’est pas ni o-positif ni o-négatif si i est le plus
petit indice tel que th apparait dans w alors o; et o; ' apparaient dans w alors w contient
un mot de la forme

o¢sh' (u) oy € avec e = 41 (3.3.1)

sh est endomorphisme shift /sh (0;) = 011

Définition 3.3.1 Le mot defini dans 3.5.1 est appelé o;-poignée. Ainsi chaque mot de

tresse qui m’est o;-positif ni o;-négatif; doit contenir une o;-poignée (voir figure (3.3.1 ) )
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Figure 3.3.1 : Une oy poignée

3.3.1 Reéduction de poignées

La réduction d’une poignée est le remplacement de la poignée par un autre sous mot
représentant le méme élément de B,, , par exemple reduire une o; poignée o{wo; “

- Détruire les o0& du début et de la fin,

-Remplacer chaque o3 de w par o, “0} 0

(voir figure (3.3.2) )

Figure 3.3.2 : Réduction de poignée

On appelle cette transformation la réduction de poignée on peut itérer la réduction de

poignée jusqu’il y a pas de poignée si ce processus converge, alors par construction le mot

final ne contient aucune poignée.

Donc il est soit o-positif soit o-négatif ou o-libre .

Définition 3.3.2 1- Une poignée ovo; © est dit permise si le mot v ne contient pas de
O;y1-poignée.

2- On dit que le mot w' est obtenu & partir de w par réduction de poignée par une seule
étape si:

l l

w est une o;-poignée permise w = 0,V0;

’ . . . C . P
et w est obtenu a partir de w par [’homomorphisme au derniére poignée.

+1 +1

€
g; i Oit1

+1 —e
— &€ ,0,41 7 0,10
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crkﬂ—ujkil pour k > i+ 2

3- On dit que w' est obtunable de w par m-étapes de réduction de poignée s’il existe une suite
de longueur (m + 1) de w par m-étapes de réduction de poignée de w a w' tel que chaque
terme est obtunable du terme précédent par une seule étape de réduction de poignée.

La forme générale d’une o;-poignée est
ofveo it v10® o ugeT e /dy = £1 vj € shit! (By)
dire que cette poignée permise une quantité équivaux tous les exposants d; ont une valeure
commune d.
Alors réduire la poignée <= remplcer cette poignée par
V000705 1010:50707,1...07 5 000¢ vy,

. . . +1 d —e d.e
On fait bouger le premier et le dernier o= et on remplace chaque o}, par o, 50507, .

Lemme 3.3.1 I- La réduction de poignée transforme un mot w & un mot w' équivalent.

2- St w ne contient pas de poignée alors w est soit o-positif ou soit o-négatif.

Preuve. voir la définition =

3.3.2 Convergence de la méthode de réduction de poignée.

Définition 3.3.3 On dit qu’un mot de tresse w admet un largeur n si la différence entre
le plus petit et le plus grand indice i tel que o; ou 0;1 se présente dans w est (n —2). Le
largeur de w est la taille du plus petit interval qui contient les idices de tous les brins tressés

dans w.
La proposition suivante nous assure la convergence de la réduction

Proposition 3.3.1 Soit w un mot de tresse de longueur [ et de largeur n. Alors toute suite

de réduction de poignée de w converge au plus en on'l étapes.
On va démontrer cette proposition au plus tard

Corollaire 3.3.1 Chaque mot de tresse w est équivalent & certain mot w' qui est soit o-

négatif, soit o-positif ou o-libre.

Preuve. 1- Si w n’est une o-poignée, alors d’apres le théoréme de Dehornoy w est soit
o-positif , o-négatif ou o-libre .
2- Si w est une o-poignée comme la méthode de réduction de poignée converge
Alors aprés un nombre fini d’étapes on n’a pas de poignée donc w est soit o-positif, o-négatif

ou o-libre . m
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Proposition 3.3.2 Soit w un mot de tresse § € By, est représentée par w alors
I-f=1<=w=c¢
2- B> 1 <= w est o-positif.

Preuve. Voir définition m

Corollaire 3.3.2 Soient 31,3, € B,,.
B, < By est vrai <= chaque suite de réduction de poignée d’une expression 37, se termine

avec un mot o-positif.

Définition 3.3.4 Valeure absolue d’une tresse
Soit ¥ = {01,09,...}
T une fonction telle que :
T : X x 3 — {mot de tresse positif}
telle que :
o; Pour i —j| > 1
Y (0i,05) = 0,0, Pour |i —j|=1 (3.3.2)
€ Pouri=j

L’équivalence de mot de tresse est engendré par les relations

Y(oj,0))0i=f(0i, 05)0; (3.3.3)

On pose

Y (0j,0i)) = D(w) (3.3.4)
T (0, 05) = N(w)

Pour tout mot de tresse w , I (D (w), N (w)) de mots de tresse tel que w est retourné a
gauche o D (w) ™" N (w)
L’équivalence:

w=D(w) "Nw)=Nw)Dw)™" (3.3.5)

implique
N (w) D (w) = D (w) N (w) (3.3.6)

tel que N (w) D (w)™" est le retournement & droite de w

1-Soit w un mot de tresse la valeur absolue |w| de w est la tresse positive représenté par
D (w) N (w).
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2-6 une tresse positive le graphe de Cayley de [3 est le graphe fini orienté indexé I () défini
comme suit

Les sommets sont les diviseurs a gauche de 3, et il existe une aréte o; qui commence de (3,
et qui se termine en By si 5 = [,0; est vérifiée.

3- On suppose que I' est un fragment du graphe de Cayley de B, et B, est un sommet de I'
, w un mot de tresse; on dit que w est tracé dans I' a partir de (8, si w soit vide; w = o;v
ouw = o; v et il y a une arete indexé o; de B, o un autre sommet By (resp de By a ;)

dans I' et v est tracé a partir de 3, dans T’

Lemme 3.3.2 .Soit 5 une tresse positive alors l’ensemble de tous les mots tracés dans I" ()

a partir d’un point donné est stable par le retournement de mots a gauche et a droite.

Preuve. On considére le retournement a gauche on suppose qu’un certain mot v Giaj_lvl
est tracé de 3, dans I' () et on va démontrer que le mot : v (0, 0;) 'Y (0, 0;)v est tracé
de B, dans I' (). Alors soit x un mot de tresse positif qui representé /3, par hypothese il
existe u, ;i deux mots de tresse positifs tels que po; et ,u/aj sont tracés de 1 dans I' (f3),
I’équivalence po; = ulaj est satisfaite et on a de plus p = pyv.

Le plus petit commun multiple existe dans B [15]

po; = i o; implique 3" un mot de tresse positif qui satisfait:

p=pY(oj,0)
et (3.3.7)

p = Y (0i,05)

Par définition du graphe de Cayley de /3 les mots ' Y (0, 0;)0; et p’ Y (04, 0;)0; sont tracés
dans I' () et puisqu'’ils sont équivalents a po;, cela montre que les arétes Y(oj,0;)"" et
Y(0;,0;) ont besoin pour completer leurs chemins indexés vY (c;,0;) 'Y (0s,0;)v" de S,
sont dans I' (3) .

[’argement et lui méme pour le retournement a droite (voir figure (3.3.3 ) )

Définition 3.3.5 On dit que deux mots de tresse w et w' sont positivement (respectivement

, . , . . N ’ .. .
négativement) équivalents si en peut transformer w a w en utilisant les relations :
0,0;0; = 00,0 Pour ‘Z—jl =1 (338)
-1 -1 -1 _ -1 _-1_—1_ - : -1 _
ouo; o, 0, =0, 0, 0, mais pas de relations de type o0, = 1.
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Iy S,_, g
-
1 f e e
i e 1AL drp’ ~ e
i ol : S
Lg--- i o h 1
R, flagaals !
iy el 5 i W
- 1 = v
5 n )
o 0o -
5 ol :.'."_ -
S

Figure 3.3.3 : Stabilité des mots sous le retournement & gauche

Lemme 3.3.3 Soit § une tresse positive; l’ensemble de tous les mots tracés dans I' (B) a

partir d’un point donné est stable sous l’équivalence positive (respectivement négative).

Preuve. On suppose que vo;0,410;0 est tracé dans I' (8) d’un point 3, soit p, un mot
positif qui représente 3,

Par définition il existe un mot positif u tel que po;o;10; est tracé de 1 dans I' (5) .
et (v = p soit vérifiée.
On a:uo;0,410; est positivement égal & puo;10;0;,1 dong, il est tracé de 1 dans I' (3) et par
conséquent vo;10;0,41 est tracé de 5, dans I" (53)

Dans le cas négatif (équivalence négative) il suffit d’inverser l'orientation. m

Lemme 3.3.4 Soit w un mot de tresse tout mot peut étre obtenir a partir de w en utilisant
le retournement a droite (a gauche). ou l'équivalence positive (négative) est tracé dans
T (|Jw|) & partir de D (w).

Preuve. Les deux lemmes précédents assurent que tout mot obtenu a partir de w par le
retournement a gauche (& droite) ou 1’équivalence positive (négative) est tracé dans I' (Jw|)
a partir de D (w).Il reste & montré que w lui méme est tracé dans I' (|w]) & partir de D (w);
pour cela on utilise un raisonnement par recurrence sur la longueur de w.On suppose que le
résultat est vrai pour w et on considére les mots wo; et wo; ' succéssivement

1- D (wo;) = D (w)

N (wo;) = N (w) oy
V (w)

9.
3- N(wai) =N (w N (D (w)fl Ui)
4- D (wo;) = D (f) (w) ™ Ui)
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Donc:

\wos| = D (wo;) N (wo) (3.3.9)

Alors :T" (Jw]) est un sous graphe initial de T" (|wo;|)

donc I’hypothese de récurrence implique que w est encore tracé de m dans I" (Jwo;|) .Pour
démontrer que wo; est tracé dans I' (|wo;]), il reste & vérifier que P’aréte final o; est tracé
dans le graphe W.c’est a dire le bord final o; est tracé dans le graphe du point final du
chemin w de D (w) qui est m.et puisque la méthode de réduction du poigné converge
alors |wo;| est representée par N (w) 0;.D (wo;) qui est le résultat recherché, pour le cas de

wo; ' on utilise la figure & droite. m

Lemme 3.3.5 Soient w,w deuz mots de tresses. On suppose que w' est obtenu de w par
réduction du poigné, donc on peut transformer w a w' en utilisant le retournement de mot

a gauche, o droite ou l’équivalence négative, positive.
Preuve. On va montrer que pour vy, ..., vy € sh'™! (B,,) on peut aller de

L, d d -1
TiV00 5 V1.0, 1 ULO; (3.3.10)

1 d_l —1 1 _d_l
V9010303, V104105410505V (3.3.11)

1. N N . 92 . Ly 2 .
en utilisant le retournement de mot & gauche, & droite ou I’équivalence positive négative.On
suppose que:e =1 et d = —1
On peut faire une réduction du poigné en bougeant le dernier o; a droite
Premiérement on transforme o;vg & vgo; par une suite de retournement de mots & gauche

7 3 92 . e oy .

(pour le cas des lettres négatives) et ’équivalence positive (pour le cas des lettres positives).
Alors, on tt 1 dele o0} i vient de o, 407 010 t t a

, peut trouver le modele o;0, ", qui vient de o, ,0; 0,410, par retournement a

gauche, donc on a transformer le mot initial a
-1 -1 —1 —1
VO 10 Oi410iV1...Uk—10; U0 (3.3.12)

Aprés k suite de réduction du poignée, et le dernier retournement & gauche pour supprimer
le modéle o;0; ", on atteind la forme (3.3.11) .

Dans le cas e = —1 et d = 1 en utilise le retournement a droite avec I’équivalence négative
et dans le cas ou e et d ou le méme signe, on utilise la méme procédure en bougeant o; © a

gauche. m
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Définition 3.3.6 Soit w un mot de tresses. La hauteur h de w est le nombre maximal sur

tous les i des lettres o; qui se pésentent dans un mot positif tracé dans I' (|w])

Lemme 3.3.6 On suppose que la propriété d’acyclicité est vraie, et soit w un mot de tresse
de longueur | et de largeur n.

Alors la hauteur h de w est majorée par

ln(nfl)

(n—1)" 2 (3.3.13)

Preuve. Soit 1 un mot de tresse tracé dans I' (Jw|) ; tel que o; ' ne se présente pas on
exige que les différentes lettres o; qui se présentent dans p corresponds au differentes arétes
dans I' (Jw|) .Dire que la méme arete est se rencontré deux fois ségnifi que certain chemin

L c’est a dire

dans I' (Jw|) contient au moins une aréte indexé o;; mais pas d’aréte indexé o,
un certain mot qui contient au moins une lettre o; mais pas de o ! doit représenter la tresse
triviale, ce qui est contraduction avec la propriété d’acyclicité.Ainsi le nombre de lettres o;
dans p est majoré par le nombre de lettres o; dans p est majoré par le nombre d’aréte dans
I ()

Soit .S,, 'ensemble de tous les brins du mot de tresse positif qui représente les diviseurs de
A,.

A, = (0109...04-1) ... (0103) (01) (3.3.14)

Garside a démontré que S, est stable par le commun multiple & gauche et a droite voir

[15] cette propriété est vraie par le retournement de mot a gauche et a droite.c’est a dire

1

v € S,.Le retournement de pv~" & gauche se termine avec un mot (U')fl 1 tels que :

i, v € S, .Par recurence on montre que s'il existe ¢ lettres négatives dans w , alors D (w)
peut étre décomposer au produit de ¢ mots dans S, , et de méme s’il existe p lettres positives

dans w alors N (w) se décompose au produit de p lettres dans S,, donc |w| = D (w) N (w)

est le produit de p + g = [ diviseurs de A, .la longueur de A, est majoré par @

conséquent, la longueur de |w| est au plus l.@.

Maintenant au plus (n — 1) arétes commencent d’une sommet donné dans le graphe de

+1 _+1 +1
1 02 "'Jn—l'

et par

Cayley du mot o

Alors dans le graphe de Cayley un mot de longueur L il n’y a que (n — l)L aretes c’est a

n(n—1)
dire (n—1)" 2 . m

On considére maintenant une suite de réduction de poignée (wg = w,wy, ..., wg, ...) de
w le nombre de oi-poignée dans w; n’est plus grand que le nombre de o;-poignée dans

wg.comme la réduction d’une oi-poignée laisse au plus une nouvelle o,-poignée apparaisse
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ce qui nous donne une notion de héritage entre les oi-poignées tel que chaque oi-poignée
dans le mot initiale posséde au plus un héritier dans chaque mot w;.Si le nombre de ;-
poignée n’est pas lui méme dans chaque mot wy.c’est & dire certaine o-poignée se termine

sans héritier par exemple de wy & wgy1 en coupe la suite en w;, et en commence au wy. .

Définition 3.3.7 Le P préfize critique 7, (wy) de wy, est une tresse représentée par le

préfize de wy, qui se termine & la 1 lettre du P™° o -poignée.

Remarque 3.3.1 Il y a deux cas & traiter selon la 1°¢ lettre si c’est o1 ou 07"

On suppose qu’on va commencer avec o1 pour tout p , on a:

T (wo) > 7p (wr) >

(3.3.15)
et dans chaque étape ot on a une réduction est le P°™¢ o -poignée.

Lemme 3.3.7 On suppose que le P°™¢ oq-poignée est réduit de wy, & wi,1 et que la poignée
commence par oyalors un certain mot de tresse i, est tracé de m, (wy) @ T, (wyy1) dans

I (|w|) .contient un o, et ne contient pas 0.

Preuve. On représente les chemins associés & wy, en haut et les chemins associés & wy.y1
en bas dans le graphe de Cayley.

On suppose que le P®M¢ g-poignée est réduit le mot I, apparait avec la couleur grise , et
le point est tel que dans tous les cas c’est & dire o5 apparaisse positivement ou négativement
ou n’apparait pas dans la poignée.Ce mot contient une lettre 01_1 et ne contient pas 0.

(a) Si la réduction de wy, & wyy1 n’est pas le P™¢ gy-poignée, il y a des cas

1- Si la réduction de wy, nécessite une o;-poignée avec i > 2.ou il nécessite le P*™¢ o-poignée
tel que: ¢ #p+ 1.

Alors on a: 7, (wy) = 7, (We41) €t on compléte la définition par p,;, = €.

2- Si la réduction nécessite le P & 1°M¢ g-poignée.

L’équivalence ), (wy) = 7, (wry1) n'est pas vraie en générale mais , certain mot i, , ne

contien ni ¢y ni oy "

va de 7, (wy) & 7, (wi41) dans I' (Jw]). Par construction le mot s, =
Hpoltp-- €st tracé dans le graphe de Cayley de |w| il est oi-négative , et le nombre N
d’étapes dans la suite (wg,wy, ...) tel que le P*™° gi-poignée est réduit est égal au nombre
de lettres o' dans p

le nombre N est majoré par la hauteur h de w.

Dans le cas ot le P poignée commence avec o *.

On utilise la méme méthode mais il suffit de voir que:

7y (wo) < mp (wr) < .. (3.3.16)
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et on change o par o], et le mot doit contenir un o, et ne contient pas o .
Donc dans chaque cas les héritiers de chaque oi-poignée du mot initial w sont nécessite au

plus h étapes de réduction. m

Lemme 3.3.8 Soit w un mot de tresse on suppose que w a un hauteur h et contient c
01-poignée.
Alors le nombre de o1-poignée réduit dans toute suite de reduction de poignée de w est majoré

par c.h.
Preuve. Voir le lemme (3.3.7) =

Lemme 3.3.9 Soit w un mot de tresse de longueur | largeur n et d’hauteur h.

Alors le nombre de poignées réduites dans toute suite de réduction de poignée de w est majoré
par 1(2h)" 7"

Preuve. La réduction d’'une o;-poignée peut étre crier une o,-poignée mais ce nombre
est majoré par le nombre de o5 ou 0, qui se présente dans la o1-poignée qui a été réduite |
comme par hypothése une o;-poignée permis ne contient pas de os-poignée et le nombre de
09 dans une o-poignée crier au plus (h + 1) nouveaux oo-poignées.On considére maintenant
une suite de réduction de poignée qui commence en w.

N; est le nombre de o;-réduction dans cette suite et ¢; le nombre initial de o;-poignée dans

w alors on obtient :

N1 S Clh =[h
Ny < coh=(ca+ Ny (h+1)h<(l+Ih(h+1)h)
Ny < (I+h(h+1)lh=(h*+h+1)lh <3lh° = (2° — 1)Ih>**7!
Ny < TIR°
Ni+1 S (Ci+1 +NZ (h—'— 1))h

¢ < 1= N <(2-1)1n*" (3.3.17)

= Y N, <) (2 -1)F T =1(2n)"
=1 =1

D’aprés la proposition (3.3.6) h < 1(2h)*"~! et par ce dernier lemme Y27 | N; < 1 (2h)*"

nous déduisons la proposition (3.3.1).
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3.4 Ordre sur les tresses (méthode de diagramme de

courbe)

Fenn, Greene, Rolfsen, Rourke et Wiest en 1997 [14] ont donné cette construction géométrique
de l'ordre de Dehornoy, leurs techniques ont permis également de mettre des structures
d’ordre sur le groupe des classes d’isotopie.

On va présenter dans cette section leurs techniques

Définition 3.4.1 Soit D? le disque unité dans C centré en zéro et D,, le méme disque tel
que en supprimant n points distincts sur la droite réelle Py, Ps, ..., P, en commencant a
gauche.on désigne par ey, ey, ..., e, les segments (—1, P), (Py, P2),...,(Po_1, Py) et (P, 1)
respectivement.et E est le diamétre du disque Ds.

Soit p : D,, — D,, un homéomorphisme qui permute les points supprimés et qui laisse fixe
le bord de D,,.

Un diagramme de courbe d’un homéomorphisme ¢ : D,, — D,, est ['image de E par .
Soient (3, ﬁ/ deux tresses dans le cube unite D, on dit que 3 est isotope a B/S’il existe un
homéomorphisme H : D x [0,1] — D x [0, 1]

(x,t) — H (x,t) = (he (x) ,t) 0w hy est une famille d’homéomorphismes tel que: hy : D —
D qui satisfait:

1-hy |op=id

2-hog =id et hy (B) =

L’homéomorphisme H est appelé isotopie ambient.

Deux diagrammes de courbes sont dits isotopes s’il existe une isotopie de D,, qui déforme

un diagramme & un autre et qui laisse five Py, Ps, ..., P, et 0D,.

Identification de B, a MCG (D,,) .
Théoréme 3.4.1 Il existe un isomorphisme entre B, et MCG (D,,)

Preuve. [14] =

On a le résultat admis suivant

Proposition 3.4.1 Deux homéomorphismes ¢ et x : D,, — D,, sont isotopes si et seulement

st leurs diagrammes de courbes sont isotopes.
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Définition de ’ordre

Définition 3.4.2 Soient (3,34 € B,, ou bien deux éléments de MCG(D,,) représentés par
deuz homéomorphismes ¢ et x ou MCG(D,,) désigne le groupe des difféomorphisme de D,,.
La 1° étape est de superposer les diagrammes de courbes ¢ et x dans D,,.

La 2°™¢ étape est de coincider les diagrammes de courbes ¢ et x avec les segments [P;, P 1]
et éléminer les intersections unitiles.

La 3°™¢ étape on suppose que les diagrammes de courbes @ et x ne sont pas isotopes.
Imaginons que nous somme au point (—1) de D,, et on va faire un toure autour des courbes
de ; pour un certain temps les courbes de x coincident avec celles de .

A ce moment l'un est au point (—1) ou il est en un certain point P; pour i = 1,2,...,n.Les
diagrammes @ et x divergent et a ce point de divergence x sera situé hors de la composenter
superieure de (D,\y) c’est a dire qui contient (0,1) ou dans la composente du bas qui
contient (0,—1) . (voir figure (3.4.1 ) )

Dans le 1°° cas on dit que 3, va aller a gauche plus que 3, , et dans la 2°™¢ cas; on dit que
B va aller a droite plus que (.

La relation <pco sur B, est définie comme suit: Soient 3, 34 € B, telle que 3, # 35 on met
leurs diagrammes de courbes en position superposer on les coincide et on dit que 31 >pc Ps
est vrai st p va aller a gauche plus rapide que x et 31 <pc B est vrai si x va aller a gauche

plus rapide que ¢

[ - ded : b} A

Fﬁ#ﬁk"\ ,L:-:--r"_' Lot "ll lll‘;/‘ B " H':. -ull:l

rw T *ﬂr S : b e S |

II"-. “h"".&r-f: ! ll'u :-\'Hv __.f '

b M Fi ~,\ i " w
N - .

Figure 3.4.1 : Les diagrammes de courbe sont coincidés

Lemme 3.4.1 .La relation <pc est un ordre linéaire sur B, invariant par multiplication a

gauche.

Preuve. 1- <p¢ est reflexive
Soit ¢ le diagramme de courbes de 3, c’est & dire  <pc [ est vrai si ¢ va aller & gauche

plus rapide que lui méme.
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Alors f <pc [ est vrai = <pc est reflexive.

2- <pc est antisymétrique

Soient 3, 8, € B, et ¢, x leurs diagrammes de courbes.

a- 8, <pc [ est vrai puisque x va aller a gauche plus rapide que ¢.
b- B, <pc B est vrai puisque ¢ va aller a gauche plus rapide que x.
a et b impliquent que p = x = [, =0,. n

Pour démontrer la transivité on a besoin du lemme suivant:

Lemme 3.4.2 (réduction triple) Soient ¥, T', A trois diagrammes de courbes tels que:
[ et A sont réduit par rapport a X.alors il existe un isotopie entre A et un diagramme de
courbes A qui est une équivalence par rapport o ¥ tel que X, A’ et T' sont réduits deux &

deuz.
Preuve. La preuve est faite selon des schémas voir [14] m

Proposition 3.4.2 On suppose que la tresse B a au moins un représentant o-positif alors

on a
B >pc 1

et de méme pour une tresse qui admet un représentant o-négatif , satisfait
f <pcl

Preuve. Soit w un mot de tresse o-positif qui représente 5 avec un diagramme de
courbe .
On suppose que w est o1-positif .
Donc w est de la forme woow,01...01wy, tel que les w; ne contient pas les Ulﬂ.
On considére maintenant les diagrammes de courbes de plusieurs tresses qui commence en
(—1); on démontre que le segment initial de la 1°'® courbe de ¢ est liée au demi disque
superieur D,, ce qui implique que 5 >p¢ 1.
La 1°¢ courbe du diagrammes de courbes représenté par wj, coinside avec la tresse triv-
iale. Il est donc un segment horizontal par ce que le premier brin n’intersecte pas avec les
autres brins.On agit oy sur ce diagramme de courbes on obtient le diagramme de courbes
o1wg.L’image de 1'arc eq par ojwy, est un arc dans le demi disque supérieur D,, joint (—1)
au P, = le second point supprimé le plus proche & gauche. En particulier cette courbe
intersecte premiérement avec la ligne verticale a travers le point supprimé le plus a gauche

P, 1lié au demi disque supérieur de D,,, 'application succéssive de toute suite de tresses
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crét, agt, - afffl et o1 (mais pas o; ') ne change pas cette propriété, en particulier ¢ & cette

propriété ce qui implique que le segment initial de ¢ est 1ié au demi disque superieur de D,,.
De méme pour les mots de tresses o;-positifs. m
Le diagramme de courbes d’un mot o-positif doit diverger a gauche du diagramme de la

courbe triviale et nous déduisons.

Corollaire 3.4.1 Propriété d’acyclicité (A)

Une tresse qui admet au moins un représentant oi-positif n’est pas triviale.

Proposition 3.4.3 Propriété de comparaison (C)

Chaque tresse B dans B, admet un représentant o-positif, o-négatif ou o-libre.

Preuve. Montrons que chaque tresse 3 >pc 1 c’est a dire son 1°¢ diagramme de courbe
diverge a partir du diagramme de la courbe triviale vers le demi disque superieur de D,,
admet un représentant o-positif. Pour cela on suppose que le diagramme de la courbe de 3
diverge & gauche et on conclure que 8 admet un représentant o-positif.

Si le diagramme de la courbe coincide avec ey seulement et diverge apres, dans ce cas [3
admet un représentant o-libre.

Si le 1¢" diagramme de la courbe de 8 diverge & partir du diagramme de la courbe triviale
vers le demi disque inférieur a droite de D,, plus rapide que le diagramme que le diagramme

de la courbe triviale. m

Proposition 3.4.4 Pour toute tresses 31,55 € By, la relation B, < B, est vrai si et seule-

ment St Nous avons

B <cp By

Propriété S
Toute tresse de la forme So; 5~ admet un représentant o—positif.

Pour démontrer la propriété S on utilise la notion de demi twist de Dehn

Définition 3.4.3 Soit a un arc joignant deux point distinct P, () dans le plan.
Un twist de Dehn autour de v est un homéomorphisme ¢ du plan tel que ¢ = 1 a l'extérieur

d’un petit voisinage de o il retourne « et il visse un petit voisinage comme les aiguilles d’une
montre (voir figure (3.4.2 ) )

La remarque suivante nous permet de démontrer la proposition.
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Figure 3.4.2 : Demi twist de Dehn autour d’un arc «

Remarque 3.4.1 L’élément de MCG(D) a défini par un demi twist de Dehn autour du
segment e; est l'image de la tresse o; sous l'isomorphisme de B, a MCG(D).

Soit ¢ un demi tuist de Dehn autour d’un arc «, et v une courbe qui croise o transversale-
ment a un point dites R.

L’image de v sous ¢ se comporte comme suit.

Quand x va le long de v, l'image ¢ (x) aussi va le long de v jusqu’a fin future assez a R,
alors il tourne & gauche et va au point final de o en restant prés de o, en le traversant a
un point symétrique a R il retourne dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, alors il
revient dans un petit voisinage de R qui reste prés de « et finalement il continue o avancer

vers vy

Proposition 3.4.5 Pour toute tresse 3 on a

1 <cp Boi B

Preuve. Soit ¥ ’homéomorphisme de D,, qui correspond a 3, et soit « est 'arc¥ (e;).
Alors un demi twist de Dehn ¢ autour de a représente la tresse 30,3 .

Donc par definition de < l'inégalité 1 <cp Bo;3 ' suit de Iobservation précitée que
©(F) diverge a gauche de E a condition nous nous assurons que ces ¢ peuvent étre choisis
afin que p(F) est serré avec E.

Maintenant, nous pouvons supposer cet « est serré avec le diameétre principal E. Alors nous
réclamons que le demi twist de Dehn ¢ peuvent étre choisis afin qu’il n’y ait aucun petit
disque borné par E et ¢(FE).

En effet en coincidant les parties de E et ¢(E), il y a seulement croisements inévitables de
E et p(F) cela parait des croisements proches de E et o. Entre deux tels points la courbe
©(F) va parallele a a. Une petite perturbation est exigée pour que ¢(FE) devenir serré avec
Em
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La proposition (3.3.4) implique que (B, <¢p) est un groupe ordonné.
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4

Application des tresses a la

cryptographie

Le groupe des tresses fournit un cadre adapté a la cryptographie a clé publique car comme
nous ’avons vu dans le deuxiéme chapitre le probléme du mot posséde des solutions algo-

rithmiques efficaces, tandis que le probléme de conjugaison, est difficile.

4.1 Cryptographie basée sur les tresses

La sécurité des échanges de données a distance vise deux qualités complementaires, la con-
fidentialité et ’authenticité.

La confidentialité est la propriété qu’un message ne peut étre lu que par les entités qu’on
a choisies et "'authenticité est 'assurance de I'identité.

On commence ici par quelques problémes difficiles dans le groupe des tresses et qui sont

intéressants pour la cryptographie.

4.1.1 Problémes difficiles dans le groupe des tresses

On dit que x et y sont conjugués s’il existe un élément a tel que y = a.z.a™ L.

On a vu dans le chapitre 2 que le probléme de conjugaison est décidable dans le groupe
des tresses.
1-Probléme de recherche des conjuguées.

Soient (x,y) € B,, X B, tels que x,y sont conjugués.

66



4.1. Cryptographie basée sur les tresses

Objectif: Trouver a € B, tel que:

Y = ax.at

2-Généralisation du probléme de recherche des conjuguées.
V(z,y) € B, x B, 3b € B, avec m < n tels que y = b.x.b~!
Objectif: Trouver a € B,, tel que:

Yy = a.x.at

3-Probléme de décomposition des conjuguées.
V(x,y) € B, X B, , 3b € B,, avec m < n tels que y = b.z.b™1
Objectif: Trouver a,a € B, tels que:

)

Yy = a.r.a

4.1.2 Le cryptosystéme basé sur les tresses

On considére deux sous groupes LB; =< 01, ...,01_1 > et RB, =< 0141, ..., 04,1 > de B,y

ces deux sous groupes commutent ab = ba, ¥ (a,b) € LB; x RS, .

Définition 4.1.1 On dit qu’une fonction f : E — I est a sens unique lorsque, pour v € E
calculer f (x) est facile ( polynomial en la longueur de x ) et pour tout k, il existe ¢ tel que

pour toute machine de Turing probabiliste en temps polynomial M et tout x de longueur

I(x) >¢c, onaP(f(M(f(2))=f(x)<l(z)™*. On dit alors quinverser f est difficile.

Soit f: LB x B,y — By X B,y , (a,2) — (a.x.a™!,x) f est une fonction & sens unique
, car il est facile de calculer a.x.a™" & partir de la pair (a, z).
Cette fonction est basée sur le probleme de recherche des conjugués généralisée.

La sécurité du schéma d’échange de clés et du cryptosystéme a clé publique (PKC) est
basée sur la difficulté du probléme suivant:

Probleme de base: Le triplet (z,y;,y:) d’éléments de B, tel que: y; = a.x.a” ! et
yp = b.x.b™t, pour a € LB, et b € RB, .

Trouver: b.y;.b7! (= a.yp.a™ = a.b.x.a”t.b71), x doit étre suffisamment compliqué.

Exemple 4.1.1 Siz = xy.29.2 , avec x1 € LB, , x5 € RB, et z € B,y qui commute avec
LB[ et RBT
b.yl.lf1 = (a.xl.afl) (b.xg.bfl) z
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1 1

car y1 = a.x.a” ! = a.x1.a w2 done by b7t =y Ly,

Onaxr=ux129.2,x € LB , 19 € RB, et z € B,; commute avec LB; et RB, d’ou
_ -1 _ -1
Y1 = a.r.a - = a.x1.a° T2

et

Yo = bbbt =x1.bayb iz

Done b.y.b=! pourait étre calculé sans connaitre a et b.

Remarque 4.1.1 1-le probléme (3) implique le probléme de base car si y, = a.x.a  alors
agq.a = abxbta =bax.a bt =by.b! tels que a,a € LB,

2- Soit f : B, — %,

Pour éviter que l'adversaire ne puisse calculer f(a) et f(b) d’aprés f(x); f (y1) et f(y2)
on choisit f (z) = (1).

Echange des clés

On choisit une paire d’entiers ([, 7) et une tresse = € B,, compliqué
a-Alice choisit aléatoirement une tresse b € RB, et envoie y; = a.z.a~' & Bob.
b-Bob choisit aléatoirement une tresse a € LB; et envoie y, = b.z.b~! & Alice.
c-Alice recoit ¥, et calcule k = a.yp.a7 L.
d-Bob recoit y; et calcule k = b.y;.b~!

Il est suggéré dans [1] de travailler dans Bgy (I = r = 40) avec des tresses de longueur 12.

En utilisant le systéme d’échange des clés décrit ci dessus ; on construit le PKC.

Définition 4.1.2 On dit qu’une fonction h : B, — {0, 1}N est une fonction de hachage si
la probabilité de trouver h (bs) = h (by) pour by # byest négligeable.

On va maintenant construire le PKC.

Soit H : B,y — {0, 1}k une fonction de hachage idéale du groupe des tresses sur 1’espace
des messages.

1-Génération des clés:
(a) choisir une tresse x € B,; suffisamment compliquée.
(b) choisir une tresse a € LB;.

1 a la clé privée.

(c) clé publique (z,y) ou y = a.x.a”
2-Chiffrement:

Etant donné un message m € {0,1}" et la clé publique (z,y) .
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(a) choisir une tresse b € RB, aléatoirement.
(b) texte chiffré: (¢, d) ou c=b.x.b™', d= H (b.y.b~t) ®m.
3-Déchiffrement:

Etant donné un texte chiffré (c,d) et une clé privée a , calculer m = H (a.c.a™!) @ d.

Remarque 4.1.2 1- Casser le PKC est équivalent a resoudre le probléme de base (c,d) =
(b.x.b™' H (a.b.x.a”t.b7') & m).

Déchiffrer un texte chiffré revient a connaitre a.b.x.at.b=.

2- 1l est important d’utiliser une clé différente pour chaque session, puisque si la méme clé est
utilisée pour chiffrer deux messages my et my dont les textes chiffrés sont (cy,dy) et (c2,ds),

alors peut étre calculé facilement a partir de (my,dy, ds) car H (b.y.b™') = mi®dy, = my®Dds
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Conclusion générale

Nous rappelons 'objectif de notre travail est d’étudier les propriétés du groupe des tresses
B,, en focalisant notre étude sur le groupe des tresses pures P, , le groupe des commutateurs
B,, du groupe des tresses sur ce dernier on a trouvé une nouvelle présentation .

Sur le groupe des tresses , deux problémes algorithmiques ont été traités :

Le premier probléme c’est le probléme du mot dont la solution est basée sur la technique de
E.Artin . Le deuxiéme probléme est le probléme de conjugaison ot on a donné une solution
en basant sur une autre qui est la technique de F.Garside.

Parmi les problémes qui se posent sur le groupe des tresses on trouve le probléme de 'ordre
ou plusieurs facons de construction ont été présentées.

Nous avons discuter un algorithme éfficace pour décider I'ordre.

On a discuté aussi 'application des tresses a la cryptographie a clé publique puisque comme
nous ’avons vu le probléme du mot posséde une solution algorithmique efficace, tandis que

le probléme de conjugaison, est difficile.
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