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Résumé

L’objet principal de cette thèse est d’étudier l’existence et l’unicité de la solution ainsi

que la stabilisation d’une poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli. Une extrémité de

la poutre est fixée à une base en mouvement de translation, et une masse dynamique est

attachée à l’extrémité libre de la poutre. Le système, en général, produit pendant son fonc-

tionnement des vibrations indésirables. Ces vibrations sont dues à différents facteurs tels

que la non-uniformité de la matière, les grandes vitesses, les perturbations de l’environne-

ment, etc.

Afin d’atténuer ces vibrations, nous profitons de trois types d’amortissement produi-

sant : une dissipation structurelle, dissipation de type Kelvin-Voigt et une dissipation vis-

coélastique dans la poutre. Nous montrons que l’énergie du système décroit exponentiel-

lement vers zéro, quand le temps tend vers l’infini, pour une classe de noyaux assez large.

Nous considérons aussi le cas de noyaux (appelés fonctions de relaxations en théorie de

la viscoélasticité) perturbés. Les résultats obtenus s’appliquent aussi pour d’autres classes

de fonctions de relaxations. Nous avons préférer de pas s’étaler sur cet axe pour de ne pas

distraire l’attention du lecteur de notre objectif principal.

Notre travail consiste à proposer un contrôle agissant sur la base en mouvement de

translation auquel la poutre est attachée et permet au système d’atteindre son équilibre le

plus "rapidement" possible. Il s’agit donc de stabiliser une poutre viscoélastique de type

Euler-Bernoulli fixée à une base en mouvement de translation. Les résultats obtenus amé-

liorent ceux déjà publies sur ce sujet. Notre méthode est basée principalement sur la tech-

nique des multiplicateurs connue aussi sous le nom de "Méthode de l’énergie" et plusieurs

estimations appropriées.

Mots-clés : Existence et unicité de la solution ; contrôle des vibrations ; décroissance ex-

ponentielle ; poutre de type Euler-Bernoulli translationnelle ; terme mémoire ; fonction de

relaxation ; viscoélasticité.
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Abstract

The main purpose of this thesis is to study the existence and uniqueness of the solution

and the stabilization of a viscoelastic Euler-Bernoulli beam. One end of the beam is fixed to

a base in a translational motion and a tip mass is fixed at its free end. The structure is subject

to undesirable vibrations. These vibrations are due to various factors such as non uniformity

of the material, high speeds and the disturbances of the environment, etc.

To attenuate these vibrations, we profit from three types of damping, namely a structural

damping, a Kelvin-Voigt damping and a viscoelastic damping. We prove that the energy of

the system decays exponentially to zero as time goes to infinity, for a large class of kernels.

We consider also a perturbation of this class. This class is not the largest one possible. Our

arguments work for more general classes. We chose only two classes to avoid distracting the

attention of the reader from our main objectives and goals.

Our present work consists in proposing a control force acting on the base in a transla-

tional motion to which the beam is attached, and allowing the structure to reach its equili-

brium as "fast" as possible. Therefore, we stabilize a viscoelastic Euler-Bernoulli beam fixed

to a base in a translational motion. The obtained results improve those published previously

in the same subject. Our method is based on the multiplier technique which is also known

under the name "Energy Method" and several appropriate estimations.

Keywords : Existence and uniqueness of the solution ; vibration control ; exponential de-

cay ; translational Euler-Bernoulli beam ; memory term ; relaxation function ; viscoelasti-

city.
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Introduction générale

L e phénomène des vibrations apparait pratiquement dans toutes les structures méca-

niques. Plusieurs types de vibrations sont indésirables car elles ont une influence né-

faste considérable sur le fonctionnement et la durée de vie de ces structures. Elles peuvent

engendrer des fractures, cassures, mal fonctionnement, usure ou même la destruction des

structures. De plus, elles peuvent constituer un danger certain pour l’utilisateur. Les excita-

tions dynamiques causant ces vibrations, sont nombreuses. Elles proviennent, soit de l’envi-

ronnement extérieur (sol, atmosphère, eau, contacts ou chocs avec d’autres structures), soit

de dispositifs internes mobiles (machines intégrées à la structure...). Dans la plupart des sys-

tèmes mécatroniques d’aujourd’hui, un nombre d’appareils tel que les roues à réaction et à

inertie, les systèmes rotatifs et autres moteurs électriques sont essentiels pour le fonctionne-

ment et la performance du système. Toutefois, ces appareils sont des sources de vibrations

nuisibles qui peuvent influencer significativement la performance, l’efficacité et l’exacti-

tude de leurs missions d’où l’importance du contrôle de ces vibrations.

La suppression ou même la réduction de ces vibrations est un problème majeur dans les

domaines de l’ingénierie, notamment lorsque la robotique est la discipline principale. Plu-

sieurs techniques sont utilisées pour limiter ou modifier les caractéristiques des réponses

aux vibrations de ces systèmes, voir par exemple [86] et [100].

Au cours de ces dernières années, la demande sur l’optimisation des coûts et de l’éner-

gie, la demande d’une plus grande vitesse de fonctionnement et la demande de perfor-
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mance ont motivé l’utilisation des robots manipulateurs légers dans l’industrie. La haute flexi-

bilité et les poids réduits de ces robots ont conduit toutefois à un problème de contrôle sur la

trajectoire de l’extrémité. La difficulté se pose au niveau du bras du robot qui nécessite un con-

trôle technique avancé pour suivre simultanément la trajectoire désirée et supprimer les vi-

brations résiduelles au niveau du bras.

Précisons que plusieurs robots industriels, particulièrement ceux qui sont largement uti-

lisés dans la chaîne de montage dans l’industrie d’automatismes, sont de type cartésien

comme le montre la figure suivante :

FIGURE 1 – Un robot cartésien.

D’un point de vue mathématique, un robot cartésien peut être modélisé par une poutre de

type Euler-Bernoulli fixée à une base en mouvement de translation (pour plus de détails on

revoie le lecteur à la référence [33]). Ce projet de recherche se veut une proposition de so-

lution au problème des vibrations indésirables dans un robot cartésien. Donc, nous nous

proposons précisément de répondre aux questions suivantes :

Est-il possible de contrôler un robot cartésien avec des matériaux viscoélastiques ?

Dans quelles conditions peut-on réaliser une stabilité en un temps raisonnable de ce

robot ?
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0.1. Bref aperçu historique des études réalisées sur une poutre d’Euler-Bernoulli

0.1 Bref aperçu historique des études réalisées sur une poutre

d’Euler-Bernoulli

Le problème de contrôle d’une poutre de type Euler-Bernoulli a suscité l’intérêt de nom-

breux chercheurs qui sont parvenus à élaborer et à développer plusieurs méthodes de contrôle

(voir par exemple : [26, 43, 44, 51, 52]). On peut trouver plusieurs articles dans la littéra-

teur concernant le comportement asymptotique et la stabilité d’une poutre de type Euler-

Bernoulli.

0.1.1 Cas d’une poutre fixée à son extrémité

La question de la stabilité ainsi que la stabilisation frontière d’une poutre de type Euler-

Bernoulli fixée à une extrémité a été étudiée par plusieurs auteurs. On cite notamment les

travaux de : Ghen [42], Ghen et al. [14], Krall [55] et Morgül [70]. Dans [70], Morgül a examiné

les vibrations d’une poutre fixée à une extrémité comme le montre la figure suivante :

FIGURE 2 – Poutre d’Euler-Bernoulli fixée à une extrémité

où L est la longueur de la poutre et u(x, t ) est le déplacement transversal de la poutre à la

position x et à l’instant t . Le problème est décrit comme suit :

ρut t +E Iuxxxx = 0, 0 < x < L, (1)

3



0.1. Bref aperçu historique des études réalisées sur une poutre d’Euler-Bernoulli

avec les conditions aux bords 
u(0, t ) = ux(0, t ) = 0, t ≥ 0,

E Iuxxx(L, t ) = f1(t ), t ≥ 0,

−E Iuxx(L, t ) = f2(t ), t ≥ 0,

(2)

où ρ, E et I désignent, respectivement, la masse par unité de longueur, le module d’élasticité

et le moment de la section transversale de la poutre. Les fonctions f1 et f2 sont des forces de

contrôle appliquées à l’extrémité libre de la poutre. L’auteur a montré d’abord un résultat

d’existence de la solution en utilisant la théorie des semi-groupes, ensuite, sous l’action de

deux forces de contrôle suivantes :

f1(t ) = d1ut (L, t ), f2(t ) = d2uxt (L, t ), t ≥ 0,

où di , i = 1,2 sont des constantes positives, il a démontré la stabilité exponentielle du sys-

tème (1)–(2) c’est-à-dire : il existe deux constantes positives M et λ telles que

E(t ) ≤ Me−λt E(0), t ≥ 0

où E(t ) représente l’énergie classique du système (1)–(2). Plus tard, dans [50] les auteurs ont

considéré l’équation (1) dans le cas où l’extrémité libre de la poutre est contrôlée par une

seule force du contrôle f (t ) avec une perturbation harmonique et une amplitude incertaine

θ̃. Leur système s’écrit comme suit :

ut t +uxxxx = 0, 0 < x < 1,

u(0, t ) = ux(0, t ) = uxx(1, t ) = 0, t ≥ 0,

uxxx(L, t ) = f (t )− θ̃ sin t , t ≥ 0,

uout (t ) = kut (L, t ), t ≥ 0,

(3)

où uout (t ) représente le signal mesuré du système à l’instant t et k est une constante posi-

tive. Il ont mentionné que dans le cas où f (t ) = uout (t ) = ut (L, t ) et θ = 0 le système (3) est

exponentiellement stable. Toutefois, lorsque le système est soumis à une perturbation telle

que :

4



0.1. Bref aperçu historique des études réalisées sur une poutre d’Euler-Bernoulli


f (t ) = h(t )ut (1, t )+θ(t )sin t , t ≥ 0,

ht (t ) = r u2
t (1, t ), h(0) = h0 > 0, t ≥ 0, r > 0,

θt (t ) = ut (1, t )sin t , θ(0) = θ0,

(4)

les auteurs, après avoir prouvé l’existence et l’unicité de la solution, ont démontré la stabilité

asymptotique du système (3) c’est-à-dire :
lim

t−→+∞E(t ) = 0;

sup
t≥0

h(t ) <∞;

lim
t−→+∞θ(t ) = θ̃.

Dans [49], Guo a généralisé ces résultats pour le cas d’une poutre fixée à une extrémité et

l’autre extrémité est libre ou contrôlé par une force, il a considéré une poutre non uniforme

de type Euler-Bernoulli. Précisément, il a étudié le problème suivant :

ρ(x)
∂2

∂t 2
u(x, t )+ ∂2

∂x2

(
E I (x)

∂2

∂x2
u(x, t )

)
= 0, (x, t ) ∈ (0,1)×R+, (5)

avec les conditions aux bords suivantes : u(0, t ) = ux(0, t ) = uxx(1, t ) = 0 t ∈R+,

∂
∂x

(
E I (x)uxx

)
(1, t ) = kut (1, t ), t ∈R+,

(6)

où ρ(x) et E I (x) représentent, la densité de la masse et la rigidité de flexion à la position x de

la poutre, et k est une constante positive. Si ρ(x) = E I (x) = 1, alors dans ce cas là on obtient

le système (3), Lorsque ρ(x) et E I (x) ne sont pas constantes, l’auteur a démontré la stabilité

exponentielle du système (5)–(6) en présence d’une dissipation frontière visqueuse ut (1, t ).

En 2007 dans [48], B. Z. Guo et W. Guo ont étudié la stabilité exponentielle d’une poutre

de type Kirchhoff avec une force de contrôle f (t ) appliquée à l’extrémité libre de la poutre.

Ils ont considéré le problème suivant :

ut t (x, t )+uxxxx(x, t )−F

( L∫
0

u2
x(x, t )d x

)
uxx(x, t ) = 0, 0 < x < L, (7)

5



0.1. Bref aperçu historique des études réalisées sur une poutre d’Euler-Bernoulli

avec 

u(0, t ) = ux(0, t ) = uxx(L, t ) = 0, t ≥ 0,

uxxx(L, t )−F

( L∫
0

u2
x(x, t )d x

)
ux(L, t ) = f (t ), t ≥ 0,

u(x,0) = u0(x), ut (x,0) = u1(x), 0 < x < L,

uout (t ) = ut (L, t ), t ≥ 0,

(8)

où F est une fonction non négative d’une variable réelle et uout (t ) représente le signal me-

suré du système à l’instant t . Si F = 0, alors le problème (7)–(8) équivaut au problème (3).

Lorsque F 6= 0, les auteurs ont prouvé l’existence et l’unicité de la solution par la méthode

de Faedo-Galerkin et ils ont montré la stabilité exponentielle du système sous l’action du

contrôle suivant :  f (t ) = k(t )ut (L, t ), t ≥ 0,

kt (t ) = r u2
t (L, t ), k(0) = k0 > 0, t ≥ 0, r > 0.

D’autre part, le cas d’une poutre d’Euler-Bernoulli fixée à une extrémité et avec une

masse attachée à l’extrémité libre de la poutre a été étudiée par de nombreux auteurs. On

peut citer les articles de : Conrad et Morgül [16], Canbolat et al. [17], de Querioz et al. [25], Li

et al. [68]. Particulièrement, il est intéressant de prêter attention à la publication de Andrews

et al. [1] ou les auteurs ont traité la poutre d’Euler-Bernoulli fixée à une extrémité tandis que

l’autre extrémité est attachée à une masse m (voir la Figure 3 ci-dessous) avec une dissipa-

FIGURE 3 – Poutre d’Euler-Bernoulli fixée à une extrémité avec une masse attachée.
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0.1. Bref aperçu historique des études réalisées sur une poutre d’Euler-Bernoulli

tion de type Kelvin-Voigt pour la poutre, l’équation du mouvement s’écrit :

ρut t +E Iuxxxx +λut xxxx = 0, (x, t ) ∈ (0,L)× (0,T ), T > 0, (9)

avec les conditions aux limites
u(0, t ) = ux(0, t ) = 0, t ≥ 0,

E Iuxxx(L, t )+λuxxxt (L, t )−mut t (L, t )−mdut t x(L, t )−γut (L, t ) = fL(t ), t ≥ 0,

mdut t (x, t )+ (J +md 2)ut t x(x,L)+E Iuxx(x,L)+λuxxt (x,L)+dγut x(x,L) = 0, t ≥ 0
(10)

et les conditions initiales :

u(x,0) = u0(x), ut (x,0) = u0(x), x ∈ (0,L),

où λ est le coefficient de viscosité, d est la distance entre l’extrémité de la poutre et le centre

de la masse m avec un moment d’inertie J , γ est le coefficient d’amortissement visqueux et

fL est la force du contrôle appliquée à la masse m. Les auteurs, après avoir prouvé l’exis-

tence et l’unicité de la solution en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin, ont montré la

stabilité exponentielle du système en présence de la dissipation de type Kelvin-Voigt et une

dissipation frontière visqueuse avec :

fL(t ) = 0.

Cas d’une poutre viscoélastique :

La stabilisation d’une poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli a été étudiée par

plusieurs chercheurs. Nous citons ici quelques uns, dans [80] Park et Kim ont considéré

la poutre de type Euler-Bernoulli avec une dissipation viscoélastique : une extrémité de la

poutre est fixée tandis que l’autre extrémité est soumise à une force du contrôle non linéaire

f . Ils ont considéré l’équation suivante :

ut t +uxxxx −
t∫

0

k (t − s)uxxxx(s)d s + g (ut ) = 0, (x, t ) ∈ [0,L]×R+, (11)

7



0.1. Bref aperçu historique des études réalisées sur une poutre d’Euler-Bernoulli

avec les conditions aux limites

u(0, t ) = ux(0, t ) = uxx(0, t ) = uxx(L, t ) = uxxx(0, t ) = 0, ∀t > 0,

uxxx(L, t )−
t∫

0

k (t − s)uxxx(L, s)d s = f
(
u(L, t )

)
, ∀t > 0,

u(x,0) = u0(x), ut (x,0) = u1(x) 0 ≤ x ≤ L.

(12)

où g (ut ) est une dissipation. Le terme intégral dans la deuxième équation de (11) repré-

sente le terme de mémoire ou le terme de l’amortissement viscoélastique. Il est dérivé de la

relation entre la contrainte et l’historique de la déformation selon le principe de Boltzmann

(pour plus de détails voir Chapitre 1). Pour le cas k = f = 0 et g (ut ) = a(x)ut le système

(11)–(12) a été étudié par Kim dans [57] ou l’auteur, a démontré la stabilité du système en

présence de la dissipation visqueuse. Pour k 6= 0, g (ut ) 6= a(x)ut et f 6= 0, les auteurs ont

montré un résultat d’existence d’une solution en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

De même, un résultat sur le taux de décroissance uniforme a été prouvé sous l’action de

la dissipation viscoélastique, une dissipation de la forme g (ut ) et une force de contrôle f

en utilisant la technique des multiplicateurs avec certaines hypothèses sur le noyau k et les

fonctions g et f . Plus précisément, g et f sont des fonctions continûment différentiables et

vérifient : (
f (s), s

)− f (s) ≥ 0 ∀s ∈R, (13)

g (0) = 0,
(
g (r )− g (s), r − s

)≥ ρ|r − s|2 ∀s,r ∈R, (14)

pour une constante positive ρ et le noyau k vérifiant :
−c0k(t ) ≤ kt (t ) ≤−c1k(t ), ∀t ≥ t0,

|kt (t )| ≤ c2k(t ), ∀t ∈ [0, t0],

0 ≤ kt t ≤ c3k(t ), ∀t ∈ [0, t0],

(15)

pour certaines constantes ci > 0, i = 0, ...,3.

Plus tard, Park et al. dans [81] ont étudié l’équation (11) avec les conditions suivantes :

8



0.1. Bref aperçu historique des études réalisées sur une poutre d’Euler-Bernoulli



u(0, t ) = ux(0, t ) = uxx(L, t ) == 0, ∀t > 0,

uxxx(L, t )−
∫ t

0
k (t − s)uxxx(L, s)d s = f (t ), ∀t > 0,

u(x,0) = u0(x), ut (x,0) = u1(x) 0 ≤ x ≤ L.

uout (t ) = ut (L, t ),

(16)

où f (t ) est un contrôle frontière agissant sur l’exterminé libre de la poutre et uout (t ) repré-

sente le signal mesuré du système à l’instant t . En supposant que la fonction g et le noyau

k vérifient les hypothèses (14)–(15), les auteurs ont prouvé l’existence ainsi que la stabilité

exponentielle de la solution avec le contrôle frontière f (t ) suivant : f (t ) = h(t )ut (L, t ),

ht (t ) = r u2
t (L, t ), h(0) = h0 > 0, r > 0.

(17)

Un résultat similaire a été obtenu dans [56] par Kang et al. lorsque l’extrémité libre de la

poutre est contrôler par une force f (t ) avec une perturbation harmonique et une amplitude

θ avec : 
f (t ) = h(t )ut (L, t )+θ(t )sin t , t ≥ 0,

ht (t ) = r u2
t (L, t ), h(0) = h0 > 0, t ≥ 0, r > 0,

θt (t ) = ut (L, t )sin t , θ(0) = θ0.

(18)

Enfin, dans [63] Lazzari et Nibbi ont étudié le problème suivant :

ut t (x, t )+uxxxx(x, t ) = 0, (x, t ) ∈ (0,1)×R+ (19)

avec  u(0, t ) = ux(0, t ) = uxx(1, t ) = 0 t ≥ 0

uxxx(1, t ) = Γ(t ), t ≥ 0
(20)

où Γ(t ) est une force de contrôle de type viscoélastique appliquée à l’extrémité libre de la

poutre définie par :

Γ(t ) = γ0ut (1, t )+
∞∫

0

λ(s)ut (1, t − s)d s

9



0.1. Bref aperçu historique des études réalisées sur une poutre d’Euler-Bernoulli

où γ0 ∈R+ et λ est un noyau non négatif qui vérifie λ′(s) < 0, λ
′′
(s) > 0 et s ∈R+. Sous l’action

d’un contrôle frontière Γ, les auteurs ont obtenu un résultat de stabilité pour le système

(19)–(20).

0.1.2 Cas d’une poutre fixée à une base en mouvement de translation

L’une des premières études consacrée à la suppression des vibrations d’une poutre de

type Euler-Bernoulli fixée à une base en mouvement (voir la figure 4 ci-dessous) est le travail

de Zhu et al. [102]

FIGURE 4 – Poutre d’Euler-Bernoulli fixée à une base en mouvement de translation.

Dans la figure 4, u(x, t ) est le déplacement transversal de la poutre à la position x et à

l’instant t et S(t ) est le déplacement de la base. Les constantes ρ, E I et L désignent respec-

tivement la masse par unité de longueur, la rigidité en flexion et la longueur de la poutre, E

et I sont respectivement, le coefficient d’élasticité et le moment d’inertie pour la poutre. La

constante m est la masse de la base en mouvement de translation et f (t ) est une force du

contrôle agissant sur la base. En utilisant le principe de Hamilton (pour plus de détails sur

le principe de Hamilton, on renvoie le lecteur à [76]) suivant :

t1∫
t0

(
δEk (t )−δEp (t )+ f (t )δS(t )

)
d t = 0, (21)

10
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où δ est un opérateur variationnel, t0 est le temps initial, t1 est le temps final et t0 < t < t1.

Ici Ek et EP représentent l’énergie cinétique et l’énergie potentielle entre x = 0 et x = L à

l’instant t respectivement, avec :

Ek (t ) = m

2
S2

t (t )+ ρ

2

L∫
0

u2
t (x, t )d x et Ep (t ) = E I

2

L∫
0

u2
xx(x, t )d x. (22)

En substituant (22) dans (21), et par des intégrations par parties, les auteurs ont obtenu les

équations du mouvement suivantes : mSt t (t )−E Iuxxx(0, t ) = f (t ), t ≥ 0,

ρ
(
St t (t )+ut t (x, t )

)
−E Iuxxxx(x, t ) = 0, (x, t ) ∈ (0,L)×R+,

(23)

avec les conditions aux limites

u(0, t ) = S(t ), ux(0, t ) = uxx(L, t ) = uxxx(L, t ) = 0, t ≥ 0. (24)

La première équation de (23), est l’équation de la base et la deuxième, est l’équation des

vibrations transversales de la poutre. Les conditions (24) montrent que la poutre est fixée à

la base en x = 0 et l’autre extrémité est libre en x = L.

Les auteurs utilisent une stratégie de contrôle dont l’effet est de réguler le mouvement

de la base. Ils démontrent que le système (23)–(24) peut être stabilisé sans déterminer un

taux explicite de décroissance. Ensuite, le système (23)–(24) a été étudié par Ge et al. dans

[45], mais avec une masse mE attachée à l’extrémité libre de la poutre pour contrôler les

vibrations indésirables dans le système, il sont étudié le problème suivant : mSt t (t )−E Iuxxx(0, t ) = f (t ), t ≥ 0,

ρ
(
St t (t )+ut t (x, t )

)
−E Iuxxxx(x, t ) = 0, (x, t ) ∈ (0,L)×R+,

(25)

avec les conditions aux limites
u(0, t ) = S(t ), ux(0, t ) = uxx(L, t ) = 0, t ≥ 0,

uxxx(L, t ) = mE
(
St t (t )+ut t (L, t )

)
, t ≥ 0.

(26)

11



0.1. Bref aperçu historique des études réalisées sur une poutre d’Euler-Bernoulli

En utilisant la méthode directe de Lyapunov et sous l’action d’une force du contrôle :

f (t ) =−kp

[
S(t )−Sd

]
−kv St (t )−kg (t )− sg n(St )

t∫
0

|Sτ(τ)|g (τ)dτ, t ≥ 0

où kp , kv , et k sont des constantes positives, Sd est la position où la base est régulée, g est

un feedback de vibration et :

sg n(St ) =


−1, St < 0,

0, St = 0,

1, St > 0,

les auteurs ont démontré que le système (25)–(26) peut être stabilisé mais sans déterminer

un taux explicite de décroissance. Enfin, des simulations numériques ont été établies pour

vérifier les résultats théoriques. L’étude présentée dans [102] ainsi que dans [45] ont per-

mis de conclure qu’on ne peut pas éliminer les vibrations indésirables dans la poutre sans

avoir recours à des dissipations internes où externes dans la poutre. Pour faire face à ce pro-

blème, dans [46] Ge et al. ont considéré une poutre avec des matériaux piézoélectriques 1

attachés sur toute la surface extérieure de la poutre pour supprimer les vibrations indési-

rables comme le montre la figure suivante :

1. Les matériaux piézoélectriques permettent de mieux contribuer à l’optimisation des structures dont on

veut contrôler, soit la forme, soit les modes de vibrations. Ces matériaux constituent par exemple le coeur des

dispositifs d’imagerie ultra-sonore. Ils existent sous différents types parmi lesquels trois sont distingués : les

cristaux (dont le plus connu est le quartz), les polymères et les céramiques. Ces dernières possèdent un fort

coefficient de couplage et une relative facilité de production qui leur offrent un avantage certain au niveau

industriel. L’une des plus utilisées dans l’industrie des transducteurs piézoéletriques est le Titanate Zirconate

de Plomb (PZT).

Les matériaux piézoélectriques possèdent la propriété de se polariser électriquement sous l’action d’une

force mécanique (effet direct) et, réciproquement, de se déformer lorsqu’on leur applique un champ élec-

trique (effet inverse). Ces caractéristiques particulières font de ces matériaux un bon choix pour la réalisation

d’actionneurs, de capteurs, de moteurs, de transducteurs ou de transformateurs.

12



0.1. Bref aperçu historique des études réalisées sur une poutre d’Euler-Bernoulli

FIGURE 5 – Schéma d’une poutre avec matériaux piézoélectriques

où a et L désignent, respectivement, l’épaisseur et la longueur de la poutre, b est la

largeur des matériaux piézoélectriques. Les constantes c1 et c2 désignent, respectivement,

l’épaisseur de l’actionneur et du capteur piézoélectriques. En utilisant toujours le principe

de Hamilton :
t1∫

t0

(
δEc (t )−δEp (t )+δW (t )

)
d t = 0, (27)

où δW est le travail virtuel effectué par les forces extérieures avec :

δW (t ) = f (t )δS(t )+
L∫

0

bv(x, t )δDay (x, t )d x, (28)

Ec (t ) = m

2
S2

t (t )+ ρ

2

L∫
0

(
St (t )+ut (x, t )

)2
d x + mE

2

(
St (t )+ut (L, t )

)2
(29)

et

Ep (t ) =E I

2

L∫
0

u2
xx(x, t )d x + βaL

2

L∫
0

D2
ay (x, t )d x + βsL

2

L∫
0

D2
s y (x, t )d x

+haL

L∫
0

Day (x, t )uxx(x, t )d x +hsL

L∫
0

Ds y (x, t )uxx(x, t )d x.

(30)

13
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Ici v(x, t ) est le voltage appliqué à l’actionneur piézoélectrique, Day (x, t ) et Ds y (x, t ) sont

les composantes du déplacement électrique de l’actionneur piézoélectrique et du capteur

piézoélectrique. βaL et βsL sont des constantes positives caractérisant les propriétés phy-

siques de l’actionneur et du capteur piézoélectriques, respectivement. Les constantes haL

et hsL sont des paramètres de couplage par unité de longueur de l’actionneur et du capteur

piézoélectriques, respectivement. Les paramètres L, E I , E , I , ρ, m et mE sont déjà définis

dans le système (23)–(24). En substituant (28), (29) et (30) dans (27), et par des intégrations

par parties, les auteurs ont obtenu les équations du mouvement suivantes :

(
m +ρL

)
St t (t )+ρL

L∫
0

(
St t (t )+ut t (x, t )

)
d x +mE

(
St t (t )+ut t (L, t )

)
= f (t ), t ≥ 0,

ρ
(
(St t (t )+ut t (x, t )

)
+E Iuxxxx(x, t )−haL

∂2

∂x2 Day (x, t )−hsL
∂
∂x2 Ds y (x, t ) = 0,

βaLDay (x, t )+hsLuxx(x, t ) = bv(x, t ),

βsLDs y (x, t )+hsLuxx(x, t ) = 0, (x, t ) ∈ (0,L)×R+

(31)

avec les conditions aux bords
u(0, t ) = ux(0, t ) = 0,

E Iuxxx(L, t )+hal
∂
∂x DaL(L, t )+hsL

∂
∂x DsL(L, t ) = mE

(
ut t (L, t )+ S̈(t )

)
,

E Iuxx(x, t )+haLDay (L, t )+hsLDs y (L, t ) = 0, ∀t ∈ [0,∞).

(32)

La première équation de (31) représente l’équation de la base en mouvement de translation.

La deuxième, est l’équation des vibrations transversales de la poutre. La troisième désigne

le couplage statique entre l’actionneur piézoélectrique et la poutre. La dernière désigne le

couplage statique entre le capteur piézoélectrique et la poutre. Les conditions (32) indiquent

que l’extrémité de la poutre est fixée à une base en x = 0, et une masse mE est attachée à

l’extrémité libre de la poutre en x = L.

En utilisant la méthode directe de Lyapunov avec le contrôle suivant :

f (t ) =−kpr m
(
S(t )−Sd (t )

)
−kde m

∂

∂t

(
S(t )−Sd (t )

)
+m

∂2

∂t 2
Sd (t ), t ≥ 0,

et le voltage :

v(x, t ) = βaL

bhaL

[
−c0

∂2u(x, t )

∂x2
− ρ

2

∂2

∂t 2
S(t )x2 +ρkpw

x∫
0

σ∫
0

u(x, t )dσd x

14
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+ρKd w

x∫
0

σ∫
0

∂u(x, t )

∂t
dσd x

]
, x ∈ (0,L),

où kpe , kde , kpw et kd w sont des constantes positives et Sd (t ) est le déplacement souhaité

pour la base en mouvement de translation. Les auteurs ont montré que le voltage appliqué

à l’actionneur piézoélectrique permet la suppression des vibrations dans la poutre ainsi que

le système (31)–(32) peut être stabilisé mais toujours sans déterminer un taux explicite de

décroissance.

Plus tard, dans [30], Dadfarnia et al. ont traité le même système dans [46] en ajoutant

deux dissipations internes dans la poutre pour stabiliser le système. Particulièrement, il

ont considéré une dissipation visqueuse et une dissipation structurelle (le lecteur pourra

consulter la référence [11] pour plus de détails sur les deux dissipations) mais les matériaux

piézoélectriques sont attachés sur une petite partie de la surface extérieure de la poutre, et

par le principe de Hamilton, ils ont obtenu le système d’équations suivantes :
mSt t (t )+

∫ L

0
ρ
(
St t (t )+ut t (x, t )

)
d x +mE

(
St t (t )+ut t (L, t )

)
= f (t ), t ≥ 0,

ρ
(
St t (t )+ut t (x, t )

)
+E Iuxxxx(x, t )+But (x, t )+Cuxt (x, t )

= ∂2

∂x2

(
Mp0 v(t )G(x)

)
+But (0, t ), ∀(x, t ) ∈ (0,L)× [0,∞),

(33)

avec les conditions aux bords u(0, t ) = ux(0, t ) = uxx(L, t ) = 0, t ≥ 0

E Iuxxx(L, t ) = mE

(
ut t (L, t )+St t (t )

)
, t ≥ 0

(34)

où Mp0 , B , C et v(t ) désignent, respectivement, une constante, le coefficient de l’amortisse-

ment visqueux, le coefficient de l’amortissement structurel, le voltage appliqué à l’action-

neur piézoélectrique et

G(x) = H(x − l1)−H(x − l2)

où l1 et l2 représente la position de départ et la position finale de l’actionneur piézoélec-

trique attaché sur la poutre et H est la fonction de Heaviside. En utilisant la méthode directe

de Lyapunov, ils ont prouvé que la solution décroit exponentiellement vers l’état d’équilibre
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a condition que :

f (t ) =−
(
mβ0 −BL−C

)
St (t )−Kr

(
ut (0, t )+β0

(
S(t )−Sd

))−Kp
(
S(t )−Sd

)
, t ≥ 0

et

v(t ) = Kv

MP0

[
β0

(
ux(l2, t )−ux(l1, t )

)+uxt (l2, t )−uxt (l1, t )
]

, t ≥ 0

où Kr , Kp et Kv sont des constantes positives. Enfin, ce résultat a été amélioré en 2004 par

Dadfarnia et al. [31], où les auteurs ont remplacé la dissipation externe (les matériaux pié-

zoélectrique ) par une dissipation interne notamment une dissipation de type Kelvin-Voigt

(voir [11] pour plus de détails sur l’aspect physique) pour la poutre avec une masse mE dy-

namique attachée à l’extrémité de la poutre. Leur système s’écrit sous la forme :

mSt t (t )+ρ
L∫

0

(
St t (t )+ut t (x, t )

)
d x +mE

(
St t (t )+ut t (L, t )

)
= f (t ), t ≥ 0,

ρ
(
St t (t )+ut t (x, t )

)
+E Iuxxxx(x, t )+But (x, t )+Cuxt (x, t )

+Duxxxxt (x, t ) = 0, ∀(x, t ) ∈ (0,L)× [0,∞),

(35)

avec les conditions aux limites
u(0, t ) = ux(0, t ) = 0, t ≥ 0,

Duxxxt (L, t )+E Iuxxx(L, t ) = mE

(
ut t (L, t )+St t (t )

)
, t ≥ 0,

Duxxt (L, t )+E Iuxx(L, t ) =−Juxt t (L, t ), t ≥ 0

(36)

où D est le coefficient de l’amortissement Kelvin-Voigt et J est le moment d’inertie de la

masse mE . Les auteurs ont démontré qu’il est impossible de stabiliser le système (35)–(36)

exponentiellement sans avoir recours aux trois dissipations internes (visqueuse, structurelle

et Kelvin-Voigt) avec un contrôle frontière :

f (t ) =
(
BL+C −mβ0

)
St (t )−Kr

(
St (t )+β0St (t )

)
−Kp S(t ), t ≥ 0

oùβ0, Kr , Kp sont des constantes positives. Des résultats numériques ont été présentés pour

prouver l’efficacité du contrôle force ainsi que des différentes types de dissipations dans la

poutre.
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0.2. But du travail

A notre connaissance, la stabilisation d’une poutre de type Euler-Bernoulli fixée à une

base en mouvement de translation par une dissipation viscoélastique n’a pas été abordée.

Notre travail consiste a stabilisé ce type de structure en considérant des matériaux visco-

élastiques. Il est bien connu que les matériaux viscoélastiques produisent une dissipation

beaucoup plus faible que la dissipation frictionnelle ou du type Kelvin-Voigt. Du point de

vue mathématique, c’est le terme mémoire suivant qui est responsable de cette dissipation

t∫
0

g (t − s)uxxxx(s)d s.

Ce terme mémoire tient compte de toute la préhistoire du matériel à travers un noyau appelé

fonction de relaxation en théorie de viscoélasticité.

0.2 But du travail

Notre objectif est l’étude de l’existence et l’unicité de la solution ainsi que la stabilisa-

tion exponentielle d’une poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli. Cette étude portera

précisément sur le cas d’une poutre dont l’une des extrémités est fixée à une base en mou-

vement de translation tandis que l’autre extrémité est attachée à une masse dynamique

comme le montre la figure suivante :

FIGURE 6 – Poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli fixée à une base en mouvement de transla-

tion.
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0.2. But du travail

Si nous considérons deux types d’amortissement pour la poutre produisent une dissi-

pation structurelle et une dissipation Kelvin-Voigt et en utilisant le principe de Hamilton

généralisé (voir [76])

δ

t1∫
t0

[
Ek (t )−Ep (t )+W (t )

]
d t = 0 (37)

où δ est un opérateur variationnel, t0 est le temps initial, t1 est le temps final et t0 < t < t1, Ek

et EP représentent l’énergie cinétique et l’énergie potentielle entre x = 0 et x = L à l’instant

t respectivement, avec :

2Ek (t ) = mṠ2(t )+ρ
L∫

0

[
Ṡ(t )+ut (x, t )

]2
d x +mE

[
Ṡ(t )+ut (L, t )

]2 + Ju2
xt (L, t ), (38)

et

Ep (t ) = E I

2

L∫
0

[
uxx(x, t )

]2
d x, (39)

où les fonctions S et u désignent, respectivement, le déplacement de la base en mouvement

de translation, le déplacement transversal de la poutre par rapport à la base. Les coefficients

ρ, E et I sont des constantes positives caractérisant les propriétés élastiques des matériaux.

Physiquement, ρ est la densité linéaire, E est le coefficient d’élasticité et I est le moment

d’inertie. Les constantes L, m et mE représentent la longueur de la poutre, la masse de la

base en mouvement de translation et la masse avec moment d’inertie J attachée à l’extré-

mité libre de la poutre, respectivement.

Le travail total virtuel effectué par les forces extérieures est donné par

δW (t ) =δW f +δWC +δWD

= f (t )δS(t )−C

L∫
0

uxt (x, t )δu(x, t )d x −D

L∫
0

uxxxxt (x, t )δu(x, t )d x

+Duxxxt (L, t )δu(L, t )−Duxxt (L, t )δux(L, t ),

(40)

où W f est le travail effectué par la force extérieure f (t ) agissant sur la base, WC est le tra-

vail effectué par l’amortissement structurel et WD est le travail effectué par l’amortisse-

ment Kelvin-Voigt. Les constantes C et D sont des coefficients d’amortissement structurel
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0.2. But du travail

et d’amortissement Kelvin-Voigt de la poutre, respectivement. En appliquent l’opérateur va-

riationnel, les conditions suivantes

δS(t0) = δS(t1) = 0,

δu(x, t0) = δu(x, t1) = 0, x ∈ [0,L],

δux(L, t0) = δux(L, t1) = 0,

δux(0, t ) = 0,

δu(0, t ) = 0,

et par des intégrations par parties, on obtient

−
t1∫

t0

{
mS̈(t )+ρ

L∫
0

[
S̈(t )+ut t (x, t )

]
d x +mE

[
S̈(t )+ut t (L, t )

]− f (t )

}
δS(t )d t

−
t1∫

t0

L∫
0

{
ρ
[
S̈(t )+ut t (x, t )

]+E Iuxxxx(x, t )+Cuxt (x, t )+Duxxxxt (x, t )

}
δu(x, t )d xd t

+
t1∫

t0

{
E Iuxxx(x, t )δu(x, t )

∣∣∣∣L

0
+

[
Duxxxt (x,L)−mE

(
ut t (L, t )+ S̈(t )

)]
δu(L, t )

}
d t

−
t1∫

t0

[
E Iuxx(x, t )δux(x, t )

∣∣∣∣L

0
+

(
Duxxt (x,L)+ Juxt t (L, t )

)
δux(L, t )

]
d t = 0.

Alors, le système est modélisé par les équations suivantes :
mS̈(t )+ρ

L∫
0

[
S̈(t )+ut t (x, t )

]
d x +mE

[
S̈(t )+ut t (L, t )

]= f (t ), t ≥ 0,

ρ
[
S̈(t )+ut t (x, t )

]+E Iuxxxx(x, t )+Cuxt (x, t )+Duxxxxt (x, t ) = 0, ∀(x, t ) ∈ (0,L)× [0,∞),
(41)

avec les conditions aux limites et les conditions initiales

u(0, t ) = ux(0, t ) = 0,

Duxxxt (L, t )+E Iuxxx(L, t ) = mE
[
ut t (L, t )+ S̈(t )

]
,

Duxxt (L, t )+E Iuxx(L, t ) =−Juxt t (L, t ), ∀t ∈ [0,∞),

u(x,0) = u0(x), ut (x,0) = u1(x), S(0) = S0, Ṡ(0) = S1, x ∈ (0,L).

(42)
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0.2. But du travail

Dans le cas, la poutre est fabriquée par des matériaux viscoélastiques, alors en utilisant

la relation entre les contraintes et les déformations suivante :

σ(t ) = Eε(t )−E

t∫
0

g (t − s)ε(s)d s

où σ(t ) c’est la contrainte, ε(t ) c’est la déformation, E et le module de Young et la fonc-

tion g (t ) c’est une fonction de relaxation, les équations du système dans ce cas là s’écrivent

comme suit (voir [8, 9]) :

mSt t (t )+
L∫

0

ρ
(
St t (t )+ut t (x, t )

)
d x +mE

(
St t (t )+ut t (L, t )

)
= f (t ), t ≥ 0,

ρ
(
St t (t )+ut t (x, t )

)
+E Iuxxxx(x, t )−E I

t∫
0

g (t − s)uxxxx(s)d s

+Cuxt (x, t )+Duxxxxt (x, t ) = 0, ∀(x, t ) ∈ (0,L)× [0,∞),

(43)

avec des conditions aux bords

u(0, t ) = ux(0, t ) = 0,

Duxxxt (L, t )+E Iuxxx(L, t )−E I

t∫
0

g (t − s)uxxx(L, s)d s = mE

(
ut t (L, t )+St t (t )

)
,

Duxxt (L, t )+E Iuxx(L, t )−E I

t∫
0

g (t − s)uxx(L, s)d s =−Juxt t (L, t ), ∀t ∈ [0,∞),

(44)

et les conditions initiales

u(x,0) = u0(x), ut (x,0) = u1(x), S(0) = S0, St (0) = S1, x ∈ (0,L)

Le terme intégral dans la deuxième équation de (43) exprime le fait que les contraintes

dépendent à tout moment, non seulement de la valeur instantanée, mais de toute l’histoire

passée des contraintes que le matériau a subi.

Dans notre travail, nous supposons que le noyau g vérifie les mêmes hypothèses que

celles dans [88] c’est à dire :

0 < g ′(t )+µg (t ) ≤ ξ(t ), p.p. t ≥ 0
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0.3. Organisation de la thèse

pour une constante positive µ et une fonction non négative ξ(t ). Une question naturelle

se pose dans le contexte du problème viscoélastique avec des conditions de bords dyna-

miques : est-il possible de stabiliser le système en considérant les trois types d’amortisse-

ments (Kelvin-Voigt, structurel et viscoélastique) et sous quelles conditions ?. L’objectif de

ce travail est de répondre à cette question. On montre que ces trois types d’amortissements

sont assez forts pour assurer la stabilisation de tout le système sous l’action d’un contrôle

f (t ) agissant sur la base en mouvement de translation. C’est un problème délicat car nous

considérons une dissipation plus faible que les dissipation utilises jusque là en plus du fait

que les conditions aux bords sont dynamiques au lieu de conditions statiques. Les condi-

tions aux bords dynamiques donnent lieu à de nouveaux termes dans l’expression de l’éner-

gie dont les dérivées ne sont pas faciles à contrôler.

0.3 Organisation de la thèse

Le reste de cette thèse est organisé comme suit :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre nous présentons des rappels sur les propriétés des ma-

tériaux viscoélastiques et leur rôle dans l’atténuation des vibrations dans les systèmes mé-

caniques ainsi que des rappels d’analyse fonctionnelle qui seront utilisés dans notre tra-

vail. En particulier, nous donnons quelques résultats fondamentaux concernant les espaces

fonctionnels et les théorèmes d’existence pour certains problèmes d’évolution.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous démontrons un résultat d’existence et d’unicité de la

solution pour une poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli fixée à une base en mouve-

ment de translation avec des conditions aux bords dynamiques en utilisant la méthode de

Faedo-Galerkin.

Chapitre 3 : Dans cette partie, nous présentons notre première contribution concernant

la stabilisation d’une poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli fixée à une base en mou-

vement de translation. Le contenu de ce chapitre a fait l’objet d’une publication parut dans

la revue Mathematical Methods in the Applied Sciences intitulée :
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0.3. Organisation de la thèse

Control of a viscoelastic translational Euler-Bernoulli beam, 40(1) :237–254.

DOI : 10.1002/mma.3985, 2016.

Conclusion et perspectives : Ce chapitre a pour but d’ évaluer les résultats obtenus

et de présenter quelques perspectives pour améliorer les résultats obtenus et d’introduire

d’autres problèmes ouverts dans lesquels s’inscrit notre travail.
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Chapitre 1
Rappels généraux et définitions sur les

matériaux viscoélastiques et rappels de

notions d’analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour la bonne compréhen-

sion de cette thèse, il est partagé en deux sections. La première section comporte un bref

rappel sur les matériaux viscoélastiques. La deuxième section est consacrée à la présenta-

tion de quelques notions de base essentielles de la théorie d’analyse fonctionnelle.

1.1 Rappels sur les matériaux viscoélastiques

Cette section présente les notions de base liées à la viscoélasticité linéaire. Après l’in-

troduction des principes physiques qui induisent ce type de comportement dissipatif du

matériau, nous présentons l’approche par des modèles simples qui peuvent décrire le com-

portement de ces matériaux.



1.1. Rappels sur les matériaux viscoélastiques

1.1.1 Introduction

Les matériaux viscoélastiques ont des applications dans tous les domaines de l’ingénie-

rie et des systèmes mécaniques, de l’électroménager au spatial en passant par l’automobile,

l’aéronautique ou le génie civil.

Les propriétés amortissantes optimales de ce type de matériau sont très largement uti-

lisées dans les applications industrielles pour répondre à des problématiques de réduction

et de contrôle du bruit et des vibrations, voir par exemple [78] et [84].

Ces matériaux ont la possibilité d’absorber les vibrations et de forcer ces systèmes à at-

teindre leur équilibre vers le repos dans un temps raisonnable. Dans le cadre de notre étude,

nous nous intéressons aux phénomènes viscoélastiques qui régissent le comportement dy-

namique du matériau et donc le comportement vibratoire des structures. De nombreux ré-

sultats ont été établis dans ce domaine, on cite notamment les travaux de : Djebabla et Ta-

tar [53, 33, 34] , Dafermos [36], Tatar [92–96], Kelleche et al. [59], Ammar-Khodja et al. [5] et

Messaoudi et Mustafa [74].

1.1.2 Définition de la viscoelasticité

Un matériau viscoélastique se caractérise par le fait qu’il possède à la fois un comporte-

ment visqueux et élastique. L’élasticité se traduit par la conservation et restitution de l’éner-

gie après déformation. La viscosité se traduit par la dissipation de l’énergie. Les polymères

representent un bon exemple de matériaux qui ont un comportement viscoélastique.

1.1.3 Loi de Hooke

Pour une pièce de matériau ayant une surface de section transversale A, et une longueur

initiale l0, soumise à une force F (de traction/compression), la réponse correspondante est

donnée par le déplacement ∆l . Le modèle de déformation le plus simple est la traction (éti-

rement) ou la compression. Pour les petites déformations, la variation de la longueur ∆l est
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1.1. Rappels sur les matériaux viscoélastiques

proportionnelle à la force F

F = k ×∆l

où k est la raideur de la pièce. Le rapport de la force F par l’aire S de la section droite de la

pièce s’appelle “contrainte”. La contrainte est donc une grandeur homogène qui s’exprime

par

σ= F

S
.

Le rapport de l’allongement ∆l par la longueur initiale l0 s’appelle “déformation”ou allon-

gement relatif

ε= ∆l

l0
.

On distingue les cas suivants

Matériau élastique : toute l’énergie stockée au cours du chargement de la force F est

retournée une fois la force enlevée. Dans ce cas la loi de Hooke s’exprime alors sous la forme

σ= E ×ε

où E est le module de Young ou module d’élasticité, qui est une caractéristique du matériau ;

c’est l’équivalent en mécanique des milieux continus de la raideur d’un ressort.

Matériau visqueux : ce type de matériau ne renvoie aucune partie de l’énergie stockée

au cours du chargement. Toute l’énergie est perdue sous forme d’ "amortissement pur" une

fois la charge enlevée. Dans ce cas, la contrainte est proportionnelle à la vitesse de la dé-

formation, et le rapport de la contrainte par la vitesse de déformation est connue comme

"viscosité".

1.1.4 Viscoélasticité linéaire (voir [12, 15])

La viscoélasticité linéaire se caractérise par le comportement élastique et dissipatif d’un

matériau pour les petites déformations. En mécanique des structures, c’est le niveau ma-

croscopique qui est retenu. Cependant, quelques éléments d’une approche à une échelle
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inférieure (ici moléculaire) permettent de comprendre le phénomène physique de dissipa-

tion dans ces matériaux, ce qui permet de déterminer ou d’expliquer l’influence de certains

facteurs à prendre en compte.

D’un point de vue moléculaire, quand un effort est appliqué sur un matériau viscoélas-

tique, par exemple pour un polymère, deux mécanismes atomiques interviennent. Les liai-

sons atomiques changent de longueur et d’angle. Les atomes sont alors déplacés à de nou-

velles positions, avec une augmentation de l’énergie interne de façon extrêmement rapide.

L’une des caractéristiques des matériaux viscoélastiques c’est que leurs propriétés sont

influencées par de nombreux paramètres. Ils peuvent inclure : la fréquence, la tempéra-

ture, la vitesse de déformation dynamique, précharge statique, les effets du temps comme

le fluage et la relaxation, le vieillissement, etc.

1.1.5 Principe de superposition de Boltzmann

Le fluage et la relaxation de contraintes sont deux méthodes couramment utilisées pour

déterminer l’évolution du module de relaxation en traction ou en cisaillement d’un poly-

mère dans le domaine temporel.

Pour un essai de fluage, une sollicitation uniaxiale en contrainte est imposée à l’instant

t0 à une éprouvette de polymère initialement non chargée, puis maintenue constante. On

remarque sur la figure 1.1 que la réponse uniaxiale correspondante est constituée d’une

partie instantanée (ε(t0) 6= 0) et d’une partie différée (augmentation de la déformation).

FIGURE 1.1 – Courbe caractéristique de fluage.
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La déformation ε(t ) en fonction du temps rapportée à la contrainte imposée σ0 (suppo-

sée constante) permet de définir la complaisance de fluage :

J (t ) = ε(t )

σ0
.

Réciproquement, un essai de relaxation de contrainte consiste à imposer une déformation

uniaxiale maintenue constante à l’éprouvette de polymère initialement non déformée, et à

mesurer la contrainte résultante.

FIGURE 1.2 – Courbe caractéristique de relaxation de contrainte.

De la même manière que pour un essai de fluage, la réponse est constituée d’une par-

tie instantanée (σ(t0) 6= 0) et d’une partie différée (diminution de la contrainte). Le rapport

entre la contrainte mesurée σ(t ) et la déformation appliquée à l’éprouvette ε0 donne accès

au module de relaxation :

E(t ) = σ(t )

ε0
.

La complaisance de fluage et le module de relaxation sont reliés par la relation suivante :

t∫
0

J (t −τ)E(τ)dτ= t .

Dans le cadre de la viscoélasticité linéaire, le module de relaxation et la complaisance de

fluage mesurés sont indépendants de l’amplitude du chargement. De plus, le principe de

superposition de Boltzmann s’applique : la superposition des sollicitations implique la su-

perposition analogue des réponses. Ainsi, la réponse d’un matériau viscoélastique dépend
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de l’histoire de chargement. Cet effet de mémoire est transcrit dans la loi de comportement :

σ(t ) =
t∫

−∞
E(t −τ)

∂ε(τ)

∂τ
dτ,

où σ(t ) et ε(t ) correspondent aux évolutions temporelles de la contrainte et de la déforma-

tion. En supposant que la déformation est nulle avant l’application du chargement à t = 0,

la loi de comportement devient :

σ(t ) = E(t )ε(0)+
t∫

0

E(t −τ)
∂ε(τ)

∂τ
dτ. (1.1)

La fonction E(t ) représente une propriété mécanique du matériau qu’on appelle la "fonc-

tion de relaxation". La formule (1.1) s’appelle le principe de Boltzmann.

1.1.6 Modèles élémentaires pour la viscoélasticité linéaire

Les modèles rhéologiques utilisés en viscoélasticité linéaire sont constitués à partir des

deux modèles élémentaires (voir [54]) représentés sur les figures suivantes :

FIGURE 1.3 – Modèles élémentaires pour la viscoélasticité linéaire

Les modèles rhéologiques sont des éléments qui permettent de représenter les compor-

tements mécaniques de base. Deux comportements nous intéressent :

1. l’élasticité avec un ressort (figure 1.3 (a)) dont la raideur k correspond au coefficient

de proportionnalité entre la contrainte et la déformation uniaxiales : σ= kε
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2. la viscosité avec un amortisseur (figure 1.3 (b)) dont le paramètre η correspond au

coefficient de proportionnalité entre la contrainte et le taux de déformation uniaxiale : σ=
ηε̇.

La plupart des modèles viscoélastiques sont construits à partir de ces modèles élémen-

taires, en assemblant des ressorts et des amortisseurs en série ou en parallèle. Les modèles

rhéologiques les plus simples sont :

Modèle de Kelvin-Voigt

Le modèle de Kelvin-Voigt, aussi appelé modèle d’amortisseur visqueux, consiste à as-

sembler en parallèle un ressort et un amortisseur (voir [54]) comme le montre la figure sui-

vante :

FIGURE 1.4 – Modèle de Kelvin-Voigt

On note σ1 et ε1 la contrainte et la déformation dans le ressort, et σ2, ε2 la contrainte et

la déformation dans l’amortisseur. En écrivant le loi de comportement de chaque élément,

on obtient :  σ1 = kε1,

σ2 = ηε̇2

(1.2)

Lorsque deux éléments sont assemblés en parallèle, ils sont soumis à la même déformation ε

et la contrainte totale σ est égale à la somme des contraintes induites dans chaque élément,

ce qui conduit à :  ε= ε1 = ε2,

σ=σ1 =σ2.
(1.3)
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La loi de comportement associée au modèle de Kelvin-Voigt est obtenue en combinant les

équations (1.2) et (1.3) :

σ= kε+ηε̇.

Modèle de Maxwell

Le modèle de Maxwell est composé d’un ressort et d’un amortisseur en série (voir [54])

comme le montre la figure suivante :

FIGURE 1.5 – Modèle de Maxwell.

Lorsque deux éléments sont en série, la déformation totale est donnée par la somme de

chacune des déformations, et la même contrainte σ s’applique aux deux éléments, d’où : σ=σ1 =σ2

ε= ε1 +ε2

(1.4)

La combinaison des équations (1.2) et (1.4) conduit à la loi de comportement suivante pour

le modèle de Maxwell :

kσ+ησ̇= ηkε̇.

1.2 Rappels d’analyse fonctionnelle

Cette section vise à présenter quelques notions essentielles d’analyse fonctionnelle ainsi

que certains résultats concernant les espaces Lp , les espaces de Sobolev et des théorèmes

d’existence pour des problèmes d’évolution qui seront utilisées par la suite.
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1.2.1 Topologie faible et topologie faible*

Topologie faible

Soit X un espace de Banach muni de la norme ‖ ‖X et soit X ∗ son espace dual (l’espace

des formes linéaires continues sur X ).

Notation 1.2.1 Le crochet de dualité est la forme bilinéaire définie par

<,> : X ∗ ×X −→R

( f , x) −→< f , x >= f (x).

Définition 1.2.1 La topologie faible sur X notée σ(X , X ∗) est la topologie la moins fine sur X

rendant continues toutes les formes linéaires sur X ∗.

Un système fondamental de voisinage de la topologie σ(X , X ∗) en un point x0 ∈ X est

donnée par

V x0
ε, I =

{
x ∈ X : | fi (x −x0)| < ε

}
où |.| désigne la valeur absolue, ε et I fini, fi ∈ X ∗.

Définition 1.2.2 On dit qu’une suite (xn)n de X converge faiblement vers x ∈ X si pour tout

f ∈ X ∗, on a

lim
n−→∞ f (xn) = f (x).

On note cette convergence par xn * x.

On parle de convergence forte quand on a convergence en norme

lim
n−→∞‖xn −x‖X = 0,

et on note xn −→ x.
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Proposition 1.2.1 (Voir [7]) Soit (xn)n une suite de X . On a les propriètés suivantes

1. Si xn → x, alors xn * x.

2. Si xn * x, alors ‖ xn ‖X est bornée et ‖ x ‖X ≤ lim
n−→+∞ inf‖ xn ‖X .

3. Si xn * x, dans X , et si fn → f dans X ∗ alors fn(xn)* f (x) dans R.

Théorème 1.2.1 (Voir [7]) Dans un espace vectoriel normé, toute suite faiblement conver-

gente est bornée.

Topologie faible∗

Soit E un espace de Banach

Définition 1.2.3 La topologie faible∗ sur E∗, notée σ(E∗,E) est la topologie la moins fine sur

E∗rendant continues toutes les applications pour tout x ∈ E . Un système fondamental de voi-

sinage de la topologie σ(E∗,E) en un point f0 ∈ E∗ est donné par

V f0
ε,I =

{
f ∈ E∗ :

∣∣ f (xi )− f0(xi )
∣∣< ε, ∀i ∈ I

}
où |.| désigne la valeur absolue, ε> 0, I fini, xi ∈ E .

On note "une suite
(

fn
)

n qui converge vers f pour la topologie σ(E∗,E)" par fn
∗
* f .

Proposition 1.2.2 Soit
(

fn
)

n une suite dans ou de E∗. On a les propriétés suivantes :

1. Si fn
∗
* f pour σ(E∗,E) est équivalente à fn(xn) → f (x) dans R, ∀x ∈ E .

2. Si fn → f alors fn * f pour σ(E∗,E∗∗),

si fn * f pour σ(E∗,E∗∗) alors fn
∗
* f pour σ(E∗,E).

3. Si fn
∗
* f pour σ(E∗,E) alors

∥∥ fn
∥∥ est bornée dans E∗ et

∥∥ f
∥∥≤ liminf

∥∥ fn
∥∥ .

4. Si fn
∗
* f pour σ(E∗,E) et xn → x dans E alors fn(xn) → f (x) dans R.

Démonstration. Voir [7].
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1.2.2 Les espaces C k(Ω)

Soient m un entier positif etΩ un intervalle de R défini par

Ω=]0,L[, L > 0

On notera par :

C (Ω) l’espace des fonctions continues de Ω à valeurs dans R,(
C (Ω)

)m l’espace des fonctions continues de Ω à valeurs dans Rm ,

Cb(Ω) l’espace des fonctions continues sur Ω, on le munit de la norme

‖u‖∞ = sup
x∈Ω

|u(x)|.

Pour k ≥ 1, k ∈N, on définit alors :

C k (Ω) l’espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée d’ordre k est

continue sur Ω,

C k
c (Ω) est l’espace des fonctions de C k (Ω) dont le support est compact et inclus dans Ω,

C∞
0 (Ω) est l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à supports compacts qu’on

appelle espace des fonctions test.

1.2.3 Espace réflexif

Définition 1.2.4 Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E dans E∗∗

(bidual de E). On dit que E est réflexif si J (E) = E∗∗.

Lorsque E est réflexif, on identifie implicitement E et E∗∗ (à l’aide de l’isomorphisme J).

1.2.4 Espace séparable

Définition 1.2.5 On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe un sous-ensemble D ⊂
E dénombrable et dense.

Théorème 1.2.2 Soit E un espace de Banach réflexif et soit (xn)n une suite bornée dans E .

Alors il existe une sous-suite extraite
(
xnk

)
qui converge pour la topologie σ(E ,E∗).
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Démonstration. Voir [7].

1.2.5 Espaces Lp(Ω) : 1 ≤ p <∞

On désigne par L1(Ω) l’espace des classes des fonctions intégrables sur Ω à valeurs dans

R.

L’espace vectoriel L1(Ω) devient un espace complet muni de la norme :

‖u‖L1(Ω) =
∫
Ω

|u(x)|d x.

Si p ∈R avec 1 ≤ p <∞, on définit l’espace des classes de fonctions Lp (Ω) par :

Lp (Ω) =
{

u :Ω−→R, u mesurable et
∫
Ω

|u(x)|p d x <∞
}

.

On munit cet espace vectoriel de la norme

‖u‖Lp (Ω) =
∫
Ω

|u(x)|p d x

 1
p

qui le rend complet.

Si p =∞, on définit :

L∞(Ω) =
{

u : ∃C > 0, telle que u est mesurable et |u(x)| <C

}
.

Cet espace vectoriel est complet pour la norme :

‖u‖L∞(Ω) = inf
{

M > 0, |u(x)| ≤ M p.p. surΩ
}

.

Remarque 1.2.2 L’espace L2(Ω) muni du produit scalaire

(u, v) =
∫
Ω

uvd x, u, v ∈ L2(Ω)

est un espace de Hilbert et l’espace L∞(Ω) est un espace de Banach.

Proposition 1.2.3 1) Lp (Ω) est réflexif pour 1 < p <∞.

2) Lp (Ω) est séparable pour 1 ≤ p <∞.

Démonstration. Voir [7].
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1.2.6 Espaces de Sobolev

Définition 1.2.6 (Dérivée faible) On dit que u est dérivable au sens faible dans L2(Ω), s’il

existe une fonction w ∈ L2(Ω), telle que ∀v ∈C∞
0 (Ω) on ait∫

Ω

u(x)
d v(x)

d x
d x =−

∫
Ω

v(x)w(x)d x. (1.5)

Cela revient à dire que du(x)
d x = w(x) au sens des distributions.

Espace W 1,p (Ω)

Soit 1 ≤ p ≤∞. On définit l’espace vectoriel W 1,p (Ω) par :

W 1,p (Ω) =
{

u ∈ Lp (Ω), tel que :
du(x)

d x
∈ Lp (Ω)

}
.

L’espace W 1,p (Ω) muni de la norme

‖u‖W 1,p (Ω) = ‖u‖Lp (Ω) +
∥∥∥∥du(x)

d x

∥∥∥∥
Lp (Ω)

est un espace de Banach. On pose

H 1(Ω) =W 1,2(Ω).

Espaces W m,p (Ω)

Pour m ≥ 2, 1 ≤ p ≤∞, on définit W m,p (Ω) par :

W m,p (Ω) =
{

u ∈W m−1,p (Ω), tel que
d k u

d xk
∈ Lp (Ω), k ≤ m

}
où k ∈ N et d k u

d xk est la dérivée faible d’ordre k de u au sens de la définition (1.2.6). C’est un

espace de Banach muni de la norme :

‖u‖W m,p (Ω) = ‖u‖Lp (Ω) +
∑

k≤m

∥∥∥∥d k u

d xk

∥∥∥∥
Lp (Ω)

.

On pose

H m(Ω) =W m,2(Ω).
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Remarque 1.2.3 Les espaces H m(Ω), sont des espaces de Hilbert muni du produit scalaire

(u, v)H m (Ω) = (u, v)L2(Ω) +
∑

k≤m

(
d k u

d xk
,

d k v

d xk

)
L2(Ω)

, u, v ∈ H m(Ω).

1.2.7 Espaces de fonctions à valeurs vectorielles

Définition 1.2.7 Soient 1 ≤ p <∞ et X un espace de Banach, si p est fini on définit Lp (0,T ; X )

par :

Lp(
0,T ; X

)= {
u : [0,T ] → X mesurable, telle que

T∫
0

‖u‖p
X d t <∞

}
où [0,T ] est un intervalle de R. On munit cet espace de la norme :

‖u‖Lp (0,T ;X ) =
 T∫

0

‖u‖p
X d t


1
p

Si p est infini, alors on définit

L∞(
0,T ; X

)= {
u : ]0,T [ → X mesurable, telle que sup

t∈[0,T ]
ess‖u‖X <∞

}
.

On le munit de la norme

‖u‖L∞(0,T ;X ) = sup
t∈[0,T ]

ess‖u(t )‖X .

Théorème 1.2.3 Les espaces Lp
(
0,T ; X

)
munis des normes précédentes sont des espaces de

Banach pour p ∈ [0,∞].

Démonstration. Voir [83].

On peut, comme dans le cas d’une fonction réelle définir la dérivée au sens classique ou

au sens généralisé d’une fonction à valeurs vectorielles.

Définition 1.2.8 C
(
[0,T ], X

)= {
u : [0,T ] −→ X continue i.e. ‖u(t )−u(t0)‖ tend vers zéro quand

t tend vers t0

}
. Si pour tout t0 ∈ [0,T ], la limite suivante existe dans X

u′(t0) = lim
h−→0

1

h

[
u(t0 +h)−u(t0)

]
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alors on dira que u est dérivable au sens classique et si de plus, la fonction t 7−→ u′(t ) est

continue on dira alors que u appartient à C 1
(
[0,T ], X

)
. De façon générale, pour k ≥ 1 entier,

on peut définir :

C k(
[0,T ], X

)= {
u ∈C k−1([0,T ], X

)
tel que u(k) ∈C

(
[0,T ], X

)}
.

1.2.8 Inégalités

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Hölder) (Voir [4]) Soit 1 < p ≤ ∞; on désigne par q l’exposant

conjugué de p définie par

q = p

p −1
c’est à dire

1

p
+ 1

q
= 1.

Si u ∈ Lp (Ω) et v ∈ Lq (Ω), alors uv ∈ L1(Ω) et∫
Ω

|u(x)v(x)|d x ≤ ‖u‖Lp (Ω) ‖v‖Lq (Ω) . (1.6)

Corollaire 1.2.4 Si p = q = 2 on obtient l’inégalité de Cauchy-Schwarz∫
Ω

|u(x)v(x)|d x ≤ ‖u‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) . (1.7)

Lemme 1.2.2 (Inégalité de Young) Soient 1 < p, q <∞, 1
p + 1

q = 1 et a,b ≥ 0. Alors pour tout

η> 0,

ab ≤ ηap +Cηbq

où

Cη = 1

q
(
ηp

) p
q

.

Démonstration. Voir [38].

Remarque 1.2.5 pour p = q = 2, l’inégalité précédente s’écrit sous la forme

ab ≤ ηa2 + b2

4η
. (1.8)
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Lemme 1.2.3 (Inégalité de Poincaré) Soit φ(x, t ) ∈ R une fonction définie pour tout x ∈ [0,L]

et t ∈ [0,∞) vérifiant la condition

φ(0, t ) = 0, ∀t ∈ [0,∞); (1.9)

alors les inégalités suivantes sont vérifiées

L∫
0

φ2(σ, t )dσ≤ L2

L∫
0

φ2
σ(σ, t )dσ, φ2(x, t ) ≤ L

L∫
0

φ2
σ(σ, t )dσ, ∀x ∈ [0,L], ∀t ∈ [0,∞).

Si de plus de (1.9) la fonction φ(x, t ) vérifie la condition

φx(0, t ) = 0, ∀t ∈ [0,∞);

alors les inégalités suivantes sont vérifiées

L∫
0

φ2
σ(σ, t )dσ≤ L2

L∫
0

φ2
σσ(σ, t )dσ, φ2(x, t ) ≤ L3

L∫
0

φ2
σσ(σ, t )dσ

et

φ2
x(x, t ) ≤ L

L∫
0

φ2
σσ(σ, t )dσ, ∀x ∈ [0,L], ∀t ∈ [0,∞).

Démonstration. Voir [25].
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Chapitre 2
Étude de l’existence et l’unicité de la

solution d’une poutre viscoélastique fixée à

une base en mouvement de translation

Dans ce chapitre nous nous intéressons à l’étude de l’existence et l’unicité de la solu-

tion d’une poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli fixée à une base en mouvement de

translation, le plan de la démonstration est le suivant :

(i) on construit des solutions approchées par la méthode de Faedo-Galerkin ;

(ii) on établit, pour ces solutions approchées, des estimations a priori ;

(iii) on passe à la limite, grâce à des propriétés de compacité.



2.1. Introduction

2.1 Introduction

Cette section est consacrée à l’étude de l’existence et l’unicité de la solution du système

suivant :

mSt t (t )+
L∫

0

ρ
(
St t (t )+ut t (x, t )

)
d x +mE

(
St t (t )+ut t (L, t )

)
= f (t ), t ≥ 0,

ρ
(
St t (t )+ut t (x, t )

)
+E Iuxxxx(x, t )−E I

t∫
0

g (t − s)uxxxx(s)d s

+Cuxt (x, t )+Duxxxxt (x, t ) = 0, ∀(x, t ) ∈ (0,L)× [0,∞),

(2.1)

avec les conditions aux limites :

u(0, t ) = ux(0, t ) = 0,

Duxxxt (L, t )+E Iuxxx(L, t )−E I

t∫
0

g (t − s)uxxx(L, s)d s = mE

(
ut t (L, t )+St t (t )

)
,

Duxxt (L, t )+E Iuxx(L, t )−E I

t∫
0

g (t − s)uxx(L, s)d s =−Juxt t (L, t ), ∀t ∈ [0,∞),

(2.2)

el les conditions initiales :

u(x,0) = u0(x), ut (x,0) = u1(x), S(0) = S0, Ṡ(0) = S1, x ∈ (0,L) (2.3)

où

S(t ) est le déplacement de base en mouvement de translation,

u(x, t ) est le déplacement transversal de la poutre par rapport à la base,

f (t ) est la force extérieure agissant sur la base,

ρ est la densité linéaire de la poutre,

L est la longueur de la poutre,

E est le module de Young,

I est le moment d’inertie en flexion de la poutre,

m est la masse de la base en mouvement de translation,

mE est une masse attachée à l’extrémité libre de la poutre,
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J est le moment d’inertie de la masse mE ,

C est le coefficient d’amortissement structurel de la poutre et

D est le coefficient d’amortissement Kelvin-Voigt de la poutre.

Le terme intégral dans la deuxième équation de (2.1) représente le terme de mémoire

ou le terme de l’amortissement viscoélastique. Il est dérivé de la relation entre la contrainte

et l’historique de la déformation selon le principe de Boltzmann. Pour plus de détails voir

[39, 13, 15].

Afin d’établir l’existence et l’unicité de la solution du problème (2.1)–(2.3) nous suppo-

sons que le noyau g : ]0,∞[→R+ vérifie les hypothèses suivantes :

(G1) g est une fonction de C 1
(
R+, R+)

qui satisfait :

g (t ) > 0, κ=
+∞∫
0

g (s)d s < 1;

(G2) Il existe une constante positive µ telle que :

g ′(t ) ≤−µg (t ) ∀t ≥ 0.

Remarque 2.1.1 Notons qu’il y a une large classe de fonctions vérifiant l’hypothèses (G1) et

(G2) , par exemple

g (t ) = e−αt , t > 0

où α est une constante positive.

2.2 Préliminaires

Pour simplifier l’étude de l’existence, l’unicité de la solution ainsi que l’analyse de la

stabilité du système (2.1)–(2.3) dans les chapitres suivants, on définit

ω(x, t ) = S(t )+u(x, t ), t ≥ 0. (2.4)
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Par conséquent, nous avons pour tout x dans (0,L) et t ≥ 0

ω(0, t ) = S(t ), ωt (0, t ) = St (t ), ωt t (0, t ) = St t (t ),

ωt (x, t ) = St (t )+ut (x, t ), ωt t (x, t ) = St t (t )+ut t (x, t ),

ωx(x, t ) = ux(x, t ), ωxx(x, t ) = uxx(x, t ),

ωxxx(x, t ) = uxxx(x, t ), ωxxxx(x, t ) = uxxxx(x, t ),

(2.5)

et

ω(x,0) = S0 +u0(x) =ω0(x), ωt (x,0) = S1 +u1(x) =ω1(x). (2.6)

En utilisant les intégrations par parties et (2.4)–(2.6), le système (2.1)–(2.3), équivaut à

mωt t (0, t )+E Iωxxx(0, t )+Dωxxxt (0, t )−E I

t∫
0

g (t − s)ωxxx(0, s)d s

−Cωt (L, t )+Cωt (0, t ) = f (t ), t ≥ 0

ρωt t (x,t ) +E Iωxxxx(x, t )−E I

t∫
0

g (t − s)ωxxxx(s)d s +Cωxt (x, t )

+Dωxxxxt (x, t ) = 0, ∀(x, t ) ∈ (0,L)× [0,∞),

(2.7)

avec les conditions aux limites

ωx(0, t ) = 0,

Dωxxxt (L, t )+E Iωxxx(L, t )−E I

t∫
0

g (t − s)ωxxx(L, s)d s = mEωt t (L, t ),

Dωxxt (L, t )+E Iωxx(L, t )−E I

t∫
0

g (t − s)ωxx(L, s)d s =−Jωxt t (L, t ), ∀t ∈ [0,∞).

(2.8)

et les conditions initiales{
ω(x,0) =ω0(x), ωt (x,0) =ω1(x), x ∈ (0,L). (2.9)

Afin de stabiliser le problème (2.7)–(2.9), nous proposons le contrôle force f (t ) agissant sur

la base en mouvement de translation comme suit :

f (t ) =−Kωt (0, t )−ω(0, t ), t ≥ 0 (2.10)

où K est une constante positive qui sera déterminée par la suite.
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2.3 Existence et unicité

Soit L2(0,L) l’espace de Hilbert usuel muni du produit scalaire

(h, v) =
L∫

0

h(x)v(x)d x,

et de la norme ‖.‖2. On pose

V =
{

y : y ∈ H 2(0,L), yx(0) = 0
}

.

Commençons par donner la définition d’une solution faible du système (2.7)–(2.9).

Définition 2.3.1 La fonction ω est dite solution faible du système (2.7)–(2.9) si

ω ∈C
(
[0,T ), V

)∩C 1([0,T ), L2(0,L)
)

et vérifie :

ρ(ωt t , v)+E I (ωxx , vxx)−E I

t∫
0

g (t − s) (ωxx(s), vxx)d s +D(ωxxt , vxx)

+C (ωxt , v)+mωt t (0, t )v(0)+mEωt t (L, t )v(L)+ Jωxt t (L, t )vx(L)

+v(0)
[

(C +K )ωt (0, t )+ω(0, t )−Cωt (L, t )
]
= 0

(2.11)

avec les conditions initiales

ω(x,0) =ω0(x), ωt (x,0) =ω1(x) (2.12)

pour tout v ∈ V .

Notre résultat est le théorème d’existence et d’unicité suivant :

Théorème 2.3.1 Supposons que (ω0, ω1) ∈ V ∩ H 4(0,L)× V . Alors, sous les hypothèses (G1),

(G2) et sous l’action de contrôle force f (t ) définie dans (2.10), il existe une solution unique du

problème (2.7)–(2.9) telle que

ω ∈ L∞(
[0,T ), V ∩H 4(0,L)

)
, ωt ∈ L∞(

[0,T ), V
)
, ωt t ∈ L2([0,T ), L2(0,L)

)
.
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De plus, nous avons

ω ∈C
(
[0,T ), V

)
, ωt ∈C

(
[0,T ), L2(0,L)

)
,

pour tout T > 0.

Démonstration. L’idée principale de la démonstration repose sur la méthode de Faedo-

Galerkin. Il convient de noter que, outre son intérêt théorique, la méthode de Faedo-Galerkin

fournit également un procédé constructif d’approximation.

Soit
{

v i
}∞

i=1 un système orthonormal dans L2(0,L). Pour chaque n ∈N∗, on note par

Vn = span
{

v1, v2, ..., vn
}

l’espace engendré par
{

v1, v2, ..., vn
}
. Les projections des conditions initiales dans un sous-

espace de dimension finie Vn sont

ωn
0 (x) =

n∑
j=1

a j v j (x) et ωn
1 (x) =

n∑
j=1

b j v j (x)

tel que

ωn
0 →ω0 dans V ∩H 4(0,L), ωn

1 →ω1 dans V . (2.13)

On cherche une fonction ωn(x, t ) de la forme

ωn(x, t ) =
n∑

j=1
χ j (t )v j (x), x ∈ (0,L), t ≥ 0 (2.14)

une solution approchée dans Vn du problème suivant :

ρ(ωn
t t , v j )+E I (ωn

xx , v j
xx)−E I

t∫
0

g (t − s)(ωn
xx(s), v j

xx)d s +D(ωn
xxt , v j

xx)

+C (ωm
xt , v j )+mωn

t t (0, t )v j (0)+mEω
n
t t (L, t )v j (L)+ Jωn

xt t (L, t )v j
x(L)

+v j (0)
[

(C +K )ωn
t (0, t )+ωn(0, t )−Cωn

t (L, t )
]
= 0, ∀v j ∈Vn , j = 1,2, . . . ,n

ωn(x,0) =ωn
0 (x), ωn

t (x,0) =ωn
1 (x) .

(2.15)

Ces équations (2.15) conduisent à un système d’équations différentielles ordinaires avec n

fonctions χ j inconnues ou j = 1,2, ...,n. D’après le théorème d’existence standard des Équa-

tions Différentielles Ordinaires (EDO) (voir par exemple [20–22]) on peut prouver l’existence
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d’une solution locale

χ j : [0, tn) →R, j = 1,2, . . . ,n,

qui vérifie (2.15) pour presque partout t ∈ (0, tn), 0 < tn < T . On obtient donc une solution

localeωn dans un intervalle [0, tn), tn ∈ (0,T ]. Maintenant on montre que tn = T . Les estima-

tions a priori ci-dessous permettent de prolonger la solution à l’intervalle [0,T ), pour tout

T > 0 donné.

Première estimation a priori

On multiplie l’équation (2.15) parχ′j (t ) et on prend la somme sur l’indice j , j = 1,2, . . . ,n,

on obtient

ρ(ωn
t t ,ωn

t )+E I (ωn
xx ,ωn

xxt )−E I

t∫
0

g (t − s)(ωn
xx(s),ωn

xxt )d s

+mωn
t t (0, t )ωn

t (0, t )+mEω
n
t t (L, t )ωn

t (L, t )+ Jωn
xt t (L, t )ωn

xt (L, t )

=−D‖ωn
xxt‖2

2 −
C

2

[
ωn

t (L, t )
]2 −

(C

2
+K

)[
ωn

t (0, t )
]2 +Cωn

t (L, t )ωn
t (0, t )

−ωn
t (0, t )ωn(0, t ).

(2.16)

Soit

X n(t ) = E n(t )+ 1

2

[
ωn(0, t )

]2 +D

t∫
0

‖ωn
xx(s)‖2

2d s +K

t∫
0

|ωn
t (0, s)|2d s

où

E n(t ) =1

2

{
m

[
ωn

t (0, t )
]2 +ρ‖ωn

t ‖2
2 +E I

(
1−

t∫
0

g (s)d s

)
‖ωn

xx‖2
2

+E I

L∫
0

(gäωn
xx)d x +mE

[
ωn

t (L, t )
]2 + J

[
ωn

xt (L, t )
]2

}
, t ≥ 0

(2.17)

et
L∫

0

(gäωn
xx)d x =

L∫
0

t∫
0

g (t − s)
(
ωn

xx(t )−ωn
xx(s)

)2
d sd x, t ≥ 0.

En dérivant la relation X n(t ) par rapport au temps t , on obtient

d

d t
X n(t ) = d

d t
E n(t )+D‖ωn

xx(t )‖2
2 +K

[
ωn

t (0, t )
]2 +ωn

t (0, t )ωn(0, t ). (2.18)
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L’équation (2.16) nous donne

d

d t
E n(t ) = E I

2

L∫
0

(g ′äωn
xx)d x − E I

2
g (t )‖ωn

xx‖2
2 −D‖ωn

xxt‖2
2 −

C

2

[
ωn

t (L, t )
]2

−
(C

2
+K

)[
ωn

t (0, t )
]2 +Cωn

t (L, t )ωn
t (0, t )−ωn

t (0, t )ωn(0, t ).

(2.19)

En utilisant le fait que pour (a,b) dans R2+ : |ab| ≤ a2

2 + b2

2 pour obtenir

Cωn
t (L, t )ωn

t (0, t ) ≤ C

2

[
ωn

t (L, t )
]2 + C

2

[
ωn

t (0, t )
]2

. (2.20)

D’après(2.18), (2.19) et (2.20), on trouve

d

d t
X n(t ) = E I

2

L∫
0

(g ′äωn
xx)d x − E I

2
g (t )‖ωn

xx‖2
2,

pour tout t ∈ [0, tn). Cela signifie que, en utilisant la condition (G2)

d

d t
X n(t ) ≤ 0. (2.21)

Une intégration de (2.21) sur (0, t ), t ∈ (0, tn), en tenant compte du fait que (ωn
0 ) et (ωn

1 ) sont

bornées dans V et L2(0,L), respectivement, permet de conclure que

X n(t ) ≤X n(0) ≤ M (2.22)

où M est une constante positive indépendante de t et n.

Deuxième estimation a priori

On multiple l’équation (2.15) par χ
′′
j (t ) on somme sur l’indice de j = 1 à j = n, on trouve

ρ(ωn
t t ,ωn

t t )+E I
(
ωn

xx ,ωn
xxt t

)−E I

t∫
0

g (t − s)
(
ωn

xx(s),ωn
xxt t

)
d s +D(ωn

xxt ,ωn
xxt t )

+C (ωn
xt ,ωn

t t )+m
[
ωn

t t (0, t )
]2 +mE

[
ωn

t t (L, t )
]2 + J

[
ωn

xt t (L, t )
]2

=−ωn
t t (0, t )

[(
C +K

)
ωn

t (0, t )+ωn(0, t )−Cωn
t (L, t )

]
, t ∈ [0,T ].

(2.23)
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Il est clair que :

E I (ωn
xx ,ωn

xxt t ) = E I
d

d t
(ωn

xx ,ωn
xxt )−E I (ωn

xxt ,ωn
xxt ), t ∈ [0,T ] (2.24)

et

E I

t∫
0

g (t − s)(ωn
xx(s),ωn

xxt t )d s

= E I
d

d t

( t∫
0

g (t − s)(ωn
xx(s),ωn

xxt )d s

)
− g (0)E I (ωn

xx(t ),ωn
xxt (t )) (2.25)

−E I

t∫
0

g ′(t − s)(ωn
xx(s),ωn

xxt )d s, t ∈ [0,T ].

En utilisant l’inégalité de Young, le dernier terme de (2.23) est estimé par :

Cωn
t t (L, t )ωn

t t (0, t ) ≤ C

2

[
ωn

t t (0, t )
]2 + C

2

[
ωn

t t (L, t )
]2

, t ∈ [0,T ]. (2.26)

En tenant compte des dernières relations (2.24)-(2.26) dans (2.23) et en intégrant sur(0, t ) ,

on obtient :

ρ

t∫
0

‖ωn
t t (s)‖2

2d s +E I
(
ωn

xx ,ωn
xxt

)−E I

t∫
0

g (t − s)
(
ωn

xx(s),ωn
xxt (t )

)
d s + D

2
‖ωn

xxt‖2
2

+C

t∫
0

(
ωn

xt (s),ωn
t t (s)

)
d s +m

t∫
0

[
ωn

t t (0, s)
]2

d s +mE

t∫
0

[
ωn

t t (L, s)
]2

d s + J

t∫
0

[
ωn

xt t (L, s)
]2

d s

≤−
t∫

0

ωn
t t (0, s)

[(
C +K

)
ωn

t (0, s)+ωn(0, s)−Cωn
t (L, s)

]
d s +E I

(
ωn

xx(0),ωn
xxt (0)

)
+D

2 ‖ωn
xxt (0)‖2

2 +E I

t∫
0

‖ωn
xxt (s)‖2

2d s − g (0)E I

t∫
0

(
ωn

xx(s),ωn
xxt (s)

)
d s

−E I

t∫
0

∫ z

0
g ′(z − s)

(
ωn

xx(s),ωn
xxt (z)

)
d sd z, t ∈ [0,T ].

(2.27)

On estime maintenant les termes de (2.27). En vertu de l’estimation (2.22), le deuxième

terme dans le membre de droite de l’inégalité (2.27) est évalué comme suit :

(ωn
xx ,ωn

xxt ) ≤ η‖ωn
xxt‖2

2 +
1

4η
‖ωn

xx‖2
2 ≤ η‖ωn

xxt‖2
2 +C1(T,η), t ∈ [0,T ] (2.28)
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où C1(T,η) est une constante positive. Pour le troisième, il est facile de voir que

t∫
0

g (t − s)(ωn
xx(s),ωn

xxt )d s ≤ η‖ωn
xxt‖2

2 +
k

4η

t∫
0

g (t − s)‖ωn
xx(s)‖2

2d s, t ∈ [0,T ]. (2.29)

D’après (2.22), la relation (2.29) est estimée par

t∫
0

g (t − s)(ωn
xx(s),ωn

xxt )d s ≤ η
t∫

0

‖ωn
xxt (s)‖2

2d s +C2(T,η), t ∈ [0,T ] (2.30)

où C2(T,η) est une constante positive. Pour le cinquième terme dans le membre de gauche

de l’inégalité (2.27), on a

−
t∫

0

(ωn
xt (s),ωn

t t (s))d s ≤ η
t∫

0

‖ωn
t t (s)‖2

2d s + L2

4η

t∫
0

‖ωn
xxt (s)‖2

2d s.

En utilisant (2.22), on obtient

t∫
0

(ωn
xt (s),ωn

t t (s))d s ≤ η
t∫

0

‖ωn
t t (s)‖2

2d s +C3(η,T ) (2.31)

où C3(T,η) est une constante positive. Pour les termes dans le membre de droite de l’inéga-

lité (2.27), on a

−
t∫

0

ωn
t t (0, s)

[(
C +K

)
ωn

t (0, s)+ωn(0, s)−Cωn
t (L, s)

]
d s

≤ ηC

t∫
0

(
ωn

t t (0, s)
)2

d s+3C

4η

t∫
0

[
(C+K )2

(
ωn

t (0, s)
)2

d s+
(
ωn(0, s)

)2
d s+C 2

(
ωn

t (L, s)
)2]

d s. (2.32)

En utilisant (2.22) de nouveau, on trouve

−
∫ t

0
ωn

t t (0, s)
[(

C +K
)
ωn

t (0, s)+ωn(0, s)−Cωn
t (L, s)

]
d s ≤ ηC

∫ t

0

(
ωn

t t (0, s)
)2

d s +C4(η,T ),

(2.33)

pour tout t ∈ [0,T ] où C4(T,η) est une constante positive. La convergence dans (2.13) permet

d’écrire (
ωn

xx(0),ωn
xxt (0)

)≤ η‖ωn
xxt (0)‖2

2 +
1

4η
‖ωn

xx(0)‖2
2 ≤C5(η), t ∈ [0,T ] (2.34)

48



2.3. Existence et unicité

où C5(η) est une constante positive. Et en utilisant l’estimation (2.22), nous trouvons

−
t∫

0

(ωn
xx(s),ωn

xxt (s))d s ≤ η
t∫

0

‖ωn
xxt (s)‖2

2d s + 1

4η

t∫
0

‖ωn
xx(s)‖2

2d s ≤C6(T,η), t ∈ [0,T ] (2.35)

où C6(T,η) est une constante positive.

Le terme intégral dans le membre de gauche de l’inégalité (2.27), est estimé par

−
t∫

0

z∫
0

g ′(z − s)
(
ωn

xx(s),ωn
xxt (z)

)
d sd z

≤ η
t∫

0

‖ωn
xxt (s)‖2

2d s + 1

4η

t∫
0

( z∫
0

∣∣g ′(z − s)
∣∣d s

) z∫
0

∣∣g ′(z − s)
∣∣ ‖ωn

xx(s)‖2
2d sd z, t ∈ [0,T ]. (2.36)

Et comme
z∫

0

∣∣g ′(z − s)
∣∣d s =−

z∫
0

g ′(s)d s = g (0)− g (z), (2.37)

le dernier terme de (2.36) est estimé comme suit
t∫

0

( z∫
0

∣∣g ′(z − s)
∣∣d s

) z∫
0

∣∣g ′(z − s)
∣∣ ‖ωn

xx(s)‖2
2d sd z

≤ g (0)

t∫
0

z∫
0

∣∣g ′(z − s)
∣∣ ‖ωn

xx(s)‖2
2d sd z (2.38)

≤ T g 2(0) sup
0≤s≤T

‖ωn
xx(s)‖2

2, t ∈ [0,T ].

En utilisant l’estimation (2.22) et la relation (2.34), on obtient

−
t∫

0

z∫
0

g ′(z − s)
(
ωn

xx(s),ωn
xxt (z)

)
d sd z ≤C7(T,η), t ∈ [0,T ], (2.39)

pour une certaine constante positive C7(T,η).

Des relations (2.27)-(2.35) et (2.39), en tenant compte de l’estimation (2.22) et en choisissant

η assez petite, nous déduisons

ρ

t∫
0

‖ωn
t t (s)‖2

2d s +M1‖ωn
xxt‖2

2 +m

t∫
0

[
ωn

t t (0, s)
]2

d s +mE

t∫
0

[
ωn

t t (L, s)
]2

d s

+J

t∫
0

[
ωn

xt t (L, s)
]2

d s +
[
ωn

t (0, t )
]2 ≤ M2, t ∈ [0,T ]

(2.40)

où M1et M2 sont des constante positives.
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Passage à la limite

Les estimations (2.22) et (2.40) impliquent que

(ωn
xx) est uniformément bornée dans L∞(

(0,T ),L2(0,L)
)
, (2.41)

(ωn
t ) est uniformément bornée dans L∞(

(0,T ),L2(0,L)
)
, (2.42)

(ωn
xxt ) est uniformément bornée dans L∞(

(0,T ),L2(0,L)
)
, (2.43)

(ωn
t t ) est uniformément bornée dans L2((0,T ),L2(0,L)

)
, (2.44)

(ωn
t (0, t )) est uniformément bornée dans L∞(

0,T
)
, (2.45)

(ωn
t (L, t )) est uniformément bornée dans L∞(

0,T
)
, (2.46)

(ωn
xt (L, t )) est uniformément bornée dans L∞(

0,T
)
, (2.47)

(ωn(0, t )) est uniformément bornée dans L∞(
0,T

)
, (2.48)

(ωn
t t (0, t )) est uniformément bornée dans L2(0,T

)
, (2.49)

(ωn
t t (L, t )) est uniformément bornée dans L2(0,T

)
, (2.50)

(ωn
xt t (L, t )) est uniformément bornée dans L2(0,T

)
. (2.51)

On a

‖ωn‖2
2 ≤ 2L

[
ωn(0, t )

]2 +2L4‖ωn
xx‖2

2. (2.52)

Maintenant, d’après (2.41), (2.48) et (2.52), nous déduisons que

(ωn) est uniformément bornée dans L∞(
(0,T ),V

)
(2.53)

et aussi d’après (2.42) et (2.43), on déduit

(ωn
t ) est uniformément bornée dans L∞(

(0,T ),L2(0,L)
)∩L2((0,T ),V

)
. (2.54)

Par conséquent, les assertions (2.41)-(2.54) impliquent qu’il existe une sous-suite (ων) de

(ωn) vérifiant :
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ων*ω faible étoile dans L∞(
(0,T ),V

)
et faible dans L2((0,T ),V

)
, (2.55)

ωνt *ωt faible étoile dans L∞(
(0,T );L2(0,L)

)∩L2((0,T ),V
)

et faible dans L2((0,T ),V
)
, (2.56)

ωνt t *ωt t faible dans L2((0,T ),L2), (2.57)

ωνt (0, t )*ωt (0, t ) faible étoile dans L∞(
0,T

)
, (2.58)

ωνt (L, t )*ωt (L, t ) faible étoile dans L∞(
0,T

)
, (2.59)

ωνxt (L, t )*ωxt (L, t ) faible étoile dans L∞(
0,T

)
, (2.60)

ων(0, t )*ω(0, t ) faible étoile dans L∞(
0,T

)
, (2.61)

ωνt t (0, t )*ωt t (0, t ) faible dans L∞(
0,T

)
, (2.62)

ωνt t (L, t )*ωt t (L, t ) faible dans L2(0,T
)
, (2.63)

ωνxt t (L, t )*ωxt t (L, t ) faible dans L2(0,T
)
, (2.64)

ωνt (0, t )*ωt (0, t ) faible dans L2(0,T
)
. (2.65)

D’après le théorème de Aubin-Lions (voir [62]), pour tout T > 0,

ων→ω fortement dans C
(
[0,T ],V

)
, (2.66)

ωνt →ωt fortement dans C
(
[0,T ],L2(0,L)

)
. (2.67)

Ces résultats suffisent pour passer à la limite dans (2.15), pour obtenir :

ρ(ωt t , v)+E I (ωxx , vxx)−E I

t∫
0

g (t − s)(ωxx(s), vxx)d s +D(ωxxt , vxx)

+C (ωxt , v)+mωt t (0, t )v(0)+mEωt t (L, t )v(L)+ Jωxt t (L, t )vx(L)

+v(0)
[

(C +K )ωt (0, t )+ω(0, t )−Cωt (L, t )
]
= 0

(2.68)

pour tout v ∈ V .
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Vérification des conditions aux limites

En utilisant (2.15), (2.66) et l’inégalité

‖ω(x, t )−ω0(x)‖V ≤ ‖ω−ωn‖V +‖ωn −ωn(0)‖V +‖ωn(0)−ω0‖V (2.69)

on obtient la première condition initiale immédiatement. D’une manière analogue, nous

montrons la deuxième condition initiale.

Unicité de la solution

Soient ω(1) et ω(2) deux solutions du problème (2.7)–(2.9) telles que :

ω(i ) ∈ L∞
(
(0,T ), V ∩H 4(0,L)

)
, ω(i )

t ∈ L∞
(
(0,T ), V

)
, ω(i )

t t ∈ L2
(
[0,T ), L2(0,L)

)
, i = 1,2.

Alors y =ω(1) −ω(2) vérifie :

ρ(yt t , v)+E I (yxx , vxx)−E I

t∫
0

g (t − s)(yxx(s), vxx)d s +D(yxxt , vxx)

+C (yxt , v)+myt t (0, t )v(0)+mE yt t (L, t )v(L)+ J yxt t (L, t )vx(L)

+v(0)
[

(C +K )yt (0, t )+ y(0, t )−C yt (L, t )
]
= 0, v ∈ L2

(
(0,T ),V

)
(2.70)

avec

y(x,0) = 0, yt (x,0) = 0. (2.71)

En remplaçant yt par v dans (2.70), on obtient

1

2

d

d t

[
my2

t (0, t )+ρ‖yt‖2
2 +E I‖yxx‖2

2 +mE y2
t (L, t )+ J y2

xt (L, t )

]

−E I

t∫
0

g (t − s)(yxx(s), yxxt )d s =−D‖yxxt‖2
2 −

C

2
y2

t (L, t )

−
(C

2
+K

)
y2

t (0, t )+C yt (L, t )yt (0, t )− yt (0, t )y(0, t ).

(2.72)

Remarquons que

−
t∫

0

g (t − s)(yxx(s), yxxt )d s
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=
t∫

0

g (t − s)(yxxt (s), yxx(t )− yxx(s))d s −
t∫

0

g (s)d s(yxxt (t ), yxx(t ))

=1

2

t∫
0

g (t − s)
d

d t
(yxx(t )− yxx(s))d s − 1

2

t∫
0

g (s)d s
d

d t
‖yxx‖2

2

=1

2

d

d t
(gäyxx)(t )− 1

2
(g ′äyxx)(t )− 1

2

d

d t

t∫
0

g (s)d s‖yxx‖2
2 +

1

2
g (t )‖yxx‖2

2.

(2.73)

On pose

X (t ) = Z (t )+ 1

2
y2(0, t )

où

2Z (t ) =my2
t (0, t )+ρ‖yt‖2

2 +E I

(
1−

t∫
0

g (s)d s

)
‖yxx‖2

2 +E I

L∫
0

(gäyxx)d x

+mE y2
t (L, t )+ J y2

xt (L, t )+ y2(0, t ).

La différentiation de X par rapport au temps t , nous donne

d

d t
X (t ) = d

d t
Z (t )+ yt (0, t )y(0, t ).

D’après (2.72), (2.73) la dérivée totale de Y (t ) vérifie

d

d t
X (t ) = d

d t
Z (t ) =E I

2

L∫
0

(g ′äyxx)d x − E I

2
g (t )‖yxx‖2

2 −D‖yxxt‖2
2

− C

2
y2

t (L, t )−
(C

2
+K

)
y2

t (0, t )+C yt (L, t )yt (0, t )

(2.74)

En utilisant l’inégalité de Young, on a

C yt (L, t )yt (0, t ) ≤ C

2
y2

t (L, t )+ C

2
y2

t (0, t )

d’où

d

d t
Z (t ) ≤E I

2

L∫
0

(g ′äyxx)d x − E I

2
g (t )‖yxx‖2

2 −D‖yxxt‖2
2 −K y2

t (0, t ).

D’après l’hypothèse (G2), on déduit que

d

d t
Z (t ) ≤ 0, t ∈ [0,T ).
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Ce qui implique que

Z (t ) = 0, t ∈ [0,T )

et ω(1) =ω(2). Ceci achève la démonstration du théorème.
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Chapitre 3
Stabilisation d’une poutre viscoélastique

fixée à une base en mouvement de

translation

3.1 Introduction

Dans ce travail nous intéressons à l’étude du comportement asymptotique de la solu-

tion d’une poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli fixée à une base en mouvement

de translation. En appliquant une force de contrôle agissant sur la base en mouvement

de translation, nous montrerons que l’énergie du système (2.7)–(2.9) décroit exponentiel-

lement vers zéro, quand le temps tend vers l’infini pour une large classe de noyaux. Plus

précisément, nous perturbons la fonction de relaxation g d’une manière que la condition

standard g ′(t ) ≤ −µg (t ) ne soit pas vérifiée pour certaine constante positive µ. Nous aime-

rions étudier le cas où le noyau vérifie la condition

g ′(t ) ≤−µg (t )+ξ(t ), t ≥ 0



3.2. Résultats préliminaires

pour une certaine fonction ξ(t ). Nous pouvons supposer que ξ est une fonction positive et

nous traitons le cas

0 < g ′(t )+µg (t ) ≤ ξ(t ), t ≥ 0.

Le cas où la fonction ξ(t ) est dominée par g (t ) n’est pas intéressant. En effet, si

ξ(t ) ≤ δg (t ), t ≥ 0,

pour une certaine constante positive δ<µ, alors

g ′(t ) ≤−µg (t )+ξ(t ) ≤−(
µ−δ)

g (t ), t ≥ 0

c’est à dire nous obtenons l’hypothèse standard dans la littérature.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : Dans la deuxième section, tout d’abord,

nous introduisons quelques notations, lemmes, définitions..., nécessaires pour la preuve de

notre résultat. Ensuite, nous présentons les différentes fonctionnelles qui sont utilisées pour

modifier l’énergie classique afin d’obtenir un résultat d’équivalence. Dans la dernière sec-

tion, nous formulons les hypothèses sur la fonction de relaxation et nous présentons notre

résultat de stabilisation avec la preuve basée sur la technique des multiplicateurs.

3.2 Résultats préliminaires

On définit l’énergie classique associée au système (2.7)-(2.9) par :

E(t ) = Ek (t )+Ep (t ), t ≥ 0

où Ek (t ) est l’énergie cinétique définie par

Ek (t ) = 1

2

{
mω2

t (0, t )+ρ‖ωt‖2
2 +mEω

2
t (L, t )+ Jω2

xt (L, t )

}
, t ≥ 0

et Ep (t ) représente l’énergie potentielle donnée par

Ep (t ) = E I

2
‖ωxx‖2

2,
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3.2. Résultats préliminaires

et ‖.‖2 est la norme dans L2(0,L).

Par différentiation, nous obtenons :

E ′(t ) =E I

L∫
0

ωxxt (t )

t∫
0

g (t − s)ωxx(s)d sd x −D‖ωxxt‖2
2 −

C

2
ω2

t (L, t )

− C

2
ω2

t (0, t )+Cωt (L, t )ωt (0, t )+ f (t )ωt (0, t ), t ≥ 0.

On peut facilement voir que

2

L∫
0

ωxxt (t )

t∫
0

g (t − s)ωxx(s)d sd x

=
L∫

0

(g ′äωxx)d x − g (t )‖ωxx‖2
2 −

d

d t

{ L∫
0

(gäωxx)d x −
( t∫

0

g (s)d s

)
‖ωxx‖2

2

}
, (3.1)

où

(gäv)(t ) =
t∫

0

g (t − s)
(
v(x, t )− v(x, s)

)2
d s, t ≥ 0.

Nous définissons l’énergie "modifiée" par :

E (t ) =1

2

{
mω2

t (0, t )+ρ‖ωt‖2
2 +E I

(
1−

t∫
0

g (s)d s

)
‖ωxx‖2

2

+E I

L∫
0

(gäωxx)d x +mEω
2
t (L, t )+ Jω2

xt (L, t )

}
, t ≥ 0.

(3.2)

Pour préserver l’hyperbolicité du système (2.7)–(2.9), on pose

k =
+∞∫
0

g (s)d s < 1.

D’après (3.1) et (3.2) on obtient,

E ′(t ) = E I

2

L∫
0

(g ′äωxx)d x − E I

2
g (t )‖ωxx‖2

2 −D‖ωxxt‖2
2 −

C

2
ω2

t (L, t )

− C

2
ω2

t (0, t )+Cωt (L, t )ωt (0, t )+ f (t )ωt (0, t ), t ≥ 0.

(3.3)
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3.2. Résultats préliminaires

Remarque 3.2.1 Il est clair que la dérivée de l’énergie modifiée est de signe non défini. On

construit une fonctionnelle de Lyapunov L qui doit vérifier une inégalité de la forme :

L ′(t ) ≤−C0L (t ), t ≥ 0

où C0 est une constante positive. Cette inégalité donne le taux de décroissance exponentielle

de L . Pour passer à E(t ) nous aurons besoin d’une relation d’équivalence entre E(t ) et L (t ).

Soit ♦ l’opérateur défini par

(g♦v)(t ) :=
t∫

0

g (t − s)
(
v(0, t )− v(0, s)

)2
d s, t ≥ 0.

Nous considérons la fonctionnelle

L (t ) = E (t )+
5∑

i=1
λiψi (t ), t ≥ 0

pour certaines constantes positivesλi , i = 1, ...,5 qui seront déterminées par la suite sachant

que λ3 = 1, λ4 = 2E I , λ5 = 2 où

ψ1(t ) = ρ
L∫

0

ωωt d x +C

L∫
0

ωωxd x +mωt (0, t )ω(0, t )

+mEωt (L, t )ω(L, t )+ Jωxt (L, t )ωx(L, t ), t ≥ 0,

ψ2(t ) =−ρ
L∫

0

ωt (t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x −mωt (0, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

−mEωt (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s − Jωxt (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s,

ψ3(t ) = 1

2
(g♦v)+ 1

2
ω2(0, t ), t ≥ 0,

ψ4(t ) =
t∫

0

ϕα(t − s)‖ωxx(s)‖2
2d s, t ≥ 0,

ψ5(t ) =
t∫

0

ϕα(t − s)ω2(0, s)d s, t ≥ 0,
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3.2. Résultats préliminaires

avec

ϕα(t ) = e−αt

+∞∫
t

ξ(s)eαsd s, t ≥ 0,

et α est une constante positive.

Le premier résultat donne une équivalence entre E (t )+ψ3(t )+ψ4(t )+ψ5(t ) et L (t ).

Proposition 3.2.1 Il existe deux constantes positives δi > 0, i = 1,2 telles que :

δ1

[
E (t )+ψ3(t )+ψ4(t )+ψ5(t )

]
≤L (t ) ≤ δ2

[
E (t )+ψ3(t )+ψ4(t )+ψ5(t )

]
(3.4)

pour tout t ≥ 0.

Démonstration. Nous commençons par montrer le côté de droite dans l’inégalité (3.4). Pour

la fonctionnelle ψ1(t ), il est clair que :

ψ1(t ) ≤ ρ

2
‖ωt‖2

2 +
ρ+C

2
‖ω‖2

2 +
C

2
‖ωx‖2

2 +
m

2
ω2

t (0, t )+ m

2
ω2(0, t )

+ mE

2
ω2

t (L, t )+ mE

2
ω2(L, t )+ J

2
ω2

xt (L, t )+ J

2
ω2

x(L, t ), t ≥ 0.

D’après (2.4), on a ω(x, t ) = S(t )+u(x, t ) = ω(0, t )+u(x, t ). En utilisant le Lemme 1.2.1 on

obtient :

ω2(L, t ) ≤ 2ω2(0, t )+2u2(L, t )

≤ 2ω2(0, t )+2L3‖uxx‖2
2, t ≥ 0

et

‖ω‖2
2 ≤ 2Lω2(0, t )+2‖u‖2

2

≤ 2Lω2(0, t )+2L4‖uxx‖2
2, t ≥ 0.

Cette astuce est nécessaire en raison de l’absence de l’inégalité de Poincaré.

Comme ωxx(x, t ) = uxx(x, t ), d’après le Lemme 1.2.1, nous avons

ψ1(t ) ≤ρ
2
‖ωt‖2

2 +
[

(ρ+C )L+ m

2
+mE

]
ω2(0, t )+ m

2
ω2

t (0, t )+ J

2
ω2

xt (L, t )

+ mE

2
ω2

t (L, t )+
[

(ρ+C )L4 +mE L3 + L

2
(J +C L)

]
‖ωxx‖2

2,

(3.5)

pour tout t ≥ 0.
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3.2. Résultats préliminaires

Maintenant, pour la fonctionnelle ψ2(t ), on a

ψ2(t ) ≤ρ
2
‖ωt‖2

2 +
ρ

2

( t∫
0

g (s)d s

) L∫
0

t∫
0

g (t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)2
d sd x

+ m

2
ω2

t (0, t )+ m

2

( t∫
0

g (s)d s

) t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)2
d s

+ mE

2
ω2

t (L, t )+ mE

2

( t∫
0

g (s)d s

) t∫
0

g (t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)2
d s

+ J

2
ω2

xt (L, t )+ J

2

( t∫
0

g (s)d s

) t∫
0

g (t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)2
d s, t ≥ 0.

(3.6)

Ici nous avons utilisé le fait que :

( t∫
0

g (t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)
d s

)2

=
( t∫

0

√
g (t − s)

√
g (t − s)

(
ω(t )−ω(s)

)
d s

)2

≤
( t∫

0

g (s)d s

) t∫
0

g (t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)2
d s, t ≥ 0.

En remarquant que(
ω(x, t )−ω(x, s)

)2 =
[(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
+

(
u(x, t )−u(x, s)

)]2

≤ 2
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)2 +2
(
u(x, t )−u(x, s)

)2
(a1)

et en utilisant le Lemme 1.2.1 de nouveau, on obtient

L∫
0

t∫
0

g (t − s)
(
ω(x, t )−ω(x, s)

)2
d sd x ≤ 2L(g♦ω)+2L4

L∫
0

(gäuxx)d x, t ≥ 0. (3.7)

De même, d’après le Lemme 1.2.1, la relation(
ω(L, t )−ω(L, s)

)2 =
[(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
+

(
u(L, t )−u(L, s)

)]2

≤ 2
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)2 +2
(
u(L, t )−u(L, s)

)2
(a2)
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3.2. Résultats préliminaires

implique que

t∫
0

g (t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)2
d s ≤ 2(g♦ω)+2L3

L∫
0

(gäuxx)d x, t ≥ 0. (3.8)

Notons qu’à partir du Lemme 1.2.1, nous avons

t∫
0

g (t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)2
d s ≤ L

L∫
0

(gäωxx)d x, t ≥ 0. (3.9)

D’autre part, le fait que ωxx(x, t ) = uxx(x, t ), et en tenant compte de (3.7), (3.8) et (3.9) dans

(3.6), nous aboutissons à

ψ2(t ) ≤ρ
2
‖ωt‖2

2 +
m

2
ω2

t (0, t )+
(
ρL4 +mE L3 + JL

2

)
κ

L∫
0

(gäωxx)d x

+
(
ρL+ m

2
+mE

)
κ(g♦ω)+ mE

2
ω2

t (L, t )+ J

2
ω2

xt (L, t ), t ≥ 0.

(3.10)

En utilisant la définition (3.2) de E (t ), (3.5) et (3.10), nous obtenons

L (t ) ≤
(
1+λ1 +λ2

)ρ
2
‖ωt‖2

2 +
(

1

2
+λ1

[
(ρ+C )L+ m

2
+mE

])
ω2(0, t )

+
(

E I

2

(
1−

∫ t

0
g (s)d s

)
+λ1

[
(ρ+C )L4 +mE L3 + JL

2
+ C L2

2

])
‖ωxx‖2

2

+
(

E I

2
+λ2

[
ρL4 +mE L3 + JL

2

]
κ

) L∫
0

(gäωxx)d x +
(
1+λ1 +λ2

) J

2
ω2

xt (L, t )

+
(1

2
+λ2

(
ρL+ m

2
+mE

)
κ
)
(g♦ω)+

(
1+λ1 +λ2

)mE

2
ω2

t (L, t )

+
(
1+λ1 +λ2

)m

2
ωt (0, t )+2E Iψ4(t )+2ψ5(t ), t ≥ 0.

D’autre part, en tenant compte de (3.2), (3.5) et (3.10) et le fait que 1−
t∫

0

g (s) ≥ 1−κ, nous

aboutissions à

2L (t ) ≥
(
1−λ1 −λ2

)
ρ‖ωt‖2

2 +
(
1−λ1

[
2(ρ+C )L+m +2mE

])
ω2(0, t )

+
(
E I (1−κ)−λ1

[
2(ρ+C )L4 +2mE L3 + JL+C L2

])
‖ωxx‖2

2
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3.3. Comportement asymptotique

+
(
E I −λ2

[
2ρL4 +2mE L3 + JL

]
κ

) L∫
0

(gäωxx)d x +4E Iψ4(t )+4ψ5(t )

+
(
1−λ2

[
2ρL+m +2mE

]
κ
)
(g♦ω)+

(
1−λ1 −λ2

)
mEω

2
t (L, t )

+
(
1−λ1 −λ2

)
mωt (0, t )+

(
1−λ1 −λ2

)
Jω2

xt (L, t ), t ≥ 0.

Par conséquent,

δ1

[
E (t )+ψ3(t )+ψ4(t )+ψ5(t )

]
≤L (t ) ≤ δ2

[
E (t )+ψ3(t )+ψ4(t )+ψ5(t )

]
pour certaines constantes positives δ1 et δ2, sachant que

λ1 < min

[
1,

1

2(ρ+C )L+m +2mE
,

E I (1−κ)

2(ρ+C )L4 +2mE L3 + JL+C L2

]
et

λ2 < min

[
1−λ1,

E I

(2ρL4 +2mE L3 + JL)κ
,

1

(2ρL+m +2mE )κ

]
et cela achève la démonstration.

Dans la suite, nous notons par ξ̄ et ξ̄α les expressions suivantes :

ξ̄=
∞∫

0

ξ(s)d s

et

ξ̄α =
∞∫

0

eαzξ(z)d z.

3.3 Comportement asymptotique

Notre objectif dans cette partie est de montrer que l’énergie associée au système (2.7)–

(2.9) décroît de manière exponentielle vers zéro quant t → +∞, sous l’action d’une seule

force de contrôle f (t ) agissant sur l’équation de la base. Nous supposons que le noyau g :

]0,∞[→R+ vérifie les hypothèses suivantes :

(H1) g est une fonction de C 1
(
R+, R+)

qui satisfait l’hypothèse suivante :

0 < κ=
+∞∫
0

g (s)d s < 1;
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3.3. Comportement asymptotique

(H2) 0 < g ′(t )+µg (t ) ≤ ξ(t ) pour presque tout t > 0 où µ est une constante positive et

ξ(t ) est une fonction non-négative.

Soit t∗ > 0 un nombre réel tel que g∗ =
t∗∫

0

g (s)d s > 0.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir et de démontrer notre résultat principal

de stabilisation.

Théorème 3.3.1 Sous les hypothèses (H1), (H2), le contrôle (2.10) et la condition

∞∫
0

eβsξ(s)d s <∞,

où β est une constante positive, alors l’énergie classique E(t ) associée au problème (2.7)–(2.9)

décroit exponentiellement vers zéro, c’est-à-dire, qu’il existe deux constantes positives A et ν

telles que

E(t ) ≤ Ae−νt , t ≥ 0,

à condition que

∞∫
0

eβsξ(s)d s soit assez petite.

Nous donnons d’abord quelques lemmes qui seront un support à la démonstration de ce

théorème.

Lemme 3.3.1 La dérivée de la fonctionnelle ψ1(t ) vérifie, le long de la solution (2.7)–(2.9) :

ψ′
1(t ) ≤

[
ρ+ 2C 2L2

E I (1−κ)

]
‖ωt‖2

2 −
E I

4

(
1−κ)‖ωxx‖2

2 +
E Iκ

2(1−κ)

L∫
0

(gäωxx)d x

− 1

2
ω2(0, t )+

[
m + (K +C )2

]
ω2

t (0, t )+
(
mE +C 2

)
ω2

t (L, t )

+
[

JL+ 2D2

E I (1−κ)

]
‖ωxxt‖2

2,

(3.11)

pour tout t ≥ 0.
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3.3. Comportement asymptotique

Démonstration. La différentiation de la fonctionnelle ψ1(t ) par rapport au temps t donne

ψ′
1(t ) =ρ‖ωt‖2

2 +ρ
L∫

0

ωωt t d x +C

L∫
0

ωtωxd x +C

L∫
0

ωωxt d x

+mωt t (0, t )ω(0, t )+mEωt t (L, t )ω(L, t )+ Jωxt t (L, t )ωx(L, t )

+mω2
t (0, t )+mEω

2
t (L, t )+ Jω2

xt (L, t ), t ≥ 0.

En utilisant (2.7)–(2.9) ainsi que l’expression du contrôle f (t ) défini dans (2.10), nous obte-

nons

ψ′
1(t ) =I1 + I2 + I3 +ρ‖ωt‖2

2 +C

L∫
0

ωtωxd x +mEωt t (L, t )ω(L, t )+ Jωxt t (L, t )ωx(L, t )

− (
C +K

)
ωt (0, t )ω(0, t )+Cωt (L, t )ω(0, t )+mEω

2
t (L, t )+ Jω2

xt (L, t )−ω2(0, t )

+mω2
t (0, t )−

(
Dωxxxt (0, t )+E Iωxxx(0, t )−E I

t∫
0

g (t − s)ωxxx(0, s)d s

)
ω(0, t ),

(3.12)

pour tout t ≥ 0 où

I1 =−E I

L∫
0

ω(t )ωxxxx(t )d x, I2 = E I

L∫
0

ω(t )

t∫
0

g (t − s)ωxxxx(s)d sd x

et

I3 =−D

L∫
0

ω(t )ωxxxxt (t )d x.

On intègre deux fois par parties, pour avoir

I1 =−E Iωxxx(L, t )ω(L, t )+E Iωxxx(0, t )ω(0, t )+E Iωxx(L, t )ωx(L, t )−E I‖ωxx‖2
2, (3.13)

I2 =E Iω(L, t )

t∫
0

g (t − s)ωxxx(L, s)d s −E Iω(0, t )

t∫
0

g (t − s)ωxxx(0, s)d s

−E Iωx(L, t )

t∫
0

g (t − s)ωxx(L, s)d s +E I

L∫
0

ωxx(t )

t∫
0

g (t − s)ωxx(s)d sd x

(3.14)

et

I3 =−Dωxxxt (L, t )ω(L, t )+Dωxxxt (0, t )ω(0, t )+Dωxxt (L, t )ωx(L, t )

−D

L∫
0

ωxx(t )ωxxt (t )d x,
(3.15)
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3.3. Comportement asymptotique

pour tout t ≥ 0. L’injection de (3.13)–(3.15) dans (3.12), en tenant compte des conditions aux

bords (2.8), on arrive à

ψ′
1(t ) =ρ‖ωt‖2

2 −E I‖ωxx‖2
2 +E I

L∫
0

ωxx(t )

t∫
0

g (t − s)ωxx(s)d sd x +C

L∫
0

ωt (t )ωx(t )d x

−D

L∫
0

ωxx(t )ωxxt (t )d x +Cωt (L, t )ω(0, t )− (K +C
)
ωt (0, t )ω(0, t )

−ω2(0, t )+ Jω2
xt (L, t )+mω2

t (0, t )+mEω
2
t (L, t ), t ≥ 0

(3.16)

or,

ψ′
1(t ) = E I

L∫
0

ωxx(t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(s)−ωxx(t )

)
d sd x +C

L∫
0

ωt (t )ωx(t )d x

−D

L∫
0

ωxx(t )ωxxt (t )d x +Cωt (L, t )ω(0, t )− (K +C
)
ωt (0, t )ω(0, t )+ρ‖ωt‖2

2

−E I

(
1−

t∫
0

g (s)d s

)
‖ωxx‖2

2 −ω2(0, t )+mω2
t (0, t )+mEω

2
t (L, t )+ Jω2

xt (L, t ),

(3.17)

pour tout t ≥ 0. Maintenant, on estime les termes de membre de droite de la relation (3.17).

Nous commençons par le premier terme, pour η1 > 0 on a

E I

L∫
0

ωxx(t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(s)−ωxx(t )

)
d sd x ≤ η1E I‖ωxx‖2

2 +
E Iκ

4η1

L∫
0

(gäωxx)d x, t ≥ 0.

En utilisant le Lemme 1.2.1, il est facile de voir que

C

L∫
0

ωt (t )ωx(t )d x ≤ C

4η2
‖ωt‖2

2 +Cη2L2‖ωxx‖2
2, η2 > 0, t ≥ 0.

En ce qui concerne le troisième, le quatrième et le cinquième terme, nous adoptons les es-

timations suivantes :

D

L∫
0

ωxx(t )ωxxt (t )d x ≤ η3D‖ωxx‖2
2 +

D

4η3
‖ωxxt‖2

2,

Cωt (L, t )ω(0, t ) ≤ C

4η4
ω2

t (L, t )+Cη4ω
2(0, t )
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et

(K +C
)
ωt (0, t )ω(0, t ) ≤ 1

4η5
ω2

t (0, t )+η5
(
K +C

)2
ω2(0, t )

pour tout t ≥ 0 et certaines constantes η3, η4, η5 > 0.

Finalement, nous choisissons η1 = 1−κ
2 , η2 = E I (1−κ)

8C L2 , η3 = E I (1−κ)
8D , η4 = 1

4C , η5 = 1
4(K+C )2 . En

tenant compte de ces estimations dans (3.17) et en utilisant le Lemme 1.2.1, nous trouvons

(3.11).

Lemme 3.3.2 La dérivée de la fonctionnelle ψ2(t ), le long de la solution (2.7)-(2.9) vérifie

ψ′
2(t ) ≤ D

2
‖ωxxt‖2

2 −
g∗ρ

4
‖ωt‖2

2 −
J g∗

2
ω2

xt (L, t )+U1‖ωxx‖2
2 +U2ω

2(0, t )

+U3

L∫
0

(gäωxx)d x +U4(g♦ω)+U5

( t∫
0

ξ(s)d s
)
(ξ♦ω)

+U6

( t∫
0

ξ(s)d s
) L∫

0

(ξäωxx)d x +U7ω
2
t (L, t )+U8ω

2
t (0, t ),

(3.18)

pour tout t ≥ t∗ > 0 où Ui , i = 1, ...,8 sont des constantes positives telles que :

U1 := E I 2(1−κ)2g∗ρ
64

[
ρE I (1−κ)+2C 2L2

] , U2 := g∗ρE I (1−κ)

64
[
ρE I (1−κ)+2C 2L2

] , (3.19)

U3 :=
{

16
[
ρE I (1−κ)+2C 2L2

]
ρg∗(1−κ)2

+E I + D

2
+ L

g∗ρ

(
C 2L+2ρ2µ2L3 +ρ Jµ2

)
+ (C +mEµ)L3

}
κ

U4 :=
{

2ρµ2L

g∗
+mEµ+ 3C

2
+

(
K +mµ

)2

2
+ 16

[
ρE I (1−κ)+2C 2L2

]
g∗ρE I (1−κ)

}
κ,

U5 := 2ρL

g∗
+ m

2
+mE , U6 := L

g∗

(
2ρL3 + J

)
+L3mE , U7 :=C + mE

2

(
µ+1−2g∗

)
et

U8 := 1

2

(
1+m

)
−mg∗.

Démonstration. Une différentiation de ψ2(t ) donne

ψ′
2(t ) =−

( t∫
0

g (s)d s

)(
ρ‖ωt‖2

2 +mω2
t (0, t )+mEω

2
t (L, t )+ Jω2

xt (L, t )

)

−ρ
L∫

0

ωt t (t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x −ρ

L∫
0

ωt (t )

t∫
0

g ′(t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x

(3.20)
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−mωt t (0, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s −mωt (0, t )

t∫
0

g ′(t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

−mEωt t (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s −mEωt (L, t )

t∫
0

g ′(t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s

− Jωxt t (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s − Jωxt (L, t )

t∫
0

g ′(t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s,

pour tout t ≥ 0.

En utilisant les équations de (2.7) dans (3.20), nous trouvons

ψ′
2(t ) = A1 + A2 + A3 + A4 +

(
−Cωt (L, t )+Cωt (0, t )− f (t )

) t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

+
(
E Iωxxx(0, t )+Dωxxxt (0, t )−E I

t∫
0

g (t − s)ωxxx(0, s)d s

) t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

−ρ
L∫

0

ωt (t )

t∫
0

g ′(t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x −mωt (0, t )

t∫
0

g ′(t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

−mEωt t (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s −mEωt (L, t )

t∫
0

g ′(t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s

− Jωxt t (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s − Jωxt (L, t )

t∫
0

g ′(t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s

−
( t∫

0

g (s)d s

)(
ρ‖ωt‖2

2 +mω2
t (0, t )+mEω

2
t (L, t )+ Jω2

xt (L, t )

)
, t ≥ 0,

(3.21)

où

A1 = E I

L∫
0

ωxxxx(t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x,

A2 =−E I

L∫
0

( t∫
0

g (t − s)ωxxxx(s)d s

)( t∫
0

g (t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)
d s

)
d x,

A3 =C

L∫
0

ωxt (t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x
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et

A4 = D

L∫
0

ωxxxxt (t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x.

Une intégration par parties dans A1, A2, A3 et A4, nous donne

A1 =E Iωxxx(L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s −E Iωxxx(0, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

−E Iωxx(L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s +E I

L∫
0

ωxx(t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(t )−ωxx(s)

)
d sd x,

(3.22)

A2 =−E I

( t∫
0

g (t − s)ωxxx(L, s)d s

)( t∫
0

g (t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s

)

+E I

( t∫
0

g (t − s)ωxxx(0, s)d s

)( t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

)

+E I

( t∫
0

g (t − s)ωxx(L, s)d s

)( t∫
0

g (t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s

)

−E I

L∫
0

( t∫
0

g (t − s)ωxx(s)d s

)( t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(t )−ωxx(s)

)
d s

)
d x,

(3.23)

A3 =Cωt (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s −Cωt (0, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

−C

L∫
0

ωt (t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωx(t )−ωx(s)

)
d sd x

(3.24)

et

A4 = Dωxxxt (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s −Dωxxxt (0, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

−Dωxxt (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s +D

L∫
0

ωxxt (t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(t )−ωxx(s)

)
d sd x.

(3.25)
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En substituant les relations (3.22)–(3.25) dans (3.21) et en tenant compte des conditions aux

bords (2.8), on déduit que

ψ′
2(t ) = E I

L∫
0

ωxx(t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(t )−ωxx(s)

)
d sd x −ρ

( t∫
0

g (s)d s

)
‖ωt‖2

2

−E I

L∫
0

t∫
0

g (t − s)ωxx(s)d s

t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(t )−ωxx(s)

)
d sd x

+D

L∫
0

ωxxt (t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(t )−ωxx(s)

)
d sd x − J

( t∫
0

g (s)d s

)
ω2

xt (L, t )

−C

L∫
0

ωt (t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωx(t )−ωx(s)

)
d sd x −m

( t∫
0

g (s)d s

)
ω2

t (0, t )

+Cωt (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s −mE

( t∫
0

g (s)d s

)
ω2

t (L, t )

−Cωt (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s − f (t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

−ρ
L∫

0

ωt

t∫
0

g ′(t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x −mωt (0, t )

t∫
0

g ′(t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

−mEωt (L, t )

t∫
0

g ′(t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s − Jωxt (L, t )

t∫
0

g ′(t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s,

pour tout t ≥ 0. D’après l’expression du contrôle f (t ) défini dans (2.10), on peut écrire

ψ′
2(t ) = E I

(
1−

t∫
0

g (s)d s

) L∫
0

ωxx(t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(t )−ωxx(s)

)
d sd x

+E I

L∫
0

[ t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(t )−ωxx(s)

)
d s

]2

d x −ρ
( t∫

0

g (s)d s

)
‖ωt‖2

2

+D

L∫
0

ωxxt (t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(t )−ωxx(s)

)
d sd x − J

( t∫
0

g (s)d s

)
ω2

xt (L, t )

−C

L∫
0

ωt (t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωx(t )−ωx(s)

)
d sd x +ρµ

L∫
0

ωt

t∫
0

g (t − s)
(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x
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+ Jµωxt (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s −m

( t∫
0

g (s)d s

)
ω2

t (0, t )

+
(
C +mEµ

)
ωt (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s −mE

( t∫
0

g (s)d s

)
ω2

t (L, t )

−Cωt (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s + (K +mµ)ωt (0, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

+ω(0, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s −ρ

L∫
0

ωt

t∫
0

(
g ′(t − s)+µg (t − s)

)(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x

−mωt (0, t )

t∫
0

(
g ′(t − s)+µg (t − s)

)(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

−mEωt (L, t )

t∫
0

(
g ′(t − s)+µg (t − s)

)(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s

− Jωxt (L, t )

t∫
0

(
g ′(t − s)+µg (t − s)

)(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s, t ≥ 0.

(3.26)

Maintenant, on estime les termes de membre de droite de l’expression (3.26). Nous com-

mençons par le premier terme

(
1−

t∫
0

g (s)d s

) L∫
0

ωxx(t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(t )−ωxx(s)

)
d sd x

≤ η6‖ωxx‖2
2 +

κ

4η6

L∫
0

(gäωxx)d x, η6 > 0, t ≥ 0. (3.27)

Le deuxième terme est estimé par

L∫
0

[ t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(t )−ωxx(s)

)
d s

]2

d x ≤ κ
L∫

0

(gäωxx)d x, t ≥ 0. (3.28)

Pour le quatrième terme, il est facile de voir que

L∫
0

ωxxt

t∫
0

g (t − s)
(
ωxx(t )−ωxx(s)

)
d sd x ≤ 1

2
‖ωxxt‖2

2 +
κ

2

L∫
0

(gäωxx)d x, t ≥ 0. (3.29)
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En utilisant le Lemme 1.2.1 pour le sixième terme, on peut écrire

L∫
0

ωt

t∫
0

g (t − s)
(
ωx(t )−ωx(s)

)
d sd x ≤ η7‖ωt‖2

2 +
κL2

4η7

L∫
0

(gäωxx)d x, η7 > 0, t ≥ 0. (3.30)

D’après la relation (a1) (la relation entre (3.6) et (3.7)), le Lemme 1.2.1 et comme ωxx(x, t ) =
uxx(x, t ), le septième terme est estimé par

L∫
0

ωt

t∫
0

g (t−s)
(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x ≤ η8‖ωt‖2

2+
Lκ

2η8
(g♦ω)+L4κ

2η8

L∫
0

(gäωxx)d x, η8 > 0, (3.31)

pour tout t ≥ 0. En vertu de Lemme 1.2.1 le huitième terme est estimé comme suit

ωxt (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s ≤ η9ω

2
xt (L, t )+ κL

4η9

L∫
0

(gäωxx)d x, η9 > 0, t ≥ 0.

(3.32)

Le fait queωxx(x, t ) = uxx(x, t ) et de la relation (a2) (la relation entre (3.7) et (3.8)) et d’après

le Lemme 1.2.1, on trouve que

ωt (L, t )

t∫
0

g (t−s)
(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s ≤ 1

2
ω2

t (L, t )+κ(g♦ω)+κL3

L∫
0

(gäωxx)d x, t ≥ 0. (3.33)

Le douzième, le treizième et le quatorzième terme dans de membre droite de (3.25) sont

estimés par :

ωt (L, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s ≤ 1

2
ω2

t (L, t )+ κ

2
(g♦ω), (3.34)

(
K +mµ

)
ωt (0, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s ≤ 1

2
ω2

t (0, t )+
(
K +mµ

)2

2
κ(g♦ω), (3.35)

ω(0, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s ≤ η10ω

2(0, t )+ κ

4η10
(g♦ω), η10 > 0, t ≥ 0. (3.36)

Maintenant, nous choisissons

η6 = E I (1−κ)2g∗ρ
64

[
ρE I (1−κ)+2C 2L2

] , η8 = g∗
4µ

, η9 = g∗
4µ

, η7 = g∗ρ
4C

, η10 = g∗ρE I (1−κ)

64
[
ρE I (1−κ)+2C 2L2

]
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et en vertu de ces estimations (3.27)–(3.36) dans (3.26), nous pouvons écrire

ψ′
2(t ) ≤ D

2
‖ωxxt‖2

2 +
E I 2(1−κ)2g∗ρ

64
[
ρE I (1−κ)+2C 2L2

]‖ωxx‖2
2 +

g∗ρE I (1−κ)

64
[
ρE I (1−κ)+2C 2L2

]ω2(0, t )

− ρg∗
2

‖ωt‖2
2 −

3J g∗
4

ω2
xt (L, t )+

[
C + mE

2

(
µ−2g∗

)]
ω2

t (L, t )+
(

1

2
−mg∗

)
ω2

t (0, t )

+
{

16
[
ρE I (1−κ)+2C 2L2

]
ρg∗(1−κ)2

+E I + D

2
+ L

g∗ρ

(
C 2L+2ρ2µ2L3 +ρ Jµ2

)

+ (C +mEµ)L3
}
κ

L∫
0

(gäωxx)d x +
{

2ρµ2L

g∗
+mEµ+ 3C

2
+

(
K +mµ

)2

2

+ 16
[
ρE I (1−κ)+2C 2L2

]
g∗ρE I (1−κ)

}
κ(g♦ω)−ρ

L∫
0

ωt

t∫
0

(
g ′(t − s)+µg (t − s)

)(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x

−mωt (0, t )

t∫
0

(
g ′(t − s)+µg (t − s)

)(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s

−mEωt (L, t )

t∫
0

(
g ′(t − s)+µg (t − s)

)(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s

− Jωxt (L, t )

t∫
0

(
g ′(t − s)+µg (t − s)

)(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s, t ≥ t∗ > 0.

(3.37)

Comme ωxx(x, t ) = uxx(x, t ), en utilisant (H2), (a1), (a2), Lemme 1.2.1 et le Lemme 1.2.2

avec η11 = η12 = g∗
4 , les quatre derniers termes dans le membre de droite de l’expression de

(3.37) sont estimés comme suit :

L∫
0

ωt

t∫
0

(
g ′(t − s)+µg (t − s)

)(
ω(t )−ω(s)

)
d sd x

≤ g∗
4
‖ωt‖2

2 +
2L

g∗

( t∫
0

ξ(s)d s

)
(ξ♦ω)+ 2L4

g∗

( t∫
0

ξ(s)d s

) L∫
0

(ξäωxx)d x, (3.38)

ωt (0, t )

t∫
0

(
g ′(t − s)+µg (t − s)

)(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s ≤ 1

2
ω2

t (0, t )+ 1

2

( t∫
0

ξ(s)d s

)
(ξ♦ω), (3.39)

ωt (L, t )

t∫
0

(
g ′(t − s)+µg (t − s)

)(
ω(L, t )−ω(L, s)

)
d s

72



3.3. Comportement asymptotique

≤ 1

2
ω2

t (L, t )+
( t∫

0

ξ(s)d s

)
(ξ♦ω)+L3

( t∫
0

ξ(s)d s

) L∫
0

(ξäωxx)d x (3.40)

et

ωxt (L, t )

t∫
0

(
g ′(t − s)+µg (t − s)

)(
ωx(L, t )−ωx(L, s)

)
d s

≤ g∗
4
ω2

xt (L, t )+ L

g∗

( t∫
0

ξ(s)d s

) L∫
0

(ξäωxx)d x, t ≥ 0. (3.41)

Enfin, l’assertion (3.18) découle des relations (3.38)–(3.41).

Lemme 3.3.3 Pour ψ3(t ) on a

ψ′
3(t ) ≤ 1

2
(g ′♦ω)+

(κ
µ
+ 1

4η14

)
ω2

t (0, t )+η14ω
2(0, t )+ µ

4
(g♦ω), t ≥ 0 (3.42)

pour certaine constante η14 > 0.

Démonstration. La dérivée de ψ3(t ) par rapport au temps t est donnée par

ψ′
3(t ) = 1

2
(g ′♦ω)+ωt (0, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s +ωt (0, t )ω(0, t ), t ≥ 0.

Il suffit d’observer que

ωt (0, t )

t∫
0

g (t − s)
(
ω(0, t )−ω(0, s)

)
d s ≤ 1

4η13
ω2

t (0, t )+η13κ(g♦ω), η13 > 0

et

ωt (0, t )ω(0, t ) ≤ 1

4η14
ω2

t (0, t )+η14ω
2(0, t ), η14 > 0, t ≥ 0,

avec η13 = µ
4κ , pour obtenir (3.42).

Lemme 3.3.4 Pour les fonctionnelles ψ4(t ) et ψ5(t ), on a

ψ′
4(t ) ≤−αψ4(t )−

t∫
0

ξ(t − s)‖ωxx(s)‖2
2d s + ξ̄α‖ωxx‖2

2, t ≥ 0 (3.43)

et

ψ′
5(t ) ≤−αψ5(t )−

t∫
0

ξ(t − s)ω2(0, s)d s + ξ̄αω2(0, t ), t ≥ 0. (3.44)
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Démonstration. Un calcul direct, donne (3.43) et (3.44).

Preuve du Théorème 3.3.1 Une utilisation des Lemme 3.3.1, Lemme 3.3.2 et Lemme 3.3.3

et l’injection de (2.10) dans (3.3) dans la dérivée de la fonctionnelle L (t ), nous donne pour

tout t ≥ t∗ > 0

L ′(t ) ≤ E I

2

L∫
0

(g ′äωxx)d x + 1

2
(g ′♦ω)+

{
λ1

[ρE I (1−κ)+2C 2L2

E I (1−κ)

]
− g∗ρ

4
λ2

}
‖ωt‖2

2

+
(
λ2U1 −λ1

E I

4

(
1−κ))‖ωxx‖2

2 +
{
λ1

[
m + (K +C )2

]
− C

2

}
ω2

t (0, t )

+
(
λ2U8 + κ

µ
+ 1

4η14
+ C

4η15
+ 1

4η16
−K

)
ω2

t (0, t )+U9

L∫
0

(gäωxx)d x +2ψ′
5(t )

+
{
λ1

[
mE +C 2

]
+λ2U7 −C

(1

2
−η15

)}
ω2

t (L, t )+λ2U6

( t∫
0

ξ(s)d s
) L∫

0

(ξäωxx)d x

−λ2
J g∗

2
ω2

xt (L, t )+
{
λ1

[
JL+ 2D2

E I (1−κ)

]
+λ2

D

2
−D

}
‖ωxxt‖2

2 +2E Iψ′
4(t )

+
(
λ2U2 +η14 +η16 − λ1

2

)
ω2(0, t )+λ2U4(g♦ω)+ µ

4
(g♦ω)

+λ2U5

( t∫
0

ξ(s)d s
)
(ξ♦ω),

(3.45)

où on a utilisé les estimations suivantes :

Cωt (L, t )ωt (0, t ) ≤Cη15ω
2
t (L, t )+ C

4η15
ω2

t (0, t ), η15 > 0,

ωt (0, t )ω(0, t ) ≤ 1

4η16
ω2

t (0, t )+η16ω
2(0, t ), η16 > 0,

avec

U9 :=λ2U3 +λ1
E Iκ

2(1−κ)
.

En tenant compte de la condition (H2), nous arrivons aux estimations

E I

2

L∫
0

(g ′äωxx)d x +U9

L∫
0

(gäωxx)d x +λ2U6

( t∫
0

ξ(s)d s

) L∫
0

(ξäωxx)d x
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≤
(
U9 − E Iµ

2

) L∫
0

(gäωxx)d x + 1

2

(
2λ2U6ξ̄+E I

) L∫
0

(ξäωxx)d x (3.46)

≤
(
U9 − E Iµ

2

) L∫
0

(gäωxx)d x +2

(
λ2U6ξ̄+ E I

2

) t∫
0

ξ(t − s)‖ωxx(s)‖2
2d s

+2ξ̄

(
λ2U6ξ̄+ E I

2

)
‖ωxx‖2

2

et

1

2
(g ′♦ω)+λ2U4(g♦ω)+ µ

4
(g♦ω)+λ2U5

( t∫
0

ξ(s)d s

)
(ξ♦ω)

≤
(
λ2U4 − µ

4

)
(g♦ω)+ 1

2

(
2λ2U5ξ̄+1

)
(ξ♦ω) (3.47)

≤
(
λ2U4 − µ

4

)
(g♦ω)+2ξ̄

(
λ2U5ξ̄+ 1

2

)
ω2(0, t )+2

(
λ2U5ξ̄+ 1

2

) t∫
0

ξ(t − s)ω2(0, s)d s.

Ensuite, en utilisant le Lemme 3.3.4 et en substituant (3.46) et (3.47) dans (3.45), on obtient

pour tout t ≥ t∗ > 0

L ′(t ) ≤
{
λ1

[ρE I (1−κ)+2C 2L2

E I (1−κ)

]
− g∗ρ

4
λ2

}
‖ωt‖2

2 −λ2
J g∗

2
ω2

xt (L, t )

+
[
ξ̄
(
2λ2U6ξ̄+E I

)
+2E I ξ̄α+λ2U1 −λ1

E I

4

(
1−κ)]‖ωxx‖2

2

+
{
λ1

[
JL+ 2D2

E I (1−κ)

]
+λ2

D

2
−D

}
‖ωxxt‖2

2 −2αE Iψ4(t )

+
(
λ2U8 + κ

µ
+ 1

4η14
+ C

4η15
+ 1

4η16
−K

)
ω2

t (0, t )+
(
λ2U4 − µ

4

)
(g♦ω)

+
[
λ1

(
mE +C 2

)
+λ2U7 −C

(1

2
−η15

)]
ω2

t (L, t )−2αψ5(t )

+
{
λ1

[
m + (K +C )2

]
− C

2

}
ω2

t (0, t )+
(
U9 − µE I

2

) L∫
0

(gäωxx)d x

+
[
ξ̄
(
2λ2U5ξ̄+1

)
+2ξ̄α+η14 +η16 +λ2U2 − λ1

2

]
ω2(0, t )

+
(
2λ2U6ξ̄−E I

) t∫
0

ξ(t − s)‖ωxx(s)‖2
2d s +

(
2λ2U5ξ̄−1

) t∫
0

ξ(t − s)ω2(0, s)d s.

(3.48)
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Maintenant, nous commençons la sélection des différents paramètres de telle sorte que tous

les coefficients dans le membre de droite de (3.48) soient négatifs. Premièrement, nous choi-

sissons

λ1 =
[ E I (1−κ)

E Iρ(1−κ)+2C 2L2

]g∗ρ
8
λ2, η15 = 1

4
, etη14 = η16 = λ1

8
.

Ensuite, on sélectionne λ2 suffisamment petite de telle sorte que

U9 − E Iµ

2
< 0,

λ2U4 − µ

4
< 0,

λ2

{
E I (1−κ)g∗ρ

8
[
E Iρ(1−κ)+2C 2L2

]}(
mE +C 2

)
+λ2U7 − C

4
< 0,

λ2

{
E I (1−κ)g∗ρ

8
[
E Iρ(1−κ)+2C 2L2

]}[
JL+ 2D2

E I (1−κ)

]
+λ2

D

2
−D < 0,

λ2

{
E I (1−κ)g∗ρ

8
[
E Iρ(1−κ)+2C 2L2

]}[
m + (Kp +C )2

]
− C

2
< 0,

2λ2U6ξ̄−E I < 0

et

2λ2U5ξ̄−1 < 0.

Une fois que λ2 est fixée, si ξ̄α et ξ̄ sont suffisamment petits, il est clair que

ξ̄
(
2λ2U6ξ̄+E I

)
+2E I ξ̄α−

[
E I 2(1−κ)2

E Iρ(1−κ)+2C 2L2

]
g∗ρ
64

λ2 < 0

et

ξ̄
(
2λ2U5ξ̄+1

)
+2ξ̄α−

[
E I (1−κ)

ρE I (1−κ)+2C 2L2

]
g∗ρ
64

λ2 < 0.

Enfin, on choisit K suffisamment large de manière que

λ2U8 + κ

µ
+C + 2

λ1
+ 2

λ1
−K < 0.

Par conséquent, nous aboutissons à l’estimation suivante :

L ′(t ) ≤−C0

[
E (t )+ψ3(t )+ψ4(t )+ψ5(t )

]
, t ≥ t∗ > 0,
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où C0 est une constante positive. D’après le membre de droite de la relation (3.4) dans la

Proposition 3.2.1, on obtient :

L ′(t ) ≤ −C0

δ2
L (t ), t ≥ t∗ > 0.

Par conséquent,

L (t ) ≤C1e−νt , t ≥ t∗ > 0,

où C1 et ν sont des constantes positives. L’autre inégalité dans la Proposition 3.2.1, donne

E (t ) ≤ Ae−νt , t ≥ t∗ > 0.

où A est une constante positive. On peut prouver facilement une estimation similaire dans

l’intervalle [0, t∗].

Enfin, comme l’énergie classique et l’énergie modifiée sont équivalent c’est-à-dire il existe

χ1 et χ2 deux constantes positives telle que

χ1E (t ) ≤ E(t ) ≤χ2E (t ), t ≥ 0

on obtient finalement :

E(t ) ≤ Ae−νt , t ≥ 0.

Ceci achève la démonstration. ■
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons abordé le problème des vibrations transversales appa-

raissant lors du fonctionnement d’une poutre fixée à une base en mouvement de transla-

tion. Notre but était d’apporter un nouveau mécanisme capable d’atténuer ces vibrations et

d’améliorer les résultats publiés auparavant. Notre contribution dans ce projet a porté sur le

contrôle d’une poutre fixée à une base en mouvement de translation en s’appuyant sur trois

types amortissements.

Nous soulignons que dans notre étude nous avons supposé les deux hypothèses sui-

vantes :

1)- les déformations de la section droite dues au cisaillement sont négligées,

2)- l’effet d’inertie de rotation est négligé.

Les résultats obtenus dans notre recherche peuvent s’étendre au cas où on ne suppose

pas ces hypothèses. Le modèle devient la poutre de Timoshenko (voir [87]) comme le montre

la figure ci-dessous. Les équations du mouvement dans ce cas là s’écrivent sous la forme :

mSt t (t )+ρ1

L∫
0

(
St t (t )+ut t (x, t )

)
d x +mE

(
St t (t )+ut t (L, t )

)
= τ(t ), t ≥ 0,

ρ1

(
St t (t )+ut t (x, t )

)
−k

(
ux(x, t )+φ(x, t )

)
x
= 0,

ρ2φt t (x, t )−bφxx(x, t )+
t∫

0

g (t − s)φxx(s)d s +k
(
ux(x, t )+φ(x, t )

)
= 0,

(3.49)

pour tout x ∈ [0,L] avec les conditions aux bords



Conclusion et perspectives



u(0, t ) =φ(0, t ) = 0,

−k
(
ux(L, t )+φ(L, t )

)
= mE

(
ut t (L, t )+St t (t )

)
,

bφx(L, t )−
t∫

0

g (t − s)φx(L, s)d s =−Jφt t (L, t ), ∀t ∈ [0,∞)

(3.50)

et les conditions initiales

S(0) = S0, St (0) = S1, u(x,0) = u0, φ(x,0) =φ0, ut (x,0) = u1, φt (x,0) =φ1, x ∈ [0,L], (3.51)

FIGURE 3.1 – Poutre de Timoshenko fixée à une base en mouvement de translation.

Dans le système (3.49)–(3.52), les fonctions S, u, φ, τ et g désignent, respectivement,

le déplacement de la base en mouvement, le déplacement transversal à la position x et à

l’instant t de la poutre par rapport à la base, l’angle de rotation d’un filament, la force exté-

rieure agissant sur la base et la fonction de relaxation. Les coefficients ρ1, ρ2, b est k sont des

constantes positives caractérisant les propriétés élastiques des matériaux. Physiquement,

ρ1 est la densité linéaire de la masse, ρ2 est le moment d’inertie de la masse, b est le coef-

ficient de rigidité et k est le module d’élasticité de cisaillement. Les constantes L, m et mE

représentent la longueur de la poutre, la masse de la base en mouvement de translation et

la masse avec moment d’inertie J attachée à l’extrémité libre de la poutre, respectivement.
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Conclusion et perspectives

Aussi, ces résultats peuvent se généraliser si nous tenons de l’effet du déplacement longi-

tudinal. Dans ce cas nous obtenons la poutre de Mindlin Timoshenko (voir [6]) et le système

s’écrit sous la forme :

mSt t (t )+
L∫

0

ρh
(
St t (t )+ut t

)
d x +mE

(
St t (t )+ut t (L, t )

)
= τ(t ), ∀t ∈ [0,∞),

ρh3

12 φt t −φxx +
t∫

0

g (t − s)φxx(s)d s +k(φ+ux) = 0,

ρh
(
St t (t )+ut t

)
−k

(
φ+ux

)
x −

[
ux

(
ηx + 1

2 u2
x

)]
x
+ 1

k
uxxxx +ut = 0,

ρhηt t −
(
ηx + 1

2 u2
x

)
x
+ηt = 0, ∀(x, t ) ∈ (0,L)× [0,∞),

(3.52)

avec les conditions aux limites

u(0, t ) =φ(0, t ) = 0,

ux(0, t ) = ux(L, t ) = uxx(0, t ) = uxx(L, t ) = 0,
1

k
uxxx(L, t ) = mE

(
ut t (L, t )+St t (t )

)
,

φx(L, t )−
∫ t

0
g (t − s)φx(L, s)d s =−Jφt t (L, t ),

η(0, t ) = η(L, t ) = 0, ∀t ∈ [0,∞)

(3.53)

et les conditions initiales
S(0) = S0, St (0) = S1[
φ(0, .), u(0, .), η(0, .)

]= [
φ0, u0, η0

]
,[

φt (0, .), ut (0, .), ηt (0, .)
]= [

φ1, u1, η1
]
, x ∈ [0,L]

(3.54)

où S, u, φ, τ g m, mE , L et k sont définis comme dans le système (3.49)–(3.50) et η est le

déplacement longitudinal de la poutre, h est l’épaisseur de la poutre et ρ est la densité.
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Annexe A
Poutre d’Euler-Bernoulli

Une poutre est un solide engendré par une surface plane S, constante ou non, dont le

centre de gravité G décrit le segment G0GE , le plan qui contient S restant normal à G0GE .

De plus, les dimensions de S sont faibles (sans être négligeables) par rapport à G0GE (voir la

figure ci-dessous) telles que :

FIGURE A.1 – Modèle d’une poutre

L’ensemble des centres de gravité des sections droites est une courbe continue et diffé-

rentiable, appelée “moyenne” ; son rayon de courbure est grand par rapport à sa longueur.

Les sections droites sont perpendiculaires à la courbe moyenne ; elles “varient de ma-

nière continue et lente”.

La racine carrée de la surface des sections droites est petite par rapport à la longueur de

la courbe moyenne.

Le matériau est homogène et isotrope.



Modèle d’une poutre de type Bernoulli

Pour une poutre de type Bernoulli nous adopterons les hypothèses suivantes :

Au cours de la déformation, les sections droites restent perpendiculaires à la courbe

moyenne, cette hypothèse permet de négliger le cisaillement dans le cas de la flexion.

Les sections droites restent planes selon Navier-Bernoulli.
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