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Introduction Générale

Il est difficile d’enfermer la théorie des graphes dans un seul catalogue restreint, tant
la variété des disciplines auxquelles elle touche est grande. Cependant, elle est depuis
plusieurs décennies une discipline florissante, souvent considérée comme une branche des
mathématiques discretes. Sa croissance est due dans une large mesure a son role essentiel
dans les sciences appliquées. L’informatique et 'optimisation combinatoire, en particulier,
ont tiré profit et contribué au développement de la théorie des graphes. Néanmoins, les
liens entre la théorie des graphes et d’autres branches des mathématiques sont de plus en
plus forts et des méthodes de la théorie des graphes sont de plus en plus employées dans
d’autres domaines des mathématiques. Les relations entre la théorie des graphes et la
géométrie (geometric graph theory, metric graph theory), les probabilités (random graph

theory) ou encore 'algebre (spectral graph theory) ne sont plus a exposer.

D’autre part, dans le monde dans lequel nous vivons et ou la communication est de
premiere importance, les graphes sont devenus un outil indispensable pour la modélisation,
la conception et I'analyse des réseaux. Pourqu’un réseau garantisse une transmission ra-
pide, facile et fiable, il faut que sa conception obéisse a certaines regles. C’est la, entre
autres, que la distance moyenne intervient. Son étude permet de mieux comprendre le
fonctionnement des réseaux et de mieux prévoir leur comportement en cas de défaillance

(par exemple lorsqu’un lien est rompu).

Un des domaines les plus étudiés en théorie des graphes, traite de questions concer-
nant les cycles (le probleme hamiltonien en est un exemple). Un autre probléme central de
recherche en théorie des graphes est celui de I'existence de facteurs. Les résultats concer-
nant ce probléeme sont souvent influencés par des résultats ou des questions sur les cycles.
L’étude de I'un peut d’ailleurs donner des idées pour I'étude de 'autre et les deux sont

connus pour étre des problemes difficiles en théorie des graphes.
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Cette these est centrée sur trois concepts fondamentaux de la théorie des graphes : les
cycles, les facteurs et la distance moyenne. Elle est organisée en trois parties et quatre
chapitres.

Dans le Chapitre 1, des rappels sur quelques notions avancées en théorie des graphes
sont donnés.

Au début des Chapitres 2 a 4, nous citerons les résultats qui nous ont semblé les plus
marquants, notamment parmi les plus récents concernant respectivement :

— Les couvertures par cycles;

— Les facteurs puis les pseudo 2-facteurs et

— La distance moyenne.

Les Chapitres 2 et 3 étudient deux notions étroitement liées : les couvertures par cycles
et les pseudo 2-facteurs respectivement.

Ces deux notions sont des généralisations des 2-facteurs, concept tres étudié en théorie
des graphes, notamment a cause de son lien avec le probleme hamiltonien. En effet, un
cycle hamiltonien n’est autre qu’'un 2-facteur connexe.

Une couverture des sommets d'un graphe par des cycles est une famille de cycles
élémentaires telle que tout sommet du graphe appartient a au moins un cycle de cette
famille. Clairement si les cycles de cette famille sont deux a deux sommet-disjoints, alors
cette couverture n’est autre qu’un 2-facteur.

D’autre part, un pseudo 2-facteur est une famille de cycles élémentaires, sommets ou
arctes tels que tout sommet du graphe appartient a exactement une composante de cette
famille. Un pseudo 2-facteur ne contenant que des cycles est un 2-facteur.

Nous commencerons le Chapitre 2 par faire le point sur les résultats de la littérature
ayant trait au probleme d’existence de cycles dans un graphe (en particulier le probleme
de couverture par cycles). Nous présenterons ensuite notre travail, dédié aux couvertures
par des cycles de longueur bornée. Nous avons étudié :

“Le nombre minimum, cx(G), de cycles de longueur au plus k nécessaires pour couvrir
tous les sommets d’un graphe G”, ou k est un entier fixé au préalable. Nous avons borné
ce nombre par une fonction de 'ordre de G et de sa stabilité. Ce travail est publié dans
[16].

Le Chapitre 3 est consacré aux pseudo 2-facteurs. Comme souligné plus haut, cette
notion est une généralisation des 2-facteurs. D’ailleurs le point de départ des travaux
exposés dans ce chapitre a été un résultat sur les facteurs. C’est pour cela que nous avons
choisi de commencer le Chapitre 3 par une breve revue de la littérature sur les facteurs.

Cette revue n’a pas la prétention d’étre exhaustive dans un domaine ou les surveys ne
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manquent pas.

Nous présenterons ensuite un état de I'art sur les pseudo 2-facteurs, appelés parfois
dans la littérature : partition en cycles, arétes et sommets. Dans nos travaux, nous avons
étudié :

“Le nombre de composantes qui sont des arétes ou des sommets dans un pseudo 2-
facteur d’un graphe G”. Nous avons proposé une borne au nombre de ces composantes en
fonction du degré minimum et de la stabilité du graphe G . Ce travail est publié dans [17]
et la borne obtenue est la meilleure possible.

Le dernier chapitre qui commence, a I'instar des autres chapitres, par un tour d’horizon
sur la distance moyenne dans un graphe, étudie la relation entre la distance moyenne et
la maille d’un graphe (longueur d’un plus petit cycle). Curieusement, aucun résultat dans
la littérature n’avait étudié la relation entre ces deux parametres. Nos travaux ont été
inspirés par deux conjectures proposant des bornes au produit et au rapport de la distance
moyenne par la maille d'un graphe. Les résultats exposés dans le Chapitre 4 proposent
des bornes atteintes meilleures que celles conjecturées; lesdits résultats sont en révision
dans [18].

Nous terminerons ce manuscrit par une conclusion et perspectives de ces travaux.
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Chapitre 1
Préliminaires

A la fin de ce document est placée une liste des notations communes aux deux premieres
parties de cette these. Ces notations et les notions associées sont standards et peuvent
presque toutes étre retrouvées dans [24] ou [19]. Nous rappelons ces notions dans ce
chapitre et nous présentons la plupart des classes de graphes dont nous parlerons. Nous
nous attarderons sur des notions avancées, comme la k-connectivité ou la toughness. Nous
ferons aussi un bref rappel sur la théorie de la complexité. Les définitions des notions plus
complexes de couvertures par cycles, pseudo 2-facteurs et distance moyenne, propres aux
chapitres 2, 3 et 4 respectivement et indispensables a la compréhension des travaux y
présentés, seront données dans lesdits chapitres. Seule la notion de facteur, commune
aux deux chapitres de la partie I de cette these, est rappelée a la fin de ce chapitre.
Certains concepts n’apparaissant qu’occasionnellement seront définis au moment ou ils

interviendront.

1.1 Deéfinitions de base

Graphe Un graphe G est défini par un ensemble de sommets, noté V(G), et un ensemble
d’arétes, noté E(G), ou simplement V' et E si le contexte est clair. Le nombre de
sommets de G, appelé 'ordre du graphe G, est souvent noté |G| et le nombre de
ses arétes est appelé la taille de GG. Une aréte joignant deux sommets z,y € V est

notée (z,y) (ou encore xy). x et y sont les extrémités de I'aréte (x,y).

Nous ne considérons dans toute la suite que des graphes finis (i.e d’ordre fini), non
orientés et simples (i.e sans boucle et sans aréte multiple).

Un graphe trivial est un graphe avec un seul sommet, tous les autres graphes sont dits

13
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nontriviau.
Le complémentaire d'un graphe G = (V, E) est le graphe G dont 'ensemble des sommets
est V' et dans lequel deux sommets = et y sont adjacents si et seulement si ils ne le sont
pas dans G.
Deux graphes Gy et Gy sont dits sommet-disjoints si V(G1) N V(Gy) = (). Dans ce ma-

nuscrit, sauf mention contraire, disjoint voudra dire sommet-disjoint.

Voisinage Deux sommets adjacents x et y sont dits voisins. Le voisinage d’un sommet

z de G, noté Ng(z) est I'ensemble des voisins de x dans G.

Degré Le degré d'un sommets x dans G, noté dg(z), est le nombre de voisins de z
(dg(z) = |Ng(z)|). Un sommet de degré 1 est appelé sommet pendant ou encore
feuille lorsque le graphe est un arbre. Un sommet isolé est un sommet de degré 0.
Le degré minimum d’'un graphe G, noté 0(G), est le minimum des degrés de ses
sommets. Le degré mazimum d’un graphe G, noté A(G), est le maximum des degrés
de ses sommets.

Un graphe est dit régulier lorsque tous ses sommets sont de méme degré. Plus

précisément, il est dit k-régulier si dg(x) = k pour tout x € V.

Sous-graphe/Graphe partiel Un graphe H est un sous-graphe partiel (ou plus simple-
ment un sous-graphe) de G si V(H) C V(G) et E(H) C E(G) et toutes les arétes
de E(H) ont leurs extrémités dans V(H).
Si toutes les arétes de E(G) ayant leurs deux extrémités dans V (H) sont également
dans E(H), alors le graphe H est le sous-graphe de G induit par V(H).
Si un sous-graphe H est tel que V(H) = V(G), alors H est dit graphe partiel de G.
Des exemples de sous-graphes d'un graphe G sont illustrés par la Figure 1.1.

v

G G171 =G — v :un sous-graphe G =G; —e:un Un graphe partiel
induit de G sous-graphe partiel de G de G
FIGURE 1.1 — Exemples de sous-graphes de GG

Si S est un sous-ensemble de V' (G), le graphe obtenu apres la suppression de S est

noté G — S. De méme, si F' est un sous-ensemble de E(G), le graphe obtenu apres
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suppression des arétes de F' est noté G — F' (notons dans ce cas que la suppression
des arétes de F' n’implique pas la suppression de leurs extrémités).

Pour alléger les notations, lorsque H est un sous-graphe de GG, nous noterons G — H
le sous-graphe induit par V(G) — V(H).

Chaines/Cycles Soit P = xgx;...x; une chaine, alors les sommets xy et z; sont les
extrémités de P et xq,...,x,_1 sont ses sommets internes. La chaine élémentaire
d’ordre n est notée P, et le cycle élémentaire d’ordre n est noté C,,. Le cycle C3 est
appelé triangle, Cy est appelé quadrilatéral, Cs est un pentagone,...etc. La longueur
d’une chaine P (respectivement d’un cycle C') notée [(P) (respectivement [(C')) est
le nombre de ses arétes. Suivant la parité de [(C') un cycle C est dit pair ou impair.
Un graphe G est dit hamiltonien s’il possede un cycle hamiltonien (un cycle qui

passe par tous les sommets de G une et une seule fois).

Dans ce manuscrit, le terme chaine (respectivement cycle) sous-entendra chaine élémentaire

(respectivement cycle élémentaire).

Graphes connexes/ Composantes connexes Un graphe est dit conneze si toute paire
de sommets distincts est reliée par une chaine. Si le graphe n’est pas connexe
alors une composante connexe est un sous-graphe connexe maximal (par rapport au
nombre de sommets) de G. Nous noterons w(G) le nombre de composantes connexes
du graphe G.

Distance La distance entre deux sommets x et y de G est la longueur d’une plus courte
chaine reliant z et y. Elle est notée dg(z,y). S’il n’existe pas de chaine entre z et
y, c’est-a-dire que = et y sont dans deux composantes connexes différentes alors la
distance entre eux est infinie. Le diamétre d’'un graphe G, noté D(G) (ou simplement
D), est la plus grande distance entre deux sommets quelconques (en d’autres termes,
c’est la valeur maximum de dg(z,y) parmi toutes les paires de sommets (x,y) de
V).

Couplage Un couplage dans un graphe G est un ensemble d’arétes deux a deux non
adjacentes. Un couplage M est dit parfait, si tout sommet de G est incident a une
aréte de M.

Stabilité Un stable ou un ensemble indépendant d’un graphe G est un ensemble de
sommets deux a deux non adjacents. La stabilité (ou le nombre de stabilité) du

graphe G, notée a(G), est le cardinal d'un plus grand stable dans G.

Pour un entier positif k, k < a(G), 0x(G) est utilisé pour noter le minimum parmi les

sommes des degrés de k sommets indépendants dans G,
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0x(G) = min{)_ . da(x)\S est un stable et |S| = k}.
Si k > « alors 04 (G) est infini.

1.2 Connectivité

Il y a des graphes connexes pour lesquels la suppression d’'un sommet suffit pour
les déconnecter, pour d’autres il faut en enlever plusieurs. Ceci montre que les graphes
connexes le sont a des degrés différents, ¢’est la sommet-connectivité (ou I’aréte-connectivité)

qui mesure a quel point un graphe est connexe.

Ensemble d’articulation/ Déconnectant Un sous-ensemble de sommets S de G est
un ensemble d’articulation de G si sa suppression augmente le nombre de compo-
santes connexes de G (c’est-a-dire G — S contient plus de composantes connexes
que (). Si un ensemble d’articulation est réduit a un seul sommet s alors s est dit
point d’articulation. Par analogie, un sous-ensemble F' de E(G) est un déconnectant
si G — F contient plus de composantes connexes que (. Si un déconnectant ne

contient qu’une seule aréte alors cette derniere est appelée isthme.

Un point d’articulation (sommet plein)
et un déconnectant (arétes en gras)

FIGURE 1.2 — Exemple d’ensemble d’articulation et de déconnectant

Graphes k-connexes Un graphe est k-connezxe si le nombre minimum de sommets dont
I’élimination rend GG non connexe ou le réduit a un sommet unique est au moins
k. La sommet-connectivité ou simplement connectivité d'un graphe G, notée k(G),
est la valeur maximum de k telle que G est k-connexe (en d’autres termes, c’est le
nombre minimum de sommets dont la suppression déconnecte G ou le réduit a un
sommet unique). Par convention, un graphe trivial est 0-connexe et 1-connexe mais

n’est pas k-connexe pour k > 2.

Bloc Un graphe connexe sans point d’articulation est appelé bloc. Tout bloc avec au
moins 3 sommets est 2-connexe. Un bloc d'un graphe G est un sous-graphe induit
de G qui est un bloc et qui est maximal pour cette propriété. Tout graphe est I'union

de ses blocs. Deux blocs quelconque d’un graphe ont au plus un sommet en commun.
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On appelle bloc extremal un bloc qui contient au plus un point d’articulation.

N

G

FiGURE 1.3 — De gauche a droite : un graphe G avec ses points d’articulation et sa
décomposition en blocs

Par analogie a la connectivité, il y a I’aréte-connectivité. Un graphe est k-aréte-conneze
si le nombre minimum d’arétes dont la suppression déconnecte GG ou le réduit a un seul
sommet est au moins k. L’aréte-connectivité est notée A(G) et est égale a la valeur maxi-
mum de k telle que G est k-aréte-connexe. Il est facile de voir que si un graphe est

k-connexe alors il est k-aréte-connexe.

1.3 Toughness

La connectivité (et l'aréte-connectivité) ne sont pas les seuls parametres a évaluer
la “force” d’un graphe. Il y a aussi d’autres parametres (peut-étre moins connus) qui
la mesurent d’'un point de vue différent. Dans ce manuscrit, nous parlerons parfois de
toughness, notamment dans les revues que nous présenterons. Ce concept a été introduit
par Chvatal ([43]), il y a plus de 30 ans. Un graphe G est dit t-tough si |S| > tw(G—S) pour
tout ensemble d’articulation S de G (o w(G — S) représente le nombre de composantes
connexes de G — S). La toughness d'un graphe G, notée 7(G) est la valeur maximum
de t pour laquelle G est t-tough (en prenant 7(K,) = +00). Bien que la condition pour
qu'un graphe soit tough ait une forme simple, elle n’est pas toujours facile a appliquer.
Le probléme qui consiste & reconnaitre un graphe t-tough est NP-dur! pour n’importe
quel rationnel ¢ fixé ([11, 12]) et le reste dans un bon nombre de classes de graphes. Il y a
encore beaucoup de choses a dire sur la toughness et particulierement sur sa relation avec
I'existence de cycles. Nous invitons le lecteur intéressé a consulter le survey [13] pour une

revue complete.

1. Voir section 1.7
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1.4 Quelques familles de graphes

Nous décrivons dans cette partie différentes classes de graphes que nous aurons l'oc-

casion de rencontrer dans la suite de ce document.

Graphe Complet Un graphe d’ordre n, n — 1-régulier est appelé graphe complet ou

clique. 11 contient toutes les arétes possibles et est noté K,,.

FIGURE 1.4 — Les graphes complets K3, Ky et K5

Arbre Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Les arbes ont plusieurs caractérisations,
par exemple un graphe d’ordre n est un arbre si et seulement si il est connexe et a
n — 1 arétes. Les sommets pendants dans un arbre sont appelés feuilles. Tout arbre
(nontrivial) posseéde au moins 2 feuilles. Une forét est un graphe non connexe dans
lequel chaque composante connexe est un arbre. A cause du fait qu’ils soient sans

cycles, arbres et foréts sont appelés “graphes acycliques”.

Graphe biparti Un graphe est dit bipart: si ’ensemble de ses sommets V' peut étre par-
tionné en deux sous-ensembles Vi et V5 de telle facon que toute aréte de G ait une
extrémité dans Vi et une extrémité dans V5. On écrit alors G = (V; U Vi, E). Les
sous-graphes induits par Vi et V5 sont des stables. Si |Vi| = |V4|, alors le graphes
biparti G est dit équilibreé.

Un graphe biparti complet est un graphe biparti maximal en terme de nombre
d’arétes. Si |Vi| = p et V3| = ¢, alors le graphe biparti complet (V3 U V;, E) est
noté K, ,.

Un graphe biparti complet dont une partition contient un seul sommet est appelé
¢toile. L’étoile est aussi un arbre d’ordre n a n — 1 feuilles. Elle est souvent étudiée

comme sous-graphe induit, en particulier I’étoile K 3 appelée griffe.

Graphes représentatifs des arétes d’un graphe Le graphe représentatif des arétes
d’un graphe G est le graphe dont les sommets représentent les arétes de G et dans

lequel deux sommets sont adjacents si et seulement si les arétes qu’ils représentent
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FIGURE 1.5 — Le graphe Ky 3 et 'étoile K,

ont une extrémité commune dans G. Il est noté L(G). La Figure 1.6, représente un

graphe et son graphe représentatif des arétes (qui n’est autre que le diamant).

a ab

d c
G de

FIGURE 1.6 — G et son graphe représentatif des arétes

Graphes définis par des configurations exclues Soit F' un graphe. Un graphe G est
dit sans F' si et seulement si G' ne possede pas de sous-graphe induit isomorphe a
F.
Une classe de graphes tres étudiée, définie par une configuration exclue, est la classe

des graphes sans griffe. Un survey y a été consacré [91].

1.5 Quelques opérations sur les graphes

Les opérations sur les graphes nous permettent d’obtenir de nouveaux graphes a partir
d’anciens. Ces opérations sont parfois divisées en deux classes : les opérations unaires
(comme 'ajout ou la suppression d’une aréte ou d’un sommet) et les opérations binaires
(comme la somme cartésienne, le joint). Nous définissons ci-apres les opérations binaires

qui interviendront dans ce document.

L’union de deux graphes L’union de deux graphe G; et G5, notée G; U Gg, est le
graphe dont ’ensemble des sommets est V(G1) U V(G2) et dont 'ensemble des
arétes est F(G1) U E(Gy). Si les graphes G et G2 sont disjoints alors cette union

sera dite union disjointe des graphes G, et Gb.

Pour un entier positif p, le graphe pG est 'union disjointe de p copies du graphe G.
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Le joint de deux graphes Le joint est une opération qui a été introduite par Zykov
dans [226]. Le joint de deux graphes disjoints G et Ga, noté G; + Ga, est le graphe
obtenu en prenant leur union et en reliant chaque sommet de GG; a chaque sommet

de Gy. La figure ci dessous montre I'union et le joint des graphes K3 et Pj.

FIGURE 1.7—K3UP3 et K3+P3

1.6 Facteurs

Un facteur d’'un graphe G est un graphe partiel de G. Soient f et g deux fonctions sur
V(G) a valeurs entieres telles que 0 < g(z) < f(z) pour tout z € V(G). Un (g, f)-facteur
de G est un facteur F tel que g(z) < dp(x) < f(z) pour tout x € V(G). Soient a et b deux
entiers positifs. Si g(z) = a et f(z) = b pour tout x € V(G) alors F est un [a, b]-facteur.
Si de plus f(z) = g(x) = k pour tout x € V(G) (ou k est un entier positif) alors F
est un k-facteur (abréviation de [k, k]-facteur). Un k-facteur est donc un graphe partiel
k-régulier, ce qui explique que les k-facteurs sont parfois appelés facteurs réguliers. Dans
I'étude de 'existence de [a, b]-facteurs dans un graphe, il est supposé que a > 0 parce
que si a = 0 alors tout graphe posséde un [a, b]-facteur qui ne contient aucune aréte. Si

a =b=1 alors le [a, b]-facteur est exactement un couplage parfait.

1.7 Complexité algorithmique

Dans ce document, et plus précisement dans les revues que nous proposerons au début
de chaque chapitre, nous parlerons de complexité pour signaler la difficulté d’un probleme.
Nous allons donc voir brievement comment les problemes sont classés suivant leur niveau
de difficulté. Nous n’entrerons pas dans les détails et de ce fait, le lecteur est invité a
consulter [107] pour une étude plus complete de la théorie de la complexité.

La complexité d'un algorithme, qui est le nombre d’opérations requises pour son

excécution, permet de mesurer ses performances. Le temps d’exécution d'un algorithme
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est proportionnel au nombre de ses opérations. Ce nombre dépend de la taille et de la
nature du probleme. Dans le cas des graphes, la complexité est une fonction du nombre
de bits requis pour coder la matrice d’adjacence dudit graphe, donc une fonction de n
(ordre) et m (la taille du graphe).

Si la complexité est bornée supérieurement par un polynome en la taille de I’entrée, alors
I’agorithme est dit polynomial.

Dans la théorie de la complexité, la classification des problemes se limite aux problemes
de décision c’est-a-dire ceux qui reviennent a répondre a une question par “ou:” ou
par “non”. La question du probleme se formalise comme suit : “la donnée d’entrée
possede-t-elle la propriété suivante ?”. Toutefois, nous pouvons parler de complexité pour
un probleme d’optimisation puisque ce dernier se ramene facilement a un probleme de
décision. Rappelons juste qu’'un algorithme déterministe est un algorithme modélisable
par une machine de Turing et qu’'un algorithme non déterministe est un algorithme qui
peut mener tout un arbre de calculs en parallele. A ’heure actuelle, on ne sait program-
mer que des algorithmes déterministes et on ne peut que simuler des algorithmes non
déterministes.

Les problemes de décision se classifient comme suit :

La Classe P Cette classe est en quelque sorte celle des problemes facilement résolvables
(méme pour des entrées de grande taille). Un probleme de décision est dans P s'il peut
étre décidé sur une machine déterministe en temps polynomial par rapport a la taille des
données. C’est un probléme de complexité O(n*) pour un certain k. Le probleme de la
connexité d'un graphe est un exemple d’un probléeme polynomial (il est en O(n?)). Par
ailleurs, il y a plusieurs problemes de base pour lesquels aucun algorithme polynomial
n’a été trouvé et il se pourrait méme qu'un tel algorithme n’existe pas. Déterminer quels
problemes sont résolvables en temps polynomial et lesquels ne le sont pas est une question

fondamentale. Dans ce contexte, la classe N'P joue un role important.

La classe NP La classe NP des problemes non déterministes polynomiaux réunit les
problemes de décisions qui peuvent étre décidés sur une machine non déterministe en
temps polynomial. Un probleme de décision appartient & la classe NP si, étant donnée
une instance du probleme dont la réponse est “oui”, il y a un certificat validant ce fait
qui peut étre vérifié en temps polynomial.

Le probleme qui consiste a décider si un graphe possede un cycle hamiltonien est un

probleme NP. Il en est de méme pour le probleme de décision pour une chaine hamilto-
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nienne.

Les problémes NP-complets sont les plus difficiles de la classe N'P. Cette notion in-
tuitive se définit plus formellement a l’aide de la notion de réduction polynomiale. Une
réduction polynomiale d’'un probleme P; a un probleme P, est une paire d’algorithmes
polynomiaux dont I'un transforme chaque instance Iy de P, en une instance I, de P,
et lautre transforme une solution pour 'instance I en une solution pour l'instance I;.
L’intérét de la réduction polynomiale est que s’il existe un algorithme polynomial pour
la résolution de P, alors cet algorithme peut étre converti en un algorithme polynomial

pour résoudre P;.

La classe NPC Un probléme NP-complet est un probléeme de AN'P en lequel se réduit
polynomialement tout autre probléeme de N P. La classe des problemes N P-complets est
généralement notée N PC.

Le probleme d’existence d'un cycle hamiltonien est un probleme NP-complet. Si un
algorithme polynomial pour ce probléeme (ou pour tout autre probleme NP-complet) est
trouvé alors il pourra étre adapté pour résoudre n’importe quel probléme dans NP en
temps polynomial.

Un probléme d’optimisation est NP-difficile (ou NP-dur) lorsque le probléme de recon-
naissance qui lui est associé est NP-complet. Le probleme du voyageur de commerce (TSP)
est un probleme NP-dur (tout algorithme qui résout le TSP résoudra aussi le probleme
du cycle hamiltonien). Le probleme de la clique maximum est aussi un probleme NP-dur
(il s’en suit que le probléeme du stable maximum est aussi NP-dur puisqu’il est poly-
nomialement équivalent au probleme de la clique maximum. Ceci vient du fait qu'un

sous-ensemble S de sommets est un stable dans G si et seulement si S induit une clique

dans G).
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Chapitre 2

Couverture des sommets d’un graphe

par des cycles de longueurs bornées

2.1 Introduction

Les problemes de cycles sont des problemes classiques tres étudiés en théorie des
graphes. Il y a dans la littérature un grand nombre de travaux donnant des conditions en
termes de : taille, ordre, degrés, somme des degrés, stabilité (pour ne citer que ceux-la)
qui sont suffisantes pour I'existence de cycles satisfaisant certaines propriétés, par exemple
étre disjoints, contenir des éléments fixés du graphe ou étre de longueurs bornées voire
fixées.

Une couverture des sommets d'un graphe G par des cycles est une famille de cycles
de G telle que tout sommet de G appartient a au moins un cycle de cette famille. Dans
toute la suite, le terme “couverture” sous-entendra couverture des sommets. Les problemes
ayant trait aux couvertures par cycles consistent généralement a déterminer le nombre
“minimum” de cycles dans une couverture de GG. Ensuite selon les conditions que nous
posons sur la famille de cycles, les problemes qui en découlent se diversifient. Une notion
proche de celle de couverture est celle de “placement de cycles”. Le probleme de placement
de cycles est celui de I'existence de k cycles disjoints de G. Donc, un placement de k cycles
dans un graphe G ne couvre pas forcément tous les sommets de ce dernier. La taille d'un
placement de cycles est le nombre de sommets de G' couverts par ces cycles. Un placement
de taille n, ou n est 'ordre de G, est appelé placement parfait, ce n’est autre qu’'un 2-
facteur de G.

Dans [159], Lesniak a rassemblé une variété de résultats concernant lexistence de

25
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cycles disjoints dans un graphe donné. Ce survey offre un bon apercu des travaux réalisés
dans ce domaine jusqu’en 1995. Une décennie plus tard, Fujita a présenté des résultats
plus récents sur les cycles disjoints dans [102].

Etant donné un graphe G, le probléeme suivant : “Est-ce que G contient au moins
k cycles disjoints?” est NP-complet ([107]). Par contre, pour k fixé, déterminer si G
contient k cycles disjoints (ou aréte-disjoints) peut étre résolu en O(n) ([23]). Par ailleurs,
le probléeme qui consite a trouver un plus grand ensemble de cycles disjoints (ou aréte-
disjoints) dans G est NP-dur ([67, 125]). Celui qui consiste a trouver une couverture par
un minimum de cycles disjoints est NP-dur ([107]).

Nous tentons dans ce chapitre de compléter les surveys cités précédemment en pro-
posant un état de ’art sur les problemes de placements de cycles et de couvertures par
cycles dans un graphe. Nous exposerons ensuite nos résultats concernant les couvertures

des sommets d'un graphe par des cycles de longueurs bornées.

2.2 Placement de cycles et couverture par cycles -
Un état de Part

Ce qui suit est une revue de la littérature concernant les problemes de placement
de cycles et de couverture par cycles. Cette revue est organisée en plusieurs paragraphes
selon les conditions posées sur les cycles. Nous n’aborderons pas le probleme hamiltonien :
existence d'un cycle couvrant tous les sommets du graphe, auquel plusieurs surveys ont

été consacrés (voir par exemple [111, 144]).

2.2.1 Placement de k£ cycles dans un graphe

Probablement I'un des premiers résultats parus concernant le placement de cycles dans
un graphe est celui de Corradi et Hajnal. Dans [45], ils ont prouvé le résultat suivant qui

avait été conjecturé par Erdos quelques années plus tot.

Théoréme 2.1 (Corradi et Hajnal [45]) Tout graphe d’ordre n > 3k et de degré mi-

nimum 6 > 2k contient k cycles disjoints.

Plusieurs auteurs ont ensuite amélioré ce résultat de différentes manieres.
Enomoto et Wang ont indépendemment montré, dans [81] et [216] respectivement, ce qui
est devenu un résultat de base. Il s’agit d'une généralisation du Théoreme 2.1 qu’ils ont

obtenu en relachant la condition sur les degrés posée par Frdos.
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Théoréme 2.2 (Enomoto [81] et Wang [216]) Soit G graphe d’ordre au moins 3k
(k > 2) dans lequel d(u) + d(v) > 4k — 1 pour toute paire de sommets non-adjacents u et

v. Alors G contient k cycles disjoints.

Le graphe biparti complet Koy, avec m > 2k — 1, a 09(G) = 4k — 2 et est sans k
cycles disjoints. Cet exemple montre que la borne donnée pour o3(G) dans le Théoreme
2.2 est la meilleure possible.

Dans [104], Fujita et al. ont obtenu une généralisation du Théoreme 2.1 en utilisant

la somme des degrés de trois sommets indépendants (plus communément notée o3(G)).

Théoreme 2.3 (Fujita et al. [104]) Soit k un entier tel que k > 2. Soit G un graphe
d’ordre au moins 3k + 2 et tel que o3(G) > 6k — 2. Alors G posséde k cycles disjoints.

Récemment, dans [20], Bialostocki et al. ont posé une conjecture qui, si elle est vraie,
est aussi une généralisation du Théoreme 2.1. Ils se sont interéssés a ’existence de cycles
avec cordes. Ils ont conjecturé que
“ Etant donnés des entiers positifs s,r et un graphe G d’ordre n > 3r + 4s et de degré
minimum 6 > 2r 4+ 3s. Alors G contient r + s cycles disjoints dont s avec cordes”. Ils ont
montré cette conjecture pour r = 0,s = 2 et pour s = 1. Dans [97], Finkel ’a montré
pour r = 0.

Dans [39], Chiba et al. ont voulu savoir ce que deviendrait le Théoréme 2.1 si une

contrainte sur la parité des cycles est rajoutée. Ils ont montré ce qui suit :

Théoréme 2.4 (Chiba et al. [39]) Pour tout entier k, il existe une constante ¢y, vérifiant
ce qui suit :
Soit G un graphe d’ordre au moins ¢y, et de degré minimum au moins 2k. Alors soit
(1) G contient k cycles disjoints pairs, ou
(1)) 2k — 1)Ky +pKy CG C Kop1+pKy (p>k>2), ouk =1 et tout bloc dans G
est soit un Ko soit un cycle impair, en particulier tout bloc extremal dans G est un

cycle tmpair.

Dans les théoremes précédents la conclusion est “G possede un placement de k cycles”
mais rien n’est dit sur la taille de ce placement. C’est dans [74], que Egawa et al. ont
considéré le probleme de couvrir autant de sommets que possible par k£ cycles disjoints.

IIs ont résolu une conjecture posée par Wang dans [213] en montrant ce qui suit :
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Théoréme 2.5 (Egawa et al. [74]) Soient d, k, et n trois entiers tels que k > 3,d >
4k — 1 et n > 3k. Soit G un graphe d’ordre n, dans lequel toute paire de sommets non-
adjacents x et y verifie d(x)+d(y) > d. Alors au moins min{d,n} sommets de G peuvent

étre couverts par k cycles disjoints.

En fait, le Théoreme 2.5 est aussi vrai pour k = 2. C’est ce qu’ont montré Egawa et
al. dans [75]. Dans [76], Egawa et al. ont regardé les graphes sans k cycles disjoints. Pour
des entiers donnés k > 1, > 1, ils se sont intéressés a l'ordre maximum (qu’ils ont noté
f(k,«)) d’un graphe de stabilité au plus «, qui ne posseéde pas k cycles disjoints. Ils ont
montré qu’il existe

— Une constante ¢, ne dépendant que de « telle que f(k,a) < 3k + ¢4 ;

— Une constante t; ne dépendant que de k telle que f(k,a) < 2a+ t;

Ils ont aussi montré que pour k£ et a donnés, il n’existe aucune constante c telle que

f(k,a) < c(k + a) et ils ont proposé un certain nombre de questions ouvertes.

En se restreignant a des classes de graphes, les chercheurs ont tenté d’améliorer les
résultats existants. Les graphes bipartis ont particulierement été étudiés. Wang a montré

dans [211] ce qui suit

Théoréme 2.6 (Wang [211]) Un graphe biparti G = (V3 U Vy, E) avec |Vi| = |Va| =
n > 2k (ot k est un entier positif) et de degré minimum au moins k+ 1 contient k cycles

disjoints.

Dans le méme papier Wang a aussi montré que si [Vi| = |Va| = 2k alors G contient
k —1 cycles disjoints de longueur 4 et une chaine d’ordre 4 indépendante des cycles. Dans
[212], il a étendu le théoreme précédent et a montré 'existence de k longs cycles disjoints

(de longueur supérieure a 4).

Théoréme 2.7 (Wang [212]) Soient s > 3 et k > 1 deuz entiers positifs. Soit G =
(ViUVa, E) un graphe biparti avec |V1| = |Va| = n > sk, de degré minimum 6 > (s—1)k+1.

Alors G contient k cycles disjoints de longueur au moins 2s.

Wang s’est par ailleurs interéssé a la longueur totale maximale des cycles disjoints dans
un graphe biparti équilibré. Cette longueur représente le nombre de sommets couverts par

lesdits cycles. Dans [214], il a montré ce qui suit :
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Théoréme 2.8 (Wang [214]) Soient k,n et s trois entiers positifs avec s > k > 2 et
n > 2k + 1. Soit G un graphe biparti avec |Vi| = |Va| = n. Si le degré minimum de G
est au moins s + 1, alors G contient k cycles disjoints couvrant au moins min(2n,4s)

sommets de G.

2.2.2 Existence d’une couverture des sommets de G par des

cycles disjoints

Dans [27], Brandt et al. ont concilié indépendance des cycles et couverture de tous les
sommets. Ils ont donné un résultat qui garantit 1’existence d’un nombre précis de cycles
disjoints qui couvrent tous les sommets du graphe : un 2-facteur. En fait, ce qu’il ont
prouvé, c’est que la condition d’Ore ([183]) sur le degré minimum garantissant I’hamilto-

nicité d’un graphe, est suffisante pour I'existence d'un 2-facteur avec k composantes.

Théoreme 2.9 (Brandt et al. [27]) Soient k et n deuz entiers tels que n > 4k — 1.
Soit G un graphe d’ordre n pour lequel o5(G) > n. Alors G contient k cycles disjoints
H;, 1 <i<ktels que V(H)U...UV(Hy) = V(G).

Une tendance plutot récente dans ce domaine est de supposer que G est hamiltonien et
de trouver des conditions pour I'existence d'un 2-facteur avec un certain nombre de cycles.
Le but est de voir s’il est possible d’obtenir, pour les graphes hamiltoniens, des conditions
plus faibles pour 'existence d’un 2-facteur avec k composantes. Dans [93], Faudree et al.

se sont intéressés aux 2-facteurs avec deux composantes. Leur résultat est le suivant :

Théoréme 2.10 (Faudree et al. [93]) Soit G un graphe hamiltonien d’ordre n > 6 et

de degré minimum 6 > 3" + 2. Alors G posséde un 2-facteur avec 2 composantes.

Dans le méme article, Faudree et al. avaient conjecturé qu’il était aussi possible d’aller
plus bas que la borne de Dirac ([63]) pour k£ > 2. Dans [192], Sarkozy a résolu asympto-

tiquement cette conjecture et a montré que :

Théoreme 2.11 (Sarkozy [192]) Il existe un nombre réel e > 0 tel que pour tout entier
k > 2, il existe un entier ng (qui dépend de k) tel que tout graphe hamiltonien G d’ordre
n > ng et de degré minimum 0 > (5 —e)n a un 2-facteur avec k composantes, dont k — 2

sont des Cy.



30 CHAPITRE 2. COUVERTURE DES SOMMETS PAR DES CYCLES

Une autre approche est de donner une condition suffisante pour l'existence d’un 2-
facteur en termes de sous-graphes connexes exclus. Cette approche a déja servi pour
I'hamiltonicité (voir [14, 92]). Dans [90], Faudree et al. 'ont adaptée aux 2-facteurs dans
un graphe 2-connexe. Ils ont montré que le seul sous-graphe connexe dont 1’exclusion
assure 'existence d'un 2-facteur dans un graphe 2-connexe est la chaine Ps, sinon il faut

et il suffit d’exclure des paires de graphes connexes, comme 1’énonce le résultat suivant.

Théoréme 2.12 (Faudree et al. [90]) Soient X etY deuz graphes connexes différents
de P3. Soit G un graphe 2-conneze d’ordre n > 10. Alors G étant sans {X,Y} implique

que G possede un 2-facteur si et seulement si X = Ki3 et Y est un sous-graphe de
Pr,Z4,B(4,1) ou N(3,1,1) ou bien X = Ky 4 et Y = P,.

Z B(4,1) N(3,1,1)
FIGURE 2.1 — Les graphes Z4, B(4,1) et N(3,1,1).

L’étude de l'existence de 2-facteurs, et du nombre de cycles les composant, dans des
classes de graphes a beaucoup été abordée dans la littérature. Un intérét particulier a été
porté aux graphes sans griffe. Dans [40], Chodum et Paulraj ont montré qu’une tres faible
condition sur le degré minimum permet de garantir ’existence d’une couverture par des

cycles disjoints dans un graphe sans griffe.

Théoréme 2.13 (Chodum et Paulraj [40]) Tout graphe connexe sans griffe de degré

minimum d > 4 a un 2-facteur.

En réalité, ils ont montré un résultat plus général qui stipule que tout graphe connexe
sans griffe de degré minimum & > 2k avec k£ un entier non nul et kn pair possede un
k-facteur. Une question légitime qu’a inspiré le Théoreme 2.13 est de connaitre le nombre
de ces cycles disjoints (qui par définition d'un 2-facteur couvrent tous les sommets de
(). Cette question a été étudiée par Faudree et al. dans [89]. Les auteurs ont prouvé le

théoreme suivant :
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Théoréme 2.14 (Faudree et al. [89]) Si G est un graphe sans griffe de degré mini-

mum § > 4, alors G a un 2-facteur avec au plus 5~ 1 composantes.

De plus, Faudree et al. ont montré qu'un tel 2-facteur peut étre construit en un temps
polynomial (en O(n?)). En supposant de plus que G est sans clique maximale de deux
sommets, Yoshimoto a obtenu, dans [225], une borne ne dépendant que de n. Il a montré

ce qui suit :

Théoréme 2.15 (Yoshimoto [225]) Si un graphe sans griffe G d’ordre n et de degré

minimum 6 > 4 n’a pas de cliqgue maximale de deux sommets alors G a un 2-facteur avec

au plus cycles.

Il a montré aussi que cette borne est la meilleure possible. Le méme auteur en colla-
boration avec Broersma et Paulusma a montré, dans [34], que la borne du Théoreme 2.14

peu étre améliorée pour les graphes non hamiltoniens de degré minimum au moins 5.

Théoréme 2.16 (Broersma et al. [34]) Un graphe sans griffe non hamiltonien d’ordre

n
n et de degré minimum § > 5 a un 2-facteur avec au plus 51 cycles.

Cette borne est aussi la meilleure dans le sens ou dans le dénominateur § — 1 ne peut
pas étre remplacé par . D’autres résultats sur le nombre de cycles dans un 2-facteur d’un
graphe sans griffe peuvent étre consultés dans [35, 101, 110].

Dans [130], Jackson et Yoshimoto se sont intéressés aux graphes représentatifs des
arétes (qui sont des graphes sans griffe), et plus particulierement au graphe représentatif
des arétes d’un graphe sans isthme. Ils ont proposé une borne au nombre de cycles dans

un 2-facteur d’un tel graphe. Leur résultat est le suivant :

Théoréme 2.17 (Jackson et Yoshimoto [130]) Soit G un graphe sans isthme d’ordre

n et de degré minimum & > 3. Alors son graphe représentatif des arétes posséde un 2-
3n —4

10

facteur avec au plus max{1, } composantes.

Abreu et al. ont défini pour un graphe G, la propriété suivante : la parité du nombre
de cycles dans les 2-facteurs de G est la méme pour tous les 2-facteurs de G. Dans [2],
ils se sont intéressés aux graphes bipartis réguliers et ont montré qu’aucun graphe biparti
d-régulier pour d > 4 n’a cette propriété. Par ailleurs, il ont obtenu des résultats partiels
pour la caractérisation des graphes bipartis cubiques (i.e 3-réguliers) ayant la propriété

citée ci-dessus.
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2.2.3 Existence de cycles disjoints de longueurs fixées

Le probleme de placement de cycles dans un graphe GG devient plus difficile si les cycles
doivent étre de méme longueur. Dans [116], Haggkvist a conjecturé que :
“Il existe deux cycles disjoints de méme longueur dans un graphe G d’ordre assez grand
et de degré minimum au moins 4”.
Puis dans [197], Thomassen a posé la conjecture plus générale suivante :
“Un graphe d’ordre assez grand et de degré minimum > 2k contient k cycles disjoints de
meéme longueur”.

Cette derniere conjecture a été prouvée pour k > 2 par Egawa dans [70].

Théoreme 2.18 (Egawa [70]) Si G est un graphe d’ordre au moins 17k +o(k) (k > 3)

et de degré minimum & > 2k alors G contient k cycles disjoints de méme longueur.

Dans [208], Verstraete a prouvé la conjecture de Haggkvist (c’est-a-dire le cas k = 2)
et a donné une preuve plus courte a la conjecture de Thomassen.

Un cas plus général a été traité par El-Zahar dans [78]. El-Zahar a étudié 'existence
de deux cycles disjoints de longueurs fixées couvrant les sommets de G. Il a montré le

théoréme suivant :

Théoréme 2.19 (El-Zahar [78]) Si G est un graphe d’ordre n tel que n = ny + no

avec ny, Ny entiers tels que ny > 3 et ny > 3 et st le degré minimum de G est au moins
3! 2 . L ,
f;} + f?] alors G contient deux cycles disjoints de longueurs ny et ny respectivement.

Dans le méme papier, El-Zahar a aussi posé la conjecture suivante.

Conjecture 2.1 (El-Zahar [78]) Soit G un graphe d’ordre n et de degré minimum 0.
Sin=ny+..+n, (n; >3 pourl <i<k)etd> (%} + o (%
cycles disjoints de longueurs ny, ..., ny respectivement.

|, alors G contient k

El-Zahar a prouvé que si cette conjecture se révélait vraie alors le résultat serait le
meilleur possible. Notons que le cas k = 1 est le théoreme de Dirac [63]; le cas ou n; = 3
pour tout 7,1 < i < k, a été prouvé par Corradi et Hajnal dans [45] et le cas ou n; est
quelconque et n; = 3 pour i = 2, ..., k a été résolu par Wang [210]. Nous trouvons dans la
littérature des résultats ayant trait a des cas particuliers de cette conjecture, notamment
le cas des graphes bipartis ([209], [133]).
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2.2.4 Existence de cycles contenant des éléments particuliers
d’un graphe

Un autre probleme est d’étudier I'existence de cycles avec non pas avec une contrainte
sur leurs longueurs mais avec comme contrainte que les cycles passent par des éléments
particuliers du graphe. Ces éléments peuvent étre des sommets particuliers, arétes (ou
méme chaines) particulieres ou une combinaison des deux (des foréts linéaires). Gould a
récemment écrit un survey ([112]) sur ce probleme. Nous citons ci-apres quelques résultats
le concernant.

Examinons le cas des arétes particulieres : Wang a posé dans [215] une conjecture relative
a la couverture des sommets d'un graphe par des des cycles qui passent par des arétes
données. Il a montré cette conjecture dans le cas £ = 2 dans le méme article. Cette
conjecture a ensuite été prouvée pour tout k > 3 par Egawa et al. dans [73]. La condition

posée sur les degrés est la meilleure possible. Deux arétes e; et es sont dites indépendantes
si Vi(er) NV (eq) = 0.

Théoréme 2.20 (Egawa et al. [73]) Soit k un entier tel que k > 2. Si G est un graphe
d’ordre n > 4k — 1 satisfaisant oo(G) > n + 2k — 2, alors pour tout ensemble de k arétes

indépendantes ey, ...,ex, de E(G), il existe k cycles disjoints C,...,Cy dans G tels que
e; € E(C;) pour touti € {1,....,k} et V(C1)U...UV(Cy) = V(G)

Dans [129], Ishigami et Wang ont donné une preuve alternative au Théoreme 2.20 qui
donne une conclusion plus forte. Dans le sens ou ils ont montré de plus que le nombre de
cycles C; de longueur [(C;) > 4 est au plus 1, sauf pour une famille de graphes qu’ils ont
exhibée.

Dans [66], Dong a donné une version du théoreme précédent avec des cycles chacun

passant par un sommets fixé. Il a montré ce qui suit :

Théoreme 2.21 (Dong [66]) Soit k > 1 un entier et soit G un graphe d’ordre n > 3k
satisfaisant oo(G) > n + k — 1. Soient vy, ..., v des sommets indépendants deur d deuz
dans G, et supposons que G a k triangles disjoints C1, ..., Cy, tels que v; € V(C;) pour tout
ie{l,....k}. Alors G posséde k cycles disjoints C1, ..., C}, tels que :

1. v; € V(CY) pour tout i € {1,....k},
2. V(CHU..uV(C) =V(QG) et

3. au moins k — 1 cycles parmi les k sont des triangles.
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Comme dans le cas biparti, il ne peut pas y avoir de triangle alors, Matsumura (dans
[174]) a donné des conditions sur les degrés pour qu’étant donné un graphe biparti équilibré
G et un ensemble de k arétes indépendantes e, ..., €x, nous puissions placer (dans G) k
cycles disjoints (', ..., (', chacun de longueur 4 et tel que e; € C; pour i = 1,.... k. Ce
résultat ne garantit pas, que les cycles couvrent tous les sommets du graphe. Mais dans
[165], Yan et Liu ont donné une condition pour I'existence dans un graphe biparti équilibré

d’un 2-facteur passant par des arétes données. Ils ont montré ce qui suit :

Théoréme 2.22 (Yan et Liu [165]) Soit k > 1 un entier et soit G = (V; U Vy, E) un

graphe biparti avec |V1| = |Vo| = n et n > 2k + 2. Si pour toute paire de sommets non-

4 2k —1
adjacents v € Vi ety € Vo, on ad(z)+d(y) > f%} Alors pour tout ensemble de

k arétes indépendantes ey, ..., e de G, G posséde un 2-facteur avec k+1 cycles Cy, ..., Cyy1
tels que e; € E(Cy) et |[V(C;)| = 4 pour tout 1 <1i < k.

Récemment, Gerlach et Harant [109], ont étudié I'existence dans un graphe G, d'un
cycle passant par une forét linéaire, non nécessairement couvrante. Une forét linéaire est
une forét de degré maximum au plus 2.

Un probleme proche du probleme de couverture est celui de la cyclabilité, qui est
en quelque sorte une couverture locale. Pour un sous-ensemble X donné de sommets,
le probleme consiste a étudier 'existence d'un ou de plusieurs cycles couvrant X. L’hy-
pothese de I'indépendence des cycles est parfois imposée. Plusieurs chercheurs ont étudié
ce probleme. Kouider a montré dans [155] que si H est un sous-graphe d’'un graphe k-
connexe G (avec k > 2), alors les sommets de H peuvent étre couverts par un seul cycle
de G, ou bien il existe un cycle C' de GG, dont la suppression diminue la stabilité de H d’au
plus k. Dans un autre article ([153]), Kouider a montré avec Lonc, qu'un sous-ensemble
de sommets X d'un graphe G vérifiant ox(X) > n ou a(X) < k (ou k > 2), peut étre
couvert par k — 1 cycles, arétes ou sommets. Si de plus G est 2-aréte-connexe alors ils ont

obtenu ce qui suit :

Théoréme 2.23 (Kouider et Lonc [153]) Soit G un graphe 2-aréte-conneze d’ordre
n. Soit X un sous-ensemble de sommets de G et soit k un entier tel que k > 2. Si

0r(X) >n ou a(X) <k alors X est couvrable par k — 1 cycles de G.

Dans [160], H. Li et J. Li se sont intéressés au probleme particulier de couvrir X par

des triangles disjoints. Il ont montré le résultat qui suit :
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Théoréme 2.24 (H.Li et J.Li [160]) Soient k et n deuz entiers positifs et soit G un

graphe d’ordre n > 3k et de degré minimum §. Soit X un ensemble de k sommets quel-
n+k

conques, si 6 >
de X.

, alors G contient k triangles disjoints couvrant tous les sommets

Soit X un sous-ensemble de sommets d'un graphe G. La connectivité locale et la
toughness locale de X dans G sont définies comme suit : k(X)) est la cardinalité d'un plus
petit ensemble S C V(G) qui divise X (i.e G — S contient au moins deux composantes
connexes, chacune contenant au moins un sommet de X). Si Gx (le sous-graphe de G
induit par X) est complet alors (X ) est infini. Par ailleurs, X est dit ¢-tough (£ > 0) dans
G si pour tout sous-ensemble S C V(@) divisant X, le nombre de composantes connexes
de G — S, contenant un sommet de X, est au plus @ Dans [108], Gerlach et al. ont

utilisé la connectivité et la toughness locales pour montrer ce qui suit :

Théoréme 2.25 (Gerlach et al. [108]) Soit G un graphe et soit X un sous-ensemble
de sommets de G tel que | X| = k(X)) +2 > 6 et X est t-tough (t > 1). Alors il existe

dans G un cycle qui contient tous les sommets de X.

2.2.5 Couverture des sommets d’un graphe par des cycles

Dans beaucoup des travaux cités précédemment, 'independance des cycles était privi-
ligiée par rapport au fait que ces cycles couvrent tous les sommets du graphe. La condition
d’indépendance doit étre parfois relachée si nous voulons avoir une couverture des som-
mets et que le graphe considéré est sans 2-facteur. Alors quel est dans ce cas la cardinalité
minimum d’une couverture de G' 7

Dans [153], Kouider et Lonc ont prouvé ce qui suit pour les graphes 2-aréte-connexes.

Théoréme 2.26 (Kouider et Lonc [153]) Soit G un graphe 2-aréte-conneze d’ordre
n et soit s un entier tel que s > 2. Si tout stable S C V(G) de G de cardinalité s vérifie

Y wesda(r) > n, alors les sommets de G peuvent étre couverts par au plus s — 1 cycles.
Dans [155], en utilisant la stabilité et la connectivité, Kouider a montré ce qui suit :

Théoreme 2.27 (Kouider [155]) Les sommets d’un graphe k-connexe (k > 2) peuvent

. a
étre couverts par au plus [—] cycles.
K
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Ce fin résultat résout une conjecture d’Amar et al. ([6]) et généralise le théoreme de
Chvatal et Erdos ([44]) sur les cycles hamiltoniens.
La section suivante est un cas particulier de la section qui la précede mais nous avons

préféré la mettre a part car elle concerne la question sur laquelle nous avons travaillé.

2.2.6 Couvrir les sommets d’un graphe par de petits cycles

Supposons que nous imposions aux cycles d’étre non pas de longueurs fixées mais
de longueurs appartenant a un certain ensemble d’entiers. Cette condition sur les lon-
gueurs est tres utile dans la pratique. En fait, les 2-facteurs sont un outil important pour
la conception d’algorithmes d’approximation pour différentes variantes du probleme du
voyageur de commerce (TSP) ou du probleme de routage de véhicules (VRP). Les 2-
facteurs de poids minimum peuvent étre calculés efficacement et sont donc exploitables
dans les algorithmes d’approximation ([168]). De tels algorithmes deviennent plus perfor-
mants si les cycles sont de longueurs appartenant a un ensemble I, ou I. C N. Il y a méme
des algorithmes qui doublent de performances lorsque les cycles pris sont de longueurs
paires [22]. Le probléme qui consiste a déterminer un 2-facteur dont les cycles sont de
longeurs € LL est un probleme NP-dur pour quasiment tous les ensembles L ([122, 167]).
Lorsque 'ensemble L est égal a {3,...,k} (ou k est un entier préalablement fixé) alors
il est question de cycles de longueurs bornées. Dans la pratique, les cycles de longueurs
bornées interviennent spécialement dans les problemes de routage de véhicules.

Dans [26], Brandstadt et Voss ont proposé une borne inférieure, en fonction de I'ordre
de G et de son degré maximum, du nombre de “petits cycles” disjoints dans un graphe
de degré minimum au moins 3. IlIs ont de plus donné un algorithme en O(n(m + n)) qui

construit ces petits cycles, ou m est la taille du graphe.

Théoréme 2.28 (Brandstadt [26]) Un graphe d’ordre n, de degré minimum 6 > 3 et
n

degré mazximum A contient au moins

4(A —1)log 2n.

1A —1)log 2n cycles disjoints de longueur au plus

Un cas plus général est de relacher la condition de 'indépendance des cycles. Pour un
entier k fixé au préalable, soit ¢x(G) le nombre minimum de cycles de longueur au plus
k nécessaires pour couvrir tous les sommets du graphe G. Il est alors question de borner
cx(G) (supérieurement).

Dans, [100], Forge et Kouider ont borné ¢, (G) en fonction de §, le degré minimum de G

et de n, 'ordre de G. Ils ont montré que :
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Théoréme 2.29 (Forge et Kouider [100]) Soient p et k deux entiers tels que 2 < p <

k 2 2k

3 Soit G un graphe d’ordre n > E(p — 12+ (p—1) et de degré minimum § > g+ 3
log &

Alors () < T+ —— S (1= D=2 + L

Pour construire une telle couverture, Forge et Kouider ont utilisé des cycles N-alternés,
ou NN est un sous-ensemble de sommets de G. Un cycle C' est dit N-alterné s’il ne contient
pas deux sommets consécutifs appartenant a V' — N. Dans un premier temps, ils ont montré
I'existence d'un cycle N-alterné (peut étre de longueur > k) dans le graphe considéré. Puis
ils ont cassé ce cycle jusqu’a obtenir un cycle de longueur au plus k£ qu’ils prennent dans
la couverture.

Inspirés par ce travail, nous avons borné, dans [16], ¢x(G) en fonction de «, la stabilité

du graphe G et de son ordre n. Nos résultats sont exposés dans la section suivante.

2.3 Nombre de stabilité et couverture des sommets

d’un graphe par des cycles de longueur au plus &

Soit k£ un entier fixé, k > 3 et soit G un graphe d’ordre n > k. Nous voulons couvrir

tous les sommets de G par des cycles qui de plus sont de longueurs au plus égales a k.
L’idée naturelle est la suivante :
A chaque fois que nous avons un cycle C' dans G, nous testons sa longueur [(C) si l(C) < k
alors nous prenons C' dans la couverture sinon, nous réduisons sa longueur. Mais pour
cela il faudrait que nous puissons garantir I'existence d’au moins une corde. A cette fin,
nous supposons que k > 2a+1 de fagon que tout cycle de longueur > k£ admette au moins
une corde.

Seulement, nous voulons un peu plus, c’est-a-dire non seulement obtenir un cycle
moins long mais aussi que ce cycle ne soit pas de longueur trop petite pourqu’il ramasse
le plus de sommets possible puisque notre but est d’utiliser un minimum de cycles dans
une couverture de G.

Nous remarquons tout d’abord ce qui suit :

Proposition 2.1 Soit G un graphe d’ordre n et de stabilité o et soit k un entier tel que

k> 2a+ 1. Si G posséde un cycle de longueur supérieure a k alors G posséde un cycle

kE+1

de longueur au moins et au plus k.
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Preuve. Soit C' un cycle de longueur [(C) > k + 1. Comme k + 1 > 2(a + 1) alors il
existe sur C' au moins « + 1 sommets indépendants (sur C') et par conséquent au moins
1(C)

deux parmi ces sommets, disons x et y, sont adjacents. Comme 2 < de(z,y) < 5

alors la corde (x,y) divise le cycle C' en deux cycles plus petits C; et Cy. Le plus grand
lc
des deux, disons C}, vérifie % < I(Cy) < U(C) —1. Sil(Cy) < k alors nous avons

terminé sinon, nous reprenons la méme construction jusqu’a ’'obtention d’un cycle C; tel

KL ey <k

que

O

Si k est encore plus grand que ce qui est supposé dans la proposition précédente alors

nous pouvons espérer 'existence d’un cycle dont la longueur est bornée inférieurement

par une fraction plus grande que . En fait, il ne s’agit pas juste d’espérer mais nous

le montrons. Si k£ > 4« + 3, alors nous obtenons ce qui suit :

Proposition 2.2 Soit G un graphe d’ordre n et de stabilité o et soit k un entier tel que

k > 4a+ 3. St G possede un cycle de longueur au moins 3 alors il posséde un cycle de

. 2k
longueur au moins 3 et au plus k.

Plus généralement, pour un entier ¢ > 2 et pour k, tel que k& > 2¢(a + 1) — 1, nous

obtenons le résultat suivant :

Proposition 2.3 Soit G un graphe d’ordre n et de stabilité . Soient c et k deux entiers

2
tels que ¢ > 2 et k > 2c(a+1)—1. Si G posséde un cycle de longueur au moins (1 — 3—)k,
c

2
alors G possede un cycle de longueur au moins (1 — 3—)k et au plus k.
c

2
Preuve. Soit C' un cycle de G de longueur I(C) > (1 — —)k.

— Si [(C) < k alors C' est le cycle voulu. 5

— Sinon, alors nous allons construire un cycle de longueur au moins (1 — %)k et
strictement inférieure a [(C').
Soit O une orientation du cycle C, et soit dp(z,y) la distance sur le cycle entre
les sommets z et y suivant l'orientation O. Parmi tous les sous-ensembles possibles
{v1, ..y, Va11} & (a4 1) sommets distincts de C' tels que do(v;, vip1) = 2 pour 1 <
i < a, choisissons celui qui contient deux sommets adjacents (dans G) vy et v; tels

que do(vy,v;) est minimum.
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) 20(C
— Sido(vy,v;) < ?Ec)

celui désiré.

alors le plus long des cycles générés par la corde (vy, v;) est

2(C)
T30

do(Va+1, Vat2) = 2. Soient v; et v, deux sommets de S, voisins dans G.

— Si do(vy,v5) > alors, considérons l'ensemble S = {vg,... 0441, Vat2}, OU

Nous avons 7 < i. En effet, si nous supposons le contraire alors, d’'une part
20(C

do(Uj,’Ur) > do(Ul,Ui) > %
c

41(C)

et donc do(v1,Va42) > do(vi,v;) + do(vj,v.) >

[(C
et d’autre part do(v1, Var2) < ie) (puisque [ > 2¢(a+1)). Nous obtenons,
c

3¢
4 _ 1)

3 ce qui est absurde. Par conséquent, les segments [v1, v;] et [v;, v;]
c

c
du cycle C' s’intersectent en au moins deux sommets.

U1 <

Up

k\ -
l3 *VUZA l2

Posons Iy = do(v1,v;), la = do(v;,v;) et I3 = do(v;,v,.). Nous avons : [ + Iy +

l 4l l
I3 < 9 et 1 + 20, + 13 > % Donc I, > % et il en résulte que le

cycle C" = (vq,v;) U m U (vj,v,) U [0y, v1] est de longueur [(C”), telle que
(C > (1— %)1(0).
Nous remarquons que V(C’) C V(C) (strictement), puisque v ¢ V(C’) (ou v
est le successeur de vy sur le cycle C' suivant I'orientation O) donc ((C") < [(C).
En réitérant la construction, nous obtenons finalement un cycle de longueur entre
(1-— é)l(C) et k comme désiré.

U

Les deux propositions 2.1 et 2.3, peuvent fusionner en une seule. Il suffit de supposer

que c > let k> 2c(a+1)—1 et la conclusion devient : “ G posséde un cycle de longueur

2 k+1
§)k’ %) et au plus k”.

Toutes les propositions précédentes sont bien intéressantes mais elles ne sont pas tres

au moins max((1 —

utiles si nous ne pouvons pas garantir des le départ 'existence d’un cycle dans le graphe

considéré. Posa a montré dans [188], un résultat qui garantit l'existence dans un graphe
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d’ordre assez grand, d’un cycle assez long. Ce résultat peut aussi étre retrouvé [25]. Nous

en reprenons la preuve ici pour faciliter la lecture de ce document.

Proposition 2.4 (Posa [188]) Soit G un graphe de stabilité o, alors G posséde un
cycle, une aréte ou un sommet dont la suppression réduit la stabilité d’auw moins 1. Par

conséquent G peut étre couvert par au plus a cycles, arétes ou sommets disjoints.

Preuve. La proposition est évidente pour les graphes sans arétes. Supposons donc que
G contient au moins une aréte. La preuve se fait par récurrence sur a. Si @ = 1 alors
G est une clique et est donc couvrable par un seul cycle. Supposons que o > 2. Soit P
une plus longue chaine dans G et soit  une des extrémités de P. Tous les voisins de x
appartiennent a P sinon on pourrait rallonger P ce qui contredirait son choix.

Soit 2’ le voisin le plus éloigné de x sur P. Considérons ’élément H formé par le
segment [z, 2] de la chaine P et de l'aréte (x,z’). Notons que H est soit un cycle soit
une aréte si x est un sommet pendant de GG. Dans tous les cas, H contient z et tous ses
voisins, donc le graphe G — H est de stabilité a(G — H) < a — 1. Par 'hypothese de
récurrence, G — H peut étre couvert par au plus a — 1 cycles, arétes ou sommets disjoints
et en rajoutant H nous obtenons une couverture de G par au plus « cycles, arétes ou

sommets disjoints. O

Nous déduisons de la Proposition 2.4 que si G est d’ordre n > 3a, alors G possede un
cycle de longueur au moins n Un tel cycle serait notre point de départ pour commencer
la construction décrite dansaProposition 2.3. En supposant de plus que G est 2-connexe
d’un ordre assez grand alors nous réussissons a couvrir GG par au plus un nombre de 'ordre
de ﬁ cycles de longueur au plus k. C’est ce que nous montrons dans le théoreme

3¢

suivant :

Théoreme 2.30 Soit G un graphe 2-connexe d’ordre n et de stabilité o > 1. Soient ¢ et

2
k deux entiers tels que ¢ > 2 et k > 2c¢(a+1) — 1. Sin > a(l — 3—)k:, alors
c

(1-2)k

3 =+ «.

(G) < + alog

(1—2)k

3c

Preuve. Soit N l’ensemble des sommets de G non encore couverts. La preuve de ce

2
théoreme est divisée en trois étapes suivant la cardinalité de N. Tant que |N| > «o(1— 3—)k;
c

2
il existe un cycle de longueur au moins (1 — 3—)k et au plus k. Quand la cardinalité de
c
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2

N devient inférieure a (1 — 3—)11: nous passons a l'étape 2 puis a I’étape 3 quand |N|
c

devient strictement inférieur a 3.

2
FEtape 1. Tant que |N| > a(l — 3—)k, alors par Proposition 2.4, on a un cycle de
c

[N

longueur au moins — > (1 — —)k. Si la longueur de ce cycle est supérieure strictement
c
a k alors on la réduit en utilisant Proposition 2.3, et nous obtenons dans tous les cas un

2
cycle qui couvre au moins (1 — 3—)k sommets de N.
c

A la fin de cette étape, au plus — « cycles seront utilisés.

2
(1-5)k
A présent, nous avons |N| < (1 — 3—)k;a et nous passons a 1’étape suivante.

c

FEtape 2. Tant que | N| > 3q, alors par Proposition 2.4, il existe un cycle dans le graphe
N

induit par N de longueur au moins —. Par Proposition 2.3, nous savons réduire sa lon-
Q@

: o . |N|
gueur si cette derniere dépasse k. Nous obtenons alors un cycle de longueur au moins —

Q@
et au plus k. Le nombre de cycles utilisés dans cette étape est donné par le nombre ¢
d’itérations faites jusqu’a ce que |N| devienne < 3. Apres la premiére iteration, il reste

[V

1
au plus |[N| — — = |N|(1 — —) sommets dans N. Apres ¢ itérations, il y reste au plus
a o
) 1..
|IN|(1 — —)" sommets. Nous nous arrétons lorsque |N|(1 — —) devient plus petit que 3a.
a a

2 2 1.,
Comme |N| < (1— 3—)ka, il suffit de s’arréter pour i satisfaisant (1— 3—)]<:a(1 ——)" < 3a.
c c a

3
log =5 (- 2k

Il s’en suit que le nombre d’itérations est au plus m < alog 3¢/ puisque
og ~ %

1 1
log(l — =) < ——.
og( a)<

A la fin de I'étape 2, nous avons |N| < 3a.

FEtape 3. Tant que |N| est plus grand que «, alors on peut couvrir les sommets de N
deux par deux (Proposition 2.4) et comme G est 2-connexe, alors toute aréte est dans un
cycle. Si la longueur du ce cycle est supérieure a k alors nous savons la réduire (Proposition
2.3). Ainsi, nous obtenons au plus a cycles supplémentaires dans la couverture.

Quand |N| devient au plus égal & « nous couvrons les sommets un a un et pour les
raisons mentionnées ci-dessus, nous obtenons au plus « cycles supplémentaires dans la

couverture. Finalement, nous avons construit une couverture GG par au plus :

2
— )k
alog % + « cycles de longueur au plus &. 0
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1

Remarque 2.1 1. Pour que la fonction log(1 — —) soit définie, nous avons mis de
Q

coté le cas a = 1. Si ce cas venait a se présenter, alors le graphe 2-connexe G serait

n
une clique et donc il peut étre couvert par au plus [E1 cycles de longueur au plus k.

2. Plus généralement, en prenant juste un entier positif non nul ¢, la borne du Théoreme
2 k+1
dans ce théoreme. Il est a noter que plus c est grand et plus v et k sont proches.

2
2.30 reste valable ; il suffit juste de remplacer (1—3—)k pary = max((1—
c

Le Théoreme 2.30 peut étre généralisé de la maniere suivante :

Théoreme 2.31 Soit G un graphe 2-connexe d’ordre n et de stabilité o > 1. Soient ¢ et

2 k+1
k deux entiers tels que ¢ > 1, k > 2c(a+1) — 1 et v = max((1 — 3—)]<;, %)
c

Si n>ay alors c(G) < Dy a(l+ log%),
gl

Si 3a<n < avyalors cx(G) < a2+ log %)

et si n <3« alors ¢,(G) < 2a.

Preuve. La preuve du premier cas est la méme que celle du Théoreme 2.30.
Les preuves des deux autres cas sont assez similaires en commencant a 'Etape 2 et a

I’Etape 3 respectivement dans la preuve du Théoreme 2.30. 0

Considérons le graphe G = K,, — e, le graphe complet K, auquel nous enlevons une

aréte e. Ce graphe est 2-connexe et de stabilité o > 1. Nous avons ¢ (K, — ) = ¢ (K,) =

(1-2)k
3

[%1 Lorsque n et ¢ sont assez grands, La borne + alog( ) donnée par

(EEST

3c

le Théoreme 2.30 se rapproche de [g}

Nous déduisons du Théoreme 2.31, pour des valeurs remarquables de ¢, les corollaires

suivants :

Corollaire 2.1 Soit G un graphe 2-connexe d’ordre n et de stabilité o > 1. Soit k un
entier tel que k > 2a + 1.

2
Si n > ot alors (G) < k’fl + a1l +log

k+1
Si 3a<n < of - ) alors ¢ (G) < (2 + log
et st n <3« alors ¢(G) < 2a.

kE+1

),
E+1

)

Preuve du Corollaire 2.1.
Il suffit de prendre ¢ = 1 dans Théoreme 2.31.
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Corollaire 2.2 Soit G un graphe 2-connexe d’ordre n et de stabilité o et k un entier tel
(k+1)

>2. A
que at1) =~ lors
(@) < " + a(lo E—i—l) Si n>a(k—é(oz+1))
S R YPANEY) 3 3 ’

cx(G) < a(2 +log g) si 3a<n<alk-— g(a +1))

Preuve du Corollaire 2.2.

2
Dans le cas ou n > a(k — =(a+ 1)), commecZQalorsvz(l—S—)k et comme
c
(k+1) Ao+ 1) 4 , 2k
> —al >(1——7>=)k>k—- 1). P 11 1——)k < =
c_2<a+1>aorsv_( 3(k;+1)) > 3(a+) ar ailleurs, ( 30) <3

Il en découle la premiere inégalité dans le Corollaire 2.2.

Remarque 2.2 Dans ce qui précéde, nous avons montré que lorsque k > 2c(a+1) — 1,
st nous avons un cycle de longueur au moins k+1 alors nous pouvons construire un cycle
- 2

de longueur au plus k et au moins (1 — =)k.

Nous pouvons aussi montrer une légere amélioration de la borne inférieure comme suit :
“Soient ¢ et k deux entiers tels que ¢ > 3 et k > ¢(a+1) — 1. Si G contient un cycle de
longueur au moins (1 — z5)k alors il contient un cycle de longueur entre (1 — -5)k et k7.
La preuve se fait en utilisant les mémes techniques que celles utilisées dans Proposition
2.8. En fait, 'amélioration n’est apportée que dans le cas ou ¢ est impair (lorsque ¢ = 2¢,

nous obtenons exactement Proposition 2.3).
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Chapitre 3

Pseudo 2-facteurs

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré, comme son titre 'indique, a I’étude des pseudo 2-facteurs.
Notre travail a été inspiré par un article de Niessen ([180]) sur les facteurs réguliers.
C’est pour cela d'une part, que nous avons choisi de commencer ce chapitre par un tour
d’horizon des résultats existant sur les facteurs, en tant que cas particuliers des pseudo-
facteurs. D’autre part, devant I'importance sans cesse croissante de ce domaine, nous ne
pouvions passer sans nous arréter un temps sur ce concept fondamental en théorie des
graphes. La section suivante est une breve revue de la littérature sur les facteurs. Cette
revue n’a pas la prétention d’étre exhaustive dans un domaine ou les surveys ne manquent
pas. Akiyama et Kano ont écrit un premier survey sur les facteurs [3] puis un livre plus de
vingt ans apres [4]. Plummer a rassemblé les résultats parus entre 1985 et 2003 dans [187].
Kouider et Vestergaard [150] ont donné une revue des travaux sur les facteurs connexes.
Les résultats cités dans le chapitre 2 concernant 'existence de cycles disjoints couvrant
tous les sommets de G, i.e. un 2-facteur, ne seront pas répétés dans cette revue. Avant
d’aborder ’étude des pseudo 2-facteurs, nous commencerons aussi par présenter une revue
sur cette notion. Dans la derniere section de ce chapitre, nous exposerons nos travaux sur

les pseudo 2-facteurs.

3.2 Une breve revue sur les facteurs

L’un des premiers résultats en théorie des graphes est celui de Petersen sur les facteurs

qui remonte au 19°"¢ siecle ([185]). Petersen avait montré que “Tout graphe 2-conneze 3-

45
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réqulier a un 1-facteur”. Sont venus ensuite les théoremes de Hall et Konig qui ont donné
des résultats de base sur l'existence de 1-facteurs dans les graphes bipartis [118, 147].
Quelques années plus tard ont été publiés les théoremes de Tutte qui ont marqué un
tournant dans ce domaine. Ces chercheurs ont en quelque sorte posé les jalons d’une
discipline qui, depuis, n’a pas arrété de gagner de 'importance en théorie des graphes.
C’est en 1947, que Tutte a publié ([204]) son fameux théoreme sur les 1-facteurs : “Un
graphe a un 1-facteur si et seulement si pour n’importe quel sous-ensemble S de sommets,
G — S possede au plus |S| composantes d’ordre impair”. De ce dernier, dérivent deux
théoremes fondamentaux qui sont une base a moult travaux sur les facteurs ([207]). Ces
deux théoremes sont des conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence de facteurs
dans un graphe (f-facteurs et (g, f)-facteurs respectivement),
Le premier est le théoreme de Tutte qu'’il a établi en 1952 [203] et duquel il a donné une

preuve plus simple en 1954 en utilisant les 1-facteurs [204].

Théoréme 3.1 (Tutte [203]) (The f-factor Theorem) Soit G un graphe et f : V(G) —
Z7". Alors G posséde un f-facteur si et seulement si pour toute paire de sous-ensembles

disjoints S et T de V(QG),

5(8,T) = fle)+ ) (da(w) = f(x)) = ea(S,T) = q(S,T) > 0

€S zeT

ot q(S,T) est le nombre de composantes connexes C' de G — (S UT) telles que
Y ovec f(@) +eq(C,T) = 1(mod2) et eq(C,T) est le nombre d’arétes entre C' et T'.

Les composantes connexes C' de G—(SUT) vérifiant ) f(z)+eq(C,T) = 1(mod 2)
sont appelées f-composantes impaires de G — (SUT) (f-odd components of G — (SUT)).

Si §(S,T) < 0 alors la paire (S,T') est appelé “f-barriere” ou “f-paire de Tutte”. Le
Théoreme 3.1 affirme donc qu’un graphe G a ou bien un f-facteur ou bien une paire de
Tutte mais pas les deux en méme temps.

Le deuxieme théoreme connu sous le nom de “the (g, f)-factor theorem” donne aussi
une condition nécessaire et suffisante cette fois pourqu’un graphe admette un (g, f)-
facteur. Ce résultat a été obtenu par Lovész en 1970 [166]. La preuve originale est longue
et difficile mais en 1981, Tutte a proposé dans [207] une preuve courte et élégante. Le

théoreme est le suivant :

Théoréme 3.2 (Lovasz [166]) (The (g, f)-factor Theorem) Soit G un graphe et
g, f : V(G) = Z deux fonctions telles que g(x) < f(z) pour tout x € V(G). Alors G
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a un (g, f)-facteur si et seulement si pour toute paire de sous-ensembles disjoints S et T
de V(QG)

WS T) =) fo)+ ) (dalx) = g(x)) = ea(S,T) = ¢"(S,T) > 0
zes zeT
ot ¢*(S,T) est le nombre de composantes C de G — (S UT) telles que g(x) = f(x) pour
tout v € V(G) et 3 cv o) f(2) +ec(C,T) = 1(mod2)

Les deux théoremes 3.1 et 3.2 bien que difficiles a appliquer, ont permis de prouver
beaucoup de conditions suffisantes simples pour I'existence de facteurs. En effet, la contra-
posée de I'implication réciproque dans ces deux théoremes apparait dans un grand nombre
de preuves. Le schéma est le suivant : nous voulons montrer que G' possede un f-facteur
(respectivement un (g, f)-facteur). Nous supposons le contraire. En utilisant le Théoréme
3.1 (respectivement le Théoreme 3.2), nous déduisons qu’il existe deux sous-ensembles de
V(G) disjoints S et T tels que 0(S,T) = > oo f(2) + >, crlda(z) — f(2)) —ea(S,T) —
q(S,T) < —1 (respectivement y(S,T) = > .o f(@) + > cr(da(x) — g(z)) — ea(S,T) —
q¢*(S,T) < —1). Ensuite, il faut faire un choix judicieux de la paire de Tutte (S,T"). Sous
certaines conditions une paire de Tutte peut étre transformée en une autre en transférant
un sommet entre deux ensembles parmi {S,7,G — (SUT)} : c’est le principe de transfert
décrit par Tutte dans [205, 206]. Pour les paires de Tutte, deux choix sont fréquemment
utilisés et sont une conséquence du principe de transfert (ces choix ont été faits en premier
par Katerinis [141], Katerinis et Woodall [142] et par Enomoto et al. [79], respectivement).
Une paire de Tutte (S,7T) est minimale si §(S,7") > 0 pour tout sous-ensemble propre
T’ de T. Souvent, la paire de Tutte choisie est minimale mais d’autres conditions sont

parfois exigées comme la minimalité de |T'| — |S|.

3.2.1 Existence de facteurs réguliers

Le schema de preuve décrit ci-haut est utilisé dans plusieurs des résultats que nous
citons ci-apres. A commencer par le résultat de Lida et Nishimura ([164]) qui montrent

que la condition d’Ore sur les degrés garantit 1’existence de facteurs réguliers méme si

k4 2.

Théoréme 3.3 (Lida et Nishimura [164]) Soit k un entier positif et soit G un graphe

d’ordre n avec n > 4k — 5, kn pair, et de degré minimum 6 > k. Alors G a un k-facteur
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st la somme des degrés pour toute paire de sommets non-adjacents est au moins égale a

n.

Le Théoreme 3.3 améliore aussi la condition sur le degré minimum donnée par Katerinis
[141] et Egawa et Enomoto[71]. Le Théoreme 3.3 a été étendu par Nishimura dans [182],

de la fagon suivante :

Théoréme 3.4 (Nishimura [182]) Soit k un entier tel que k > 3 et soit G un graphe
connexe d’ordre n avec n > 4k — 3, kn pair, et de degré minimum 6 > k. Supposons que
max{dg(z),dc(y)} > g pour toute paire de sommets non-adjacents x, y de V(G). Alors

G a un k-facteur.

Nishumura a conjecturé dans [182] qu’on pouvait aussi généraliser le Théoréme 3.4, en
se restreignant aux sommets a distance 2 (condition de type Fan [88]). Cette conjecture

a été prouvée par Niessen [181] dans le théoreme suivant :

Théoreme 3.5 (Niessen [181]) Soit G un graphe d’ordre n et de degré minimum § > k
ot k est un entier positif, kn pair et n > Sk?>+12k+6. Si toute paire de sommets a distance
2 dans G vérifie max{dg(u),dg(v)} > g alors G a un k-facteur.

Dans [180], Niessen a donné une condition suffisante pour l'existence de facteurs
réguliers dans un graphe G, en utilisant le degré minimum et la satbilité de G. Tout

d’abord pour les 2-facteurs, il a montré le théoreme suivant :
Théoréme 3.6 (Niessen [180]) Soit G un graphe tel que 6 > «, alors G a un 2-facteur.

Ensuite pour les k-facteurs (k > 3), Niessen a distingué deux cas suivant la parité de
k. Dans le cas k impair, plus de conditions ont du étre posées. Une condition évidente
sur la parité de 'ordre de GG puisqu’il ne peut exister de k-facteur dans un graphe d’ordre

impair si k£ est impair et une autre condition moins évidente.

Théoréme 3.7 (Niessen [180]) — Soit k un entier pair tel que k > 4 et soit G un
k+2 5k — 3
graphe d ’ordre au moins k + 1. Si § > 1_ o+ PR alors G admet un
k-facteur.

— Soit k > 3 et | deux entiers impairs avec 1 < | < k et soit G un graphe d’ordre n

k4 1) 5k—4 2
pair et n > k + 1 tel que G posséde un [-facteur. Si § > ( Ik ) o+ S

alors G posséde un k-facteur.
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Les conditions sur les degré pour 'existence de facteurs, combien méme tres étudiées
ne sont pas les seules. Des conditions suffisantes faisant intervenir la toughness ont été
établies pour 'existence de facteurs réguliers. Enomoto et al. ont montré dans [79] une
conjecture qui avait été posée des années auparavant par Chvatal dans [43] et qui dit que

la toughness est suffisante pour 'existence de facteurs réguliers.

Théoréme 3.8 (Enomoto et al. [79]) Soit G un graphe k-tough d’ordre n > k+1 avec

kn pair. Alors G posséde un k-facteur.

De plus dans le méme papier, Enomoto et al. ont montré qu’il existe, pour tout € > 0,
des graphes (k — €)-tough d’ordre n avec nk pair et sans k-facteur. Ce théoreme a été
généralisé pour les [a, b]-facteurs par Katerinis dans [143].

Johann a étudié la structure des graphes possédant un et un seul k-facteur. Elle a
donné, dans [131] des bornes au nombre m(n, k) maximal d’arétes dans un graphe d’ordre
n avec un unique k-facteur. Elle a aussi déterminé les graphes extremaux ayant cette
propriété.

Certains auteurs se sont intéressés a I'étude de 'existence de facteurs contenant des
éléments précis du graphe. En particulier : I'existence de facteurs réguliers contenant un
cycle hamiltonien donné dans un graphe hamiltonien. C’est ce qu’a fait Matsuda dans
[175]. Il a donné une condition de type Ore pour l'existence d'un k-facteur passant par
un cycle hamiltonien. Gao et al. ont montré dans [106], que pour un graphe hamilto-
nien d’ordre assez grand, une condition sur les degrés légerement plus faible que celle
du théoreme de Matsuda ([175]) pouvait garantir I'existence d'un k-facteur contenant un
cycle hamiltonien donné si les arétes de ce dernier ne sont pas un déconnectant. Leur

résultat est le suivant :

Théoréme 3.9 (Gao et al. [106]) Soit k > 2 un entier et soit G un graphe d’ordre n >

12(k—2)*4+2(5—a)(k—2) — a. Supposons que kn est pair, 6 > k et max(dg(z),dg(y)) >
n+a

pour toute paire de sommets non adjacents x et y, avec o = 3 si k est impair et

a =4 si k est pair. Alors G contient un k-facteur contenant un cycle hamiltonien C' si

G — E(C) est conneze.

Tout naturellement, 1’étude de 'existence de facteurs dans des classes particulieres de
graphes dans le but d’améliorer les résultats existants pour des graphes quelconques a été
abordée. Egawa et Ota, se sont intéressés dans [69] aux graphes sans étoile et ont donné

une condition sur le degré minimum pour 'existence de facteurs réguliers.
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Théoréme 3.10 (Egawa et Ota [69]) Soit r (r > 3) et k deux entiers positifs. Si k

est impair alors supposons que k > r — 1. Soit G un graphe conneze sans K, , d’ordre n,

b pair et tel que 6> — 5+ =8 LTl 4o G posséde un -fact
avec Kn pair e e ue . ors 0SSeae un rK-yacteur.
b Weo=40r— 1) 2 4k b

Les auteurs ont montré que la condition £ > r — 1 ne peut étre enlevée si k est impair.
Ils ont construit, pour des entiers positifs k et r tels que r > 4 et k < r — 1, des exemples
de graphes sans K7 ,, d’ordre pair de degré minimum au moins p (pour tout entier positif

p) et sans k-facteur.

3.2.2 Existence de (g, f)-facteurs

Les [a, b]-facteurs étant une généralisation des k-facteurs alors naturellement, plusieurs
résultats sur les facteurs réguliers ont été généralisés aux |[a, b]-facteurs. Li et Cai [163]

ont généralisé le Théoreme 3.4 comme suit :

Théoréme 3.11 (Li et Cai [163]) Soit G un graphe d’ordre n et soient a et b deux

(a—1)

entiers tels que 1 < a < b. Alors G posséde un [a,b]-facteur si § > a, n > 2a+b+ - b

an
et max{dg(z),dg(y)} > o g Pour toute paire de sommets non-adjacents x et y.
a

Dans [169], Matsuda a généralisé le Théoreme 3.11 en utilisant les voisinages. Il a

montré ce qui suit :

Théoréme 3.12 (Matsuda [169]) Soient a et b deux entiers tels que 1 < a < b et soit
2(a+b)(a+b—1)
b

an
Na(y)| > ) pour toute paire de sommets non-adjacents x et y, alors G posséde un

G un graphe d’ordre n >

et de degré minimum 6 > a. Si |[Ng(z) U

[a, b]-facteur.

Dans [173], Matsuda a donné une condition de type Fan pour Iexistence d’un [a, b]-

facteur.

Théoreme 3.13 (Matsuda [173]) Soient a et b deux entiers tels que 1 < a < b. Soit
-1 1 b b—1 b)(ab+b—1
G un graphe d’ordre n > (a—D(a+1)(a+b)a+ ) — (a+b)ab+ ) Suppo-
a(b—1) ab(b— 1)

sons que 6 > a et max{dg(z),dq(y)} > oo Pour toute paire de sommets x et y avec
a

dg(x,y) = 2. Alors G a un [a, b]-facteur.
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Dans [72], Egawa et Kano ont donné une condition suffisante pour l'existence d'un
(g, f)-facteur :

Théoréeme 3.14 (Egawa et Kano [72]) Soit G un graphe et g, f : V(G) — Z deux
fonctions telles que g(v) < dg(v), 0 < f(v) et glv) < f(v) pour tout v € V(G). Si
o@) _ I

dg(x) ~ da(y)

pour toute paire de voisins x et y alors G a un (g, f)-facteur

Matsuda a considéré les graphes hamiltoniens et a étudié 'existence d’un facteur
contenant un cycle hamiltonien donné. En fait, dans son papier [170], Matsuda a d’abord
donné, une condition sur les degrés pour l'existence dans un graphe hamiltonien, d'un
[a, b]-facteur aréte-disjoint d'un cycle hamiltonien donné. Il en a ensuite déduit ce qui

suit :

Théoreme 3.15 (Matsuda [170]) Soient a et b deux entiers tels que 2 < a < b et soit
(a+b—4)(2a+b—6)
b-2)

+ 2 pour toute paire de sommets non adjacents x et y.

G un graphe hamiltonien d’ordre n > . Supposons que §(G) > a

et max{dg(z),dg(y)} > %

Alors G a un [a, b]-facteur contenant un cycle hamiltonien donné.

Existence de [a, b]-facteurs connexes

Les facteurs dont l'existence est garantie par les théoremes précédents ne sont pas
forcément connexes. Le probléeme qui consiste a determiner si un graphe possede un (g, f)-
facteur connexe est NP-complet [107]. Il est bien connu que ce probleme reste NP-complet
méme pour g = f = 2 : un 2-facteur connexe étant un cycle hamiltonien.

Hamiltonicité et existence de facteurs sont des problémes proches. Le schema ci-apres
résume la relation entre hamiltonicité, facteur et facteur 2-aréte-connexe (la relation in-
clusion est de haut en bas).

Aucune condition nécessaire et suffisante pour l'existence d’'un (g, f)-facteur connexe
n’est connue, mais des efforts ne cessent d’étre déployés pour trouver des conditions suffi-
santes. Beaucoup des conditions suffisantes obtenues sont des conditions faisant intervenir
les degrés. Le survey [150] est justement dédié aux facteurs connexes, nous ne citons ici
que quelques résultats a titre d’exemple.

Dans [149], Kouider et Mahéo ont donné une condition suffisante sur le degré minimum

pour l'existence d’un [a, b]-facteur connexe dans un graphe.
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Cycle hamiltonien

[2, b]-facteur pair [2, b]-facteur 2-aréte-connexe

[2, b]-facteur connexe

F1GURE 3.1 — Hiérarchie de quelques graphes partiels

Théoréme 3.16 (Kouider et Mahéo [149]) Soit G un graphe connexe d’ordre n et
de degré minimum 6. Soient a et b deux entiers tels que 2a < b. Supposons que n >

b b—1
(a+b)(a+ )et(52 nb
b L+ (2]

a

. Alors G a un [a,b]-facteur conneze.

La condition sur § ne peut étre améliorée si a divise b. Dans [154], Kouider et Lonc
ont établi une condition suffisante sur le nombre de stabilité pour I’existence d'un [a, b]-
facteur connexe dans un graphe k-connexe. La condition sur le degré est faible puisque

nous avons ¢ > Kk en général.

Théoréme 3.17 (Kouider et Lonc [154]) Soit G un graphe k-connexe, a > 2, b >

1 1 4rb
a+3 et (a,b) # (2,5),(2,7),(3,6),(4,7). Si 6> Olat Dk o< 20 g st

9a—1) LTS arp

impair et o < si a est pair alors G posséde un [a, b]-facteur conneze.

4rkb
ala+2)

Dans [136], Kano a annoncé une condition de type Ore pour l'existence d'un [2,b]-
facteur connexe : “Soit b > 3 un entier. Si G est un graphe connexe d’ordre n > b + 3

4dn
tisfaisant G) >
satisfaisant o9(G) > D

ce résultat n’a jamais été publiée.

, alors G a un [2, b]-facteur connexe.” Cependant, la preuve de

Dans [148], Kouider et Mahéo ont obtenu un résultat sur Iexistence d'un facteur 2-
aréte-connexe dans un graphe 2-aréte-connexe. Leur résultat est une extension naturelle
du théoreme d’Ore sur l'existence d'un cycle hamiltonien qui est un 2-facteur 2-aréte-

connexe.
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Théoréme 3.18 (Kouider et Mahéo [148]) Soit b > 2 un entier. Si G est un graphe

4 b
2-aréte-connexe d’ordre n > b+ 3 avec o3(G) > 2—_:_1(), alors G a un [2,2[§H—facteur
2-areéte-connexe.

Dans [171], Matsuda a obtenu une généralisation du Théoreme 3.18 pour l'existence

d’'un [a, b]-facteur 2-aréte-connexe.

Théoréme 3.19 (Matsuda [171]) Soient a et t deux entiers tels que a > 2 et t > 2.
Supposons que G est un graphe 2-aréte-conneze d’ordre n > 2(t+1)((a—2)t+a)+t—1 et

de degré minimum 0 > a. Alors G posséde un [a, at]-facteur 2-aréte-connexe si o9(G) >
2n

1+t

Dans la classe des graphes sans griffe, Li et al. ont montré dans [161] qu'une condition
sur I'aréte connexité uniquement suffisait pour garantir ’existence d’un facteur connexe.
Plus précisément, ils ont montré que tout graphe 4-aréte-connexe sans griffe contient un

[2, 4]-facteur connexe.

3.2.3 Existence de facteurs de parité fixée

Une variante de facteurs est celle ot une condition sur la parité des degrés est posée. 11
est question de facteurs pairs ou de facteurs impairs selon que les degrés des sommets dans
le facteur sont supposés pairs ou impairs. Dans [199], Topp et Vestergaard ont discuté
plusieurs conditions pour 'existence de (1, f)-facteurs impairs (voir aussi [137]). Un sous-
graphe H de G est dit (1, f)-sous-graphe impair si dgy(z) € {1,3,..., f(z)} pour tout
x e V(H), st V(H) = V(G) alors H est un (1, f)-facteur. Dans [138], Kano et Katona
ont montré que les (1, f)-sous-graphes impairs ont des propriétés similaires a celles des
couplages et dans [139] ils ont étudié la structure de tels sous-graphes et ont proposé des
algorithmes polynomiaux pour trouver un (1, f)-sous-graphe impair.

Les résultats ne manquent pas concernant les facteurs pairs. Dans [151], Kouider et

Vestergaard ont montré ce qui suit :

Théoréme 3.20 (Kouider et Vestergaard [151]) Soit b > 2 un entier pair. Si G est

un graphe 2-aréte-connexe avec § > max{ 3} alors G a un [2,b]-facteur pair.

n
240

Dans [172], Matsuda a amélioré le Théoreme 3.20 en donnant des conditions de type
Ore pour l'existence d’un [2, b]-facteur pair, des conditions différentes suivant I'ordre de
G. Matsuda a aussi montré que les bornes inférieures qu’il a données sur o2(G) sont les

meilleures possibles et que ’hypothese de la 2-aréte connexité de G est indispensable.
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Théoréme 3.21 (Matsuda [172]) — Soit b > 2 un entier pair et soit G un graphe
4
2-aréte-conneze d’ordre n > 3 +b. Si 05(G) > 2—47—716’ alors G a un [2,b]-facteur
pair.

— Soit b > 2 un entier pair et soit G un graphe 2-aréte-connexe d’ordre n < 2+ b. Si
02(G) > 5, alors G a un [2, b]-facteur pair.

Dans [151], Kouider et Vestergaard avaient conjecturé que la condition o9(G) >

n
max{ 5 6} sur les degrés serait suffisante pour I'existence d’un [2, b]-facteur pair. Mat-

2+
suda déduit du Théoreme 3.21, que la condition est o3(G) > max{

mn
51,
240’ }

Dans [152], Kouider et Vestergaard ont obtenu des conditions suffisantes pour I'exis-

tence d’'un [a, b]-facteur pair. Ils ont établi le résultat suivant :

Théoréme 3.22 (Kouider et Vestergaard [152]) Soit a > 4 un entier et soit G un
(a+0b)?
—

— Si G est 2-aréte-connexe avec § >

graphe d’ordre n >
an

a-+b ;
- Si G est k-aréte-connexe avec k > a + min{\/a, -} et 0 >
a

[a, b]-facteur pair.

+ % alors G a un [a, b]-facteur pair.

2_:_1[) alors G a un

Dans le méme papier Kouider et Vestergaard ont obtenu une caractérisation des
graphes complets bipartis qui ont un [2, b]-facteur pair. Dans [146], Khodar et Xu ont
posé une condition légerement plus faible sur I'aréte connectivité (par rapport a celle du
Théoréeme 3.22), mais en contre-partie, ils ont di poser une condition légerement plus
forte sur le degré minimum pour 'existence d'un [a, b]-facteur pair. Ils ont par ailleurs
caractérisé les graphes bipartis complets qui ont un |[a, b]-facteur impair et ceux qui ont

un [a, b]-facteur pair. Le résultat principal de leur papier est le suivant :

Théoreme 3.23 (Khodar et Xu [146]) Soient a,b > 2 deuz entiers pairs et soit G un
graphe a-aréte-connexe d’ordre n et de degré minimum 0 > max{a + 1, % +a — 2}.
a
Alors G posséde un [a, b]-facteur pair.
Xiong et al. ont étudié la structure des facteurs pairs dans les graphes sans K 3. Dans
[119], ils ont donné une borne (atteinte) aux nombre de composantes dans un facteur pair

dans un graphe sans K 3.

Théoreme 3.24 (Xiong et al. [119]) Tout graphe sans K3 d’ordre n et de degré mi-
2n — 2

nimum § > 3 posséde un facteur pair avec au plus max{1, | |} composantes.
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3.2.4 Existence de {Gy, ..., G} }-facteurs

Les facteurs peuvent étre définis de facon a ce que chaque composante soit décrite
par une propriété autre que sur les degrés. Soit {G, ..., G} un ensemble de k graphes.
Le graphe G possede un {Gfy, ..., Gi }-facteur si G a un facteur dont chaque composante
est isomorphe a un des graphes G;, pour 1 < ¢ < k. Ces composantes peuvent étre
des graphes quelconques ou des graphes plus ou moins connus comme 1'étoile K, ou la
chaine P.. Les facteurs-chaines (path-factors) sont les facteurs dont chaque composante
est isomorphe a une chaine. Les facteurs complets (complete-factors) sont les facteurs
dont chaque composante est un graphe complet.

Dans [132], Johansson a donné une condition suffisante pour l'existence d’'un facteur-
chaine ; sa condition est similaire & celle proposée dans la conjecture d’El-Zahar (Conjec-

ture 2.1) citée dans le Chapitre 2. Johansson a montré ce qui suit :

Théoreme 3.25 (Johansson [132]) Soit G un graphe connexe d’ordre n et supposons
n =mny+ ..+ n, ot les n; sont des entiers tels que n; > 2. Si G est de degré minimum

n n
§ > LEIJ + ..+ L%J alors G a un facteur qui consiste en k chaines d’ordres ny, ..., ng.

Dans [83], Enomoto et Ota ont considéré un probleme similaire oit non seulement les
longueurs mais aussi une extrémité de chaque chaine est spécifiée. Ils ont posé la conjecture
suivante qu’ils ont montré dans les cas ou presque tous les a; sont au plus égaux a 5 (au

moins k — 2 des a;) et les cas ol k est au plus égal a 3.

Conjecture 3.1 (Enomoto et Ota [83]) Soit G un graphe d’ordre n et ay, ..., a) des
entiers positifs tels que n = ay + ... + ag. Si 0o(G) > n+k — 1, alors pour tout ensemble
de k sommets distincts vy, ...,v dans G, il existe k chaines disjointes Py, ..., Py telles que
|V (P)| = a; et v; est une extrémité de P; pour 1 <i < k.

Dans [140], Kaneko a donné une condition nécessaire et suffisante pour l'existence
d’un facteur-chaine dont chaque composante est une chaine de longueur au moins 2.
Un tel facteur est noté Pss-facteur. Kanoko a défini cg(G) comme étant le nombre de
composantes soleils du graphe G. Soit R un graphe facteur-critique d’ordre au moins 3,
i.e pour tout sommet = € V(R), R — x possede un 1-facteur (couplage parfait). Posons
V(R) = {z1,...,x,}. Ajoutons de nouveaux sommets {v1,...,v,} a R et pour chaque i,
une aréte reliant x; a v;. Le graphe obtenu est appelé soleil. Les graphes soleils sont K7,
K5 ou les graphes obtenus comme décrit précédemment. La figure suivante représente le

plus petit soleil qui n’est ni K7 ni K,. Le résultat principal de Kaneko est le suivant :
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Théoréme 3.26 (Kaneko [140]) Un graphe G a un Ps3-facteur si et seulement si cg(G—
S) < 2|S| pour tout sous-ensemble S de V(G).

FI1GURE 3.2 — Le plus petit soleil qui n’est pas K ni Ky

Soit G un graphe et H un graphe d’ordre |V (H)| diviseur de n = |V(G)]. 1l est dit que

G posseéde un H-facteur si G contient p copies disjointes de H (ou p = ﬁ) Beaucoup
d’études se sont portées sur la recherche de conditions sur les degrés pour l'existence d'un
H-facteur dans un graphe G. Le cas ou H = P; est résolu par le Théoreme 3.25. Pour
H = Cy (k > 4), un cas spécial de la conjecture d’El-Zahar prédit que §(G) > (g}% suffit
pour lexistence d'un Cj-facteur. C’est ce qu’a prouvé Abassi ([1]) pour n assez grand.
Pour H = Kj, (k > 2), Hajnal et Szemeredi ([117]) ont montré que si §(G) > —
G a un Kj-facteur (pour k = 3 voir [45]).

Recemment, Egawa et al. ont étudié I'existence de K s-facteurs dans un graphe. Ils

n alors

ont montré dans [77], ce qui suit :

Théoreme 3.27 (Egawa et al. [77]) Soit k un entier positif. Soit G un graphe d’ordre
Ak et de degré minimum 6 > 2k. Alors G possede k copies disjointes de K; 3, a moins

que G soit isomorphe a Koy 2 avec k itmpair.

Nous trouvons dans la littérature des résultats qui suppose qu'un graphe possede un
facteur complet pour monter l'existence d’'un f-facteur ou d’un (g, f)-facteur (voir [82]
et [162] respectivement). Nous trouvons aussi des résultats pour I'existence de facteur-
chaines dans des classes particuliere de graphe, notamment les graphes sans K 3. Dans

[7], Ando et al. ont montré :

Théoréme 3.28 (Ando et al. [7]) Soit G un graphe sans K, 3 de degré minimum § >

d. Alors G' posséde un Psqi1-facteur.

Dans le méme article, Ando et al. ont conjecturé que dans le cas 2-connexe, il existe
un facteur-chaine dans lequel chaque chaine est de longueur au moins 3d + 2. Dans [37],
Cada a montré cette conjecture pour les graphes 2-connexe représentatifs des arétes d'un

graphe.
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3.3 Pseudo 2-Facteurs

Un pseudo [a, b]-facteur (avec a, b entiers tels que 2 < a < b) est un graphe partiel F' de
G dans lequel toute composante connexe C' d’ordre au moins 3 est un [a, b]-graphe, c¢’est-a-
dire a < dp(x) < b pour tout « dans C. Les pseudo [a, b]-facteurs sont une généralisation
des [a,b]-facteurs. En particulier pour a = b = 2, un pseudo 2-facteur ([17]) peut étre
vu comme un facteur dont chaque composante est isomorphe a K5, K3 ou a un cycle C,,
(p > 3). Il est clair qu'un pseudo 2-facteur qui ne contient que des cycles est un 2-facteur.

Ce que nous avons appelé “pseudo 2-facteur” est parfois appelé “partition en cycles
et cycles dégénérés” (dans [84]) ou simplement “partition en cycles, arétes et sommets”.
Pour uniformiser la terminologie nous garderons le terme “pseudo 2-facteur”.

Nous proposons dans ce qui suit un état de 'art des résultats existants dans la
littérature, résultats qui garantissent l'existence d’un pseudo 2-facteur dans le graphe

G tout entier ou dans un sous-graphe de G.

3.3.1 Une revue sur les pseudo 2-facteurs

L’idée d’utiliser des composantes autres que des cycles pour couvrir les sommets d’un
graphe n’est pas nouvelle. Des composantes qui sont des sommets ou des arétes ont déja
été considérées. Par exemple dans le résultat d’Enomoto et al. ([80]) dans lequel ils ont
donné une condition sur les degrés pour I'existence dans un graphe 2-connexe G de cycles,

arétes ou sommets couvrant V(G).

Théoreme 3.29 (Enomoto et al. [80]) Les sommets d’un graphe 2-connexe d’ordre n

avec 03(G) > n peuvent étre couverts par 2 cycles, arétes ou sommets.

Dans [191], Saito a étendu le théoreme précédent en caractérisant les graphes d’ordre
n avec 03(G) > n — 1 dont les sommets ne peuvent pas étre couverts par 2 cycles, arétes
ou somimets.

Dans les pseudo 2-facteurs nous considérons de plus que les composantes sont dis-
jointes. Dans cette revue, nous commengons par citer des résultats concernant 1’existence
d’un pseudo 2-facteur dans un sous-graphe de G (peut-étre G tout entier).

Dans [8], Andreae a étudié I'existence dans un graphe donné de k — s cycles disjoints
et s arétes (ol k et s sont des entiers fixés). Il a déterminé les graphes extrémaux (au sens
du nombre d’arétes) d’ordre n ne contenant pas k sous-graphes indépendants consistant

en l'union disjointe de k — s cycles et s arétes (pour toutes les valeurs de n, k, s, avec
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0<s<k k>2etn>3k—s). Dans [135], Justesen avait fait le méme travail pour

13k — 4
s=0,k>2etn> 3 .

Brandt ([28]) a montré qu'une condition sur le degré minimum suffisait pour garantir

qu'un graphe contienne toute forét avec un nombre d’arétes s fixé. Cette forét, si elle
est sans sommets isolés, peut donc étre couverte par au plus s arétes ou sommets. Son

résultat est le suivant :

Théoreme 3.30 (Brandt [28]) Soit G un graphe d’ordre n et degré minimum 6 > s.

Alors G contient toute forét avec s arétes et d’ordre au plus n.

Schuster a donné dans [193] une généralisation commune du théoreme de Corradi et
Hajnal (Théoreme 2.1) sur l'existence de k cycles disjoints dans un graphe (cas s = 0) et
du résultat de Brandt cité ci-dessus (cas k = 0). Il a connecté les deux concepts dans le

résultat suivant :

Théoréme 3.31 (Shuster [193]) Soit ' une forét avec s arétes et sans sommets isolés
et soit G un graphe d’ordre n > 3k + |V (F)| et de degré minimum 6 > 2k + s, ou k et
s sont des entiers positifs. Alors G contient 'union disjointe de la forét F et k cycles

disjoints.

Notons que ce résultat implique, en prenant |V (F)| = n — 3k, 'existence dans G
d’un pseudo 2-facteur avec au moins k cycles (en couvrant la forét par des arétes ou des
sommets).

Zhang et Wang ont considéré dans le cas biparti, un probleme similaire a celui qu’a

considéré Schuster. Dans [217], ils ont montré ce qui suit :

Théoréeme 3.32 (Zhang et Wang [217]) Soient s et k deux entiers positifs tels que
s > 2. Soit F = (Uy UUsy, W) une forét avec |Uy| = |Us| = s. Soit G = (V1 U Vo, E) un
graphe biparti avec |V1| = |Va| = n. Supposons que G est de degré minimum § > k + s.

(1) Sin > 2k+s, alors G contient l'union disjointe de la forét F' et de k cycles disjoints.
(2) Sin=2k—+s, alors G contient l'union disjointe de la forét F, k — 1 cycles disjoints

et une chaine d’ordre 4.

Plusieurs chercheurs se sont intéressés a l’existence dans un graphe d’un pseudo 2-
facteur avec k composantes (k entier fixé). Dans [84], Enomoto et Li ont montré le

théoreme suivant qui a ensuite été généralisé par plusieurs chercheurs :
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Théoréme 3.33 (Enomoto et li [84]) Soit G un graphe d’ordre n et soit k un entier
quelconque tel que 1 < k <mn. Sios(G) >n—k+1 alors G a un pseudo 2-facteur avec k

composantes sauf st G = Cy et k = 2.

Récemment, Fujita ([105]) a amélioré la condition “o9(G) > n — k + 1”7 posée dans le
Théoreme 3.33, en la remplacant par la condition de Fan, sauf dans le cas kK = 1 et le cas
k=3et G=K;UCs.

Certains chercheurs ont regardé de plus pres les composantes d'un pseudo 2-facteurs
dans un graphe. Dans [127], Hu et Li ont montré que si le graphe est supposé posséder un
pseudo 2-facteur avec k composantes alors sous une condition plus faible sur la somme des
degrés que celle du Théoreme 3.33, il existe un pseudo 2-facteur, avec le méme nombre
de composantes, contenant au plus une aréte et sous une condition plus faible sur le
degré minimum, il existe un pseudo 2-facteur avec k composantes composé uniquement
de cycles et de sommets. Plus exactement, ils ont établi qu'un graphe d’ordre n et de degré

2k
minimum ¢ > nt

qui possede un pseudo 2-facteur avec k composantes, en possede un
avec le méme nombre de composantes et sans arétes. Ce dernier résultat plus le Théoreme

3.33 donnent le théoréme suivant :

Théoréme 3.34 (Hu et Li [127]) Soit G un graphe d’ordre n > Tk — 3 et de degré
—k+1
minimum o > % alors G posséde un pseudo 2-facteur avec k composantes ot

chaque composante est un cycle ou un sommet.

—-k+1 . . . )
En effet, 6 > HT implique que 09(G) > n — k + 1 ce qui entraine l'existence

d’un pseudo 2-facteur avec k composantes (par Théoreme 3.33, notons que ’exception est

) , ) n—k+1_ n+2k )
écartée vu que n > 7k — 3). Par ailleurs, > 5 lorsque n > 7k — 3, il s’en
suit I'existence dans G d’un pseudo 2-facteurs sans arétes avec k composantes aussi.

Plus tard, dans [128], Hu et Li ont montré le théoreme suivant qui améliore les deux
Théoremes 3.33 et 3.34 lorsque n > max(k + 12, 10k — 9).

Théoréme 3.35 (Hu et Li [128]) Soit G un graphe d’ordre n > max(k + 12,10k — 9).
Si 03(G) > n—k+ 1 alors G posséde un pseudo 2-facteur avec k composantes tel que

chaque composante est un cycle ou un sommet.

Dans le méme contexte, Fujita a montré dans [103], ce qui garantit 'existence d'un

pseudo 2-facteur contenant forcément des cycles (au moins k —r) :
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Théoréme 3.36 (Fujita [103]) Soient k,n,r trois entiers tels que 2 < r < k — 2 et
n > Tk. Soit G un graphe d’ordre n, avec oo(G) > n — r. Alors G posséde un pseudo
2-facteurs avec k composantes Hy, ..., Hy, telles que H; est un cycle ou un sommet pour

1 <1< ret H; estun cycle pourr+1<1i<k.

Pour r = 1, Kawarabayashi (dans [145]) a amélioré la condition sur n (en prenant
n > 4k ou lieu de n > 7k).

Dans notre travail, nous nous sommes intéressées a l’étude des pseudo 2-facteurs et
plus particulierement au nombre de composantes qui sont des arétes ou des sommets dans

un pseudo 2-facteur d’un graphe GG. Nous exposons nos résultats dans la section suivante.

3.3.2 Degré Minimum, Stabilité et Pseudo 2-Facteurs

Notre point de départ a été le Théoreme 3.6 (paru dans [180]) dans lequel Niessen
a montré que tout graphe de degré minimum § et de stabilité a avec § > « possede un
2-facteur. Sa preuve dépend d’un cas particulier du théoreme du k-facteur de Tutte. Dans
le méme article ([180]), Niessen s’est penché sur le cas aw = 0 et a caractérisé les graphes
sans 2-facteur de degré minimum égal a la stabilité. Il a montré que ce sont les graphes
H + 0K5, ou H est un graphe d’ordre 6 — 1. Nous vérifions facilement que les sommets
d’un tel graphe peuvent étre couverts par des cycles disjoints et une aréte ou un sommet,
et nous ne pouvons pas faire mieux.

Suite aux travaux de Niessen, nous avons voulu savoir ce qui se passait pour les
graphes avec 6 < a. Nous avons donc utilisé les pseudo 2-facteurs, pour pouvoir couvrir
les sommets de tels graphes par des cycles, arétes ou sommets disjoints lorsqu’il n’est pas
possible de les couvrir par des cycles disjoints uniquement. Notre motivation était de :

“Borner le nombre de composantes qui sont des arétes ou des sommets dans un pseudo
2-facteur d’un graphe avec o > §”

Nous avons donc étudié la relation entre le degré minimum, la stabilité et le nombre
d’arétes ou de sommets dans un pseudo 2-facteur d’un graphe GG. Notre résultat principal

est le théoreme suivant qui répond a la question posée et qui inclut aussi le cas a = 4.

Théoréme 3.37 Soit G un graphe sans sommet isolé, de degré minimum 0 et de stabilité
a > 0. Alors il existe un pseudo 2-facteur de G avec au plus o — d + 1 composantes qui

sont des arétes ou des sommets.
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La borne donnée dans ce théoreme est la meilleure possible. Il y a des familles infinies
de graphes qui atteignent cette borne. En effet, les graphes G = H + pKy oup > |H| + 1
(quel que soit le graphe H) sont de degré minimum ¢ = |H|+ 1 > 2, de stabilité o = p et
possedent un pseudo 2-facteur avec exactement o — § + 1 arétes et sans sommets isolés.
Il est facile de vérifier qu’il n’existe pas de pseudo 2-facteur avec moins d’arétes ou de
sommets pour de tels graphes. La figure ci dessous montre (en gras) un exemple d’un
pseudo 2-facteur dans un petit graphe G = H + 4K, ou H = {u,v}.

Il y a aussi des graphe de degré minimum 6 = 1 qui atteignent la borne donnée par le
Théoreme 3.37. Par exemple le graphe GG obtenu en prenant un graphe H d’ordre n et un
ensemble S de n sommets indépendants puis en attachant exactement un sommets de H
a un sommet du stable S. Le graphe G obtenu est de stabilité o = n et ne possede pas
de pseudo 2-facteur avec moins de n arétes ou sommets. La figure ci dessous montre (en

gras) un pseudo 2-facteur avec o = 5 sommets dans un graphe de degré minimum ¢ = 1.

FIGURE 3.3 — Un pseudo 2-facteur dans le graphe H + 4K5, ou H = {u, v}

FI1GURE 3.4 — Un pseudo 2-facteur dans un graphe avec des sommets pendants

Passons a présent a la preuve du Théoreme 3.37.
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3.3.2.1 Preuve du Théoréme 3.37

Nous commencons par le cas le plus simple i.e lorsque 6 = 1. Dans ce cas le Théoreme
3.37 est une conséquence de la Proposition 2.4 citée dans Chapitre 2. Nous rappelons cette

proposition ci-dessous et invitons le lecteur a retrouver sa preuve dans le Chapitre 2.

Proposition 3.1 (Posa [188]) Soit G un graphe de stabilité o, alors G peut étre couvert

par au plus o cycles, arétes ou sommets disjoints.

De cette proposition, il découle simplement que tout graphe de stabilité a possede un
pseudo 2-facteur avec au plus a arétes ou sommets. Ce qui est exactement, lorsque § = 1,

la borne que nous proposons.

A partir de maintenant, supposons que G est tel que a > § > 2.
Soit. F une famille de cycles disjoints C1, ..., C, de G. Soit F' une plus petite composante
connexe de G —J,_, C;, posons W = G — (F U (J;_, Ci)) et choisissons une famille F de

cycles telle que :
(a) a(G — U;_, C;) est aussi petit que possible;
(b) sujet a (a), r aussi petit que possible ;
(c) sujet a (a) et (b), la composante F' aussi petite que possible.

Tout d’abord, nous remarquons ce qui suit

(7) Une famille de cycles telle que définie ci-haut existe.
En effet comme § > 2, alors il existe au moins un cycle C' dans le graphe G tel que
a(G — ) < a. Ce cycle C peut étre obtenu de la fagon suivante :
Soit P une plus longue chaine dans G et soit x I'une de ses extrémités. Par la
maximalité de P, tous les voisins de z appartiennent a P. Soit 2’ le voisin le plus
éloigné de x sur P et soit [z, 2'] le segment de la chaine P compris entre x et 2’ (z et
z’ inclus). Le cycle C' = [z, 2'](2', x) contient x et tous ses voisins donc a(G—C) < a.

(ii) Chaque composante conneze de W U F est de degré minimum au plus 1.
En effet, si une composante A de W U F' était de degré minimum 6, > 2 alors en
utilisant la construction avec une plus longue chaine décrite dans (7), nous obtenons
un cycle C' dans A qui vérifie a(A — C) < a(A) donc (G — U;_, Ci) > o(G —
(Ui_, C; UQ)), ce qui contredit (a) dans la définition de la famille F.

(7i1) Sous les conditions (a) et (b), chaque cycle C; de la famille F verifie :
aWUFUC) >a(WUF), pouri=1,..,r.
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En effet, si pour un certain k(1 < k < r) nous avions a(W U F U Cy) = a(W U F),
alors la famille 7' de cycles {C;}izk, vérifie la condition (a) mais contient moins de

cycles que F, contredisant la condition (b) et donc le choix de la famille F.

La derniere remarque, assure que ’ajout d'un cycle de la famille & a W U F’ augmente
la stabilité de ce dernier d’au moins 1. Mais cette stabilité augmente-t-elle de plus si nous
ajoutons plusieurs cycles de F a W UF' 7 La réponse est oui. Plus précisément, nous allons
montrer que lorsque tous les cycles de la famille F sont ajoutés a W U F' alors la stabilité
de ce dernier augmente d’au moins d — 1. Nous prouvons le théoreme suivant qui implique
le Théoreme 3.37.

Théoreme 3.38 Soit G un graphe de degré minimum 6 > 2 et de stabilité o > 6. Alors,
il existe un pseudo 2-facteur de G tel que si Cy, ..., C, sont les cycles de ce pseudo 2-factor
alors

,

oG- Ja)<a- (-1
i=1
Nous décomposons la preuve du Théoreme 3.38 en plusieurs lemmes, que nous plagons

a I'interieur de la preuve de ce théoreme, que voici :
Preuve. Nous avons d’abord besoin d’intoduire des notations supplémentaires. Notons
Ch,...,Cp, les cycles de F sur lesquels F' envoie au moins deux voisins, par C,, 11, ..., Cy,
ceux sur lesquels F' possede exactement un voisin et enfin par C,., 1, ..., C; ceux sur lesquels
F' n’a aucun voisin.
Soit ¢; le voisin de F' sur un cycle C;, pour 1 +1 < 7 < ry. En se fixant une orientation

., ¢ les voisins de F,

sur les cycles C;, pour 7,1 < 7 < ry, soient (dans cet ordre) c}

RN

suivant ladite orientation, sur Cj.
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Lemme 3.1 Soient k et | deux entiers tels que 1 < k < | < ry. Soit C' un cycle qui

contient tous les voisins de F' sur C;UCy, au moins un sommet de F, et tel que V(C") C
V(CUCy) UFUW). Posons W' =G — (U, 4, Ci U FUC"). Alors a(W') > a(W).

Preuve du Lemme 3.1.
Posons Fy = F — (' et soit F' la famille de cycles {Ci,iziz , C'}.

1. Si k # [, alors F’ contient moins de cycles que F et donc ne doit pas vérifier la
condition (a) (& cause du choix de F), d’ou :
UG = (Uppra G U CY) > a(G = UL, C) = a(W) + a(F).
Drautre part, a(G — (U, CiUC")) = a(W') +a(Fy), puisque F' n’a aucun voisin
dans (Cy U C)) — C". 1l s’en suit que a(W') > (W) (car a(F) > a(F)).

2. Si k=1, alors F' et F contiennent le méme nombre de cycles. Deux cas peuvent se

présenter.

(a) Si Fy =0, alors par la condition (a) sur la famille F, nous avons
a(W’) = (G = Uiz G U C) 2 a(G = UL, Gi) = a(W) + aF) donc
a(W') > a(W) + 1.

(b) Si Fy # 0, alors la composante Fy est plus petite que F. La famille de cycles
F' verifie (b) et par conséquent ne doit pas vérifier (a), sinon on aura une
contradiction avec le choix de F, d’ou :

W)+ alF) = alG = sy G UCY) > a(G = Ui, C) = a(W) +a(F).
Comme o(Fp) < o(F) alors a(W') > o(W).0I

Soit V' un intervalle (ou segment) sur un cycle Cy, pour 1 < k < ry. Nous dirons que
I'intervalle V' a la propriété © si et seulement si a( WUFUV) = a(WUF'). Deux intervalles
disjoints V' et V'’ sont dits chaine-indépendants s’il n'y a aucune chalne internement
disjointe de U]_,C; U F' reliant un sommet de V & un sommet de V’; et t intervalles
Vv v@ VO disjoints (¢t > 3) sont dits chaine-indépendants s’ils sont deux a deux

chaine-indépendants. Le lemme suivant sera intensément utilisé :

Lemme 3.2 Soient VN V@ V® & > 2)t intervalles disjoints, ne contenant pas
de woisins de F et possédant chacun la propriété ©. Si V) V@ V® sont chaine-
indépendants, alors VO UVA U ..UV q la propriété ©.

Preuve du Lemme 3.2.
Soit H® D'union des composantes connexes de W qui ont un voisin dans V@ pour

i=1,...,t. Comme les V@ (i = 1,...,t) sont chaine-indépendants, alors les H® sont deux
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a deux disjoints. Donc {W — (Ul_,HO), HO uv®  H® yV®} forme une partition
de WuUV® _UV® 1l sen suit que :
aWuvVW® uVO) =W — (U_ HD)) + 3 a(HD UVO)
= a(W — (UL, HD)) + 3t a(HD) (les VO vérifient ©)
= a(W)
Comme F et W sont indépendants et que par hypotheses les intervalles V..., V)
ne contiennent pas de voisins de F', alors nous obtenons :
a(FUWUVOU...UV®)=a(FUW) donc VW U....UV® a la propriété ©. O

Nous savons déja que 'ajout d’un cycle C; de F a W U F augmente la stabilité de
W U F d’au moins 1. Nous montrons a présent que cette augmentation peut étre plus
significative si I’ possede plus d’un voisin sur le cycle Cj, en d’autres termes si 1 <17 < ry.
Pour voir ceci, il suffit de considérer les segments du cycle C; (1 < i < 1) compris entre
deux voisins consécutifs de F'. Ces segments sont du type ]CZ , CZ] +1[Ci ou j est pris modulo
m; (1 < j < m;). Nous montrons que ces segments n’ont pas la propriété ©.

Notons par P7;, une chaine a sommets internes dans F' reliant les sommets c et CZI

appartenant a un méme cycle C;(1 < i < ry), ou simplement par P;; si les sommets reliés

appartiennent a différents cycles (1 < i < ryp).

Lemme 3.3 Pour tout 1,7, 1 < i <1y, et 1 < 5 < m; ou j est pris modulo m;, nous

avons :

] vaZJrl[Cﬁé@
2. a(WUld, " e,) > a(W).

Preuve du Lemme 3.3

1. Raisonnons par l’absurde et supposons qu'un segment ]cl’ ,c{“[cl sur un certain
cycle C; est vide. Alors, en remplagant le cycle C) dans la famille F par le cycle
cl’PJlijl[cFr cl]¢,, nous obtenons par le Lemme 3.1 a(W) > (W) ce qui est
absurde.
2. En prenant ¢" = C]F);J+1[C7+1,CZJ]0, dans Lemme 3.1, nous obtenons a(W') =

a(WUle, " e,) > a(W). O

Soit u! le premier sommet dans ]c/, cJ*'[¢, (suivant Porientation choisie) tel que
a(WUle,ulle,) > a(W) (1 <i<ry, 1< j < my, jpris modulo m;). Appelons un tel

17

intervalle un intervalle de type a. Nous avons
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Lemme 3.4 Les intervalles de type a sont deux a deux chaine-indépendants.

Prewve du Lemme 3.J. Soient ]c{,u{]c et ]ci':,,uf:]ck deux segments de type a, ou

|
1 <EkE<I<r,1<j<metl <j < mg(jetj sont pris modulo m; et my
respectivement).

Raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe une chaine internement disjointe
de Uj_,C; U F reliant un sommet v €]c), ul]o, & un sommet v’ E]c};, u{!]ck et choisissons
v et v/ de telle sorte que la somme des longueurs des intervalles ¢/, v]e, et |, v/[¢, soit

minimum. Deux cas doivent étre considérés :

Cas k=1 1. Sivetv sont adjacents, alors en prenant C' = c{P;j,]cZ/, vy [V cj[cl dans
Lemme 3.1, nous obtenons : a(WU]Cg,v[qU]CZ,,v’[Cz) > a(W). (%)
Les segments |c], v]c, et ]c{/, v'[¢, sont disjoints et ne contiennent aucun voisin
de F'
D’autre part, par le choix de v et de v/, les segments ]c{, Ve, et ]c{’, V'[¢, sont
chaine-indépendants, comme de plus ils ont tous deux la propriété © (a cause
du choix de uf et uf;) alors par Lemme 3.2, nous avons
a(WUld, vleUld", v'[¢,) = a(W), ce qui contredit (x).

2. Si v et v’ sont reliés par une chaine Qé ;& sommets internes dans W. Alors, en

prenant C’ = c{P;j/]%]CZQz,j[v’,cj[q, dans Lemme 3.1, et en posant Wy =
W — Qé»j,, nous obtenons :

(WU, v[eUld v]e) > a(Wolld, vl Uld  v[e) > a(W), (+)
Les segments |¢], v]¢, et ]c{/, v'[¢, sont disjoints et ne contiennent aucun voisin
de F.

D’un autre coté, les segments ]cl’ , V¢, et ]c{/, v'[¢, sont chaine-indépendants, et

l

vérifient tous deux la propriéte ©, nous avons donc par Lemme 3.2
a(Wud, U[ClU]Clj/, V'[¢,) = a(W), ce qui contredit I'inégalité () .

Cas k#1 1. Siv est adjacent & v'. Alors en prenant C" = ¢/ Pjy|c;, ,v']¢, (v, v)[v, ¢
dans Lemme 3.1, nous obtenons a(WU]c], v[clu]c{;, Ve,) > a(W). (% % *)
Les segments |c], v]¢, et ]c{/, v'[¢, sont disjoints et ne contiennent aucun voisin
de F.

De plus, comme les intervalles ]C{ , Ve, et ]C{ /, v'[¢, sont chaine-indépendants et

l

qu’ils ont tous deux propriété ©, alors en utilisant Lemme 3.2 nous obtenons

a(Wuld, v[clU]c,i/, V'[¢,) = a(W) et donc une contradiction avec (x x ).
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2. Si v et v sont reliés par Ee_ chaine @);;; a sommets internes dans W. Alors,
en prenant C' = CZij/]c,il,v']Cij/j[v,CZ[C“ dans Lemme 3.1, et en posant
Wy =W — @Qjjr, nous obtenons :
a(WUld,vleUd,, v'[e,) > a(Wolld, vloUld, v']e,) > a(W), (% %)
Les segments |¢], v]c, et ]clj/, v'[¢, sont disjoints et ne contiennent aucun voisin

de F'.

D’autre part, ]cl7 ,V[c, et ]0,7:, V'[¢, sont chaine-indépendants (par le choix de v

et v') et ont tous deux la popriété © (par le choix de u] et u] ") donc Lemme

3.2 donne : (W) = a(WU|c], U[CZU]C]];, V'[e,) ce qui cotredit (x * xx). O

La composante connexe F' est indépendante de tout segment ]017 ,u{ lo, (1 <1 <y,
1 < j < my) puisqu’elle n’a pas de voisins sur les segments ]CZ, CZH[CZ pour 1 <1 <7r; et
1 < j < my. Donc par le Lemme 3.3, nous avons qu’aucun segment ]c{,u{]q (1<1<rg,
1 < 7 < my) ne vérifie la propriété © et par Lemme 3.4, les segments ]CZ, u{]cl (1<1<mr,
1 < j < my)) sont deux a deux chaine-indépendants. Il s’en suit que I'ajout de ces
segments a W U F' augmente o(W U F') d’au moins autant que le nombre de segments
ajoutés.

Maintenant, regardons les cycles C}, sur lesquels F' envoie un seul voisin, c’est-a-dire
ceux tels que r; + 1 < k < ry. Nous savons que o(WW U F') augmente d’au moins 1 quand
un cycle Cy est adjoint & W U F', mais nous allons montrer que la stabilité a(WW U F)
augmentera de plus si plusieurs cycles sont rajoutés. Nous devons considérer deux cas

selon que Cy — {c} possede ou non la propriété ©.

1. Si C — {cx} n’a pas la propriété ©, alors nous utilisons des segments |cg, ug]c, que
nous appelons segments de type b. Ou uy, est le premier sommet de Cy — {cx} tel
que a(WU]eg, ug)c,) > a(W).

2. Si Cy — {cx} a la propriété © :

(a) Si{cx} ala propriété ©, alors nous utilisons des intervalles [cg, ug]c, , que nous
appelons intervalles de type c. Ou wuy est le premier sommet de C, — {ci} tel
que (W U F U [cg, ugle,) > a(W U F).

(b) Si {cx} n’a pas la propriété O, alors nous considérons les intervalles {c;} =

[cks Ck]c,, que nous appelons intervalles de type d.

Lemme 3.5 Tout segment de type b est chaine-indépendant de tout autre segment de

type b ou de type a.
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Preuve du Lemme 3.5. La preuve est similaire a celle du Lemme 3.4. [

Lemme 3.6 (7). Un intervalle de type c est chaine-indépendant de tout intervalle
de type c, de type b ou de type a.

(17). Un intervalle de type d est chaine-indépendant de tout intervalle de type 4, de
type c, de type b ou de type a.

Preuve du Lemme 3.6.

Preuve du Lemme 3.6.(1)

Soit [k, uk]c, un segment de type c.

(A) Montrons que [cg, ug]c, est chaine-indépendant de tout segment [c;, ¢, de type

c.
Supposons par I’absurde qu’il existe () une aréte ou une chaine a sommets internes dans
W reliant un sommet v € [cx, ug)c, & un sommet v’ € [¢;, w)c,. Choisissons v et v de sorte
a minimiser la somme des distances d¢, (cx, v) + de, (¢, v').

(1) Si v # ¢ et V' # ¢ alors nous raisonnons comme dans Lemme 3.4 (cas k # [).

(2) Siv=c,ouv =g¢

(i) Si v = ¢ et v/ # ¢ (ou symétriquement v # ¢, et v' = ¢;). En prenant le cycle
C" =vQ[V', ¢]c, Pv (ot P est une chaine a sommets internes dans F reliant ¢, et ¢;) dans
Lemme 3.1, nous obtenons

a(W U ef, e leUla, Ve) = a(Wo U ¢, ¢ ] Ula, ve,) > a(W). (%) on
Wo =W — Q (bien entendu Wy = W si @) est une aréte).

D’autre part, les segments [}, ;. |, et e, v'[¢, sont disjoints, possedent la propriétés
© (par hypotheses) et ne contiennent pas de voisins de F'. Il reste & montrer qu’ils sont
chaine-indépendants pour pouvoir utiliser Lemme 3.2.

Supposons le contraire et soient z € [¢], ¢; ]¢, et 2’ €]c, V[, deux sommets reliés par
(' une aréte ou une chailne a sommets internes dans . Choisissons x et x’ de telle sorte
que de, (¢x, ) + de, (¢, ") soit minimum.

En prenant ¢’ = [z, ck]CkP[cl<,—ﬂ]le’ 2 dans Lemme 3.1, nous obtenons :

a(WUleg, z[o Ule, ' [¢,) > a(WiUek, z[co U], 2 [c,) > a(W); ou W] =W — Q.

De plus, comme les segments |cx, z[c, et |¢, 2'[¢, sont disjoints, chaine-indépendants
(par le choix de z et z’), ne contiennent pas de voisins de F' et ont la propriété © (par
hypotheses), alors en vertu du Lemme 3.2 nous avons

a(WUleg, z[o Ul ' [,) = a(W), ce qui contredit I'inégalité obtenue 5 lignes plus
haut.
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Nous concluons que [¢}, ¢; |, et ]e, v'[¢, sont chaine-indépendants et il s’en suit, par

k
Lemme 3.2, que

a(W Ul ¢ ]leUa,v[e,) = a(W) ce qui contredit (%).

(ii) Si v = ¢, et v/ = ¢;. En prenant C" = vPv'Qu (ot P est une chaine a sommets
internes dans F reliant ¢ et ¢;) dans Lemme 3.1, nous obtenons

a(WU ey e le, Ule ele) = aWoUlel, eple, Ul ¢ le) > a(W). (xx) ot
Wo=W —Q.

Par ailleurs, les segments [c, ¢ ]c, et [¢, ¢ ]¢, sont disjoints, ne contiennent pas de
voisins de F' et ont la propriété ©. Montrons qu’ils sont chaine-indépendants.

Supposons le contraire et soient = € [}, ¢ ]c, et @’ € [¢f, ¢/ |, deux sommets reliés
par une chaine @) internement disjointe de F' U |J;_, C; et choisis tels que la somme
de, (cgy ) 4 de, (¢, ') soit minimum.

En prenant C' = 2Q'[2', ¢/]¢, P&, #]¢, dans Lemme 3.1, nous obtenons :
a(WUleg, x| Ule, ' [¢,) > a(WUlek, z[c,Ula, @' [¢,) > a(W), ou Wi =W — @

Les segments |cy, z[c, et |¢;, 2'[¢, sont chaine-indépendants (par le choix de x et de 2/),
disjoints, sans voisins de F' et ont par hypotheses la propriété ©. Par Lemme 3.2, nous
obtenons

a(WUleg, z[o,Ule, @' [0,) = a(W). ce qui contredit 'inégalité établie 5 lignes plus haut.

Nous déduisons donc que [¢;f, ¢; |, et [¢f, ¢/ ]c, sont chaine-indépendants, ce qui en-
traine (par Lemme 3.2) que :

aWUlef,er]e, Ulgh o le) = a(W) contredisant (xx).

(B) Montrons que [k, ug|c, est chaine-indépendant de tout segment |c;, u)c, de type

k
b.
Supposons le contraire, i.e qu’il existe () une aréte ou une chaine a sommets internes dans
W reliant un sommet v € [k, ug|c, & un sommet v' €]c;, w]e,. Choisissons v et v’ de sorte
a minimiser la somme des distances de, (cx, v) + de, (¢, ).

(1) Si v # ¢, alors nous raisonnons comme dans (A.1).

(2) Si v = ¢, alors nous raisonnons comme dans (A.2.7)

(C) Montrons que [cg, ux)c, est chaine-indépendant de tout segment |c/, ui]¢, de type

Nous utilisons le méme raisonnemnent que dans (B)

Preuve du Lemme 3.6.(i1)

Soit {cx} un segment de type d.
(A’) Montrons que {c;} est chalne-indépendant de tout segment {¢;} de type d.
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Supposons qu’il existe une chaine @ internement disjointe de F' U |J;_, C; reliant ¢ a
q.
En prenant C" = ¢,Qc¢;Pc;, dans Lemme 3.1, nous obtenons :

a(WUld, e le Vle ¢ la) = a(Wollel, ¢ e Ul ¢ le,) > a(W); ot Wy = W—Q.

Les segments [¢}, ¢; ]c, et [¢, ¢; |o, sont disjoints, ne contiennent pas de voisins de F,
ont la propriété © (par hypotheses). Il nous reste a montrer qu’ils sont chaine-indépendants
pour appliquer Lemme 3.2. Ce que nous prouvons de fagon analogue a (A.2.ii). Nous
concluons donc par Lemme 3.2 que :

aW U lef,ei]e, Ul ¢ ]le,) = a(W). .....Contradiction avec I'inégalité obtenue 5
lignes plus haut.

(B’) Montrons que {cg} est chalne-indépendant de tout segment [c;, w;]¢, de type c.
Nous raisonnons la encore comme dans (A.2)

(C’) Montrons que {cg} est chaine-indépendant de tout segment |c;, u;]¢, de type b.
Nous raisonnons comme dans (A.2.7)

(D’) Montrons que {c;} est chaine-indépendant de tout segment |/, u]]¢, de type a.
Nous raisonnons comme dans (A.2.7) .

O

Dans le Lemme 3.6, pour r; +1 < k < ry, [cx, uk)c, et {cx} contiennent tous deux un
voisin de F'. Pour des raisons techniques, qui s’expliqueront plus tard, nous n’allons pas
considérer tous les cycles Cy (r1+1 < k < ry) sur lesquels F' a exactement un voisin mais
seulement ceux sur lesquels un sommet fixé zy € F' a un voisin. Nous choisissons zg tel que
dr(z9) = 0p. Nous renumérotons ces cycles de r; + 1 a r3 (r3 < rp) et nous remarquons
que

Observation 1 : Soit k un entier tel que r; +1 < k < r3 et tel que Cy — {cx} a la
propriété ©. Alors, zy est le seul voisin de ¢ dans F.

Preuve. Raisonnons par I'absurde et supposons que |Ng(cx)| > 2. Soit © € F — {z}
un autre voisin de ¢, dans F' et soit P une chaine a sommets internes dans F' reliant x
et z9. Alors, en prenant C’ = ¢,xPzyc, dans Lemme 3.1 nous obtenons une contradiction
avec I'hypothese a(W U Cy, — {¢r}) = a(W). O

Observation 2 : Si zy appartient a tout stable maximum S de F, alors pour k,
r1 + 1 < k < rs il n’existe aucun segment [; de type c ou d.

Preuve. Supposons que zg est contenu dans tout stable maximum S de F' et qu’il existe
un segment [; de type c ou d. Il est clair qu’a cause de la minimalité de [;, ¢; est contenu

dans un stable maximum de W U F U I;.

1. Si I; = [eg, ug]c, pour un certain k,ry +1 <k <rjs.
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Soit Spae (WUFUI) un stable maximum de WUFUI;. Spa. (WUFUI) contient soit
¢k S0it 2o mais pas les deux. Donc |S,0. (WU FUL)| = |Spae(WUF —{20}U )| =
|Siae(W U FUIL — {c})], il ’en suit que o(W U F UL — {c}) =a(WUFUIL) >
a(W U F) ce qui est une contradiction parce que I; — {cx} C Cy — {1} et par
hypotheses un intervalle I; = [cx, ug]c, est choisi lorsque Cy,—{ ¢y} verifie la propriété

©.

2. Sil; = {cx} pour un certain k,r; +1 < k < r3. Ici encore, soit ¢ soit zp, mais pas les
deux, appartient a un stable maximum de WUFUI;, donc a(WUF) = a(WUFUI)
ce qui donne une contradiction avec a(W U F U ;) > a(W U F). O

Pour résumer, nous avons montré que sur chaque cycle Cy, pour 1 < k < rs3,il y a un
segment I; de type b, c ou d ou my, segments I; de type a, qui augmentent la stabilité de
W U F lorsqu’ils lui sont rajoutés. Nous avons aussi montré que ces segments sont deux a
deux chaine-indépendants. Pour compléter la preuve du Théoreme 3.38, nous regardons

les deux cas suivants :

1. Si zy est contenu dans tout stable maximum S de F, alors par I’Observation 2,
nous n’avons que des segements I; de type a ou b. Notons que ces segments sont
indépendants de F' et sont deux a deux chaine-indépendants (par Lemmes 3.4 et
3.5). Posons m = Y ;' my, et soit H* 'union des composantes connexes de W qui
contiennent un voisin de ;. Nous avons :
a=a(G) > a(WUFUUE, Cy) > a(WUFUUM™ ™ L) = a(W - Hi)+
ST O(H U L) + o F) > (W — P HY) 4+ ST o(HY) + o F) +
m+rs—ri=a(WUF)+m+rs—ry.

2. S’il existe un stable maximum S de F' tel que zy ¢ S, alors posons F' = F — {z}.
Nous avons a(F') = a(F’). Notons que par I’Observation 1, tout segment I; est
indépendant de F”. De plus, par les Lemmes 3.4, 3.5 et 3.6, tous les segments I; sont
deux a deux chaine-indépendants. En remplacant F' par I’ dans la preuve du cas
précédent, nous obtenons :
a(G)=a>a(WUF'UJ2, Cy) > aWUF ) +rs—ri+m = a(WUF)+rs—r+m

Finalement, a cause du choix de zy (dr(29) = dr < 1), nous avons r3 —r; +m >
d(z9) —1 >0 —1 et il s’en suit que :
a>aWUFUUZ,C)>a(WUF)+46—-1

Donc a(G—J;_, C;) = a(WUF) < a—d+1 et ceci complete la preuve du Théoreme
3.38.
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Preuve du Théoréme 3.37. D’apres la Proposition 3.1, G — J,_, C; peut étre cou-
vert par au plus (G — |J;_, C;) composantes disjointes qui sont des cycles, arétes ou
sommets. Notons £ ’ensemble de ces composantes. Par le Théoreme 3.38, le nombre de
ces composantes est au plus a — 6 + 1. Donc, F U & est un pseudo 2-facteur de G avec au
plus a — d + 1 composantes qui sont des arétes ou des sommets, ceci acheéve la preuve du

Théoreme 3.37.1

En combinant le Théoreme 3.37 avec le théoreme de Niessen ([181]), nous déduisons

le corollaire suivant :

Corollaire 3.1 Soit G un graphe de stabilité o et de degré minimum 0. Alors, G posséde
un pseudo 2-facteur avec au plus max(0, e — § + 1) composantes qui sont des aréte ou des

sommets.

De plus le Théoreme 3.37 donne une borne inférieure pour le nombre de sommets qui
sont couverts par des cycles disjoints dans un graphe (en particulier sans 2-facteur) de
degré minimum 9 et de stabilité a avec 6 < a. Cette borne est atteinte pour les graphes
de type H + pKy avec p > |H| + 1 definis au début de cette section.

Corollaire 3.2 Soit G un graphe de stabilité o et de degré minimum 6 < «. Alors au

moins max (20 —2,n+20 —2(a+1)) sommets de G sont couverts par des cycles disjoints.

Preuve du Corollaire 3.2. Il suffit de considérer un pseudo 2-facteur avec une famille
de cycles vérifiant les conditions (a), (b) et (c). Les cycles de cette famille contenant
plusieurs voisins de F' ou un seul voisins de I’ donnent la premiere borne. En effet, si un
cycle ne contient qu'un seul voisin de F, alors il est de longueur au moins 3. Si un cycle
contient plusieurs voisins de F', alors ces derniers sont deux a deux a distance au moins 2
sur le cycle (a cause du choix de la famille, nous I'avons déja montré). Comme F envoie
au moins ¢ — 1 voisins sur les cycles de la famille choisie, alors nous obtenons au moins
2(d — 1) sommets couverts par cette famille de cycles.

D’autre part, comme un tel pseudo 2-facteur contient au plus o — d + 1 arétes ou
sommets, alors les cycles de ce pseudo 2-facteur couvrent au moins n — 2(a — § + 1)

sommets. Ceci établit la deuxieme borne et acheve la preuve du Corollaire 3.2. [J
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Chapitre 4

Distance moyenne et maille

4.1 Introduction

La distance moyenne est une notion qui a été introduite (sous ce nom) par Doyle
et Graver dans [68]. La distance moyenne dans un graphe connexe est donnée par la

moyenne arithmétique des distances entre toutes les paires de sommets de G. Elle est

T 00 () = T ey ) (7= o0 sl

n(n—1)’
graphe est non connexe). Différents auteurs ont étudié la distance moyenne ou des notions

notée ¢ (ou parfois ). Nous avons £ =

qui lui sont voisines comme : la distance totale [179] (ou la transmission [186]), le cott
total d’un routage [223] ou encore I'indice de Wiener [220] du nom du physico-chimiste
Harold Wiener qui a présenté un travail pionnier dans ce domaine. D’ailleurs, un numéro
spécial de Discrete Applied Mathematics ' a marqué le 50°™¢ anniversaire de la parution
du papier [220] et a été entierement consacré a cet indice.

La transmission (ou la distance totale) o(G) d'un graphe G est la somme des distances
entre toutes les paires ordonnées de sommets de G et l'indice de Wiener W(G) est la
somme des distances entre toutes les paires non ordonnées de sommets de G. Ces deux
parametres ne different de la distance moyenne que d’un facteur n(n — 1) dans le cas de

—1
M dans le cas de l'indice de Wiener.

la transmission et

La distance moyenne est non seulement un invariant intéressant en soi en théorie des
graphes, mais elle joue aussi un role non négligeable dans d’autres disciplines. Par exemple,
en chimie dans ’étude des structures moléculaires, la caractérisation de la ramification
et du volume moléculaire ([113, 189]), en informatique dans I’étude des interconnexions

et réseaux internet ([42]). Mais aussi en télécommunication, pour l'analyse des réseaux

1. Discrete Applied Mathematics 80 (1997) 118 pages.
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([184]). Par exemple, il se trouve que le retard dans la transmission d'un message entre
deux noeuds quelconques est proportionnel au nombre de liens (arétes) que le message
doit parcourir. C’est pourquoi, la distance moyenne est un indicateur de performance
dans les réseaux de télécommunications. Les bons réseaux sont souvent caractérisés par
de petites distances moyennes et les réseaux les moins vulnérables ([95]) sont ceux qui de
plus restent de distance moyenne petite apres la rupture d’un lien (la suppression d’une
aréte).

Un survey sur la distance moyenne est proposé dans [186]. Il rassemble les résultats
parus jusqu’aux années 80. Nous tentons de le compléter en proposant dans ce qui suit,
de méme que dans les chapitres précédents, une revue sur la distance moyenne. Nous

exposerons ensuite nos travaux.

4.2 Un état de Part sur la distance moyenne

Plusieurs bornes ont été obtenues pour la distance moyenne en fonction d’autres pa-
rametres de graphes, nous essayons dans ce qui suit d’en donner un apercu. Nous organi-

sons la présentation des résultats en paragraphes suivant les invariants intervenant :

4.2.1 Distance moyenne, ordre, taille, degré minimum et diametre

L’un des premiers résultats proposant une borne pour la distance moyenne dans un
graphe en fonction de son ordre, est celui de Doyle et Graver. Dans [68], ils ont observé

que :

Théoreme 4.1 (Doyle et Graver [68]) Le mazimum de la distance moyenne de tous
n+1

les graphes connexes a n sommets est , il s’agit de la distance moyenne de la chaine

P,.

Dans [221], Winkler a montré que si nous ne considérons que les graphes 2-connexes, la

borne supérieure pour la distance moyenne s’améliore et devient 1 1 C’est ce qu’avait

n —_—
prédit Plesnik dans [186]. Dans [195], Stanton et al. ont donné une liste de graphes de
distance moyenne minimale.

L’une des premieres bornes sur la distance moyenne utilise le diametre ([186]).

Théoréme 4.2 (Plesnik [186]) Soit G un graphe d’ordre n et de diameétre D. Alors
1 1
o(G) > §D(D +1)(D+2)+ §(n — D —1)(2n+ D*+1) si D est impair et
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1 1
o(G) > §D(D +1)(D +2) + é(n — D —1)(2n+ D?) si D est pair.
Dans [157], Kouider et Winkler ont utilisé le degré minimum pour borner la distance

moyenne. [ls ont montré ce qui suit.

Théoréme 4.3 (Kouider et Winkler [157]) Si G est un graphe connexe d’ordre n et

n
de degré minimum 9§, alors la distance moyenne est au plus 2 + ST

Ce résultat est asymptotiquement un peu plus fort qu'une conjecture de Graffiti?(qui

n
proposait 5 comme borne supérieure a la distance moyenne). Récemment, la borne du
Théoreme 4.3 et celle de la conjecture de Graffiti ont été améliorées par Beezer et al. dans

[15]. Les auteurs ont fait intervenir la taille et ont montré que :

Théoréme 4.4 (Beezer et al. [15]) Un graphe d’ordre n, de taille m et de degré mi-
(n+1)n(n71)72mJ
311

n(n —1)

nimum 0 est de distance moyenne au plus

n+1 2m

5+1 (6+Dnn—1)
La borne donnée dans le Théoreme 4.4 est atteinte pour les graphes complets.

Comme corollaire du Théoréme 4.4, ils ont obtenu que £ <

Signalons que Dankelmann a donné dans [56] une borne légerement meilleure que celle

de Beezer et al.

Théoréme 4.5 (Dankelmann [56]) Soit G un graphe d’ordre n, de taille m et de degré
minimum & > 2. Pour n et m grands et § constant, nous avons :
(n —v2m — én)?*(n + 2v/2m — on) L o)

(<
= (0 + 1)n?

Dans [120], Hansen et al. ont utilisé 'ordre maximum d’une forét induite de G pour
borner la distance moyenne de G. Ils ont noté cet ordre F'(G) et ont montré que la distance
F(G)

7’ . /7 2 . . . .
de Dankelmann ([50]), caractérisé les graphes maximisant la distance moyenne parmi les
graphes d’ordre et de F'(G) fixés.

moyenne d'un graphe connexe G est au plus . IlIs ont aussi, en s’inspirant de la preuve

2. Graffiti est un programme informatique qui propose des conjectures. Nous en parlerons un peu plus
dans la section 4.3.
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4.2.2 Distance moyenne, nombre de stabilité, nombre chroma-

tique et nombre de domination

Le nombre de stabilité a a été utilisé pour borner la distance moyenne des les années

80. Chung a montré dans [41] le résultat suivant :

Théoréme 4.6 (Chung [41]) o > ¢ pour tout graphe connexe. L’égalité est atteinte

pour les graphes complets.

Dans [50], Dankelmann a obtenu une borne inférieure pour la distance moyenne en

utilisant la stabilité.

Théoréme 4.7 (Dankelmann [50]) Soit G un graphe connexe d’ordre n > 2 et de

stabilité o. Alors £ > 1+ afa

———=. L’éqalité n’est atteinte que pour les graphes K, . +
n(n—1)
OéKl.

Soient k£ > 0 et s > 2 deux entiers. Un sous-ensemble de sommets X C V d’ordre s
est dit k-indépendant (ou k-stable) si tout sommet de X est a distance au moins k+ 1 de
tout autre sommet dans X. Le nombre de k-stabilité de G, noté Ix(G) est la cardinalité
d’un plus grand ensemble k-indépendant. Dans [98], Firby et Haviland ont généralisé
le Théoreme 4.7, en utilisant la k-stabilité (ou k-indépendence). Leur résultat s’énonce

comme suit :

Théoreme 4.8 (Firby et Haviland [98]) Soit G un graphe d’ordre n contenant un en-

semble k-indépendant d’ordre s et soit € = k(mod2).
k(3ns(k+2) — s(k —2)(k+2) — 12n)
12n(n — 1)
s(k+1)(3n(k—1)+3s(k+1) — k(k+5))
12n(n —1)

Sie=0 alors { > 1+

Sie=1 alors { > 1+

k
Lorsque n est grand, les bornes données sont de 'ordre de 1 + K(?)S(k +2) —12),
n
s(k+1)

12n
Lorsque nous prenons k = n — 2 et considérons le graphe P,. Quelle que soit la parité

lorsque k est pair et 1 + (3k — 3) lorsque k est impair.

de n, nous avons I,,_s = 2. Si nous remplagons dans les bornes du Théoreme 4.8 (pour k

+1 - n—+1
, comme nous savons déja que £ < 3

-_n
pair ou pour k impair), nous obtenons ¢ >
n+1

alors nous déduisons que £ = qui est exactement la distance moyenne de P,. Pour
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un k£ donné, Firby et Haviland ont décrit dans leur article des graphes pour lesquels leurs
bornes sont atteintes.

Le nombre chromatique x(G) d’'un graphe G est le nombre minimum de couleurs
nécessaires pour colorer tous les sommets de G de telle sorte que deux sommets adjacents
n’aient pas la méme couleur. La distance moyenne minimum et maximum d’un graphe
d’ordre et de nombre chromatique donnés ont été déterminées par Tomescu et Melter
dans [200]. Ils ont déterminé parmi les graphes connexes k-chromatiques d’ordre n, ceux

qui sont de transmission maximale et ceux qui sont de transmission minimale.

Théoreme 4.9 (Tomescu et Melter [200]) Dans la classe des graphes k-chromatiques

connexes G d’ordre n, la transmission o(G) vérifie :
1. 0(Q) est minimale si et seulement si G € T'(n, k) ;

2. 0(QG) est maximale pour les graphes H,, . seulement.

La classe des graphes T'(n, k) appelés graphes de Turan a été définie dans [202] et le
graphe H, ; (n > k > 2) est le graphe qui consiste en une clique K d’ordre k£ dont un
sommet est relié par une aréte a I'une des extrémités d’une chaine P,_,. Une quinzaine
d’années plus tard, Tomescu a amélioré ce résultat pour les graphes 2-connexes dans [201].

Dans [51], Dankelmann a étudié la relation entre la distance moyenne et le nombre de
domination. Le nombre de domination v(G) d’un graphe G, est le cardinal minimum d’un
sous-ensemble D de V(G), tel que tout sommet de G qui n’est pas dans D est adjacent a
au moins un sommet de D. Dankelmann a borné (supérieurement) la distance moyenne
d’un graphe G, en fonction de son ordre et de son nombre de domination. Il a montré ce

qui suit :

Théoreme 4.10 (Dankelmann [51]) Soit G un graphe conneze d’ordre n et avec un

nombre de domination v < g Alors

2n+3v—T7)

n+1_(n—3'y)(n—3’y+2( st —y est pair
)

)

3 6n(n —1

n+l (m=37)n-3v+2)2n+3y-7) -9(y—1)
3 6n(n —1)

(<

st m — -y est impair
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Théoréme 4.11 (Dankelmann [51]) Soit G un graphe connexe d’ordre n et de nombre

n
de domination vy, tel que v > 3 Alors

n+l 3y —n)By—n—-2)(5n—6y—4)

st n — 1y est pair

7 < 3 3n(n —1)
=) n+l By—-n-1D)(By—n-3)(bn—67y—2)+6(2n—3y—-1)) . , :
— st — 1y est impair
3 3n(n—1)

Dankelmann a, de plus, caractérisé les graphes d’ordre et de nombre de domination
donnés qui atteignent la borne. Il est facile de voir que si v = (g], alors la borne donnée
dans les théoremes précédents est atteinte pour P, qui est I'unique graphe de distance
moyenne maximum parmi tous les graphes connexes d’ordre n. Comme conséquence du

- 1
Théoreme 4.10, nous obtenons apres calculs, £ < §’y+§. Lorsque v > %, la borne évidente

(<y+ % est plus significative.

Récemment Tian et Xu dans [198] ont généralisé ce qui précede en utilisant le nombre
de k-domination (pour k = 1, c’est le nombre de domination). Un ensemble D de sommets
de G est k-dominant si tout sommet de V(G) — D est a distance au plus & d’un sommet
de D. Le cardinal minimum d’un k-dominant parmi tous les ensembles k-dominants de
G représente le nombre de k-domination de G et est noté v;(G). Tian et Xu ont borné la
distance moyenne, comme fonction de Uordre de G, de k et de v, (G).

Dans [62], Delavina et al. ont étudié la relation entre la distance moyenne et le nombre
de domination totale d’un graphe. Un ensemble D de sommets est un ensemble dominant
total d’un graphe G sans sommets isolés si tout sommet de G est adjacent a un sommet
dans D. Le nombre de domination totale de G, noté 7;(G) est la cardinalité minimum d’un
dominant total. Il est facile de voir qu'un dominant total est nécessairement un dominant,
d’olt v(G) > 7(G). Delavina et al. ont donné I'inégalité suivante et ont montré qu’elle est

asymptotiquement la meilleure possible.

- 1
Théoréme 4.12 (Delavina et al. [62]) Soit G un graphe conneze alors { < v(G)+ 3"

4.2.3 Distance moyenne et connexité

Dans [10], Balakrishnan et al. ont considéré les graphes connexes avec plusieurs points
d’articulation et ont proposé une expression de la distance moyenne en utilisant les dis-
tances moyennes des blocs de G.

Dans [58] et [59], Dankelmann et al. ont étudié la relation entre la distance moyenne
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et 'aréte-connexité. Ils ont montré dans l'ordre les deux théoremes suivants qui résolvent

des question posées dans [186] :

Théoréme 4.13 (Dankelmann et al. [59]) Un graphe G 3-aréte-connexe d’ordre n est

de distance moyenne { < % + 24.

Théoréme 4.14 (Dankelmann et al. [58]) Soit G un graphe A-aréte-conneze d’ordre
_ 2 —
n alors G est de distance moyenne £ < % +9 st AN=256;1< g—i— 10 si A =7 et

- n
(< ——+5s51A>8
T A+ -
Dans [114], Gutman et Zhang ont montré que les graphes Ky + (K UK,,_j_1) d’ordre n
et de connexité (respectivement aréte-connexité) k sont ceux qui ont une distance moyenne

minimum. Dans [64], Djelloul et Kouider ont montré que pour les multigraphes \-aréte-

m
connexes (A > 2) la distance moyenne est bornée supérieurement par —. Un multigraphe

3\

est un graphe dans lequel les arétes multiples et les boucles sont autorisées.

4.2.4 Effet de la suppression d’un élément sur la distance moyenne

Dans l'article [221], Winkler a posé la conjecture des quatre-tiers (“four-thirds conjec-

ture”). Kouider s’y est intéressée dans [156]. Elle a montré que :

Théoréme 4.15 (Kouider [156]) Tout graphe 4-connexe contient un sommet dont la

: ‘ , , 4
suppression augmente la distance moyenne par moins d’un facteur de 3"

Elle a aussi montré que ceci reste vrai pour les graphes 2-connexes d’ordre au moins
150 et de degré minimum au moins 3. Bienstock et Gyori [21], ont montré que la version
aréte (la suppression d’une aréte au lieu d’'un sommet) de la conjecture de Winkler est

vraie si le graphe considéré est sans sommet pendant.

4.2.5 Distance moyenne et matrices représentatives d’un graphe

D’autres approches en utilisant les valeurs propres de la matrice d’adjacence du graphe
ou de la matrice Laplacienne ont été utilisées pour borner la distance moyenne.
La matrice laplacienne d’un graphe G (appelée aussi Laplacien de G, ou encore matrice
de Kirchhoff) est la différence L = D — A ou D = diag(dg(u),u € V) et A est la

matrice d’adjacence de GG. Une version normalisée du laplacien est souvent utilisée mais
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nous n’entrerons pas dans les détails ici, nous invitons le lecteur a consulter les références
[46, 47] consacrées a la théorie spectrale des graphes.

Les valeurs propres du laplacien d'un graphe ont certaines propriétés intéressantes,
comme le fait que 'ordre de multiplicité de la valeur propre 0 est égal au nombre de
composantes connexes du graphe (voir par exemple [178]). Dans ce chapitre, tous les
graphes sont connexes (pour la finitude de la distance moyenne) donc leur laplacien n’a
qu'une seule valeur propre nulle.

Mohar, dans [177], a utilisé la seconde plus petite valeur propre Laplacienne et le
degré maximum pour borner supérieurement la distance moyenne. Récemment, dans [194],
Sivasubramanian a proposé une borne a la distance moyenne en fonction de toutes les

valeurs propres non nulles du laplacien. La borne établie n’est atteinte que pour les arbres.

Théoréme 4.16 (Sivasubramanian [194]) Soit G un graphe connexe d’ordre n et soient

- 2 1
0=MX < Xy <...< )\, les valeurs propres de son laplacien. Alors £ > 1 2?22 v
n— i

4.2.6 Distance moyenne et arbres couvrants dans un graphe

Un arbre partiel ou encore couvrant d’un graphe G est un graphe partiel de G' qui est
un arbre. Johnson et al. ont montré dans [134], que le probleme qui consiste a trouver
dans un graphe G, un arbre couvrant de distance moyenne minimum parmi tous les arbres
couvrants de G est un probleme NP-dur, d’ou l'intérét de borner cette distance moyenne.
Dans [52], Dankelmann et Entringer ont considéré le probleme qui consiste a trouver une
borne supérieure a la plus petite distance moyenne d’un arbre couvrant dans un graphe

de degré minimum donné. Le résultat de Dankelmann et Etringer est le suivant :

Théoréme 4.17 (Dankelmann et Entringer [52]) Soit G un graphe connexe d’ordre
n et de degré minimum §. Alors G possede un arbre couvrant T de distance moyenne
- n
0T) < —— +5.
(1) < 0+1

De plus, ils ont amélioré la borne obtenue dans le Théoreme 4.17, pour les graphes
sans triangle, les graphes sans C} et les graphes de maille donnée.
Dans [99], Fischermann et al. ont déterminé parmi les arbres d’ordre n et de degré maxi-
mum au plus A donnés, ceux qui minimisent la distance moyenne. Dans [218] (voir aussi
[219]), Wang a caractérisé parmi les arbres d’ordre et de séquence de degrés donnés, ceux

qui sont d’indice de Wiener maximum et ceux d’indice de Wiener minimum.
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4.2.7 Existence d’un graphe de distance moyenne donnée

Plesnik, avait posé dans [186], la question suivante : “Etant donné un nombre rationnel
t > 1, existe-t-il un graphe de distance moyenne ¢ = ¢”. Dans [123], Hendry y a répondu
par l'affirmative. Puis dans [121], Hao a étudié I’existence d'un graphe de distance moyenne

et de connexité données. Il a montré que :

Théoréme 4.18 (Hao [121]) Pour tout rationnel t > 1 et tout entier positif k, il existe

une infinité de graphes de connezité k et de distance moyenne t.

Dans [222], Winkler a caractérisé les quantités égales a la distance moyenne d’un arbre.
Il a donné dans chaque cas le nombre d’arbres non isomorphes ayant comme distance

moyenne, la valeur donnée.

4.2.8 Distance moyenne dans les graphes pondérés

Une fonction poids est une fonction de £ dans Rt qui associe & toute aréte e de E un
poids f(e) € R*. Dans la littérature, nombreux sont les papiers qui traitent de la distance
moyenne dans les graphes non pondérés. Un graphe non pondéré peut étre vu comme un
graphe dans lequel a toutes les arétes est associé un poids égal a 1. Mais dans la pratique,
supposer que toutes les arétes sont de méme poids n’est pas réaliste, c’est ce qu’a motivé
I'introduction de poids.

Dans [33], Broere et al. ont étudié la distance moyenne dans les graphes pondérés. Pour
un graphe G, ils ont noté u(G; f) la distance moyenne du graphe G avec une fonction
poids f. Comme p(G; f) peut étre arbitrairement grande (ou petite) si aucune condition
n’est posée sur f, alors Broere et al. ont restreint leur étude aux graphes avec des fonctions
poids normalisées (i.e celles qui vérifient ) . f(e) = m) et ont donné des bornes pour
fmin(G) = ming (G5 f) et fimaa(G) = max; p(G; f).

Dans [64], Djelloul et Kouider, ont montré qu’étant donnés un graphe connexe G,
une collection C' de m poids positifs et un nombre réel k, décider s’il existe une fonction
f: E — C telle que u(G; f) > k est un probleme NP-complet.

4.2.9 Distance moyenne dans les graphes orientés

La distance moyenne est aussi étudiée dans les digraphes (graphes orientés). Il est a

noter que les digraphes considérés sont supposés fortement connexes pourque la distance
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moyenne soit finie. Ng et Teh [176], ont donné une borne inférieure a la distance moyenne

dans un digraphe.

Théoreme 4.19 (Ng et Teh [176]) Tout digraphe fortement connexe d’ordre n et de
m

taille m est de distance moyenne au moins 2 — ——.
n(n —1)

En partant d’un graphe non orienté G, nous pouvons obtenir un digraphe. Une orien-
tation d’un graphe G est un assignement de directions aux arétes de GG. Une orientation
de G est dite orientation forte si le digraphe obtenu est fortement connexe. Un graphe ad-
met une orientation forte si et seulement si G est 2-aréte-connexe ([190]). Pour un graphe
2-aréte-connexe, £y, est le minimum des distances moyennes pris sur ’ensemble de toutes
les orientations fortes de GG. Une orientation forte de G pour laquelle la distance moyenne
atteint £,,,;, est dite orientation optimale de G. Il n’existe malheuresement pas de fonction
f telle que tout graphe 2-aréte-connexe G de distance moyenne ¢ admette une orientation
de distance moyenne au plus f(£). Plesnik [186] a montré que le probleme qui consiste
a trouver une orientation optimale d’un graphe 2-aréte-connexe donné est NP-dur, d’ou
intérét de borner £,,;,. C’est ce qu’ont fait Dankelmann et al. dans [53]. Tls ont borné
inférieurement £,,;, en fonction de I'ordre, la taille, la maille et ( 1a distance moyenne de
G. Ils ont aussi montré qu’il n’y a pas de borne supérieure pour #,,;, en fonction de £.
Cependant, en supposant que toute aréte de GG est dans un 3-cycle, ils ont obtenu que
lrin < ZZ'

Dankelmann et Volkmann se sont intéressés aux distances moyennes dans les tournois.
Un tournoi est une orientation des arétes d’un graphe complet. Plesnik s’y était déja

intéressé dans [186], et avait montré que la distance moyenne de tout tournoi fortement
n+4

- 1
connexe d’ordre n > 3, vérifie £ < + —. Dans [54], Dankelmann et Volkmann ont
n

donné une borne a la distance moyenne dans un tournoi fortement connexe de connexité

k.

Théoréme 4.20 (Dankelmann et Volkmann [54]) Soit k > 1 et soit T un tournoi

- n 19 k
k- d’ord lors ((T) < — + — + —.
conneze d’ordre n alors ((T') < ok + G + "

Dans [57], Dankelmann et Volkmann ont établi une borne pour la distance moyenne
dans les tournois bipartis (i.e orientations de graphes complets bipartis) fortement connexes.
Ils ont aussi montré dans [57] que la borne du Théoreme 4.20 reste, a une contante pres,
Valablg5pou]1; les tournois bipartis k-connexes pour lesquels ils ont obtenu 2 < /(T) <
n

6_k‘+ 6 +n'
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Avant de fermer cette section, citons juste quelques résultats inclassables dans les
sections précédentes. Comme par exemple, celui dans [224], Yeh et Gutman ont déterminé
(entre autres) la distance moyenne du produit et du joint de deux graphes donnés G et
(5. Dans [61], Dankelmann a donné des inégalités de type Nordhaus-Gaddum pour la
distance moyenne. Un résultat de type Nordhaus-Gaddum est une borne supérieure ou
inférieure, généralement atteinte, pour la somme ou le produit d’un parametre d’un graphe
et de son complémentaire.

Dans [36, 48, 60, 124, 126, 186], des bornes pour la distance moyenne dans certaines
classes de graphes (bipartis, planaires, sans triangle, auto-complémentaires, distance-
héréditaire, graphes représentatifs des arétes d’'un graphe) sont données. Dans [55], Dan-
kelmann et al. ont donné des bornes supérieures a la distance moyenne dans les graphes
sans K33. Plus exactement pour les graphes sans K33 presque d-réguliers. Les graphes
presque o-réguliers sont les graphes dont le degré maximum A n’est pas tres grand com-
paré au degré minimum 9.

D’autres résultats concernant les distances moyennes dans les graphes peuvent étre

consultés dans [5, 42, 65, 85, 86, 115, 186, 196].

Enfin, les aspects algorithmiques de la distance moyenne sont traités dans [49] et [68].

4.3 Distance moyenne et maille

Le travail présenté dans ce chapitre est inspiré par deux conjectures d’AutoGraphiX
(AGX en abrégé). AGX est un programme développé par Caporossi et Hansen ([38])
dont la tache consiste a générer automatiquement des conjectures. Il a été créé il y a
une dizaine d’années mais 1'utilisation de l'ordinateur dans la génération de conjectures
mathématiques remonte a plus loin. Larson cite dans son article [158] des logiciels qui
datent des années cinquantes. Nous citons a titre d’exemple deux systemes qui ont parti-
culierement intéressé les chercheurs en théorie des graphes :

- Graffiti congu par Fajtlowicz au milieu des années 80 ([87]). Graffiti est un pro-
gramme qui cherche heuristiquement des relations entre certains invariants de graphes.
Le role de ce programme est de décider quelles relations doivent étre acceptées comme
conjectures, en testant ces relations sur une base de données d’exemples. Ces conjec-
tures ont succité beaucoup d’intérét parmi les chercheurs. Beaucoup de théoréemes ont en
découlé, comme par exemple le résultat de Favaron et al. ([96]) qui ont prouvé que le

rayon d’'un graphe n’est jamais plus grand que sa stabilité, ou celui de Chung ([41]) qui a
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montré que la distance moyenne dans un graphe est au plus aussi grande que sa stabilité
(voir Théoreme 4.6). Dans [29], Brewster et al. ont donné une liste de contre-exemples a
plus d’'une quarantaine de conjectures proposées par Graffiti. La liste de ces conjectures
est régulierement mise a jour dans [87].

- Ingrid développé aussi dans les années 80 par Brigham et al. [30] (voir aussi [32]). Ce
systeme a été utilisé pour générer des modeles, donc proposer des conjectures. L’accent
est mis sur les parametres de graphes. Ingrid bornait automatiquement des invariants de
graphes a partir de valeurs d’invariants donnés sauvegardées dans une base de données.
Un résumé des résultats obtenus par Ingrid peut étre consulté dans [31].

Le programme AGX utilise une approche différente. Cette approche est essentille-
ment basée sur une métaheuristique de recherche a voisinage variable. Elle a pour but de
déterminer des classes de graphes extrémaux pour certains invariants pour ensuite déduire
des conjectures en étudiant les graphes de ces classes.

Un grand avantage qu’offrent de tels systemes est que méme lorsque les conjectures
proposées sont fausses, elle dévoilent des relations entre des parametres parfois jamais
suspectés auparavant d’étre liés par une quelconque relation.

Les deux conjectures d’AGX auxquelles nous nous sommes intéressées font intervenir
la distance moyenne et la maille d’un graphe et sont parues dans [9]. La maille g(G) d'un
graphe G est la longueur minimale dun cycle dans ce graphe. La maille est infinie si le
graphe considéré est sans cycle. Curieusement, aucun résultat dans la littérature n’avait
fait intervenir uniquement ces deux parametres pour borner la distance moyenne. Nous
montrons la premiere conjecture sous une forme plus forte. La deuxieme a déja été réfutée
dans le cas § = 1 ([94]). Pour 6 > 2, nous la montrons sous une forme améliorée. Bien
entendu, dans tout ce qui suit, G est supposé posséder au moins un cycle (autrement la
maille serait infinie et les résultats perdent tout sens).

Voici les enoncés des deux conjectures sur lesquelles nous nous sommes penchées.

Conjecture 4.1 ([9]) Soit G un graphe connexe de maille g et de distance moyenne £,

alors :
n? , ¢ pai
3 — St n est pair
- n°+n . . .
1 s1 n est impair

Cette borne est atteinte pour les cycles.
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Conjecture 4.2 ([9]) Soit G un graphe connexe de maille g et de distance moyenne ¢,

alors : n
Z g m st n est pair
=) n+l . : :
9 s1 1 est impair
4n

Cette borne est atteinte pour les cycles.

A vrai dire, les conjectures telles que citées dans [9], proposaient aussi une borne
e - " ¢ N
inférieure au produit fg et une borne supérieure au rapport —. La premieére borne est
g

évidente. Puisque ¢ > 1 et g > 3, alors lg > 3. La deuxieme borne, moins triviale est

14 57 12
prouvée dans [9]. Il y est montré que — < ot s
g In(n —1)

Remarquons d’abord que la conjecture 4.1 est vraie pour les graphes 2-connexes d’ordre

n > g. En effet, ceci est une conséquence d’un résultat de Winkler. Dans [221], Winkler a
2

montré que la distance moyenne est au plus pour tout graphe 2-connexe G.

4(n —1)
Dans les deux sections suivantes, nous montrons dans 1’ordre, une amélioration de la

Conjecture 4.1, puis une amélioration de la Conjecture 4.2 lorsque § > 2.

4.3.1 Borne supérieure de la distance moyenne en fonction de

la maille

Nous obtenons le résultat suivant, plus général que Conjecture 4.1 :

Théoréme 4.21 Soit G un graphe conneze de maille g et de distance moyenne £. Alors :

n+1  g(g®>—4)
3 12n(n—1)
n+1 g(g® —1)
3 12n(n—1)

~ st g est pair
t<

st g est impair

Cette borne est atteinte pour les cycles.

Pour montrer le Théoreme 4.21, nous allons utiliser la transmission. Souvent dans
la littérature la transmission est utilisée au lieu de la distance moyenne pour éviter les

fractions trop compliquées. Il nous suffit donc de montrer la proposition suivante :

Proposition 4.1 Soit G un graphe connexe de maille g, alors :
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nn®—1) g(g*—4)

st g est pair

G) < s 2
7)< n(n2 il — g(g}— ) s1 g est impair
3 12

Preuve de la Proposition 4.1.

. 9 . g9(¢> — 1)
Sin = g alors G est un cycle et donc o(C),) = T lorsque g est pair et o(C),) = 1
lorsque g est impair. La proposition 4.1, est donc vraie dans ce cas.

Maintenant, supposons que G est d’ordre n > g + 1. Nous allons enlever des arétes de G
jusqu’a obtenir un graphe connexe d’ordre n, de maille g et de taille minimum. Le graphe
G’ ainsi obtenu contient exactement un cycle et ce cycle est de longueur g. Le graphe
G' n’est autre que la réunion d’un arbre T et d’une aréte e qui appartient au cycle de
longueur g. Comme n > g + 1, alors §(G’) = 1. De plus, par construction ¢(G) < o(G"),
donc il suffit de montrer Proposition 4.11 pour o(G").

Soit Cj le cycle de G’ et soient a et b les extremités de 'aréte e € C,. Pour z,y € V,

posons §(z,y) = dr(z,y) — drue(z,y). Notons que §(z,y) > 0. Nous avons

o(T)—o(TUe) = Zémy Zémy (4.1)

z,ycV z,yeCy

Y @) =0(Cy—e) —a(Cy) (4.2)

z,yeCy

De plus d’apres le Théoreme 4.1 cité dans la section précédente, nous avons

o(T) < o(P,) = w ",
Par (4.1), (4.2), (4.3) et en posant P, = C, — e nous obtenons
o(G) = o(TUe) < o(P) — (0(C, — €) — o(Cy) = "t -

3
Il est connu et facile a retrouver que
si g est pair

si g est impair

Nous obtenons finalement que :

nn’*—1) g(g*> -4

(@) <o(@) =oM< g 0P gy gty

3 12

si g est pair

si g est impair
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Ce qui établit la Proposition 4.1. B

Le Théoréme 4.21 est une conséquence directe de la Proposition 4.1 (il suffit de diviser
par n(n —1)). Les bornes du Théoreme 4.21 sont atteintes par les cycles. Ces bornes sont
de plus meilleures que celles proposées dans Conjecture 4.21.

Nous pouvons facilement le vérifier :

n+l  g(g° 1) n+1l  g(g*—4) .
Posons p; = 5 12n(n = 1)’ My = 3~ 12n(n —1) dans Théoreme 4.21 et
n? n?+n

H, = m, P = dans Conjecture 4.21 (nous indexons p pour pair et i

pour impair). Un rapide coup d’oeil permet de voir que u; < p,,. Par ailleurs, nous avons

4 4
B <29 9 11 est clair que B qsin = g, et si n #£ g, alors nous vérifions que
H, = 3n 3n* »
Np

n
< 1, et que de plus I tend vers 0 lorsque — est tres grand (tend vers o).
H, H, g

Comparons maintenant p, avec H;. Notons que n > g parce que g est pair et n est

impair. Notre but est de montrer que — Hp <1.
7

4 3 4
Nous avons ,u_i = 3_791(1 ~ (ng? Y + in (n2g— 1)) et nous voulons vérifier si
4 3 4
Ja-—2—+ <1 (%)

3n dn(n? —1)  4n(n?—1)
Nous distinguons alors deux cas :

3 3

4n(ng2— D1 (49 ) = i“ N 4g_n3 * %> alors
pour vérifier (%), il suffit de vérifier que ;‘:—g(l — % + 34—9) < 1 ce qui est équivalent a
4g(3n3 + 4g) < 3(3n* + ¢*). "

Cette derniere inégalité est vraie puisque 3g* > 16¢> (car g > 3) et 9n* > 12gn® (car

4 4
Sin > gg, comme 3—2(1 —

n > 39)
4
Sig+1<n< 2 g, alors (%) est équivalente a
4g% — g* < 3n* — 4gn® — 3n? + 4gn (%)

Posons & = = avec 1 + 1 <z< % Alors (xx) devient équivalente & z(3z —4)(g?z* — 1) +
g>—4>0. I I
Donc montrer que % < 1 revient & montrer que la fonction f(z) = z(3z —4)(g*x? — 1) +
g* — 4, est positive. Z

Etudions le signe de f : Nous avons f'(x) = 12¢°2*(z — 1) — 6x + 4. En dérivant [,
nous obtenons f”(x) = 12¢%z(3z —2) —6. La fonction f” est un polynome du second degré

1 1 6
qui est positif lorsque 1+ — < z. Alors f’ croit et comme f'(1+ —) =129g+22+ - >0
g g g
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1 1
alors f'(z) > 0 pour tout x,1 + — < z. Il s’en suit que f croit. De plus, f(1+ —) =
g g

1 3 1 6
(14 =)(=1+ =)(¢g*+29) + g*> — 4, donc f(1 + =) = 3+ — et donc l'inégalité (»*) est
g g g

vérifiée et par conséquent 'inégalité (x) l'est aussi.

4.3.2 Borne inférieure de la distance moyenne en fonction de la
maille

En réponse a la Conjecture 4.2, dans le cas 6 > 2 (puisque nous le disions au début, la

conjecture 4.2 est fausse lorsque 0 = 1), nous montrons un résultat plus fort, le suivant :

Théoreme 4.22 Soit G un graphe connexe de degré minimum o > 2, de maille g et de
ng

4(n —1)

n
. La borne —2_ est atteinte par les cycles de longueur paire.

4(n —1)

Pour les raisons citées dans la section précédente, nous allons montrer le Théoreme

distance moyenne (. Alors £ > sauf si G est un cycle de longueur impaire auquel

(g+1)

GSZ:

4.22 pour la transmission :

Proposition 4.2 Soit G un graphe connexe de degré minimum 6 > 2 et de maille g. Alors
n
pour tout sommet x € V', nous avons : o(x) > gz sauf st G est un cycle de longueur

(9> = 1)

impaire, auquel cas o(z) = 1

n
. La borne gz est atteinte pour les cycles de longueur

paire.

Tout d’abord, nous établissons quelques propriétés simples mais qui nous seront bien
utiles dans la suite. Soit xy un sommet de GG et soit T' 'arbre des distances associé a xq. 11
s’agit de l'arbre (de racine () des plus courtes chaines de z( vers les autres sommets du
graphe, qui décompose le graphe G en niveaux (ou en couches) par rapport au sommet x.
Le niveau N; représente ’ensemble des sommets de G a distance exactement ¢ de xq. Si
Ny, ..., N,, sont les niveaux obtenus alors Ny = {z¢} et p = e(zy) (I'excentricité du sommet
T, rappelons que e(r) = mazycy () d(x,y)). Une branche d'un arbre de racine x, est une

chaine reliant la racine zy a une feuille.

Lemme 4.1 Soit G un graphe connezxe de degré minimum 6 > 2 et de maille g. Soit xg
un sommet de G et soit T 'arbre des distances associé a xq dans G. Alors toute feuille

de T est a distance :
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— au moins de xg, st g est impair.

— au moins g — 1 de xy, si g est pair, de plus dans ce cas au moins une feuille de T

. g g
est a distance au moins 3 de xg.

Preuve du Lemme 4.1.
Nous remarquons d’abord que si un sommet y appartient au niveau Nj;, avec ¢ > 1 alors
Ne(y) € N;—1 U N; U Njyq. En effet, si z est un voisin de y dans G et si nous posons
d(xg, z) = k alors nous avons |d(zg, z) — d(zo,y)| < 1 donc k € {i —1,7,7 + 1}.

Pour montrer Lemme 4.1, nous considérons deux cas selon la parité de g.

Cas 1 : Si g est pair.

N

Soit y une feuille de T qui appartient au niveau N;. Supposons que i < = — 2.

\)

Comme dg(y) > § > 2 alors il existe un voisin z de y dans G — E(T') et nous avons
forcément z € N; avec t € {i —1,4,i + 1}. Donc l'aréte (y, z) est contenue dans un
cycle de longueur au plus g — 2 ce qui contredit que la maille est égale a g.

D’autre part, si toutes les feuilles de T" sont dans N%,l, alors leur voisins dans
G — E(T) seraient a distance au plus g — 1 de xg et par conséquent il exiserait un

cycle de longueur au plus g — 1 ce qui est absurde parce que G est de maille g.

Cas 2 : Si g est impair.
Soit y une feuille de 'arbre T qui appartient au niveau N;. Supposons que 7 <
% — 1. Comme § > 2, alors il existe un sommet z voisin de y dans G — E(T).
Nous savons que z appartient a N;_1, V; ou N;;q. Alors laréte (y, z) est contenue

dans un cycle de longueur au plus g — 1 ce qui est absurde puisque G est de maille

g.

Finalement, toute feuille de T" est a distance au moins de x( si g est impair,

< - . g . . . . N
a distance au moins 5~ 1 de xg si g est pair et dans ce cas au moins une feuille est a

distance au moins g de z¢. Ceci acheve la preuve du Lemme 4.1. [J

Nous allons introduire quelques nouvelles définitions qui vont nous aider a établir le
résultat désiré. Nous disons d’'un arbre T' des distances qu’il a une configuration minimale
si et seulement si

— Lorsque g est impair, toutes les feuilles appartiennent a N a1

— Lorsque g est pair, exactement une feuille appartient a N g et toutes les autres feuilles

appartiennent a NV 91
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Dans un arbre 71" de racine xg, nous appelons 2-chaine, une chaine P = ujus...uy telle
que (uj,uj+1) € E(T) pour tout j, 1 < j < k — 1, uy est une feuille de T" et uy, est le
sommet le plus éloigné de u; tel que dr(u;) = 2, pour tout 7,2 < j < k et tel que zy n’est
pas sommet interne de P. En d’autres termes, P passe par des sommets de degré 2 dans
T et P s’arréte lorsqu’elle rencontre soit un sommet dont le voisin est de degré > 3 dans
T soit xy. Remarquons que la suppression d’une 2-chaine ne déconnecte pas l’arbre 7T'.

Nous énoncons et prouvons un dernier lemme avant de démontrer la Proposition 4.2 :

Lemme 4.2 Soit T un arbre d’ordre n > g et racine xq, avec dr(xg) > 2.

1. Supposons que g est pair, que les feuilles de T' sont a distance au moins g —1 de

n
xo et qu’au moins une feuille est a distance au moins g de xq. Alors op(zg) > gz

2. Supposons que g est impair, que n > g+ 1 et que toute feuille de T est a distance
-1
% de xo. Alors op(zg) > %

aw moins

FIGURE 4.1 — Des 2-chaines P dans 'arbre T; (i = 1,2)

Preuve du Lemme 4.2. Nous séparons les cas ¢ pair et et g impair et nous procédons,

dans chaque cas, par récurrence sur n, ’ordre de 'arbre T.

Cas 1 : g est pair.

Si n = g alors par hypotheses, 'arbre T" a deux branches, il a une feuille a distance
2
g— 1 de zq et Pautre a distance g de xq. Dans ce cas op(zg) = 2 fol_l i—l—g = gz
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Maintenant, supposons que Lemme 4.2 est vrai pour tous les arbres d’ordre entre ¢
et n — 1 et montrons qu’il est encore vrai pour un arbre d’ordre n. Nous distinguons

deux cas selon la configuration de T

(a) Si T' n’a pas une configuration minimale alors il existe dans 7" soit une feuille

< q- . g " . NEET .
u a distance au moins 5 + 1 de zg ou une deuxieme feuille v a distance au moins

g > 2 de xy. Dans les deux cas, les feuilles de 'arbre 7" = T' — {u}, qui est d’ordre

<9 . g . . T
n — 1, sont a distance au moins 5~ 1 de xg et au moins une feuille est a distance

.9 4oz .y
au moins =. De plus, comme seul le sommet u a été supprimé et comme u n’est

pas voisin de xg alors dg(z9) = dr(xg) > 2. Par 'hyppotheése de récurrence, nous
g(n—1) gn—1)
4

. Donc o7(xg) = op(xo) +d(z0, 1) > 1

obtenons o7 (zg) >

n
o (20) > gz

(b) Si T a une configuration minimale, alors comme n > g 'arbre T' a au moins 3

g N
Zq
+2 ou

branches. Choisissons une 2-chaine P = ujus...u; de T avec u; dans N%_l et telle
que la longueur [(P) de P est minimum parmi toute les 2-chaines de 7" avec une

feuille dans Ng_;. Soit T" l'arbre obtenu a partir de T" en enlevant la chaine P.
g

Posons |V(P)| = k, alors [V(T")| =n—k > n — (5 — 1). Notons que comme 7" a
au moins 3 branches et par le choix de P, nous avons dr/(xg) > 2. En effet, soit
dr(zo) > 3 et la suppression de P entraine dr(xg) > 2; soit dy(x¢) = 2, dans ce cas

I(P) < g — 2 et la suppression de P ne change pas le degré de xy donc dr(xg) = 2.

Dans 7", toutes les feuilles sont & distance g — 1 de x( et une seule feuille est a

—k
distance g Donc par récurrence, nous obtenons o (zg) > M D’autre part,
g g k
Sevim dwoy) = (G =1 = =)+ .+ (£ = 1)) = (g -k —1)
k
Donc or(zo) > o7 (0) + X ey (p) (20, y) = % + 5(% —k—-1)> % parce que
k<? -1,
2

Cas 2 : g est impair.
Sin = g+1 alors par hypotheses, ’arbre 7" a ou bien 2 branches, une avec une feuille
dans N a1 et 'autre avec une feuille dans N a1 0U bien T' possede 3 branches chacune

avec une feuille dans N a1 Dans tous les cas, nous avons op(zg) > 2) .7, (o D2 4

@—I)Z(Q—Uw+3)%(g—nw+3)>(92Dgpww(m692:&Abm

Lemme 4.22 est vrai pour la plus petite valeur de n si g est impair. Supposons

maintenant qu’il est vrai pour tous les arbres d’ordre entre g+ 1 et n—1 et montrons
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qu’il le reste pour un arbre T d’ordre n. Nous distinguons deux cas selon que la
configuration de 7" est minimale ou pas.

(a) Si T' n’a pas une configuration minimale, alors il existe au moins une feuille

(g+1)
2

supprimant le sommet u. Comme, seul u a été supprimé et comme dr(xg,u) > 2 alors

u & distance au moins > 2 de xg. Soit T" I’arbre obtenu a partir de T en

dr(xg) = dr(xo) > 2. D’autre part, toutes les feuilles de 7" sont a distance au moins
(g—1) (n—1),
2 4

n
et il s’en suit que op(zg) > > Zg et c’est ce que nous

de zg. Par les hypotheses de récurrence sur 7", nous avons o/.(xg) >
(n—1) g+l _n g
> <z

e

voulions.

(b) Si T" a une configuration minimale, alors 7" a au moins 3 branches. Choisissons
une 2-chaine P = wu;...u; de T de longueur minimum parmi toutes les 2-chaines de
T. Posons |V(P)| = ket T" =T — P. Comme T a au moins 3 branches et par le
choix de P, nous avons ou bien dr(x¢) > 3 (et donc zg ¢ V(P)), ou bien dp(xy) = 2

-1
et [(P) < % — 1. Dans tous les cas, la suppression de P donne dp(xg) > 2. Les

(g—1)
2

feuilles de T” sont a distance de xg. Alors par les hypotheses de récurrence,

n—k g—1

0B g De pus, ey o) = (U5 — (k1) +
kg k? (n—k) N k
or > Ty =9 By o).
5 5 Donc or(zg) > 1 g+ 5975 4n+ 4(9 2k)

-1
lg—1) , alors le terme de droite dans la derniere inégalité est au moins

nous avons o (xg) >

"+@):

Comme k£ <

ng , ..
—=, et nous obtenons ce que nous désirions.

Nous arrivons a présent a la preuve de la Proposition 4.2.

Preuve de Proposition 4.2. Tout d’abord, remarquons que si G est un cycle de longueur
2
—1
impaire alors o(xg) = % Dans les autres cas, Proposition 4.2 est une conséquence
directe de Lemme 4.2. En effet, nous pouvons associer a un graphe GG d’ordre n et de maille

g, un arbre des distances T' de racine zy (zg € V(G)). Comme ¢ > 2, alors dp(xg) > 2.

Par Lemme 4.1, toute feuille dans T est a distance au moins de xq si g est impair.

Encore par Lemme 4.1, si g est pair, alors toutes les feuilles sont a distance au moins
g — 1 de zg et au moins une feuille est & distance au moins g de zo. L’arbre T verifie

les hypotheses de Lemma 4.2. Remarquons que comme 7" est un arbre des distances de
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racine zg alors op(xg) = og(zo). La Proposition 4.2 s’en suit. H

Le Théoreme 4.22 est obtenu comme corollaire de la Proposition 4.2.
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Conclusion et Perspectives

Dans cette these nous nous sommes interéssés a trois notions importantes en théorie
des graphes :

e Les couvertures par cycles;

e Une généralisation des 2-facteurs : les pseudo 2-facteurs et

e La distance moyenne.

Au début de chaque chapitre, nous avons fait un tour d’horizon des résultats existants,
notamment parmi les plus récents dans chaque domaine.

Dans la premiere partie de cette these nous avons étudié les couvertures par cycles
de longueur bornée et les pseudo 2-facteurs. Les couvertures par cycles aussi bien que les
pseudo 2-facteurs, peuvent étre vus comme une généralisation de la notion de 2-facteur.

Notre résultat principal concernant les couvertures par cycles de longueur bornée est
I'obtention d’une borne supérieure pour le nombre, ¢;(G), de cycles de longueur au plus
k nécessaires pour couvrir tous les sommets d’un graphe 2-connexe donné G. Cette borne
est une fonction de n, 'ordre du graphe et de sa stabilité a.

Il serait intéressant, de tenter d’améliorer la borne obtenue en envisageant la résolution
du méme probleme dans des classes particulieres de graphes, ou en utilisant des parametres
de graphes autres que la stabilité ou le degré minimum.

Pour les pseudo 2-facteurs, nous avons établi un résultat proposant une borne, en
fonction de la stabilité et du dégré minimum, pour le nombre de composantes d’ordre au
plus 2 dans un pseudo 2-facteur d’un graphe donné. De plus, nous avons décrit une famille
infinie de graphes atteignant cette borne.

Il serait intéressant de tenter de borner le nombre de composantes d’ordre au plus 2
en fonction d’autres parametres du graphe, comme la domination par exemple.

Dans la deuxieme partie de cette these, nous avons résolu deux conjectures ayant
trait a la distance moyenne dans un graphe. Ces deux conjectures proposaient des bornes
(supérieure et inférieure) pour la distance moyenne dans un graphe d’ordre n en fonction

de sa maille. Nous avons amélioré les bornes proposées et obtenu donc des résultats qui
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lient distance moyenne et maille.
Il peut étre envisagé de faire intervenir d’autres parametres de graphes (en plus de 'ordre
et de la maille) pour borner la distance moyenne.

Plusieurs conjectures d’AGX sont encore ouvertes et en résoudre quelques unes serait

aussi intéressant.
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aréte-connectivité

chaine élémentaire d’ordre n

cycle élémentaire d’ordre n
connexité de G

degré maximum de GG

degré minimum de G

degré de v dans GG

diametre de G

distance moyenne de G

ensemble des arétes de G

ensemble des sommets de GG
ensemble des voisins de v dans GG
graphe complémentaire de G
graphe complet d’ordre n

graphe complet biparti d’ordre n +m
graphe représentatif des arétes de GG
joint des graphes G et H

longueur du cycle C

maille de G

nombre de composantes connexes de GG
nombre chromatique de G

nombre de domination de G
nombre de k-domination de G
nombre de domination totale de G
nombre de stabilité de G

nombre de k-stabilité de G
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n ordre du graphe GG
G — H sous-graphe induit par V(G) — V(H)
H C G H sous-graphe propre de G
H C G H sous-graphe de GG
m taille de du graphe G
7(G) toughness de G

o(G) transmission de G
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Couvertures par Cycles et Facteurs de Graphes

Résumé :
Cette these est centrée autour de trois notions importantes en théorie des graphes :
les couvertures par cycles, les pseudo-facteurs et la distance moyenne, desquels nous pro-

posons un tour d’horizon au début de chaque chapitre.

Nous nous sommes d’abord intéressés aux couvertures des sommets d'un graphe par
de petits cycles, et plus précisément au nombre minimum de cycles de longueur au plus k
nécessaires pour couvrir tous les sommets d’un graphe. Nous avons borné ce nombre en

fonction de l'ordre du graphe et de sa stabilité.

Nous avons ensuite étudié une généralisation des 2-facteurs que nous avons appelé les
pseudo 2-facteurs. Un pseudo 2-facteur est une couverture des sommets d’'un graphe par
des cycles, arétes ou sommets tous disjoints. Dans un graphe donné GG, nous avons borné
le nombre de composantes qui sont des sommets ou des arétes dans un pseudo 2-facteur
par une fonction du degré minimum et de la stabilité de G. La borne que nous avons

obtenue est la meilleure possible.

Enfin et dans un tout autre registre, nous avons étudié dans un graphe G, la relation
entre sa distance moyenne, parametre qui trouve de nombreuses applications, sa maille
et son ordre. Nous avons déterminé une borne supérieure et une borne inférieure, toutes
deux atteintes, pour la distance moyenne dans un graphe en fonction de sa maille et son

ordre.

Mots-clés : Cycles ; Facteurs ; Couvertures par cycles ; Pseudo 2-facteurs ; Distance moyenne ;
Maille.






