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Introduction

Le sujet de notre magister fait partic des domaines de mathématiques pures, il
concerne les domaines de 'analyse et de lalgébre.

Le but de notre étude est de faire une synthése de quelques résultats sur les
sérics de Hurwitz d'une part et d’autre part de démontrer par des exemples Papport
d’aisance que procure le caleul ombral dans la preuve de propriétés intéréssantes qui
ne sont pas toujours faciles & prouver par d’antre méthodes .

nous avons réparti notre travail en guatre chapitres :

le premier chapitre regroupe toutes les définitions , propriétés générales relatives
aux séries de ITurwitz , a Palgébre de Hurwitz des suites, en particulior les deux
suites de nombres de Stirling de 1°76spécee et de 27 éspéce, ot cenfin la notion des
opérateurs de dérivation et de Shift et la transformation de Mellin -Barsky .

Dans le deuxiéme chapitre |, nous avons énonceé le théoréme de Von Staudi -
Claussen ¢ui concerne la suite des nombres de Bernoulli |, puis avons démontré un
théoréme le généralisant. : ¢’est le théoréme de Carlit .

Dans le troisiéme chapitre , nous avons éssayé de reformuler les énoncés des



théorémes cités dans le travail de Carlitz cf] 8] et de les prouver autrement en faisant
intervenir le caleul ombral, aprés avons démontré des congruences de Kummer pour
des séries lincaires.

le quatriéme chapitre est consacré & la redémonstration de deux théorémes de

Barsky [4]



Chapitre 1

Séries de Hurwitz et composition

de suites

Cec chapitre cst une synthése des principaux résultats concernant les

séries de Hurwitz

1.1 Séries de Hurwitz

1.1.1 .Généralités

Soit. A un anncan commutatil unitaire de caractéristique zéro
Définitionl

une série de ITurwitz sur un anneau A est mne série formelle de la forme



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

*i

J(X) =2 en—

‘ ol ¢, € A pour tout entier m positif
m>0 m.

Pensemble des séries de Hurwitz définies sur A est noté 17 (A)

Définition2

. . X )

Soit f(X) = Cm— une série non nulle de H (A)
m>0 m.

I ordre de f(X) est le plus petit entier m tel que ¢, # 0

Définition3
Solent. f, g deux séries de Hurwitz de H (A).
S
[, g sont dites associées s'il existe un élément inversible h de 17 (A)

tel que [ = h.g.

1.1.2 Séries de Hurwitz définies sur ’anneau des entiers ra-

tionnels Z et p-adique Z,

. Xm (" . .
Soient, f(X) = Y Gn— el g ()= bm—' deux séries de hurwitz
' m>0 m: m>0 ™m!

ces deux séries sont dites congrues & un enticr naturel k si, tous les coéflicients
Cp, CL bm le sont.
Propositionl

Soient f, g deux séries de 11 (Z) (resp.ll (Z,)) alors

[+gell(A); [.gell(A)

6



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

si g (0) € Z*(resp.Z}) alors
/

=—e ll(A)
g

st [(0) = 0 alors
/7”,
: I (A
m! € 1A

ct st g (0) = 0 alors

[ (g) € 11 (A)

Preuve:cl [11 ]

Définition4

Une série [ (X) de H (Z) (resp.11 (Z,)) est. dite linéaire si ¢y = 0 |

¢y =1 (resp.c; € Zy).

notons 14(Z)(resp.111(Z,) Pensemble des séries de IInrwitz linéaires sur Z(resp.Z,)

Définitions
X' m

Une série [ (X) = Y} (:m‘—' a cotllicients rationnels(c,, € Q) est dite bornée
m>0 m.

dans 11 (Z) sl existe nn entier k {elque k.f (X) € 11 (Z)

DéfinitionG

it
Une série [ {X) = cm— a coéflicients rationnels p-adiques (¢, € Q,)est
. m I 1 i ™ je

m>0 m.
dite bornée, 8l existe un enticr k telque p*. [ (X) € 11 (Z,)
Proposition2

Les ensembles des séries de Hurwity, 17 (Z) et 11 (Z,) satisfont I'inclusion

11(Z) C 11 (Z,)

-1



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

Définition7

i

Lasérie de Ilwrwitz f (X) = Y ¢pp—r - —— d’ordre r est. dite réduite si les coéflicients
m>r '-
cm satisfont les inégalités 0 < ¢, < (":)('r

Théorémel
Deux séries de Hurwitz réduites et associées sont. identiques.

Preuve:cl.| 6]

Théoreme?2
Une série de 11 (Z) d'ordre r st Passociée d'une nnique série réduite.

Preuve:

ST

. X
Soit, f(X) =" Cm ™ e série d’ordre r

m>r

supposons quc [ (X) cst associée & deux séries réduites différentes

an Xm
g(X)=Y (Lm— et p(X)= Y by—
m2r m! m>r m
'8
X)) =h(X)g(X) (1) [ h(xX)e @y
telles que ! el on et

FX) =R ((X)$@) (2 \ K(X)eH (@)
h ()&) g (_'T}) — (,Z) (;I?)

h' (
comme W (X) € H*(Z), alors e H(zZ)"

h(X)
r(X)

temps alors d’aprés le théoréme 1.2.8 on doit avoir g (X ) =¢(X) .O

\

de (1) et (2) on déduit que

-

\
b
=

h(X)

><

ct ainsi € I (Z)" don g (X) et ¢ (X) sont associces ot réduites en méme

Corollairel

I'ensemble des séries de hurwitz 11 (Z) posséde une infinité de séries non associées



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

d’ordre r
Preuve:
d’aprés la définition 6, il existe une infinité de sérics réduites d’ordre 1

donc d’aprés le théoréme 1, elles ne penvent dtre associées. [

Corollaire2
. Xm ka 11 J. (X)
Soit [ (X) = et g (r) = ——F k € N, alors ¢ H(Z)
onen m! mz;:o (km + 1)! g(X)
Prcuve:

Raisonnons par I'absurdc
Soit 'hypotheése / € H(Z)
q

la donnée = (0) = 1 (car f, g sont linéaires)

J(X)
g(X)

cest a dire [ (X) et g (X) sont associées dans I (Z),

1) ¢t (2) implicquent
( pliq

=h(X) e H(Z)",

or [ (X)) est une série réduite car elle vérifie -
( )
m )
0<a, =1« 1 a=m pour tout entier m.

g (X) est aussi réduite car ses coellicients b, :

Osim#ka+1
by = Va € N

Ilsim=ka+1

salisfont

0<y, < (7{") by =m

9



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

d'ott f(X) et g (X) sont rédnites el associées en méme temps.
le théorémel implique qu’clles sont. identiques.contradiction.

1l en résulte la relation [ ¢ 1 (z)d
4

Proposition3
Il existe des séries de ITurwitz qui ne sont. pas associées dans 1/ (Z) mais qui sont
associées dans 11 (Zy), pour un certain nombre premier P

Excmple

] X‘Zm [ ) )
Les séries X et oy 1e sont pas associées dans /] (Z) mais sont
m>0 (2’7)7, -+ 1)

associGes dans I (Zy)

en clfet.

x2mi ‘ . o
Xt Y o7y De sont pas associées dans H (Z) sinon cela implique
m>0 (277’l + 1)
X2m+l

) D 72,
moo (2m + 1)1 X?

o —— € " (Z
: m>0 (2771, + 1)! ( )

X?m X‘Zm 1
_— H(Z) cr———— ¢ ZVm > 1
2 BT 2o @m 1) @y £ @) ey = ¢ 2V

or

XZ'm
D’autre part , on a : ‘ € H (7)) car
I nf:zn (2m 4+ 1) (2m)! (Z2)

1
——— & 7y YIn
2m 41 € £y Vin

10



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

X‘Zm bl
donc X et > ———— sont associ¢es dans 1/ (Zy) O
(2m + 1)!

m.z=0 4 .
Définition8
Soit. f (X) une série linéaire de 11 (Z) ou Il (Zy)
on dit. que la série A (X) est, la réciproque de [ (X) sila composée f (A (X)) est
Cgale & X
Théoréme3
Toule série linéaire de 11 (Z) (resp.11 (Z,)) admet une réciproque qui elle aussi

est Iméaire de 11 (Z) (resp.11 (Z,))

Prcuve:
X’fn,
Soit Y = f(X)= 3" e, une série linéaire de H (Z) ;
m>1 m!
) X
notons sa réciproque A (X) = 37 ¢,,—— ¢t pronvons que les e, € Z
m>1 m!
Y'"l
e 7
onaA(f(X)=AxY)= Y Cm =X
m>| &
. d'")vX
on déduit que ¢, = (0)
de
d™X
utilisons la propriété suivante pour déterminer les Cm = Ty (0) (Vm = 1)
dym

Proposition4

d"X\ [(dy "™ ! t long dy  dmy (Ficionts ont
CSL un polvnome en —— sy T coellicients entiers
avm ) \dx POty dX U dxm 5 i

Preuve:

Y = [(X) implique que A (V) = X "
’ Y dX , v

(1) impligue que A (Y) ((]_X - ;—]X doa X (V) ;X 1 o

11



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

, , 1 1
(2) implique A (V) = ZV = m*)
dX

Vérifions la relation de récurrence

Vérifions la relation de récurrence pour m = 2

lelons [(EXN (AN
calciions dY2 (lX .

dy
d dX d dy
v -1 ’ dX

X d (dx\ d | 1) TTay dX
My T gy (dy)_(}? dY |7 ravNT T 7dyN\? | dX dy
) (i) (i)
c’est a dire X = —1 <d2Y>
dy? dy \* \dX?
(dX>

pon (EXY (YN _ —d?Y
SO \av? ) \ax ) T axe

Supposons que la propriété snivante est. vraic pour l'ordre m
d" X 1 ,(dY d?y dmy
aym gy \ o \dX TdX?2 T dXm )

calculons 'ordre suivani

12



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

dmIIX _ d

dymil — Jy

dy d"

dy 2m- 1
dX

» ﬂ dmy
d ( dx " TdXm )dX

dY ) 2m -1

plar oY
( dX 7T dXm

dY

)

1 (4 ,)(dY d””Y) (dY>2’"">
dY \dX  \dX 'dxm ) \dx
__dX —
B dy \ ™ ?
(%)
1 dy \ 2 dry _/dy  dmy
av- (EI) @n=1) =&l (dX W))
dX
dy \"™ 2
(ix)
- (dY dm'ly dY dmyY
P (K e X |) 2m -1 P ((iX e

)

d?y

dx?

dy
dX

Am-211 2m |1

(

ay
dX

L3

>4m, 211 2mit2

hl



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

dy dmtty
dX T dXmit

ol I” estun polyndéme en

dX

d’ot le résuliat.

1 Ay \ - [dY dmity 4y Y\ d2y
=— (2 ) p (L ) —@m-npr(& e
(dY 2] (dX ) (dX v 1X"’"‘> (2m = 1) (dX ' 'de) dX?

Maintenant revenons a la preuve du théoréme
dm X

(0) .
daym

COMME €, =

alors la propriété précédente impligne que

1 day damy

= P - 0

¢ dyz 0 2m. - | (dJX' (U) de, ( ))
(dX ( ))

comme %}&7 (0) =1 alors e, = I (€1 ey ) € Z; pour tout m > 0 0
La preuve se [ait similairement pour le cas p-adigne.
Propositionb
I[ensemble des séries de Iurwity, lindaires 1 (Z) (resp.11 (Z,)) muni de la loi
composition est un groupe
preuve:
1] la compositon est. associative
2] X est I'elément nentre de 11,
3]V [ (X) € I (Z) (resp.1ly (Zy)) , 3g(X) € 11 (Z) (resp.11, (Zy)tel que
fog(X) =X | il sullit de prendre g (X) la série réciproque de [ (X) qui selon le
théoremel.2.14 est dans 11, (Z) (resp.11, (Z,)) O

11



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

Définiton9

Soient [(X), g (X) deux séries de 11 (Z) (resp. 1 (Z,))

On dit qu’clles sont. ¢quivalentes si of sculement il existe nne séric

A(X) € 11(Z) (resp.11 (Zy)) tel que [ (A (X)) = g (X)

Proposition6

Toute série linéaire est. éaquivalente a X

preuve:

Soil. [(X) € 11, (Z) (resp.11, (Z,))

Cherchons une séric g (X) € 11 (Z) (resp.d1, (Z,)) tel que g (f (X)) = X
il sullit de prendre g (X) égale a la réciproque de f(X)

Corollairel

Tontes les séries de 1y (Z) (resp.1y (Z,))sont. équivlentes deux a deux
preuve:

Soient. [(X), g (X) € I, (Z) (resp.11, (Z,))

J(X) et g (X)sont équivalentes signific qu'il existe une séric b (X)ell (Z)
(resp.Hy (Zp))telle que g (h (X)) = [ (X)

Il suflit de prendre h(X) = ¢! (f (X)) on ¢ 'désigne la réciprogue de g.

Théorémed
7 k)

La réciprogue A (X) de [(X) = Y Cin = € H(Z)oucy=1

m>0 ( v in. + ).

X}rm i1
cst de la forme A(X) = 3 ¢

m>0  (km+1)!

.preuve:
Pour prouver ce théoréme on fait appel & la proposition suivante



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

Proposition
Soit. mn un enticr positif ; el soit @ nue racine primitive m™ de nité

et soil f (X) une série de 1 (Z) | alors on a

) Xl.ml 1
(.f (X) = Z“tm) = ( JOX)=0f(X) >

>

.preuve de la proposition

1] Prouvons que f(0X) =0f (X)

ofm t 1Xtm t1

./(OX) = Zat

o (tm+ 1)

()X tm 1
= Ry ar Ol-fn, 11 _ 0
r;) (Ll'(l,m + 1)! car
=0f[(X)
N . X(\: i ] ,
2] Soit f(X) =% ao— tel quef (0X) = 0f (X)  prouvons que f(X)
>0 !

sam+ |
est de la forme [ (X) = Aoy 77—
S (X) ,g(, (cem + 1)!

X(Y X('l
Ona f(0X)—-0f(X)= 3 a,(0"—0) ‘ :Zaa(ﬁa ]—1)9—'= 0
az0 o az0 a:
on déduit alors que a, (0“ e 1) =0ectceVa >0

mais [ (X) n’est pas une séric mulle , donc a,, ne peut étre nul pour tout «v
et aussi 0 # 0 par hypothésc |

on déduit alors que 0% ' = L;d'on v — 1 = tm (o L € N) puisque 0 est.

7,(?171.‘?(1()

une racine m I'unité

7trn- 1
d’on (X)) = - 0O
() r.;) ’(tm + 1)

Maintenant. revenons a la preuve du théoréme

16



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

Q’aprés la proposition du dessns, prouver que A (X) ost de la forme
Xlrm b1
AX) =Y Cm T — revient & prouver qued (0X) = X (X) |
m>0  (km+1)!

en particulier pour la variable Y = [ (X)

désignons par ¢ Papplication : Z [X] — Z[X]

X — X0

on alors fop =0f = pof
d’ont Aofoy = dopof = ¢
1.c dowofoX = ol
L.c Ao = o)

Xk.m [
lot A(X) est de la [ : o [
d’ot A(X) est. de la forme mé:()( N
Théorémed

Soient. @ (X) , ¥ (X) deux séries équivalentes a coellicients rationnels et soient p
un nombre premier et k un enticr, alors on a
PPo(X) € Il (Z,) <= p*'V (X) e H(Z,)
aulrement dit
P (X) est bornée<=> ¥ (X) est. bornée
Precuve
Dire que @ (X), ¥ (X )sont. équivalentes dans 17 (Z,) implique I'existence d’une
séried (X) € 11, (Z,) tel que @ (A (X)) = ¥ (X)
’autre part @ (X) est bornée implique Pexistence d'un entier k positif tel que

pFe (X)) € 11 (Z,)

17



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

vérilions que p"U (X)) € 11 (Z,) -

AXNH™ 7m
PYX)=prd(A(X))=p* (:L,,,,M; ot (X)) = (z‘m/\—
™m>=0 ‘77)! m=0 'ITI,-!

comme p*® (X) € 11 (Z,), ou a alors pra,, €7y V. el comme
(A X))

m)

¢ H(Z,) Vm

on déduit alors que p*¥ (X) € 11 (Z,) d'on le résultat [

Théoréme6
solent. @ (X)W (X) deux séries équivalentes a coéflicients rationnels
alors on a

k® (X) € 11 (Z) — k¥ (X) € 11 (Z)

Precuve:

Similaire & la prenve du théoréme précédent.

Théoréme7
Soit. [ (X)une séric de 11y (Z) (vesp. 1, (Z,)).on a :
[(X) X

XS el (7)) = s

€ 11 (Z) (resp.1 (Z,))

Prcuve:

m

X
1] Soit, f (X) =X + Z (:m'(—

mz2 m'

18



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

X'").
( X+ Z 9 Cm— s |
X >9 Cm . )
De l’ccrit.urc'[ (, ) = i : m! _ 14+ iﬂ—)&_*_
X X m>2 m (in— 1)!

[ (X)

X
(X ,
d’ott tenant compte de l’hyp()lh(\.so%w—) € H (Z) on déduit quc%&l € H* (Z)

on remarque gue

0) =1

7

7 7

X
H* d'ott —— &[] i
7o) < B gy € 1)

2] La preuve de la réciproque sera maintenant. évidente O

el done

Théoréme8

Soit. [(X) une séric de 11y (Z) (vesp. 11 (Z,))et. soit. A (X) sa réciprogue alors

4 X
T € 11 (Z) (resp.l (Z,)) <> WX—) € 11 (Z) (resp.H (Z,))

Preuve:

Il Posons Y = X (X)

'

J(X)
H(Z), Lo fZ/Y) e H (Z()
J (V)

y .
- e H(Z) = "—~Lec H(Z ct. ce d’aprés le théoréme 1.2.21
I A U )
mais [§/ ) = MY ; d’on W e 11 (7)

comme € H(Z) ctY = X(X) € H(Z) ; alors lour composée est anssi dans

Or

2] la preuve de la réciproque sera maintenant. évidente.[]

Pour 11 (Z,)) la preuve se fail. de la méme maniére.

19



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

Théoréme9

@it

Soit f(X) = > e — une séric de 1, (Z) (resp. H, (Zy)) .

mz| m!
soit. A(X) = ng;l €m ;n_’ sa réciprogne
Onaalors ™ € L+ Em €z
m m

Prcuve:

X 4
—— € H (Z) (resp.H (Z,))) <= —~ € H(Z) (resp. I (Z (1) ;
70y € 1 ) ol () = 2 € 12 (o 1 2,)
(voir thmb)

X X
:/TX) € N (Z) (resp.1l (Z,)) = —/&,—) € I (Z) (xesp.11 (Z,)) (2) ;
(voir thm?)

X A(X
NX) € H(Z) (resp.H (Z,)) <= ¥ € H (Z) (resp.H (Z,)) (3) ;

(voir thm7)

en combinant les relations (1);(2);(3) on obtient
X AX
LE—\,—) € N (Z) (xesp.ll (Z,)) <= % € 11 (Z) (resp. 1 (Z,))
c’est & dire
Cpp XM € A™1

— = € 1 (Z) (resp.H (Z,)) =

m1 m (m—1)

€ H(Z) (resp.H (Zy))

m>1 m (m— 1)!

Cm Cm
ct donec — ¢€7<«—= L €71
™m m

Théorémel0

Soit. f(X) une série de I, (Z) (vesp. 11, (Z,)), on a

—:—X— bornéc<—=> AX) bornéc

J(X) X

Prcuve:

S1 on prouve que /é\,) clv/\ );i\’ sont équivalentes, alors le thm.1.2.21 implique

20



Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

le résultat recherché

X oy = AN
X (A (X)) = ;

d’on cffcetivernent

On a

X A
[(X) " X

sonl. équivalentes O
Proposition7

Soient. f(X) et g (X) deux séries de 11, (Z) , alors

J(X)
g(X)

g(X)
J(X)

€l (2) € H(Z)

Prcuve:

/(X) J f
——==-€ Il (Z) tel que = (0) = 1 alors = € I1*(Z
7(X) (Z) tel g g() p (Z)

d'on —gf— e H*(Z) c I (Z) O

Proposition8

Soient f(X) € H (Z) et A (X) sa réciproque
soil g (X)une série del (Z)

9 (XN (X) = X\g (A (X))

Prcuve:

g(X)\S(X) = J(X) € H(Z) 9(X) € H(Z) , (voir propol.2.26 )

(A (X)) 7Y (/<((j\\)))
‘ot & est & dire
d’on m e H (Z) c’est 1 X e H (Z)

done X\¢g (A (X)) O

1.1.3 Quelques résultats sur les séries bornées

Proposition8 :I.’inverse d’une séric bornée n’est. pas towjours bornée
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Excmplel

Pour tont, nombre premicr ,on a

i

12 (X) = < N est. bornée dans Hy (Z,) mais :
(3‘ ——
1 et —1
2] B (X) =% n’cst pas bornée dans H, (Z,)
Prcuve:
< X Xm ~ S L0TNC 4
1D (X) = < =3 /)’m—' o f3,, désigne le m*™ nombre de Bernonlli
et —1 5 m)!

i vérifie
1 . .
aye — Y ~ sim = 2
By = p-1\2a P (@ €N, ay, € Z)

0 sl m = 2c + 1

grace au théoréme de Von staudt Claussen [ 10]
On constate qu’en multipliant @ (X) par p? los coeflicients de P’ @ (X)
i.c p®B,sont. des entiers p- adiques , antrement dit p? @ (X) est une séric de

11 (Zy) el doned’aprés le thm1.2.21 @ (X) serait bornée quel que soit. p premicr

2]raisonnons par I’ absurde ;

: 1
supposons que —-—=— est. bornée i.c il existe k € N (el que pf —— € H(Z,) .
Pl me $7X) me P TR (Z)
1 Lot —1 . Ioxmt
or pf—-— = p" =p" —————
g (X) X P w3 m (m—1)!
e 1 (2,) implique - €7, Vin > 1
et pf——— ,) implique iy YN ;
P ¢ (X) F phq mo -
R : . kg P01, -
cc qu n'est pas vral car si o= ph'? — = 5 ¢7,; contradiction .
m pr
1 .
d’on (X n'est pas bornée dans H (Z,) ,pour tout nombre p premier.
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Chapitrel : Séries de Hurwitz et composition de suites

Excemple2

Par contre 'inverse d'une séric unité est Loujours bornée .
Proposition9

La racine p*™ d'unc unité de /1 (Z) (resp.11 (Z,)) west pas towjours bornée .
Exemplel

Soit. p un nombre premicer de 7

Soit [(X) =1— X une unité de /1 (Z,)
Ona (f (X))J/pn’est pas bornée dans I/ (Z,)
ln effet.

m>0 D A\p ’771,!
Supposons que (1 — X )"Pest bornée dans 1 (Z,)iedk €N

- X)* e H(z,)

1
(1 — l) <l — 2) ....... <— —m 4 l> e/yct ce Van € N
p p p

tel que p* (1
k1
P

e "

1/1 1
or si = k la valeur pt= <— - 1) . <~ —k+ l) n’est pas bornée
P AP p
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contradiction.

P AP s ’
On déduit alors que (1 — X) ” West pas bornée.

Exemple2

Soit p un nombre premicr
X?p——— 1
P
ot (f (X))l/pcsl, bornée dans 11 (Z,,)

La sériec f(X) =1 -

Preuve
XQP*I 1
soit [ (X) = (1— z
oit [ (X)= (1= =)
1o 1 ) X‘Zp 1 ‘
=3 ()= )
-0 Yy

11— p)e. (L — pj+ p)

=2 (2p -

0 p?j!

—p)e{l —pj +p)

cst une unit¢ de H (Z,)

o x @1y
J

Djt(=1) =1

, 1.(1
S(X) bornéc dans 11(Z,) <> Ik tq p* (
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L1 —p)..(1—pj+p)
P

Le 1, ( (2p — 1)5!.) est bornée inféricurement

o =p).(1-pj+p)
or 1, ( 7 ]

(2= 1)31) = (L= — o

(2p —1)4!
7!

7 ( )

I

((G+ 125027 + 1.2+ ). ((2p = 2)7 + 1)..(2p — 2)5 + 1))

le membre droit de celte égalité est un produit. de (2p— 2)j termes qui se suivent
2p— )yt 2p—2)j 2p—2)4 2p —2)j
(2r - )J):[([ )]J+[(P : ).7}+[(p : )]}+
J: P p v
17cas: j=9p' 1 EN
. ((21)— 1).7'!) o ((2p — 1);0’)
oot
= [——(2"7 2)1’1} + [Q*—Ikzz)pl] + ... [——(2"" 2)”’] + ... (daprés (x) )

done v,(

(*)

p p ptl

=2p-2p" "+ (2p-2p 24+ .+ 2p-2+ {L—”p;z ]
=2 -2+1=2%'-1
(2p — 13!
7!

donc dans ce cas la séric csl. bornée

)—2j=2p" —1 -2 = —1

alors 1, (

2 cas: j=kp', leN, 1<k<p-1

o (2= Dty (2p = Dkp
1"( 7' ) I’( (kpl)' )
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e - R[5 I )

P p? Pt

= 2kp' — 2kp" 1+ 2kpt ' — 2kp! 2 4 4 2pk — 2k + [Qk - Z}—f‘} + [ﬁ — %] + ..

P P

> 2%p ~2k+2k -2 —1>2/-3  cu [!ﬁ~ﬁ] =0

P p

= 2kp' — 2kp' "+ 2p' ' —2kp' 24+ 4+ 2k — 2k + {2]« - %} + B—f — ]272] + ...
(2p - 1)5!
7!

ct donc la série cst. bornée

.alors v, ( )—25> -3

Imcas:j=kp'+a o, €N, 0<k<p-—1

2)—1"! D N - M (k! Lo . Nkl 1 ev
(D _ o dtntic] | [em matic] o [ o)

= [2kp' — 2kp'~ ' + 200 — 2“]+[2kp’ R 9kph 2 - ﬂ]jt [21: + 20— 2

v p pZ

dans le premier terme de la somme du membre droit ci-dessus
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—2 —2(p—1

«_ —2p-1)
p P

don [Qk,pl — 2kp' P 4 200 - %} > [2kp’ — 2kpt U 200 — 2] = 2kp' — 2kpt- 1 -2

> =2

[Qkpl — ‘ka’ "'+ 20 — %] on a

ol dans le deuxiéme terme {2/&:[}" Py % — 2kp' % — ﬂ] = {2/&:;{)’ b 2kp' 74 2 2a]

) p? P P2
2c 20
on a > — >0
N
d’on [2]»7[)""‘ — 2kpt 2 4 % — %] > [thp' L 2k:pl'2] = 2kp' ' — 2kp' ?

el dans le dernier terme on a

N 2%
[2k:+2—7—j—{~—;?,i,] S %S9k 2carl<k<p—1
Y4

2p — 1)kp'! .
d’on '1,71,((—1)—(#) > 2kp! —2kpl '~ 24 2kp"t — 2%kp! 24 2k —2
ph)!
) 2p — 1)kp!
1.e o, ( uﬁ(k]—))‘[t > 2(kp' + @) — 4 et donc la séric est. bornée.0
:p')!
Proposition10

Soient, [ (X),g(X) deux s¢ries de 11 (Z) (resp. 1 (Z,))d ordre supérieur

ou ¢égale a 1 alors on a

LX) ot vornée danst (Z) (resp H (Z,)) = 3 1q L0 € H (Z) (resp.H (Z,)
est bornée dans resp. g ———> € | 5.
g(X) ’ R T resp-H (Zy))
Prcuve
[(X) [(X)
: st | b0 Ao €7 resp. 7))l > x - 11 (Z) (resp.
7 (X) cs )or]:(‘]( <= da €7 resp.Zp)tel que « 7 (%) € 11 (Z) (resp.1l (Z,))
- )
Soit k > q; ————~ “esp. I
oit k > (YL, Y x) € il (Z) (resp.H (Zy,))
k- r ke < N o
En eflet [ X = S (X) X A—M
g(X) k! g(X)
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I (X) en 1 ol
On a o € 1 (Z) (resp.H (Z,)) daprés la proposition 1.1.4

(X
k! est un multiple de o« alors k!%\,—)) € 11 (Z) (onll (Z,)) ; don le résultat [
g\~

1.2 Composition de suites et nombres de Stirling

considérons les notations suivantes

*/ C =Corps cornmutatil de caracténistique zero
x4 (C)=A{u:Z — C}

*/ Suppu. = {n € Z;u (n) # 0}

*/ Ordu = inf Suppu

x/ Degu = sup Suppu

*/5(C) = {ue Z(C),Ordu > —co)

/50 (C) ={u e Z(C).Ordu > 0}

n! sin >0

(_1) no1
(=n—1)!

*/ 7 () =lactoriclle de Roman on (n) =

sinon

1 sin==%k
t) fr = L fe € Z(0)

0 slnon

Définition9

La strie génératrice exponentielle gu (X) associée & la suite v € S (C) est. définie

il

par g, (X) =Y u(n) ——

ne Y (TI,-)
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Remarquons gue lorsque v € S, ((}') < Uu (A) n'est que la série de ITurwity,

> u(n) E

n>0 n!
Définition10
Le produit. de Hurwitz de denx suites u, v de S (C) noté ude est la suite associce

au produit des deux séries g, ol g,

el on écrit Guwy = ¢y g,

Proposition11
wtn(my = 3 Gy
5 @)y (9)
Proposition12

(S(C),+, ) est. un corps appelé corps de Hurwitz associé & ¢
Preuve : §)
Deéfinition11
Soient. w € Sy (C) tel que ordu > 1 et v € Sy (C)
La composition des deux suites u et v notée vou est. la suite associée & la
composée des deux séries g, el g, ic A la séric Gu0gy ct on éeril g, = g,0¢,
Propriétél
ord (uov) = ordu.ordo
Precuve :

ord(g,09,) = ordg,.ordg, = ordv.ordu
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Propriété2
Wk
Jrou = ——
A.
Preuve :

‘Ijk.(/u, Gk
.(jfkf)u - .(]f}.-,o.(]“' - .(]fk ((]lt) _ ,l"' - l]"‘

Définition 12

Les 3, x (1) polynomes exponentiels particls de Bell associés a u sont. définis par

2 5 B

n>k ”‘

Propositionl3

vou ( Z v (k) By ()

Precuve :[ 5

Soit) (C) = {u € S(C) tel que ordu = 1}
Proposition14

(€21 (C), 0) est un groupe dont. Pélement nentre est f,
Notons @ I'inverse de u dans (2, (C) ,0)

Corollaire

Soit ¥V = g,(X) alors X = ¢, (V)

donnons des exemples sur des suites et leurs inverses

Excmplel
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7 n
Soit. a la suite associée A la série ¥ — 1 = Y. — nolée G (X)
n>i T
0 stn =0
iea(n) =
1 st > 1
d’ott @ est définic par
0 sin =0
a(n) =
Ty 1 . . .
(=1)" " (n—1) sin>1
Exemplc2
. X’"
Soil. ax la suite associée & la sériel — ¢ ¥ = > (=1)" "= notée g, (X)
n>1 n!
0 sin =0
Lea(n) =

1" sin > 1
(—1)

@ cst définic par
0 sin=0
a(n) =
(n—=1! sin>1
Définition-notation 13
pour &« € C* notons o? la suite définie par af(n) = o”
ct pour @ =0, o = f,

Proposition15s

Gevron = exp(auy, (X))

1.2.1 Les nombres de Stirling

Définitionl14

7

Les nombres de Stirling de 2™ éspéce sont définis par
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a
S(n,k) = Bny (a) = T(n)
Définition15s
Les nombres de Stirling de 1% éspéce sont. définis par
a
s(n,k) = By (a) = T(n)

1.2.2 Opérateurs de Shift et de dérivation

Définition16

L’opérateur shift. T est. défini snr Sy (C) par

Tu(n)y=u(n+1) Ynz=0

Définition17

Lopérateur de dérivation q est délini sur S, (C) par

qu(n)=mnun) Vn>=0
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Proposition16

' (]/ e
9Jru ()\) — (_1,37.(/'11, (4\ )

i Xd .
.(]qu, (‘X ) = H.(/u. (‘)\ )

Propictés des nombres de Stirling:

Proposition17

Sn+1k)=Snk—1)+kS(n,k)

Preuve:
1T'S(q, k) =T [roa
=[(1'fx)oa] ¥Ta

= (fx 100)¥Ta
av® D

(k —1)!
”‘\Il(k ) .
il U(fo+a)
NI AV D g,
g Lot R
av® b avk
— k
k1 T

=S(q,k—=1)+kS(q, k) O

W17

=k

=k

Proposition 18

M=% Skt —=1) .. (t—n+ 1)
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LE=1) (=4 1) =30 s (n,k)iF
Prcuve:
d”aprés la proposition 15 on a
Yuoon = exp(tlog(l + X)) = (1 + X)' = };0 ()X = ;} (=1 (t—n+1)%

notons (£)g(n) = (1), = L(t — 1)....(t — n + 1)

alors Loa = (£),(n) 1.e L7 = (t)q0a

ie 17(n) = (D)g0a(n) = 3> 1L = 1).ce(t — b+ 1)S(n k)

k-0

de la méme rclation on déduit aussi

T
(L)g(n) = t90a(n) = 3~ t*s(n, k)
k-0
Définition -Propri¢tél8

n '—'J. k- g
Sk =3 ) A

L (k)

Proposition 19

(IIVTJ _ fIV) S (q’ A) = 9 ((1 k — [)) modp

Preuve:
S(q+1,k)=S(q.k—1)+kS(q,k)
(1"~ k)S (q,k) =S (q.k - 1)

(1= k)T = (k= 1))ee(T — (k = 1))S (g, k) = 5 (g, — j)
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(P = k)1 = (k= 1)1 = (k—p+ 1)) =17 =T+ p(T)

la réduction modulo p == (1" —T')S (¢, k) = S(q,.k — p) mod pZ I

1.2.3 Transformation de Mellin-Barsky

Définition 19
I’application qui associe la suite u a la suiten définie par la série

,(]'u, (X) == .(/H,OFY(X)

—

cst appelée la tranformation de Mellin-Barsky
celte transformation doit son nom & Mellin et & Barsky .
I“n cffct chacun I'a utilis¢ mais difleremment..

nous ferons appel a cette transformation dans la proposition 2 du chapitre3



Chapitre 2

(Généralisation du théoréme de

Von Staudt -Claussen a des séries

de Hurwitz

Dans cc chapitre nous allons généraliser le théoréme de Von Standt -Claussen qui
traite les coéflicients de la séric de ITurwitz, 9o (X) ,& une certaine classe de séries
de ITurwitz linéaires

Le théoréme deVON- STAUDT-CLAUSSEN

.. x ™
Soit. = ——— = > B,,—, on a alors
Ja T) ™ —1 m>0 m!
l - I3
Ao — D, si.om=2x (ay, € Z)
I}m. — p N2a P ((\/ c N)
0 st m=2x+1
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Théorémel
Soit v une suite de Q (Z) telle que v (1) = 1 et @(n) = ¢, (1n — D! ou e, €7
alors on a
Brp () =0modp pour n € Nignitp—1
Byp () = (=1 'a™ Y(p)modp powr n=a(p—1)tqa €N
Precuve :
n=p—=1;8B, 1, (v)=1=1Imodp
p<n<2p—3 5 prouvons par réenrrence que 13, , (1) = 0modp
lorsque n = p caleulons B, ()
gh(x) =0modp ic ¢? "(2).9.(2x) = 0Omodp

. ¢ 1)

€ € .
Y. (p— 1! By 1(u) 'lIl > w(m) — = 0 mod pZ, [[]]

m>p | m>1 n

i] (:)71(7)(? =DV B iy ((v) = 0modp

remplacons avee j =p+ 1

("1 (1) By, i (u) + ("3u(2) By 1, (1) = 0modp

(1"} = 0mod p implique (p + 1) Bpp (1) = 0modp ie By, (v) = 0modp
supposons que f3,, 1(u) =0modp Vne Ntlgp+1<n<2p—4el prouvons
qu’elle reste vraie pour n = 2p — 3

maintenant remplacons avee j = 2p — 2

(2"' 2)?1‘(1) Bay 35 1(1) + (2: 3)71‘(2) By 2p (1) =0modp (1)

((2777’ ]2) =0modp) et (1) = (2”] 2) Baop 3 () =0modp

By ap (1) = 0modp [

n=232p-—2
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posons J =2p —1

(7 Nu(1) By 9p 1(u) + (2’; Nu(p) B, 1, (1) = 0modp (2)

(Y= —1modp et B, 1, 1(u) =1modp

alors (2) devient. — By, o, ((u) +u(p) = 0modp ie Bap 9p 1(1) = u(p) modp
*xn > 2p—1

c’est ici gque vont intervenir les hypothases dn théoréme

5 = gu)ogele) = Xm0 = I )

m> | m>1
P :
e =) (n gur () mod pZ, [[2]]
m>1 m

en dérivant les deux membres de la congrience ,on obtient

d
1= Z emgy (x)=—gu(x) mod pZ, [[7]] donc

m> 1 dx

1 p , ,
= 2 gy ' (z)mod pZ, (2]
_’( “(.7:) m> 1
d.’l?'}j' .

¢ ,
rLe —q,(x) = mod pZ, |l

(],.L']L( ) l + (z(]“( ) + + ( (]lrl; l(;‘f,‘) p » [[ H
.d . . .
Lo E;g“,(:r:) = Z N l(r:) mod pZ,, [[2]] (1, €7) (3)

e m>1

d
remarquons que D(g? '(z)) = —¢»- 2(.[')qu,( r) mod pZ,, {[x]]

P
ca (3) implique D(g% '(2)) = —g% 2(x) Y n,,97 () mod pZ,, [[2]]

m.>1

Lo D(gh () = =gl *(2) = 197 () mod pZ, [[a]

alors D7 () = aogl *(2) + argl) *(2) + angl () mod pZi (]
en continuant ainsi la dérivation de (¢7 '(x)), on obtient :

DP g () = Aot Augale) + Ay gl ) mod p (] (4

d’antre part on a

LTI
T

DP Nk W) =D 'S (p— D' By 1(w) ‘
m!

m>p |
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e (p~ 1)

= — 1! m,p : -
m.g l(p ) I} Y l(“) (7”’ _ (P”“ 1))‘

xr

= )— N Boyp 1o 1(W)— ot a=m-—(p—1
tp- 1,p p

a>0 (Y,!

et en considérant (4) on aura :

X

T
=1 Baip 1y ](“)J = Ao+ Aigu() .o+ Ay 1 gh H(x) mod pZ, (2] (B)

a>0

en comparant les termes constants dans les deux membres de (5) on obtient
(p - 1)' ]}p"’ 1,p-1 (U) = A() mod pZ,,

1c —1 = Agmod pZ,

¥

: s x
la comparaison des coéflicients de ’
o!

(1 <a <p-2) dans les deux membres de
la congruence (5) permet. de déterminer de proche en proche les A,,, on aura
alors (p — 1)! B,,_(v) = A} mod pZ,
et que (p— 1)! Boypo1p-1(u) = Ay mod pZ,
mais sachant que By, () = 0modpZ, ; p<a<2p-—1
on déduit alors A, =0modpZ, ;1 <m <p—2
reste la détermination de A,
d'aprés (5), Ap1 = (p— 1) Byp_op- 1 (v) mod pZ,
ie Ap 1 = u(p)modpZ, ic A,y = u(p)mod pZ,
cn substituant les valeurs des A; dans (5) on obtient
Dr Ygh ")y =— 14 u(p)g? ' mod pZ,
d’ot B ypo1p 1(v) = w(p) By 1(v) mod pZ, Vm >p—1
mails puisque DBy, ((v) =0modpZ, (p<m <2p—3)

alors B yp.1p-1(u) = 0mod p7,
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en d’autres termes on a B, ((v) = 0modpZ, (2p—1<a <3p—4)
et By 35 1(u) = u(p)(u(p) mod pZ,
i.c By 3p-1(u) = u(p)? mod p7,
de proche en proche , on obtient B 1yp-1(v) = u(p)™ 'mod pZ,
ct By po1(u) = 0mod pZ, pour tout m tq m non mulliplede pet - m >p—1
pour retrouver exactement le théoréme |, il nous reste la preuve de
u(p) = —i(p) mod pZ,
pour cela nous aurons besoin de la prenve de la proposition suivante
Proposition1
x"n,
Soil g, (x) = 3,5, u(m) 7 e série linéaire deH; (Z) alors
u(p) = —i (p) mod p
Preuve :par récurrence sur n
Notons par D (q{f) la quantité obtenue aprés dérivation de gF et ce p fois

ct ensuile cn subtituant x par 0

vérifions que la propricte est vraic lorsque k = 2

not {0\ _, .4
i =Dk 57! (et at—i %
n>92 J n!

n—-1 ny_ . Xn P

= CJu u{n — P Ea——

g:p (Z“ (7) @a '7)) (n —p)!

p—1 be)
le coéflicient. constant de D? (g2)est Y (1) @(j)u(p— 7), mais comme
gt \J

(p) = Omod p , on obtient D? (g2) = 0mod p ¢t donc la propricté est vraic pour
J

l'ordre k = 2

Supposons que la propri¢té cst vraic pour ordre k i.c D} (q,’j) =0modp
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Prouvons que la propriété est vraic pour l'ordre k + 1
DG (gut') = Df (95-94) (1)

k

développons (1) a laide de la formule de Leibnits

P

v p x 3 -
D (9%-9a) = 3 <a) (9) (g) 7
a=()
comime (p =0modp powrl<a<p-1
«
alors (1) impliquera D} (g,’i' ]) = g4 (0) D} (q,’)) + g% (0) Dgy = 0mod p

d’on D (g:—j”) = omod p donc le résultat est. établi ]

e Dj ((/1",) = 0modp Vk > 1

1
x| Calcul de DY) (;gﬁ)

1 d
Dl =gh) =D g8 ' =g,
0 (p%) 0 <(} i d['q

1 d p—1\ d -1 d
~1 -1 p —1 ~1 p -1 -1
o5 (ot o) = (75 @ 28 @t (0 ) 000 0

alors

DE (g g = g () D (g5 ) =1(p— 1) = —Imodp

on tire alors

1
Dy (5(]{;) = —1modp

41
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, : gu (#)
*| D’autre part puisque © = g, (g, () = Domst () "m!

on déduit,

00 m p m
0= D} (x) = D5S " u(m) 2 (x) = D5 u(m) de T J" il +1)qu (m)

1 1 1

o gi () _ 7' (x) gi'" (=)

ais Df + . + + + o
mais 1) by U (m) = ] u(p+1)—rt (I 1) Diu (p + 2) ( o)
or /)5"——(15+l (=) = Dg ((P +1) g (=) g (517)) 0
([) 1)! (3 u

d'ailleurs Vi > p, Dig (x) sera un multiple de g, (x) alors en remplacant z = 0
el sachant que g4 () est d’ordrel,

gy (%)

alors Ym > p DE:
m!

= 0modp d’on

=

i

<

o
N
3

@
153

3)
en remplacant (1)et (4) dans (5), on obtient

1
Dig. (x)-+1) 0§ (Lt (7)) = Omoap (1)

en identifiant les coéfficients des deux membres de la congruence on obticnt

i (p)+u(p) =0modp

42
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d’ou
—(p) = +u(p) modp
donc
u(p)=—c¢,(p— lmodp
c.a.d

u(p) = ¢p,modp

g';m(p N l)

(]IIZ l (T) _ - m- 1 vdd
(p— 1) Z]:% (m (o~ 1)) 4P

ct le résultat du théoréme 1 est done obtenu.
Le lemme suivant n’est au départ qu’une application du théoréme 1, mais on

verra que le cas p = 2 donne des résultats qui seront nécessaires pour la

démonstration des théorémes principaux de ce chapitre.

Lemmel

M—£+( . gpmil

= —————mod 2
(3—1) 3 7 = (2m +1)! me

Preuve

13
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m
D’aprés le théoréme Lde ce chapilre, ona g, = ¢2 ' = — YT T mod2

or ¢ =¢mod2 (Y e N-— {0})

Tn

donc ¢, () = x + €9 22 car (3 = —eamod 2
&tudions les deux cas (17 Jepimpair; 2/°™ cypair

1] le cas ¢pimpair:

gul(r) = =+ ; :—rﬁ mod 2
= Z s mod 2
] !
alors
o0 2
2 . — ™" L
gu(x) = — | mod?2
— m!
X -1 m
m, T
= 2 (X (7)) a2
>\ \J m
G m I3 .’L'm <
= 22: (2 2) - mod 2

sachant que 2™ =0mod4  Vm 2> 2 ¢t que —2 = 2mod 4

on déduit alors

g2 (x) = ZZ——modLl

m!

11
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alors on a

2 7
(lu( ) Zz —mod2

m)!

il

¢u () — xmod 2

Gu (377) + 2 mod 2

il

d’ol

il

gu (%) + 2g, (r) mod 2

= xq, (r)mod2 (voir  propositon 1)

donc

Il

3¢,
9u () T Z — mod 2

2 m!
> Mt
= Z (m+1) ——1—'mod2
m>1 (,n + )
o« T
= Z m=— mod 2
m!
m>2
comme m = 0mod 2 si m est pair
et m = 1mod 2 si m est impair
on déduit alors
(]u ( ’) .,L.'Zm} !
—————mod 2 1
=20 (2m + 1)! (1)

2] le cas cypair:
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gu(r) = wmod?2
3/, 3
d’on 9“51:) = % mod 2 (2)

maintenant. aprés élude de chaque cas & part , assemblons les formules (1) et (2)

dans une seulc

Théoréme2(carlitz)

Soient u une suite de £ (Z) qui satisfail les hypothéses du théoréme 1

. ST

x
S 't — X . ) o l P ;
oi @ Yo o (m) — alorson a
1] si m pair v(m) =Gy — }:p__ N\m _;657' ; Gy €7,
2] st m impair v (1) = %
€9 €4
v3)=0s+ -+
v (3) 3+ 5 + 9
- €2 €2€4 P ~ v
v(m) =G, + 5 + - (pour tout m > 3), G\, €7
Preuve:
Comme x = gyog, (x), alors L p E—mg"‘*] (x)
g JurIu bl yu (.‘I,') m.—0 m u

puisque g~ () = 0mod (1n — 1)! et
(m — 1)! = 0 mod m; (pour tout m > 4 et non premier ) (voir cf{10])

1l résulte

16



Chapitre2 : Généralisation du théoréme de Von Staudt-Claussen a des séries de Hurwitz

T €p
= Lgr x) + = ) avec r) e H(Z 1
S = 00+ Ty ek (0) + S o) e g, (o) € 11(2) (1)
utilisons le théoréme 1 pour calculer :(/ "'(x) ,on a alors
(1)
€p po1 €p oo 1 L (p) T ()
—ghl(z)=——+ =P 5o M (011 I'm’ € Z) (2)
P (x) p =t (p-1) > >0 ml 7
le remplacement de (2)dans (1)donne
o .,Lﬂn, oo e m m"". 1(2)
Yoo (m) 7 = Ya (x) + (— 0 ; - +2> o, Fm n’!) F o +.
- 6;)"' ‘,I‘(p 1m w(p)
. - Y — Ii TL T 4 ] T eeees
+ < Zm:() p ((p 1)771) p2m>0 m n‘ + +
f '3 ,I.2m-| 1 rm
" o g + 2 olm—)] (I, €Z

cn comparant les deux membres de cette égalité , on obtient

sl m cst pair

1
(m) =G, — Z —ef!
p
p-1\m
st m csl impair
) —€2 €2
) l = _—
(; 4 3 E% €4
v(3) = Gz+ 5 + o comme €, =¢y  alors v (3) = Gy + ) + 5
, €y €€
v(m) = Gt 24+ v m>30

2 2

Unc application du théoréme2

considérons la suite a définic dans exemple 1(page3l) et déterminons les coéf-

ficients
x ™
de la série = Bimn—
ga (.’TI) Zm.>() 7TL!
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’aprés 'exemple la suite a vérific les hypotéses du théoreme 2.
m—1 N
tel que ¢, = (—1)"" "d’ont
€9 1

B =2 _
= 9

1 (-1 (-1
$1 1 Impair B = Gy + - + LQ() =y,

1.e

B,, = (,,,; ou (i, cst enticr

7

. . 1 p—1.
si m pair B,, =G, — Zp 1\ —(,Z,) 11.e
p

—~ 1 )
B, =G, — g —; on (4, est entier

p- 1\m

¢a coincide exaclement avec le théoréme de Von -Staudt-Claussen on les 3,,s0nt.
les nombres de Bernoulh

Théoréme 3

Soit u# unc suite vérifiant les hypotheses du théoréme 2 ot

supposons que % (2) =0

Définissons 6, par:

'(EZ 1 + ZOO ( 1) (5 J’lm}
T Ty m — m__y
g2 (X) 2 m!

alors on a :8,, + v, est entier Vm > 1

Preuve:

48
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22 ™ rm '
Posons e =3 0 Vm— o =143 Yy ol (vo = 1)
w(2) = 0 implique que:
1] €5 = 0 car e5 = @ (2) = —u (2) qui est da & Videntification des coéllicients des
deux séries ggzog, (x) el x
2]y, =0 car
2 2
( x )2 _ x B 1 N
gu(z)) @’ \tru@ s T
' .’1:+u(2)§+.. +“()2!
72 2 22
= 1+11(2)%—2u(2)§ — 2u(3) — g

= Z‘m>l ’y’mT d on Y = u (2) =0
77’1
xr

Gu (1)

Alin d’obtenir le résulat de ce théoréme on établira une identité qui relie

2

g2 ()

ct cn suivant les étapes sulvantes:

T

1 1
x| calcul de x / 5 —dz
| g () =
1 I T? — g2 (T) x? 1 I 5 2
g2 (z) 22 x202(x)  g2(x) = m21 Ym0 x?
. 1 1 1 v s 1
LC — - = + =+ =X+ )=
g2 (z) x? ( 20 3 x?
T
, . 1 M 2 Yom T
wons |y = T/ 2 Y A0 = Yoo
L0
M 1 d 6 Tm ’ 2N
lex @) ﬁ L= s my (selon I'énoncé du théoréme ) (1)
JUu ’
&x
1 calcul d L L iz & partir de lidentité z = 3° 9
x| calcul de x — —dx a partir de identité z = Em=
) a2 m2 T,

, - .. 9 1ra 10 £ g
Fin dérivant et en la divisant par ¢2 Pégalité £ = 3" | em=%
- m

devient

=Y g™ ¥ (gu) (2)

qu ( ) m> 1

19
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&r

1 1 1 1 gm 2
rouvons — —dr = — — + €= (3)
! / g2 (x) x? T gy (T) mZ>:2 m =2
C 1 1 1 1 gm2 )
ce qui revient. & prouver :———— — = [ — — + 3 e
* prowee -y = (3~ o F S
I g

c’est a dire

= — c m—3 . (T ]
FACRIDME A

or ceci est déja demontré en (2)

* ¥ *| Aprés multiplication de(3)par x comparons les formules = x 3 et (1)

™ 1 1 gy
onaalors ) bp— =a | —— + > tm
m>a  m! r gu(r) 3 m—2
m
x
9u (7)

.,ET", (£ m

T , g
Zm>2 6mm + Zvn>() v (7”) ,—rm =1+ X Z"‘>2 cmm—iQ

T
remplacons avec = se?(m) — on trouve alors
= m!

comme le membre droit. de cette égalité est une série de 11 (Z) on conclut que

Om+v(m)€Z;VYm >

Corollaire

Soient. k (k™ — 1) v (m) = v (m, k)
k(K™ = 1) 6 = S

alors v (m, k) et 6,, sont. enticrs

Preuve :

1] prouvons que k (k™ — 1) v (m) €7
m

1 _
onak(km—-1Do@m)=kkm—-1)| Gn— Zp_ - —e,I,) 1
p

m

k(™ —1 -
__(—)65) 1 EZ
p

comme k (k™ — 1) G,,, €7; alors la preuve de 1] revient a prouver
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remarquons (ue

a] si k = 0modp, alors le résultat est élabli

1] si on arrive & prouver k (k™ — 1) = 0mod pvk, Vm tel que p — 1\m, alors le
résultal scra établi.

donc on suppose que k n'est pas congrue a 0mod p et prouvons que

k (k™ —1) = 0modp

pour cela distinguons deux cas :/ m pair ; /i impair

1 cas (m pair ) :alors 3 1 €7 tel que m = 21

p—1N\2 =T celtelque 2l = (p—1)c

donc k™ — 1 = kP De -1

mais d’aprés le petit théoréme de Fermat

(k"' —1=0modp, doit k (k™ — 1) = 0modp

2¢™Ccas (m impair )

sim=1,k(k—1v(Q)=k(k—-1) %2 €Zcar k(k—1) = 0mod2 , pour tout k
sim=3k(k*-1)k(k™—1) [Gm + %2 + %ﬂ()st cntier car
k(k*—1)=0mod?2,

sim >3, k(k™—1) [G'm + 522 + fzzﬂ] cst entier et ainsi k (k™ — 1) v (m) €7
117 prouvons que k (k™ — 1) 6, €7,

Q’aprés le théoréme 3 on a 8y, + v (m) €7

dot k (k™ — 1) 6m+ k(K™ — 1) v (m) €7

el donc k (k™ — 1) &, €7 car k (k™ — 1) v (m) €7 U

Dans le théoréme suivant ,on ne va plus considérer hypothése des théorémes

al
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26l 3
Théorémed

Soit k € N — {0}
XlsmH

Soient les séries f (X Cp
T = 2 o lm 1y

kall 4
MA) = ngo(m(km—’rl)( =1

telles que ¢, et e, sont. des entiers modulok

X ka
70 = 5 et

on a alors 3,, = ¢;, modk

(co = Det sa réciproque

posons

Precuve :
T £Z l
f(z) xhml ¥ %
. - l+c)—— + cg———
Zmzncm(km_kl)g +('(]g_+ ! +Q(2k+1)

) ',L.If.a K km
=S (=1) e | = 1
Zzz()( ) (En>0€ (k‘(Y + l)') Zm>0ﬂ (k"ﬂ’?) ( )
Il'k'm F1-1 fkm
1 ¢ t ¢! 1 == T = m
¢ atire par _f( 5 = Zem0 Ty T Yo G 1) (km)!
km
d'on f( 5= = 50Cm (/ oY mod k car (km + 1)l = Imodk (2)
| Zhm fkm
(1) et (2) impliquent Y-, -, ﬂm( i =D m>0€m bl mod k
/'km ka
done si on arrive a établir que : = mod k, on obtiendra alors

(km)t — (km)!

facilement le résultat du théoréme

-~ i yd M
A cette fin procédons comme suil.

',L.km.+1 ,Ekm
on a f = Zmz() (,mm x Zm>0 (7,1m
,rkm
=T+ ) Cp————modk,
Z (f ( ,+ 1)
km
e f=xz(14+f1), on =Y e modk

(km

02
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soit. p un nombre premicer et soil s une puissance de p qui divise k

/ Sy
P’ - st (l + /')P
])S PS' [)S Yy 1 S PS
T T p SNY 58
/ = Pl F I +— /i ¢ mod p°d’on
p*! ps! o peld <\« p°!
pS s o
! =7 mod p® car (p ) = Omod piet
po! p°! o
[)S PS
T 2 . s y T
prr 1’ 5= Omodps, puisquc f,PS = ()mudp5 Ctﬁ € H(Z)
PS
donc ——T = 0Omod pS (21)
p*

plus généralement pour tout m > 1, on a

fp m .

T” m A pm
(p* m)! = rmy! (L+1, )p = (p*m)! modp

d’ott on conclut. que si p parcourt 'ensemble des diviseurs premiers de k , on

oblient
j'km, :»/.km,
(k’7n)7 = (km)' mod kdonc
,L.km. k.

- r
Zm>() /[3"1,("7”,—)‘! = Zm>() ‘m (k‘ )' mod k

e B, = emmodk O



Chapitre 3

Congruences de Kummer pour les

cofficients des séries Hurwitz

3.1 Généralites

Introduction

Kummer a obtenu la congruence sur les nombres d’fuler 14,

Z (_1)3 (:) Fon bo(p-1) = Omodp’

5=

grice aun résultat général suivant
Théorémel

soient. p > 2 un nombre premier et r un enticr positif

. . Y e uoa ,
soit. u une suite de So(Z,) tel que Vn € N on a — (n) €2

n. P

alors on a

Y (=D () win+s(p—1) =0modp™ pour tout n > r

K}
g0

o1
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pour la preuve on aura besoin du théoréme suivant
Théoréme?2

soit u une suite de Sp(7,),

T

ona > (=1)° () u(n+r+s(p—1)) =0modp" <= (17 —T)u(n) = 0mod p"
3--0
Preuve:

(17 = Tyu(m) = 5250 (-1 () 7710 Vg
=501 (1t ot st 1)

posons m = n + r,alors

b

(rr —=T)Yu(n)=(-1)"3"_,(-1)"° (7) u(n+s(p—1)) m=>r
8
donc 3~ (=1)" () u(n+r+s(p—1)) = 0modp” <= (17 —"T")"u(n) = Omod p"
8~0

Preuve du théorémel
d’aprés le théoréme 2 la preuve revient a démontrer que
(T? —1"Yu(n) = 0mod p"
u(n) = uoaoa(n)
(1" — T u(n) = (T? — T')"uoaoa(n)
=(T" =Ty i voa(k)S(n, k)

k=1

n  (uoa(k)
=(1"-T) > ( o )k!S’(n,k)

n (uoa(k) ,
-3 < (% — TYES(n, k)

k—1
n fuoa(k r
= ( k‘( )> (=) (’f)'rm(r—‘)kLS'(n,,k)
k—1 _“(k) 80 S . 8
LU UoalK T rT 8 r rpir-fs{p— d ] ’ =7
S R Qe fen ()
v i 8§ b J=
nfuoalk)\ F . (k\ s T .
=2 (T e (5) S (7)o
B 3 i—0 1/ s=0 s



Chapitre3 : Congruences de Kummer pour les coefficients des séries de Hurwitz

- () S o () o (e

-5 (“Zf”) S0 (- (5= ey = omodpD

k=1 i—0

Il est naturel de se demander si les hypothéses peuvent étre affaiblies, la réponse
est donnée dans le théoréme 3.1.6

propositonl

k k k
’l’p (k“) = [*};] + l:]?:] + [}';;] +
Precuve :voir|l]

notons 7y (k) = L%] + L%] + L%] F o =1, (K1) - [ﬂ

Théoréme 3(théoréme lde Carlitz)
(TP — T) k'S (n, k) = 0mod pr+7¥)

Preuve :

17cas r < [E}
p xn
(e — l)k = Y kIS (n,k)
n>k Tl!

on a (cx - 1)k = Omod k! (prpos.1lchapl)

HERQ!
alors k1S (n, k) = 0mod pr™ic k1S (n, k) = Omodp[p], '
. k: r4y{k
puisque 7 < | = | alors k1S (n, k) = 0mod p™' ™
P
. k
2cas r > |~
p

(TP —TYk!S(n, k) = 0mod p"® = (TP — T')"S(n, k) =0 modp’"'"[‘f?]

posons
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k=mp+7oun0<7<p—-1= E)-} =m

Il =7r—1m

on aura (T — TY S (n, k) = (IT" —T)""" S (n, k)

(TP = T)S(n,k) =S (n, k~p)modp

par composition m [ois de l'opérateur (1P —1") on a

(17 —=T)"S(n, k) =S (n,k—mp)modp =5 (n,7)modp

il résulte alors (17 — 'I’)"H 'S (n.k)=(1?"-T)5 (n,T)modp
or sachant que S (n,7) = 1y (-1 (:) J",

e
on déduit que (77 —T)" S (n, T) = % XT:] (-n™ (:) (TP ="T) 5"
j .
donc ¢a revient a étudier 'application de Popérateur T? — T & la suite v = A,
(P —TYo=X(T?—-T)a? = A(TPa? — Ta?) = (& — a)v = Omod p
d'oit (TP — T)' v = (o — @) v = Omod p'
par linéarité pour 0 < 7 < p i.c pour At7 , on obtient
(TP —T)" S (n,k) = Omod p'
(17 = TY™' S (n, k) = 0mod p'0]
Théorémed(théoréme de Carlitz)
Soit. une suitede So(Z,)
(17 —T)u(n) = 0modp” <= wuoa(k) =0 modp[ﬁ]
Precuve
1] «

on supposec que uoa(k) = 0 mod p[%]
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uoa(k)
k!

e ((17 ~'1*)rk!.9'(n,,k))< ) =O0modp™  (+x)

I'n remplacant (**) dans (*) on obtient

(u,oa(n)

n!

) (T7 =TYnlS(n,n) = Omod p’

or d’aprés le théorémed on a (TP — T) n!S(n,n) = 0 mod pr 7
1 n

ct comme — = 0mod p~ ™ alors uoa(n) = Omodp{n]
n!

Théoréme 5

Soit u une suite de Q,(Z,,) telle que u(n) = 0mod p[%]

n

alors k!Bn'k(u,) = 0 mod p[,,]Jr’Y(/»‘)
Théoréme6

k
P

Soit v une suite de 2,(Z,,) telle que woa(k) = 0mod p[ ]
alors 2(—1)8(;) Bhis@- 1k = 0mod pm ' 7(®)
i.e (TP — T) k! By (u) = mod pr 7
Preuve :
(17 — TY k! B g (1) = (TP — TY k! By () ooa(n)

= (17 = T)" 3" k! By p(u)oa(a)S(n, o)
" k1B, k(1)oa

=Ty Yy

-0 !
(w)oa

" k!B,
pd Z %—(a)(’rr) - f[’)'f' (y!S(Tl-, (]/')
a0 @

() alS(n, @)

or

(TP — T) alS(n, ) = mod pm ()
al = modp[%]"W((r)

(!B, k(u)oa) = k!B, (uoa) = Omodp[%] k)
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d’on (17 — 1" k!B (v) = 0mod p” bre) et [3] [g]4)

(TP — TY k!B, x (u) = 0mod p™ ! 1) O
notons ©, 'ensemble des suites u(n) de So(7,) tel que

(1" — 1Y u(n) =0modp™ Vn >r

Théoréme7

Soit. 4 une suite de O, tel que w(1) = 1 et soit v une suite de So(7,)
alors on a

ne (“)p > 1’()717(]6) == Om()dp[%]

Preuve:

1]

(T” = TYo(n) = (TP — T) vowou(n)

= 5 22 (k) (17 — 1Y KB, 4 ()
w1 k!
oru € 0, < (17 — T)u(n) = 0mod p"
= uoa(k) = Omodp[ﬂ (voir thm 4)
== (1" = T'YKk!' B, 1(1) = 0modp™" "™ ( voir thm 6)

k
r

ct comme vou(k) = Omodp[ J alors (T? —TYv(n) = 0Omod p”
2]

. . _ [E]
soient u , v deux suites de ©, ;prouvons que vou(k) = 0mod plr
la preuve cst. similaire & celle du théoréme 1.

Par analogie au théoréme de Carlitz(thm4), et au lieu de supposer que uoa(k) =

0 modp[%]
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nous supposcrons désormais que (k) = O mod p[%] 1.c vo(k) = 0 mod p[%]

ct nous calculerons la classe de (17 — T') u(n)modulop”
la réponse fera 'objet de la prposition2
Proposition 2
soit. u une suite de Sy(Z,), alors
(k) = Omodp[ﬁ] = iﬂ(—l)"’ (Du(n+s(p—1)) =0modp’
Precuve : |
dire que (T" —T)"u(n) = 0mod p" <= (T? — T') uodoa(n) = Omod p"
(1P"="TY uocvoc(n) = (17—T)" i uoce(k)s(n, k) = (171" zn: ot (k)(—1)""*S(n, k)
k1 k=1
sl on arrive & prouver que (17 — 1) (=1)*"*S(n, k) = 0 mod p” HE probléme
serait résolu
posons
k=mp+rtoun0<7<p-—1;don K‘—J =1m
L=r—m
on anra (17 —T) (=1)"**S (n k) = (17 — Ty (—1)"'*S (n,k) on a
T(=1)"*S (n, k) = (=1)"F11S (0 + 1, k)
par itération on obtient
TP(=1)"'ES (n,k) = (=)™ 5128 (n + p, k)
d'autre part sachant que S(n+1,k) = S(n, k — 1) + kS (n, k)
ct en multipliant les deux membres par (—1)"*%*1 on obticent
(=1)""*HS (04 1, k) = (—1)"FHS (0 k — 1) + (—1)"H4 kS (n, k)
1

et comme (—1)"! = (=1)!, on déduit alors
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(T +k) (—1)"" S (tn+1,k) = (—1)""* 'S (n.k—1)

par itération

(I'+k)(T+k=1)...(T4+k—p+1)(-=1)""* S (n,k) = (-=D)"* PS(n, k — p)

don (T7 = T) (—=1)"'*S (n, k) = (—=1)"'* 7S (n,k — p) mod p

et done (TP = 1T)™ (—=1)"'*S (n, k) = (=1)"'* ™S (n,k — mp) mod p

e (17 —T)Y™" (—=1)"'*S(n,7) = (17 = T)" (=1)"'"S (n,7) mod p

mais on a (17 — 1" S (n,7) = 0mod p* ce qui impliquera que

(17 = 1Y (=1)"'7S (n,7) = 0mod p*

car (17 —T)" S (n,7) = 0mod pt <= ]ZL:O (;:)'I"’-"(—l)"‘ IS (n, 1) = 0mod pt
t

> (;)ij(‘l)l’ IS (n,T) =

7=0 J-

-

!
=

(yrriit i(—1)t 98 (n, 1)

J

M-

(V=178 (n+pj +1 = j,7)
()

ECH
-

ct d’autre part on a

t

(17 =) (1178 (n,m) = 33 () (=1)' 1" 21 IS (s 41— o)

= (1 (V)10 S (g 4 o)

30

or (—=1)® Y =1 pour tout. p premier # 2

¢l donc on a le résultat recherché ]

3.2 Congruence de Kummer pour des séries linéaires
spéciales

Théoréme 8
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Soil. p un nombre premier

m

soit. [(z) =Y €y une séric lincaire de H (Z) (resp.H (Z,))

m>1
‘m,
soit A(x) = 3 ep— la séric réciproque de f (X)
m>)  m!
Sip /¢y ¥V m>palors cup 1 = emepymodp; Vin > 1

remarquons que pour prouver ce théoréme , il suflit de prouver que [ (r) =

3 o> fi" () mod p

m>1 m!
l $ ) est une scric dont les coeflicients sont des puissances de ¢, (V1 <m <p—1)
m!
Preuve

m (.. P ™m(,.
z = Aof (T) Z Cmf ( ) = Z cm'j# modp carp Je, Vi > p

m>| m! m—1 .
D
notons f, (z) = x — cpf '( r)
p.
roo ™ (x) J? (x)
= m,z;l Cm. ) — €p p' modp
p—1 " (I)
= 2 d
mz;l Cm === mod p
o

développons

on aura recours aux résultats suivants qui seront. démontrés ultérieurement.

Proposition3

JT (@)= 7" () modp

Propositiond

fx) = Z A [ () mod p avec d,,, €7, dy =1

m:=.0
Propositionb
It (=) _ " (x)

mod p
p
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*Détermination de la série [1 (X)modp

/(@)
filz)=x—¢, p

p- 17,
=T —q /f—ﬂ/’ () dx

=Tr—c ' / ﬁ v 0 dm [ (2)dx (voir propo 4)
k)
=r+c, | ————Ldrmod; ar ¢, = —e, mod;
1—I—<I' (p_l)!(rmo P car ¢, e, modp
/‘p -1 (.’1}') a0 ',L.m(p— 1) )
(Vm > p,p\en) = T—F = 3 ! (voir thm.1chap?2)

(p—-1)! = m(p—1)!
on oblicnt alors

',L.'m.(p~ 1)

f] (7;) =r+ (;p Z Cm~]

————dx d
J o om(p=1) vmocp

o0 . J‘m(p ]) Pl
=r il mod
S e
o0 ‘,.L.m(p 1) 4t
= -1 mod p

m=o * (m(p—1)+1)
&

/i mmodp (1<k<p-1)

xDétermination de la série

k!
Iin fait , nous allons prouver par récurrence sur Pordre de dérivation que
/'k o0 ,I.m(p -tk
=L G '
== ¢ mod p (1)
Km0 P (m(p—1) + k)

ct ce en dérivant les deux membres de la congruence de la proposition3
la propriété est vraie pour l'ordre k — 1 (voir thm 2.1)

prouvons que (1) est vraie pour k = p—2

or (/7 (&) = /7 () modp) — L@ _ I (@)

=1 (-1
P (x) _J7 (=)

aprés dérivation des denx membres de 22

-1 (p-1)

mod p

mod p,on obtient

(’)_2)’[ ((p]l)!> dzz
oGl (Y
< fl “(x) (r—2)! _<(p_1)g) dyz

it

Cpoa, e T x o ame D
e fi * (=) “(p ~ )i (n'Z:] Cp l—ﬁ(m (= 1))!> mod p
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.P 2(X) = i e 1 ;[;7”(7’ b
=2 =" (mp-1)-1)

soil. le changement d’indice n = m — 1.alors

d’on

mod p

P—2 (v o n(p -1)ip 2
RGO - T

_— = g d;
(p—2)! m;(,% np-1)+p-2) moer

et ainsi le résultat. est vraie pour & = p—2

Supposons que la propri¢té est. vraic pour k < p—1

assurons nous qu’clle reste vraie jusqu’a Pordre & — 1

lk 0 mm(p 1)1k
18 e — = . od |
puisque -5 mZ] o4 (1) 1 1) mod p

alors aprés dérivation des deux membres de cette congruence |, on aura

ko1 00 pm(p 1) k-1
J1 . m x

k-1~ ,,,,2,‘:" (m{p—1)+k—1)!

d’otl la preuve par récurrence est. achevée.

mod p

m
détermination de f (r) en fonction de% (r)

) m.
p—1 m
Ona fi(m) = 5 el 1)

m= 1 m

PPN L ) S i €
Le fi(z) =cf (x) + ¢y o1 ' (—p_——T)"

en calculant la puissance m*™¢de chaque membre de cette égalité, on obtient

un systéme de p — 1 équations & p — 1 variables

2 Pl (s
f,(1)=0,[(:’1:)+02f2!(' )+ + ¢ 1(;_5)!)
It (z) [* () J" (=)
|2! _ sl)[ (r) + 32) o + .+ (:;2,,), 1)
T @ e @-nf*(7) w-n 7 (x)
Z=1) oy Vf(x) + oy 51 +..+c, P =)
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systéme oblenu par la considération de fF (1) = 0modyp , Vk > p et que

213! .(p — 1)! sont tous premiers avec p

comme ce systéme admet la solution fy () ceci impligue gque son déterminant
est inversible dans @ (resp.Q;)

d’ott la solution inverse cxiste i.c [ (x) s’exprime en fonction de f, (X) d'ou

m T

Z%n '  mod p

Détermination de vy,

.
comparons entre ( (x) = Z (‘,,,' (w )rnodp) et

m:=]

T m I,m‘
( 3 (,m est Pinverse de Y ¢, —— )

m>1 '- m>1 7n'!
. )
on déduit que f (z) = ¥ ™ Le Yy =G mod p
m=1 ‘.

Etablissement du résultat du théoréeme8&:

m z(p 1)+m
Z Cmn = Z Cm Z (‘7 1 J ,mOdp
m2>1 m! m>1 ( ( ) + ITI:).
,ri(pr 14
en comparant les coefficients de dans les deux membres de la

(i(p—1)+m)

congruence , on déduil que

Cmiyi(p- 1) = Cm(’; ( 1<m<p-1 >

prouvons par r Ceurrenee quce

(lei(p—rl) = Cmeg modp; 1 <m<p-— 1) = ( Cmip-1 = GuCpymodp;Vm > 1 )

pour cela spécifions deux cas :1cas : m < p — 1 2°cas :m >p—1

?
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opour lelcas: il sullit de remplager 7 = 1 dans ¢, | i 1) = (:,,,,(:;') mod p,
on retouve Cp,ip = G mod p

o pour le 2°™° cas : étndions d’abord le cas o m = n

Cpip-1 = Clyop—1) = (f,(:?, mod p d’aprés 'hypothése de récurrence
d’ott effectivement, ,on a Cpip 1 = Cpepmodp

maintenant prouvons que c'est vrai quel que soit m > p—1
posonsm=i(p—1)+aavec 0<a<p-—1

d’ot Cmap—1 = Ci(p— ) 4atp—1 = Cat(i+1)(p—1)

d’aprés 'hypothésc on a ¢y Pl = Cat(it1)(p-1) = Cal ;,* "mod p (1)
d’autre part on a ¢pe, = Cati(p—1)Cp = Call pCp = CaC ¢'Mmodp (2
en comparant (1) et (2) on constate que cme, = Cmip-1 MO P O
Prcuve de la propositon 3

p-1 ™m (1
Hix) =Y em’—f—m('—) mod p

m—1

m!

p-i m A\ P!
alors [T () = < Z (,,,,f (a )> mod p
=TS Bl (X)modp ob f, €4,
comme [™(z) =0modp  Vm > p, on déduit f7! (r) =7 " (x)modp O

Preuve de la proposition 4

‘III

—1
Z mod P
m!

f—

Ill

en dérivant les deux membres de cotte congruence , on obtient
) o €2 9 €y .
L= @) 2500 () () 4 3G () @)+ = = 4920 @) 17 ) mod
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d'ont

1Ef@ﬁl+2/4) /W)+——~—ﬂiﬂlﬁ)mﬂp

p 1

[ (X)) = mod p
1+22,/(>+s GCERERRET-TE

puisque 22—71() fz( )+————+p [p '(z) e H(Z,)

alors on a

1-{—2 f(r)+3 fz(T)+——~—+p f” ' () est une unité deH (Z,)
d’on
1
c € N (Zy,)

1+2 i )+& /2 )+————+pz—jﬂ’ '(x)

p-1
ol done  f(X)= 3 (~1) af (x)modp (o entier ) [

i=0

Precuve de la proposition5

ona I (z) = fr! (z) mod p (voir proposition 3)

dou 77 (z) f; (x) = /71 () f,(x) mod p

Le [I7 (@) fi (@) = /7T (@) [1+ epf7 ! (2)]
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e 17" () f1(x) = /7 ' () mod p

mais d’antre part on a f71 (x) [' (z) = 7' () mod p

(1) et (2) impliqment f77" (x) f; (x) = /* ' (x) f' (z) mod p

d’on / PN [y () da = /f” Yx) [ (x) drmod p
@) _ 1)

ct donc - = mod p
p
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Chapitre 4

Théorémes de Barsky

4.1 Théoréme 1

Deéfinition 1

5 xn
Soit F(X) =) a,

T € K [[X]] ot K est une extension de )
n>0 n:

On appelle Transformation de Laplace formelle de F (X) Papplication I tel que

LX) = 3 X" = F(X)
n>0
Définition2
Soit. D C C,.
on dit que la fonction 1" = 3 a, X" cst un élément analytique p-adique sur 1)
n>0

si ot sculement si /' est limite uniforme d'une suite de fractions rationnelles
al ’d A . o

(I (X)) >0 € Cp (X) sans poles dans 1)

Notation

On note 11 (D) T'ensemble des éléments analyliques sur D
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Lemme(cl[12])

Une condition nécéssaire et sullisante pour que [ (X) = Y. a, X" € C, [[X])
n>0

soit un élément analytique p-adique sur D (0,1) est. que la suite (@n)pen
soll, p- presque périodique

LeVh > 0,3N e N.3M € Ntelque Vi > N, |apar —an| <p ?

Théoréme 1 de BARSKY

3 X
Soit I'(X) =" ap— une série de C,, [[X]] telle que
n>0 n!
Ia (X)= Y b, (ﬂX — l)" =5 b, T" = a (MonT =ec¥ -1
n>0 n>0

alors les deux propositions suivantes sont. équivalentos
i1 F(X) =1 (17‘ (X)) =Y a,X" € H (D(0,1)")
n>0
i G(T) =L (( ('r)) =Y al, T e H(D(0,1) )
n>0
Remarque
Dans la suite on notera 1(0.1) par D
Preuve :
1 == 1
avant d'entamer la preuve de cette implication on commence par en donner ses
grandes lignes .
I'(X) € H(D) <= 3(I, (X)), 50 de C, (X) sans poles dans 1D qui converge
uniformément. vers F (X).
I4 (X) est une fraction rationnelle alors elle sc décompose en éléments simples
l?—'r?

de ¢spéce, sous la forme suivante

I'ﬂ" (X) - Zfinic (Yk,fk, (X) + Zfinic ﬁkh’k (X)
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ou [ = m avec la] <1
ct by, = XF
ainsi tout revient & étudier les fi ot los hy,
grace au changement de variable 7' = e¥ — 1 précisé dans le théoréme de Barsky,
on transforme los fonctions fi (X) en fonctions g 5 (T) et les hy (X) en fonction
gn,, (1) et on démontrera que g 5, (1) , gn, (1') € 11 (D) pour tout k
aprés on démontrera que 7 (1') est approchée uniformement par
(Gn (1)) 3000 G (T') = > finie 9 g, (1) + 2 finie Brgny, (1)
Le Vh > 0,3Ny, VT € D,Vn > Ny, G(T) = G, (1) mod p” et ce sachant
que I (X) = F, (X) mod p"
prouvons le tout de suite
notons la série I' (X) — I, (X) par I'(X) — I (X) = ¥ up X7
n>0
mais comme F' (X)— F, (X) = 0mod p" (1)
on déduit que u, = 0mod p* (Vn > 0) (2)

en appliquant aux deux membres de (1) la fonction réciproque de la transforma

-tion de Laplace; on obtient

Sy oy X" ' n (CX — l)n
FX)-F(X)=Y u—= 310, (¥ =1)" = nlb ~—L
nso  nl n>0 n>0 n!

Xn ((ZX . l)"
i.c n—— = by, ~————— ©
1.¢ 1%30 U, o n;) nlbl, - (3)

BX _ l n
tel que Y 'n,!b:l((———)— = (y00q
n>0 n!

o v (n) = nl¥,
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0 sin=20
ct a(n)=
1 sin>1

n

de (3) on tire u, = voa(n) = Y v(k)S(n,k)

Py
d'ou v (n) =woa(n) = > ws(n, k) (4)
ko1
comme s (n, k) est enlicr (voir propriétél.3.21)
ct comme u, = 0 mod p" ( de(2))
(4) nous permet de déduire que v (n) = 0mod p* et cc Vn > 0 (5)
X —1)" ™ ~ ~

d’autre part on a Y v (n) ((———)— =y v(n)—=G(T) -G, (T

n>0 77,! n>o0 n!
dot Y v(n)T =G (1) — G, (T) (6)

n>0

de (5) et (6) on déduit G (T) — G, (T) = 0mod p” (7

il en résulte de (7) que GG (T') est approchée uniformément. par une suite de
fractions rationnclles sans pdles dans 1.

précisons cxactement cetic suite

sachant. que G, (1) = 3 ;i cwg 5, (1) + Zfinic Brgn,, (T') et que

g5 (T) et gn, (T') sont dans 11 (D)(ce qui va étre prouvé plus tard) on déduit
G, (T) e 11 (D)

alors (G (7’))n>n € Cp. (X) sans pdles dans 1) qui vérifie

Vh>0,3N, € N,V > Ny VT € D |G (T) = G (T)| < p "

el ainsl on tire
|G (T) = Gna (1) = |G (1) = Gp (T) = (G (T) = G (1))

< max ([(G (1) = Go ()] |G (1) = G (1))
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d’ott G (T') est approchée uniforement par(Gh, , (1 Naso €t done G (1) € 11 (D)
ainsi s’achéve la donnée des grandes linges de la preuve
prouvons par récurence que g g, (T) € H (D)

alin d’alleger I'écriture notons g 5, (T) par g & (7))
1
1—aX
d’ou fi(X) =e™X = (e¥—1+1)"

pour k =1 f1(X) =

alors @ (T)= 3 ! (:’]) ™
= goa (a—1)....... (a—n+1)7T"
suposons n=1p" +q  on b <qg<ph -1
onaa(a—1).... (a—n+1)=a(a—1)...... (a— (rp"+4q) +1)
=a(a=1) e (a= (P = 1)) x(a—p") (a—p" 1) (a— p" —2) .. (a— 2" +1) x

Xoaeeren (a, — rph‘) (a, —rph + 1) ((1/ — (7‘p’7’ + q) + 1) mod p"

= g,(a =1.(a=(p"—1)) x..xa(@a—1).. (a—(p"—1)) x

v

—

r fois
X a(a—1)..(a—q+1)modp"
={a(a-1).. (a— (p" — 1))}r a{a—1)... (a~q+1)modp"

d’ott modulo p"on a

g () = pz Y {a(a—-1)... (a— (p" ~ D)} a@=1)....(a—q+ 1) 7"+ mod p"

q=0 r>0
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phx 1

=) ala—1)..(a—qg+1)T"Y {a(a—1)... (a—(p" - my (T”h)
q:=-0 r>0
_ e : - 1
= {a—1)....(a — 1)1
qu 0 a ((1 ) (() (1+ ) 1 —(1((1— 1)....((11—[)"'—*—1)’[7”7‘
1
€ I (D)car
Orl—a(a-l)....(a—ph+1)’17’h (D)ea
(I—a(a—1)...... (a—p"'+1))7”’h=0<:>1:a,((1,—1) ......... (a—p”+1)T”h
1 h
= = TP
afa—1)...(a—p"+1)
1 h
lon k4
con lalla—1] ... la — ph + 1
( la| <1
ol
les données suivant.esJ li| <1 Vi=1,n.. |
ct
la— il < max (Jal ,Ji])

. 1
impliquent. |T| > 1 donc -

H (D
l‘(l(a—1)....(a—ph_|_1)'/’ph € ( )

il en résulte alors que g, (T') € 11 (D)
Maintenant supposons que g,, € H (D (0, l)) pour tort 0 < m< k-1

prouvons que g, € H (D 0,1) )

1 d
F-1a 1)(“'1}&4 (X)

en utilisant la propriété(2) de la transformation de laplace,on obtient:

ona fi(X)=
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o1 d .
Je(X) = (k—l)aL (dX dxf‘ 1(}\))

aprés avoir appliquer la transformation réciproque de Laplace aux deux membres

de cette égalite il résulle

Py 1 d d - )
Ji(X) = - Daax  ax’ 1 (X) )
posons fi 1 (X) = 3 by (k1) (¥ —1)" (2)
n>0
dont Gxy (T) = 3 by (k— 1)1
n>0

on remplage (2) dans (1)

ﬂ(X):(T_lT[dd/l\’( ax 20t )(‘Y—l)n)]
“k-1Da 1) [%,A"(' D+ X 3 B (e 1)7'}

oun A, = (n+ 1) by (k— 1)+ nb, (k—1)

ot Bp=(n+1)(n+2)b,2(k—1)+ ((n + 1) +n(n+ 1)) byt +n2b, (k—1)
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1
don g (T) = ——r {Z AT +log(1+T) Y B;,T”]
(k—1)a n>0 n>0
on développe log (1 4+ T) Y B;T™ en série
n>0
1 .

log(L+1) S B, 1" = ¥ (-1)" '— S BT

n>0 n>0 L n>0

n (_l)” o T
= Z( ko B )T

n>0
( l)n k-1
on déduit gy (1) = Y nlA T + 3 Tl Z — By
n>0 n>0 n — k‘
(1.1)
( l)‘nf—k~ i n (,n'_ k— l) ( l)n k-1
! ~_ 7 = ! 3,
comme 7! kz() p— By = n! Z G —F— DIk Tk By,
n 1 n-k-1

RN SR

ko (n— k)'k’

n

=Y o (=" " '(k> (n—k—1)k!B,

donc g (T) = 3> nlA, T+ 50 T" D ko (1) . <ﬂ) (n—k — 1)k!B,

n>0 n>0 k

notons ¢ (—1)" ! (:) (n—k— DB, = C;

~J
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pour prouver que g (1') € 11 (D) il suflit. de prouver que les suites ("!Aﬂ)nzo el
(Ch), >p sont p.presque périodiques

Ay = nl[(n+ 1) by +nby] (k — 1) = [(n+ Dby yq + nnlb,] (k — 1)

or (nlb, (k — 1))77?0 sont les cotllicients de la série gy (T') = Y nlb, (k — 1)T™
qui esl par hypothése un élément. dell (D) done(nlb, (k — 1)),5¢ est une suite p
présque périodique d’ott ((r + 1)y, 1 (k — 1)), lest aussi.

prouvons maintenant que (nnlb,), . est p présque périodique (p.p.p)

on a (7"![7n-)n.20 est p.p.p par hypothése

sl on arrive & prouver que (n)n?() cst p.p.p et aprés démontrer que le produité
de deux suites p.p.p (u,), (v,) est aussi une suite p.p.p

le résultat (nnlb,) est p.p.p découle immédiatement. .

Pour cette fin on aura besoin des deux propositions suivantes

Proposition1

Soit. ((1/,,,)”?0 une suite p.p.p de C, alors la suite (a,]) n>0 est bornée.

Precuve:

(an) est p.p.p < Vh > 0,3IN,IM tqV¥n > N = lani s —a,| <p "

considérons l'enseruble I = {lan|,|an 1], |lan 2], ........ anya-al}

I est. nn ensemble fini de 7; done il est. borné i.e Jov €/;Vi=N N+ M—1, on

ala;] < «
sin=N + M ona I(]-N | ;\4! = |(1,N M ay + G'N,

S I(LN (. a’n' + I(I’Nl

<p o
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sl 77,:N+A’I+1 on a l(’/NIMHI = I(I"Nf/\'lll — AN 1 +(’LN|||
<lanimin = an o] + Jan i

<p LR

de maniére similaire en itérant les calenls d'un pas on trouvera que (janl), > est
bornée .[]
Proposition2
soient (u,) , (v,) denx snites de C,
si (), () sont p-presque périodignes
alors leur produit (u,v,) n>0 ©st aussi une suite p-presque périodique
Preunve:
(ttn) pp.p. & Vh > 0,3IN; IM; tcl que¥n > N, |t 4 a1y, — un| < pt
(vn) p.p.p © VYh > 0,3N, M,  tel que Vi > N, [niar, — | < p
soit. i > 0, soit N = Max (Ny Ny) ct M = MM,
pour tout n > N calculons
[tn \ MUn | M — UnUn| = [tn | MUn {m — UnDn | m + Untn jm — Un V|

= |(’“’n FM 'U"n) Upim + Uy ('Un fM T 7-’71.)'

< max (|t ar — Un| U0y ar| s [ttn| [0 20 — 00])

or|tin 4 ar — un| < p "ear M est une période de (w,) puisque M est multiple
de M,

h

de méme |vpar — v, < p-

d’autre part d’aprés la propositionl, Jor, v €% tel quejvn, | < @ et Jup| < 5
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d’ont
y -h --h

max (I“n M U’nl l”n ] M| ) I“’ﬂl |”n M T 7’71‘) S maXx (P Y Pp )

oIl P _ < h U )
el ainsi on aura |ty yny pm — UnUn| < max (p ",y p
, ons ; 1 alors - _ <ph
supposons « > y,st & < 1 alors on aura {upyp — Unym| < p
sinon nous choisissons le N ct. M de [acon que a.p™* soit. inferieur & p=* (ce qui est possible )

d’olt (UnVn),so st p.p.p O

démontrons que la suile (71,)71?0 est p.p.p

soit. h > 0, cherchons un rang N et une période M tels que Vn > N on ait
In+M-—n|<p™"

il suffit, de prendre N =0, M = p", on trouve (n),5, est p.p.p

lin conclusion nous avons la suite (n),,, est p.p.p et(nlb,), 5, est p.p.p

d’on gréce A la proposition 2 leur produit (n.nlb,), <4 est p.p.p.

démontrons que la suite (Cn e DY 5 § L (7 R B (Z)k!ﬂk)
‘ n>0
csl, p.p.p.

)n—k—r

la suite (—1 'est. p.p.p.

el la suite ((n —k — 1)!), 54 est p.p.p car la suite (n!), 08t p.p.p

&0
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prouvons lc
soit, h > 0,trouvonsN ot M tel que Vi > N on al(n + M) —nl| <p™"
nous aurons besoin de la proposition suivante
Proposition3
tonte suite convergente cst p.p.p
Preuve
soit (a,), sqoune suite convergente
or toule suite (a, )n20 convergente est une suite de Cauchy
LeVh > 0,3N, > 0,Yn > Ny ,Vm > N, = |a, —an| <p"
démontrons que ¢’cst une suite p.p.p
soit h > 0 cherchons un rang N et une période M |, tel queVn > N on ait
lan — anip] <p "
posons N = Nj; M =1l alorson aVn > N = |u, —tuy,m| <p "
d’oit (a,), 5o cst p.p.p O
nous déduisons de la proposition que la snite (n!), ., est p.p.p et ¢est. dit au fail
que
(1)) 5008t convergente versO dans C,
) n
#la suite cst aussi p.p.p ,cn effet

k) )., >0

soit. A > 0, cherchons un rang N et une période M

n+ M A
k k

supposons qu'on ait (%) et déduisons le N et. M

tel que Ve > N - <p’ (*)

posons

&1
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(71’:M> =P(M)=n+M)(n+M—-1)(n+M—-2)........... (n+M-—k+1)

= MFE o Moy + .. + g

donc I ¢’est un podlynome de variable M de degré k

remarquons que (Z) =n(n—1). ... (n—k+1)=P(0)=c
dott (%) = [P (M) = P(0)] =[x M* + e, MF V4 L + o — o
= |exM¥ e (M4 +er M|
= |M||exM* ' oy (ME 24 + 1

en posant M =p " et N =0 on aura (x) <p "
7
ct. donc p est p.p.p
n>0
¢ (K!Bx);>0 ost p.p.p par hypothese
ke n .
donc on déduit que le produit (—=1)" * ' (n — k — 1)! (k) k!B, est. p.p.p (voir propo.1)
n . .

Pon C, =57, ,(—1)™ Ml -k - 1) (k) k'3 cst p.p.p, ct ainsi on déduit

que . gx (T) = Y. nlA T + 3 nlC, T € 1T (D) O
n>0 n>0 n>0

Similairement , prouvons par récurrence que gny (1) € H (D)
notons gny (1) = ge (1")

pour k =1

onah(l)=X :log(ex _1+1) =5 (
G P

dott g (T) = 3 50 (=) tn - v

comme la suite(—1)" (n — 1)! est. convergente done elle est. p.p.p

d'ou g (7Y € H (D)
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supposons que la propriété est vraic jusqu’a lordre k
calculons l'ordre & + 1
mais avant. ¢a explicitons gx(7")

on a X* =log(e® — 14 1)* = (ga0g.(X))* = [T (_l.('n)wp’

n>\
a X)) ™ -~
= ST kB, .(a )(1( ) = Y kB, p(@)— = Gi(T)
n>k n! n>k n!
d’on gx(T') Z kB, o (@)T"

n>k

allirmer que g (1") € 11(D(0,1)" ) signifie que k'3, 1(a@) est p.p.p ie kls(n, k) est
p-p-p

maintcnant passons & k + 1

7kl s vk | ( X )" —~ (GX B 1)"
X" = XX =3 (-1)""(n l)'———— > kB, k(@)——r
nS n! et ' n!
rrm ’I"Il
= S - e s w @
n>1 nl 5k n.
’I’,I
= (=)™ (0 = 1)1ORI B, 4 (a)
n>kil "'!
= 2 (=M m =1 - g)kls(, k) —Jk+1([)
m>k11j-0
dougr (1) = 3 S (=1)™"I(m—1— ) k!s(4 k)™
m>kt13j-0
dirc qu’il est dans H(D(0,1) ) revient & dire que Z(—l)"" I m—1—5)1k!s(4, k)
i—0

cst p.p.p

or ¢’est. une somme finie de produit de suites p.p.p O

Preuve de 46 = 4
comme G (T) = kak!b;ﬂm eIl (D (0, 1)7)

ceel implique que (klbg), ., est une suite p.p.p.
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transformons G (1") en I' (X) par le procédé inverse de celui donné dans le
théoréme Barsky

G (7 N = ZA>0k'bh I Zk>()bi~,"( 1)k

d’on (;'(T) Zk>0 T =3 so b (" — 1)

. X”
ot I (X) = Zk>0 (" — 1) an) a,,,w (1)

calculons a,, :
o CX 1 k
Zk?ﬂ bk (Cz it l)k = Zb;Jﬂ'( k' )

X ]

or Y oo bik! (C

d’ott la comparaison des deux membres de (1) permet de déduire

k
0
) =gwa ouv(k)=klb, o a (n) = {1

an =Y~ baclS (n,q)
prouvons que F'(X) =37 . gan X" € 11 (D)
. F(X) = s an X"
= om0 2kooUkkLS (n, k) X"
= Dk Donsk Oik! Zj;o (—z)!k“] (?)jnxn
= Y ks bR 8 A X ot A = % (1) <
= Yoo bk S8 (N YL, X
= T bk T A 7 X

1-JX
Zpo bik! Zy P A

X
1-JX

Z I)kk'AAL (X)

0T %) (- kX)

k
J

S (g, k) cst une suite d’ordre k alors X A, (X) est un polynome

ou X¥Ay (X) = X¥car
d’ordre k ct au fait que d®A (X) < k

donc on a réussi a écrire I (X) en fonction des coéflicients de G (T) i.e des
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("!bn)nzo

nt X"

I’ (X) = an() (1 — X)

démontrons que I' (X) € H (D) en utilisant la définition d'une fonction analyti-
que sur [

lixploitons le [ait, que (nlbn),5q est p-presque périodique

ic Vh > 0,3N et IM tel que Vi > N = |nlb, — (n+ M)y | < p "

ou nlb, = (n+ M)lb,, py mod p"

Comme tout multiple d'une période est aussi une période done Mph cst période

de (nlb,)

n>0

soit n = rMp" + 0<y< Mph -1

N n!X" nl X"
b
D T O R g LD D s ey o wy s ey

pour n. > N écrivons le sous la forme n = N + n' tel que n' = rMp" + v; don

a (X) = bn

n=rMp"+ « N<a<N+mph-—1
n!Xn (rMp" + a)!XTM”h'* @

by, br o
L=X) e (T=nX) " (T=X) . (1= (rMph + @) X) M

modulo p"nous avons (]W "+ n)!b Mph 1 = 1, mod p ;

(X)) = N+ Mph-1 a!baXrM"’h”"’
1 (A) - g]za*—]\/ (17X)..(17(1th7])X)(I—X),,(l— (A’Iph—’I)X)..(I-X)..(l—(1\/111"~l)X)..(]—X)_.(la(a—l)‘\’)

3G
el (X) = N Mpt - > b
Lol (X) = 20 X (1—X).ol — (P Mph + @) X "MP"te

d’on I'(X) = I, (X) mod pou

1 ' 3-1 nl.x™
I (X) =322 b"(l“‘{;f.fl-‘n‘\’)_*‘

s+ MpF—1 X" xrmph
+ Zn—s bn - .\'T;..(T nX) ZT>,0 (1- X),,(] (mp"’« ]).‘()T

al 8- 1 nlx”»
I (X) =300 b"(l—— x)..‘(rx T
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s+ MpF-1 X7 (1-- X).‘(l—— (mph‘—vl)X)
+ Zn;s b”(lfxr;..(]fnx) (I—X)..(l-(m,ph*I)X)~XmPh

et donc I, (X) est une [raction rationnelle sans poles dans D (0,1) , dou le

résultat O

4.2 Théoréme 2

: yn" .
Soit X = )" en,— une série de C, [[Y]] avec ¢; = 1 et |"n|,, <1,
n>1 n
Xn
Soit Y = Y an— la stric réciproque de X
n>1 T

ctc€Cytelque|e? ' —¢,| <p ! alors

Y =5 b, (e”x — 1)” o by, = b, (c) avec

n>1
7_| b = ¢!
] |bal, <lcl,"sil<n<2p—1
“i] |bal, <lel," rptsin>2pour,=pY® DsipLoal 3, ry =37

Ty = 23/4

[ormellement (i.e pour la topologie T-adique de C, [[T7]) il est. toujours possible

n

de trouver b, € C,,n € Ntel que Y = anl an%!— = anl bu(eT — 1) et
pour avoir les estimations sur les |b,| g O se basera sur le théoréme d’inversion
de Lagrange Biirmann comme on anra recours & d’autres théorémes, propositions
ct corollaircs.

Théoréme de Lagrange-Biirmann

Soient T"= )~ c,Y" et Y = Y b, 1™ deux séries formelles a coéfficients dans
n>0 n>0

un corps
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supposons que 1" el Y soient I'une réciproque de Pautre, c¢'est & dire que
TYIN=TeaY(I(Y)=Y
supposons en outre que ¢; # 0

alors le coéflicient de T"dans la séric Y est égal an coéflicient de Y™ ! dans le

, Y\"dr
dévcloppement en série de Taylor de| — —
1 day
Prcuve:cf[9)]
Théoréme?2

Soit. exp (c Yoo EﬁY") =IL>, (1 — a;Y?) avec
) '
en € Cp, len], <let ey =1,ce Cp, — {0}

Soit. ¢ € G — {0} tel que fe, — ™' <p el |¢|, < 1, alors :
iJOl| = C,

it |(zn|p < |(:|psi 1<n<2p-1,

it | !“fn|,, < |c|p P2 20-(/P-1) pour p £ 2 e, 3,

||y < ]y 3Cn/D-(1/2) pour p = 3,
I, < lef, . 26n/0 1 pour p = 2
Preuve :

formellement. , on peut toujours trouver o; € C, , i € N tels que

exp (LZ %Y"> =TI (1 — a;Y?) (01)

n>1

en dérivant les logarithmes des deux membres de (01) , on obtient

d e d :
L e Gnyn) = 4 (- Y
a og{exp (rnm - % ) i log(TT;>) (1 — ;Y'?))
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i>1 1— OA,;Yi
€Y psreny" =D Y] Zv,> (o)

P ey = Dis 272() aly ot
la comparaison des coéllicients de y" 'dans les deux membres de cetle égalité
meénce a déduire gque la puissance n — 1de y s’obticnt par le parcours des 7 | 7
tels que i(e+ 1) = n , d’on ce,, = Zi/” i(n?/i (02)
Ilstimations des |a;] P
(02) implique que l/ay = ¢

2/ay =2 (cep = c?) L sip#2; |, <o, sup(lesl,,, cl,,)
on a |(:2|p < 1,(par donnée)

<p"'

et ((:|p <lcarona | ' —eg, p S

¢t comme || = [P —ep + cpl,
<sup(p ', 1) =1
donc |eP ‘|p < 1,d’on |c|p <1
ol ainsi |ag|, <c|,
3/ prouvons que || p, S1lpourtout 1<n<p-1
supposons que la propriété est. vraie pour tout i < n et estimons |, |p

|(¥77r|p = ITI'*le

o . nft
CCn Zi/n,i;ﬁ n " o

o -1 , _oon . nfi
- |7L Ip CCn C Zi/n,i/'n,i/'l e,

< ln’» : Ip Sllp(l(flp |C‘nlp ’ |C‘Z , Sup ‘i"’:'l/iil (7/’777 7’é "‘17" 74 1))
)

or [n” | =1
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el leal, < Il

", < lel,

iof | = il loslf < 1jelf < el

ct, K

car |y, < e}, (dit & Phypothése de récurrence)

ot Jel¥ < lel,, puisque ||, < 1

dot ||, < Tsup( |c|,.1, |cl,, |l,)

et dong |ap|, < c|, pour tout ntel quel <n < p-—1 (03)
4/ lorsque n = p

ap =p e, — )

alors |ap|, = o', lel,

ep — c”"'|p

or par hypothése , on a |e, — ¢# ! < p~'d’ou

ol < 1711 el 7 = I,

done |ap|, < ||, (04)

on déduil aussi par récurrence que |a,|, < lef, pour tout p—1<n < 2p—1

5/-lorsque n. = 2p,on aura

Jasply = 21| |ee — 02" — pa2 — 28] < sup(lel, 1. |el, . plel,), e]”.)
<k,

dott |ag|, < p el (05)

de (02) et de linégalité ultramétrique, on déduit. pour n > 2p

;2
i
;

mn”

) telquel <i<necti/n

], < sup( |ee,n™t,, sup(
P

. l ﬂ'
mooy

< sup(|ccnn"|p vSup(supl{ign,i/n,i(?p( p), sup.ngign’i/n( ‘in_ o)

n

< SUP(|C|p |n~ ] |p 7Sup(supl<j§n,i/n,i<2p(‘inm [aii

in o} ))

p) ’ Sup?pgign,i/n(
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car |eo|, <1, |(:|Z’/i < |l

or d’aprés les hypothéses de récurrence on a

n
7

!TL
in o)

sSup; 5i§n,i/n,i<2p(

<sup|in~'|]c|7 <suplin”'e|,
P

ct done le tout revient & prouver que

n
la‘i

- ;

|an |, < sup(lel,, In in”

)

P vS‘VIP(SUIHgign,i/n,i<2p(|inﬂ1(:|p) ) SUP'Zpgign,i/n(
ol puisque sup; i, |cin™'|, = le|,[n7!], alors

)

n! ia;"/ ’

|an]p < sup(|cn""|p , SUPgy< i< n i/ .

on a |en ! |p = {(:|p pvr(n)

n

1.5
o,

n 1».(_2_1'_3___1_
i 3 - -1
pz piter P )

n
N - _ —1; .5 up(Z) 4.
¢t SUPg,cin i /n( |1,n = SUPg,ci<n /n( ‘n i) ‘ < p'r :) e

ct ce d’aprés les hypothéses de récurrence:

l(li|p < |c|pp2p+fpil pour tout 2p < i < n

n n
"or S 3 (3
d’ot sup |in 'a; a;

= lni

p =Dl <D el T )

a la fin , on déduit que

i 1
vp(n) ol U (5
|anl,, < sup(le|, p™, |c|, p™ 7 e 2T T)
sl on arrive & prouver que

afv, (1) +5(M) < 5554 (06)

P

, 1
b/v,(n) < ﬁ — a3 (07)
alors le résultat sera vite établi
Propositionl

pour toutl cnticr n on a

logn
logp

v(n) <

Preuve :

90



Chapitre4 : Théoremes de Barsky

écrivons 1o dans la hase p
n=ap +a, P+ + a.p”
op(n) =1

pr<n<ptt

logp”™ <logn

logn
done r < {ﬁ'ﬁ}

~ llogp

comme

. logn
v,(n) =1 <r, on dadnit v,(n) < | —— 0

logp.

en combinant. (06) ol la proposition , on constate que la preuve de (06) se raméne
. log n n i ,
A la preuve de < 5ty - (OR)

i — 2p-2 p- |

ogp

avan!. de procéder de méme pour (07) , on constale gue

— 2p 1

PR PRN (.0 TR (SN (N N I g | SR
[ITJ(i)+ 20 2 i(p ]) — 2p 2 p |

= [ s - 0] oy

O7) = [0+ 200 0 < gt ]

. . . . - . oy — ,
d’aprés la combinaison de(07) et (07) ot la proposition, la prenve de (07) découle

directement de la preuve de

log &
R G :
lilugpjl - (1, )p t (0 ))

1.c la preuve de (06) ot (07) revient a la preuve de

1 ,
R 2 || (0%
ponr n > 2p: o B ogyp
og — .
LN T TS s 09
(-0t 2 ] (o)
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Prcuve de (08)

solent. p un nombre premicr |, p # 2 ol 3 ol x> 2p , ¢tudions la fonction

log
N T 1
/(1) Tw2 pa [logp}

. g | loge (..
on a f(r) > oy i ]—:% = g(r)

pour 2p <z <p? -1, ona

[lug 2,)} . [log;l‘J B [1og(p2 ~1)

logp log p logp
. log2+1logp < log < log(p — 1) + log(p + 1)
Lo
logp “ llogp| T logp

log log x
done 1< g <1 Le R 1

log p logp
cl alors on aura f(x) = 27;’ 5~ p' ;—12>0

i.c (08) est vraic pour 2p < a < p? — 1

si > p? montrons que g(x) > 0

| 1
2(p—-1) rlogp

en effet g'(x) =

g(r) =00 = % <p*siop>3

aalp® = Pt s
d'antre part | on a g(p? = 3 2

(A%

pll ¢ 1
T_Z—p '20511)25

done (08) est vraie ponr p # 2.p # 3 Y > 2
Preuve de (09)

soil. p premicr ; p # 2.p # 3

. L - log
¢tudions Ia [onction f(r) = el ET]T - [IZE;J pour x > 2 (car & > 2)
oo =1 logux
ry o — = = T
'/(')~p—l logp 9()

a1 log x €=
pour 2<ax<p-—1o0na T e = L
p—1 logp p—1
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de méme pour p < a0 < p? — Lon a

log p - log - log(p? — 1)

logp = logp — log p
Le 1< lm—Ug;I; < log(p — 1) + log(p+ 1)
~ tlogp] T logp
log x log
Tonl< [ZBL < o B
log p logp
x€Xr — l T o—
ol done f(x) = ! BT >0
p—1 p—1

, 1 1
our 7 > p? constatons que ¢ (r) = —
1 F me g
p—1 xlogp
) p—1

g(r)=0&= 2= < p?
log p
. p?—1  logp? ,
o) =" B 950 v
p—1 logp

ol ainsi (08) ¢t (09) sont démontrées pour p # 2.3
le cas p =2

ap =4 ees — ot — 202)

ol = 1471, feeq — ' — 203,

< 2 sup(eeal, ],

9.2
205],)
< dsnp(lely el 2 1 Jef)
= ARUPLCy 5 €, M2
<4 ](:]2
supposons que la propri¢té Jog| < 2% 2 ], soit. vraie pour tont 4 < 7 <n
alors en estimant o, |, . on obtient, nne inégalité similaire an cas pF2

9 9ua{F)1 2E

e Jal, <sup(]ef, 20200 e

alors la démonstration de [(1,,‘2 < [('|2 2% ' revient a la démonstration de:

log n 5
< 2F— 10)
{logZ} - (10;
n
T e >0 (1)
i log2 | — '

Preuve de (10) :
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3 log
Audions la fonction fy(xr) = i,— o [1%2;;}
S log x:
W) > 28 = go(
a() 2 = log 2 92()
) 3 1
or !/2(:7?) 1 - . log2

<3 et go(d) =0
3log2 = ¢ 9>(4)

d'on g, (r > 0 Vx> 4 el ainsi (10) est prouve
P! J 1

Prcuve de (11) :

log X
¢tndions la fonction f(r) =2 — 1 — [_&(_} pour x> 2
log 2
log &
> 1 =
[(r) =2 g2 ~ 9

i 5 >0V > 2 ot '(/’(4) =4-1-2>0don (11) est prouvé
lecas p=3
n=3 a3=23 "(ceg — *)
d'ou !”-‘-‘*l:; =13 J|3 lely ez — ?] < 3 lely 3 = |l
Lo lagly, <lel,
n=6,lag| = |6 '|;|ccs — & — 24} — 3a2l,

= 3]ees — = 2 — 342,

< Bsup(fely fely o]y .3 lls)

< 3ef, 327 3

soit. » > 6 ol supposons que la propricté
|

], < e, 3% 2 ost vrane pour tond v << n el vérifions la pour Fordre n

cn suivant le procédé dn cas p= 2 ot p # 2,3 on déduit. les formules
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2n. 1 > logtv, (12)

7 2 log 3
Coplofeil oy
i 2 |logs| ™ '

Preuve de (12) :
21 log ;’1:}

72 |logs

soit fz(r)

log a: ) 2r 1
si6<r<9 “’éé = 1; alors fy(2) = —TL —5 >0

20 1 loga

7 2 log3

six > 9, soit la fonction gy(r) =

1 2 l
;l S o\ = — —
dors gy () 7  xlog3
! | 7 <
) =0 & r=grn <9

el g3(9) =3 — "2 —1>20don () >0V >9
ol done f3(x) > 0 Ve > 9 el (12) est établi

Prcuve de (13) :

r—1 log x
¢ludions la fonction f(x) = : 5 [lzzé]
.’I,’f—l - €r—3
2 2
r—1 logux

soit6 <2< 9 f(x) = >0

soit > 9 et g(xr) =

i 1 1
alors ¢ (‘I"‘) - 9 rlog3

2 log3

2 9-—-1

ot g(9) = - g 2

don ¢' (1) =0 <= o = :
’ log 3
d'on [(2:) > 0 el (13) est. élabli.
Corollaire 1
. ~ ()'II‘ i ; B
Soil, exp ((: Yousy —Y ”) =ML (L -y =14 ., B, Y",
n :
ot ¢p € Cp — {0}, Jen|, < 1ep =1, ¢l c € € — {0} tel que o ' — epl, <p "
alors :
i|By=1,8)=cet |/3n|,, < |(,:|p sin<2p—1
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7 | |l§,,lp < ,(‘.’p Pty POUr m > 2p oil p, = P Ty = pﬁ 1y = et ry =2 "
Prcuve :

onal3, = }:i(([)>i(2)>._‘:\)i(k)‘ (—l)k Qi(1)A5(2) iRy

la sommation portant sur les k-uples (7 (1),4(2) ........ i(k)) € N tels que

(1) 4+ (2) + ... +i(k)y=mn,i(1)>i(2)>....>i(k) >0, i<k <n.

donc 'aprés 'inégalité ultramétrigue;

130], < supjcpen (I(Li(l)lp s l(l¢(2)|]_,- ----- I‘Li(.k‘).,,) < Sy (’("klp /);—‘(I)]m”(k)rﬁ)

k .
=sup < (|e|) ppry) < el phry
d’on le résultat [

Corollaire2:

avee les notations du corollaire 1, les codflicients (e )nso de
laséricy” ¢, T = (3 B,T™ ') 'vérilient los inégalités
n>0 n>1
iJﬁ):iF
o IR T
i feul, <lel,” sil<n<2p—1
V. § . | no..: P
7'7'7'J [('7’|]; S I( |]) /);1 ST 2 2])
Preuve:
Fidentite Y7 ¢, 1" = (37 B, ") Vimplique Y. e, 7™ SN BT =1
n>Q n>| n>0 n>1

Videntification des coéflicients des denx membres de cette égalité mene au

systéme d’équations :

96



Chapitred : Théoré¢mes de Barsky

(f()’gl = l

('()I;Q + ] l)’] == U

-1
d'on Cn = —"((‘()”n [ + ]}n =+ (4‘2,1371 e pRPI e IB‘Z)
c

—1
¢

alors |ey, |7)
7)

|

r

coBuiv By B, 4

. , ; 1
en utilisant la réenrrence |e, l,, < Mv

e, B3 =0

' —1
ey = || maxie, "l e, el )
al
: —1
Le e, < )= max(l,1,....,
71
d’ont |rf,,|p < |(r|p] pour tout n < 2p — 2

lorsque n. = 2p — 1

-1
. < |—
|( 2p llp = I B ,

])
—1

—1
dont |y, ||p < —

P=

P

P

et done le théoréme st vrai pour n = 2p — 1

iti | pour 1 > 2p

max(\rlp' | Bay| o |e]

p? 1]

! 1
max(lr'|p |(<|pp‘zp A

2p

......

max(|('0/3,, | I'P s l('] ,g"|p R I('” |l’32| )

g

|(‘.()l},,{| +('|/g,,‘ —+f ('2/%,, |*F....+(',n 1]32[7,

(+)

pour tont. . < 2p — 2 | on obtient.

considérons la séric 3 3,77 'dans la boule onverte B{o.p,)

n>f)

S B!

n>0

r

1
g }naX(I/;V"’p/)zPF_‘/)p " |)

< max(l/f,,|7.,p"-l_‘) <,

a7

_<_ max, s I[},,,I," |lp S max(l /3,,'7) /)T’ n i l)

(01)



Chapitred : Théorémes de Barsky

retronvons la borne inférienre de |y B, T :

n> .
| 1
sachant que |7 B,/ =
n>0 p Z (‘nr]v” |
n>0 P
1 1 1
= i - [
- . - . 3 A
max,, >y o, 1], max,> (|l prp,™) el
LIRS ] rm i ~ \ Y
d'ou [ Y B, > e, (02)
n>0 "
N 1 \ . 2 N o ] _ N
de (01) et (02) , on déduit | Y BT = |c|,
n>0
Y4
dans le disque B(o, p,, ) on déduit que la séric Y BT n'a pas de zéros | d'on
n>1

lexistence de la séric inverse (> B, T 1) !
n>0

e lastrie (30 B,7™ ') ! ost convergente dans co disque et en outre
n>0

~ rrm !
S g0, ) (> By < "’l;:.

n>0 »

ct donc d'aprés les inégalités de Cauchy les inégalités iii| seront évidentes
Corollaire3

ST Z(T) = 320, T" € Cp[[1)] vérilie les indgalités i).4i | did] du corollaire 1

n>1

el si T(7) = Y du 77" est la série réciprogque de Z (1) ve T(A(1)) =T

n>1
oA (P(A)) = 4

alors :

il dy=c!

i dnl, <lel)" sin <2p—1
i) ||, < el pp'sin > 2p

Prcuve

d"aprés le théoreme de Lagrange Biirmann d,, est le coéflicient de 7™ 1 dans le
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développement. en série de Taylor de

T 17
(R = (5 317 Y S )

n>0 n>0
prisque les 3, vérifient les incgalités du corollaire 1 alors en posant
(S B Y V=5 ¢ T™ on obtient
n>0 m>0

leml, < |(:|PI pptsim > 2p et
leml,, < ](:lp' sil <m <2 —1, cg=¢c"! (%)

posons (32 B, 1" ) = S Lypm

n>0 >0

alors de (%) on déduit. gque

(1)

Cin

(r)

b Cin

<lel,” P sim>2p et

< R n B < .
<el,” sil <an < 2p— 1

en posant (3 B, ') Y YN w1 )= N g,(,',” Depon

n>0 n>0 m>0

on alors

nil o
g )‘ <le]," ppisim > 2p
7)

cl

gt l)' < el "simn < 2p— 1
P

, PR . nit)
or d’aprés le théoréme de Lagrange Biirmann d,, = g,(” |

s A AL nolL S O ) L Y
ot |d,,_|p < |(.|P py st > 2p ot ldn‘]) |(|p sion<2p—1
maintenant. on est. en mesnre de démontrer le théoréme principal
Preuve

e y" . . .
Les denx séries 7 = expe Y e,— — 1, y= Y 0,7 sonl I'nne est réciprogne
n

n>| ’ n>|
de Tautre.
D’autre part la séric 7 vérific les conditions dn théoréme 1, alors son développe-

ment en séric de Taylor vérific les conditions dn corollaire 2 ot done les denx séries

7 el y vérilient les conditions du corollaire 3 . d’on les estimations sur les |I),,[p
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