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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Introduction

L’objet fondamental de ce travail est constitué par l’étude d’un système de réaction-

diffusion dégénéré dont ks  termes de réaction dépendent effictivement  du gradient

des solutions, ce qui engendre une double difficulté: la dégénéréscence  et la dépen-

dance en le gradient.

Les systèmes que nous allons étudier sont,  de la forme:

ce système a dkja fait l’objet d’une étude par N. Boudiba, M.S.Mouhy,  M.Pierre
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[8] dans le cas semi-linéaire  non dégénéré, où ils ont,  montré. en ut,ilisant,  la. t,échnique

L1 introduite par M.Pierre  [23], l’existence globale de solutions positives pourvu

que la dépendence  en le gradient est sous-quadmtique,  la positivité  des solutions est

préservée au cours du temps, et la masse totale est controlée  au cours du t,ernps,c’est

à dire si fl + fi est nulle, ou raisonablement,  majorée.

En utilisant la même téchnique Laamri a établi dans [18]  l’existence globale pour

des systèmes de réaction-diffusion dégénérés, mais les seconds  membres ne dépendent

pas du gradient.

Malheuresement  la téchnique L1  n’est pas apllicable  ici, puisque les résultats de

compacité et de continuité qu’on a ne suffisent pas pour utiliser cette dernière, c’est

pour cette raison qu’on va utiliser ici une téchnique tout à fait différente, c’est la

méthode de compacité, qui a pour programme le suivant, qu’on peut)  résumer en

trois étapes principales:

=D’une  manière classique, on approche  (P) par urle  suite de problèmes  quas-

linéaires non dégénérés (PC)  (0 < E < l), tel que chacun d’eux possède une solution

suffisament~  régulière sur un certain intervalle rnaximal.

*On  établit quelques estimations sur les solutions réguliéres obtenues.

011  est naturel de penser qu’en faisant tendre E vers zéro on obtient, une solution

faible pour le problème (P),  à cette intention on utilise les résultats classiques de

convergence et la compacité de l’injection canonique de H’dans L2.

11  faut noter que les conditions sur Ie bord influent sur I’exist,ence  ou la non

exist,ence  des solutions, des difficultés apparaissent. si elles sont,  remplacks  par les



conditions de Dirichlet non homogènes ou par celles de Neuman.

Notre thèse est organisée de la manière suivante:

Apres une introduction permettant de situer le problème, de décrire les dé-

marches suivies pour aboutir aux systèmes de réaction-diffusion, et de rappeler

quelques résultats connus~  dans le chapitre deux sont éxposées  les differentes propo-

sitions qui sont utilisées dans ce travail, certaines d’entre elles sont bien cormues  et

données sans démonstration pour d’autres on donnera des démonstra.tions

Le chapitre trois est consacré aux équations dites quasi-linéaires non-dégénér&$

partie principale divergentielle, nous établirons l’existence locale de sohuions  assez

régulières si les seconds membres et les données initiales sont. suffisa.ment.  régulièrs,

pour celà  nous utiliserons le principe de Leray-Schauder  qui nous facilek la tâche,

et rend le problème de ,l’étude  de l’existence au problème de la recherche des points

fixes d’une transformation particulière possédant de bonnes proprikt,es.  Ensuit>e,

nous montrerons que si les données initiales sont positives, et si les seconds membres

sont quasi-positifs, alors les solutions seront classiques positives (leures  composantes

seront positives), pour s’assurer au passage à la limite que la quasi-positivité des

seconds membre, et la positivité des données initiales permettent, de construire des

solutions faibles positives.

Dans le chapitre quatre qui constituera I’éssentiel de ce travail, on ét,ablit  par

l’induction qu’on peut ramener le problème de la régularité L”des solutions faibles

de (P) à celui de la régularité IF: pour un certain p > 1, même si les données initiales

sont moins régulières (ne sont pas nécessairement dans L”).
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Le chapitre cinque  étudiera l’exkkence  globale de sohkions  faibies,  dans un sens

bien précis, pour un système modèle en prennant des données inkiales  assez faibles.

Il est importakde  sizaler  que la recherche de solutSions  faibles est en général plus ca 9
L I

naturelle pour des considérations biologiques (physiques,...), que la recherche de
.-,.-  I_-~--_  --- .-.I“_._l----.--l_ll

solutions au sens classique. Ce chapitre est construit. pour prouver que les solutions

faibles ui(t,  .),  i = 1,2, sont bornées pour tout t > 0, malgré que les données initiales

sont seulement dans Loi+’  (0).

On montrera dans le chapitre six qui k considère comme une généralisation de

beaucoup de problèmes étudiés dans [8,14,15,18,21],  que si les seconds membres

sont raisonablement majorés le problème (P) admet,  une solution faible globale, on

établira aussi l’unicité de la solution obt,enue  (un t,el problème ét,ait  ouvert, même

dans le cas semi  linéaire (pour plus de détail voir[8]).

Le.chapitre  sept est, consacré à l’étude de la régularité des solut,iors  otkenues  dans

le chapitre précédent mais les résultats de régularité qu’on peut att,endre  dépendent.

de la dimension spatiale N, on montrera que la solution est da,ns  HI,”  dans le cas

où N = 1, et si N > 1 on énoncera un résultat de régularité plus rest,rict,if.

En dehors des méthodes directes pour l’étude du comportement asymptot&ique  des

solutions la méthode des attrakteurs  fut, crée, il est vrai que cette méthode ne donne

que l’existence d’un ensemble compact vers lequel les solutions convergent,, mais ceci

nous permet de cerner les solutions. Donc l’étude de I’cxistcuw  d’un  attrwctcur  est,

un outil puissant pour étudier le comportement, asymptotique des solutions, dans le

chapitre huit on étudiera le comportement asympt,otique  des solut,ions  pour celà  on
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établira les conditions sous lesquelles on  aura l’existence d’un at,tract.eur  g1oba.l.

Un éxposé abrégé est donné dans le chapitre neuf concernant, l’étude des cas

limites, on établira, sou’certaines conditions, l’existence globale de solutions faibles,I

de plus on établira, dans un cas particulier, que les solutions obt(enues  t,ende&  vers

zéro.

1.2 Origine des systèmes de réaction diffusion

Les systèmes de réaction diffusion s’écrivent, en général, sous la forme:

où : u = (uj, u2,  . . . . . . 21d)  est. 1’inconnuP

’ Les fi représentent l’effet de la réaction (et. du milieu extérieur<J sur la diffUsion,

et on rencontre les systèmes de réaction-diffusion dans de nombreux domaines (en

dynamique des populations, biologie, chimie, biochifnie,.  ,):  et,  vu l’import,ance  de

ces derniers, on peut se demander, comment on aboutit, à, des systèmes de réact,ion

diffusion?

Dans cette partie nous allons répondre à cette question.

On considère un ouvert R borné de RN  (en général, N=2,3  ;!A  est une surface géo-

graphique, une cellule, . . ) i dans lequel des réactions se réalisent (réactions chimiqu$

diffusion d’une maladie infectieuse ou une remure,...).
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Soient, :

V : un volume élémentaire de 0 (inhniment  Pet#it)  ,

dV : la frontière de V

v(z)  : la normale ext,érieure  en 5.

Alors la vitesse ( le moyen ) de production de la, iièrne  espèce dans le volume V

est égale à la quantité produite par la. réaction ot,r:t:  de son flux à travers la frontière

W, nous t,ronsposons  ça dans le langage des équations, on a:

?Li(t,  z)da: =
J’ Si(4  z, Ul,  . . . . ?Jd)  -

V

où : gz représent,e  le t,aux  de production de la jième  kpéce.

Comme V est arbitraire : on obtient la loi de bdanct:  suiva.nte:

bb dtui+diuji  = gi

Le vecteur flux 2 se détermine selon le phénomène considéré, et il s’écrit, en général

sous la forme:

(2.2)

Le premier terme dans (2.2) représente le terme de diffusion, et. le deuxième représente



le terme du transfèrt, si il n’y a pas du t,ransfèrt.  de la matière alors  2 s’écrit. tout,

simplement :

; = - c UiT(.,~)V~T
r=l,d

De plus s’il existe io,rs , tels que : ie  f- je et aior0  # 0; c’est à dire si la

matrice de diffusion n’est pas diagonale, alors la diffusion de la, i$,’  espece  affect,e

sur la production de la rfme espèce.Et dans le cas général, celui de (2.2) , le t,erme

oz(.,  ~L)U,  détermine le transfèrt dans la direction du champ de vecteur o<(  ., u),

proportianelle à la concentration de la rième espèce, cet vecteur de transfèrt)  est

souvent le gradient.  du potent.iel  extérieure.

Soit pour simplifier : u~~(x,u)  = &(TA~);  et. u~~(~c,u) = 0 pour t,out  i + r.

Dans les premiers travaeux  sur (2.1) , on suppose ~(t, X)  > 0; pour tout,  (t,  zz) E

[O,  m[ x 0; t,e en p t’ 1’ar icu ier Uio  > 0 mais en réalit+  ZL,~~  peut s’armuler  (par exem-

ple, dans le cas des populations, si la densité de la population initiale, u’est,  pas

concentrée sur tout R,  (c’est tout .a fait naturel)), et ca nous conduit à etudier des

problèmes de réaction-diffusion dégénérés, c’est, à dire l’équation (2.1) change de

type, selon qu’elle est considérée sur [ui  - 0] ou sur [u, # a]. d’où l’idée  de l’ékrde

des problèmes dégénérés, et. il y a deux types de dégénéréscence:

1. fixée , qui est indépendeme  de la solution

2. implicite , qui est, dépendeme  de la solution

10



On peut distiguer également. dans le cas dégénérk  deux t,ypes  de diffusion:

a) s’il existe un û tel que : ai,(zz  G)  = +w,  dans ce cas, on dit. que la diffusion

est rapide.

b) s’il existe un 6 tel que : a+(~,  &CL)  = 0, dans ce cas, on dit. que la. diffusion est

lente.

Afin de déterminer complètement u sur [0, m[ x 62,  on précise (on choisit) l e

comportement de ‘IL au bord, et les données initiales.

Les conditions aux bords seront choisies selon la nature du problème étudié, et

on peut distiguer deux catégories de conditions:

l Conditions aux bords homogènes :

1. Conditions de Neuman : prennent la forme :

( jy(Ui):  4) = 0 sur (0,~)  x 80, ( où (, ) désigne le produit scalaire

euclidien).

c’est, à. dire x est orthogonal à la normale exterieure;  on peut. dire mieux: il n’y

a pas d’immigration des individus sur la frontière 80.

2. Conditions de Dirichlet.  :

ui  = a sur (0. cc) x 6’Q,  c’est à dire la front,ièr  dS2 est. hostik inospitalicr.

3. Conditions de Fourier :

a( ;(ui>,  qz))  +pui = 0 sur (0,~)  x dS1, c’est à. dire le flux à la frontière

est proportionnel à ui.

et on peut rencontrer des conditions mixtes et des conditions non-linkaires
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*Conditions aux bords non homogènes :

On remplace le zéro dans les cas précédents par une fonction donnée ,y7  (t, IG:  u(t,  x)),

(t, z)  E (0; CO) x dS2.

1.3 Systèmes modèles

1. On considère la réaction inversible suivante:

La modélisation mathématiques de ces réactions conduit au système suivant:

&u=dlAu+w-uv dans (0:  oo)  x St

&w = d3Aw  - w + UC

B(u,  II, w) = 0

(U(o,  .),  ?J(O,  .)>  @, .))  = (WI,  7’0,  Wo)

dans (0;  ~XI)  x n

sur (0;  03) x dR ‘i

dans R

où : u, 71,  w désignent réspectivement  les concentrations en U,  V,W, et! dl,  dz,  d3

sont des constantes strictement positives, et représentent les vit,esses  de réac:-

tion.

12



3. Le système :

l s, - ns- = -I(yS  - 6) dans (0, a) x 62

It - AP = I(yS - 6) dans (0, CO) ,x 0

l
as 31 o-=--=
au au

(WA  .)i m .))  = (SO,  100)

sur (0,~)  x IX?

dans R

modélise la propagation d’une maladie infectieuse, (voir [3])  où:

S : représente la densité des individus susceptibles.

I : représente la densité des individus infectés.

4. L’étude théorique d’une ségrégation ra.ciale entre deux populations (Pr, Pz),

conduit à l’étude du système suivant:

où :

2~~ représente la densité de P,

‘p représente par exemple l’effet, des autres pays sur la Ségrégat)ion.

14



1.4 Rappel de résultats connus

Le problème suivant :

L

Ut  - &a+1  = UP dans (0, CO) x R

(4.1) u = o sur (0, CC~)  x dC!

u(0,  .) = 110 dans R

modélise, entre autres, la filtration d’un gaz non stationnaire dans un milieu poreux

(U  représente la densité du gaz), ainsi que la diffusion d’une population hiologique

(U représente alors la densit,é de population).

Galaktionov dans [14]  a étudié le problème (4.1) et a. montri:  que l’exist,ence des

solutions ou la non existence dépend éssentiellement des pararnètres /3’  et CT, de la

dimension N et de la donnée initiale ~0.  Il a étudié également, en collaboration avec

Kurdymov et Samarskii,dans  [15]  J’existence  ou l’explosion des solutions du système

suivant:

(4.2)

/
ut - &p+l  = 7p sur (0,m) x 61

?If.  - au-+1 = u,q sur (0,~)  x C2
<

u=u=o sur (0, ffi) x a!2

u(0, .) =  uo; V(O,  .) =  710 sur 0
\

Dans ce système u et 7J représentent les températures de deux corps dans un



mélange combustible.

Galaktionov prouve l’existence de solutions sous les hypot,hèses  :

p<ffzfl  :etq<ar+l

Il montre que dans les cas limites : p = n2  + 1 , ou q = or + I l’existence dépend

de la struct,ure  spatiale de R.

Madallena par la suite, dans [21];  a généralisé l’étude précédente au système plus

général:

(4.3)

1

a, (74)  - Aup+l = fi(74,  u2, . . . ..m) sur (0, oo) x 0

ui  = 0 sur (O,cx>)  x m

Ui(O,  .) = u&). sur R

i = 1,d.

où  :

+ fi(O,O; . ...) 0) = 0 ) fi(, ur,u2  )...., ri-r,o,ri+r  ,.“.,  T~)~OpOUI.t~outr,~O,j#i,

+ uzo  E L”(fl),  U<,Q  3 0, i = 1,d.

Le système (4.3) modélise, en particulier, la propagation d’une maladie infec-

tieuse daals  une population.

Ensuite La,amri  , da.ns  [18]  , a regroupé ces deux derniers t,ravwux,  il a. établi,

en utilisant la t,échnique  L’, l’existence globale des solutions du  s,ystème:

1 6



(4.4)

3, (ui)  - Au”“+’  = C C~L? + ci
I<j<d

u,  = 0

Ui(0,  .) = uio.

sur(0,oo)xR

sur (0, CO) x dR

sur 61

Boudiba, Moulay,  Pierre , en 1996 dans [8],  ont étudié le système  suivant:

& (Ul) - au1  = fl(~,~,~1,~2,V~l,~~ZLZ)

(45)  ~~(~~)-A’L~z=~~(~,x,u~:u~,VU~,VUZ)
<

Ul  = u2 = 0

w(O, .) = 'LLmu2(0,  .) = u20.\

sur(0,co)xR

sur(0,cm)xR

sur (0, cm) x 6JLt

sur (2

En supposant :

1. Il existe une constante positive L1 t.elle  que :

fl(4 2;  21.1, ‘UZ,  VUl,  V’IL2)  + fz(t,  2,211;  ‘42,  VUl,  vuz) i Ll(U,  + u2  + 1)

pour tout 2~1, u2 3 0, et pour presque tout x et t,out. t.

2. Il existe une constante positive Lz telle que:

pour tout ul,  u2 > 0, et pour pi-esque  tout x et tout t.

17



3. %$  If4 Ul,W,  Vzll,  Vzl2)J  5 C(%,U2)(pUljnL  -t lmq + 1):

Où :l 5 r7L  < 2:  et C : [0, 03)”  --f  [0, 03)  , est, une  fonction (TOiSSil.llt(~.

4. ~lO,‘LL20  E L1(fq:  ‘1LlO;  u20 3  0.

5.  fl(t,~:0,~2,0,q),f2(t,~,~l,o,p,O)  > 0 pou  tout  Ul,U2  2 0 .

1 8



Chapitre 2

Préliminaires et rappels de

résultats connus

Dans ce paragraphe on rappelera quelques résu1ta.k  util@sur  lesquels s’appuie notre

travail.

2.1 Espaces particuliers

Rappelons les définitions de quelques espaces, quEnous  les utiliserons dans la Suit#e:

2.1.1 Espaces Holderiens

On se donne R un ouvert borné de lR N, T un réel poskif,  et 627.  = (0, T) x f2:

s = (SI,  sa,  . ..) SN)  E lv.

Définitionl.l.1:  On désigneru par Ha~%(?&),  WI,  C?>a(&);  CV  > 0. l’e,~p~,ce

19



des fonctions contimes,  ainsi que leures dérivées dra&telles que 27. + 1.~1  < 0. de

plus Iul$~  est fini, où,  Iui&T  est défini par :

(qQ,  = IuIQT  =yTx I~L(,  et : (u>& . = C ja;a:&
Pr+js(=j

De plus :

(U)&T  = (u)@)Z,QT  + <&

où,:  ‘i

Avec :

slip I4T  t)  - 4x’,  t)l  ; (p =
s11p

lu(x,  t) - u(z,  t’) 1

(4,(z’,t)~Q~
15-2’19  ’ ~QT

(z,~),W’)EQT It - t’lf

p o u r  toput  a  :o <  0 <  1 .

on ~mrnit  H”,f  (Q,)  de la norme : /u/$$.

Remarque 1.1.2 : H”jT(Q  ) tT es un espace de Banach,  pour tou,t  Q:  > 0.

2 0



2.1.2 Espaces de Sobolev anisotropes

Définition 1.2.1 : On désigne par H1.2(Q~)  i (espace de Soboleu  anisotrope)J

l’espace de fonctions f défifinies sur QT  telles qu,e  :

2.1.3 Espaces WJ,2(QT)  ,Q 2 1

Définition 1.3.1 : Une foncth  u, est dite de classe Wi:2(QT)  ,si et ,çeu,lement  si:

u E U(]O, T[  ) W2+p))  et. w+E  py]O,  T]  , L”(R)).

Lemme 1.3.2 : Si u E W~J(QT)  avec q 2 N + 2 , alors aF8gu  E H~I*(&~)

pour tout a satisfait la relatkrr:  0 5 ck  < 2 - 2r - 1.~1  - 7

2.2 Continuité absolue

Définition 2.1 : La variation totale dhne  fonction, f sur I : est définie pa,r  la

relation:

4.L  1) = ~11~ &‘k If(ai)  T-  f(Wl

la borne  supérieure se prend sur tous les ensembles finis  d~poinfsai,  b, E 1

avec :
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Remarque 2.2 : Si v(f,I)  est borné  alors f est dite d variation, bornée

Définition 2 3: On désigne par B?)(I) : 1 ‘espace des  forrctions  scalaire.~  sur I

k-variations bornées.

Définition 2 4: Une fowtion f E Bu(I) est a,bsolu,ment  continue, si et seule-

ment si,

VE  > 0,3S > 0 tel que : C If(ai) - f(bi)l  < E.
l<i$k

pour toute famille finie de sous intervalles bornés disjoint [a,,  bi[  i = 1: 2 vérifi-

ant:

2.3 Opérateurs dissipatifs dans L’(R)

On se donne X un espace de Banach .

Définition 3.1 : Un opérateur A de X est dit dissipatif  si pour tou,t x, z’ E X;

et X > 0, on a: 0.

I(x  - x’j( 5 \Ix - cc’ - X (Ax  - AZ’)  I(

Dans le cas où : X = L’(Q),  on anra  la caractérisation suivante:

Proposition 3.2 : Soit A un opérateur de L’(Q),  A est dissipatifs%  et seulement

si:

pour tout (u, û) E  X:i1 existe une fonction w E L”(R), telle que:

ta(z)  = sign(u(z)  - û(z)), pour presque tout z E X, et:

a
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l w(z)(A(u)(z)  - A(û)(z))dz  < 0.
.a

où,  :

1 six>0

5ign.x = 0 six=0

- 1 six<0

Pour la démonstration de cette proposition voir [7]

2.4 Quelques inégalités:

On se dorme R un ouvert, borné de RN:  de frontière régulière dS1.

Lemme 4 l:(inégalité  de Jensen):

Soit f une fonction à valeurs réelles, m.esurable SUT  Cl; et A c $2,  si f 2 Q et si

f$ est une fonction. conve.xe  pour  5 1 (Y, alors:

Pour la démonstration i on renvoie à [16]  .

On rappelle aussi le lemme suivant, dont il nous sera utile dans la suite.

Lemme 4 2: Soient p E [l, 2) , r E [p, 2F) , alors pour tout E > 0, il e.tiste
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des constantes positives C(E) i q déperzdant de p et de r telles qv.e:

pour tout u E W’J(Lq.

où :

Zr(l - T) 2*t7-  - P) N
q=  2 - 7 - T

, avec  : r = r(2*  _ p) j et : 2* = 2-
N - 2

Pour la. démonstration nous aurons besoin des lemmcs  suivants (pour  les démon-

strations, consulter [9]).

Voici un théorème SUF les normes équivalentes:

Lemme 4 3: Soit E un espace vectoriel muni  de dem  novrrLes  /1x1)1  et /lxl/2,  on

suppose que E muni de chacune des nkrnes /l.l/l  et l/./jz,  est un,  espace de Banach.

On suppose de plus qu’il existe une constante positive c,telle que:

, Alors il existe une constante positive c’, telle que:

Le iemme  suivant est une conséquence immédiatje  du lemme prkcédent:

Lemme 4 4: Les normes )/.// , 1.) sont équivalentes dans MJ”~~(Q).  wù,:

II41 = (JI, llW12  + Jn  lu)  f
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et

On a aussi le:

Lemme 4 5: (Inégalité d ‘hterpolation, de Ga,ql?;a.rdo-~~~errber:q).

Soient  r et p dem  réels positifi tels qu,e:’  ‘1  < p 5 7’ 5 x.
r

Alors pour tout u E Wl;“(O)  fl‘L’(R),  on a :

I

L- I
auec:e,*  ' ~++;>Il.

;+$-y"  ;,

Démonstration du lemme 4.2 :

En vertu du lemme précédent, , on a :

En utilisant l’inégalité de Young, on obtient:

/
’

R
I?q 5 C(E) j]uII;g  + E ll~ll~l.“(~)

or i le lemme 4.4 implique :
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D’où le lemme 4.2.

On a aussi le lemme suivant :

Lemme 4.6 :(Sobolev  , Gagliardo  , Nirenberg)

Soit 1 2 p 5 03,  on. a :

Sil<p<N,  alors: W’~p(s2)-tP*(fI),  où: $=.t-$

Si p = N, alors : W’J’(R)  c--f Lq(O),  ‘dq  E lp,  cm[

Si p > N, alors : VPp(0) -+ L”(a).

Avec injections continmes

2.5 Résultats de convergence

On a les lemmes suivants :

Lemme 5.1 : SoituELp(~);‘L13O,l~p<CO.

Alors il existe u, dans CcM(sZ),  u, 3 0 , telle que :

u,  converge vers u dans U(R).

Lemme 5.2 : Soit u E L”(R)  , u B 0 , 15 p < 00.

Alors il existe u, dans C?(R),  u, 3 0 , telle qv,e :

i.  3M  > 0, tel que : u, 5 M,  pour tout E E 10,  l[

ii. u, converge vers u dans L?‘(R).

Lemme 5.3 : Soit u” E L”(R)  n N1(fl)  , '~1  3 0 , 1 5 VL.

Alors il existe u, dans C?(il),  u, > 0 , telle qu,e  :

i. 34 > 0,tel  que : 21,  5 M,  pour tout & E 10,  1[

26



ii.VQ converge ‘vers  Vu” dans (LL(i2))N.

De plus on a les résukats  suivants qui caractkrisent~ la. wnvergcnw  da.ns P(R),

p 2 1, (pour les démonstrations, on renvoie à [16]  et [lO]).

Lemme 5.4 : Soit (fE)oia<i une suite de fonctions dan,s  Lp(R):  (1 < p < 30);

qui converge en mesure vers f, et telle qu,e  jlfEllbP  < Ad,  (oc:  M est ‘une  constante

positive), alors (fE)O<E<l convergeant uers f faiblem,ent  dan,s  LP(G).

Lemme 5.5 : Si E est un espace de Banach,,  et ( fC),,ca<,  1~7t~:  suite  de fonc-

tion,s  de E, qui converge fa,iblement  vers  f nlor:s  %I  existe une  suite  de corn,b~rl,aZ.son,

convew lc5, G.fc,, ( où C ai  = 1),  converge vers f fo~rtement  dans  E.
-t- l<iSn

Lemme 5.6 : Soit (fE),,<E<l une suite de fonctions dans L”(0),  (1 < p < cx)),

telle que IlfCIILP  < M, ‘d&  E 10;  l[, (où,: M es U>ne constan,te  positive), oflors  il  y  at

une équivalence entre la convergence de (fE),,<E<l  vers un élément f dans LT(R),  et

celle de  (fE)o<E<l vers f en mesure.

On obtient aussi immédiatement la:

Remarque 5.7 : Le lemme  précédent implique que si (fE)o<E<l  est dominée,

alors la convergence de (fE),,<E<l  vers f dans LP(~), en,traine  1~  converqence  de

(fAO<E<l tiers  f dans Lpl  (fi),  pour tout 1 < po < pl  < oc.

2.6 Attracteur global

On désigne par B(E) l’ensemble des parties bornées de E.

On considère St, pour tout t 2 0, un semi-groupe sur E.
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On utilisera souvent , poW:  démontrer les théorèmes de ce paragraphe les notions

suivantes:

On rappelle les définitions suivantes (pour plus de détails consulter [24]):

Définition 6.1 : On appelle ensemble w-limite (pour la tr~n,sfo~rn,cl,ti,o,n,  9 ) du,

point p, et on note w+(p),  l’ensemble des points q, tels qu’il existe un,e  suite (&)

tendant vers 1 ‘injini,  et vétijiant:

f-dB)  = tr7o  [7t@)],  : où [BIE  désigne la ferméture  de B  dans E.
-

Définition 6.2 : L’ensemble K c E est dit ensemble attractif pour le semi-

groupe St  si:

Pour tout B E B(E), on a :

distE(St(B),  K) --+ 0 quand t tend uers  l’infini.

o ù :

dis&(C,  D) =S\I~XEC y$  IJX  - YJJ,,  p0u.r  tout C:D  c E.

cette définition peut etre remplacée par:

Définition 6.3: L’ensemble K c E est dit ensemble aitractif pour le semi-

groupe St si:

Pow tout E > 0, pour tout B E B(E), il e.tiste  wr1,  réel positif tl = t(&,  B) tel

que:

S,(B)  c O,(K) pour tout t 2 tl , où O,(K) est le E voisin,age  de K.

2 8
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On définit aussi un ensemble absorbant:

Définition 6.4 :L’ensemble, BO  E Eest dit ensem,ble  absorbant pour le semi-

groupe S,  si:

Pour tout B E B(E), 1i existe un réel positif T = T(B) tel que:

Pour tout t > T; on a  :

StB c Bi,.

On a la relation suivante entre les deux définitions précBdent,es:

Remarque 6.5 : Un en,sem,ble  absobant  peut se rwtir  com:rn(>  ~wI~.  easem  ble  attractif.

On irkroduit  maintenant, la notion d’un attracteur global.

Définition 6.6 :L’ensem>ble  A c E s’appelle athcteur  rnu;timal  (global)  po~u:r

le semi-groupe St s’il satisfa,it  les conditions:

1. A est un ensem,ble  compact dans E.

2. A est un ensemble attractif pour 1 ‘opkateur  &.

3. A est strictement invatiant

&A  = A pour tout t 2 0.

Nous allons énoncer un t,héorème  fondamental qui nous  indique dans quelles

conditions le semi-groupe S, possède un attracteur global:

Théorème 6.7 :Si pour tout t 3 0, St est continu, et s’il admet wn  ensemble

attractif compact A, alors St possède un attractew  globai  K c A.

Preuve :
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A compact donc il admet un voisinage compact Ao. de plus il exist,e  Es  > 0 tel

que: O,,(A) c Ao.

Il est facile de vérifier que Ao  est un ensemble absorbant, compact

Nous allons montrer que w(A,) est un attracteur  global.

1 . w(A,-,)  est un compact, non vide:

De la relation w(Ao)  = tQo  [y:  (A,)] x , on voit que:
-

w(Ao)  = f-l [~:MO)],  c Ao
t>T(Ao)

w(Ao)  est, alors l’intersection d’une suite décroissante de ferrnés, de plus w(Ao)

est inclu  dans un ensemble compact, de tout ceci il résulte que w(A,)  est un compact,

non vide.

2 w(Ao)  est, un ensemble attractant,:

Soient & > 0, B E B(E)

(6,.1) il existe alors T > 0 tel que ?:(A,)  c O,(w(Ao))  pour t,out~  t 2 T.

De plus comme Ao  est un ensemble absorbant, on a :

(6.2) il existe alors T’ > 0 tel que St(B) c A0  pour tout t > T’.

En combinant (6.1) et (6.2) on trouve:

ST(&(B))  C O&(Ao))  pour tout t 2 T’.

Autrement dit,:

S,(B)  c O,(w(Ao))  pour tout t > T + T’

ce qui implique que w(A,) est un ensemble attra.ctant,.

3 . w(A0)  est invariant:

i) S&(AO))  c 4Ao)  :



Soit y E  w-(Ao) , alors y =p~ &,(x1;) pour un cert,ain xk E Ao  et,  tk  7 +OO,  par

conséquent:

&( y) = $(frn, St, (5h)) , mais comme S,  est, continu on obtient:

Sd Y )  =p& s., ( .)t +t  xk , ce qui prouve que &( y) E  w (A”)

ii) w(Ao)  c S&(AO))  :

Soit, z E  w(Ao),  alors il s’écrit sous la forme:

x = lim S,,(Q)  ,pour  un certain z?&  E  Ao  et tk:  / fcc, et on peut supposer que:
k-cc

1 +T + t < tl < tz < . < tk < . .

Posons yk  = f&(xk)  , il résdte:

~k  E -&+&JO)  c Ao > en utilisant le fait que Ao  est. compa.ct,  on déduit, qu’il

existe une sous suite notée (ykj) telle que:

lim y,+, = y E w(Ao).j4x

On dèduit, finalement. que:

x =j;E Stçj  (Xk, ) =p& SdYk,  ) = St (Y).

Par  conséquent: ’

3: E  St (440)).

L’assert,ion de l’invariance est, alors démontrée.

D’où le lemme.

On déduit finalement de la démonstration pécédente  le résultat suivant:

Remarque 6.8 :Si on remplace la condition de l'existence d’w ensemble at-

tractif compact A, par celle de l’existence d’un ensemble absorbant compact BO,  on

obtient le même  résultat du! théorème, de plus A = w - limite&(Bo).
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2.7 Existence globale

Pour établir l’existence globale de solution (T,,  = oo),  on établit, en général:  que

les solutions approchées sont globales, pour cela on établit l’existence locale sur un

certain intervalle maximal [0, T,,)  , ensuite on prouve que 11~,,(t,  .)/l  5 C(t), pour

tout t fini, où la fonction C ne s’explose pas ( c’est, à dire il n’existe pas un nombre

positif fini to tel que: Jiir”  C(t) = +w),  enfin on conclut en utilisant, la propriété

suivante:

si T,, est fini , alors : &F,  Il%e(~,  ,111  = +m
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Chapitre 3

Problèmes non-dégénérés

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est,  de prouver un résultat  trSs utSik:  dans I’i:tude  des  sys-

t,èmes  paraboliques non-linéaires dégénérés , nous montrerons l’exist,enw loca.le  de

solutions régulières pour les problèmes approchés ( réguliers ).

On résou GI le problème avec des données initiales et des seconds membres stisa-

ment. réguliers, la téchnique  utilisée est l’application du principe de LerayScha.uder

qui consiste à ramener l’étude de l’existence locale de solutions d’un syst,ème  parabolique

régulier, à la. recherche des points fixes d’une certaine transformation possédant de

bonnes propriétés.

Nous prouvons enfin que la quasi-positivité des seconds membres, et la,  positivité

des données initiales permettent de construire des solutions positives



3.2 Position du problème

On considère, dans un domaine ouvert, borné de RN  à.  frontikc  ri:gulière  les syst,èmes

de la forme:

atu,  - di7~(4l(%)W  = fl(~l,~2,  VUl,  Vw)

atu2 - ~~,(u~)vu~)  = f2h~2r VU~,  VJU~)
(2.1)  (

Ul  = ‘u2  = 0

w(.,O)  =  UlU  i 74(.,0)  =  2120\

dans (O;T)  x R

dans (O,T)  x R

sur (0,T)  x aci

dans Q

Dans toute la suite , on suppose que :

21 = (Ul,Q) ; p = (p,q)  E (RN)”  ; w  -- ( w1,w2) ; 71 = (71~,71~)  et  uu = (u10,~20).

On suppose de plus que pour i = 1,2 on a:

(2.2) wl E Ho2+y où : y > 0 .

(2.3) di est, une fonction de classe C1  , telle que :

(2.4) fi est localement lipschitzienne par rapport à ‘u. et P.

(2.6) ui \fi(~,O)(  > -cl (~1’  - c2  , où cl et cp  sont des cotitant.es  positives .
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3.3 Existence de solutions classiques

Pour l’étude de la résolubilité du problème (2.1) i on utilise le t,héorème  suivant:

Théorème 3.1 :(principe  de Leray-Schauder)

Soient H un espace de Banach , et R l’adhéren,ce  d ‘I1’n  ensemble o,uwrt  bo~rné

!R c H, soit N = H x [0, l] et soit $ une transformation-définie de N dans H.

L’équation : IL = I,!J(u,  r) admet au moins une solution, dan,s  9 pour  tou.s les

r E [0, l] , si les condition suivan,tes  sont rem,plies  :

1. La transformation $ est définie , et complètement continue sur  W.

2. La transformation * est uniformément continwe  sur 9.

3. La frontière du domaine sfz  ne con,tient  pas de solu,t%ons  de I’équ,ation

u = ~L(U,  T)  pour tout T E [0, l] ( 1 es solutions rr’atteàyrrerrt  pas la frorrti&re  )

4. Pour I- = 0 , l’équation u = I+/I(~,  Y-)  a,dm,et  une solution, unique, et la trarw

formation I - $(..  0) est inwersible  au, voisinage de cette dern,idra  dans 8,

et le cardinal,’ de l’ensem,ble  de ces solutions est d<fléwnt  de zécro.

Pour la démonstration de ce théorème consulter [20]  (page 293 ) .

Dans le théorème 3.1, la troisième condition s’avère être la plus difficile. Pour

la vérifier, on démontre,en  général, que la norme de 7~,  (la solution de l’équation:

u = $(u,  T)) dans & rest,e  bornée par une const,ante  finie M, quand T varie entre 0

et 1: il suffit alors de prendre LE  = B(0, M+~),où  E est un nombre positif arbitraire,

pour conclure .
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Théorème 3.2 : SOU~S  les hypoth,èses  (2.2)-(2.6), si de plu,s  u. vérifie  la condi-

tion de compatibilité

suivante:

-div(qbi(uio)Quio) - fi(o:  Quio)  = 0

le problème (2.1) possède au moins une solution, classique locale u, sur un certain,

intervalle maximal [0, T,,,).

Nous adoptons la preuve de [19] faite dqns le cas scala.irf  H.U  cas des syst.kmes.Pour

ramener ce théorème au précédent on introduit les opérat,eurs  LE,  pour tout s[O, l],

L et L,  définis par :

&(W,?~)  =
GI - W(TQ,(wl)  - (1 - T))o~J,)  - T~~(uJ,  nu) - (1 - r)~u.~~

&7,2  - W(v52(W2)  - (1 - -r))Q7b)  - Tf2(W,  Vw)  - (1 - 7-)&L20

e t  :  LT(u) =  LE,(u,u)

Remarquons que Ll(u)  = L(u) .

:a
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On considère la famille de problèmes linéaires suivants :

qw, II) = 0 dans (O,,T)  x 0

(3.1) sur (0,T) x dc!

?J(O>  .) = uo dans n

avec T < T,,,,  (où T,,, est le temps d’existence maximal).

On introduit l’espace de Banach Bs :

B6 =
w/w  est continue ainsi que ses dérivees  part,ielles/zi  telle que :

IwlQ, + IVwlQ,  est fini .
i

On munit & de la norme :

l141Ba  = IWIQ,  + IWQ,
On définit également la transformation $ de @ x [0, l] dans Bi par :

où II  est la solution de (3.1) , TJ!J  est bien définie d’apre”s ([19], théorème 5.2 page

320).

Cette transformation est non-linéaire , et ses points fixes pour T = 1 sont des

solutions de (2.1).
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Démonstration du théorème 3.2:

Soit u,  une solution classique de:

LT(U)  = 0 sur (0,T) xi2

(3.2) u = o sur (0,T) x dR

u(0,  .) = uo sur R

En vertu de( [19],  théo 5.2 page 587 ) , et des hypot,hèses  (2.2))(L.S),il  existe une

const,ante  positive A4 (indépendante de r),telle  que :

De même grâce à ([19]  ,théo 6.1,et  lèmme 6.2 (page 592 ),il existe deux constant.es

strictement positives ,01  et A!fr  (indépendantes de T), telles que:

En utilisant ([19]:  théo  5.2 page 587),  on voit qu’il existe une cobante  positive Mz

(indépendante de r), telle que:

Finalement Ie théorème 5.2 [19]  (page 32O),nous  permet de conclure que:
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UT E (H 2+ay,1+=  -2 (QT))’  (puisque les coefficients de (3.2) sont des éléments de

fPf(Q,)  et. uo E (HY(S1))‘.

Les estimations précédentes prouvent qu’il existe une constante positive Mz  (in-

dépendante de T),  telle que:

En résumé : toute solution classique u,  de (3.2) est dans Bi,c’est à dire U,  est

un point fixe de $,de plus U,  E (H”+“Ysl+y  (G))’

Et réciproquement, : chaque point fixe U,  de $,  est une solut,ion  classique de

(3.2),en  effet :

Soit u,  E B6 un point fixe de T,!J,  en utilisant (2.4) on voit. facilement que les

coefficients de (3.1) sont des éléments de H*>I  (&T)  ,et. ~0 E (H+T@))  2,ceci implique

d’apr&((lc)]  ,théo 5.2 page 320),  donnera u,  E (H2f”7~‘+~(~))2.

Donc on est en mesure de vérifier le troisième point du théorème 3.1:

En prenant :

R= wEB~telleque:m~~wJ<M+&;rn~~IVw/<~~i&et  IwI~~<Ms+E
T

il vient alors,d’apr&s  les estimations précédentes :

rn? 12~1  < A4 ;mgx  IVwl < A42  ; /WI,;  < M3.
T
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Autrement dit :les  solutions n’atteignent pas la frontière de %,d’où:  $J(R,  [0, 11) Cg.

ce qui prouve que la troisième condition du théorème 3.1 est, sa.tisfaite.

Passons maintenant pour vérifier la première condition”la  continuité complète”,

pour cela il suffit de montrer que la transformation $ est continue sur @,et  que

l’ensemble des valeurs de y5  est relativement compact,.

*La continuité par rapport à w : il suffit de montrer la cont~inuit~k  urliforme  par

rapport à w.

Soient w’,w” E X,et  II’, 71”  les solutions correspondantes ,c’est.  à dire:?)’  = $(w’, T)

; 71”  = 7+“,  T).

i

&VI  + (1 - T)AVl  - Tdi7~(~l(w;)v111)  = Tdill  [Q1(7LQ  - (b,(w;)]  vu-

(3.3) 7- [fl<W’,  Ow’)  - fi@‘,  ow”)]

711  = 0 sur f3R
\-

Supposons que Iw’ - w”lBB est petit,et nous montrons que 1~’  - V”  lB2 l’est
6

aussi,poti  cela nous énonçons le lemme suivant :

Lemme 3.3:

Soient m un entier non n,égatif  ,Q  et p deus  réels tels qu,e  : 0 < CY  < ,5’  < 1.

Supposons que R soit un domaine borné convexe de RN.

Alors les injections suivantes sont continues et compactes :



/

Pour la preuve,voir  [12]

Dans (3.3) la norme du terme de droite dans H*>T  est, stisament,  petite,puisque

les fi sont localement lipschitziennes,et le coefficient, de AU~  appartient. à.  Ha:9  (&) ,alors

grâce à [19]  (théorème 5.2 page 320) la norme de TJ~  dans H’+“,‘+F(G) est suff-

isamment petite, et @ce au lemme 3.3 la norme de 711  dans B, l’est a.ussi,  et, on

montre de la même façon que, la norme de ~12  dans B, est petik.

Par conséquent, 1(1~/1~~  est assez petite, ce qui prouve la continuité uniforrne par01

rapport à w.

Il rest,e  à vérifier que $(sR,  [O,  11)  est relativement compact:

D’aprés les injections du lemme 3.3 ,pour  montrer que $(!R,  [O! 11)  est, relative-

ment compact dans Bz,  il suEt  de montrer que : +!$R,  [0, 11)  est borné dans Bt,

nous le faisons:

Soient w E R,  T E [0, l] et II  = $(w:  T),  d’aprk la Premiere  partie de C:ett>e dérnon-

stration, 11  E H2+ay,1+9  -2 (QT),ce  qui implique que : 7~  E H’/t et VU  E H’/x, ceci

permet, en vertu de ([ 191 1 emme 3.1 page 78),  de déduire que V,U  E Hl,b(&),  c’est

à dire: JVvl(‘)  < comt,  et par conséquent II est borné dans B:, d’où la continuité

complète.

Nous allons vérifier le deuxième point du théorème 3.1 (la continuit,é  uniforme

h-1  :

Soient r’; 7” ‘E [O:  l] , tels que 1~’  - ~“1 est assez petit, :w E Ba , et u’;v”  les

solutions correspondantes:

1f’ = $(w,  r’) ; 71”  = q!J(wJ,  r”)
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En posant : PI = 1; - U”  ,on obtient :

i

a,?,,  - (~“dio(q+(w;)VTI1))  = (7’  - 7-“)div(q!l,(w;)VT~;) + (7’ - 7”)

(3.4) (f(w, Vw) - Au,,)

q/dR  = T11/f2  = 0

Dans (3.4) le second membre est sufhsamment  petit, donc on déduit d’apr&

([19]  ,théo 5.2 page 320),  que la norme de 71~  dans H’+“Y,‘+?  (G) est suffisament

petite, en tenant également compte du lemme 3.3 on établit que la norme de 71~  dans

B, est assez petite.

d’où la deuxième condition du théorème 3.1.

Vérifions maintenant la quatrième condition ($(O,  .) admet un  point fïxe):

On sait que l’image de SR par $(O,  .) est la solution de:

l &vl  - AU,  - AuIO  = 0 dans (0,T) x R

&II,  - ATQ  - AuZo  = 0 dans (0,T) x R

111 = 711  = 0
I ?‘l(t,  .) = u10;  & .) = 2420

sur (0,T) x 80

dans R

Ce dernier admet une seule solution ?J  = ~0,  ce qui prouve que $J(O,  FR)  = 2~0;

c’est à dire la transformation $(O,  .) admet un seul point. fixe, et la tronsformation

1 - $(O,  .) est inversible.

Résumé : Les qu,atre  conditiom  du théorème 3.1 sont uéri&s~  aansi  VT E [O: 11;

4 2



la transformation, $ admet au moins un point j?xe, et en parti,cud~ier  pour T = 1>  qui

se considère dans ce cas comme soUion,  classique de r2.1).

Remarques 3.4:

i) Le théorème 3.1 ramène l’ètude  de la rksolubilité  des problèmes auz  limites à.

1 ‘obtention, d’estimations à piou; des solutions dans la norm(>  Hi  -L’y.

ii)Dans  Le cas où #;(r) = (\rI  + E)@  ;E,(T~  > 0, on peut ,mon,trer  en utilisant la

même téchnique  et en appliquant le lemme3.3 page80,  le théorème9.1 page 341 et le

théorème 5.2 page 320 de [MIque  le problème (2.1) adnet  v,n,e solution, appartient à

(W~~2(Q~max))2  pour tout q > 1, sur un certain intervalle maximal [O,  Tmax)

Nous ne citerons pas ici la démonstration de ii) de la remarque 3.4, car elle est

entièrement analogue à celle du théorème 3.2.

3.4 positivité de solutions

Les système de réaction-diffusion interviennent dans de nombreux domaines, les

réactions chimiques, la propagation d’une maladie, de la. transmission d’un caractère

lors d’un couplage,...etc où les solutions représentent: les concentrations, les densités

des populations,....,qui  sont généralement des quantités positives, on s’interesse donc

aux solutions positives.

Nous allons montrer que si les conditions des paragraphes précédents sont rem-

plies, et si de plus:

(4.1) f1(0,u~,O,q);f2(~1,0,~,0)  b 0 pour  tolh  74:w2  2 0,
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(4.2) ulo  et ~20  sont positives .

Alors la solution obtenue est, positive (ses composantes sont.  positives).

Proposition 4.1: Sous les hypothèses du théorème ‘3  2, si de plus (4.1) et (4.2)

sont rempkes,  le systèm,e  mivant  admet me sohtkm  classique pos12&:

%(.,O)  =.u10  ,  w(.,O)  =  320 dans 62

Pour montrer cette proposition on aura besoin du lemme suivant:

Lemme 4.2: Soit u solution classiqu,e  de :

l
&u - div(&(u)Vu)  = F(u, Vu)

(4.3) u=o

u(., 0) = uo

’ sur  (0,T)  x 61

sur (0, T) x xl

su.r R

où : .UO 3 0 ; et F : Ri x Ii@  ---+  Il%  telle que: F(r:O)  2 0 pour tou.t T < 0.

Alors u est positive ’

Démonstration :On considère le problème :

(4.4) ut-div(c+$(u)Vu)  = F(u, Vu)

D’après les résultats du para-aphe précédent, (4.4) admet. une solution classique
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u sur [0, T,,)

Posons w(t,  z) = e-“U(t, X).

Pour montrer que u est posit,ive,  il,suffit  de montrer que TJ  est positive, nous le

faisons par l’absurde:

Supposons que u peut atteindre une valeur négative, c’est à dire il existe un point

(20, to)  tel que:

w(20,  to)  =mig  71(x, t) < 0.
T

En posant. V(t) = v(t, zO)  $1  vient :

V(h)  =II$.;  V(X~,  t) < 0 , donc il y a deux possibilités:

1. ou bien $0 = T , dans ce cas V’ (to)  5 0.

2. OU bien to < T ,(to  # 0 puisque V(0) 2 0) , dam ce cas V’(t,)  = 0

Mais dans les deux cas on a : V’(t,)  < 0.

De même en posant C(z) = lj(to,  CT)  , on aura:

rn$ û(x) = fi(q)  = v(to,  50)  , ce qui prouve que:

Vû(zo)  = Vo(t0,  $0) = 0 .

Résumons ces résultats dans l’égalité (4.4) on obtient:

%(t0,  x0) = -+(~CI,  20) + eëtF(u(tO,  50):  0) > 0.

d’où la contradiction, donc notre supposition est fausse



Démonstration de la propositin 4.1: Posons :

I

fi(Ul,  RP, 9) siul >O,us<O
Si(Ul,%P,4)  =

fiK4  UZI  P: 4) si u1  < 0, ILL  2 0

fi&4  0, P, Q) si ‘ul,  7~2  < 0

11  est clair d’aprés le paragraphe précédent que le problème suivant,  admet une

solution classique:

I au2  - di7J($+,(Ua)V%)  = Sz?(Ul,  u2,  V%,‘b) dans (0,T)  x R

211  = 212 = 0 sur (0;T)  x ao

Ul(.>  0)  =  ‘1110  >  %(Y 0) =  P20 dans Cl

De plus si on pose :F*(r,p) = gl(r, uz,p,  VU~)  i on trouve:

F1(r,  0) < 0 ,pour  tout T < 0.

Ensuite on applique le lemme 4.2 pour déduire que u1 est. positive, et,  une dé-

marche analogue nous montre la positivité de u2.

ce qu’il fallait démonrer.

Remarque 4.3 : On peut montrer également que si les dom&  initiales son,t

pasitives et les seconds membres sont quasi positifs alors les soluti,orrs  de (2. i]  da,ns

le cas oti 4,(r)  = (Ir1  + E)@’  sont classiqw,es  et posikes.le cas oti 4,(r)  = (Ir1  + E)@’  sont classiqw,es  et posikes.
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Chapitre 4

Régularité Lm

4.1 Introduction

L’objet principal de ce chapitre est l’étude de la régularité L”, pour des système de

réaction-diffusion dégénérés qui sont de la forme:

(1.1)
&(Q)  - 41uzl”%)  = gz(ulru2)  + b2v(lu~lmz-‘u2) dans 10, ~XI[  x R

Ul = u2  = 0 sur ]O,ca[ x dR

‘IL102  .) =  UlO, 44  .) =  %o dans f2

Plus exactement, on établira les conditions SOLE  lesquelles le problème de la

régularité L” se ramène à celui de la régularité .?Y  pour un certa.in  p 2 1. Dans ce

but on utilisera une méthode inductive.

Les résultats qui seront obtenus ici englobent une large classe de système de
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réaction-diffusion dégénérés, nous prendrons comme pierre de t,ouche le problème de

Dirichlet homogène mais les résultats de ce chapitre se généralisent, à des objets plus

larges.

En réalité les résultats qui viennent d’être formulés furentf  obtenus par Alikakos

dans [l]  avec des hypothèses plus fortes.Plus  précésiment, il ét,udie  le problème

suivant:

dans 10, co[  x R

sur 10,  co[  x m

dans R

11  démontre dans ce cadre le théorème 2.1 de ce cha.pitre  en supposant, que:

]p(t,  X)I  5 C pour tout (t, z) E 10, oo[  x s1.

Des résultats voisins des ceux de Alikakos ont également été établis par L.Dung

[ 111,  en étudiant le système suivant :

avec:

dans 10, w[ x R

sur]O,co[  X dR .

da.ns  61



+ki>O;;==‘l,3Jo!iE  [O,(Ti+l+ v[;SiE  [0,2-~N(j~~,j[.

+ Q!~  est une fonction continue sur R+  de plus il existe deux constantes positives

d et. D telles que:

d<di<D vt 2 0.

Remarquel. 1:

Le Dung [ll] n’a établi ni l’éxistence  des sohtions  de problhe  (1.1)  n,i les esti-

mations dans LU;+I  de ces sohtions  mais il a supposé cela vrai.

Dans ce chapitre nous verrons qu’il est possible d’affaiblir la condition faite sur IT+,

dans [l l]  mais il faut renforcer l’assertion sur Si.  Nous reprendrons le plan général

de [ll],  mais en modifiant les hypothèses, et nous obtiendrons des résultats qui

généralisent un peu ceux de [ll]:  puisque les résultats qui seront,  Obt>enus  ici se

rapporteront aux systèmes:

dans 10, oo[  x 0dans 10, oo[  x 0

sLlr]O,  Cm[ x x2sLlr]O,  Cm[ x x2

d a n s  0d a n s  0

4 i = 1,r.

4 0% > 0,

49
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sur 10:  Cm[ x dR

q(0, .) =  2110,  %(O,  .) =  w o dans 1;2

avec :

Les améliorations ainsi indiquées ne sont pas difficiles à obtenir par méthode



4.2 Position du problème

On considère le problème :

I
&Cd  - A(lwl”’  ~1)  = gl(ul,uz)  + b:v((uJ-lul) dans Qr

(2.1)  <
&(N) - A(~U$‘*  ~2)  = gz(w,w) + $V(1~zl~~-‘~~) dam  QT

IL1  =u2 = 0 sur (0, T) x ast

%(O, .) =  wo,  40,  .)  =  WZJ dans G
\

où : T,(Ti,rni i = 1; 2 sont des réels strictement positifs,x  = -blf(z,  t) E RN.

On suppose de plus :

(2.2) 1 2 mi  5 ~7~  + 1, i = 1;2.

Et nous imposons aux fonctions gi et aux vecteurs x les conditions suivantes :

(2.3) 9i(O,O) = 0; i = 1; 2.

(2.4) les gi sont des fonctions localement lipschitziennes :

(2.5)

Pour  tout I%l , IfhI 1 1% , I’LL21  i 7-

11  existe des constantes Li > 0 et aij  C-: ~j + 1, i, j = 1; 2.telles  que :

pour tout ul,  ~2  E IR  on a :
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(2.6) Il existe une constante c > 0 telle que :

i=l;2

Ipi?x,t)ll  5 c i=1,2 p.psurR+x~

(2.7) les 2 sont localement lipschitziens.

(23) uio  E P(R)  ,p L ni + 1 i = 1,2.

Il est clair que les équations du système (2.1) dégénérent en des équations du

premier ordre sur [u = 0], c’est pourquoi ce dernier n’admet pas ‘en général une

solution classique , d’où la nécessité d’introduire la notion de solution faible

On adopte la définition suivante :

Définition 2.1:

Le coqde  (~1,  ~2)  est  solution faible de (1.1) ,si  pow tout T > 0 ,on u:

I-I%lvi  ui E L2(QT)  , i = 1,~ .

2-ui  = 0 sur (0, T) x Xl  au sens de traces

3-8(1uiIgiui) existe au sens de distributions ,et V(Iuilu’  wi) E (L2(QT))N.

4- Pour toutes fonctions ‘pi  E @(QT)  telles que pi  = 0 sur (0, T) x CKl  i i = 1,2

on a:



J V(Iu;IO"  ui)vcpidtdx- JQT 'pi tuidtdx+ J ui(x, T)pi(x;  T)dx = ~~,~(x)(p~(O, x)dx
QT cl l

‘(1

+ JQT 9i(“l,Gf%  - zvY+  lUil ma-1  ui  + &X(x;  t)cp,  Iuj,lmi-’  a,) 1 dxdt

Nous allons en déduire dans ce chapitre le résultat, fonda.mental suivant,:

Théorème 2.2: On se place dans les hypothèses (2.2)-(2.8),  on a les résultats

suivants:

Supposons qu’il existe une fonction continue positive 6’1  indépen,da:n,te  de u.

définie sur (O,T,,)  telle que:

alors 12  existe une une fonction, continwe posit%ve  C,  telle que :

(2.10)

De plus si UO E (L” (0))”  et s’il existe un nombre positif fini  K~(uo) tel que:

(2.11) IIUi(4~)II L0,+~(nj  5 Kl(uo)  pour tout t E [O,T,,,)



alors il existe un nombre positiffini  Koa(uo)  pour tout tel que :

4.3 Problèmes approchés

Pour l’approximation on définit:

O(IL) une suite de réels positifs telle que :lim R, = +a
E-0

4,  (5 c,- 1 ti, une fonction de troncature , 0 5 $,  5 1 , et :

1
1cIJr)  =

i

si jr/ 5 R,  .

0 si jr1  > R, + 1

vis(r1,r2) = dr~,~rd&(lr~l  S‘lr2l)

%(r) = 0-I + EY

l {UOB> = {‘lllOE!  U2OE } E (D (O))2  tel que:

(uioE  ), tend vers uiodans  D’(R)  quand E tend vers zéro si p # 00 (ceci est. possible

d’aprh  le lemme 2.5.1).

(2~~0~  ),  est une suite uniformément bornée telle que (uioE  ),tend  vers zLiodans

LoT+2(,)  q uan E en vers zéro si p = ca (ceci est possible d’aprés le lemme 2.5.2).d t d

On considèi-e  alors la famille de problémes suivants (0 < E < 1) :



at(ule)  - (01  + l)did&j  (UI~)~JZLI~) = flE(ulr  ~2:  VU~) dans QT

(3.1)  <
at(U2~)  - (fl2 f l)di?,(~2,2(2~2,)V(2~2,)  = f2E(~l,~2,  VU~) dans QT

‘ZLla  = U& = 0 sur (0,T)  x XI

%(O,  .) = UlOE > U2E(O, .) = u20a dans s1

Proposition 3.1: Le système (3.1) admet pour tout E (0 < E < 1) un,e solution

(u 7~2~  ) appartient  à (W$2(Q~))2 pour tout q 2 1 sur w-i  certain kter-valle max-

imal [O,L.J,  de ~1us si les données initiales sont positives et les seconds membre

sbnt quasi-positifs alors (ule:  uzE  ) est classique et ses Composan)tes  sont positives.

La démonstration de cette proposition est une conséyuence  imm&liate  du chapitre

précédent.

Pour montrer le théorème (2.2) il suffit de montrer la

Proposition 3.2~5’0~~  les hypothèses (2.2)-(2.8), on, a les ~résulta,ts  suivants:

Supposons qu’il existe une fonction continue positive C,(t)  qu,i  ne dépend nui  de

E ni de uo définie sur (0, Tm,,,E)  telle que:

alors il existe une  fonction‘ continue positive C, ne dkpen,d  n,i  de E ni  de U,~O telle



que :

(3.3)

De plus s’il existe un nombre positif fini  K~(IL”)  qui n,e dépend pas de E tel que:

(3.4) IbiE(4  JIIL?fl(fq  -< K~(uo) pour tout t E [0, T’,,+)

alors il existe un nombre positif fini K,(Q)  qui ne dépend pas de E tel que:

(3.5) IIUie(t;  .)II LOOcRj  5 K,(uo)  pour  tout t E [CT’,,,,).

La démonstration du théorème se fait en trois parties.

1 .Nous  montrons que Ilu+(t,  .)JILCr+2COJ  est fini.

2. NOUS estimons IIUia(t,  .) IILPCnj p our tout p fini, mais ces éstimations ne peuvent

suffir  pour estimer IluiE(t,  .)IILmCRj  .

3. Nous passons à la limite sur p.

4.4 Estimations Lrri+2

Proposition 4.1:

En supposant (3.2) i il existe une fonction positive C2 indépendante de E et deEn supposant (3.2) i il existe une fonction positive C2 indépendante de E et de

5 65 6



uiO  telle que:

Si de plus (3.4) est satisfaite et uio E Lui+“(Q)  alors il existe me constante

positive K~(ILO)  ne dépend pas de E telle que :

(4.2) , lluie(t,  .)ll,~i+~~n~  5 K2(~0)  pour  tout  t E [O, Tna,,J

Preuve :

Pour simplifier l’écriture , on supprimera l’indice E.

En multipliant la première équation du système (3.1) par 111~  \CI  ~1  ,et en intégrant

le résultat sur Q on obtient:
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En ce qui concerne le dernier terme de (4.4) , en utilisant l’inégalitk  de Cauchy

-Schwartz,  on obtient:

En utilisant 1’ inégalité de Young , (4.5) se remplace par:

(4.6)

En utilisant l’inégalité de Young encore une fois ,on  estime les termes restants dans

le terme de droite de l’inégalité (4.4):

et grâce au lemme 2.4.2 , on peut controler  s, 71; et & Iu,/‘@‘~  i i, j = 1,2

(4.8)

et les intégrales 1, (viIzpiJ  ! 1, IviI@‘“+l  et J’, I?I~/  s’estiment. de la même façon.
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En reportant les estimations (4.6),(4.7)et(4.8)  dans (4.4) on obtient:

et l’inégalité :

se montre de la même façon.

D’où.en  sommant (4.9) et (4.10) on obt’ient  :

(4.11) c--”
I<i<2  Yi  + 1 a

J’ /%(y’+1  dz+(l-5rl)  c / (p774/2  d z  <
n l<i<Z  ‘R

En choisisant 7 ,dans  (4. ll), de façon que 573  < 1,  on aura :
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En supposant que (3.2) est vérifiée, (4.12) prend la forrne:

(4.13) a(4.13) a
2%2%

JQ”+~ dx+~s  J c ~1071,112  < C~(E)  pour tout t > c > o174~“+~  ~X+CS  J c ~1071,112  < C~(E)  pour tout t > c > o
clcl l<i<Zl<i<Z

En appliquant les inégalités de Holder et de Young,on  obtient :En appliquant les inégalités de Holder et de Young,on  obtient :

Ce qui, en vertu de (4.8) implique:

Ceci , avec la convexité de f(z) = Iz/h, nous permet d’écrire :

En utilisant (4.14) , (4.13) s’écrit sous la forme :

( 4 . 1 5 )  g J  cn l<i<2  17iily”+1

pour tout t 2 L$  > 0



et si de plus (3.4) est réalisée , on aura :

5 C15(u0)  pour tout t > 0

Pour utiliser plainement ces inégalités , nous aurons besoin de la caractérisation

suivante :

Lemme 4.2 :

Soit y une fonction positive absolument continue , et vérifie :

;y + By" < 6 avec : v > 1,B  > 0, S 2 0

Alors pour tout t > 0 on a :

Si de plus  /Al+ y(t) = y(0) est fini  alors

L
y(t)  5 max  Y@),  f y

i (H
pou~rtout  t 2 0

61



Grâce au lemme 4.2 ci-dessus nous allons savoir réint,èrpréter  les inégalités (4.15)

et (4.16).

Pour cela on pose:

y(t)  =
.I’

R & 14y7+1  dx  = / n IF<2  I~i1°i+2d~
- -

nous avons ainsi démontré que:

si (3.2) est vérifiée,, on a y(t) < C,(t) pour tout t 2 < > 0

e t

si (3.2) est vérifiée, on a y(t) < IY~(Q)  pour t,out. t > 0

ce qu’il fallait démontrer.

4.5 Estimations IP

Dans ce paragaphe nous allons montrer que (Ut,  ~2)  est bornée dans ,Y pour tout

p> 1.

Proposition 5.1 :

soit p 2 (Ti + 1 ) si on suppose que (3.2) est satisfaite alors : il existe une

constante C, positive indépendante de u. et de E telle que:

(5.1) II%e(tr  ,111 ~~(a)  5 C&)  , Pour tout  t E [LT,,,,).

Si de plus (3.4) est vétifiée  et uio E  V(O),alors  il existe une constante positive
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K,(Q) indépendante de E telle que:

(5.2)

Preuve :

Soit 7-k 2 1.

On multiplie la première équation de (3.1) par (u~,[‘~(“~+~)-’  uSIe  et, on intègre le

résultat sur R,oa  obtient:

(5.3)
1

a lu1
vc((71 + 1) + 1% aJ

On remplace hi  par sa valeur dans (5.3),on  aura :
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En utilisant l’inégalité de Young on obtient:

et:

(5.6)

En posant : wi = 171~  12 711  , on obtient:

Soit X un réel positif tel que :l < X < 1+ l~jinz  y,

On construit trois suites :(rk) i (pik)  , (Yik) i=l,Zet,kENdéfiniespar:  ’

rk = ii’ ,Pik =
2(72-l  + ri) ) v,k  = 1+  Tk:

l+Tk 2 Yi  + rk

11 est clair donc que : 1 < pik < 2 .

En posant  P =i~y2  {P,} , e en appliquant le lemme2.4.2 , on obtient :t
1 ,

(5.7) s 17)iI
P+Tk  5 17

0. (./  lIvw~l12 + llwillLvk~~~)+C,(i)  llWll&~(fijR
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En ce qui concerne 1’ intégrale de b: 1~1  jM1-’  alV( (~1  ITkel  TI,) on é&it  :

En appliqiant l’inégalité de Young dans (5.8),  on obtient :

(5.9)

n n R

Mis : 2Ml+Q-l  < N+’
rkfl  - N ’

c’est pour cette raison que 1’  intégrale de ~~~~~~~~~~~~~

s’estime de la même manière que précédemment , autrement dit,:

(5.10)
J’

bl I2M1+Tlr-1  I rlR U
2

n IPWl  Il2 + lb1 IL(n)
>

+f34(7)  MliJP,k(n)

Remarquons que : /u~(‘+(~‘+‘)‘~-~  = Ili+lyi+Tk-l  = IwilP”  i alors si on suppose que

Il4lp+~k-l(q est uniformément bornée sur [[,  T,,,,)  , c’est à dire s’il exist,e  une

fonction positive Ck  telle que :

(5.11)

On a, en combinant (5.4)-(5.7),(5.9)  et (5.10):

(5.12)
a
at n I<i<2SC

14~ d~+(l-577)  R wJll12  5 71 IlVwz~~2+C(~)+Ck(J).I’ n- -
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En sommant (5.12) et (5.13),  et en choisissant, 7 < $ : on obtient:

En combinant 1’ inégalité de Holder et le lemme 2.4.2 : il vient :

Par ailleurs, l’inégalité de Young implique:



!A(t) 5 C,(E) pour tout t 2 < >Par conséquent , d’aprés le lemme 4.2 :

0; avec p = y+  + 7-k

Alors si la propriété est vraie pourun  certain k: - 1, elle l’est.  pour k:.

et comme la propiété  est vraie pour k = 1 ( d’apr&  la. proposition 4.1 ),  on peut

donc procéder par récurrence pour conclure.

On démontre de la même façon que (3.4) implique (5.2).

4.6 Estimations L”

Comme CI4  dépend de ( l11,,/)L’*+‘~-‘(8,)*’ on ne peut pas faire t,endre  p vers CO,

et pour avoir des estimations dans L”  , il faut procéder autrement, , on trouvera

une relation de récurrence entre les normes dans Ly,+Tk  (a)  .Démontrons  d’abord un

lemme dont nous aurons besoin.

Lemme  6.1 :

Pour tout X 2 1 ,il existe des constantes positives : do, dl, dz, r et r’telles  que r

et r’ ne dépendent pas de X telles que :

Si on suppose que (3.2) est vérijiée,  on a:Si on suppose que (3.2) est vérifiée, on a:

pour tout t 2 l$.
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de Young:

Le dernier terme du second membre de (6.4) se majore comme dans le paragraph

précédent, autrement dit:

+C*(T$P  ~ 171i12Mz+x-1s
En reportant (6.5) et (6.6) dans (6.4),  on trouve :

De plus l’inégalité de Young implique que:

Remarquons que:
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où: e est un nombre positif arbitraire et h est un nombre positif qui sera déterminé

dans la suite:

Eri  utilisant l’inégalité de Holder on obtient :

p,=  (h-2)(a-Yj),Q,=  e
3

h(a  - yj) + e ’ h(a  - fyj)  + e

Comme pj  et, Rj sont indépendants de X,on  déduit,:

(6.10)
J’n

On va distinguer les trois cas suivants :

l N > 2 :dans  ce cas il sufI  de prendre h = N , ensuite on Ut>ilise  le lemmea.4.6



ON  = 2 : pour ne pas mélanger les difficultés , si on prend par exemple h = 4 i

alors en utilisant le lemme>.4.6  (kV>’  of Lq  pour tout q 2 2),  on trouve:

ON  = 1 :dans  ce cas W1,2  of  L”  of  Lq  pour tout y > 1 (d’apr&  le lemme%.4.6)

donc il suffit de choisir h > 2 et en procédant comme dans les deux cas précédents

En résumé :quelque  soit la dimension de l’éspace  RN  on a :

En reportant (6.11) dans (6.10) et en utilisant le fait, que : &P!+Q, = 1 , l’inégalité

de Young nous donne :

(6.12) dqX
J’

I@+‘dz 5 q v(171iI-  v,)
n

Il2  + J/1 Iu,I1+x  dz] +C(r/)XT2  l u,Y’+‘dx

et en particulier:

(6.13)



En combinant (6.7) , (6.8) , (6.12) et (6.13) on obtient:

0 Si (3.2) est réalisée, on a:

pour tout t 2 E > 0

l Si (3.2) est réalisée, on a:

pour tout t > 0 .

Ce qu’il fallait, démontrer.

Après la préparation précédente, nous sommes en mesure d’énoncer le lemme

suivant qui nous permettra d’estimer \j~i~(t:  .)llLw(nj.

où

Lemme 6.2 :

Soient Xk = 2” , k E  N , t et p des constantes positives telles qu$e  : t - $ > 0;

alors il existe des constantes positives .w et CO(p)  telles que : y!+(t) < Uk(t,p),
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où :

6 + &+1

sk = 6+ xk:

avec : 5 =lyj~2 {h - yi(h  - 2)) > 0

Preuve ,:

-
On construit des suites (Qik)k ;(ek)k , (Pik),et  (s,k)k, i = 1,2 définies par :

h(Xk  +  1) - (h  - z)(‘-fi  +  A,) - h
Qik = h(Xk+1)-(h-2)(y,+Xk-l)  >Ek=l-Qik>Pik=--ekha  - 2

&ir,s,k = B = h - Ch - ?Y,  + X~+I > 1
1 - Pi,+ h - (h - 2)y,  + xk

Alors l’inégalité de Holder  implique :

En utilisant l’injection de Sobolev (lemme2.4.6) et l’estimation (6.14),  (6.15) se

remplace par:

De plus en vertu de l’inégalité de Young appliquée à (6.16); nous avons: pour tout



c, k, 7 il existe deux constantes positives c’ et T’  telles que:

On définit une fonction <  sur [0, m) , telle que :0 5 C < 1 ,

et :

i

0
Ç(s) =

sisst-$

1 si s 2 t

En posant : j&(s)  = C(~)L/~(S)  , il vient :

En regroupant (6.14) et (6.18),  on trouve:

(6.19) b+Y,14  +
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et grâce à (6.17) on a:

(6.20)

En combinant (6.19) et (6.20),  on obtient:

En intégrant l’inégalité (6.21) en s sur et,  en utilisant le fait que:

yk(t  - $) = 0, on déduit que :

(6.22) !A(t)+1 I b(t,  p)

Preuve de proposition 3.2:

Soient 5‘  et c’ deux rêels  positifs tels que : 5“ > < > 0

POSO~~Z  k .
2 , to =  + >  < ; tk =  t&l- $ >  t.  - p = + >  6

1 Supposons que (2.9) est réalisée:

L’inégalité (6.22) donne :

(6.23) ( >
s!+

1+  sup  yk(t) 5 cox;  1+  sup  yk-l(t)
et&1 eh
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En posant

KE =maxsup
i=W tzf (.i

IIJi/
cl

Ona:  tk> pour tout k 2 0

(6.23) peut s’écrire sous la forme suivante :

sup  Y!$(t)  5 COXkK(COXk-I)Sk.......(COXl)skSk-l,,.-  ,““K;
QG-l

6+Xkiloù : , ck  = Sf&-l......  s1 = 6+x1  .

(6.21) s’écrit’ aussi sous la forme :

(6.24)

avec

A/c  = 1 + sk + sks&l + . . . . . + sks&1,..s,.

Bk = k + (k - l)Sk  + (k - 2)SkS&1  + + SkSk-1...91.

Pour achever la démonstration il suffit  de montrer que Ak  et, Bk sont, dominées

par ~2” nous le faisons :

Ak  = 1 + w + e + + w



Bk = k + (k - 1>* + (k - 2)E + + *

I (6 + Xlc+1)  c & i c2”
&IN  ”

En vertu de l’estimation (6.22),  il vient:

sup yk(t)  < sup yk(t)  5 Cc;C2c%-fm
t>to eh-1

Ce qui implique que:

Alors si on fait tendre k vers l’infini : on obtient:

pourtout  t > E’  > 0.

En faisant tendre [’ vers E’,on  obtient le résultat voulu.

2 . Supposons qv.e  (Tll)  est réalisée,:



On utilise dans ce cas le lemme suivant:

Lemme 6.3:

Soit w une fonction non négative définie sur (0, CO)  x 0, vhifiant  1 %Légalité

differentielle:

où : ak,&k,  ck  sont respectivement d’ordre $, sakT  2”  quand k tend vers l’infini,

a est une constan,te  positiwe,  et (ii&1  + l)pk  5 xk + 1

alors il existe une constante positive a telle qu,e:

sup  Ilw(t,  .)/lLc-  I aZz(a+2)K
tz0

où : K 2 max l,t>f  Ilw(t, .)IILb+~ , b-40,  .)IIL~- 1
Pour la démonstration de ce lemme consulter [l].

En combinant (6.14) et (6.17) on obtient:

Le résultat désiré est une conséquence immédiate de (6.23) et, du lemme précédent,

puisque ‘!?;k (h-1  + 1) 5 xk + 1 (car  ha  > 2)

7 8



Chapitre 5

Etude d’un cas modèle

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on se propose d’établir l’existence globale de solutions faibles pour

des systèmes de réaction-diffusion qui sont de la forme:

I
&(w) - A(u1O’+l) = c&” + c&‘2 + bTfV(uy-) dans ]O!  CC[  x R

L$(u,) - A(U~+‘)  = C~~IL?~  + cY2~;22  + ~O(U?) dans 10; m[ x R
<

211  = 24 = 0 sur 10, c0[ x Xl

N(O, .) =  UlO  ; 740, .)  =  u283 dans 0
\ 1

Nous n’allons pas tr&  loin pour le moment, on s’intéresse aux fonction précises,

et au chapitre suivant les résultats qui seront obtenus ici se généralisent à.  des objet

plus généraux.
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Nous étudions le système avec des données initiales seulement, dans L”‘+‘(CI)  .

Le but de ,ce chapitre est de comprendre l’approche, et. la méthodes suivie pour

l’étude de ces systèmes consiste en une approximation de ceux-ci par une suite de

problèmes approchés réguliers étudiés dans le cadre du chapitre 3, et, qui admettent

des solutions classiques locales.

Ensuite, on exploite la compacité de l’injection canonique de @dans  L2,  qui

affirmera la conpacité  de la suite de solutions approchées, et, on utilise les résultat

classiques de convergence pour passer à la limite.

5.2 Position du problème

On considère le problème :

OC:T,  (hi,  mi, Lyii i, j = 1; 2 sont des réels strictement positifs , b: E I R ”

On suppose de plus :

(24 1Fmi<ai+1,i=1,2

(2.3) Cij  > 0 , i,j = 1,2 .

(2.4) %o E Lui+2(s2)  , ui0  > 0 , i = 1,2
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Le résultat pricipal  est le suivant :

Théorème2.1:

pour tout couple positif (2110,  ~20)  E L”1+2(C2)  x Lo2+“(fl)  le prohlèm,e  (1.1) pos-

sède une sohtion  faible globale positive (ul,  u2)  , telle que pour  tout  T > 0 , on,

a:

ui E L=‘=(O, T; L”i+2(R))  , i = 1,2 .

5.3 Problèmes approchés et estimations à priori

On considére  la famille de problémes suivants (0 < E < 1) .

a,(%) - (fl~ + l)W<plj(u~,)Vu~,)  = f~~(w,  2~2,  V~I) dans QT

(3.1) (
at(uzE)  - (~2  + l)di4cp2(u2,)Vu2,)  = f2E(~~,~2,V74 dans QT

Ula  = u‘&  = 0 sur (0, T) x XI

‘1Lls(O,  *) = UlOE 7 40: .) = w2OE dans R

où qiE  : R + (5,  +a) est une fonction régulière telle que :

p,,(r) =T+E  si r 2 0, i = 1,2.

fiE(U1,7J2,  VUi)  =  gie(Ula,  UZE)  +  Zo(u;‘)

/

On a la:

Proposition 3.1:

Le système (3.1) admet pour tout E (0 < E < 1) w,ne  solution classique positive

(ses composantes sont positives) (ulE,  2~2~)  sur un, certain intervalle m,aximal[O,  T,,,,E)
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Démonstration:

Vue la structure de fZE et uioE  les hypothèses (2.2)-(2.6) du troisième chapitre

sont remplies, en utilisant alors les résultats de ce dernier,on  peut. affirmer  l’existence

d’une solution classique (ula, ~2~)  du problème (3.1) sur un certain intervalk  maximal

10,  Znax,J.

De plus la quasi positivité de fiE,  et la positivité de ~0~  impliquent, d’après la

proposition 3.4.1,  la préservation de la positivité de la solution ‘IL,.

Par conséquent (U lE,  ~2~)  se considère aussi comme une solution classique de:

I

Maintenant on établit quelques estimations sur les solutions classiques Obt(enues,

qui nous aident à montrer que (ule,  ~2~)  admet une sous-suite converge vers une

solution faible du problème initial.

Théorème 3.2 :

La solution (ulE,uzE)  de (3.1) est globale , de plw  porc  tou,t  T > 0 il existe uSne

constante-positive C Indépen,dan,te  de E telle que :

(3.3)
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et :

Démonstration:

En multipliant la première équation de (3.1) par ~1:”  ,et  en jn@ant,  le résultat

sur 1;2  on obtient :

(3.5) --L
sg1+1  a2

Uy;+2(t,  z)dx+ /-,  Ip(uy:+‘(t,  x))II’dx  F I’ b;tv(u~)u~:+‘(t,  z‘)dx

. QT
~

+L (ZL~~+~~~+1+21~~+1U~~~+U~~+1)dx+----s 1 .

J
ug2(x)dx.

Q T g1+1  n

où: L=max cij
<,j=l,Z

Pour evaluer  le deuxième terme dans le second membre  de  (s.~),  on  utilisc

l’inégalité de Young , et le fait que aij  < ‘Tu  + 1,on  a : ‘dq  > 0 :

où : X est la première valeur propre associée -A avec conditions de Dirichlet ho-

mogèkaux  bords.



En appliquant l’inégalité de Poincaré dans (3.6),  ‘nous Obt)enons:

De plus la première int,é-ale  du second membre de (3.5) se reécrit SOUS la forme :

Or d’apres  l’inégalité de Cauchy-Bunjakovski-Schwartz, (3.8) devient:

(3.8)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, nous met,t.ons  (3.8) S<)IS  une aut,re  forme

(3.9)
s

qldx.
n I’.n

En tenant compte de la relation : ml  < oI + 1, etf en utilisant l’inégalité de Young,

(3.9) s’écrit:



En utilisant encore une fois l’inégalité de Poincaré dans la dernière int,égrale  ci-dèssus,

on obtient :

( 3 . 1 1 )
J’

bT’V(ul,‘)u;:+l < 77
QT

Il vient alors en reportant (3.7) et(3.11) dans (3.5) :

On reprend maintenant la démarche pécédente  pour la. deuxième équation de (3.1))

en multipliant cette dernière par TL;:+~ ,et en integrant le résukat.  sur Q,on  obtient :

1
(3.13) -

Jf72+2  R
u;;+2(T,  rc)dz+ .I,, JIw;~+1)//2 5 4rl  lJ,. /lwG+1)l12

+ 7 Qr  Il~i”:‘+‘)1/2  + c6
J’

D’où en sommant les inégalités’(3.12) et (3.13),on  obtient.:

(3.14)
p

c llv(u,:;+‘) Il2  I cs
n l<i<2

U:+2(t,  z)dz+C7(1-5??)  ./’
- - QT-  15i.52

on acheve  la démonst,ration  en choisissant v < i .
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5.4 Passage à la limite

D’apr&  l’estimation (3.4) , la suite (V(U~;“)),,,,,  , i = 1,2 , est bornée dans

(L’(QT))~  , donc grâce à la compacité de l’injection canonique de H;(0) dans

L2(fl) , on peut extraire une sous suite notée encore (u::+~)~<~<~  qui converge vers

un élément wil  fortement dans L2(Q~)  , et presque par tout, quand E tend vers zéro.

Comme la fonction Q(T))  = V&  est continue alors (7~: )
1“,+l1E o<E<1  converge vers wil

presque par tout dans QT  quand E tend vers zéro .

En posant ui  = UI$ , il vient alors :

(u:“) o<E<l  converge vers 7~g’+l fortement dans L2(QT)  et dans D’(QT)  , et par

suite: (V(U~~+~))~<~<~ converge vers (V(U~‘+‘))  dans (D’(QT))N.

En utilisant le lemme 2.5.6 , nous obtenons:

%a  - ui en mesure. ,

et,  comme c~ij  < nJ + 1 , alors les suites (IL~)~<~<~  et (u~j),,,,,,  sont,  bornée

dans L2(Q~),  donc en vertu du lemme 2.4.4 , il existe des sous-Suit#es  qui convergent,

respectivement vers UT et UP faiblement dans L2(QT).

D’autre part l’estimaton (3.4) implique que: (V(U~~“))~<~<~  admet une sous-

suite qu’on note aussi (V(U:;+~))~<~<~ converge vers wi2  faiblement dans (L’(QT))~ ,

et dans (D’(QT))~ , et l’unicité de la limite dans (D’  (QT))  N nous affirme  que wi2  =

Par ailleurs d’ap&s  l’estimat,on  (3.3) (U~~(S, .))O<E<l  est, bornée dans Lui+“(n)

pour presque tout s E 10, T[,  donc elle admet une sous- suite converge faiblement.



vers 19i(s)  dans L”‘+‘(R),  et grâce au lemme  2.5.4  on a: T~~(S)  = ~L~(S)  presque par

tout.

En résumé : à une suite extraite près on a:

quand E tend vers zéro :

(uy;+l)o<E<l  d q+l fortement dans L2 (QT).

(U,P,i))O<E<l  + 219” faiblement dans L2 (QT)

b2)o<E<1  - 4? faiblement dans L2  ( QT)  .

(%(SI  .No<E<l -t U? faiblement dans L”“+‘(QT)  pour presque tout s f 10, T[  .

(V(U~“)),,,,, -f U($““)  faiblement dans L2(QT).

gia(ulE,  ~2~)  --+ gi(al, ~2)  dans L’(QT)  faiblement

Nous montrons que le couple (~1,  ~2)  est solution faible de (1.1) , pour cela il

suffit de montrer que ce dernier vérifie l’identité intégrale de la. définition 4.2.1, pour

arriver à cette fin’, on multiplie l’équation:

par une fonction pi  vérifiant les hypotheses  de la définition 2.1 , on intégre sur QT

on obtient aprè?  une utilisation de la formule de Green :

(Ui  + 1) J Vpi  (4;;  (uiJVu+)  dtdx =
QT J

&pp&,x)dtdx+  ~~~(x,T)(~~(T,x)dx
QT l.R

-
l

bz>Vp,  Iu(--~  ui)dxdt + uioE(x)pi(O:  x)dx  +
. QT J l e,gtdw,  uz,)dtdzn . QT
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Par consequent  en passant à la limite sur E dans la formule intégrale précédente,

on déduit que (~1, ~2) est bien solution faible de (1.1).

et voici un théorème dont la démonstration se donnera dans le chapitre suivant.,

Théorème 3.3 :

Pour tout t 2 E > 0 , on a ui(t,  .) E L”(R) i = 1,2, de plus il existe me fonction

positive FI  telle que:

IMt, .) II Lmcn,IFl(<) pourtoutt>~>O,i=1,2

Remarque 3.4 :

Les résultats obtenus dans ce chapitre restent valables si on rempke  les condi-

tions faites sur les gi,  i = 1,2 par:

(2.2) !h(O,  0) = 0 , g1(0,r2),g2(nr  0) 2 0 pour  mit Tl,,f-Z  2 0.

(2.3) les gi sont des fonctions localement 1ipschitzienne.s  .

(2.4) Il existe des constantes ci3  1 0 telles que :pour  tout uzLI,  u2 > 0 on a :

gi(u1,  u2) I cilUl”l  + ci&-  + ci0

avec aij 5 1 i,j  = 1,2.

Dans ce cas on prend y;,  = g; i = 1; 2.



Chapitre 6

Existence et unicité de solutions

faibles dans le cas général

6.1 Introduction

Nous avons déja rencontré des systèmes de réaction-diffusion dont les seconds mem-

bres dépendent du gradient,  dans le chapitre précédent~,pour  aller plus loin nous

allons les étudiedans un cas plus général, et pour aller vers des solutions plus fortes

que celles du chapitre précédent , on peut, s’intéresser à. des données inkiales  dans

LT4  3 et on obtiendra alors des résultats qui généralisent, d’une certaine façon

ceux du chapitre précédent.

Dans ce chapitre nous allons d’abord montrer l’existence globale d’une solution

faible pour des systèmes de réaction-diffusion qui sont, de la forme :
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&(uI)  - A(lull”’  ~1)  = gl(ul,w) + ~V(It~lj~~-~  ~1) dans 10,  CW[  x Q

(1.1)  (
&(wJ) - A(1~zIo2~z)  = g2(%1,uz)  + ~V(~ZLZ~~‘-~UZ) dans ]O,oo[  x R

u1  = u2 = 0 sur 10,  Ca[  x dR

Ul(O,  .) =  UlO, u2(0,  .) =  u20 dans R

par une approche analogue à celle du chapitre précédent , et, on s’appuie es-

sentiellement sur les résultats du chapitre 4. Finalement on établit  l’unicité de la

solution faible de (1.1) et on déduit ensuite l’unicité dans le  cm modèl.

6.2 Position du problème

On considère le problème :

(2.1) 83~2)  - ~(174°2  ~2)  =  gz(ul,u2)  +  Z&qu2y1  u2)

Ul  = 212 = 0

oii:T,  o-~, mi i = 1; 2 sont des réels strictement positifs

On suppose de plus :

(2.2) 1 5 mi  5 fli  + 1, i = 1,2.

(2.3) Si(O,O)  = 0, i = 1,2.

9 0

dans ]o,T[  x R

dans ]O,T[  x s1

sur ]O,T[  x LKl

dan&



(24 les gi sont des fonctions localement Lipschitziennes, 1; = 1,2.

(2.5) Il existe des constantes Li > 0 et CE;?  < (Tu  + 1, i!  j = 1,2 telles que

pour tout u1,  Uz  E W on a:

I9i(“l,~Z)l  i Li(lWIcyil  + Iu21a”*  + 1) i= 1,2

(2.6) 2 est borné etlocalement Lipschitzien / X, Z  = 1;  2.

(2.7) UfO E L”(R) i = 1,2.

Le but de ce chapitre est d’établir le théorème pricipal  suivant :

Théorème 2.1 :

Le problème (2.1) possède une sohtion  fuible  globale urnique  (ul, up)  ? de plu,,~  il

existe une constante positive C telle que:

IUi(X,  t)l  5 C pour tout  t > 0 et pOU,r  presque tout x E s1.

6.3 Problèmes approchés et estimations à piori

On considère le problème:

dans QT

dam  QT

sur (0.T) x 80

dans R
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Où : &,  gie,  QOE sont comme dans le troisième Chapit>re.

Nous énonçons un théorème dont la démonstration est basée sur des téchniques

d’estimation tr& semblables 6 celles développées au chapitre précédent.

Théorème 3.1 :

La solution (ulE,uzE)  de (3.1) est globale j de plus il existe une constante positive

Cl qui  ne dépend que de IIugIILa3, et une fonction positive Flindépendanrte  de UO,

telles qué:

ll%(t>  .)llp  I GII~oIIp) pour tout t > 0,i  = 1,2-

Ibdt,  .)llp  <‘FI(E) pour t0u.t  t > [ > 0, i = 1,2

Démonstration:

On montre d’abord qu’il existe une constante positive Cz et une fonction positive

Fz  telles que:

IIuie(t,  .)llLgi+2cRj  i G(~O) pour tout  t 2 0, et  :

lbdt?  .)Ilp.+yn,  -< F&)  pour tout t > E > 0

En multiplia&  la première équation de (3.1) par lu1J” uIE .et. en intègrant  le

résultat sur 0,on obtient:



(3.2)

En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, et le fait, que a,] < f12  + l,on

a:Vq  > 0:

Par ailleurs la première intégrale de (3.2) peut être éstimée de la manière suivante:

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Bunjakovski-Schwartz,on a:



et l’inégalité de Cauchy-Schwsxtz implique que:

+CI(V).  R JuI~I~~~  dz.
I’

’

D’autre part comme m.1  < g1  + 1, on déduit de la dernière inégalit,i:  que:

En utilisant encore une fois l’inégalité de Poincaré dans la. dernière intégrale ci-dessus

on obtient:

Il vient alors en regroupant (3.2):  (3.3) et (3.4) :

On reprend maintenant la démkrcbe  pécédente  pour la deuxième équat,ion  de (3.1))



on multiplie cette dernière par lu2E102  21~~: on obtient :

D’où en sommant les inégalités différentielles (3.5) et (3.6),on  oMent,:

En choisissant 7 < i, on obtient grâce à l’inégalité de Poincaré:

(3.8)

et grâce à l’inégalité de Jenseqon a  :

où:u>ldépenddegi,i=1,2.

On en déduit, :

On obtient alors en combinant (3.8) et (3.9) :
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où :

En appliquant le lemme 4.4.2 on déduit que:

y(t)  5 G(ll%llp) POU  tout t 2 0.

y(t) i cg<)  pour tout t > E > 0.

On conclut alors grâce au théorème 4.2.2.

Lemme 3.2:

Pour tout T positif j il existe une constante positive C(T) indépendante de E

telle que:

(3.10)
s

~ IuJ’i+2  dx+
1, 11

V(~UJ%L~~)
Il
’ dxdt 5 C(T) , i,=l,2.

QT

Preuve :

Il suffit d’intégrer l’inégalité différentielle (3.7) sur [0, T] , puis de choisir 11  < $
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6.4 Preuve du théorème 2.1

On raisonne comme  dans le chapitre 4 on déduit qu’il exist,e  d’après l’estimation(3.10)

un couple de fonctions (ul,  ~2)  tel que a une suite extraitme  près on a:

(4.1) V(121ie(ui.  Uie)  + V([~il””  ui) dans (L”(QT))~  faiblement.

et grâce à la compacité de l’injection canonique de Ho  dans L”,  on a.:

(4.2) IUJiUiE  + IlLlUi ui  dans L’(QT) fortement .

(4.3) IUisyl  UZE  ---f J7Lp1 ZL~ dans L2(Q~)  fortement.

De plus grâce au théorème 3.1 de ce chapitre on a :

La suite  IIdC  .)llLpcnj  o<E<l( > est uniformément bornée par raport à t > 0 ,pour

tout p 2 ai+l.  On peut donc extraire une sous suite notée encore (uiE(t,  .))o,,,ltelle

que:

uie(t, .) + ui(tr  .) faiblement dans P(QT),  et presque par tout, dans s1.

En vertu du théorème 2.4.5 , il existe une sous suite (uiE(ti  .))oCE<l  de combi-

naisons convexes d’él,éments  uie(t,  .) telle que:

tiiE(t,  .) + zli(t, .) fortement dans I?(CI).

et comme  (44  .))o<~<I est uniformément bornée , alors (w(t, .))0<~<1  l’est, aussi.

par consequent  zli E Llo,(O,  00;  L”(0)) i = 1,2.



et puisque gi est, localement Lipschitienne, et,  lI%(t,  .);  %(t,  .)l/~-(q  5 c

i=1,2 ona:

et par consruction:

IId%a, d - Si(%, %E)L2 -+ 0 quand & tend vers zéro.

on utilise le fait que:

uie(t,  .) + ‘LL~(~,  .) fortement dans L2(Q~)

on déduit que:

( 4 . 4 )gk(wc  %a) ---+  gl,(ul,uz) fortement dans L’(QT).

En autre, on a selon (4.3),Vcpi  E @(QT)  :

(4.5)

et

(4.6) LT chu (2) luiElmi-’  uii&yi  --+ .I,, din  (b:) luilmi-’  u&pi  i = 1;2;

Par conséquent , en multipliant la ii+ équation de (3.1) par cpi%  et en ut,ilisant
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la formule de Green, on obtient,:

s &,oiu~~(t,  x)dtdx+
.I

uia(x,  T)cp,(T  x)dx  =
n

Finalement: grâce à (4.1)-(4.5) on peut passer à la limit,e  sur E dans la formule

intégrale (4.6) pour déduire que (~1,  ~2)  est une solution faible du problème (1.1).

6.5 Unicité de la solution faible

Nous allons montrer, en utilisant une idée de Aronson  [6],  l’unicité de la solution

faible du problème (2.1) dans Lm(Qr), t 1e es résultats de ce paragraphe sont, valables

dans le cas modèle étudié dans le cadre du chapitre précédent.

Théorème 5.1:

On se place dans les hypothèses (2.2)-(2.7), 1 e rop blème (2.1) possède utie  soluion

faible unique dans L”(&T),  pour tout T > 0.

Preuve:

Nous allons montrer le théorème par l’absurde.

Supposons que (2.1) admet deux solutions faibles dist,inct,es  u = (Or , ~2)  ,

û = (Cl,  6,~)  telles que:

u,û E (P’(Qr))’  pour tout T > 0.
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Alors il existe une constante 111  > 0 telle que:

(ui  - ÛJ’dxdt 1 ’ >  M i=l,2

Il est clair que la différence TL~  - Ci  satisfait l’identité integral  suivante:

(5.1) /- (lLi-ûi)iDz(z,T)drc+(rri+l)  J’ V [~L~U~,  - /,J” CT,]  Vp;dsdt  =
QT QT

‘pi E WQT),  ‘pi = 0 sur (0, T) x an i = 1,2.

Nous allons suivre l’idée de Aronson  [6], pour montrer l’unicité. Pour cela  on

introduit les fonctions qi i = 1,2 telles que:

i

IuJi  ui - Iûi(os  iii
si ui # ûi

!Pi  = ui - iii

0 sinon

On voit que’Qi  E Lw(QT).

On construit une suite de fonctions {!VyiE}  , telle que:

i) *i,  E L=‘(QT).

ii)  E I @i,  5 IJ9illLrn(QT)  + &.

iii) tend vers 0 quand E tend vers 0
WQr)
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On considère le problème adjoint (non-dégénéré) suiva.nt:

at~i,  + qi,ACpi,  = 0 dans Qr

(5.4 (P%E  = 0 sur (O>T)  x Xl

9%~ = % dans R x (t = T)

Pour toute fonction régulière xi, avec 0 5 Xi < 1,le  problème (5.2) ‘possède une

seule solution (Par  E Cw(QT)  (voir [6]).

De plus on a le:

Lemme 5.2:

Il eziste  une constante positive C i qui dépend seu,lem,ent  de xi telle que:

ii) J Qi, @d -‘ C,
QT

iii) sup

J’
IIVV)i~l12  2 c.

0<1<T  Q

Pour la preuve consulter [6]  .

En remplaçant, dans (5.1) i ‘pi  par ‘pzt  et hi par sigrr,(u;  - fi;)+,  où sgn,,  est une

approximation régulière de la fonction signe, on obtient:

(5.3) J sign,(u+,-ûi)+(z,  T)dz+sz J Apie (Xi?i, - Fi)  (WA-ii,)dXdf  =
QT



Concernant la deuxième integrale du premier membre, on utilise l’inégalité de Holder,

on obtient:

Par conséquent:

SQ,  A(piE  (*lie  - @i)  (hi - Gi)dzdt  tend vers zéro quand E t,end  vers zéro.

De plus l’inégalité de Holder nous donne:

En vertu du lemme 5.2, on a:

En utilisant la propriété de Lipschitz locale de gZ  et de f(z)  = /ZIG’-’  z i = 1,2,

et en passant la limite sur E,  on obtient:

(5.4) ~p,)+(x,T)dx  5

Mais

( 5 . 5 )



En combinant les estimations (5.4) et (5.5),  on trouve:

(5.6) J
(ui-ûi)f(X, T)dx  2 (C7+Cgr)

fl

En sommant les inégalités (5.6) pour i = 1,2,  on obtient:

D’une manière analogue on établit que si on prend PC~  = sign,(u;  - Ci)-, on trouve:

(5.8) T)dx  I (C&+Cd’)  / c IUj  - ûjl dtdx
’ QT j=1,2

En additionant (5.7) et (5.8),  on trouve:

(5.7) JE Juj - $1 (x,  T)dx  5 (CF+CST) J’x lui  - ûz3 1 dtdx
52  3=1,2 QT ~=I,z

Une application direct,e  du lemme de Gronwall acheve  la preuve.



Chapitre 7

Régularité H1y2  de solutions

7.1 Introduction

Ce chapitre est essentiellement consacré à l’étude de la régularité H1x2 des solutions

obtenues dans le chapitre précédent, plus précisément on établira les conditions sous

lesquelles les solutions appartiendront à H1,‘, mais les résultats de régularité qu’on

peut attendre dépendent de la dimension spatiale N,  on montrera que la. solution

sera dans H1s2  dans le cas unidimensionel, mais ces résultats ne se généralisent,

malhreusement pas au cas de dimension supérieure, cependant, on énoncera dans ce

cas un résultat de régularité plus restrictif.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant:

Théorème 1.1: Sous les hypothèses (6.2.2)-(6.2.7),  la solution faible (u1,q)

de (6.2.1) vérifie pOUT  tout T > 0 les rés,ultats  de réph-ité  su.i:vants:

1 . Si 4m; > 0, -l- 1 alors: pour tout yi  > + i = 1,2 > il existe Un?e



constante positive C(T) telle que :

(1.1)

2 . Si on.suppose  de plus que: IuiOJui  uio E Hi(a),  1a ors il existe une  constante

C’(T) telle que:

3 . si iV = 1 et si u est positive,, on a:$  E H1,‘(&T) ,i = 1;  2, pour tout (Y

satisfait la relation:

2a  > 3(&  + 1) i=1,2.

7.2 Cas de la dimension supérieure

Lemme 2.1:

soit (u,le,u& ) la solution. de (6.X1),  sous les hypothd.scs  (62.2)  - (G.2.7),  si on

suppose que 49 > fri  + 2 , on a :

Pour tout yi 2 v , i = 1,2 , il existe une constarde  positive C hdépen-

dante  de E telle que :



Preuve :

En multipliant la première équation de (6.3.1) par ~~~~~~~~~~  u,le  , et en intégrant

le résultat sur QT , on obtient :

I Ll
s I%l 2m1+a11-1  + Ll
QT J’ ”

IulE)2m1-1 Ju2EJa12  dtdx + L1
Q T i

~u1E)2m1-1  dtdx
. QT

s
+ QT IUlEl 2m1-2  u&+v(17i1y1  Ul)  ,

On appelle  respectivement J1,&,&  et 54  les intégrales qui composent le membre de

droite de (2.2) , et on les étudie séparément

Grâce à l’inégalité de Young , et au fait que ~11  < n1  + 1 nous aurons pour J1:

JI  L-d J Id u1+2m1  dtdx + Cl(T, L1,crll:crl:  q, IL?/)
Q T

En vertu de l’inegalité de Poincaré, on obtient:

(2.3)

Pour estimer Jz on utilise l’inégalité de Young , il vient alors :
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(2.4) J2 2 qx /uLlls(b1+2m1  dtdx+C(r))
J i’

(212e(m2* dtdX

QT . QT

On a les deux cas suivants :

oOu  bien : 1x12 “if’l”l < ~72  + 2rn2  dans ce cas en appliquant l’inégalitk  de Young

on a :

(2.5) J2 5 “x
.I

Q
T

~~le(01+2m1  dtdx+$ f \u2E(02+2m~z  dtdx+Cz
Q T

et l’inégalité de Poincaré implique :

J2 < v J Il V (u~~(~~+~~’  -* ulE
QT ( 2 dtdx + q Qr

J Il
V juzE(

(

*
* u2E

>II
2dtdz  + C,

~OU  bien ffl2 “;T$’  > 02 + 2m2  , alors en utilisant I’inégaliti:  de Young, on a:

J 1212E/oL12%3  dtdz 5 C, J IuzE 1’  dtdx
QT QT

où :,B  < (~2 t 2m2 (puisque u2,  est uniformémentj  bornée )

On procéde  comme dans le premier cas pour avoir finalement :

(2.6) J2  5 77 J I I ( 2 2
*= v I%

%7,+%,7-Z %72+2”&2-2
2 UlE >II dtdx+q -7 Iu2,l( 2 TJ2E >II

dtdx+C5



On estime maintenant 53  de la même façon que J1  , et on obtient:

(2.7)

Pour J4, on a grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

,En  tenant compte de l’hypothèse : 4~x1  > 61 + 2 : (2.8) prend la forme:

(2.9) i’ II (v I%l
Ol+h-2 2

54  I 7 * UlE dtds+C$r)< & >IlT

En reportant les estimations (2.3),  (2.6),  , (2.7) et (2.9) dans (2.2) , on obtient :

Par ailleurs, en multipliant la deuxième équition de (6.3.1) par ~~~~~~~~~~  ~2~  : en

intégrant le résultat sur Qr et en procédant de la. même manière; on obtient>  une

estimation similaire à la précédente c’est à dire:



01+2m,  -2
2 Ula

>Ii
’ dtdn:  + Cs(T)

En faisant la somme des inégalités (2.10) et (2.11), on obtient:

On acheve  la démonstration en prenant , dans (2.12):

5v ‘lgi {
4(2~  - I)(~~  + 1)

(fl, + 2mi)z 1

Par ailleurs, on a:

d’où (1.1).

Lemme 2.2:

Sous les hypothèses du lemme précédent, si on suppose de plus que : (u+,o/~~+~ uio  E

Hi(R),  alors pour tout T > 0 : il existe  une constante positive C’ (indépendante de E)

telle que :



P r e u v e  :

Soit T un nombre positif et t E 10;  T] .

En multipliant la jieme équation du système (6.3.1) par & (IuiElO’  7~~~)~  et en in-

tégrant le résultat  sur [0, t] x 0 = Qt,  on obtient :

Notons par 11  , 12  le premier et le second terme du second membre de (2.14) i on a.

tout. d’abord:

d’où en utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz  :

et grâce aux hypothèses faites sur g; et au fait que ZL~~  est, uniformément, borné5  on

aura :

(2.15)

D’autre part , pour IZ on a :

110



En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz  i on obtient :

et grâce à (2.1) , on trouve:

(2.16)

Finalement ,on aura en remplaçant les estimations faites sur II  et 12 dans (2.14):

En sommant les inégalités ainsi obtenues pour i = 1,2,  il vient,  alors :



On conclut en choisissant. 7 < i .

et:

d’où (1.2).

7.3 Cas unidimqsionel

Nous avons jusqu’à présent, dans les lemmes  précédents, estimé

V ( )uielg’ uia) dans le cas N est quelconque. Nous allons considérer le cas particulier

iv= 1.

Lemme 3.1 :

Sous les conditions des lemmes précédents, si on suppose que II  est à, composantes

positives il existe une constante positive C telle que rpour  tou,t  réel positif cv satisfait



la relation:

20! > 3(ffi  + 1) i=1,2ona:
>

Preuve :

Notons par 7,  = uls + E

On multiplie l’équation :

par u~-~(v,)~  , et on int.égre  le résultat sur QT , on aura

(3.2)  Q,.(7iU).27:n-2(7:T)2dtd2  = a
s s

7/2"-37i,,(7J,)2dtd~+a((I!-1)

Q T /
?12"-4(7,,)4dtdz

< QT

Soient :

I;  = SQ*(T/U)IZ7101-2(71r)2dtdz.

I2 = cl!  JQT  11 2a-371,,(7Jz)2dtdz.

I, = SQ, 712"-4(71,)4dtdLL

On intégre par partie en x l’expression II  , on obtient :



Par  conséquent:

(3.3) 11  = -a!(+2)
sQT

7!““-“(7,,)4dtdz-$  J’ 712cr-3  [(7iJ”]:z  a+
QT

T
cy JJ 1J”“-3(7~,)3dtdC7

0 ao

En intégrant par partie en 5 la deuxième intégrale du second membre de (3.3): il

vient :

II = -a(a - 2)
J

~?“-4(7~,)4dtdz  + $aa  - 3) / 7,~“-“(u,)“$td:r:
QT . QT

2 *

--J J

T

3 0 an
7/2a-3(1J,)3dt  +  O ! JJ0 a n

Donc 11  s’écrit sous la forme- :

Le dernier terme de l’inègalité (3.4) est négatif puisque les uis  sont positives à



I’interieure de !CI,  et nulles sur dR , par consequent  :

(3.5)
a2

Il 5 - J3  QT
?~2”-4(?J,)4dtdZ

On remplace (v)~~  par

dans 12 on obtient :

(3.6) I2  = a! Jfl1+  1 QT
?J2a-u1-3(Ilz)21,tdtda-arrl J 1P-4(1,,)4-

QT

ml  ’
cl?---

J

1,2CU+ml-(01+4)(l,z)3dtd2  -(y

fl1+  1 QT J ~~2a-u~-3(7J,)2g1E(U1Er  7L&&kMx7~
Q T J ?12a-4(1J,)4

Q T

En regroupant (3.2), (3.5) et (3.6) , on obtient :

Par suite :



et grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwartz  ,(3.7)  devient, :

712a-201-2  (74’  dtdx
>

f
+

W13
7,20r+2ml-2U1-4(71,)2dtdx

PT

En vertu des estimations (2.1) et (2.13) , et grâce aux fait que air  et 7~  sont uni-

formement bornés, on obtient:,

Le lemme est démontré.

Avant de conclure ce chapitre, nous démontrerons encore le:

Lemme 3.2:

Sous les hypothèses du lemme précédent ug  E H’!2(Q~) , i = l! 2, pour ta& Lv

satisfait la relation du lemme 3.1.

Predve  :

Il suffit  de montrer que (u$),,  est borné dans L2(&T)  pour tout. i = 1,2 .

On a :
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Autrement dit, :

On utilise les estimation (2.1),(2.13)  et (3.1) pour obtenir le  résultat .

Remarque 3.3 :

-1 ’ on dédu,it  que ui estComme H112  s’injecte dans CZ‘-6,+6  pour tout 6 f [o, a

Holderienne  sur [r, T] x 0 7->O,i=1,2.
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Chapitre 8

Existence d’un attracteur global

8.1 Introduction

Quand on étudie une équation d’évolution non linéaire

&u = Au , 40,  .) = UO(.)i

u = ,u(t,z); u = (u*,u2,  . . . . . un); 5 = (x1,22,  . . . >5,).

Il est important d’étudier le comportement de ses stilutions quand t tend vers

+co,  et comme il arrive on se trouve dans des situations où les méthodes classiques

(voir le chapitre suivant) ne nous Permett(ent pas de trouver le point,  exa.ct,  vers lequel

les solutions convergent quand t tend vers +ca, dans ces situations et,  pour ne pas

laisser le problème ouvert on peut utiliser un autre moyen (les attracteurs) pour

avoir des informaqions sur les solutions comment elles se comportent, au voisinage

de +03,  c’est vrai que ce moyen ne nous donne pas la limite exa.ct,e  mais on peut.

la cerner dans un ensemble compact. Donc les attracteurs est,  un ut,il  puissant pour
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étudier le comportement asymptotique des solutions.

Dans ce chapitre nous montrerons qu’il existe un attrzteur  global si vzi  > T + I

on peut dire mieux : si les données initiales sont bornées dans un espace de Banach

Y , alors les solutions correspondentes se rentrent dans un ensemble compact à partir

d’un certain temps fini.

On considère le problème (6.2.1) et on suppose que les hypothèses (6.2.2) - (6.2.7)

sont satisfaites, alors d’aprés le sixième chapitre, le problème (6.2.1) admet une

solution faible globale (~1,  ZL~),  de plus:

(1.1) IU+,,(t,  X)I  F c(.uO)  pourtout  5 E R, t 2 0.

Iu+(t,z)l  L c(t)  pourtout  z E o,t  2 t.

où  (wer  ~1 E JJ$92(Q~), P OIE tout T > 0;q > 1, est la solution de (5.3.1).

8.2 .Résultats  de continuité

On définit I’operateur T(t), pour tout t > 0,par:

T ( t )  :  (L”(R))2  --f (LC”(R))2

où u est, la solution faible de (6.2.1).

T(t)  est bien défini d’aprés le lemme 6.5.1.

De plus on a le :



Lemme 2.1 :

suivante est satisfaite :

IIT(t)uo  - ~@)~&qq  I 4 11~0  - “OIlL’

Soient UO,&  E (J~~(O))~  et u,ti E (L”(0))’  les solutions (de (2.1)) correspon-

dantes.

Preuve :

Soient zlio  , ûio  E L”(R) et (un,)  , (Con) d es suites de D(Q)  convergeant vers u.

et ûo  respectivement dans L1 (fi).

Soient (un) et (&) 1es suites de solutiotis  de (6.3.1) corréspondentes à. E = i ,

alors on a l’égalité suivante :

(2.1) (zli,-ûi,)t-(rri+l)d~7~ [(luin,,y~vui,-  (,,.,,+gkn] =

Sin(Uln,  %)-Sin(hz,  &n. )&+ [v (I%rl  %) - v (Iûhy h)]

On multiplie (2.1) par .sign,(uin  - ûin)  , et on intègre le résultat sur Qf  ~ on aura



,

Nous regroupons les résultats précédents , il vient :

Jot IIUin  - Ms)llL~(n)  dz.
Comme les gi sont localement Lipschitziennes, et uin  et ûin  sont, uniformement

bornées , (2.3) devient :

II’LLkn(S) - “k&)llLyn) ds i = 1,2.

En sommant les inégalités précédentes sur i, et en utilisant le lemme de Gronwall,

(2.4) se reécrit sous la forme:

A ce niveau , nous faisons tendre n.  vers l’infini , et vùela  convergence de uin  , ûin

vers ZL~  ; ûi respectivement dans (L2  (O))2  , on obtient :
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D’où le lemme .

Le résultat du lemme précédent se généralise de la manière suivante.

Lemme 2.2 :

L’opérateur T(t)- est continu de (L”(R), /l.J,)”  dans lui même i pou,r  tout  p 2 1

Preuve :

Soit (uisk)kune  suite dans Lp(R)  qui tend vers u~O  dans P(R)  i = 1,2: alors

d’aprés la démonstration du lemrne précédent Uik  tend vers ui  dans L1(R)  , et

comme les ailé  sont uniformément bornées , le théorème de convergence dominée (la

remarque 2.5.7) nous donnera le résultat

On définit également l’opérateur S(t), pour tout t > 0, par:

s(t)  : (L”(q)2  ---+  (L”(fq)2

UO

Lemme 2.3 :

L’opérateur S(t) est continu de (Lm(R),  ll.112)z  dans hi  même.

La démonstration est analogue à celle du lemme 2.2.
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8.3 Existence d’un ensemble absorbant

11  s’agit de montrer que le semi-groupe  S(t) possède un  ensemble absorbant compact,.,

pour celà on aura besoin du:

Lemme 3.1:

Soient < et r deux réels strictement positifs Alors il existe des constantes

positives c(<,r) et c(r,uo)  tel&ue  :

(3.1)

Preuve:

I 46,  r) pour t,out  t > [
i=

I c(r,  uo) pour tout t 2 0
172

En multipliant la première équation de (5.3.1) par $;LU~~  ,et. en intègrant le

résultat sur R  on obtient:

Concernant le premier terme du second membre de (3.2),on  a. en utilisant les iné-

galités de Young et de Poincaré, et le fait que c+  < 17~  + 1; ‘Jq  > 0 :
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37 s 11&(‘LL1E)~(d4  411” fh  + rl l Il&:(d~(%(~I  ~)Il”  dz + cD R

La  dernière intégrale de (3.2) peut être éstimée de la manière suiva.nte:

(3.4)

Grâce aux inégalités >de  Cauchy-Bunjakovski-Schwartz et, de Young, on a. d’après

(3.4):

f Jn Ilv(&:  (hEh.)wdZ+~  .I’  (6 hh)z dz+Cn
En utilisant de nouveau l’inégalité de Poincaré dans (3.5),  on obtient,:
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Il vient alors en regroupant (3.2), (3.3) et(3.6) :

De manière similaire, on a en multipliant la deuxième équation ,de  (5.3.1) par

(3.8) & J,at  b2EIo2+2 dz+ .I llo(4;:b2a)~2E)l12  ch  5

v J’ llo(~~~(Ula)Uls)l12dz  + 4rl llwG,2(~2E)~2J12  &Jz  + cn l.n

D’où en sommant les inégalités (3.7) et (3.8),on  obtient:

En intègrant l’inégalité (3.9) sur [t, t + 7-1  , et en choisissant 7 < $ , on obtient le

résultat désiré.

Remarque 3.2: Sous les hypothèses du lem,me  pcrécédent, si on su,ppose  que

mi > y + $, i = 1,2! on obtient:



t+rJJp/yi Vu#dxdt  2 c(E1 r, pour tout, t 2 c
i= 1,2t

C(T  uo) pour tout t > 0

plus que : mi > y + + , alors :

pour tout yi > v

Proposition 3.3: 80~s les conditions du lemme précédent , si on suppose de

il existe une constante positive C telle que :

(3.11) IIV  (bilUi 4 (4 .)I/L2(fi)  -< C(r,() i = 1;2

pour tout t 2 (+  r , où E et r sont deux réels strictem,en,t  positifs

Preuve : >

En multipliant la iième équation de (6.3.1) par ~$2 (Q~)$u~~  , et- en irkègrant  le

résultat obtenu sur R , on trouve :



Les estimations (3.12) et (3.13) impliquent que:

Pour estimer la première intégrale du second membre de (3.14),  on applique l’inégalité

de Cauchy -Schwartz  on obtient alors:

En vertu de (1.2) et des hypothèses faites sur gi , (3.15)devient.:

(3.16)
J’n

En utilisant l’inégalité de Young, on obtient:

pour tout t > l$ > 0 .

+ C(E,  0).
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On reporte les estimations (3.16) et (3.17) dans (3.14) il résulte :

(3.18)

pour tout t > < > 0 .

En int.égrant  l’inégalité (3.18) entsur[s,t],avec:  t-r<s<toù:  r>Oet

t > r + 6, il découle :

t
J Jll 2a,+h-24, 2 (%e)mss R Il J2 dx+C n I14~(UiE)V%E(S, x)/12dx+(t-S)C(~,  q.

En utilisant la remarque 3.2 , il resulte de (3.19) que:

+C(r,E!q+  Il~~(~iE)~‘LliatS,~)112d~l.R

En intégrant (3.20) en s entre t-r et t , et en utilisant l’estimation (3.1),  on obtient

(3.21)
l

n llbi~l~~



Par conséquent:

Ce qu’il fallait démontrer.

8.4 Existence d’un attracteur global

Apr&  la préparation précédente on est en mesure d’énoncer le résultat. principal de

ce chapitre:

Théorème 4.1 :

S o i t  X  =  Lm( (QL IlllL”(n))2  7 le serrai-groupe S(t) possède un,  uttracteur  global

A tel que:

A c H1  n Lyl)..

Preuve :

Il s’agit de montrer que S(t) possède un attractem global, c’est,  à dire il s’agit

de montrer qu’il existe un ensemble attractant compact invariant. A cette intention

on utilise le théorème 2.6.7 , autrement dit, il suffit de vérifier que S(t) est continu

de (L”(f4,  ll.l12)2 dans lui même (ce qui est vrai d’aprés  le lemme 2.3) et que S(t)

admet un ensemble attractant compact. C’est ce dernier point que nous allons

montrer ci-aprw

D’apr&  la proposition 3.3, la norme de luilu’  ~(t, .) dans H’(0) n Lw(0)  est,

majorée par une constante R indépendante de la donnée initiale ug pour tout t > 0,
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pour mieux dire:

IuilO’ ui(t,  .)  E BHlnLm(O,  R) pour tout t > 0

En vertu de la compacité de l’injection canonique de Hi dans L”  , on déduit.

facilement qu’il existe un ensemble compact dans (L”(n), II.11  L)  noté par K tel que:

IUilUZ u&,  .)  E K = Bp”pa(O, R) pour t,out  t > 0

De plus K se considère comme un ensemble absorbant pour le semi groupe S(t).

Ce qu’il fallait démontrer
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Chapitre 9

Existence et comportement

asymptotique dans les cas limites

9.1 Introduction

Nous verrons dans ce chapitre que les  résultats des chapitres précédents peuvent

également être étendus aux cas limites, cependant, une telle extensionexigera des

hypothèses suplémentaires sur les coefficients de 1tiilai3  et,  les vecteurs z 1:,  j = 1,2.

Donc les résultats de ce chapitre sont des généralisations naturelles des résultats

éxposés aux chapitres précédents.

9.2 Position du problème

On considère le problème:

132



I

1

Nul)  - Wll"'  ~1)  = gl(ul,uz)  + &+v(~u~(~~-~  ul)

(2.1)
NU~)  - A(l'l~zl~~  ~2)  = gz(ul:  u2)  + Go( Iu21m2-1  u2)

i

Ul = u2 = 0

q(0, .) = UlO, u2(0,  .) = uzo

dans ]O,m[  x 0

dans ]O,co[  x R

sur 10,  co[  x dR

da.ns  s2

Où:

(2.4, gi(O,O) = 0 , i = 1;  2, et g1(0,r2),g2(rlr0)  > 0 pour t,out  rlr~r2 > 0

(2.3) les gi sont des fonctions localement lipschit,zienntn;,  = 1,2.

(2.4) Il existedes constantes cij  2 0 telles que :pour  tout. ul,  TQ  > 0 on a :

gi(u1,  u2)  < ci0  + CilU~”  + ci&? i= 1:2

(2.5) $0 E L"(n), ?Ai()  2 0 ; 1, = 1,2.

De plus  on suppose que l’une des conditions suivantes est, réalisée:



I
1 .  siaij<rrj+letmi=fri+l;  j,i=1,2onsupposeque:

Il  Il
%y <2&.

2 .  ilexistejaE{1~2}/aij,=rrj,+1  te mi  < ni + 1;  1, = 1,20n  suppose que:

cij,  < x

(2.6)  ( 3 ûij  = Aj  f 1 , et mi  < (5i + 1; j, i = 1,2 : on suppose que:

2 202 cij  -c  x
j&

4 . cL’,j = ffj + 1 , et mi  = oi  f 1; j, i = 1, 2 : on suppose  que:

459 + &+  (A$-  1) < 2x
\ j=1:2 Il Il

Il s’agit de montrer le:

Théorème 2.1

Sous les hypothèses (2.2)-(2.6)  , le problème (2.1) possède une solution faible

globale, positive bornée et unique (ul,uz) possédant les résultats de rkgularité  du

chapitre 7, et le semi-groupe S( t )  d  ta me un attracteur global A si 4mi > ‘T, + 2,

i = 1,2.

De plus dans le quatrième cas de (2.6) si Cio = 0 i = 1, 2, (IL~,  ~2)  tenId  vers

(0,O)  quand t tend vers l’infini.

9.3 Existence globale de solutions faibles

Pour éviter les banalités , on étudie seulement le qutrième cas de (2.6) et on suppose

que 90  = 0, et à l’avenir nous ne occuperons que de ce dernier.

On approche le problème (2.1) par une suite de problèmes réguliers comme dans
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le chapitre quatre tels que chacun d’eux possède une solution classique positive

globale (ula, uzE).On  a en fait le :

Lem&e  1 :

Pour  tout T > 0, il e.ziste  v,ne  constante positive M indépendente  de E et de  T:

telle que :

Preuve :

Soit l’équation :

NU)  - (01 +  l)diz~(~y:  (ulE)Vule)  =  gduk u2E) + ~0(?1>;-,“)

on la multiplie par $i+l  , on l’intégre  sur &- , et on utilise l’inégalité de Cauchy-

Schwartz, on trouve :



En utilisant l’inégalité de Poincaré J’inégalité  (3.2) prend la forme simple:

où :

42  =  2Cll +  Cl2  +  z (A +  1 ) .Il II

et on obtient une ‘inégalité analogue si on multiplie l’équation:

par : U$” ) autrement dit:

(3.4) sbl U;;+‘(T)dx+(l-2)  J4, p(u;;+‘)1/2  dtdx  5 F JliU:i”‘t’)dfdx
+ J’ a2+2

‘1LZOE dz
R

En faisant la somme des inégalités (3.3) et (3.4) on obtient:

(3.5) s, c ub”(T)dx+(l-g)  LT  j/O(u~;+‘)ll”  dtdx+(l$  s,T  j10(u;;+‘)~12  dtdx 5
l<i<2- -

/.n
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où :

4, = 2c22  + ca + biz  (A + 1) + Cl.2Il II

et

6, = 2~11  + 02  + ; (A  + 1) + cal.Il II

En utilisant la proposition 4.3.2 et le fait que : max(d;,, di,) < 2X, nous obt,enons

les estimations désirées.

Grâce au lemme 2.1 , on obtient habituellement une solutions faible globale

unique (~1,  ~2)  (nous ne répetrons pas ici les raisonnement, des chapitres précédents).

De plus (~1,  ~2)  possède les résultats de régularités du chapitre 7, (t~out  se passe

essentiellement de la même manière qu’au chapitre 7),  finalement le semi-groupe

s(t)  possède un attracteur global A si 4m, > cri + 2, i = 1,2

9.4 Comportement asymptotique

On va étudier le compotement asymptotique des solutions dans le qua.trième  cas de

(2.6),  plus prkcisement  on va montrer que la,  solution faible de (2.1) tend vers zéro.

Lemme 4.1 :

Sous les hypothèses (2.2)-(2.5)  et [2.6.4), si on su,ppose  de plus qu,e  ci0  =  0

i = 1,2 ,il existe un réel positif c telle que pour tout t > 0 on a l’imigalité  su,ivante  :



Preuve :

Soit 7 E [f,t]

On multiplie l’équation:

par (uns”),  , et on intègre le résultat sur 0 x [T,  t] , on obtient :

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz : il découle :

(4.3)

En combinant les estimations (4.2) et (4.3) , il résulte:

( 4 . 4 )  ~(~uh+‘(.,t)//:,~  5 //Vuh+‘(.,r)~l~,~+clJ’ u~.f~(u~c  us,  Vui,)dsdx
Q t2.t
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On intégre l’inégalité (4.4) en 7 sur [$, t] , on aura:

De ceci et des estimations (3.1) , résulte le résultat cherché.

On définit l’ensemble w-limite par :

w+(ulo,  wo)  = w+(uo)  =

i

u f (H’(C2)  n L”(R))’ t,el que :3 t,,,  + +cx,  et

(w,  UZ~)(&,  .) + u dans (L’(R))’
Mentionnons  une conséquence du lemme 4.1.

Lemme 4.2 :

L’ensemble w+(u~~,u~o)  se réduit à zéro

Preuve :

D’après l’estimation (4.1) on a:

Ip2+‘(.,t)lj;,n tend vers zéro quand t tend vers l’infini. On acheve  la preuve’

en utilisant l’inégalité de Poincaré.

Par conséquenl l’attracteur A se réduit au couple (0,O)



Conclusion et problèmes ouverts
Dans ce travail on a étudié un système de réaction-diffusion parabolique non-

linéaire dégénéré, en utilisant la téchnique  ‘de compacité. On a ét,abli  l’existence

globale en temps d’une solution faible unique, dans un sens bien précis, en supposant

que la masse tot.ale  est controlée au cours du temps. On démontré que les solutions

faibles sont uniformément bornées, pour tout, t > 0, même si les données initiales ne

sont pas nécéssairement  bornées.

On a établi aussi quelques résultats de régularité H1s2.  Enfin dans la. dernière

partie de ce travail on s’est intéressé à l’étude du comportement asymptotique des

solutions.

11  faut signaler que des arguments identiques à ceux de ce travail permettent de

déduire que les résultats éxposés ici (sauf $7.3) sont encore vrais dans le cas suivant:

dans 10; a[ x R

sur ]O,oo[  x ri1

sur ]O,m[  x rio

da.ns  i-2
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l<j<T

+ ; = X(x$) E lP et Ilgli  = li&+(z,t)ll  5 kl où:

+ ki>O;i=l,2;a,E  [O,rrj+l[,

Le dernier prolongement est justifié par [5]  (pour montrer l’existence pour les

problèmes approchés (réguliers)), et par le théorème suivant:

Théorème :

Soit u E W112(f2),  tel que u = 0 sur r0 C ao avec: lTo # 0, alors il existe u,ne

constante positive C telle que:

Les problèmes suivants nous semblent particulièrement intéréssants et) ouverts:

l L’étude des systèmes de réaction-diffusion lorsque, la dépendence  en le gradient

est non affine.

0 Les systèmes fortement couplés suivants :

1. Les seconds membre sont de la forme :

fi(Ul,  wz,  vu17  vu21
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2. Les termes de diffusion sont plus généraux:

3.

4.

&u,  - di7J(a(ul)vua)  = j-1(%,  uz, VUI,  Vu2)

&z  - di7(a(uz)Vu1)  = fi(Ul,  u2,  v’111,  Vu2)

&u,  - A(~(W))  = fi(w,u2,  Vw,  VU~)

atu2  - A(~(U,))  - A($(~I))  = fi(ul,  ~2,  V~I,  VU~)
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