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Chapitre 1

Introduction geénerale

1.1 Introduction

L’objet fondamental de ce travail est constitué par I’étude d’un systeme de réaction-
diffusion dégénéré dont les termes de réaction dépendent effictivement du gradient

des solutions, ce qui engendre une double difficulté: la dégénéréscence et la dépen-

dance en le gradient.

Les systemes que nous allons étudier sont de la forme:

Aluy) — A = fl(ul,ﬁg, Vi) dans ]0,.00{ x Q
(P By (uy) — AuS™) = foluy, ug; Vug) | dans ]0,50{ x Q
.'U;IZUQZ—‘O | - sur [0, 00 x 992

| w(0,)=m w(0,)=0 | dans

ce systéme a déja fait I'objet d’une étude par N. Boudiba, M.S.Moulay, M.Pierre



[8] dans le cas semi-linéaire non dégénéré, ou ils ont montré. en utilisant la. téchnique
Ltintroduite par M.Pierre [23], I’existence globale de solutions positives pourvu
que la dépendence en le gradient est sous-quadratique, la positivité des solutions est
préservée au cours du temps, et la masse totale est controlée au cours du temps,c’est
a dire si f1+ f; est nulle, ou raisonablement majorée.

En utilisant la méme téchnique Laamri a établi dans [18] I'existence globale pour
des systemes de réaction-diffusion dégénérés, mais les seconds membres ne dépendent
pas du gradient.

Malheuresement la téchnique L! nest pas apllicable ici, puisque les résultats de
compacité et de continuité qu'on a ne suffisent pas pour utiliser cette derniére, c’est
pour cette raison qu’'on va utiliser ici une téchnique tout a fait différente, c’est la
méthode de compacité, qui a pour programme le suivant, qu’on peut réesumer en
trois etapes principales:

eD’une maniere classique, on approche (P) par une suite de problémes quasi-
linaires non dégénérés (P.) (0 < ¢ < 1), tel que chacun d’eux possede une solution
suffisament réguliere sur un certain intervalle rnaximal.

#On établit quelques estimations sur les solutions réguliéres obtenues.

o]l est naturel de penser qu’en faisant tendre ¢ vers zéro on obtient, une solution

faible pour le probleme (P), a cette intention on utilise les résultats classiques de

?
convergence et la compacité de Iinjection canonique de H'dans L?.
11 faut noter que les conditions sur le bord influent sur I'existence ou la non

existence des solutions, des difficultés apparaissent. si elles sout remplacées par les

[



conditions de Dirichlet non homogénes ou par celles de Neuman.

Notre thése est organisée de la maniere suivante:

Apres une introduction permettant de situer le probleme, de décrire les dé-
marches suivies pour aboutir aux systémes de réaction-diffusion, et de rappeler
quelques résultats connus, dans le chapitre deux sont éxposées les differentes propo-
sitions qui sont utilisées dans ce travail, certaines d’entre elles sont bien connues et
données sans démonstration pour d’autres on donnera des démonstrations

Le chapitre trois est consacré aux equations dites quasi-linéaires non—dégénér;%‘éj
partie principale divergentielle, nous établirons [Iexistence locale de solutions assez
régulieres si les seconds membres et les données initiales sont. suffisament réguliers,
pour ceta nous utiliserons le principe de Leray-Schauder qui nous facilete la tiche,
et rend le probléme de I'étude de I'existence au probléme de la recherche des points
fixes d’une transformation particuliére possédant de bonnes propriétés. Ensuite,
nous montrerons que si les données initiales sont positives, et si les seconds membres
sont quasi-positifs, alors les solutions seront classiques positives (leures composantes
seront positives), pour sassurer au passage a la limite que la quasi-positivité des
seconds membre, et la positivité des données initiales permettent, de construire des
solutions faibles positives.

Dans le chapitre quatre qui constituera I’éssentiel de ce travail, on établit par
I'induction qu’on peut ramener le probléme de la régularité¢ 7.°°des solutions faibles

de (P) a celui de la régularité LP, pour un certain p > 1, méme si les données initiales

sont moins regulieres (ne sont pas nécessairement dans L°°).



Le chapitre cinque étudiera I'existence globale de solutions faibles, dans un sens
bien précis, pour un systtme modéle en prennant des données initiales assez faibles.
. O . . -

II est important de singaler que la recherche de solutions faibles est en général plus

naturelle pour des considérations biologiques (physiques,...), que la recherche de

- M

solutions au sens classique. Ce chapitre est construit. pour prouver que les solutions
faibles u;(t, .), 1 = 1,2, sont bornées pour tout { > 0, malgré que les données initiales
sont seulement dans L2 ().

On montrera dans le chapitre six qui ;r{ considere comme une généralisation de
beaucoup de problemes étudiés dans [8,14,15,18,21], que si les seconds membres
sont raisonablement majorés le probleme (P) admet une solution faible globale, on
établira aussi l'unicité de la solution obtenue (un tel probleme était ouvert, méme
dans le cas semi linéaire (pour plus de détail voir(8]).

Le'chapitre sept est. consacré a I'étude de la régularité des solutions obtenues dans
le chapitre précédent mais les résultats de régularité qu’on peut attendre dépendent.
de la dimension spatiale N, on montrera que la solution est dans /12 dans le cas
ou N =1 etsi N>1on énoncera un résultat de régularité plus restrictif.

En dehors des méthodes directes pour I'étude du comportement asymptotique des
solutions la méthode des attracteurs fut crée, il est vrai que cette méthode ne donne
que Pexistence d’'un ensemble compact vers lequel les solutions convergent, mais ceci
nous permet de cerner les solutions. Donc I'étude de 'existence d'un attracteur est
un outil puissant pour étudier le comportement, asymptotique des solutions, dans le

chapitre huit on étudiera le comportement asymiptotique des solutions pour celd on



établira les conditions sous lesquelles on aura I'existence d’un attracteur global.
Un éxpose abrégé est donné dans le chapitre neuf concernant, I'étude des cas
limites, on établira, sogﬂcertaines conditions, [I'existence globale de solutions faibles,

de plus on établira, dans un cas particulier, que les solutions obtenues tendent vers

Zéro.

1.2 Origine des systemes de réaction diffusion

Les systtmes de reaction diffusion s'écrivent, en général, sous la forme:

Ay — div(o;(u) V) = filf,z,u,Vu)  i=1,d

ou:u=(uy,ug,...... ug) est. 'inconnus

| Les f; représentent leffet de la réaction (et. du milieu extérieur;;) sur la diffusion,
et on rencontre les systémes de réaction-diffusion dans de nombreux domaines (en
dynamique des populations, biologie, chimie, biochimie,..), et vu 'importance de
ces derniers, on peut se demander, comment on aboutit, 4 des systtmes de réaction
diffusion?

Dans cette partie nous allons répondre a cette question.

On considére un ouvert  borné de RY (en général, N=2.3 ;{2 est une surface géo-
graphique, une cellule, . . ), dans lequel des réactions se réalisent (réactions chimiqggr&,
diffusion d’une maladie infectieuse ou une remure,...).

8



Soient, :
V : un volume élémentaire de 2 (infiniment petit) ,
OV : la frontiére de V

—_— L.
v{z) : la normale extérieure en g,
Alors la vitesse ( le moyen ) de production de [a "™ espéce dans le volume V

est égale a la quantité produite par la. réaction otée de son flux & travers la frontiere

dV, nous tronsposons ca dans le langage des équations, on a:

?f/ui(t, m)dm:/g,;(t,x,ul,____ud) / Jido
at Jy v Jav

eme

ou : g; représente le taux de production de la "™ &spéce.

Comme V est arbitraire , on obtient la loi de halance sulvante:

@1) Oru;+divg; = g

- - 7 by H sz - ) £ H z z
Le vecteur flux j,. se détermine selon le phénomene considéré, et il s’écrit, en général

sous la forme:

(2.2) Jp = — Z @irl., W) Vit o, u)u,

r=1,d

Le premier terme dans (2.2) représente le terme de diffusion, et. le deuxiéme représente



N L, . N -, .
le terme du transfert, si il n'y a pas du transfert de la matiére alors j. S'écrit. tout,

simplement :

De plus s’il existe ig,ry , tels que : iy # jp et ai,,, # 0, C’est a dire si la
matrice de diffusion n’est pas diagonale, alors la diffusion de la z'géme espéce affecte
sur la production de la rif™ espéce.Et dans le cas général, celui de (2.2) , le terme
ir (., u)u, détermine le transfeért dans la direction du champ de vecteur a;, ., u),
proportianelle a la concentration de la r*™e espéce, cet vecteur de transfért est
souvent le gradient du potentiel extérieure.

Soit pour simplifier : a;{z, u) = ¢;{u;), et. a;-(x,u) = 0 pour tout i #r.

Dans les premiers travaeux sur (2.1) , on suppose w;(t, ) > 0, pour tout (¢, z)€
[0, oof x Q.et en particilier u; > 0 mais en réalité u,y peut s'annuler (par exem-
ple, dans le cas des populations, si la densité de la population initiale, n’est pas
concentrée sur tout €2, (c’est tout -a fait naturel)), et ¢ca nous conduit a etudier des
problemes de réaction-diffusion dégénérés, c'est, a dire I'équation (2.1) change de
type, selon qu’elle est considéree sur {u; = 0] ou sur [u; # 0], d’ou I'idée de V'étude

des problémes dégénérés, et. il y a deux types de dégénéréscence:
1. fixée , qui est indépendente de la solution

2. implicite , qui est, dépendente de la solution

10



On peut distiguer également. dans le cas dégénéré deux types de diffusion:

a) s’il existe un 4 tel que : a:(z, %) = 00, dans ce cas, on dit. que la diffusion

est rapide.

b) s’il existe un 4 tel que : a,.(z, %) = 0, dans ce cas, on dit. que la. diffusion est

lente.

Afin de déterminer complétement u sur [0, oo x §2, on précise (on choisit) le
comportement de u au bord, et les données initiales.

Les conditions aux bords seront choisies selon la nature du probléme étudié, et
on peut distiguer deux catégories de conditions:

o Conditions aux bords homogenes :

1. Conditions de Neuman : prennent la forme :

— R
( drlus), v(z)) =0 sur {0, 0c0) x 8§21, (ou (,) désigne le produit scalaire
euclidien).

c’est, a dire 3? est orthogonal & la normale exterieure, on peut. dire mieux: il n'y
a pas d’immigration des individus sur la frontiere &%2.

2. Conditions de Dirichiet :

u, = a sur (0. cc) x 992, c’est a dire la frontiér 02 est. hostile inospitalicr.

3. Conditions de Fourier :

— — . \ =

al g (us), v(z)) +Pu; = 0 sur {0, c0) X 882, c’est a dire le flux & la frontiere

est proportionnel a wu;.

et on peut rencontrer des conditions mixtes et des conditions non-linéaires

11



*Conditions aux bords non homogenes :
On remplace le zéro dans les cas précédents par une fonction donnée g; (t, z, u(t, z)),

(t,z) € (0; CO) x 592,

1.3 Systémes modeéles

1. On considére la réaction inversible suivante:

U+VsSW

La modélisation mathématiques de ces réactions conduit au systeme suivant:

' O = diAu + w — uv dans (0, 0c) x (2
O = doAv +w — uw | dans (0, 00) x Q
{ Ow=dsAw—=-W+ up dans (0, oo} x {1
Blu, I, w) =0 sur (0, oo} X 982

\ (w(0, .), v{0,.), w(0,.)) = (uo, g, wo) dans ©

ou : u, v, W désignent réspectivement les concentrations en U, V.W, et dy, dy, ds
sont des constantes strictement positives, et représentent les vitesses de réac-

tion.

12



3. Le systéme :

S; —ns- = —I(yS - 6)

I, = AP = I(7S - 6)
9_5_ h_é‘I_
au _ au
(5(0,.), 1(0,.)) = (So, L)

0

dans (0, co) X 2
dans (0, co) x ©
sur {0, 00) x 99

dans 2

modélise la propagation d’une maladie infectieuse, (voir [3]) ou:

S . représente la densité des individus susceptibles.

| . représente la densité des individus infectés.

4. L'étude théorique d'une ségrégation raciale entre deux populations (Pr, ),

conduit a I'étude du systeme suivant:

(-

(
(=V(flwu; —v,u; V), v) =0
{ ou:
Uu; = 0 -

\

{ (Ul(Dv -):UZ(O) )) = (Uloauéo)

on |

u; représente la densité de P,

Ous + div [~V (fi(u)u) — vy V] = uy g1 (u)

Opug + div [~V ( fa(w)ug) — 1u2 V] = usga(u)

i=1:2

dans (0,00) x 2

“dans (0, 0c) x

§

 sur (0,00) X ElY)

dans

@ représente par exemple l'effet, des autres pays sur la ségrégation.

14



1.4 Rappel de résultats connus

Le probleme suivant :

)

up — Autl =P dans (0, co) x {2

(4.1) fu=o sur (0, o) x 90
L u{0, .) = ug dans {2

moddlise, entre autres, la filtration dun gaz non dationnare dans un milieu poreux
(v représnte la dendté du gaz), and que la diffuson d'une populaion hiologique
(u représente dors la densité de population).

Galaktionov dans [14] a éudié le probleme (4.1) et a montré que l'existence des
solutions ou la non exigence dépend éssentidlement des pararnétres [ et o, de la
dimenson N e de la donnée initide ug. || a éudié égdement, en collaboration avec

Kurdymov et Samarskii,dans [15] Uexistence ou I'explosion des solutions du systeme

suivant:
,
u ~ Ayt = o sur (0,00) x £
vy~ Aot =yl ur (0,00) X €2
4.2) 4
uw=1n=0 sur (0, oo) X Q2
w(0,.)=  wup;v(0,.)= 1 sur €2

ol : oy,02 > 0,1 <p, 1 <q,up € L7+(Q), 15 € L7212(Q), ug, v > 0.

Dans ce syseme u et v représentent les températures de deux corps dans un

15



mélange combustible.
Galaktionov prouve I'existence de solutions sous les hypothéses :
p<os+1.etg<o+1
Il montre que dans les cas limites : p = o3+ 1, ou g = 7 + | I'existence dépend
de la structure spatiale de (2.

Madallena par la suite, dans [21]: a genéralisé I'étude précédente au systeme plus

général;
0 (u) = /—\u?iﬂ = filur, ug,.. ., uq) sur (O, OO) x §)
(4.3) { w; =0 sur (0,00) x
u;(0, ) = up. sur (2
i=1d
ou :

¢ /:(0,0,...,0) =0, filur,uz, ..., i1, 0,717, ..., 7g) 2 0 pour tout r; 20,7 #1,

¢ v € L7(Q), ug 20, i=1,d.

Le systeme (4.3) modélise, en particulier, la propagation d'une maladie infec-
tieuse dans une population.

Ensuite Laamri ., dans [18] , a regroupé ces deux derniers traveaux, il a. établi,

en utilisant la téchnique L', l'existence globale des solutions du systéme:

16



0, (w;) ~ Ault! = > U+ oo sur (0,00) x
1<i<d
(4.4) 9 u; =0 sur (0, CO) x 0%2
L 0, ) = wip. sur €2

i=1d, 05 <o, 41, ¢ 0, 200,) =1,d, ug € L7 (Q);u0 2 0,i=1,d

Boudiba, Moulay, Pierre , en 1996 dans [8], ont étudi¢ le systéme suivant:

b

9y (uy) — Auy = filt,z,uy, ug, Vg, Vug) sur (0,00) x
(15) O (u2) — Aug = folt, z,uy, ug, Vg, Vug) sur (0,00) x Q
Uy =Uy = 0 sur (0, oo} x 90
\ u1(0, .) = w0, u2(0, ) = ug. sur )

En supposant :
1. 1l existe une constante positive L telle que :
Ji(t, Ty21, ug, Vg, Vug) + foll, z,uy, ug, Vuy, Vug) < Ly(uy+ ug + 1)
pour tout uy,u; 2 0, et pour presque tout x et tout .
2. Il existe une constante positive L, telle que:
fi(t, z, e, u, Vg, Vug) < Li{ug +up + 1)

pour tout uy, u, 2 0, et pour presque tout X et tout ¢.

17



2
3. 2 |filwy,ug, Vuy, Vug)| < elug, up) (V™ + [Vug™ + 1):
i=1
ou:l<m<2etc:[o, 00)2 —3 [0, 00), est, une fonction croissante.
4. Ujp, Uy € LI(Q) U1p, Yoo 3 0.

d. fl(tzxzoa?‘_”?a{), q)afZ(taxvuhO:pao) 2 0 pour tout Uy, Us 2 0.

18



Chapitre 2

Preliminaires et rappels de

resultats connus

Dans ce paragraphe on rappelera quelques résultats util&sur lesquels s’appuie notre

travail.

2.1 Espaces particuliers

Rappelons les définitions de quelques espaces, quEnous les utiliserons dans la suite:

2.1.1 Espaces Holderiens

On se donne 2 un ouvert borné de R”, T un réel positif, et Q= (0, T) x €,
s = (81,8, ..) sy) €NV,

Deéfinitionl.1.1: On désigneru par H“’%(a;), ot C’**%(@;); a > 0. Uespace

19



des fonctions continues, and que leures dérivées &7

plus 1u|£§,r) est fini, 0% |u](57), est défini par :

i) = g+ T (W,

O:,telles que 27. + |s| < «, de

_ 0<i<a]
vec:
rns |0
(uo, = lulg, =max |ul et : (W, . = > 10/0ulg,
T 2rHsl=j
De plus :
o (5)
(e = (W, + (Wb,
ou :
& . —2¢—=5)
PaY] a—|a 5 T )
(Whig, = D (Odu)g et e D= Y (@,
2r+|s|=laj D<a—(2r+]s})<2
Avec :
u(z, 1) — u(z', t o w(z, 1) = u(z, 1)
(u)(") = sup ( ) ,g/ )I (u}(,ﬁ snp ; ( (
(x,t),(iﬂ’,f))EQT }‘E - ’ '

( t)5($1t’)EQT

pour toul a ,0< a < 1.

On munit H*% (@) de 1a norme : [ufg’g

Remarque 1.1.2 :

20
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2.1.2 Espaces de Sobolev anisotropes

Définition 1.2.1 : On désigne par H'?(Qr) , (espace de Sobolev anisotrope),

I'espace de fonctions f définies sur Qr telles que :

f i fm,' 3 fz:q-_m.; 4 ft <€ Lz(QT) s 3= LN

2.1.3 Espaces W}*(Qr) ,q > 1

Définition 1.3.1 : Une fonction u est dite de classe W;=2(QT) si et seulement si:
w € L9()0, T[, W9(Q)) et. € L0, 7], L"(R)).
Lemme 132 : Si u € W*(Qr) avec g > N + 2, alors 8]0ju € H&*(Qr)

pour tout a satisfait la relation: 0 < o <2 = 2r — |s] — %

2.2 Continuité absolue

Définition 2.1 : La variation totale d’une fonction, f sur 1 , est définie par la

relation:

o(f I) = sup 3 [f(a) ~ f(bi)]
1<i<k
la borne supérieure se prend sur tous les ensembles finis despointsa;, b, € I

avec .

21



Remarque 2.2 : Si v(f,I) estborné alors f est dite G. variation, bornge

Définition 2 3: On désigne par Bu(I), ! ‘espace des fonctions scalaires sur I
k-variations  bornées.

Définition 2 4: Une fonction f € Bu(I) est gbsolument continue, si et seule-

ment si,

Ve> 0,36 >0 tel que : Y |f(a;) = f(b:)] < .
1<i<k
pour toute famille finie de sous intervalles bornés digoint [a;, b;[ i = 1, 2 vérifi-
ant:
Y la— bl < 6.

1<i<k

2.3 Opérateurs dissipatifs dans L'({2)

On se donne X un espace de Banach .
Définition 3.1 : Un opéateur A de X est dit dissipatif si pour tout o,z € X,
g A>0 o0na "

o=l < o= = A (e - A7) |

Dans le cas ol : X = LY(Q2), on aura la caractérisation suivante

Proposition 3.2 : Soit A unopérateur de L(S2), A est dissipatif si et seulement
Si:

pour tout (u, () € Xj,bii, existe une fonction w € L"(R), telle que:

w(z) = sign(u(z) ~ 4(z)), pour presque tout z € X, et:

22



/Q w(z)(A(u)(z) = A{d)(z))dz < 0.

o : .
1 siz>{
SignT = 0 siz=140
-1 siz <0

Pour la démonstration de cette proposition voir [7]

2.4 Quelques inégalités:

On se dorme £ un ouvert, borné de RY, de frontiére réguliére 9.
Lemme 4 1:(inégalité de Jensen):
Soit f une fonction a veleurs rédles, mesurable sur Q, et A c {1, st f > a et si

¢ est une fonction. conveze pour x > «, alors:

é('ﬂlif) / fd:c) < [ qs(f)d§.

Pour la démonstration , on renvoie a [16] .
On rappelle aussi le lemme suivant, dont il nous sera utile dans la suite.

Lemme 4 2: Soient p €[1,2), r €p, 2832) | dors pour tout ¢ > 0, il existe
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des constantes postives c(E) , q dépendant de p et de r telles que:

]WMTsa(Luvmﬁmwwmmmm)+c@nwmﬂm
Q / .

pour tout u € Wh3(().

ou

2r(1 -~ 1) 2%(r — p) N
- — Tz — D 2% =
2-7-T , AVECET r(Z*wp)‘et 2N-2

Pour la. démongtration nous aurons besoin des lemmes suivants (pour les démon-
drations, consulter  [9)).

Voic un théoréme sur les normes équivaentes

Lemme 4 3: Soit E un espace vectoriel muni de deuxr normes |||, et ||xz|[,, on
suppose que E muni de chacune des normes ||.||, et ||.]l,, est un espace de Banach.

On suppose de plus qu’il existe une constante positive ¢,telle que:

lell, < cllell, . V€ E.

Alors il existe une congtante positive c', telle que:

ol < ¢ llall,, vz € E.

Le lemme Suivant est une conséguence immédiate du lemme précédent:

Lemme 4 4: Les normes||.j, |.] sont équivaentes dans W'2({1). ou:

= [ vt [ 1)’
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et .
= ( / ol ([ o) )
On a aussi le:

Lemme 4 5: (Inégalité d “nterpolation de Gagliardo-Nirenberg).
Soient r et p deuz réels positifs tels que: 1< p < p<x.

Alors pour tout u € W () M L7(§2),0n a :

all iy < Tl ol -

~

1
_1_’P'+
P N 2

Démonstration du lemme 4.2 ;:

En vertu du lemme précédent, , on a :

/ " < Bl o

En utilisant l'inégalité de Young, on obtient:

I T 2"”’]_;.,?;
/( q Jul" <C(E) HUIILP%Q). + €lfully 2

or , le lemme 4.4 implique :

/IUI Sele HUHLP%QT +e(IVallze@ + lulizr @)
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Dou le lemme 4.2.

On a aussi le lemme suivant :

Lemme 4.6 :(Sobolev , Gagliardo , Nirenberg)
Soit 1 <p<oco,0n.a:

Si1<p<N, alors: W'?(Q) — L¥(Q), ot . =

= e
z|-

Si p = N, alors : Wh(Q) — LI(QQ), Vg € [p, oo
Si p> N, alors : WHP(Q) s L>®(0).

Avec injections continues

2.5 Résultats de convergence

On a les lemmes suivants :

Lemme 51 : Soit ue LP(2) , 020, 1<p<oo.
Alors il existe u, dans C*®(£}), u. > 0 , telle que :

u, converge vers u dans LP(f2).

Lemme 5.2 : Soitu € L*<(),u20,1< p <.
Alors il existe u, dans C2°(Q), u, = 0, telle que :

i. IM > 0, tel que : u. < M, pour tout ¢ € |0, 1]

1. 1, converge vers u dans L?(R).

Lemme 5.3 : Soit u™ € L®(Q)n HY(Q) , w20, 1<m.

Alors il existe %, dans C°(), u, > 0, telle gue :

i. IM > 0,tel que : u, < M, pour tout ¢ € |0, 1]
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#.Vu™ converge vers Vu" dans (L*(S))" .
De plus on a les résultats suivants qui caractérisent la convergence dans LP(),
p > 1, (pour les démongrations, on renvoie a [16] et [10]).

Lemme 5.4 : Soit {,) une suite de fonctions dans L*(€2), (1 < p < o0)

B

O<e<1
qui converge en mesure vers f, et telle que ||f|l,, < M, (oi: M est une constante
postive), dors (f:)y .., convergeant vers [ faiblement dans LP().

Lemme 5.5 : Si E est un espace de Banach, et ( f.),..c, une suite de fone-
tions de E, qui converge faiblement vers f alors il existe une suite de combinaison
conveze, Y. aifs, (00 > a; = 1), converge vers f fortement dans E.

1<<rsn 1<i<n

Lemme 5.6 : Soit (f) une suite de fonctions dans LP(2), (1 < p < o0),

O<e<l
telle que | fell,, <M, Ve € ]0, 1], (0U: M estune constante positive), alors il y a

une équivalence entre la convergence de (f;) vers un élément f dans LP(€2), et

0<ex<l

celle de (f;) vers f en mesure.

O<e<l

On obtient auss immédiatement la
Remarque 5.7 : Le lemme précédent implique que si (fe)0<g<1 est dominée,
dors la convergence de (f:)yc,<; Vers f dans L™(QQ), entraine la convergence de

(fg)0<E<1 vers f dans [P (), pour tout 1 < py < p; < oc.

2.6 Attracteur global

On désigne par B(E) I'ensemble des parties bornées de E.

On conddere Sy, pour tout ¢ > 0, un semi-groupe sur E.
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On utilisera souvent , pour démontrer les théorémes de ce paragraphe les notions

suivantes:

v (@) = {8-(z); 7 € [t,00[}.

(A = U 7/ (2).
zCA

On rappelle les definitions suivantes (pour plus de détails consulter [24]):

Définition 6.1 : On appelle ensemble w-limite (pour la transformation ¥ ) du
point p, et on note w*(p), 'ensemble des points g, tels qu'il existe une suite (t,)
tendant vers [ ’infini, et vérifiant:

g = lim ¥(i,,p).

w(B)= N [/ (B)], . ou[B], désigne laferméture de B dans E.

£
t20
Définition 6.2 : Lensemble K c¢ E est dit ensemble attractif pour le sems-

groupe S si:
Pour tout B € B(E), on a :
distg(Sy(B), K) — 0 quand t tend vers l'infini.
o u
distg(C, D) =sup inf |X ~ Y|, pour tout C,.D c E.
XeC yeD
cette définition peut étre remplacee par:

*

Définition 6.3: L'ensemble K ¢ E est dit ensemble aitractif pour le semi-
groupe S; si:

Pour tout ¢ > 0, pour tout B € B(E), il existe un réel positif ¢; = (s, B) tel
que:

Si(B) ¢ O,(K) pour tout t > t; , ot O,(K) est le = voisinage de K.
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On définit aussi un ensemble absorbant:

Définition 6.4 :L'ensemble, By € Eest dit ensemble absorbant pour le semi-
groupe S, si:

Pour tout B &€ B(E), ilexiste unréel positif T = T(B) tel que:

Pour tout t > T, on a :

5B ¢ By.

On a la relation suivante entre les deux définitions précédentes:

Remarque 6.5 : Un ensemblé absobant peut se voir comrne un ensem ble atractif.

On introduit maintenant, la notion d'un attracteur global.

Définition 6.6 :L’ensemble A C E sappelle aftracteur marimal (global) pour
le semi-groupe 5 s'il satisfail les conditions:

1. A est un ensemble compact dans E.
2. A est un ensemble attractif pour 1 ‘opérateur S;.

3. A est strictement invariant :

SiA = A pour tout t 2> 0.

Nous allons énoncer un théoréme fondamental qui nous indique dans quelles
conditions le semi-groupe S; posséde un attracteur global:

Théoréme 6.7 :Si pour tout t > 0, S, est continu, et s'il admet un ensemble
attractif compact A, alors S; posséde un atiracteur global K c A.

Preuve :
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A compact donc il admet un voisinage compact A4,. de plus il existe £ > 0 tel
que: O,,(A) ¢ Ag.

Il est facile de vérifier que A; est un ensemble absorbant, compact

Nous allons montrer que w(Ag) est un attracteur global.

1 . w(Ap) est un compact, non vide:

De la relation w(4e) = N} [ (A))] » 0N voit que:
>0

w(do) = N [v (4], € A

2T Ao)

w(A) est alors lintersection d’'une suite décroissante de ferrnés, de plus w(Ag)
est inclu dans un ensemble compact, de tout ceci il résulte que w(Ay) est un compact,
non vide.

2 w(Ag) est, un ensemble attractant:

Soient ¢ > 0, B € B(E)

(6.1) il existe alors T > 0 tel que v, (A4p) ¢ O-(w({Ay)) pour tout ¢ > T.

De plus comme Ay est un ensemble absorbant, on a :

(6.2) il existe alors T" > Otel que S;(B) c Ag pour tout ¢t >T".

En combinant (6.1) et (6.2) on trouve:

Sr(S:(B)) C O (w(Ap)) pour tout {> T'.

Autrement dit:

Si(B) ¢ O(w(Ag)) pour tout t > T+ T

ce qui implique que w{Aq) est un ensemble attractant.

3. w(Ay) est invariant:
1) Si(w(4o)) C w(Ao):
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Soity € w(Ag) , dorsy =k15101(3 Sy, (zx) pour un certain zp € Ag et & /" +oo, par
conséquent:

S.(Y) = S kh_}rgo Sy, (zg)) , mais comme S; est continu on obtient:

S(Y) =lim i ) ce i prowe que S,(y) € w (Ao)

i) w(Ag) ¢ Sy(w(Ao)) :

Soit, ¢ € w{Ap), dors il séorit sous la forme:

X :k'LTOS%(‘”k) ,pour un certan zx € Ay et t, / +oc, € on peut supposer que:

14T+t < < ty<.< t < ..

Posons g, = S, —¢(zk) , il résulte:

Y € v4.,(Ag) C Aq , en ulisant le fat que Ay est. compact on déduit, quil
existe une sous suite notée (yx,) telle que

jlimooykj =y € w(A).

On deéduit findement. que

¢ =lm S, (zx,) zjllrglo Se(uw; ) = Si(y)-

J—=e0

7

Par conséguent:

T €St (w(do)).

L’assertion de I'invariance est alors démontrée.

D'ou le lemme

On déduit findement de la démondration pécédente le résultat suivant:

Remarque 6.8 :S on remplace la condition de I'existence d’'un ensemble at-
tractif compact A, par celle de I'existence d’'un ensemble absorbant compact By, on

obtient le méme résultat du théoréme, de plus A = w — limiteS;(By).
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2.7 Existence globale

Pour établir I'existence globale de solution (Ti.« = o0), on établit, en général, que
les solutions approchées sont globales, pour cela on établit I'existence locale sur un
certain intervalle maximal [0, 7;,,,) ,ensuite on prouve que |ju.(t, .)]| < C(t), pouwr
tout ¢ fini, ou la fonction C ne s’explose pas ( c’est, & dire il n’existe pas un nombre
positif fini ¢y tel que: }Eﬁ C(t) = +00), enfin on conclut en utilisant, la propriété
suivante:

Si Thpax €St fini , alors @ im  fluwe(t, | = +oo

t—Tinax
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Chapitre 3

Problemes non-dégénerés

3.1 Introduction

L’ objectif de ce chapitre est de prouver un résultat trés utile dans U'étude des sys-
témes paraboliques non-linéaires dégénérés , nous montrerons l'existence locale de
solutions réguliéres pour les problémes approchés ( réguliers ).
On résou;é le probléme avec des données initiales et des seconds membres suffisa-
ment. réguliers, la téchnique utilisée est I'application du principe de Leray-Schauder
" qui consiste & ramener I’étude de I’existence locale de solutions d’un systéme parabolique
régulier, a la. recherche des points fixes d’une certaine transformation possédant de
bonnes propriétés.
Nous prouvons enfin que la quasi-positivité des seconds membres, et la positivité

des données initiales permettent de construire des solutions positives
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3.2 Position du probleme

On considére, dans un domaine ouvert, borné de R¥ a fronti¢re réeuliore les systémes
g Y

de la forme:

atul — dz'v(tbl(ul)Vul) = fl(ul,uz’ \7’1111', VUZ) dans (OIT) X €2
1) Gruy — div(da(ua)Vus) = falur, us, Vi, Viug) dans (0,T) x €
2.1

U= ug=10 sur (0,7} X 39

w(.,0) = wg,uzl(.,0) = uy dans {2

\

Dans toute la suite , on suppose que :

u = (u,ug); P=(pg € (RN)2 ;w = (wy,wy) 571 = (v1,2) et ug = (uig, Uno).-
On suppose de plus que pour <= 1,2 on a:

(2.2) wig € HM"oU:y >0,

(2.3) ¢, est une fonction de classe C* , telle que :

0 < v(jg]) < ¢;(8) < ullgh)

(24)  f; est localement lipschitzienne par rapport a « et P.
(25) | filu, PY) < o(luf, [PD(L+ |P]?, et lp}ggmlw(lut P =0.

(26) i |fi(u,0)| > —e; |uff — ¢z, OU ¢y et ¢; sont des constantes positives .



3.3 Existence de solutions classiques

Pour I'étude de la résolubilité du probleme (2.1) , on utilise le théoréme suivant:
Théoréme 3.1 :(principe de Leray-Schauder)
Soient H un espace de Banach , et ® ['adhérence d “un ensemble ouvert borné
R c H, soit R = H x [0, 1] et soit % une transformation-définie de N dans H.
L'équation : 1 = t(u, 7) admet au moins une solution, dans R pour tous les

7 €[0, 1] , s les condition suivantes sont remplies :

1. La transformation 1 est définie , et complétement continue sur .

2. La transformation 1 est uniformément continue sur R.

3. La frontiére du domaine R ne contient pas de solutions de l'équation

u = (u, 7) pour tout T € [0, 1] ( I es solutions n'atteignent pas la frontiére )

4. Pour 7 =0, I'équation u = w(u, 7) admet une solution, unique, et la frans-
formation I — (., 0) est inversible au, voisinage de cette derniére dans R,

et le cardinal,’ de !’ensemble de ces solutions est différent de zéro.

Pour la démonstration de ce théoréme consulter [20] (page 293 ) .

Dans le théoréme 3.1, la troisiéme condition s'avére étre la plus difficile. Pour
la vérifier, on démontre,en général, que la norme de u, (la solution de I'équation:
u = 1{u, 7)) dans I reste bornée par une constante finie M, quand r varie entre 0
et 1, il suffit alors de prendre } = B(O, M+5),01‘1 € est un nombre positif arbitraire,

pour conclure .
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Théoréme 3.2 : Sous les hypothéses (2.2)-(2.6), si de plus uy vérifie la condi-

tion de compatibilité

suivante:

~div(; (1) Vug) ~ £:(0, Vuio) =0

le probléme (2.1) posséde au moins une solution, classique locae y sur un certan,

intervalle maximal [0, 7Tyx).

Nous adoptons la preuve de [19] faite dgns le cas scalairg all cas des systémes.Pour

ramener ce théoréme au précédent on introduit les opérateurs £, pour tout Tg[(), 1],

L et L; définis par :

£ ww) = By = div((r¢,(w) (1= IV} = 7 fi{w, Vw) = (1 = 7)Auyg
Oua = div((Ty(w2) (1 = 7))V0s) = 7 fo(w, Vaw) = (1 = 7) Augg

Opuy — div(¢y (u1)Vuy — fi(u, Vu)
sy =|
aﬂ_"»z — div(@y(uz) Vg — fo(u, Vu) _

et © Ly(u) = £,(u,u)

Remarquons que Lj(u) = L(u) .
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On considére la famille de problemes linéaires suivants :

’

L{w,v)=0 dans (0,7) x §2
(3.1) $ v=0 sur (0,T7) x 0%
| \ v(0,.) = ug dans £

avec T < Tax (0U Tpay est le temps d'existence maximal).

On introduit l'espace de Banach By :

w/w est continue ainsi que ses dérivées partielles/; telle que :
Bs =

lwlg,, + |Vwlg,. est fini .

On munit Bs de la norme :
8 &
Hw“zz:,S = |wlg, + |Vulg,

On définit également la transformation + de BZ x [0, 1] dans BZ par :

Plw, )= .

ol v est la solution de (3.1) , ¢ est bien définie d’aprés ([19], théoréme 5.2 page
320).
Cette transformation est non-linéaire , et ses points fixes pour 7 = 1 sont des

solutions de (2.1).
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Démonstration du théoréme 3.2:

Soit u, une solution classique de:

L(u)=0 sur (0,T) x )
(3.2) { u=o sur (0,T) x 69
\ u(0,.) = uy sur

En vertu de([19],théo 5.2 page 587 ) , et des hypothéses (2.2)-(2.6),il existe une

constante positive A4 (indépendante de )telle que :
max |u;, |, max jug,| < M.

Or » G

De méme grace a ([19] ,théo 6.1,et lemme 6.2 (page 592 )il existe deux constantes

strictement positives ,o et M (indépendantes de m, telles que:
max IV’Uq—' ) I’U'T]'(a) < M]-
% .

En utilisant ([19], théo 5.2 page 587), on voit qu'il existe une constante positive M,

(indeépendante de 7), telle que:

max |Oyu.| , |Vu, [ < M,.
Qr ,

Finalement le théoréme 5.2 [19] (page 320),nous permet de conclure que:
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ey 2, - -
u, € (H*m+5 (Qr)) (puisque les coefficients de (3.2) sont des éléments de
& — =2
H%2 (QT) et. uyp € (HW(Q)) .
Les estimations précédentes prouvent qu'il existe une constante positive A; (in-

dépendante de 7), telle que:

luTlBg = 'UTI(Q) + IVUTI(G) = Iul‘rl(q} + lvqllrl(ﬂ) + luilr]((y) + IV?LQTl((X) S M; '

En résumé : toute solution classique u, de (3.2) est dans BZ.c’est a dire wu, est
un point fixe de #.de plus u, € (H2"+% (@)’

Et réciproquement, : chaque point fixe u, de ¢, est une solution classique de
(3.2),en effet :

Soit u, € B un point fixe de ¥, en utilisant (2.4) on voit. facilement que les
coefficients de (3.1) sont des éléments de H*? (Qr) et up € (H>*(£2)) ? ceci implique
d'apres((19] théo 5.2 page 320), donnerau, € (H2teml+% (@?))2 .

Donc on est en mesure de verifier le troisiéme point du théoréeme 3.1:

En prenant :

R = {w€B§ telleqﬁe:ny_ﬂwl<M_—l—'e';rrla,_x|th<M2+eet lwIBg <M3+5}
CQr ©Qr

il vient alors,d’aprés les estimations précédentes :

max [w| < A4 jmax [Vw| < M ; [w]g < Ms.
T . Qr
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Autrement dit :les solutions natteignent pas la frontiere de R.d’ou: ¥(®, [0, 1]) CSC‘)E.

ce qui prouve que la troisieme condition du théoréme 3.1 est, satisfaite.

Passons maintenant pour vérifier la premiére condition”la continuité compléte”,
pour cela il suffit de montrer que la transformation 1 est continue sur R,et que
I'ensemble des valeurs de ¢ est relativement compact,.

eLa continuité par rapport a w : il suffit de montrer la continuité uniforme par
rapport a w.

Soient w’,w” € R,et ', »” les solutions correspondantes .¢’est & dire:v’ = (w’, )

I 4

sv = Y(w, 7).
. ! " 7 H .
En posant : vy = v, — 1) ; v3 =1y — vy ,0n a4 :

'

By + (1 = 7)Au = Tdiv{dy (w)) V) = div [y (wy) — ¢, (w;)] Vo -
(3.3) ¢ 7 [filw', V') = fu(w', Vu')]

m =20 sur of2

Supposons que |u' — w”|3g- est petit.et nous montrons que [ ~ v Jsg Iest
aussi,pour cela nous énongons le lemme suivant :

Lemme 3.3

Soient m un entier non négatif ;o et 3 deux réels tels que : 0 < @< F< 1.

Supposons que €2 soit un domaine borné convexe de RV,

Alors les injections suivantes sont continues et compactes :

Hm™ Q) <o H™HA(Q) e HMH(Q) <5 H™(Q).
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Pour la preuve,voir [12]

Dans (3.3) la norme du terme de droite dans H*3 est, suffisament petite,puisque
les £, sont localement lipschitziennes,et le coefficient, de Aw; appartient. & H%3% (Qr) ,alors
gréace a[19] (théoreme 5.2 page 320) la norme de v dans 72!+ (Qr) est suff-
isamment petite, et gace au lemme 3.3 la norme de x; dans B, I'est aussi, et on
montre de la méme facon que, la norme de v, dans B, est petite.

Par consequent, ||u|| g3, €St assez petite, ce qui prouve la continuité uniforrne par
rapport a w.

Il reste & vérifier que (R, [0, 1]) est relativement compact:

D'aprés les injections du lemme 3.3 ,pour montrer que (%, [0, 1]} est relative-
ment compact dans B2 il suffit de montrer que : ¢(R, [0, 1]) est borné dans B2,
nous le faisons:

Soientw €R, 7€ [0, 1] et v = ¢(w, 7),d’aprés la premiere partie de cette démon-
stration, v € H***"!+%(Qr),ce qui implique que : v € H'/t et Vo € H'/x, ceci
permet, en vertu de ([ 19] lemme 3.1 page 78), de déduire que Vv € H 1’%(@?), c'est

a dire: [Vo]® < const, et par conséquent v est borné dans B? d'oli la continuité

compléte.

Nous allons Vérifier le deuxiéme point du théoreme 3.1 (la continuité uniforme
/7):

Soient 757 €0, 1], tels que |7’ — 7| est assez petit, .w € B2, et v’y les

solutions  correspondantes:

r

v = Plw, T) 0" = Plw, )
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En posant : P1 =t —v" ,on obtient :

,

By — (7 div (@, (w) Vo)) = (7" = 7")dw(6, (wy) Vo) + (7 = ")

B4 (f(w, V) = Auyg)

/O =u /=0
\

Dans (3.4) le second membre est suffisamment petit, donc on déduit d’aprés
([19] théo 5.2 page 320), que la norme de v; dans H*+**1*5 ((;) est suffisament
petite, en tenant également compte du lemme 3.3 on établit que la norme de w; dans
B, est assez petite.

dou la deuxieme condition du théoréme 3.1.

Veérifions maintenant la quatrieme condition (1/(0, .) admet yn point fixe):

On sait que l'image de % par (0, .) est la solution de:

Oy — Avy — Augg =10 dans (0,7} x 2
Oy — Avg — Augg = 0 dans (0,7 x 2
m=wv=0 sur (0,T) x 0%
vi(t,.) = wp; vé(t, ) = ug dans )

Ce dernier admet une seule solution v = %, ce qui prouve que (0, R) = ug,

Cest a dire la transformation (0, .) admet un seul point. fixe, et la tronsformation

I — (0, .) est inversible.

Résumé : Les quatre conditions du théoréme 3.1 sont vérifies, ainsi ¥7 € [0, 1],
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la tranformation, 1) admet au moins un point fixe, et en particulier pour 7= 1, qui
se considéere dans ce cas comme solution classique de {2.1).

Remarques 3.4:

i) Le théoreme 3.1 raméne [’¢tude de la résolubilité des problémes awx limites d
I ‘obtention, d’estimations & piori des solutions dans la norme H?+.

#1)Dans Le cas ou ¢;(r)= {|r} + )7 ;e,0, > 0, on peut montrer en utilisant la
méme téchnique et en appliquant le lemme3.3 page80, le théoréme9.1 page 341 et le
théoréme 5.2 page 320 de [18]gue le probléeme (2.1) admet une solution, appartient ¢
('I/V;’z(Q:rr,ﬂax))2 pour tout q > 1, sur un certain intervalle maximal [0, 7'max)

Nous ne citerons pas ici la démongration de ii) de la remarque 34, car ele et

entierement andogue a cdle du théoréme 3.2

3.4 positivité de solutions

Les syséme de réection-diffuson interviennent dans de nombreux domaines, les
réactions chimiques, la propagation d'une maadie, de la transmisson d'un caractere
lors d'un couplage,...etc ou les solutions représentent: les concentrations, les densités
des populations,....,qui sont généraement des quantités postives, on sinteresse donc
aux solutions pogtives.

Nous dlons montrer que s les conditions des paragraphes précédents sont rem-
plies, et 9 de plus

@.1)  fi(0,u2,0,9); fo(u1,0,p,0) 2 0 pour tout w;,uy > 0,
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(4.2) urg et Ugy sont positives .
Alors la solution obtenue est, positive (ses composantes sont positives).
Proposition 4.1: Sous les hypothéses du théoréme 3 2, si de plus (4.1) et (4.2)

sont remplies, le systéme suivant admet yne solution classique positive:

' Oyuy — dz’ﬂ(qbl(ul)Vu;) = fi(uy, Uz, Vuy, Vus) dans (O,T) x 2 ;
) Oty — div(@o{us)Vug) = fg(ul,‘ug,Vul, Vus) ~ dans (0,T) x Q
| Uy =.u27: 0 R - osur (0,7) x 99

\ u1(.,0) =.u107 , ug(.,0) = ug ' dans €2

* Pour montrer cette proposition on aura besoin du lemme suivant:

Lemme 4.2: Soit u solution classique de :

’
O —  div(¢; (w)Vu)=F(uVu) Csur (0,7) x Q

(4.3) { u= 0 sur (0, T) x Af)
u(., 0) = ug sur §Q

ol : 20 ;etF: Rx RY —s R telle que: F(r,0) > 0 pour touf r < 0.
Alors u est positive

Démonstration :On considére le probleme :

(4.4) u—div(¢, (u)Vu) = F(u, Vu)

D’aprés les résultats du para-aphe précédent, (4.4) admet. une solution classique
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u sur [0, Trpax)

Posons u{t, z) = e~fu(t, =).

Pour montrer que u est positive, il suffit de montrer que v est positive, nous le
faisons par I'absurde:

Supposons que ¢ peut atteindre une valeur négative, c’est a dire il existe un point
(p, to) tel que:

v(zg, tg) =min v(z, t) < 0.

Qr

En posant. V(t) = u(t, xg) ,il vient :

V(to) :r[n%l v(zg, 1) <0, donc il y a deux possibilités:

1. ou bien ty= T, dans ce cas V' (ty) < 0.

2. au bien ty < T ,{fy # 0 puisque V(0) > 0) , dans ce cas Vf(t(}) =0

Mais dans les deux cas on a : V'(t) < 0.

De méme en posant %(z) = v{tg, £) , on aura:

m%n 0(X) = 4(xzg) = v(to, Zo) , C& qui prouve que:

Vi{zg) = Vu(ty, 20) = 0 .

Résumons ces résultats dans I'égalité (4.4) on obtient:

vi(to, o) = —v(to, 20) + e~ F(u(ty, 7o), 0) > 0.

d’ou la contradiction, donc notre supposition est fausse

45



Démonstration de la propositin 4.1: Posons :

f'i(ulau%pa Q) Si u17’u2 2 0

fi(uhﬂapa Q) sl Uy ? 0,'”12 < )
g,j(U1,u2,p, q) = 4

fi(O, ’U’:Q,p,(J) Si U < O, U9 2 0

fi(oa 0: ng) Sl Ul,’u,g < O
\

Il est clair d'aprés le paragraphe précédent que le probleme suivant admet une

solution classique:

, By — div(py (u1) Vi) = g (w1; ug, Vay, V) dans (0,T) x ©2
Oty — div(dy(uz)Vus) = goluy, ug, Vg, Vug) dans (0,7) x
Uy =1us =0 sur (0,7) x 09
ui(. 0) = g, us(., 0) = ugy dans )

De plus si on pose :Fi(r,p) = gi(r, ug, p, Vup), ON trouve:

Fi(r,0) <0 ,pour tout < 0.

Ensuite on applique le lemme 4.2 pour déduire que u, est. positive, et une dé-
marche analogue nous montre la positivité de us.

ce quil fallait démonrer.

Remarque 4.3 : On peut montrer également que S les données initides sont
posttives et les seconds membres sont quasi positifs alors les solutions de (2. 1) dans

le cas oi ¢;{(r) = {|r|+ €)7 sont classiques et positives.
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Chapitre 4

Régularite L~

4.1

Introduction

L'objet principal de ce chapitre est I'étude de la régularité L°°, pour des systtme de

réaction-diffusion dégénérés qui sont de la forme:

r

By(ur) = Alfug|™ wr) = gi (w, ug) + B?V(luﬂml_l 7y dans 10, 0o[ x Q
(ug) = Al ug) = go(ur, ua) + by V{([ua|™ ') dans 10, oo x Q
U= ug =0 sur ]0, 00 x 90

ur(0,.) = wio; u2(0,.) = uy _ dans Q

Plus exactement, on établira les conditions sous lesquelles le probléme de la

régularité L* se ramene a celui de la régularité L? pour un certain p > 1. Dans ce

but on utilisera une méthode inductive.

Les résultats qui seront obtenus ici englobent une large classe de systeme de
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réaction-diffusion dégénérés, nous prendrons comme pierre de touche le probleme de

Dirichlet homogéne mais les résultats de ce chapitre se généralisent, a des objets plus

larges.

En réalité les résultats qui viennent d’étre formulés furent obtenus par Alikakos

dans [1] avec des hypotheses plus fortes.Plus précésiment, il étudie le probléme

suivant:
Oi(u) — AJul|” uw) = B(t, z)u dans |0, oof x
< (%u) © <0 sur 0, ool X 992
cu(0,.) = ug ,ug € L dans (}

I démontre dans ce cadre le théoreme 2.1 de ce chapitre en supposant, que:

|8(t, =

Des ré

)| £ C pour tout (t, z) € ]0, o] x (.

sultats voisins des ceux de Alikakos ont également été établis par L.Dung

[ 11], en étudiant le systtme suivant :

A
By — d(B)A(u; [u]*") = fi(t, z,u, Vi) dans ]0, so x €2
J. 8 .
-— . 2 . <
an (ui ful ™) u; <0 | sur 0, oo| x 99
| U(O,) = U;n ,Uin © LOO(Q) dans €
avec.
¢:i=1r
¢0< a; < 1
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¢ itz <k X ul + k)7 + ks, ou:
1 .

<i<r

k>0 i=13a €[00+ 1+ 5716 € [0,2— iz [

4 d; est une fonction continue sur R, de plus il existe deux constantes positives

d et. D telles que:

d<d;<D Vt=0.

Remarquel. 1:

Le Dung|L1]n’a établi ni ['ézistence des solutions de probléme (1.1) ni les esti-
~ mations dans L°! de ces solutions mais il a supposé cela vrai.

Dans ce chapitre nous verrons qu’il est possible d’affaiblir la condition faite sur
dans [1 1] mais il faut renforcer I'assertion sur &;. Nous reprendrons le plan général
de [11], mais en modifiant les hypothéses, et nous obtiendrons des résultats qui
généralisent un peu ceux de [11], puisque les résultats qui seront obtenus ici se

rapporteront aux  systémes:

1.
4 . .
Oy — Alws [w|™) = filt, x4, V) dans ]0, oo x 2
-0
O (uuliY s < )
gy M0 sur J0, oo X O
\ u(0,.) = wio ,uip € L®(Q) dans 0
avec:
$:=1r
$0.>0,
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¢Stz w8 <k 3 ul + ke |lE||” + ks, on
153 ‘

<i<r

‘k1202:1,3. d,;E [D,_ai+1+""§2[;6,¢€ ]O’(T,;-'—}—1|i‘ .
2. |
f - . ;::-i _> mi—1
Or(us) — Al]rea|” wi) = gi(w) + b V{|us|™ " wy) dans ]0, co] x Q2
E%(”i [u| ) us <0
4 < o sur J0, oo x 9Q
N , ' L
Zlui [%(luila’ u;) + by |uz|m_ ui} 7, <0
. 3 = 7 7
u(0,.) = w0, u2(0,.) = Uy dans {2
avec :
¢i=1r
’ a; > 0
¢ lgtzu) <k Y w4k, et ||b] = E;’(m,t)“ <k ou:

1<E<r
Qkiz‘O;i‘:I,Z;aie[0,0,;-!-1-1—%"—2[,' n
¢ b =bi(z,t)eRY

Les améliorations ainsi indiquées ne sont pas difficiles a obtenir par méthode

exposée ici.
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4.2 Position du probleme

On considére le probléme :

4

Quwr)  Alwl™ w) = gi(ur,ug) + by V{jug ™ 1) dans Qr

21) B(ua)  A(jua]™ u) = galur,uz) + by V{Jug|™ " 1up) dans Qr
U =up =0 sur (0, T) x 68
w(0,.) = wo, u(0,.) = ugp dans

ou: T, a;m, 1=1; 2 sont des réels strictement positifs,a> = Bj(a:, i) eRY,
On suppose de plus :

(2.2) 1<m<eo;+1, i=1;2

Et nous imposons aux fonctions g; et aux vecteurs 7;: les conditions suivantes :
(2.3) g(0,0)=0; i=12

(2.4) les g; sont des fonctions localement lipschitziennes :

Y lgilun,ug) — gili, 4o)] < K(r)(Jur — | + [up — dal)

1<4<2

pour tout [uy |, |dy], fug| , |G| <7
(2.5) Il existe des constantes L; >0 et oj; <o + 1,4, 7 = 1; 2.telles que :

pour tout u;,us€RONa:
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|gi(tin, u2)| < Li(fus|™ + fug

“41) =12

(2.6) Il existe une constante ¢ > 0 telle que :

I

2.7) les F: sont localement lipschitziens.

E)(m,t)“ <c¢ i=12 ppswrRT xQ

(2.8) o € LP(Q) p>o; + 1 i=1,2.

Il est clair que les équations du systéme (2.1) dégénérent en des équations du
premier ordre sur [u = 0], cest pourquoi ce dernier n'admet pas ‘en général une
solution classique , dou la nécessité dintroduire la notion de solution faible

On adopte la définition suivante :

Définition 2.1:

Le couple (uq, us) est solution faible de (1.1) ,si pour tout T >0 ,0on a:

IHu|™ w e L*(Qr) , i =1,2.

2-u; = 0 sur (0, T) x d€ au sens de traces

3-V ([

“ u;) existe au sens de distributions ,et V{|w;|” u;) € (L2(Qr))".
4- Pour toutes fonctions ¢; € C'(Qr) telles que ¢, = 0 sur (0, T) x 9 ,i=1,2

on a:
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‘l V{Juwl™ ui)Veoidtdfc—\]Q ®; tuidtdm+Jﬂ ui(z, T)ep,{z, T)dx = / io(2);(0, x)dx
;

T 0

. J o -
M g 2 by (2 ), ™ ) | dxdt

633.5

.
+ ] 9i(u1, ug)p; {bi Ve, |u;

T

Nous allons en déduire dans ce chapitre le résultat, fonda.mental suivant,:
Théoréme 2.2: On se place dans les hypothéses (2.2)-(2.8), on a les résultats
suivants:

Supposons qu'il existe une fonction continue positive C indépendante de uy

définie sur (0, Tax) telle que:

(2’9) “u’f(t! ')”L"i*l(ﬂ) S Cl (E): _pOUT tOU't ?L € [ngax) .

alors il existe une une fonction, continue positive C,, telle que :

(2.10) |lees (2, .)||me) < Cuo(€) pour tout t € (£, Thax) -

De plus si up € (L7 (Q))2 et s'il existe un nombre positif fini Ky(ug) tel que:
(2.11) llwalt, M zzi+ri) £ Kiluo) pour tout t € [O_’.Tmax)
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alors il existe un nombre positif fini K(ug) pour tout tel que :

(2.12) [i(f, Ml Loy € Koo(tao) pour tout £ € [0, Tinax) -

4.3 Problemes approcheés

Pour I'approximation on définit:

o(R.) une suite de réels positifs telle que :lsiné Re= +o0

o). € C°, 1), une fonction de troncature , 0 < ¢, <1, et :

| siff|<R..
lbs(”f) =

0 si ol > R+ 1
.gie('rlar2) = g.,j(TI,Té)'i,bE(’?"]' +|T2!)

6..(r) = (Ir| + &)”

o {uoc} = {u10e, tage } € (D (2))? tel que

{uipe ), tend vers wu;gdans LP(Q) quand ¢ tend vers zéro si p # oo (ceci est. possible
d’aprés le lemme 2.5.1).

{thige ), est une suite uniformément bornée telle que (u;. ).tend vers wujdans
L"*”’fz(ﬂ) guandt en wkrs zero si p = ca (ceci est possible d’apres le lemme 2.5.2).

'fie(ﬂq, uz, V) = gie (1, ug) + E’?V(]uilmrl U;)

On considére alors la famille de problémes suivants (0 < ¢ < 1) :
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O(ure) — (o1 + 1)din(¢} (ure) Vuse) = fre(us, ug, Vu,) dans Qr
Op(uge) = (o2 + 1)div (@2 (uge) V{vg:) - foc (1, uy, Vary) dans Qr
Uge = Uge = O sur (0,7) x 90

uel0, )= uge w20, ) = ugge dans {2

Proposition 3.1: Le systéme (3.1) admet pour tout £ (0 < £ < 1) un,e solution
(W1e, Ug: ) appartient d (W;’Q(QT))Q pour tout q > 1 sur un certain intervalle max-
imal [O,Tmax,s), de plus si les données initiales sont positives et les seconds membre
sont quasi-positifs alors (ulg, Ug. ) est classique et ses composantes sont positives.

La démonstration de cette proposition est une conséquence imiédiate du chapitre
précédent.

Pour montrer le théoréme (2.2) il suffit de montrer la

Proposition 3.2:Sous les hypothéses (2.2)-(2.8), on, a les résultats suivants:

Supposons qu'il existe une fonction continue positive cl(g) qui ne dépend mnsi de

£ ni de ug définie sur (0, Ty ) telle que:

(3.2) e (2, ')”L”i“(ﬂ) < Cy(E), pour tout t € [€, Thax.c) -

alors il existe une fonction‘ continue positive C,, ne dépend ni de ¢ ni de uy telle
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que :

33) Nty Mgy < Coc(§) pour tout t € [§, Tinax,e) -

De plus s'il existe un nombre positif fini K1(ug) qui ne dépend pas de ¢ tel que:
(3.4) ||ue (2, ')“L"i+1(n) < Ki(ug) pour tout t € [0, Traxe)

alors il existe un nombre positif fini K, () qui ne dépend pas de ¢ tel que:

(35) “uiE(t7 )I|L°°(ﬂ) S Koo(u(]) pour tOUt te [Ovaa.x,E) -

La démonstration du théoréme se fait en trois parties.

1 .Nous montrons que [[us(t, ) jois2(ny est fini.

2. Nous estimons {u(t, .) ||z pour tout p fini, mais ces éstimations ne peuvent
suffir pour estimer ||uz(t, )| oo (g

3. Nous passons a la limite sur p.

4.4 Estimations L7i*2

Proposition 4.1:

En supposant (3.2) , il existe une fonction positive (5 indépendante de ¢ et de
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uy telle que:

4.1) [[ttie (8, Wl goria iy < Cal€) s pour tout t € [§, Tnaxe) -

Si de plus (3.4) est satisfaite et u,y € L72(Q2) alors il existe une constante

positive Ks(up) ne dépend pas de ¢ telle que :

4.2) , lJrase (2, ").H[,ffiJr?(Q) < Ka(ug) pour tout t € [0, Thax.)

Preuve :
Pour simplifier I'écriture , on supprimera lindice ¢.

En multipliant la premiére équation du systeme (3.1) par |u |”' u; et en intégrant

le résultat sur §) on obtient:

43 =g [l [V Gl )l e [ B )l

.Ll [] IUIJU1+a11+1 d$+f |u1|01+'1 'ﬁgulam d$+/ |u1]01 uld:n}
£t 2 Q.

. - S _ ohy . _my
En posant : v = Ju|" u; 1y, = =g By = ot M= %

-, (4.3) devient:
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wy Lo ] o / IVnl? < L f "+ P s+ ]
‘ "1

+ b [1: |M1 b V()

D\‘::)

En ce qui concerne le dernier terme de (4.4) , en utilisant I'inégalité de Cauchy

-Schwartz, on obtient:

(4.5) ) /9—5? l.ml.M‘_.l nV(v)de < C (/ﬂ ||v1,1”2)% (/Q “iwl)% |

En utilisant 1’ inégalité de Young , (4.5) se remplace par:

(46) [ 3l Vs <q [ 19ultcm [
o . Q 9]

En utilisant I'inégalit¢é de Young encore une fois ,on estime les termes restants dans

le terme de droite de I'inegalité (4.4):

@n | / o o2 < 1 { fwl /,w Izgu}

et grace au lemme 2.4.2 , on peut controler [, v? et [, |v;**, 1, j=1,2

48) [ ( / 17l + ( / H)) +‘O(n)'( / Im'l)q :

et les intégrales ] || / o[t et f ;| Sestiment. de la méme facon.
Q Q Q
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En reportant les estimations (4.6),(4.7)et(4.8) dans (4.4) on obtient:

(4.9) 71+15t f ol 4 f ol < 4 f 190l +n [ Vol
o) jm o
16<2 \ g
et l'inégalité :
(4.10) 2+1at ] "+ f Vel < dn [ IV 40 [ 19
- n Q

e S ( / |u,|) LG
1<i<2 .

N

se montre de la méme fagon.

D’or en sommant (4.9) et (4.10) on obﬁient ;

(4.11) /lv: |7’+1 dz+(1 5?7 /”V%H dz <
Z + 1 at 1<4<2

152 Vi

o) Z ( / |u,;da;~) i)

0

En choisisant 7 ,dans (4. 11), de fagon que 5p < 1, on aura :

1<i<2 1<:52

.(4.12) _/Z‘”’ i dm—l—C%f Z HV?:,“ d:c<C’(n (/ [1)]0!1‘) +Cq
1<i<2 0\ Y
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En supposant que (3.2) est vérifiée, (4.12) prend la forrne:

(4.13) % fﬂ 3w dz+Cs J D I Vull* < Co(€) pour tout t > > o

1<i<2 €12

En agppliquant les inégdités de Holder e de Young,on obtient :

;1 1# .
71
/l””zl Ydz < ¢y (/ ;] d,a:) _ (/ ;] ez + 1) lou 7 =1ax ;.

Ce qui, en vertu de (4.8) implique
' =
(f o7 F1 da:) < C’g/ | Vu||* dx + Co(€)  pour tout ¢ > € > 0
Ceci , avec la convexité de f(z) = IzI%, nous permet d écrire :

' s . | ' 7%—7
(4.14) / Z |vi |‘f:+1 dz < Co Yy | / o dg ’
_ 1<i<2 1<4i<2. :

Q
Cii Z /“Vm“ dm—i—Cu

1<4<2

IA

En utilisant (4.14) , (4.13) sécrit sous la forme :

(4.15) at 3 Y " detCg (/ Y lu l”l) . < Cul8)

1<z<2 1<i<2

pour tout t > £ > 0
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et s de plus (34) est rédisée , on aura :

(4.16) f y |m|”““dm+013 Z [ |v; P“ < Cys(ug) pour tout ¢ > 0

1<4i<2 142
1<i<2

Pour utiliser plainement ces inégdités , nous aurons besoin de la caractérisation

ivante
Lemme 4.2 :

Soit y une fonction positive aisolument continue , et vérifie :

o v
Y T0 <6  aec:v>1,0>06>0

Alors pour toutt> 0 on a:

yr(t‘) < (g)l + (0-(1/ - 1) g)ﬁ

Si de plus tlir(ﬁ y(t) = ¥(0) est fini alors

y(t) < ma:{ y(O)(g) ;} pourtout t > 0

61



Grace au lemme 4.2 ci-dessus nous allons savoir réintérpréter les inégalités (4.15)
et (4.16).

Pour cela on pose:

o) = [ 5 wrtars [ F

0 1<i<2 0 1<G<2

o;+2 dr

nous avons ainsi démontré que:

si (32) est Vérifiée, on a y(t) < Cy(€) pour tout t> & >0
et

si (32) est Vvérifiée, on a y(t) < K3(up) pour tout t> 0

ce quil fallait démontrer.

4.5 Estimations LP

Dans ce paragraphe nous allons montrer que (u;, us) est bornée dans L7 pour tout
p>1

Proposition 5.1 :

soit p > g; + 1, si on suppose que (3.2) est satisfaite alors : gl existe une

constante C, positive indépendante de w4 et de ¢ telle que:
(51) HuiE(tv ')HLP(Q) S Cp(g) y pour tout t € [57 Trnax,e) .
Si de plus (3.4) est vérifiée et wy € LP(N2),alors il existe une constante positive
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K,(up) indépendante de ¢ telle que:

(5.2) [ic(ts M 0y < Kp(uo) pour tout ¢ € [0, Trnax ) -

Preuve :

Soit 7-k > 1.

Tk 01+1)

On multiplie la premiére équation de (3.1) par |uj.| u et on intégre le

résultat sur 2,on obtient:

l J re{oy+1)+1 4ry, / 14D+l 2
. JE— k 1» —_— VvV 2
(5.3) (o1 + 1) + 18tJq |U1| _ +(1 +re)? Jg ” (lull ul)”

<L [ / g [HOEIE i o / a4 ol o+ [ fml”“(q'ﬂ)d;r}
2 o Ja
1 [ by (Jun [ ) o [ wnd
Q .

On remplace #; par sa valeur dans (5.3),on aura :

(654 vlviagz[z"’llv‘+rk+ﬁé%ﬁfgzllv (1" )|

< Iy {/ o[ *00 dg +/ e dz +/ ltn | d:c]

+/ E |1)1}M‘*1 0 V{jn|* " vy)de
o ,

63



En utilisant I'inégdité de Young on obtient:

(5.5) / Jon|™® ]“2|ﬁ’27d3? < 7]/ o1 |12 dzt-c(n) / |+ P12 gy
o ) Ja

SH

(5.6) f [ ™ dx < "7/ 17)1|r’“+ﬁ” dz+c(n)

T—1
En posant @ w; = | |JzL vy, on obtient:

2(ry +8i5) ' g
[Uirﬁﬁ”' = |wz|—‘k+_”f1_ et 2(% +By) < Z(N +1)
‘ : ' I4+rm — N

Soit A un réd postif td que :1< A <1+ f?'i?z Yi

On congtruit trois suites :(ry) , (pi) » (Vi) i=1,2 et k € N définies par :

) 2rk—1 + Vi) i = 14 7y
1+ Tk ik

_-'Yz‘ + T

Ilestclardoncque: 1 <py<?2.

En posant 3 =Imaf(2 {,6,;]-} ‘e en gopliquant le lemme2.4.2 , on obtient :
2,,_]: i

57 [P ( J v + uwz-nim(m)wl(n) ol
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; PRy 7 M- re—1 T
En ce qui concerne 1" intégrale de b; |v;] o1 V(|| vy) on écrit

_ . 21y, — -l
(5.8) - /b_;lnﬂMl Lo, V(o™ ey = Tk*:lMl / fbl ]?)1|M1+_J§2_ Vi{wy)

En appligiant I'inégalité de Young dans (5.8), on obtient :

(5.9) fgilvllMl_l 1)1\7([111]’"’“"11:1) <n /Ilvwlusz'c.a(ﬂ) /l”l‘ZMﬁm_l
0 0 )

Mais : 2M;::f'l < M+ c’est pour cette raison que I' intégrale de |1;_1\2M1+”°‘1

sestime de la méme maniere que précédemment , autrement dit,:

(510) /ﬂ '“1 2Myrp—1 S n (L ”V'w1”2 + ”'wl “iplk(ﬂ)) +C4(T]) “'LU.,

i
LP1k ()

Remarquons que : |u|* =1 = o, =1 = |, P* | alors si on suppose que
||?Ji|iL-+i+rk_l'(Q) est uniformément bornée sur [£, Tiux.:) , Cest a dire il existe une

fonction positive C) telle que :
(511) ”Ui”L'Yif"k—l(Q) S Ck;(g) pourrtout tz § > 0

On a, en combinant (5.4)-(5.7),(5.9) et (5.10):

CREIN fg 3wl do+(1-50) [ |G < o [ Ivwil+om+cie)

1€i<2
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De maniére similaire, on a en multipliant la deuxiéme équd

et en intégrant le résultat sur £,pour tout 5 > 0 :

(5.13)
2 1<i<a

O[3 e det(1-4) / IVl < / vl (11+Cul6)

En sommant (5.12) et (5.13), et en choisissant, 77 < 1 , on obtient:

(5.14) ' 875_/ Z s [ Pa dm+C’11/ Z (Vwil|” < Co(€ )

1<i<2 1<i<2

On pose ;g =min (vir)
: i=1.

En combinant 1’ inégalité de Holder et le lemme 2.4.2 . il vient :

[t ase([) " <o [1war+an)®

Par ailleurs, l'inégalité de Young implique:

. ‘ e P ‘ g Vik . : 'l | '
(L I’w,‘,"ik d.’E) S C]() (/ |wil”ik d:r) + 011 S C]_Q I|\7w7||2 + 013(5)
: Q . Q

Par suite (5.14) devient :
d x
d_tyk(t) + Cnye(t)* < Culf)

J o 1<ix2 0 1<i<?

ol : yk(t) :'/ > Iw,lﬁ? dx z/ S
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Par conséquent , d’aprés le Ierﬁme 4.2 : ylt) < Cpl€) pour tout t > £ >
0, avec p = 7¥; + 7%

Alors si la propriété est vraie pourun certain k — 1, elle 1 est pour k-

et comme la propiété est vraie pour k = 1 ( d’aprés la. proposition 4.1 }, on peut
donc procéder par récurrence pour conclure.

On démontre de la méme facon que (3.4) implique (5.2).

4.6 Estimations L*®

Comme Ci4 dépend de ( H"”z‘nyfﬂrw_l(m)% on ne peut pas faire tendre p vers oo,
et pour avoir des estimations dans L | il faut procéder autrement, , on trouvera
une relation de récurrence entre les normes dans " (£}) .Démontrons d’abord un
lemme dont nous aurons besoin.

Lemme 6.1 :

Pour tout X > 1 ,il existe des constantes positives : d, di, do, T et 7 telles que T
et 7 ne dépendent pas de A telles que :

Si on suppose que (3.2) est viiiiféée, on &

T d.:z:—l—d f“Vw 1)| <d1 / Z |1)?:‘W,:+Adz+d2)\f'_.
2

1<i<2 1<iL2

6.1 di[] Z |'U1

pour tout £ > £.
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de Young:

A ,
(6.5) ’Yl(:_ f (Z |TJJ| o+ | ) dr < d,l)\” Z I'”J| +d5)\72
Q

1<j<2 S8 <<

ot 7y, 7 = 0.
Le dernier terme du second membre de (6.4) se majore comme dans le paragraph

précédent, autrement dit:

A st meen Al "l Ast 2
(6.6) ﬁ——/ IE:V(ivilTl‘vi) g™ g [y T D gn/ HV(|@,;| = 1)

+C; (?7),\2/ |7Jz-|2M"+)‘_1
AV,

En reportant (6.5) et (6.6) dans {6.4), on trouve :

< A" j 03| dz+ds AT
0 2l

1<5<2

(67 o /lv)mﬁ’\dm—!-d /HV |?11| 7 Vi)

ot § =max {8.2M,-1)

De plus linégalité de Young implique que:
(6.8) / |11j|A+9 dx S-f |1)j|)‘+°‘ dm+C§(Q) oun:a>1
Q Q

Remarquons que:
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Miaeyy) (@71 ) (e elyj 1 M)

4 = fug| R oy Ry T

ol: e est un nombre positif arbitraire et & est un nombre positif qui sera déterminé

dans la suite:

En utilisant l'inégalité de Holder on obtient :

(6.9) ]l?};l“‘""\ dz < (f v, { f*z” z)% (](;'”-ffp_* dx)R (/Q e dz)Qj

avec:

(h—2)(a— ;) 00 ~v)
_ € R=— Ty
Py hla = v;) +'e JQ?h(Q -y)ee T hlo—v)te &

- %(h,(a—i)gr@).

Comme p} et i, sont indépendants de A,on déduit,:

6.0 /}T;J,a+xd$<g(/ = dm) (] l?’;]*ﬂdz) i

On va distinguer les trois cas suivants :

® N> 2:dansce cas il suffit de prendre h = N, ensuite on utilise le lemme2.4.6

(Wh? — LE%%) pour déduire que :

h{(1+X
[ |
0 _ 0

e
;] 2

2| < )| [ |90 )

‘ . , A,
2 . o3
| / J?)j,1+)\ da::l
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oN = 2 : pour ne pas mélanger les difficultés , si on prend par exemple h = 4

alors en utilisant le lemme%.4.6 (W% — L7 pour tout ¢q > 2), on trouve:

_iL
/IT}]hrf+2 dm—/ /[njll"')‘da:]
Q

eN =1 :dans ce cas W12 — L>® < L7 pour tout ¢ > 1 (d’aprés le lemme$.4.6)

|’“j|

dz<C(Q U Hv BN 2{ ",

donc il suffit de choisir A > 2 et en procédant comme dans les deux cas précédents

on déduit :

/|1}] 2 4 < C(0) U l[v o, | 5 /11;3;1“054 "

En résumé :quelque soit la dimension de 1'éspace R" on a :

h

o [ wscm [ o= ol [

En reportant (6.11) dans (6.10) et en utilisant le fait, que : %Pj—q-Qj =1, linégalité

de Young nous donne :

(6.12) d4)\/ s " da < U{f”vﬂ?ﬂ%ﬁ%) +/ [y 1 dm] +C () A" / ]z
o Q

S

et en particulier:

(6.13) f ;| T d < nf‘
Q .

5 :
. 1)1-_)H +C(77))\72/ o[ dx
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En combinant (6.7) , (6.8) , (6.12) et (6.13) on obtient:

e S (32 et rédiste, on a

(6.14) / s da-+d / Hv(m 7 ” < dy ()N / ST o darda(€)AT.
Q

1<j<2

pour tout t > £ > 0

e S (32 ed rédiste, on a

(6.14) f |§

pour tout t > O .

<d1(u0)x5 / 37 ol dzbd(uo) A7
0 1<«

71+Ad$+d0f “V [1;1] En ;)

Ce quil fdlat, démontrer.

Aprés la préparation précédente, nous sommes en mesure d'énoncer le lemme
sivent qui nous permettra d'estimer |[ttie(t, )|l oo (gy)-

Lemme 6.2 :

Soient A\, = 27, k € N, t et p des constantes positives telles que : t 3\% >0,

dors il _existe des constantes positiyes s et Co(p) telles que : yx(f) < Upg(t,,u)',.
oll : |

t) _ /ﬂ Z l I((T s+ 1)( )\k+'y, k_ 2 1.

1<i<k

Ue(t, 1) = Colp) Mz ( sup ypa(s) +1)*

s>b— —9-
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ol |

6 + Aktr
=64+ A

Sk

avec : § =min {h —v,(h~2) >0
1<4<2

Preuve :

On construit des suites (Qix)r:;(Pix)y » (Pir) 6t (sit )k, 1 = 1,2 définies par :

A - 1) = (h=2)(y, « Ao "
DRt D) — (=D, 4 he) ~ Qun s Pie= 5P
— Qix = h““(h_Q)%'"' Apsrl >
1=Py  h=(h=20yF N

Qik

Sik 1

Alors l'inégalité de Holder implique :

, Pik | . Qik
(6.15) f}w ])"“H < (/ [fu‘ = d:c) | (/ i ‘+7)
. Q

En utilisant I'injection de Sobolev (lemme2.4.6) et I'estimation (6.14), (6.15) se

remplace par:

- 2 Pix Qix
16 [ <o (oo ul aoe [upe) (e
- Je ol . I 0 '

De plus en vertu de linégalité de Young appliquée a (6.16); nous avons: pour tout
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¢, k, T il existe deux constantes positives ¢ et 7 telles que:

. d Ap—1 2 , 1" * : ) Sik
010 o [P < P L19ul ul derdx ([ )

On définit une fonction ¢ sur [0, oo) , telle que :0 < (<1,

0 Sisgt—-)fik
¢(s) =

| sig>t

et:

d
EL;C(S)

< %C(s).
En posant : %z(s) = {(s)yk(s), il vient :

618) G < ) GmlhH(s) Eunl

En regroupant (6.14) et (6.18), on trouve:

d ,\
(6.19) Tils) < 2 [OS ey

2 1<i<2

[dO/Z V|u|z

1<i<2

l da:—l—d1 /l?), Aty —I—d (&N }
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et grace a (6.17) on a:

(6.20) g)AT/ > Juil "’f”'+ / > <

1<i<2 1<4<2-

A=t 2 , ' Mty Sik
E3 DM (Tt 3 (e
2 1<i<2 1<i<z W8

En combinant (6.19) et (6.20), on obtient:

(621) TR+ TR(5) < (ea(5)+ DT Gk = (yecs(6) + 1" ]

En intégrant I'inégalité (6.21) en s sur [t— g\i,t} , et en utilisant le fait que:

Telt = £ ) 0, on déduit que :

(6-22) ye(t)+1 < Urlt, p)

Preuve de proposition 3.2:

Soient ¢ et ¢ deux réels positifs tels que : ¢ > £>0

Posons =575 = 55 ity st £ to-p= s g

1 Supposons que (2.9) est réalisée

L'inégalité (6.22) donne :

. Sk
(6.23) 1+ sup y(t) < Cory (1+ sup yk_l(t)>
£t

t2te_1
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En posant :

K, =maxsup f o, dz + 1) :
i=1,2 1> Q }

Ona:t, > pour tout k> 0

(6.23) peut s’écrire sous la forme suivante :

SUp Ye(t) < CoMg(CoM_y)Fronen(CoAF) 551 SO

t2tp1

Yy e
ou ! Cp = S8g-—-1....- 81 = B,

(6.21) s’écrit’ aussi sous la forme :

(6.24) sup y(f) < C(f'“Q"BkKEC’“ :
12ty
avec :
Ap=1+sp+ 58,1+ ..... 4+ 5L8k_1..-51-

Bk =k+ (k- 1)Sk + (k ~ Q)Sksk._1 + + $48k—1-.-91.
Pour achever la démonstration il suffit de montrer que A, et, B, sont, dominées

par ¢2¥ , nous le faisons :

_ 1 4+ souen + fp S+ Ay
Ak - S+ Ak 6+Ak—1 + + RS

S04 Mes1) Y oy Sc2F
0<i<k+1

et :
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— 5+A 5+ S+
= + S [ pnial.= 3 RS — SRkl + TAktL
B’C k (k ]‘) S+M (k 2) LR Y + b+X1

< (6 + )‘k-l-l) Z 6;.}“ < c2*
ielN

En vertu de lestimation (6.22), il vient:

5-{-)\;‘.4_1

sup yi(t) < sup yi(t) < CCF 2% K™

t>ig t>tn 1

Ce qui implique que:

. 1 1
sup (yx(t)) "+ < CK

t>1g

Alors si on fait tendre & vers l'infini , on obtient:

N - ] 1 A :
sup llwi(t, )l oo g2y SA}EEoilP (y(t)) v+ < CK' < const(§).
3 o0tz

Donc :

i (8 oy < C(6)  pourtout t > &> 0.

En faisant tendre ¢’ vers ¢yon obtient le résultat voulu.

2 . Supposons gue (2.11) est réalisée,:
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On utilise dans ce cas le lemme suivant;
Lemme 6.3:
Soit w une fonction non négative définie sur (0, co) X 2, vérifiant 1 ’inégalité

differentielle:

. - Pk .
ﬁ/ M+ < *5,,0.] w0 ter) e [s11p/|w|A*"1+l} k=1,2,...
ot Jo /o L0 Joo |

< : Lok o P
ol : ag, €k, Cp SONt respectivement d'ordre o 2% 2% quand k tend vers l'infini,
a est une constante positive, et (A1 + U)pp < X + 1

alors il existe une condante positive a telle que:
sup [lw(t, )| . < a22*THK
t20

oir: & 2 max { s ot Mo [0, ) |
2
Pour la démonstration de ce lemme consulter [1].

En combinant (6.14) et (6.17) on obtient:

>0

' o ) Sik
(6.25) 2/ |”i|Ak+ﬁr§(—261\£+d1(u0))/|7filA'“+7+cAk, [sup / |w7:"\'HHJ
ot Jo : o Jo |

k=1,2,....
Le résultat désiré est une conséquence immédiate de (6.23) et du lemme précédent,

puisque S; (Ak—l + 1) <M1 (car h > 2)
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Chapitre 5

Etude d’'un cas modele

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on se propose d’établir I'existence globale de solutions faibles pour

des systemes de réaction-diffusion qui sont de la forme:

' By(u1) = Au]") = eput™ + cpus™ + b—{V(uT‘]) dans |0, o[ x
Ouluz) =~ A(ug**') = couf™ + cpug® + by V() dans ]0, oof x €2
U= Us = 0 sur |0, oo x 052

\ w1 (0, ) = w10 ua(0,.) = ugg 7 dans {

Nous n’allons pas tr& loin pour le moment, on s’intéresse aux fonction précises,
et au chapitre suivant les résultats qui seront obtenus ici se généralisent A des objet

plus généraux.
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Nous étudions le systéme avec des données initiales seulement, dans L7 *2(2) .

Le but de ,ce chapitre est de comprendre l'approche, et. la méthodes suivie pour
l'étude de ces systemes consiste en une approximation de ceux-ci par une suite de
problemes approchés réguliers étudiés dans le cadre du chapitre 3, et, qui admettent
des solutions classiques locales.

Ensuite, on exploite la compacité de linjection canonique de H'dans L?, qui
affirmera la conpacité de la suite de solutions approchées, et on utilise les résultat

classiques de convergence pour passer a la limite.

5.2 Position du probleme

On considére le probleme :

3;(7-1»1) - A(UTHI) =enuyt Clzugﬁ + b_l)v(uvlm) | dans Qr
o | By(us) — A(S ) = cprut™ + cpus® + by V(ul®) dans Qr
| u1=uz=0_ ‘ sur (0,77 x 92
\ ull(O? J=uy u2.(0, J=uxp ‘ ‘dans

ow:T, a;,m;, o i, 7 = 1, 2 sont des réels strictement positifs E) € IR”
On suppose de plus :

22) 1<m<oi+1,i=12

(2.3) ¢j20,45=12.

(2.4) uy € L7+2(Q) L up> 0,0 =1,2
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Le resultat pricipal est le suivant :

Théoréme?2.1:

pour tout couple positif (u1g, ugg) € L7 3(Q) x L72H2(Q2) le probléme (1.1) pos-

séde une solution faible globale positive (u;, us) , telle que pour fout T > 0, on

a.

u, €L==0, T, L)}, i=1,2.

5.3 Problemes approchés et estimations a priori

On considére la famille de problémes suivants (0 < £ < 1) .

Os(u1e) = (o1 + L)div(pfi (v1e) Vure) = fre(us, up, Vauy)

at(UZE) s (‘72 + l)d'L’U((ng (/U’QE)V’U"ZE) = fZE(ulau27 VUZ)
(3.1)¢
Ug = Uge = O

Ulg(o, ) = U10e ’ ’UJQE(O, ) = Ugge

ol @z : R — (5, +o0) est une fonction réguliére telle que :

p.(r) =r+e si r>0,:=1,2
Jie(ur, ug, V) = gie(uie, uge) + HV(UZZI)

7

On a la

Proposition 3.1:

dans Qr
dans Q7
sur (0, T) x 982

dans §}

Le systéeme (3.1) admet pour tout ¢ (0 < ¢ < 1) une solution classique positive

(ses composantes sont positives) (U, Uze) SUr un, certain intervalle mazimal[0, Tinax,e)
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Démonstration:

Vue la structure de f;, et u;. les hypothéses (2.2)-(2.6) du troisiéme chapitre
sont remplies, en utilisant alors les résultats de ce dernier,on peut. affirmer |'existence
d’'une solution classique {u,, us;) du probléme (3.1) sur un certain intervale maximal
[0, Tinaxe)-

De plus la quasi positivitt de f;, et la positivitt de wug, impliquent, d’aprés la
proposition 3.4.1, la preservation de la positivité de la solution u,.

Par conséquent (ue, ug:) Se considére aussi comme une solution classique de:

at(uls)_"' (o + Vdiv({(uye + )7 Vuy,) = fie(ur, ug, Vi) sur Qr

(32) 4 O(ure) — (o2 + D)div((uge + )72 V{uge) = fae(us, uz, Vug) sur Qr

Uy = Uge =0 : —sur (0,7 x 90

u1¢(0, ) == U10e ,u2e (0, ) = Usge dans §2

Maintenant on établit quelques estimations sur les solutions classiques obtenues,
qui nous aident a montrer que (i, #e-) admet une sous-suite converge vers une
solution faible du probleme initial.

Théoréeme 3.2 :

La solution (ue,us) de (3.1) est globale , de plus pour tout T > 0 il existe une

constante-positive (' indépendante de ¢ telle que :

(33) (D% <) i=12
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et :
T . 1 . 2 | .
(3.4) ‘/0 ||\7 (uiz ™ (., 5))HL5(Q) ds<C i=12

Démonstration:

En multipliant la premiére équation de (3.1) par u{}*' et en intégrant le résultat

sur §) on obtient :

@8) i [ adot [ [V, 2| de < / by V(a2 (¢, 7)da
o1+l /o Qr Qr

L /Q (L g ey | i

ou: L=max_c;;
i,5=1,2 °
Pour evaluer le deuxiéme terme dans le second membre de (3.5), on utilise

I'inégalite de Young, et le fait que ¢, ;< o;+1,ona:v¥p>0:

(3.6) Ly [ (ud*n ™ 4 ufitug + i) dz < 3nA / Y 4 [ (wg2t)?
Qr QT JQr

+ C()\, T, O 5, ml)

ou : A est la premiere valeur propre associée -A avec conditions de Dirichlet ho-

mogénesaux bords.
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En appliquant linégalité de Poincaré dans (3.6), ‘nous obtenons:
| ' 2
37 Lif ( "1+‘*“+1+u"1+1u§;2+u§’;+“) dr < 377/ V(i +
' Qr _ SQ7
7?/ Il(vu02+1 H2+Cl(')‘.1nagi:a-ij7ml)
Qr 7

De plus la premiere intégrale du second membre de (3.5) se reécrit sous la forme :

oo 1 ..
1 01+1 o1+ m
f blv(uls )uclr;—{- j bl uls ul:—: § , le Tj ula U’ls
Qr Qr |

QT 1<4<n

Or d’aprés linégalité de Cauchy-Bunjakovski-Schwartz, (3.8) devient:

L

o[, gz o] [ ]

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous mettons (3.8) sous une autre forme

(3.9) [ by V(Uﬁl)ull+ld$< f“V “({EH t dﬂ:"’@(’?)/ﬂu?mldx.
0

En tenant compte de la relation : m, < a3 + 1, et en utilisant l'inégalité de Young,

(3.9) sécrit:

— A (o
(3.10) /bl V(uruttdz € /;]V u‘{é“)”d.’c«lw%/' g tes(n, Q)
Q JQ .
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En utilisant encore une fois I'inégalité de Poincaré dans la derniére intégrale ci-dessus,

on obtient :

——
(3.11) / bl (ul) 1+1<n] | ¥¢( (ufrth ;[2+c4(n,A,m.1,b1,Q)
Qr

Il vient alors en reportant (3.7) et(3.11) dans (3.5) :

(3.12) L /Uf{fg(T,:z:).d:lc—l-/j HV(u‘l’;“)Hg dz < 47}[ (9 (u72*h) HQ dz
+2 Jq Qr S Qr

71

/Q IV (5| daes(n, ).

On reprend maintenant la démarche pécédente pour la. deuxiéme équation de (3.1),

en multipliant cette derniere par ugj“ et en integrant le résultat sur {},on obtient :

(3.13) l fug§+2(T’ :c)dz—}—[ HV 2+1)H < 4,0 / ”V(ug§+1)\|

ao + 2

+n/ 1P P + oo

D'oli en sommant les inégalités'(3.12) et (3.13),on obtient.:

(3.14) / 3wt ©)dz+Cr(1-5n) ZHV 7+ 1 < G
Q

1€i<2 Or 1<i<2

on acheve la démonstration en choisissant 7 < ; .
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5.4 Passage a la limite

Dapr&s I'estimation (3.4) , la suite (V(uZ™")),_._,, i= 1,2, est bornée dans
(LQ(QT))N , donc grace a la compacité de I'injection canonique de H;((?) dans

L*(€) , on peut extraire une sous suite notée encore (uf ™) <oc; QUi converge vers

un élément w;; fortement dans L*(Qr) , et presque par tout, quand ¢ tend vers zéro.

. 1 . ‘ !
Comme la fonction f(v) = v+ est continue alors (u;,) | . converge vers wj "'

presque par tout dans ¢y quand ¢ tend vers zéro .

1

En posant u; = w7 , il vient alors :

O',j+1

(™) ey CONVerge vers ui™*' fortement dans L?(Qr) et dans D' (@), et par

suite: (V{ug*"

) peeey cOnverge vers (V(u**')) dans (D'(QT))N.

En utilisant le lemme 25.6 , nous obtenons:

U —> U; €N mesure.

et comme a;; < o; + 1, alors les suites (u]) sont bornée

i Qg
e J0<e<1 et (u

i )0<s<1

dans L2(Qr), donc en vertu du lemme 244 , il existe des sous-suites qui convergent,

respectivement vers ™ et w;” faiblement dans L%(Qr).

D’autre part I’estimaton (3.4) implique que: (V(uf;“))0<E<1 admet une sous-

o1

i ))’0 <e<1 CONVErge Vers wy, faiblement dans (L?(QT)')N

suite qu'on note aussi (V(u
et dans (D'(QT))N, et I'unicité de la limite dans (D" (Qr)) ¥ nous affirme que w;y =
v(ugﬁl);

Par ailleurs d’ap®s l'estimaton (3.3) (w(s, .))y., est bornée dans L7*%(Q2)

pour presque tout s € ]0, T, donc elle admet une sous- suite converge faiblement.
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vers ¥i(s) dans L7+%(2), et grace au lemme 2.5.4 on a: 99;(s) = u;(s) presque par
tout.
En résumé : a une suite extraite pres on a

quand ¢ tend vers zéro :

(u§;+1) O<e<l

(4 ocecr

N u;’f“ fortement dans L? (Qr).
— u;" faiblement dans L? (Qy)
(ul)gerey — U™ faiblement dans L? ( Qr) .

(ie(8, ))gcec; — uy faiblement dans L7+2(Qr) pour presque tout s €0, 77 -

(V(u‘”+1

) ooy — V(ulH) faiblement dans L*(Qr).

iz {Uie, Use) —— gi(uy, up) dans L2(Qr) faiblement
Nous montrons que le couple (u;,u3) est solution faible de (1.1) , pour cela il

suffit de montrer que ce dernier vérifie I'identité intégrale de la. définition 4.2.1, pour

arriver a cette fin, on multiplie I’équation:
Bp(tic) ~ (03 + 1)iv (7 (wie) Vtize) = gic(une, use) + by V()

par une fonction , verifiant les hypothéses de la définition 2.1 , on intégre sur Qr

on obtient aprés une utilisation de la formule de Green :

(@i+1) | Vi, (65 (uie) Vitie) dtdx = Gypyuie (2, z)dtdz + / uie(z, T);(T, z)dz
QT Jar /0

Y
- / b Vo
J@Qr

mi—1 w;)dzdt + ‘lums(:c)(pi(a z)dx + / 0, Gie (U1, U )didx
QT
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Par consequent en passant a la limite sur ¢ dans la formule intégrale précedente,
on déduit que (u;, up) est bien solution faible de (1.1).

et voici un théoreme dont la démonstration se donnera dans le chapitre suivant,

Théoreme 3.3 :

Pour tout t>¢ >0, on aw(t,.)€ L"(R) 1 =1,2, de plus il existe une fonction

positive Fi telle que:

it )1 ooy < F1(§)  pour tout t > € >0 ,i=1,2

Remarque 3.4

Les résultats obtenus dans ce chapitre restent valables si on remplace les condi-
tions faites sur les g;,i =1, 2 par:

(2.2) gi(0,0) =0 g1(0,79), ga(r1, 0y = 0 pour tout vy, > 0.

(2.3) les g; sont des fonctions localement lipschitziennes .

(2.4) Il existe des constantes c;;> 0 telles que :pour tout 4y, ug >0 0N a:

[s ] ;
gi(u, u2) < caul™ + ciguy™ + cio

avec o;;<14,7=1,2. )

Dans ce cas on prend g;. = g;71=1, 2.
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Chapitre 6

Existence et unicité de solutions

faibles dans le cas géneral

6.1 Introduction

Nous avons déja rencontré des systemes de réaction-diffusion dont les seconds mem-
bres dépendent du gradient dans le chapitre précédent.,pour aller plus loin nous
allons les étudiedans un cas plus général, et pour aller vers des solutions plus fortes
que celles du chapitre précédent , on peut, s'intéresser a des données initiales dans
L>{Q}) , et on obtiendra alors des résultats qui généralisent, d’une certaine facon
ceux du chapitre précédent.

Dans ce chapitre nous allons d’abord montrer I'existence globale d’une solution

faible pour des systemes de réaction-diffusion qui sont, de la forme :
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Bt(ul) - A(I’U;]_Ia'l Ul) = gl(ul,w) + EV(IU]Iml*I '1.61) dans ]0, OO[ x )
Or(ug) — A(]uzlaz u2) = gZ(U]_,'U_Q) + b_2>V(|u2|m2_1 uQ) dans ]0,00{ x 0

u=u=0 sur |0, oo X 452

ur(0,.) = wg, up(0, ) = g dans €2

par une approche analogue a celle du chapitre précédent , et, on Sappuie es-
sentiellement sur les résultats du chapitre 4. Finalement on &tablit l'unicité de g

solution faible de (1.1) et on déduit ensuite l'unicité dans le cas modaél.

6.2 Position du probléme

On considére le probléme :

Bt(ul). — A(|U1|gl ul) = gl(ul, UQ) + b_l}V(|u1|m‘_1 ul) dans ]0, T[ x
(21) Or(uz) = A(lug|™ ug) - 92(uy, ug) + b_Q)V(‘UQImg_l ug) dans 0,7 x 2
U1=tug= 0 sur ]O,T[X af}

Uy (0, ) = U0, UQ(O, ) = Ugyp | dans{}

owT, o;, m; i = 1; 2 sont des réels strictement positifs
On suppose de plus :
(2.2) 1<m;<oy+1,i=1,2

23  %(0,00=0,7=12

90



(2.4) les g; sont des fonctions localement Lipschitziennes, ¢ = 1,2.
(2.5) Il existe des constantes L; >0 ete;;<o;+1,4,5=1,2 telles que

pour tout uy,uy € Ron a:

|gi(u1, ug)| < Li(|ulia“ + |ua]™* + 1) 1=1,2

(2.6) ?; est borne etlocalement Lipschitzien / z, i = 1, 2

2.7) uip € L"(R) = = 1,2.

Le but de ce chapitre est d'établir le théoréme pricipal suivant :

Théoréme 2.1 :

Le probleme (2.1) posséde une solution faible globale unique (1, uy) , de plus ¢
existe une constante positive C telle que:

|ui($, t)l < C pour tout t > 0 et pour presque tout x & ().

6.3 Problemes approchés et estimations a piori

On considére le probleme:

’

.at(ule) - (01 + 1)d“}(¢(1r51 (ule)vuls) = fls (u1€7 U, Vule) dans QT

(3.1) Os(ue) — (o2 + 1)div(@57 (uz:) Vtize) = fae(thre, uae, Vaige)  dans Qr

Uy = Uge =0 | | sur (0,7 x 99

\ ula(oa j) =-U10e :U'?E(O-; ) = U20e : dans {2
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ol : ¢y, Gie, Uige SONt cOMMe dans le troisieme chapitre.
Nous énongons un théoréme dont la démonstration est basée sur des téchniques
d’estimation trds semblables & celles développées au chapitre précédent.

Théoreme 3.1 :

La solution {21, us.) de(3.1) est globale, de plus il existe une constante positive
C\ qui ne dépend que de |lugll;~, et une fonction positive Fjindépendante de uy,

telles qué:

ez (2, Moo € Cr(l[uol] fee) pour tout t_>0,i=1,2

e (t, M| e < Fi(€) Pour toutt>£>0, i=1,2

Démonstration:

On montre d’abord qu'il existe une constante positive 5 et une fonction positive

Fy telles que:
llie (2, )| 142y < Ca(w0) pour tout ¢ > 0, et :
lie(t, )l Loiraq) < Fp(€) pour tout ¢ > ¢ >0
En multipliant la premiére équation de (3.1) par |u;.|”" uy, et en intégrant le

résultat sur Q)on obtient:
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(3.2 Q. \u;g\m+2 (t,:c)dm—t—[ﬂ IV (Juael™ ure (£, )| dz <

Ly /(iulsr’ﬁal?ﬂ + |y .;|Ul+1 e} + !'Uqﬁ”‘“)d:n
+/ (|u1zs|m1 luls) |U15|U] U15-(t,x)da:

En utilisat les inégdités de Young et de Poincaré, et le fait, que a;; < a; + lon

a:vn > O
(33) L j Joel 0 g g2 ) < ?m[ 19 (el )P
. 0 . J0 o

i [ N sl ) + €m0
Qo .

Par alleurs la premiére intégrade de (3.2) peut ére étimée de la maniere suivante:

- . ) m Iml— ‘
—) (|U1s|m1_1 ula) lulel'gl Ule(tam)dﬂi = o+ 1 bl V(|’U~15| ule) "Uflet 1”15

/S; Z le(U1E,Ug5 z‘;(l’u’lal ulE)!ulg‘ ‘ulé-

1<i<N

Gréce a I'inégdité de Cauchy-Bunjakovski-Schwartzon a

1
* 2
2m.
Y 0, el ) < | [ 190 ) M [ ]
Q1<ien | Jooo

—
bl
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et linégalité de Cauchy-Schwsxtz implique que:
— el . ' . o 2
[ ) sl st 2 < [ 9l i
Q o

2
+C1(77)/ |ure| "™ da.
Q
D’autre part comme m; < o1 + 1, on déduit de la derniere inégalité que:

m
O']_+1

f b] (|U15l = ulg) |u15| 11L15d.7) < — /HV l'UlE| ’UlE ||d’L'+

— f |ui ca(n, Q2
2 jﬂ |

En utilisant encore une fois I'inégalité de Poincaré dans la. derniere intégrale ci-dessus

on obtient
(34) ] -b—1+v(|uis|ml_1 ula) |uls|(71 U1dT < 77/ ”v(lulslgl U]E)H2+03(77‘, Q)

Il vient alors en regroupant (3.2), (3.3) et (3.4) :

(3.5)

/@ |Ule|m+2d$+/ ”Iuls‘al u1e)“ dz < 4dn / ”V I’Ule dl ﬂle)” dz
01 + 2 .

b [ 19 ) des(n,)

On reprend maintenant la démarche pécédente pour la deuxiéme équation de (3.1),
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on multiplie cette derniére par |ug|”® ug., on obtient :

(3.6).

+2 / B Juze 7 (t, 2 df’H‘/ 1V (Juge|™ uge )| < 4’1 / |V { |“2£| uge) ||
T _

+Tlf IV (June | wae) ||° + cs(n, 2y @iz, ma X Ly).
Q _ .

D'ou en sommant les inégalités différentielles (3.5) et (3.6),on obtient:

(3.7) / B,

En choisissant n <

< C7 (€2, n)

Z |u75|0 +2d$+cﬁ 1- 577 / Z Hv |’U,,E muze)

1<i<2 Q2 1<i<2

5, on obtient grace a linégalité de Poincaré:

(3.8) fﬂ > fwel ™ (¢ w)de+ Cs ] Y fuel D < G

1<4<2 1<4<2

et grace a linégalité de Jensen,on a :

2(UI-+1) . . 9y
i ait+2 .
E f ‘ ze| (Fe¥l) > Cl[] . E ( |Ui5‘|01+2>' > Cll E (/ Iui5|01+2) *‘Clo.

1<i<2 1<I<2

ol:v>1dépenddea;,i=1,2.

On en déduit, :

(3.9) Z [I w oD S o (/ 3 ful” +2)

1<i<2 1<2<2
On obtient alors en combinant (3.8) et (3.9) :
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a o
ay(t) + Cray(t)” < Cuy

ol :

y — Z /(:2 [ui5|ai%.2r.

1<i<?
En appliquant le lemme 4.4.2 on déduit que:
y(t) £ Cal||luol|p) pour tout t > 0.
y(t) < Co(€) pour tout t > £ > 0.
On conclut alors grace au théoréme 4.2.2.
Lemme 3.2:
Pour tout T positif , il existe une constante positive C(T) indépendante de ¢

telle que:

(3.10) / ftge |72 di-t f
0 QT

. 2
V(|ue] " uie)|| dxdt < C(T), i=1,2.

Preuve :

Il suffit dintegrer linegalite différentielle (3.7) sur [0, T], puis de choisir 7 <%
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6.4 Preuve du théoreme 2.1

On raisonne comme dans le chapitre 4 on déduit qu'il existe d'apres I'estimation(3.10)
un couple de fonctions (u;, uy) tel que a une suite extraite prés on a:

4.2) V{(Juiel™ wie) — V(juwl”* w;) dans (LQ(QT))N faiblement.

et grace a la compacité de l'injection canonique de H& dans L? on a.:

4.2) |tie| ™ e — || u; dans L2(Q7) fortement .

(4.3) |use|™ " we — |us{™ " u; dans L2{Qr) fortement.

De plus grace au théoréme 3.1 de ce chapitre on a :

La sujte(||u1-€(t, :)“LP(Q))O<E<1 est uniformément bornée par raport a ¢ > 0 ,potr
tout p > o;+1. On peut donc extraire une sous suite notée encore {1, (2, .)Jo<e<1telle
que:

ui(t, .) — wuy(t, ) faiblement dans LP(Q)r), et presque par tout, dans €2.

En vertu du théoréme 2.4.5 , il existe une sous suite (wic(t, .))o<c<1 de combi-
naisons convexes d’éléments u;.(t, .) telle que:

wie(t, -) — wi(t, .) fortement dans LP(£2).

et comme (u;:(¢,.))o<e<1 est uniformément bornée , alors (W(t,.))o<z<1 l'est, aussi.

par consequent u; € Lo (0, oo; L(92)} 1=1,2.

De pIus-

'”gia(ule-, UZE) - g(ula u2) ”L‘z g ”gis(ulsa uZe) - gi(ule: u2€)HL2

+ ||gi(ule,u25) = gi{ur, ua)| 1

97



et puisque g; est localement Lipschitienne, et [luie (£, .); w:{t, )l ooy < €

1=1,2 ona:

. 2 _
Wi (w1, we) — gi(ur, u2)ll 12 < KZ Worje — sl 2=12
. ' , j:l

et par consruction:

l|gie (w1, tge ) — giluae, uge))| 2 — 0 quand & tend vers zéro.

on utilise le fait que:

wie(t, .)— ui(t, ) fortement dans L*(Qr)

on deduit que:

( 4 . gie(we, ) — gi(ug,up) fortement dans L*(Qr)-

En autre, on a selon (4.3), Vg, € H(Qr):

_ 0 0 Lo
N ™ g, —— bii lwi|™ wi—pi=1,2; j=1,N
(45) /QT sz |uze| Uie 3:}3] ¥i O 7 | . ij(p ’
et
’ — . a | . -+ mmy—1 d .
4.6 d (bz) i mi—1 de P — d I(bi) ' * Ui ¥; T = 1,2,
49 fQT " el ™ bz;" o i Bz,

Par conséquent , en multipliant la %™ équation de (3.1) par ;. et en utilisant
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la formule de Green, on obtient,

(4.7) | V(@ (i)™ Vuis)dtdm—fatgpiu,-g(t, :c)dtdaH—/ wie (2, T, (T, z)dx =
JQr o ] 0

Qr

-

: - mi— | ; 77 mie
/ i0¢(2)10;(0, a:)dm—]—] l:(pz'gis(uls: o) — (bi Ve, | Mt + div (bi) ©; |uie] ]uii)] didz
0 QT . : :

Finalement: grace a (4.1)-(4.5) on peut passer a la limite sur ¢ dans la formule

intégrale (4.6) pour déduire que {u;, us) est une solution faible du probleme (1.1).

6.5 Unicité de la solution faible

Nous allons montrer, en utilisant une idée de Aronson [6], I'unicitt de la solution
faible du probleme (2.1) dans L*(Qr),et les résultats de ce paragraphe sont, valables
dans le cas modele étudié dans le cadre du chapitre précédent.

Théoréme 5.1

On se place dans les hypothéses (2.2)-(2.7), 1e probleme (2.1) possede une soluion
faible unique dans L*(Qr), pour tout T > 0.

Preuve:

Nous allons montrer le théoréme par I'absurde.

Supposons que (2.1) admet deux solutions faibles distinctes u = (%1 u2)

i = (1, 4y) telles que:

u, 4 € (L=(Qr))* pour tout T > 0.
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Alors il existe une constante A > 0 telle que:

2

> M i=1,2

[/ g = 0;)° dadt
v QT

Il est clair que la difference w; - 4; satisfait l'identité integral suivante:

G.D J(Uz“ﬂl)wz(fﬂ,T)d$+(Uz+1)/ \Y [u?’:ui - I’ELi|Ui {J,,] Vt,o,d:ndt =
T QT

f(ui—ﬁz‘)wiz(ﬂ%t)dﬁd“r/ (gi{us, uz) — gilih, Ua)) o, (i, t)dzdt
Qr o Qr ,

N / B Vs [Jua™ s — ™ 4] dedt
Qr

v, € HY(Qr), ‘pi =0 sur (0, T)xan =12

Nous allons suivre lidée de Aromson [6], pour montrer lunicité. Pour cela on .

introduit les fonctions ¥; i = 1,2 telles que:
(o] A~ |Tq o~
U, Wy = Ui~ Uy . ~
I'&I : |A1 : Slu.,g-‘,éui
¥; = Ui = U
0 sinon

On voit que ¥; € L=(Qr).

On construit une suite de fonctions {¥;.} , telle que:
i) Ui € L®(Qr).

it) € < Wi < | Willpoorg,y + &

i |

Yie — W tend vers 0 quand  tend vers 0

e \Ij'i
Vi L2
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On considere le probleme adjoint (non-dégénéré) suivant:

4

| Opie + Vil = 0 dans Qr

(52) \ Pie = 0 sur (0. T) X 08}

Lie = dansx (t=T)

Pour toute fonction réguliere sz, avec 0 < 5; <1.le probléme (5.2) ‘possede une
seule solution g, € C*(Q7) (voir [6]).

De plus on a le:

Lemme 5.2

Il existe une constante positive C , qui dépend seulement de 3; telle que:

i [ we@ersc,

QT
i) sw [ Vgt <C
0<t<T J
Pour la preuve consulter [6] .
En remplagant, dans (5.1) ,¢; par g, et s; par sign.(u; — ;)" oU sgn, est une

approximation réguliere de la fonction signe, on obtient:

(5.3) \]Qsigns(u,;—éﬂi)ﬂx, T)d:c—k‘]Q Ay, (Tso = V) (1) bzt =
T

m,:—-l ~

‘ ~ ~ . ) - : Mg — ~
/ (g:(un, u9) — gi(d, 82)) @ic(m, 1) + | b Vepy {Joual™ ™ ws — ity
Qr JQr
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Concernant la deuxiéme integrale du premier membre, on utilise I'inégalité de Holder,

on obtient;

i

(o) [, (2]

A(pie (\I',is - ‘Pw) (Ui—ﬂi)dmdt <y [f
Qr _ A

T

Par consequent:
Jo, As (Pie — 0;) (u; - 4;)dadt tend vers zéro quand ¢ tend vers zéro.

De plus linégalité de Holder nous donne:

il U — |ftz'

: ' ) % d : . . 5
™) < G U B?HV%EIIZ} U ()™ oy~ [a;[mi*la,-)ﬂ
Qr oA Wer-

-
] b Vg, [l
Qr

En vertu du lemme 5.2, on a

_Z)?V(pz Hui\mi—l U; — \ﬁilmﬁl iu) < CyT [/ (\ui‘mi—l U; — }q}/i\mrl ﬁi)Q] 2
Qr 9r ‘

En utilisant la propriété de Lipschitz locale de g¢; et de f(z)= |z/™ 'z i=12

et en passant la limite sur £, on obtient:

(5.4) / (ui—ﬁi)J“(:c,T)dm < Yy j Z lu; — ;| dtde+Cs ( / |y — s dtdcc)
JQ a : JQr - /

T j=1,2

Mais:

S | 2 . _
: 2 Uy — Uj dtd.’l.‘ * ’
(5.5) (f |uz‘”‘"ﬁz’|2dtd$) < o, | 506/ l; — | didz
Qr : M Jor

102



En combinant les estimations (5.4) et (5.5), on trouve:

(5.6) I (ui—a)t(z, Tdx < (Cr+CsT) f Z lw; — ;| didx

T]"l?

En sommant les inégalités (5.6) pour 7 = 1,2, on obtient:

(5.7) / Z (uj—t;)" (z, T)dz < (C’7+08T / Z |u; — 4| didz

j=1,2 Qr j=12

D'une maniére analogue on établit que si on prend s; = sign.(u; ~ @;)”, On trouve:

(5.8) LZ(UJ—UJ ) (z, T)dzx < (Cr+CsT) /Q Z|u} ;] dtdx

j=1.2 T j=1,2

En additionant (5.7) et (5.8), on trouve:

(5.7) / z lu; = 1yl (2, T)da< (Cr+CsT) / ;= 11 | dtdx

§=1,2 Qr j—12

Une application directe du lemme de Gronwall acheve la preuve.
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Chapitre 7

Régularité HY? de solutions

7.1 Introduction

Ce chapitre est essentiellement consacré & I'étude de la régularitt H'# des solutions
obtenues dans le chapitre précédent, plus précisément on établira les conditions sous
lesquelles les solutions appartiendront a H'?, mais les résultats de régularité qu'on
peut attendre dépendent de la dimension spatiale N, on montrera que la. solution
sera dans M2 dans le cas unidimensionel, mais ces résultats ne se généralisent,
malhreusement pas au cas de dimension supérieure, cependant, on énoncera dans ce
cas un résultat de régularité plus restrictif.

Le resultat principal de ce chapitre est le suivant:

Théoréme 1.1: Sous les hypothéses (6.2.2)-(6.2.7), la solution faible (u,us)
de (6.2.1) vérifie pour tout T > 0 les vésultats de réqularité suivants:

1. Si 4m; > o; + 1 alors: pour tout v, > 2’"—;9— .1 =1,2, il existe une
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constante positive C(T) telle que :
_ 1 0 ‘
(1.1) [V (fusl™ 7 wi) | gy S CT) i=1,2

2 . Si on-suppose de plus que: Juypl™ uy € Hy(Q),alors il existe une constante

C'(T) telle que:

| a Zi - 7 ’
(1.2) ) “a (qu| 2 Uz‘) +iV (|u2| 1“‘1’)”L°°{0,T;L2(Q)) < C{(T) -

L*(Qr)

3.8 N =1 cetsi u est positive,, on asu® € H'"*(Qr) ,i =1,2, pour tout o
satisfait la relation:

20> 3o; + 1) 1=1,2.

7.2 Cas de la dimension supérieure

Lemme 2.1

soit (uye,u9.) la solution. de (6.3.1), sous les hypothéses (6.2.2) — (6.2.7), Si on
suppose que 4m;> g; + 2 , on a :

Pour tout -y, > Z?mzﬂ_ , t= 1,2, il existe une constante positive C indépen-

b

danie de « telle que :

21 IV (e

L . 2
") [y <
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Preuve :
En multipliant la premiére équation de (6.3.1) par |u1€|2m’_2 ug: , et en intégrant

le résultat sur Q4 , on obtient :

1 4 -1 1
(2.1)“}‘ 9 g [ dtda+ @my ~ Vi +1) /
ot Qr

2
dtd
21y or (‘0'1 + le)z ‘ ¥

v ( e |

2mytoq—2 )
T )

L [ L [P Ly [t
Qr QT /Qr
‘ ENE
/+ e ™ 7 g by V(| ™ )
c Qr
On appelle respectivement J;,J,..J3 et Jy les intégrales qui composent le membre de

droite de (2.2) , et on les étudie séparément

Grace a l'inégalité de Young , et au fait que ay; < o, + 1 nous aurons pour .Ji:

Jl S 77)\\1 |U15|01+2m1 dtdz + CI(T: Lljallwn—l: n, IQ‘)
T

En vertu de linegalité de Poincaré, on obtient:

(2.3) Ji < 7]_/@ “V (‘uls|w;l:£ulg) |2dta'33-§—c1

Pour estimer J; on utilise l'inégalité de Young , il vient alors :
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(2.4) Jp» < n)\ |u1€t°1+2m1 dtdx+C n)/ |uge | 12 "1“ dtdx
QT

On a les deux cas suivants :
eOu bien : oy Eligi’ﬂ < g9+ 2my dans ce cas en appliquant Pinégalité de Young

ona:

(25) J2 i T])\ ‘:Lhe’gl_’_zml dtd93+?]A A"UQElU2+2m'2 dtd.’L'-\—Cg
. QT

et l'inégalité de Poincaré implique :

2
‘ dtdx + 03

o) +2m) -2 2 oot2my
J < ?7/ “V (unf 2 _Uls) dtdx + , “V (lﬂzsl 2 U‘zs)
Qr Qr

oOu bien : alz%> a9 + 2my , alors en utilisant I'inégalité de Young, on a:

. o1+2my
‘l [uge|*2 7o H dtdz < Yy ‘l |[tge |ﬂ dtdx
T T

ol :3 < gy + 2mo (puisque us: est uniformément bornée )

On procéde comme dans le premier cas pour avoir finalement :

@8 ks n ] (™ F )

,
l dtdz+Cs

2 gn+2mg—2
dtdz+n / ”V (|ug,5] Z ugg)
Q7
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On estime maintenant J; de la méme facon que .J;, et on obtient:

2
‘ dtdz+-Cs(T, Ly, 01,1, [$2])

Z2my 2
V (|u151 2 u]s)

2.7) s <n /Q T

Pour Jg, on a grace a linégalit¢ de Cauchy-Schwartz :

o1 +2mg —2
Y (el = )

2 .
(2.8) Ju S_n] l dtdx+/- Iulsrlmlfmfz dtdx
’ Qr T :

En tenant compte de I'hypothése : 4m; > g, + 2., (2.8) prend la forme:

(2.9) s /Q T |y (;ulgﬁﬁ?iuls) " dtdn+Cy(T)

En reportant les estimations (2.3), (2.6), , (2.7) et (2.9) dans (22) , on obtient :

(2.10) = .QWEW“www(Mmm_iﬂm*d)wm)/ “vomgm%ﬁimg
JOr.

2
. ‘ﬂﬂ
2m1 Qr Bt (O’] + Zml)

< [ [ (a5 )
Qr

2
|ﬁ@+@@)

Par ailleurs, en multipliant la deuxieme équition de (6.3.1) par Iqulzmz“z Uge , €N
intégrant le résultat sur Qr et en procédant de la. méme maniére; on obtient une

estimation similaire a la précédente cest a dire:
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ditdx

got2my_2 2
(l’uze} ? uZE)

(2.11) 1 LT -(% [uge |7 dtdm{(4(2m2 “Uleatl) 47?) /QT v

2y (72 1 2y )2

o
Qr

En faisant la somme des inégalités (2.10) et (2.11), on obtient:

e ¥ (S ),

1<i<2

1 iy — 2
V (|U/15'|U +22m_]_2 'U.}E)

didxr + Og (T)

didz < Cy(T)

a; +2m z 2
(|U1el 1?5)

On acheve la démonstration en prenant , dans (2.12):

5n < min
n T1<i<2

{4(2mi (o + 1)}

(O',j + Zmi)Q
Par ailleurs, on a:

o o5 <€

MNL2Qr) —

<11mmf ”V (lu,gl B uie)

‘ L*(Qr)

d'ou (1.1).

Lemme 2.2:

Sous les hypotheses du lemme précédent, si on suppose de plus que : Iu,;gl”"“ U0 €
H[}(Q),- alors pour tout T > 0 , il existe une constante positive o (indépendante de &)

telle que :

+“V(Iu7€l u?E)”Loc UTLz(Q)} < C ( ) = 1,2.
L2(Qr)

(2.13) H;(;w u,;;)
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Preuve
Soit T un nombre positifett €10, T] .
En multipliant la ™ équation du systéme (6.3.1) par 8; (|uz|" u;), et en in-

tégrant le résultat sur [0, ¢] x §) = (), on obtient

(2.14)'4’”+1 /1 |uw| ,E)

(fl~|—2

dsdz+= /—QHV (e ]” i) ) dsd =

3,

A Bs (|u15| uze)gi(ule,ugs)dsda:+/ E@S (|u15|% u,;E),V (|u,;E|m"_1u1-5) dsdz.

t
Notons par Iy , I, le premier et le second terme du second membre de (2.14) , on a.

tout. d’abord:

o+1) [ 8 71 e ‘
DA 0 ) ) sl F g1, )

1 (01+2) Qﬁc’i's

d’ou en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz :

(r—l—l
L< /{8 luzgl uzs

et grace aux hypothéses faites sur g; et au fait que u; est, uniformément, boméeJ on

+e(n) [ Twiel” g7 (we, uze) -
Q

aura .

+1 4 \
(215) Il U / l— 1+ +C_10(n:aijﬂLi? 'Q‘D
]

D’autre part , pour [;on a:
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((T.,;+ 1) 6

Y i€ 1€ 173 321+m,,-——1 E)V 3
o)™ | gyl sl V(o)

I =12

En utilisant l'inégalité de Cauchy Schwartz , on obtient :

+

(m—l—i)f a( 2 )2 |
< ie |1 dsd
I, <4 (0:12)? 95 111%\ U, sdzx +
-(Uz;l) . ’—)“/ |u,5\2+m‘ IVv,E) dsdx
a; .
et grace a (2.1) , on trouve:
(7, +1) 5, o NP,
(2.16) bS i /Q | ‘5; (|ui5| : u) dsdz+C/(T) \

Finalement ,on aura en remplacant les estimations faites sur 7, et [, dans (2.14):

(2.17) 4(1~2) ””H) f lm Juse] ? u)

dsdz+— ]H\_/' e |~ u,E)H dzr <

1 o
5 ] HV(IU"'UE| , uiOe)Hz -+ C]]T
Q

En sommant les inégalités ainsi obtenues pour 2 = 1,2, il vient alors :
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> - (E?:zl)/ l_ (el o)

1<i<2

dsdm{ > /[[V(Jmfi )| da

1<4<2

< CypT + Cyg
On condlut en choisissant. 7 < £ .
« Par ailleurs, on a:
. ” 0 ([u {E’L’Lu) <I1m1nf a(lu l% uv ) ’ <C
. A i A o ig £
et 12(Q7) |9 N r2ory

INA( uz‘)”Lw(o,T;Lﬁ(Q)) Slimainf v (luisfa’ uiE)HLOO.(O,T;LQ{Q)j =G

dou (1.2).

7.3 Cas unidimensionel

Nous avons jusgu'a présent, dans les lemmes précédents, estimé (]u,—%[gﬂi uz-g)t et
V (|ug|™ ug) dans le cas N est quelconque. Nous alons considérer le cas particulier
N=1

Lemme 3.1 :

Sous les conditions des lemmes précédents, S On SUPPoOse que ¢ est ¢ composantes

positives il existe une constante positive C telle que :pour touf réel positif o satisfait
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la relation:

20> 3(o; + 1) i=1,20ma:

)

(31) . .' .. ”un;;—Z [(uiE)'$]2”L2(QT) < C(a, Ti,s m?) |

Preuve
Notons par # = uy. + ¢

On multiplie I'équation :

(V" )ge = av® My, + ala — 1)1:“"2(1;$)2

par v*"#(v,)? , et on intégre le résultat sur Qr , on aura

32) /@r () oo = o [

1)2"‘_3wm(vm')thd:c-FOt(am1)/ v v, dtda
QT '

Qr
Soient :

I = Jo, (1%)esv® 2 (v,) dida.

IL=a fQT 0230, (v ) 2did.

Iy = [, v (v,) dtda.

On intégre par partie en x I'expression I; , on obtient :
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I = —(a—2) f (1)“)z1)<“_3)(1;;)3dtdx — ] (v [(%)ﬂm dtdz+

T

T
’ / ] (v®) 0\ D (v, ) 2dtdor
o Jaq

Par conséquent:

(3.3) Ii= —oz(a—Q)/ 7;2“_4(7)$)4dtdmm—2wa ] pPes [(’Uﬂ.)q] dt+
Qr 3 oT v

a J\l w23 (v, dtdo
]

En intégrant par partie en z la deuxiéme intégrale du second membre de (3.3): il

vient :

L= —afa—-2) v v,) dtdz + goz(i?oa -3) [ v (u,) dtdr
Jor 3 Qr

2 ! 20-37, 13 J
—Za v 0, )dE + o1 J 1?03 (0, 3 dtde
3 an ) n )

Donc I; s'écrit sous la forme- :

o2

T
(3.4) I = — 1:2"‘_4(111)4dtda:'—|—gf / v2* 3 (0, )P dtdo
- 3 Jar - 3Jo Jen

Le dernier terme de I'inégalité (3.4) est négatif puisque les u;, sont positives a
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I'interieure de §}, et nulles sur g€}, par consequent :

o
(3.5) L <= .I 1224 () dtda
3 b
On remplace (v),, par
‘ —a1, S PINEC my - -
p—— T Ty — o (1) — v Jlgls(ule,u%)l - p— 1b17; ”1?1’12‘ Lo,

dans I, on obtient :

— o 2a—-0y—3 2 20—4 4
(3.6) I = v TN g ) wydtdr—aery v (V)" —
oy + l\lT \,,QII T )

my ' 2 - ",
p— 1/( g atmy (a1+4_)(’l)m)f3dtd:c ua‘l p2a—o1 3(?;m)2915(u15,’Ulzg)dtdiﬁ"—aﬂl ‘1 1;2q—4(1)w)4
i v T T T

En regroupant (3.2), (3.5) et (3.6) , on obtient :

o o _
—(20—301-3)1; < — / v2e =3y, (4, 2dtdm+a/ 2a—3-0; 2
3 . o1+ 1Jg, t(ve) Jo. v (V) g1e(u1e, uge)

+my = C:_l] 2o (°1+3)um1 1(um)?’altdsr:
1

Par suite :
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(37) %(2@"30’1—3)I3 < mla C:_ 1 / q;a“Q(,”T:)Z,”a—m—luﬁlfl,umdtdm
ST T ‘

o
01+1

+a/ .1:“_.2(1)1)21;""‘”_1915(u15,ugs) - / 1‘)“_2(1:m)2?J“‘1‘”1?{tdtd:c
Qr ‘ Qr .

et grace a l'inégalité de Cauchy-Schwartz ,(3.7) devient, :

1
3
o / U‘Zn:v?.t'nvz (?)t)'l dth) +
o+ 1 -

1
, 7 ‘ 5
VI ( / 1’2"‘“’”“2""4(7fx)2dtd-'ﬂ) + /13 ( / 1)“‘2"*29?5(1“5,1125))
: Qr ' Qr :

En vertu des estimations (2.1) et (2.13) , et grace aux fait que g et v sont uni-

%(2(1 30~ DL < Vs

formement bornés, on obtient;,

\/I_S < C(ml‘: 71 O{)

Le lemme est démontré.

Avant de conclure ce chapitre, nous démontrerons encore le:

Lemme 3.2

Sous les hypothéses du lemme précédent u% € H*?(Qr) 1= 1,2, pour tout @
satisfait la relation du lemme 3.1.

Preuve :

Il suffit de montrer que (u%),. est borné dans L2(Qr) pour tout. 7 = 1,2 .

On a:
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(V) e = (j_ 11;‘“_“1_1 (w“l“} +ala —o; — 1)7)“72 (7')95)2
' Tl o ‘

Autrement dit, :

a- — @ a—oy—1," Oﬂ 7 oz~01—.1b my
(v)aa g} —I-'lw o ,U,t o1+ lfU I-(F” )w +.
ala — gy — 1)p* 2 (1)3;)2 __° 1:”‘”"1‘1915(11,15,71,25)
‘ o+ 1

On utilise les estimation (2.1),(2.13) et (3.1) pour obtenir le résultat .
Remarque 3.3 :
Comme H'2 sinjecte dans C'1~%3~% pour tout 6 € [o, Ml ; on déduit que u; est

Holderienne sur [, T] x ) T>0,i=1,2.
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Chapitre 8

Existence d’'un attracteur global

8.1 Introduction

Quand on étudie une équation d’évolution non linéaire

dwu = Au, u(0, .) = ug(.),

U= u(t,z); u=(ug,us,..... Un); 2= (21,2, .., Zn).

Il est important d’étudier le comportement de ses solutions quand ¢ tend vers
+o¢, et comme il arrive on se trouve dans des situations ou les méthodes classiques
(voir le chapitre suivant) ne nous permettent pas de trouver le point exact vers lequel

les solutions convergent quand { tend vers 4o, dans ces situations et pour ne pas
laisser le probleme ouvert on peut utiliser un autre moyen (les attracteurs) pour
avoir des informations sur les solutions comment elles se comportent, au voisinage
de +oo, c’est vrai que ce moyen ne nous donne pas la limite exacte mais on peut.

la cerner dans un ensemble compact. Donc les attracteurs est un util puissant pour
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étudier le comportement asymptotique des solutions.
Dans ce chapitre nous montrerons qu'il existe un attracteur global si m; > % +1
on peut dire mieux : si les données initiales sont bornées dans un espace de Banach
Y , alors les solutions correspondentes se rentrent dans un ensemble compact a partir
d'un certain temps fini.
On considére le probléeme (6.2.1) et on suppose que les hypothéses (6.2.2) - (6.2.7)
sont satisfaites, alors d'aprés le sixieme chapitre, le probléme (6.2.1) admet une

solution faible globale (u;, ug), de plus:

(1.1) {uie(t, )] < é(ug) pourtout 5 € 2,1 > o.

(1.2) [uie(t, )| < c(£) pourtout z € 0,¢ > €.

ol (u1e, use) € W¥(Qr), pour tout T >0;¢ > 1, est la solution de (5.3.1).

8.2 Résultats de continuité
On définit l'operateur T(t), pour tout t > (), par:
T(t) : (L2(Q)° — (L2(Q)?
Up _ U
ou u est la solution faible de (6.2.1).

T'(t) est bien défini d’aprés le lemme 6.5.1.

De plus on a le :
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Lemme 2.1 :

Liopérateur T'(t) est continu de (L*(Q), 1) dans lui méme , de plus [inégalité

suivante est satisfaite :

1T(t)uo = T(t)ﬂOHLI(Q) < eft) Juo - ﬂ‘OHLI(m

Soient ug, i € (L®(Q))* et u, @ € (L=(2))” les solutions (de (2.1)) correspon-
dantes.

Preuve :

Soient wig , g € L”(R) et (ugy), (io,) des suites de D(€2) convergeant vers uy

et i, respectivement dans L! (92).

J—

Soient (uy,) et (i) les suites de solutions de (6.3.1) corréspondentes & ¢ =

)

=

:

alors on a I'égalité suivante :

2F

. : 1\ '
(2.1) (Uin—in)e—(oi+1)div l:('u'inl + ;) Vi, — (]um| + 1) Vﬂin] =
L n

A

m;—1 ~
uini : Uin)]

gin(uln: u’?n)_’gin(ﬂlna ﬂ?n)ﬁ;;) [v (|uin|mi_1 u'i.'n,) V (

On multiplie (2.1) par sign(u, — &) , €t On intégre le résultat sur (,. on aura
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)

t ) . ’ 1 o ) . o R .
// sng(Usm — Uin) {di?i (|Um| + ;) Vin = (|ttin| + £)7 Vitin| <0
o JO ) g : .

Nous regroupons les résultats précédents , il vient :
. . . H n
(2.3) [in(t) = Bin(8) | 2y < lltion — ionll 1+ ] G015 2m) — Gin(110(5), G (5)) ] s gy .
_ 0 _

i
f s = () -
0

Comme les g; sont localement Lipschitziennes, et u;, et u; sont, uniformement

bornées , (2.3) devient :

. . %
(24) ”Um(t) - ﬂin(t)”,z,l(n)- < lwign — ﬁz‘OnHLl(ﬂ)‘l'K/O Z [urn(s) = rn(S) 1y dS T = 1,2,

1<k2

En sommant les inegalités précedentes sur 4, et en utilisant le lemme de Gronwall,

(2.4) se reécrit sous la forme:

37 fsn(t) — an @)1y < O Y s — ol

1<ig<2 . o , 1<i<2 -

A ce niveau , nous faisons tendre = vers l'infini , et viuela convergence de wu;, , 1,

vers w; ; 4; respectivement dans (L2 (€2))* , on obtient :
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Z Jlese(t) — ﬂi(t)HLl(Q) < Clt) Z [faio — "551'0”1,1‘(9)-

1<i<2 1<4<2

D’ou le lemme .
Le résultat du lemme précédent se généralise de la maniére suivante.
Lemme 2.2 :

2
L’opérateur T(t)- est continu de (L”(R), |||[p) dans lui méme , pour tout p > 1

Preuve :

Soit (o), une suite dans LP(£2) qui tend vers u; dans L*(2) 2 = 1,2, alors
d’aprés la démonstration du lemrne précédent wu;, tend vers u; dans L'(Q?) , et
comme les wix sont uniformément bornées , le théoreme de convergence dominée (la
remarque 2.5.7) nous donnera le résultat

On définit également I'opérateur S(t), pour tout ¢ > 0, par:

S(t) © (L2Q) - (L)’

Up — (Jua] ™ ug, ug| ™ ug)
Lemme 2.3 :

L'opérateur S(t) est continu de (L>°(f), ||.|l,)* dans kui méme.

La démonstration est analogue a celle du lemme 2.2.
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8.3 Existence d’'un ensemble absorbant

Il s'agit de montrer que le semi-groupe S(t) possede un ensemble absorbant compact,.,
pour celd on aura besoin du:

Lemme 3.1:

Soient £ et T deux réels strictement positifs Alors il existe des constantes

positives (&, 7) et ¢(r,ug) tellSque :

c(&,r) pourtoutt >¢ .
(3.1) ] / " (ie ) Ve ) dmdt < 1=1,2

e(r, up) pour tout t >0

Preuve:

En multipliant la premiére équation de (5.3.1) par ¢, 1. ,et en integrant le

résultat sur €2 on obtient:

(3.2)

/o%l 7 (2, 2) dx+f 162V (et 2)) P d <
1+1 .

Ly /('u EIQHH 1e (uls) + ¢’15 (uls) ’“ISI |u25|a12 + («bls (uls) Iulsl)dl
JQ .
I - m1— U.
+ ] by Y (Juse ™ g )52 (1 e (£, )
Q

Concernant le premier terme du second membre de (3.2),on a. en utilisant les iné

galités de Young et de Poincaré, et le fait que c,,; < o; +1; ¥p > 0 :
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83)  Lu [ (el 07 () + 072 ) e 82 ) ol

37’/ ||¢1£ ulE (ulE(t z H d33+77/ ”gbZe u2e (UQE(t,$)||2d$+C

La derniére intégrale de (3.2) peut étre éstimée de la maniere suivante:

(34) fn ﬁv_(|ule| " 1U15)¢1g(ule)uls(t 37)03.

m — I
- : [ bl v(gbisl (uls)uls) |u15‘_ ' 'lule =
ag;+1 A ‘ ,

/ Z bl] u1€7u2€)aﬂlj(¢15 (Ule)ula) lu15|m1 1
Q .

1<i<N
Grace aux inégalités de Cauchy-Bunjakovski-Schwartz et de Young, on a. dapres

(3.4):
CONEN A B (™ w5 (e e ) <

7 ] vt oo s / (1 )e)? da 4 C

En utilisant de nouveau linegalité de Poincaré dans (3.5}, on obtient,:

(3.6) / B ¥ (e ™ 1) 65 (e June (8, 2)dz < / I9(622 (12| dot-C
. Q ) : Q2

125




Il vient alors en regroupant (3.2), (3.3) et(36) :

(3.%) -

) E‘””d /v (ureYui )| dz <
01+2f ;e z+ || Te(ureur )|

4n [ 1965 (e s [P 41 / I 952 e i +-C

De manieére similaire, on a en multipliant la deuxieme équation de (5.3.1) par

052 (e Juze:

(38)

op +2 / o] 25|02+2 dm"'] IV (952 Uze)uge)”2 dx <

. f 1652 (e ouse) |2 dz + Ay / V(62 (use ) | dz + C

Dot en sommant les inégalités (3.7) et (3.8),on obtient:

(3.9) / B, Z [ +2d:r+cﬁ 1—5n) /Q 3 IV((% (we)uwe) | < €

1<i<?2 1<i<2

En intégrant I'inégalité (3.9) sur [t t + r], et en choisissant 7 <% , on obtient le
résultat  désiré.
Remarque 3.2. Sous les hypothéses du [lemme précédent, si on suppose que
1

mi2%+§,z—12 on obtient:
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r , c(&,r) pour tout, t > ¢
J I (I'IL.L'P”B V’U,Z)Zdiﬂdt S t 1= 1.2
pour tout >0

C(?", Ug)

: 2mita;
pour tout i > ==
Proposition 3.3: Sous les conditions du lemme précédent , si on suppose de

plus que : m; > , alors :

gy
— 4

[ Lol

il existe une constante positive C telle que :

(3.11) IV (el ™ i) (F, Mipagey < Clri€) = 1,2

pour tout t > £+ r , ot £ et r sont deux réels strictement positifs

Preuve :
)

En multipliant la ™€ ¢quation de (6.3.1) par ¢7 {(u;)2u; , et en intégrant le

)

résultat obtenu sur £, on trouve :

312 /qb (i) + (i +1) jqb Uie ) Ve V (qf);;"'(uif)'g;um) =

a : 7 mi— o 0
f gzs(us) (uzs)atuia‘FL b; V (|u1| ' 1'“1) ®ie (Uis)auiedx

_iE

Mais on a:

(3.13) é (Qfs (tie) Vi) = V (¢;’g (uie)éuie



Les estimations (3.12) et (3.13) impliquent que:
(3.18) / qb‘t-’;(uig)
0

5 ey
/ng'e(us)'@:g‘(uie)auiedﬂ?+]ﬂ bi V7 (fea|™ ™" g) d)i;(uiE)auiEdm

1
. (o) 5 / 6 () | Vg |[? dz =

Pour estimer la premiére intégrale du second membre de (3.14), on applique I'inégalité

de Cauchy -Schwartz on obtient alors:

2
Uie

' | N 1 8 - |
1 ; T () — e < = Ti () | — 2 Tilny
(3 5) V/nglﬁ(ue)qbze (u‘lf)at Uie > 4 L¢zs (ulE_) Bt dw+L 915(U5)¢15 (’U.,E)d.’b'

En vertu de (1.2) et des hypotheses faites sur g; , (3.15)devient:

2

dz+C(€, Q) pour tout t > § > 0 .

a : .
(316) /gze(ue)qﬁ?g (uza)atuwe =~ 4/¢ uzs gtuie

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient:

e O 1 [ . 2 20 49m;—2 2
(3.17) / b; pii (tie) —wiedz < —[¢fg(ui€) — da:—l— O, ° (e ) Ve || dx

+C(&, ).

pour toutt >¢>0.
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On reporte les estimations (3.16) et (3.17) dans (3.14) il résulte :

dm+08tfq5 (110) | Vot | dr <

J

SUN | f 87 (1)

20+2m; -2 2

Gie (Uis)vufe dz + C(£,8).

pour toutt>£>0.
En intégrant linégalité (3.18) en t sur [s,f] ,avec: t —r <s<tou: r>0et

t>r+¢&, il découle :

@19 ]/%%
J/

En utilisant la remarque 3.2 , il resulte de (3.19) que:

(3.20) j f # )

ZE

dmﬂ]ﬁ%u@m%wmnm<

20, +2m1 -2
(tie

)V ¢H€1M%u@v%w$mdmﬂ S)C(E, ).

g
o e dz—f—C'] N7 (e ) Ve (8, )] dae < rC(€,§0)

+C(T,£,Q)+'/ﬂ Hd)_f;(uis)Vuie(s,m)HEdm

En intégrant (3.20) en s entre tr et { , et en utilisant l'estimation (3.1), on obtient

(321)! fn el™ Vs (8, 2)| do < | /Q 162 () Vi (8, 2| d < O£, 7, 0)
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Par conséquent:

f ™ Vust, 2)| dz < C(E,7,2)
Q :

Ce qu'il fallait démontrer.

8.4 Existence d’'un attracteur global

Aprés la préparation précédente on est en mesure d'énoncer le resultat. principal de
ce chapitre:
Théoréme 4.1 :

2
Soit X :(L‘(Q), |H|L2(m) , le serrai-groupe S(t) possede un attracteur global

A tel que:

Ac H' n L=(Q)..

Preuve :

I s’agit de montrer que S(t) posséde un attractem global, c’est & dire il s’agit
de montrer qu’il existe un ensemble attractant compact invariant. A cette intention
on utilise le théoréme 26.7 , autrement dit, il suffit de vérifier que S(t) est continu
de (L>°(52), H,||2)2 dans lui méme (ce qui est vrai d’aprés le lemme 2.3) et que S(t)
admet un ensemble attractant compact. C’est ce dernier point que nous allons
montrer ci-aprés:

D’aprés la proposition 3.3, la norme de |u;|™* u;(t,.) dans H'(Q) N L®((2) est,

majorée par une constante R indépendante de la donnée initiale g pour tout ¢ > 0,
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pour mieux dire:

”

" w;(t, .) € Byinpe(0, R) pour tout ¢ > 0

En vertu de la compacité de I'injection canonique de H& dans L? , on déduit.

facilement qu’il existe un ensemble compact dans (L*{{2), l.Il ;) noté par K tel que:

lu;|”* ui(t,.) € K = Bpanp~(0, R) pour tout t > 0

De plus K se considere comme un ensemble absorbant pour le semi groupe S(t).

Ce gu’il fallait démontrer
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Chapitre 9

Existence et comportement

asymptotique dans les cas limites

9.1 Introduction

Nous verrons dans ce chapitre que les resultats des chapitres précédents peuvent

également étre étendus aux cas limites, cependant, une telle extensionexigera des

hypothéses suplémentaires sur les coefficients de |u;|™ et les vecteurs &; ¢, 7= 1,2.
Donc les résultats de ce chapitre sont des généralisations naturelles des resultats

éXposés aux chapitres précédents.

9.2 Position du probleme

On consideére le probléme:
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at(ul) — A("Uq'gl ’U,]) = gl(ul,u'g) + b_l)v(|’u,1|ml—1 ul) dans ]0,00[ x {2
Bi(uz) = Allua]™ ugF galuy, up) + b—z)v( lugi™ ! uy)  dans J0,00[ x £2
up = Uy =0 sur |0, oo X 09

u1(0, ) = ugg, u2(0,.) = U dans Q

ou:

(22) gT(O,U) =0,:= 1, 2, et 91(0, ’."2),92(1‘1,0) >0 pour tout 1,7 > 0

(2.3) les g; sont des fonctions localement lipschitziennesi = 1, 2.
2.4 Il existedes constantes c;; > 0 telles que :pour tout. u;, u2 > 0 on a :
(2.4) j que :p

gi(uy, up) < cig + ciul™ + cpug™ i=1,2

(2.5) Uig € (D), ugg >0 ;¢6=1,2.

De plus on suppose que l'une des conditions suivantes est réalisée:
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1. siay<o;j+letmi=0,+1, ji=1,2 onsuppose que:

|

2. il existe jo € {1,2} / auj, = 74y + letmi < 0; + 1; 7 = 1,20n suppose que:

-l;“ < 25

Cijo < A
(26) = -
Bay;=0;+1,etm; <o;+1; §,i =1,2: on suppose que:
2 max ¢;; < A
=02
§=1,2
4. a5=0;4+1,etm;=0,+1,; 7,i=1, 20N suppose gque:
4 B A
maes + f P ) < 2x
AN F=1,

Il sagit de montrer le:

Théoreme 2.1

Sous les hypothéses (2.2)-(2.6) , le probléme (2.1) posséde une solution faible
globale, positive bornée et unique (u;,u,) possédant les résultats de régulamté du
chapitre 7, et le semi-groupe S(t9 metun éitracteur globd A s 4m; > o, + 2,
i=1,2

De plus dans le quatriéme cas de (2.6) Si ¢jp = 0 2 =1, 2, (1, uy) tend vers

(0,0) quand t tend vers I'infini.

9.3 Existence globale de solutions faibles

Pour éviter les banalités , on étudie seulement le qutriéme cas de (2.6) et on suppose
que ¢ = 0, et a lavenir nous ne occuperons que de ce dernier.
On approche le probléme (2.1) par une suite de problemes réguliers comme dans
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le chapitre quatre tels que chacun d’eux posséde une solution classique positive
globale (w1, ug.).On a en fait le :
Lemme 1 :

Pour tout T > 0, il existe une constante positive M indépendenie de ¢ et de T,

telle que :

(L el iy IV OE W a0y 0 e,y <M 1= 1,2

Qr) — ’
Preuve :
Soit I'équation :
. =4 L : 7 A
Olute) = (a1 + Ddiv(d7} (ure)Vure) = Greluie, up,) + by V(ufl™)

on la multiplie par «S*" | on lintégre sur @7, et on utilise I'inégalité de Cauchy-

Schwartz, on trouve :

S .
(3.2) f ufi e de— / w2 dz+ ] |V (w3t dida < M f |9 (ug =) deda+

, g o : .G . .
.61_2 j U§£_2+1)dtd$ + | 11+ 2 + -2 / Ufé 1+l)dtd:r
2 Ja 2 2 Qr
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En utilisant l'inégalité de Poincaré lI'inégalité (3.2) prend la forme simple:

diz . C G j
(3.3) /u‘ﬁ”(T)d +(1—ﬁ f Hv 71+ || dtde < ;2 w dtdz
Q 2 .

o / uly 2 dr
JO )
o :

dlg = 2611 + C12 +

byfh + 1).

et on obtient une ‘inégalité analogue si on multiplie I'équation:
. . ;2 | | : 7 g1
at(u2s) 7_ (0'2 + 1)dzv(¢25 (uls)vufza) = g2s(u157 UQE) + b2 v(u2s )
par : u32*!, autrement dit:

d. 2o
qo  fuma-gh [ Ve a <G [ i
Q Q

2)\
+ / s “dx
Q

En faisant la somme des inégalités (3.3) et (3.4) on obtient:
(3.5) ulH(T dm—l—( dyy / HV ual+1 H dtdz+(1— A / || ¥ (ugz ) H2 dtdx <
) e 2 -

Q1<¢<2
o142 oa+2
/“105 d33+/ Usge 0T
. Q . J
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1] —_—
d21 - 2622 + ¢ + bz

h)\'l‘ l) + 12

et

diu = 2c11++ 612+H.51 ‘)\ + 1) + ¢9.

En utilisant la proposition 4.3.2 et le fait que : max(dy,, d5;) < 2X, nous obtenons

les estimations désirees.
Grace au lemme 2.1, on obtient habituellement une solutions faible globale
unique (uy, us) (nous ne répetrons pas ici les raisonnement, des chapitres précédents).

De plus (uy, uz) possede les résultats de régularités du chapitre 7, (tout se passe

essentiellement de la méme maniére quau chapitre 7), finalement le semi-groupe

S(t) posséde un attracteur global A si 4m; > o, + 2, i=1,2

9.4 Comportement asymptotique

On va étudier le compotement asymptotique des solutions dans le quatriéme cas de
(2.6), plus précisement on va montrer que la solution faible de (2.1) tend vers zéro.

Lemme 4.1

Sous les hypotheses (2.2)-(2.5) et (2.6.4), si on suppose de plus que c;yp = O

i = 1,2 .4 existe un réel positif ¢ telle que pour tout t > 0 on a {’inégalité suivante :

| 2 |
@1) [V (Ol < 2ot /Q F2 (10, e, Vg )dsde i = 1,2
) , 4.t ,
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Preuve :
Soit 7 € [L,¢]

On multiplie I'équation:

O(uie) — (o + l)diﬁ(qbi (uze)vuzs) = Gie (Ure, Uge) + b \7(““ +1)

par (u*"), , et on integre le résultat sur 2 x [7, t] , on obtient :
. 2 2 2
(4.2) I= (UH- 2) / (Bt(u ) 2d3dw+”Vua‘+1 H2Q HVu" 1L1( '7')”2’Q+
8 (UU*_H)f,;E(’U,lg, Uae, Vuig)dsdm
Qr.t
En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz . il découle :
2 o 1 \

(4.3) I< (0,—[—2) f (O 2 ) dsdz+||Vug™ mr)||2,Q

+Ci/ ' uf;fii(ule,uzs,Vuie)dsdac

Qr,t

En combinant les estimations (4.2) et (4.3) , il résulte:

e J g

(4.4) ”v“o (1) t“zﬂ < || vu i T)‘”in'l"ajg uge [z (e, ige, Vg )dsda

.
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On intégre l'inégalité (4.4) en 7 sur [%, t] , on aura:

P

t | | | o , Er |
(4.5) ~2»l|vugg+1(_,t)']|§ﬂ§/m l|vui;+1("7)|1;9+02§./Q,, FE(uye, uge, Ve )dsdz
bR

De ceci et des estimations (3.1) , résulte le résultat cherche.

On définit I'ensemble w-limite par :

u e (HYQ) n L=(2)* tel que 31, — +oo et
w (w10, ua) = wh(ug) =

(Ure; u2e)(tn, .) — u dans (L3(Q))?
Montionnons une conséquence du lemme 4.1.

Lemme 4.2 :

L'ensemble wt(uqg,ug) se réduit a zéro

Preuve :
D’aprés [lestimation (4.1) on a

. 2 , . e .
| VuZ (., 1)), tend vers zéro quand t tend vers I'infini. On acheve la preuve’
en utilisant I'inégalité de Poincaré.

Par conséqueni l'attracteur A se réduit au couple (0,0)
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Conclusion et problemes ouverts

Dans ce travail on a étudié un systtme de réaction-diffusion parabolique non-
linéaire dégénéré, en utilisant la téchnique ‘de compacité. On a établi I'existence
globale en temps d’une solution faible unique, dans un sens bien précis, en supposant
que la masse totale est controlée au cours du temps. On démontré que les solutions
faibles sont uniformément bornées, pour tout, ¢ > 0, méme si les données initiales ne
sont pas nécéssairement bornées.

On a établi aussi quelques résultats de régularité H2_ Enfin dans la. derniére
partie de ce travail on s’est intéressé a I’étude du comportement asymptotique des
solutions.

Il faut signaler que des arguments identiques a ceux de ce travail permettent de

déduire que les résultats éxposés ici (sauf $7.3) sont encore vrais dans le cas suivant:

‘ .cr- rad . m;—1
8t(u;) — A(]’U;A ' ’U,i) = gl(’lL) -+ ‘b,‘ V(I’LLE‘ ' ’U,i) dans ]0/ OO[ x £
¢ EEE .
o () <0
-y ou sur |0, 00[ x '
\ N e . '
3 i [ ™ )+ i ™ ], < 0
\, j:l .
Uip = 0 sur ]0,00[ x Ty
w1(0,.) = uro, Uz(0,.) = iz dans

\

ot F,g U Pil = 0§21 et ‘Fio‘:,é fB
avec.

140



*i=1,r
’ |gz(t1$1u)| S kl z u?ij + 'IC2 )
1

<jigr

¢k>0,i=12045€[0,0; +1],

—
bi

¢ - bi(z,t) c RN et

E’(m,t)H <k, ou:

Le dernier prolongement est justifié par {5] (pour montrer lexistence pour les

problemes approchés (réguliers)), et par le théoreme suivant:

Théoreme

Soit u € WH*(Q), tel que u=0sur [ C N avec: Iy # B, alors il existe une

constante positive C telle que:

el oy < VUl 2

Les problémes suivants nous semblent particulierement intéréssants et ouverts:

o L'étude des systémes de réaction-diffusion lorsque, la dépendence en le gradient

est non affine.

e Les systemes fortement couplés suivants :

1. Les seconds membre sont de la forme :

fi(uh Uz, Vul} VU?)
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2. Les termes de diffusion sont plus généraux:

Bpur — Alp(uy)) = filur, uz, Vg, V)

g — AP(ug)) = folur, ug, Vuy, Vug)

Byuy — div(a(u)Vug) = fi(uy, uy, Vur, Vuy)

Oiug — div(a(ug)Vuy) = foluy, ug, Vuy, Vuy)

Oyuy = Ap(u)) - fl(ulau21 Vuy, VU?)

Byug = A(d(ug)) = Al(u1)) = fa(us, ug, Vuy, Vug)
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