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Introduction

Parmi environ 3000 noyaux connus & ’heure actuelle, seulement 287 noyaux existent
dans la nature. Ces nombres sont, toutefois, faibles comparativement aux 7000 noyaux
qui devraient exister avec des durées de vie variant de la fraction de seconde a des
milliards d’années. Sur la carte des isotopes, figure 1, les drip-lines délimitent le domaine
d’existence des noyaux. Si la drip-line positionnée du coté des noyaux riches en protons
est relativement bien connue (jusqu'a Z ~ 83), celle des noyaux riches en neutrons
n’est connue que jusqu’a l'oxygéne. De vastes zones de la carte des isotopes restent donc

ignorées, 'exploration de ces régions est I'un des principaux objectifs de la recherche

actuelle en physique nucléaire.

Fig. 1 : Carte des isotopes.

La synthése des éléments lourds par des réactions nucléaires a été une source im-
portante d’informations. Ces informations ont permis une meilleure compréhension de la

structure élémentaire de la matiére et de prévoir aussi bien ’existence que les propriétés

d’éléments beaucoup plus lourds, les super lourds.
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Introduction 3

L’étude des noyaux lourds et super lourds est a 'origine de beaucoup de questions
aussi bien du point de vue de la structure nucléaire que des mécanismes de réaction mis
en jeu pour leur synthése. Toutefois, les faibles sections efficaces de production de ces
noyaux en laboratoire fait des modeéles théoriques un outil indispensable fournissant des
indications sur les techniques expérimentales a utiliser.

La majorité des études théoriques réalisées a ce jour sont basées sur le modéle macro-
scopique-microscopique (Myers et Swiatecki [1], Meldner [2], Nilsson et al. [3], 1968 ; Mosel
et Greiner [4], Fiset et Nix [5], Randrup et al. [6]). La plupart de ces calculs prévoient
que N = 184 serait le prochain nombre magique neutron, tandis que les deux nombres
Z = 114 et 126 ont été suggérés en tant que nombres magiques proton. L’élément 7 = 114
a été identifié comme magique par des modeéles récents basés sur ’approche de Strutinsky
(Moller et Nix [7], Sobiczewski [8]). Par contre, les calculs de Hartree-Fock prévoient la
stabilité la plus élevée pour un nombre de proton Z = 120 (Rutz et al. [9]) ou Z = 126
(Cwiok et al. [10]). Les différents nombres prévus pour les fermetures de couches proton
laissent également suggérer que la forme de I’énergie de correction de couches des noyaux
super lourds est différente de celle des noyaux voisins du 2*®Pb. Au lieu d’un minimum
pointu au nombre magique proton et neutron, un éventail d’énergies de correction de
couches négatives moins prononcées ont été obtenues de 7 = 114 a 126 et de N = 184
a 196. Par conséquence, les demi-vies prévues basées sur les divers calculs ont différé de
plusieurs ordres de grandeur. Certaines des demi-vies ont approché 1’dge de 'univers, et
plusieurs tentatives ont eu lieu pour découvrir des éléments super lourds naturels. Des
matériaux aussi bien terrestres qu’extraterrestres ont été étudiés dans ce but.

Les noyaux super lourds sont essentiellement stabilisés par des effets quantiques de
couches et d’appariement. Ceci implique la nécessité de 'utilisation d’une approche mi-
croscopique [11] basée sur I'approximation du champ moyen tout en incluant les corréla-
tions [12].

Dans le présent travail, nous nous sommes alors proposé d’étudier les noyaux super
lourds dans le cadre de la théorie de Hartree-Fock-Bogoliubov avec une interaction effec-
tive de Skyrme exprimée dans la représentation position [13]. En effet, les approches de
champ moyen auto-cohérent, du type Hartree-Fock, constituent I'un des outils les plus
puissants pour I’étude de la structure nucléaire. Ces approches reposent sur ’hypothese
qui consiste & considérer le nucléon dans un puits de potentiel se déplagant indépendam-
ment de la présence d’autres nucléons voisins. Cela revient tout simplement & réduire le

probléme de N particules [14] en interaction & une seule particule qui se déplace dans
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un potentiel moyen (d’ou 'appellation théories de champ moyen). On passe donc d’un
probléme & N corps & N problémes a un corps.

D’autre part, dans 'approche de Hartree-Fock [15] le potentiel nucléaire est déduit
numériquement et ce a partir de l'interaction nucléon-nucléon. Il est nécessaire donc de
résoudre ’équation de Schrodinger par une méthode itérative. Le potentiel qui apparait
dans les équations est self consistant car celui-ci dépend des fonctions d’onde qui s’écrivent
sous la forme d’un déterminant de Slater. Cette méthode fera I’objet du premier chapitre
du présent mémoire.

Les corrélations d’appariement seront abordées au chapitre 2. Elles seront initiale-
ment introduites dans le cadre de 'approximation BCS [16]. Dans un souci de simplicité
'interaction entre les nucléons appariés sera considérée constante (dite généralement
interaction de séniorité). Cette force de séniorité sera manipulée dans des espaces varia-
tionnels restreints qui se limitent & une partie d’énergie qui se situe autours du niveau
de Fermi.

Sur le plan formel 'approximation BCS traite les corrélations d’appariement au-dela
du champ moyen de Hartree-Fock tandis que ces corrélations influencent le champ moyen
et modifient les énergies des états individuels. Les corrélations d’appariement doivent
donc étre traitées au méme niveau que le champ moyen de particules indépendantes ce
qui impose de remplacer ’approximation BCS par une méthode plus générale, il s’agit de
la méthode de Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) [17,18]. Par ailleurs, 1’étude des noyaux
dans des situations extrémes révele certaines faiblesses concernant le traitement de I’ap-
pariement par la méthode BCS. En effet, 'approximation BCS suppose que les nucléons
appariés sont dans des états dégénérés en énergie et reliés entre eux via 'opérateur ren-
versement du sens du temps. Ce postulat s’avére ne pas étre toujours vérifié car pour les
noyaux qui sont en rotation, I’hamiltonien du systéme contient une contrainte sur une
des projections du moment angulaire ce qui implique que I’état propre calculé & partir
du champ moyen brise la symétrie par renversement du sens du temps. D’autre part,
pour les noyaux situés loin de la vallée de la stabilité, le niveau de Fermi est proche de
zéro. Dans ce cas 1a, approximation BCS n’est plus correcte du fait que les corrélations
d’appariement ont tendance & connecter les états liés a des états qui se situent dans le
continuum. L’une des méthodes les plus efficaces pour traiter cette situation consiste a
utiliser la théorie HFB dans la représentation position. Cette approche sera détaillée au
chapitre 2.

Généralement, les approches auto-cohérentes du type HF ou HFB sont basées sur
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des fonctionnelles de la densité d’énergie [19], souvent formulées en termes d’interac-
tions effectives [20] nucléon-nucléon dépendantes de cette densité. Les parameétres libres
de la fonctionnelle sont ajustés sur des données empiriques. Un choix approprié de ces
parameétres exige un ensemble complet de contraintes relatives aux données expérimen-
tales sur les noyaux finis, concernant aussi bien les propriétés statiques que les propriétés
dynamiques, les caractéristiques empiriques de la matiére nucléaire, et les données des
observations de la nucléosynthése, les étoiles a neutrons et les supernovas.

Dans le chapitre 3, nous aborderons l'interaction de Skyrme. C’est une interaction
effective phénoménologique non locale et de portée nulle. Le choix de cette interaction
est di & sa simplicité et au fait qu’elle reproduit au mieux les valeurs de I’énergie des
noyaux lourds dans leur état fondamental. L’utilisation de cette interaction conduit &
une forme particuliére de I’énergie de HFB qui sera établie de fagon explicite. Dans le
présent manuscrit, les résultats des calculs numériques seront exposés au chapitre 4 dans
le cas des noyaux pair-pairs riches en neutrons dans la région 110 < Z < 120. II sera
question en particulier de I’énergie de liaison, 1’énergie de séparation de deux neutrons,
le potentiel chimique, la déformation et le rayon quadratique moyen ainsi que I’énergie
et de la demi-vie de la désintégration alpha. Les conclusions tirées de ce travail seront

enfin présentées.



Chapitre 1

Théorie de Hartree-Fock

1.1 Théorie du champ moyen microscopique

L’interaction qui existe entre nucléons a tendance a les confiner & I'intérieur du noyau.
Elle a la particularité d’étre de portée finie [12] ce qui fait qu’elle varie en fonction de
la distance qui sépare deux nucléons voisins : lorsque la distance entre les nucléons est
trés grande, l'interaction est nulle. A moyenne distance, elle devient attractive. Et enfin,
elle est répulsive lorsque la distance tend vers zéro. Cette particularité illustre bien le
principe de Pauli, car étant donnée que les nucléons sont des fermions, ils ne peuvent
occuper un méme état quantique, par conséquent le libre parcours moyen d’un nucléon
qui se trouve a l'intérieur du noyau est beaucoup plus grand comparé a la taille du
noyau. Ce résultat est bien confirmé & travers les expériences de diffusion de particules
ce qui a conduit par la suite a élaborer un modéle a particules indépendantes. Ce dernier
repose sur I’hypothése qui consiste a considérer un nucléon se déplagant dans un puits de
potentiel indépendamment de la présence d’autres nucléons voisins (confinement dans un
noyau). Cela revient tout simplement & réduire le probléme de N particules en interaction
a une seule particule qui se déplace dans un potentiel moyen (d’ou appellation théorie
du champ moyen). On passe donc d’un probléme & N corps a N problémes a un corps.

Initialement développée et utilisée en physique atomique, cette hypothése a eu un
succes considérable (bien qu’on lui reproche d’étre trés simplificatrice et ne reflétant pas
la réalité du probléme) non seulement en physique atomique mais notamment en phy-
sique nucléaire car les théories du champ moyen occupent une partie prépondérante de
la théorie du noyau. Notons bien qu’il est souvent nécessaire de rajouter des termes sup-

plémentaires qui apportent des corrections ainsi qu'un nombre de parameétres ajustables.
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En pratique, I'une des taches les plus difficiles rencontrées dans les théories du champ
moyen réside dans la définition méme du potentiel du champ moyen. Pour cela deux

approches sont proposées :

La premiére est I'approche phénoménologique qui consiste & paramétriser le poten-
tiel nucléaire par une fonction mathématique qui lui soit appropriée. Cette
procédure fut appliquée la premiére fois par Nilsson qui utilisa un potentiel
déformé du type oscillateur harmonique. Par la suite, des paramétrisations
plus récentes ont été construites a base de fonctions plus réalistes décrivant
fidelement les expériences réalisées jusque la. Une des formes les plus célébres

est celle du potentiel de Woods-Saxon [17].

La seconde approche est 'approche auto-cohérente, ou approche de Hartree-Fock,
dans ce cas le but est de déduire numériquement le potentiel nucléaire et
ce a partir de I'interaction nucléon-nucléon. Il est nécessaire donc de résoudre
I’équation de Schrodinger par une méthode itérative. Le potentiel qui apparait
dans les équations est self consistant car celui-ci dépend des fonctions d’onde

qui s’écrivent sous la forme d’un déterminant de Slater.

Du fait que l'interaction nucléon-nucléon dans le noyau n’est pas connue analytique-
ment, la difficulté n’est donc pas de trouver la fonction qui décrit le mieux ce potentiel
mais c’est de trouver la fonction qui se rapproche le plus de 'interaction nucléon-nucléon.
En effet, ’action de l'interaction forte est seulement entre les quarks qui contribuent &
la formation des nucléons et dans le modeéle standard, I'interaction nucléon-nucléon dans
le vide apparait comme une conséquence d’une interaction quark-quark. Or, il n’existe
pas de théorie qui permet de passer d’une interaction & I’autre. Par ailleurs, méme si on
parvient a résoudre ce probléme il reste une grande différence entre 'interaction de deux
nucléons qui interagissent dans le vide et celui de l'interaction de ces mémes nucléons
au sein d’un ensemble formé de plusieurs autres nucléons qui forment le noyau. Pour
contourner cet obstacle, il faut introduire le concept d’interaction effective, I'idée est que
cette interaction est une fonction mathématique qui contient un nombre de parameétres
ajustables selon des données expérimentales.

L’approximation de Hartree-Fock relie I'interaction nucléon-nucléon effective au champ
moyen tout en négligeant une partie des effets de la force nucléon-nucléon, ce qui rend
cette approche capable de décrire d'une maniére rigoureuse, uniquement les noyaux ma-
giques ou l'interaction résiduelle entre deux nucléons peut étre considérée comme une

tres faible perturbation que ’on néglige.
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Il existe plusieurs méthodes pour établir les équations de Hartree-Fock. Nous nous
contentons ici d’exposer la méthode habituelle basée sur le principe variationnel introduite

de deux maniéres différentes.

1.2 Equations de Hartree-Fock

Etant donné que les nucléons sont des fermions, ils obéissent au postulat de symétri-
sation qui stipule que la fonction d’onde représentant le noyau est complétement antisy-
métrique par permutation des coordonnées d’espace 7, de spin o et d’isospin 7. Cette
fonction d’onde est représentée par un ensemble de déterminants de Slater [12,17,21]
construits & partir de fonctions d’onde individuelles. Dans le cas des particules indépen-
dantes [11], la fonction d’onde & N corps est représentée par un seul déterminant de Slater
ce qui fait que I’espace variationnel se restreint aux déterminants de Slater.

Le point fort de la théorie de Hartree-Fock est dii & son auto-cohérence. Cela vient
du fait que c’est une théorie basée sur le modeéle de particules indépendantes qui évo-
luent dans un champ moyen créé par elles mémes. Ce champ moyen n’est autre qu'une
interaction effective entre les nucléons.

Le point de départ, pour la formulation des équations de Hartree- Fock, est de sup-
poser que I’hamiltonien total du systéme s’écrit comme une somme de deux opérateurs,
le premier est le terme d’énergie cinétique et le second est celui d’une interaction a deux
corps :

FI:Zfi+%Z@ij:T+V (1.1)
i i+
T : est Iopérateur énergie cinétique.

V : est la somme de toutes les interactions prisent deux a deux subies par les fermions.

Il est important de signaler que généralement, les interactions a plus de deux corps
sont négligées, leur contribution étant faible.

Considérons un systéme formé de A fermions indépendants, ce systéme est décrit par

le déterminant de Slater :

¢1(r1)  di(r2) .. ¢i(ra)

B(1,2,... A) = —— %(,Tl) %(,TQ) %(_TA) (1.2)

¢a(r1) dal(r2) ... ¢a(ra)
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ou ¢; € 'espace de Hilbert.
Dans la méthode de Hartree-Fock, on cherche le déterminant qui minimise la valeur

moyenne de ’hamiltonien H, cet état que 'on note |®). :
5 (B H|®) =0 (1.3)
Ce qui implique que :
(60| H |®) + (D| H [6®) = 0 (1.4)

Cette équation doit étre satisfaite pour toute variation infinitésimale |§®) laissant 1’état

|®) normé, ce qui entraine que [0P) doit étre orthogonal a |®), et on écrit :
J(P|P) =0 (1.5)
D’ou :
(0@|®) + (P|0P) =0 (1.6)

En remplagant |§®) par i |§P) dans I'équation (1.4), il vient que [17] :
—i (6B H|®) 4 i (®| H|6D) = 0 (1.7)
qui, combinée & ’équation (1.4), donne :
(60| H |®) = (| H |§D) =0 (1.8)

Comme ’hamiltonien est hermitique les équations précédentes sont équivalentes, il suffit
donc que 'une soit satisfaite pour que I'autre le soit aussi.

On note par : wy, ou u,.(A\, u = 1,2,3,..., A), les orbitales occupées et par : u, ou
u, (o, 7 > A), les orbitales inoccupées. Ainsi, & toute variation duy, dus, ...,0us des fonc-
tions d’onde individuelles occupées uq, us, ..., u 4, dont le déterminant de Slater est :

) (1.9)

1
= ﬁ|U1,U27-~-,UA|

lui correspond la variation :

1
|0P) = |+ 0D) — |P) = ﬁﬂul + duy, ug + dug, ..., us + dua| — |ug ug, ..., ual} (1.10)
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Qui s’écrit au premier ordre en du :

A
1
|0®) = NZ E U1, Ug, ...y OUN, -y U A (1.11)
Y

Le déterminant de Slater du second membre ne différe de ® que par sa colonne n°)\ dans
laquelle le vecteur colonne u, est remplacé par sa variation duy. On développe duy sur la

base des états a une particule (uy,u,) de Pespace de Hilbert :
A
duy = Zaﬁuu + Z aru, (1.12)
pn=1 o>A

Dans cette expression les coefficients a sont supposés petits. Dans ce cas, |§®) prend la

forme :

A A A
60) =D "> apdh + > Y " ady (1.13)

A=1 p=1 A=10>A
ou ®F et & sont des déterminants de Slater obtenus a partir de ® en remplacant le

vecteur uy par u, et u, respectivement. On voit que :
Pl = 0,,P (1.14)

donc @Y est un état & une particule-un trou.

La condition d’orthogonalité (§®|®) = 0 fait que :

A
d ay=0 (1.15)
A=1

De sorte que :

60) =) " a)®S (1.16)

A=10>A

Et la condition (1.8) devient :

DY a) (5| H @) =0 (1.17)

A=1o0+-A

Etant donné que les a) sont arbitraires, on obtient la condition de Brillouin suivante :

(@F] @) =0 (1.18)
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Cela est vérifie V A < A et 0 > A, ce qui signifie que I’hamiltonien du systéme ne connecte
pas les états de Hartree-Fock et les états a une particule (trou).

Ecrivons I’hamiltonien du systéme comme suit :
. R G .
i i#]

Il vient que la condition de Brillouin se transforme en une condition sur les orbitales uy
qu’on va noter |\) telle que :
A
(O TN+ (ould;|im) =0, VAT <A< A (1.20)

p=1

C’est la condition de Hartree-Fock qui s’écrit aussi :
(a|h|X) =0 (1.21)

ot h = lAz(uLug, ..., ua) est appelé hamiltonien de Hartree-Fock. C’est un opérateur a un
corps qui dépend du sous-espace {uj uz,...,us} engendré par les A orbitales occupées,
cette condition signifie que h ne connecte pas les états occupés et les états inoccupés.

La condition (1.21) peut s’écrire sous la forme d’un systéme de A équations couplées :
huy = Zewuu (1.22)
pn=1
Généralement la matrice E = (ey,,) est écrite sous sa forme diagonale :

exp = e

La relation (1.22) s’écrit :

h Uy = E)\U)
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1.2.1 Equations de Hartree-Fock dans le formalisme de la se-
conde quantification

Dans le formalisme de la seconde quantification [17], ’hamiltonien du systéme s’écrit :

- QR 1 e
H = Z(z\t]j)ajaj—{—zz:(zy\v\kb a;-ra;alak (1.23)

ij ijkl

avec : al et a sont respectivement les opérateurs de création et d’annihilation de particule.
(ij]0[kl) = — (ij[0]lk) (1.24)
{al,a;} = 0 (1.25)
{GLCL}} = {a;,a;} =0
La fonction d’onde qui est solution du systéme s’écrit :
|Pur) = ] al 10) (1.26)
hy
L’énergie de Hartree-Fock prend la forme :

- G 1 Coa
Eyr = (®ur| H [®pr) = Z (i 1) (®ur|ala; ‘(I)HF>+Z Z (ij]0|kl) (Prr| @Ia}alak |Prr)

ij ijkl
(1.27)

En appliquant le théoréme de Wick :
(Prr|ala; |Pur) = 6 (1.28)

(Pl aga}azak |Prp) = =040,k + 0idyi
on obtient :
. . 1 A

Epyp = (Pgr| H |®nr) = Z (AlLA) + B Z (Aplo|Aw) (1.29)

red Aped

ou la somme porte sur tous les états a une particule (ou orbitales de Hartree-Fock)

occupés qui définissent 'état de Hartree-Fock |®pp) .
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Pour déterminer les états A, procédons au développement de |\) sur une base compléte

de la forme :

= ch B (1.30)

ce qui implique pour les opérateurs de création correspondants :

bl =Y Cld] (1.31)

i

Les états |A) sont normés :

A =1 (1.32)

donc :

der=1 (1.33)

L’expression (1.29) devient :

R 1 ¥ /e
Epp =), GGl O +5 Y > CNC Gijlolkl) CRCY (1.34)

AED ij A\ ued ijkl

L’énergie Egp doit étre stationnaire par rapport aux variations infinitésimales des C?,
ce qui s’écrit :

aOA* ZGA{Z CF* = 1}] = (1.35)

les ey étant des multiplicateurs de Lagrange.

En remplacant Eyr par son expression, on obtient :

aCMZZOA* M) C+3 32 S Cr O (o) CAof =Y ex{ Y2 CHP-1}] = 0
J

LoXed g Aue@ ijkl A
(1.36)
D’ou :
> {1 E1G) + > (ipldlim)}C) = enC) (1.37)
J ned
ou :

(ipld]in) = Z C* (ik|oljl) C

On aboutit au probleme aux valeurs propres :

W) = ey |A) (1.38)
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ou les états de Hartree-Fock |\) ne sont rien d’autres que les fonctions propres de ’ha-

miltonien de Hartree-Fock :

ho= (i 2]5) + > (iA[o]j\) (1.39)

PYSL

avec les énergies propres €. h est le champ self-consistant de Hartree-Fock, qui est lui

méme défini en fonction de ses états propres.

1.2.2 Equations de Hartree-Fock dans la représentation coor-
données spatiales

Il est intéressant de donner la forme des équations de Hartree-Fock dans ’espace des

coordonnées [17] :

— — — —
(A8 A = (A ( / / s | 7173 (71 7))o / / ardry | 7075 (71 750) i)

////drldmdr drty GA T 17 2) (T 17| 0 |77 5) (7475 50)

//drldr2 GAT179) (T 1, 7a) (F17a]jA)

— [ [ @01 (06T 90T TN 0T 10n(T2) - on(T1)05(T2))
= [ [ (76T a7 T (F (T

[ [ i (763 (F2)ilF 1, Tadon(F1)s(T)

Le champ moyen s’écrit comme étant la somme de deux termes, le premier terme local

de Hartree :

-y / Ao (F2)i(T1, T 2)éa(T) (1.41)

DY

et le deuxieme terme non-local de Fock ou potentiel d’échange :

’UNL 7“1, 7’2 Z¢,\ 177)2)@(?1) (1-42)

€D
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Ces potentiels sont aussi self consistants car ils dépendent des fonctions d’onde indivi-

duelles ¢, qui générent un systéme auto cohérent formé de A équations non linéaires :

(_mA + UL(71>>¢A(71) + /UNL(?M 7>2)¢A(7>1)CZ72 = 5A¢A(71> (1-43)

La résolution de ce systéme se fait par itération qui conduit a la convergence de I’ensemble
que forment les fonctions d’onde individuelles ¢,, ainsi que leur énergie correspondante
E\-

Dans le présent travail, une interaction nucléon-nucléon effective de type phénomé-

nologique sera considérée.

1.2.3 Equations de Hartree-Fock en fonction de la matrice den-
sité
Formulation de la matrice densité

Dans ce qui suit, on notera les états occupés par les indices (i,7) et par (m,n) les
états non occupés (ou vides), et lorsqu’on ne fait pas de distinction (en général) le choix
des indices est libre : k, [, p, q, ...

Le potentiel de Hartree-Fock (ou potentiel moyen de la particule indépendante) est

défini comme suit [17] :

Hyp = Z h(i) (1.44)

La fonction d’onde, fonction propre de Hy F, qui permet d’avoir une bonne approximation
de 'énergie EY . de I'é¢tat fondamental n’est autre que ®(1,2, ..., A) appelé généralement

état de Hartree-Fock, défini comme suit :

construit & partir du déterminant de Slater a travers les fonctions propres de particules
individuelles ¢ qui forment une base compléte et orthogonale, et satisfont a 1’équation

aux valeurs propres :

h(i)or = exdr (1.46)

Ces fonctions d’onde peuvent étre développées sur une base {x;} de fonctions d’onde
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connues qui forment une base compléte et orthogonale!, telle que :
Ok = Z Digxa (1.47)
]

ou les Dy sont les coefficients de la transformation qui permettent le passage de la base

{¢r} & la base {x;}, et qui vérifient la propriété suivante :
DD'=D'D =1 (1.48)
On peut aussi exprimer 'opérateur az par :

aL = Z lec;r (149)
l

Le fait d’avoir une transformation unitaire permet de séparer les états particules et les
états trous tout en laissant I’état ® inchangé car il n'y a pas de correspondance entre
I'état @ et les états individuels ¢, ce qui nous améne & introduire la notion de matrice
densité de la particule individuelle p qui est définie comme étant un projecteur dans le

sous-espace engendré par les états trous ¢;(i < A), donné par :
pur = <CI)’ C;[,Cl |(I)> (150)

Ce choix se traduit par :

1. Le fait que p est diagonale et a pour valeurs propres le nombre d’occupation & savoir

1 pour [ < A (trous) et 0 pour [ > A (particules).

2. La trace de p est égale au nombre total de nucléons : Tr(p) = A.
En tenant compte de (1.49) et (1.48) on a :

P = Z Dy, Dy (9P| al/ak D) (1.51)
kk!

- Z Dy Dy,

D’aprés ce qu’on vient d’introduire, il y a une correspondance entre ® et p qui est carac-

térisée par le fait d’avoir deux valeurs propres a savoir 0 et 1. Ceci assure I'idempotence

'L une des bases les plus utilisées est celle de I'oscillateur harmonique.
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de p:
0P =p (1.52)

De la méme maniére, on définit le projecteur o, dans le sous-espace engendré par les états

de particules ¢,,, donné par :
c=1-p (1.53)

Equations de Hartree-Fock

L’énergie Eyp est donnée par :
Epp = (® H |®) (1.54)

ou I’hamiltonien en seconde quantification est :

- e 1 o
H= Z (ilt]7) a!aj + 2 Z (ij|0|kl) aIa}alak (1.55)
ij ijkl
Dans ce cas :
Y 1 Ca
Enr(p) =Y _ (ililj) (®|ala; |®) + 1 > (ijlolkl) (@] alalaay | @) (1.56)
ij ijkl

En appliquant le théoréme de Wick, on a :

(®|ala; |®) = pj; (1.57)

(®| alalaar |2) = (®| alay, |®) (®| ala; |®) — (D|ala; | D) (D alay, |®) (1.58)
= PkiPlj — PliPkj
et les contractions de la forme (®|a;a;|®) et (P| aja} |®) sont nulles. Les pj; sont les

éléments de la matrice densité a un corps diagonale dans la base de Hartree-Fock.

L’énergie s’écrit donc :

Enr(p) = Z <Z|1€|J> pji + i Z[Pk@ (i7101kL) prj — pui (i3 |O|KL) prj] (1.59)

ij ijkl
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Cette écriture devient, en introduisant la notion de trace et de double trace [17] :
1
Enr(p) = Tr(tp) + 5TrTr(pvp) (1.60)

Sachant que a;" |¥) =0 et a,, |¥) = 0, on aboutit enfin & :

i

1 _
Enr(p) = E lij + B E Vijig (1.61)
i '

ij
ou : @ijij = Uijij — Uijji-

La variation de I’énergie s’écrit :

SEur(p) = Eur(p+6p) — Eup(p) = Tr(pdp) = hmibpim + cc (1.62)

mi

En tenant compte de I'idempotence de p et du fait que :
(p+0p)* = p+dp (1.63)

on obtient :

dp=pdop+dpp (1.64)

Dans la base ou p est diagonale, on a :
p dp p =10, pour les états trou-trou (1.65)

o dp o =0, pour les états particule-particule (1.66)
A partir de la relation (1.62), la matrice hermitique h est donnée par :

)
O Prk

higr = Eynr(p) (1.67)
En remplacant Fyr(p) par son expression (1.61), on obtient I’expression du hamiltonien
de Hartree-Fock :

h=t+T (1.68)
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ou t est le terme de ’énergie cinétique et I'y; est le champ self-consistant donné par :
Dy = Z Ukt 1w (1.69)
w

Ce champ est responsable de I’auto-cohérence. Il est considéré comme un champ moyen
créé par ’ensemble des particules.

Pour des valeurs arbitraires dp,,;, et pour avoir :
§Enr(p) =0, (1.70)

il faut que :

1< A
Bimi = tm; + vaﬁj =0; R (1.71)
j m > A

avec la contrainte (1.52), I’équation variationnelle se met sous la forme :

0{E(p) = Tr(A(p* = p))} =0 (1.72)
— Tr{hép} — 5{Tr(Ap*) — Tr(Ap)} =0
— Tr{hop — Apdp — Adpp + Adp} =0

= Tr{(h—Ap—Ap+A)p} =0
A : est un multiplicateur de Lagrange, d’ou :
Tr(h—pA—Ap+p)=0 (1.73)

Pour cela, il suffit que :
h—pA—Ap+A=0 (1.74)
En multipliant I’équation (1.74) par p, d’'une part a droite et d’autre part a gauche, il
vient que :
ph — pA — pAp+ pA =0 (1.75)

hp —pAp—Ap+Ap =20
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a condition que :

[Av p] =0

Aprés soustraction des deux équations, on obtient :
[h,p] =0 (1.76)

On remarque bien que h sépare les états particules et les états trous de p, ce qui se traduit
par :

[h,pl = [t +T(p),p] =0 (1.77)

Dans le cas d’un changement de base :
Pk = Z D xi (1.78)
!

on obtient :

Z huy Dy, = Z(tu' + Z Uikri Pii) Dk = €x D (1.79)

4 4

ce qui revient a résoudre le systéme aux valeurs propres :

Z hyy Dyy, = Z(tw + Z Z Viprp DpiDyi) Dy = €Dy, (1.80)
v v i pp
¢y, : fonctions d’onde des états individuels qui sont a déterminer.

X1 : états propres connus (en général ceux d’un oscillateur harmonique) [13].

les €, représentent les parametres de Lagrange associés a la contrainte qui porte sur
lorthonormalité des fonctions d’onde et ne sont autres que les énergies des états de
particules individuelles.

C’est le systéeme d’équations de Hartree-Fock qu’on doit résoudre. I’état fondamental
est ainsi obtenu a partir des A fonctions d’onde a une particule de plus basse énergie.

La partie de 'hamiltonien qui sera négligée dans I'approximation du champ moyen

est dite "interaction résiduelle", et est donnée par :
Vres = H =Y Iy (1.81)
k

Par la suite, tout en restant dans le cadre de la théorie du champ moyen, une partie des

corrélations induites par cette "interaction résiduelle" sera prise en compte.
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1.3 Etats excités

En ce qui concerne les états excités, dans le cas d’une particule-un trou, ils s’écrivent
sous la forme [17] :

Imi) = al a;|P) (1.82)

On parvient ainsi & déterminer ’énergie des états excités :

Eppi = (mi| H |mi) (1.83)

= EO + €m — € — Umimi

Ey : est ’énergie de ’état fondamental.

Notons que les équations de Hartree-Fock n’expriment que la stationnarité de la fonc-
tionnelle d’énergie, par conséquent il faut toujours vérifier qu’elle correspond & un mi-
nimum aprés chaque solution trouvée [22]. Bien que le probléme a N-corps est réduit a
un probléme effectif & un corps non linéaire, la résolution analytique des équations de
Hartree-Fock n’est en général pas possible, surtout dans le cadre de la structure nucléaire.

Elle nécessite donc des calculs numériques généralement compliqués.
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Théorie de Hartree-Fock-Bogoliubov

2.1 Insuffisance de la théorie de Hartree-Fock : cor-
rélations d’appariement

L’approximation de Hartree-Fock est bien adaptée pour décrire des noyaux, ott dans
le spectre de particules individuelles il y a un "gap " important [12] entre le dernier niveau
occupé et le premier niveau inoccupé. Ce "gap” garantit la stabilité du noyau tout en
générant un nombre magique de nucléons, qu’il soit pour les neutrons ou pour les protons.
C’est le cas des noyaux pair-pairs a couches complétes. Par contre 'approximation devient
insuffisante dés que 'on veut décrire 1’état fondamental des noyaux dont le niveau de
Fermi est situé en milieu de couches. Dans ce cas ’état fondamental sera quasiment
dégénéré avec une multitude d’autres états obtenus & partir de configurations de type
particule-trou construites sur ce dernier. Il faut donc construire une fonction d’onde
représentant correctement 1’état fondamental de ces noyaux. Pour cela, il est nécessaire
de prendre en compte les corrélations résiduelles. La plus importante de ces corrélations
est celle liée a I’appariement responsable en particulier de plusieurs faits expérimentaux

tels que :

1. La différence entre les spectres expérimentaux de 1’énergie qui caractérisent les deux

types de noyaux : pair-pairs et pair-impairs.

2. L’effet pair-impair qui donne généralement une énergie de liaison du noyau pair-
impair plus faible que la moyenne arithmétique de ’énergie que possede deux

noyaux pair-pairs voisins.

3. Le caractere vibrationnel collectif des premiers états 2 qui existe dans les noyaux

22
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pair-pairs voisins des noyaux a couches fermées [14].

L’apparition de la barriére de fission dans les noyaux 2*°U et 238U.
Le moment d’inertie [17].

Le phénomeéne du Backbending [17].

Les sections efficaces des réactions de transfert.

@ N o ot

Les probabilités d’émission béta.

Pour tenir compte de la force d’appariement deux formalismes essentiellement ont
été développés : le formalisme de Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) et le formalisme de
Bardeen, Cooper et Schrieffer (BCS) [23]. Ce dernier reste, toutefois, le plus utilisé en

raison de sa simplicité.

2.2 Théorie BCS

2.2.1 Equations BCS dans la représentation particule

Soit I’hamiltonien d’un systéme de particules toutes appariées décrit dans le forma-

lisme de la seconde quantification [16] :

H= Zs,,(ala,, +alay) — G Z alalaza, (2.1)
>0 >0

L’ensemble des indices v, p porte sur les états a particules indépendantes, généralement
solutions des équations de Hartree-Fock.

avec :

al, : est Popérateur de création d’une particule dans un état |v) .

al : est opérateur de création d’'une particule dans un état |i7) obtenu par renverse-
ment du sens du temps.

g, : est Pénergie du v*™¢ niveau.
G : est la force d’appariement qui est supposée constante.

La description d'un état de paires indépendantes se fait a travers une forme particu-

liere que prend la fonction d’onde :
vy = TI7 0 (2.2)
v=1

|0) : représente I'état du vide de particules.
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Dans chaque paire, il doit y avoir des corrélations entre nucléons. Par conséquent, les
opérateurs P! doivent avoir la particularité d’étre plus quun simple produit d’opérateurs
de création de nucléons. Il convient alors de prendre :

Pl =u, 4+ v,alal (2.3)

v

Dans ce cas, ’état fondamental du noyau s’écrit :

|U) = H(u,, + vya;ﬂa;) |0) (2.4)
v>0
Cet état est dit état BCS.
Les parameétres variationnels u,, v, représentent les amplitudes de probabilités pour
que la paire (v, 7) soit inoccupée ou occupée. Ils sont déterminés en minimisant la valeur

moyenne de 'hamiltonien auxiliaire :
H = H - AN (2.5)

ou A est un multiplicateur de Lagrange introduit pour assurer la conservation en moyenne

du nombre de particules :
(B[N |T) =2 ol = N (2.6)

v>2
Ny étant le nombre de particules du systeme.

On suppose que les paramétres variationnels sont réels et satisfont aux relations sui-

vantes :
u? +0v2 =1
uy fr—y u[} (2.7)
Vy = Uy

La valeur moyenne de H’ est donnée par :

E' =2 Z(&:V —A— QUQ)UZ% - GZuyvyuuvﬂ (2.8)

v>0 vu>0
Le principe variationnel prend alors la forme suivante :

OE  OF
ou, Ov,
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Tenant compte de (2.7), on aboutit au systéme d’équations suivantes :
2(e, — A — Gv2)u,v, — Alu? —v2) =0 (2.10)
ou la quantité A est définie par :

A=G> uu, (2.11)

v>0

Pour établir les équations BCS, dites équations du gap, il suffit de résoudre le systéme

(2.10) ce qui conduit aux équations :

u; 1 — A — G2
G v v (2.12)
v? 2 Ve, — A= Guv2)2 + A?
Ici, le paramétre A mesure la demi largeur du gap dans I'espace des énergies (¢, — Gv?)
autour de A.
L’énergie totale du systéme s’écrit donc comme :
Epcs =2 Z(EV — Gv2)v? — AZUV’UV (2.13)
v>0 v>0
En remplagant les u, et les v, par leurs expressions (2.12) dans (2.11), on obtient :
1
= = Z (2.14)
y>0 —A—Gv2)2 + A?

Cette derniére expression n’admet de solution non triviale que si la condition suivante

est satisfaite :

2.1
Z|5,,—)\ sz\ (2.15)

11 est clair qu’il ne peut y avoir d’appariement (A = 0) en dessous d’une certaine va-
leur critique G..;; qui est inversement proportionnelle & la densité des états a particules

indépendantes autour du niveau de Fermi, dans ce cas ’énergie a pour expression :

Eup=2 Y (2,—G) (2.16)

voccupé

L’énergie d’appariement est d’une nature collective, originaire de I’étalement des proba-
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bilités d’occupation autour de la surface de Fermi. Son expression est donnée par :

pazrmg Z GU U - — =2 Z (217)

v>0 v:occupé

2.2.2 Concept de quasi-particule dans le cadre de la théorie

BCS

Introduit par Bogoliubov et Valatin [16], de nouveaux opérateurs de création et d’an-

nihilation, dits de quasi-particules, sont définis par la transformation canonique suivante :

T _ T
= Uy,a; + v,a, (2.18)
_ _ T
Q= Uy, — V04
Dans ce cas, une quasi-particule qui est créée par 'opérateur o représente une vraie
particule avec une amplitude de probabilité u, et un vrai trou avec une amplitude de

probabilité v,. L’état fondamental est alors défini comme étant le vide de quasi-particules :
a, |¥) =0,Vv (2.19)

Dans cette nouvelle représentation dite "représentation quasi-particule", I’hamiltonien

réduit est donné par :

H' = Ey+ Hy + Hy + Hyesia (2.20)
avec :
), A
Ey=2 —A— = - — 2.21
0 =23 (e~ A= St~ (221)
v>0
Z E,( a,, + o}, ay)
v>0
= Z HY(ofal + azay)
v>0

H,¢sig = Hag + Hs + Hy
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ou les différents termes sont donnés par :

E, = (g, — A — Gv2)(u? — v2) + 2Au,v, (2.22)
HY =2(g, — A — Gv)u,v, — A(u2 —v?)

Hyp = Z{H?d@ oy, + Hyy'(af I;Oéﬂozy +af TOé#Oél, +2alal Laaag)}
vp>0

H; = Z H*{ala (a ap +a au) + (O‘Lau + oz:ga,])ozgay}

vp>0

g “H(adalal ozjl + apo0pa)
vp>0

avec les notations suivantes :

v 2.2 | .22
Hyy' = —G(uyv;, + vyuy,) (2.23)
HyY = —Gu,v,u,0,

Hy" = G(u2 — v2)u,v,

G
H' = 5 —(upvl + uvy)
Dans I'approximation BCS, le terme H,sgq4, qui représente une interaction entre quasi-
particules est négligé. Par ailleurs, les parametres u, et v, sont choisis de sorte que H,
soit nul ce qui est exprimé par la relation (2.10). Le probléme a N particules corrélées est

ainsi transformé en un probléme de quasi-particules indépendantes.

2.3 Théorie HFB

2.3.1 Généralisation du concept de quasi-particule

La théorie de Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) consiste a prendre en compte de ma-
niére self-consistante les corrélations d’appariement. Pour ce faire, le concept de quasi-
particule est utilisé. Dans la théorie HFB, la quasi-particule est définie comme étant une

superposition d’états de particules et de trous [17], donnée par :

= Z Uw,aL + Z Viway, (2.24)
p p
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Dans ce cas, la particule et le trou peuvent appartenir a deux niveaux différents contrai-

rement au cas de la théorie BCS.

2.3.2 Formalisme de HFB

L’hamiltonien en seconde quantification s’écrit :

H= Z €Luaha, + Z vyugvaia;ﬂava@ (2.25)
v vpBy

ol : €, : est I’élément de matrice de I'opérateur énergie cinétique 7'. Il est donné par :

A

= WIT|w (2.26)

€up

Uyugy = (| V| B7) - sont les éléments de matrice antisymétrisés d’une interaction effec-
tive générale que nous supposerons dépendante de la densité.

Le probléme aux valeurs propres est résolu par le principe variationnel avec comme
fonction d’essai le vide de quasi-particules tout en gardant la simplicité de la description
dans le cadre du champ moyen. Cet état, appelé état HFB, est construit par ’élimination

de toutes les quasi-particules du vide de particules :
Wirg) = ([ Jow) 10) (2.27)
«y, ’\IJHFB> = O,V,UJ

Les opérateurs d’annihilation et de création de quasi-particules sont définis par la trans-

formation canonique de Bogoliubov (2.24), qui s’écrit en représentation matricielle [17] :

(ST) - ( VUTT ‘:T > (51) =w (;T) (2.28)

La matrice W étant unitaire, elle vérifie :

WWh=wiw =1 (2.29)
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ce qui conduit aux propriétés suivantes [24] :

UlU+Vviv=1
UTV +VTU =0
Ut + vVt =1
Uvi+vUt =0

(2.30)

La transformation inverse de Bogoliubov se déduit facilement :

(- (- ()

Pour la suite des calculs, il est commode de définir la matrice densité :

~~

2.31)

p= (Uypp|la'a|Vypp) (2.32)
ainsi que le tenseur d’appariement :

k= (Yyrp|laa|¥yrp) (2.33)
En utilisant la transformation inverse de Bogoliubov donnée par (2.31), il vient que :

puw = (Vurs| aia# VryrE) (2.34)

= (Wursl Visas + Ujgal) (Upmoy + Vi al) [P aps)
By

= Z Vyﬁv,; (Vurs| OéﬂOé,Ty \VurB)
By

=Y VigVis =) VisVa,
B B

= (V* ’ VT)W
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De méme, on a :

K = (Yurpla,a,|Vhrp) (2.35)

= Z <\I]HFB|(V;,*BO% + Uygaﬂ)(UWoz7 + V:,YOJY)|\I’HFB>
By
= Z UuﬁV;V <\IJHFB|04,6’OA;|\I/HFB>
By
* * T
=D UsViz =D VisUs,
B B
= (V" UM = ~(U - V7).,
En utilisant les propriétés (2.30), on montre que la matrice densité est hermitique :
ph=HIV)r=vvl=p (2.36)
et que le tenseur d’appariement est antisymétrique :
K=V U =U- VI = —& (2.37)
et qu’ils possédent les propriétés suivantes :

p—p =VV—vVIVVE =V - vV = vviouut (2.38)

= - VUTVU = k- K"

pk=VVIVUT =V VT(-UV) =V UTVVI =k p* (2.39)
On introduit également la matrice densité généralisée R associée a 1'état |Vypp), définie
par :

(‘I’HFB| ala |quFB> (‘I’HFB| aa |‘I’HFB>
R = (2.40)

<‘I’HFB|CLTGT|‘I’> <\I’HFB|CLCLT|\I[HFB>

Les éléments (Uppp|a'a|Yyrp) et (Vppp|laa|Vgpp) étant calculés plus haut, on se

limitera au calcul de <\I/HFB|aTaT]\I/HFB> et <\IIHFB|aaT]\I/HFB>. En utilisant le fait que :

=0, —ala, (2.41)

{ay,aL} =0, = a,al u

"
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on montre que :
(Vyrplayal |Yupp) = 6uy — (Yurslala, |V urs) (2.42)
- 6yu — Puvp
= uu = (P
et que :
<‘I’HFB|CLVCLL|‘I’HFB> = 5uy - P*W (2-43)
Pour calculer <\I/ arplatal|¥ HFB>, on utilise le fait que :
<\I/HFB|0,TCZT|\I’HFB> = (<\I/HFB|CL(]J|\IJHFB>)Jr (244)
= (R)f = (="'
Donc :
(Uyppld'al|Wypp) = —k* (2.45)
D’ou finalement :
K
R=|" (2.46)
—k* 1—=p*
=W w+
01

(C’est une matrice hermitique, idempotente d’ordre 2n.

Pour qu’un état |¥) complétement antisymétrique soit un vide de quasi-particules; il

faut et il suffit que la matrice densité généralisée associée a cet état satisfait aux relations

suivantes [25] :

R? =R,
ARA =1— R*,
Rf =R

ou A=

(2.47)
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La premiere relation s’écrit :
K K 2 — kK* k+ k(1 —p*
rr_ | ” p _ p pr+ K(1 = p%)
—IQ* 1_p* —Ii* 1_,0* —fi*p—(l—p*)li* —Ii*li+<1—p*)2
(2.48)
En utilisant les propriétés (2.36) a (2.39), on montre que :
p—p=—kk" = pP—KK" =p (2.49)
pk+k(l—p)=pr+Kr—Kp=kK (2.50)
—Kk'p—(1—=p)R"=—K"p— K" + p*Kr* (2.51)
—Kk*k+ (1 —p")? = -k +1—2p" +p* (2.52)
=1-p"—K""—p(L=p")
=1—p"—K'hk+ Kk
Donc :
K
=" _ R (2.53)
Pour la seconde relation :
ARA=1-R" (2.54)
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Calculons le membre de droite de I’équation :

0 1 k) [0 1
ARA = g (2.55)

1 o) \=w 1-p) \1 0

01 K p

p* K./*
R = (2.56)
-k 1—0p
1 R 1—p" —kK*
— 1-R"= N = P
01 -k 1—p K p

ce qui montre bien que les deux membres sont égaux.

Il reste & présent a vérifier que :

R =R (2.57)
Le calcul de R donne :
g " (2.58)
k" (1= p*)t
On a
(1=p)=1-(p") (2.59)
=1—(p')
=1-p
Dong, il est clair que :
[ R (2.60)
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2.3.3 Valeurs et vecteurs propres

La propriété montrée précédemment (R? = R), impose aux valeurs propres d’étre
toutes égales & deux valeurs possibles 0 ou 1.

Soit X, et Y, les vecteurs propres associés a ces valeurs propres, alors :
RX, =0 (2.61)

RY, =Y, (2.62)

Les composantes des vecteurs X, et Y, se déduisent facilement.

Pour cela, il suffit de calculer :

00
RW =W WHw (2.63)
01
0
=W
01

Cela signifie que :

(2.64)
R(p) = (i)
D’ou finalement :
X =) (2.65)
Y, = (1)
Ils vérifient donc 1’équation :
X, =AY (2.66)

On remarque que les composantes des vecteurs propres X, associés a la valeur propre 0 ne
sont rien d’autres que les coefficients de 'opérateur d’annihilation de quasi-particules et
les composantes des vecteurs propres Y, associés a la valeur propre 1 sont les coefficients
de 'opérateur création de quasi-particules. Cela implique que X, est un vecteur propre

associé aux états excités et Y, est le vecteur propre associé a ’état fondamental.
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2.3.4 Etat fondamental

Dans le cas d'un systéme constitué d’un nombre pair de nucléons, ’état fondamental
n’est rien d’autre que le vide de quasi-particules |Uypp). Cet état peut étre donné par

le théoréme de Thouless' :
1
[ Whrs) = N exp{3 > M,,alal}|0) (2.67)
v

ou N : est une constante de normalisation calculée en utilisant le théoréme d’Onishi [17] :

Nl

= /[det U] (2.68)

N = (Yurs|Yurs)
M : est une matrice antisymétrique définie par :
M=WVU ) = —pr*? (2.69)

En général, 'état |V pp) n’est pas état propre de opérateur nombre de particules. Dans

ce cas, on impose la condition suivante :
<\I/HFB’ N |\I/HFB> = <\I/HFB| Zalau ’\I/HFB> = T’I“p = N() (270)

Ny étant le nombre de particules du systéme. Le nombre de particules est donc conservé

€n moyenne.

2.3.5 Energie HFB

L’énergie HFB est déterminée par le principe variationnel tout en tenant compte de
la conservation en moyenne du nombre de particules. Ceci revient a minimiser la valeur

moyenne de ’hamiltonien auxiliaire :
H = H—- AN - N) (2.71)

ol A est un multiplicateur de Lagrange, qui n’est rien d’autre que le potentiel chimique. I1

représente ’augmentation de 1'énergie (U pp| H |V rp) avec le changement du nombre

1Voir annexe A.
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de particules correspondant. Il est donné par :

A= ! §i> (2.72)

Le calcul de la valeur moyenne de ’hamiltonien auxiliaire se fait en appliquant le théoréme

de Wick :

<\IIHFB| f{/ |\I’HFB> = Z(Eyu — )\) <\IJHFB|CL;FCLM|\I’HFB> (273)
Vi
1 v tag|W v Ta,| W
+ 1 UVM67{< HFB|G,, CL5| HFB>< HFB|CLMCL7| HFB>
vpBy

- <‘I’HFB |aja7|\I[HFB> <‘I’HFB |a:aﬂ|\I’HFB>

+ <‘I’HFB |aja: | ‘I’HFB> <‘I’HFB |a7aﬂ | ‘I’HFB>}

(Yurplayau|Yurs) = K (2.74)

Ainsi :
V=) = (kD) =K, = =k (2.75)

<‘I’HFB |aja:j | ‘I’HFB> = <‘I’HFB |6Ly%|‘IfHFB

Il vient que :

A 1 .
(Uurp| H' [Yorp) = Z(Gvu = NP + 1 Z Vuusy{PBv Py — PwPpp + Kkipy} (2.76)

v vuBy
1 1 1 .
= Z(euu — AP + 1 Z VupByPBy Pyp + 1 Z Uy By Py P+ 1 Z UupBy Ry oy
v vuBy vpBy vy
1 1 1 X
= Z(Euu = NP + 1 Z VuppyPpyPyp + 1 Z VuppyPruPpy + 4 Z UvuBy Ry KBy
Vi vuBy vy vuBy
1 *
= Z<6V“ — AP + 1 Z Vupupy 12080 Oy + “uu"fﬁv}
Vi vuBy

qui s’écrit comme :

<‘I’HFB|FI '|‘I’HFB> =D (ou—=Npuw + 5 Z D Vo) P + 1 Z RN o

Vi vB  p v By
(2.77)
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ou encore
. . 1 1 .
(Virp| B [Wurp) =Y Coupp + 5 > Tuspsn + 1 > Auk, (2.78)
Vi v Vi
en posant :
€ = (€ — A) (2.79)
Lys = Z Yy Pyp
TH
1
Ay = ) Z Yuppyhpy
By

ou I' est dit le champ self-consistant et A est le potentiel d’appariement.

Finalement [13, 26, 2 1 ] .
E 147 ny 2 vl uv 2 vy

2.3.6 Equations de HFB

Il s’agit maintenant de minimiser I’énergie du systéme sous la contrainte (2.53). Ceci
revient & introduire un second multiplicateur de Lagrange A et écrire la variation sous la

forme suivante [17] :

S{E'(p,r) —Tr(A(R*—R))} =0 (2.81)

Etant donné que I’énergie ne dépend que de p et de k, la variation de ’énergie s’écrit :

SE (p, K

OF' OF’ OF' OF'
Z{ 3oy + (2.82)

L P Py
aps, Prav Ok Fou oK%, o}

En introduisant ’hamiltonien de Hartree-Fock :

, 8E’

" 1
= hj; Z{ Evp — A0l + §(Fvu5ju5iv + Puv Z Vuupy0jpdi) b (2.83)
By

= tij — Adyj + Z VijyPys = hij — A
By
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et le champ d’appariement :

OL' 1
Rij =5 ="Rji=3 > viipyhisy (2.84)
Jr By
et puisque E est réelle :
OF'
h; 2.85
OF'
Al = ——— 2.
b= s (2:36)
On obtient :
! ]' ! 1% * * *
OF(p, ) = 5 D _{higdpsi + 5005 — Ao — Ao} (2.87)
tj

= S{Tr(.5p) + Tr(" 8p°) — Tr(A" 6x) — Tr(A.65°))

) 1 n A op Ok
OE (p, k) = §TT{ } (2.88)
—A* —p™ —0Kk* —dp*

On définit 'hamiltonien de quasi-particules par :

( MooOA ) (h AA )
H= = =H' (2.89)

On a alors :

SE'(p, k) — %Tr(H.éR) (2.90)
ou

J J
T
—0Kk* —op*
L’expression (2.81) devient :
S(E (. ) ~ Tr(A(R® — R))} = 5Tr(H.0R) ~ Tr(6(AR.(R — 1)) (2.91)

_ %TT(H.(SR —9ASR.(R — 1) — 2ARSR)

= %Tr(H.éR —2A0R.R+ 2A0R — 2AR0R)
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En utilisant la propriété de la trace :
Tr(ABC) =Tr(CAB) =Tr(BCA) (2.92)
Il vient que :
5gwm@—qwmu#—R»}=%ﬂﬂH—QAR—zRA+mwMﬂ_o (2.93)
Etant donné que 0 R est une variation arbitraire, il suffit donc que :
H—-2AR—-2RA+2A=0 (2.94)
Le multiplicateur de Lagrange peut étre éliminé comme suit :
Multiplions par R a droite I’équation (2.94) :
HR—-2RAR=0 (2.95)
Ensuite multiplions par R & gauche 'équation (2.94) :
RH —-2RAR =0 (2.96)
par soustraction des deux équations précédentes, on obtient :
HR—-RH =0 (2.97)
D’ou I'équation de Hartree-Fock-Bogoliubov :
[H, R] =0 (2.98)

L’équation (2.98) est résolue en diagonalisant la matrice H et en construisant R & partir

des vecteurs propres de ‘H ce qui revient & résoudre le systéme :

h—X A U
~-F
A —(h=N) \V 1%

(2.99)

Dans le cas ou il n'y a pas d’appariement (A = 0), ’équation de Hartree-Fock-
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Bogoliubov (2.99) se réduit a celle de Hartree-Fock. Dans ce sens, la théorie HF corres-

pond au cas particulier (trivial) sans appariement d’une théorie HFB plus générale.

2.3.7 Reésolution des équations de HFB

Le systéme d’équations (2.99) n’est pas réellement un systéme d’équations aux valeurs

propres car le champ h et le potentiel d’appariement A sont self-consistants puisqu’ils

dépendent eux méme des U et V' par 'intermédiaire de la matrices densité p et du tenseur

d’appariement k. Ils constituent donc un systéme non linéaire dont la résolution se fait

par la méthode itérative en suivant ces différentes étapes :

1.

Un choix de valeurs initiales de la matrice densité p et du tenseur d’appariement

K, ce choix doit dépendre des symétries de h et A.

Le champ h et le potentiel d’appariement A sont calculés & partir des relations

(2.83) et (2.84).

L’hamiltonien de quasi-particules H est ainsi construit et ses vecteurs propres X, et

Y, sont déterminés en résolvant le probléme aux valeurs propres donné par (2.99).

La matrice densité généralisée est construite a partir de la relation (2.46) ou en

utilisant la relation suivante :

R=)Y"v,Yf (2.100)

Résulte du fait que RY =Y, comme Y est normalis¢ Y'Y =1 =Y =Y ~! d’ou
R=YYT.

La construction de la matrice densité généralisée R a partir des vecteurs propres
Y, relatifs aux valeurs propres négatives est analogue au remplissage des orbitales
de plus basses énergies dans la théorie de Hartree-Fock, ce qui conduit a 1’état
fondamental du systéme. Cependant, dans certains cas, il pourrait étre nécessaire
d’introduire un champ externe qui permet d’inclure dans R un ou plusieurs vecteurs
propres relatifs & des vecteurs propres positifs. Par contre, ce qui n’est pas permit,
c’est 'inclusion des deux vecteurs propres X, et Y, correspondant & la paire de va-
leurs propres £ F,, car cela fait que les opérateurs de quasi-particules a n’obéiraient

plus aux relations d’anticommutation des fermions.

La matrice densité p et le tenseur d’appariement  sont alors évalués a ’aide des

relations (2.34) et (2.35).
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Le nombre Ny donné par Pexpression (2.70) n’est pas, en général, égal au nombre
de particules du systéeme, dans ce cas 1a, on fait le changement suivant du potentiel
chimique :

A— A+ 0\ (2.101)

Ensuite, on retourne a ’étape n° 3 et on continue & chercher le potentiel chimique pour
lequel la valeur de Ny est égale au nombre de particules du systéme, ensuite on passe a
I’étape n° 2.

Le processus itératif est répété jusqu’a 'obtention d’'une méme matrice densité et
le méme tenseur d’appariement au cours de deux itérations successives a une précision

choisie.

2.4 Equations HFB dans la représentation espace
des coordonnées

Dans le but de résoudre les équations HFB dans la représentation espace des coor-
données [28], elles doivent étre réécrites dans cette représentation. Pour ce faire, il suffit
d’introduire la relation de fermeture [d7"'Y" , |70’) (70| et de multiplier & gauche par

le bra (ro|. On aboutie ainsi & 'équation [13,29-31] :

/d?”z (7, o7, 7" AT, ;7,7 U,(7", ") (2.102)
a7 7)o@ T e
C(E4x 0 U(7,7)

o B - \vE

ottles U,(7,7) et V,(7°, @) sont les fonctions d’onde de quasi-particules. La définition
de ces fonctions d’onde se fait & travers la matrice densité et le tenseur d’appariement

donnés par les équations (2.32) et (2.33) écrites dans 'espace des coordonnées :

p(7, 7,0 = pyei(T, T )l (7, ) (2.103)
tj
)i (T, T

k(7,070 = Z kijpi (T
ij

ott les ; (77, @) : sont les fonctions d’onde individuelles.
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Les matrices ci-dessus peuvent étre exprimées en fonction des fonctions d’onde de

quasi-particules U, (7, 7) et V,(7,7) :

o) =) VAT WL ) (2.104)

avec :

U,(7,7) = Z Unipi(7,0) (2.105)

Il est important de rappeler que les U et V' dépendent des énergies de quasi-particules.
Dans la présente notation, cette dépendance apparait implicitement & travers l'indice v

qui porte sur tous les états d’énergie E, positive.



Chapitre 3

Théorie HFB avec interaction de

Skyrme

3.1 Interaction nucléon-nucléon

3.1.1 Interaction nucléon-nucléon libres

Généralement, la forme du potentiel nucléon-nucléon dépend de plusieurs observables
physiques qui caractérisent deux nucléons en interaction, a savoir : la position, I'impulsion,
le spin et I'isospin [12,17,18,32] :

v=o(7, TP, PO, 0T, T) (3.1)
Par nécessité de reproduire certains effets physiques comme le principe de Pauli et les
différentes symétries du systéme, on est amené a lui donner une forme particuliére car
elle ne posséde pas de forme analytique bien définie. En plus de ’hermicité, le potentiel

nucléon-nucléon posséde les symétries suivantes :

Invariance par échange de coordonnées

Etant donné que les nucléons sont des fermions, leur fonction d’onde est antisymé-

trique :
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Dans la représentation position, spin et isospin, elle s’écrit :

(F101T1,F202T2| 172> = ¢(F1,F2)X(01702>5(7'1,7'2> (3~3)

Il en résulte, quatre combinaisons possibles compatibles qui vérifient bien le principe de
Pauli (chacune d’elles correspond a une forme complétement antisymétrisée de la fonction

d’onde) :

@ X §
paire impaire (état singulet) paire (état triplet)
paire paire (état triplet) | impaire (état singulet)
impaire | paire (état singulet) paire (état singulet)
impaire | impaire (état triplet) | impaire (état triplet)

Invariance par translation

Elle résulte du fait que l'interaction ne dépend que de la position d’un nucléon par
rapport a 'autre, cela va permettre de remplacer les positions 7 et 7~ par la position

relative (77 — 77), que I’on note 7. Il vient que :

Invariance galiléenne

Lors d’une transformation dans un autre repére galiléen, le potentiel d’interaction
reste inchangé ce qui fait que l'interaction ne dépend que de la quantité de mouvement

relative (P — "), que I'on note 7’ :
, 0T, T) (3.5)

Invariance par réflexion (parité)

Contrairement & 'interaction faible, 'interaction forte est invariante sous ’action de

I'opérateur parité :
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Cette propriété se vérifie en considérant uniquement des termes quadratiques de 1 et

—

p.

Invariance par renversement du sens du temps

Le renversement du temps T correspond a l'inversion de la coordonnée temporelle
{t — —t} [33]. Cependant, on peut montrer que 7 est un opérateur anti-linéaire qui

s’ecrit sous la forme :

A

T® (7, t) =& (7, —t) (3.7)

Il a pour effet de laisser I’équation de Schrodinger invariante. Il n’a donc pas de vecteurs
propres et n’est donc pas une observable.

Le renversement du temps laisse inchangée la forme du potentiel nucléaire :
— = = =, = — e T T i
v(rspio, o T, T)=v(T; =P -0, =057, T) (3.8)

: . . N . — —
De sorte que l'interaction ne contienne que des termes & nombre pair de p” et o, par

exemple de la forme :

— =, >\ — — i = = = —

o, (r.a)(r.d) ou L.S=—ih(7TAp)(d+7) (3.9)
Ces termes et d’autres peuvent étre combinés a des facteurs de 7" et 7.

Invariance par rotation dans le systéme de coordonnées d’espace

Cette propriété implique que le potentiel d’interaction est un scalaire et que tous
les termes du potentiel doivent étre construits de sorte & avoir un moment angulaire
total nul. Partant des vecteurs 7~ et p’, on a la possibilité de construire trois scalaires
indépendants, & savoir, 72, p2et 7 p + p 1, ce dernier ne peut apparaitre que sous

forme quadratique da a l'invariance par renversement du sens du temps.

L’invariance d’isospin

Proposée par Heisenberg, cette propriété précédant la découverte des quarks, consi-
dére que le proton et le neutron sont deux états de la méme particule ce qui implique

que le neutron et le proton sont des particules identiques [34]. Le potentiel d’interaction
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ut s’écrir T u rme :
eut s’écrire alors sous la forme
— = A ——
, p,0,0)TT (3.10)

3.1.2 Construction d’une interaction nucléon-nucléon
Interaction effective

Le probleme auquel se heurte toute tentative de passage d’une situation ou l'on a
un systéme nucléon-nucléon libres vers une situation nucléon-nucléon dans le noyau [35]
réside dans le fait que l'interaction de deux nucléons libres (systéme isolé) est totalement
différente de l'interaction de ces deux mémes nucléons en présence d’autres nucléons
avec lesquels ils peuvent aussi interagir. De plus I'interaction nucléon-nucléon libre com-
porte un ceeur dur extrémement répulsif dont on est incapable de traiter dans le cadre
du probléme & N corps. Afin d’éliminer ce probleme, des interactions effectives ont été

proposeées [12,17,20, 32].

Interaction effective microscopique

Afin de résoudre le probléme lié & la forte interaction qui existe dans un systéme
de fermions, plusieurs techniques ont vues le jour citons par exemple la méthode de
Briickner-Bethe-Goldstone, cette derniére consiste a réintégrer la partie répulsive a courte
portée par la matrice G de Briickner qui représente la réaction lors de la diffusion de
deux nucléons a l'intérieur du noyau. Sa définition est analogue a celle de la matrice T
de réaction qui décrit la diffusion N-N libre fournissant ainsi l'interaction effective qui
regne entre nucléons indépendants.

Dans le cadre de cette méthode, la minimisation de I’énergie du noyau conduit aux
équations de Hartree-Fock. Pour cela, elle est dite : méthode de Briickner-Hartree-Fock.

Malgré les progres apportés par la suite, cette méthode s’avere lourde a manipuler et

ne fournit pas les résultats souhaités.

Interaction effective Phénoménologique

Actuellement, il existe un grand nombre d’interactions phénoménologiques. Chacune
d’elles a été développée pour un probléme spécifique répondant a la nessecité de résoudre

le probléme dii & la complexité des interactions effectives microscopiques. L’avantage de
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ces méthodes réside dans le fait de contenir un certain nombre de paramétres ajustables
pour reproduire les données expérimentales.

Il existe deux types d’interactions effectives phénoménologiques. La premiére est de
portée nulle comme celle de Skyrme. La seconde est de portée finie comme celle décrite par
'interaction de Gogny [36]. Bien que cette derniére autorise un traitement auto-cohérent
des propriétés d’appariement et permet d’avoir une meilleure simulation des longues et
moyennes portées de 'interaction N-N réaliste, elle demeure lourde & manipuler. Ceci a
fait que la majorité des études récentes se basent sur une interaction du type Skyrme qui

posséde une forme analytique simple.

3.2 Interaction de Skyrme

Il s’agit d’une interaction effective phénoménologique non locale et de portée nulle.

Sa forme particuliére la rend facile a utiliser et simplifie largement les calculs les plus

compliqués. Dans sa premiére formulation, 'interaction proposée par Skyrme en 1959

contenait deux termes : un terme correspondant & une interaction a deux corps et un
second terme correspondant & une interaction & trois corps [12,17,18,32]

03 = t30(T1 = T2)8(To — T'3) (3.11)

C’est par la suite que Vautherin et Brink [37] ont montré, lors des premiéres applications

aux noyaux sphériques, qu’il y a équivalence entre le terme qui représente l'interaction

a trois corps et celui d’une interaction de type ¢ a deux corps qui dépend de la densité,

sous condition que la symétrie par renversement du sens du temps ne soit pas brisée :

v vy = %fra(l +23P,)[p(R))°6(F 1 = 7) (3.12)
ou :
BTl 513)
2
et
P, = %(1 + 71 7) (3.14)

est opérateur d’échange de spin. t3 et x3 sont des coefficients.
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Sous sa forme standard, 'interaction de Skyrme s’écrit :

vy = to(1+ 20P)3(T1 — Ta) (3.15)
1 ~ < —
+ §t1(1 + xlpg){K%Q(S(?l — ?2) + 5(7}1 — ?2)[(%2}

A — —_—
(1 + 29P,) K120(7 1 — T2) K12
_)

H
K15 : représente le moment relatif des particules 1 et 2 agissant & droite :

— 1 — —
Ky = Z(VI - Va) (3.16)
Quand a %12, il agit & gauche :
— 1 «— «—
K12 = —2—Z(V1 — Vg) (317)
On en déduit alors les relations suivantes :
— — 1.« — — — — — —
Kz + Ky = (=)(Vi+ Vi+ V3 + V5 = 2V1V2 — 2V1V>) (3.18)
— — 1. «— — — — — — — —
KK = (—Z)(V1V1+V2V2— ViV — Va2V1) (3.19)

Dans D'expression (3.15) de linteraction de Skyrme, le premier terme est dit central
et représente la partie qui caractérise la portée nulle de 'interaction. Le second et le
troisiéme terme sont dits non locaux car ils dépendent d’un terme de vitesse. Le quatriéme
terme est une correction apportée au terme général. Il contient le terme de la densité
de nucléons paramétré par o qui module la dépendance en densité de l'interaction. Ce
terme représente I'influence du milieu nucléaire sur I'interaction entre les nucléons. Enfin,
le dernier terme correspond & l'interaction spin-orbite.

En fait, le choix de la forme (3.15) vient de lexpression de linteraction nucléon-
nucléon. En effet, la définition des différents parametres associés a la forme générale du
potentiel & deux corps n’est pas unique. Ce choix dépend du type d’effets et de forces
qu’on veut mettre en évidence, a savoir : les forces d’échanges entre les deux nucléons ainsi

que les nombres quantiques propres & chaque nucléon, (dans ce cas, cette formulation est
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lite aux parameétres de la diffusion nucléon-nucléon libre). La forme donnée ci-dessus est

toutefois la plus commode pour faire des calculs.

3.3 Equations HFB avec interaction de Skyrme

3.3.1 Fonctionnelle de la densité d’énergie de Skyrme

Le choix d’une interaction du type Skyrme conduit & une forme particuliére de 1’éner-
gie de HFB. Cette derniere s’écrit comme une fonctionnelle de la densité d’énergie lo-
cal [13,29] :

Elp, 7| = / dFH (7) (3.20)

avec [24] :
H(7)=H(7)+ H(7T) (3.21)

H(7) : est la densité d’énergie du champ moyen qui a pour expression :

o1 1
H(7) = 5t 2750[(1+ 23:0 p° — x0+ § P (3.22)
1.1 3
+atlGa+ Dot — 7 4p) = x1+ § Pq(T ——qu]

1,1 1
+ 5tal(Gra + (7 = 780) = (22 + 5 qu Ty + qu)]

1 1
+Et3p [<2l‘3+1p — 333+ qu

1
_g(t1$1+t2$2)z J,?J tl—tQ Z Jqu
v

4,ij
1 - —
- §W0 Z EijklpVi J i + Z PV J 4.

ijk q

et H (7") : est la densité d’énergie d’appariement qui s’écrit comme :
~ 1 p
H(7) = 5Vl —n(=)1>_ 7 (3.23)

L’indice q de sommation fait référence au type de particule qu’elle soit proton ou neutron.



Chapitre 3. Théorie HFB avec interaction de Skyrme 50

Les deux quantités H(7) et H(7) dépendent de la densité locale p(7) :

p(T) = p(7,T) = |97, 0)[’ (3.24)
de la densité d’appariement locale p(7) :
FT) = 7, ), (3.25)

(7)) = Vo Vop(T, ") pr=r, (3.26)
. R N
et enfin la densité de courant de spin J;;(7) :
— 1
JZ](?> = 2_Z(Vl - vi’)ﬂj(7}> 7>,)‘7":7‘ (327)

ou les matrices densité spinorielle & un corps sont définies par [27,29,38] :

1 1
p(7o,7'0") = Zp(7, T V0o + = Z (o|aila"y ps(7, T (3.28)
2 2 -
~ 1_ 1 ~
(7o, 7o) = 5 (7, 7)o + 5 Z (o] o; |0y pi(T, T (3.29)
p(7'o, 7'0") étant définie par :
p(7o, 7)) = (=20 k(T 0, T — o) (3.30)

3.3.2 Equations HFB avec interaction de Skyrme

Dans l'espace des coordonnées, le champ local h, est calculé a partir de I'expression

suivante [13,29] :

1
hq(?, o, O'/) = -V Mq \V4 +Uq + Z Z(VinB(Lij + Bq,ij Vi O'jt) (331)
ij

A(T,0,0') = Vo[l = Vi(£) )5, (3.32)
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ol

avec

hood 1 1, 1 1 1.,
My =5+ Zh[(l + 51’1)P — (z1+ §)Pq] + Ztﬂ(l + 5902),0 — (22 + §)Pq]

1 1 1
Byij = —=(tiz1 + taxe) Jij + —(t1 — t2) Jgij + §Wo Z&'jkvk(p + pr)

1 1
Uy = to[(1+ 5«"30),0 — (w0 + 5)0«1]
1 1 3 1 3
+ Zh[(l + 5951)(7 - §AP) — (o1 + 5)(% - §qu)]
1 1 1 1 1
+ Ztﬂ(l + 5-’752)(T - §AP) — (22 + 5)(% - §qu)]
1 1 1 o
+ Etzapa[(l + 51’3)(2 +a)p — (r3+ 5)(2Pq + P Zpgf)]

’YVE)Vl p 1 — —
3, (%) zq:ﬁﬁ —5Wo izjl;gijkvk[Jij + J ]

(3.33)

(3.34)

(3.35)

Dans le cas d’un spectre d’énergies discret. Pour E;, > 0 et A < 0, les matrices densité

s’écrivent [13,38] :

La relation d’orthogonalité est donnée par :
[ 47 ST 0T 0) + Vi (T )i (7o) =
Le nombre de particules total du systéme s’écrit :
N = /d?p(?) =y N
k

avec

N, = / a7 Y Vi(To)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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3.3.3 Solution des équations HFB

Les solutions des équations HFB sont obtenues en développant les fonctions de quasi-
particules sur un ensemble complet d’une base de fonctions d’onde qui conserve la sy-
métrie axiale et la parité. A cet effet, on considére comme base celle de 'oscillateur

harmonique. Dans ce cas, les constantes standardes sont données par [13,15,18,37] :

1 MW, | 1
B = 5 = ()} (3.41)
-1 ey 3.42
BL—E—( ) (3.42)

En raison de la symétrie du probléme, on effectue le changement de variables suivant :
§ =20 (3.43)

n=rp (3.44)

Il vient que les fonctions propres de l'oscillateur harmonique s’écrivent :

2, (7,0) = B, ()l (- Z2UAE) ) (3.45)
SETHE:
avec :
W) (1) = N Bov2r s exp(ShLI () (3.46)
1 _ 2
. (2) = Ny B exp( 5 () (3.47)

ot LIX : sont les polynomes de Laguerre et H,,_ (€) : sont les polyndomes d’Hermite [39].

Les constantes de normalisations Ner\T et N, sont données par :

Vo = (! (3.48)
A nr! 1
Ny, = (mﬁ (3.49)

Les nombres quantiques n, et n, sont respectivement, le nombre de nceuds dans les
directions r et z et les nombres quantiques A et > sont respectivement les projections

des opérateurs du moment angulaire et de spin.
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Enfin les énergies propres associées aux états propres de l'oscillateur harmonique

s’écrivent comme suit :

Db (3.50)

€ = (2n, + |A| + DAw, + (n, + 5

Le nombre d’états de plus basses énergies associés aux fréquences propres hw | et hw,
(Nsh""l)'(Ns}z+2)'(Nsh+3)
6

sont au nombre de My = , ot N, : représente le nombre de couches.

Dans notre travail, on a pris Ny, = 14 couches. Il vient que My = 680.

3.3.4 Diagonalisation de I’hamiltonien de HFB

La difficulté majeure dans ce probléme réside dans le fait de diagonaliser ’hamiltonien.
La dimension des matrices étant treés grande fait que le probléme soit quasi impossible &
résoudre méme par les méthodes numériques les plus sophistiquées. Pour ce faire, on doit
réduire les dimensions des matrices en utilisant les propriétés que satisfont les fonctions
d’onde HFB.

Les fonctions d’onde de quasi-particule sont développées sur la base des fonctions

propres de l'oscillateur harmonique [13,40,41] :

Uk(’f‘ UT ZUka a y O (351)

V(7 0,7) vam o (3.52)

En substituant les deux relations dans I'équation HFB (2.102) et en utilisant la relation
d’orthogonalité que satisfont les vecteurs de la base, on trouve que les coefficients du

développement sont les valeurs propres de ’hamiltonien de HFB [42] :

hla — 2@ A@ Us Us
= F (3.53)
A@ —pla) L \@ 17 17
ol Ej, : sont les énergies de quasi-particules, A% : est le potentiel chimique et les matrices

) op €t Aaﬂ sont données par :

hgg — (D] hy |Ds) (3.54)
Affﬁ — (D] A, |Ds) (3.55)

Remarquons tout d’abord que la théorie HFB ne mélange pas les isospins des particules en
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interaction. Par conséquent, les blocs protons et neutrons sont diagonalisés séparément.
Dans le cas de la déformation axiale, 0, = A, + ¥ sont les valeurs propres de 7., ce
qui fait que hg’[g et A((f[g se diagonalisent par bloc 2. D’autre part, en tenant compte de
I'invariance par rapport au renversement du sens du temps, la matrice de ’hamiltonien
est construite en tenant compte seulement des valeurs de €2 positives. Et enfin, compte
tenu de la conservation de la parité IT = (—1)"*4, tout bloc correspondant & une valeur

particuliére de €2, se scinde en deux sous-blocs caractérisés par les deux signes possibles

de la parité IT = +1.

pgireet QfF 0
0 Iaireet )
ILipaire€t Q}ﬁ 0
0 impaireet €

3.3.5 Calcul des densités locales

Apres la diagonalisation, on aura a calculer les densités locales [13] :

p(To, 70 = Zpaﬁq)f;(?a)fbg(?'a') (3.56)

aB
(T, T'0) = pap®i(T0) (70" (3.57)

aB

avec .
pas = > VoV (3.58)
k
pas ==Y VarUsk (3.59)
k

Lorsque le nombre d’états de quasi-particules augmente, les énergies calculées pour
une interaction d’appariement de portée nulle diverge [43]. Dans ce cas, il faut tronquer les
niveaux des énergies de quasi-particules et n’en tenir compte que des énergies inférieures
a une certaine valeur [29]. Le choix de cette valeur va dépendre du résultat du calcul du
spectre équivalent :

er = (1 — 2N, By (3.60)
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et des gaps d’appariement :
Ay = 2E,(Ni(1 — Np))* (3.61)

olt N, représente la probabilité d’occupation du k™ niveau donnée par la relation (3.40).

Les énergies considérées seront celles dont les valeurs e; sont telles que :
€k < Cmax (3.62)

cela résulte du fait qu’il y a équivalence entre le spectre des €, et celui des énergies des

particules indépendantes. Dans la pratique, nous avons pris €,,, = 60 MeV.

3.3.6 Interaction coulombienne

Concernant le systéme proton, des termes additionnels doivent apparaitre dans 'ex-
pression du potentiel central. Ce sont les termes correspondant au champ coulombien
direct qui s’écrit comme [13] :

—>/)

V() = ¢ / d?,—lg(—r?’l (3.63)

et le champ coulombien d’échange qui, dans ’approximation du champ moyen, est donné

par :
1

pi (77) (3.64)

wl=

VE(T) =~

3
=)
™
L’intégrant dans la relation (3.63) présente une singularité au point 7 = 7, pour

contourner ce probléme plusieurs méthodes sont proposées, entre autres, celle de Vau-

therin [37] qui consiste & utiliser I'identité :

2
Aprés intégration par parties, on trouve :
2
VET) =5 [ dTIT = T80T (3.66)

L’intégration est calculée par la méthode de quadrature de Gauss-Legendre dans

l'intervalle [0, 1] subdivisé en 30 points. Cette derniére méthode est plus fiable en matiére
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de précision, d’ot la raison de la choisir pour nos calculs.

3.4 Restauration de la symétrie nombre de parti-

cules

3.4.1 Brisure de symétrie

Parmi les concepts primordiaux de la physique apparait celui de la symétrie. Ce
concept s’illustre clairement dans la théorie lors de la construction de I'interaction nucléon-
nucléon ainsi qu’en pratique a travers toutes les interactions effectives. En effet, toutes
ces interactions possédent un certain nombre de symétries [18] telles que 'invariance par
translation, I'invariance par rotation et 'invariance par renversement du sens du temps.

La notion de symétrie est intimement liée & celle du champ moyen. Les solutions obte-
nues par ’approximation de Hartree-Fock peuvent briser une ou plusieurs symétries [26].
Dans ce cas de figure, on dit qu’il y a brisure de symétrie d’'une maniére spontanée.
Cette brisure est due au fait que la théorie du champ moyen, par hypothése, consideére le
noyau comme étant un ensemble de particules indépendantes. Dans ’approximation de
Hartree-Fock, par exemple, la fonction d’onde totale qui est un déterminant de Slater, est
un produit antisymétrisé de fonctions d’onde individuelles propres & chaque nucléon. Leur
forme particuliére élimine automatiquement tous les effets qui n’interviennent pas dans
le cadre du champ moyen. Tel est le cas de la plupart des corrélations qui existent entre
nucléons. Ces derniéres sont contenues dans 'hamiltonien total du systéme (I’hamiltonien
a deux corps qui conserve les symétries). Par contre, elles n’apparaissent pas dans la solu-
tion finale du probléme variationnel. Les symétries de 'interaction nucléon-nucléon sont
brisées au niveau de ’hamiltonien de HF (I’hamiltonien de champ moyen obtenu & partir
de la variation de I’énergie totale du systéme de nucléons dans notre cas représenté par
une fonctionnelle de la densité ou différentes symétries sont systématiquement brisées).

Au départ, le noyau présente des corrélations qui ne sont pas prises en compte dans
le champ moyen par la suite le choix d'une densité initiale pour le calcul itératif brise un
certain nombre de symétries, ce qui implique que ’hamiltonien de HF brise ces symétries.
Néanmoins, le processus itératif peut converger vers une solution symétrique acceptable

physiquement du point de vue énergétique.
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3.4.2 Méthode de Lipkin-Nogami

Etant donnée que le nombre de particules n’est conservé qu’en moyenne dans 1’état
HFB, on fait généralement appel a I'une des méthodes [44-49] élaborées pour résoudre
ce probléme. Parmi ces méthodes, celle de Lipkin-Nogami [13,24,50-52] demeure la plus
utilisée de nos jours dii & sa simplicité. En effet, cette méthode permet de traiter le
probléme dans I'approximation du champ moyen et d’implémenter de fagon simple les
corrections apportées aux équations HFB.

La méthode de Lipkin-Nogami est une technique de projection avant variation qui
permet d’éliminer d’une maniére approximative les fluctuations du nombre de particules,
en particulier leurs effets sur 1’énergie de I’état fondamental. Pour ce faire, il suffit de
remplacer ’énergie F par :

Ey = <H> “ o <AN2> (3.67)

ol la quantité A, <AN 2> : est la correction de Kamlah [53] au second ordre et le coefficient

Ay s’écrit [54,55] :

(HAN) (AN?)

<H(AN2 - <AN2>)> - R
(ANT) - <AN2>2 _ {aw)

(aN2)

(3.68)

9 =

Il est a noter que dans la pratique, la méthode de projection de Lipkin-Nogami est im-
plémentée dans les équations HFB avec uniquement de simples modifications du potentiel
de HF :

h'=h—2X(1-2p) (3.69)

du champ self-consistant de Hartree-Fock :

Log = Y Vs — Lo = D vusn (0 (1= p)),, (3.70)

o7 Vi

et d’appariement :

1 1
Ay = B} Z UyppyRpy — A:/u =3 Zvvuﬁv (p- ”f)ﬁy (3.71)
By By
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Le calcul explicite des différents moments [56] de 1'équation (3.68) donne [31,57] :
ATrTp (1 — ATrA (1 —

8(Trp(1—p))* = 16Trp* (1 - p)?



Chapitre 4

Résultats numériques et discussion

Les grandeurs physiques caractérisant les noyaux super lourds comme : I’énergie de
liaison, le moment quadrupolaire, le rayon quadratique moyen, ’énergie de séparation des
derniers neutrons ainsi que I’énergie de désintégration et le temps de demi-vie fournissent
d’importantes informations concernant ces noyaux.

Dans le but d’étudier ces différentes grandeurs physiques, nous avons effectué, dans
un premier temps, une série de tests afin de choisir parmi les deux interactions de Skyrme
SkP et SLy4' [12,58] la plus appropri¢e dans cette région de la table de masses.

Une étude bibliographique nous a révélé que seule la valeur expérimentale de I’énergie
des noyaux pour lesquels Z < 110 est disponible & I'heure actuelle. Aussi, nous nous
somme limité pour nos tests a cette grandeur et aux noyaux pour lesquels 100 < Z < 110.

L’énergie de liaison a été calculée en résolvant les équations HFB en utilisant les
interactions de Skyrme SkP et SLy4. Les valeurs obtenues sont représentées sur la figure
4-1 pour différents noyaux. Il apparait clairement que la force SkP reproduit mieux les
valeurs expérimentales comparée & SLy4 qui présente un écart nettement plus grand.
Notons également que les différentes énergies calculées par 'interaction SkP sont plus
faibles que les valeurs expérimentales. Toutefois, I’écart est inférieur & 0.1%. Il est a noter
que les erreurs sur les valeurs expérimentales sont de 'ordre du KeV, c’est pourquoi on
ne peut pas les représentés sur les figures.

Les résultats SkP étant satisfaisant, nous avons adopté cette interaction pour toute
la suite de notre étude.

Dans notre travail, nous avons utilisé le code qui a été écrit en langage Fortran. Ce

code écrit initialement pour 1’étude de noyaux lourds a été généralisé aux noyaux super

1Voir annexe C.
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lourds.

4.1 Energie de liaison

La figure 4-2 montre la variation de I’énergie de liaison par nucléon E/A des isotopes
110 < Z < 120 en fonction du nombre de neutrons en comparaison a celles de Moller [59],
ce dernier a fait le calcul sur la base du modeéle de la gouttelette augmenté des corrections
de couche et d’appariement. Il ressort de cette figure que pour N < 184, I’énergie de
liaison varie faiblement puis décroit rapidement dés que N > 184. Cette diminution
pourrait étre due & une fermeture de couche autour de N = 184.

On remarque aussi que les valeurs HFB sont légérement inférieures a celle de Moller.
L’écart est cependant inférieur & 2%. De plus, on peut voir que cette différence diminue

avec I’augmentation du nombre de neutrons.

4.2 Déformation nucléaire

Sur la figure 4-3, la variation du parameétre de déformation :

- i

ol <@> : est le moment quadrupolaire.

(r?) : est le rayon quadratique moyen.

a été représentée en fonction du nombre de neutrons N. Il faut noter que la forme
des noyaux dépend du signe du moment quadrupolaire. Trois cas de figure se présentent
dans le cas de la symétrie axiale : le noyau est oblate pour § < 0, il est sphérique pour
8 = 0 et enfin a la forme prolate pour 5 > 0.

Dans le cas des isotopes Z = 110, on remarque que pour la valeur de N = 180 le
noyau est oblate. Un changement de forme apparait ensuite pour 182 < N < 188, ou
les noyaux sont sphériques. On constate que les deux systémes neutron et proton ont
la méme déformation (8, = 3,). Lorsque le nombre de neutrons augmente, on remarque
qu’il y a encore un changement de forme : les isotopes pour lesquels 190 < N < 242
ont une forme prolate. Au début, ils sont super déformés (pour 190 < N < 204) et un
léger écart existe entre (3, et (8, (8, > (). Ensuite, ils sont moins déformés et I'écart

entre 3, et (3, diminue progressivement. Un autre changement de forme apparait pour
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244 < N < 254. Dans cette région, les noyaux ont une forme oblate avec un léger écart
entre 3, et 3, (B, < ). Enfin, a partir de N = 256, les noyaux sont tous sphériques et
Bp = B jusqu’a N = 262.

On remarque clairement que les deux premiers isotopes de Z = 112, N = 180 et
N = 182 sont oblates, il y a ensuite un changement de forme & partir de N = 184 jusqu’a
N = 188, ou les noyaux sont sphériques 3, = 3,. Pour 190 < N < 242, les noyaux
sont prolates avec [3, > [3,, on remarque que cet intervalle se scinde en deux parties, la
premiére est caractérisée par des noyaux super déformés, 5 a des valeurs au tour de 0.7
pour 190 < N < 202, ensuite la deuxiéme partie est caractérisée par la diminution du
parameétre (3, il passe d’environ 0.7 jusqu’aux alentours de 0.2 pour 204 < N < 242 et
I'écart entre (3, et 3, diminue. Pour 244 < N < 254, les noyaux ont une forme oblate
avec 3, < 3, et enfin les derniers noyaux sont sphériques pour 256 < N < 262.

Pour Z = 114 a 120, les premiers isotopes de la série sont oblates pour N = 180,
en suite on apercoit un changement de forme pour N = 182, les noyaux deviennent
sphériques pour 182 < N < 190. un autre changement de forme aura lieu cette fois a
partir de N = 192 et jusqu’au alentour de N = 240 pour la série de Z = 114 — 116, mais
pour Z = 118 le dernier noyau prolate se situe & N = 240, et pour Z = 120, il est situé a
N = 236, on constate que dans cet intervalle les isotopes passe d’un état super déformé
B € [0.5;0.8] & un état moins déformé ou 3 ~ 0.2. Un autre changement de forme a lieu
pour N > 236, cette fois ci les isotopes ont un forme oblate jusqu’a N = 252. Au-dela
de N = 254 tous les isotopes sont sphériques jusqu’au dernier élément stable de la série

isotopique.

4.3 Rayons quadratiques

En parlant de rayon nucléaire, on fait souvent allusion a des noyaux sphériques. Ce-
pendant, si les noyaux magiques (ou semi-magiques) ainsi que leurs voisins, ont une forme
sphériques dans leur état fondamental, les noyaux a couches ouvertes en neutrons (ou en
protons) sont généralement déformés (oblates ou prolates). On parvient généralement a
remonter a la distribution des nucléons dans ces noyaux ainsi qu’a leurs déformations en

calculant les différents rayons quadratiques moyens :

<r2> = /7“2,0(7)d7
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La figure 4-4 montre les variations des rayons quadratiques moyens des systémes
protons 7, et neutrons r,, et de charge r.. Ce dernier est donné par la relation : ., =
1/0.64 4 72 qui tient compte de la taille finie des protons [60].

Une des principales caractéristiques des noyaux riches en neutrons est le développe-
ment d’une peau de neutrons qui se manifeste par une différence entre les rayons neutron
Ty et proton r,. On peut voir que pour les noyaux les plus légers, les rayons neutron
et proton sont proches. Par contre, en se rapprochant de la drip-line neutron, on voit
clairement la grande différence entre les rayons quadratiques neutron et proton et par
conséquent le développement d’une peau de neutrons.

Par ailleurs, il apparait des courbes deux changements brusques dans la systématique
des rayons quadratiques des isotopes Z = 110 et 112. Le premier autour de N = 190 et
le second pour N ~ 200. Par contre pour les isotopes 114 — 120, trois grands change-
ments apparaissent autour de N = 190, 200 et 220. Ces changements sont causés par le

changement de la forme des noyaux dans leur I’état fondamental.

4.4 Niveaux de Fermi

La figure 4-5 représente deux courbes, qui caractérisent la variation de I’énergie des
niveaux de Fermi )\, et A, en fonction de N. On vois clairement que pour toutes les séries
d’isotopes, A, augmente en fonction de N tandis que A, diminue. On remarque également
qu’il y a intersection des deux courbes autour de —5MeV .

Par ailleurs, il apparait des différentes courbes que les derniers noyaux stables (A ~ 0)

sont : (Z, N) = (110,256), (112,258), (114,258), (116,260), (118,262), (120, 264).

4.5 Energie de séparation de deux neutrons

Le calcul de I’énergie de séparation des deux derniers neutrons :

permet de déterminer le dernier isotope stable. A partir de la figure 4-6, ot 1’énergie
de séparation est représentée en fonction du nombre de neutrons, on voit bien que cette
énergie décrois lorsque N augmente. On constate toutefois, qu’il y a de brusques variations

qui apparaissent sous forme de diminution de I’énergie de séparation. Ceci est dia a
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la fermeture de couche (ou sous-couche) ce qui explique le changement de forme de
certains noyaux super lourds en particulier autour de N = 184. Nos résultats confirment
la possibilité que N = 184 soit un nombre magique.

La drip-line neutron est généralement déterminée par ’énergie de séparation des deux
derniers neutrons (Sz, = 0). Nos calculs prédisent les derniers noyaux pouvant exister
dans la région d’intérét sont : (Z, N) = (110,256), (112,256), (114,256), (116,256),
(118,258) et (110, 260).

Signalons toutefois 'existence d’un ilot de stabilité entre N = 252 et 258 pour 1’élé-

ment 110.

4.6 Energie de désintégration

Pour établir I'expression de I’énergie de désintégration, on a utilisé la théorie de
HFBLN, qui incluant 'effet d’appariement, nous a permis de calculer I’énergie de ’état

fondamental des noyaux super lourds et d’obtenir I'expression formelle suivante [58,61] :
Qo =BE(A—4,7Z —-2)+ BE(4,2) — BE(A, Z) (4.2)

ou BFE représente I’énergie de liaison, prise positive.

Nous avons ainsi évalué I’énergie de désintégration alpha @), des noyaux super lourds
pour Z = 112 — 120 de N = 180 jusqu’a la drip-line neutron en utilisant les valeurs des
énergies de liaison obtenues a partir de I’approche HFBLN.

Sur la figure 4-7, nous comparons nos résultats aux valeurs de (), extraites a partir des
tables de masses de Moller-Nix-Kratz [59] et des masses évaluées par Koura, Tachibana,
Uno et Yamada (KUTY) [62].

Il s’avere que les résultats obtenus avec les trois méthodes montrent des allures tout
a fait semblables : une augmentation soudaine de ’énergie de désintégration autour de
N = 184 ainsi qu’il a été prévu par des études précédentes. Ce résultat peut indiquer la
signature d’une fermeture de couche autour de ce nombre de neutrons.

Par ailleurs, nos calculs montrent que pour N > 186, (), diminue avec I'augmenta-
tion du nombre de neutrons, pour un nombre fixe de protons, jusqu’a ce qu’elle devient
pratiquement nulle au dela de N = 240 a I’exception des isotopes Z = 120, pour lesquels
()., est toujours positive.

Notons enfin qu'un écart apparait entre nos valeurs et ceux de Moller pour N ~ 220
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qui semble augmenter avec le nombre de neutrons.

4.7 Demi-vie

L’énergie de désintégration calculée précédemment nous a permis d’établir les prévi-
sions de demi-vies en se basant sur la formule de Viola-Seaborg-Sobiczewski [58,61,63—
65] :

logo(Ts) = (aZ + b)Qa® + ¢Z +d (4.3)

avec : a = 1.66175,b = —8.5166, c = —0.20228,d = —33.9069 [66].

Les périodes de désintégration alpha obtenues par la formule (4.3) sont montrées sur la
figure 4-8 en fonction du nombre de neutrons. Sur la figure nous comparons nos résultats
a ceux calculés avec des valeurs de (), déduites des tables de masses Moller utilisant la
formule de Seaborg-Viola-Sobiczewski.

Nous comparons également nos résultats aux évaluations théoriques de Chowdhury, et
al. [63]. Ces derniers sont obtenus a partir de la probabilité de pénétration de la barriére
déterminer dans le cadre d’approximation WKB [65] en utilisant les masses théoriques
de KUTY.

La figure 4-8 montre que nos résultats [67] sont en bon accord avec ceux de Chowdhury
et ceux calculés avec des valeurs de (), déduites des tables de Moller & I'exception de
quelques noyaux.

Il apparait que la période augmente avec le nombre de neutrons. Evidemment une
chute soudaine de T, apparait autour de N = 184 en conséquence de l'augmentation
de I’énergie de désintégration. Les noyaux qui se situent dans la région ou N < 220
sont instables et se désintegrent en émettant une particule alpha, quand aux noyaux qui
se situent au-dela de N = 220 sont stables par rapport a la désintégration alpha et se
désintégrent probablement par fission spontanée.

Enfin, on peut voir de la figure 4-9 que les présents calculs n’indiquent pas un ilot
de stabilité accrue autour de Z = 114 tel qu’il est prévu par le modeéle en couches ou le
modele macroscopique-microscopique [7,8]. En général, les demi-vies de désintégration

diminuent avec I’augmentation du nombre de protons jusqu’a Z = 120.
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Conclusion

Dans le présent travail, nous nous sommes intéressés a 1’étude de quelques noyaux
super lourds pair-pairs a symétrie axiale proches de la drip-line neutron dans leur état.
Cette étude a été réalisée dans le cadre de I'approche microscopique de Hartree-Fock-
Bogoliubov. Dans cette approche les calculs sont effectués sur la base d’une fonctionnelle
de la densité d’énergie formulée en terme de l'interaction effective de Skyrme. Les corré-
lations d’appariement ont été prises en compte sous la forme d’une force delta qui dépend
de la densité. Le nombre de particule n’est conservé qu’en moyenne dans 1’état HFB ce qui
introduit des effets non physiques et des erreurs dans le calcul des différentes observables.
Pour éliminer ce défaut, il a été fait appel a la méthode de projection de Lipkin-Nogami.
La résolution des équations HFB a été faite numériquement en développant les fonctions
d’onde de quasi-particules sur la base des fonctions d’onde de I'oscillateur harmonique a
symétrie axiale.

Dans un premier temps, I’énergie de liaison, dans la région 100 < Z < 110, a été cal-
culée afin de choisir parmi les deux interactions de Skyrme SkP et SLy4 la plus adéquate
pour ’étude des noyaux super lourds. Il a été constaté que l'interaction SkP donne des
valeurs plus proches des résultats expérimentales, ce qui a fixé notre choix.

L’étude de la variation de 1’énergie de liaison, des noyaux d’intérét (110 < Z < 120),
en fonction du nombre de neutrons a montré qu’il y a une faible variation de I’énergie pour
une valeur de NV < 184. Par contre, au-dela de cette valeur ’énergie décroit rapidement.
Ce comportement traduit probablement une fermeture de couche autour de cette valeur
de N.

Le calcul des rayons quadratiques moyens, a révélé que 'augmentation du nombre de
neutrons (le nombre de protons étant fixe) entraine 'augmentation des rayons quadra-
tiques neutrons r, et protons 7, ainsi que I'écart entre les deux (r, —r,) ce qui montre
que les protons restent confinés a l'intérieur du surplus de neutrons.

Les énergies de Fermi donnent une idée sur le pouvoir d’extraire le dernier nucléon.

Leur étude a montrée que A\, augmente avec le nombre de neutrons tandis que A,, diminue

74
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ce qui est di au fait que les neutrons ont tendance & former une couche de neutrons
périphériques plus facile a extraire.

L’énergie de séparation des deux derniers neutrons a été également considérée. L’étude
de cette grandeur nous a permis, d'une part, de déterminer le dernier noyau stable de
chaque série isotopique et d’autre part, d’identifier le nombre de neutrons N = 184
comme un nombre magique.

Dans la présente étude un intérét particulier a été accordé a la désintégration alpha.
Il a été montré que pour la plupart des noyaux étudiés, les énergies de désintégration
alpha déterminées par la théorie HFB sont en bon accord avec les valeurs théoriques
de @), extraites des tables de masse de Moller-Nix-Kratz et de KUTY. Les énergies de
désintégration obtenues ont été alors utilisées pour prévoir les demi-vies en se basant sur
la formule de Viola-Seaborg. Les résultats calculés sont dans leur globalité en bon accord
avec ceux déterminés par la méme formule basée sur des valeurs de (), déduites des tables
de Moller et les demi-vies obtenues dans le cadre de I'approximation WKB employant
des valeurs de (), déterminées & partir des masses de KUTY. Ce calcul a montré que
la théorie est en accord avec les différentes approches théoriques. Certains noyaux sont
instables et se désintégrent en émettant une particule alpha, quant aux autres, la demi-
vie est beaucoup plus grande ce qui fait que ces noyaux sont stables par rapport a la
désintégration alpha et se désintégrent probablement par fission spontanée.

Notons enfin que la conception d’expériences en vue d’identifier de nouveaux éléments
dépend des demi-vies de ces derniers. Dans ce sens, les présents résultats pourraient servir
de guide aux expérimentateurs qui congoivent des expériences pour identifier des noyaux
super lourds.

Réciproquement, I’étude microscopique que nous avons réalisée a besoin de s’appuyer
sur des résultats expérimentaux. En effet, la disponibilité des données expérimentales
permettrait de raffiner notre approche de sorte & la rendre plus réaliste et augmenter
ainsi son pouvoir prédictif. Il sera ainsi possible de décrire d’une maniére rigoureuse les

noyaux dans des régions non encore explorées et de mieux comprendre leurs propriétés.



Annexe A

Théoréme de Thouless

Pour le calcul du commutateur [aq, exp(3 > on M,,afal)], on utilise la formule de
Glauber [68] :

Soit A et B deux opérateurs qui commutent avec leur commutateur [A, B] alors :

exp(A) exp(B) = exp(A + B) exp(% 4, B)) (A1)

Soit f(t) un opérateur, définit comme une fonction qui dépend de la variable réelle ¢ par :
f(t) = exp(At) exp(Bt) (A.2)
Dérivons cette expression par rapport a t :

%f(t) = Aexp(At) exp(Bt) + exp(At)B exp(Bt) (A.3)

= [A + exp(At)Bexp(—At)] f(t)

puisque A et B commutent avec [A, B], on a :

[A, f(B)] = [A, B|f'(B) (A.4)
Dans ce cas :
lexp(At), B] = t[A, B] exp(At) (A.5)
ce qui implique que :
exp(At)B = Bexp(At) + t[A, B] exp(At) (A.6)
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Multiplions les deux membres par exp(—At), il vient que :
d
/(O = (A+ B +tA B)f(t) (A.7)

par hypothése A + B commute aussi avec [A, B], dans ce cas il est possible d’intégrer

Iexpression (A.7) comme si A+ B et [A, B] sont des nombres, il vient que :

1
f(t) = f(0)exp({A + B}t + 5[4, BJI?) (A-8)
pourt =0, o0n a :
f0) =1 (A.9)
pour t = 1, on a bien : exp(A) exp(B) = exp(A + B) exp(1[A, B]).
on a:
a=Ula+Vial (A.10)
=Ul(a+ U"'Via)
posons :

M= (VU Y = —pr*! (A.11)

c’est une matrice antisymétrique.

il vient que :

a=Ul(a+ M'al) (A.12)
1 1 1 1
[, exp(a Z MwalaL)] = (al§ Z Mwalal -3 Myuala;ﬂal) exp(a Z MwalaL)
v v v v

(A.13)

vp

1 1
= {5 Z Mw(ala:r,al — CL:ECLLCLZ)} exp(§ Z Mwalap
v
1 1 1 T.1
= {52 Muydual}exp(5 S Myalal)
v v

1 1
= {5 Z MluaL} exp(§ Z Mvualab
p v
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Dans ce cas la :
(0] |\IIHFB> = UT(MCLT |\I]HFB> + ]\4TCL]L |\I]HFB>) = 0

Donc |V rp) est un vrai vide de quasi-particules.

(A.14)



Annexe B

Propriétés des solutions de

Hartree-Fock : symétrie

Dans l’espace des coordonnées, on définit les états propres |\) de I'hamiltonien fLHF
par leurs projections sur la base formée de N vecteurs orthonormés {|i)}, dans ce cas
l1a on obtient N vecteurs (états) des équations de Hartree-Fock parmi lesquels il y a
seulement un nombre A < N d’états qui sont occupés dans I’état |Ppp) [21].

Cette base choisie va faire apparaitre de nouvelle symétries, différentes, non seulement
pour Ay, mais aussi pour les états |A\) et |®Pyr), que ne posséde pas notre systéme
ainsi que ses états propres |¥) .Cette différence est du au fait que les symétries de hir
dépendent de la nature des orbitales occupées.

On choisit le fait que les orbitales possédent une symétrie axiale suivant I'axe Z’, on

obtient par projection :
) = ¢ limam) (B.1)
J
h FF commutent avec jz. A cet effet il existe un systéme de solutions pour les équations de
Hartree-Fock qui est constitué des orbitales |\), satisfaisant a la symétrie axiale appelée
symétrie self-consistante & condition d’exister initialement, et que 1’on retrouvera a la fin

du calcul, il vient que :

J®urp) = M|®yp) = () m)) [®ur) (B.2)

A présent, on veut connaitre d’avantage de ces symétries, car en plus de la simplification

des calculs qu’elles apportent, elles permettent aussi de vérifier la validité des résultats
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qui repose sur les hypothéses de départ.

La premiere étape consiste & démontrer le théoréme suivant :

Soit € un opérateur, si {} commute avec I'hamiltonien total H du systéeme et laisse
invariant ’enssemble des états occupés, alors () commute avec hamiltonien de Hartree-
Fock }Al HF-

() laisse invariant Penssembles des états occupés, c’est a dire que Q appliqué a n’im-
porte quel état |A), ce dernier va s’écrire comme une combinaison linéaire de sous-états
occupés :

Q) = D ) (B.3)
A/
et I'action de ) sur |®p) est donnée par

Il est claire que |®xp) est un état propre de ) avec la valeur propre w.

En effet, soit A I'hamiltonien total du systéme :

- PN 1

H:T—H/:szﬁ—izmj (B.5)
i i#]

Par hypothese Q= Zl w; un opérateur qui commute avec TetV:

7,9 =[V,Q =0 (B.6)

En supposant que € laisse invariant I’ensemble formé par les états occupés on démontre
que 2 commute avec hyp.

Soit maintenant A gr 'hamiltonien de Hartree-Fock :

A~

hgp =1+ 0 (B.7)

U= Z,\ <i)\|v|j)\) .
Q) commute avec 1" donc il commute forcement avec .

Puisque 2 commute avec V', alors :

(iIAvw|kp) = (iM|wo|kp) (B.8)
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v et w commutent.

En introduisant la relation de fermeture sur (iA|vw|kpu) :

D LN GX =1 (B.9)

JN

(iA|vw|kp) s’écrit :

(@Nvwlkp) =Y (@A) GX|wlkp) =D (iAlo]ju) wi + Y (IA[olkX) wx,  (B.10)
N J JV

on obtient :

> (iMvwlkp) =Y @A) wik + > EAOlEN ) wys =Y Twin + > (EA[U]EX) wa
A JA AN 7 AN
(B.11)

(tIA|wv|kp) s’écrit :

(iAlwolkp) =Y (Al (U lwlkp) =Y wa (IAolkp) + Y o (illolku) — (B.12)

I

on obtient :

D (iwolki) = 3w (INOlkA) + D e Cinlolki) = 3 il + D e (it ol
A A oy l Ty
(B.13)

En utilisant 1'égalité des deux derniéres sommes dans les relations (B.11) et (B.13), pour
1t = A (Pensemble des orbitales occupées reste invariant sous l’action de €2).

on obtient :

Zf}ijwjk = Zwil@lk = Jw = Wi (B14)
j ]

On parvient enfin & écrire que :

(her, Q] =0 (B.15)
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B.1 Quelques cas concernant la symétrie et la conser-
vation des observables

» . . —
La symétrie axiale selon 2z

Etant donné que 'espace est considéré isotrope, cela fait que I’hamiltonien total du
systéme H commute avec I’opérateur jz, dans ce cas la si les états occupés sont états

propres de J, alors J, les laissent invariant ce qui implique que :

A

hr, J.] =0 (B.16)
jz commute avec h.

La symétrie axiale selon 3/

On suppose que la symétrie axiale selon z soit réalisée. Il vient que, & tout état
occupé donné par (B.1) il correspond un autre état occupé, créé par la transformation

suivante :

[=X) =Ry (m) [A) = Z cj explim(j — ma)] |[j — mary) (B.17)

J

R, (7) : est la rotation d’un angle 7 autour de ’axe 7.
Puisque les deux états sont occupés, cette transformation laisse invariantes les orbites
occupées :
Ry(m) [=A) = (=¥ [A) = = [\) (B.18)

Puisque J, commute avec H, alors ﬁy () commute aussi avec H.
Il en résulte que ﬁy(w) commute aussi avec fLHF, ansi on trouve un résultat trés
important qui fait que la solution de I’équation de Hartree-Fock pour des noyaux pair-

pair possede la symétrie suivante :
Ry(m) |Prr) = |Prr) (B.19)

aussi bien que :

Ry(7) |Pur) = — |®ur) (B.20)
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La symétrie de I’isospin

L’indépendance de charge laisse supposer que les états occupés restent invariant sous
I’action de 'opérateur 7, ce qui fait que h commute avec 'opérateur de 'isospin T, tout

en couplant les états de méme isospin :

7 —

N —

A
> (1) (B.21)
=1

Dans ce cas 13, [®y7) est fonction propre de 7T..

Conservation de la parité

La conservation de la parité est construite d’apres le postulat suivant :
Les états possédent une parité bien définie. Dans ce cas, 'opérateur parité laisse
invariant ’ensemble des états occupés ce qui fait que I’hamiltonien h conserve aussi la

parité totale en couplant les états de méme parité.



Annexe C

Parameétres de ’interaction de

Skyrme et d’appariement

Les différents parameétres de la fonctionnelle de Skyrme sont résultat de la transfor-

mation suivante [30] :

A |1
2 4 4 8
ool _|=3 =3 3 3 || (1)
ta 4 -2 2 2|y
tQIQ —2 % —4 % b,2
et de :
4 2
to — gbo — §b6
2 4
torg = —=by + =0/
0% 300 + 3%
16 8
t3 — Ebg - gbé
8 16
tsrs = —=bg + —1U,
33 3 3+ 33
ty = 2by = 2b)

on obtien enfin les parameétres de la fonctionnelle de Skyrme :

1
bo = to(l + §$0>

1
b6 = t0(§ + ZL’())
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1 1 1
bl = Z[tl(l -+ 5%1) + tg(l + 51’2)]

b= A e — b 4 )]

4772 2
by = é[?)tl(l + %l’l) —t2(1+ %932)]
b, = %[3151(% + 1) + t2(% + 2)]
by = itg(l + %383)
by = it?,(% + 13)
by = %WO = bi;

Les parametres sont ajustés experimentalement selon le type de propriétés nucléaires :

Parametres de I'interaction de Skyrme [12,13,58] :

Force SkP SLy4 Sly6 SkM*
to(MeV fm?) —2931.6960000 | —2488.91 | —2479.50 | —2645.00
ti(MeV fm®) 320.6182000 486.82 462.18 410.00
to(MeV fm®) —337.4091000 | —546.39 | —448.61 | —135.00

ts(MeV fm3T3%) | 18708.9600000 | 13777.0 13673.0 15595.0
T 0.2921515 0.834 0.825 0.090
1 0.6531765 —0.344 —0.465 0.000
To —0.5373230 —1.000 —1.000 0.000
T3 0.1810269 1.354 1.355 0.000
3 : R
WO 100.0 123.0 122.0 130.0

Les parametres de l'interaction d’appariement sont :

po = 0.16 fm =3 : Densité de saturation.

v = 1.0 : Parametre de controle de la force d’appariement.
Vo = —201.500000 : Potentiel phénoménologiquement ajusté.

n = 0.5 : Coeflicient spécifiant I'interaction.



Annexe D

Calcul des différents termes de la

fonctionnelle de Skyrme

Dans cette partie les termes de la fonctionnelle de Skyrme seront établis explicitement.
L’espace des états est invariant par renversement du sens du temps [32]. L’opérateur

correspondant s’écrit :

~

T = —inKO (Dl)

Ky est 'opérateur conjugaison complexe.

La fonction d’onde a particule indépendante est donnée par :

(T, 0,7) = <?M|T|¢> (D.2)

= (707‘] — 10y Koli)

en introduisant la relation de fermeture :

/dr Z 7o'y (7’| =1 (D.3)

on a:
(7, 0,7) = —i (T or|o0, Z 7o' Y (T o' T | K |i) (D.4)

et sachant que :
(7o' T'|i) = &1 (T, 0’ T) (D.5)
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on aura donc :

(7, 0,7) =i Y _(TFor|o, [7'0'r) ®;(F, 0, 7) (D.6)

io'T!

la sommation se restreint & la partie concernant 1’échange de spin ce qui conduit a :

(7 = _ZZ Tor|oy | T o't ¥ (7,0’ T) (D.7)
on trouve :
(T, 0,7) = =209} (T, —0,7) (D-8)
1 .. .
5 Z ‘/ij = <Zj|‘/12|zj>antisym (Dg)

(]
: i > (il = PYVialt - P
> (ijl(1—P V12|’U>

>4
<@J| (1-2P+ 1)V12|ZJ>
<

%J| V12|ZJ>

%ZV;J - %Z<Z]"/12(1_p06‘r7")‘l.7> (DlO)
ij

ij

Calcul du terme en t, [69] :

/Ho<?)d? -~ %Z (ij] to(1 + 20 Po)0(T'1 = T2)(1 = Pybrr) [if) (D.11)
= %Z<U|(1+—0)5(71 ?2)—(%4-3;0)5(7«1_?2)5”
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Le premier terme de ’expression donne :

23 G+ DT - T i) = 21+ D) Y [ AT AT (T - T)
2 — 2

ijoo’TT!

(D.12)

CID?(7)107')@;7(720’7')@i(?107)®j (7)20'7")

t
=80+ /CWZ B:(Tr0m) P S |07 20"

10T jo'r’
(D.13)
t
-2+ [ a7 )
2 2
Le deuxiéme terme donne :
t ..
20 (1] ( +20)0(7 L — T2)0rp |if) = —i— 7o) Z /dr T 20(T 1 — T 9) 0
(] ijoo'TT!
(D.14)

o (7 107)®] (790" 7@ (7 107)®; (7 90 T)
= —%0(% + o) / d7y Z [@:(T107) 185720
T jo!
= 2;)(2 + 2o /dr ZpT
on choisit de traiter les neutrons et les protons séparément, il vient que :

t .. to,1
~2 3 Gl + 0Ty~ T i) = —2 (5

(]

T 20) / 07 {02(F) + p2(7)} (D.15)

Le troisiéme terme donne, en tenant compte de la relation suivante :

1 1
S B(T0) (01710} 8(F,0) = 5. (7) S (ol 1o) = 3. (7hr(7) =0 (D16
il vient que :
t t
20 <Z]] (T 1=72)(01.72) |ij) = oTﬂCo Z (ijoo’TT'|0(7 1 — T2) (0 1.0 9)|ijoc’ ') = 0
i ijoo'TT!

(D.17)
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de la méme facon pour le quatriéme terme qui donne :

to

=5 2 (16(7 1 = 72)(0'1.795)8-1[ij) (D.18)

ij

t
= —50 Z <ij0‘0/7'7',|5(7>1 - 72)(71-72)577"ij00/7'7'/> =0 (D.19)

ijoo!'TT!

en rassemblant les termes, on a :
t T 1
[T = [P0+ AT~ G+l AT+ TN (D20)

et enfin :
Ho(7) = 2[4+ D)) ~ (5 + 2 A(T) + AN (D21)

Calcul du terme en ¢y :

| (D.22)
_ _1i6t1 > (V3+ V3 + Ui+ V3 - 271 V2 — 2V172)
[(1 + %) (% -+ «131)57'7—’ + %(7172) - (?1'?2)5’7'7',]5(?1 - ?2) |Zj>
(D.23)
_iuz<ij|(1+ I)30(F 1~ T lid) = — =t (1 4 2 )/d@*(hm)v@<rm)p<?>
16 - 16 2
— 5+ ) [ FoTG T ~ 1T
_itlz (ij] (1 + = )v 5(T1 — Ta) Jif) = —=ta(1+ )/d7<1> (7107) V32T 107)p(T)
16 g " T SR

:_%hu+2>/mm 15 v30(T) — (7))
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—1—16751%:<w|(1+ PITH(T = T i) = — et 1+ ) [ @8 (Tr0m) TA0(Tr0m)ol7)
— g+ ) [ FoTGTFT) - 1T
5t (L4 TR = o)1) = —q50(L+ ) [ F0(Tr0m) T (Fror)n(T)

——5st+ ) [ TG TEAT) ~ 1)

o > (il (5 +$1)5TT'§§5(?1—7}2) |ij) =

ij

1
1_6t1 Z (2] (

— — ..
6h > (i) (5 +I1)5TT'V35(7}1— 7'2) |ij) =

—

+$1)(5TT/<§§5( ri1—

7)2) ‘U> =

GhiG ) [ @ Y577 -4(7)

1
—751

—|—ZL’1 /dTZ{ V1PT

) [ %g{g%pm—tm}

1—16t1%:<w|( )6 (21T i) = —gh(Gran) [ Ao T +HT o))
151 20 0] G (<2 (T 1= Ta) 1) = —gta(a0) [ AT on(TF+(TonlT)F)
16 8 2 b

tj

T2)V38(T 1 — Ta) lij) =0
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En utilisant la relation suivante [18,69] :

1 —

= (V1T )(V2 T2t 5(Vix T 1) (Tax T2 +V5[71x 71 [T2x 72 ?)
(D.24)

0

1 o — — ——
_Etl Z (1] ?1(—2V1vg)(?1.?2)5( T — T o) |ij) = —t1x1/d7’ J?
ij
1 o — — o 1 ——
15t 2 (il F2 (T T = Ta)lif) = gyt [ BT
ij
R
tlz @J| (01.79)0.72(01.72)0:10(7 1 — 73) |ij) =0
1 1= .
——t Y _(ij| 5V3(T1.T2)6m0(T1 = T2) |ij) =0

—1gh D (i1 3Vi(T15 )0 8(T 1 = T) |i) = 0

1 o1 ..
—1gh > ij| 53015 2)0,0(T 1 — T2) if) =0

1 o — — o 1 — —
_1—6t1 ; <Zj| (2V1V2)(71.?2)57—715(?1 — ?2) ‘Zj> = —gtl /d?“z J?_

les autre termes facteurs de (01.0'2) et de (0°1.72)d,, auront une contribution nulle.
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En rassemblant les termes, on trouve :

1 T — —
M (T) = 56t (1+5) [4(F) 0 (F) = 30 (F) % (7)

1 1

~ gt (5 0) 60 (700 (7) 40, (7) 2, (7)

—

=300 (7) V2P (77) = 3p, (77) 72pp (7))

1
Calcul du terme en 5 :
-
/H2 = Z(zj|t2 <1+$2P)K125(?1—72)K12|ij>

2

2 P — P p— p—
:_§Z<@J|(V1V1+V2V2_VlV?_V2v1)
i%j

(1 + %) — (% + 22)0r7 + %(71-72) - (?1-?2)577']5 (71 —75) |i7)
t2 T2 T =\ —
2 G@Ta+ P = 20+ D) [FUTeT) 02

2

de méme on trouve que :

23 (T2 P = 20+ ) [FHTeT) 020
et :

¢ Sl @ T+ ) =50+ ) [a@emr )
ainsi que : N

F@TIa+ Pl - Fa+ 3 [a@emr o)

et par le méme raisonnement on obtient :

—Z (2] ( VlVl +$2) i) = ;(; + 3) /677“2;757(7)Pr(7) (D.30)

—Zm VaVa)( +aalbolif) = ~2(; +an) [ 4TI (F) (D3

T
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t T —
5 Sl @7 3+ i) =50+ ) [F (PP 03
t z —
% S TG+ i) = =0+ ) [F T D3
To — — . tox —
—Z (11| (71 92)(71.9) i) = 21—62/drj2(7>) (D.34)
— .. tox —
Z m|— Tov1)(T1.T2) |if) = 3—62 drJ*(7) (D.35)
et par le méme raisonnement on obtient :
t — . to [ —
S (T T i) = -2 [T 036
Z,j T
t = =
S PNV ATUIES KD S CONN R

Y]

les autres termes facteurs de (0°1.70'2) et de (0°1. 0 2)d, auront une contribution nulle.

En rassemblant les termes, on trouve :

(D.38)

Ha(7) = 5 (2-4an) |2 (7) p (7) 4 50 (7) 2 (7))
+ 2 (14 20) {200 (F) pu (7) + 24, (7) py (7)
4500 () P20 () + 50 () 720 (7))
_ % 072+ 72+ 77
Calcul du terme en t3 :
[ Ha(TIT = 5 3 il 1+ P p(RPS(T s = T3~ Pabo) 1)
-2 i L+ GRS = T = (5 + R
%[P(R)]%(?l — T2)(T1.72) = [p(R)(F 1 = T2)(F1.72)00 |i])
23l DT - Ta)lid) = 0+ D) [ @)
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- Gl - (5 + 2 (BT — To)oer i) = —2 (2 4 ) (7))
(D.41)
= 1 (R = 7@ 7)) = (D.42)
S G (RS = 72)(71.52)6 i) = (D.43)

En rassemblant les termes, on trouve :
H(T) = A (DA + DAT) = (5 + 23 ) A (D.44)
= L0+ %wm - <§ Fa)R(T)+ AT (D)

- _% /d? <p(?)v T4 plP)T - Tt pl(T)V 7p>
Ho === (o0(F)F T +(P)7 Tt p(7)T - T,) (1)
on parvient enfin & établir
Hsi(r) = S [(2+ 20)p* (7)) — (1 + 20) (2 (77) + p2(7))] (D.48)
+ 30+ AT = 3p(F)TF20(7)) = (5 + 20 WP IpalT) + 417 )y (7)
— 3pu(T)V2pu(T) = 3pp(T)V20p(T)) =1 T2+ T2+ T2 (D.49)
+ f—gm a7 + SPTVT(7)) + (14 202) (260 (F)pu(7) + 21,7
1 V2o(T)) — 22 24+ T2+ T2 (D.50)
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