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Introduction générale

1. Introduction

Depuis l'introduction des modèles autorégressifs par Yule en 1927 et jusqu'au début

des années 1980, les séries chronologiques ont été dominées par la référence aux modèles

ARMA. Ces modèles ont connu, depuis que Wold les a étudiés de façon systématique et, en

particulier après l'apparition de l'ouvrage de Box et Jenkins (1970) qui les a rendus populaires,

un développement considérable tant dans le domaine pratique que théorique. Mais ces

formulations classiques, fondées sur l'idée fondamentale que la variance est constante, se

révèlent insuffisantes pour de nombreuses séries, en particulier celles de la finance (taux

d'intérêt, taux de change, prix d'actifs,...), qui présentent une caractéristique de dynamique

non linéaire dont la plus importante est le fait que leur variabilité instantanée (volatilité) est

une fonction du temps. La volatilité a d'abord été remarquée par Mandelbrot (1963 a,b) et

Fama (1965) (in Gourrieroux (1992)), mais elle n'a été maîtrisée et utilisée de façon adéquate

qu'en 1982 grâce à Engle. De façon typique, on remarque que, pour ces séries, les périodes où

la volatilité est élevée se succèdent ainsi que celles où elle est relativement plus faible. Les

modèles ARCH (Autorégressif Conditionnellement Hétéroscédastique ) introduit par Engle

(1982) sont une alternative au cadre classique insuffisant des modèles ARMA. Ils reposent sur

une parametrisation endogène de la variance conditionnelle et permettent, par conséquent, la

prise en compte de ce type de propriétés. En effet Engle, dans des travaux publiés en 1982, a

mis l'accent sur l'importance de la variance de l'erreur. Les représentations classiques partent

de l'idée que cette variance est constante. Cette hypothèse reflète cependant, bien souvent

incorrectement, la réalité. Engle a cité l'étude sur la moyenne et la variance de l'inflation au

Royaume Uni ; il préconise des perturbations hétéroscédastiques, c'est à dire, à variance non
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constante dépendant du carré des perturbations passées. Un processus 

{}Ztt ∈ε

est un

processus ARCH d'ordre 

Npp∈

 si:

=∀=∀≥>+=−=∑                                          , . . ,11 00 avec0210Tt, . . , pihiitiitααεαα

où 

1−tψ

 est la tribu engendrée par le passé du processus jusqu'au temps 

1−t

 (en d'autres

termes, 

1−tψ

 représente l'information dont on dispose au temps 

1−t

).

Le signe 

→

 signifiant « de loi de probabilité ».

    La littérature consacrée aux modèles ARCH a eu souvent un développement très

rapide. Il a été remarqué qu'ils nécessitaient souvent un ordre relativement élevé pour être

modélisables, en pratique, en particulier lorsqu'on tente d'identifier un modèle ARCH (q)

linéaire. Bollerslev (1986) a étendu les modèles ARCH aux modèles GARCH qui combinent

la parcimonie dans les paramètres et la flexibilité dans la structure de retard, par analogie aux

modèles ARMA, dans la variance conditionnelle. Les  modèles ARCH  généralisés

(Bollerslev (1986) ), ou GARCH, sont une solution alternative qui a l'avantage de retenir une

structure de retard plus souple. Engle et Bollerslev (1986) ont utilisé une loi de Student au lieu

de la loi de Gauss pour les erreurs pour mieux prendre en charge l’excès de Kurtosis contenu

généralement dans les données financières. Plusieurs généralisations non linéaires de la

variance conditionnelle ont été proposées, en particulier, pour permettre une réponse

asymétrique de la variance conditionnelle à un choc antérieur. Nous citerons comme exemple

les modèles bilinéaires proposés par Granger et Andersen (1978) (et dont Subba Rao et Gabr

(1980) donnèrent une excellente rétrospective), et les modèles non linéaires proposés par

Jones (1965) et Priestley (1978).

    La classe des modèles ARCH  qui a donné lieu à une littérature abondante, a été

utilisée en finance et a permis de vérifier certaines théories financières telle que l'APT

("Arbitrage Pricing Theory") par les modèles ARCH-M qui sont les ("ARCH in Mean").

Boukerdenna (2002) a donné les conditions de stationnarité et a estimé les paramètres d'un

modèle AR(q) à erreur ARCH(p) dans le cas périodique par la méthode du maximum de

vraisemblance, les estimations correspondantes sont  obtenues par le biais de l’algorithme  du

score. Les propriétés statistiques des modèles ARCH ont d'abord été étudiées par Weiss
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(1986a) et Milhoj (1984) puis par Bera et Higgins (1994) et Bollerslev et al (1994). De

nombreux travaux ont été effectués sur les modèles ARCH. Engle (1983) s'est basé sur des

données réelles de l'inflation qui suivent un modèle ARCH pour estimer la variance. Geweke

(1989b) explique comment les densités prédictives exactes peuvent être obtenues dans le cas

de modèles ARCH moyennant la méthode d’intégration de Monte Carlo et l'échantillonnage

d'importance qui a déjà été utilisé dans Hammersley et Handscomb (1964), Kloek et Van Dijk

(1978) et Geweke (1986c). Weiss (1984) a modélisé treize séries chronologiques macro-

économiques à l’aide de modèles ARMA à erreurs ARCH. Engle, Hendry et Trumble (1985)

ont aussi étudié les modèles autorégressifs à erreurs ARCH. Des tests ont été proposés et les

conditions de stationnarité et d'ergodicité établies dans Engle (1982), et Bollerslev (1986). La

volatilité a été aussi mise en relief par les résultats obtenus par French et al (1987), Black

(1976). Il a été constaté que la volatilité est soixante dix fois plus grande quand les marchés

sont ouverts, que lorsqu'ils sont fermés. Il a été remarqué que, bien que la méthode du

maximum de vraisemblance ( les estimations étant obtenues par le biais de l’algorithme du

score ) a l'avantage d'être rapide, elle ne respecte pas les conditions imposées sur les

paramètres sans lesquels nous n'aurions pu garantir une variance positive. Bose et Mukherjee

(2003) proposent un estimateur des moindres carrés en deux étapes d’un modèle ARCH pur.

Ils montrent que les performances de celui-ci sont meilleures que celles du quasi maximum de

vraisemblance et tout particulièrement pour les échantillons de petites tailles. Une alternative

est, l'inférence bayesienne qui combine l'information a priori sur le paramètre à estimer, qui

est l'information initiale dont nous disposons, avec l'information apportée par l'échantillon.

L'inférence bayesienne bute souvent devant le calcul explicite des lois de probabilité a

posteriori. Pour répondre à cela, des méthodes fondées sur les chaînes de Markov, appelées

méthodes MCMC (Monte Carlo Markov Chain) ont été développées. La méthode

d'intégration de Monte Carlo est une méthode qui permet de générer un échantillon d'une

variable d'intérêt sans avoir recours au calcul explicite de sa loi de probabilité marginale qui

nécessite souvent le calcul d'intégrales multiples, cet objectif étant souvent difficile à

atteindre. Parmi les méthodes existantes inspirées de l'inférence bayesienne, nous citons par

exemple l'échantillonnage d'importance appliqué aux modèles ARCH et GARCH:

Geweke(1989a) et Kleibergen et Van Dijk (1993). Nakatsuma (2000), utilise l’analyse

bayesienne et une pseudo-vraisemblance pour estimer les paramètres d'un modèle ARMA à

erreurs GARCH réécrit sous la forme d'un modèle ARMA, en s'inspirant de la démarche de

Chib et Greenberg (1994). Une autre méthode basée sur les méthodes MCMC (Monte Carlo

Markov Chain) pour estimer les paramètres d’un modèle en utilisant l’approche bayesienne
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est la méthode de Metropolis-Hastings(1970);elle a été développée par Metropolis et al (1953)

et revue par Hastings (1970). Cette technique a été appliquée à un modèle de régression

linéaire à erreurs ARMA(p,q), Chib et Greenberg(1994), et à un modèle de régression linéaire

à erreurs GARCH, Müller et Pole (1995). En fait la méthode du Gibbs sampling apparu grâce

aux travaux de Geman et Geman (1984) sur le traitement d'image, fut inspirée d'abord de

l'algorithme de Metropolis et al (1953) amélioré par Hastings en 1970. Grâce aux travaux de

Gelfand et Smith (1990) il y eut un regain d'intérêt pour le Gibbs Sampling. Ces auteurs ont

montré son utilité dans des problèmes statistiques. La méthode du Gibbs Sampling est une

technique qui permet d'approcher la distribution marginale sans avoir à la calculer

explicitement, en se basant seulement sur les propriétés des chaînes de Markov. Cette

méthode a été beaucoup utilisée dans le cadre bayesien (Tanner (1991)), Hemis(1999),

Slama(1997), Houaoui (1998), Casella et George (1992), Tanner et Wong (1987), Raftery et

Banfield (1990), George et Mc Culloch (1991) ont également adopté le le Gibbs Sampling

ainsi que Gelman et Rubin (1991), Geyer, Müller (1991), Ritter et Tanner (1992), Tierney

(1991). Comme il a été souligné précédemment, le Gibbs Sampling permet de générer des

échantillons à partir de la densité marginale sans avoir à la calculer ( et donc d'éviter le calcul

d'intégrales simples ou multiples ), en fait l'utilité de cette méthode augmente avec la

dimension du paramètre à estimer; Devroye (1986), Ripley (1987), Gilks et Wild (1992).

Dellaportas et Smith (1990) l'ont appliquée aux modèles linéaires généralisés en s'inspirant

des travaux de Gilks et Wild), Zeger et Rizault Karim (1991). D'autres travaux ont été

effectués sur l'échantillonnage de Gibbs: Diebold et Robert (1990), Eddy et Schervish (1990),

Churchill et Casella (1991), Lange et al (1990). Mais les avantages que nous en tirons, sont

que la méthode du Gibbs Sampling a ses limites. En effet puisque nous avons supposé

implicitement que les densités a posteriori que nous utilisons pour générer nos variables sont

de type connu (Carlin et Gelfand (1991)), (par exemple: loi normale ou loi exponentielle),

c'est à dire que nous avons la possibilité de générer directement à partir des densités

conditionnelles par ordinateur. Mais plusieurs cas se présentent où la loi a posteriori n'est pas

de type connu et où la fonction de répartition est incalculable. Le Griddy Gibbs Sampling (

Ritter et Tanner (1992)), permet de faire face à ces difficultés. C'est un algorithme inspiré du

Gibbs Sampling, qui permet de générer des échantillons à partir de la loi de probabilité a

posteriori conditionnelle dont la forme n'est pas connue. En fait cette méthode consiste

d'abord à calculer la fonction de répartition du paramètre par des méthodes d'intégration

numériques ( Davis et Rabinowitz (1975)), ensuite à   inverser   cette   fonction vers la

variable   aléatoire d’interêt après avoir simulé une variable aléatoire uniforme sur l’intervalle
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[0,1]. Cette méthode a été utilisée dans l’estimation des paramètres d’un modèle  ARCH (1)

(Bauwens et Lubrano(1998)). En effet comme nous le verrons par la suite la densité a

posteriori du paramètre du modèle n'est pas de type connu, et de plus le calcul de la densité

marginale est analytiquement compliquée, d'où la nécessité de faire appel à cet algorithme

plus approprié, qu’est le Griddy Gibbs Sampling.

2. Apport et présentation de la thèse

Bauwens et Lubrano (1998) adoptant l’analyse bayesienne n’ont considéré que le cas

où 

0α

 = 1 lorsque les erreurs suivent une loi de probabilité gaussienne, centrée réduite.

Dans ce travail nous effectuons une extension au cas où 

0α

 est quelconque et inconnu,

d’une part pour un modèle autorégressif d’ordre q à erreurs ARCH(p) et d’autre part pour un

modèle de position à erreurs ARCH(p). A notre connaissance ce travail n’a pas été entrepris

auparavant. Nous proposons l’adaptation à ce contexte de deux algorithmes fondée sur le

Griddy Gibbs Sampling (Ritter et Tanner (1992)) pour estimer les paramètres dans les deux

modèles suscités à l’aide du mode a posteriori.

 Le programme informatique a été écrit en langage Matlab sous environnement

Windows. Une étude de simulation intensive a été menée pour différentes tailles

d’échantillons et différentes valeurs des paramètres, afin de comparer les performances de

l’estimateur MLE ( Maximum Likelihood Estimator ) classique donné par l’algorithme du

score - que nous avons présenté dans le détail et dont nous avons écrit le programme

informatique -  et le mode a posteriori. Bien que très coûteuse, l’analyse bayesienne donne de

meilleures estimations que l’analyse classique au sens du critère RMSE (Root Mean Square

Error)

   CHAPITRE I

Modèles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques

    Nous consacrons cette partie à une présentation de certains processus linéaires et non

linéaires, ainsi qu’à l’introduction des processus autorégressifs conditionnellement
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hétéroscédastiques ( les processus ARCH ). Nous avons présenté quelques caractéristiques

principales de ce type de processus.

Emboîtant le pas à Engle (1982), nous utilisons l’algorithme du score pour déduire les

estimateurs des différents paramètres d’une part d’un modèle autorégressif à erreurs ARCH et

d’autre part d’un modèle de position à erreurs ARCH. Un programme informatique a été écrit

en langage Matlab et une étude de simulation intensive a été menée pour différentes tailles

d’échantillons et différentes valeurs des paramètres.

    CHAPITRE II

L’analyse Bayesienne et le Griddy Gibbs Sampling

Dans cette partie nous présentons l'analyse bayesienne, et ses outils fondamentaux que

sont les lois a priori et a posteriori, la méthode du Gibbs Sampling son utilité et ses limites, et

nous introduisons la méthode du Griddy Gibbs Sampling comme une extension du Gibbs

Sampling, qui permet de gérer les difficultés rencontrées par le Gibbs Sampling.

    CHAPITRE III

Analyse bayesienne d'un modèle autorégressif à erreurs ARCH

Dans cette partie, nous effectuons une extension des travaux de Bauwens et Lubrano

(1998) au cas où 

0α

 est quelconque et inconnu pour un modèle autorégressif à erreurs ARCH.

Nous adaptons l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling ( Ritter et Tanner (1992) ) à ce

contexte. Une étude de simulation intensive a été menée pour différentes tailles d’échantillons

et différentes valeurs des paramètres afin de comparer les performances du mode a posteriori

obtenu grâce au Griddy Gibbs Sampling ( G.G.S ) et la méthode du MLE ( Maximum

Likelihood Estimator ) obtenu par l’algorithme du score au sens du RMSE.

CHAPITRE IV

Analyse bayesienne d'un modèle de position à erreurs ARCH
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Dans cette partie, nous effectuons une extension des travaux de Bauwens et Lubrano

(1998) au cas où 

0α

 est quelconque et inconnu pour le même modèle de position à erreurs

ARCH. Nous adaptons l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling ( Ritter et Tanner (1992) ) à

ce contexte. Une étude de simulation intensive a été menée pour différentes tailles

d’échantillons et différentes valeurs des paramètres afin de comparer les performances du

mode a posteriori obtenu grâce au Griddy Gibbs Sampling et le MLE ( Maximum Likelihood

Estimator ) obtenu par l’algorithme du score au sens du RMSE.

CHAPITRE I
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Modèles Autorégressifs

Conditionnellement

Hétéroscédastiques

I.1.  Introduction

Dans ce premier chapitre nous présentons les processus linéaires et certains processus

non linéaires. Nous donnerons leurs conditions de stationnarité et d'inversibilité. Les

applications pratiques soulignent les limites de la modélisation linéaire à variance constante et

la nécessité de faire l'extension à des modèles plus sophistiqués susceptibles de prendre en

charge certains aspects que peuvent présenter des données économiques, financières ou

autres, en particulier une variabilité instantanée ou volatilité, laquelle, si elle n'est pas prise en

charge peut conduire à des estimations des paramètres complètement erronées. Le pionnier

dans ce domaine est Engle (1982). De nombreux travaux suivirent ; en particulier, Weiss

(1984) a utilisé ce cadre pour modéliser 13 séries de données macroéconomiques et Pantula

(1988) a considéré un processus autorégressif à erreurs ARCH et donné des propriétés

d’ergodicité  du modèle lorsque les erreurs suivent un ARCH(1). La consistence et la

normalité asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance sont présentés . Les

lois de probabilité asymptotiques de l’estimateur des moindres carrés et d’un estimateur des

moindres carrés généralisés sont déduites.

I.2. Généralités

Dans ce premier chapitre nous faisons un rappel sur les processus linéaires et certains

processus non linéaires.
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Définition 1

Un processus stochastique ou aléatoire, 

{}Ztyt ∈

( ou noté 

{}Ztt ∈ε

 ), est une suite

de variables aléatoires définies sur un même espace probabilisé (Ω,A,P)

1−tψ

 désignera la tribu engendrée par le passé du processus jusqu'au temps 

1−t

I.2.1. Les processus stationnaires

Définition 2

{}Ztyt ∈

 est un processus faiblement stationnaire (ou stationnaire du second ordre)

si et seulement si:

()()()()()] ()                                                      hyEyyEyEyyCovhthttthtt Γ=−−=+++

(La covariance du processus ne dépend que de la différence entre les indices des deux

variables. 

( )hΓ

est appelée fonction d'autocovariance) .

Définition 3

 

{}Ztyt ∈

 est un processus fortement (ou strictement) stationnaire si et seulement si:

( )()nnttttttttt yyyyyy, . . ,,et. . ,2121+++

sont de même loi de probabilité 

nttt n∀∀∀∀,. . ,21

I.2.2. Les processus bruits blancs

 Définition 4

{}Ztt ∈ε

est un bruit blanc faible si et seulement si:

()                                                                                                           2tVart∀=σεEL

représente l'espérance conditionnelle linéaire et 

Var

représente la variance du processus.

Définition 5
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{}Ztt ∈ε

est un bruit blanc fort si et seulement si les 

tε

sont des variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées .

Définition 6

Le processus 

{}Ztt ∈ε

est une différence de martingale homoscédastique si et

seulement si:

()                                                                                                             2tVart∀=σε

(L'espérance conditionnelle est nulle et la variance est constante)

Définition 7

Le processus 

{}Ztt ∈ε

est une différence de martingale hétéroscédastique si et

seulement si:

()                                                                                                    /21thVarttt∀=−ψε

(L'espérance conditionnelle est nulle et la variance conditionnelle est non constante)

I.2.3. Les processus linéaires

    Grâce aux travaux de Box et Jenkins (1970), les modèle linéaires ont connu un grand

rebondissement. Les méthodes d'exploitation de ces processus se résument en trois étapes:

identification, estimation, validation.

    Parmi les processus linéaires nous citerons:

1) Les processus autorégressifs

Définition 8

{}Ztyt ∈

 est un processus autorégressif d'ordre p (noté AR(p)) s'il est solution d'une

équation stochastique du type:

( I . 2 . 5 )                                                              .2211tptptttyyyyεϕϕϕ++++=−−−

  (où 

tε

est un bruit blanc et 

pϕϕϕ, . . ,21

sont les paramètres du modèle).
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Proposition 1

    Le processus AR(p) 

{}Ztyt ∈

 est stationnaire si et seulement si les racines du

polynôme caractéristique 

() pLLLLϕϕϕϕ−−−−=. .121

sont en dehors du cercle unité.

2) Les processus moyenne mobile

Définition 9

{}Ztyt ∈

 est un processus moyenne mobile d'ordre q (noté MA(q)) s'il est solution

d'une équation du type :

( I . 2 . 6 )                                                                         .2211tqtqtttyεεθεθεθ+−−−−=−−−

 (où 

tε

 est un bruit blanc et 

qθθθ, . . ,21

sont les paramètres du modèle).

 Proposition 2

    Le processus MA(q) 

{}Ztyt ∈

est inversible si et seulement si les racines du

polynôme caractéristique 

() pLLLLθθθθ−−−−=. .121

sont en dehors du cercle unité.

3) Les processus mixtes (autorégressifs moyenne mobile)

Définition 10

    

{}Ztyt ∈

est un processus mixte (noté ARMA(p,q)) d'ordre (p,q) s'il est solution de

l'équation:

( I . 2 . 7 )                             . ..22112211qtqtttptptttyyyy−−−−−−−−−−++++=εθεθεθεϕϕϕ

Seulement ce type de processus n'est pas suffisant pour gérer certains problèmes de

modélisation, en particulier  dans le domaine financier et monétaire (cours boursier,..) afin de

parer à ce manquement, des modèles non linéaires ont été proposés.

Proposition 3

    Le processus ARMA(p,q) 

{}Ztyt ∈

est stationnaire si et seulement si les racines du

polynôme caractéristique 

() pLLLLϕϕϕϕ−−−−=. .121

sont en dehors du cercle unité.
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Proposition 4

    Le processus ARMA(q) 

{}Ztyt ∈

est inversible si et seulement si les racines du

polynôme caractéristique 

() pLLLLθθθθ−−−−=. .121

sont en dehors du cercle unité.

I.2.4. Les modèles bilinéaires

    Un certain nombre de modèles non linéaires ont été proposés, parmi eux les modèles

bilinéaires proposés par Granger et Andersen (1978). Le cas le plus simple des modèles

bilinéaires est:

( I . 2 . 8 )                                                                                                 1−=tttyyε

(telle que 

tε

est un bruit blanc avec 

( )σε=tVar

Un calcul simple donne:

()                                                                                     /11tyyVarttt∀=−−σψ

mais:

()()                                                             1si0et1si<=≥∞=σσttyVaryVar

La variance conditionnelle dépend du temps, malheureusement la variance non conditionnelle

n’existe pas toujours.

    Dans le but de parer à ces insuffisances, un autre type de modèles a été proposé

I.3. Les processus autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques (ARCH)

    Ce type de processus ont été modélisés pour la première fois par Engle en 1982. Le

cas le plus simple des modèles utilisés est le modèle ARCH d'ordre 1.

I.3.1. Les processus autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques d'ordre p

(ARCH (p))
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Définition 11

    Un processus 

{}Ztt ∈ε

admet une représentation ARCH(p), s'il est solution de

l’équation stochastique:

+++=−−                                                                                  .22110ptptthεαεαα

 (

pααα, . . ,10

sont les paramètres inconnus du modèle )

    Ce qui équivaut à:

+++=−−                                                                             .22110ptptthεαεαα

Théorème1 (Engle 1982)

Le processus ARCH(p) avec 

0e t  0i0≥>ααpi , . . ,1=∀

 est stationnaire au second

ordre si et seulement si l'équation caractéristique associée a toutes ses racines à l’extérieur

du cercle unité. La variance stationnaire est donnée par:

∑=−ii11α

Démonstration

Posons  

()                                                                                             . . ,1pttttyyyW−−=

D'où

()()() ()( )                                       /. . ,/// 11111−−−−−−=tpttttttt yEyEyEWEψψψψ()( )                                            , . . ,./ 111011pttptpttt yyyyWE−−−−−−+++=αααψ

 car  

()                                                                 .110ptpttptyyy−−−+++=αααε

D'où:
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()                                       00001000000000010/ 0212221211+=−+−−−−MMMMLLOOOOOOLOLLLLααααψptptttptt yyyyWE                                    00001000000000012121===−+−−−MMMMLLOOOOOOLOLLbyyyWAptpttt

Nous avons

()()                                                                             22222bIAWAbAbWAbbAWAttt++=++=++=−−−

En continuant de la même façon jusqu'à l’ordre k, nous obtenons

()( )                                                  ./ bIAAAWAWEktktt +++++=−−ψ
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    Le processus est stationnaire si et seulement si 

( )kttWE−ψ/

existe, c'est-à-dire que la

série: 

IAAA++++. .

converge, ce qui nécessite que 

kA

converge vers 

pp*0

quand

k→+∞  Ce qui est équivalent à dire que toutes les valeurs propres de A sont à l'intérieur du

cercle unité.

D'où lorsque

()()                                                               /a lo rsbAIWEkktt−−→+∞→ψ

et

()()                                                                                                 bAIWEt−=

    Or:  

( ), . . ,1ptttt yyyW−−=

et nous voulons calculer 

( )tyE

qui est le premier élément de

( )tWE

    Après un calcul rapide, nous trouvons:

() −−−=001100010100MLLOOOMOtWE

                  

Le déterminant de 

( )AI−

 est

−−=−∑=iiAI 11α

D'où

() ∑∑==−=−−−−=piipi ityE101211110001αααLLOOO
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Comme  ceci à été spécifié dans l'article d'Engle 1982, nous pouvons proposer d'autres

formulations  pour la variance 

th( )110exp−+=tt yhαα

            

110−+=tt yhαα

Pour le premier cas la variance a l'avantage d'être positive sans mettre de restriction

sur 

10etαα

, mais les données générées à partir d’un tel modèle ont une variance infinie pour

toute valeur de α1 différente de 0 ( Engle (1982)). Quand au second cas, la variance n'est

positive qu'à condition que 

0et010≥>αα

, mais l'avantage est que la variance est finie.

    Dans le but d'introduire des conditions plus générales sur la variance du processus qui

ne concerneraient pas que les modèles linéaires, Engle (1982) a défini les processus

symétriques et réguliers.

Soit

( ), . . ,1pttt −−=ξξξ

 un vecteur aléatoire de l'espace Σ  et

( ), . . ,,,. . ,)1()1(21ptmtmtmtttt −+−−−−−−−=ξξξξξξξ

(I.3.2)

avec 1≤m≤p qui est le vecteur 

tξ

dans lequel la 

( )mt−

composante est remplacée par son

symétrique.

    Nous définissons le processus ARCH général d'ordre p par

()=−−−                                                            . . ,21αξξξptttthh

Définition 12

Le processus ARCH défini par ces deux relations est symétrique si et seulement si:
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()()() ( I . 3 . 4 )                                                                *tmhhctmttmttii∀Σ∈∀∀∂∂−=∂∂∂∂−−ξξξξξαα

Définition 13

Le processus ARCH défini par (1)  est régulier si et seulement si

()()() ( I . 3 . 6 )                                                            ex i s te/1tmihhEbmtmttit∀∂∂∂∂−−−ψξξαξ

Théorème 2 (Engle1982)

    Le modèle linéaire ARCH(p) est régulier si 

0, . . ,010≥>pααα

Démonstration

(a) Pour la première condition nous avons:

tptptthξαξαξαα∀>≥+++=−−0.0110

 

D'où

()()Σ∈∀≥⇔∀≥>∃ttttt hhξδξξδδmin/0

  

(b) Pour la seconde condition nous devons montrer que:

tmiEmtmti ,,ex i s te/ 1∀∂∂−−−ψξα

Nous avons:

( )110. .itptptii −−−=+++∂=∂ξξαξαααα
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( )mtmptptmtmt −−−−−=+++∂=∂ξαξαξααξξ2. .110

D'où:

( )()111/2/2/ −−−−−−−−−−−==∂∂mtmtitmmtmtmitmtmti EEEψξξαψξαξψξα

Posons

( )1/2−−−−=mtmtitmtmiEψξξαϕ

 Alors trois cas se présentent:

Premier cas

i=m:

( )1/2−−−=mtmtmtmiEψξαϕ

  existe car les moments conditionnels d'ordre trois du processus

existent.(en effet puisque la loi conditionnelle est gaussienne, donc tous les moments existent)

Deuxième cas

i>m:

( )1/2−−−−=mtmtitmtmiEψξξαϕ

 

Nous avons  

1oùd−−≤−−<−⇒−<−⇒>mtitmtitmimi

D'où

 

() ()                                            /2/212121−−−−−−−−==mtmtitmmtmttmtmiEEψξξαψξξαϕ

Or 

( )1/ −−−mtmtEψξ

 existe car la densité conditionnelle est normale.

Troisième cas

i<m:
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()()( )                                           /.2//2122110112−−−−−−−−−−−−−+++==mtpitpitmtmmtititmtmEEEψξαξααξαψψξξα( )∑=−−−−−−−=→jjitjitititit hhN11e t   0/c a r  ξαψξ

  

 

( )1/ −−−mtmtEψξ

existe car la densité conditionnelle est normale.

Posons

( )1/2−−−−−+=mtjitmtmtmjiEψξξαϕ

Alors:

Premier cas

    i+j=m:

()1/2−−−+=mtmtmtmjiEψξαϕ

 

qui existe pour la raison que nous avons donné dans le premier cas ci-dessus.

Deuxième cas

    i+j>m:

 c a r   ex is te1-m-tψξϕ∈+−+jittmji

Troisième cas

    i+j<m:

alors nous avons

()( )+==−−=−−−−−−−−−−−−+∑11111011/2//2mtjjjitjmtmmtjitjitmtmtmji EEEψξααξαψψξξαϕ

Et nous procédons de la même façon que précédemment.
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    Nous remarquons que cette expression existe car elle ne dépend que des moments d’ordre

trois du processus 

tξ

 et de son moment absolu d’ordre un, et qu’elle ne contient qu’un

nombre fini de termes.

tmiEmtmti ,,ex i s te/ 1∀∂∂−−−ψξα

 et est fini.

Nous pouvons donc conclure que le modèle ARCH(p) est régulier.

I.3.2. Modèle GARCH d'ordre (p,q)

    Il est vrai que les modèles ARCH sont une représentation de qui n'obéissent pas à une

structure linéaire et de variance conditionnelle non constante dans le temps seulement cette

modélisation s'avère dans certains cas, insuffisante, notamment lorsque la série présente une

longue mémoire ; l’estimation sans structure de retards imposée mène souvent à la violation

des contraintes de positivité des paramètres.

    C′est dans cette optique et par analogie avec les travaux de Box et Jenkins (1970) que

Bollerslev (1986) a introduit les modèles ARCH généralisés. L’idée sous-jacente de

l’extension des modèles ARCH aux modèles GARCH trouve sa source dans l’extension faite

par Box et Jenkins (1970) des modèles AR (autorégressifs) aux modèles ARMA

(autoregréssifs moyenne mobile).

 Un modèle GARCH(p,q) est défini par les équations stochastiques suivantes:

jihhiijjtjitit∀∀≥≥>++=∑∑==−− 0e t    00o ù                                                       0110βααβεαα

I.3.3. Modèle ARCH in mean (ARCH-M)

Ce genre de modèle était nécessaire dans le domaine de l’évaluation d'actifs financiers

à cause de sa structure qui permettait le calcul de la prime de risque; "Les modèles de séries

chronologiques pour actif financier devraient donc à la fois mesurer le risque, tenir compte de

l'évolution de ce risque au cours du temps et l'inclure comme déterminant du prix."(1)
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    Ils sont connus sous la dénomination ARCH in mean (ARCH dans la moyenne ) à

cause de la présence de l'écart- type dans la moyenne conditionnelle du processus : Ce type de

modèle revient à Engle et Lilien-Robbins (1987).

 0e t    00o ù                                                        0110jihhijjtjiitit∀∀≥≥>++=∑∑=−=−βααβεααtx

est le vecteur représentant la tème ligne d'une matrice x donnée et b est un vecteur de

paramètres à estimer.

I.3.4. Modèle NARCH

    La différence entre les modèles ARCH et les modèles NARCH est que ces derniers

proposent une structure non linéaire de la variance conditionnelle, qui a l'avantage de

modéliser plusieurs type de séries.

    Un modèle NARCH d'ordre p se présente comme suit:

+=∑=−                                                                                        120iititLoghεαα

    

Il existe plusieurs types d'extension, comme par exemple les modèles TARCH,

IGARCH, E-GARCH,..

Nous nous intéressons dans ce qui suit à l'étude des modèles ARCH.

(1) in "Modèles conditionnellement hétéroscédastiques" Olivier Scaillet

I.4. La fonction de vraisemblance d'un processus ARCH(p)

    Soit {yt ;t∈Z} un processus généré par un modèle ARCH d'ordre p, c’est-à-dire qu’il est

solution des équations stochastiques suivantes :
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+=∑=−                                                                      120piitityhαα

où 

ii∀≥>000αα

et, ceci pour assurer la positivité de la variance conditionnelle et de la

variance non conditionnelle de 

ty

    

Comme le montre l'équation (I.4.1)  le processus 

{}Ztyt ∈

que nous avons défini a

toutes ses observations ,conditionnellement au passé, normalement distribuées et comme nous

ne disposons que des densités conditionnelles, alors nous exprimerons la fonction de

vraisemblance en fonction de ces densité conditionnelles.

 Soit L la fonction de vraisemblance et soit 

( )pαααα, . . ,10=

’ le vecteur des paramètres

inconnus. Nous notons par f la fonction densité et 

( )Tyyyy, . . ,21=

’où T un entier positif.

()( )αα/, . . ,,/ 21TyyyfyL=

 (I.4.2)

Mais nous savons (en supposant que les valeurs initiales 

pyyy−−, . . ,10

sont données) :

()()Ryhhyf ∈−=1111;2exp2/πα

 

De même nous savons que 

()212,0/ hNyy→

c'est à dire:

()()Ryhhyyf ∈−=22212;2exp2/πα

En continuant jusqu'au kème élément, nous aurons:

()()Ryhhyf kkkk∈−=−21;2exp2/παψ

 tel que 

()tkkhNy,0/1→−ψ

, d'où la fonction de vraisemblance:

()( )∏=−=t tthhyL12exp2/πα

(I.4.3)

c'est à dire:
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()()() ( I . 4 . 4 )                                                              22211  ie                                                    1e t    2221 Posons                                                                  2221121212∑∑∑===−−==−−=−−=Ttttt TttttttTtttthyhLogTl lTlhyhLoglhyhLogπππ

 Calcul de la dérivée première et seconde de la fonction de vraisemblance

    Nous avons:

Avec

( )ttt hhLogl 222−−=π

Nous avons 

αα∂−=∂tt hh12( I . 4 . 5 )                                         211211                                                   212222122 ∂∂∂∂−+∂∂∂∂−=∂∂∂∂∂−+∂∂−=∂∂∑=ααααααααααααtttttttttTttttt hhhyhhhyhTlhhhh

I.5. La matrice d’information de Fisher d’un processus ARCH(p)

L’information de Fisher sur le paramètre 

α

 apportée par l’échantillon

par  définie m a t r i c elae s t  . . ,21Tyyy∑==ttlTl 1
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∂∂−=∂∂−=ααααααααEEI

   (I.5.1)

En remplaçant la fonction l par son expression

  ∂∂−+∂∂−−=∑=αααααααttttt hhhhTEI 211

Mais par hypothèse nous avons

 

()()()( )()                             //in tégrablee s t  commeOr                                                                           /o ù   D121211−−−−=−=tttttttttttt EhhEhhEEyEψεψεψψεαα

Mais comme 

tε

est indépendant de l’information passée 

() ()tttttt hEhhE==−1/ εψε

D’où 

( )tt hyE=α

Alors

∑=∂∂−+∂∂−−=t tttt hhhhTI12212αααααα

 

 Un estimateur consistant de 

ααI

est

                                                                                   21112∑=∂∂∂∂−=TtttthhhTαα

Nous pouvons exprimer la matrice d’information de Fisher autrement, en effet en

posant :

( )21, . . ,1ptttt yyyZ−−−=

 nous savons que 

αααtti itit Zhyh=+=∑=− a lo rs  10
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D’où 

−∂=∂∂−=∂12e t  12tttttt hZhhZhαααα

Alors 

∑==t tttZZhTI 122αα

(I.5.2)

I.6. Moment d’un processus ARCH linéaire d’ordre un

Le modèle le plus simple parmi les modèles ARCH est le modèle ARCH(1) qui est

défini par

 

≥>+=−                                                                       00où 102110ααααttyh

Théorème 3 (Engle 1982)

 En supposant que le processus démarre infiniment loin dans le passé avec les 2r

premiers moment finis, alors le moment d’ordre 2r existe si et seulement si   

( )11211<−∏=i iα

avec r un entier naturel non nul.

Démonstration

Engle a proposé une démonstration succincte de ce théorème, nous en proposons le

détail.

Posons 

( ), . . ,tttt yyyW=

Nous avons

()() ()()()()() ()( )()()()( )/, . . ,// /, . . ,// 1121102112110)1(2121102111−−−−−−−−−−−+++==ttttrtrttrtrt ttttttttt yEyEyEhEhEhEψααεψααεψααεψεψεψε

Mais nous savons que 

() a lors mesurablee s t  1-t110−+−ψααty()()()()( )()()()()()( )1110111011101/, . . ,/// −−−−−−−+++=ttttttttttt EyEyEyWEψεααψεααψεααψ
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Mais comme les 

tε

 sont des variables aléatoires indépendantes alors

()( )rs1pour  /1≤≤=−tttEEεψε()()()()( )()()()()()( )1101101101, . . ,/ tttttttt EyEyEyWEεααεααεααψ−−−−+++=

Après un calcul rapide nous avons

()() 2/112/1e t    Gammafonct ion ladésigneoù r 1 , . . ,s  +=+−=Γ=∀Γ=ssmmEtπε

Comme m 

Q∈

(ensemble des nombres rationnels )

()()()()                                                                          . . ,1123.5.321212221rsissssiss=∀−=−−+=∏=

Dans toute la suite nous posons 

() ()rsiEits , . . ,1121=∀−==∏=ελ

Nous avons

()()( )()( ), . . ,/ 111011101101λααλααλααψ−−−−−+++=trtrttt yyyWE

 

Or nous savons que 

() rsyCyktst , . . ,10110110=∀=+∑=−−αααα
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()()()                                                                                                                                                                                           10)1(211101111211020)2(21210222221100)(21102110∑∑∑=−−−−=−−−−=−−−−=+=+=+kktkkktkktkkktskkstkskksssstyCyyCyyCyααλλααααλλααααλλαα

D’où

()()                                                                                                                  0121101111211020221110122)2(2121022222110αλαλλαααλααλαλλαα+=+++=+−−−−−tt tttyCyyCyCy

D’après ces r égalités nous remarquons que

() +=+−−01211011112110*000αλαλλααMMLMOtt yCy

Nous posons



33

===−−012111011,,000αλαλMMLMOttbyWCA

D’où

()()()( )( )                                                         /  avonsnousMa i s                                                                                          2111−−−−=+=tttttWEEWEbWAEWEψ

Or d’après ce qui précède

()                                                                                   /332bAWWEttt+=−−−ψ

D’où pour k >0

()()( )                                                  / 111bWAEWEbAWWEttttt +=⇒+=−−−ψ

Mais 

() ()()bWAEWEbAWWEttttt +=⇒+=−−−−−21221/ψ

   

D’où  

()() ()()()bIAWEAWEbAbWEAWEtttt ++=⇒++=−−22

En continuant le procédé jusqu’à l’ordre k nous obtenons

()( )                                                       ./ a lo rs mesurab le ,-e s t  Or 21bIAAWAWEWkkktkkttktkt++++=−−−−−−ψψ

La limite de 

( )kttWE−ψ/

 existe, lorsque k tend vers l’infini, si et seulement si

0→A

lorsque 

+∞→k

Mais nous savons que 

0=+∞→kALim

si et seulement si les valeurs propres de la matrice A sont

à l’intérieur du cercle unité. Or A est une matrice triangulaire supérieure, alors ses valeurs

propres ne sont autres que ces éléments diagonaux.
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<−⇔<∏==1)12(1111111iiiααλM

 

()()                                                                                        o ù   D1bIAWEt−−=

Et

() ()∏=<−it iyE11112 siseu lemen t  e t  siex is teα

 (I.6.2)

Application numérique

Pour r =2 nous avons

() ==11021020063e t  3avecααααααAb

D’où

()()() ( I . 6 . 3 )                                                                                 11311310211120−−−+−=αααααα

D’après le théorème 3 :

( )tyE

existe si et seulement si 

131<α

 et 

( )tyE

existe si et seulement si 

1α

<1
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I.7. Les modèles de régression à erreurs ARCH(p)

Les modèles de régression à erreurs ARCH ne sont autres qu’une extension des

modèles ARCH (dont les propriétés asymptotiques sont discutées dans Weiss (1986)). En fait

ce type de modèle s’écrit comme combinaison linéaire de variables exogènes plus un terme

d’erreur qui suit un modèle ARCH. Plus exactement, si {

ty

 ;t∈Z} est un processus qui obéit à

un modèle de régression  à erreurs ARCH(p) alors :

()=∀≥>+++==∀→−−−                                    , . . ,100avec.                                                                              . . ,10/0221101pihTthNiptptttttααεαεααψε

xt est la tième ligne d’une matrice x de dimension T

×

k et 

β

est un vecteur colonne de

dimension k. 

1−tψ

est la tribu engendrée par le passé du processus. Comme nous ne disposons

que des densités conditionnelles, alors nous exprimerons la fonction de vraisemblance

comme suit

Soit 

()( )(), . . ,,e t   , . . ,. . ,2111010Tkpyyyy===−ββββαααα

Alors 

()( )βαβα,/, . . ,,/ 21TyyyfyL=

  (I.7.2)

Avec

()()( )()                              ,,/. .,///o ù   D1121βαψβαβαβα−=tTyfyyfyfyL

Or, par hypothèse, 

( )TthxNytttt , . . ,1,/1=∀→−βψ

Donc 

() −=∏=tt thhyL2exp2/1πβα

et

()()  −=∏=tt thhLogyLLog2exp2/1πβα

Posons

() ()()yLLogTl /,βαβα=
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alors

()()()() ( I . 7 . 4 )                                                                  2221                                                         2exp21avec22ttttttttthxyhLoghxyhLoglβπβπβα−−−=−−=

Or 

( )()tttttt hhLoglxy222πβαεβ−−=⇒+=

   

donc

()                                                                    1212212122tttttttt tttttthxhhhhhxhhεβεεβεβ+∂∂+−=∂−−−∂∂−=

D’où

∑=+∂+−=∂t ttt hhhT112ββ

 (I.7.5)

Mais nous savons que

()( )                                                .221110βαβααptptptt xyxy−−−−−++−+=
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donc

()()                                                                                        2211∑∑=−−=−−−−=−−=pjjtjtjjjtjtjtjxxxyεαβα

et

                                                                1111112−−=∑∑∑===−−TtpjTt jtjtjttttttxhhhxTεαεε

Posons 

jttjtt +=⇔−=

, nous aurons dans le second terme

Mais comme le processus est stationnaire au second ordre c’est à dire

()                                                                                      constanteYVar2tσ=

Alors

∑∑−==≅jtttt YTYT11

                                                                                                  (I.7.7)

Nous déduisons

Avec 

()∑=+++−−=j jtjtjtjtt hhhs1εα

De plus pour la dérivée seconde nous avons

( I . 7 . 6 )                                      1111 −−=∂∑∑∑==−=++tjjt ttjtjtjt xhhhTεαβ( I . 7 . 8 )                                                                                    11∑=≅TttttsxTε
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()                221122211212211322232222222ββεββεβεββεβεββεβεββεεββεεβ∂∂∂∂−∂∂∂∂−+∂∂−−=∂∂∂∂−∂∂−∂∂∂∂−+∂∂−−=∂∂∂−−+∂∂∂∂+−+∂−−=tttttttttttttttt tttttttttttttttttttt tttttttttttttttttt hhhhhhhhhxhxxhhhhhxhhhhhhxhxxhhhhxhhhhhxhxx

et donc

βββββββ∂∂−∂∂+−+∂−−=∂∂∑=tttttt hhhhhT221321

  (I.7.9)

Prenons l’espérance conditionnelle de cette quantité

Car

() ()ttttt hEE==−−11/e t    0/ ψεψε

 

Or nous savons que la matrice d’information de Fisher pour 

β

est

( I . 7 . 1 0 )                                                 21                                   2133∑=∂∂∂∂−−=∂∂−Tt ttttttt thhhhhxxThββββ
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()+=+=∑∑∑∑∑==−−=−+==−−−Tt pj jTjttttjtjtttTt pjjtjtjtjtttt xxhhxxETxxhhxxET11122211222214211εαεα

Ceci après avoir effectué le changement de variable 

jtt −=

or comme le processus est

stationnaire au second ordre alors

( I . 7 . 1 1 )                                                                                               121211∑∑∑===+≅+≅TtttttjjtjttttrxxThhxxTαε

avec

∑=++=jjtjttt hhr12αε

De façon similaire nous calculerons 

αβI

, en effet nous avons

∑=+∂+−=∂t ttt hhhT112ββ

et donc

         21121112222∑=∂∂−∂∂∂∂−+∂∂∂∂−=Tt ttttttttttttt hhxhhhhhhhTαεβαεβαε
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Si nous calculons l’espérance conditionnelle de 

βα∂∂( I . 7 . 1 2 )                                                               211122∑=∂∂∂∂−=∂−TttttthhhThβαα

D’où

∑=∂∂−=t thETI122βααβ

(I.7.13)

Nous verrons dans le théorème suivant que 

0=αβI

 et donc notre matrice

d’information de Fisher serait une matrice diagonale blocs, d’où l’estimation de l’un des

paramètres pourra se faire indépendamment de l’estimation de l’autre.

Théorème 4

Soit 

ty

un processus défini par les équations précédentes. Si le modèle est symétrique

et régulier alors 

0=αβI

Lemme

Soient u et v deux variables aléatoires, g une fonction de u et v antisymétrique en

v telle son espérance existe;  si la densité conditionnelle de u sachant v est symétrique en v,

alors E(g(u,v)/v) est antisymétrique en v

Preuve du lemme

Nous voulons montrer que E(g(u,v)/v) est antisymétrique en v.

Nous avons E(g(u,-v)/-v) = E(-g(u,v)/-v) 

                                         = -E(g(u,v)/-v)  (ceci car g est antisymétrique en v) 

De plus nous avons E(g(u,v)/-v)=E(g(u,v)/v) (car la densité conditionnelle est symétrique)

D’où E(g(u,-v)/-v)=-E(g(u,v)/-v) 

                             =E(g(u,v)/v) 

Nous concluons que E(g(u,v)/v) est antisymétrique en v
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Preuve du théorème

Nous avons

∑=∂∂−=t thETI122βααβ

Or 

110. .ptptth−−+++=εαεαα

D’où

 

                                                                                       2211∑∑=−−=−−−=−=pmmtmtmpmmtmtmxxεαεα

Or nous savons que 

mtmmt −−=∂εαε2

  

D’où 

∑=−−∂−=∂mmtmtx1εβ

Ce qui nous donne

                                                                   1212112112∑∑∑∑==−−==−−∂∂∂∂−=∂∂−=TtpmmttttmttmmtmtthhhExTxhETεαεα

Pour i=1,..,p  et  j=1,..,k nous avons

 ∂∂=∂∂−−−−122/mtmtitmtit hEEhEψεαεα()                                                            2112∑∑==−−∂∂−=tmmtitjmtjihExTIεααβ
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Considérons la quantité

                                            /112∂∂∂∂≤−−−mtmttit hhEψεαδ

ceci selon la condition b) de régularité.

Alors

tmiEmtmti ,, ex i s te / 1∀∂∂−−−ψεα

D’où

existe exis te/ 212∂∂⇒∂∂−−−−mtitmtmtit hEhEεαψεα

Considérons à nouveau l’expression

Nous savons que

Avec 

() ∂∂=−−−mtmtitmthEgψεαε/2

Or

()()() ()∫∞−−−−−−−−−→−=),0/ puisquee f f e t  (En  . 2exp2/ 1m-t1mtmtmtmtmtmt hNdshhsggEψεπψε                                                                                      /12∂∂−−−mtmtithEψεα                                                                                     /12∂∂−−−mtmtithEψεα()( )                                                      / 1−−−−−=∂∂∂∂mtmt mtitmtitgEhhψεεαεα
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De plus

est une fonction paire et g est une fonction impaire car 

2th

est une fonction paire en 

tε

, de

plus 

mt −∂ε

est une fonction impaire en 

mt−ε

, d’où 

mtth−∂ε

est une fonction impaire alors

d’après le lemme 

∂∂−−−12/mtmtithEψεα

est une fonction impaire en 

mt−ε

, c’est à dire

( )mtg−ε

est une fonction impaire. Alors notre expression qui contient l’intégrale de

() −−−mtmt hhsg2exp2π

est une fonction impaire. Mais nous savons que l’intégrale d’une

fonction impaire sur un domaine symétrique est nulle, c'est-à-dire que

()( )mtgEmtmt ,0/ 1∀=−−−ψε

D’où

tmihhhEmttitt,,01                                                                2∀=∂∂∂∂⇒−εα

D’où  

jihExTtmmtitjmt ,02112∀=∂∂−∑∑==−−εα

C’est à dire

() 00,=⇔∀=βααβIjiIji

I.8. Les modèles de position à erreurs ARCH(p)

Le modèle de position à erreurs ARCH n’est autre qu’un cas particulier du modèle de

régression avec constante à erreurs ARCH, avec 

0=β

, 

tx

=1

Tt , . . ,1=∀

 et la constante

µ=c

.(

µ

est le paramètre de position).

                                                                                           2exp2−−−mtmthhπ
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()=∀=∀+=→∑=−−                                                             . . ,1. . ,1                                                                                              0/1201piTthhNpiitittttεααψε

I.9. Résolution des équations normales au moyen de l’algorithme du score

Les estimations des paramètres d'un modèle ne peuvent pas toujours être calculées de

façon explicite à partir des équations normales obtenues en appliquant la méthode du

maximum de vraisemblance. L'algorithme du score, fondé sur un développement limité à

l'ordre un de la fonction score au voisinage, par exemple, d'une estimation par la méthode des

moindres carrés, considérée comme valeur initiale pour l'algorithme, permet de lever cette

difficulté d'ordre technique et fourni pour l'étape suivante une estimation du paramètre

d'intérêt qui est une fonction linéaire de l'estimation du même paramètre, mais obtenue à

l'étape précédente. Cette méthode fut introduite d’abord par Brendt et al (1974), et fut non

seulement utilisée par Engle (1982) mais par bien d’autre chercheurs : Dhrymes et Taylor

(1976), Pantula (1985) pour l’estimation d’un modèle autorégressif à erreurs ARCH, ainsi que

Bollerslev (1986) pour l’estimation d’un modèle de régression à erreurs GARCH.

I.9.1. Présentation de la méthode

Dans un modèle de régression à erreurs ARCH, la matrice d’information est diagonale

blocs (Théorème 4), en effet puisque 

0=αβI

. Ce qui est très avantageux, puisque ceci nous

permet d’estimer nos paramètres 

βαe t    

séparément. De plus chacun peut être estimé de

façon efficace en se basant sur un estimateur consistant de l’autre (Cox et Hinkley (1974), in

Engle (1982)).

Les étapes dans l’algorithme du score se font comme suit :

D’abord nous devons calculer l’estimateur des moindres carrés ordinaires de. Nous noterons

β

l'estimation correspondante et qui représentera la valeur avec laquelle nous initialiserons

nos itérations. Avec les résidus obtenus de cette opération, nous calculerons un estimateur  de
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α

que nous noterons 

α

et que nous prendrons comme valeur initiale de 

α

pour commencer

nos itérations. Nous le calculons à l'aide de la méthode des moindres carrés.

Pour 

0≥i

nous calculons 

β

à la 

( )i1+

itération par la formule suivante

( )βββββ∂+=I

     (I.9.1)

qui sera l’estimateur de 

β

à la 

( )i1+

étape à partir de 

α

 l’estimateur de 

α

à la 

i

étape,

calculé pour 

1≥i

par la formule suivante

() ∑=∂+=tTI 1ααααα

    (I.9.2)

où 

 e t    IIααββ

 sont les matrices d’information de 

β

 à la 

i

 itération et de 

α

 à la

( )i1−

itération, respectivement. De même 

β∂

 et  

∑∂αT

sont la dérivée

première de 

β

à la 

i

 itération et de 

α

 à la 

( )i1−

itération, respectivement.

Après avoir fait quelque substitutions dans les équations nous obtenons

()() ()()( )()()iiiiii exxx~~~~1++=ββ

   (I.9.3)

()()() ()( )()()11111−−−−−+=iiiiii fZZZαα

   (I.9.4)

avec

() ()( )1/, . . ,1−−=tpttt heeZ

(I.9.5)

( )1, . . ,=TZZZ

(I.9.6)

()( )/−=tttt hhef

(I.9.7)

( )1, . . ,=Tfff

(I.9.8)

Ceci pour la première formule, pour la seconde nous avons

ttt rxx=

(I.9.9)

tttt rsee/=

(I.9.10)

où 

tt rse t  

sont les valeurs de 

tt rse t  

à la 

i

itération. (

tt rse t  

définis dans la section

précédente) et 

te

représente les résidus à l’étape i
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I.9.2. Algorithme du score pour un modèle autorégressif  d’ordre q à erreurs ARCH(p)

1/ Soit T  fixée, taille de l’échantillon, 

( ), . . ,10pαααα=

 le vecteur des paramètres de la

partie ARCH du modèle et 

( ), . . ,21qββββ=

 est le vecteur des paramètres de sa partie

autorégressive.

1.1/ Générer 

tυ

tel que 

() TtNt , . . ,110=∀→υ

1.2/ Calculer 

pptpttt −−−−+++=110110, . . ,, avec   .εεεεαεααυε

fixés à l’avance comme

données initiales.

1.3/ Calculer 

qtqtqttt yyyTtyyyy−−−−−=∀++++=1102211, . . ,, avec  , . . ,1.εβββ

fixés à

l’avance  et poser 

( ), . . ,21Tyyyy=

1.4/ Poser

=−−−−qTTTTyyyyxKMKM321

1.5/ Calculer 

( )yxxx=β

2/ Poser 

ββ=

2.1/ Calculer 

βεxy−=

  et  

=−−−22221~~~1pTTTXεεεKMLM

2.2/ Poser 

( ), . . ,21TYεεε=

2.3/ Calculer 

( )YXXX=α

et poser 

αα=

2.4/ Poser 

( ), . . ,10pαααα=

2.5/ Si 

0 que  t e l. . ,10<=∃ipi α

alors aller en 1.1/ sinon aller en 3/

3/ Calculer 

10110, . . ,,  avec  , . . ,1.pTptptt eeeTteee−−−−=∀+++=ααα

fixés à

l’avance comme données initiales.

3.1/ Calculer 

Tteehptptt , . . ,1.110=∀+++=−−ααα
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3.2/ Calculer

() Tthehrj jtjttt , . . ,1210=∀+=∑=+α

3.3/ Calculer 

Ttrxxttt , . . ,1=∀=

3.4/ Calculer

() ()Tthhs jtjjtt , . . ,12010=∀−=+=∑α

3.5/ Calculer

() Ttrett , . . ,10=∀=

4/ Calculer 

()()( )()( )()()000001~~~~exxx+=ββ

4.1/ Calculer 

βxye−=

4.2/ Calculer

() ()()()() ()()()()=−−−121121212111212121TpTTTTThehehehhhZKMMM

4.3/ Calculer

110. .ptptt eeh−−+++=ααα

et

() Tthftt , . . ,11=∀=

5/  Calculer 

α

par la formule 

()()( )()( )()()000001fZZZ+=αα

5.1/ Si 

10>−αα

alors poser 

etββαα==

 et aller en 2.4/

5.2/ Sinon arrêt des itérations ; 

α

  est l’estimateur de

α

obtenu par l'algorithme du score, et

β

est l’estimateur de 

β

obtenu par le même algorithme.
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I.10. Applications numériques

1- Le modèle

Les observations 

Tyy. . ,1

 sont générées à partir du modèle suivant

()=∀→=∀+=−TtNTttttt , . . ,110, . . ,12011υεαυε

(I.10.1)

respectivement pour 

6.01=α

 et 

98.01=α

.

Nous nous servirons ensuite de ces données artificielles pour estimer les paramètres du

modèle supposés inconnus en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance moyennant

l’algorithme du score.

Nous tenons à préciser aussi que nous voulons étudier l’influence de 

1α

 lorsqu'il est

proche de la zone de non stationnarité sur l’estimation par la méthode du maximum de

vraisemblance.
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1er cas:   simulation d'un processus ARCH(1)  avec 

1α

=0.6

2ème cas:   simulation d'un processus ARCH(1) avec 

1α

= 0.98
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2- Le programme informatique

Ce programme a été écrit en langage Matlab sous environnement Windows

close all;clear all;

%Estimation d'un AR(2) à erreur ARCH(1) par la méthode du

score

for k=1:100;

   clear y_tild;

   clear h1;

T=20;

D=3;

nu=randn(1,T+D+1);

alphao=0.2; alpha1=0.98;

betao=1.4; beta1=-0.7;

epsilon(1)=nu(1)*sqrt(alphao);

for t=2:T+D;

   epsilon(t)=nu(t)*sqrt(alphao+alpha1*epsilon(t-1)^2);

end;

y(1)=epsilon(1);

y(2)=beta1*y(1)+epsilon(2);

for t=3:T+D;

   y(t)=betao*y(t-1)+beta1*y(t-2)+epsilon(t);

end;

for t=1:T;

   y_tild(t)=y(t+D);

end;

X(1,:)=[y(D),y(D-1)];

X(2,:)=[y_tild(1),y(D)];

for t=3:T;

   X(t,:)=[y_tild(t-1),y_tild(t-2)];

end;

y_tild=y_tild.';
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BETA0=inv(X'*X)*X'*y_tild;

e0=y_tild-X*BETA0;

   x1(1,:)=[1,0];

for t=2:T;

   x1(t,:)=[1,e0(t-1)^2];

end;

ALPHA0=inv(x1'*x1)*x1'*e0.^2;

ALPHA0=abs(ALPHA0);

h0(1)=ALPHA0(1);

for t=2:T+1;

   h0(t)=ALPHA0(1)+ALPHA0(2)*e0(t-1)^2;

end;

h0.';

for t=1:T;

   r0(t)=sqrt((1/h0(t))+((2*e0(t)^2*ALPHA0(2)^2)/h0(t+1)^2));

end;

r0.';

dl0(1,:)=(e0(1)*X(1,:)*h0(1))/(T*h0(1)^2);

for t=2:T

   dl0(t,:)=(e0(t)*X(t,:)*h0(t)-(e0(t)^2-h0(t))*e0(t-

1)*ALPHA0(1)*X(t-1,:))/(T*h0(t)^2);

end;

Dl0=sum(dl0);

Dl0=Dl0.';

for t=1:T;

   xtild(t,:)=X(t,:)*r0(t);

end;

BETA1=BETA0+inv(xtild'*xtild)*Dl0;

e1=y_tild-X*BETA1;

h1(1)=ALPHA0(1);

for t=2:T;

h1(t)=ALPHA0(1)+ALPHA0(2)*e1(t-1)^2;

end;
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h1=h1.';

ztild(1,:)=[1/h1(1),0];

for t=2:T;

ztild(t,:)=[1/h1(t),e1(t-1)^2/h1(t)];

end;

f=((e1.^2)-h1)./h1;

ALPHA1=ALPHA0+inv(ztild'*ztild)*ztild'*f;

ALPHA1=abs(ALPHA1);

while norm(ALPHA1-ALPHA0)>0.0001;

 ALPHA0=ALPHA1;

 BETA0=BETA1;

 e01=y_tild-X*BETA0;

h01(1)=ALPHA0(1);

for t=2:T+1;

   h01(t)=ALPHA0(1)+ALPHA0(2)*e01(t-1)^2;

end;

for t=1:T;

r01(t)=sqrt((1/h01(t))+((2*e01(t)^2*ALPHA0(2)^2)/h01(t+1)^2));

end;

for t=1:T;

   xtild1(t,:)=X(t,:)*r01(t);

end;

dl01(1,:)=(e01(1)*X(1,:)*h01(1))/(T*h01(1)^2);

for t=2:T

   dl01(t,:)=(e01(t)*X(t,:)*h01(t)-(e01(t)^2-h01(t))*e01(t-

1)*ALPHA0(1)*X(t-1,:))/(T*h01(t)^2);

end;

Dl01=sum(dl01);

Dl01=Dl01.';

BETA1=BETA0+inv(xtild1'*xtild1)*Dl01;

e11=y_tild-X*BETA1;

h11(1)=ALPHA0(1);

for t=2:T;



53

h11(t)=ALPHA0(1)+ALPHA0(2)*e11(t-1)^2;

end;

ztild1(1,:)=[1/h11(1),0];

for t=2:T;

ztild1(t,:)=[1/h11(t),e11(t-1)^2/h11(t)];

end;

f1=((e11.^2)-(h11.'))./(h11.');

ALPHA1=ALPHA0+inv(ztild1'*ztild1)*ztild1'*f1;

ALPHA1=abs(ALPHA1);

end;

P(k,:)=[ALPHA1(1),ALPHA1(2),BETA1(1),BETA1(2)];

end;

P
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3- Résultats des simulations et commentaires

Nous avons simulé 100 échantillons de tailles respectives 20, 40, 60, 80, 100, 120,

140.

Les graphes suivants reflètent le comportement des estimateurs des différents paramètres en

fonction de la taille des échantillons simulés (100 échantillons simulés pour chaque taille

fixée d’échantillon )

Nous précisons ici qu’aucune sélection n’a été faite sur les estimateurs obtenus, c’est à dire

que l’échantillon à été pris tel quel sans privilégier les meilleures valeurs.

Nous faisons remarquer avant tout que ces deux exemples n’ont nullement été choisis

au hasard; en effet les mêmes valeurs de  

100,ββα

ont été conservées (en rappelant que le

domaine de définition de 

][+∞0,e s t  0α

, , 

[[1,01∈α

,

]2,20−∈β

 et 

]1,11−∈β

 ) pour assurer

la positivité de la variance et la stationnarité du processus. En fait pour le premier cas les

valeurs que nous avons choisies pour 

101,ββα

sont loin des bornes de non stationnarité ;

7.0,4.160101−===ββα

 et 

00>α

, mais dans le deuxième cas le seul paramètre dont

nous avons changé la valeur est 

1α

 en l'égalant à 0.98, (proche de la borne de non

stationnarité qui est égale à 1), dans le but de voir l’influence de la variation d’un paramètre

de la partie ARCH du modèle sur l’estimation des autres paramètres d’un modèle AR(2) à

erreurs ARCH(1).

 Nous précisons que par abus de langage, dans nos simulations, 

0β

est le premier

paramètre de la partie AR  (c’est à dire le coefficient de 

1−ty

) et 

1β

 désigne le second

paramètre de la partie AR  ( c’est à dire le coefficient de 

2−ty

); nous avons donné

l’algorithme dans le cas général.

 Les notations présentes dans la légende désignent :

 V.E  désigne la valeur estimée du paramètre qui n’est autre que la moyenne arithmétique

d’un échantillon de taille 100 de valeurs estimées du paramètre d'intérêt, pour un T fixé,

résultant de nos simulations par l’algorithme du score

 V.V  désigne la vraie valeur du paramètre que nous voulons estimer.
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1er cas α1=0.6

Valeurs estimées de 

0α

 pour 

1α

=0.6

Figure 1

Valeurs estimées de 

1α

 pour 

1α

= 0.6

Figure 2
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Valeurs estimées de 

0β

pour 

1α

=0.6

Figure 3

Valeurs estimées de 

1β

 pour 

1α

= 0.6

Figure 4
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Comparaison entre les Ecarts Type et les RMSE
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Comparaison entre 

( )θθ−

et l’écart type

6.01=α
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2er cas α1=0.98

Valeurs estimées 

0α

 pour 

1α

= 0.98

Figure 5

Valeurs estimées de 

1α

 pour 

1α

= 0.98

Figure 6
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Valeurs estimées de 

0β

 pour 

1α

= 0.98

Figure 7

Valeurs estimées de 

1β

 pour 

1α

= 0.98

Figure 8
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Comparaison entre les Ecarts Type et les RMSE



64



65

Comparaison entre 

( )θθ−

 et l’écart type

98.01=α
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 Nous remarquons que les deux graphes (voir Figure 1 et Figure 5) représentant

l’estimation de 

0α

 ont à peu prés la même allure, ils se caractérisent par une certaine

instabilité lorsque T est relativement faible et se rapprochent de façon impressionnante de

la vraie valeur « 0.2 » lorsque T augmente. Néanmoins, nous remarquons que la

convergence vers la vraie valeur du paramètre est plus rapide lorsque 

1α

est loin de la zone

de non stationnarité.

 Concernant les graphes représentant 

1α

 (voir Figure 2 et Figure 6), nous remarquons tout

d’abord qu’ils n’ont pas la même allure. Même pour les petites tailles d'échantillon, la

valeur estimée de 

1α

 est plus éloignée de la vraie valeur du paramètre lorsque 

1α

 est

proche de la zone de non stationnarité. Pour les grandes tailles d'échantillon, la différence

est moins sensible.. Nous remarquons, en particulier que les valeurs estimées de 

1α

, pour

le premier cas varient sur une étendue de l’ordre de 0.5683 - 0.5090 = 0.0593, alors que

dans le deuxième cas les valeurs varient sur une étendue de 0.9412 - 0.8400 = 0.1012,

donc lorsque 

1α

est proche de la non stationnarité, il est moins bien estimé par la méthode

des scores, que lorsqu’il est loin de la borne de non stationnarité et, ceci pour les 100

échantillons

 Pour 

0β

et pour 

1β

, nous remarquons que les deux graphes (voir Figure 3, Figure 4,

Figure 7 et Figure 8 )  reflétant les estimations de  chaque paramètre n’ont pas du tout la

même allure. Mais ceci n'est probablement dû qu'aux fluctuations des échantillons de

base, car dans les deux cas, les valeurs estimées ne semblent pas très éloignées des vraies

valeurs des paramètres respectifs. Notons, que les estimations se rapprochent des vraies

valeurs des paramètres lorsque la taille de l'échantillon augmente.

 Nous remarquons que pour le paramètre 

{}1010,,ββααθ∈

, nous avons 

θσθθ2<−

 et

ceci pour les échantillons de petites. Pour les échantillons de grandes tailles, nous avons le

résultats suivant dû à Crowder (1976)

   

() (),0+∞→→−θθθθINTT

  en loi, c’est à dire que 

θ

 est asymptotiquement sans biais et

efficace. 

θθI

 sera estimée par la variance empirique de 

θ

.
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I.11. Algorithme du score pour un processus répondant à un modèle de position à

erreurs ARCH(p)

1/ Soit T  fixé, taille de l’échantillon, 

( ), . . ,10pαααα=

 le vecteur des paramètres de la partie

ARCH et 

µ

 le paramètre de position.

1.1/ Générer 

tυ

tel que 

() TtNt , . . ,110=∀→υ

1.2/ Calculer 

pptpttt −−−−+++=110110, . . ,, avec   .εεεεαεααυε

fixés à l’avance comme

données initiales.

1.3/ Calculer 

qtt yyyTty−−=∀+=110, . . ,, avec  . . ,1εµ

fixés à l’avance  et poser

( ), . . ,21Tyyyy=

1.4/ Poser 

( )1, . . ,11=x

  un T – vecteur colonne

1.5/ Calculer 

( )yxxx=µ

2/ Poser 

µµ=

2.1/ Calculer 

Ttytt , . . ,1=∀−=µε

  et poser  

=−−−22221~~~1pTTTXεεεKMLM

2.2/ Poser 

( ), . . ,21TYεεε=

2.3/ Calculer 

( )YXXX=α

et poser 

αα=

2.4/ Poser 

( ), . . ,10pαααα=

2.5/ Si 

0 que  t e l. . ,10<=∃ipi α

alors aller en 1.1/ sinon aller en 3/

3/ Calculer 

10110, . . ,,  avec  , . . ,1.pTptptt eeeTteee−−−−=∀+++=ααα

fixés à

l’avance comme données initiales.

3.1/ Calculer 

Tteehptptt , . . ,1.110=∀+++=−−ααα

3.2/ Calculer

() Tthehrj jtjttt , . . ,1210=∀+=∑=+α
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3.3/ Calculer 

Ttrxxttt , . . ,1=∀=

3.4/ Calculer

() ()Tthhs jtjjtt , . . ,12010=∀−=+=∑α

3.5/ Calculer

() Ttrett , . . ,10=∀=

4/ Calculer 

()()( )()( )()()000001~~~~exxx+=µµ

4.1/ Calculer 

µxye−=

4.2/ Calculer

() ()()()() ()()()()=−−−121121212111212121TpTTTTThehehehhhZKMMM

4.3/ Calculer

110. .ptptt eeh−−+++=ααα

et

() Tthftt , . . ,11=∀=

5/  Calculer 

α

par la formule 

()()( )()( )()()000001fZZZ+=αα

5.1/ Si 

10>−αα

alors poser 

etµµαα==

 et aller en 2.4/

5.2/ Sinon arrêt des itérations ; 

α

  est l’estimateur de

α

 donné par l'algorithme du score, et

µ

est l’estimateur de 

µ

par le même algorithme.
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I.12. Applications numériques

1- Le modèle

Les observations 

Tyy. . ,1

 sont générées à partir du modèle suivant

()=∀→=∀+=−TtNTtt ttt , . . ,110, . . ,102011υεαυε

(I.12.1)

respectivement pour 

6.01=α

 et 

98.01=α

.

Nous nous servirons ensuite de ces données artificielles pour estimer les paramètres du

modèle supposés inconnus en utilisant l’approche bayesienne présentée au ChapitreII, à l’aide

du mode a posteriori moyennant l’algorithme du Griddy Gibbs sampling. Nous comparerons

ensuite les résultats avec ceux obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance

moyennant l’algorithme du score.

Nous tenons à préciser aussi que nous cherchons à étudier l’influence de 

1α

 lorsqu'il

est proche de la zone de non stationnarité sur l’estimation par la méthode du maximum de

vraisemblance.

.

1er cas:  simulation d’un modèle de position avec 

1α

 = 0.6
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2ème cas:  simulation d’un modèle de position avec 

1α

 = 0.98

2- Le programme informatique

Ce programme informatique a été écrit en langage Matlab sous environnement Windows

close all;clear all;

%Estimation d'un ARCH(1) par la méthode du score avec

paramètre de position µinconnu

%et alpha0 inconnu

for k=1:100;

  clear y_tild;

  clear h1;

  clear X;

  clear xtild;

T=20;

D=3;
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nu=randn(1,T+D+1);

mu=0.5;

alphao=0.02; alpha1=0.6;

epsilon(1)=nu(1)*sqrt(alphao);

for t=2:T+D;

   epsilon(t)=nu(t)*sqrt(alphao+alpha1*epsilon(t-1)^2);

end;

for t=1:T+D;

   y(t)=mu+epsilon(t);

end;

for t=1:T;

   y_tild(t)=y(t+D);

end;

for t=1:T;

   X(t)=1;

end;

X=X.';

y_tild=y_tild.';

mu_chap=inv(X'*X)*X'*y_tild;

MU0=mu_chap;

e0=y_tild-MU0;

   x1(1,:)=[1,0];

for t=2:T;

   x1(t,:)=[1,e0(t-1)^2];

end;

ALPHA0=inv(x1'*x1)*x1'*e0.^2;

ALPHA0=abs(ALPHA0);

ALPHA0(2)<1;

h0(1)=ALPHA0(1);

for t=2:T+1;

   h0(t)=ALPHA0(1)+ALPHA0(2)*e0(t-1)^2;

end;

h0.';

for t=1:T;
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   r0(t)=sqrt((1/h0(t))+((2*e0(t)^2*ALPHA0(2)^2)/h0(t+1)^2));

end;

r0.';

dl0(1)=(e0(1)*h0(1))/(T*h0(1)^2);

for t=2:T

   dl0(t)=(e0(t)*h0(t)-(e0(t)^2-h0(t))*e0(t-

1)*ALPHA0(1))/(T*h0(t)^2);

end;

Dl0=sum(dl0);

for t=1:T;

   xtild(t)=r0(t);

end;

xtild=xtild.';

MU1=MU0+inv(xtild'*xtild)*Dl0;

e1=y_tild-MU1;

h1(1)=ALPHA0(1);

for t=2:T;

h1(t)=ALPHA0(1)+ALPHA0(2)*e1(t-1)^2;

end;

h1=h1.';

ztild(1,:)=[1/h1(1),0];

for t=2:T;

ztild(t,:)=[1/h1(t),e1(t-1)^2/h1(t)];

end;

f=((e1.^2)-h1)./h1;

ALPHA1=ALPHA0+inv(ztild'*ztild)*ztild'*f;

ALPHA1=abs(ALPHA1);

ALPHA1(2)<1;

while norm(ALPHA1-ALPHA0)>0.0001;

 clear xtild1;

 ALPHA0=ALPHA1;

 MU0=MU1;

 e01=y_tild-MU0;

h01(1)=ALPHA0(1);
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for t=2:T+1;

   h01(t)=ALPHA0(1)+ALPHA0(2)*e01(t-1)^2;

end;

for t=1:T;

r01(t)=sqrt((1/h01(t))+((2*e01(t)^2*ALPHA0(2)^2)/h01(t+1)^2));

end;

for t=1:T;

   xtild1(t)=r01(t);

end;

xtild1=xtild1.';

dl01(1,:)=(e01(1)*h01(1))/(T*h01(1)^2);

for t=2:T

dl01(t,:)=(e01(t)*h01(t)-(e01(t)^2-h01(t))*e01(t-

1)*ALPHA0(1))/(T*h01(t)^2);

end;

Dl01=sum(dl01);

MU1=MU0+inv(xtild1'*xtild1)*Dl01;

e11=y_tild-MU1;

h11(1)=ALPHA0(1);

for t=2:T;

h11(t)=ALPHA0(1)+ALPHA0(2)*e11(t-1)^2;

end;

ztild1(1,:)=[1/h11(1),0];

for t=2:T;

ztild1(t,:)=[1/h11(t),e11(t-1)^2/h11(t)];

end;

f1=((e11.^2)-(h11.'))./(h11.');

ALPHA1=ALPHA0+inv(ztild1'*ztild1)*ztild1'*f1;

ALPHA1=abs(ALPHA1);

ALPHA1(2)<1;

end;

P(k,:)=[ALPHA1(1),ALPHA1(2),MU1];

end;P
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3- Résultats des simulations et commentaires

Comme pour le modèle autorégressif à erreurs ARCH(1) que nous avons estimé

précédemment, nous avons simulé dans cette partie 100 échantillons de tailles respectives 20,

40, 60, 80, 100, 120, 140.

Nous présentons les graphes ci dessous qui reflètent le comportement de la valeur de

l’estimateur obtenu par la méthode du maximum par rapport à la taille T de l’échantillon.

Nous faisons remarquer avant tout que, comme ce qui a été fait dans la section

précédente, ces deux exemples n’ont nullement été choisis au hasard. En effet, les mêmes

valeurs de  

µαdee t   0

ont été conservées (en rappelant que le domaine de définition de

][+∞0,e s t  0α

,  

[[1,01∈α

,  et 

R∈µ

  pour assurer la positivité de la variance et la

stationnarité du processus). Pour le premier cas, la valeur que nous avons choisie pour 

1α

est

loin de la borne de non stationnarité : 

6.01=α

 et 

00>α

, et dans le deuxième cas, on pose

1α

 égale à 0.98 (proche de la borne de non stationnarité qui est égale à 1), dans le but de voir

l’influence de la variation d’un paramètre clé du modèle ARCH sur l’estimation de 

0α

 et sur

l’estimation du paramètre de position 

µ

.

Nous précisons ici que :

 V.E  désigne la valeur estimée du paramètre qui n’est autre que la moyenne arithmétique

d’un échantillon de taille 100 de valeurs estimées du paramètre d'intérêt, pour un T fixé,

résultant de nos simulations par l’algorithme du score.

 V.V  désigne la vraie valeur du paramètre que nous voulons estimer.



76

1er cas α1=0.6

Valeurs estimées de 

0α

 pour 

1α

= 0.6

Figure 9

Valeurs estimées de 

1α

 pour 

1α

= 0.6
Figure 10
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Valeurs estimées de 

µ

 pour 

1α

= 0.6

Figure 11
2er cas α1=0.98

Valeurs estimées de 

0α

 pour 

1α

= 0.98

Figure 12



78

Valeurs estimées de 

1α

 pour 

1α

= 0.98

Figure 13

Valeurs estimées de 

µ

 pour 

1α

= 0.98

Figure 14
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 Au premier abord, pour le paramètre 

0α

, il paraît clair que l’allure générale du graphe des

estimations    dans le premier cas (voir Figure 9) ressemble beaucoup à celui du deuxième

cas (voir Figure 12), en ce sens que, l'écart entre la valeur estimée et la vraie valeur du

paramètre va en diminuant alors que la taille de l'échantillon augmente. Néanmoins, nous

remarquons que la convergence vers la vraie valeur du paramètre est plus lente lorsque

1α

est proche de la non stationnarité.

 Concernant l’estimation de 

1α

, nous remarquons que l’allure générale du graphe des

estimations dans le premier cas (voir Figure 10)  ressemble beaucoup à celui du deuxième

cas (voir Figure 13), en ce sens que, l'écart entre la valeur estimée et la vraie valeur du

paramètre va en diminuant alors que la taille de l'échantillon augmente. Néanmoins, le

voisinage de la zone de non stationnarité pour 

1α

 ne semble pas affecter l'estimation de ce

paramètre. De plus nous remarquons que si nous décalquons dans le premier cas le graphe

pour les valeurs estimées de 

1α

et en regardant depuis l’autre face, nous remarquerions

une très grande ressemblance avec le graphe représentant les valeurs estimées de 

0α

.

D’où nous pouvons déduire que l’estimation de 

1α

évolue de la même manière que celle

de

0α

, seulement comme le premier est sous estimé et l’autre est surestimé alors les deux

graphes sont opposés mais ils se comporte de la même façon par rapport à la vraie valeur.

 Pour le paramètre 

µ

, nous remarquons dans les deux cas (voir Figure 11 et Figure 14),

contrairement  à 

1α

, que les estimations par la méthode du maximum de vraisemblance

sont très proches de la vraie valeur du paramètre et ce, d'autant plus lorsque T augmente.

L'influence de la valeur de α1 est certaine bien que négligeable comme nous pouvons le

remarquer sur les graphes Figure 11 et Figure 14 . La convergence de l'estimateur du

maximum de vraisemblance du paramètre µ est très rapide, contrairement aux autres

paramètres du modèle.
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13. Conclusion

Les graphes nous ont beaucoup révélé sur le comportement des estimateurs des

paramètres des modèles proposés, ainsi que l’influence qu’a 

1α

( paramètre clé du modèle

ARCH ) sur les autres paramètres.

• L’estimation de 

0α

 est influencée par le changement de la valeur de

1α

,selon qu’elle est

proche ou loin de la zone de non stationnarité, et, ceci, pour les deux modèles (I.10.1) et

(I.12.1). Ainsi, le voisinage de la zone de non stationnarité pour 

1α

 semble exercer un

effet de frein sur l’estimation de 

0α

 en l’éloignant un peu plus de la vraie valeur du

paramètre.

• Quand aux paramètres de la régression, si nous comparons l’estimation de 

0β

et celle

de

1β

 , nous remarquons que les deux paramètres se comportent de la même façon vis à

vis de leur vraie valeur (même si le premier est sous estimé et l’autre est surestimé ), que

ce soit dans le cas où 

6.01=α

ou dans le cas où 

98.01=α

, les graphes des deux

paramètres sont  opposé.

• Et enfin pour le paramètre de position 

µ

, c’est le seul paramètre qui est le mieux estimé

même lorsque 

1α

est proche de la zone de non stationnarité.
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CHAPITRE II

L’Analyse Bayesienne et le

Griddy Gibbs Sampling

II.1. Introduction

Les méthodes d’estimation classiques comme, par exemple, l’estimation par la méthode

des moindres carrés, par celle du maximum de vraisemblance ou encore, celle par intervalle

de confiance donnent des résultats très satisfaisants pour les échantillons de grandes tailles,

mais pour les échantillons de moyenne et petite tailles, les résultats des estimations ne sont

pas toujours bons. Ceci revient au fait de l’existence d’une tierce information en rapport avec

le paramètre que nous voulons estimer, et dont nous n’avons pas tenu compte dans le

processus d’inférence. En fait, ignorer l’information initiale, que nous appellerons information

a priori du paramètre à estimer, n’est pas important si l’échantillon est grand, mais par contre

cela peut fausser les résultats si l’échantillon est petit.
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 L’inférence bayesienne introduite par Thomas Bayes ( 1702 – 1761 ), est un procédé

général pour combiner notre information a priori avec l’échantillon pour obtenir une inférence

qui tienne  compte de l’information existant dans le problème. Ce qui est à noter dans

l’inférence bayesienne est que le paramètre n’est pas une constante inconnue, mais une

variable aléatoire pour laquelle nous pouvons définir a priori une mesure qui reflète notre

connaissance du problème.

II.2. Généralités

II.2.1. Loi a priori

Définition 1

Nous appelons loi a priori du paramètre ou ( distribution initiale ),  la loi qui contient

une tierce information dont nous disposons sur le paramètre avant de prélever l’échantillon.

Nous la noterons 

() θθ  , p

 étant le paramètre que nous voulons estimer.

II.2.2. Loi de probabilité a posteriori

Définition 2

La distribution a posteriori c’est la loi qui contient toute l’information nécessaire pour

effectuer nos inférences sur le paramètre que nous voulons estimer. Elle est définie par :

( )()∫ΘθθθdpXf /

où 

( )θ/Xf

représente la densité conjointe du vecteur X sachant le paramètre 

θ

, qui

représente aussi la fonction de vraisemblance du paramètre 

θ

sachant les observations X :

( )XL/θ

 et Θ est l'espace des paramètres.

II.2.3. Mode a posteriori

Définition 3

Le mode a posteriori d’un paramètre 

θ

 est le point de Θ en lequel  la densité a

posteriori de 

θ

atteint sa plus grande valeur.
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II.3. Lois de probabilité marginales

Une fois la loi de probabilité a posteriori du paramètre obtenue, l’estimation du

paramètre n’est plus un problème; en effet, il suffit de considérer, par exemple, le mode a

posteriori si l'on ne dispose pas d'une fonction de perte, et si nous recherchons des intervalles

de confiance, il suffit de considérer la zone de confiance de cette distribution lorsqu'un niveau

de confiance η est fixé au préalable. mais le problème est que la loi marginale a posteriori est

souvent très compliquée à calculer voir même impossible, d’où la nécessité d’avoir recours à

une méthode qui permet d'utiliser cette loi de probabilité marginale sans avoir à la calculer..

II.4. Méthode du Gibbs Sampling

Grâce à l’ordinateur la statistique a fait un bon en avant, puisque les calculs les plus

longs et les plus compliqués sont effectués plus rapidement. La méthode du Gibbs Sampling,

comme une réponse aux difficultés techniques que rencontre le statisticien, permet

d’approcher la distribution marginale sans avoir à la calculer, en se basant seulement sur les

propriétés des chaînes de Markov. (Geman et Geman (1984), Gelfand et Smith (1990),

Casella et Georges (1992)).

Le Gibbs sampling est apparu grâce aux travaux de Geman et Geman ( 1984 ) sur le

traitement d’image, mais cette méthode fut d’abord inspirée de l’algorithme de Metropolis,

Rosenbluth, Rosenbluth, Teller et Teller ( 1953 ), qui fut améliorée par Hastings en 1970.

Grâce aux travaux de Gelfand et Smith (1990),  il y eut un regain d’intérêt pour le Gibbs

Sampling. Ces travaux ont montré son utilité dans une grande variété de problèmes

statistiques.

II.4.1. Présentation du Gibbs Sampling

Soit la distribution conjointe de 

( )pyyyxf , . . ,21

 du vecteur aléatoire 

( )pYYX. . ,1

avec comme objectif d’avoir des information sur une fonctionnelle de la densité marginale

( )xf

comme, par exemple, la moyenne, la variance, le mode, etc…
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Si la densité 

( )xf

était calculable le problème ne se poserait même pas, mais souvent le calcul

est trop compliqué ( voir même impossible ) et c’est là où intervient l'échantillonneur de

Gibbs.

En effet c'est une méthode qui nous permet de générer un échantillon 

mXX. . ,1

issu de la

densité 

( )xf

sans utiliser celle-ci, uniquement à partir des densités conditionnelles.

A l’aide d’un échantillon suffisamment grand, de taille m , tous les moments pourront être

calculés. Si, par exemple, nous voulons calculer l’espérance de 

()xfX

 nous avons

() =∑=+∞→iimXmLimXE1

, presque sûrement.

Afin de mieux comprendre l’échantillonnage de Gibbs, nous commencerons par le cas le plus

simple qui est celui de deux variables aléatoires 

( )YX

 dont les densités conditionnelles sont

connues; alors la procédure se fait comme suit :

• Nous prenons d’abord une valeur initiale 

0Y

. Alors 

0X

 sera calculé à partir de 

()xf yYX00/=

que nous noterons par commodité  

( )00/ yYxf =

 ou encore 

( )yxfYX//

c’est à dire que

0X

 sera généré à partir de 

( )00/ yYxf =

. Nous adopterons cette notation dans tout ce qui

suit, que ce soit, pour le cas bivarié ou pour le cas multivarié.

• Ensuite 

1Y

sera généré à partir de 

( )xXyf =0/

, et ainsi de suite pour tout n, 

nY

 sera

généré à partir de 

( )11/ −−=nnxXyf

 et 

nX

 sera généré à partir de 

( )nnyYxf =/

.

En supposant que 

kn, . . ,1=

, nous obtiendrons la suite suivante : 

kkXYXYXY,, . . ,1100

 qui

est appelée suite de Gibbs. Pour k suffisamment grand 

kkxX=

 est effectivement généré de

()xfX

.

En fait la convergence en loi de la suite de Gibbs a été exploitée de différentes

manières ; par exemple Gelfand et Smith ( 1990 ) ont proposé de générer m suites de Gibbs

indépendantes, avec m suffisamment grand, de manière à reprendre le 

kX

de la suite

précédente et l’utiliser comme valeur initiale dans la suite suivante. Ainsi, nous obtiendrons

l’échantillon 

mXXX, . . ,21

 qui sera de même loi que  

()xfX

. De plus nous savons que
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()()( )()()∫ ==xfdyyfyxfYxfEXYYX///

. C’est à dire que la moyenne de la densité

conditionnelle tend vers la vraie densité 

()xfX

 :   

() ()∑==i iYXyxfmxf1//

 presque sûrement.

II.4.2. Comment les lois conditionnelles  déterminent les lois marginales

La méthode du Gibbs Sampling est pratique pour déterminer la distribution marginale

dans le cas où elle existe. Supposons que nous ayons deux variables aléatoires de densités

conditionnelles 

XYYXff //e t  

.

1) Cas bivarié

La densité marginale de la variable aléatoire X est définie par 

() ()∫=dyyxfxf YXX,,

.

De plus, 

() ()()yfyxfyxf YYXYX//=

D’où  

() ()()dyyfyxfxf YYXX∫=//

Or de même 

() ()()∫=dttftyfyf XXYY//

D’où

() ()( )()()()∫∫∫==dttftxhdttfdytyfyxfXXXYYX// //

avec 

()( )()∫=tyfyxftxhXYYX////

dy

()( )()∫=dttftxhxf XX,

                                                                   

(4.2.1)

Cette équation (4.2.1) définit une équation intégrale du point fixe pour

laquelle

()xfX

 est une solution, (dont l’unicité a été démontrée dans l’article de Gelfand

et Smith ( 1990 ).

Mais nous avons la relation 

() ()()dtxtftxfxxf XXXXXXkkkk0//0/ /// 0110−−∫=

 ( George et

Casella (1992) ) sachant que nous avons généré la suite de Gibbs :  

kkXYXYXY,, . . ,1100() ()txhtxfLimkkXXk,/   avons nous ( 4 . 2 . 1 ) ,deen  ver tu  Alors,1/=−+∞→

:
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2) Cas multivarié

Le cas de plusieurs variables s’avère plus compliqué. Soient les variables aléatoires

pVVV, . . ,21

dont nous ne connaissons pas les densités marginales, mais nous supposerons

connues les densité conditionnelles du type :

( )piVVVVVvf piii , . . ,1pour  , . . ,. . ,/1121=+−

Notre objectif étant de rechercher la loi marginale de 

1V

, nous posons les valeurs initiales

2. . ,pVV

alors les itérations se feront comme suit

( )()()()( )()()( )===→====→+−+−+++1111121211144331122, . . ,/ , . . ,,/ jpjpjjjjpjpppvVvVvVvfVvVvVvVvVvfV

Après avoir utilisé ce procédé, nous obtenons la suite suivante qui est la suite de Gibbs :

pppVVVVVVVVVVV, . . ,,, . . ,,, . . ,. . ,32132132

Après avoir obtenu cette suite nous recommençons le procédé, seulement cette fois-ci pour la

suite suivante nous prendrons 

pVVV, . . ,32

comme valeurs initiales de la seconde suite et

nous simulerons le nouveau 

1V

 à l’aide de la densité conditionnelle

( )ppvVvVvVvf ===, . . ,/ 33221

. On utilisera la notation :

( )ppvVvVvVvfV===→, . . ,/ 332211

De même

()()() ()()()()( )0101020201010, . . ,/ −−===→ppppvVvVvVvfV

Et pour les itérations suivantes, nous procéderons comme pour la première suite de Gibbs.

Ainsi nous constituerons m suites de Gibbs indépendantes dont nous prendrons de chacune les

v1

qui représenteront nos 

1v

 pour la suite suivante de Gibbs. Alors un estimateur de la

fonction densité 

11e s t   quide1VVfVf

peut donc être ainsi défini :
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()( )∑====i ppVvVvVvfmvf12211, . . ,/1

II.4.3. Le choix de k

Il est bien connu que l’échantillonnage de Gibbs génère une suite appelée suite de

Gibbs qui peut être exploitée pour obtenir les propriétés de la densité désirée pour une grande

valeur de k , c’est pour cette raison que le choix de k est important.

L’avantage lorsque k est grand est, non seulement qu’il éloigne l’influence des valeurs

initiales, mais surtout les données simulées proviendront de variables aléatoires

indépendantes; l'on pourra, ainsi, obtenir pour l'estimateur de la densité désirée qu'il soit

convergent presque sûrement vers cette même densité (cf., Casella et George (1992)). Mais le

problème est que la méthode est très coûteuse. En fait la méthode la moins coûteuse pour

l’exploitation de la suite de Gibbs, c’est d’utiliser toute les réalisations de la première suite,

comme cela a été montré par George et Mc Culloch ( 1991 ), mais cette façon de procéder,

bien que peu coûteuse, engendre une forte dépendance entre les variables et biaisera, par

conséquent, l'estimateur obtenu.

L’efficacité de cette méthode dépend du taux de convergence ; plus 

jX

 converge

rapidement vers la distribution limite, plus le taux de convergence est bon.

D’autres méthodes proposant d’autres manières d'utiliser la suite de Gibbs ont été présentées

par Gelman  et Rubin ( 1991 ), Müller ( 1991 ), Ritter et Tanner ( 1990 )  et   Tierney  ( 1991).

II.4.4. Algorithme du Gibbs Sampling

1/ Soient k et m deux entiers positifs fixés, et 

21, . . ,pvvv

 des valeurs initiales de

pvvv, . . ,21

.

2/ Poser 

1=r

.

2.1/ Poser n = 0.

2.2/ j = 1.

2.3/ Générer 

jV

 à partir de la densité
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( )  vVvVvVvVvVvf ppjjjjj =====++−−, . . ,,. . ,/ 11112211

2.4/ Si 

pj<

, poser 

1+=jj

 et aller en 2.3/ sinon aller en 3/

3/ Si 

kn<

, poser 

1+=nn

 et aller en 2.2/ sinon poser 

ppvvvv==11. . ,

  et poser

ppvvvv==11. . ,

 aller en 4/

4/ Si 

mr<

 poser 

1+=rr

 et aller en 2.1/ sinon aller en 5/

5/ L’estimateur de la densité de la variable aléatoire 

lV

 est

()( )∑=++−−=====i ppllllll vVvVvVvVvfmvf1111111, . . ,,. . ,/ pl , . . ,1=∀

Que ce soit dans le cas classique ou dans le cadre bayesien, l’échantillonnage de Gibbs

joue un rôle primordial. En effet son utilité est de plus en plus reconnue, puisque cette

méthode permet d'obtenir une approximation d’intégrales multiples souvent difficiles à

calculer que ce soit analytiquement où à l'aide de méthodes numériques d'intégration (Gilks et

Wild (1992) ).

Mais le problème est que cette méthode présente des limites; en effet puisque nous

avons supposé implicitement que les densités a posteriori que nous utilisons ont une forme

connue qui donne la possibilité de générer directement à partir des densités conditionnelles,

c’est à dire que si nous voulons générer directement par ordinateur, la loi de cette densité doit

être de type connu : par exemple la loi normale, ou exponentielle, ou autre. Mais plusieurs cas

se présentent où la densité  a posteriori n’est pas de type connu, et où la fonction de répartition

est incalculable. D’où la nécessité de faire une extension de  cet algorithme afin de pouvoir

s'adapter à ce genre de situation.

II.5. Le Griddy Gibbs Sampling

Cette technique ( Ritter et Tanner ( 1992 ))  a été appliquée à des densités a posteriori

bivariées . En fait dans cette méthode, avant d’appliquer l’échantillonnage de Gibbs, nous

calculons la fonction de répartition de la densité a posteriori par des règles de calculs

approchées ( Davis et Rabinowitz 1975 ), ensuite nous inversons cette fonction vers la valeur

aléatoire tirée de la loi uniforme sur l’intervalle [0,1].
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II.5.1. Les démarches de la méthode

Supposons que nous ayons p variables aléatoires 

pVVV, . . ,21

- Nous désignons comme précédemment la densité a posteriori conditionnelle de

piii VVVVVV, . . ,,, . . ,sachant 1121+−

 par

( )ppiiiii vVvVvVvVvVvf =====++−−, . . ,,. . ,/ 11112211

- Nous calculons 

( )ppiiiii vVvVvVvVvVvf =====++−−, . . ,,. . ,/ 11112211

 pour

pivni , . . ,1. . ,21=∀=ωωω

pour obtenir 

nWW. . ,1

 respectivement.

- Nous générons 

[]1,0 loi la dep a r t i r  àUu

 ( qui désigne la loi uniforme ). Si 

X

est une

variable aléatoire de loi absolument continue, de fonction de répartition F  alors

() []1,0 uniforme loilas u i t  UXF

. Donc si nous voulons générer une variable aléatoire X

alors il suffit de générer 

[]1,0Uu→

 et poser 

()xFu=

, ce qui nous donne 

()uFx=

 car F

est bijective puisqu’elle est strictement monotone et continue.

- Donc après avoir généré u de la loi uniforme et comme nous n’avons pas l’expression de

la fonction de répartition de façon explicite, pour pouvoir calculer son inverse, nous nous

contenterons de faire un calcul approché de cette fonction  de répartition ( par une des

méthodes connues : trapèzes, Simpson ou Gauss ).

Soit 

pωω. . . ,1

, p points quelconques pris dans le support de F.

Nous calculons d’abord : 

()( )()pFFFωωω, . . ,21

 approximativement.

On génère u à partir de la loi uniforme 

]1,0U

.

Premier cas

{}pj , . . ,1∈∃

tel que 

()jFuω=

 alors c’est terminé 

jivω=

Deuxième cas

Sinon ceci veut dire qu’il 

{}nj , . . ,1∈∃

 tel que 

] [1,+∈jjivωω

 et dans ce cas il faudra à

nouveau partager l’intervalle 

] [1+jjωω

 et nous recommençons le procédé jusqu’à cerner la

valeur 

iv

.

Nous appliquons le même procédé pour 

pivi , . . ,21=∀+

.



90

Nous devons préciser qu’un certain nombre de remarques doivent être faites, afin de

pouvoir exploiter cette méthode et surtout pour avoir des estimations optimales.

Remarques ( Tanner (1990))

a) Les points de la grille que nous avons formés n’ont nullement besoin d’être dispersés

uniformément. En effet une bonne grille met plus de points au voisinage de la plus grande

masse et moins de points là où la densité est moins importante. Nous pouvons par

exemple construire une grille telle que la densité marginale entre deux points de cette

grille, très très voisins soit approximativement constante.

b) Le nombre de points dans la grille n’a pas besoin d’être constant à travers les  itérations.

Au début  n peut être petit et dès que nous arrivons à cerner la valeur de 

iv

, à ce moment

nous pouvons affiner notre grille, bien entendu sur le sous intervalle où se trouve 

iv

afin

de pouvoir déterminer le 

ω

  tel que 

()ωFu=

 avec plus de précision.

c) Sur un intervalle borné, il est important de comparer 

nWWe t  1

 à 

( )nWWM, . . ,max1=

- Si 

10 que  t e l l e1<<>hMhW

 alors nous devons rajouter des points dans la grille à

gauche du point 

1ω

 ( c’est à dire que si 

1W

est plus grand qu’un certain pourcentage de la

valeur de M, alors nous devons placer une nouvelle grille à gauche de 

1ω

).

- De même si 

MhWn.>

alors nous devons rajouter un quadrillage à droite de 

nω

( ceci nous

amène à ce que nous avions dit précédemment, c’est à dire qu’une bonne grille est celle

qui est la plus fine possible là où la densité est importante par rapport à la valeur

maximale.

II.5.2. Algorithme du Griddy Gibbs Sampling pour l’estimation de p paramètres

1/ Soient k et m deux entiers positifs fixés, et 

21, . . ,pvvv

valeurs initiales de 

pvvv, . . ,21

.

2/ Poser 

1,01===jnr

.

2.1/ Générer 

[]1,0Uu→

2.2/ Soient 

] ][]ppzczczc,,,2211K

  des intervalles fixés ( ce sont les domaines de

définition de 

pvvv, . . ,21

respectivement ), et soit 

jd

un entier positif ( suffisamment grand )
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3/ Calculer 

jj dh=

3.1/ Calculer

() 1. . ,11e n   +=∀−+=jjjjjjdshscv

3.2/ Calculer

( )1, . . ,1, . . ,,. . ,/ 11112211+∀=====∫ ++−−jjcjppjjjjj dsdvvVvVvVvVvVvfj

par une des méthode de calculs d’intégrales approximées ( Dans ce travail nous avons utilisé

la méthode de  Simpson ).

3.3/ Poser le vecteur

()()() ()()()()()( )=====∫++++−+−++jjjjhdccjnpnpnjnjnjnjnnjj dvvVvVvVvVvfg, . . ,,. . ,/ 1111111111

3.4/ Si 

{}() ()jjjjjjjj hbcv  alors  bg-u quet e l db1101. . ,1−+=<+∈∃

 est une

valeur générée de 

jv

 à la (n+1) itération et aller en 3.6/ sinon

{}()()11. . ,1+<<+∈∃jjjjjj bgubg  quet e l db

 et aller en 3.5/

3.5/ Poser 

()jjjj hbcc1−+=

 et 

jjjj hbcz+=

 puis aller en 3/

3.6/ Si 

pj<

, poser 

1+=jj

 et aller en 3/ sinon aller en 4/

4/ Si 

kn<

, poser 

1+=nn

 et aller en 2.1/ sinon poser 

ppvvvv==11. . ,

  et poser

ppvvvv==11. . ,

 aller en 5/

5/ Si 

mr<

 poser 

1+=rr

 et aller en 2.1/ sinon aller en 6/

6/ L’estimateur de la densité de la variable aléatoire 

lV

c’est

()( )∑=++−−=====i ppllllll vVvVvVvVvfmvf1111111, . . ,,. . ,/ pl , . . ,1=∀
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CHAPITRE III

Analyse bayesienne d’un
modèle autorégressif à

erreurs ARCH

III.1. Introduction

Dans ce chapitre, notre but est d’une part, d’estimer les paramètres d'un modèle

autorégressif à erreurs ARCH en utilisant l'approche bayesienne et l'algorithme du  Griddy

Gibbs Sampling pour obtenir le mode a posteriori des différents paramètres, mais aussi de

comparer les estimations obtenues par cette approche avec celles obtenues par la méthode

classique du maximum de vraisemblance au moyen de l’algorithme du score. Nous supposons

que tous les paramètres du modèle sont inconnus. A notre connaissance ce travail n’a pas été

entrepris. Bauwens et Lubrano (1998), utilisant l'approche bayesienne et l'algorithme du
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Griddy Gibbs Sampling, ont considéré un modèle de position à erreurs ARCH(1) avec 

0α1=

.

Geweke (1988) a estimé les paramètres d'un modèle de régression à erreurs ARCH en

utilisant l'approche bayesienne et l'échantillonnage d'importance (sampling importance).

Boose et Mukherjee (2003) proposent un estimateur des moindres carrés en deux étapes pour

un modèle ARCH pur et donnent les propriétés asymptotiques des estimateurs obtenus.

III.2. Modèle autorégressifs à erreurs ARCH

Les modèles autorégressifs à erreurs ARCH, comme ils ont été définis dans le chapitre I, ne

sont autres qu’une extension des processus ARCH (dont les propriétés asymptotiques ont été

données dans Weiss(1986a)).

{}Ztyt ∈

  est un processus obéissant à un modèle autorégressif d’ordre q  à erreurs

ARCH(p) s’il vérifie les équations stochastiques suivantes :

()=∀≥>+++==∀→−−−pihTthNiptpttttt , . . ,10,0 avec.. . ,10/ 0221101ααεαεααψε

où 

110. . ,−qβββ

sont les paramètres de la partie autorégressive du modèle. 

1−tψ

 étant la tribu

engendrée par le passé du processus.

III.3. Les lois de probabilité a posteriori des différents paramètres du modèle

Théorème

En supposant les paramètres 

100, . . ,. . ,−qpββαα

indépendants de lois a priori

( )ppαα. . ,0

 et 

( )10. . ,−qpββ

, les lois a posteriori conditionnelles des différents paramètres

100, . . ,. . ,−qpββαα

d’un modèle AR(q) à erreurs ARCH(p) sont

() ()()yLpyf qppqpiii /, . . ,,, . . ,, . . ,. . ,. . ,. . ,/ 100010110−−+−×∝ββααααββααααα() ()()yLpyf qpqqjjpj /, . . ,,, . . ,, . . ,. . ,. .. . ,/ 1001011100−−−+−×∝ββααββββββααβ

où 

( )yLqp/, . . ,. . ,100−ββαα

 est la fonction de vraisemblance dont l’expression est la

suivante
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()∏=−−=t ttqphhyL11002exp2/ . . ,. . ,πββαα

où 

( )Tyyy, . . ,1=

 est le vecteur des observations et 

th

est défini par l’expression suivante

1110−+=∑∑=−−=jjtjtiit yyhβαα

Remarque 1 : Geweke a considéré les trois lois a priori suivantes

 i. 

( )ppααα, . . ,10( )()ppKJααααα, . . ,, . . ,000∝

 ii. 

()( )()pppKJpαααααα, . . ,, . . ,. . ,000∝

 iii. 

() ()ppJpαααα, . . ,. . ,00∝

avec

()=sinon0. . ,0Jpαα()==sinon0. . ,10Kipαα

Remarque 2 : Concernant  notre travail d’estimation dans ce chapitre, nous choisirons les

deux premières lois a priori définies ci-dessus.

( )qpβββ, . . ,10

 est la loi a priori de 

( )qβββ, . . ,10

, que nous  prendrons non informative,

c’est-à-dire, ici, proportionnelle à une constante.

Démonstration du théorème

Nous ferons la démonstration seulement pour la densité a posteriori conditionnelle de

ysachantqp,, . . ,,,. . ,11010−βββααα

 ; pour les autres paramètres la démonstration se fait de

la même façon.
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Nous savons d’après le théorème de Bayes que

( )( )()( )()∫∫∞+−−−−−=001010101010101010001010, . . ,,, . . ,,/, . . ,,. . ,, . . ,,, . . ,,/, . . ,,. . ,/, . . ,,. . ,αββαααββαααββαααββααααββαααdyfpyfpdyf qpqpqpqpqp

Or comme 

( )pααα, . . ,10

 et 

( )110. . ,−qβββ

 sont supposés indépendants, alors

() ()()110101010, . . ,,, . . ,,. . ,. . ,−−=qpqppppβββαααββααα

D’où

() ()()( )()( )()( )()pqppqppqppqpqpyLdpyLpyLdpyLpααβββααααααβββαααααβββααααααβββαααββ, . . ,/, . . ,,. . ,, . . ,/, . . ,,. . ,, . . ,/, . . ,,. . ,, . . ,/, . . ,,, . . ,,. . ,011010000110100110100001101010−∞+−−−−∝=∫∫

Sans oublier de préciser que 

( )100, . . ,,. . ,/ −qpyf ββαα

 représente la fonction de

vraisemblance que nous remplacerons par 

( )yLqp/, . . ,. . ,100−ββαα

.

III.4. L’algorithme du Griddy Gibbs Sampling

Notre but comme nous l’avons précisé au début de ce chapitre, est d’utiliser l’algorithme

du  Griddy Gibbs Sampling pour estimer les paramètres d’un modèle autorégressif à erreurs

ARCH, et de comparer les résultats avec ceux de l’estimateur du maximum de vraisemblance,

les solutions des équations normales étant approchée au moyen de  l’algorithme du score.



96

III.4.1. Algorithme du Griddy Gibbs Sampling pour un AR(q) à erreurs ARCH(p)

Nous avons déjà présenté dans le chapitre II l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling

(Ritter et Tanner (1992)), dans un cadre général ; à présent, nous adaptons cet algorithme à un

modèle  AR(q) à erreurs ARCH(p).

1/ Soit k, m, 

jd

, 

jd

 quatre entiers positifs fixés et 

010, . . ,. . ,pqααββ−

les données

initiales de 

pqααβββ, . . ,,. . ,0110−

2/ Poser 

0,001====jjnr

2.1/ Générer 

[]1,0Uu→

2.2/ Soient 

]] ][]qqppzczczczc,, . . ,,. . ,1111

 fixés ( les domaines de définition de

pqααβββ, . . ,,. . ,0110−

)

3/ Calculer 

jj dh=

3.1/ Calculer 

( )yf qpjjj ,, . . ,,, . . ,. . ,/ 10110−+−ββααααα

 en 

()jjjj hsc1−+=α1. . ,1+=∀jj ds

3.2/ Calculer 

( )∫ −+−jcjqpjjj dyf 10110,, . . ,,, . . ,. . ,/ αββααααα1. . ,1+=∀jj ds

 ( par

une méthode de calcul d’intégrales approximées, par exemple la méthode des trapèzes ou la

méthode de Simpson )

3.3/ Poser 

()()( )()()()( )=∫+−++−+jjjjhdccjnqnnpnjnjnjj dyfgαββααααα,, . . ,,, . . ,. . ,/ 1011110

3.4/ Si 

{}1. . ,1+∈∃jj db

 tel que 

( )10<−jjbgu

alors 

()jjjj hbc1−+=α

et aller    en

3.6/ sinon 

{}1. . ,1+∈∃jj db

 tel que 

() ()1+<<jjjj bgubg

et aller en 3.5/

3.5/ Poser 

()jjjj hbcc1−+=

et 

jjjj hbcz+=

et aller en 3/

3.6/ Si 

pj<

poser 

1+=jj

et aller en 3/ sinon on obtient 

0. . ,pαα

 aller en 4/
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4/ Calculer 

jj dh=

4.1/ Calculer 

( )yf qjjpj ,, . . ,,, . . ,. . ,/ 1100ββββααβ+−

 au points 

1. . ,1+=jj ds

4.2/ Calculer 

( )1100,, . . ,,, . . ,. . ,/ jcqjjpj dyfj βββββααβ∫ +−

pour 

1. . ,1+=jj ds

 ( comme pour les 

jα

, en utilisant une méthode numérique de calculs

d’intégrales )

4.3/ Poser 

()()( )()()()( )=∫+++−+++dyfgjjjjhdccnqnjnjnnpnjj 11110110,, . . ,,, . . ,. . ,/ ββββααβ

4.4/ Si 

{}1. . ,1+∈∃jj db

 tel que 

( )10<−jjbgu

alors 

()1jjjj hbc−+=β

 et aller en

4.6/ sinon 

{}1. . ,1+∈∃jj db

 tel que 

() ()1+<<jjjj bgubg

 et aller en 4.5/

4.5/ Poser 

()1jjjj hbcc−+=

 , 

jjjj hbcz+=

 et aller en 4/

4.6/ Si 

qj<

 poser 

1+=jj

 et aller en 4/ sinon aller en 5/

5/ Si 

kn<

 poser 

1+=nn

 et aller en 2.1/ sinon poser

 

qqpp110000, . . ,. . ,−−====ββββαααα

et 

qqpp110000, . . ,. . ,−−====ββββαααα

 puis aller en 6/

6/ Si 

mr<

 poser 

1+=rr

 et aller en 2.1/ sinon aller en 7/

7/ 

()( )∑=−+−=l qpjjj yfmyf110110,, . . ,,, . . ,,. . ,/ ββααααα

 est l’estimateur de la

densité a posteriori de 

jα

 

pj , . . ,0=∀

De même 

()( )∑=−+−=l qjjpj yfmyf111100,, . . ,,, . . . ,,. . ,/ ββββααβ

 est l’estimateur de

la densité a posteriori de 

jβ

 

1, . . ,0−=∀qj
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III.4.2. Applications numériques

1- Le modèle

Les observations données 

Tyy. . ,1

 sont générées à partir du modèle suivant :

()=∀→=∀+=−TtNTttttt , . . ,110, . . ,12011υεαυε

respectivement pour 

6.01=α

 et 

98.01=α

Nous nous servirons ensuite de ces données artificielles pour estimer les paramètres,

supposés inconnus, à l’aide du mode  posteriori, en utilisant l’approche bayesienne présentée

ci-dessus, au moyen de l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling. Nous comparerons ensuite

les résultats avec ceux obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance moyennant

l’algorithme du score.

Nous tenons à préciser aussi que nous voulons étudier l’influence de la valeur de 

1α

lorsque celle-ci est proche de la zone de non stationnarité sur l’analyse bayesienne du modèle.

Les graphes des deux séries simulées, suivant les valeurs de 

1α

, ont été représentés dans le

Chapitre I.

2- Le programme informatique

Ce programme a été écrit en langage Matlab 5.3 sous environnement Windows.

Nous tenons à signaler que ce programme pour T = 20 ( nous rappelons que T est la taille du

vecteur des observations y ) met deux heures sur un ordinateur Pentium 4. Nous pouvons

expliquer cela par le fait qu’il contienne quatre sous programmes, qui sont les densités a

posteriori conditionnelles de 

1010,ββαα

 ; de plus l’expression de celle-ci contient un grand

nombre d’opérations en plus de la présence de la fonction exponentielle que nous ne pouvons

simplifier. Nous précisons aussi que  nous avons pris un k égal à 15 qui joue un grand rôle

dans la vitesse d’exécution du programme; en effet, il est vrai que dans l’algorithme du

Griddy Gibbs Sampling, nous générons un échantillon de taille m, mais en vérité nous
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générons un échantillon de taille m×k seulement nous ne sélectionnons que les k èmes, c’est à

dire que si k = 15 et m = 100 (comme nous l’avons fait dans cette thèse ), nous avons généré

non pas 100 estimateurs mais 1500 estimateurs ( nous rappelons que le k est un entier

représentant la suite de Gibbs comme nous l’avons dit dans le Chapitre II ). C’est pour cette

raison que nous nous sommes arrêtés à T = 140 , qui déjà fait durer les calculs quatorze

heures.

function valeur_vide=estimbayes

T=20;

epsilon=randn(1,T);

alpha1=0.18;

Beta0=1;

Beta1=-0.3;

v=15;

for m=1:100;

   for w=1:k;

u=rand;

%estimation de alpha0

gx0(1)=0;

for i=2:361;

         gx0(i)=gx0(i-1)+(pianote1(0.004+0.001*(i-2),epsilon,alpha1,Beta0,Beta1)+...

            pianote1(0.004+0.001*(i-1),epsilon,alpha1,Beta0,Beta1)+...

            4*pianote1(0.004+0.0005*(2*i-3),epsilon,alpha1,Beta0,Beta1))*(0.001/6);

end;

N1=gx0(361);

g0=gx0./N1;

y0=find(g0>u);

s0=y0(1);

if (abs(g0(s0-1)-u))<0.0001;

 alphao_est=0.004+0.001*(s0-2);

else

a0=0.004+(s0-2)*0.001;
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b0=0.004+(s0-1)*0.001;

h0=(b0-a0)/50;

g01(1)=0;

for i=2:51;

   g01(i)=g01(i-1)+(pianote1(a0+h0*(i-2),epsilon,alpha1,Beta0,Beta1)+...

      pianote1(a0+h0*(i-1),epsilon,alpha1,Beta0,Beta1)+...

      4*pianote1(a0+(h0/2)*(2*i-3),epsilon,alpha1,Beta0,Beta1))*(h0)/6;

end;

g01=g01./N1;

Gx01=g0(s0-1)+g01;

y01=find(Gx01>u);

s01=y01(1);

if (abs(Gx01(s01-1)-u))<0.0001;

  alphao_est=a0+h0*(s01-2);

else

a01=a0+h0*(s01-2);

b01=a0+h0*(s01-1);

h01=(b01-a01)/5;

g02(1)=0;

for i=2:6;

   g02(i)=g02(i-1)+(pianote1(a01+h01*(i-2),epsilon,alpha1,Beta0,Beta1)+...

      pianote1(a01+h01*(i-1),epsilon,alpha1,Beta0,Beta1)+...

      4*pianote1(a01+(h01/2)*(2*i-3),epsilon,alpha1,Beta0,Beta1))*(h01)/6;

end;

g02=g02./N1;

Gx02=Gx01(s01-1)+g02;

y02=find(Gx02>u);

s02=y02(1);

if (abs(Gx02(s02-1)-u))<0.0001;

  alphao_est=a01+h01*(s02-2);

end;

end;

end;

alphao_est;
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%estimation de alpha1

gx1(1)=0;

for i=2:334;

gx1(i)=gx1(i-1)+(pianote2(0.003*(i-2),epsilon,alphao_est,Beta0,Beta1)+...

   pianote2(0.003*(i-1),epsilon,alphao_est,Beta0,Beta1)+...

   4*pianote2((0.003/2)*(2*i-3),epsilon,alphao_est,Beta0,Beta1))*(0.003)/6;

end;

N2=gx1(334);

 g1= gx1./N2;

y1=find( g1>u);

s1=y1(1);

if (abs(g1(s1-1)-u))<0.0001;

 alpha1=0.003*(s1-2);

else

a1=(s1-2)*0.003;

b1=(s1-1)*0.003;

h1=(b1-a1)/40;

g11(1)=0;

for i=2:41;

   g11(i)=g11(i-1)+(pianote2(a1+h1*(i-2),epsilon,alphao_est,Beta0,Beta1)+...

      pianote2(a1+h1*(i-1),epsilon,alphao_est,Beta0,Beta1)+...

      4*pianote2(a1+(h1/2)*(2*i-3),epsilon,alphao_est,Beta0,Beta1))*(h1)/6;

end;

g11=g11./N2;

Gx11=g1(s1-1)+g11;

y11=find(Gx11>u);

s11=y11(1);

if (abs(Gx11(s11-1)-u))<0.0001;

  alpha1=a1+h1*(s11-2);

end;

end;

alpha1;

%estimation de beta0

gx2(1)=0;
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for i=2:301;

   gx2(i)=gx2(i-1)+(pianote3(1.236+0.001*(i-2),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta1)+...

      pianote3(1.236+0.001*(i-1),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta1)+...

      4*pianote3(1.236+0.0005*(2*i-3),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta1))*(0.001/6);

end;

N3=gx2(301);

g2=gx2./N3;

y2=find(g2>u);

s2=y2(1);

if (abs(g2(s2-1)-u))<0.0001;

   Beta0=1.236+(s2-2)*0.001;

else

a2=1.236+(s2-2)*0.001;

b2=1.236+(s2-1)*0.001;

h2=(b2-a2)/40;

g21(1)=0;

for i=2:41;

   g21(i)=g21(i-1)+(pianote3(a2+h2*(i-2),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta1)+...

      pianote3(a2+h2*(i-1),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta1)+...

      4*pianote3(a2+(h2/2)*(2*i-3),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta1))*(h2)/6;

end;

g21=g21./N3;

Gx21=g2(s2-1)+g21;

y21=find(Gx21>u);

s21=y21(1);

if (abs(Gx21(s21-1)-u))<0.0001;

Beta0=a2+h2*(s21-2);

else

a21=a2+h2*(s21-2);

b21=a2+h2*(s21-1);

h21=(b21-a21)/5;

g22(1)=0;

for i=2:6;
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   g22(i)=g22(i-1)+(pianote3(a21+h21*(i-2),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta1)+...

      pianote3(a21+h21*(i-1),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta1)+...

      4*pianote3(a21+(h21/2)*(2*i-3),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta1))*(h21)/6;

end;

g22=g22./N3;

Gx22=Gx21(s21-1)+g22;

y22=find(Gx22>u);

s22=y22(1);

if (abs(Gx22(s22-1)-u))<0.0001;

  Beta0=a21+h21*(s22-2);

end;

end;

end;

Beta0;

%estimation de beta1

gx3(1)=0;

for i=2:208;

   gx3(i)=gx3(i-1)+(pianote4(-0.999+0.002*(i-2),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta0)+...

      pianote4(-0.999+0.002*(i-1),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta0)+...

      4*pianote4(-0.999+0.001*(2*i-3),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta0))*(0.002/6);

end;

N4=gx3(208);

g3=gx3./N4;

y3=find(g3>u);

s3=y3(1);

if (abs(g3(s3-1)-u))<0.0001;

   Beta1=-0.999+(s3-2)*0.002;

else

a3=-0.999+(s3-2)*0.002;

b3=-0.999+(s3-1)*0.002;

h3=(b3-a3)/40;

g31(1)=0;

for i=2:41;

   g31(i)=g31(i-1)+(pianote4(a3+h3*(i-2),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta0)+...
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      pianote4(a3+h3*(i-1),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta0)+...

      4*pianote4(a3+(h3/2)*(2*i-3),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta0))*(h3)/6;

end;

g31=g31./N4;

Gx31=g3(s3-1)+g31;

y31=find(Gx31>u);

s31=y31(1);

if (abs(Gx31(s31-1)-u))<0.0001;

Beta1=a3+h3*(s31-2);

else

a31=a3+h3*(s31-2);

b31=a3+h3*(s31-1);

h31=(b31-a31)/5;

g32(1)=0;

for i=2:6;

   g32(i)=g32(i-1)+(pianote4(a31+h31*(i-2),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta0)+...

      pianote4(a31+h31*(i-1),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta0)+...

      4* pianote4(a31+(h31/2)*(2*i-3),epsilon,alphao_est,alpha1,Beta0))*(h31)/6;

end;

g32=g32./N4;

Gx32=Gx31(s31-1)+g32;

y32=find(Gx32>u);

s32=y32(1);

if (abs(Gx32(s32-1)-u))<0.0001;

  Beta1=a31+h31*(s32-2);

end;

end;

end;

Beta1;

X(w,1)=alphao_est;

X(w,2)=alpha1;

X(w,3)=Beta0;

X(w,4)=Beta1;

end;
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Px1(m)=X(v,1);

Px2(m)=X(v,2);

Px3(m)=X(v,3);

Px4(m)=X(v,4);

end;

Px1,Px2,Px3,Px4

function yp1=pianote1(alpha0,epsilon,alpha1,Beta0,Beta1)

T=20;

c3=1/sqrt(2*pi);

Y(1)=epsilon(1);

Y(2)=1.4*Y(1)+epsilon(2)*(sqrt(0.2+0.6*Y(1)^2));

yh1=1.4*Y(2)-0.7*Y(1);

Y(3)=yh1+epsilon(3)*(sqrt(0.2+0.6*(Y(2)-1.4*Y(1))^2));

for t=4:T;

   yh=1.4*Y(t-1)-0.7*Y(t-2);

   Y(t)=yh+epsilon(t)*(sqrt(0.2+0.6*(Y(t-1)-yh1)^2));

   yh1=yh;

end;

yp1=1;

yp1=yp1*(1./sqrt(alpha0*2*pi))*exp(-Y(1)^2/(2*alpha0));

yz7=alpha0+alpha1*Y(1)^2;

yp1=yp1*c3*((yz7)^(-.5))*exp(-(Y(2)-Beta0*Y(1))^2/(2*...

   (yz7)));

yz7=alpha0+alpha1*(Y(2)-Beta0*Y(1))^2;

yp1=yp1*c3*((yz7)^(-.5))*exp(-(Y(3)-Beta0*...

   Y(2)-Beta1*Y(1))^2/(2*(yz7)));

yw8=(Y(3)-Beta0*Y(2)-Beta1*Y(1))^2;

for t=4:T;

   yz7=alpha0+alpha1*yw8;

   yw8=(Y(t)-Beta0*Y(t-1)-Beta1*Y(t-2))^2;

yp1=yp1*(c3)*(1./sqrt(yz7))*exp(-yw8/(2*(yz7)));

end;

%yp1=yp1.*(abs(sqrt((1-alpha1)./alpha0)));
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function yp1=pianote2(alpha,epsilon,alphao_est,Beta0,Beta1)

T=20;

c3=1/sqrt(2*pi);

Y(1)=epsilon(1);

Y(2)=1.4*Y(1)+epsilon(2)*(sqrt(0.2+0.6*Y(1)^2));

yh1=1.4*Y(2)-0.7*Y(1);

Y(3)=yh1+epsilon(3)*(sqrt(0.2+0.6*(Y(2)-1.4*Y(1))^2));

for t=4:T;

   yh=1.4*Y(t-1)-0.7*Y(t-2);

   Y(t)=yh+epsilon(t)*(sqrt(0.2+0.6*(Y(t-1)-yh1)^2));

   yh1=yh;

end;

yp1=1;

yp1=yp1*(1./sqrt(alphao_est*2*pi))*exp(-Y(1)^2/(2*alphao_est));

yz7=alphao_est+alpha*Y(1)^2;

yp1=yp1*c3*((yz7)^(-.5))*exp(-(Y(2)-Beta0*Y(1))^2/(2*...

   (yz7)));

yz7=alphao_est+alpha*(Y(2)-Beta0*Y(1))^2;

yp1=yp1*c3*((yz7)^(-.5))*exp(-(Y(3)-Beta0*...

   Y(2)-Beta1*Y(1))^2/(2*(yz7)));

yw8=(Y(3)-Beta0*Y(2)-Beta1*Y(1))^2;

for t=4:T;

   yz7=alphao_est+alpha*yw8;

   yw8=(Y(t)-Beta0*Y(t-1)-Beta1*Y(t-2))^2;

yp1=yp1*(c3)*(1./sqrt(yz7))*exp(-yw8/(2*(yz7)));

end;

%yp1=yp1.*(abs(sqrt((1-alpha)./alphao_est)));

function yp1=pianote3(beta0,epsilon,alphao_est,alpha1,Beta1)

T=20;

c3=1/sqrt(2*pi);

Y(1)=epsilon(1);

Y(2)=1.4*Y(1)+epsilon(2)*(sqrt(0.2+0.6*Y(1)^2));

yh1=1.4*Y(2)-0.7*Y(1);
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Y(3)=yh1+epsilon(3)*(sqrt(0.2+0.6*(Y(2)-1.4*Y(1))^2));

for t=4:T;

   yh=1.4*Y(t-1)-0.7*Y(t-2);

   Y(t)=yh+epsilon(t)*(sqrt(0.2+0.6*(Y(t-1)-yh1)^2));

   yh1=yh;

end;

yp1=1;

yp1=yp1*(1./sqrt(alphao_est*2*pi))*exp(-Y(1)^2/(2*alphao_est));

yz7=alphao_est+alpha1*Y(1)^2;

yp1=yp1*c3*((yz7)^(-.5))*exp(-(Y(2)-beta0*Y(1))^2/(2*...

   (yz7)));

yz7=alphao_est+alpha1*(Y(2)-beta0*Y(1))^2;

yp1=yp1*c3*((yz7)^(-.5))*exp(-(Y(3)-beta0*...

   Y(2)-Beta1*Y(1))^2/(2*(yz7)));

yw8=(Y(3)-beta0*Y(2)-Beta1*Y(1))^2;

for t=4:T;

   yz7=alphao_est+alpha1*yw8;

   yw8=(Y(t)-beta0*Y(t-1)-Beta1*Y(t-2))^2;

yp1=yp1*(c3)*(1./sqrt(yz7))*exp(-yw8/(2*(yz7)));

end;

function yp1=pianote4(beta1,epsilon,alphao_est,alpha1,Beta0)

T=20;

c3=1/sqrt(2*pi);

Y(1)=epsilon(1);

Y(2)=1.4*Y(1)+epsilon(2)*(sqrt(0.2+0.6*Y(1)^2));

yh1=1.4*Y(2)-0.7*Y(1);

Y(3)=yh1+epsilon(3)*(sqrt(0.2+0.6*(Y(2)-1.4*Y(1))^2));

for t=4:T;

   yh=1.4*Y(t-1)-0.7*Y(t-2);

   Y(t)=yh+epsilon(t)*(sqrt(0.2+0.6*(Y(t-1)-yh1)^2));

   yh1=yh;

end;

yp1=1;

yp1=yp1*(1./sqrt(alphao_est*2*pi))*exp(-Y(1)^2/(2*alphao_est));



108

yz7=alphao_est+alpha1*Y(1)^2;

yp1=yp1*c3*((yz7)^(-.5))*exp(-(Y(2)-Beta0*Y(1))^2/(2*(yz7)));

yz7=alphao_est+alpha1*(Y(2)-Beta0*Y(1))^2;

yp1=yp1*c3*((yz7)^(-.5))*exp(-(Y(3)-Beta0*...

   Y(2)-beta1*Y(1))^2/(2*(yz7)));

yw8=(Y(3)-Beta0*Y(2)-beta1*Y(1))^2;

for t=4:T;

   yz7=alphao_est+alpha1*yw8;

   yw8=(Y(t)-Beta0*Y(t-1)-beta1*Y(t-2))^2;

yp1=yp1*(c3)*(1./sqrt(yz7))*exp(-yw8/(2*(yz7)));end;
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3- Résultats des simulations et commentaires

Nous avons simulé 100 échantillons de tailles respectives 20, 40, 60, 80, 100, 120 et 140

(100 pour chaque taille fixée d’échantillon )

Nous précisons ici qu’aucune sélection n’a été faite sur les estimateurs obtenus, c’est à

dire que l’échantillon à été pris tel quel, sans privilégier les meilleures valeurs.

Nous avons représenté les graphes des différents RMSE afin de comparer le

comportement, d’une part, des estimateurs du maximum de vraisemblance obtenus par le biais

de l’algorithme du score, par rapport à la vraie valeur du paramètre et, d’autre part, en ce qui

concerne la méthodologie bayesiennne adoptée dans ce chapitre, d’avoir une idée précise sur

les valeurs générées à partir des lois de probabilité a posteriori marginales des différents

paramètres, au moyen de l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling.

Nous illustrons les résultats obtenus à l’aide de deux représentations graphiques

- L’histogramme, issu de l’application de l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling, qui

est un estimateur pour les différentes lois de probabilité a posteriori marginales des

paramètres 

1010e t   ββαα

, afin d’en sélectionner le mode, pour T = 20.

- Les graphes des RMSE pour les deux techniques utilisés, à savoir, l’algorithme du

score qui nous fournit les estimateurs du maximum de vraisemblance pour les

différents paramètres et l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling qui nous permet de

générer des échantillons pour les différents paramètres à partir de leurs lois de

probabilité a posteriori marginales même si celles-ci ne sont pas disponibles.

Nous rappelons aussi que nous avons fait l’estimation bayesienne de notre modèle pour

deux lois  a priori du couple 

( )10αα

, qui ont été définies dans le théorème et qui sont

() constante10∝ααp

 et 

() 010ααα∝p

 dans le but de comparer leurs influences sur

l’estimation des paramètres ; nous comparerons également les résultats obtenus en utilisant

respectivement l’algorithme du score et l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling, et ceci à

l’aide du critère RMSE définit par RMSE = 

( )∑=−i im1θθ

 où 

θ

 est la vraie valeur du
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paramètre à estimer ;  quand à 

iθ

 c’est la valeur estimée du paramètre 

θ

 pour 

mi . . ,1=

 et m

est la taille de l’échantillon généré.

Les notations présentes dans la légende désignent :

 MLE  désigne le RMSE calculé à partir d’un échantillon d’estimateurs obtenus par la

méthode classique du maximum de vraisemblance moyennant l’algorithme du score (

nous le noterons RMSE-MLE), sur la base de m = 100.

 A.B désigne le RMSE calculé à partir d’un échantillon généré à partir des lois de

probabilité a posteriori marginales des différents paramètres, et ce, par le biais de

l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling, ( nous le noterons RMSE-GGS) sur la base de m

= 100.

Sans oublier de préciser que les histogrammes sont donnés pour T = 20 ( qui est la

taille la plus petite d’échantillon utilisée ) dans le but de souligner l’efficacité de cette

méthode pour les échantillons de petites tailles .

Dans le cas d’une loi a priori impropre proportionnelle à une constante, nous

proposerons de plus graphiquement une comparaisons entre la vraie valeur du paramètre du

modèle, l’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance obtenue par le biais de

l’algorithme du score et l’estimation par le mode a posteriori obtenu grâce à l’algorithme du

Griddy Gibbs Sampling.
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1er cas α1=0.6

a) p(α0, α1 )∝ constante

(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

0α

 avec  

1α

=0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

0α

 par le GGS

Figure1

Mode (

0α

) = 0.1892

�
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

1α

avec 

1α

= 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

1α

par le G.G.S
Figure2

Mode ( 

1α

) = 0.4292

�
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(a)

Graphes représentant le RMSE pour 

0β

avec 

1α

= 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

0β

 par le G.G.S
Figure 3

Mode ( 

0β

) = 1.4524

�
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

1β

avec 

1α

= 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

1β

par le G.G.S
Figure 4

Mode ( 

)1β

= -0.7846

�
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• Les graphes suivant représentent les RMSE calculés pour le mode a posteriori et

l’estimateur du maximum de vraisemblance ((c)) et les estimations des différents

paramètres pour différentes tailles d’échantillon ((d)).

(c)

Graphe  représentant les RMSE pour 

0α

 avec 

=1α

0.6

(d)

Estimation du paramètre α0

Figure5
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(c)

Graphe représentant les RMSE pour 

1α

 avec 

1α

=0.6

(d)

Estimation du paramètre α1

Figure 6
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(c)

Graphe  représentant les RMSE pour 

0β

 avec 

1α

=0.6

(d)

Estimation du paramètre 

0β

Figure 7
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(c)

Graphe  représentant les RMSE pour 

1β

 avec 

1α

=0.6

(d)

Estimation du paramètre  

1β

Figure 8
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b) 

() 010ααα∝p

(a)

Graphe  représentant le RMSE pour 

0α

 avec 

1α

= 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs généres de 

0α

par le G.G.S
Figure 9

Mode ( 

0α

 ) = 0.2178
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

1α

avec

1α

 = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

1α

par le G.G.S
Figure 10

Mode ( 

1α

) = 0.2697

�
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

0β

avec 

1α

= 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

0β

par le G.G.S
Figure 11

Mode ( 

0β

) = 1.4862

�
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

1β

avec 

1α

= 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

1β

 par le G.G.S
Figure 12

Mode ( 

1β

) = -0.6653

�
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2er cas α1=0.98

p(α0, α1 )∝ constante

(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

0α

avec 

1α

= 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

0α

par le G.G.S

Figure 13

La série est bimodale, mode (

0α

)

{}0.2286  , 0.2090∈

�
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

1α

avec 

1α

= 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

1α

par le G.G.S
Figure 14

Mode ( 

1α

 ) = 0.4978

�
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

0β

avec 

1α

= 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

0β

par le G.G.S
Figure 15

Mode ( 

0β

 ) = 1.3920

�
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

1β

avec 

1α

= 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs généres de 

1β

par le G.G.S

Figure 16

Mode ( 

1β

 ) = -0.6882

�
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b) 

() 010ααα∝p

(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

0α

avec 

1α

= 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

0α

par le G.G.S

Figure 17

La série est multimodale, mode ( 

0α

 )

{}0.2490  ,  0.2296  0.2102∈

�
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

1α

avec 

1α

= 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

1α

par le G.G.S

Figure 18

La série est bimodale, mode ( 

1α

 ) = 

{}0.3872   0.3339

�
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

0β

avec 

1α

= 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

0β

par le G.G.S

Figure 19

La série est bimodale, mode ( 

0β

 ) = 

{}1.4289   1.3928

�
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

1β

avec 

1α

= 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

1β

par le G.G.S
Figure 20

Mode ( 

1β

 ) = -0.7023

�
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- Pour le paramètre 

0α

 le premier modèle où le paramètre 

6.01=α

, le premier point que

nous remarquons sur les quatre figures contenant les représentations du RMSE calculé

d'une part pour l'estimateur du maximum de vraisemblance (RMSE-MLE )  moyennant

l’algorithme du score et d'autre part, pour des valeurs générées du paramètre en

utilisant la méthode bayesienne moyennant l'algorithme du Griddy Gibbs Sampling

(RMSE-G.G.S), est que le graphe du RMSE-GGS est en dessous du graphe RMSE-MLE

( voir Figure1 (a), Figure9 (a), Figure13 (a), Figure17 (a)) D’où nous pouvons conclure

que la méthode bayesienne pourrait mieux estimer, au sens du RMSE, le paramètre 

0α

que la méthode classique du maximum de vraisemblance, ce que nous confirmerons avec

les Figure5 (a), Figure6 (a), Figure7 (a), et Figure8 (a)). Cela reflète le fait que la

distribution a posteriori du paramètre 

0α

  est concentrée autour de la vraie valeur du

paramètre, en tout cas beaucoup plus que ne le sont les estimations par la méthode du

maximum de vraisemblance autour de cette même valeur. Nous signalons que lorsque 

1α

est loin de la zone de non stationnarité, les RMSE calculés décroissent très rapidement

vers la plus petite valeur qui est atteinte en T = 140 ( voir Figure1 (a), Figure9 (a) ).

Mais lorsque 

1α

 est proche de la zone de non stationnarité, le RMSE-MLE semble plus

affecté car ses valeurs sont supérieures à celles calculées précédemment ( voir Figure1

(a), Figure13 (a) ). De plus nous remarquons qu'un changement de loi a priori n’influe en

rien sur l’estimation du paramètre 

0α

; en effet puisque dans le 

Cas 1

(

1α

 =0.6), les

deux graphes sont quasiment les mêmes pour les deux lois a priori ( voir Figure1 (a),

Figure9 (a) ), de même dans le 

Cas2

(

1α

 =0.98) l’allure du RMSE est quasiment la

même quelque soit la loi a priori choisie (voir Figure13 (a), Figure17 (a) ). Nous

arrivons ainsi à la conclusion que le choix de la loi a priori n’a pas d’influence sur

l’estimation du paramètre 

0α

, mais par contre le choix de la valeur du paramètre 

1α

 a un

impact important sur l’estimation du paramètre 

0α

 lorsque la taille de l'échantillon est

petite.

- Concernant le premier cas pour l’estimation de 

1α

 ( voir Figure2 (a), Figure10 (a),

Figure14 (a), Figure18 (a) ), nous remarquons que, indifféremment pour les deux lois a

priori, le graphe du RMSE-GGS est légèrement en dessous du graphe du RMSE-MLE;

ainsi 

1α

 serait mieux estimé dans ce cas par l’analyse bayesienne  que par la méthode

classique du maximum de vraisemblance ( il est vrai qu’en T = 140 le RMSE-GGS est

supérieur au RMSE-MLE ( voir Figure2 (a), Figure10 (a) ). Nous pouvons expliquer cela
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par le fait que les estimateurs de 

0α

 et 

1α

 fondés sur la méthode du maximum de

vraisemblance sont asymptotiquement efficaces ( in Engle (1982), Crowder 1976)), c’est à

dire qu’ils deviennent meilleurs, au sens du critère de la variance, au fur et à mesure que la

taille T de l’échantillon augmente). De plus il ne faut pas oublier de noter que les deux

graphes du RMSE-GGS ont quasiment la même allure. Nous pouvons donc dire que, dans

les deux cas un changement de  loi a priori n’a pas d’influence sur la génération des

valeurs des paramètres en utilisant l'algorithme du Griddy Gibbs Sampling. Nous

remarquons que le graphe du RMSE-GGS est en dessous du graphe du RMSE-MLE pour

les tailles d'échantillon inférieures à T=80, ce qui traduit la performance de la méthode

bayesienne sur la méthode classique du maximum de vraisemblance. Mais au-delà de

T=80, les deux méthodes semblent équivalentes au sens du RMSE..

- Pour le paramètre 

0β

, nous remarquons sur les quatre figures représentant le RMSE (voir

Figure3 (a), Figure11 (a), Figure15 (a), Figure19 (a) ), que le graphe du RMSE-GGS

est en dessous de celui du RMSE-MLE, ce qui nous amène à conclure que la méthode

bayesienne estimerait mieux le paramètre 

0β

 que la méthode du maximum de

vraisemblance. De plus, nous noterons que dans le 

Cas 1

 lorsque le paramètre 

1α

 est

loin de la zone de non stationnarité ( voir Figure3 (a), Figure11 (a) ), les graphes

représentant le RMSE-GGS ont quasiment la même allure, sauf que dans le cas où

() 010ααα∝p

  ( voir Figure11 (a) ) le RMSE-GGS décroît plus rapidement que

lorsque 

() constante10∝ααp

( voir Figure3 (a) ), la différence étant quand même

négligeable, de l'ordre de 3.10-2. De même dans le 

Cas2

, lorsque 

1α

 est proche de la

zone de non stationnarité ( voir Figure15 (a), Figure19 (a) ) les graphes des RMSE-GGS

ont quasiment la même allure. Ainsi un changement de loi a priori n’a pas d’impact sur

l’estimation, selon le critère RMSE, pour la méthode bayesienne . En ce qui concerne le

RMSE-MLE, ses valeurs sont inférieures lorsque  

1α

 est loin de la zone de non

stationnarité.

- Concernant le paramètre

1β

, nous remarquons sur les quatre figures ( voir Figure4 (a),

Figure12 (a), Figure16 (a), Figure20 (a) ), que le graphe représentant les RMSE-GGS

est pratiquement en dessous du graphe des RMSE-MLE. Ainsi, nous déduisons que la

méthode  bayesienne, estime mieux le paramètre  

1β

 que la méthode du maximum de
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vraisemblance au sens du critère RMSE et, ceci, quelque soit la loi a priori adopté et

indépendamment de la position de 

1α

.

Interprétation des graphes pour une loi a priori proportionnelle à une constante

et des RMSE empiriques calculés pour le mode a posteriori

Dans cette partie pour chaque valeur de T, nous avons généré 10 échantillons de taille

100 à partir de l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling, cela nous a permis d’obtenir 10

modes et avec ces modes : 

1021, . . ,momomo

 nous avons fait le calcul du RMSE-GGS-MOD

par la formule suivante RMSE

( )110∑=−=i imoθ

 où 

θ

 est le paramètre d’intérêt. Pour

comparer les résultats avec ceux obtenus par la méthode du MLE, nous calculons le RMSE-

MLE par la formule suivante RMSE

( )110∑=−=i iscoθ

 où 

1021, . . ,scoscosco

 est un

échantillons représentant les estimateurs de 

θ

 par la méthode du MLE.

 Concernant l’estimation de 

0α

, le premier point que nous pouvons souligner est que la

valeur maximale ( en T = 20 ) pour le RMSE-GGS-MOD est bien inférieure à celle du

RMSE-GGS pour le 

Cas1

 : a), (0.09<0.14); de même, globalement, les valeurs sont

plus petites dans le cas où nous faisons les calculs des RMSE sur les modes. Ainsi, en

moyenne, le mode a posteriori est plus proche de la valeur réelle du paramètre d'intérêt.

Ce que nous pouvons noter est que, le graphe des RMSE des modes a posteriori calculés

au moyen de l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling (RMSE-GGS-MOD) est en dessous

du graphe des RMSE-MLE, sauf en T = 140 où nous remarquons une légère hausse

visiblement négligeable que nous expliquons par les fluctuations d’échantillonnage et / ou

par le fait que les estimateurs de 

0α

 et 

1α

 fondée sur la méthode du maximum de

vraisemblance sont asymptotiquement efficaces ( in Engle (1982), Crowder 1976)). Ceci

est confirmé par le graphe des estimations du paramètre 

0α

 (Figure 5 (d)) où nous

remarquons d'une part la performance relative du mode a posteriori sur le MLE, et d'autre

part, l'influence de la taille de l'échantillon sur les deux estimateurs dont les valeurs se

rapprochent de la vraie valeur du paramètre d'intérêt.
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 Pour le paramètre 

1α

 ce que nous pouvons noter est que, le graphe des RMSE-GGS-MOD

est en dessous du graphe des RMSE-MLE. Nous remarquons que le graphe représentant le

RMSE-GGS-MOD connaît une diminution très rapide, comme nous le voyons sur la

Figure 6 (c).. Alors que le graphe des RMSE-GGS du 

Cas1

 : a)  paraît plus stable

(comme nous le voyons sur la Figure 2 (a)). Ainsi, la taille de l'échantillon semble jouer

un rôle certain dans la convergence du mode a posteriori vers la vraie valeur du paramètre

d'intérêt. Ceci est confirmé par le graphe des estimations du paramètre 

0α

 (Figure 6 (d))

où nous remarquons d'une part la performance relative du mode a posteriori sur le MLE

surtout lorsque la taille de l'échantillon n'est pas très grande (<60), et d'autre part,

l'influence de la taille de l'échantillon sur les deux estimateurs dont les valeurs se

rapprochent de la vraie valeur du paramètre d'intérêt

 En ce qui concerne le paramètre 

0β

, l’estimation par l’approche bayesienne au moyen des

modes a posteriori est bien meilleure que celle obtenue à partir de la méthode du

maximum de vraisemblance qui paraît très instable lorsque la taille de l'échantillon est

relativement faible (Figure 7 (d)); de plus nous remarquons que les deux graphes, RMSE-

GGS-MOD et RMSE-MLE subissent les mêmes variations (Figure 7 (c)), seulement le

graphe qui représente le RMSE-GGS-MOD commence à se stabiliser à partir de T = 40,

contrairement à celui du MLE où nous remarquons la nette influence d'une grande taille

d'échantillon dont l'action directe  est une chute rapide du RMSE-MLE.

 De même pour le paramètre 

1β

, nous remarquons que le graphe du RMSE-MLE connaît

une diminution très rapide par rapport au graphe des RMSE-GGS-MOD (Figure 8 (c)); ce

dernier connaît une stabilité étonnante à partir de T = 40 ; c’est à dire que le RMSE-MLE

peut démarrer d’une grande valeur pour T = 20 et converger très rapidement vers une

valeur relativement nettement plus petite, alors que le RMSE-GGS-MOD démarre d’une

valeur qui est déjà relativement faible et se stabilise très vite. Nous remarquons qu’en T =

20, la valeur du RMSE - MLE vaut plus que le double de la valeur du RMSE-GGS-MOD,

ce qui nous montre l’efficacité de l’analyse bayesienne pour les petits échantillons

relativement à la méthode du maximum de vraisemblance. En ce qui concerne les

estimations obtenues, il est clair d'après la Figure 8 (d) que l'estimation de β1 par la

méthode du maximum de vraisemblance est très instable surtout lorsque la taille de

l'échantillon est relativement faible. Il se stabilise autour de la vraie valeur du paramètre

lorsque la taille de l'échantillon augmente. Sur la même figure nous remarquons que le
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mode a posteriori est plus stable et se concentre autour de la vraie valeur du paramètre

beaucoup mieux que le MLE.

III.6. Conclusion
Comme nous l’avions spécifié dans l’introduction, ce chapitre se trace plusieurs

objectifs à la fois : d’abord l’estimation d’un modèle autorégressif d’ordre q à erreurs

ARCH(p) par la méthode bayesienne moyennant l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling que

nous avons adapté à notre contexte  ( c’est à dire un modèle AR(q) à erreurs ARCH(p) ).

L'application numérique a été faite dans le  cas particulier où q = 2 et p = 1 ; Les résultats

obtenus par cette méthode et pour les deux lois a priori proposées par Geweke (1988) ont été

comparés avec ceux de la méthode du maximum de vraisemblance.

• Le paramètre 

0α

 est mieux estimé par la méthode bayesienne  que par celle du maximum

de vraisemblance, et ceci indépendamment de la position du paramètre α1 dans l'intervalle

]0,1[ et pour les différentes lois a priori du couple 

( )10αα

. De plus, son estimation par la

méthode bayesienne n’est pas influencée par un changement de  loi a priori puisque

l’allure des graphes des RMSE-GGS reste la même. Geweke (1988) l'a déjà fait remarqué

pour un modèle de régression à erreurs ARCH.. D'autre part, la loi de probabilité a

posteriori de α0 est concentrée autour de la vraie valeur du paramètre. Les mêmes

remarques peuvent être faites pour le paramètre 

1α

 lorsqu'il est relativement loin de la

zone de non stationnarité. Mais en revanche, la remarque supplémentaire que nous

pourrions rajouter est que, lorsque 

1α

 est proche de la zone de non stationnarité

( )98.01=α

 les résultats des simulations montrent que les deux méthodes sont

équivalentes.

• Quand aux paramètres de la partie autorégressive 

0β

 et 

1β

, nous avons remarqué qu'ils

sont mieux estimés par la méthode bayesienne; quelle que soit la taille de l'échantillon.
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CHAPITRE IV

Analyse Bayesienne d’un
modèle de position à erreurs

ARCH

IV.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons, d’une part à l’estimation bayesienne des

paramètres d’un modèle de position à erreurs ARCH moyennant l’algorithme du Griddy

Gibbs Sampling et, d’autre part, nous voulons comparer, au moyen du critère RMSE,.les

estimations obtenues avec celles du maximum de vraisemblance, obtenues à l’aide de

l’algorithme du score Nous étudierons également par simulation l’impact éventuel d’un

changement dans la loi a priori sur les estimations des paramètres. Ce travail a été fait par

Bauwens et Lubrano (1998) pour 

10=α

.moyennant l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling

Nous tentons dans ce travail, de l’étendre au cas où 

0α

 est quelconque et inconnu en adaptant

l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling à notre contexte.
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IV.2. Modèle de position à erreurs ARCH

Les modèles de position à erreurs ARCH sont un cas particulier des modèles

autorégressifs à erreurs ARCH avec constante.

{

ty

, t∈Z} est un processus obéissant à un modèle de position à erreurs ARCH(p) s’il vérifie

les équations stochastiques suivantes :

()=∀≥>+++==∀→−−−pihTthNiptpttttt , . . ,10,0 avec.. . ,10/ 0221101ααεαεααψε

où 

µ

 est le paramètre de position, et 

1−tψ

, la tribu engendrée par le passé du processus

jusqu’au temps t-1.

IV.3. Les lois de probabilité a posteriori des différents paramètres du modèle

Théorème

Les lois a posteriori conditionnelles des différents paramètres 

µαα,. . ,0p

 d’un

processus de position à erreurs ARCH(p) sont

() ()()yLpyf pppiii /,, . . ,, . . ,. . ,. . ,/ 00110µααααµααααα×∝+−()( )()yLpyf pp/,, . . ,. . ,/ 00µααµααµ×∝

où 

( )yLp/,. . ,0µαα

 est la fonction de vraisemblance

dont l’expression est la suivante

()∏=−=t ttphhyL102exp2/ . . ,πµαα

où  y est le vecteur des observations et 

th

est définie par l’expression suivante

()10µαα−+=∑=ti it yh( )ppααα, . . ,10

 désigne la loi a priori de  

( )pαα. . ,0

.
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Remarque 1 : Geweke a considéré les trois lois a priori suivantes

 iv. 

( )ppααα, . . ,10( )()ppKJααααα, . . ,, . . ,000∝

 v. 

()( )()pppKJpαααααα, . . ,, . . ,. . ,000∝

 vi. 

() ()ppJpαααα, . . ,. . ,00∝

avec

()=sinon0. . ,0Jpαα()==sinon0. . ,10Kipαα

Remarque 2 : Concernant  notre travail d’estimation dans ce chapitre, nous choisirons les

deux premières lois a priori définies ci-dessus.

( )µp

 est la loi a priori de 

µ

, que nous  prendrons non informative, c’est-à-dire, ici,

proportionnelle à une constante.

Démonstration du théorème

Nous ferons la démonstration seulement pour la densité de probabilité a posteriori

conditionnelle de 

ysachantp,,, . . ,10µααα

 ; pour les autres paramètres la démonstration se

fait de la même façon.

Nous savons d’après le théorème de Bayes que

( )( )()( )()∫∫∞+=00101010100010,, . . ,,/,. . ,,, . . ,,/,, . . ,/,. . ,αµαααµαααµαααµααααµαααdyfpyfpdyf ppppp



139

Or comme 

( )pααα, . . ,10

 et 

µ

 sont supposés indépendants, alors

() ()()µαααµαααppppp, . . ,,. . ,1010=

D’où

()( )()( )()( )()( )()pppppppppyLdpyLpyLdpyLpααµααααααµαααααµααααααµαααµ, . . ,/,. . ,, . . ,/,, . . ,, . . ,/,, . . ,, . . ,/,, . . ,,0100001001000010∝=∫∫∞+

Sans oublier de préciser que 

( )µαα,. . ,/0pyf

 représente la fonction de vraisemblance que

nous remplacerons par 

( )yLp/,. . ,0µαα

.

IV.4. L’algorithme du Griddy Gibbs Sampling

Notre but comme nous l’avons précisé au début de ce chapitre, est d’utiliser

l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling pour estimer les paramètres d’un modèle de position

à erreurs ARCH, et de comparer les résultats avec ceux obtenus par la méthode du maximum

de vraisemblance, les solutions des équations normales étant approchées au moyen de

l’algorithme du score.

IV.4.1.  Algorithme du Griddy Gibbs Sampling pour un modèle de position à erreurs

ARCH(p)

Nous avons déjà présenté dans le chapitre II l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling

(Ritter et Tanner (1992)) dans un cadre général ; à présent, nous adaptons cet algorithme à un

modèle de position à erreurs ARCH(p) :
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1/ Soit k, m, 

jd

, 

jd

 quatre entiers positifs fixés et 

0, . . ,pααµ

les données initiales de

pααµ. . ,0

2/ Poser 

0,01===jnr

2.1/ Générer 

[]1,0Uu→

2.2/ Soient 

] ][],,,. . ,11zczczcpp

 fixés ( les domaines de définition de 

µαα,. . ,0p

)

3/ Calculer 

jj dh=

3.1/ Calculer 

( )yf pjjj ,,, . . ,,. . ,/ 110µααααα+−

 en 

()jjjj hsc1−+=α1. . ,1+=∀jj ds

3.2/ Calculer 

( )∫ +−jcjpjjj dyf 110,,, . . ,,. . ,/ αµααααα1. . ,1+=∀jj ds

 ( par une

méthode de calcul d’intégrales approximées, par exemple la méthode des trapèzes ou la

méthode de Simpson )

3.3/ Poser 

()() ()()()( )=∫+++−+jjjjhdccjnnpnjnjnjj dyfgαµααααα,,, . . ,. . ,/ 11110

3.4/ Si 

{}1. . ,1+∈∃jj db

 tel que 

( )10<−jjbgu

alors 

()jjjj hbc1−+=α

et aller    en

3.6/ sinon 

{}1. . ,1+∈∃jj db

tel que 

() ()1+<<jjjj bgubg

et aller en 3.5/

3.5/ Poser 

()jjjj hbcc1−+=

et 

jjjj hbcz+=

et aller en 3/

3.6/ Si 

pj<

poser 

1+=jj

et aller en 3/ sinon on obtient 

0. . ,pαα

 aller en 4/

4/ Calculer 

dh=

4.1/ Calculer 

( )yf p,. . ,/0ααµ

 au points 

1. . ,1+=ds

4.2/ Calculer 

( )µααµdyfcp∫0,. . ,/

pour 

1. . ,1+=ds

 ( comme pour les 

jα

, en

utilisant une méthode numérique de calculs d’intégrales )



141

4.3/ Poser 

() ()( )=∫+++µααµdyfghdccnpn110,. . ,/

4.4/ Si 

{}1. . ,1+∈∃db

 tel que 

( )10<−bgu

alors 

()1hbc−+=µ

 et aller en 5/ sinon

{}1. . ,1+∈∃db

 tel que 

() ()1+<<bgubg

 et aller en 4.5/

4.5/ Poser 

( )1hbcc−+=

 , 

hbcz+=

 et aller en 4/

5/ Si 

kn<

 poser 

1+=nn

 et aller en 2.1/ sinon poser

 

ppµµαααα===00,. . ,

et 

ppµµαααα===00,. . ,

 puis aller en 6/

6/ Si 

mr<

 poser 

1+=rr

 et aller en 2.1/ sinon aller en 7/

7/ 

()( )∑=+−=l pjjj yfmyf1110,,, . . ,,. . ,/ µααααα

 est l’estimateur de la densité de

probabilité a posteriori de 

jα

 

pj , . . ,0=∀

De même 

() ()∑==l pyfmyf10,, . . ,/ ααµ

 est l’estimateur de la densité de probabilité a

posteriori de 

µ

.

IV. 4.2. Applications numériques

1- Le modèle

Les observations 

Tyy. . ,1

 sont générées à partir du modèle suivant

()=∀→=∀+=−TtNTtt ttt , . . ,110, . . ,102011υεαυε

respectivement pour 

6.01=α

 et 

98.01=α

.

Nous nous servirons ensuite de ces données artificielles pour estimer les paramètres du

modèle, supposés inconnus, en utilisant l’approche bayesienne présentée ci-dessus, à l’aide du

mode a posteriori moyennant l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling. Nous comparerons

ensuite les résultats avec ceux obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance

moyennant l’algorithme du score.
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Nous tenons à préciser aussi que nous voulons étudier, par simulation, l’influence du

choix de 

1α

 lorsqu’il est proche de la zone de non stationnarité sur l’analyse bayesienne du

modèle.

2- Le programme informatique

Ce programme a été écrit en langage Matlab 5.3 sous environnement Windows.

Nous tenons à signaler que l’exécution de ce programme, qui contient moins de paramètres à

estimer que dans le cas d’un modèle autorégressif à erreurs ARCH, ( il y en avait quatre ), met

quand même, encore, beaucoup de temps ; ceci est dû au fait qu’il comporte tout de même

trois sous programmes, en plus des fonctions exponentielles qui contiennent des expressions

complexes et qui sont calculées à chaque itération dans notre programme informatique global.

function valeur_vide=esti_posi

T=20;

epsilon=randn(1,T)

alpha1=0.3;

mu=0.2;

v=15;

for m=1:100;

   for w=1:v;

u=rand;

%Estimation de alpha0

gx0(1)=0;

for i=2:249;

         gx0(i)=gx0(i-1)+(pos1(0.004+0.002*(i-2),epsilon,alpha1,mu)+...

            pos1(0.004+0.002*(i-1),epsilon,alpha1,mu)+...

            4*pos1(0.004+0.001*(2*i-3),epsilon,alpha1,mu))*(0.002)/6;

end;

N1=gx0(249);

g0=gx0./N1;

y0=find(g0>u);
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s0=y0(1);

if (abs(g0(s0-1)-u))<0.0001;

 alphao_est=0.004+0.002*(s0-2);

else

a0=0.004+(s0-2)*0.002;

b0=0.004+(s0-1)*0.002;

h0=(b0-a0)/40;

g01(1)=0;

for i=2:41;

   g01(i)=g01(i-1)+(pos1(a0+h0*(i-2),epsilon,alpha1,mu)+...

      pos1(a0+h0*(i-1),epsilon,alpha1,mu)+...

      4* pos1(a0+(h0/2)*(2*i-3),epsilon,alpha1,mu))*(h0)/6;

end;

g01=g01./N1;

Gx01=g0(s0-1)+g01;

y01=find(Gx01>u);

s01=y01(1);

if (abs(Gx01(s01-1)-u))<0.0001;

  alphao_est=a0+h0*(s01-2);

else

a01=a0+h0*(s01-2);

b01=a0+h0*(s01-1);

h01=(b01-a01)/15;

g02(1)=0;

for i=2:16;

   g02(i)=g02(i-1)+( pos 1(a01+h01*(i-2),epsilon,alpha1,mu)+...

 pos1(a01+h01*(i-1),epsilon,alpha1,mu)+...

      4*pos1(a01+(h01/2)*(2*i-3),epsilon,alpha1,mu))*(h01)/6;

end;

g02=g02./N1;

Gx02=Gx01(s01-1)+g02;

y02=find(Gx02>u);

s02=y02(1);

if (abs(Gx02(s02-1)-u))<0.0001;
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  alphao_est=a01+h01*(s02-2);

end;

end;

end;

alphao_est;

%estimation de alpha1

gx1(1)=0;

for i=2:334;

gx1(i)=gx1(i-1)+( pos2(0.003*(i-2),epsilon,alphao_est,mu)+...

 pos2(0.003*(i-1),epsilon,alphao_est,mu)+...

   4*pos2((0.003/2)*(2*i-3),epsilon,alphao_est,mu))*(0.003)/6;

end;

N2=gx1(334);

 g1= gx1./N2;

y1=find( g1>u);

s1=y1(1);

if (abs(g1(s1-1)-u))<0.0001;

 alpha1=0.003*(s1-2);

else

a1=(s1-2)*0.003;

b1=(s1-1)*0.003;

h1=(b1-a1)/40;

g11(1)=0;

for i=2:41;

   g11(i)=g11(i-1)+( pos2(a1+h1*(i-2),epsilon,alphao_est,mu)+...

 pos2(a1+h1*(i-1),epsilon,alphao_est,mu)+...

      4*pos2(a1+(h1/2)*(2*i-3),epsilon,alphao_est,mu))*(h1)/6;

end;

g11=g11./N2;

Gx11=g1(s1-1)+g11;

y11=find(Gx11>u);

s11=y11(1);

if (abs(Gx11(s11-1)-u))<0.0001;

  alpha1=a1+h1*(s11-2);
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end;

end;

alpha1;

%estimation de mu

gx2(1)=0;

for i=2:301;

   gx2(i)=gx2(i-1)+( pos3(-0.3+0.003*(i-2),epsilon,alphao_est,alpha1)+...

 pos3(-0.3+0.003*(i-1),epsilon,alphao_est,alpha1)+...

      4*pos3(-0.3+(0.003/2)*(2*i-3),epsilon,alphao_est,alpha1))*(0.003)/6;

end;

N3=gx2(301);

g2=gx2./N3;

y2=find(g2>u);

s2=y2(1);

if (abs(g2(s2-1)-u))<0.0001;

   mu=-0.3+(s2-2)*0.003;

else

a2=-0.3+(s2-2)*0.003;

b2=-0.3+(s2-1)*0.003;

h2=(b2-a2)/40;

g21(1)=0;

for i=2:41;

   g21(i)=g21(i-1)+( pos3(a2+h2*(i-2),epsilon,alphao_est,alpha1)+...

 pos3(a2+h2*(i-1),epsilon,alphao_est,alpha1)+...

      4*pos3(a2+(h2/2)*(2*i-3),epsilon,alphao_est,alpha1))*(h2)/6;

end;

g21=g21./N3;

Gx21=g2(s2-1)+g21;

y21=find(Gx21>u);

s21=y21(1);

if (abs(Gx21(s21-1)-u))<0.0001;

mu=a2+h2*(s21-2);

else

a21=a2+h2*(s21-2);
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b21=a2+h2*(s21-1);

h21=(b21-a21)/5;

g22(1)=0;

for i=2:6;

   g22(i)=g22(i-1)+( pos3(a21+h21*(i-2),epsilon,alphao_est,alpha1)+...

 pos3(a21+h21*(i-1),epsilon,alphao_est,alpha1)+...

      4* pos3(a21+(h21/2)*(2*i-3),epsilon,alphao_est,alpha1))*(h21)/6;

end;

g22=g22./N3;

Gx22=Gx21(s21-1)+g22;

y22=find(Gx22>u);

s22=y22(1);

if (abs(Gx22(s22-1)-u))<0.0001;

  Beta0=a21+h21*(s22-2);

end;

end;

end;

mu;

X(w,1)=alphao_est;

X(w,2)=alpha1;

X(w,3)=mu;

end;

B1(m)=X(v,1);

B2(m)=X(v,2);

B3(m)=X(v,3);

end;

B1

B2

B3

function yp= pos1(alpha0,epsilon,alpha1,mu)

T=20;

c3=1/sqrt(2*pi);

Y(1)=0.5+epsilon(1)*sqrt(0.02+0.6*(0.5^2));

for t=2:T;
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   Y(t)=0.5+epsilon(t)*sqrt(0.02+0.6*(Y(t-1)-0.5).^2);

end;

yp=1;

xp1=alpha0+alpha1.*mu.^2;

yp=yp*((xp1*2*pi).^(-0.5)).*exp(-(Y(1)-mu).^2./(2*xp1));

xp2=(Y(1)-mu)^2;

for t=2:T;

   yz5=alpha0+alpha1*xp2;

   xp3=(Y(t)-mu)^2;

   yp=yp.*(c3).*((yz5).^(-0.5)).*exp(-xp3/(2*yz5));

   xp2=xp3;

end;

%yp=yp.*(abs(sqrt((1-alpha1)./alpha0)));

function yp= pos2(alpha1,epsilon,alpha0,mu)

T=20;

c3=1/sqrt(2*pi);

Y(1)=0.5+epsilon(1)*sqrt(0.02+0.6*(0.5^2));

for t=2:T;

   Y(t)=0.5+epsilon(t)*(0.02+0.6*(Y(t-1)-0.5).^2).^(0.5);

end;

yp=1;

xp1=alpha0+alpha1.*mu.^2;

yp=yp*((xp1*2*pi).^(-0.5)).*exp(-(Y(1)-mu).^2./(2*xp1));

xp2=(Y(1)-mu)^2;

for t=2:T;

   yz5=alpha0+alpha1*xp2;

   xp3=(Y(t)-mu)^2;

   yp=yp.*(c3).*((yz5).^(-0.5)).*exp(-xp3/(2*yz5));

   xp2=xp3;

end;

%yp=yp.*(abs(sqrt((1-alpha1)./alpha0)));

function yp= pos3(mu,epsilon,alpha0,alpha1)
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T=20;

c3=1/sqrt(2*pi);

Y(1)=0.5+epsilon(1)*sqrt(0.02+0.6*(0.5^2));

for t=2:T;

   Y(t)=0.5+epsilon(t)*(0.02+0.6*(Y(t-1)-0.5).^2).^(0.5);

end;

yp=1;

xp1=alpha0+alpha1.*mu.^2;

yp=yp*((xp1*2*pi).^(-0.5)).*exp(-(Y(1)-mu).^2./(2*xp1));

xp2=(Y(1)-mu)^2;

for t=2:T;

   yz5=alpha0+alpha1*xp2;

   xp3=(Y(t)-mu)^2;

   yp=yp.*(c3).*((yz5).^(-0.5)).*exp(-xp3/(2*yz5));

   xp2=xp3;

end;
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3- Résultats des simulations et commentaires

Nous avons simulé 100 échantillons de tailles respectives 20, 40, 60, 80, 100, 120 et 140

(100 pour chaque taille fixée d’échantillon )

Nous précisons ici qu’aucune sélection n’a été faite sur les estimateurs obtenus, c’est à

dire que l’échantillon à été pris tel quel sans privilégier les meilleures valeurs.

Nous avons représenté les graphes des différents RMSE afin de comparer le

comportement, d’une part, des estimateurs obtenus par la méthode du maximum de

vraisemblance qui s’appuie sur l’algorithme du score pour la résolution des équations

normales et d’autre part, en ce qui concerne la méthodologie bayesiennne adoptée dans ce

chapitre, d’avoir une idée précise sur le comportement des valeurs générées à partir des lois

de probabilité a posteriori marginales des différents paramètres, par le biais de l’algorithme du

Griddy Gibbs Sampling, relativement à la vraie valeur du paramètre.

Nous illustrons les résultats obtenus à l’aide de deux représentations graphiques

- L’histogramme, de l’échantillon généré à partir des lois de probabilité a posteriori

marginales moyennant l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling, pour chacun des

paramètres 

µαα,10

, afin d’en sélectionner le mode, pour T = 20.

- Les graphes des RMSE pour les deux techniques utilisées, à savoir, l’algorithme du

score qui nous fournit les estimateurs du maximum de vraisemblance pour les

différents paramètres et l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling qui nous permet de

générer des échantillons pour les différents paramètres à partir de leurs lois de

probabilités a posteriori marginales même si celles-ci ne sont pas disponibles.

En ce qui concerne les domaines de définition de chaque paramètre, nous demandons au

lecteur de revenir en I.3.

Nous signalons aussi que nous avons effectué l’estimation bayesienne de notre modèle

pour les deux lois  a priori du couple 

( )10αα

, qui ont été définies dans le théorème donné

dans ce chapitre et qui sont 

() constante10∝ααp

 et 

() 010ααα∝p

 dans le but de
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comparer leurs influences sur les estimations des différents paramètres. Cela nous permettra

d’avoir une échelle de comparaison entre les estimations obtenues par la méthode du

maximum de vraisemblance et l’échantillon des valeurs générées à partir des différentes lois

de probabilité a posteriori des différents paramètres et, ceci, à l’aide du RMSE, dont nous

rappelons la formule dans le cas général  

( )∑=−i im1θθ

 où 

θ

 est la vraie valeur du

paramètre à estimer ;quand à 

iθ

 c’est la valeur estimée du paramètre 

θ

 pour 

mi . . ,1=

 et m

est la taille de l’échantillon généré.

Les notations présentes dans la légende désignent :

 MLE  désigne le RMSE calculé à partir d’un échantillon d’estimateurs obtenus par la

méthode classique du maximum de vraisemblance moyennant l’algorithme du score (

nous le noterons RMSE-MLE), sur la base de m = 100.

 A.B désigne le RMSE calculé à partir d’un échantillon généré à partir des lois de

probabilité a posteriori marginales des différents paramètres, et ce, par le biais de

l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling, ( nous le noterons RMSE-GGS) sur la base de m

= 100.

Sans oublier de préciser que les histogrammes sont donnés pour T = 20 ( qui est la taille la

plus petite d’échantillon utilisée ) dans le but de souligner l’efficacité de cette méthode pour

les échantillons de petites tailles .
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1er cas α1=0.6

a)  p(α0, α1 )∝ constante

(a)

Graphe représentant le  RMSE pour 

0α

 avec 

1α

= 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

0α

par le G.G.S

Figure1
Mode (

0α

) = 0.0136
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

1α

avec 

1α

 = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

1α

par le G.G.S

Figure 2

Mode (

1α

) = 0.4623
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(a)

Graphe représentant le RMSE  pour 

µ

avec 

1α

= 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

µ

par le G.G.S
Figure 3

Mode (

µ

) = 0.5230

�
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b) 

() 010ααα∝p

(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

0α

avec 

1α

= 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

0α

par le G.G.S

Figure 4
Mode (

0α

) = 0.0139

�
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

1α

 avec 

1α

 = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

1α

par le G.G.S
Figure 5

Mode (

1α

) = 0.3443
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

µ

 avec 

1α

= 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

µ

 par le G.G.S
Figure 6

La série est bimodale, mode (

µ

) = 

{}0.5401 0.5256

�
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2er cas α1=0.98

a)  p(α0, α1 )∝ constante

(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

0α

 avec 

1α

= 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

0α

 par le G.G.S
Figure 7

Mode (

0α

) =  0.0128
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

1α

 avec 

1α

 = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

1α

par le G.G.S
Figure 8

Mode (

1α

) = 0.5900

�



159

(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

µ

 avec 

1α

= 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

µ

 par le G.G.S
Figure 9

Mode (

µ

 ) = 0.5271

�
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b) 

() 010ααα∝p

(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

0α

avec 

1α

= 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

0α

 par le G.G.S
Figure 10

Mode (

0α

) 

{}0.0133   0.0096∈
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

1α

 avec 

1α

 = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

1α

par le G.G.S

Figure 11
Mode (

1α

) = 0.6491

�
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 

µ

 avec 

1α

= 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 

µ

par le G.G.S

Figure 12

La série est bimodale : mode (

µ

 )

{}0.5645 , 0.5174∈

�
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 Après avoir fait nos simulations, nous obtenons pour l’analyse bayesienne, quatre

représentations graphiques du RMSE pour chaque paramètre. Pour le paramètre 

0α

, nous

remarquons ( voir Figure 1 (a), Figure 4 (a) , Figure 7 (a), Figure 10 (a) ) que lorsque la

loi a priori du couple 

( )10αα

 est proportionnelle à 

0α

, le RMSE dans le premier cas

(α1 =0.6, voir Figure 4 (a) ) et dans le deuxième cas (α1 =0.98, voir Figure 10 (a) ) ont à

peu prés la même allure générale. Sans oublier de dire que dans les deux cas, le RMSE-

GGS présentent des valeurs petites, de l’ordre de 10–3 , ce qui reflète une concentration

des valeurs générées de 

0α

 autour de la vraie valeur du paramètre. Néanmoins, nous

remarquons l’influence de la valeur de α1 lorsque celle-ci est proche de la zone de non

stationnarité qui affecte les différents RMSE en faisant légèrement croître leurs valeurs

(de l’ordre de 3.10 –3  lorsque la taille de l’échantillon est relativement faible. Il est clair,

cependant que le RMSE-GGS se stabilise plus rapidement que le RMSE-MLE, et que le

RMSE-GGS est toujours inférieur au RMSE-MLE comme en témoignent les Figure 4 (a)

et Figure 10 (a). Lorsque la loi a priori 

( )∝10ααp

 constante, nous remarquons, de

même, que le RMSE a la même allure  dans les deux cas ( voir Figure 1 (a) et Figure 7

(a) ). De plus, à partir de T=.60, celui-ci tend à se stabiliser. Néanmoins, nous remarquons

l’influence de la valeur de α1 , lorsque celle-ci est proche de la zone de non stationnarité.

Elle affecte, en effet, les différents RMSE en faisant légèrement croître leurs valeurs (de

l’ordre de 9.10 –3  lorsque la taille de l’échantillon est inférieure à 60). D’où un résultat qui

nous semble important est que, pour une loi a priori donnée, le changement de la valeur de

1α

 dans un modèle n’influe pas sur l’estimation des paramètres dans les deux approches,

bayesienne et classique Il est clair, cependant, là aussi, que le RMSE-GGS se stabilise

plus rapidement que le RMSE-MLE, et que le RMSE-GGS est toujours inférieur au

RMSE-MLE comme en témoignent les Figure 1 (a) et Figure 7 (a). Ainsi, 

0α

 est moins

bien estimé par les deux approches lorsque α1 est proche de la zone de non stationnarité.

Mais nous pouvons conclure que pour les deux lois a priori, 

0α

 est mieux estimé par

l’approche bayesienne que par la méthode du maximum de vraisemblance car il ne faut

pas oublier de noter que nous n’avons calculé le RMSE que sur la base de l’échantillon

généré par l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling, car en fait, il aurait fallu pour chaque

échantillon de taille cent obtenu calculer le mode et faire cela au moins une centaine de

fois, ensuite calculer le RMSE, mais pour cela il aurait fallu générer cent échantillons de



164

taille cent (m=100), et, ce, pour T=20, 40 , 60, 80, 100, 120 et 140, ce qui est

techniquement impossible vu le temps que prend la simulation d’un seul échantillon de

taille cent (qui est de trois jours) lorsque T=140, le matériel informatique dont nous

disposons n’est malheureusement pas suffisamment performant pour ce type de calculs.

 Les commentaires que nous allons faire sur les graphes des RMSE issus de l’estimation de

1α

 diffèrent de ceux faits pour 

0α

, ( voir Figure 2 (a), Figure 5 (a), Figure 8 (a), Figure

11 (a).) Concernant le premier cas ( c’est à dire lorsque 

6.01=α

) et en faisant une

comparaison pour les deux lois a priori, nous remarquons que les deux graphes ont la

même allure. De même pour le deuxième cas ( quand 

1α

 est proche de la zone de non

stationnarité ) les deux graphes ont approximativement la même allure. Nous pouvons

même dire que le RMSE-GGS pour 

1α

 n’est pas influencé par un changement de loi a

priori. Nous remarquons aussi que, dans le premier cas, 

1α

 est mieux estimé par la

méthode bayesienne, que par la méthode du maximum de vraisemblance. Par exemple,

pour T=20, les Figure 2 (b) et Figure 5 (b) indiquent un mode respectivement en 0.4623

et 0.3443 pour les deux lois a priori, alors que le MLE est, pour l’échantillon simulé, égal

à 0.3205. Mais pour le deuxième cas, quand 

1α

 est proche de la zone de non stationnarité,

à partir de T=100, la méthode du maximum de vraisemblance s’avère être une méthode

d’estimation meilleure que la méthode bayesienne et le RMSE-MLE devient inférieur au

RMSE-GGS. Ce comportement peut être expliqué par le fait que les estimateurs de 

0α

 et

1α

 fondés sur la méthode du maximum de vraisemblance sont asymptotiquement

efficaces ( in Engle (1982), Crowder 1976)), et la méthode bayesienne  est une méthode

exacte, c’est à dire qu’elle répond moins rapidement à l’influence de la taille de

l’échantillon T . Enfin pour clore cette série de commentaires, nous ne devons pas oublier

de noter que, dans le premier cas la plus grande valeur qu’atteint le RMSE-GGS ( pour les

deux loi a priori ) vaut presque la moitié de la plus grande valeur atteinte par le RMSE-

GGS dans le cas où 

1α

 est proche de la zone de non stationnarité ; nous pouvons dire ainsi

que, en moyenne, l’écart entre la valeur estimée de 

1α

 et la vraie valeur du paramètre

diminue plus rapidement que lorsque 

1α

 est loin de la borne de non stationnarité. Nous

notons un dernier détail lorsque la loi a priori est proportionnelle à 

0α

 : le RMSE-

GGS évolue de la même façon dans les deux cas. mais le rapport entre les deux graphes

A.B et M.L.E n’est pas le même (Figures 2 (a) et 8 (a) et Figures 5 (a) et 11 (a)).



165

 Pour l’estimation du paramètre de position 

µ

, le premier point que nous notons sur les

quatre figures (Figure 3 (a), Figure 6 (a) Figure 9 (a) et Figure 12 (a)) est que les

graphes du RMSE-GGS et RMSE-MLE jusqu’en T=100, sont pratiquement confondus. A

partir de T=120, nous remarquons la performance de la méthode bayesienne sur celle du

maximum de vraisemblance et, ceci même lorsque 

1α

 est proche de la zone de non

stationnarité. De plus, nous notons également que l’influence du choix de la loi a priori est

négligeable

IV.5. Conclusion

• Dans ce chapitre nous avons adopté l’analyse bayésienne pour estimer les paramètres d’un

modèle de position à erreurs ARCH. Bauwens et Lubrano (1998) ont étudié le même

modèle lorsque

10=α

. Nous avons étendu leurs travaux au cas où α0 est quelconque et

inconnu. Pour cela nous avons adapté l’algorithme du Griddy Gibbs Sampling à ce

modèle. Il s’agit d’une réponse à l’algorithme du Gibbs Sampling limité par le fait que les

lois de probabilité a posteriori doivent être de type connu.

• Pour le paramètre 

0α

, la première conclusion à laquelle nous aboutissons est que son

estimation n’est pas influencée par la variation de la valeur de 

1α

, seul, le RMSE prend

des valeurs plus petites lorsque 

1α

 est loin de la zone de non stationnarité. De plus 

0α

est

mieux estimé par la méthode bayesienne que par la méthode du maximum de

vraisemblance et l’influence de la loi a priori sur l’estimation de 

0α

 est négligeable. Le

pic présenté par le RMSE-GGS en T = 40, pour la loi a priori 

( )∝10ααp

constante,

semble être dû aux fluctuations d’échantillonnage

• En ce qui concerne le paramètre α1 et lorsque sa vraie valeur est loin de la zone de non

stationnarité (par exemple, 

6.01=α

), nous pouvons dire que le RMSE-GGS pour 

1α

n’est pas influencé par un changement de loi a priori et 

1α

 est mieux estimé par la

méthode bayesienne, que par la méthode du maximum de vraisemblance. Alors que dans

le deuxième cas, lorsque 

1α

 est proche de la zone de non stationnarité et pour les grandes

tailles d’échantillon, la méthode du maximum de vraisemblance s’avère être une méthode

d’estimation meilleure que la méthode bayesienne et le RMSE-MLE devient inférieur au

RMSE-GGS.
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• Pour le paramètre de position 

µ

, la première conclusion à laquelle nous aboutissons est

que l’estimation de 

µ

 n’est pas influencée par la loi a priori du couple 

( )10αα

 utilisée.

En effet, comme nous l’avions expliqué dans les commentaires, que ce soit dans le

premier cas ou dans le deuxième, l’allure des deux graphes représentant le RMSE-GGS

est quasiment la même. Nous avons noté également, l’équivalence des deux méthodes, au

sens du RMSE, pour les petites tailles d’échantillon. . A partir de T=120, la performance

de la méthode bayesienne sur celle du maximum de vraisemblance est certaine.
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1er cas:   simulation d'un processus ARCH(1)  avec 1α =0.6

2ème cas:   simulation d'un processus ARCH(1) avec 1α = 0.98
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1er cas α1=0.6

Valeurs estimées de 0α  pour 1α =0.6

Figure 1

Valeurs estimées de 1α  pour 1α = 0.6

Figure 2
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Valeurs estimées de 0β pour 1α =0.6

Figure 3

Valeurs estimées de 1β  pour 1α = 0.6

Figure 4
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Comparaison entre les Ecarts Type et les RMSE
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Comparaison entre ( )θθ −ˆ et l’écart type

6.01 =α
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Comparaison entre l'erreur et l'écart type pour le paramètre α0
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Comparaison entre l'erreur et l'écart type pour le paramètre β0
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2er cas α1=0.98

Valeurs estimées 0α  pour 1α = 0.98

Figure 5

Valeurs estimées de 1α  pour 1α = 0.98

Figure 6
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Valeurs estimées de 0β  pour 1α = 0.98

Figure 7

Valeurs estimées de 1β  pour 1α = 0.98

Figure 8
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Comparaison entre les Ecarts Type et les RMSE
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Comparaison entre ( )θθ −ˆ  et l’écart type

98.01 =α
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1er cas:  simulation d’un modèle de position avec 1α  = 0.6

2ème cas:  simulation d’un modèle de position avec 1α  = 0.98
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1er cas α1=0.6

Valeurs estimées de 0α  pour 1α = 0.6

Figure 9

Valeurs estimées de 1α  pour 1α = 0.6

Figure 10
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Valeurs estimées de µ  pour 1α = 0.6

Figure 11

2er cas α1=0.98

Valeurs estimées de 0α  pour 1α = 0.98

Figure 12
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Valeurs estimées de 1α  pour 1α = 0.98

Figure 13

Valeurs estimées de µ  pour 1α = 0.98

Figure 14
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1er cas α1=0.6

a) p(α0, α1 )∝ constante

(a)

Graphe représentant le RMSE pour 0α  avec  1α =0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 0α  par le GGS

Figure1

Mode ( 0α ) = 0.1892
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 1α avec 1α = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 1α par le G.G.S
Figure2

Mode ( 1α ) = 0.4292
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(a)

Graphes représentant le RMSE pour 0β avec 1α = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 0β  par le G.G.S
Figure 3

Mode ( 0β ) = 1.4524
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 1β avec 1α = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 1β par le G.G.S
Figure 4

Mode ( )1β = -0.7846
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• Les graphes suivant représentent les RMSE calculés pour le mode a posteriori et

l’estimateur du maximum de vraisemblance ((c)) et les estimations des différents

paramètres pour différentes tailles d’échantillon ((d)).

(c)

Graphe  représentant les RMSE pour 0α  avec =1α 0.6

(d)

Estimation du paramètre α0

Figure5
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(c)

Graphe représentant les RMSE pour 1α  avec 1α =0.6

(d)

Estimation du paramètre α1

Figure 6
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(c)

Graphe  représentant les RMSE pour 0β  avec 1α =0.6

(d)

Estimation du paramètre 0β

Figure 7
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(c)

Graphe  représentant les RMSE pour 1β  avec 1α =0.6

(d)

Estimation du paramètre  1β

Figure 8
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(a)

Graphe  représentant le RMSE pour 0α  avec 1α = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs généres de 0α par le G.G.S

Figure 9

Mode ( 0α  ) = 0.2178
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 1α avec 1α  = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 1α par le G.G.S

Figure 10

Mode ( 1α ) = 0.2697
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 0β avec 1α = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 0β par le G.G.S

Figure 11

Mode ( 0β ) = 1.4862
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 1β avec 1α = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 1β  par le G.G.S

Figure 12

Mode ( 1β ) = -0.6653
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2er cas α1=0.98

p(α0, α1 )∝ constante

(a)

Graphe représentant le RMSE pour 0α avec 1α = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 0α par le G.G.S

Figure 13

La série est bimodale, mode ( 0α ) { }0.2286  ,  0.2090∈
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 1α avec 1α = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 1α par le G.G.S
Figure 14

Mode ( 1α  ) = 0.4978
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 0β avec 1α = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 0β par le G.G.S
Figure 15

Mode ( 0β  ) = 1.3920
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 1β avec 1α = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs généres de 1β par le G.G.S

Figure 16

Mode ( 1β  ) = -0.6882
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 0α avec 1α = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 0α par le G.G.S

Figure 17

La série est multimodale, mode ( 0α  ) { }0.2490  ,  0.2296  ,  0.2102∈
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 1α avec 1α = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 1α par le G.G.S

Figure 18

La série est bimodale, mode ( 1α  ) = { }0.3872  ,  0.3339
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 0β avec 1α = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 0β par le G.G.S

Figure 19

La série est bimodale, mode ( 0β  ) = { }1.4289  ,  1.3928
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 1β avec 1α = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 1β par le G.G.S
Figure 20

Mode ( 1β  ) = -0.7023
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1er cas α1=0.6

a)  p(α0, α1 )∝ constante

(a)

Graphe représentant le  RMSE pour 0α  avec 1α = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 0α par le G.G.S

Figure1
Mode ( 0α ) = 0.0136
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 1α avec 1α  = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 1α par le G.G.S

Figure 2

Mode ( 1α ) = 0.4623
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(a)

Graphe représentant le RMSE  pour µ avec 1α = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de µ par le G.G.S
Figure 3

Mode (µ ) = 0.5230
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 0α avec 1α = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 0α par le G.G.S

Figure 4

Mode ( 0α ) = 0.0139
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 1α  avec 1α  = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 1α par le G.G.S
Figure 5

Mode ( 1α ) = 0.3443
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour µ  avec 1α = 0.6

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de µ  par le G.G.S
Figure 6

La série est bimodale, mode (µ ) = { }0.5401 , 0.5256
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2er cas α1=0.98

a)  p(α0, α1 )∝ constante

(a)

Graphe représentant le RMSE pour 0α  avec 1α = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 0α  par le G.G.S
Figure 7

Mode ( 0α ) =  0.0128
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 1α  avec 1α  = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 1α par le G.G.S
Figure 8

Mode ( 1α ) = 0.5900
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour µ  avec 1α = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de µ  par le G.G.S
Figure 9

Mode (µ  ) = 0.5271
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 0α avec 1α = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 0α  par le G.G.S
Figure 10

Mode ( 0α ) { }0.0133   , 0.0096∈
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour 1α  avec 1α  = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de 1α par le G.G.S

Figure 11
Mode ( 1α ) = 0.6491
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(a)

Graphe représentant le RMSE pour µ  avec 1α = 0.98

(b)

Histogramme représentant les valeurs générées de µ par le G.G.S

Figure 12

La série est bimodale : mode (µ  ) { }0.5645 , 0.5174∈
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