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Introduction Générale

L’objectif principal de cette thése est ’étude du comportement macroscopique des solu-
tions de divers modéles mathématiques pour des matériaux composites par la théorie de
I’homogeénéisation [7, 8, 9, 10]. Ces composites sont décrits a 1’échelle microscopique par
des systémes d’équations mathématiques issus de la théorie générale de I’élasticité linéaire
et/ou des phénomenes de transfert de chaleur.

Dans cette thése on étudiera le cas ot ces composites sont constitués de deux structures
différentes réparties périodiquement avec des conditions de transmission sur l'interface :
une couche mince faite d’un matériau possédant une conductivité (ou une diffusivité) non
negligeable et qui se traduit donc par un contact rugueux entre ces structures, consti-
tuant ainsi une barriére physique. Ces conditions sont modélisées par la continuité du
flux mais spécifiquement par un saut des quantités physiques (vitesse de 1’écoulement,
température,...). Le cas de matériaux multi-structures composites se généralise aisément.

Si le contact entre les différents constituants est supposé parfait et donc pas de présence
de saut interfacial, plusieurs travaux ont été réalisés. On citera notamment [19, 20, 25,
43, 48, 55, 59, 60, 80, 86, 91]. Cependant, peu de travaux sont réalisés dans le cas de saut
interfacial. On citera entre autres [73, 76, 77].

Dans la théorie de I’homogénéisation périodique, on suppose que la période des struc-
tures a l’échelle locale est trés petite comparée a la taille du milieu composite. Les
modeéles mathématiques posés a ’échelle microscopique consistent en des équations ayant
des coefficients fortement oscillants décrivant la structure spatiale fortement hétérogene
du matériau. Par ce procédé d’homogénéisation, on construit donc des modeles mathé-
matiques posés a I’échelle macroscopique ou les équations sont remplacées par d’autres

numériquement faciles a traiter et ses coefficients, appelés effectifs, sont les propriétés

il



homogénéisées du matériau.
Les travaux présentés dans cette thése sont principalement 1’étude du comportement

global

de la température dans les tissus biologiques. Ce qui nous a permis de généraliser

le modéle de Pennes [117] et constitue un nouveau modeéle mathématique en bio-

médecine;

de la vitesse de I’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux non déformable; nous
avons montré que le modele de double porosité de Barenblatt-Zheltov-Kochina [33]

peut se ramener & un modeéle de simple porosité;

de la vitesse de I’écoulement d’un fluide saturé dans un milieu poreux déformable com-

posite, généralisant ainsi le modele d’Aifantis [4];

de la vitesse de ’écoulement d’un fluide saturé dans un milieu poreux déformable com-

posite ol cette fois les constituants présentent des perméabilités avec des ordres de
magnitude différents lorsqu’ils sont exprimés en fonction de la période des micro-
structures. Le modéle homogénéisé obtenu est nouveau et s’inscrit dans le cadre des

systémes homogénéisés contenant des effets de mémoire.

Pour mener a bien ces travaux nous avons pour cela utilisé la technique de convergence

a deux échelles [11, 112] qu’on rappelle ci-apres.

0.1 Notion de convergence a deux échelles

Soit p € [1, 400, © un ouvert de R¥ (N > 1) et Y = (0,1)" le cube unité représentant
la cellule de base. On dit qu'une famille (w®) dans LP (§2) converge a deux échelles

vers wy € LP (2 xY) (et on écrit w® 2% we) si pour toute fonction test admissible

p € L1(€4Cx(Y)), on a

iy [ 0 (@) (2.2) do= [ wn(e)¢ (@) dedy.
Q € QxY

e—0

Ici C4(Y') désigne I'espace des fonctions continues sur RY et Y —périodiques.
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Les principaux résultats de compacité utilisés dans cette thése sont

1. De toute famille bornée dans L? (£2), on peut extraire une sous-famille qui converge

A deux échelles.

2. Soit (w*) une famille bornée dans W'?(Q) (resp. Wy ()). Alors il existe une sous-
famille de (w®) qu’on note encore (w?) et il existe w € WP(Q) (resp. Wy (Q)) et
wy € LP(; W;p (Y) /R) tels que

2—s 2—s
w® = w, Vuw® = Vw + V,w;.

ol W;’p (V') désigne le sous-espace de W' (V) des (classes) de fonctions ayant la

méme trace sur les faces opposées.

On suppose maintenant que N > 1. Soit Y7 C Y un ouvert de Y de frontiére ¥

réguliére. Posons
Efz{xeg | Hk:eZNzgeZ}.

Si (wf) est une famille de fonctions dans W?(9) telle que
10y + & 190 gy < €

Il existe alors une sous-famille de (w®) qu’on note toujours (w®) et il existe wy(z,y) €
rr (Q;W;;p(Y)) telle que w® 8wy et eV = V,wy. De plus, pour tout ¢ €
D (2C2(Y)) on a

lime/e w® (x) <a:, g) ds® (z) = /sz wo (z,y) ¢ (z,y) dzds (y) .

e—0

Les paragraphes 0.2, 0.3, 0.4 et 0.5 qui suivent sont un exposé succint des princi-
paux travaux réalisés dans cette these grace a cette technique de convergence et qui sont

présentés dans les chapitres 3, 4, 5 et 6 respectivement.



0.2 Homogénéisation d’un probléme de transfert de
chaleur dans les tissus biologiques

La modélisation des transferts de chaleur dans les tissus biologiques est trés importante
dans beaucoup d’applications en médecine telles que la radiothérapie, la dermatologie et
la thermorégulation [36, 52, 137]. Le modeéle mathématique le plus connu est certainement
celui proposé par H.H. Pennes [117].

Nous nous proposons dans ce travail de construire par ’homogénéisation un modele
macroscopique en tenant compte de la forte hétérogénéité des tissus organiques et de
la différence de l'ordre de magnitude de la perméabilité dans les différents composés
cellulaires.

Les données phénoménologiques du modele a 1’échelle microscopique sont :

- p,c et k la densité, la capacité calorifique et le coefficient de conductivité thermique du
tissu, respectivement;

- wy, le coefficient de la perfusion sanguine;

- py €t ¢, la densité et la capacité calorifique du sang;

- Ky le coefficient de conductivité thermique du sang.

On supposera que ces paramétres phénoménologiques sont des constantes strictement
positives et indépendantes de €.

Soit T > 0 et © un ouvert borné de RN (N > 2) de fronti¢re réguliere. Soit Y =10, 1[
la cellule de base qu’on décompose comme suit : ¥ = Y; U Y, U X ou Y, Y; sont deux
domaines disjoints de Y et ¥ = 9Y; N3JY; est une sous-variété C* de dimension (N — 1).

On suppose que le prolongement Y —périodique de Y; & RV est un ouvert régulier et
connexe. Soit x; (resp. x,) la fonction caractéristique de Y] (resp. Ys) qu’on étend par
Y —périodicité a RY.

Soit £ > 0 et on pose

O = {er:XIG) =1}, Qg:{er:XQ(g):u, 2 = (5 NG,
Q = (0,T)xQ, I'=(0,T7)x00, S= (0,T) x &,
Q7 = (0,7)xQ7, Q5=(0,T)xQ;5, S°=(0,T) x ¥°
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et

K Ry
a=—, Qp=——
pc PuCt

€ 2
y O = & Qp, ’y:wbpr'

Cyp

Soit le modeéle de diffusion suivant :

Ot — aAu® = f dans Q,

O — ajAuf = f, dans Q5

aVu® - v =aopVu - 1°

sur S°¢,

aVus - v° = —ey (u® —up) sur 5%,

u*=0 surl,

u®(0,-) =h(-) dansj,

up (0,-) = hy ()  dans Q5

ou f (resp. fp) représente un terme source de chaleur dans les cellules (resp. le sang)

et h,h, sont les températures initiales dans 5, Q5 respectivement. Dans () et (), v*

désigne la normale unitaire a ¥° dirigée vers ’extérieur de {27. On supposera sans perte de

généralité que f, fy, h, hy € L* (Q) et donc indépendantes du temps. Ce systéme modélise

I'évolution de la température dans le tissu biologique (systéme cellulaire-sang) €5 U 25

avec comme barriére physique entre ces deux milieux :

linterface >¢ de conductivité

thermique donnée par v* = cwpp,cpp. Les inconnues u° et uy sont les températures dans

Q] et Q5 respectivement.

Maintenant on va établir le cadre variationnel de notre probléme. Pour cela nous in-

troduisons quelques notations. Soit H® = L? (Q5) x L* (Q5) et V¢

H' (95). Notons

i) a(,-) : V¥ x V¢ — R définie par

(o) = [

€
1

Oévgolv¢1 de‘ + / OébVQOQVQﬁQdSL’ +
[

2

/26 Y (1 — o) (Vg — 1by) ds*

vil

(H' (€27) N Hy () %



ou ¥ = (9017@2)a ¢ = (¢17¢2) e Ve

ii) A° € £ (V¢,(V?)') Popérateur linéaire et continu, défini par
A () v =a® (p,¢), e, Y €VF

iii) w® = (v,uf), ¢g=(h,hs) et

T

P PG X @ = (L) m =12

iv) Dlespace fonctionnel

Wht2(0,T; H?) = {w € L*(0,T; H°) : ‘g—zf € L*(0,T; HE)} .

La formulation variationnelle du systéme (0.1)-(0.7) est donnée par : Trouver w® =
(uf,uf) € L? (0, T; V) tel que pour tout ¢ € WH2(0,T; HS)NL2 (0, T;Ve) avec p (T) = 0,

on a

_/0 (wF (1), D (1)) e dt+/0 A (w® (1)) ¢ (t) dt
= [ (o dt+ 0O (0.8)

On montre alors facilement, grace au Lemme de J.-L. Lions (voir Théoréme A.10 ou par
exemple R. Showalter [124, Prop. 2.3., Chap. III]), qu'il existe une unique solution faible
w® € L*(0,T;Ve)NnWhH2(0,T; H?) du probléme (0.8), vérifiant

HwEHLOO(O,T;HE) + ”w€||L2(0,T;V€) <C

ou C' est une constante positive et indépendante de €. Afin d’énoncer le résultat principal,

on introduit la notion de température globale dans 25 U Q5 :

U* (t,2) = (f) W (6, 2) + Yo (g) i (o), (to) € Q.
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En utilisant la technique de convergence a deux échelles on montre qu’il existe une sous-
famille de (u), notée toujours (uf) et il existe u € L2 (0,T; Hy () et u, € L? (Q; Hy, (Y'))

tels que

X1 <x> U converge faiblement vers |Y;|u dans L? (Q),

Xo (g) U*® converge faiblement vers / updy dans L? (Q);

Y>

u est solution du probléme

6tu—/Ht—T )dT—le(AVu>+’yu—.7-"dansQ

u= 0surl,

u(0,z) = Mi[h(z), v €

ot H, A, 7 et F sont respectivement donnés par (3.57), (3.47), (3.56) et (3.58); La

température u, est reliée a la température u par :

up (1,2,y) = upi (7,2,y) + /&w (T—ty)u(t z)dt

/(90 y) fo (t,x) dt

ol up;, w et o sont donnés par (3.53), (3.54) et (3.55) respectivement.

En résumé nous avons considéré un micro-modele de diffusion de la chaleur & travers
un milieu composite & deux phases ou les conductivités thermiques sont supposées a
I’échelle microscopique d’ordre de magnitude différent. La transition a travers I'interface
des deux phases est régie par la loi de refroidissement de type Newton. Plus précisément
le flux de chaleur & travers la couche mince séparant les deux milieux est proportionnel au
saut de la température, par un facteur dépendant de la conductivité thermique de cette
couche [49, 26]. Le modeéle macroscopique ainsi construit est nouveau dans la littérature
consacrée aux modeles mathématiques de la biomédecine et il est de type Barbashin
intégro-différentiel pour la température globale, généralisant ainsi le modéle donné par le

physiologiste de Pennes, voir [90] et peut donc constituer un nouveau modeéle pour I’étude

X



de la diffusion de la chaleur dans les tissus biologiques.

0.3 Sur un modéle en milieux composites a interfaces
rugueuses

L’étude des écoulements de fluides dans les milieux poreux est importante dans beaucoup
de disciplines d’ingénierie, citons entre autres : en ingénierie pétroliere avec ’extraction
du pétrole et du gaz dans les roches meéres, en agronomie avec les phénomeénes d’infiltration
des eaux pluviales dans les terres arides et semi-arides et en médecine pour les écoule-
ments sanguins dans les tissus biologiques et osseux. Notre deuxiéme travail s’inscrit
dans le cadre de la modélisation des écoulements stationnaires de fluide dans des mi-
lieux poreux. Plus précisément cela consiste & homogénéiser un modeéle mathématique
de milieux hétérogenes, périodiques et bi-phasiques ayant des perméabilités d’ordre de
magnitude différent a 1’échelle microscopique et en présence d’une barriére hydraulique
interfaciale. On montre sous certaines hypothéses de régularité sur les données physiques
du modele que le probléme macroscopique est décrit par une équation monophasique. Ce
qui constitue un autre modele macroscopique que ceux déja considérés dans la littérature
concernant les écoulements stationnaires de fluides dans les milieux & double perméablité

[19, 59, 77]. Le modeéle & I’échelle microscopique est décrit par le systéme suivant :

—div (A°Vu®) = f; dans Qf, (0.9)
—e%div (B°Vv®) = f, dans €5, (0.10)
AVus - vf = —0° (u® — %) sur XF, (0.11)
e2B*Vve - 1f = —° (v° —uf) sur XF, (0.12)

u® = 0 sur J9 (0.13)

ou

- A% (z) = A(Z) et B° (z) = B (%) avec A (resp. B) continue sur RV, Y —périodique et



satisfait a la condition d’ellipticité :

AE-€> ClE)? (vesp. BE-€>ClEf), Ve eRY;

- f17f2 € L2 (Q)a

- ¥ est une application continue sur RY, Y —périodique et vérifiant :

3C>0:9(y)>C >0, VyecRY,

La formulation faible de (0.9)-(0.13) est alors donnée par : pour £ > 0 assez petit,

trouver un couple (u®,v%) € Ve, tel que (p,9) € V¢, on a

Jo: A(2) VurVpdz + € [ B (2) VorVipda+
(0.14)

€ fg. 0 (f) (uf — %) (@ — ) ds® = fﬂ? frpdx + fQ2 fadex.

Grace au Lemme de Lax-Milgram on montre qu'’il existe un couple unique (u®,v°) € V=,

solution du probléme variationnel (0.14) tel que
(s 0%) [lve < C.

ou C est une constante positive et indépendante de . Supposons que fo € H' (). Soit
U =x (f) U =+ Xo (f) v° désignant la pression globale. On montre alors par la technique
de la convergence a deux échelles qu’il existe une sous-famille extraite de ¢ > 0 toujours
notée ¢ et il existe un unique U € H' () tels que (U¢) converge faiblement vers U dans

H' (). En outre, U est 'unique solution du probléme homogénéisé :

_div <AVU> — F dans Q,

U = G sur 0f)

oit A, F et G sont données par (4.36) et (4.37).

x1



Ainsi nous avons construit un modéle macroscopique monophasique contrairement &
certains cas ou le modele est biphasique (de type Barenblatt) et tout particuliérement
lorsque f n’est plus dans H'! () mais seulement dans L? (). On pourra par exemple

consulter G. Allaire [11] et H. Ene et D. Polisevski [77].

0.4 Généralisation du modéle d’Aifantis

L’objectif de ce travail est de construire un modéle homogénéisé de type Barenblatt-Biot
pour ’écoulement d’un fluide dans un milieu composite poro-élastique ou les phases sont
réparties périodiquement et séparées par une barriére hydraulique, prenant en compte
de I'hétérogénéité du milieu. Le micro-modele est basé sur le systeme de Biot pour les
processus de consolidation qu’on décrira comme suit : On suppose que €2 est un domaine
borné de RY avec N > 3 et une frontiére réguliere 9 = I' et que la cellule de base Y se
décompose comme suit : Y :=Y; UY, UX avec Y] et Yy deux domaines disjoints de Y et
> = 0Y1N9IY5 : une variété de classe C* de dimension N — 1. On suppose que ’ensemble
Ugezn (k +Y;,) est un ouvert connexe de RY (m = 1,2).

On définit

K. = {keZ":ck+eY, CQ},

0P = Uper. (h+eYa), QW= \0®, =900 no®.

3 3

On suppose que Qim (m = 1,2) est le siége d’un solide poro-élastique saturé par un

fluide légérement compressible et visqueux. On note pgm) sa pression et

™ (z) = ™ <_> , B (2) = B (x) = (bg’n) <§>>1sm§N

la compressibilité et la perméabilité du matériau ng), respectivement. On suppose que

™) est définie, continue sur RY et Y —périodique telle que

3C > 0 telle que ™ (y) > C >0, Vye RV,

xil



On suppose aussi que B™ est continue sur RY, Y —périodique, symétrique et vérifient :
(BM™M(y)€.€) > C(€,€), Yy € RY, V¢ € RN

On note u, le vecteur déplacement dans Q et A, = A (f) = (aijm (%))K@'J,MSN le
tenseur d’élasticité de 2.

On suppose que A(-) est continue sur RY, Y —périodique, et satisfait :

vy € RN? aljkl(y) = aﬂkl(y) = a/l]lk<y) = aklij(y)7 7:7.j7 k7l = 17 27 veey N

3C >0, Vy e RY, vy = (mj)1<ij<N€]RNXN avec 1,; = 1;;
N N
> ag®mang = C Y i

ivjik =1 ij=1

Le tenseur total des contraintes est donné dans chaque phase Qi (m =1,2) par

o™ = Ae(u.) — a™pMIy
ot e () = (€5 (), <; j<n désigne le tenseur des déformations linéarisé, o™ le paramétre
de Biot-Willis dans chaque phase (m) et Iy la matrice identité de taille N. Soit 7" > 0
et t € [0,T] la variable temps. Nous allons étudier le comportement global du systéme :

pour chaque phase m = 1, 2, trouver u,, pgm) tels que

—dive™ = f dans (0,7) x Q™ (0.15)
O (cgm)pém) + agm)divug) —div (Bém)Vpgm)) =0 dans (0,T) x Q™ (0.16)
[ul];. =0, [ng)]ze ‘n. =0sur (0,7) x X, (0.17)
(BOVPY) -n. = —eh (Z) [p7],, sur (0.7) x X, (0.18)
[Bém)Vpém)]Es ‘n. =0sur (0,7) x X, (0.19)
u. =0 et p =0 sur (0,7) x 99, (0.20)

xiil



u.(0,-) =0, p™(0,-) = 0 dans Q™ (0.21)

€

ot f € L? () est la force de volume dans tout le matériau €2, n. représente la normale
unitaire de Y. dirigée vers l'extérieur des inclusions Qg), []s,. exprime le saut & travers ¥,
et h(y) désigne la perméabilité de ¥ qu’on suppose définie, continue sur RV, Y —périodique

et vérifiant
3C >0, h(y) > C >0 pour tout y € RY.

Introduisons les espaces fonctionnels :

H o= [H @], L=12 () x 12 (92),

€

VO = {ve H' (OW); vp =0}, VP = HL (QP), V.=V xV®

3 (3

V. étant muni de la norme

21, = 195" 2oy + 1992 (e + < 1Pl [logs, -

La formulation variationnelle de (0.15)-(0.21) est donnée comme suit : Trouver (u., p.) €

L= (0, T;H) x L* (0,T; Vz), p- = (p",p?) tel que

9, (™ pm™ + oM divu,) € L2 (o T; (v< ). (0.22)
/A e(us)e(v)+ Z/(m) = /va for all v € H, (0.23)
> (<( Mplm 1 o™ divu,), q(m)>(vs(m))*%<m> + /Q » Bém)Vpgm)Vq(m)) (0.24)

m

—i—a/ he [Pels, ld]g, = 0 for all g = ( M g ) € V VE(Z)

u.(0,-) = 0, p™(0,-) = 0 dans Q™ (m = 1,2). (0.25)

£

On démontre alors qu'il existe une solution unique (u.,p.) € L* (0,7;H) x L% (0,T;V.)
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du systeéme (0.22)-(0.25) vérifiant :

| oo 0,151y + 1PNl 220.1v0) + IPell o070 < C.

Voir [127].
En utilisant la technique de convergence a deux échelles on montre qu’il existe une

sous-famille de (u., p:) toujours notée (u., p.) et il existe
ue L> (0, T;Hy (Q), p™ € L* (0,T; Hy (2))
vérifiant le probléeme homogénéisé

—dive (u) + aVVpH + a®@Vp® = f dans (0,T) x Q,

<cA(J1)p(1) +tr(BWe (u)) — div [B(l)Vp(l)] +h (p® - p@) =0 dans (0,T) x Q,
t

(cfa)p(m) + tr(8@e (u))

u=0, p™ =0sur (0,7) x T,

— div [E’@Wp@)} —h (p = p®) = 0 dans (0,7) x ©,

t

u (0,2) = 0,p™ (0,2) = 0 dans

ol o, ™, B, cf(\m/), B™) et h sont donnés par (5.35)-(5.41). Nous avons montré que
le modéle homogénéisé et anisotrope (ainsi) construit est plus général que celui présenté
par Aifantis [4, 5] pour un milieu homogeéne et isotrope car il tient compte de la forte
hétérogénéité des milieux composites poro-élastiques & 1’échelle locale. Mieux encore,
les parameétres de Biot -Willis ne sont plus scalaires mais matriciels (voir (5.37)-(5.38)).
Un probléme intéressant serait de regarder le comportement limite de (u., p.), toujours
par des techniques d’homogénéisation, lorsque les inclusions poro-élastiques ont des per-
méabilités relativement trés basses, par exemple e28® (voir J.L. Auriault [22]). C’est

I’'objectif du travail suivant.
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0.5 Homogénéisation d’un modéle de double porosité
en poro-élasticité

On étudie dans ce travail 'homogénéisation d’une famille de modeéles microscopiques
pour ’écoulement d’un fluide dans un matériau composite poro-élastique contenant des
inclusions distribuées périodiquement de perméabilité faible comparée a celle de la roche
matricielle et avec un contact rugueux au niveau de l'interface. Plus précisément, on
considére € un domaine borné régulier de RY de frontiére notée I' et on suppose toujours
que Y g’écrit : Y =Y, UY,UX ou Y, Y, sont deux ouverts connexes de Y et ¥ = YiNY,
est une surface de classe C*°. On note n = (n;)1<;<n le vecteur normal unitaire de 9Y;
dirigé vers 'extérieur de Y;. On note y; et x, les fonctions caractéristiques de Y; et

Y, respectivement, prolongées par Y —périodicité & RY. On note alors pour x € RY,

X;(z) = x;(x/¢e) et on pose

F = {zeQ:xi(x)=1}, i=1,2

(2

¥ o= Q5n0s.

On suppose que U,czn (Y] + e) est régulier et connexe. Soit T > 0 et ¢ € [0, 7] et on note

Q = (0,7)xQ,
S = (0,T) x 3,
e = (0,T) x ¥,
Q; = (0,T)xQ;, i=1,2

On suppose que chaque phase €2, €25 est occupée par un matériau poro-élastique. Soit

u; le déplacement du milieu €25, i = 1, 2.
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La famille de micro-modeles est donnée par

—dive] =f; dans Qf, (0.26)
—dive§ =f, dans @5, (0.27)
Oy (cip + a5divu]) — div(B;Vp) =0 dans Q7, (0.28)
0 (c5p5 + asdivu) — div(B5Vp5) =0  dans @5, (0.29)
uj =uj, of-n° =05 n°sur X, (0.30)
(BiVpi) -n® = (B3Vp3) - n®, (B{Vp)) -n° = —g°(p1 — p3) sur X, (0.31)
uj =0 et pi=0sur (0,7) x T, (0.32)
ui(0,-) =0, pi(0,-) =0 dans Qf, (0.33)
u5(0,-) =0, p3(0,-) =0 dans Q5 (0.34)
ou o5 est le tenseur symétrique des contraintes :
of = Afe(u;) — aipily, dans (0.35)

et f; € L?(Q)" est une force volumique dans le matériau correspondant, i = 1,2. Dans
(0.35), A5 et AS représentent les tenseurs d’élasticité des matériaux occupant 5 et €25
respectivement , e(-) est le tenseur des déformations linéarisé, p; est la pression et aof est
le coefficient de Biot-Willis du matériau poro-élastique 5. Soit ¢ (resp. ¢§) et B (resp.
Bs5) la porosité et la perméabilité du milieu 5 (resp. €25). Dans (0.30) et (0.31), n°
désigne le vecteur normal unitaire de X dirigé vers I'extérieur €2 et ¢g° est la perméabilité
hydraulique sur la couche limite ¥°. Maintenant on se consacre aux hypotheses sur les

données physiques du probléme considéré. On se donne pour 7 = 1,2

(H1) une application tensorielle d’ordre 4, A;(y) définie, continue sur RY et Y —périodique

telle que pour tout y € RY et = € MYXN(R)

sym

T

Af(x) = Ai(g), x €, (Aj(y)2:E) > C(2: =)

(11
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(H2) une application scalaire ¢;(y) définie, continue sur RY et Y —périodique telle que

c(x) = ci(z), x € Q et pour tout y € RY ¢;(y) > C > 0;
£

(H3) une application matricielle D;(y) définie, continue sur R et Y —périodique telle que
€ z € 2 Z
Ih(m):: Lh(g), 1)2CE>::€ Eﬁ(g), x € Q

et IC >0 Vy, & eRY (D (y)€,€) > ClE)?

(H4) une application scalaire g(y) définie, continue sur RY et Y —périodique telle que

¢ (z) =eg(z/e), xRN et inf g(y)>C >0.

yeRN

(H5) Les coefficients de Biot-Willis sont définis comme suit :
aj(x) =a;siz € Qf, a(r) =cas siz e (0.36)

ol «; est une constante strictement positive.

On introduit les espaces fonctionnels :

H = Hy(Q)", L = L*(Q) x L*(93). & = {q € H'(Q]); gz = 0},
& =H'(Q), & =& x&.

L’espace H est muni de la norme usuelle ||v|g = |le(V)| @)=~ et I'espace £° de la

norme :

(g1 @)llz= = IVallZ2s) + €21V allio s +ellar — dellTz(se)-
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Pour (¢,x) € @, notons

ug(t7 l‘) = Xi(:[)ui(t, :L‘) + X%(:L‘)ll;(t, :L')7
A*(z) = Xi(2)Al(z) + x5(2) A3 (2),
£ () = x1(@)fi(2) + x5 (2)f2(2).

Dans toute la suite, on adopte la notation suivante : si F est un espace de Banach alors
LE(F) désigne V'espace LF(0,T; F). La formulation faible de (0.26)-(0.34) est la suivante
: Trouver (uf,pf) € LF¥(H) x L7(E7) tel que p° = (pi, p3) € LF(LF),

Oi(c5p5 + ardivu®) € L2(E5%),  0i(c5ps + candivu®) € L3(E5%)

et pour tout v € H, (q1,¢2) € £, on a

/ Afe(u)e(v)dr + / a Vpivdr + / asVpsvdr = / fevdz, (0.37)

Q Qs o Q

(Or(cipi + ardivu®), gi)es - g5+ (0.38)
DIVpIVaqidr 4 (0,(c5p5 + eaadivu®), ga) s+ e

Q]

+ [ D3V + [ g5 - )0 - w)ds@) =0,
o e

u?(0,-) = 0, x1(-)pi(0, ) + x2(-)p5(0, -) = 0 dans . (0.39)

Supposons (H1)-(H5) et que f¢ € L*(Q). Il existe alors un couple unique (uf,p°) €
LP(H) x L2(&°) solution de la formulation faible (0.37)-(0.39) tel que

0% gy + [[P°[| L2.eey + 1P lzge ey < C. (0.40)

Grace aux estimations a priori (0.40) uniformes par rapport a e, on est donc conduit a
faire un passage a la limite lorsque ¢ tend vers 0 de la famille (u®, p°) et déterminer le
probléme limite. Grace a la convergence a deux échelles on montre qu’il existe une sous-

famille de (u®, p°) notée encore (u®, p?) et il existe (u,p) € L*(0,T; HL(Q) x HF(Q)) tel
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que

u® — u dans L*(0,T; Hy(52)) faiblement,
pS — p; dans L*(Q) faiblement,

p5 — [ p2(y)dy dans L*(Q) faiblement,
Y

avec p = (pr1, fy2 p2(y)dy) et

t
pltay) = [ mra)od - ra)dn, (L)€ Qx Ve
0
Le couple (u, p;) est solution du probléme homogénéisé :

t
—divé(u) + BVp; + / O(t, 7)p1(7,z)dr = f dans Q,
0

t
Ou(epn + A sefw)) = div(DVp) + gy~ [t pa(r.a)dr =0 dans Q.
0
u=0, DVp,-v=0sur (0,T)x 99,

u(0,2) =0 dans Q,p;(0,2) =0 dans €,

o &, B, 0, f, & A, B, § et nsont donnés dans (6.18)-(6.27).

On constate alors que ce modele homogénéisé est nouveau dans la littérature consacrée
a I’étude des modeéles mathématiques de la poro-élasticité et plus précisément les modeles
de consolidation de Biot. Il peut étre considéré comme un nouveau modéle d’écoulement

de fluide a travers les solides poreux déformables.

La these est constituée de 6 chapitres :

Le chapitre 1 est une introduction générale a la théorie de ’homogénéisation en ex-
posant les techniques classiques : la méthode des échelles multiples [35, 123] et la méthode
de 'énergie de L. Tartar [129)].

Le chapitre 2 est une introduction & la technique de la convergence a deux échelles [11,

112]. On donnera les principaux résultats de compacité séquentielle qui nous permettront
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par la suite de déterminer les problémes homogénéisés des différents micro-modéles étudiés
dans cette theése.

Le chapitre 3 est consacré a ’étude macroscopique d’un modéle de transfert de chaleur
dans un tissu biologique constitué de deux systémes intéragissants : tissus cellulaires et
régions sanguines. Le modéle homogénéisé contient un effet mémoire et peut étre considéré
comme un nouveau modeéle pour la diffusion de la température dans les tissus biologiques.

Au chapitre 4, on étudie le comportement macroscopique de 1’écoulement d’un flu-
ide stationnaire dans un milieu hétérogéne, e—périodique constitué de deux phases qui
s’intéragissent entre elles : fissures et blocs, avec des perméabilités ayant un ordre de
magnitude différent et avec la présence d’une barriére & l'interface. On montre alors
que le modéle macroscopique est décrit par une seule équation décrivant 1’écoulement
monophasique d’un fluide dans un milieu homogene.

Au chapitre 5, nous avons construit un modéle homogénéisé du type Barenblatt-Biot
pour I’écoulement de fluides dans des milieux poro-élastiques périodiques, généralisant le
modele présenté par Aifantis principalement en ingénierie pétroliére.

Le Chapitre 6 est consacré a ’homogénéisation d’écoulement d’un fluide peu com-
pressible dans un matériau composite poro-élastique contenant des inclusions distribuées
périodiquement, avec un contraste de perméabilités et avec un contact imparfait au
niveau de l'interface séparant ces deux milieux. On montre que le systéme homogénéisé
est un modele plus général que celui proposé par Aifantis avec un terme mémoire sup-
plémentaire. Il constitue un nouveau modeéle qui ne figure pas encore dans la littérature
consacrée aux modeles de poro-élasticité.

Nous donnerons également une conclusion a ce travail et quelques perspectives futures
concernant d’autres applications de la technique de la convergence a deux échelles ou
d’autres généralisations des modeéles étudiés dans cette these.

Enfin, un chapitre Annexe est donné a la fin de cette thése ot ’on rappelle quelques
notions et résultats de convergences faible et faible-*, sur les espaces de Lebesgue et de

Sobolev ainsi que des Théorémes d’analyse fonctionnelle.
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Chapitre 1

Une introduction a

I’homogénéisation périodique

Ce chapitre est essentiellement consacré a une introduction de la méthode des échelles
multiples et de la technique de ’énergie de L. Tartar [129]. Pour plus de détails, nous
renvoyons aux références standards suivantes : G. Allaire [12], N. Bakhvalov, Panasenko
[31], A. Bensoussan, J.-L. Lions, G. Papanicolaou [35], G. A. Chechkin, A. L. Piatnitski,
A. S. Shamaev [53], D. Cioranescu, P. Donato [56], A. Defranceschi [69], J.-L. Lions [101],
V. A. Marchenko, E. Y. Khruslov [104], E.-L. Persson, L. Persson, N. Svanstedt, J. Wyller
[118], E. Sanchez-Palencia [123] et L. Tartar [129]...).

1.1 Introduction

L’étude des milieux composites a commencé il y a pres de deux siecles. Les principaux
développements historiques sont résumés dans les travaux de R. Landauer [97], K. Z.
Markov [105] et K. Lichtenecker [100]. En revanche, le terme homogénéisation est apparu
dans la discipline mathématique bien plus tard, plus précisément, en 1974 par 1. Babuska
[27, 28, 29] dans l'ingénierie nucléaire et un de ses problémes concernait le calcul des
températures et des contraintes dans le coeur d’un réacteur nucléaire.

En réalité, les composites sont présents partout, que ce soit des matériaux fabriqués ou

se trouvant a ’état naturel. Les métaux tels ’acier, le laiton, le bronze sont des alliages.



On peut s’en rendre compte par exemple lorsque 1'on casse une tige de métal, le carac-
tére poly-cristallin est alors particulierement visible a 1’oeil nu a la surface de la fracture.
Les martensites, du nom du scientifique allemand Martens, sont des composites ayant
une structure laminaire contenant des couches alternées de deux métaux différents. Ce
sont des exemples de matériaux appelés communément alliage de mémoire de forme. La
céramique est un composite. Le propergol solide est un matériau composé de particules
d’aluminium incrustés dans une matrice oxydante. L’étude des matériaux composites
s’avere donc importante surtout dans la fabrication de matériaux tels les alliages mé-
talliques, les matériaux intelligents comme les fibres de verre, les fibres de carbone léger
spécifiquement utilisées dans I'industrie aérospatiale, automobiles, et méme dans la fab-
rication des équipements sportifs, en ingénierie pétroliére, en géologie (tremblements de
terre entre autres).

Les roches sont également considérées comme des corps composites [37]. A l'état
naturel, les roches telles le granite sont un aggrégat de cristaux. D’autres roches telles que
le grés sont un amas de grains. Egalement, les météorites sont de nature composite ot I’'on
voit clairement & la surface de ceux-ci les différents composés métalliques cristallins. Dans
les milieux poreux, les roches sont des milieux solides contenant des pores ot intéragissent
solides et liquides. En effet, les pores sont remplies d’eau ( de mer, de pluie, ...) ou encore
de gaz ou de pétrole. Le tissu osseux ou plus généralement 1’os est un matériau composite.
Généralement, 1’'os est considéré comme un matériau poro-visco-élastique constitué de
trabécules : la partie solide supposée visco-élastique et les pores sont remplies par du
sang intersticiel [79].

Egalement, les suspensions colloidales, les émulsions, les mousses, les boues et les
argiles sont des exemples de matieres composites. Les nuages, les brouillards et la pluie
sont composés d’air et d’eau. Les nuages de haute altitude sont un mélange d’air et de
cristaux de glace. Nous savons trés bien aujourd’hui que la poussiére volcanique suspendue
en haute altitude aprés une éruption influe significativement sur la température de la
terre sans oublier bien évidemment les perturbations sur les plans de vol des compagnies
aériennes. Cette poussiére est en fait un corps composite constitué de plusieurs composés

minéralogiques. L’air que nous respirons est aussi hétérogéne (oxygeéne, azote,...) et



présente des fluctuations de densité. La mer de glace est composée de glace et de saumures,
et modéliser ses propriétés est important pour la prédiction du climat. La laine et le coton
sont aussi des milieux composés de fibres et d’air.

Les matériaux composites ont la particularité de combiner les attributs de chaque
constituant. Ainsi, par exemple, si 'on se donne deux matériaux isotropes : un métal
fortement conducteur d’électricité et un plastique particuliérement isolant et en les super-
posant en des couches alternées de fagon a obtenir un matériau stratifié fortement isotrope
ayant ainsi des propriétés conductrices du métal dans les directions paralléles aux couches
et les propriétés d’isolation du plastique. Le béton, un mélange de sables et de ciment,
n’est pas cher et relativement léger mais tres résilient. En revanche, 'acier est dur mais
cher et lourd. En versant le béton sur des barres d’acier précontraintes, on obtient ce
qu’on appelle le béton armé qui est relativement peu cher, léger et dur. Le bois est aussi
un exemple de matériau dur dans la direction de ses fibres mais malheureusement les
fibres se démontent facilement. En alternant des couches de bois superposées dans les
directions perpendiculairement opposées des fibres, on obtient ce qu’on appelle un contre-
plaqué devenant ainsi dur dans toutes les directions. Pour plus de détails et d’exemples
sur la théorie des matériaux composites, nous renvoyons au livre de F. L. Matthews, R.
D. Rawlings [106] et R. Christensen [54].

Fondamentalement, les composites sont des corps composés possedant des hétérogénéités
sur une échelle bien plus grande que ’échelle atomique (ou moléculaire) permettant ainsi
de les modéliser comme un milieu continu et de pouvoir par la suite utiliser les équa-
tions classiques de la physique ou de la mécanique des milieux continus. En revanche, les
composites sont essentiellement homogenes (statistiquement) a 1’échelle macroscopique (a
'oeil nu) ou au moins a une échelle intermédiaire (mésoscopique).

Comme signalé plus haut, I’homogénéisation est donc I’étude mathématique des corps
hétérogenes ou composites. Il y a prés de 40 ans, le terme "homogénéisation" est com-
munément utilisé dans plusieurs domaines des sciences et de la technologie. D’un point de
vue mathématique, la théorie de I’homogénéisation est I’étude de familles de fonctionnelles
ou d’opérateurs dépendant d’'un petit parameétre, fréquemment noté €. La signification

de ce paramétre dépend du probleme considéré. Par exemple, il peut caractériser la



micro-structure, comme étant le rapport entre la taille de la cellule représentative de la
micro-structure a celle du domaine tel qu’il est décrit a ’échelle macroscopique. Ainsi,
€ peut représenter la taille moyenne des pores dans un milieu poreux ou celle des grains
dans un milieu granulé.

La théorie générale des opérateurs ou fonctionnelles dépendant d’un petit parameétre
tendant vers 0 posséde un champ tres large d’applications et ne se restreint pas qu’aux
problémes d’homogénéisation. On pourra citer par exemple la modélisation asymptotique
des structures minces (plaque et coques entre autres). Voir les travaux de E. Acerbi & al.
[1, 2], de K. Lemrabet [99], de P. Destuynder [71, 72| de H. Ledret [98] et de G. Panasenko
[116].

L’homogénéisation qu’on appelle aussi upscaling ou passage micro-macro est la procé-
dure qui consiste a construire le modéle homogéne d’un milieu fortement ou finement
hétérogeéne. Cela revient a dire qu’il existe une échelle trés fine ou 'on apergoit claire-
ment les détails des hétérogénéités; C’est 1’échelle microscopique. En revanche, si on
regarde le milieu a 1’échelle macroscopique ces hétérogénéités ne sont pas discernables et
on dit que le milieu est homogene. Le processus d’homogénéisation permet donc d’éviter
des calculs numériques ou analytiques inutiles si I’on tient compte des hétérogénéités telles
que fibres dans un composite, perforations dans un milieu poreux, micro-fissures dans un
milieu fracturé. Il existe donc deux types d’échelles : locale et globale. Il est clair que si le
milieu est sollicité a ’échelle globale la réponse sera affectée au niveau de 1’échelle locale.
On conviendra de séparer ces deux échelles en introduisant un petit parameétre souvent
dans la littérature consacrée aux problémes d’homogénéisation par € et qui est le rapport
de la taille moyenne des hétérogénéités a celle du milieu ambiant.

Etablir le procédé d’homogénéisation revient donc a trouver lorsque € — 0 le probléme
limite du micro-modeéle considéré et dans une topologie a définir. En pratique, la réparti-
tion des différentes phases d’'un milieu composite est plus ou moins inconnue, voire méme
dans certains cas aléatoire. Tout particulierement, les milieux hétérogenes a 1’état na-
turel présentent en général des micro-structures réparties aléatoirement. Toutefois, dans
beaucoup de cas, il semble raisonnable de considérer des structures ayant des répartitions

périodiques puisque certains matériaux composites fabriqués industriellement présentent



des micro-structures périodiques, voir [61, 50, 83, 85, 89, 121, 139]....

Dans ce travail, nous n’étudierons que I’homogénéisation dans des milieux présentant
une structure périodique. Cette hypothése, bien que restrictive, est largement utilisée et
les résultats numériques corroborent les données expérimentales, voir par exemple Begis €
al. [34]. Aussi, elle offre 'avantage de donner un comportement asymptotique moyennisé
de certains phénomeénes physiques dans des structures complexes ou méme parfois justifier
certaines lois de comportement expérimentales. Ainsi et & titre indicatif, nous citerons la
justification de la loi expérimentale de Darcy [64], reliant la vitesse d’un fluide dans un
milieu poreux au gradient de pression, obtenue comme probleme limite de ’écoulement
d’un fluide visqueux et incompressible dans un milieu perforé périodiquement, voir L.
Tartar [131]. Les équations phénoménologiques de M. Biot en poro-élasticité linéaire
[39, 40] sont obtenues par la technique de développement asymptotique multi-échelles ot
le micro-modeéle considéré est un milieu élastique perforé par des trous répartis périodique-
ment a travers lesquels circule un fluide visqueux et incompressible, voir par exemple J.-L.
Auriault et E. Sanchez-Palencia [25] et R. Burridge, J. B. Keller [48]. Enfin, on citera
également le modele d’Aifantis [4] (ou celui de Barenblatt-Biot donné par J. Berryman
[37, 38]) dans le cas de milieux poro-élastiques a double porosité et qui est justifié par la
technique de convergence a deux échelles, Cf. [7].

Sous cette hypothése de périodicité, le modéle mathématique consiste en des équations
différentielles ou les coefficients sont fortement oscillants décrivant la structure spatiale
fortement hétérogéne du matériau a 1’échelle microscopique. Par le procédé de moyen-
nisation, les équations seront remplacées par d’autres numériquement faciles a traiter et
ses coefficients appelés effectifs sont les propriétés homogénéisées du matériau. Ainsi, un
matériau fortement hétérogene est donc approché par un matériau homogene. C’est donc
cela le principe de la méthode d’homogénéisation.

Par définition, un milieu & structure périodique est un milieu constitué d’une répar-
tition périodique d’éléments homothétiques a une cellule, appelée communément cellule
de base et qu’on notera dans toute la suite Y. De tels milieux sont associés aux matéri-
aux composites qui sont constitués de deux ou plusieurs composantes périodiquement

répartis ou la période est suffisamment grande par rapport a la taille caractéristique des
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Figure 1-1: Un domaine composite

molécules mais suffisamment petite par rapport a celle du milieu ambiant afin de pouvoir
procéder a une analyse asymptotique. En outre, on prend généralement la dimension
spatiale caractéristique du milieu macroscopique égale & L = O (1) de sorte que celle de
la micro-structure est O (¢) ou € = % avec ¢ la dimension spatiale caractéristique de la
cellule microscopique représentative. En général si ) désigne le domaine macroscopique
et )V la micro-structure représentative, alors on prend a titre d’exemple L = diam () et
¢ = diam ()). Voir figure 1-1.

En supposant que ¢ est assez petit, le procédé d’homogénéisation consiste donc en un
passage a la limite lorsque ¢ tend vers 0 dans le modéle initial fortement hétérogene pour

obtenir un modele final homogene. Du point de vue mathématique on a une famille de

problémes aux limites

A%uf = f dans ()

+ des conditions aux limites I' = 0f)

posé dans un ouvert Q de RY (N > 1) ot (A%), est une famille d’opérateurs différentiels
a coefficients oscillants et périodiques (de période €), f est un terme source donné. En
supposant que la famille (u®). converge dans une topologie adéquate vers une limite u

lorsque € tend vers 0, on construit par une technique d’homogénéisation le probléme

6



limite :

Au = f dans Q

+ des conditions aux limites sur I.

appelé probléeme homogénéisé.

Afin de comprendre la nécessité d’homogénéiser un milieu composite nous allons
dans le paragraphe suivant étudier en dimension 1 la diffusion de la chaleur dans une
barre métallique composite constituée deux métaux de conductivité différente et répartis
e—périodiquement. Nous verrons que plus ¢ est petit, plus il y a présence de phénomeénes

fortement oscillants en sus du trés grand nombre d’équations & résoudre.

1.2 Problémes de diffusion dans une barre composite

Pour illustrer les difficultés qu’on rencontre souvent dans ’analyse mathématique sur les
milieux composites et pour motiver 'utilisation des techniques d’homogénéisation sur ce
type de milieux, nous allons étudier deux problémes modéles de diffusion en dimension 1.

On considére une barre composite de longueur 1 (pour simplifier) mais de largeur et
d’épaisseur négligeables de sorte qu’elle sera assimilée & un matériau hétérogene occu-
pant par exemple l'intervalle ouvert (0,1). La barre étant composée de deux matériaux
homogenes répartis périodiquement (voir figure 1-2) et décrite comme suit :

Soit m le nombre de cellules composant la barre qu’on supposera supérieur a ou égale
a 2. Chaque cellule est représentée par l'intervalle ouvert (x;,z;,1) on z; = % avec 1 €
{0,1,...,m — 1}. Dans chacune de ces cellules, sont disposés deux matériaux homogenes
et isotropes de coefficient de diffusivité donné respectivement par p; et p, supposés non

nuls, indépendants de i = 0,1,...,m — 1 et avec

[y # o (1.1)

Ces matériaux sont répartis de facon alternée de sorte que le coefficient de diffusion



Matériau 1 Matériau 2

/\

Tk 77

J;'g

,

Figure 1-2: Une barre hétérogene constituée de deux matériaux homogenes et isotropes
répartis alternativement.

de toute la barre noté p,, est donné par :

py six € J; = (n,2),
six € (z4,241), alors  p, (z) =
po six € K; := (2}, 2;11)
21 +1

2m
Ainsi le matériau 1 est représenté (géométriquement) par U;’;Blji alors que le matériau

ou z, =

est le milieu de lintervalle (z;, x;41), 0 <7 <m — 1.

2 occupe ’espace U;T;OlKi. Par suite la barre est constituée de deux matériaux différents
(puisque ayant deux coefficients de conductivité différents, voir (1.1)). De plus, ces deux
matériaux sont répartis périodiquement (voir figure 1-2) ou la taille de la période, qu’on
notera ¢ (indépendante de i), est la longueur de Uintervalle (z;,z;41), 0 < i < m — 1.
C’est a dire

1
—_ L= 1.2
E1=Tiy1 — T (1.2)

Nous considérons deux problémes de diffusion de la température de la barre soumise

a une source de chaleur supposée constante et égale en premier lieu & 0 et ensuite 1.

1.2.1 Premier exemple

Nous étudions d’abord le modéle de diffusion stationnaire ot la source de chaleur étant
supposée nulle alors qu” a 'extrémité x = 0 de la barre la température est égale & 0 et a

Iautre extrémité : x = 1 la température est aussi supposée constante mais égale & 1 par



exemple. Donc le modeéle considéré est

d du,,
0 (/Lm%> = 0dans (0,1), (1.3)

Um (0) = 0, up (1) =1. (1.4)

A noter que I’équation (1.3) est considérée au sens des distributions puisque p,, est
une fonction réguliére par morceaux. Ce qui conduit a une reformulation du probléme

(1.15)-(1.16) en un probléme de transmission :

d2u(1)

— d:z:? =0dans J;, 0<i<m-—1, (1.5)
d2u(2)

— dx? =0dans K;, 0<i<m-—1, (1.6)
duly du'? .

g (@) == (@), w=af, 0<i<m-—1, (1.7)
dusy’ dusy)

MlZT(x):MzZT(w), r=ux; 1<i1<m-—1, (1.8)

ul) (z) =ul) (z), z=z}, 0<i<m-—1, (1.9)

u (1) =u@ (2), z=z;, 1<i<m-—1, (1.10)

ul (0)=0, u? (1) =1 (1.11)

ot u (resp. u,(fl)) désigne la restriction de w,, a U;J; (resp. UKj).

La résolution du systéme (1.5)-(1.11) conduit a la solution suivante :

W= (- (1) ) seed =01 m

H1tHo 1

uly) () = 24 (:c—(l—*%%) size K, i=01,. .. m—1.

On notera au passage que u,, est continue sur [0,1]. Cependant u,, n’est pas dérivable

aux points z; et x; et ceci & cause des conditions (1.7) et (1.8). Voir la Remarque 1.1.

(
Prenons maintenant et a titre d’exemple p; = % et py, = }1. On a alors



ug}b)(m)zg(xjtﬁ) sizeJ;, 1=01,...,m—1

ug)(g;):%(az—%) sizeK;, i=0,1,...,m—1.

Notons p* la moyenne harmonique de pi; et py. C’est & dire

Soit uP™ la solution exacte du probléme homogénéisé (voir Section 1.4.1) :

d *duhom
0 (po o > = 0dans (0,1), (1.13)
u™™(0) = 0, u™™(1)=1 (1.14)

On vérifie sans peine que u™™ (z) = z, « € [0,1]. A noter que u™™ € C*([0,1]) et
donc la solution du probléme homogénéisé (1.13)-(1.14) est plus réguliére que le modele
microscopique (1.3)-(1.4) (voir les Remarques 1.1, 1.2 et 1.9 plus loin).

A titre illustratif nous allons tracer la courbe u"™ ainsi que les courbes de u,, pour

les valeurs de m = 2,4, 8 et 16, voir les figures correspondantes ci-dessous.

10T 10T
y y
08T 08T
0.6 T 0.6 T
04T 04T
02T 02T
0.0 —t 0.0 —t
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
X X
Courbe de us Courbe de uy.
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1.0 7

0.8 1

0.6 1

0.4

0.2 1

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Courbe de ug.

08T

06T

04T

00 ¥————————F——
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

courbe de uqg.

Nous allons maintenant tracer les courbes de la différence u,, —u"*™ pour les différentes

valeurs de m = 2,4,8 et 16 (voir les 4 figures ci-apres).

Y ool
002 |
0.00

-0.02 T
o0ad
-0.06 T
-0.08 T
0107

-0.12 —

Courbe de uy — ulo™.

11

0021

001

0.00

-0.01

-0.02

-0.03 7

-0.04

-0.05 —

Courbe de uy — uPo™.



001 0015 T

y 1

0010 +

000 0.005
-0.01 1
-0.02 1

-0.015

hom

hom

Courbe de ug — u Courbe de ug — u

hom

Nous constatons a travers ces graphes que la différence u,, — u est une fonction

périodique et oscillante. De plus on remarque que plus m augmente plus u,, se rapproche
hom

(converge simplement ou fortement) vers u"°™. On observe également que wu,, — u"™ =

O (m™1) pour ces différentes valeurs de m.

. ' d (um _ uhom)
Nous allons voir ensuite le comportement de p pour m = 2,4,8 et 16,
x
voir les figures ci-apreés.
Y o3t Y o3t
02T 02+
01T 01
0.0 +——+——————+—— 0.0 +————+————+——
02 04 06 08 10 02 04 06 08 10
X X
01t 0.1
02T 02T
03T 03T
d (u2 _ uhom) d (U4 _ uhom)
Courbe de ———=~. Courbe de ——=
dx dx

12



0.4

0.2 1

0.4+

0.2

0.0 T T T N T 1 0.0 T T M T 1
02 04 06 08 10 04 06 08 10
X X
021 0.2
0.4 0.4 -
d Ug — uhom d Urg — uhom
Courbe de Q Courbe de ( )
dx dx

Nous observons qu’a travers ces quatres courbes la différence des dérivées premiéres

hom

entre u,, et u sont des fonctions constantes par morceaux et surtout périodiques. Nous

constatons que ces courbes représentatives des fonctions % (um — uhom) sont oscillantes.
Nous remarquons également que ’ordre de ‘% (um — uhom)‘ = % et donc indépendant

de m. Nous verrons plus loin que dans ce type de probléme, % (um — uhom) R d%ul ol

uy est une certaine fonction périodique appelée correcteur et y = max appelée variable

microscopique. Nous verrons donc - (um —u

4 hom)

ne converge pas (fortement) vers 0.

Remarque 1.1 Grdice au Lemme de Lax-Milgram (voir annexe A.11.), on peut mon-
trer que le probléme (1.3)-(1.4) admet une solution faible u,, € H'((0,1)) et puisque
ce probléme est monodimensionnel alors u,, € C([0,1]) grice aux injections de Sobolev

(Théoréme A.6.).

1.2.2 Second exemple

Nous considérons le probléme de diffusion stationnaire d’une barre soumise a une source
de chaleur supposée égale a 1 (pour simplifier) et maintenue a une température constante

sur ses extrémités, par exemple égale & 0. Ceci étant modélisé par une équation de Poisson

13



avec des conditions aux bords de type Dirichlet homogéne. Le modéle est donné par :

d dv,,
2 (um T ) = 1dans (0,1), (1.15)

Um (0) = v (1) =0. (1.16)

A noter également que I’équation (1.15) est considérée au sens des distributions. Ainsi

et comme précédemment le probléme (1.15)-(1.16) s’écrit comme suit :

4oty 1
—dUQ = —dans J;, 0<i<m-—1,
z H1
o) 1
_dv2 = —dans K;, 0<1<m—1,
& Ha
dw(,p dv,(s) .
Hq dr (37) = M2 dr (J}'), .f:ﬂ?g, OSZSm_l?
dim ()t (@), z=m, 1<i<m-—1
1y dm x) = Mde r), T =umx, <i<m ,

= v (x), z=2a,, 0<i<m-—1,

(x)
O (x)

vr(,}b)(:v) = 112)(35), r=ux; 1<i<m-1,
(0)

ot uy (resp. ug)) désigne la restriction de w,, a U;J; (resp. UKj).

En résolvant ce probléme on obtient aisément

1.2 :
TR +ax six € Jy,
U (2) = i:ﬁ—i—am—l—bgl)sixeﬁ,1Si§m—17

iaﬁ—i—lm—{—bgz) size K;, 0<i<m-—1

avec
1 4 Jta2m=1 2%24+i i
Mo =+ iy Mo 8puym?  2m
(1.17)
3i+2i24+1 4+ 1
SR i e i AN D Y
8m?2u, 2m

14



Comme souligné au sous-paragraphe 1.2.1, on remarque aussi que v, est continue
sur [0, 1] mais n’est pas dérivable aux points z; et x;. En fait, le probléme (1.15)-(1.16)
admet une solution faible v,, € H} ((0,1)) et comme on est en dimension 1, on a donc
vm € C([0,1]).

Prenons toujours iy = 1 et p, = 1. Soit v"™ la solution du probléme aux limites

homogénéisé :

d * d hom _
-0 (u o ) = 1dans (0,1), (1.18)

"™ (0) = 0, v™™(1)=0 (1.19)

ou u* est également donné par (1.12). Pour plus de détails voir la section 1.4.1. En

résolvant le probléme aux limites (1.18)-(1.19), on trouve aisément que v"™ (z) = —322 4

[\J[eN]

x.

Remarque 1.2 Le probléme homogénéisé (1.18)-(1.19) (comme (1.18)-(1.14)) admet
une solution v"°™ € C*([0,1]) contrairement & (1.15)-(1.16) dont la solution n’est que
dans v, € H} ((0,1)). La raison essentielle est que, dans les deuz problémes homogénéisés,
la diffusivité (ou la conductivité) est C* alors que dans les modéles (1.8)-(1.4) et (1.15)-
(1.16) la diffusitivité est dans L>. A noter que dans les deuz cas f est C*.

Nous allons a titre illustratif tracer la courbe de v,, ainsi que la solution v"*™ pour les

différentes valeurs de m = 2,4, 8 et 16 voir les courbes ci-apres.

15



0.0
0.0

04T

03T

02T

01T

Courbe de vs.

0.0
0.0

Maintenant nous allons tracer la fonction x — v,, (z) — v"°™ (z) pour m = 2,4, 8, 16.

Courbe de vs.

0.0
0.0

04T

03T

02T

01T

Courbe de vy.

0.0
0.0

Courbe de v1g.

Voir ci-dessous les représentations graphiques correspondantes.
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0.06 T

1 y 0.04 +
0.04
0.02 1 002+
0.00 f f } } \

N 02 04 06 08 )1(.0 0.00 ] .
-0.02+ 06 08 10
002 ¥
-0.04+ -0.02
-0.06 T

{ -0.04 1
-0.08 -+

Courbe de vy — vPo™, Courbe de v, — vPo™,

003 T 0.015 T
0.02 T 0.010
0.01 T 0.005 -
0.00 : : . 0.000 -
06 08 10
X
-0.01 -0.005 -
-0.02 -0.010
003+ -0.015 -

hom

hom

Courbe de vy — v Courbe de vig — v

Nous remarquons & travers ces courbes que plus m augmente plus la différence v,, —vPo™

oscille. De plus et comme noté dans le premier exemple ces graphes nous suggerent que

hom

Uy, converge (simplement ou fortement) vers v De méme, on constate aussi que

hom

Uy, — V"™ = O (m™!) pour ces différentes valeurs de m.

d

dx (Um - Uhom)

Dans ce qui suit nous allons également tracer la différence pour les

valeurs de m = 2,4, 8 et 16, voir les figures ci-dessous.
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Y oal
02+
0.0 + | + | ' } A } A |
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
02+
0.4
Courbe de £ (v, — vMm).
Y oal N /
N /
02+ N y
N
0.00 = 0/.4 A
024 / AN
/ AN
04+ N

Courbe de % (’Ug — vhom) )

Nous constatons que ces courbes représentatives des fonctions I (vm —v
oscillantes. Nous remarquons également que ’ordre de % (vm —v

O (0.5) et par suite ne dépendant pas de m. Comme dans l’exemple précédent, nous

y

0.4 1

0.2 1

0.0

-0.2 1

-0.4 1

Courbe de % (v4 —v

hom) )

06T
N P
04+ s
N Ve
N Ve
02T S e
) « p
N /
0.0 : ——t : !
02 04 06 08 10
s N X
02T Y N
Ve N
Ve N
04+ -~ N
N
0.6+

Courbe de % (v16 —v

hom) )

d hom)

hom)

verrons plus loin que dans ce type de problémes, on a également % (um — vhom) R

ol u; est le terme correcteur et y la variable microscopique. Nous verrons également que

i(um—v

£ hom)

. 2 2 A
Ensuite nous allons tracer j? (vm — vhom) également pour ces mémes valeurs de m,

voir les figures ci-aprés.
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est toujours de



157

1571

y
1.0 e 1.0 —_—
05T 05T
0.0 | | | F—— 0.0 f f F—+—+ i
02 04 06 08 10 02 04 06 08 10
X X
05— 05+
1.0 S 120 — @ — @ — —
15+ 15+
d? _ ,,hom dz _ ,,hom
Courbe de e (1)2 v ) Courbe de e (v4 v )
15T 15+
y | ]
00— — — — — — — — 10+ ——————————————-
051 05T
0.0 } } } } i 0.0 } } ——+t i
l 02 04 06 08 10 02 04 06 08 10
X X
05+ 05T
10+ — — — — — — — — A0f——————————————— -
15—+ 15T

d? _ ,,hom
Courbe de - (Ug v )

2
Courbe de dd? ('U]_G - Uhom) .

Nous observons a travers ces quatres courbes que la différence des dérivées secondes

hom

entre v, et v sont des fonctions constantes par morceaux et périodiques.

Enfin, nous signalons que ces deux exemples nous aménent donc a 1’étude des fonctions

périodiques et oscillantes. C’est 'objet du paragraphe suivant.

1.3 Sur les fonctions Y —périodiques et oscillantes.

Soit N € N* représentant la dimension de I’espace euclidien RY. Dans toute la suite, 2

désigne un domaine borné et régulier de R, représentant le corps homogéne et Y désigne
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le cube unité, c’est a dire Y = |0, 1[N, représentant la cellule de base. On notera e; le

‘eme

i vecteur de la base canonique de RY. Ainsi e; = (i), <j<n avec 0;; le symbole de

Kronecker :
1siz =y,
i = /
0sii#j.

1.3.1 Espaces L% (Y), 1 <p < o0
On commencera ce paragraphe par donner la définition d’une fonction Y —périodique.

Définition 1.1 Une fonction ¢ : RN —— R est dite Y —périodique si pour tout y € RY
et pour tout i € {1,2,...., N} on a

oy +ei) = o(y).

Dans le cas unidimensionnel, on écrira 1—périodique.

Remarque 1.3 On pourra remplacer dans la définition précédente "pour tout y € RN "
par "pour p.p. y € RN " ot p.p. désigne presque partout au sens de la mesure de Lebesque.
Nous rappelons qu’une propriété mathématique est vraie presque partout sur un ensemble
E C RY sl existe un sous-ensemble F C E de mesure de Lebesque nulle (ou négligeable)

en dehors duquel cette propriété est vraie, c’est a dire sur E\F'.

Le résultat suivant nous dit que tout l'espace euclidien RY est recouvert par des

pavages homothétiques a Y = [0, 1]".
Lemme 1.1 Pour tout € > 0, on peut écrire

RV= Jek+Y) et (k+Y)NK +Y)=0sik#K.

kezZN

Preuve. Soit © = (11,22, - ,2x) € RY. Posons pour tout i € {1,2,..., N}, k; = [%] la
partie entiere de %, et y; = = — k; . Notons k = (ki,k, -+ ,ky) et y = (y1, 92, , Yn)-
Onaalors k € ZV, ye Yeta =c(k+y) €c¢ (k +7). La deuxiéme propriété est

évidente. [ |
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Remarque 1.4 On peut généraliser la notion de Y —périodicité a la notion de P—périodicité
ott P est un ouvert de RY formant un réseau, c’est a dire RN = Urezn € (k —i—?) et
(k+P)N(K+P)=0sik #k. Clest exactement le cas d’un parallélépipéde P défini

par

N
P:{Z)\izi:/\ie(O,l), 1§z‘§N}
=1

avec {2}, ;< 'une base de RY. Dans ce cas, on dira qu’une fonction ¢ : RY —— R est

P—périodique si pour tout y € RY et pour tout i € {1,2,...,N} on a

oy + z) = p(y).

En fait, ces ouverts formant un réseau rentrent dans le cadre de la notion plus générale
de tessellations voir par exemple A. Okabe, B. Boots et K. Sugihara [115]. On définit une
tessellation de RN toute partie T C P (RN ) vérifiant les propriétés suivantes

RY = (J A,

AeT
AN B =0 pour toutes parties A, B € T telles que A # B,

0<card{A €T :ANK # (0} < +oo pour toute partie bornée K C R".

Cette notion est souvent utilisée en géométrie stochastique (Cf. D. Stoyan, W.S. Kendall
et J. Mecke [128]. Parmi les matériaux possédant une structure géométrique du type
tessellation a l’echelle locale, on citera les polycristaux dont un travail d’homogénéisation
sur un milieuw hétérogéne bi-structure avec une résistance interfaciale a été effectué par

H.-K. Hummel [88].

Dans toute la suite de ce paragraphe et sauf mention contraire, ¢ est une fonction
définie sur RY supposée Y —périodique. On notera toujours ¢° la fonction définie par
¢ () = ¢ (£). Grace a la périodicité de ¢, on note que ¢ (£) = ¢ (y) ony =L —[¢] €Y
et [2] = ([=2],[=].....[22]).

Soit p > 1. Nous noterons L%, (Y) I'espace des (classes de ) fonctions f définies sur

RY, Y —périodiques, mesurables sur Y telles que |f[” soit intégrable sur Y. Cet espace
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est muni de la norme

e = ( [ |f(y)|”dy);

ot dy désigne la mesure de Lebesgue sur RY.
On notera également L3 (Y') I'espace des (classes de ) fonctions f définies sur RY,
Y —périodiques, mesurables sur Y telles qu’il existe un ensemble négligeable £ = E (f)

en dehors duquel f est bornée sur Y. Cet espace est muni de la norme

[fllo e = sup{lf ()], €Y NE(f)} = supess{[f(z)], zeY}.

2rx
€

Exemple. Prenons ¢ (y) = cos (21y), y € R. On a ¢° (z) = cos (22£) est de période &

alors que ¢ est de période 1. Ainsi, plus € est petit et plus ¢° oscille. A titre indicatif,

—-_T T

nous tracons le graphe de ¢° sur [7, 5} pour € = 1 et 0.05. Voir les figures ci-apres.

Le graphe de cos (27z) (e = 1).
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Le graphe de cos (2”—’”) pour € = 0.05.

£

Il est clair que

1
2mx 1
16N 22,0y = /O cos” <7) dz =2

et que pour tous a et btelsque 0 <a<b<1lona

b
. R L e (. (2nmb . [ 27a B
ll_r% i ¢ (z)dx = l% {% <SlIl <?> — sin (T))] = 0.

(1.20)

(1.21)

Ainsi, il s’ensuit que la famille (¢°)_., converge faiblement vers 0 dans L7 (Y") mais ne

converge pas fortement.

Nous allons nous intéresser dans les paragraphes suivants a la convergence des familles

(¢°) .~ dans les différents espaces L%, (Y). Voir D. Cioranescu et P. Donato [56].

1.3.2 Convergence dans L), (Y), 1 <p < o0

Nous avons le résultat principal suivant :

Théoréme 1.1 Soit O un ouvert borné de RY. Soit p € L (Y), 1 < p < oo. Alors
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(¢°).~0 converge faiblement vers @ dans LP (O) ot ¢ est la moyenne de o surY :

Coz/yso(w dy. (1.22)

Remarque 1.5 Si par evemple T est un parallélépipéde et si p € L, (T), 1 < p < o0,

Alors (¢°).-, converge faiblement vers @ dans LP (O) ot @ est la moyenne de ¢ surY :

¢:AN;(T)/TSO<Q) dy

ot XN (T) = |T| désigne la mesure de Lebesque de T ou encore son volume. A noter que

dans (1.22) XN (V) = 1.
Pour démontrer ce résultat nous avons besoin du Lemme suivant :

Lemme 1.2 Soit O un pavé borné de RY, c’est ¢ dire un produit cartésien d’intervalles

bornés. Notons

K;={keZ:c(Y+k) CO}

et
K{={keZ":e(Y +k)n00 # 0} .
Alors
N
lim eV card (K§) = AN ()
=0 V()
et

lim eV card (K%) = 0.

e—0

Preuve. Ecrivons que O = Hf\il]ai, biletY = Hi]\il]ai,ﬁi[oﬁ pour tout i € {1,2,..., N},

a;, o, b; et 3, sont des réels tels que a; < b; et a; < 5,. Soit € > 0 assez petit, par exemple
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e < minlSiSN (bz — CLZ‘). Notons
C; :bz-—ai, Yi :Bi_aia 1€ {1,2,,N}
En écrivant que

C;
€%, =hAA

ou kf = [g} est la partie entiere deec—;_ et A; sa partie décimale, il vient alors
k2

k3

N N
: N £ _ : N e __1: e
limeVeard (K5) = lime Hki_g%ﬂlgki
 Ha A0
pu— —_— = N .
i v A ()

Notons ensuite
Ks={keZ":3ie€{1,2,..,N} 3K € K5 : k=K +¢;}
ot I'on rappelle que e; est le 1™ vecteur de la base canonique de RY. Notons également
Y = Ukekse Y +k), j=123. (1.23)
On a immédiatement
Vs = Urerg (Ui (Y +k+e)), Vi =Y\
Par suite
N

card K5 = H (k; +1), cardK] < cardK5 — card K.

i=1
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Evaluons maintenant la quantité card K5 — card Kj. On a
N

N
card K5 — card K = H (ki +1) — H kS
i=1

=1

N-1
= 1+Y > KR,k

m=1 1<i1 <ip<-<im<N

Puisque k5 = O (1), on a donc
cardKj — cardK§ = O (')
de sorte que

lim eV card K¢ = 0.
e—0

Ce qui termine la démonstration du Lemme. [ |
Preuve du Théoréme 1.1. Soit p € L, (Y)), 1 < p < oo. Nous allons d’abord montrer
ce résultat pour un pavé O = Hfil]ai,bi[ ou pour tout i € {1,2,...,N}, a; < b;. On
prend ¢ > 0 tel que ¢ < minj<;<y (b; —a;). Avec les notations (1.23), on peut écrire

O =)Y;U0O° ou
OF={xe€c0:3keK], zeec(Y+k)}.

A noter que Y5 N O° = et que O° C V5. On a ainsi

/Ogoe(x) dx:/yaw(;p) dx—i—/egaa(x) dz

0

et par suite

L@ ar— [ o a

0

<

/yagos(a:) dz|.

1
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Cest a dire

/Osﬂa:) .

keK§

(1.24)

> / . ¢ (z) dz.

keK

/ ¢ (z) dz| <
e(Y+k)

En tenant compte de la périodicité de ¢ et en utilisant le changement d’échelle z =

e(y+k), yeY il vient que

/ ¢ (z) dz =8N/ ¢ (y) dy.
e(Y+k) Y

Par conséquent l'inégalité (1.24) devient

/Ogoa (z) dz — eNcard (KS)/

¢ () dy' < eNeard (K7)
Y

/Yw (v) dy‘ (1.25)

Grace a l'inégalité de Holder (Proposition A.8), il convient de noter que

[lewr a

ou p* étant le conjugué de p: p* = p/(p — 1). Par suite, I'inégalité (1.25) devient

1/p
= [loll,.4

/Y ¢ (y) dy‘ < V()

[ @)t Mara 3) [ o) o] < Meard (15 I
Y

et en passant a la limite dans cette derniere inégalité, en tenant compte du Lemme 1.2,

on obtient

MV (0) /
li f(z) de =L = dz.
fing | (z) dz R e

Maintenant, on considére le cas général d’un ouvert O borné. Nous allons utiliser le

Théoréme A.1.
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Il est clair que

6oy < | [ 16 @P do
V3
< |eVeardi [ o )P dy\
Y
<

Cllpllh 4 < +o0.

De plus, si P est un pavé contenu dans O, on a d’aprés ce qui a précédé

lim [ ¢ (2) da::/gbdx.
P P

e—0

Ainsi d’aprés le Théoréme A.1., il s’ensuit que ¢° converge faiblement dans L? (O)

vers . |

1.3.3 Convergence dans Ly (Y)

Si maintenant ¢ : RY — R € L™ (Y) et Y —périodique, on a alors le résultat suivant :

Théoréme 1.2 Soit p € Ly (Y), c’est a dire p : RY — R, Y —périodique et Yy €
L= (Y). Alors (¢°).., converge faible—x vers @ dans L (RY) o @ est la moyenne de

© sur'Y donnée par (1.22).

Preuve. Gréce a la périodicité de ¢, on a bien [|¢®|| g = [[¢]l,, 4 Par suite, (¥°)..
est bornée dans L> (RN ) et on peut donc extraire une sous-famille, notée encore (°)_.
et une limite ¢* € L (RY) telles que (¢°).., converge faible—x vers ¢*.

Nous allons par la suite identifier ¢*. Pour ce faire, considérons O un ouvert borné
de RN et p > 1 un nombre réel. Tout d’abord, il convient de noter que o € L7 (0O).
Ainsi, en utilisant le Théoréme 1.1, on peut affirmer que (¢°).., converge faiblement dans
LP (O) vers sa moyenne sur Y, c’est a dire . D’autre part, soit v € L?(O) une fonction

test quelconque avec ¢ le conjugué de p. Notons x, la fonction caractéristique de I'ouvert

O. Donc, en observant que vy, € L (RN ) et en rappelant que (¢°)_., converge faible—x
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vers ¢*, il vient alors

lim [ ¢ (z)v(z) dr = lim o () v (z) xp (z) da
e—0 o e—0 RN

Autrement dit ¢ converge faiblement vers ¢* dans L? (Q). Par unicité de la limite, on a
alors ¢* = @ p.p. sur O. Comme 'ouvert borné O est quelconque, on déduit que ¢* = @
p.p. sur RY. Enfin en appliquant le Théoréme d’Eberlein-Smuljan (voir Théoréme A.2.),

|

il s’ensuit que c’est toute la famille (¢°) qui converge faible-* vers .

1.3.4 Convergence dans L} (V)

Enfin nous donnons un dernier résultat concernant la convergence des familles de fonctions

fortement oscillantes dans L!.

Théoréme 1.3 Soit ¢ € Ly, (Y). Alors pour tout ouvert borné O, la famille (¢°),..

converge faiblement dans L' (O) vers sa moyenne @.

Preuve. Soit ¢ € L, (Y). Alors pour tout € > 0, ¢° € L' (RY) et par suite pour tout
ouvert borné O, ¢9o € L' (0). Soit I € N*. Comme Y est borné alors par le Théoréme
A.10. l'espace L?(Y) est dense dans L' (Y'). Pour tout [ € N*, il existe donc ¢; € L*(Y)

telle que

1
T (1.26)

I — 901||1,# <

A noter que pour tout [ € N*, ¢, n’est pas forcément périodique. Nous allons donc la

prolonger par Y —périodicité & R" de la maniére suivante. Posons

V) =e (-, pp. yeRY

ou rappelons-le [y] désigne la partie entiére du vecteur y. Il est facile de voir que 1), est

Y —périodique. En effet, pour tout i € {1,2,---, N} et pour tout y € RY, on a bien
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évidemment [y + ;] = [y] + e;. Par suite

y+e)=py+e—ly+e) =0 W—[)=¢), pp yeR"

De plus, ¢, € L;E (Y).Notons ensuite pour tout € > 0 et pour p.p. = € RY, o7 (x) =

Uy (/).

Soit maintenant P un cube dans R contenant O de coté ap > diam (O) et tel que

Np
p=|JrF;,
=1

< " I(P N .y .
ou P sont des cubes de coté € et au nombre Nj = VOEJ(V ) — (4£)". Ceci étant toujours

possible car O est borné.

Considérons maintenant une fonction test n € L (O) quelconque. On a

< I9ll Loy 197 = Yill 10y < Ml ooy 197 = Yillpagpy - (1.27)

{/W—WMM
O

Observons que

Np,
W“%ﬂym=%;<@hﬁg—w&9]mﬁ (1.28)

ot dzf est I'élément de volume de Pf pour la mesure de Lebesgue sur RY.
Notons que par un changement d’échelles z = ¢ (k + y), y € Y et par la Y —périodicité

des familles de fonctions ¢° et 17, on peut écrire que

[ 1o (@) = ()] ars== [1ew - wwl a

et par suite (1.28) devient

I mm@—ﬂZ/w ()] dy = vol (P (/w n@)m
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(1.29)

Ainsi (1.27) et (1.29) donnent

'/O (0" = ¥p)n dz| < vol (P) [[nll o) I = Uil L1y (1.30)

et en utilisant (1.26), l'inégalité (1.30) entraine que pour tout [ € N*

vol (P)
S 171l e ) - (1.31)

[ v

A noter que 'estimation (1.31) est uniforme par rapport a €.
Par ailleurs, il est clair que pour tout p €]1, 4+o00[, ¢; € L? (O) et d’aprés le Théoréme

1.1, (%) converge faiblement vers sa moyenne ¢, dans L? (O). Mais

le/ywz(y) dy:/ysol(y) dy = @.

Donc pour tout [ € N*

| wi-gmae—o (1.3

Remarquons aussi que

/(9(%—@)77(13:

et par conséquent

/O@l—@)ndw

Gréce a (1.26) on obtient

/O@l—@)ndw

/(9</Y(sol—so)dy)ndx

<vol(O) |l¢ — 905”1# 17l o -

vol (O) vol (P)
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Ainsi, en combinant (1.31), (1.32) et (1.33) on obtient

‘/ " — i) n dz| +
/(z/;l ?)n do

2vol (P)

< 29D 4| [ (- 0)was

(w—w n dv O(w?—%)ndx

En fixant [ d’abord et en faisant tendre € vers 0 dans cette derniére inégalité, on trouve

0 <lim

e—0

/ <ef—¢o>ndx\ 2L ., (1.34)

Ensuite en passant a la limite sur [ — +o00 dans (1.34), on obtient le résultat désire. W

1.4 Une introduction a ’homogénéisation

Dans ce paragraphe, nous allons introduire la technique des échelles multiples pour con-
struire formellement le probléme homogénéisé d’un modele de diffusion stationnaire dans
un domaine composite. Nous justifierons ensuite au paragraphe 1.4.3 par la méthode de
I'énergie de L. Tartar [129]. Nous commencerons par le cas de la dimension 1 qui est plus

simple, ensuite nous généraliserons au cas de la dimension supérieure.

1.4.1 Procédé d’homogénéisation en dimension une

Dans la Section 1.2, nous avons considéré le probléme de diffusion stationnaire de la tem-
pérature d’une barre composite soumise a une source de chaleur. Dans les deux exemples

traités, nous avons observé d’apres les graphes que la solution u,, (resp. v,,) converge

(fortement) vers la solution u"™ (resp. v"°™) d’un probléme (appelé homogénéisé¢) alors
dum dvm dyhom dyhom ) 9
que <= (resp. “y™) ne converge pas fortement vers “5— (resp. “5—). C’est 'une des

caractéristiques des problémes d’homogénéisation.

Considérons dans ce paragraphe, le modeéle (plus général) de diffusion d’une barre
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composite de longueur L > 0 et qui est décrit comme suit :

_dim (u (g) dilxus) = f dans (a,b), (1.35)
u®(a) =u®(b) =0 (1.36)

ol a et b sont deux réels tels que a < b, L =0—a et

p: R — R

y — pn(y)

est une fonction 1—périodique. Dans (1.35), f est une source de chaleur supposée mesurable
au sens de Lebesgue sur l'intervalle (a,b) et appartenant a L? ((a,b)). Le caractére com-
posite de la barre est bien évidemment exprimé par le coefficient de diffusivité thermique
pe () = p (f) Ainsi pour les deux exemples étudiés dans la Section 1.2, la diffusitivité

thermique prend la forme :

uw: R — R

iye (0,3)+k
y — p(y) = MlSTy (1 2) , kelZ.
,u251y€(§,1)+k

et les valeurs de ¢ sont %, %, et %6 correspondantes aux valeurs de m = 2,4,8 et 16

0|

respectivement.

Dans ce paragraphe nous supposerons de maniére assez générale que

. est mesurable au sens de Lebesgue sur R et supposé appartenir & L™ (R). (1.37)

De plus, on supposera également que pour presque tout y € R

1(y) =co>0 (1.38)

ol ¢y une constante strictement positive indépendante de € et bien stir de y.
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La formulation faible du probléme (1.35)-(1.36) est donnée par :

Pour tout ¢ > 0, trouver u® € Hy ((a,b)) tel que

b b
z\ duf dv )
/a a <E> iz dr 7 / fodz, Vv e Hy((a,b)). (1.39)

En utilisant le Lemme de Lax-Milgram (Voir Théoréme A.11.), pour tout ¢ > 0, il
existe une unique solution u¢ € Hj ((a,b)). De plus, en prenant v = u° dans (1.39) et en

utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

b 2
x\ [ du® .
/a M <g> (da:) dz < HfHLQ((a,b)) [u HL2((a,b))' (1.40)

Dans toute la suite C' désigne une constante indépendante de €. En rappelant (1.38) et

l'inégalité de Poincaré (voir Théoréme A.7.), (1.40) entraine l'estimation suivante :

i

ou Cp est la constante de Poincaré qui ne dépend que de p et de 2. Par suite

du®
dx

Cp
S - 11 2oy
L2((a,b)) 0

1w 1 o,y < € (1.41)

Autrement dit la famille (uf)_., est uniformément bornée dans H' ((a,b)).

Ensuite on définit

dus

Gréace a (1.37) et 'estimation (1.41) il s’ensuit que

1€ 20,6y < € (1.42)
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Mieux encore

|

Ainsi d’aprés le Théoréme d’Eberlein-Smuljan ( voir Théoreme A.1. ) il existe

dge
dx

= ||f||L2((a,b)) <C
L?((a,b))

une sous-famille de (u®,&°)_., notée toujours (uf,&°).., et il existe u € H'((a,D)),

¢ € H' ((a,b)) tels que

(u®).., converge faiblement vers u dans H' ((a,b)) (1.43)
et
(£°).~, converge faiblement vers ¢ dans H' ((a,b)). (1.44)

L’objectif principal des problémes d’homogénéisation est de déterminer le probléme
aux limites auquel u est solution. Pour cela il existe plusieurs techniques, nous citerons
entre autres : méthode de développements asymptotiques combinée avec la méthode de
I’énergie de L. Tartar [35, 129], méthode de compacité par compensation [109], H—convergence
[110], ['-convergence [21, 46, 67, 68|, G—convergence [141], méthode de la convergence a
deux échelles [11, 112] et méthode de I’éclatement périodique [57, 58]. Comme le probléme
(1.35)-(1.36) est unidimensionnel, on pourra tout particuliérement utiliser les techniques
de compacité usuelles (convergence forte, faible et faible-* dans les espaces LP), voir par
exemple A. Bensoussan & al. [35], Y. Amirat, K. Hamdache & A. Ziani [16, 17, 18] et L.
Tartar [129, 132].

D’abord on remarque que

% = f dans (a,b). (1.45)

En effet, en tenant compte de (1.44) et en passant & la limite dans (1.39), on trouve

bd d b
/a éé dz = /a fvdz, Vv e Hf((a,b)). (1.46)
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Une simple intégration par parties dans (1.46) donne (1.45).
Ensuite, on déterminera £ en fonction de uw. En utilisant le Théoréeme de Rellich-

Kondrachov (voir Théoréme A.6) et (1.44), on peut dire que
(£°).~, converge fortement vers ¢ dans L* ((a,b)).

Remarquons que

et d’apres le Théoreme 1.2 on peut écrire

1 1
(—) converge faible-* vers M (—>
H : e>0 H

otll rappelons-le

() =L

Donc on peut voir que % est le produit de deux familles : 1'une : <#> convergente

faible-* dans L™ ((a,b)) et I'autre : (£°) convergente fortement dans L? ((a,b)) et par

suite on peut passer a la limite pour le produit %55. Plus précisément, on a

du® 1
- converge faiblement vers M | — | £ dans L? ((a, b)) .
dx e>0 H

Par conséquent, grace a (1.41), on obtient une relation entre g—g et &, c’est a dire

1 71du
M(E) Friail
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En rappelant (1.45), on trouve finalement le probléme homogénéisé

()R] - ram e am

u(a) = u(b)=0. (1.48)

A noter que la condition de Dirichlet (1.48) est obtenue grace a (1.43) et a la continuité
de Papplication trace (Théoréme A.5., voir aussi [3]).

Il est clair que (1.47)-(1.48) admet une unique solution faible dans H{ ((a,b)). De ce
fait, c’est toute la famille (u®)_., qui converge faiblement vers u dans H' ((a, b)), voir le
Théoreme d’Eberlein-Smuljan en Annexe (Théoréeme A.1).

En général on a

M (i) e Ml(m R u(ly) dy

Voir Remarque 1.7 ci-dessous. Par conséquent

du® d
(/f u > ne converge pas faiblement vers M () % dans L2 ((a,b)).
dr /., dz

Remarque 1.6 On pourra remplacer la diffusitivité thermique par toute fonction u°

mesurable dans L™ ((a,b)) et non nécessairement périodique. Ainsi, si
0<c<p <c <+

et st

1 1
(—) converge faible-* vers — dans L> ((a,b)),
ME e>0 H

le probléme homogénéisé sera toujours

%(M*%) = f dans (a,b),
ua) = u(b)=0.
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Remarque 1.7 Si par ezemple

[y S1Y € Y,
pn(y) = ‘ yey
Hy siy € Y,
ot Yy et Ys sont deuz ouverts de Y avec Y =Y, UYoU (0Y] NOY2), et uy et uy sont deux

constantes indépendantes de y € Y, alors

M(l)_l_ 1 Y+ (Y
ol el Ml e
H Hy T H2 My T H2

qui est en quelque sorte la moyenne harmonique (pondérée) des quantités u, et p,. A

noter qu’en général

1
|L1‘ |y_2| §M1|Yl|+:u2|y2|

M1 Ha

avec éqalité si et seulement si

H1 = Ha-

Dans ce cas le milieu (a,b) ne serait pas hétérogéne. Plus généralement on a

M (%)1 < M(p).

En effet en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

= L () ([ () @)
« (o (3))"

En prenant p, = 5,19 = 3, Y1 = (0, %) et Yo = (%, 1) on trouwve alors (voir aussi (1.12))
(VY ol 1
p= i - ﬂ_i_@ 3
M1 Ha
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1.4.2 Procédé d’homogénéisation en dimension supérieure

Soit © un domaine borné et régulier de RY (N > 1), supposé étre le siége d’un matériau
hétérogene présentant une répartition périodique de micro-structures décrite comme suit.
On considére une fonction matricielle @ : RY —— RM*N décrivant la diffusion de ce

matériau a ’échelle microscopique telle que a = (a;;)1<ij<n €t
- a;; 1 Y —périodique, i et j € {1,...,N};
- ai; € L2(Y);

- Tl existe une constante o > 0 indépendante de € telle que pour tout & = (§;)1<;<y € RY

on a
N N
D aiE = a0y & (1.49)
ij=1 i=1

On notera par la suite
af (v) = a(z/e), v € RY.

On s’intéresse & I’homogénéisation du probléme elliptique suivant :

—div (a*Vu®) = f dans , (1.50)

u® = Osur ' =00 (1.51)

C’est a dire trouver le comportement asymptotique de la solution (si elle existe) du prob-
leme (1.50)-(1.51). Ce qui revient & chercher le probléme limite de (1.50)-(1.51) dans
une topologie a préciser. Dans 1’équation (1.50) f représente une source de densité qu’on
supposera par exemple dans L? (Q).

Il est a noter que le matériau €2 de conductivité a® (z) est fortement hétérogene avec

des hétérogénéités réparties de facon périodique mais de taille microscopique de 'ordre
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€. Ainsi plus € est petit, plus le nombre d’hétérogénéités est élevé. En pratique, on ne
cherche pas & connaitre localement le comportement de la solution u® sur chaque cellule.
En effet, d’'un point de vue numérique, résoudre le probléme (1.50)-(1.51) par n’importe
quelle technique numérique (différences finies, éléments finis, volumes finis, ...) nécessite
un maillage de taille plus petite que €. Lorsque ce paramétre £ est petit, cela conduit
a considérer un maillage trés fin et entraine de ce fait un grand nombre de degrés de
liberté qui augmente en 1/eV. De telles équations discrétisées peuvent étre trés cotiteuses
en terme de temps de calcul (CPU) et en stockage de mémoire, voire parfois impossible
a résoudre numériquement vu la grande complexité algorithmique qu’elles engendrent
[44, 45, 95, 96]. C’est pour cette raison que l'on s’intéresse d’abord au comportement
global ou moyennisé de la solution u®, & savoir étudier la limite de (u®)_., autrement dit
chercher le comportement effective du milieu €2 & I’échelle macroscopique, comme étant un
matériau homogene et par la suite passer au calcul numérique par des techniques usuelles
telles que les éléments finis pour construire des valeurs approchées du phénomeéne étudié
(la température, la pression du fluide, ...).

Le probléme (P.) est équivalent formellement au probléme variationnel suivant :

Pour tout & > 0, trouver u¢ € Hg () tel que pour tout v € H} (Q)

/Q (a°Ve) - Vo do = /ﬂ fo dz. (1.52)

Il est clair, d’apres le lemme de Lax-Milgram (voir Théoréme A.11.), que le probléme

(1.52) admet pour tout € > 0, une unique solution u® € Hy () qui est de plus bornée :
C
w52 = VU llr2@) < a—f||f||L2(Q) (1.53)

ot rappelons-le la constante C), est donnée par l'inégalité de Poincaré (Théoréme A.7.).
En effet 11 suffit de prendre v = u® dans I’équation (1.52), d’utiliser la condition de

coercivité de (1.49) et l'inégalité de Poincaré.
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A noter que lestimation (1.53) est uniforme par rapport a e. En utilisant le Théoréme
Eberlein-Smuljan (Théoreme A.1.) il existe u € H' () et une sous famille extraite de
(uf). notée toujours (uf). qui converge faiblement vers u dans H' (). En vertu du

Théoréme de Rellich-Kondrachov (Théoréme A.6) on peut écrire que
u converge fortement vers u dans L* (). (1.54)

Une question naturelle se pose alors : trouver le probléme limite auquel u est solu-
tion. Nous allons pour cela utiliser a titre d’exemple la technique asymptotique de double
échelles associée avec la méthode de I'énergie de L. Tartar. En effet, la premieére tech-
nique qui consiste a introduire un développement asymptotique de la solution u® dans
les équations (1.50)-(1.51) est tres efficace pour déterminer le probléme limite mais elle
reste cependant formelle. Ce qui conduit donc a utiliser une autre méthode permettant
de justifier mathématiquement ce procédé asymptotique. C’est la technique de 1’énergie
de L. Tartar qui consiste essentiellement en un bon choix de fonctions tests dans la formu-
lation variationnelle associée et de passer ensuite a la limite, en utilisant bien str certains
résultats de compacité.

Cette technique de développement asymptotique consiste & insérer un développement
asymptotique approprié de la solution u® dans les équations (1.50)-(1.51) et obtenir ainsi
une cascade de problémes aux limites périodiques par un procédé d’identification des
termes de méme puissance en €. Pour plus de détails et plus d’applications, on se référera
aux ouvrages classiques de A. Bensoussan & al. [35] et de E. Sanchez-Palencia [123].

Plus précisément, on suppose que u° posséde un développement asymptotique de la

forme suivante :

uf (1) = uo(m, y) +eur(x,y) + 2uz(z,9) + ..., y=a/e (1.55)

ot les termes wu; sont Y —périodiques en la variable y pour chaque z fixé dans .
Etant donné que (1.50) est une équation elliptique linéaire d’ordre 2 et que le second
membre f ne dépend pas de ¢, il convient donc de n’étudier ces équations (1.50)-(1.51)

qu’a l'ordre —2, —1 et 0. Dans ce type de problémes, la premiére équation obtenue par
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identification a 'ordre —2 de (1.50) donne une information sur le premier terme uy dans
le développement asymptotique de la solution u®. Dans ce genre de problémes, ce terme
est en général obtenu indépendamment de la variable microscopique et il est la limite
faible de u®. La deuxiéme équation obtenue & I'ordre —1 permet de relier en général le
terme "correcteur" u; d’ordre 1 dans le développement asymptotique de u® & ug et ceci
grace a la linéarité de (1.50). Enfin la troisiéme équation obtenue & l'ordre 0 déterminera
le probleme homogénéisé, c’est a dire le probléme limite et ce en s’aidant d’une condition
de compatibilité caractéristique de ces problémes aux limites périodiques. Comme signalé
plus haut, ce type de procédé, bien que tres utilisé par les physiciens et les ingénieurs,
n’est que formel et donc du point de vue mathématique, il est important de justifier la
convergence de u° vers u dans une topologie précise, ou d’'une autre maniére justifier le
développement asymptotique de u° & un ordre déterminé. Nous allons pour cela utiliser
la méthode de I’énergie de L. Tartar. Voir le sous-paragraphe suivant.

Avant de décrire le procédé, nous allons commencer par donner quelques notations.

Notation 1.1 V,,div, (resp. V,,div,) désigne le gradient, la divergence par rapport a la

variable z (resp. y). Pour x € Q, on note X° = (x,%).

' e

On utilisera les deux régles de dérivation suivantes : pour une fonction g (z, y) réguliére

sur 2 x RY on a

V(g(X7) = (Vag) (X7) +e71 (Vyg) (X9) (1.56)
et pour toute fonction vectorielle G (z,y) réguliére sur Q x RY on a

div (G (X9)) = (div,G) (X?) + e~ ! (div,G) (X7). (1.57)

On supposera pour simplifier que les fonctions u; sont assez réguliéres sur Q x RY

justifiant les calculs qui suivent. Ainsi, par exemple

Vut (z) = e (V,ug) ( ) - Ze < (Vzug) ( i) + (Vyups1) <x, g)) .

k>0
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En injectant le développement asymptotique (1.55) et en tenant de compte des régles

de dérivation (1.56) et (1.57), on obtient formellement :

e 2div, (aV,u) (X°) +
e [divy, (a (Vyuy + Viug)) + div, (aV,u0)] (X°) +

Z Ek [diVy (a (Vy'U/kJrQ + qukﬂ)) + div,, (CL (vyuk+1 + qukr))] (Xa) = _f (.%) :

keN

En procédant par identification suivant les puissances de € dans cette derniére équation,

il vient alors :

—div, (aVyug) = 0,

~ o~ o~
_ =
S
oS ©

~— N~ N~

—diVy (avaQ

)

—divy (aVyuy) = divy, (aVyug) + div, (aVyuo) ,
) = [f+divy (aVur) +div, (a (Vyur + Vi),
)

—div, (aVyugie) = divy (aVaugsr) + divy (@ (Vyugsr + Veug)), k> 1

A noter que ces équations (1.58)-(1.61) sont posées dans I'ouvert Y pour chaque z fixé

dans €2. De plus il faut ajouter a ces équations les conditions aux limites périodiques

suivantes
Ug y— ug (x,y) Y — périodique, (1.62)
u - yr——u(z,y), Y — périodique, (1.63)
Us y— uy(x,y), Y — périodique, (1.64)
Up y— ug (z,y), Y — périodique, k > 1. (1.65)

Nous allons par la suite étudier les problémes aux limites : (1.58) et (1.62), (1.59)
et (1.63), (1.60) et (1.64), (1.61) et (1.65). Remarquons que tous ces problémes peuvent

s’écrire :

—diVy (aVyuk) = Fk,
(1)

gty — ug (x,y), Y — périodique
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ou

Fg == 0,
Fy = div, (aVug) + div, (aVyuo) ,
Iy = f+divy (aVyw) +div, (a (Vyu + Vau))

F, = diVy (anuk_l) + div, (CL (Vyuk_l + quk_g)) , k>3.

Afin de construire les formulations variationnelles correspondantes aux problémes (gy),

nous avons besoin d’introduire deux espaces fonctionnelles suivants. Pour cela nous avons

besoin de donner quelques notations . Soit pour i =1,2,--- | N
SZO : :{y:<ylay27"'7yN>€?:yi:O}7
St ={y=(,y2 . yn) EY 1y; = 1}.

On considere Hy (V') le sous-espace de H' (Y') des applications ¢ ayant la méme trace sur
les faces opposées de 9Y. Soit H. ;1# (Y) /R Tespace quotient de H. ?1# (Y') par les applications

constantes. La relation d’équivalence est la suivante :
U, v EH;#(Y), ufv <= Jda e R, u=v+a, sur Y.

On notera également H}# (Y) /R est isomorphe algébriquement et topologiquement a

I’espace

V#:{SOEH#(Y)r/wdy: }

Y

via I'isomorphisme

H#(Y)/R — Vi

v o— v— [,vudy.

La norme sur Vy est donnée grace a l'inégalité de Poincaré-Wirtinger (voir Théoréeme

A.8.) par
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lell, = ([ 196" @)

Le probléme (py) est formellement équivalent au probléme variationnel suivant :

pour z € € fixé, trouver uy, (z,-) € Hy (Y) /R tel que pour tout ¢ € H (Y) on a

Z/ 8uk 0 dy = / Frp dy. (1.66)
Y

i1 ay] Oy
Afin d’étudier ce probléme, nous énoncons le résultat suivant :

Lemme 1.3 On considére pour touti,j € {1,2,..., N} des applications mesurables a;; €

L (RN ), Y —périodiques et vérifiant :

> i) &s > Z

3,7=1

Z% ) €,0;

i,j=1

VE = ( i)1gi§N € RNa Vo = (Qi)lgiSN e RY

<calz§91, yevy,

avec ¢g > 0 une constante indépendante de la variable y. Soit n € H# (Y)* : le dual de

Hy, (Y). On pose

6 0
a(,p) = Z/ ‘Z’ SOdy, Vg € Hy (V)
i,7=1

(n,p) = /Yn (y) ¢ (y) dy.

Alors le probléme variationnel :

Trouver ( € Hi# (Y) tel que pour tout ¢ € H;ﬁ Y), (1.67)

a(Ce) = (n,¢) (1.68)

admet une solution unique dans H;# (Y) /R si et seulement si n vérifie la condition de
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compatibilité suivante :

(n,1) =0. (1.69)

Preuve. En prenant par exemple ¢ = 1 € H# (Y) dans (1.68), on obtient sans peine
(1.69).

Réciproquement, supposons (1.69) et montrons que le probléme (1.67)-(1.68) admet
une solution unique ¢ € Hj (Y) /R. Nous allons a cet effet utiliser le Lemme de Lax-
Milgram (Théoreme A.11.).

L’espace Hy (Y) /R est muni (rappelons-le) de la norme

el g i= ([ 190 dy)

On a pour tout ¢, € Hj (Y) /R

el = [l 00500l dy <" [ D0 dy < " el 1l
a(p,p) = / i (y) 0000 dy > 60/ ip0ip dy = co |lpll; 4 »
Y Y
c’est & dire que ay est continue et coercive sur My, (Y') /RxHy (Y) /R. De plus, grace

a la condition de compatibilité (1.69) et grace aussi a I'inégalité de Poincaré-Wirtinger

(Théoréme A.8.), on a

sl = [(ne= [ oan)
/

< mllay o

HY(Y)
< Cllolly g -

D’apres le Lemme de Lax-Milgram (Théoréme A.11.), le probléme

Trouver ( € H;# (Y) tel que pour tout ¢ € Hi# (Y) /R,

a(Cp) = (n,¢) (1.70)
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admet donc une unique solution ¢ € Hy (Y) /R. En utilisant encore une fois (1.69), la

solution ( satisfait aussi a

a (G, ) = (n,9)

pour tout ¢» € Hy, (Y). Il suffit de prendre dans (1.70) ¢ = ¢ — [, ¥ dy.
Par conséquent (1.67)-(1.68) admet une solution ¢ € Hy (Y) /R. Ce qui acheve la
preuve du Lemme. [ |

Nous avons aussi besoin du Lemme suivant

Lemme 1.4 Pour tout ¢ € Hy (Y), on a

/Wso(y)-V(y) ds (y) = 0

ot v(y) désigne la normale unitaire a 0Y dirigée vers lextérieur de Y et ds(y) est

I’élément de volume pour OY .

Preuve. Soit ¢; le i®° vecteur de la base canonique de RY. 1l est & noter que pour

tout z € Y on a z + ¢; € Y'et pour tout i = 1,2,..., N, ¢ (z+¢€;) = p(2) car ¢ est

Y —périodique et v (z + ¢;) = —v (z) parce que Y et Y;' sont deux faces opposées. Ainsi

en effectuant un changement de variable on obtient

/w(y)V(y) ds(y) = /w<z+ei>u<z+ei> ds(z), y=zte
S S?

i

- —/Sowz)u(z) ds ()

i

et par suite

/8ys0(y>l/(y) ds(y) = i(/sow(yw(y) dS(y)+/

Revenons aux problémes (1.66) et appliquons les Lemmes 1.3 et 1.4. Ceci se fera en

trois étapes.
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1¢* étape. Pour k = 0, la condition (1.69) est clairement satisfaite. De plus I'application
nulle 0 est évidemment une solution de (1.66) et par unicité 0 est bien la solution de (1.66)
dans Hj (Y) /R. Ainsi pour chaque z € €, Ju(z) € R tel que 0 = 4 (x) et par suite on

peut écrire

uo(fﬂ,y):U(l’), IEQu yEY

28me gtape. Pour k = 1, en utilisant le fait que ug est indépendant de y et en s’aidant

de la formule de la divergence et du Lemme 1.4 puisque a est Y —périodique, on obtient
(F1,1) = / [divy (aVup) + div, (aVyug)] dy
div, (aV,up) dy

y) Vaug) - v (y) ds

(y) ds) - Vg

oY

I
O/\Qa\~<\

Clest a dire (1.69). Ainsi pour x € Q fixé, il existe un unique u, (z,-) € Hj (Y) /R tel

que pour tout ¢ € Hy (Y)

a(uy (x,.), @) = (F1, @) = —/Ydivy (aVzup) ¢ dy.

De plus, grace a la formule de Green et au Lemme 1.4, on peut écrire

/ divy (aViuo) o dy = ( / "vayp dy> - Vg — / (aViuo) Vyp dy
Y Y Y

= — (/ tvygoa dy) - Vg
Y

et par conséquent u; (z,.) est solution de

a(uy (z,.),¢) = (/Y 'Vypa dy) - Vg
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En écrivant que

N

Voo (2) = Y Ni(@)e,  \i(x)

=1

il vient que

@i (2,),9) = 3N (@ (/Y 06V g dy) | (1.71)

Remarquons que le probléeme :

pour i=1,2,--- N, trouver w; € Hy (V) /R tel que pour tout ¢ € Hy (Y)
a (wi, @) :/ ae;Vyp dy (1.72)
Y

admet une solution unique et ce en vertu du Lemme 1.3. Il est a noter que dans le

probléme (1.72) la variable macroscopique x n’y apparait pas. De plus w; est aussi solution

du probléme aux limites :

—div, (aV (w; —y;)) =0 p. p. dans Y,
(F:)

y— w; (y) Y — périodique.

On remarque aussi que la premiére équation du probléme (F;) s’écrire aussi

Day;
@k p. p. dans Y. (1.73)

N
divy (aVw;) = div, (ae;) = Z oy
k

k=1

Ensuite de (1.71) et (1.72) on obtient pour = € Q fixé et pour tout ¢ € Hy (Y)

a <u1 (x,.) — Z i (2) w, go) = 0.

Or, le probléme qui consiste & trouver w € H#l# (Y) /R tel que pour tout ¢ € H# (Y)

a(w,p) = 0 admet comme solution unique w = 0 € H. 4 (Y) /R. Ce qui revient a dire que
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w est nulle & une constante prés. Ainsi pour z € €)

N

autrement dit

Z ZZ‘; )+ w (). (1.74)

Au vu de la relation (1.74), on a découplé les deux variables macroscopique = et

microscopique y de sorte que le probléme (1.72) est un probléme microscopique.
Remarque 1.8 Puisque e; = V,y;, il vient que
a (wi, ¢) :/ aV,w;V,p dy :/ ae;Vyp dy :/ aV,y; Ve dy.
Y Y Y

On serait tenter de dire que la solution du probléme (1.72) est w; (y) = vy, mais ceci est

complétement faux puisque y; & H;E (Y) /R. Plus précisément, y; n’est pas périodique.

3éme gtape. k = 2. Dans ce cas la condition de compatibilité (1.69) se traduit par
0= (Fy,1) = / (f +divy (aV,uy) + div, (a (Vyus + Viue))) dy. (1.75)
Y

Ainsi pour que le probléme (1.66) avec £ = 2 admette pour z € ) fixé une solution
unique uy (z,-) € Hy (Y) /R il faut et il suffit que (1.75) soit satisfaite. Regardons de

plus pres cette équation. En utilisant le Théoréme de la divergence et le Lemme 1.4, on a

/ divy (aV,uy) dy = (/ tva dy) Vauq —/ aV,1Vu; dy = 0. (1.76)
Y oy oy

D’autre part, en utilisant la relation (1.74), on peut écrire pour j =1,2,--- /N
8u1 0u0
T,y ) tw
8yk (@ ayk (Z aiUz (@ )>
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et par conséquent

(9u1 au() aWl
Z 8Iz ayk )
Par suite
ouy Oug B auo 8% Oug
8UO &uj
_ Oug owj . 1.
G ) ( 5 )+ 0 (L7

ou

1 si i=7,
(52‘]' - ]
0 si i#7
est le symbole de Kronecker.

Notons

l Ow
Z < k )+5kj)7 a?;)m:/yazj(y) dy, 1<l <N.
k=

Ainsi d’apres (1.77), la i composante du vecteur a (V,u; + V,ug) s’écrit comme suit
8U1 aUQ
(azk () <8_yk + O_xk>)

(5 o () 20

% GUQ
a;; (Y) 75— o, (z)

a(Vyur + Vyug), =

M= 1]

<.
Il

Mz

1

<.
I

et par suite

div, (a (Vyur + Vyug)) = div, (a” (y) Vo) -
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Il s’ensuit que

/ div, (a (Vyur + Vyug)) dy = / div, (a* (v) Vuo) dy
% Y
= div, (a"™Vu) . (1.78)

D’apres (1.76) et (1.78), la condition de compatibilité (1.75) devient
0= /Y (f + div, (ahomVuo)) dy

c’est a dire
—div, (Vo (2)) = [ J (@) dy = Y1/ (0) = 1 @), v € 0.

Pour obtenir une condition aux limites sur le bord de {2, on insérera formellement le
développement asymptotique (1.55) dans la condition (1.51) et on identifie & 'ordre 0

seulement. On trouve alors
up(z) =0, x € 05

On récapitule en disant que ug le terme d’ordre 0 dans le développement (1.55) vérifie le

probléme aux limites

—div, (ahomVug) = f dans (),
(phom)

up = 0, sur 02

appelé communément probléme marcoscopique car il ne contient pas de variable micro-
scopique. Il est aussi appelé probléme homogénéisé par opposition au probléme (1.50)-

(1.51) qui lui contient des coeflicients fortement oscillants et par suite fortement hétérogenes.

hom

Remarque 1.9 On pourra montrer que la matrice a est définie positive :

N N
D atl > a0y &
=1

ij=1
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avec la méme constante ay donnée dans (1.49). Pour plus de détails, voir A. Bensoussan

hom ) g dmet une solution unique faible

& al. [35]. De ce fait le probléme homogénéisé (p
uhom € HE (Q) N H*2(Q) si Q est réqulier et f € H* (Q) avec k € N. Donc la solution
faible du probléme homogénéisé ("™ ) est plus réqulicre que celle du modéle initial (1.50)-
(1.51). La raison principale est que la matrice a®™™ € C* alors que a n’est que L*°. Voir

aussi les sous-paragraphes 1.2.1 et 1.2.2.

Signalons que le procédé utilisé pour la construction de (phom) est purement formel.
Il est donc nécessaire du point de vue mathématique de justifier le développement as-
ymptotique du moins a l'ordre 0, c’est a dire montrer que la solution u® converge vers
up dans une topologie & préciser. Il existe pour cela plusieurs techniques. Nous citerons
entre autres la convergence a deux échelles et la méthode de I’énergie de Luc Tartar que
nous décrirons dans le paragraphe qui suit.

hom)

Enfin le probleme (p est formellement équivalent &

trouver ug € H (Q) tel que pour tout v € Hy (Q)
/ahomVUOVv dr = / fvdx
Q Q

1.4.3 Meéthode de I’énergie ou des fonctions test oscillantes

Nous allons commencer par introduire le probléme aux limites suivant :

—div (*aV (wf — y;)) = 0 dans Y,
(")
y — wi (y) Y — périodique
ou ‘a désigne la matrice transposée de a et i € {1,2,--- ,N}. A noter que dans ce

paragraphe, nous supposerons que A n’est pas nécessairement symétrique. Le probléme

(p*) est formellement équivalent a :

trouver wi € H' (Y) /R tel que pour tout p € H* (Y),
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/ taVwiV dy :/ tae; Vo dy. (1.79)
Y Y

Posons ensuite
w1<y):w;k(y)_ym y:(ylvaa"'ayN)EY

et

wi (z) = ew; (g) , x € Q.

Avant de décrire la méthode de I’énergie de L. Tartar, on donne d’abord des résultats

utiles pour la suite (Lemmes 1.5 et 1.6).

Lemme 1.5 On a les convergences faibles suivantes :

wé (r) — x; faiblement dans H* (), (1.80)
VuwS — e faiblement dans L* (Q)" (1.81)
‘a (E) Vui — 'a"™e; faiblement dans L* (Q)Y . (1.82)

Preuve. Commencons par observer que, grace a la formule de Green et la Y —périodicité

de w?, on a

[ Vi) ay=o
Y

Comme wy € L3, (Y) et Vi € L, (Y)Y, on a d’aprés le Lemme 1.1

w; (g> converge faiblement vers / wi (y) dy, (1.83)
Y
V,w; (E) converge faiblement vers / Vywi(y) dy =0. (1.84)
Y
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Soit ¢ € D (ﬁ) Posons = = (1, %9, -+ ,2y). On a

/ng (2) ¢ (2) do = —e/w;* (%)@ dx+/ﬂxi1/) (z) de.

En vertu de (1.83), on a bien

lim [ wf (z)¢ (x) dx:/ﬂxigb () dz.

e—0 Q

On a aussi

(Vus) (@) = = (Vi) () + e

Ainsi, en utilisant (1.84) on a

[ vut@ @ do= [ (=900 (2) +e) v @) d

et donc

/ Vuwi (x)y (x) dv — [ e (z) da.
Q Q

e—0

D’autre part, grace encore au Lemme 1.1 (puisque ‘aVw; € Li (Y)N), on a

ta (= N (= ‘ t .
a <6> (Vw;) (€> converge faiblement vers /Y a(y) Vw; (y) dy.

Mais

%)

(1.85)

(1.86)



D’apres (1.73) on a

al ow; al Oay;
api—=dy = — / kjwf dy:/div aVw;)w: dy
> [ > [ div (a9

—1 y Oy
—/d'(tv*)d—i/ aaikd
Yw] v (FaVw; Y 2 Yw] I Y
N
= Z/@zk_ dy
Y

I en découle de (1.86) que

awl l Ow; N Ow;
Z ak] a = Z aika—yk + Qi dy = Z g Ak 8_yk + (Skj dy

k=1"Y

C’est a dire
N
awi om
Z/ i - dy = a?j : (1.87)
1 JY Yk

On peut dire grace a (1.86) et & (1.87) que pour chaque ¢ € {1,2,--- , N} fixé, la jom°

coordonnée du vecteur [i, ‘a (y) Vw; (y) dy est le coefficient de al™ de la matrice (a"™).

Autrement dit le vecteur [, ‘a (y) Vw; (y) dy est la ™ ligne de la matrice (a"™) :

[ @) Vuit) ay = eitaon
Y
Ce qu’il fallait démontrer. [ |

Remarque 1.10 D’aprés le Théoréme de Rellich-Kondrachov (Théoréme A.6.) et en

utilisant (1.80) on peut écrire que
wt (x) — x; fortement dans L* (). (1.88)

On a également besoin du résultat suivant
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Lemme 1.6 Pour tout p € Hy (), on a

/Q a <£) Vw; () Vi (z) dz = 0.

3

Preuve. D’apres (1.79), on a
—div ("aVw}) = —div (‘ae;) dansY,
c’est a dire
—div (tani) =0 dans Y.
En effectuant un changement de variables © = ¢ (y + k), on a
—div (*aVw;) = 0 dans Y.

on Y :=¢e(Y+k), keZV.
Ainsi pour tout ¢ € H} (Q)

/Q ‘a (g) Vs (x) Ve (z) dz = —/Qdi" (ta (f) v (x)) P (w) do
- 2@ mim)et e

kezN
= 0.

|
Enfin nous allons maintenant décrire la méthode de 1’énergie ou des fonctions tests

oscillantes. Posons
& (x)=a () Vu'(z), z€.

D’apres (1.52), on peut écrire : pour tout v € H} (Q)

/Q§5Vv dr = /va dz. (1.89)
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En vertu de (1.53), on peut établir aisément I’estimation suivante :
||§a||L2(Q)N <C

ou C' > 0 est une constante ne dépendant pas de . Ainsi, il existe une sous-famille de

(£°) notée encore (£9) et il existe & € L2 (Q)" tel que
€° converge faiblement vers ¢ dans L2 (Q)V . (1.90)

En passant a la limite dans (1.89), on obtient

/Q§Vv dr = /va dz. (1.91)

Soit maintenant ¢» € D (Q) et i € {1,2,---,N}. Alors Yw$, yu® € H} (). D’apres
(1.89) et le Lemme 1.6, on a

€9 @) ar= [ fou as

et

[0 (Z) 90t )9 () ar =0

£

En soustrayant ces deux équations on obtient

/Q £ (Vp) wi d — /Q tq (g) Vs (Vi) uf dz = /Q Fow? dz. (1.92)

En vertu des convergences (1.54), (1.82), (1.88) et (1.90) on peut passer a la limite

dans (1.92). On trouve alors

/ E(Vy)x; doe — / tghome, (V) u do = / fix; dx. (1.93)
0 Q Q

D’autre part, d’aprés (1.91), on a
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/QS(VQM x; dor = /Qfl/)xz dz — /Q&DV@ dz. (1.94)

Ainsi, de (1.93) et (1.94) on obtient

—/ tahome, (Vep) u dz :/&DV% dr = / Ee; de. (1.95)

Q Q Q
En effectuant une intégration par parties dans (1.95) on trouve
/ (div (tahomeiu) — 56,-) Y dr =0
Q

pour tout ¢ € H} (). Donc

ée; = div (tahomeiu) )
Un simple calcul montre qu’en fait

e; = div (*a"™e;u) = (a"™Vu)

i’

autrement dit
£ = a™™Vu.
Finalement le probléme homogénéisé (1.91) s’écrit alors

/ahomVqu de = / fv dx (1.96)
Q Q

ouv € H} (). La formulation faible (1.96) entraine le probléme aux limites homogénéisé

suivant :

—div (ahomVu) = [ dans Q,
uw = 0 sur 0.
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Remarque 1.11 L%dée principale de cette technique est donc d’utiliser des fonctions
tests adéquates (en l'occurence ws, i = 1,2,...,N) dans l’équation (1.89) puis u® dans
celle donnée dans le Lemme 1.6 et de soustraire les deux équations. Ce qui permet
d’éliminer les produits de familles faiblement convergentes et de retrouver des produits

de familles fortement et faiblement convergentes, ot I’on pourra évidemment passer a la

limite.
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Chapitre 2

Convergence a deux échelles

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré & un concept de convergence dans l’espace de Lebesgue LP trés
bien utilisé dans I’étude de problémes d’homogénéisation. Plus précisément si {2 est un
ouvert de RY, Y le cube unité et £ un nombre strictement positif prenant ses valeurs dans
une suite numérique convergente vers 0 alors d’aprés G. Nguetseng [112], de toute famille
uniformément bornée (u¢) dans L? (2) il existe une sous-famille notée encore (u°) et il

existe up € L? (Q x Y)) tels que pour toute fonction ¢ assez réguliére et Y —périodique

lim | u® (x)go(x,£> da::/QXY uo (z,y) ¢ (z,y) dady (2.1)

e—0 Q £

Si de plus, (uf) est uniformément bornée dans H' (Q), alors u est indépendante de la
variable microscopique y : ug (x,y) = u (z), voir Théoréme 2.7. Cette convergence (2.1)
bien qu’introduite par G. Nguetseng, a été appelée plus tard convergence & deux échelles
par G. Allaire [11], ou il a étudié plusieurs problémes d’homogénéisation périodiques aussi
linéaires que non linéaires. Voir également D. Lukassen, G. Nguestseng et P. Wall [103].
Nous rappelerons les quelques résultats essentiels utilisés tout au long de ce travail et qui
ont permis la construction des problémes homogénéisés principalement aux chapitres 4,
3, 5 et 6.

Ce chapitre est réparti comme suit : au paragraphe 2.2 suivant, on rappellera les
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différents espaces fonctionnels dans lesquels a lieu la convergence & deux échelles, au
paragraphe 2.3 on introduira cette notion de convergence et on donnera les principaux
résultats. Enfin au dernier paragraphe 2.4, on s’intéressera & une application de cette

notion a ’homogénéisation dans les milieux composites & deux phases.

2.2 Quelques espaces fonctionnels

On rappelle que  est un ouvert borné de RY et que Y = (0, 1)N est le cube unité.
On note Cy (V) l'espace des fonctions continues sur RY et qui sont Y —périodiques. On

munira Cx (Y') de la norme de la convergence uniforme :

HUHC#(Y) = sup {|’U Wl ve 7} .

I1 est facile de voir que Cx (Y) est un espace de Banach séparable.
Soit p > 1. Par définition, LP (©2;C4 (Y')) est 'espace des (classes) de fonctions ¢ :

2 — C4 (Y) qui sont Lebesgue-mesurables sur € et telles que

/Qng(x)Hg#(m dz < +o0.

Dans toute la suite on prendra comme norme sur cet espace :

o lsgaeaory = ([ (1) az)

On remarquera que toute fonction ¢ de L' (2;Cy (Y)) peut-étre identifiée & une fonc-
tion ¢ définie sur 2 x RY par la relation suivante : 9 (z,y) = ¢ (z) (y). Nous énongons
d’abord et sans démonstration le Théoréme de Pettis, voir par exemple dans K. Yoshida

[134, page 131].

Théoréme 2.1 (Pettis) Une fonction ¢ définie sur ) a valeurs dans C4 (Y') est mesurable
st et seulement si
(i) pour tout ¥ € Cl (Y): lespace dual de Cy (Y), la fonction v —— (0, ¢ (x)) est

mesurable
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et

(1) s’il existe w C ) tel que w est de mesure nulle et {¢ (z), © € Q\w} est séparable.

Maintenant on donne le théoréme concernant la caractérisation des fonctions de I’espace

LY (Q;C4 (Y)). Pour la preuve, nous renvoyons a G. Allaire [11].

Théoréme 2.2 Une fonction ¢ est dans L' (Q;Cy (Y)) si et seulement s’il existe une

partie 2 C ), Lebesque-négligeable telle que

i) pour tout x € Q\E, la fonction y — @ (z,y) est continue et Y —périodique,
ii) pour tout y € Y, la fonction x — ¢ (z,y) est mesurable et

iii) la fonction x — max {|p (z,y)|, y € Y} € L* ().

Soit maintenant £ > 0 un parametre prenant ses valeurs dans une suite numérique
positive (g,,,),, convergente vers 0. Nous avons le résultat de convergence pour les fonctions

de L' (Q;Cx ().

Théoréme 2.3 Soit p € L' (2;Cy (V). Alors & — ¢ (z) := p (z,x/e) est mesurable

sur 2. On a

o (2, $/€)||L1(Q) < [le(z, y)HLl(Q;C#(Y))

et
T
li —) dz= dzdy.
lim Qs@(%g) x /QxysO(as,y) wdy
Preuve. Voir G. Allaire [11]. |

Plus généralement des résultats similaires a celui énoncé dans le Théoréme 2.3 peuvent
étre démontrés pour d’autres espaces fonctionnels £ (;Y) 1= L (Q;Cy4 (Y)), LY, (YV;C(Q))
ouC (€;C(Y)). Plus précisément on a

Théoréme 2.4 (G. Allaire [11]) Soit £ (Q;Y) := L%, (Y;C (), L7 (Q;Cx (Y)), 1 <
p < oo ouC (ﬁ; Cu (Y)) Alors € (4;Y) posséde les propriétés suivantes :
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1. £(;Y) est un espace de Banach séparable;

2. £(;Y) est dense dans LP (2 x Y);

3. Soit p € E(Q;Y). Alors x — ¢° (x) := p (x,z/€) est mesurable sur ) et on a
lp (@, 2/l 1oy < e (2, 9)llg(uy)

et

) x
hm/ ’(p (q:, —>
e—0 Q g

On pourra également citer le résultat de convergence faible di & J. Ball et F. Murat

32].

’ dm:/ o (z,y)" dzdy.
QxY

Théoréme 2.5 Soit ¢ (z,y) = ¢, () vy (y), @1 € LP(Q), ¢y € L;’z (Y) avec 1 < s,t <
00,1 <p<ooettel que1/s+ 1/t =1. Alors x —— ¢ () = ¢ (z,x/e) € LP () et

of = (/ 902) ©y, dans LP ().
Y

2.3 Notion de convergence a deux échelles

Nous allons dans ce parapgraphe introduire le concept de la convergence a deux échelles
qui sera utilisé pour déterminer rigoureusement tous les problémes homogénéisés étudiés
dans ce travail. Dans toute la suite p et ¢ désignent deux réels conjugués, i.e., 1/p+1/q =1
avec p > 1. Nous rappelons la définition de la convergence a deux échelles introduite par

G. Nguetseng [112] et développé par G. Allaire [11].

Définition 2.1 On dit qu’une famille (w®) dans LP () converge & deux échelles vers
wy € LP(Q2XY) (et on écrit w* e wo) si pour toute fonction test admissible ¢ €

LT (;Cx(Y)), on a

lim [ w® (x)¢p (x, g) dz = /QXY wo (z,y) ¢ (x,y) dedy. (2.2)

e—0 Q
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wy est appelée la limite o deux échelles de (w®)

Il est important de souligner que si la limite & deux échelles existe alors elle est unique.
En effet, si w; € LP (2 x Y) est une autre limite a deux échelles alors pour tout ¢ €

LA (€ C4(Y))

/ wy (z,y) ¢ (x,y) dedy = lim [ w® (m)gp(m,£> dz
QxyY

e—0 Q

/ wo (z,y) ¢ (z,y) dedy = lim we@m(mﬁ) da
QxY

e—0 Q

et en faisant la différence on trouve

/Q v (wy (x,y) —wo (x,y)) ¢ (z,y) dedy =0

ce qui entraine wy (x,y) — wo (x,y) = 0, € ) et pour tout y € Y.

Remarque 2.1 On pourrait remplacer dans la définition le cube unité Y par n’importe
quel ouvert P formant un réseau de RY, c’est & dire Uy (k + ?) =RY avec (k+ P)N

(k' + P) =0 pour k # k. Un exemple typique est le parallélépipéde

=1

N

0l {yi}1<;c €st une base de RN. Voir aussi Remarque 1.4,

Dans ce cas on multiplierait le membre de droite de 2.2 par 1/|P| ou |P| désigne le
volume de P. Plus précisément on dira qu’une famille (w®) dans L () converge a deux
échelles vers wy € LP (2 x P) si pour toute fonction test admissible ¢ € L7 (§2;Cx(P)),

on a

1

x
EILI(I) Qw (l‘)(,O (l‘, 6) ’ |P| Q><Pw0 CE,y)SO(x’y) B

Supposons qu’une famille (w®) admette un développement asymptotique de la forme

w® (z) = Z e'w; (:L", g) + 0 (e™)
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ot w; (x,y) € LP(2;Cx (Y)). Alors d’aprés le Théoréme 2.3 on voit que pour tout ¢ €
LA (€ C4(Y))

lim Qxywi <3:, —> © (w, —) dx = /Qwi (x,y) ¢ (z,y) dedy

e—0

et par conséquent

lim w* (m)s&(m,z) dx:/wo (z,y) ¢ (7,y) dzdy.
€ Q

=0 Joxy

Ainsi on constate que la limite & deux échelles de w*® (z) est le terme d’ordre 0 de son
développement asymptotique.

D’autre part si (w®) est une famille qui converge fortement vers une limite w dans
LP () alors (w®) converge a deux échelles vers wq (z,y) = w (z), v € Q, y € Y. En effet,
sip € L1(Q;Cx (Y)), alors d’apres les inégalités triangulaire et de Holder (Proposition
A.8.), on a

3

Jwr@e(n) do- [ wilemels) ddy

<t = wlp v (22|
e/ llLa(q)

Lw@w@g)m—éwwm¢mwdm4

Grace au Théoréme 2.4, on a

X
=0l oy | (2 )]

3
- < flw® = wHLP(Q) |’¢($7y)||Lq(Q;c#(Y)) — 0.

La(2C4(Y))

Par ailleurs, en vertu du Théoréme 2.3 et par le fait que w (z) ¢ (z,y) € L' (Q;C4 (Y))

on a

[w@e () dom [ w@iple o
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Ainsi

lim [ w* (ﬂf)so(w, E) dx:/ wo (z,y) ¢ (z,y) dzdy.
€ QxYy

e—0 Q

Ce qu’il fallait démontrer.
Inversement si (w®) dans LP (€2) est une famille qui converge a deux échelles vers
wy € LP (Q x Y') alors elle est bornée et converge faiblement vers w (z) = [, wo (z,y) dy,

x € Q. En effet, soit ¢ € L1(;C4 (Y)). On a alors

e—0

lim g w® () ¢ (x, g) dz = /QXY wo (z,y) ¢ (z,y) dedy. (2.3)

Soit ¢ € L7(£2). On peut identifier ¢ a une fonction dans L7 (2;Cx (Y')) et dans ce cas

en prenant ¢ (x,y) = v (z) dans (2.3), on trouve

lim [ w®(x)¢p (x, z) dz = /QXY wo (z,y) ¢ (z) dedy

o = [([ o @)vw

_ /Qw(x)w(x) dz.

Ainsi (w®) est une famille qui converge faiblement dans L? (€2) et par conséquent elle est
bornée. D’ou le résultat.
Nous allons maintenant donner le résultat de compacité concernant la convergence a

deux échelles.

Théoréme 2.6 De toute famille bornée dans LP (), on peut extraire une sous-famille

qui converge & deux échelles.

Preuve. Soit (w®) une famille bornée dans L? (€2). Alors il existe une constante C' > 0
indépendante de € telle que [|w[|;,q) < C. Ainsi et en vertu de I'inégalité de Hélder

(Proposition A.8.) et du Théoréme 2.3, on a pour tout ¢ € L7 (2;Cx (Y))

/ng ()@ (:1:, g) dz

< ”wEHLP(Q) HSOHLq(Q;c#(Y)) <C HSDHLq(Q;c#(y)) . (2.4)
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Ainsi grace au Théoréme de Représentation de Riesz, il existe W& € L9 (Q;Cy (V)" le
dual de L7 (Q2;Cx (Y)) tel que

W)= [wr @ (0.2) de. ¢ L @G (),

De plus, de (2.4) on obtient

. (W, 0)] .
W HLq(Q;C#(Y))* = sup ol < wllpogoy < C-
peLs(2cx(v)) 1Pl La(ac,(v))
p#0

Ce qui entraine que la famille (1/¢) est uniformément bornée par rapport & €. Comme
L1(9;Cy (Y)) est un espace de Banach séparable (voir Théoréme 2.4), il s’ensuit que ’on
peut extraire une sous-famille de (1¥¢), toujours notée (W¢) qui converge faible-* vers
une limite W € L7 (Q;C4 (Y))* (voir Théoréme A.2. ou encore K. Yosida [134]). Ainsi
pour tout ¢ € L (;Cx (Y))

lim [ w®(x)p (:C, g) dz =lim (W¢ @) = (W, ) (2.5)

e—0 Q e—0

En utilisant encore une fois (2.4), on a

V2, 0 < N ey 1l gy o) < € I9lca(ancyor) (26)

En tenant compte de (2.5) et du Théoréme 2.3, on obtient par passage a la limite dans

(2.6) :

<W7 90> <C HSOHLq(Q;C#(y)) , Yoelf (956# (Y)) .

Soit maintenant ¢ € L9(2xY). Par densité de L7(Q;Cx (Y)) dans L7 (2 x Y)
(Théoreme 2.4), il existe alors une famille (/") dans L7 (£2;Cx (Y')) qui converge vers

¥ dans L9 (2 x Y). On définit alors le prolongement W de W a L7 (Q x Y) par

(W) = lim (W,0m).

m——+oo
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D’aprés le Théoréeme de Représentation de Riesz (Cf. Théoréme A.3), il existe w €
LP (2 x Y') tel que pour tout ¢ € L7 (2 x Y)

(Woo) = | wleg) v dady

et en particulier pour tout ¢» € L4 (2;Cx (Y)) on a

lim [ w®(x)¢p <£L‘, —) dz = (W, @) = <VT/,¢> = /Qxyw (x,y) ¢ (z,y) dady.

e—0 Q

Ce qu’il fallait démontrer. [ |
Le Théoreme 2.6 peut étre comparé au Théoréme de compacité sur 'espace LP (Q2), 1 <
p < 00, qui affirme que de toute famille bornée dans L? (€2) on peut extraire une sous-
famille qui converge faiblement dans L? ().
Nous n’avons regardé jusqu’ici que la convergence & deux échelles dans les espaces
de Lebesgue. Nous allons a présent nous intéresser au cas des familles bornées dans les
espaces de Sobolev W' (Q), 1 < p < co. Nous verrons que la limite & deux échelles ne

dépendent plus de la variable y. Mais avant cela nous ferons la notation suivante :

Notation 2.1 [’espace W;gp (V) désigne le sous-espace de WP (Y') des (classes) de fonc-
tions ayant la méme trace sur les faces opposées. Dans toute la suite, on confondra une
fonctionu € W;é’p (Y) et son prolongement Y —périodique a RN comme élément de I’espace

Wie? (RY).

loc

Nous énongons maintenant le résultat de convergence a deux échelles concernant les

familles uniformément bornées dans W' (Q).

Théoréme 2.7 Soit (w°) une famille uniformément bornée dans W' (Q) (resp. W, *(Q)).
Alors il existe une sous-famille de (w®) notée encore (w®) et il existe w € WIP(Q) (resp.
Wy (Q)), wy € LP(Q; W;’p (Y) /R) tels que l'on a

e 2—s

w® = w,

V' = Vw + V,w;.
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Preuve.
Par le Théoréme 2.6, il existe une sous-famille de (w®) toujours notée (w*) et il existe

we € LP (A Y), Wy € LP (2 x Y)Y tels que pour tout ¢ € L7 (Q;Cx (V))

T

lim [ w®(x)¢p (:1:, g) dx = /Q><Y wo (z,y) ¢ (x,y) dzdy (2.7)

e—0 Q

et pour tout ® € L9 (Q; Cy (V)

lim [ Vuw (z)® <x, z) dor = Wi (z,y) ® (x,y) dady. (2.8)
==0Jq € axy

Posons

w(m):/ywo(x,y) dy, = €.

Comme souligné plus haut, la famille (w®) converge faiblement vers w dans L? (). Soit

O €D (;Cy (Y))N. En effecuant une intégration par parties, il vient que

8/QVw€ ()P <:U, g) dz
— —<€/Qw6 (z) div, P (z,%) dm—/ﬂwE (x)div,® (m, g) dx

et en passant a la limite en tenant compte de (2.7) et (2.8) on obtient

0 :/ wo (x,y) divy® (z,y) dz.
QxY

Ce qui implique que wy est indépendant de la variable microscopique y (voir par exemple
Alt [15, page 78]). Soit donc w (z) = wg (x,y), y €Y et x € Q.

Soit maintenant ® € D (Q;Cx (Y))N tel que pour z € Q et pour y € Y, div,® (z,y) =
0. Une intégration par parties dans (2.8) avec prise en compte de (2.7)-(2.8) donnent

Wi (z,y)®(x,y) dedy = lim [ Vw® (z) (x, f) dz
QxYy e—0 Jq 3

= —lim [ w° (x)div,® (ac,g) dz

e—0 Q
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et par conséquent

Wy (z,y) ®(x,y) dedy = — / w (x) div,® (z,y) dz.

QXY QxY

Ce qui montre bien que Vw € LP(Q) et que pour tout & € D (Q;Cx (Y))N tel

que div,® (z,y) =0 pour x € Q et y € Y, on a

/Q . (W1 (z,y) — Vw (2)) @ (z,y) dedy = 0.

D’aprés le Théoréme de de-Rham (voir L. Tartar [130] ou R. Temam [133]) il existe alors
wy € LP (9 W#p (Y) /R) tel que

Wl (.T7y) —Vuw (‘T> - vywl (l’,y)

pour (z,y) € 2 x Y. |
On supposera dans ce qui reste N > 1. Soit Y7 C Y un ouvert de Y de frontiére X

qu’on suppose assez réguliere. Posons
zfz{xesz | akezNéez}.
On notera que
i e[ 2 -1 = |21

ol |- |y_1 désigne la (N — 1)-mesure de Hausdorff sur RY et || est le volume de €.

Notons ds® (resp. ds) ’élément de surface sur ¢ (resp. ¥). On a alors

Théoréme 2.8 Soit (w®) une famille de fonctions dans WP (Q) telle que
[l oy + € IV ooy < C-

Alors il existe une sous-famille de (w®) qu’on note toujours (w®) et il existe wo(x,y) €

rr (Q; W#p(Y)) tels que w*® e wo et eVw* e Vywy. De plus, pour tout p € D (Q; C;E(Y))
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on a

lime/ wptds® = / wopdzds, ¢ (z) = ¢ (x, E) (2.9)
€ QxX €

e—0

Preuve.

Soit (w?) une famille de fonctions dans WP (Q) vérifiant
1l oy + € IVl ooy < C.

Alors d’apres le Théoréme 2.6, on peut extraire une sous-famille de (w®) qu’on notera
toujours (wf) et il existe wy € LP(Q X Y), Wy € LP (2 x V)" tels que pour tout ¢ €
L?(;Cx (Y)) on a

lim [ w® (x)¢p (x, E) dz = /QXY wo (z,y) ¢ (z,y) dedy (2.10)

e—0 Q

et pour tout ® € L9 (Q; Cu (V)

limz—:/ Vuw® (x) @ <x, E) dz = Wo (z,y) P (x,y) dady. (2.11)
Q € Qxy

E—>

Prenons ensuite ® € D (Q; C4 (V)" et faisons une intégration par parties dans (2.11).

Il vient alors

lii% (—E/ng () div,® <I,§) dxr — /Qw€ (x) div,® (:p,%) dz) =

Wo (2,y) @ (v,y) dady
aOxYy

et en tenant compte de (2.10)-(2.11), on trouve
—/ wo (x,y) div,® <x, f) dz = Wo (z,y) ® (z,y) dady.
QxY € QxY
Ce qui montre que wo(z,y) € L? (Q; W#p(Y)) et

Vywo (z,y) = Wo (z,y), (z,y) € QAx Y.
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Pour ce qui est de (2.9), on renvoie par exemple a [13, 113]. |

2.4 Application : Homogénéisation d’un milieu bi-
composite

On considére 2 un ouvert borné et régulier de RY (N > 3) et on suppose que Y =|0, 1[NV =
Y1 UY> UX tels que Y7, Y, C Y sont deux ouverts disjoints de Y et ¥ = 0Y; N dY,. On

supposera que Y est une variété de dimension N — 1 et de classe C*> pour simplifier. Soit
Zy=Ugegy Y1+ k), et Zy=Upzv (Ya+ k) .

On suppose aussi que Z; est un ouvert régulier et connexe de RY. On notera
K. = {k‘ cZV i c(k+Ys)CQet Us(k::l:ei—l—?z) cQ, 1= 1,...,N}

ot (€;);<;< désigne la base canonique de RY. On posera

G=Jelk+ys), O5=0\0

keK.

et
¥ =007 N o%.

On notera que (2] est connexe.

Nous introduisons les données physiques du probléme et nous faisons les hypothéses
suivantes: Soit « (resp. () la matrice de diffusion du milieu Z; (resp. Z3) et v le
coefficient de transfert de chaleur interfacial sur . Soit f; une source de chaleur dans le

milieu Z;, 7 =1,2. On fait les hypothéses sur les données physiques du probléme :

H1) « (resp. 3) est continue sur R, Y —périodique et satisfait & la condition d’ellipticité
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af - £>ClE? (tesp. BE-€>C|EP),  VEeRY;

H2) fi, fo € L*(9);

H3) ~ est une application continue sur RY Y —périodique et vérifie :

v(@y) >C>0, VyeRY.

On notera pour z € RV,

o @) =a (L), F@=8(2) et @) =ev(%).

S S

Le probleme que nous allons homogénéiser par la technique de convergence & deux

échelles est le suivant :

—div (a*Vu®) = f; dans Qf, (2.12)
—div (8°Vv®) = f, dans €25, (2.13)
a*Vu® - v° = —° (u® —v°) sur X°, (2.14)
BV - 1v° = a®Vus - v° sur XF, (2.15)
u® = 0 sur 00 (2.16)

ou v° est la normale & ¥° dirigée vers 'extérieur de €2]. Ici, {2 représente le solide 1
avec une diffusion donnée par la matrice a® et 5 le solide 2 de diffusion donnée par [°.
Les quantités physiques u° et v® sont respectivement les températures dans 2] et 5. Le
systéme (2.12) et (2.16) décrit la diffusion de la température dans le domaine composite
Q5 U Q5. La condition (2.14) exprime un contact rugueux [84] a 'interface ¥° et a pour

nom condition d’interface de type Carlslaw-Jaeger, voir [5, 49].

Soit H® = (H' (Q5) N H () x H' (95). L’espace H® est muni de la norme :
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I, %)

2 2 2 2
He — ||V90||L2(Q§) + ||v¢||L2(Q§) +e HQD - 7vaL?(EE) :

La formulation faible de (2.12)-(2.16) est : pour ¢ > 0 assez petit, trouver un couple

(uf,v%) € H¢, tel que pour tout (¢,v) € H®, on a

Joz @ (2) VurVepda + [o B (£) Vo Vibda+
(2.17)

€ o7 () (0 =) (9 — ) ds° = [ fripda + [, frda.
Maintenant on donne un résultat d’existence et d’unicité du probléme variationnel (2.17).

Théoréme 2.9 Supposons H1)-H3). Alors € > 0 suffisamment petit, il existe un couple

unique (u®,v®) € H¢, solution du probléme variationnel (2.17), tel que
| (w,0%) [[u= < C. (2.18)

Pour plus de détails, voir les chapitres 4 et 3 .
Maintenant, nous allons procéder & ’homogénéisation du probléme (2.17). Dans ce

qui suit on adopte la notation :

lsiyey, .
Xi(y): ) 22172
OsiyeY\Y;
et
~ u® six € ~ v° stz € ()5
u (r) = , vt (1) =
0sixz e Q\QS 0sizeQ\Q
Vu® siz € () Vo six € 5
Vue (z) = Ve (z) = ?
0siz e Q\QS 0sixe Q\Q5

Gréce aux estimations a priori (2.18) et en utilisant les Théorémes 2.6, 2.7 et 2.8, il
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existe une sous-famille de (u®, v®) toujours notée (u®, v°) et il existe

u,v € Hy (), ue L Hy (Y1) /R) et v e LX(Q; Hy (Y) /R)

tels que
ue XU, = X2V, (2.19)
Vue 2y, (Vu+ Vyu) (2.20)
Ve 2y, (Vo + Vo) (2.21)

et pour tout 1 € D (£2;Cx (Y))

lim [ e(u® —v%)Y°ds® = / (u—wv)pdads, ¢ (x) =9 (x,z/e). (2.22)

=0 Jye Oxs

Maintenant soit 1) € D (Q) et ¢, ¢, € D (€ (Y)). Posons

G =p@ +ep (7)ot V@)= (@) et (v.5).

En prenant ¢ = ¢° et ¢ = ¢)° dans (2.17) et en passant a la limite en tenant compte de

(2.19)-(2.22), on obtient

/Q ) (Vule) + Vyu (2.0) (T (2) + Vypy (129) dndy +

- B y) (Vo (x) + Vyor (2,9)) (VY (2) + Vi (2,y)) dedy

[ 70 @@ = 0@) o) 6 () dads
— / fip dxdy +/ fop dady (2.23)
QxYr

QXYQ

Par un argument de densité, I’équation (2.23) reste valide pour tout

(p.1) € Hg () x L? (O Hy (Y1) /R)
(V,9,) € Hy(Q)x L* (5 Hy (Ya) /R) .
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Maintenant, en intégrant par parties dans (2.23) on a alors le systéme homogénéisé & deux

échelles :

—div, (o (Vu+ Vyuy)) = 0 dans 2 x Y7, (2.24)
—div, (8 (Vv + V,v1)) = 0 dans 2 x Y5, (2.25)
—div ( a(Vu+ Vyuy) dy) + / v (y) [u—v] ds = f; dans Q, (2.26)

Y1 =
—div ( B (Vv + V) dy> — / v (y) [u—v] ds = fo dans €, (2.27)

>
a(Vu+Vyu)-v=p(Vo+Vyu) - v=0dans Q x X, (2.28)
aVyvy-v=pVyw -v=—y(u—v) dans Q x X, (2.29)
u=wv =0 sur Jf2. (2.30)

Tout d’abord, observons que les équations (2.24), (2.25) et (2.28) entrainent les rela-

tions suivantes :

W) = Y5 @)y )+ (@) (231
w@y) = 3580+ @) 2.3

o, pour 1 < j < N, a; € HL (Y1) /R est 'unique solution du probléme microscopique :
J #

—div, (o (Vyo +¢€;)) = 0 dans Y7,
(2.33)

a(Vyw;+ej) - v=0sur '

et u* (z) est une fonction additive quelconque et indépendante de y, ainsi que §3; €

Hj, (Y2) /R est 'unique solution du probléme microscopique :

—div, (B (V,8; +¢;)) = 0 dans Y,
(2.34)

B(Vyﬁj—l—ej) cv=0surl.
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Dans ce qui suit, on notera

A = (ai)iijen s %:/Yoé(y) (Vyoi +€) - (Vya; +¢;) dy,
1

B = (bij)1§i,j§]vv bij = . B (y) (Vyﬁz + ei) : (vyﬁj + ej) dy,

fl = |Y1|f17 ﬁ:|§/2|f27 g:</2/y dy)

On peut montrer que A et B sont symétriques et définie positives [35]. En insérant

(2.31)-(2.32) dans (2.24)-(2.30) on obtient le probléme homogénéisé

—div (AVu) 4 g (u — v) = f; dans Q,
—div (BVv) 4 g (v — u) = f» dans Q,

u = v = 0 sur 0f).

Ce probléme homogénéisé est de type Barenblatt-Zheltov-Kochina [33]. C’est donc un
modele a double diffusion. Nous verrons au chapitre 5 que si la donnée fy est plus
réguliére et si la conductivité thermique dans le matériau {25 est relativement faible par

rapport a la conductivité du matériau €2 alors le modeéle homogénéisé est monophasique.
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Chapitre 3

Homogénéisation du transfert de

chaleur dans les tissus biologiques

On considére un probléme de transfert de chaleur sur des tissus biologiques posé dans
un milieu présentant une répartition e—périodique de ses constituants ot le paramétre
e > 0 est destiné a tendre vers 0. Le micro-modeéle étudié est un systéme bi-structure
constitué de particules solides représentant les cellules biologiques et un systéme de pores
interconnectées en lequel du sang artériel ou veineux circule. Ce systéme tissus-sang est
décrit par deux équations de la chaleur : une pour les tissus cellulaires et ’autre pour
le sang environnant. A l'interface entre ces deux milieux on suppose que le transfert de
chaleur est décrit par la loi de refroidissement de type Newton. En utilisant la convergence
a deux échelles, on montre que le macro-modeéle présente quelques termes nouveaux et
peut-étre considéré particuliérement comme un nouveau modéle mathématique pour la

thermothérapie humaine et le traitement médical par radiothérapie.

3.1 Introduction

L’étude théorique et expérimentale des transferts de chaleur dans les tissus biologiques est
trés importante dans beaucoup de disciplines de médecine telles que la thermothérapie,
la radiothérapie, la cryogénie, la thermorégulation, la chirurgie et les brilures de la peau

ainsi que dans les industries textiles spécialement pour la fabrication et le design des
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vétements isolants contre le froid ou la chaleur. Voir par exemple S.A. Berger & al. [36],
J.C. Chato [51], M. Gautherie [81], K. Khanafer & al. [93], M. Miyikawa et J.C. Bolomey
(eds) [107], N. D. Ngo et K. K. Tamma [114], H. W. Zhang & al. [140],...

Plusieurs modéles mathématiques ont été proposés afin de prédire la distribution de la
température dans les tissus biologiques. L’un de ces modeéles les plus connus est certaine-
ment celui proposé par le physiologiste anglais H.H. Pennes [117]. Il est & ce jour connu
comme étant le premier effectué dans cette direction. L’équation proposée s’appelle de
nos jours équation de la bio-chaleur. Elle est basée sur la loi de Fourier avec un concept

de perfusion sanguine. Elle s’écrit comme suit

pcoyu — div (kVu) 4+ wpppcpp (u — up) = f (3.1)

ol u, p, c et k sont respectivement la température, la densité, la capacité calorifique et le
coefficient de conductivité thermique du tissu, w, est le coefficient de perfusion sanguine,
Py €t ¢, sont respectivement la densité et la capacité calorifique du sang et u;, est la
température du sang dans les artéres. Finalement f est une source externe de chaleur
et elle est généralement considérée comme une somme de sources dues essentiellement a
I’activité métabolique de 'organisme et aux rayons Laser absorbés durant ’exposition du
patient.

Plusieurs scientifiques ont essayé de justifier le terme de Helmholtz dans (3.1). On
citera entre autres M.M. Chen, K.R. Holmes [52], P. Wust & al. [137] et R. Hochmuth
et P. Deuflhard [86]. Ces derniers ont développé une technique d’homogénéisation sur
un modele micro-vasculaire consistant en un assemblage de tissus organiques humains

parcourus par du sang (fluide). Plus précisément ils ont étudié le micro-modéle suivant :

—Au® = S5° dans Q°, (3.2)

u® = 0on 09, (3.3)
aua g g 151

5s = (up — u®) on 0Q) (3.4)

ol u° est la température et S° est le terme source de chaleur dans les tissus représentés

par le domaine €)° alors que uj est la température du sang. Ce domaine )° est obtenu
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en retirant d’un domaine €2, supposé borné et régulier, un ensemble de trous Q° ou le
fluide (qui est le sang) circule. Dans (3.4), v° est la normale unitaire & 0Q)° dirigée vers
Pextérieur de 2° et @ > 0 un paramétre physiologique. Leur modeéle homogénéisé proposé

est donné par :

—div (AVu") + a* (u* —up) = S

ou A est le tenseur de conductivité thermique homogénéisé, u* est la limite faible dans
H' (Q) d’une extension de la température P¢ (uf) a Pouvert €2, S¢ est la limite faible dans
L? () du terme source S° et finalement a* est le terme de Helmholtz effectif.

En réalité, les tissus biologiques peuvent étre vus comme des milieux poreux ou les
cellules (matrice) sont séparées par des trous ou des pores en lesquels le sang circule.
Ce systéme d’interaction cellules-sang peut aussi étre interprété comme un milieu bi-
structure. En connection avec ce type de milieux a deux composantes présentant une
barriére thermique au niveau de 'interface séparant ces deux structures, on signalera les
travaux de J.L. Auriault et H. Ene [24] ou ils ont étudié le transfert de chaleur dans un
milieu composite a deux constituants avec des coefficients de conductivité de méme ordre
de magnitude & 1’échelle locale. Le modele macroscopique est une équation elliptique
appartenant a deux types d’équations : un modeéle & une température et 'autre & deux-
températures et ce en fonction de 'ordre de magnitude de la conductivité thermique de
I'interface qui est supposée comme une couche mince.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude d’un micro-modele de transfert de chaleur
dans un tissu biologique constitué de deux systémes intéragissants (tissus cellulaires et
régions sanguines) ou les conductivités thermiques sont supposées d’ordre de magnitude
différent. On suppose aussi que la transition entre les deux phases est régie par la loi de
refroidissement de type Newton. C’est a dire que le flux de chaleur a travers la couche
mince séparant les deux milieux est proportionnel au saut de la température, par un
facteur dépendant de la conductivité thermique de cette couche. Pour plus de détails voir
H.S. Carslaw et J.C. Jaeger [49], (voir également J.L. Auriault et H. Ene [24]). En fait,

beaucoup de travaux ont souligné 'importance de considérer un tissu biologique comme
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un milieu poreux et ont montré que la théorie du transport permet la compréhension
des écoulements fluidiques et transfert de chaleur danx les milieux biologiques. Voir par
exemple A.-R.A. Khaled et K. Vafai [92].

Ce chapitre est organisé de la facon suivante : Au paragraphe 3.2, on donnera la
géométrie du domaine : siége du tissu biologique et on présentera le micro-modéle. Au
paragrahe 3.3, on montrera l’existence et 1'unicité d’une solution au micro-modele et on
donnera une estimation a priori uniforme par rapport & €. Ensuite au paragraphe 3.4, on
construira un développement asymptotique formel afin de dégager le modéle homogénéisé.
Enfin dans le dernier paragraphe 3.5, on appliquera la convergence a deux échelles afin

de justifier rigoureusement le procédé d’homogénéisation établi précédemment.

3.2 Position du Probléme

On considére 2 un domaine borné de RY (N > 2) de frontiére 92 supposée réguliére.
Soit Y = ]0,1[" la cellule de base qu'on décompose comme suit : ¥ = Y, UY, UX
ou Y1, Y5 sont deux domaines disjoints de Y et ¥ = 9Y; N dY, est une sous-variété
C* de dimension (N —1). Comme dans G. Allaire et F. Murat [14], on suppose que
le prolongement Y —périodique de Y; a ’espace entier, c’est a dire 171 = Upezv (E+ Y1)
est un ouvert régulier et connexe. On notera qu’aucune hypothése sur la connexité de
Ureznv (k + Y2) n’est faite.

Soit x; (resp. x,) la fonction caractéristique de Y; (resp. Y5) qu’on étend par

Y —périodicité & RY. C’est a dire

Xi(y+e)=x;y), Vye RY,

e; est le ™ vecteur de la base canonique de RY,
j=1,2,..,N,
lsiy ey,
X; (y) = i
0siyeY\Y.
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Figure 3-1: Le domaine composite 25 U £25.

Soit € > 0 un parameétre suffisamment petit destiné & tendre vers 0. On pose

x
Q] = {xEQ:M(g) =1},
x
Q = {I€Q3X2<g> =1}
Soit ¥¢ = Q5N linterface séparant les deux milieux Q5 et 5. Voir figure 3-1 ci-aprés.

Sans perte de généralité on supposera que la région 25 est incrustée dans le domaine
Q5, cest & dire mathématiquement parlant Q5 C Q. On voit alors que la frontiére Q5 est
constituée de I'interface X alors que celle de 2] se décompose en deux parties disjointes

: X° et la frontiére extérieure I'. On peut écrire alors
005 = X° et 0] = 0N U X°.

On notera que grace a I’hypothése de connexité de 171, I’ouvert €] est connexe alors
que €5 peut ne pas étre connexe, spécifiquement lorsque N = 2 (Théoréme de Jordan
74)).

Soit p, c et k la densité, la capacité calorifique et le coefficient de conductivité thermique
du tissu, respectivement. Soit wy, le coefficient de la perfusion sanguine, p, et ¢, la densité
et la capacité calorifique du sang. Notons par x; le coefficient de conductivité thermique

du sang. On supposera que ces parametres phénoménologiques : p, ¢, kK, wsy, Py, Cp €6 Ky
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sont des constantes strictement positives et indépendantes de €.
Soit T > 0 de sorte que (0, T") désigne I'intervalle de temps d’observation du phénomeéne
considéré : I’évolution et la distribution de la température dans le tissu. Pour des raisons

de commodité, on pose

Q = 0,T)xQ I =(0,7T)x09Q, S = (0,T) x %,
Q1 = (0,7)xQ5, Q= (0,7) x5, 5 = (0,7) x ¥°
Soit aussi
a = i, ap = ﬁ, of =y, v = wbpb@. (3.5)
pC PuCo c

Le micro-modéle que nous allons homogénéiser dans ce chapitre est donné par le sys-

téme suivant :

Owu® — aAu® = f dans Q7 (3.6)
Owup — apAuy = f,  dans @3, (3.7)
aVu® - v° = a;Vug - v°  sur S¢, (3.8)
aVu® - v° = —ey (u® —up) sur 5%, (3.9)
u®*=0 surl, (3.10)
u®(0,-) =h(-) dans Qf, (3.11)
up (0,-) = hy () dans €5 (3.12)

ou f (resp. f;) représente un terme source de chaleur dans les cellules (resp. le sang), v°
désigne la normale unitaire & 3¢ dirigée vers l'extérieur de )] et h, h; sont les températures

a l'instant initial dans 27, €25 respectivement. On supposera que
f’ fb7 h7 hb € L2 (Q) . (313)

Ce systeme modélise la distribution de la température dans le corps 27 U 25 un tissu

biologique qui pourra étre considéré comme un milieu poreux. De ce fait, 2] est la zone
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ou vivent les cellules et la région poreuse €25 est la région ou le fluide sanguin circule
transportant les nutriments dont les cellules ont besoin et évacuant les déchets et les
toxines que rejettent ces cellules. Cet échange se fait au niveau de la paroi cellulaire
: C’est & dire au niveau de la couche mince >¢. C’est donc une zone d’activité et par
suite un siége de transfert de chaleur. C’est pour cette raison que l'interface 3¢ peut étre
considérée comme une barriére thermique avec un coefficient de conductivité thermique
donné par v° = ewppycpp.

Les inconnues u° et uj sont les températures dans () et (5 respectivement. La pre-
miére équation décrit le flux de chaleur dans les cellules avec une grande conductivité
thermique et la seconde équation décrit le flux de chaleur dans les pores avec une faible
conductivité. La condition (3.8) exprime la continuité du flux a travers U'interface. Cepen-
dant, la température peut présenter en général des sauts sur X°. On a employé ici la loi
de refroidissement de Newton donnée par (3.9), voir par exemple H.S. Carslaw et J.C.
Jaeger [49]. L’interface ¥¢ peut étre considérée comme un échangeur de chaleur. Enfin,
(3.10) est la condition de type Dirichlet homogene sur le bord extérieur et les équations
(3.11)-(3.12) représentent les conditions initiales.

A noter la présence du facteur €2 dans la matrice de diffusion A§ (voir équation (3.5)).
En effet, en supposant que les matrices de diffusion sont du méme ordre de magnitude :
O (1) a Dechelle locale, de sorte que les équations écrites localement sont indépendantes
de ¢, et grace a Phypotheése : Q5 C €, une mise & 1’échelle macroscopique fait apparaitre
ce facteur, voir C. Conca [62, Lemma 6.1].

Maintenant on va établir le cadre variationnel de notre probléeme. Pour cela nous

introduisons quelques notations. Soit

H® = L*(Q) x L*(93),
VE = Hyq (Q7) x H' ()

ou

Hao (1) = {u € H' (Qq) : woa =0} .
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On considére sur H® et V¢ les produits scalaires suivants :

(o = [

(o). = /Q Ve Vinde + 2 | Vi,Viyda +

£ €
1 Q2

orrdz + / oahrdt, 9= (p102)s = (rd),

€ €
1 Q2

5/5 (1 — ) (Vg — 1by) ds*

ol dz désigne la mesure de Lebesgue sur RY et ds® la mesure de Hausdorff sur X¢. Les
normes induites par ces produits scalaires sont |[|-|| ;. et |||, respectivement. Il est clair
que H¢ et V¢ sont des espaces de Hilbert lorsqu’ils sont munis de leur normes. De plus,
on peut aisément voir que V¢ est séparable et s’injecte contintiment dans H®.

Introduisons ensuite la forme bilinéaire a° (-, ) : V¢ x V¢ — R définie par

o) = | |
/S V(1 — @2) (V1 — ) ds°

aVp, Vi, do +/ oV Vipyda +

Q5

ol ¢ = (¢1,09), ¥ = (Yy,95) € VE. On voit que la forme a (-,-) est continue et
uniformément coercive sur V¢ x Ve,
On note (V¢)' Despace dual de V. Soit A° € L (V=,(V¢)') lopérateur linéaire et

continu défini par

A ()Y = a” (o, 9), p, b € VE.
Pour des raisons de commodité, on notera

w' = (uga Ui) ) g= (h7 h’b) )

x .
fo= PG @ =x(3), i=12

Soit I'espace fonctionnel

d
W2 (0,T; H?) = {go € L?(0,T; H) : ¢ = d—f € L?(0,T; HS)} .
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La formulation variationnelle du systéme (3.6)-(3.12) est donnée par :
Trouver w® € L?(0,T;V?) tel que pour tout ¢ € Wh2(0,T; H®) N L*(0,T;V?) avec
¢ (T) =0, on a

_/0 (w® (1), B (1)) e dt+/0 A (w® (1)) (t) dt
= /0 (f5 0 () ye dt + (9,9 (0)) e - (3.14)

ou dt désigne la mesure de Lebesgue sur U'intervalle de temps (0,7).
Nous allons par la suite donner un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme

variationnel (3.14) dont la preuve sera donnée au paragraphe suivant.

Théoréme 3.1 Soit € > 0 un paramétre suffisamment petit. Alors, Il existe une unique
solution faible w® € L?(0,T;V¢) du probléeme (3.14). De plus on a l'estimation d’énergie

uniforme suivante :
||w€||L°0(O,T;H€) + ||w€”L2 0,T;Ve <C. (3.15)
( )

Afin de donner le résultat principal de ce chapitre, a savoir le Théoréme d’homogénéisation
3.2, nous définissons la notion de température globale dans la région du tissu biologique,

c’est a dire dans 2] U €25 de la facon suivante :

U* (t,2) = (f) 6 (6, 2) + Yo (g) W (), (to) e Q.

Remarque 3.1 Généralement dans les probléemes d’homogénéisation ou le milieu hétérogéne
posséde plusieurs structures, on a tendance o étudier le comportement global de ces com-
posantes séparément. Il est cependant intéressant d’étudier ce comportement pour tout le
miliew composite et construire ainst le modéle homogénéisé décrivant ainsi au mieuz la
description macroscopique. C’est pour cette raison qu’on a introduit la notion de tem-

pérature globale. Voir aussi le chapitre suivant.

Nous énoncons maintenant le Théoréme principal.
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Théoréme 3.2 Il existe une sous-famille de (u®) toujours notée (u®) et il existe u €

L2(0,T; Hg (Q)) et uy € L* (Q; Hy, (Y)) tels que

1. x; (£) U converge faiblement vers |Y1|u dans L? (Q);

’

2. X (%) U¢ converge faiblement vers Jy, wdy dans L? (Q) ;

Y

3. u est la solution du probléme homogénéisé :

8tu—/tH(t—T)u(7') dr — div <ZVU> +

Ju = F dans Q, (3.16)
u= 0 surl, (3.17)
u(0,2) = |Yi|h(x) x € Q (3.18)

ot H, A, 7 et F sont respectivement donnés par (3.57), (3.47), (3.56) et (3.58);

4. La température uy, est reliée a la température u par :

t
ub(t,x,y) = Tbi(tax)y>+/8tw<t_7—7y)u<7—7x)d7—
0

+/0 0o (t —T1,y) fo(r,z)dr

ol Up;, w et o sont donnés par (3.53), (3.54) et (3.55) respectivement.
On termine ce paragraphe en notant que le modéle homogénéisé (3.16) est une équation

intégro-différentielle de type Barbashin [90].

3.3 Preuve du Théoréme d’existence 3.1

On commence ce paragraphe par établir quelques Lemmes nécessaires pour la preuve du

Théoréeme d’existence et d’unicité ainsi que les estimations a priori uniformes.
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Lemme 3.1 [l existe une constante C' > 0, indépendante de ¢ telle que pour tout ¢, €

Ho (95) on a

HSOlHo,Qf <C HV901H0,Q§ : (3.19)

Preuve. Voir par exemple G. Allaire et F. Murat [14, Lemma A.4]. [ |

Lemme 3.2 [l existe une constante C' > 0, indépendante de ¢ telle que pour tout ¢, €

H'(9%) on a

2 2 2
Iallyns < C (2 1Vl 0+ lealiys:) - (3.20)

Preuve. Voir C. Conca [62, Lemma 6.1]. |

Lemme 3.3 1[I existe une constante C' > 0, indépendante de ¢ telle que pour tout ¢ €

H' (95) on a
2 2 2
el <€ (210l 05 + el ) (3.21)
et

el < € (IVellygy ) - (3:22)

Preuve. En utilisant le Théoréeme de trace sur Y; (Cf. Théoréme A.5., voir également
R. A. Adams et J. F. Fournier [3]), on sait qu’il existe une constante C' = C' (Y7) > 0 telle
que pour tout ¢ € H' (V7)

/Wwﬁdsscr( Vol dy + rw?mo.
» Y1 Y1

Alors, en procédant au changement de variable de y par x/e on obtient pour tout ¢ €

Hl (Y'lak) ’

5/ lp|* ds® < C (52/ IVl d:v—l—/ o) da:) (3.23)
ek Ylelc Ylek

89



ol
YViF=c(k+V), S =c(k+%) keZ".

A noter que la constante C' apparaissant dans (3.23) est la méme pour tout € > 0 et pour
tout k € Z". Maintenant, en additionnant les inégalités (3.23) sur toutes les cellules Y%

contenues dans €2, on obtient

2 2 2
llplds < C (2 IVellsar + el )

C’est a dire (3.21). En fait, sur la partie des cellules contenant une portion du bord
extérieur, 'estimation (3.21) reste encore valide, puisque ces cellules sont & une distance
au plus O (). Comme ¢ est suffisamment petit, disons ¢ < 1, on a, a partir de (3.21), que

pour tout ¢ € H* (QF)

£ |gp|2d35§(1</ |Vg0|2dx+/ |<p|2dw) (3.24)
e (943 Qf

et en appliquant I'inégalité de Poincaré (3.19) dans (3.24), on obtient (3.22). |
Preuve du Théoréme 3.1. On utilisera le Théoréme de J.-L. Lions (voir Théoréme
A.10 ou par exemple R. Showalter [124, Prop. 2.3., Chap. III]). Il est facile de voir que la
forme bilinéaire a° (-, -) est coercive et continue sur V¢ x V¢, On va montrer que la forme

linéaire L° est continue sur V¢. Autrement dit, on montre que la forme :

¢ = (p1,92) = L ((¢1,02)) = /O (h, @ (t)) - dt

est dans L? (O,T; (VE)’). En effet, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les
hypotheses (3.13), on voit que pour tout ¢ = (¢;, @) € V=,

T
/ ( fip dx + f2g02dm) ‘
0 Qs 05
(3.25)

< M (f1, f2) (lerlloqs + [leallogs) (3.26)

1L (1, 02))| =
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ou
M (f1, f2) = Tmax (|| fillo.0; || f2llo,0) < 400

est une constante indépendante de €. Notons que f € L? (0,T; H®). Ensuite, de 'inégalité
(3.20), on obtient

’@2‘2 dz < C (52/ ]Vc,02]2 dx +5/ 1 — 902’2 ds®
05 05 e
+e | o) d35> : (3.27)
25

Maintenant, en combinant les inégalités (3.22) et (3.27) on obtient

po|*dz < C(/ﬂ |V901|201:E+62/Q IVioo|* da

05
t+e o1 — ol dsa) :
»e

Autrement dit,

/Q ool dz < C | (rs 02l - (3.28)

€
T

Observons que 'inégalité (3.20) entraine que

| e <clienelt.. (3:29

Qr

En utilisant les inégalités (3.26), (3.28) et (3.29) on déduit que

L7 (o1, 02))| < C I (o1, 2)llye - (3.30)

Ainsi, la forme L¢ est continue sur L? (0,7;V¢). Il est a noter que la constante C' dans
I'équation (3.26) est indépendante de e.
En appliquant le Théoréme A.10., on conclut qu'’il existe une unique solution (u®, u) €

L?(0,7;V*) au probléeme variationnel associ¢ a (3.6)-(3.12). Finalement, en prenant
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(p1,09) = (u,uf) dans (3.14), en utilisant I'uniforme coercivité de la forme a° (-, -), la
continuité de L° et 'inégalité de Gronwall, on obtient I’estimation uniforme (3.15). Ce

qui termine la preuve du Théoréme 3.1. [ |

3.4 Application de la méthode des échelles multiples

Tout d’abord, nous allons déterminer formellement le probléme homogénéisé du micro-
modele (3.6)-(3.12) par la méthode des échelles multiples, voir paragraphe 1.4. Pour cela

supposons que les températures u® et u; aient le développement asymptotique suivant :

ut (t, ) = wuo(t,m,y) +eur (t,z,y) +us (t,2,y) + ... (3.31)
up (t,x) = wy(t,2,y) +eup (t,7,y) + upy (t,2,y) + ... (3.32)
ol y = x/e est la variable microscopique et wug (-, y), upk (-, y),... (kK =0,1,2,--)

sont des fonctions inconnues mais supposées assez régulieres et Y —périodiques en leur
troisiéme variable y.

L’idée de la méthode des échelles multiples comme mentionné au paragraphe 1.4 est
d’insérer les développements asymptotiques (3.31)-(3.32) dans l’ensemble des équations
(3.6)—(3.12) et d’identifier ensuite les termes de méme puissance en ¢. Ce qui conduit donc
a une hiérarchie de problémes aux limites pour les termes successifs des deux développe-
ments, & savoir ug, upe (k=0,1,2,--+).

Puisque les équations du micro-modéle sont d’ordre 2 (ordre de dérivation), il est
suffisant de procéder a une analyse asymptotique jusqu’a l'ordre £ = 2. C’est ainsi que
le procédé d’homogénéisation se fera en trois étapes : k = 0,1 et 2. Mais avant cela
et puisque les inconnues uy ou uy, dépendent des deux variables que sont z : la variable
lente et y : la variable rapide, nous allons donner une notation concernant les dérivations
par rapport a ces deux variables, trés commode dans les problémes d’homogénéisation,

voir également le paragraphe 1.4.

Notation 3.1 Dans ce qui suit, les indices x, y posés sur des opérateurs différentiels
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désignent toujours la dérivation par rapport aux variables x et y respectivement. Par

0

exemple V, = <a_y?-

) 1<<N

1%r¢ gtape. L’équation (3.6) a I'ordre £~2 et I’équation (3.8) a 'ordre ¢~ donnent
—div, (aV,ug) = 0 dans @ x Y3 (3.33)

et

aVyug-v=0sur Q x X, (3.34)

ou v est la normale unitaire & ¥ dirigée vers I'extérieur de Y;.

Notons

av, (€.0) = /Y aV,E-V,Cdy, € Ce L (V)R

En multipliant I’équation (3.33) par ( € H. ;& (Y1), en intégrant par parties sur Y7, en tenant
compte de (3.34) et du fait que oV uq est Y —périodique, on obtient la formulation faible

suivante :

Trouver ug (t,,-) € Hy (Y1) /R tel que V ¢ € Hy (Y1) /R,

Ay, (u07 C) = 0.

La forme bilinéaire ay, est clairement continue et coercive sur H;& (Y1) /R et par con-
séquent en utilisant le Théoréeme 1.3 : un résultat standard sur les équations elliptiques
posées dans des domaines périodiques (Cf. A. Bensoussan & al.[35]) on voit que u est

indépendante de la variable y, c’est a dire il existe u (¢, z)

up (t,x,y) =u(t,x), te€(0,T)et ze.

1

20me gtape. L’équation (3.6) a l'ordre e!, I'équation (3.8) a l'ordre ° entrainent le
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probléme correcteur suivant :

—aAyu; =0 dans @ x Y7, (3.35)
(aVyuy)-v=—(aVu) -vsur Q X X, (3.36)
y+— uy (x,y) Y — périodique, (t,z) € Q. (3.37)

La formulation faible correspondante est donnée par

ay; (ula C) = —ay; (U, C) ) VC € Hi,é (}/1) /R?
(P)

w € HY (Y1) /R.

Comme précédemment et grace au Théoréme 1.3, il existe une solution unique u; (¢, x,-) €
Hj, (Y1) /R du probleme (P) et qui peut étre calculée comme suit : Considérons pour

1 <i < N, les problémes microscopiques suivants :

trouver w; € Hj, (Y1) /R tel que pour tout ¢ € Hy, (Y1) /R

(Pi)  ay, (wi, ¢) = —ay, (e ()

ot (€;);;< est la base canonique.

Ces probléemes variationnels (P;) ¢ = 1,2,..., N sont obtenus a partir de (P) en rem-
placant le vecteur Vu par le i vecteur de la base canonique : e;. Il s’ensuit que pour
chaque i € {1,2,..., N}, le probléme variationnel (P;) admet une unique solution faible
w; € H;E (Y1) /R.

En outre, grace a la linéarité du probléme (P), on peut écrire :

N

uy (t,x,y) = Z ggﬁ (t,x)w; (y) +a(t, ) (3.38)

=1

pour (t,z,y) € Q x Y; et ou @ (t,z) est une fonction additive quelconque indépendante
de la variable rapide.

3eme gtape. Les équations (3.6)-(3.7) a lordre €° et les équations (3.8)-(3.9) a I'ordre ¢!
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impliquent le probléme aux limites suivant :

—aAyuy = f— O+ adivy, (Vyug) +

adiv, ((Vyu; + V,u)) dans @ x Y7, (3.39)
(9tub — abAyub = fb dans Q X 5/2, (340)
(aVyug) - v =—(aVyu) - v+ (Vyu) - v sur Q X X, (3.41)
aVyuy-v=—aVu -v+7y(u—1wu) sur Q X X, (3.42)
y — uy(t,z,y) Y — peériodique, (3.43)
y —  wu(t,z,y) Y — périodique. (3.44)

La formulation faible des équations (3.39)—(3.43) est

Trouver uy € Hj (Y1) /R tel que pour tout ¢ € H (Y1) /R,

(P) Ay, (u27 C) = <F7 C>
ol la forme linéaire F' est donnée par

(F) = ( /Y | —gdy) O+ /Y div (0 (V1 + V) Cly

—/ aVyuy - VyCdy+ [ f¢ dy+/7(u—ub)§ds
v 2

Y1

En utilisant le Théoréme 1.3 ( comme dans E. Sanchez-Palencia [123]), une condition
nécessaire et suffisante pour I’existence et I'unicité du probléme variationnel (P) est don-

née par (F,1) = 0, c’est a dire
/ (=0 + div, (a (Vyus + Vu))) dy
Y

+ [ =) as =l (3.45)
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En utilisant ’équation (3.38), I’équation (3.45) devient
Y1] Opu — div (ZVU) + / v (u—wup)ds=|Y1| f (3.46)
s

ou |V1| désigne la mesure de Lebesgue sur RY de Pouvert Y; et la matrice A = (Gij)1<ijen

est donnée par
dz’j = / (0% (Vywi + Gi) : (Vywj + €j) dy (347)
Y1

L’équation (3.46) est I’équation macroscopique pour la température u. La condition au

bord pour u est obtenue a partir de (3.10) a I'ordre £° et s’écrit comme suit
u=0surI. (3.48)

De fagon analogue, les équations (3.11)-(3.12) donnent les conditions initiales pour u et

Up:

uw(0,z) = |Yi| h(x), x € Q, (3.49)

Upo (07 x7y) = X2 (y) hw (QZ) ; TE Qv y e Ys (350)
Ensuite, a partir des équations (3.41) et (3.42) on peut voir aisément que
apyVyup - v ="y (u—1wup) sur Q X X. (3.51)

On peut aussi montrer sans peine que le probléme parabolique constitué des équations
(3.40), (3.51) et (3.50) admet une solution unique faible w, € L*(0,T; Hj, (Yz)) (voir O.
A. Ladyzhenskaya, V. A. Solonnikov et N. N. Uraltseva [94, Théoréme 5.2, page 320.]).

Notons par

b(Co) = /Y 0V, ¢ - Ty + /E Cnds, G e H (Va)
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et
B i H'(Y,) — H' (Y2
I’opérateur défini par

(B(C),m) =b(C,m)-

En appliquant le principe de Duhamel (comme dans U. Hornung & al. [87]) aux équations
(3.40), (3.51) et (3.50), la température du sang u, peut étre ainsi décomposée en une

somme de trois termes de la fagon suivante :
wirey) = wnroy)+ [ dw(r—ty)ulta)d
0
+/ 0.0 (T —t,y) fp(t,x)dt (3.52)
0

ol uy; est 'évolution de la température initiale h, donnée par I’expression suivante :
Up; (t7 T, y) = e_tBhb (.T, y) =0 (ta y) hb (.17) (353)

avec 0 (t,y) 'unique solution faible du probléme variationnel associ¢ au probléme aux

limites microscopique :

0 — oAy =0 dans (0,7") x Ys,
apV,0-v+~0 =0sur (0,7) x X,
y+— 0 (t,y) Y — peériodique,

0(0,y) =1 dans 2 x Y,
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et w, o sont respectivement les solutions uniques des problémes suivants :

Ow — apAyw = 0 dans (0,77) x Y, (3.54)
apyVyw - -v+qw=7vysur (0,7) x X,

y+— w(t,y) Y — périodique,

w (0,y) = 0 dans Q x Y5,

et

oo — apAyo =1 dans (0,7) x Y, (3.55)
apyVyo-v+vy0=0sur (0,7) x X,
y— o (t,y) Y — périodique,

0 (0,y) =0 dans Q x Ys.

En insérant (3.52) dans (3.46) on obtient probléme homogénéisé de type intégro-

différentiel pour la température u (voir (3.16)-(3.18)):

t ~

8tu—/ H(t—7)u(r)dr —div <AVu>—|—§u:.7:dans Q,
0

u= 0surl,

u(0,z) = [V|h(z), r€Q

ou

~ 1
¥ = W/Efy ds (3.56)

et les quantités H, F sont données par

H(r,x) = ﬁ/zv(y)atw (1,y) ds, (3.57)
F(r,z) = f(z)+ ﬁ (/Efy(y) wpi (7,2, y) ds+ (3.58)

/OT /Z Oro (1 —t.y) fo (T,y) dsdt) ,
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3.5 Justification du modéle homogénéisé

Dans ce paragraphe, nous allons justifier rigoureusement la méthode des échelles utilisée
précédemment pour construire le probléme homogénéisé (3.16)-(3.18). Pour cela, nous
utiliserons la convergence a deux échelles, voir chapitre 2.

La notion de convergence a deux échelles peut également étre généralisée au cas de
familles dépendantes de la variable temps sans affecter ou modifier quoique ce soit les
Théorémes 2.6, 2.7 et 2.8. Suivant G.W. Clark et R. Showalter [60], on donne la définition

suivante :

Définition 3.1 On dit qu’une famille (9°) dans L?(Q) converge & deux échelles vers
¥ € L?(Q xY) (et on écrira toujours 9° gy ¥) si, pour toute fonction test admissible
v € L*(Q;Cx(Y)), on a la convergence suivante :

lim [ 9°(t,x) ¢ (t, x, E) dtdz = / U (t,z,y) ¢ (t,z,y) dtdedy.
Q € QxY

e—0

Remarque 3.2 Si (9°) est une famille uniformément bornée dans L* (Q), alors il existe
une sous-famille de (9°) notée encore (9°) et il existe ) € L? (Q) tel que V¥° 2209 qu sens de
la Définition 3.1. En outre, si (9°) est uniformément bornée dans L* (0, T; H' (Q)), alors
on peut extraire une sous-famille (9°), notée toujours (V%) et il etzisted € L? (0, T; H' (Q2)),
bo € L? (Q; Hy (Y) /R) tels que O° 29 et VO° = VI + Vi toujours au sens de la
Définition 3.1. D’autre part, si une famille (%) est telle que

19N 2y + € IVl 2y < €

alors, on peut extraire une sous-famille (), notée toujours (9°) et il existe € L* (0,T; H (Y))

tel que V° 0 et eVYT

— V9. En outre, pour tout p € D (Q;Cx(Y)) on a

lim | ¥ (t,z)p (t,x, g) ds® = /Q I (t,x,y) ¢ (t,z,y) deds.
X3

e—0 Se
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Nous allons appliquer la technique de convergence a deux échelles pour justifier la
construction formelle du probléme homogénéisé (3.16)-(3.18). Nous allons précisément
appliquer les Théoremes 2.6, 2.7 et 2.8 et la Remarque 3.2. Pour cela, on commence par

choisir les fonctions tests admissibles suivantes : Soit

o1 € W0, T;D (), v € WH(0,T;D (2C(Y))),
¢, € W0, T;D(%C4(Y))), ¢ (T,-,-) =g, (T,-,-) =0.

Posons

x x
306 (t,l’) = (Spl (ta JI) + 5¢ <t,ZL’, g) %) (ta z, g)) .
En prenant ¢ = ¢° comme test fonction dans (3.14), on obtient
—/ u oy — /
Q Q5
[ v (Vae) e [ 20 -0 (o - 0
@3

= Jor+ [ Jops + /
Q35 Q

Q1

iy + / AV (Vigy + (V) +
Q

£ £
1 1

hey (0) + / hypy (0) + e K° (3.59)

£ £
1 Q2

ou

u®Oppdtda — / aVu® (V)" dtdz
Q3

K® = O(E):/Qi

+ | fydtdx + / hi) (0) dz + E/ v (u® — ug) Pdeds®.
Qi o ‘

Maintenant, grace aux hypothéses (3.13), aux estimations a priori (3.15) et en utilisant

les Théoremes 2.6-2.8 et la Remarque 3.2, on a alors, & une sous-famille extraite pres, les
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convergences a deux échelles suivantes :

e 2=8 €278
X1U X1U, XUy, XoUp,

—S

2—s 2
i Vu' = x; (Vu+ Vyur)  exoVuy = xoVyu,

lim [ u®(x)¢ (t, z, g) ds® = / u(t,x)p(t,z,y) deds,
QX%

e—0 Se

lim [ ()¢ (t,% f) ds® = / wy (t, 2, y) ¢ (¢, z,y) deds,
€0 Jge € QX%
ol

we L2(0,T; HE (), wp € L2 (Q; HY (V) et uy € L2 (Q; H (Y) /R).

Maintenant, en passant a la limite dans (3.59) et en tenant compte des limites a deux

échelles établies ci-dessus, on arrive au systéme variationnel a deux échelles suivant :

— / udyp, — / UpOypy + / a(Vu+Vyu) (Ve + Vo)
QXY QXY QxYy

+/ apVyup Voo + / ¥ (u—up) (1 — ¥2)
QxY2 Q%X

- / fout / fua+ / hoy + / hos (3.60)
QXYl QXYz Q><Yl QXYQ

Maintenant, en effectuant une intégration par parties dans (3.60) on trouve le probléme
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aux limites suivant :

V1] Opu — adiv (/Y (Vu + Vyul)) + /27 (u —up) = |Y1| f dans Q, (3.61)
Oyup — apAyuy = |Ya! fi, dans @ x Y5, (3.62)
—adivy (Vu+ Vyuy) = 0 dans @ x Yz, (3.63)
a(Vu+Vyu) - v=0sur Q x X, (3.64)
apVyup - v =" (u—up) sur Q x X, (3.65)
y — uy Y — périodique, (3.66)
y — up Y — périodique, (3.67)
w(0) = |v3| h dans Q, (3.68)
u (0) = xyhy dans @ X Y, (3.69)
u=0surI. (3.70)

Enfin, on remarque que les équations du systéme (3.61)-(3.70) sont exactement et re-
spectivement (3.45), (3.40), (3.35), (3.36), (3.51), (3.37), (3.44), (3.49), (3.50) et (3.48).
Par conséquent, on a donc retrouvé le probléme homogénéisé (3.16)-(3.18) construit
formellement au paragraphe précédent et par ricochet justifié rigoureusement & 'ordre
2 le développement asymptotique multi-échelles utilisé & cet effet. Ainsi le Théoréme 3.2

est prouvé.
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Chapitre 4

Homogénéisation dans les milieux

composites a interfaces rugueuses

Nous étudierons le comportement macroscopique de ’écoulement stationnaire d’un fluide
dans un milieu hétérogeéne, e —périodique constitué de deux phases qui intéragissent entre
elles : fissures et blocs, avec des perméabilités ayant un ordre de magnitude différent et
avec la présence d’'une barriére a 'interface. Le procédé d’homogénéisation utilisé est la
convergence a deux échelles. On montre alors que le modéle macroscopique est décrit par
une seule équation décrivant 1’écoulement monophasique d’un fluide monophasique dans

un milieu homogeéne.

4.1 Introduction

L’étude des écoulements de fluide dans les milieux poreux est un sujet d’'un intérét pra-
tique dans plusieurs disciplines d’ingénierie. On citera entre autres : la géomécanique, la
science des matériaux, la gestion des ressources hydriques. Quelques de types de roches
poreuses a I’état naturel, par exemple les roches aquiféres ou les gisements de pétrole, sont
habituellement décrits comme étant des milieux & double porosité ou & double perméabil-
ité, du fait de la présence en général d’'une bi-structure : 'une relié a la roche matricielle
et I'autre au systéme constitué des fractures.

Lorsqu’un milieu poreux est composé de deux ou voire plusieurs constituants dif-
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férents, une modélisation mathématique est nécessaire et ce afin de prédire le comporte-
ment de ’écoulement des fluides a travers ce milieu. En fait, et en raison de la complexité
surtout géométrique de ces micro-structures, toute modélisation mathématique sur des
milieux poreux fortement hétérogénes doit tenir compte des variations spatiales rapides
des parametres phénoménologiques. En outre, faire de ’analyse numérique sur de tels
milieux conduit & 1’échelle locale & un trés grand nombre d’équations discrétisées de sorte
que les calculs deviennent fastidieux voire trés compliqués.

Il est donc important d’étudier les écoulements de fluides dans des milieux poreux a
I’échelle microscopique et de construire des modeéles macroscopiques pour ensuite faire de
I’analyse numérique. De fagon vague, cela consiste au passage de 1’échelle microscopique
a ’échelle macroscopique en faisant tendre € vers 0. Ce paramétre € est le quotient entre
ces deux échelles caractéristiques, voir [35, 123].

L’homogénéisation dans des milieux a double porosité a été étudiée par plusieurs au-
teurs [7, 8, 19, 77, 119]. Par exemple dans [19], on y étudie un modéle microscopique con-
stitué des équations standards décrivant ’écoulement d’un fluide de type Darcy dans un
réservoir de porosité et de perméabilité tres fortement discontinus. Il a été rigoureusement
prouvé que ’équation macroscopique (homogénéisée) est un modele a double porosité.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & ’homogénéisation d’un écoulement de fluide
stationnaire dans des milieux faits de systémes poreux avec un contraste élevé de per-
méabilité. En effet, pour une telle configuration, il est bien connu que la conductivité
hydraulique dans les fractures est plus élevée a 1’échelle locale que celle de la matrice
rocheuse [19, 60]. Le micro-modele que nous allons étudier dans ce chapitre est décrit par
un systeme elliptique de deux équations aux dérivées partielles, avec prise en compte de la
loi de Darcy dans chaque phase, avec des matrices de perméabilité d’ordre de magnitude
différent et un couplage interfacial résultant du fait d’'un contact rugueux entre les deux
régions a I’échelle locale, voir le systéme (4.1)-(4.5) ci-dessous.

On construit le modéle macroscopique a l'aide de la méthode de convergence a deux
échelles. On montre que le comportement global de 1’écoulement du fluide dans ce type
de milieux est un modeéle & porosité unique et avec également une seule perméabilité

(moyennisée) et obéit donc & une seule équation du type elliptique, voir (4.19) ci-dessous.

104



Ce qui signifie qu’aucun effet de double perméabilité ou de double porosité ne se produit &
I’échelle macroscopique contrairement & ce qu’on I'on a obtenu avec d’autres considérations
physiques, Cf par exemple [19, 60, 77]. En outre, le modéle homogénéisé présente un terme
source supplémentaire provenant essentiellement du fait que

(1) les blocs ont une faible perméabilité par rapport aux fissures,

(2) une source de densité non nulle et "assez"

réguliere sur les blocs et
(3) le contact interfacial entre les deux constituants est supposé imparfait.

Ce chapitre est organisé comme suit: Au paragraphe 4.2 on donne la position du
micro-modele ainsi que ’énoncé du résultat principal. Dans le paragrahe 4.3, on construit

le macro-modele par la méthode de la convergence de deux échelles.

4.2 Position du probléme

On considére un domaine €2 supposé borné et régulier de RY (N > 2) et soit Y =0, 1[V le
cube unité : la cellule de base supposée toujours décomposée comme suit : ¥ = Y UYoUTD
ou I' = 9Y; N JY; est I'interface séparant les deux ouverts Y; et Y5. On supposera que I’
est une sous-variété de RY lisse et de codimension 1. On notera par v la normale unitaire
a I, dirigée vers 'extérieur de Y;. Pour @ = 1,2, on notera y; la fonction caractéristique

de l'ouvert Y;, qu’on étend par Y-périodicité & RY. Pour ¢ > 0 assez petit on pose
x
QB ={zeQ:x(=)=1} et I'*=00]N0N0%5.
€

Voir figure 4-1. Afin d’éviter des calculs techniques inutiles, on supposera que Q5 C € de
sorte que I = 0825 et 995 = 9Q UT*. Soit Z; = Upezn (Y; + k). Comme dans [11], on
suppose aussi que Z; est un ouvert régulier et connexe de RY. A noter que Z, peut ne
pas étre connexe.

Soit A (resp. B) la matrice de perméabilité du milieu Z; (resp. Z3). Soit f; une
application mesurable sur (), représentant une source de densité interne du milieu €.
Finalement, soit v/ la perméabilité hydraulique non rééchelonné de la couche mince I'.
Nous allons faire ensuite les hypothéses sur les différents parameétres phénoménologiques

du micro-modéle :
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Figure 4-1: Le domaine composite et la cellule de base.

H1) A (resp. B) est continue sur R, Y —périodique et satisfait & la condition d’ellipticité

A6-€> 0P (resp. BE-€>ClEP), Ve RN

ol, et a travers tout ce chapitre, C' désigne une constante indépendante de «;
H2) fi, fa € L* (Q);

H3) 4 est une application continue sur RY, Y —périodique et minorée :

d(y)>C >0 VyeRV

Remarque 4.1 I est utile de noter que [’hypothése de continuité dans H1) n'est pas
nécessaire. On pourra prendre A, B € L*® (RN ) et le résultat d’homogénéisation reste

inchangé.

Notation 4.1 Lorsque l'on traite de [’homogénéisation périodique Il est souvent commode

d’utiliser certaines notations. Ainsi pour x € RY, on notera

V@ =x (), A@=a(2), BF@=B(2) e F@)=:0().

g 9 3
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Le micro-modéle que nous allons étudier dans ce chapitre est donné par le systéme

elliptique suivant :

—div (A°Vu®) = f; dans Qf, (4.1)
—e%div (B°Vv®) = f, dans €5, (4.2)
AVuf -1 = —9° (u® — ) sur [°, (4.3)
e2B°Vv® - n® = —° (v° —uf) sur [, (4.4)

u® = 0sur o9 (4.5)

ou v° et n° sont les normales unitaires & I'* dirigée vers 'extérieur de 2] et {25, respec-
tivement. Ici, 2] représente la région fissurée avec perméabilité donnée par la matrice A*
et Q5 la région rocheuse avec perméabilité donnée par e2B°. Les quantités physiques u°
et v° sont respectivement les pressions du fluide dans 5 et 5. Comme dans Arbogast,
Douglas, et Hornung [19], on a choisi un échelonnement particulier de la perméabilité
dans Q5 U Q5 (voir précisément (4.2)). Ceci veut dire que les deux énergies potentielles
fQ’i Ve | et &2 fQ‘S |Vo¢|? ont le méme ordre de magnitude et conduisant ainsi a un équili-
bre dans la dissipation potentielle. Les équations (4.1) et (4.2) expriment la conservation
de la masse du fluide avec prise en compte de la loi de Darcy linéaire dans ] et 5
respectivement. Les conditions (4.3) et (4.4) quant a elles expriment respectivement la
continuité du flux & travers l'interface I'* et le contact imparfait entre la matrice et les
fissures le long de I'* supposée étre également une couche (mince) de perméabilité donnée
par ¥°, voir [70]. La condition de transmission (4.4) est connue dans la littérature par la
condition de Deresiewicz-Skalak. Finalement, (4.5) est la condition de Dirichlet homogene

imposée sur la frontiére extérieure de €.

Nous allons ensuite donner le cadre variationnel du systéme (4.1)-(4.5). Soit

He = H}), (Q5) x H' (Q5). L’espace H® est muni de la norme :

2 2 2 2
S O 2 Y P ey
La formulation faible de (4.1)-(4.5) est alors donnée : pour € > 0 assez petit, trouver un
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couple (u®,v%) € H® tel que (¢,1) € H®, on a

Jo: A (g) VurVe do +€? [o. B (g) VoEVey da+
(4.6)
e Joe 0 (2) (=) (p = ¥) ds® = [or frip da + [y o) da.

ot dz et ds® désignent respectivement ’élément de volume de RY et I’élément d’aire sur

I'*. Maintenant , on donne un résultat d’existence et d’unicité du probléme variationnel

(4.6).

Théoréme 4.1 Supposons H1)-H3). Alors pour tout € > 0 suffisamment petit, il existe

un couple unique (u®,v°) € He, solution du probléme variationnel (4.6), tel que
| (w®,0%) [[u= < C. (4.7)

Preuve. Nous allons pour cela utiliser le Lemme de Lax-Milgram (Théoréme A.11.).

Notons

f«w#&%a@)zztéxﬁvwvndx+sa/ BVOve do +

€ £
1 Q2

6/ﬁe) (o =) (n—c) ds,

F(e) = [ fgdes [ foda

Qf

ou (¢,v),(n,s) € He. Par conséquent, la formulation faible (4.6) est équivalent & :

trouver (u®,v°) € H® tel que pour tout (p,1) € H® on a

a® (v, %), (9, %)) = L7 ((¢,9)) (4.8)

La coercivité et la continuité de la forme bilinéaire a° (-, ) s’ensuivent immédiatement

des hypotheses H1) et H3). 1l reste a prouver la continuité de la forme linéaire L°.
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Premiérement, en vertu de H2), on voit facilement (¢,v) € H®,

1
2

L5 (9, 0)] < M (i, 1) (QEW dx> +< [ dx) (49)

ou

o= (15 00) - ([15 0))

est une constante indépendante de . Ensuite, suivant une idée de H. Ene et D. Polisevski

[77], on sait qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ = (¢,v) € H®

ol* dz < C | Vel da, (4.10)
s s

. > dz < C (8 . IVy|? dx+5/F || ds€>, (4.11)

5/ lp]* ds* < C (52 IVel|? dx—l—/ o) dx). (4.12)
re 05 05

Les inégalités (4.10) et (4.11) sont des inégalités du type Poincaré et (4.12) est I'inégalité

de la trace. Elles sont obtenues par le changement de variable :
r=c(k+y), ke{keZN:e(k+y) CU}, ye Zi=1,2

et en appliquant les inégalités de Poincaré et le Théoréme de Trace sur l'ouvert Y; (voir

également la preuve du Lemme 3.3). Puisque ¢ est suffissament petit, disons ¢ < 1, on a

de (4.12)

e[ o ds* < C (/ Vol dm—i—/ o] dm) : (4.13)
Ie Q5 Qs
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En insérant (4.10) dans (4.13), on obtient

5/ lp]* ds* < C (/ IVl dx) : (4.14)
re 05

Ensuite, en vertu de (4.11), on a

> dz < C (52 Vy|? dx—i—s/ lp — | d35+5/ o] d55>. (4.15)
Q; Qg Ie Te

Maintenant, en combinant (4.14) et (4.15) on a

[p* da < C( Vo> dz+¢2 [ Vo) dx+€/ lp — ) dsf>.
933 Qf Q5 Ie
Autrement dit

|l de < Clle ¥l (4.16)

Observons que (4.10) entraine que

[ 1P ar < Cle )l (417)

Finalement, en utilisant (4.9), (4.16) et (4.17) on déduit que

1L (o, )] < Cli(e, D)l = - (4.18)

Ainsi, la forme L est continue sur H¢. Notons que la constante C' apparaissant dans (4.9)
est indépendante de €.

Par le Lemme de Lax Milgram (Théoréme A.11.), on conclut 'existence et I'unicité
d’une solution (u®,v°) € H® au probléme variationnel (4.8). Enfin, en prenant (p,1)) =

(uf,v%) dans (4.8), en appliquant I'uniforme coercivité de la forme bilinéaire a° (-, ) et la
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continuité de L on obtient ’estimation uniforme :

(e, )]

4 <C

ou C' > 0 est une constante indépendante de €. Ce qui achéve la preuve du Théoreme. l
Maintenant, on énonce le résultat principal de ce chapitre dont la démonstration est

donnée au paragraphe suivant.

Théoréme 4.2 Soit (u,v°) € HE la solution du probléme (4.6). Supposons que fo €
HY(Q). Soit U =y, (f) u® + Xo (f) v désignant la pression globale. Alors il existe une
sous-famille extraite de (U¢) toujours notée (U°) et il existe un unique U € H" () tels
que (U®) converge faiblement vers U dans H' (). En outre, U est l'unique solution du

probléme homogénéisé :

_div (Avu*) — F dans 9,
(4.19)
U =G sur of)

ot A, F et G sont données dans (4.36)-(4.37).

Remarque 4.2 A noter que nous avons imposé plus de régqularité sur fs. Plus précisé-
ment, nous avons supposé que fy est dans H* (Q) afin que la fonction G définie par (4.37)
soit dans H' (Q) et qui donne par voie de conséquence F € H'(Q). Voir aussi la Re-

marque 4.3 ci-dessous.

Le reste de ce chapitre est consacré a la preuve du Théoréme 4.2. Nous allons pour

cela appliquer la technique de convergence a deux échelles.

4.3 Procédé d’homogénéisation

Maitenant, nous tournons notre attention vers la construction du probléme homogénéisé

(voir plus bas (4.19)).

111



Gréace aux estimations a priori (4.7) et en utilisant les Théorémes 2.6, 2.7 et 2.8 il
existe une sous-famille de (u, v°) toujours notée (u°,v°) solution du probléme (4.6) et il

existe
u € H& (Q), u € L2(Q; H#l# (Y)/R) et vg € L2 (Q; H;E (Y2))
tels que

2—s
€,,E
Xlu - X1,

g8 258
X2V X2%0,

(4.20)
Ve =y, (Vu+ Vyui),
5X§VU6 2;8 XQVyUO
et pour tout ¢ € D (2;C4 (Y)) on a
lim [ e(u® —v%)yYds® = / (u — wvg) dads, (4.21)
e=0 Jpe QxT
ou l'on a noté ¢°(x) = ¢ (z,z/e). Nous allons ensuite construire le probléme ho-

mogénéisé par la technique de convergence a deux échelles. Soit alors ¢ € D(Q) et

v, v eD (936%10 (Y>)

Posons
15 _ E € — E
F@)=p@)+ep (2.2) et @@= (n 7).
En prenant ¢ = ¢° et ¢ = ¢° dans (4.6), on a

fﬂi AVue (Vgp + V0, (93, g)) dz + f% eBVvEV 1) <$, g) dz+
(4.22)

Jre 0 (uF = v%) (p = 97) ds” +eR7 = [o. frpd + fo, frypda
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ou
J - /Q i BEVEY 1b (a,- g) da +

/FE V° (u® — %) g (:c, g) ds®.

Grace a 'hypotheése H1) les fonctions vectorielles “AVy, *AV,p,, BV, 1) et 'BV 1)

AVurV 0, (:c, g) dx + 5/

25

sont des fonctions tests admissibles. En vertu des (4.20)-(4.21), on a alors les limites

suivantes :

/ ATV (Vo + (Vypy)7) do —
Q

5 e—0
/ A(Vu+ Vyu) (Ve + V) dedy, (4.23)
QXY1
x
/ eBEVVV <x —) dz — BVu,V,hdady, (4.24)
05 € =0 Jaxy,
[ == vyas — [ o= o v) dods (4.25)
< e=b Jaxr

oll on a noté pour des raisons de commodité

(Vo) (@) = (V) (@, 2).

De plus, en appliquant (4.7), il est facile de voir que R® = O (1). Ainsi, en passant a la
limite dans (4.6) et en tenant compte de (4.23), (4.24) et (4.25) , on obtient la formulation

variationnelle & deux échelles :

Jasy, A(Vu+Vyur) (Vo + Vyey) dady + [oy. B (y) VyvoVyibdady+
(4.26)

fng P (y) (u—vg) (p — ) deds = fQXYl frpdr + foYQ farpde.

Par un argument de densité, I’équation (4.26) reste valide pour tout
(¢, 01, 02) € Hg (Q) x L (Q; H (Y1) /R) x L2 (2 Hy (a)) -

Maintenant, en intégrant par parties dans (4.26) on a alors le systéme homogénéisé a deux
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échelles :

—div, (A (Vu + Vyup))= 0 dans Q x Y3, (4.27)
—div, (BV,v) = f» dans Q x Y, (4.28)
—div ( / A(Vu+ Vyul)dy) + / 9 (y) [u — vo] ds = f; dans Q, (4.29)
(A(Vu fvyul)) -y =0 dans XFF, (4.30)
BV,vp-v = —9(u—1) dans Q x T, (4.31)
u = 0 sur 9. (4.32)

Tout d’abord, observons que les équations (4.27) et (4.30) entrainent la relation suiv-

ante :
Y du
Za_ y) +u (z), (z,y) €QAxY; (4.33)
o, pour 1 <j < N,w; € Hj% (Y1) /R est I'unique solution du probléme microscopique :
—div, (A(Vyw; +¢€;)) = 0 dans Y,

A(Vywj+ej)-l/:OsurF

et u* (r) est une fonction additive quelconque et indépendante de y. De fagon similaire,

des équations (4.28) et (4.31) on voit que vy peut-étre exprimé comme suit :
vo (2, y) —u(x) = a(y) f2(x), (z,y) €QXY, (4.34)
ot € Hy, (Y3) est 'unique solution du probleéme suivant :

—div, (BV,a) = 1 dans Y,
(4.35)
BV,a-v+dYa=0surl.
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Dans ce qui suit, on notera

A = @)ersen, 5= /Y A(Vywn+ ) - (Vg + ) dy. (4.36)
1

= lh+Yelfe, G= (/ CY) f2,  F=[f"+div </~1VG) : (4.37)
Ys

Grace a 'hypothése H1) A est symétrique et définie positive, voir par exemple [35]. Ob-
servons également que f* appartient a L?(Q) et puisque fo € H'(Q), G est aussi dans
H'(Q). Par conséquent F' € H~'(Q). En insérant (4.33)-(4.34) dans (4.29) on obtient :

—div <f~1Vu) = f* dans €. (4.38)

Maintenant, en tenant compte de (4.34), la pression globale U = y, (f) u® + Xo (f) Ve
converge & deux échelles vers u + y,afo. De ce fait, U® converge faiblement dans L? (£2)

vers U = u+ G € H' () qui est I'unique solution du probléme homogénéisé :

_div (AVU> — F dans 9,
(4.39)
U = G sur 0f2.

Ce qui termine la démonstration du Théoréme 4.2.

Remarque 4.3 Si I'hypothése fo € H' () nest plus satisfaite, disons fo est seulement
dans L* (), alors comme signalé par G. Allaire dans [11, Remarque 4.5], la solution U ne
vérifie pas la condition au bord de type Dirichlet. Il est alors préférable d’écrire U comme
une somme de deux termes : u et fY2 vody. Ainsi, le probléme homogénéisé consiste en
deuz équations : (4.34), (4.38) avec la condition au bord de type Dirichlet homogéne :
u =10 on 0N.

Remarque 4.4 En vertu de H2), on voit qu’on a simplement choisi les sources de densité
indépendantes de € et définies sur 2 alors qu’a travers ce chapitre , les valeurs () de
f1 et fo ont été seulement utilisées dans les régions §2 et €25 respectivement. En fait,

on peut considérer aussi bien le cas ou ces sources de densité sont définies dans leur
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régions respectives sans modifier substantiellement le modéle homogénéisé (4.39) sauf pour
le terme moyennisé f* donné dans (4.37). Plus précisément, si f; = ff dans Q5 (1 =1,2),
ou ff e L*(Q5) avec||ffHL2(Q§) < C, alors en utilisant le prolongement par 0 a §2 de ff,

on voit que

o (2) s

En désignant par f? la limite o deux échelles de x; (f) f7, la limite faible de x; (f) f7 est

<C.

L2(Q)

alors donnée (& une sous-famille prés) par F; (x) = sz 2 (z,y)dy au lieu de |Y;| f; (x)
(voir a cet effet, le membre de droite de la formulation variationnelle & deux échelles

(4.26)) et le terme source moyennisé f* est donné par Fy + Fy au lieu de |Y1| f1 + |Ya] fo.
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Chapitre 5

Une généralisation du modéle

d’Aifantis par ’homogénéisation

Nous allons construire par la technique de convergence a deux échelles le modele de
Barenblatt-Biot pour ’écoulement d’un fluide dans les milieux poro-élastiques périodiques
ou la taille de la période € est trés petite devant celle du milieu ambiant. Le micro-modéle
consiste en un écoulement d’un fluide 1légérement compressible et visqueux a travers un
milieu poro-élastique composite & deux constituants séparés par une interface périodique
constituant une barriére hydraulique & travers laquelle le flux est proportionnel au saut
des vitesses des deux composantes et qui est modelisé par la condition interfaciale de type

Deresiewicz-Skalak.

5.1 Introduction

L’étude des interactions entre 1’écoulement de fluides & travers des milieux solides dé-
formables revét une importance capitale dans beaucoup de disciplines d’ingénierie telles
que la géomécanique, la géophysique, ingénierie pétroliére, ...[63, 135].

Certains types de roches poreuses, comme les aquiféres et les systémes de réservoirs
de pétrole, peuvent contenir des fractures. Il est connu que dans de tels milieux les
écoulements se produisent principalement dans la région fracturée et le stockage des fluides

est dominant dans les blocs rocheux. Dans ce cas, le réservoir possede deux structures
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poreuses, une liée a la matrice rocheuse et 'autre associée aux fractures.

Cette notion de la double porosité / perméabilité a d’abord été introduite par Baren-
blatt, Zheltov et Kochina [33] pour modéliser I’écoulement d’un fluide peu compressible
dans les milieux poreux naturellement fracturée sans tenir compte de leur déformation.
Le modéle proposé est un systéme de deux équations aux dérivées partielles posé dans un
domaine bi-structure avec prise en compte de la loi de Darcy dans chaque phase, en plus
des termes d’échange représentant le couplage interfaciale qui résulte de 'interaction, a
I’échelle microscopique entre les deux phases.

Généralement, les formations rocheuses fracturées présentent a 1’échelle locale des de-
grés élevés d’hétérogénéité et la perméabilité est principalement déterminée par la taille
des pores et par le degré de connectivité du systéme des fractures. Ainsi, toute mod-
élisation mathématique de I’écoulement du fluide dans ces milieux poreux doit prendre
en compte la variation spatiale rapide des parametres phénoménologiques. En outre, du
point de vue numérique, la modélisation de ces systémes a 1’échelle locale donne un grand
nombre d’équations discrétisées, dont les calculs seraient fastidieux et complexes. Pour
faire face a ces domaines trés hétérogenes, 'idée est de remplacer ce milieu par un milieu
homogene ou effective en élaborant une technique d’homogénéisation.

La méthode de convergence a deux échelles a été utilisée pour justifier rigoureusement
le modeéle a double porosité de Barenblatt-Zheltov-Kochina (BZK), voir par exemple H.
Ene et D. Polisevski [77]. Toutefois, comme signalé plus haut, ce modéle ne prend pas
en compte le comportement élastique du solide. En réalité, une augmentation de la
pression interstitielle du fluide produit une dilatation de la masse du solide. D’autre
part, une compression va augmenter la pression dans la zone des pores. Ce couplage de
pression-déformation a déja été considéré M. A. Biot [39] et qui nous a fourni le premier
modele de consolidation du sol pour un milieu poreux homogene et élastique dans le cadre
multidimensionnel. Le modeéle est basé sur une description a 1’échelle macroscopique des
quantités phénoménologiques et physiques ot le volume élémentaire représentatif est décrit
comme la superposition d’une particule de fluide et d’une particule de solide.

En supposant que les micro-structures sont régulierement distribuées et que 1’échelle

des pores est tres faible par rapport a 1’échelle macroscopique, une technique de développe-
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ment asymptotique & deux échelles a été utilisée pour déterminer formellement le modeéle
de Biot. Les modéles microscopiques sont basés sur les équations linéaires de 1’élasticité
dans la partie solide et sur les équations de Stokes pour le fluide dans la partie des pores
et avec des conditions de transmission appropriées. Pour plus de détails, nous renvoyons
a J.L. Auriault et E. Sanchez-Palencia [25] et R. Burridge et J. B. Keller [48].

Pour la modélisation dans les solides poro-élastiques hétérogenes, différents modeéles
effectifs ont été construits, voir par exemple [76, 82, 119]. Ainsi dans [119], on étudie
I’homogénéisation d’'un modele de poro-élasticité sur les tissus osseux, décrivant les in-
téractions entre la déformation de la matiére osseuse et 1’écoulement sanguin induit. La
structure a double porosité est constituée des canaux de Volkmann-Havers (la porosité
primaire) et des canalicules (la double porosité). Le modéle macroscopique est construit
par la méthode d’éclatement périodique [58]. Il est décrit par le couplage déformation-
fluide de type Darcy dans les porosités primaires alors que I’écoulement microscopique
est responsable de 'apparition des effets de perte de mémoire par la loi de comportement
macroscopique de type poro-visco-élastique.

Dans [7, 8], des modeles de consolidation de type Barenblatt-Biot pour des écoulements
en milieux poreux élastiques et périodiques sont étudiés par la technique de convergence a
deux échelles. Les micro-structures sont parcourues par un fluide légérement visqueux et
compressible. Ces milieux sont supposés & deux composantes poro-élastiques, séparées par
une barriére interfaciale périodique et qui sont décrits par le modele Biot de consolidation
avec la condition de transmission de type Deresiewicz-Skalak.

En raison du couplage entre la déformation et la pression du fluide dans ces roches, le
concept de la double porosité a été développé par Aifantis [4] pour modéliser I’écoulement
d’huile dans des roches poreuses élastiques.

En fait, cette notion de double porosité dans les milieux poreux déformables ou poro-
élastiques a été premieérement introduite par Aifantis pour I’étude des phénomeénes de
transport ou des procédés d’infiltration sur des modéles caractérisés par deux familles

distinctes de diffusion habituellement appelées pores et fissures.
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Les équations d’Aifantis s’écrivent (voir [4, 5, 136]) :

—pAu — (A + p)V(diva) + aPvVp + a@vp® = £ (5.1)
A29,p? 4+ oD div (Oyu) — KA Ap? — 7(p(l) — p(2)) = ¢@, (5.3)

Ici u est le champ de déplacement du solide poro-élastique, les constantes A et p sont
appelées les coefficients de Lamé, les quantités p et p® sont les pressions du fluide
dans les pores et les fissures, respectivement. Le paramétre ¢™ (m = 1,2) est la com-
pressibilité, k(™ est la perméabilité. Enfin o) et oY) sont les coefficients de couplage
pression-déformation. Ils sont connus dans la littérature comme étant les paramétres de
Biot-Willis [42]. Tls mesurent le changement de porosité d’une phase a une autre, di prin-
cipalement aux contraintes volumétriques appliquées. Le terme de dilatation o™ div (9,u)
compte pour le contenu fluidique additionnel provenant des pores ou des fissures alors que
le terme a(™Vp(™) est la force s’exercant sur la structure solide provenant des contraintes
internes dues aux forces de pression.

On notera que si le volume des fissures est trés petit de sorte que 'on peut négliger
) a® k@ et v alors le systéme (5.1)-(5.3) se réduit & celui connu plus communément

le modele de consolidation de Biot (& une seule porosité ou monophasique):

—pAu — (A + p)V(divu) + aPvp®H = f (5.4)

Do + aWdiv (9u) — EWApH = ¢W), (5.5)

Pour plus de détails sur ce modéle on se référe par exemple aux travaux : [39, 40, 41, 63].
D’autre part, en négligeant les effets de déformation, le systéme (5.1)-(5.3) est celui donné

par le modele de Barenblatt-Zheltov-Kochina a double porosité [33] :

(DapM — kOAPD 1 (p® — p@) = GO, (5.6)

(0@ — kDA o (0 @) = O (5.7)
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Ainsi la théorie d’Aifantis sur les processus de consolidation dans les milieux poro-
élastiques a double porosité unifie les deux modeéles : celui proposé par Biot et donné
par les équations (5.4)-(5.5) posées dans le cas de milieux déformables avec prise en
compte d’une seule porosité et celui proposé par Barenblatt-Zheltov-Kochina concernant
les écoulements de fluide dans des milieux poreux indéformables avec effet de la double
porosité et décrit par les équations (5.6)-(5.7).

Il est important de noter que le modéle d’Aifantis donné par (5.1)-(5.3) est posé dans
un domaine occupé par un milieu homogeéne et isotrope. Le but de ce chapitre est de
construire un modele plus général que celui donné par Aifantis en tenant compte de
I’hétérogénéité du milieu considéré a 1’échelle microscopique. Ainsi nous considérerons
des milieux poro-élastiques composites bi-structures. Le micro-modeéle est basé sur le
systéme de Biot pour les processus de consolidation avec une barriére interfaciale entre
les deux structures : matrice et inclusions qu’on suppose réparties périodiquement. Nous
ferons ’hypothése essentielle que ces inclusions ont des tailles assez grandes par rapport
a la taille des pores de sorte qu’il est logique d’envisager ces milieux comme étant le siege
de matériaux poro-élastiques. Le macro-modele qu’on obtient par homogénéisation s’écrit

comme suit :

—dive (u) + aPVp + aPVp@ =f (5.8)

(cmp™ + (8 (w)) —div [BOV | — (1) F (b0 = p®) = g (5.9)

t
ou o, al™, B(m) et B(™ sont des tenseurs homogénéisés ou effectives (pour leur définition
voir plus loin (5.35)-(5.41)). 1l est alors utile de remarquer que le modeéle d’Aifantis (5.1)-
(5.3) peut étre vu comme un cas spécial du modeéle homogénéisé (5.8)-(5.9). En effet il
suffit juste de prendre en compte la loi de Hooke et poser 8™ = a(™ = o™y, ou Iy
est la matrice identité et IV la dimension du milieu. On voit bien dans ce cas le milieu est
isotrope.

Le reste du chapitre est organisé comme suit : le paragraphe 5.2 est consacré a la
position du probléme & I’échelle locale de la double-diffusion dans un milieu fortement

hétérogene constitué de deux matériaux poro-élastiques, 'un incrusté dans ’autre, séparés
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par une interface supposée ¢—périodique et ou le contact entre ces deux matériaux est
imparfait. Au paragraphe 5.3 on construira le probléme homogénéisé par la technique
de convergence a deux échelles. Ce probléme est donné dans le résultat principal de ce

chapitre : le Théoréme 5.2.

5.2 Position du probléme

On considére un domaine borné Q C RY (N > 3) avec une frontiére réguliere 99 = T'.
On rappelle que Y = (0, 1)N la cellule périodicité qu’on suppose décomposée comme suit
Y =YD UuY@usouY®, Y sont deux ouverts disjoints de Y et ¥ = 9y W gy @
est l'interface qui les sépare. On supposera pour simplifier la présentation que ¥ est une
variété de classe C*° de dimension N — 1.

On supposera aussi que le prolongement & RN de Y (™) c’est a dire
Z0 = Uegn (e +YM)

est un ouvert connexe de RY (m = 1,2). 1l est a noter que la condition N > 3 intervient
dans la connexité des deux ouverts Z(™, m = 1,2. En effet, si N = 2 ce n’est plus
possible & cause du Théoréme de séparation de Jordan, voir par exemple J. Dugundji [74].

Soit € > 0 un parametre prenant ses valeurs dans une suite numérique convergente
vers 0. On définit les "inclusions" comme suit :

QP 1= Ueey, (ce +eY?)

ou
JSZ{BGZN:€€+EY(2)CQ}.

Soit alors QY = Q\ng) représentant la partie matrice et Y. := 90 N o0 Tinterface
e—périodique entre les deux régions Qg) et Q?). Voir figure 4-1.

Nous avons alors 90NN = (). A noter qu’on peut aussi avoir d’autres considérations
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géométriques sans affecter le résultat principal & savoir le modéle macrscopique, voir par
exemple [77, 6].

On suppose que les ouverts Qi (m = 1,2) sont occupés par des matériaux poro-
élastiques saturés par un fluide légérement compressible et visqueux de pression notée par

™. Soit

B = 8 (2) = (07 (2) e

désignant respectivement la compressibilité (ou la porosité) et la perméabilité du matériau

Q™. On suppose que c™ est définie, continue sur RV et Y —périodique telle que
™) >C >0, VyeRY

ou (ici et a travers ce chapitre) C' est une constante strictement positive et indépendante
de . On suppose aussi que pour tout 1 < 7,57 < N les fonctions y —— bgn)(y) sont
définies et continues sur RV, Y —périodiques et vérifient les conditions de symétrie et de
coercivité suivantes :

b (y) =05 (y), Vi j 1<ij<N WyeRY

v

et

N N
3C > 0 tel que Z bﬁ}”) (y)nm; > C’ani, vy € RY, vn = (n,) € RN, (5.10)
i=1

ij=1

Nous allons maintenant décrire le tenseur total des contraintes. Soit u. le vecteur
déplacement dans €2. On note A, = A (f) = (ajm (f))lgi,j,k,ZSN le tenseur d’élasticité

du matériau composite occupant €2 ot pour tout 4, j, k,l = 1,2, ..., N les fonctions a;jz ()
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sont continues sur RY, Y —périodiques et satisfont & la condition de symétrie :

Vy € RNa azykl(g) - ajzkl<y) = azylk(y) = aklij(y)7 Z'7j7 k7l = ]-a 27 sy N (511)

et a la condition de coercivité :

iC' > 0, Vye€ RN, Vn = (nij)1<ij<N € R avec Mij = Mji
N N
Z aijr(Y)Muni; = C Z MiMij-
i,k =1 i,j=1

Dans le cadre de la théorie générale de la poro-élasticité le tenseur total des contraintes

est donné dans chaque phase Qi (m=1,2) par
o™ = Ace(u.) — a™pmMiy

ot e () = (€5 (), <; j<n désigne le tenseur linéarisé des déformations

1 /0v;, Ov; .
i (V) = 2 <3xj " 8sz) » V=(i)icien, 147 <N.

pour une fonction v suffisamment réguliére.

Soit T' > 0 et soit ¢ € [0, 7] la variable temps. Nous allons inclure dans ce travail le cas
ou les effets inertiels sont négligeables dans chaque phase de sorte que pém) Opue =~ 0 ou
,o,gm) est la densité du matériau Q™. Cette hypothése est généralement adoptée dans les
modeles de poro-élasticité linéaire et c’est ce qu’on appelle le processus de consolidation

de Biot, voir R. Showalter [125, 126].

Le micro-modéle que nous allons homogénéiser est donné par le systeme suivant :

Pour chaque phase m = 1,2, trouver le déplacement u., les pressions pgl) et p§2> tels que

—dive™ = f dans (0,7 x Q™ (5.12)

Oy (c§m>p§m) + ozgm)divue) —div (B§m>vp§m>) — 0 dans (0,7) x Q™ (5.13)
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[y, =0, [0/];, -n.=0sur (0,7) x X, (5.14)
(BOVPY) -n. = =y (2) [P, sur (0.7) x X, (5.15)
[Bém)Vpém)]Es ‘n. =0sur (0,7) x X, (5.16)
u. =0et p =0sur (0,7) x T, (5.17)
u.(0,-) =0, p™(0,-) = 0 dans Q™ (5.18)

ott f € L?(Q) est la force de volume dans tout le matériau 2, n. représente la normale
unitaire a >, dirigée vers l'extérieur des inclusions ng), HEE exprime le saut & travers
'interface ¥, et 7(y) désigne la perméabilité de 'interface ¥ qu’on suppose définie, con-

tinue sur RY, Y —périodique et vérifiant
3C >0, ~(y) > C >0 pour tout y € RY.

Remarque 5.1 Par souci de simplicité, nous avons supposé dans ce travail des coeffi-
cients phénoménologiques trés réquliers & savoir continus sur RN . Il est tout a fait possible
de prendre ces coefficients moins réguliers par exemple dans L3 (RN ) sans affecter le ré-

sultat principal.

Dans la littérature, I'interface 3. peut étre considérée comme une barriére hydraulique

et la condition de transmission (5.15) est la condition aux limites de type Deresiewicz-

Skalak [70].

Remarque 5.2 Les conditions initiales données dans (5.18) ont déja été wutilisées par
certains auteurs, voir par ex. P. Saint-Macary, H. Barucq et M. Madaune-Tort [122]. En
fait, ces conditions sont plus fortes que celles considérées par R. E. Showalter [125, 126].
En réalité on n’a pas besoin de spécifier des données initiales des déplacements ainsi
que celles des pressions indépendamment, puisque des conditions sur les termes (¢5p +
asdivus) suffisent pour avoir un probléme bien posé. A titre d’exemple on pourra imposer

les conditions initiales :

lirél(cfpf(t) +asdivus(t)) = v dans L*($). (5.19)
t—
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Voir [126] pour plus de détails. Notre choix de ces conditions homogénes est surtout
d’ordre technique (voir aussi chapitre 6). Cependant il serait intéressant de regarder

I’homogénéisation de ce modéle dans le cas ot l'on remplacerait (5.18) par (5.19).

Maintenant nous allons nous consacrer au cadre variationnel du micro-modeéle (5.12)-

(5.18). Pour cela introduisons d’abord les espaces fonctionnels :

H : = [H ()",

Lo =L (V) x L (),
v ={ve B (D) vr =0},
Ve =1 (),

V. o =V x v,

Gréce aux inégalités de Poincaré (Théoréme A.7) et de Korn (Théoréme A. 9) H est muni

de la norme

lalhg = ([ ety sew) ae)

ot e(u) : e (u) désigne le produit de contraction entre deux tenseurs définis comme suit
N
g = Z @i, PV E MPN(R).
ij=1
L’espace V. est muni de la norme usuelle :

2
LQ(EE) )

DI, = V50 ll2 ooy + 1952 [ + = Pl
p=(pM,p?) e VU x V),

La formulation variationnelle de (5.12)-(5.18) est donnée comme suit :

Trouver (u.,p.) € L*(0,T;H) x L*(0,T;V.), p. = <p§1),p§2)> tel que
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9y (cmplm + a(m)divue) e 2 (0.1 (V™)) (5.20)
/ Ace(u)e(v) + Z/(m) aMVpmy = /va pour tout v € H, (5.21)
Z (<(C(m) (m) + CY lellg) q(m)>(vs("‘))*,%(m) + /ng) Bg(m)Vpgm)Vq(m)) (522)

m

—H’f/ ’}/8 [pE]Es [q]EE = O pour tout q= (q(l)7 q(2)) c ‘/5(1) X ‘/'6(2)

u.(0,-) = 0, p™(0,-) = 0 dans Q™ (m = 1,2). (5.23)

£

On énonce sans démonstration le résultat d’existence et d’unicité du systéme (5.20)-(5.23).

Théoréme 5.1 ( [127]) Pour ¢ > 0 suffisamment petit, il existe une solution unique

(u.,pe) € L*® (0, T; H.) x L?(0,T;V.) du systéme (5.20)-(5.23).

Ensuite nous allons donner des estimations a priori uniformes par rapport a . En
prenant v = d,u. dans (5.21), ¢/™ (-) = ™ (t,-) (t € [0,T] et m = 1,2) dans (5.22) et

en additionnant ces deux équations on trouve

1 2 2
Z 1) (1) (2 (p2
/QAge (u.) e (u.) dz + 5 </Q§1) o (pV) dx—i—/ﬂgz) o (p?) d$> +
t
/ ( / N BYVpIVpDds + / B vp§>vp<2>dx> dt+
/ / Y. ([Pl ) ds“dt = / / fu.dz. (5.24)

Ensuite, en tenant compte de (5.10), (5.11) et par les inégalités de Korn et de Poincaré

I'équation (5.24) entraine que

0| oo 0,151y + 1PNl 220.1v0) + IPell o070 < C. (5.25)

En vertu des estimations (5.25) qui, faut-il le souligner, sont uniformes par rapport a
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g, on est amené donc a étudier le comportement limite quand € — 0 de la famille (u., p.).

C’est l'objectif du paragraphe suivant.

5.3 Application de la convergence a deux échelles

L’étude du comportement limite de la solution (u., p.) est faite par la convergence a deux

échelles. Grace aux estimations a priori (5.25) et par les Théoréemes 2.6, 2.7 et 2.8 il existe

une sous-famille de (u., p.) toujours notée (u., p.) et il existe

€ L>(0,T;Hj(Q)),

e L™ (0,T;L* (;HL (Y)/RY)),

€ L>(0,T;H, (),

e L*(0,7) x & Hy, (Y!™) /R), m=1,2

tels que pour tout ® = (¢ij)1<ij<N’

¢z‘j =

¢;:€D (;C* (Y))

pour tout eD ((0,T) x Q;C® (Y)) et $D ((0,T) x ©:C® (Y))" on a les convergences

suivantes :

ou l'on a

lim [ e(u)®, / (e (1) + ¢, (u)) B, (5.26)
=0 Jq QxY

lim meh, = pm™, (5.27)
e=0 Q(’"> Qxy(m)

lim / / Vpme, = / / vp<m +V,p\" )¢te (0,7), (5.28)
e—0 (m) Qxy(m)

lirrg)// evs(pél)—pf))%:// v (P =pP) et e (0,7) (5.29)
0 Jo Jxe 0 JaxZ

noté ®. (z) = @ (2,%), . (t,x) =9 (t,2,%2) et ¢, (t,2) = ¢ (t, 2, 2).

Nous allons par la suite décrire le procédé d’homogénéisation par la technique de con-

vergence & deux échelles. Soit ¥ € D (Q)", ¥, € D (C (Y))N et ™ € D((0,T) x Q).
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Considérons les fonctions tests admissibles suivantes :

T
V() = V(@)+et (2.2),
W) = 0 () + e (o), m=1.2,
W e D((0,T) x Q;C2 (V).

Prenons v = U, dans (5.21). Nous avons alors

/QAge (u.) (e (V) +ee (W) + ey, (Uy))+ (5.30)

R Iy
— Jalm Q

En vertu des convergences a deux échelles (5.26), (5.27) et en faisant tendre ¢ — 0 dans

(5.30), on trouve

Ale(u) + ey (u1)) (e (V) + e, (V1)) (5.31)

QXY

+§j/

vp<m>+v o )\If:/f\lf.

><Y(m) Q

De facon similaire on passe & la limite dans (5.22) en prenant ¢(™ = wgm) et en tenant

compte des limites a deux échelles (5.26), (5.27) et (5.29) on obtient

- Z/ / ™ + o™ (diva + div,uy)) ™ (5.32)
QXY(’")

+B (Vp) 4 7" ) (Vo) + vyu™))]

[ L) -

Grace a la linéarité de ’équation (5.31) on peut écrire que (t,z,y) € (0,7) x Q@ x Y
N Huy,

10 — (t,z) A" a(t 5.33

) == 3G DN ) il (5:39

ot pour 1 < k,h < N, A" = (A" € HL (Y) /RY est la solution de I'équation

1<i<N

129



microscopique :
a (A — PF w) =0, vw € HY, (V) /RY,

ou Pkh = (YkOnj) 1< j<n+ Onj est le symbole de Kronecker et
a(z,w) = /YAey (z) e, (W), z,w e HL (V) /RY.

Dans (5.33), u(t, z) est une fonction additive quelconque.

De fagon analogue a (5.33), nous cherchons pgm) (m = 1,2) sous la forme :

N

m Op(m) m R

P (Lay) = =D T (L) (7 () + Bi(ta), (Layy) € (0.7) x x Y™ (5.34)
i=1 ¢

(m e (H ! (Y(m))) /R est la solution du probléme :

—div, (BW (v) (VQW + e)) = 0 dans Y,
(Vggm) + ei> ‘n=0sur X,

Yy — §Em) (y) : Y — périodique

avec e; le 1™ vecteur de la base canonique de RY et n la normale unitaire a ¥ dirigée
vers extérieur de Y?. De méme dans (5.34), p; (£, z) est également une fonction additive
quelconque. Nous introduisons ensuite quelques notations utiles pour décrire le probleme
macroscopique. Nous donnerons les notations de tous les tenseurs effectifs ainsi que
toutes les quantités moyénnisées intervenant dans le probléme homogénéisé donné par les

équations (5.42)-(5.46) ci-dessous. Soit le tenseur des contraintes homogénéisé

Uij(ll) = Zaijklekl(u)7 (5-35)

ij=1
ol est donné par
aiji = a(A™" — P AT — PY). (5.36)
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De facon similaire on introduit les tenseurs de conductivité hydrauliques effectifs corre-

spondants a chaque phase m

- o¢tm
B :/ b5 (y) (&j + aj ) oim=1,2. (5.37)
y (m) Ui

Soit également les tenseurs de Biot-Willis

(m) o) N N
no= " Oikdin = —— ] |, 5.38
Ok /Y(m) <04 ;( KOin 5 )) (5.38)
ﬁz(;n) - /( ) a™ B (y) (V¢ —e;) (V¢ —¢) (5.39)
Y77L

et soit les quantités moyennisées suivantes

c/\m/: clm) v = s). )
(m) /Y(m)( (v). 7 /27() (5.40)

Enfin posons

B — <B(m> a™ = (agf‘) et 8™ = (BE}”) (5.41)

; .
" >1sm‘§N >1§m‘§N >1§m‘§N

Enfin, en insérant (5.33), (5.34) dans (5.31), (5.32), en tenant compte les notations
(5.35)-(5.41) et en utilisant une intégration par parties on obtient le résultat d’homogénéisation

suivant :
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Théoréme 5.2 Les limites a deux échelles (u, pM. p(z)) vérifient le probléeme homogénéisé

—dive (u) + aPVpV) + a@Vp® = £, dans (0,T) x Q, (5.42)

(c(l)p(l) +tr(BWe (u)) —div [B(l)Vp(l)] +75 (pM = p®) =0 dans (0,T) x Q,
t
(5.43)

(cA(E)p(m) - tr(ﬁ@)e (u)) — div [E’(Q)Vp@)} -7 (p(l) — p(z)) =0 dans (0,T) x £

t

(5.44)
u=0, p"™ =0 sur (0,T) xT, (5.45)
u(0,2) = 0,p™ (0,2) = 0 dans Q. (5.46)

Nous avons ainsi montré que le modéle "général" d’Aifantis peut-étre obtenu a l'aide
des techniques d’homogénéisation sur un micro-modéle de Biot pour un matériau compos-
ite multi-structure poro-élastique avec des interfaces constituant des barriéres physiques
imparfaites. Un probléme intéressant serait de regarder le comportement limite, tou-
jours par des techniques d’homogénéisation lorsque le potentiel dans les inclusions est de
'ordre €* (voir au chapitre 3). Ce cas survient généralement lorsque ces inclusions poro-
élastiques présentent des variations spatiales de trés haute fréquence dues principalement
4 une perméabilité relativement trés basse, par exemple £2B?), voir J.L. Auriault [22].

C’est I'objectif du chapitre suivant.
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Chapitre 6

Homogénéisation d’un modéle de

double porosité en poro-¢élasticité

Ce chapitre traite de I’homogénéisation d’une famille de micro-modeles pour ’écoulement
d’un fluide dans un matériau composite contenant des inclusions poro-élastiques dis-
tribuées périodiquement mais avec un contraste de perméabilité et avec un contact im-
parfait au niveau de l'interface séparant ces deux milieux. Les micro-modéles sont basés
sur le systéme de Biot pour les processus de consolidation dans chaque phase, avec une
formulation de barriére interfaciale de type Deresiewicz-Skalak. En utilisant la technique
de convergence a deux échelles, il est démontré que le systéme homogénéisé est un modeéle

plus général que celui proposé par Aifantis avec un terme de mémoire supplémentaire.

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions ’homogénéisation d’'un modele d’écoulement de fluide
dans un milieu poro-élastique périodique constitué de deux composantes : la matrice et
les inclusions, ot les propriétés physiques changent rapidement sur une petite échelle carac-
térisée par un petit parameétre ¢ représentant la périodicité du milieu. Comme au chapitre
5, nous ferons également ’hypothése que ces inclusions ont des tailles assez grandes par
rapport a la taille des pores. Une question intéressante est d’étudier le comportement

limite de ces milieux, lorsque ’écoulement du fluide dans les inclusions présente de trés
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haute fréquence de variation spatiale, a la suite d’une perméabilité relativement tres faible
comparée a celle de la roche meére, puisque on suppose ici que la vitesse de I’écoulement
dans les pores est plus élevée a celle occurant dans ’espace poreux interconnecté des in-
clusions. Ainsi, la principale différence avec le modéle présenté au chapitre 5 précédent
est que les coefficients de perméabilité sont ajustés de maniére analogue a ceux donnés
dans Arbogast et al [19] et aussi au chapitre 3. Cela conduit en particulier & une remise
en échelles du potentiel d’écoulement dans les inclusions par un facteur 2.

L’objectif principal de ce chapitre est de construire un modéle homogénéisé, plus
général que celui donné au chapitre 3, en tenant compte cette fois de la déformabilité
du milieu poreux. On montre que le comportement global de I’écoulement du fluide dans
de tels milieux hétérogenes (présentant des inclusions a faible perméabilité sur I’échelle
locale) peut présenter des termes de mémoire. Comme au chapitre 5, on montre également
que dans ce type de milieux les coefficients de Biot-Willis ne sont plus des scalaires mais
des tenseurs.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans le prochain paragraphe 6.2, nous posons
notre probléme et énongons le résultat principal. Au paragraphe 6.3, nous nous consacrons

a la preuve du résultat principal avec ’aide de la technique de convergence a deux échelles.

6.2 Position du Probléme

On considére © un domaine borné régulier de RN (N > 1) de frontiére notée ¥ et soit
¢ > 0 un paramétre suffisamment petit (¢ < 1). Comme aux chapitres précédents, on
pose Y =)0, 1[¥ et on suppose que Y s’écrit : Y =Y, UY,UY ou Yy, Y, sont deux ouverts

connexes de Y et ¥ est une surface de classe C* qui sépare Y] et Y5 :

Y, ¢ Y, inY,=19,

Y = YiNY,=0Y, JY;=XUdY.

On note n = (n;)1<;<n le vecteur normal unitaire a 9Y; dirigé vers extérieur de Y;. On

note x; et x, les fonctions caractéristiques de Y; et Y5 respectivement, qu’on prolonge par
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Y -périodicité & RY. On note alors pour = € RY, x5(z) = x;(z/¢) et on pose

F = {zeQ:xi(x)=1}, i=1,2

7

¥ o= 5NQs.

Soit Z; = Ugezn (Y + €), i = 1,2. On suppose que Z; est régulier et connexe. Voir figure
3-1.

Avec ces hypothéses, le matériau occupant le volume €25 est alors incrusté dans celui
occupé par 2] et l'interface 3¢ est la frontiere de 25. Notons que le bord de 2] se décom-
pose de deux parties : la frontiére extérieure 0f2 et I'interface ¥. Usuellement, le domaine
2] est appelé la matrice ou la roche meére alors que la zone €25 est le siege des inclusions.
Donc on peut dire que le volume €2 est occupé par deux matériaux poro-élastiques dont
I'un est incrusté dans ’autre et sont séparés par une couche mince périodique.

Soit T'> 0 et t € [0,7] représentant la variable "temps". On note

Q = (0,T)xQ, Xr=(0,T)xX,
Q= (0,T)xQ, i=1,2

)

et

%% = (0,T) x ¥°.

On suppose que chaque phase 27, 25 est occupée par un matériau poro-élastique.
Soit u; le déplacement du milieu 2, : = 1,2. Comme au chapitre précédent, nous allons
également négliger dans chaque phase les effets inertiels. Plus précisément nous allons
supposer que p;0u; ~ 0 ol p; est la densité du matériau 25, i« = 1,2. C’est 'hypotheése
de consolidation de Biot, voir R. Showalter [125, 126]. Ainsi les équations du mouvement

dans €] U Q5 sont données par

—dive] =f;, dans Qf, (6.1)

—dive§ = £, dans €5 (6.2)
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ou of est le tenseur symétrique des contraintes qui satisfait a la loi constitutive de la

poro-élasticité linéaire de la forme :

0% = Ae(ud) — aSpily, dans QF (6.3)

et f; € L*(Q)"N est une force volumique dans le matériau correspondant, i = 1,2. On
supposera que f; est indépendante de ¢.

Dans (6.3), Aj et A représentent les tenseurs d’élasticité (d’ordre 4), e(-) est le tenseur
de déformation linéarisé, Iy est la matrice identité, p; est la pression et o est le coefficient
de Biot-Willis du materiau poro-élastique €2 , i = 1,2. Cf. [42].

Soit ¢ (resp. ¢§) et Dj (resp. Dj) la porosité et la perméabilité du milieu €25 (resp.

Q5). L’équation de conservation de la masse dans chaque phase est :

Oy (cip; + asdivu]) — div(DiVp]) =0 dans Qf, (6.4)

Oy (c5p5 + agdivuy) — div(D5Vp5) =0  dans 5. (6.5)

Sur ¢, on associe a (6.1)-(6.2) les conditions de transmission :

g __ € g __ 1> 3
uj =u;, o7-n°=o0;5-n (6.6)

et a (6.4)-(6.5) les conditions de Deresiewicz-Skalak

(DiVp]) -n® = (D5Vp5) -n°, (DiVp]) - -n® = —¢°(p] — p3) (6.7)

ol n° désigne le vecteur normal unitaire a >° dirigée vers 'extérieur de 2 et ¢° est la
perméabilité hydraulique de la barriére Y°.

Sur la frontiére extérieure 0€), on impose des conditions de type Dirichlet homogéne :

uj=0 et pi=0. (6.8)

Enfin, le systéme (6.4)-(6.8) est complété par les conditions initiales homogenes :
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-Dans la phase )]

uj(0,-) =0, pi(0,-)=0; (6.9)
-Dans la phase €25

u3(0,-) =0, p5(0,-) =0. (6.10)

Remarque 6.1 Comme signalé au chapitre précédent (voir Remarque 5.2), on considére
ici pour des raisons de commodité des conditions initiales homogénes. Toutefois il serait
intéressant d’étudier le cas non homogéne. Ce qui conduirait o un modéle macroscopique
présentant des effets de mémoire. Voir a cet effet le chapitre 3. De méme il serait utile
d’étudier le procédé d’homogénéisation pour notre modéle dans le cas ot l’on remplacerait

les conditions initiales (6.9) et (6.10) par (5.19).

Dans ce qui suit (et a travers tout le chapitre) C' désigne diverses constantes strictement
positives et indépendantes de ¢, de 'indice i = 1, 2 ainsi que de la variable microscopique
y € RV,

Maintenant on se consacre aux hypotheéses sur les données physiques du probléme. On

se donne pour i = 1,2

(H1) une application tensorielle A;(y) d’ordre 4, définie, continue sur RY et Y —périodique

telle que

A@) = A(3), weq

3C > 0, (Aj(y)=2:2) > C(=:

m

G@) = @), veq
cly)y > C>0
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pour tout y € RY;

(H3) une application matricielle D;(y) définie, continue sur RY et Y —périodique telle que
€ z € 2 z
Di(x) = Dl(g), Di(x)=¢ Dg(g), x € (6.11)
et

(Di(y)€.€) = Cle

pour tout y € RV et pour tout £ € RY;

(H4) une application scalaire g(y) définie, continue sur RY et Y —périodique telle que

¢ (z) =eg(x/e), xRN et ming(y)>C >0.
yey

(H5) Les coefficients de Biot-Willis sont définis comme suit :
af(z)=arsiz €], a5(r)=cay size Q. (6.12)

ol «; est une constante strictement positif, 1 = 1, 2.

Remarque 6.2 Comme au chapitre 3, on a particuliérement choisi dans (6.11) une per-
méabilité plus grande dans le réseau des inclusions que celle dans la roche mére. Ce qui

Vp§|Ade et €2 fQ2 \YARES

a donné le méme ordre de magnitude pour les potentiels fﬂi
Pour plus de détails, on se référe a T. Arbogast, J. Douglas et U. Hornung [19] (voir aussi
G. Allaire [11], G.W. Clark [59]). De la méme maniére, une mise a l’échelle spécifique
des paramétres de Biot-Willis pour des matériaux poro-élastiques a été effectuée, voir a

cet effet (6.12). Voir également M. Eden et M. Bohm [76].

Remarque 6.3 Comme au chapitre précédent, on signale que les données du probléme :
A, c;, D; et g sont supposées réquliéres et plus précisément continues sur RY. On pourra
tout a fait considérer le cas ou ces données appartiendraient par exemple a L3} (]RN ) Le

résultat d’homogénéisation resterait le méme.
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Nous introduisons maintenant les espaces fonctionnels suivants :

H = H&(Q)N7 L = LQ(Qi) X L2<Q;)7
& ={qe H'(M); qu =0}, & =H'(Q3), & =& x&.

Gréace a l'inégalité de Poincaré (Théoréeme A.7.) et a I'inégalité de Korn (Théoréeme

A.9.) lespace H est muni de la norme :

[Vlle = lle(v)ll L2y

L’espace £° est muni de la norme naturelle :

(a1, ¢2) |12 = ||V€I1||2L2(Q§) + 62||Vq2||2L2(Q§) +ellgr — @2lliz e

Notons pour (¢,z) € @,

w(t, x) = xi(2)ui(t, 2) + x5()us(t, @),
A%(z) = X1 () AT (2) + x5(2)As(),
f°(z) = xi(2)fi (z) + x5 (2)fs(2).

Grace a la condition de transmission (6.6), on remarque que le déplacement u®(¢,-) est

dans H pour ¢ € (0,7).

Notation 6.1 A travers ce chapitre, nous allons adopter pour des raisons de commod-

ité la notation suivante : si F est un espace de Banach alors LY.(F) désigne l'espace

LP(0,T; F).

Notation 6.2 Dans toute la suite dx et ds® désignent respectivement les mesures de

Lebesgue sur RN et de Hausdorff sur °.

La formulation faible de (6.1)-(6.10) est la suivante : Trouver (u®,p®) € LFP(H) x
L7(€°) tel que p° = (pi, p3) € LF (L),
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Oi(c5p5 + apdivu®) € L2(E5%),  0i(c5ps + candivu®) € L3(E5%)

et pour tout v € H, (¢1,¢2) € €%, 0on a

/ Afe(u®)e(v)dx + / a, Vpivdr + / asVpsvde = / fevder, (6.13)

Q Qs Q3 Q

(O(c1p] + ardivu®), qr)eg = s + (6.14)
DIVpPiVa dr + (0,(c5p5 + eqadivu®), ga) ez« ez

Qf

+ [ D3VpiVegedr + / 9°(p1 — p3) (@1 — g2)ds® =0,
03 c

ug(()? ) =0, Xl()pi«)a ) + XQ()pg(O? ) = 0 dans (). (615)

Sous les hypotheses (H1)—-(H5), on établit le résultat d’existence et d’unicité dont la
preuve peut étre trouvée par exemple dans R. Showalter et B. Momken [127] avec une

légére modification.

Théoréme 6.1 Supposons (H1)-(H5). Alors, pour tout € > 0 suffisamment petit et £ €
L2(92), il existe une couple unique (u®,p*) € L¥(H) x L2(£°), solution de la formulation

faible (6.13)-(6.15) telle que
0| rge ) + [1P°[] £2.e5) + 10" 5o ze) < C. (6.16)

Grace aux estimations a priori (6.16) uniformes par rapport a ¢, on est donc conduit
a faire un passage a la limite lorsque ¢ tend vers 0 de la famille (u®, p°) et déterminer le
probléme limite.

Afin d’énoncer le résultat principal, on introduit les problémes auxiliaires suivants :

Pour j,k € {1,2,---, N}, on note w/* € (H}(Y)/R)" la solution du probléme micro-
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scopique suivant :

—div, (Aje, (w* + d*)) =0 dans V7,
—div, (Age, (w/* + d7%)) =0 dans Y5,
Age, (W + d7%) . n = Age,(Ww* +d*) - n sur 3,

Aje, (w'* 4+ d?*) . n  est Y —périodique

ot d’*(y) = (y;0u)1<1<n €t (01;) est le symbole de Kronecker.
Pour j = 1,2,---, N, soit m; € H*(Y7)/R I'unique solution du probléme elliptique

suivant :

—div,(D1(V7;+¢€;)) =0 dans Y7,
Dy(Vm;+e;)-n=0 surX,

y+— m; est Y —périodique

reme

ol ¢; est le 7™ vecteur de la base canonique RY.
Soit ¢ € L¥(H4(Y2)) I'unique solution du probléeme d’évolution parabolique de type
Robin :

Oi(c2€) — divy(D2V,() =0 dans (0,7) x Y5,
DoVy¢-n=—g(y)[l —¢] surX,
y+— ( est Y—périodique,

¢(0,y) =0, yeY.

1 A ] I A 101t 4 Anédiced d? ~N—~.A.A
Maintenant, on définit le tenseur d’élasticité homogénéisé d’ordre 4 : A = (@, jyjsjs)1<j1.72.j3.4<N >

ol les coefficients sont donnés par

N
Gjrjosis = D /Y Wy jakrks (Y) (Oguky O sy + Ehiyea,y (W) (y)) dy.
k1,ka=1
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Ici (a; 1<iqki<n sont les coefficients du tenseur A défini par
gkim )1<i,5,k, 1<

Aly) = xa(W)A1(y) + x2(¥)Aa(y), yeY (6.17)

et e, (+) est le tenseur local des déformations linéarisé, i.e. que les dérivées sont prises
par rapport a la variable locale y.

On définit aussi les tenseurs homogénéisés suivants :

o(u) = (Gr(n)), D= (Djr), B=(bjx), A= (\i) (6.18)

ou pour j, k€ {1,2,--- , N},

Gjk(u) = i Qjim€im (W), (6.19)
Lim=1

Dy, = y Di(y)(Vym; +¢€;)(Vry, + ex)dy, (6.20)

bir = aq(|Y1]d; +/ m,(y)n,ds), (6.21)

Ajk = 1 . ; 010k + ag]yjlk)dy- (6.22)

Ici |Yj| est le volume de Y; et (w}’)1<;<y sont les composantes de w.

Enfin on introduit les quantités moyennisées suivantes :

f=V|fi + [Yalfs, (6.23)

¢= /Y ci(y)dy, (6.24)

g= /E 9(y)ds (6.25)
ainsi que

o(t, _a2/at< y)nds, (6.26)

n(t,7) = —/zg(y)@C(t—ﬂy)dS- (6.27)
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Avec toutes ces notations, on peut énoncer maintenant le résultat principal de ce

chapitre.

Théoréme 6.2 Soit (u®,p°) € L>(0,T;H) x L*(0,T; &) l'unique solution du probléme
variationnel (6.13). Alors, il existe une sous-famille de (u®, p°) notée toujours (u°,p°) et

il existe (u,p) € L*(0,T; HY(Q) x HL(Q)) tels que

u® — u dans L*(0,T; Hy(Q)) faiblement,
p5 — p1 dans L*(Q) faiblement,

5 — | pa(y)dy dans L*(Q) faiblement,
Y

o p = (p1, [y, p2(y)dy) et

t
pa(t, z,y) = / pi(T,2)0C(t — 7 y)dT,  (t,2,y) € Q x Y.
0
Le couple (u,py) est solution du probléme homogénéisé suivant :

t
—divé(u) + BVp; + / O(t, 7)p1(r,z)dr = £ dans Q,
0

t

Ou(en + A sefw)) = div(DVp) + gy — [t 7)pa(r.a)dr =0 dans Q,
0

u=0, DVp -v=0sur (0,T) x 09,

u(0,2) =0 dans 2, pi(0,2) =0 dans 2

ot &, B, 0,f, & A, D, § etn sont donnés dans (6.18)-(6.27).

6.3 Preuve du résultat principal

Une application directe des Théorémes 2.6, 2.7 et 2.8 et des estimations a priori (6.16)
entraine immédiatement le résultat de convergence a deux échelles concernant la solution

(u®, p°) du probléme (6.13)-(6.15).
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Théoréme 6.3 [l existe une sous-famille de (u®, p®), solution du probléeme (6.13)-(6.15),

notée encore (u®,p°) et il existe

uc LFH), e LF(L*(Q;Hy(Y)/R)",

p € LF(Hy(Q), p1 € L(Q; Hy(Y)/R), p2 € LF(L*(Q; Hy(Y)))

tels que, pourt € (0,7T),

2—s
Xipi(u'> - X1p1<t707

2—s
Xip3(t,-) = Xap2(t,-)

et

+ ) j:1727"'7N7

£ & 2—s A
X1Vl = x1(Vp1 + Vyp1),

2—s
exa Vs = xoVypa.

De plus, on a la limite suivante :

iy [ g5 )" deds = [ gl pa)o didads,

e—0
g QxZ

pour tout p € D(Q;Cx(Y)) avec Y°(t,x) = (t,z,x/¢).

(6.28)
(6.29)
(6.30)

(6.31)

(6.32)
(6.33)

(6.34)

Afin de déterminer les équations limites du systéme (6.13)-(6.15), on commence par

choisir les fonctions tests admissibles. Soit donc
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Soit ¢, € D((0,T) x Q) et oy, p; € D(Q;CF(Y)). Posons

T

N X
QT(tvm) = (pl(twr) + 5(201(tax7 E)a q;(t,l’) - 902(t,ZL‘, g)

En prenant v = v© dans (6.13), on a

firvan = [ aeeins |
— /Ae E)(e(v)(:c)+ey(€r)(x,§))d$

+ / (@1X3 (@) V55 + can(@) Vis)v(z)de + RS
9]

o Vpivedr + 5/ asVpsvede
25

(x)e(u
(z)e(u

o)

8

R; = /QAE(x)e(uE)ex(W)(z, —)dz + oy /Qxi(:v)Vpiw(:c, g)dx

)

—I—aozg/xg(x)Vpgw(x, g)dx
Q

Observons premiérement que

converge vers

/Q B Ale(u) 4 ey())(e(v) 4 ey(V))dzdy

(6.32)-(6.33), la seconde intégrale du membre de gauche de (6.35) tend vers

ay / (Vp1 + Vypr)v(z)dedy + s Vypov(z)dzdy
QXYl

QXYQ

= o|Yi] / Vpiv(z)de + / (c1p1 + aope)(v - n)dzxds.
Q Qxx
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En passant a la limite dans (6.35) et en vertu de (6.31) (puisque A’(e(v) + e,(¥)) est

une fonction test admissible) la premiére intégrale dans le membre de gauche de (6.35)

(6.36)

ou le tenseur A(y) est donné par (6.17). En vertu de la formule de Green et grace a

(6.37)



Par le Théoréme 2.6, il s’ensuit que

lim [ f°v®(z)dz = lim (/Q fs(x)v(x)dx—i—s/

e—0 Q e—0 Q

_ /Qf(a:)v(a:)dx

£2(2) ¥ (z, g)dgy)

(6.38)

ou f est donné par (6.23). Ainsi, en collectant toutes les limites (6.36)-(6.38), on obtient

I'équation limite de (6.35) :
Ale(w) + e, (8)][e(v) + e, (¥)]dz dy + au| V3] / Vpivdz
Qxy Q

—l—/ (arpr + agpz)(v-n) dx ds = / fvde
Qx3 Q

qui est valide pour ¢ € (0,7).

(6.39)

Ensuite, nous allons déterminer 1’équation limite de (6.14). En prenant ¢; = ¢j et

¢2 = ¢5 dans( 6.14), en intégrant par parties sur I'intervalle de temps (0,7) et en prenant

compte des conditions initiales (6.15), on obtient

/Qi

xXr R €T
Dl(g)vpi(Vgol(t, z) + V¢, (¢, , g)) dtdx +/
Q5

(c§(z)p] + ardivu®)Opp, (¢, z)dtde — /

x
5 (2)p50:ps(t, , g)dtdx +
Q5

Q%
T € c x € €
v [ o005 - )t o) — ot D))ads” + 85 =0
ou

R; = / ()0 + ondiva®)d, (1,7, ) i
o

+/ —apdivu® O, (t, z, E)dtdx + [ Di(=)VpiV.@,(t, z, ;)dtdx—k
Q

/1;2

Le premier terme intégral de (6.40) est égal a

)(p; — p5) Py (t, x)dtds®.

o8 08

Dz(g)Vp‘;VT,(pQ(t,x, g)dtdx te / g

£ €
1

€T T . c
/ (e (E)pf + andivad) Dy, (£, 7) dtdz
Qr 19 19
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5k2(g)Vp§vy902(t7 Z,

Dydtda
g
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et grace a (6.29) et (6.31) converge vers

/ —x1(¥)(c1(y)p1 + ca (diva + div, 1)) Opp, (¢, ) dtdzdy.
QXY

De fagon similaire et par les équations (6.30) et (6.31) il s’ensuit que

i
/ CZ(x)p§0t¢z(t,wyg)dtdx—> g Xo(y)c2(y)p20ips (t, z,y) dtdzdy
5 xY

Maintenant, en vertu de (6.32) on peut déduire que

T . T
| DUOIVE(Ver(t2) + Vi, D)

i T N T
= [ ODDT(Tor(t ) + Vit D)

— X1(W) D1(y)(Vp1 + V1 ) (Veo(t, ) + V@, (t, 7, y))dtdzdy

QXY

et grace a (6.33), on a aussi

| ema(EViTta, Ddtda

I
2

- /Q (D) DaD)e V5V a1, 2 dida

- X2(¥)Da2(y)Vyp2 Voo (t, x, y) dtdzdy.
QXY

De (6.34) on trouve que

= [ o) - )erlte) — enft, D ds

— g Eg(y)(z>1 —p2) (@1 (t, ) — @q(t, 2, y))dtdsdy.

Il est facile de voir
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Ainsi, en collectant toutes limites précédentes on arrive a I’équation limite de (6.14) :

/ —(c1(y)p1 + i (diva + div,@)) 0y, dtdady

QxY1

+ Di(y)(Vp1 + Vyp1)(Ve, + V@) dtdady
QXY

T / (—ca(y)padrpr + Da(y)V,paV o) dtdady
QxY>

T / 9(y) (91 — p2) (1 — i3) dtdsdy = 0. (6.41)
QXX

Par un argument de densité, les équations (6.39) et (6.41) ont lieu aussi pour tout

(v,¥) e H x L*(Q, H'(Y)/R)" et pour tout
(01, 15 02) € L (HN(Q)) x L*(Q; Hy(Y)/R) x L*(Q; Hy(Y)).

En intégrant par parties dans (6.39) et (6.41), on obtient les équations homogénéisées

A deux échelles suivantes :

—div,(A[e(u) +e,(@)]) =0 dans @ x Y;, (6.42)
—div,(Azle(u) +e,(0)]) =0 dans @ X Y3, (6.43)
—div/( /Y Ale(w) + e, (@)]dy) + o |V2|Vpr+ (6.44)

/(Ozl;ﬁl + aopo)nds =f  dans @
s

et
—div,(D1(Vp1 + Vyp1)) =0 dans @ x Y7, (6.45)
Or(cop2) — divy(DaVype) =0 dans @ x Ya, (6.46)
8t(/ (Clpl + o (divu + leyﬁ))) — le( Dl(Vpl + Vyﬁl)dy> (647)
Y1 Y1

+/ g(y)[p1 — pa]ds =0 dans Q
by
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avec les conditions de transmission et au bord :

Ajle(u) +e,(0)] - n = Asfe(u) +e,(@)]-n sur @ x X, (6.48)
(D1(Vp1 +Vyp1)) - n=0 sur @ x X, (6.49)
(D1(Vp1 +Vyp1)) v =0 sur (0,7) x 02 x Y7, (6.50)
DyVyps-n = —g(y)[p1 — pa) sur @ x X, (6.51)
u=0 sur (0,7) x 09, (6.52)
y — 10, P1,ps sont Y —périodiques (6.53)
et les conditions initiales :
u(0,z) =0 dans €, (6.54)
1(0,z,y) =0 dans Q x Y, (6.55)
p1(0,2) =0 dans Q, (6.56)
p1(0,2,y) =0 dans Q x Y] (6.57)
p2(0,z,y) =0 dans ©Q x Ys. (6.58)

Maintenant, on va découpler le systéme (6.42)-(6.58). En vertu de la linéarité des

deux premiéres équations (6.42)-(6.43), on peut écrire & une constante additive prés que :
N
a(t,z,y) Z W (y)+C* (tz,y) €Q XY (6.59)

ou I'on rappelle que pour i,j € {1,2,--- ,N}, w7 € (HL(Y)/R)" est la solution du

systéme

—div, (Aje, (w7 +d¥)) =0 dans Y;,
—div, (Age, (W7 +d7)) =0 dans Ys,
Aje, (W7 +dY) - n = Ase, (W’ +d7) -n sur X,

y— w? Y — périodique
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avec d* = (ypd;)1<i<n et que (d;;) est le symbole de Kronecker.
De fagon analogue, et en vertu de (6.45), (6.49) et (6.53) on peut alors exprimer p; en

fonction de p; comme suit :

N
A 9 e
pitay) = Y SEEOmY) + O (hay) €Q XY (6.60)
i=1 "
ou l'on rappelle pour i = 1,2,--- , N, la pression locale m; € H'(Y1)/R est la solution du

probléme stationnaire :

—divy(Dy(Vm; +e¢;)) =0 dans Y7,
Dy(Vrm,+¢€) - n=0 surX,

y— m; Y — périodique.

-éme

Ici e; est le i*™¢ vecteur de la base canonique de RY.

Notons

A = (Qiyinizia)1<in sinizia <N

N
Qiizisis = ) /Y () (65152 01is + €12y (W) (1)) dy

J1,j2=1

ou (@jjim) sont les coefficients du tenseur d’élasticité A et

eijy(W) = ! (awi + awj) , W= (wj)igj<n-
’ 2\0y; Oy ==

Aussi, définissons le tenseur des contraintes effectif
N
6(u) = (65(0)icigen, (W) = D dgimein(w)
I,m=1

et la matrice de perméabilité effective

D= (Dz’j)lgi,jgNa Dij = Dl(y)(vyﬂ-i + €i)(V7Tj + @j)dy;
Y1
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ainsi que les matrices de Biot-Willis :

B = (bij), bi; = a1 (|Y1]0:5 + / mi(y)nids), mn=(n;)i<i<ny

p)
et
N Ow's 5 5
A= ()\ij)lgi,jgN; )\ij = 0417;_:1/)/1 (5z‘m5jm + W:) dy, w’ = (w:ﬂb)lgmgN'

Enfin soit les quantités moyennisées

6_/y1 c1(y)dy, !7_/29(3/)(15-

De (6.59)-(6.60) et des notations données ci-dessus on déduit:

—diva(u) + BVp; + az / ponds = f dans @, (6.61)
>
d,(épy + A - e(u)) — div(DVpy) + Gp1 — / g(y)p2ds =0, dans Q, (6.62)
s

Oy(capa) — divy(D2Vyps) =0 dans @ X Y,
caVyps-n = —g(y)[pr — pa] sur Q@ x X,
u=0, DVp,-v=0 sur (0, 7) x %,

y — ps Y — périodique,

u(0,7) =0 dans Q, pi(0,2)=0 dansQ,

p2(0,2,y) =0 dans Q X Y.

Il est a remarquer que (6.61)-(6.68) est ce qu'on appelle un systéme homogénéisé a
deux échelles, puisque les équations (6.63)-(6.65) et (6.66) font intervenir la pression locale
p2 qui dépend de la variable microscopique y. Comme aux chapitres 4 et 3, nous allons
étudier le comportement global de la pression totale du milieu €2 afin de découpler le
systéme (6.61)-(6.68) pour n’en retenir que la variable macroscopique z. La variable y
sera une variable cachée. Pour cela nous allons établir une relation entre les deux pressions

p1 et py. Pour ce faire, on considere d’abord ¢ € L>(0,T; Hy(Y>)) 'unique solution du
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probléme parabolique :

Oi(c2€) — divy(DaV,() =0 dans (0,7) x Y5,
DVy(-n  =—g(y)l—(] surk,
y+— ¢ Y — périodique,

¢(0,y) =0 yeY,
Puisque ¢y, Do, g dépendent du temps et p; est indépendante de y, on a
t
pa(t,z,y) = / pu(T, )0 (t — 7, y)dT, (t,2,y) € Q X Ya. (6.69)
0
Par conséquent, le systéme homogénéisé (6.61)-(6.68) peut étre réécrit comme suit :

t
—divé(u) + BVp; + / O(t,7)p1(1,x)dr = f dans Q,
0

d,(épy + A - e(n)) — div(DVpy) +

¢
Jgp1 — / n(t,)pi(r,z)dr =0, dans Q,
0

u=0, DVp -v=0 sur(0,7) x 09,
u(0,z) =0, pi(0,2) =0 dans Q,

ou on a noté

O(t,7) = 042/ 0((t — 7,y)nds,
2

n(t, ) = / 9W)oC(t — 7, y)ds.
b
Enfin, observons que la pression totale du fluide dans le micro-modéle donnée par

Pt x) = x5 (@)pi(t 2) + x5 ()5t @), (1 7)€ @

152



converge a deux échelles vers x;(y)pi(t, z) + x2(y)p2(t, z,y) et grace a (6.69) converge

alors faiblement dans L?(Q) vers

t
|Y1!p1(t,x)+/ / pi(7, 2)0((t — 7,y)dydr.
0 Yo

Ce qui termine la démonstration du Théoréme 6.2.
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Conclusion Générale et Perspectives

Dans cette thése, nous avons utilisé la théorie de ’homogénéisation périodique par la
technique de la convergence & deux échelles pour construire rigoureusement plusieurs
modeles homogénéisés issus de micro-modeéles posés dans des milieux composites possé-
dant plusieurs structures séparées par une interface imparfaite ou rugueuse et modélisée
par des conditions de transmission non standards. Ces macro-modeéles obtenus seront cer-
tainement trés pratiques dans beaucoup d’applications tout particulierement en ingénierie
pétroliére et en biomédecine.

Nous avons constaté que les modéles homogénéisés différent selon le milieu et le
phénomeéne considérés. Ainsi si le probléme est stationnaire et elliptique et que le mi-
lieu composite posséde une perméabilité de méme ordre de magnitude dans les différentes
structures alors le probléme limite est généralement de type Barenblatt (si le phénoméne
est ’écoulement de fluide) et il est de type Carlslaw-Jaeger (si le phénomeéne est le trans-
fert de chaleur), sans oublier le cas du systéme de Barenblatt qui peut se réduire & un
modéle monophasique lorsque le milieu hétérogéne présente des contrastes au niveau des
perméabilités et avec un terme source assez régulier. Si le micro-modeéle est un probléme
d’évolution de type parabolique avec également un contraste de perméabilité entre les
différentes structures alors le modéle homogénéisé est de type intégro-différentiel, plus
précisément de type Barbashin et donc il y a un effet mémoire. D’autres types de con-
ditions de transmission peuvent étre envisagées et plus précisément lorsque le flux de
température a travers l'interface n’est plus continu.

En poro-élasticité linéaire les problémes homogénéisés ainsi construits dans ces milieux
appartiennent a deux grandes classes : Soit le modéele général d’Aifantis dans le cas

de milieux composites ol les micro-structures sont des matériaux poro-élastiques ayant
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des perméabilités de méme ordre de magnitude, soit c¢’est un modele intégro-différentiel
homogénéisé avec effet mémoire lorsque les perméabilités de ces micro-structures sont
d’ordre €2 & I’échelle locale ot € est le rapport de la taille de la micro-structure au milieu
ambiant. Il serait bien utile d’étudier le procédé d’homogénéisation pour les modeles
exposés aux chapitres 5 et 6 lorsque les conditions initiales seront remplacées par (5.19).
Aussi A. Boughammoura a étudié dans [43] I’écoulement d’un fluide & travers un solide
¢lastique. Dans ce sens, il est également intéressant de considérer ces solides comme étant
des matériaux poro-élastiques ou poro-visco-élastiques auquel cas le volume des pores est
trés petit comparé a celui des fissures. Cela permettra de construire de nouveaux modéles
(mathématiques) homogénéisés pour les phénomeénes de double porosité dans les milieux
déformables.

On pourrait également appliquer cette technique a d’autres types d’équations par
exemple en thermo-poro-élasticité et par suite construire de nouveaux modeles de double-
diffusion/double porosité ou plus généralement multi-diffusion/multi-porosité que ceux
qui existent déja dans la littératuren voir par exemple [30]. Il est également intéressant
de regarder quelques problémes de visco-élasticité avec effet de la double porosité et

construire ainsi d’autres modéles homogénéisés en poro-visco-élasticité.
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Annexe

A.1. Convergence faible et convergence faible-*

Soit £ un espace de Banach. On notera || - || sa norme.

Définition A. 1. On dit qu'une famille (u°)_., dans £ converge (fortement) vers v € E

si lim._¢ ||u® — u|| = 0.

Dans la suite on présente les principaux résultats utilisés dans ce travail. Pour plus
de détails on se réfere a H. Alt [15], H. Brézis [47], D. Cioranescu et P. Donato [56], J.-L.
Lions et E. Magenes [102], J. Necas [111], W. Rudin [120], K. Yosida [134] et E. Zeidler
[138].

Définition A.2. L’ensemble des formes linéaires et continues sur E est appelé espace

dual de E et il est noté £’ (ou parfois E*).

Notation A.1. Si f € E' et si u € E alors 'image f (u) est souvent notée par le crochet

de dualité < f,u >p g.
Définition A.3. L’espace dual de E’, noté E”, s’appelle le bidual de E.

Proposition A.1. Soit © € E. On considére la forme :

fu: B/ — R

f— <fiu>.
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Alors f, € E" et

F:FE — E”

u —  fy

est une isométrie.
Définition A.4. On dit que F est réflexif si F'(E) = E”.

Définition A.5. On dit qu’une famille (u°)_., dans E converge faiblement vers u € E si

pour tout f € E' on a
lim < f,UE — U >p = 0.

u est appelé la limite faible de (u®)__,.

Notation A.2. Cette convergence est usuellement notée u® — w.

Une conséquence du Théoréme de Hahn-Banach sous sa forme géométrique (voir [47,

Theorem 1.7]) est le résultat suivant.

Proposition A.2. La limite faible lorsqu’elle existe est unique.

Remarque A.1. En dimension finie les notions de convergence forte et faible coincident.

Ce qui n’est pas vrai en dimension infinie.

Un corollaire du Théoréme de Banach-Steinhaus [47, Theorem 2.2] est le résultat

suivant.

Proposition A.3. Soit (u°)_., une famille dans E convergente faiblement vers v € E

alors elle est uniformément bornée (par rapport a €) et on a

|u|| < liminf ||u®||.
e—0
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Définition 1.6. On dit qu'un espace de Banach FE is uniformément convexe si

Ve > 030>0Vu,ve E:|ul| <1, |v[<let |lu—ov| >c¢

utv <1-9.

Proposition A.4. Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif. De plus

tout espace de Hilbert est uniformément convexe et par suite réflexif.

Proposition A.5. Soit (u®).., une famille dans £ et soit v € E. Si (u®)_., converge
fortement vers u € E alors (u)_., converge faiblement vers v € E et |lu|| = lim._q [Ju®||.

La réciproque est vraie si E est uniformément convexe.

L’un des principaux résultats sur la convergence faible utilisé dans ce travail est donné
par le Théoréme d’Eberlein-Smuljan suivant. Pour la preuve on renvoie a K. Yosida [134]

et E. Zeidler [138].

Théoréme A.1. (Eberlein-Smuljan) Soit £ un espace de Banach réflexif et soit (u°)_.
une famille bornée uniformément dans F. Alors il existe une sous-famille &’ de ¢ et il existe
u € E tels que u°' converge faiblement vers u dans E. De plus, si toutes les sous-familles
convergentes faiblement de (u°)_., dans E convergent vers la méme limite v alors c’est

toute la famille (u®)_., qui converge faiblement vers u dans E.

Le résultat suivant nous permet de faire le passage a la limite dans un produit de deux

familles : 'une convergente fortement et I’autre faiblement.

Proposition A.6. Soit (u°).., une famille dans £ et soit (f).., une famille dans £’
telles que (u®)_., converge faiblement vers un vecteur v € E et (f*)_., converge fortement

vers une forme f € E'. Alors (< f¢,u® >p/ g)_., converge vers < f,u >p p.
Nous allons passer maintenant & la notion de convergence faible-*.

Définition 1.7. Soit E un espace de Banach. On dit qu'une famille (f)_., dans E’

converge faible-* vers f € E’ dans E’ si pour tout u € X on a

lim < f*— f,u >p g=0.
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f est appelé la limite faible-* de (f¢) On note cette convergence f¢ = f ou encore

fe — f faible-*.

e>0"

De méme que pour la convergence faible, la limite faible-* est lorsqu’elle existe est
unique. De plus la convergence faible dans E’ entraine la convergence faible-* dans E'.

La réciproque est vraie si ’espace F est réflexif.

Proposition A.7. Soit (f¢).., une famille dans £’ convergente faiblement vers f € E

alors elle est uniformément bornée (par rapport a €) et on a

|1l < limin | £

ou || f| 5 désigne la norme sur E’ définie par

o | < f, U >pr, E|
[fllpr = sup
uEE, u#0 [l
Définition 1.8. On dit que E est séparable s’il contient une partie dénombrable et dense

dans F.
On énonce alors ’équivalent du Théoréme A. 1.

Théoréme A.2. (Eberlein-Smuljan) Soit £ un espace de Banach séparable et soit
(f%).~o une famille bornée uniformément dans E’. Alors il existe une sous-famille ¢’ de
£ et il existe f € FE tels que f¢ converge faible-* vers f dans E’. De plus, si toutes les

sous-familles convergentes faible-* de (f¢)_., dans E’ convergent vers la méme limite f

e>0

alors c’est toute la famille (f)_., qui converge faible-* vers f dans E'.

Comme précédemment on s’intéresse maintenant au produit de deux familles : 'une

convergente fortement et l’autre faible-*.

Proposition A.6. Soit (f¢).., une famille dans £’ et soit (g°).., une famille dans E"
telles que (f¢).., converge faible-* vers un vecteur f € £’ et (¢9°).., converge fortement

vers une forme g € E”. Alors (< ¢°, f* >pn )., converge vers < g, f >pn pr.
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Espaces L et espaces de Sobolev

Soit © un ouvert de RY (N >1). On note D () I'espace des fonctions réelles définies
sur € infiniment différentiables et a support compact inclus dans Q. On note aussi D’ (2)
I'espace des distributions sur . Soit p € [1,+o0o[. On désigne par L' (Q) I'espace des
(classes de) fonctions u :  — R mesurables sur © et telles que |u|” est intégrable sur .

L’espace L? (2) est muni de la norme

1/p
lell, = Nl = ( [t dx)

ot dz désigne la mesure de Lebesgue sur §2. On note L>™ (§2) Pespace des (classes de)
fonctions mesurables f : 2 — R mesurables sur €2 et essentiellement bornées sur 2, c’est

a dire
3C >0, |u(z)| <C sur Q.
Cet espace est muni de la norme

Jull o = [[ull ooy == Inf{C >0 |u(z)] < C sur Q}.

On a pour
Proposition A.7. Pour tout 1 < p < oo, LP (£2) est un espace de Banach.

Proposition A.8. (Inégalité de Hoélder) Soit 1 < p < +00 et ¢ son conjugué :

z% sil < p<4oo,
q= +00 sip=1,
1 sl p = 4o00.

Alors pour tout u € L? () et pour tout v € L4 () on a uv € L' () et on a

[wolly < llull, [0l -
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Proposition A.9. Soit 1 < p < +o00.

—

. Sil<p< 400, alors LP () est uniformément convexe et donc réflexif;
2. Sil <p<+oo, alors L” () est séparable;

3. Si p=2, alors L?(Q) est un espace de Hilbert. Le produit scalaire est donné par

<u,v >:/Qu(x)v(x)dx u,v € L? (Q);

4. Si 1< p < +oo, alors D () est dense dans L? (Q);
5. Si © est borné alors pour tout r: p < r < 400 on a L"(Q) C LP () et pour tout
ue L (Q)

[ull, < C*lv]l,

ou

Q7 sir < +oo,

Q|7 sir=+c0

et |2 désigne la mesure de Lebesgue de Q.

Des points 4) et 5) on déduit la proposition suivante :

Proposition A.10. Soit 1 < p < 400. Si 2 est borné alors pour tout r: p <r < 400
on a L" () est dense dans L? (). En particulier L? (2) est dense dans L' () (lorsque {2
est borné).

Nous allons énoncer maintenant le Théoréme de représentation de Riesz pour les

espaces LP.

Théoréme A.3. (Riesz) Soit 1 < p < 400 et ¢ son conjugué. Soit f € LP ()’ I'espace

161



dual de L? (). Alors il existe un unique f* € L7 (Q) tel que

B TR / w(@) f* (2) do

Q

et

||f*||LL1(Q) = ||f||Lp(Q)’ :

Ainsi on peut identifier algébriquement et topologiquement les espaces L () et L7 ()
lorsque 1 < p < +o0. Par contre on montre que L' () & L™ (Q)".
Par la suite on va donner une caractérisation des convergences faible et faible* dans

les espaces LP (§2) lorsque l'ouvert €2 est borné.

Théoréme A.4. On suppose que §2 est borné. Alors si 1 < p < +00 on a

[ull oy < C ou C est indépendante de ¢,
(u%).og — u dans L? (Q) &
Jput dr — [Ludx pour tout pavé P C
et si p = +o0 on a
. [l o) < C ot C' est indépendante de &,
(U°) o9 — u dans L™ () &
Jput doe — [Ludx pour tout pavé P C .

On termine ce paragraphe par le résultat suivant

Proposition A.11. Soit u € Li (), c’est a dire u € L' (w) pour tout ouvert borné tel

loc

que w C 2. Supposons que pour tout ¢ € D ()

/Qu(x)w(a:) dz = 0.

Alors u = 0, sur €.

Soit m € N et p € [1,4+00]. On définit ’espace de Sobolev :

ue LP(Q): DFue LP (),

W (Q) =
k:(kl,kQ,"',kN>eNN |k]:k1+k2++kN§m
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Il est & noter les dérivées ont lieu au sens des distributions. Lorsque p = 2 cet espace est

noté H™ (2). On munit W™? () de la norme

( 1/p
( > HDku“ip(Q)) sip < +00

[k|<m
[l = Nullymn oy =

sl p = +00.

On a
Proposition A.12. Soit 1 < p < 400 et soit m € N.
1. W™P (Q) est de Banach;

2. Si1l<p< 400, alors W™P () est séparable et uniformément convexe si 1 < p <

—+00;

3. H™(Q) est un espace de Hilbert séparable. Le produit scalaire est donné par

<u,v> = Z /DkuDkvdx, u,v € H™ ()
Q

lk|<m

En général D () n’est pas dense dans W™ (Q). On note alors Wy"" (Q) adhérence
de D (2) dans W™? (2). On a le résultat de densité suivant (voir L. C. Evans [78]).

Proposition A.12. Supposons que € est un ouvert borné de classe C'. Alors pour

1 <p<+oo, C>® () est dense dans W™ ().
On a le Théoréme de trace suivant

Théoréme A.5. Supposons que §2 est un ouvert borné de classe C! et que 1 < p < +oo.

Alors il existe un opérateur linéaire et borné
T: W (Q) — L (09)

appelé opérateur trace et tel que
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1. siue W' (Q)NC' (Q) alors Tu = ulsn;
2. pour tout u € WP ()
||TUHLp(aQ) <C ||u||W1»P(Q) 3

ou C est une constante ne dépendant que de €2 et de p;

3. u € Wy7P(Q) si et seulement si Tu = 0 sur OS2

On énonce le Théoréeme d’injection compacte suivant. Voir [3, Théoréme 6.3]

Théoréme A.6. (Rellich Kondrachov) Supposons que 2 est un domaine de R et

satisfait a la condition du cone. Soit (k,m) € N x N* et 1 < p < +00. Alors

1. Simp < N on a

WHEmP (Q) < WH4 (Q) avec injection compacte pour 1 < g < J—

2. Simp> N on a

WHEmP (Q) < Wk (Q) avec injection compacte pour 1 < ¢ < 400.

3. Simp>Net%¢Nona
W™ (Q) — C*(Q)
N

onk=m-Yeta=m-~ kL
) P

Théoréme A.7. (Poincaré) Soit €2 un ouvert borné dans une direction. Alors il existe

une constante C'p ne dépendant que p et de €2 telle que pour tout VVO1 P (Q) on a

1l o) < Cr VUl -
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Théoréme A.8. (Poincaré-Wirtinger) Soit 2 un ouvert connexe, borné, de bord

lipschitzien. Alors il existe une constante C' ne dépendant que de p et de €2 telle que pour

tout WP () on a

u—ﬁ/{)u(m)dx

On énonce 'inégalité de Korn [75].

< ClIVull oy -
Lr(%)

Théoréme A.9. Soit Q un ouvert borné de classe C! par morceaux. Alors il existe une

constante C' > 0 telle que pour tout u € H} ()N (N > 1)

S (52) a3 [ o

2,j=1

ZN:/Q(% (u))” dx+é/g(ui)2dx2 C

4,j=1

ou

.. = — < < .
eij (u) Q(ij+8a:i>’ 1<i,j<N

Soit T" > 0. Pour 1 < p < 400, 'ensembleqa LP (0,T; E') est I’espace des fonctions

mesurables u : (0,7") — E telles que ||u(-)|| 5 € LP () et il est muni de la norme :

1
(fOT lu (0% dt)p si1<p< oo,

supess ||u (t)[|% sip = +o0.
te(0,T)

||U||Lp(o,T;E) -

On a les propriétés suivantes :

1. Pour 1 <p < 400 L?(0,T; E) est de Banach (si F est de Banach);
2. Pour 1 <p < +o0 L?(0,T; E) est séparable si E est séparable;

3. Pour 1 < p < 400 LP(0,T; E) est réflexif si E est réflexif.

Soit maintenant 1 < p < 400 et ¢ son conjugué. Soit H un espace de Hilbert et V un

espace de Banach tels que V' est dense et s’injecte contintiment dans H. Identifions H &
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son dual. On notera ceci par V — H <— V’. Posons

Wp (O,T> = {U € Lt (O,T;V) : 2—1; c L4 ((O,T),V,)}

qui est muni de la norme

du

E s UGWP(O,T)

La((0,T);V7)

il = Il +]
OnaalorsV— H — Vet

W, (0,T) CC([0,T]; H),

3C > 0+ lullggom = max 4 (Ol < Cllullu o). ¥u € W, (0.7).

On suppose désormais que V' et H sont deux espaces de Hilbert séparables tels que
Ve— H<— V' Onnote V=L*0,T;V). Alors V' = L?>(0,T;V"). Soita: V xV — R

une forme bilinéaire continue

dM >0 |a(u,v)] <M |uly ||v],,, Yu,veV (A1)
et coercive

IM >0 a(u,u) > M |}, YueV. (A2)

Notons A : V' — V' l'opérateur linéaire défini par < A (u) ,v >y y=a(u,v), u,v € V.
on énonce un corollaire du Lemme de Lions (Voir R. Dautray, J.-L. Lions [66, Theorems

1& 2, §3, Chap. XVIII] ou R. Showalter [124, Theorem 2.1, Proposition 2.3, Chap. III]).

Théoréme A.10. Supposons (Al), (A2), f € L*(0,T;V’) et ug € H. Alors le probléme
de Cauchy abstrait

Trouver v € L*(0,T;V) tel que
Z—? +A(u) = fdans L?(0,T;V")

u(0) = wg
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admet une solution unique u dans L? (0,7T; V') vérifiant

2 2 2
el 0y < M2 (110 + ol )

De plus, on aw € C ([0,T]; H) .
Enfin on termine notre annexe par énoncer le Lemme de Lax Milgram [65].

Théoréme A.11. Supposons que V' est un espace de Hilbert et supposons (Al), (A2),

f € V'. Alors le probléme variationnel
Trouver u € V tel que pour tout v € V' a (u,v) = (f,v)y

admet une unique solution v € V.
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