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Introduction générale

La complexité et I'étendue de la nature, espace vital de I'nomme, oblige
celui-ci a comprendre, affronter et plus genéralement a résoudre, des situations
qu'il rencontre pendant son petit sejour, au sein de cet étendu vital. Présent dans
un tel environnement, I'homme avec sa caractéristique, connue plus sous le nom
«d’intelligence», se trouve doté de cette faculté d'inventer des outils ou de les
modifier selon ses besoins, voire méme de choisir, dans une collection de ses
derniers, le meilleur qui soit plus adapté et lui fournissant des résultats optimaux
parmi lI'ensemble des solutions réalisant son objectif.

Pendant des éres et des eres, ému devant une telle situation kafkaienne,
I'nomme s'est perdu a l'intérieur de ce labyrinthe, jusqu'au jour ou on lui «a
enseigné » la science. C'est la plus grande et plus importante des rencontres, de
tous les temps, la rencontre de I'homme avec la science. Conséquence inévitable
de la multiplicité et des exigences de la vie et de leurs évolutions presque
exponentielles en des temps records, la machine «ordinateur» devient avec la
grandeur des données des problémes, qui se présentent dans la vie de tous les
jours, un des seuls recours pour le scientifique tentant de résoudre ceux-ci, en des
temps raisonnables. Dans de telles circonstances I’homme retrouve tout I’intérét
de I’Optimisation ou de I’Optimisation combinatoire, qui avec sa merveilleuse
fusion avec I’informatique, disposent d’une suprématie scientifiqgue dans la
gestion des grands systéemes d’hommes.

Découlant directement de cette faculté qu’a I’homme, a choisir le meilleur
des outils, qu’il possede pour sa fin, I’origine de I’optimisation remonte donc a
tres loin. On optimise presque dans toutes les sciences mais le noyau de
I’optimisation peut étre considéré comme étant la recherche opérationnelle.
Celle-ci vise essentiellement la recherche des techniques rationnelles d’analyse et
de résolution des problemes, rencontrés principalement dans [I’activité
économique, et visant en général I’élaboration des décisions les plus efficaces
pour I’obtention de meilleurs résultats. Pour de tels objectifs deux approches sont

souvent utilisées pour tenter de résoudre ces problemes ; I’approche polyédrale
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et I’approche algorithmique. Tandis que la premiére approche est basée sur la
recherche de I’enveloppe convexe, dit polytope, des contraintes du probléme, la
seconde vise essentiellement I’élaboration d’un systéme de symboles et de
procédés de calcul, connu plus par le nom d’Algorithme qui transforme les
données du probleme en sa solution.

La résolution par I’une ou I’autre des deux approches suppose d’abord une
modélisation du probleme, par cette derniere on sous entend un modeéle
mathématique facilement généralisable a tous les cas, sous lesquels peut se
présenter le probleme. Eu égard a la puissance de la théorie des graphes, connue
comme étant un puissant outil de modelisation et de résolution des problémes
rencontrés dans les différentes branches de la recherche opérationnelle, celui-ci
s’avere impuissant devant certains problemes, il était donc trés naturel de
penser a une genéralisation du concept de graphe par celui d’hypergraphe, et
d’aborder de nouveaux problemes d’optimisation combinatoire.

Si E est I’ensemble des élements représentatifs des configurations
réalisables d’un probléme d’optimisation combinatoire, la modélisation par les
hypergraphes consiste en la formation d’une famille de sous-ensembles de ces
éléments, et la résolution par ceux-ci consiste en I’étude des propriétés de cette
famille ainsi, surpassant la contrainte d’une modélisation sous forme
d’ensembles ou de sous-ensembles de cardinalité au plus deux, plusieurs
problémes d’optimisation sont modélisés et résolus par les hypergraphes.

Visant essentiellement la disposition des élements de certains ensembles,
selon un ordre donné, les ensembles partiellement ordonnés sont intimement liés

a la classe des hypergraphes des intervalles maximaux d’un poset P, noté.#'(P).
En effet, cette classe est définie en considérant les sommets d’un poset P comme
ceux de I’hypergraphe .#(P)et ses intervalles maximaux comme étant les arétes
de.#'(P). C’est a cette derniére classe que s’intéresse notre étude. Plusieurs
situations pratiques, font appel dans leurs modélisations et/ou résolutions a cette
classe, pour ne citer que I’informatique, I’ordonnancement, I’intelligence

artificielle, dynamique des systemes complexes...etc.
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Notre recherche dans cette classe d’hypergraphes s’est axée autour de
deux classes de posets : les ordres d’intervalles et les ordres de trapézes. On
s’intéresse en premier lieu au probleme de reconnaissance de cette classe

d’hypergraphes et a la recherche du stable de poids maximum dans .#'(P)lorsque

I’ordre est d’intervalles pour enfin traiter ce qui est de la validation de la
propriété duale de Konig dans le cas ou I’ordre est de trapezes.

Notre motivation se situe dans la méme optique que celle qui a motivé les
travaux de I. Bouchemakh [10], qui sont une suite des travaux et résultats de B.
Voigt et 1. Wegener [49], sur la généralisation de la relation :

Max{S|: Sstablede .#'(P)}= Min{4|: 4 recouvrement par arétesde .#(P)}.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré essentiellement, aux
définitions préliminaires des notions les plus utilisées dans ce dernier. Nous
introduisons un certain nombre de notions fondamentales en optimisation
combinatoire. On retrouve en particulier les principaux concepts et résultats des
ensembles partiellement ordonnes ainsi que des hypergraphes et du vocabulaire
et résultats de la théorie des graphes utilisés dans ce travail.

Dans le second chapitre on traite de ce qui est de I’approche algorithmique
et des principaux concepts de la complexité algorithmique pour donner enfin
certains éléments essentiels du probleme de reconnaissance de notre classe
d’hypergraphes.

Nous abordons dans le troisieme chapitre, les ordres d’intervalles, les
principaux résultats relatifs a cette classe de posets. Nous proposons un

algorithme, polynomial d’ordreo(n3), pour la détermination du stable de poids

maximum dans un ordre d’intervalles.
Le quatrieme chapitre sera consacré a I’étude des ordres de trapézes, nous
étudierons les propriétés fondamentales de cet ordre et nous proposons une

démonstration de la validation de la propriété duale de Kénig pour .#'(P) ouP et

un ordre de trapezes.
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Nous terminons notre travail par une conclusion générale sur tout ce qui a été
traité dans ce mémoire et nous donnons a la fin de ce dernier des perspectives

concernant ce travail.
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Chapitre 1 Définitions et concepts fondamentaux

Introduction

Comme déja mentionné, nous consacrons ce premier chapitre aux généralités
ayant trait a ce travail. Nous donnerons dans ce qui suit un apergu des principales
notions et définitions utilisées dans ce travail, pour que les non habitués a ces
notions ne se perdront pas dans la suite. Nous commencerons ce chapitre par un
bref rappel sur la théorie des graphes, des hypergraphes et des ordres partiels.
Nous nous pencherons que sur les élements et résultats utilisés dans les chapitres

qui suivront celui-ci.
1.1 Concepts de graphes

Une des notions les plus importantes dans notre époque est la notion de graphe
au sens de Berge, qu’on peut définir dans ce qui suit :

Un graphe (non orienté) est la donnée de deux ensembles finis non vides
Eet Vou V représente I’ensemble des sommets de Get E I’ensemble des
couples des éléments de V appelés arétes deG, le graphe ainsi obtenu se note
G=(V,E).

Deux sommets u,v sont dits adjacents dans G s’ils se trouvent dans une
méme aréte. Une aréte est donc notée (u,v) ou uv. u et v sont appelées
extrémités de cette aréte. Deux arétes sont dites adjacentes si et seulement si elles
ont au moins une extrémité en commun.

Un voisin d’un sommet v est un sommet qui est adjacent av, on notera par
N(v)={ueV(G): u est voisin de v dans G }I’ensemble des voisins dev.

Un cycle est une chaine dont les deux extrémités se confondent.

Toute aréte d’un graphe G qui relie deux sommets non conséecutifs d’une
chaine (respectivement d’un cycle) est appelée corde de la chaine
(respectivement du cycle).

Une chaine minimale de longueur k est une séquence {v,, v,,...,V, }

de sommets distincts tels que v; est adjacent & v;.; V i =0,k sans corde et v,,v,

représentent les deux extrémités de la chaine, une telle chaine est notée par B .



Chapitre 1 Définitions et concepts fondamentaux

Un cycle sans corde ayant k sommets (de longueurk ) est designé parC, .
Un cycle élémentaire de longueur au moins quatre sans corde est appelé trou et
un anti-trou est le complémentaire d’un trou.

Un sous graphe induit par X < V(G) est le graphe G(X )= (x, Ex)ou
Ex Z{JVEEZUEX, Ve X}.

Soit C une application, définie de V(G) (resp. de E(G)) dans IR qui
associe a tout sommet v (resp. aréte e) de G une valeur réelle C(v) (resp. C(e)).
Cest appelée fonction poids et C(v) (resp. C(e)) poids du sommet v
(respectivement de I’aréte e) de G. Le graphe obtenu est dit un graphe a
sommets (resp. arétes) pondeéreés (es).

Un graphe G est dit graphe de Berge si et seulement si, il n’admet pas de
trou ni d’anti-trou impair de longueur > 5, comme sous graphe induit.

Un graphe G est dit parfait si pour tout sous graphe G’ deG
a(G')=6(G’) ou #(G')=w(G’), avec:
a(G')= Max{| S|, S ensemblestable dans G'} ;
0(G')= Min{ F |, F une partition de G’ en cliques maximales} ;
o(G")= Max{|C|,C clique maximalede G} ;

#(G")=Min{| k |,k une coloration optimale des sommets de G'}.

Une coloration k est optimale si k est le nombre minimum de couleurs
nécessaires pour colorier G telle que deux sommets adjacentes n’est pas la

méme couleur.

Théoreme 1.2 [15]

Un graphe est parfait si et seulement si il est de Berge.
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1.2 Theorie des Posets et des hypergraphes.
1.2.1 Théorie des Posets.
1.2.1.1 Définitions

Une relation < définie sur un ensemble P est dite relation ordre si et seulement

si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.

Notons que si tous les couples de P x P sont comparables (x < youy < x),

alors I’ordre est dit un ordre total, il est partiel sinon.

Si la relation est irréflexive, compléte et transitive, I’ordre est dit un ordre

linéaire.

Un ensemble (P,<, )sur lequel est défini un ordre partiel est dit un
ensemble partiellement ordonné, en abrégé par Poset (de I’anglais partially
ordered set).

Dans la suite, nous considérons que tous les posets sont finis et nous noterons
P au lieu de (P,<, ) si aucune ambiguité ne se pose.

Une notion élémentaire dans les posets est la notion de couverture, on dira
qu’un élément x € P couvre un autre €lément y e P et on note y<x si y< xet
si y<z<x alorsz = x. Cette derniére notion nous permet d’associer a tout poset
P une représentation dans le plan appelée diagramme de Hasse, de la maniere
suivante :

» On associe a tout élément de P un point du plan.
» On place I’élément x couvrant y au dessus de y et on relie les
deux points par un segment de droite ascendant.

La Figurel.2.illustre le poset P = #({a,b,c,d}) ordonné par inclusion.
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Figure 1.2 : Un poset.

Ainsi, deux éléments sont comparables par la relation d’ordre si et seulement si

ils sont joints par une chaine ascendante.
A tout poset (P, sp)on associe un autre poset noté (P*, sp*)appelé le

dual de P, de la fagon suivante :

> L’ensemble des sommets de P” reste celui de P

> X<y si et seulementsiy <, x.

La Figure 1.3 montre I’exemple d’un poset P et de son dual P*.

P =

Figure 1.3 : Un poset et son dual.

Soit A un sous-ensemble de P. On définit I’ombre supérieure (resp. inférieure)
de Aeton note R*(A)(resp. R™(A)) les sous-ensembles définis par :
R'(A)={yeP:Ixe Ax<y} (respR (A)={yeP:3xeAy=<x}).
SiA={x}, R"(A) et R°(A) sont notés R*(x) et R(x).
Dans I’exemple de la Figure 1.2 ona:
R*({a.b})={{a.b,c}{a,b.d}} etR™({ab})={{a} b} }.
Avec cette derniére définition, on peut partitionner I’ensemble des

éléments d’un poset P en trois classes définies par :
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» La classe des éléments dits maximaux: Ceux dont I’ombre
supérieure est vide. Elle est notée. # .
» La classe des éléments dits minimaux : Ceux dont I’ombre inférieur
est vide. Elle est notée 2 .
» La classe des eléments intérieurs : Ceux dont les deux ombres ne
sont pas vides. Elle est notée Int(P).
Dans la suite, nous supposons que le poset est sans sommets isolés c.a.d ne
contient pas des sommets qui sont a la fois maximaux et minimaux.
Une fonction de rang, notée r, est une fonction définie par :
r:P—>IR telle que r(x)=0 si x est un élément minimal de P et
r(y)=r(x)+1six<y.
Si une telle fonction existe alors P est un poset rangé ou gradué et on notera

r(P)=maxr(x) le rang deP.

xeP

Les sommets de tout poset rangé peuvent étre partitionnés en r(P)+1
sous-ensembles appelés niveaux, et sont définis pour tout i € {0,1,2,...,r(P)} par :

N,(P)={xeP:r(x)=i}.

Le nombre W, (P)=| N, (P)| est dit i"™ nombre de Whitney.

Si nous reprenons I’exemple de la Figure 1.2, on obtient que r(P)=4 et
W, (P)=W,(P)=1, Wy(P)=W3(P)=4, W,(P)=6.

Ces niveaux sont representés dans la Figure 1. 4, ci-dessous.

N T Elément maximal.
4 ;

Eléments
Intérieurs.

N 0 L ¢ Elément minimal.

Figure 1.4 : Partition en niveaux et classification des éléments d’un poset.

10
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Un intervalle de P est un sous-ensemble de P, de la forme{xeP:p<x<q et
est noté [ p,q]. Si de plus p est un élément minimal et g un élément maximal,
alors [ p,q ] est dit intervalle maximal de P .

Si on considere le poset de la Figure 1.2, alors :

[4,{a,b,c,d }]=2({a,b,c,d}) est un intervalle maximal de P, mais pas

[{aj{acd}]={{a}{ac}{ad]{acd]}.

Un sous-ensemble C = {c, },., d’un poset P est une chaine de P, si:

Viel,Vjelli=] alors ciet c; sont comparables. Une telle chaine est notée
par C =(c, <c, <¢, <...<c, ) et le nombre | I|-1 est dit longueur de C. C est
dite chaine symétrique si r(P)=r(c,)+rlc,, ). Elle est dite saturée si
C=le <c <c, <..<c, ), si de plus c,est minimal et ¢, est maximal C est dite

chaine maximale.

Un poset P peut étre partitionné en chaines symétriques, s’il existe une famille
# de chaines symétriques ou chaque élément de P appartient & une unique
chaine de.7 . Dans I’exemple de la Figure 1.5, les trois chaines constituant la

partition de P, sont représentées en segments discontinus.

Figure 1. 5 : Une partition en chaines d’un poset.

Une antichaine est un sous-ensemble de P ou tous les éléments sont deux a deux

incomparables. On note a; //a;si a, eta; sont incomparables. Une telle famille est

aussi appelée famille de Sperner.

11
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1.2.1.2 Quelques propriétes des Posets
Notons qu’un résultat fondamental, a propos des antichaines, obtenu par
Sperner, a donné lieu a la naissance de toute une théorie dans les posets, appelée
théorie de Sperner.
En effet, en 1928, Sperner a montré que la longueur maximale d’une antichaine

n
est au plus [nJ et que cette borne est atteinte.

2
Théoréme 1.2 : [22]

n
< {nJ et que cette borne est atteinte.
2

Si 7 est une famille de Sperner alors| %

Plus tard, Dilworth obtient un lien de dualité entre chaines et antichaines, qui est

résumé dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.3 [18].

Soit P un poset, alors on a la relation de dualité suivante :

¢ |- ¢ une partition de P en chaines }

Max{| ./ |: ./ une antichaine de P } = Min{

Deux posets Pet Qsont dits isomorphes et on note P~Q, s’il existe une
application bijective ¢ de P dans Q telle que x<p ysi et seulement
sig(x)<q oly).

Le poset illustré dans la Figure 1.2, a savoir (#{a,b,c,d }, c )est isomorphe au

poset ({0,1}4, s).
1.2.2 Hypergraphes et propriétés

L’un des premiers a avoir généralisé la notion de graphe est C. Berge, en
remplacant les arétes d’un graphe par les sous-ensembles de ses sommets dans la
classe d’hypergraphes. Nous ne traiterons pas ici de ce qui est de ces
généralisations, mais nous ne nous intéresserons qu’aux définitions et propriétés

relatives a ce travail.

12
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Un hypergraphe.#’, défini sur un ensemble fini X , est une famille ¢ = {A :iel}

de sous-ensembles de X vérifiant pour toutiel A =¢ et U A = X . Le couple
icl

ainsi formé(X, ¢) est appelé hypergraphe surXet est noté.#(X, ). X
représente I’ensemble de ses sommets et ¢ I’ensemble des arétes (hyper-arétes).

Il est évident que si v iel [A|=2 alors #/(X,&) est un graphe. La Figure
ci-dessous, Figure 1.10, donne un exemple d’un hypergraphe, avec :

X = {1 2,3 4,5 6,7, 8,9, 10, 11} comme ensemble de sommets et
¢={{1}{12}{2,34},{3,45},{7,89,10,11}|={A, A,, A, A,, A, jcomme

étant celui des arétes.

Un hypergraphe sera representé par des points sur le plan représentant les

sommets et par des traits pleins entourant les éléments de A si |A | >3, par un

trait joignant les deux sommets de A si |A|=2 ou encore par une boucle

si|A|=1.

Figure 1. 10 : Un hypergraphe

Deux sommets d’un hypergraphe .#" sont dits adjacents si et seulement si, il
existe au moins une aréte de .# les contenant et deux arétes de .#° sont dites
adjacentes si et seulement si, elles s’intersectent.

Un hypergraphe # peut étre représenté par sa matrice d’adjacence M :(aij)

. 1 six €A, . . .
ou: a= . . Ainsi, la matrice d’adjacence de I’hypergraphe de
0 sIx €A,

I’exemple précédent (Figure 1. 10) est la suivante :
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Chapitre 1 Définitions et concepts fondamentaux

Al AZ A3 A4 A5
1 11000
2 01100
3 00110
4 00110
5 0 0011
6 0 0001
7 0 0001
8 0 0001
9 0 0001
10 0 0001
11 0 0001

matrice d'adjacence de I'hypergraphe de la Figure1.10

A tout hypergraphe .# est associé un dual, noté .~ en considérant une bijection
entre I’ensemble des arétes de .# et celui des sommets de.#", de sorte qu’a

toute aréte A de .# on fait correspondre un et un seul sommet e, de .#" et une

aréte de . est définie par X, = {e, : x, € A, dans.#’|.

*
Figure 1. 11 : Le dual .4 de I’hypergraphe -4  de la Figure 1. 10.

Il est facile de voir que la matrice d’incidence du dual .#~ de.#’, n’est autre que

la transposée, de la matrice d’incidence de./".

A tout hypergraphe .#" on associe un graphe simple représentatif des arétes de

', noté L(#") qui est défini en considérant une bijection entre les arétes de .#’
et les sommets de L(.#’), de sorte qu’a chaque arétes de .#” on fait correspondre

un sommet dans L(#’), et deux sommets sont adjacents dansL(.#’)si et

14



Chapitre 1 Définitions et concepts fondamentaux

seulement si les deux arétes leur correspondant ont une intersection non vide. De
méme le graphe représentatif du dual .#“de I’hypergraphe.#’, noté L(J(’*)est
défini en considérant comme ensemble de sommets les sommets de . et deux

sommets sont adjacents dans L(,://’*)s’il existe au moins une aréte dans .#’ les
contenant. De ce fait les arétes de .#’ correspondent a des cliques dans L(.%’*).
La Figure 1.12 illustre les graphes L(.#’) et L(J(’*) lorsque # est I’hypergraphe
de la Figurel.10.

11

[ ] ; 1 5
AA[A ) ) 0 4
3 8
9 3
L(A) L")

Figurel. 12: L(S‘(’) et L(Jf*) de I’hypergraphe de la figure 1. 10.

Un sous-ensemble S de sommets de .# est dit stable de.#” si chaque aréte de
S contient au plus un sommet desS .

Un sous-ensemble T de sommets de .#” est dit recouvrement par sommets de .#’
si chaque aréte de .#’ contient au moins un sommet deT .

Une famille 2 d’arétes de .# constitue un recouvrement par arétes de.#’si tout
sommet de .#” appartient a au moins une aréte de % .

Une famille ¢ d’arétes de.# est dite couplage de . si les arétes de ¢ sont deux
a deux disjointes.

Avec les définitions précédentes nous associons a chaque hypergraphe . les
quatre invariants, appelés respectivement nombre de stabilitéa(#’), de
couplagev(.#’), de recouvrement par sommetsz(.#’) et nombre de recouvrement
par arétes p(.#").

a(#)=Max{|S|:S stable dans .# | ;

v(:#") = Max{| E|: € un couplagedans .’} ;

7(#)=Min{|T |:T unrecouvrement par sommets de.#'} ;

plA') = Min{

A | R recouvrement par arétes de.%’}.
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Toute aréte d’un recouvrement par arétes contient au plus un sommet dans le

stable, donc a(.#")< p(#')et chaque sommet d’un recouvrement par sommets

appartient a au plus une aréte du couplage, donc o(.#") < 7(.#).

Un hypergraphe . posséde la propriété de Konig si :
U(e](/) = T(-]/)) .

Un hypergraphe . a la propriété duale de Konig si :
a(A#) = p(#')ou de maniére équivalente u(// )= r(J/’* )

Notons que ces deux derniéres propriétés ne sont pas généralement vérifiées.
Voir Figure 1.13.

Figurel. 13.

Etudier les hypergraphes de fagon générale est chose tres ardue, ceci oblige la

restriction de celle-ci a des classes bien déterminées.

La classe des hypergraphes sur laquelle est axé ce travail est la classe des
hypergraphes dont I’ensemble des sommets représente les éléments d’un poset P
et I’ensemble des arétes ses intervalles maximaux. Un hypergraphe de cette
classe est appelé hypergraphe des intervalles maximaux d’un posetP, un

hypergraphe de cette classe est noté .#'(P).
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Chapitre 1 Définitions et concepts fondamentaux

Une famille & de sous-ensemble Vérifie la propriété de Helly si pour toute sous

famille ¢' <&, A N A, = ¢ pour tout A, A " alors: GA 4.

Un hypergraphe % vérifie la propriété de Helly si la famille de ses arétes

posséde la propriété de Helly.

Une autre caractérisation des hypergraphes vérifiant la propriété de Helly est

donnée par Berge et Duchet[5] dans le corollaire suivant :

Corollaire 1.1 [5]
Un hypergraphe .# a la propriété de Helly si et seulement si pour trois sommets

a,,a,,a, quelconques, la famille des arétes qui contiennent au moins deux de ces

sommets a, a une intersection non vide.

Un hypergraphe .# est dit conforme si ses arétes sont des cliques maximales
d’un graphe.

Une caractérisation, obtenue pour cette classe d’hypergraphe est due a Gilmore
[5] est :

Un hypergraphe % est dit conforme si et seulement si pour toute famille de trois
arétes A,A,,A, de ., il existe une aréte A, de . telle

que :{(A N A)U(A N A)U(A N A)C A

Un hypergraphe .# est normal si tout hypergraphe partiel .#” a la propriété des
arétes coloriées, c'est-a-dire : q(.#")=A(#"") ol q(-#”) est le nombre minimum
de couleurs nécessaires pour colorier les arétes de . de sorte que deux arétes
intersectantes soient toujours de couleurs différentes et A(#”') est le degré

maximum d’un sommet dans .#”

Le lien existant entre la propriété de Helly et la conformité d’un hypergraphe

s’énonce dans le théoreme suivant :

17



Chapitre 1 Définitions et concepts fondamentaux

Théoreme 1.4 [5]

Un hypergraphe .#  est conforme si et seulement si son dual .#~ vérifie la

propriété de Helly.

Plusieurs caractérisations ont été obtenues pour la normalité d’un hypergraphe
[5], mais nous ne citerons ici que celle que nous utiliserons dans la suite. Celle-ci
est résumée dans le Théoreme 1.5.

Théoréme 1.5 [5]

Un hypergraphe.#” est dit normal si et seulement si L(.#’) est un graphe parfait

et.# satisfait la propriété de Helly.

Le lien fort existant entre la propriété de Konig et la normalité d’un hypergraphe

est énonce dans le théoreme qui suit.

Théoréme 1.6 [5]

Un hypergraphe normal posséde la propriété de Konig.

1.3 Optimisation combinatoire
1.3.1 Généralités
De nature progressiste, I’lhnomme ne peut s’abstenir de penser a une amélioration,
de plus en plus considérable, d’une situation rencontrée ou vécue. Cette envie
instinctive le contraint a de grandes réflexions sur le devenir de ces états. Pour un
tel objectif il définit, en premier lieu un espace des évolutions possibles, pour
tenter, en suite, d’atteindre la meilleure de ces possibilités, déja bien définies.
L’ approche scientifique pour la réalisation de cette tache, est connue beaucoup
plus sous le nom d’optimisation combinatoire. Elle est située sur I’une des
branches de la recherche opérationnelle donc des mathématiques, mais on
retrouve son utilité dans la plupart des sciences (physiques, biologies,
informatique.....), et consiste en la recherche de I’optimum d’une fonction
donnée, définie sur un ensemble discret. Elle peut étre vue comme étant un

ensemble de procédés calculatoires et de théories relatives a ceux-ci visant,
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généralement la résolution des probléemes de recherches des extrema d’une

fonction modélisant un objectif.

1.3.2 Approches de résolution
Pour la résolution de tels problemes on adopte, principalement deux
approches, I’approche algorithmique et I’approche polyedrale et elles sont

définies dans ce qui suit.

1.3.2.1 Approche algorithmique
Cette approche consiste en la recherche d’une procédure, dite algorithme, de type
marquage, contraction, coloration, décomposition resolvant I’instance du
probléme, en un temps raisonnable. Cette approche consiste donc en la mise en
ceuvre d’un algorithme, de recherche de la solution de la plus mauvaise instance
du probléme, opérant en un temps, raisonnable, dit polynomial. Nous définissons,
dans le chapitre suivant ceci, la majorité des notions fondamentales relatives a
cette approche sur laquelle est basée ce travail et nous nous intéresserons dans la
suite qu’a celle-ci, laissant de coté I’approche polyedrale, dont nous donnerons

que la définition.

1.3.2.2 Approche polyédrale
Elle consiste en la recherche de I’enveloppe convexe des vecteurs, représentatifs
des contraintes du probléme et d’un optimum d’une fonction objectif, la fonction
modelisant I’objectif désiré. La couverture convexe des vecteurs représentatifs
des contraintes s’appelle le polytope, du probleme, sous- jacent. La connaissance
du polytope sous- jacent dans plusieurs cas (mais pas toujours, le cas du
probléeme de la recherche du stable de cardinalité maximum dans les graphes sans
étoile) aide beaucoup a la recherche de I’algorithme et & la connaissance de la

structure du probléme.
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Chapitre 2 Complexité Algorithmique et probléme de reconnaissance

Nous aborderons dans ce présent chapitre le concept d’algorithme et de la
complexité algorithmique puis nous pencherons sur le probléeme de
reconnaissance des hypergraphes des intervalles maximaux d’un poset et nous

donnerons des conditions nécessaires pour qu’un hypergraphe . soit un .#'(P).

2.1 Algorithme et complexite.

2.1.1 Algorithme.

La notion d’algorithme ne peut étre définie précisément, mais elle peut
étre vue comme étant une succession finie d’opérations élémentaires, mettant en
jeu les données du probléme a résoudre et donnant la solution de celui-ci.
Autrement dit, un algorithme de résolution d’un probleme est une procédure
constituée d’opérations élémentaires qui transforme une chaine de caracteres
représentant les données, se présentant sous n’importe quelle forme, en une autre
chaine de caracteres représentant la solution. Le but d’un algorithme est donc de
résoudre le probléme, sous n’importe quelle forme ou les données sont fixées.
Elle est I’une des plus veilles notions en mathématiques. Elle se proposait,
beaucoup plus dans ses premiers temps de résoudre des problémes de partages
dans I’héritage pour tenter en suite de résoudre des problémes tres complexes,
dans les sciences en génerale et en mathématiques en particulier. Méme si son
nom est dd0 a Mohamed ibn Mussr abd Allah al Khawarizmi, mathématicien
musulman du IX siécle, qui était a I’origine de plusieurs algorithmes de
résolution des probléme de partage d’héritage selon la jurisprudence musulmane,
il était de ce fait un des plus respecté de I’assemblée de I’époque, « madjlis ».
Mais on se convint que le plus ancien algorithme non trivial est I’algorithme
d’Euclide, qui donne le plus grand diviseur commun entre deux nombres ou de
prouver que deux nombres sont premiers entre eux.

La notion d’algorithme couvre une grande partie des problémes rencontrés
dans la vie quotidienne en général et dans les sciences en particulier. L’intérét
porté a celle-ci est de plus en plus grand, avec I’avénement des ordinateurs.

Cependant il existe beaucoup de types d’algorithmes, mais ce a quoi nous nous
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intéressons n’est pas de citer ces types, mais de définir des critéres communs,
sous lesquels on peut les étudier.

Eu égard a I’essor connu dans le domaine de I’informatique et de la
construction des ordinateurs, d’une part et d’autre part la diversité des chemin
menant & I’optimum, d’une fonction modélisant un probléme d’optimisation
combinatoire, ces deux facteurs sont a la base de la plus grande partie des
difficultés, rencontrées dans cette approche. Ainsi, il n’est pas, en genéral, facile
d’atteindre cet optimum, dans de meilleurs délais, vu la complexité des données
et leur diversité. De ce fait, le nombre d’opérations dans cette succession peut
croitre trop rapidement avec le nombre de données, ce qui rentera vraiment le
solution recherchée, ou la solution est quasi-impossible, c’est ce qui est connu

par le nom d’explosion combinatoire.

De ces derniéres remarques découle toute une science, la complexité

algorithmique. Elle vise I’étude de I’espace-temps, utilisé en parcourant le
chemin menant a la solution désirée, en prenant comme référence les capacités
d’un calculateur, le plus performant. C’est ainsi qu’elle teste I’efficacité d’un
algorithme, qui ne peut étre utilisé pour résoudre un probléme que si la solution
est établie dans un espace-temps réalisable.

Méme si un algorithme n’est pas en général bien défini, mais tout
algorithme, objet d’étude de la complexité algorithmique, sera parfaitement
défini.

Soit & un probléme gu’on tente de résoudre par un algorithme efficace
(dont I’espace-temps utilisé est raisonnable), le fait qu’on ne connait pas celui-ci,
est-il d0 a notre incapacité de trouver un ou parce qu’un tel algorithme n’existe
pas dans la réalité. La complexité algorithmique ne peut toujours pas répondre a
cette question de facon certaine, cependant elle classe chaque probleme dans une
classe bien définie. Elle tranche sur la question que s’il existe un algorithme
efficace pour résoudre un probleme d’une classe donnée alors il existerait un
pour résoudre tous les problémes de celle-ci. Pour chaque algorithme il existe
donc deux types de complexité, la complexité spatiale et la complexité

temporelle.
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Instance : L’instance d’un probléme est la forme sous laquelle peuvent se
présenter les données de celui-ci. Les instances considérées par la complexité
algorithmique sont les plus mauvaises, autrement dit les instances utilisées pour
évaluer I’efficacité d’un algorithme sont celles ou les données sont trés grandes.

Dans tout ce qui suit, on sous entendra par instance le pire des cas.

2.1.2 Complexité algorithmique
2.1.2.1 Complexité spatiale d’un algorithme
C’est I’évaluation de I’espace mémoire utilisé pour I’exécution d’un algorithme
donné. Chaque algorithme a une complexité spatiale propre a lui.

Dans ce qui suit on ne s‘intéressera qu’a la complexité temporelle.

2.1.2.2 Complexité temporelle d’un algorithme

C’est la mesure faite sur le temps d’exécution, utile pour aboutir a la solution
avec I’algorithme, objet de I’étude. Celle-ci est spécifique a chaque algorithme.
Suivant cette derniére complexité, on distingue trois classes de problémes. Cette
classification est intiment liée avec I’existence ou non d’un algorithme efficace

résolvant ceux-ci.

2.1.2.3 La classe des problemes P

Un probléeme # est dit dans la classe P s’il existe un algorithme le résolvant dont

le temps d’execution de cet algorithme est borné par un polynéme, en la taille n

des données de . Autrement dit, un probléme ¥ P s’il existe un algorithme A
tel que 7 (1,(n))eo(q(n)), ot F(1,(n)) est le temps de résolution d’une instance
| du probléme .# par I’algorithme A et g(n) est un polynéme en n. P est dite la

classe des problémes polynomiaux.

2.1.2.4 La classe NP

Pour bien définir cette classe on aura besoin des définitions suivantes.
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2.1.2.5 Probléme de décision ou probleme de reconnaissance

Un probléme de décision est un probléme dont les deux seules réponses possibles
sont soit vraie soit faux.

La solution d’un probléme de reconnaissance est seulement vrai ou faux, une fois
que la réponse est obtenue (oui ou non) le probléme est alors résolu. Un
probleme de reconnaissance n’est pas, de ce fait un probleme d’optimisation
combinatoire mais, a tout probleme d’optimisation combinatoire on peut faire

associer un probléeme de reconnaissance en suivant la définition suivante.

Définition
Soit # le probleme d’optimisation combinatoire suivant :
Chercher le minimum s” €S de la fonction f définie sur S, ol S représente

I’ensemble des solutions réalisables.
Soit alors k un nombre, on défini le probléeme de reconnaissance associé a ce
probléme par ce qui suit.

Existe-t-il une solution 4eS tel que f(&)<k ? La réponse a cette question est

soit oui soit non, donc c’est le probleme de reconnaissance associé au probléeme

d’optimisation combinatoire 7 , défini ci-dessus.

Exemple :

Soient P un poset, .#(P) I’hypergraphe des intervalles maximaux dePet

le probleme de recherche d’un recouvrement minimum par sommets de ..

Données

Un hypergraphe .#'(P), des intervalles maximaux d’un posetP, k entier.

Question

Existe-il un recouvrement par sommets de .#’(P), de cardinalité au plus k ?

La réponse a cette question est oui ou non donc ceci est un probleme de décision.

Un probléme de décision est dit NP si et seulement si on peut vérifier en un

temps polynomial qu’une donnée est a réponse vrai.
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Remarque.

NP ne veut pas dire non polynomial, mais non déterministe polynomial.

Soient # et 2 deux problémes de décisions, D(#) et D(2) sont respectivement
les ensembles des données dezet2, on dira que # se transforme
polynomialement en 2 s’il existe une application f : D(#)— D(2) telle que :

i- vd e D(#) le temps de calcul de f(d)est borné par un polynéme en la taille
ded .

ii- dest une donnée a réponse positive de # si et seulement si f(d) est une

donnée a réponse positive de £, on note cette transformation XX 2.

2.1.2.6 La classe NP-complet.

Soit & un probleme de decision, on dira que

& e NP-complet si :

I-# e NP

ii-Tout probléme de reconnaissance appartenant a la classe NP se transforme

polynomialement a.7 .

Notons que P est la classe des problémes les plus faciles et NP-complet est la
classe des problemes les plus difficiles

Bien entendu, la classe P est incluse dans la classe NP mais NP < P reste une
conjecture redoutable, toujours ouverte. Celle-ci peut étre représenté dans la

représentation de la Figure 2.1.

Lacl NP
—Laclasse

Classe P

Classe
NP-complet

Problémes
non classés

Figure 2.1 : Conjecture P = NP
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La NP-complétude est une propriété trés importante du fait que, si on aurait un
algorithme polynomial pour un probleme NP-complet alors on aurait un pour
tous les problemes de la classe NP ce qui donnerait P = NP.

Montrer qu’un probléme est NP-complet est chose trés importante du fait qu’une
fois I’appartenance d’un probléme a la classe NP-complet est établie, I’existence
d’un algorithme polynomial résolvant celui-ci devient peu probable mais non

impossible.

Les algorithmes polynomiaux peuvent étre eux aussi classes en deux sous classes
suivant ce qui suit :

Etant donné un algorithme polynomial A résolvant un probleme # de taille n,
donc il existe un polyndme en n tel que le temps d'exécution de A est borné par
ce polyndme (autrement dit, 7 (1,(n))eo(n*), ou 7 (1,(n)) est le temps de
résolution de la plus grande instance | du probléeme # par I’algorithme A et
o(n*) est un polynoéme de degré k en n).

Les deux sous classes des algorithmes polynomiaux sont :

e Si k < 3alors l'algorithme est dit tres efficace (rapide) ;

e Les algorithmes sub-linéaires sont ceux dont la complexité est en
général en o(logn);
e Les algorithmes linéaires de complexité o(n)et ceux en complexité

de o(nlogn) sont considérés comme rapides ;

e Les algorithmes polynomiaux en o(nk) pour k >3 sont considérés

comme lents.

L’on s’accorde a dire que les algorithmes exponentiels (dont la complexité est
supérieure a tout polynéme en taille ndes données) sont impraticables dés que la

taille des données nest supérieure a quelques dizaines d’unités.
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Exemple de certains problemes NP-complets dans les hypergraphes

Dans [11], on trouve les démonstrations de la NP-complétude de la plupart des
problemes relatifs aux hypergraphes des intervalles maximaux des posets. On
peut citer principalement les problémes suivants :

Soit .#(P) un hypergraphe des intervalles maximaux d'un poset. Les problémes

qui suivent sont dans la classe NP-complet [11] :

-Le probléme de recherche d'un stable de cardinalité maximum dans .#'(P) ;
-Le probléeme de recherche d'un couplage de cardinalité maximum dans .#'(P) ;
-Le probléme de recherche d'un recouvrement par sommets de .#’(P) ;

-Le probléme de recherche d'un recouvrement par arétes de .#'(P).

Ces problémes sont polynomiaux dans la classe des hypergraphes des intervalles
maximaux des ordres d'intervalles. Cependant, le probléme de reconnaissance de
cette classe d’hypergraphes des intervalles maximaux reste toujours un probléme
ouvert. Nous donnons dans ce qui suit quelques éléments essentiel qui peuvent
servir pour une éventuelle élaboration d’un outil de reconnaissance de cette

classe d’hypergraphes.

2.2 Probléme de reconnaissance des hypergraphes des intervalles maximaux
d’un poset.

En se donnant un hypergraphe .# d’arétes {E,,E,,...E, }, le probleme de

reconnaissance associé a .#” peut s’énoncé dans ce qui suit :
Données : Un hypergraphe .#” d’arétes{E,,E,,....E, }.

Question : Existe-t-il un poset Ptel que a chaque aréte E. , avec i=1n

correspond un intervalle maximal dans P ? Autrement dit, existe-t-il une

bijection entre I’ensemble des arétes{E,,E,,...,E, Jet celui des intervalles

maximaux deP ?
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Exemple 2.1
Soit .#” I’hypergraphe défini par # = {{x,,%,,....% }, { E;,E, ,E, } JOUE, ={1,2,3},
E,={235}et E,={43}alors # est un.#'(P). En effet les intervalles

maximaux du poset P (Figure2.1) sont bien les arétes de ..

Figure 2.1 : Le poset P correspondant a (p)

Par ailleurs, si on considére I’hypergraphe.#” ={{x,,x,,%, }, {E,,E,,E; }}ou

E, ={12}, E,={2,3}et E,={3,1}, alors il n’existe aucun poset dontE, , E, et
E, sont ses intervalle maximaux, donc .# n’est pas un .%"'(P).

Avant de s’étaler sur les conditions nécessaires, nous tenons a signaler les deux
remarques suivantes :

Remarque 1

Soit . un hypergraphe. Le poset P dont les intervalles maximaux sont les arétes
de 4 n’est pas unique. En effet il suffit de faire une permutation entre les

éléments d’un méme intervalle ou changer I’ordre et on aura un autre poset. La

Figure 2.2 est une illustration de cette remarque. En effet , soit .#” I’hypergraphe

défini par # ={{12,3 4}, {{1 2,34}}}, alors # = #(P)=#(P")=4#(P").

®/ ®?

4 *3 ol

2 3 ®2 o4
1 o] ®3

P P’ P

Figure 2.2 : Les posets P et P correspondant a A’ = A'(P) = 4’ (P") = ' (P").
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Remarque 2

Soit .#" un hypergraphe. Si toutes les arétes de .# sont deux a deux disjointes,
alors . estun.#'(P).

En effet il suffit de placer les éléments de chaque aréte de .#”1’un au dessus de
I’autre et de former des chaines, disjointes. On obtient ainsi autant de chaines que
d’arétes de.#”. La somme disjointe de ces chaines donne un poset P dont les
sommets sont ceux de I’hypergraphe .# et ses intervalles maximaux sont les
arétes de ., c.a.d.# = #(P).

Les conditions nécessaires que doit satisfaire un hypergraphe .#" pour qu’il soit
un .#'(P) sont énoncées dans la Proposition 2.1.
Proposition 2.1(Conditions nécessaires).
Soit .#" un hypergraphe d’ensemble d’arétes {E,,E,,...E, }. Sil existe un poset
P tel que .# =.#'(P) alors :

1. Les arétes de . sont incomparables par inclusion.

2. Si E et E; sont deux arétes distinctes de 4 avec

xeE, xgE etyeE, ygE, et telles que E —{xj=E,—{y} alors il

n’existe aucune aréte de . contenant a la fois x et y.

Preuve
1. Supposons que .#  est un .#(P) et qu’il existe une arétes E, contenant une
autre aréte E, telles que E, = E, , comme % est un .#(P) donc toute aréte de

S est un intervalle maximal d’un poset P donc chaque aréte de .# contient a

la fois un eléments maximal et un élément minimal deP. Or E, est contenue
dans E; donc soit E; ne contient pas, a la fois d’élément minimal ou maximal,
contradiction car E; est un intervalle maximal de Pet E,cCE ; soit
E, contient a la fois un élément minimal et un élément maximal donc les

intervalles maximaux de P correspondants respectivement aux arétes E, et E,
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sont égaux donc E,; =E, contradiction car E; et E,_sont deux arétes distinctes
dans . .
2. Si de telles arétes existent dans .#”, alors x ety sont a priori des éléments

maximaux de P. Il vient que ; ou bien les deux arétes sont contenues dans I’aréte

contenant x ety contradiction d’apreés la premiére condition nécessaire ; ou bien
X ou y ne peut étre un élément maximal dans P, contradiction car E et E;sont

deux intervalles maximaux dans P.

2.2.3 Relations entre .#'(P) et la propriété de Helly

Soit . un hypergraphe. Il n’est pas nécessaire que . vérifie la propriété de
Helly pour étre un hypergraphe des intervalles maximaux d’un poset. En effet,
I”’hypergraphe défini par

H=({12,3,py, Py PG G G b {1 P10 121 P20 05,031 { Pey 05,23} ) estun

hypergraphe des intervalles maximaux du poset de la Figure 2.3.

@ J, G
1 3
P P2 Ps
Figure 2.3

Directive
Notons que si E;est une aréte d’un hypergraphe.#”, . la famille des arétes de
' intersectantes avec E;, alors pour que .# soit un #(P), alors il existe

relation entre le nombre| E; |, nombre |.#

et le nombre | E; ~ E;| pour toute aréte

E 7.

En effet, comme toutes les arétes de .#’ doivent correspondre a des intervalles

maximaux d’un poset, pour que % soit un .#(P), alors toute aréte E, telle
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que|E;|>2 doit avoir exactement deux éléments maximaux (un éléments

minimal et un éléments minimal). Or, si deux arétes de .# s’intersectent en aux

moins deux élément, alors forcement un de ces deux éléments doit étre dans

I’intérieur P . Cependant, si une aréte E;s’intersecte avec au moins % arétes

de .# avec |E;NE |22, {E; NE, = {E; NE, | et qu'il n"existe aucune aréte de
contenant {E; NE, | pour toute aréte E; s’intersectant avec E,, alors il devient

impossible de faire correspondre un intervalle maximal dans P pour I’aréte

E,sans créer une autre aréte .#". En effet, on a de faible chance de construire
I’intervalle maximal I, de P correspondant & I’aréte E,du fait que les éléments
de E; susceptibles d’étre les extrémités de I,, appartiennent a d’autres arétes, qui

ont des éléments maximaux différents de ceux de E,.

Une étude plus approfondie peut determiner cette relation peut étre une

caractérisation de la classe .#(P). L’exemple de la Figure 2.4 illustre cette

remarque, en effet il n’existe aucun poset a uniquement trois intervalles

maximaux correspondant aux arétes de la Figure 2.4.

4
i

Figure 2.4
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Chapitre 3 Ordre d’intervalles et stable de poids maximum.

Introduction

Nous abordons dans ce chapitre, la classe d’ordre d’intervalles, qui a été étudié
entre autres dans [8], [11], [12], [20], [23], [24], [27], [28], [35], [36], [40], [42]
et [48]. Cependant la classe des ordres d’intervalles trouve toute son utilité dans
la résolution et modélisation des problemes mathématiques en général et de la
recherche opérationnelle en particulier, ainsi on retrouve I’introduction de cet
ordre dans la modélisation des structures de préférences en aide multicritére a la
décision, en informatique,...etc. De ce fait, il suscite I’intérét de plusieurs
chercheurs. Entre autres, Douglas B. West s’est intéressé a la recherche d’un
recouvrement d’un poset par ordres d’intervalles [20], Fishburn [28] a caractérisé
cet ordre par la non existence d’un sous poset induit isomorphe a la somme
disjointe de deux chaines de longueur 2 par ailleurs I. Bouchemakh [11] s’est
intéressée a la propriété de Konig et duale de Kénig dans cet ordre et a d’autres
invariants. Notre apport pour cette classe de posets est de répertorier I’essentiel
des résultats existants dans la littérature concernant I’ordre d’intervalles puis
d’élaborer un algorithme polynomial pour la recherche du stable de poids

maximum dans I’hypergraphe .#'(P).
3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1

Un poset P est un poset d’intervalles si, a chaque élément v de P, on peut
associer un intervalle 1, de la droite réelle tel que, u <vdans P si et seulement si
I, est entierement a gauche del, . Autrement dit, P est d’intervalles s’il existe
une application bijective ¢ définie par: ¢:P — I(IR) qui associe a chaque
élément de P, un intervalle de la droite réelle IR de sorte que pour tout éléments
uetvde P:

u<vdansP < supg(u) < inf p(v).

Le poset P de la Figure 3.1 est un ordre d’intervalles par contre Q ne I’est pas
du fait qu’il n’existe aucune représentation de Q sur le plan par des intervalles de

la droite réelle.
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¢ € ! : n \ @) | #(b) | 4 |
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Figure 3.1 : Un poset P, d’intervalles et un poset Q, non d’intervalles.

Notons que tout sous poset induit d’un ordre d’intervalles est un ordre
d’intervalles, mais un sous poset d’un ordre qui n’est pas d’intervalles peut étre
un ordre d’intervalles. En fait, Capelle [13] prouve que tout poset se décompose
en union d’ordres d’intervalles et West [20] détermine son recouvrement par des
ordres d’intervalles.

L’ordre d’intervalles n’est pas toujours gradué (Figure 3.1), mais comme tout
ordre d’intervalles peut étre transformé en un autre ordre d’intervalles sur le
méme ensemble fini en additionnant ou en supprimant quelques relations entre
éléments, Doignon et Falmagne [19] prouvent que ces opérations élémentaires

rendent la famille de tous les ordres d’intervalles sur un ensemble fini gradué.

3.2 Caractérisations des ordres d’intervalles.
Il existe plusieurs caractérisations de cet ordre ([34], [29]) mais, nous ne citerons

que les plus connues d’entre elles. Parmi celles-ci on trouve une caractérisation
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avec les ensembles des prédécesseurs et des successeurs tandis que I’autre est

basée sur une configuration minimale interdite.

3.2.1 Caractérisation suivant les ensembles de prédécesseurs et successeurs.
Dans I’ordre d’intervalles, les ensembles de prédéecesseurs et de successeurs

possédent des propriétés remarquables.

Définition 3.2

Soit x un élément deP. L’ensemble des prédécesseurs préd(x) (resp.
successeurs Succ(x)) de x, est I’ensemble de tous les éléments dans P strictement
plus petits (resp. plus grands) que x. Autrement dit :

Succ(x)={yeP:x<y}et préd(x)={zeP:z<x}. P2 Ps

Exemple Ps
Soit P I’ordre d’intervalles, d’en face, On a: b b

Le poset P
préd(p;) = préd(ps) = ¢, préd(pz) = préd(pa)={py. p3. ps |, préd(ps ) = {py, p3}
etSucc(py) = Succ(p3) = {p2, P4, s}, Succ(ps) = {p2, p4 } Succ(py )= Succ(pg )= ¢.
On remarque dans cet exemple que le nombre d’ensembles de prédécesseurs
distincts est égal au nombre d’ensembles de successeurs distincts. De plus, ces
deux ensembles sont ordonnés par inclusion. Cette remarque n’est en fait, pas

seulement applicable qu’a cet exemple mais a tout autre ordre d’intervalles.

Proposition 3.1 [31].
Soit P un ordre d’intervalles. Les ensembles {préd(x): x e P} et {Succ(x): x € P}

ont la méme cardinalité.

Proposition 3.2 [45].

Soit P un ordre d’intervalles, alors les assertions suivantes sont equivalentes :
(1) Pestun ordre d’intervalles.

(2) La famille d’ensembles de prédécesseurs dans P est ordonnée lineairement

par inclusion.
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(3) La famille d’ensembles de successeurs dans P est ordonnee linéairement par

inclusion.

3.2.2 Caractérisation par des sous posets interdits

La caractérisation des ordres d’intervalles par la non existence d’un certain sous
poset induit est prouvée indépendamment par Fishburn [28] et Mirkin [39]. Bien
plus tard, une preuve trés simple, basée sur I’induction, est proposée par Balof et
Bogart [2].

Proposition 3.3 [2], [28]
P est un ordre d’intervalles si et seulement si P ne contient pas un sous poset
induit isomorphe a "2+2".
En d’autres termes, il n’existe pas quatre éléments a,b,cetd avec

a<b et c<dcomme seules relations de comparabilite entre ces éléments.

3.2.3 Caractérisation matricielle.

Pour chaque posetP, on définit un bloc par le couple (AB), oU
Vye B,3aumoinsun x € A telque y < xet

Vxe AJaumoinsun yeBtelque y<x. On convient que (Max(P),¢)
et(g,Min(P)) sont des blocs de P. Considérons maintenant tous les blocs
(A,BJ)Lj de P tels que les A;(respectivementB;) forment une partition de P.
On supposera toujours que les blocs de P sont ordonnés de facon que si
xe Aet xeBjalorsi<j. De ces notations découle une représentation dite la
représentation de P par des blocs qui est une 2x|1|=2x|J|matrice avec les

Ajdans la premiére ligne et les B, dans la seconde, comme le montre la Figure

32,
f d
: @by [d [ [0 4
| = o @ ({3 | b [{dn
b P a Les Blocs de P

Figure 3.2 : Représentation d’un poset par blocs.
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Une représentation matricielle d’un ordre P est une M(n,n) matrice, ou
n=[1|=|J|, d’éléments a;=|AB;|. La matrice Mest unique a une
permutation prés de ses lignes et colonnes. L'ordre prescrit précité des blocs
implique que a; ; = Otoute fois que i > jd’ou la stricte triangularité supérieure de
la matriceM , représentante de I’ordre P. La matriceM(P), ci-dessous,

représentant le posetP de la Figure 3.2 illustre cette représentation.

01010
00101
M(P)=|0 0 0 1 O
00001
00000

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ordre sans N soit un ordre
d’intervalles est résumée dans la Proposition 3.4.

Proposition 3.4 [3]

Soit P un ordre sans N.

P est un ordre d’intervalles si et seulement si M (P) n’a pas de zéro sur la super

diagonale, i.e m; ;9 =0 pour tout i =1,k -1.

3.3 Quelqgues invariants dans les ordres d’intervalles
3.3.1. Hauteur d’un ordre d’intervalles
Définition 3.3
Soit P un poset. Pour tout élément u e P est associé un invariant, appelé hauteur
de u, noté h(u), correspondant a la cardinalité maximum d’une chaine deP
ayant u comme élément maximal.
La hauteur de P ,n(p) est donc définie parh(P)= Max{h(u):ueP}.
Dans I’exemple de la Figure 3.2 ona h(f)=4, h(a)=h(b)=0et h(P)=4.
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3.3.2. Dimension d’un ordre d’intervalles
Soient P, Q deux posets surX, on dira que Pest une extension de Qsi
Q c P.Un ordre linéaire L sur un ensemble X sera dit une extension linéaire

d’un autre ordre P sur le méme ensemble Xsi PcL. Une famille
n

7 d’extensions linéaires de P est appelée famille génératrice de P si P=nA
1=

aveCA, e 7 Vi=1n. Autrement dit, 7 est une famille génératrice de P si

Vxe X, Vye X, x<ydans Psietseulementsi x<y pour toutA .7 .

Définition 3.4
Soit P un poset, la dimension deP, notée d(P)est la cardinalité minimum d’une

famille génératrice deP.

Proposition 3.5 [30]

Soit P un ordre d’intervalles a n sommets. La dimension maximum d’un ordre

d’intervalles P vérified(P)=loglogn + 6 + o(l)j logloglogn.

3.3.3. Nombre chromatique d’un ordre d’intervalles
Définition 3.5
Soit P un ordre d’intervalles, et soit C={c,,c,,...c,} un ensemble de k

couleurs. Une coloration des sommets de P est une application définie par :
c: X —>C
X+ Cj

telle que, deux sommets comparables deP, ont deux couleurs différentes. Le
nombre minimum de couleurs utilisées pour colorier les sommets de P est appelé
nombre chromatique de P . Plusieurs travaux ont été réalisés sur la coloration des

sommets d’un ordre d’intervalles [30].

Théoréme 3.1 [27]
Soit P un ordre d’intervalle, alors »(P)<2+log,(h(P)) ou x(P) est le

nombre chromatique et h( P ) est la hauteur de P .
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3.4. Complexité algorithmique dans les ordres d’intervalles

3.4.1 Probléme de reconnaissance d’un ordre d’intervalles.
L’un des problemes centraux de I’optimisation combinatoire et de la complexité
algorithmique est le probleme de reconnaissance. Dans [24] on trouve une étude
du probléeme de reconnaissance de la classe des ordres d’intervalles. Stefan
Felsner et all, ont montré que si on se donne un poset P quelconque alors

reconnaitre que Pest d’ordre d’intervalles ou non requiert une complexité

n .
d’ordre [Zj_l ou n est le nombre des sommets.

3.4.2 Complexité relatives aux principaux problémes d’optimisation
combinatoire dans les ordres d’intervalles

Dans [10] on trouve des algorithmes polynomiaux de recherche des invariants

a,1, 7, p etodans I’hypergraphe .#(P) lorsque P est un ordre d’intervalles.

Proposition 3.6 [10]

Soit P un ordre d’intervalles alors la détermination des invariants de .#'(P) est

de complexité polynomiale.

3.5 Propriétés de Konig et duale de Konig dans I’hypergraphe .#(P)ou P est
un ordre d’intervalles.

L’hypergraphe .#’(P) posséde la propriété de Konig. La preuve est algorithmique
et met en évidence un algorithme polynomial. Celui-ci opere en deux phases :
une phase primale donnant le couplage de cardinalit¢é maximum et une phase

duale donnant un recouvrement minimum par sommets.

Théoréme 3.3 [11]

Si P est un ordre d’intervalles, alors .#(P) a la propriété de Konig, autrement
dit, o(A (P))=(#(P))

Dans la méme classe d’hypergraphes, on prouve la propriété duale de Konig.

dans [11], deux preuves sont établies pour ce résultat: L’une se base sur la
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normalité¢ de I’hypergraphe .#*, caractérisée par la perfection du graphe

représentatif des arétes de(,%’*(P)) et la réalisation de la propriété de Helly par

" (P). L’autre preuve est algorithmique : Gréace a I’algorithme des parenthéses,
un stable de cardinalité maximum et un recouvrement minimum par arétes de

méme cardinalité sont déterminés.

Théoréme 3.4 [11]

Si P est un ordre d’intervalles alors.#’(P) a la propriété duale de Konig,

autrement dit , )
a( A (P)) = p(-H(P))

3.5 Stable de poids maximum dans I’hypergraphe .#’(P)ou Pest un ordre
d’intervalles.
3.5.1 Définitions

Le stable est I'un des grands problémes fondamentaux de I’optimisation
combinatoire, méme si son origine remonte a trés loin, vu son vaste champ
d’application, I’on s’accorde de dire que le plus vieux probleme, du point de vu
de I’optimisation combinatoire, du stable est celui de la disposition des dames
sur un échiquier [4]. Cette notion se trouve aussi dans les posets et c’est dans ces
derniers que notre étude de cette notion est faite et ceci en considérant un ordre
d’intervalles.

Notons par :

Int(P)={x e P:x n'est ni un élément maximal, ni un élément minimal dans P}

et par . # et » respectivement I’ensemble des éléments maximaux et minimaux

de P.

Lemme 3.1 [11]
Si P est un ordre d’intervalles et S un stable dans I’hypergraphe.#(P),

alors Int(P) contient au plus un élément de§ .

Preuve.
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Soient p,,...p, les éléments minimaux de P ol r(p,)<..<r(p,) et soient
q,,... 0, les éléments maximaux de P ou I(g,)<..<I(qg,), ou r(p)est la borne
supérieure le I’intervalle p et I(p)sa borne inférieure.

Tout élément v de Int(P) vérifie r(p,)<I(v)<r(v)<I(g,)et donc appartient a
Iintervalle[p,,q, ] de P. Par suite, I’existence de deux éléments de S dans Int(P)
signifie I’existence de deux éléments de S dans un méme intervalle [p,,q,] deP,

ce qui est absurde.

L’ algorithme proposé dans [11], utilise le Lemme 3.1. Il détermine en méme
temps un stable et un recouvrement par intervalles de méme taille ce qui assure
leur optimalité. D’abord, cet algorithme construit une famille d’arétes de.#’(P) et
un ensemble stable de méme taille. Si ces arétes couvrent tous les eléments de P,
alors on obtient un stable maximum et un recouvrement minimum par intervalles.
Sinon, on rajoute a cette famille d’arétes et au stable précédemment définis,

respectivement I’aréte [ p,,q, | ou un sommet convenablement choisi de Int(P).

C’est cette idée, qui sera exploitée lors de I’élaboration de notre algorithme de
recherche du stable de poids maximum.

Si P est un ordre d’intervalles, affectons a chacun de ses sommets, un poids réel

c(x) et a chacun de ses sous-ensembles de sommets Q le poids ¢(Q)= ZQ c(x).
Xe

On peut supposer sans perte de généralité que tous les poids sont positifs et que
P est sans sommets isoles.

Bien évidement, un stable de cardinalité maximum n’est autre qu’un stable de
poids maximum lorsque tous les sommets ont le méme poids. Il est donc naturel
de s’intéresser a la recherche d’un algorithme donnant un stable de poids
maximum qui n’est ni unique, ni de cardinalité maximum en général, mais qui
géneralise le concept de stable de cardinalité maximum. Le probleme du stable
de poids maximum dans.#’(P) peut se formuler sous forme de programme

linéaire, en variables bivalentes de{0,1}. Soit X ={x,,X,,..., x,} I’ensemble des

sommets de poids respectifs {c(x,),c(x,)....c(x,)}d’un ordre d’intervallesP, 7
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la famille de ses intervalles maximaux et X = (X(x,), X(x,),..., X(x, )) le vecteur

représentatif d’un stable.
Le programme linéaire associé au probléme du stable de poids maximum peut

étre formulé comme suit :

X (x,)e {0,1}

Soit Q un sous poset induit deP .
Notons par Com,(x) I’ensemble des éléments maximaux ou minimaux deQ
comparables ax.
Comy,(X)={yeQn.# :x<yjulyeQrm:y<x}.
Pour un sous-ensemble de sommets A de Q on pose :

Com, (A)= XKEJAC0mQ(X).

Soit f I’application définie de P dans IR par :

fo (x) = c(x) - c(Com (x)).

et f, larestrictionde fa Q, c’estadire

fo (%)= c(x)—c(Comyg (x)).

Soient P un ordre d’intervalles, S un stable dans P et P le sous poset de P induit

par I’ensemble des éléments maximaux et minimaux de P .

Définition 3.6

Si y estunélémentde P et y ¢S, nous dirons que y est un sommet augmentant
pour S, si f,(y)>0.

Un sommet y est parfaitement augmentant pour S s’il est augmentant et s’il
existe un sommet z dans S tel quey e Com,(z)et f.(z)<0.

Si x est un élément de S, nous dirons que x est un sommet diminuant pour S, si
f.(x)<0.
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Si x est un élément de S, nous dirons que x est un sommet parfaitement

diminuant pour S, si f.(x)<0et f.(y)<0 pourtout y e Com, (x).

Lemme 3.2

Soit P un ordre d’intervalles et S un stable de poids maximum dans.#’(P). Si x
est un élément de S, alors une et une seule des deux assertions est vraie.
1 fo(x)>0.

2 f.(x)<0et f(y)<OpourtoutyeCom,(x), x est parfaitement diminuant.

Preuve : Par I’absurde.

Supposons qu’aucun des deux cas ne se présente, alors f,.(x)<0 et f,(y)>0pour
un certainy e Com,(x). Donc il existe un sommety e Com,(x) tel que f,(y)>0.
En ajoutant ya S et en supprimantComg(y) dans S on augmentera le poids de S

donc S n’est pas un stable de poids maximum. Contradiction.

Exemple
On voit bien dans la Figure 3.4 que le stable de poids maximum est

S={a, c, e}et que I’assertion 1 du Lemme 3.5 a lieu pour le sommet e, tandis

que la deuxiéme assertion a lieu pour les sommets aet c.

(b,5) (d,2) (f, 1)

(@ 3)(c2) (e 8
Figure 3.4

Dans ce qui suit, nous proposons un algorithme qui détermine un stable de poids

maximum de.#’(P). 1l est constitué de deux phases. Dans la premiére phase, nous

exhibons un stable de poids maximum du sous poset induit par les éléments

minimaux et maximaux de PdoncP’' = .4 U e .

Dans la deuxieme phase, nous essayons d’améliorer le poids de cet ensemble par

le rajout d’un unique élément de Int(P) a ce stable et la suppression des éléments
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qui lui sont comparables et ceci en se basant sur les resultats déja énoncés
(Lemme 3.1 et le Lemme 3.2).
Soit S le stable de .#(P) tel quec(S) = Max{c(- # ), c(sm)}.

Nous supposons sans perte de généralité que P est connexe.

3.5.2 Algorithme de recherche du stable de poids maximum dans.#'(P)

Phase 1 :

L poser sl si Max (c(-#),c(m)) = c(.4);
m Sl Max(c(,/il ), C(m))= C(m).

2. Pour tout x dansS, calculer f,.(x).

3. Poser Y, = {xeS: f..(x)<0}.

4 SiY, = ¢ alleren phase 2.
" |Sinon, soient x,,x,,...,x, lesélémentsdeY, ot f,.(x,)<...< fo.(x ) <0

5. Tantque i <ket f,(y)<0 pour touty e Com, (x;), fairei =i+1,

6. Sii=k et f,(y)<0 pour tout y e Com,(x), aller en Phase 2, sinon aller
en’.

7. Posers=SuA-Com,(A)ou A={yeCom,(x): fs(y)>0}.

Alleren 2.

8. Tant qu’il existe un sommet z dans P’ tels que Coms(z)=¢, ajouter z aS.

Phase 2: Poser c¢(¢)=0, Y, ={y e Int(P)tel que f.(y)> 0}.

1. Si Y2=¢ alors S est un stable de poids maximum. Sinon aller en 2.

2. YyeY,poser A, ={xe{ M Um}-S:xIly,Comg,, con i, {X} = petc(x>0)j aller
en 3.

3.SiVyeY, A =¢,s0it y,un élément de Y, tel que f;(y,)=Max{fs(y):yeY,},
poser S =Sul{y,}-Com(y,), S estun stable de poids maximum. Sinon soit

y,un élément de Y, tel que Max(f,(y,)c(y,)+c(A, )= ng(fs(y),c(y)Jr c(A,)),
YEY2

poser S=Suly,juA, —Comg(y,), Sestun stable de poids maximum.

Fin.
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Organigramme de I’algorithme.

Organigramme de la phase 1

Poser . _ {// si Max (c(-#),c(m))=c(-#);
m SI Max (C(// ), C(mf)) = C(m )

LI

oui

Pour tout X dans S , calculer fp.(x)
v
Poser Y, = {xeS: f,.(x)<0f.

Aller en phase 2. |4

Oui non Soitx;, X,,...,X, dans Y,
OU f, (x)<...< fy(x,) <O

non

fs(y)<o0
vy e Com,(x,)

«—] i=i+l

A
Il
H

non

S =SuUA—Com(A) A={yeCom,(x): fs(y)>0}

A

Organigramme de la phase 2

c(4)=0 et Y, ={y € Int(P)tel que f,(y)> 0},

oul Y2=¢ non

A4

S stable de poids maximum #(P) .

A

4

A

A\ 4

VyeYy POSEr vy eY, poser A, = {x € fll Umt—S: X/ y,COMe. o v cnixt=detc(x>0),

oui

4

A
Yo €Y, tel que fs(yo): Max{fs(Y)iyéYz}.

v

S=S U{yo}—ComS (yo) '

Y €Y, tel que Max(f (yo ) c(y,) + c(A,, )= I\y/IEzYax{ fo(y) ey + c(Ay)}.

v

S=S u{yo}u AyO —Comg (yo)
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Exemple

Soit P le poset, pondéré de la Figure 3.5.

(c,2) (d12) (h,10) (k, 3)

e ob oo
\‘ | ‘w(m) |
| } oAd) a

o) e, A9 | o
(W ) N (\ N
} 20 ‘

(a, 4) (e,21) (i,6) (1,-2) (m,1)

Figure 3.5
Phase 1

Le sous poset induit par les éléments minimaux et maximaux de P est le poset
P" de la Figure 3.6

(c,2) (d,12) (h,10) (k,3)

(a, 4) (e, 21) (i, 6)

Figure. 3.6

On a ¢(S)= Max((c(a)+c(e)+c(i)),(c(c)+c(d)+c(h)+c(k)))

= Max((4 +21+6),(2+12+10 +3)) = Max(31,27) = 31
donc le stable d’initialisation de I’algorithme est S ={a,e,i}, de poids 31.
Calcul des f_(x) pour tout x dans S .
f(@a)=4-(2+12+10+3)=4-27=-23<0.
fo(e)=21-(2+10+3)=21-15=6>0.
f(i)=6-(2+12+10+3)=6-27=-25<0.
On voit bien que f, (a)<O0et f_(i)<0donc les sommets aet i sont susceptibles

de sortir du stable de départ (sommets diminuants). Du Lemme 3.2 ces sommets
resteront dans le stable de départ si et seulement si ils sont parfaitement

diminuants, pour ceci calculons les f,(y) vy e P'-S.
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f.(c)=2-(4+21+6)=4-31=-27<0;
f.(d)=12-(4+6)=12-10=2>0 ;
fo(h)=10-(4+21+6)=10-31=-21<0 ;
fi(k)=3-(4+21+6)=3-31=-28<0.

De ces calculs on constate que le sommet d est parfaitement augmentant des
sommets diminuants a et i (non parfaitement, sinon il resteront dans le stable de

départ) dont d appartient & Com,,.(a)et Com,.(i), ce qui fait que d rentre dans le
stable de départ. Le nouveau stable est
S=Sud-Com,(d)={a,eiju{d}-{a,i}={e,d}et ¢(S)=21+12=33.

Considérons maintenant le nouveau stable de départ S ={e,d}et faisant une

deuxiéme itération de la phase 1.

Calcul des f_.(x)pour tout x danss.

fo(e)=21-(2+10+3)=21-15=6>0 ;

f.(d)=12-(4+6)=12-10=2>0.

Il est bien clair de ces deux sommets resterons dans le stable de départ, d’apres le
Lemme 3.2.

Calculons les f,(y) Yy e P -S.

f(a)=4-12=-8<0;

f(c)=2-21=-19<0 ;

f.(i)=6-12=-6<0 ;

f.(h)=10-21=-11<0 ;

f(k)=3-21=-18<0.

Des deux derniers calculs, vient que tous les sommets du stable de départ sont
parfaitement augmentant donc aucun d’eux ne sortira du stable de départ et que

tous les sommets de P* — S sont parfaitement diminuant donc aucun d’eux ne peut

étre injecté dans le stable de départ d’ou vient I’optimalité de ce dernier.
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Le poset P de départ contient des sommets isolés donc on ajoute au stable de
départ les sommets isolés dont le poids est positif ce qui
donnesS ={e,d}u{m}={e,d, m}.

Phase 2

Appliquant maintenant la deuxiéme phase, c.a.d cherchons a améliorer le stable

de départ par I’ajout d’un seul sommet de Int(P) (Lemme 3.1), pour ceci
calculons f,(y) vy e Int(P)
fi(b)=7-(21)=-14<0;

On a Y, ={f,jletf,(j)=2=Max{l,2}= Max{f,(y):y e Int(P)}donc j est le
sommet donnant la plus grande amélioration pour le stable de départ donc le

stable de poids maximum est :
S=Su{j}-Com(j)={e.d,m}u{j}-¢=1{e,d,m, jlet c(S)=12+21+2+1=36.

Justification de I’algorithme

Phase 1

Comme le poset Pest fini alors I’ensemble des éléments minimums et
maximums est fini. La phase 1 s’itére donc sur un ensemble fini d’éléments et les

étape de 2 a 7 finissent I’algorithme (vue le Lemme 3.2) au cours d’au plus |S |

itérations, ou S =

Al|ou S =|m|,leou est exclusif.,

Phase 2

Le Lemme 3.1 réduit la deuxieme phase a une seule itération, donc la finitude de
cette phase découle directement  de celle de I’ensemble
Int(P)={xeP:xg . m}.

La finitude du poset P, de la premiére phase et de la deuxieme phase entraine la

finitude de I’algorithme.
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L’optimalité de la solution

L’optimalité de la solution provient du Lemme 3.1 et du Lemme 3.2.

Complexité de I’algorithme
Phase 1

L’étapel, requiert un temps d’exécution d’ordreo(nz), en effet I’exécution de

2
cette étape néecessite au plus nTopérations élémentaires du fait qu’il s’agit d’une

comparaison des élements de P pour construire le sous poset induit par les
éléments maximaux et minimaux de P .

L’étape2 est constituée d’au plus n*additions, nsoustractions et n> comparaisons
donc requiert un temps d’exécution d’ordre o(nz).

Les étapes 3 et 4 sont constituées chacune de ncomparaisons donc sont
d’ordreo(n).

L’étape 5 est linéaire.

L’étape 6 consiste en le calcul des f.(y) qui nécessite un temps d’ordre o(n)

pour chague y e Com,,(x,)ol x, €Y, et en la comparaison de ces f.(y) avec 0 qui
demande un temps d’ordreo(n). Pour chaque i=1k avec k =|v,|requiert un

temps d’ordre o(n) donc la boucle requiert un ordre o(n? ).
L’étape 7 est d’un ordreo(n?).
L’etape 8 est linéaire.

Par conséquent la phase 1 est d’ordre o(n?).

Phase 2
La phase est constituée d’une seule itération.

La phase 2 est uno(n?).

L’algorithme est un algorithme polynomial d’ordreo(n3).
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Nous avons implémenté cet algorithme sur un ordinateur Pentium 1V, 3 GHZ,
256Mo de mémoire vive (RAM), sur un poset a 70 sommets, le temps

d’exécution est de moins d’une seconde.

50



Chapitre 4

Ordre de trapézes et propriété duale de Konig

Sommaire
4-1-Définitions préliminaires 55
4-2 Conditions nécessaires 59

4-3 Configuration minimales interdites
dans les ordres de trapezes 61
4-4 Ordre de trapézes et ordres d’intervalles 62

4-5 Ordre de trapézes et propriété duale de Konig 64




Chapitre 4 Ordre de trapezes et propriété duale de Konig

Introduction

Nous abordons dans ce présent chapitre une autre classe de posets, appelée ordre
de trapezes. Celle-ci contient plusieurs autres ordres comme I’ordre des
intervalles, I’ordre des triangles...etc. L’ordre de trapezes est introduit dans la
modélisation des problemes de recherche opérationnelle: Nous citons la
modélisation des structures de préférences, la gestion des stocks,...etc. Elle a été
également étudiée dans [1], [7], [25], [26], [32], [33], [37], [43], [44] et [46].
L’etude faite ici est toute autre, nous nous proposons de verifier la propriété
duale de Konig pour les hypergraphes des intervalles maximaux d’un ordre de
trapézes.

Nous commencgons ce chapitre par des notions fondamentales relatives a cet
ordre. Nous tacherons de donner les configurations minimales interdites, les plus
connues, dans cet ordre ainsi que les relations d’inclusions avec les autres
classes de posets. Nous arrivons ensuite a I’objectif de ce chapitre, pour établir la

propriété duale de Konig pour cette classe de posets.
4.1 Définitions préliminaires

4.1.10rdres de trapézes

4.1.1.1 Définitions
Soit P un poset. On dit que P est un ordre de trapézes s’il existe une application
¢ définie par :
o X->T

X—T,
telle que x <y si et seulement si tous les points du trapéze T, sont complétement
a gauche de ceux du trapezeT, .
Autrement dit, un poset P est dit un ordre de trapezes s’il existe dans le plan
deux droites horizontales et paralleles, appelées les lignes de bases, telles qu’on

peut associer a tout x e P un trapéze T, dont chacune des deux bases est sur I’'une
des deux lignes de bases, de sorte que x < ysi et seulement si T, N\ T, = get tous

les points du trapeze T, sont situés complétement a gauche de ceux du trapeze T, .
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Une représentation propre est une représentation dans lagquelle aucun trapéze

n’est proprement contenu dans un autre.

Une représentation uniforme est une représentation ou tous les trapézes ont une

méme aire.

Une représentation parallélogramme est une représentation ou la base supérieure
et la base inférieure de chaque trapéze ont une méme longueur c-a-d chaque

trapéze est un parallélogramme.

De méme, une représentation parallélogramme propre est une représentation
parallélogramme ou aucun parallélogramme n’est proprement contenu dans un

autre.

Une représentation parallélogramme uniforme est une représentation

parallélogramme ou tous les parallélogrammes ont une méme aire.
Pour plus de détails sur ces définitions voir [6] et [46].

Définition

Soit Pun poset. Un ordre des rectangles est un ordre de trapezes avec une
représentation par rectangles. Un tel ordre est un ordre d’intervalles quand les
deux droites horizontales paralléles, dites lignes de bases, se confondent.

Il est bien évident que les propriétés de la définition 1 (propre, uniforme)
s’appliquent de fagon directe a I’ordre des rectangles en changeant trapéze par

rectangle.

Les Figures 4.1,, 4.1,, 4.1., 4.14, ci-dessous, illustrent quelques une de ces

derniéres définitions.
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Représentation propre de I’ordre des trapezes Q

wh
10
]
i
b 13
We "3
TE
i B 8
- i g 1
- >
Figure 4.1,
Représentation de I’ordre des rectangles L
—] -
6 7 A
5 E— 234 1 o, A
4 ~— |
. — 7 Ordre d’intervalles associé
3 s Wi a I’ordre des rectangles L
( 2 [ 4 5 6
2 0l r
L — =
1 >
>

Figure 4.1,
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Représentation uniforme de I’ordre des trapezes M

Figure 4.14

Signalons qu’un ordre d’intervalles est un ordre de trapezes mais un ordre de
trapézes peut ne pas étre un ordre d’intervalles, comme le montre la Figure 4.2,
ci-dessous. En effet, le posetP, de ladite Figure est une configuration interdite

dans les ordres d’intervalles tandis qu’il est un ordre de trapézes.

Figure 4.2

Chaque trapéze T, définit deux intervalles, un sur chacune des lignes de bases,
déterminés par I’intersection du trapeze T avec les linges de bases. Nous

appelons intervalle supérieur, I’intervalle déterminé par I’intersection du trapéze

T, avec la ligne de base supérieure, qu’on note I, (x) et intervalle inférieur celui
déterminé par I’intersection du trapéze T avec la ligne de base inférieure, il est

or (X)-

noté .

L’ensemble des intervalles supérieurs {|sup(X)ZXEX} et I’ensemble des

intervalles inférieurs {l,.(x): x e X }définissent deux ordres d’intervalles sur

I’ensemble X et T, <T (dans I’ordre de trapezes) si et seulement si
Lo (X) <sup T (¥) €t 1ie (X) <ire s (¥). Comme cette derniére condition n’est autre

que la définition de I’intersection de deux ordres d’intervalles alors, un ordre de
trapézes est une intersection de deux ordres d’intervalles de dimension au plus 2,

voir définition 3.4 du chapitre 3 pour la dimension d’un ordre d’intervalle.
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Notons qu’un méme ordre de trapezes peut avoir plusieurs représentations,

Figure 4.3.

Figure 4.3

4.1.2 Graphes de trapézes.
4.1.2.1 Définition

Soient D, et D,deux droites paralléles du plan IR?, V un ensemble non vide et
I, ={l,:xeV}, I,={3, :xeV} deux familles d’intervalles de
D, et D, respectivement.

Pour tout x eV les deux intervalles I, et J, definissent un trapéze T, en

considérant la couverture convexe de 1, U J, dansIR?.

Un graphe non orienté G = (V,E) sera dit un graphe de trapézes si pour tout
sommet x eV on peut associer un trapeze T, de sorte que :

(x,y) € E si et seulement siTy N T, = 4.

4.1.2.2 Quelques propriétés des graphes de trapézes
1) Un graphe de trapezes est un graphe de co-comparabilité des ordres
de trapezes mais pas necessairement de comparabilité [17].
2) Tout sous graphe d’un graphe de trapézes est un graphe de trapezes
[14]
3) La classe des graphes de trapézes ne contient pas de C et C, pour

n>5[17].

4) Les chaines P, et leurs complémentaires P, sont de trapezes pour

tout n >1[44].
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Comme il a été définit dans [17], a tout graphe de trapézes on peut associer un

ordre de trapézes.
4.2 Conditions nécessaires

Il existe plusieurs conditions nécessaires pour g’un ordre soit de trapézes nous

donnons ici, certaines d’entre elles.

Proposition 4.1 [44]

Soit P un ordre de trapezes. Alors si a,,a,,a,,a,,as,a, sont des eléments de P,
deux a deux distincts, tels que :
(a, <a,)(a; <a,)(a; <a,) (a5 <a,)(as <a;).(a, <a;).(a, /2, )et(a, //a;),

alors on a : (a3 < ag).

Proposition 4.2 [44]

Soit P un ordre de trapézes. Soient alors a,,a,,a;,a,,a:,a,,3;,a,,8; des
éléments de P, deux a deux distincts, tels que :

(a, <a,)(a; <a,).(a; <a,).(a; <a,)(as <25 ).(a; <a;)(a; <a;).(a, <a;).(a, // a,),
(a, /1 a,),(a, 1 a;).(a, Il a,),(a, I/ a, )et(a, // a,),alorsona:

(a, <a,)et (a, <ay)
De la transitivité de < et des conditions sur les sommets a, ,i =1,8 citées dans la

proposition 4.2 on aurait : a, ¢ a, et a, « a,car sinon :
> a, <3y <a, <a, = a, <a,. Contradiction du fait quea, //a,.

> a, <a;<a, <a, = a, <a,.Contradiction du fait quea, // a,.

La proposition qui suit, donne une condition nécessaire sur 2nsommets qui

généralise les deux propositions 4.1 et 4.2.

Proposition 4.3 [44]

Si Pest un ordre de trapézes, alors :

V a,,i=1,2n des sommets de P, deux a deux distincts, tels que :
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ea,  <a,Vi=ln-1
(@){®ay.; <a,, Vi=1n-let (B)
ea, <a,eta <a,,

03, /la, ., Vi=ln-2et Vk=i+1n-1
°a, ,/la, Vi=0,n-3et Vk=i+2,n-1

ona: (5)a,,<a, Vi=1L,n-2.

Proposition 4.4 [44]

Soit P un ordre de trapezes, alors :
v a,b,c,d,e f,g,h,i, des sommets de X , deux a deux distincts, tels que :

(a<b<c)(e<f<g)lb<d)(f<d)a<h)(e<h)a<i)le<i)arne)asng)lbsh),
(o/1),(c/le),(ch)(d/n)(d/i)(finh),(fHi),(d«c)et(d«g),
alorsona (h//i)

De la transitivité de < et des conditions de la proposition 4.4 précédente on

aurait :

(all £),(bie), (bl £),(blig),(cl £),(clg).(clli),(g/h) et (g/i)-

Proposition 4.5 [17]
Soit P un ordre de trapézes sur un ensemble fini non vide X alors :

Vv a,b,c,d,e, f,g,h,i des sommets de X , deux a deux distincts tels que :

(a<b<c)e<f<g)b<d)(f<d)(a<h)(e<h)(h<i) (ale)(alg)b/h)
(o/1i),(cie) (cih),(d/irh),(d/i),(f/h), (f/i), (d«c)et(d «g),
ona (f <i)

4.3 Configuration minimales interdites dans les ordres de trapezes
Nous exposons dans ce qui suit des configurations minimales interdites dans les
ordres de trapézes. Si Pest un ordre de trapezes alors il n’admet aucune des

configurations de la Figure 4.4.

La configuration A, nous servira d’élément essentiel pour la démonstration d’une

grande partie de la propriété duale de Konig, qui est I’objectif assigné a ce

chapitre et notre apport a cette classe de posets.
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Des propositions 4.1, 4.3, 4.4 et 4.5 on déduit que si P est un ordre de trapezes,

alors le poset P n’admet pas de sous poset induit isomorphe aux configurations

minimales A, Vi=1,3 et A, pour tout i >3, de la Figure 4.4,

a e a e a e
h h h
b f b f b f
1 1
c g c g c g
d d d
Al A2 A3

a, a, dg a, a, ag ag ayg Qyig Ay, Ay

Figure 4.4 : configurations minimales interdites dans un poset de trapezes.

4.4 Ordre de trapézes et ordres d’intervalles
Comme mentionné au début de ce chapitre un fort lien existe entre I’ordre des

trapézes et celui d’intervalles en dépit du lien d’inclusion déja cité.

En effet, a tout ordre de trapézes(P,< ) défini par deux droites paralléles
horizontales D, et D, (lignes de bases de I’ordre P ) on peut associer deux ordres

d’intervalles (P,<sup) et(P,<,;). Ceux-ci sont définis respectivement par

I’intersection du trapéze T,avec la ligne de base superieure, donnant les

intervalles 1, (x) pour tout x < P et par I"intersection du trapéze T, avec la ligne

de base inférieure, donnant les intervalles I, .(x) pour toutx e P. Cependant tout

ordre de trapézes peut étre défini par la connaissance des deux ordres

d’intervalles qui lui sont associés et inversement, par ce qui suit :
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T, <T, < |Sup(x)<sup L ()&t L (X) < Lt ()
( (

sup X)//sup sup y) et I|nf X)//inf I|nf y)’
ou
sup (X) //sup sup y)SEJI inf (X) <inf I inf (y)'
T NTy <31, (x) );

(
( )<aw sup(
(

La Figure 4.5, et 4.5, donnent la représentation graphique de ces deux
équivalences, qui n’est pas unique du fait de la non unicité de la représentation

graphique d’un ordre de trapézes.

Isup (a) <lgyp (b)

Lot (@) < 1ie (b) > D,

Figure45, 1T, <T,

I'sup (a)// I'sup (b) F'sup (a)// I'sup (b) Tsup (a)< Tsup (b) I'sup (b) < sy (a) Tsup (a)< Tsup (b)

N B
b b b \ k\ i

Lot (@)1 1506 (b) ot (@) < Vg () 11 (2) 71156 (b) ling (2) < 1 (0) 1 (0) < 11 (2) ?

Figure 4.5b T T

4.5 Ordre de trapézes et propriété duale de Konig

Avant d’entamer I’étude de la propriété duale de Konig, rappelons quelques
définitions et propriétés, élémentaires a cet objectif.

Soit P un ordre de trapézes fini non vide et .#'(P) I’hypergraphe des intervalles

maximaux de P. Comme défini dans le premier chapitre graphe représentatif du
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dual .#"*(P) est L(J/’*(P)):[P,EL Jde I’hypergraphe .#'(P)est défini sur

[,7/'* (P )]

I’ensemble des sommets de P par :

(x,y)eE , . . :3 unintervalle | dans P telque xelet yel.
L(.//’ (P))

La Figure 4.6, ci-dessous montre un poset P (non forcement de trapezes) et

son L(#”(P)).

2@ 5 11

1 6 10

P 4
L)

Figure 4.6 : le poset P et le L(J/}*(P))associé.

Nous donnerons dans ce qui suit une démonstration de la validité de la propriété
duale de Konig dans la classe des ordres de trapézes. Cette démonstration est

constituée de deux parties. Dans la premiere partie, nous établissons la normalité
de .# (P)par la perfection du graphe représentatif des arétes de .# (P),
L(J(’*(P)), tandis que la deuxieme partie sera réservee a la vérification de la

propriété de Helly.

Partie |

Nous traiterons donc dans cette premiere partie de ce qui est de la perfection du
graphe représentatif des arétes de.#" (P), L(J(’*(P)). Pour établir cette perfection
nous utiliserons le théoréme fort des graphes parfaits, énoncé dans le chapitre 1
qui stipule que tout graphe de Berge est parfait [15].

Rappelons qu’un graphe est de Berge si et seulement si il n’admet ni de trou ni

d’anti-trou impairs de longueur>5.
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Le choix de I'utilisation de cette caractérisation des graphes parfaits pour montrer
que L(J{’*(P)) est parfait, n’est pas fortuit, du fait de la différence de la classe des
graphes L(J{’*(P)) avec les classes de graphes parfaits de Berge implicite les plus

connues. Nous avons pris le soin de verifier ceci et les résultats obtenus sont

énoncés dans la remarque 3.6 qui suit. Ainsi, notre démarche se trouvera justifiee

pour démontrer la perfection de L(.#”(P)).

Remarque 4.6

L(,%’*(P)) n’appartient pas a la classe des graphes sans étoile (voir Figure 4.7)

AN A

P Une étoile dans L A (P ) La représentation par des tranezes P.

Figure 4.7

ni a la classe des graphes sans bulle (voir Figure 4.8)

o M

Une bulle dans L H( La représentation des trapézes de P.

Figure 4.8

ni a la classe des graphes sans patte (voir Figure 4.9).

RV | I

P Une patte dans L //) ( ) La représentation par des trapézes de P.

Figure 4.9
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ni a la classe des graphes sans diamant(voir Figure 4.10)

Foo AL

P Une diamant dans |_( W ( ) La représentation par des trapézes de P.

Figure 4.10

ni a la classe des graphes sans fleche (voir Figure 4.11)

P Une fleche dans L(,y/'*(p)). La présentation par des trapézes de P.

Figure 4.11

ni a la classe des graphes sans chaise (voir Figure 4.12)

P Une chaise dans L(ey/)*(p)). La présentation par des trapézes de P.

Figure 4.12
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ni a la classe des graphe de Meyniel (voir Figure 4.13)

5 W'

Cycle impair de longueur 5 avec La représentation par des trapézes de P.
une seule corde dans L(// (P ))

Figure 4.13

ni a la classe des graphe sans drapeau(voir Figure 4.14)

3 »5
4 3 1\ |2

P Un drapeau dans L(,y/’*(P)). La représentation par des trapézes de P.

Figure 4.14

De cette remarque, I’utilisation du théoréme fort des graphes parfaits se trouve
ainsi justifiée. De ce fait, nous montrons que L(i" /’*(P)) n’admet ni de trou ni

d’anti-trou impair de longueur >5.

Proposition 4.6

Soit Pun ordre de trapezes alors si L(.%/’*(P)) admet un trou impair de

longueur k >5 alors Padmet la configuration A, , de la Figure 4.4 (page 57),

comme sous poset induit.
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Chapitre 4

Preuve

Afin que le lecteur puisse suivre la démonstration de I’inexistence d’un trou

impair de longueur >5dans L(#*(P)). Nous montrons d’abord que L(#*(P))

n’admet pas de trou impair de longueur 5(voir Figure 4.15), pour traiter ensuite le

cas ou la longueur impaire du trou est quelconque, donc>5.

Figure 4.15 : Un trou C impair de longueur 5

(1,2) est une aréte de L(#*(P)), donc il existe un intervalle de P contenant les

sommets (1)et (2). Nous distinguons alors trois cas possibles :

Casl: (1)< (2).

des cordes dansC .

+—

Les cas qui suivent sont a exclure du fait qu’ils engendren
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Les cas:

L)< (2). (2)>(3). (3)/1(4), (5)/1(4) et @)11(5),

W< (2), (2)113). (3)11(4), (5)/1(4) et (1) < (5)et

(1)< (2), (2)11(3), (3)//(4), (5)/(4) et (1)//(5) sont exclus car ils engendrent la

configuration interdite A;, ci-dessous.

e

Ay

et enfin le restant des cas, découlant du cas (1)< (2) engendrent la configuration

e

As

\—/\-/

interdite A, ci-dessous.

Donc le cas (1)< (2)ne peut se présenter car on aboutit soit a une corde dans le

trou C, oit & une configuration interdite dans les ordres de trapézes.

Cas2:(2)<(1).
Par analogie avec le cas 1 et avec le méme raisonnement, on construisant de

proche en proche une corde ou la configuration interdite, et on exclu cas 2.

Cas 3: (1)//(2)

Les cas suivant sont exclus du fait qu’ils engendrent des cordes.

@)11(2), (2)<(3)< (4) Corde (2, 4) ;
@)1(2), (2)<(3), (3)>(4)> (5) Corde (3,5) ;
@)11(2),(2)<(3), (3)>(4), (4)<(5)< (1) Corde (1, 4) ;
@)11(2), (2)<(3), (3)/1(4), (4)<(5)< () Corde (1, 4) ;
@12), (2)>(3)>(4) Corde (2, 4) ;
@)1(2), (2)>(3), (3)<(4)< (5) Corde (3,5) ;
@)1(2), (2)>(3), (3)<(4), (5)<(4) et (1)< (5) Corde (1, 4) ;
@)11(2), (2)>(3), (3)//(4), (5) < (4) et (1) < (5) Corde (1, 4) ;
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@)11(2), (2)> (3), 3)1/(4), (5) > (4) et (1) > (5) Corde (1, 4) ;
@)112), (2)1(3), (3)< (4)< (5) Corde (3,5) ;
@)1(2), (2)/11(3), (3)<(4), (5)<(4) et (1) > (5) Corde (1, 4) ;
@)12), (2)11(3), (3)> (4)> (5) Corde (3,5) ;
@)12), (2)/1(3), (3)>(4), (5)< (4) et (1) > (5) Corde (1, 4) ;
@)11(2), (2)1(3), (3)/1(4), (5)< (4) et (1)< (5) Corde (1, 4) ;
@)11(2), (2)1(3), (3)/1(4), (5)> (4) et (1)> (5) Corde (1, 4).
Lescas:

L)/1(2), (2)<(3), (3)/1(4), (5) < (4) et (1)1/(5)

)/1(2), (2)>(3), (3)/1(4), (5)/1(4) et (1) > (5)

@)1(2), (2)> (3), (3)1/(4), (5)/1(4) et 1)//(5)

@)1(2), (2)/1(3), (3) < (4), (5)/1(4) et (1)< (5)

)/1(2), (2)1(3), (3) > (4), (5)/1(4) et (1) > (5)

L)/1(2), (2)>(3), (3)/1(4), (5)/1(4) et (1) > (5)

@)/1(2), (2)1(3), (3)//(4), (5)> (4) et (1) < (5)

sont exclus car ils engendrent la configuration interdite A, de la page 64.

De méme que le cas 1, les autres cas restant du cas 3 engendrent la configuration
A, de la page 64.

Donc il n’existe aucune représentation par des trapezes pour que L(.%’*(P))

admette un trou de longueur 5.
Traitons maintenant le cas ou la longueur impaire k du trou est > 5.

Soit pour C, = {X,, X, X5,y X1+ X, X, UN tel trou, k impair et k > 5.
Pour que L(.%’*(P)) admet un tel trou on doit avoir dans le poset P ce qui suit :
1. Vi=1k-1 ilexisteun intervalle I, de P telque x,x,, I, et
il existe un intervalle I, de P telque x,,x, €1,.
2. Vi=1k-1il n’existe aucun intervalle contenant a la fois x, et X, avec

j#i+lsii=letj=k sii=1.
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> X. ou x. ./Ix. car sinon (xi,x

1+2 i+1 "1+2

3. Vi=1k-1, X'<Xi+1:>Xi i+2)

+1

serait une corde dansC, .

4, vi=1Lk-1, x. >

X. ., =>X. <X. ~0UX ,/IX car sinon (x.,x. )
i 1+1 1+1 1"1+2

1+2 1+1" "1+2

serait une corde dansC, .
Bien entendu 3 et 4 ont lieu pour les couples(x,, x,) et (x,, X, ).
Par conséquent, il existe au moins un couple (x;,x,,,) tel quex, //x,.,,. En effet, de
la parité de k(k impair)il existe au moins deux éléments consécutifs x;,x,.,

deC, qui sont incomparables, car sinon (x,,x, ) serait une corde deC, . Ceci nous

assure I’existence d’au moinsk +2éléments dans le poset, donc du

k +1°™ élément pour former la configuration interdite, qu’on construira pas a pas.

Nous assurons, en premier I’existence des deux extrémités de la configuration
pour revenir ensuite au zigzag intermédiaire.
Existence des deux extrémités.

Casl x, <x

X, > X 0Uu X, //x
DonC k-1 k k-1 k
X, > X, 0U x, /I,

Cas 1-1 x, <X, X4 > X, et x; > X,.

Cas 1-2 x <x,X_>Xx¢etx//x, donc il existe a,a tels que

X >a <X, et x <a >X.

Cas 1-3 x <x, X >x,etx_//x, donc il existe a,,a tels que

X, >a, <X et x,_, <a_, >X
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Cas 1-4 x, <x, x /Ix, et x,_,//x, donc il existe a,a, et a,,a,_, tels que

X, >a, <X et x,,<a_, >Xxetx >a <x, et x<a >X,.

’
Xl a‘k—l

Cas2 x, > X

X, <X, OU X, , /X,
Donc

X, <X, OU X, /1%,

Cas 2-1 x, > X, X, 4, <X, et X, <X,.

Cas 2-2 x >X, X >X et x//[x, donc il existe a,a tels que

X, >a, <X, et x, <a, >X,.

Cas 2-3 x >Xx,X%<X, et x_,//[x, donc il existe a,,a tels que

X > Q4 <X, Bt X <a,; > X,.

Cas 2-4 x, <x, x/Ix, etx_ //x, donc il existe a,a et b,b tels que

X, >a,,<X et X, <a,>X etx >a <X, et x, <a, >X,.

Cas 3 x, I1'x Xk *1
X g <X, 0U X, , /X, OU X, , >X

DOI’]C k-1 k k-1 k k-1 k
X, <X, OU X, //X, OU X; > X,
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Cas3-1  x //Ix,x <X, et x,_,<x.donc il existe a,,a  tels que

X, >a, <X et x <a, >X_.

a, X,

Xy X

Cas 3-2 X %, X, >x, et x,_, <x.donc il existe a,,a tels que

X, >a, <X, et X, <a, >X,.

Xk—l ak
Cas 3-3 X M x, x /%, et x_, <x.donc il existe a,,a, et a,a, tels que

X, >a, <X et x,<a, >x et x >a <x, et x, <a, >X,.

Xk—l a‘k

Cas 34 Par analogie aux trois cas précédents les cas suivant se déduisent
X, <X,

ou

aisément x, // x;, x /1 x, et X, > X, etsx >X,.

ou

X, Il X,

Cas 3-5 x, /I'x, x, /I x, et x_, // x, donc il existe a,,a,, a_,,a,, et a,a tels
que
X >a, <X etx <a >X.,X>a <X, et X <a >X,,

X, >, <X et X _, <a,_, >X,.
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Le zigzag est assuré par les cas suivants :

Casl:x <x.,

Cas 1-1 x; <X, et X, <X,
Xi+2 Xk
Casl-2 x; < X, et X, /1 X,

Donc il existea,,,,a.,, tels que :

X > 8, < X, €t X, <@, > X,,. Etavec
X= Xi+3 SI Xi+2 < Xi+3’ X= Xi+2 SI Xi+3 < Xi+2 Ou X = ai+2 SI Xi+2 // Xi+3
a'i+l Xi
Cas2:x >x,
Le cas 2 est analogue au cas 1.
Cas3: x; /% -
Donc x,,<X,0U X_,>X_,o0ux//x, et il existe a,a tels que
X, >a <X, etx <a >X.,.
Cas 3-1: x; /I %, et X.,; <X,,-

Donc il existe a;,a; tels que x; >a; <X, et x, <a; > X; ;-

i+l
Avec X =X;,,SI X, >X,,0U X=a,,Sl X, //X,, et
Y = Xi,p SIXi,, > Xig OU Y =@y, SIX,, I X,
Ny
X

a.
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Cas3-2: x, /I x.,, et X, > X ,,.

i+1

Donc il existe a;,a; tels que x; >a; <X, et X, <a, > X, .

i+1

AVeC X =X,,SIX;,, > X5 OU X=2a,,,SI X, /[ X;,,-

&

X N

ai
Cas:3-3 x; /I x,, et x,,/Ix,,
Donc il existe a,a, et a,,a, tels que x, >a <x, etx <a >x, et
Xisg > 8y < Xipp B Xy <83 > X
Avecx=xX,,SI X, > X4, X=4a,,SI X, /X, OUencore x=x, ,SI X, <X;,,et
avecy =X, Si Xi,, > Xi,5, Y =a;,,SI X;,, // X;,, OU €NCOre y =X, ,Si X;,, < X;,5-

N y
X

a.

On associe de proche en proche les cas du zigzag avec les cas des extrémités

pour former dans tous les cas la configuration (A, )interdite dans I’ordre des

trapézes, comme dans la cas ou k =5, ce qui termine la démonstration de la

proposition 4.6.

Partie 2

Passant maintenant a la preuve de I’inexistence d’un anti-trou dans L(.%’*(P)).
Pour ceci nous avons besoin de la définition d’un anti-trou dans un poset.
Définition

Un anti-trou C« impair de longueur k >5 d’éléments X = {x,, X, ..., X,_,, X, jest le

complémentaire d’un trou (cycle élémentaire de longueur impairk >5).
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Proposition 4.7

Soit P un ordre de trapézes. Si L(,%’*(P)) admet un anti-trou impair de longueur
k >5, alors P admet la configuration A,,, de la Figure 4.4 (page 57), comme sous

poset induit.

Preuve

Soit P un ordre de trapezes tel que L(J(’*(P))contient un anti-trou

Ck = {X;\ Xy oo Xy pr X, | -
Soit x,, e P.

Cas1: x,,maximal dans P.
Donc tous les autres éléments de Cy, différents de X, 1 €t x, ,sontinférieurs a

Xig -

Par conséquent il existe une chaine entre tous les éléments de C (autre que Xi 1

et x, ,) et x,,. Ainsi si x; estun élément inférieur a x,;ona:

sinon x, ,, <X 0U X ; <X .

{xi < Xi,1 OU X 1 X,

X; <X 10U X; //xio_1

Deux cas essentiels peuvent se présenter, a savoir x, ,, //x,_, ou x,,, <X, (le cas

ig+1

X . > X; 4 Se déduit par dualité du casx, ,, < X, ;).

ig+1 iy

Cas1.1: x /1% 4

ig—

Comme (x, .., x, ) est une aréte dans Cy alors il existe un intervalle dans P les
contenant.

Soit alors x; ., et x, ,;deux autres sommets de Ck qui sont tous les deux inférieurs
a X

0"
Les sommets x, , et x ., sont incomparables et ne peuvent étre a la fois des

éléments minimaux car sinon deux sommets successifs appartiendraient a un

méme intervalle du fait qu’ils doivent a la fois étre inférieurs a x;,et supérieurs

aux sommets x. , et x

ig+4 ig+3 "
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De méme le cas ou un de ces sommets est minimal est exclu car sinon deux
sommets successifs appartiendraient a un méme intervalle de fait qu’ils doivent a

la fois étre inférieurs a x,, et supérieurs a un sommet qui est minimal.
Par conséquent les deux sommets x et x ., sont incomparables et

appartiennent tous les deux a I’intérieur de P.
Les Figures 1.16 a 1.19, suivantes traitent les sous cas essentiels du cas 1.1.

Notons par [pij, qi"] Iintervalle qui contient les sommets x; et x;.

et x

ig+3

Si au moins un sommet parmi x est incomparable aux deux sommets

ig+4

x, .6t x; ,, alors on obtient la configuration interdite A, de la Figure 4.16.

o+l _ig+3
X, Qi1 O

Xio +3 I % j
Xigea Xig1 Xigi3

Figure 4.16

Si au moins un des deux sommets x.

ip+4

et x,;est inférieur aux deux sommets

X 1€t X, ,, alors on obtient a la configuration interdite A, de la Figure 4.17.

Xio -1 XIO +1 X

ip+3

g+l R iot3 pio+3
piO -1 Mg+l ip—1

Figure 4.17
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Si un des deux sommets x, , et x; .,est inférieur aux deux sommets x; ., et x, , et
I’autre est inférieur a un des deux sommets x, , et x ,. Ce cas est aussi

impossible car il engendre la configuration A, de la Figure 4.18.

o Xi 1 X
X. Ip+l y.
ig+4 pio—l X|0+3
Xi0+4

ip+3

Figure 4.18

Le cas ou les deux sommets x. , et x

ig+4

sont tous les deux incomparables aux

ip+3

deux sommets x, ., et x, ,se ramene au cas de la Figure 4.16.

ip+1

Supposons maintenant que les deux sommets x et x . sont tous les deux

ig+4
inférieurs aux sommets x, ,et x . Dans un tel cas x,,,couvre au moins un

sommet de P ainsi que pour le sommetx, ;. Soient x; ., et x ., deux sommets

ig+7

de Cyinférieurs respectivement & X ..t X Comme x; ., et x ,sont

ip+3 " ig+7

incomparables et n’appartiennent pas a un méme intervalle alors forcement

x. et x. ,sont incomparables et appartiennent a un méme intervalle dans P.

ig+7 ig+4

sont dans un méme intervalle de P donc (x, ,,, % .s )

ig+47 Tig+3

Par consequent x ,, et x;
est une aréte de Cy (Figure 4.19). Contradiction.

ig+7 Xio
qi0+4

ig+7

pi0+4

Figure 4.19
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Finalement le cas 1.1 est exclu.

Casl2: x ., <X,

Dans ce cas les deux sommets x, ., et x, .;ne peuvent étre tous les deux inférieurs
aux deux sommetsx; ,et x, , car comme ces deux sommets appartiennent tous
les deux a Iintérieur de P, alors x, , et x; ,seraient dans un méme intervalle de

P et formeraient de ce fait une aréte dans Cx Figure 4.20.

Figure 4.20
Si au moins un des deux sommets x et x est incomparable aux deux
sommets x, et x , et que I’autre sommet est inférieur a au moins un des
sommets x; et x ,. Alors ce cas est impossible car il engendre la

configuration A, de la Figure 4.21.

ig+4 ig+3
Xi, Qigsr Qg

Xio +4 XiO +1 XiO +3

ig+4 ig+1

pi0+1

Figure 4.21
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Si x,,est incomparable a x, ,, et inférieur a x_,et si x, est incomparable a

ig+1 ip+3

x; , etinférieura x, ,,. Alors on aboutit a la configuration A, de la Figure 4.22.

ig+4 _ig+3
Xi, Qigs1 Qi1

Xio +4 Xi0 +1 Xi0 +3

Si les deux sommets x.

ig+4

et x,,,sont incomparables a la fois aux deux sommets

X, ..et X, _ alors la configuration interdite A se déduit facilement.

ig+1
Donc on ne peut avoir x, ,, <, , et par dualité on exclut le cas x; , > ;.

et x

Par conséquent x; ., ,1 Ne peuvent étre dans un méme intervalle,

contradiction car x.

ig+1

et x,, sont adjacents dans I’anti-trou, donc x; ne peut pas

étre un élément maximal dansP .

Cas 2 : x; ne peut pas étre minimal.

En effet, en passant au dual de P on retrouve le cas 1, ce qui exclut le cas 2.

Cas 3 : x; n’est ni maximal ni minimal dans P (x, e Int(P)).

Des deux cas précédents, il existe deux sommets distincts de Cx comparables a

x, et tels que x; se situe entre eux.. Soit, sans perte de genéralités x; et x; ,ces

ip+6

deux sommets(Figure 4.23).

X

ip+6

Figure 4.23
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Dans la Figure 4.23 on ait obligatoirement

X, ou x,., // %, carsinon (x, ;,x, )est une aréte de I’anti-trou.

ip+1

<X

ig+4
De plus x, ,, < X; ,s0U X, ,, // X carsinon ( L X, ) est une aréte de I’anti-trou.

Les Figures ci-aprés donnent les combinaisons possibles, et on constate que dans

tous les cas ( L X, ) est une aréte de I’anti-trou ce qui impossible.

X1 < Xiioa €1% 1 /1%, ¢ doOnc(x, ;,x, ) est une aréte de C (Figure 4.24).
|O+6
|0+l
|0+4
|O+l
|0+6
|O+6
0+l
Figure 4.24
X 1 %, 4 8UX > X, ¢ donc (x; ;,x, ) est une aréte de Ck (Figure 4.25).

|0 +6
|0 +1

|O+4
|0+l
|0+6
O+6

0+l

Figure 4.25

X1 < %4 80X 1 > %, 5 donc (x; ;,x, ) est une aréte de Ck (Figure 4.26).

x

ip+4

X X

iy ig+1

X.

ig+6

Figure 4.26

X1 ! %, 0 €UX 2 /1%, 6 donc(x, ., x, ) est une aréte deC (Figure 4.27).

ig+1 ip+4
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Figure 4.27

et x. , or des cas

ig+2

Donc les seuls eléments susceptibles de dominer x, sont x, .,
précédents on déduit (x, ., ,,) Ou (x; .5, X, ,, Jsont des arétes deCy.
Donc méme si x; n’est ni maximal ni minimal on ne peut construire un anti-trou

dans L(J{’*(P))d’un ordre de trapézes.

Reste donc le cas oul tous les éléments de Ck sont incomparables. 11 est évidentce
cas engendre directement la configuration interdite A ..

Donc I’existence de Ck dans L(,;’/{’*(P)) est exclu, ce qui termine la

démonstration de la Proposition 4.7.

Proposition 4.8
Si P est un ordre de trapézes alors L(,://’*(P)) est un graphe parfait.

Preuve
Conséquence directe des Propositions 4.6 , 4.7 et du théoréme fort des graphes

parfaits.

Proposition 4.9
Soit P un ordre de trapézes. L’hypergraphe .#(P) a la propriété de helly.
Preuve

Soient I, =[p,.q,}1, =[p,.9,} 15 =[p,.q,] trois intervalles de P.
Montrons qu’il existe un intervalle 1 de P, I =[ p, q] de sorte que :

(LnL)u(l,nl)u(l,nly)cl
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Lo (P1) Reup (P;)

Lt (P) Ry (pi)

Pour ceci il suffit de prendre p comme étant I’élément qui apparait au moins
deux fois dans { p,, p,, ps | Si [{p,, P, P, }| < 2et

Max(Rsup(p), R (P))< Max(Rsup(pi )R, (p;)) Vi =13 sinon
et g comme étant I’élément qui apparait au moins deux fois dans { p,, p,, p }si

1{0,.0,.95 }] < 2 et Min(l,, (@)1 (a))> Min{l, (0 )1 (3;)) Vi =13 sinon.

Ainsi on aurait forcement(1, A 1,)u(l, n1,)u(l, 1) c 1.

On a bien vérifié que L(J{’*(P))est parfait et que .#’(P) est conforme donc .#(P)
verifie la propriété duale de Konig.
Theoréme.

Si P est un ordre de trapézes alors .#(P) a la propriété duale de Konig,

autrement dit a(H(P)) = p(#(P))
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Conclusion Générale

Du fait de sa généralisation du concept du graphe, les hypergraphes jouissent
d’une grande importance dans la modélisation et la résolution des problemes
d’optimisation combinatoire.

Les études faites sur ces derniers ont permis de définir une classe tres
remarquable des hypergraphes, a savoir les hypergraphes des intervalles
maximaux d’un poset. Cette juxtaposition du concept de poset et d’hypergraphe,
dans cette classe, donne lieu a un outil de grande utilité dans la théorie de
Sperner. C’est dans cette derniére optique que se situe la plus grande partie de
notre travail.

A I’issu de celui-ci, nous avons obtenu quelques conditions nécessaires pour
qu’un hypergraphe soit un hypergraphe des intervalles maximaux d’un poset.
Nous avons obtenu un algorithme de recherche d’un stable de poids maximum
dans les ordres d’intervalles. Cet algorithme serait d’une utilité plus grande s’il
serait généralisé a des ordres plus grand, tels que les ordres de trapézes et
permettrait ainsi de contribuer a la résolution de certains problemes de décision,
comme ceux relatifs aux structures de préférences. La validation de la propriété
duale de Konig pour les hypergraphes des intervalles maximaux d’un ordre de
trapézes vient nous facilité la tache quant a la recherche des algorithmes de

détermination des invariants des ordres de trapézes.
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Perspectives

Arrivé au terme de ce travail nous proposons ici quelques perspectives :

1. Etablir d’autres conditions nécessaires et suffisantes pour une
caractérisation des hypergraphes des intervalles d’un poset.

2. Généraliser I’algorithme de stable de poids maximum a I’ordre de
trapézes.

3. Etablir la validité de la propriété de Konig dans les ordres de trapezes.

4. Trouver une caractérisation des ordres de trapezes.

5. Trouver un algorithme de recherche d’un recouvrement de poids
minimum des hypergraphes des intervalles maximaux de certaines

classes de posets.
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