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Résumeé

Nous nous proposons dans le présent travail de résoudre, dans le cadre des intégrales de
Feynman, quelgques problémes de la mécanique quantique. Les potentiels choisis sont souvent
utilisés comme modéles mathématiques dans la description de certains phénoménes
apparaissant aussi bien en physique qu'en chimie.

Dans la premiére partie de notre travail, nous nous sommes intéressés a la détermination
des énergies des états excités d'un systéme de trois particules de méme masse, Soumises a un
potentiel quadratique. Les résultats obtenus se comparent favorablement a ceux obtenus par
d’autres méthodes. La seconde partie concerne le calcul, par la méhode variationnelle et
perturbative de Kleinert, de I'énergie de I'éat fondamental d'un systéme physique a trois
corps, décrit par un potentiel complexe a symétrie PT. Nos résultats sont également trés
satisfaisants. Enfin, nous avons déterminé, par un calcul analytique exact, I'expression du
propagateur relatif a un systéme physique décrit par un lagrangien comportant un terme
accélération. Le point fort dans ce travail, est le calcul du déterminant d'une matrice
pentadiagonale de dimension infinie, sans passer par un changement d'espace de
configuration.
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Introduction générale

L’un des faits les plus remarquables de ces derniéres décennies, est ’essor qu’ont
connu les sciences; notamment la physique qui joue un role primordial dans la
description et la compréhension des phénomeénes naturels.

Jusqu’a 1880, la physique a atteint un état de maturité assez encourageant ou
la plupart des phénoménes connus pouvaient s’expliquer par la mécanique Newto-
nienne, la théorie de I'électromagnétisme de Maxwell, la thermodynamique et la
mécanique statistique de Boltzmann. Néanmoins quelques observations expérimen-
tales demeuraient inexpliquées ; comme la forme des spectres des solides et des gaz.
Une série de découvertes remarquables au cours de la fin du 19éme siécle, est venue
encore, remettre en question les bases de la physique classique : L’effet photoélec-
trique, le rayonnement du corps noir et ’effet Compton. Ces découvertes ont poussé
les physiciens & développer de nouvelles théories susceptibles de donner une expli-
cation & ces phénomeénes.

Apreés de généreux efforts consentis par des équipes de recherche dirigées par des
scientifiques de renom tels Planck, De Broglie et Einstein, la physique a fait de grands
pas dans le monde de ce qui était a I’époque considéré comme inconnu. C’est grace a
ces avancées que Schrodinger a pu, en 1925, publier une série d’articles scientifiques
annoncant ainsi, I’avénement d’un formalisme nouveau de la physique mathéma-
tique, capable d’expliquer avec la rigueur voulue, ce que la recherche expérimentale
continuait a dévoiler. Cette nouvelle physique appelée mécanique quantique, avait

deux variantes : le formalisme différentiel de Schrodinger et la formulation matri-
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cielle de Heisenberg. Ces deux points de vue exigent la connaissance de I’hamiltonien
du systeme physique étudié, et ne concernent que les cas non-relativistes.

Une décennie apres, le brillant physicien R.P Feynman, a pu exploiter les résul-
tats obtenus par le célébre physicien anglais Dirac, pour proposer une formulation
lagrangienne et fonctionnelle de la mécanique quantique. Cette nouvelle théorie a
I’avantage de traiter les deux cas : relativiste et non-relativiste. Feynman s’est tout
d’abord, limité & traiter, dans le cadre de son formalisme, des problémes simples
comme l'oscillateur harmonique, la particule libre [1, 2] et les systémes décrits par
des lagrangiens de forme quadratique. Sa tentative de I'appliquer au probléme de
l'atome d’hydrogéne, a été un échec. C’est son dauphin, H. Kleinert [3] qui a pu,
une quarantaine d’années apres, en collaboration avec le chercheur turc I. Duru [3],
venir & bout de ce probléme qui a longtemps nargué les physiciens théoriciens. En-
couragés par cette avancée importante, les spécialistes du domaine ont réussi petit a
petit a étendre ce formalisme & de nombreux potentiels phénoménologiques tels les
potentiels de Poshl-Teller, Hulten, Rosen Morse, Scarf , Maining-Rosen [4, 5, 6, 7, 8],
etc.

Plusieurs techniques de calcul faisant appel & la méthode des images, ’algébre
des matrices [9] et la théorie des groupes ont vu alors, le jour. Ces artifices de calcul
ont permis a notre équipe de recherche de résoudre les problémes de la particule
confinée dans un secteur, du potentiel de Bargman et des lagrangiens comportant
une accélération. En effet, c’est en faisant appel aux propriétés du groupe SO(3) que
nous avons pu déterminer le spectre des énergies relatif au potentiel de Bargman
[10]. La formulation lagrangienne de la théorie de Feynman a également facilité le
passage au cas relativiste [11, 12, 13, 14] et a la théorie des champs [15, 22, 16].
De plus, ’analogie formelle existant entre les intégrales de Feynman d’une part, et
celle de Wiener [17] d’autre part, a permis d’étendre le champs d’application de
ce formalisme a la physique statistique [22, 18]. Nous pouvons en effet, pour un
systéme physique donné, calculer & partir du propagateur de Feynman, la fonction

de partition quantique, I’énergie libre, les fonctions d’onde et le spectre des énergies



Introduction

correspondant.

Malgré les résultats encourageants obtenus grace a l'introduction des transfor-
mations espace-temps, certains cas restaient jusqu’a présent insolubles. Il a fallu,
alors, développer des méthodes de calcul capables d’approcher au mieux les résul-
tats exacts. Nous pouvons citer parmi ces techniques, celle de Feynman-Kleinert
[22]. Cette derniére permet une évaluation approchée de la fonction de partition de
la statistique quantique par une fonction de partition d’essai de forme classique.

Une méthode variationnelle basée sur un calcul perturbatif [22] a permis, récem-
ment, d’améliorer de maniére sensible les performances de la méthode initiée par
Feynman et Kleinert.

Notre équipe a pu pour sa part, appliquer ce formalisme & 1’étude du probléme
a trois corps [19, 20] en utilisant les transformations de Jacobi.

Enfin, ce formalisme trouve une large application dans des domaines comme la
géophysique et les sciences financiéres [22].

Nous nous proposons dans le présent travail de résoudre, dans le cadre des in-
tégrales de Feynman, certains problémes de la mécanique quantique. Les potentiels
choisis sont souvent utilisés comme modeéles mathématiques dans la description de
phénomeénes apparaissant aussi bien en physique qu’en chimie.

Le manuscrit comporte quatre chapitres précédés par une introduction générale
dans laquelle nous avons donné un apercgu sur le contexte dans lequel est apparu ce
formalisme, ainsi que les principales phases par lesquelles il est passé.

Dans le premier chapitre, nous rappellerons briévement comment Feynman a
pu construire son propagateur a partir de son expérience de pensée, inspirée de
celle de Young. Nous calculerons dans le deuxiéme chapitre, les énergies des états
excités d’un systéme de trois particules de méme masse, soumises & un potentiel
quadratique. Le troisiéme chapitre sera consacré a la détermination, par la méthode
variationnelle et perturbative de Kleinert, de ’énergie de ’état fondamental d’un
systéme physique & trois corps, décrit par un potentiel complexe a symétrie PT.

Nous déterminerons, dans le quatrieme chapitre, par un calcul analytique exact,
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Pexpression du propagateur relatif & un systéme physique décrit par un lagrangien
comportant un terme accélération. Le point fort dans ce travail, est le calcul du
déterminant d’une matrice pentadiagonale de dimension infinie, sans passer par un
changement d’espace de configuration.

Enfin nous achéverons cette thése par une conclusion dans laquelle sera discuté

I’ensemble de nos travaux.



Chapitre 1

Construction du propagateur de

Feynman

1.1 Principe de superposition : expérience de Young

Considérons I'experience de Young schématisée par la figure ci-dessous. Entre la
source lumineuse S, émettrice de lumiére monochromatique, et 1’écran d’observation
(E) on place un écran mince (P) percé de deux fentes fines Siet Sy paralléles et

équidistantes de S.
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Fic. 1-1 — Expérience de Young

On observe alors sur 1’écran, une alternance de bandes verticales claires et fon-
cées. C’est le phénomene des interférences. Il s’explique par le fait que les deux fentes
se comportent comme deux sources en accord de phase, lesquelles engendrent deux
nouveaux systémes d’ondes. Ces trains d’ondes viennent se superposer sur I’écran
ol, selon les endroits, leurs amplitudes s’ajoutent ou se retranchent, donnant nais-
sance & ces bandes alternativement sombres et brillantes. La courbe représentant
I'intensité de la lumiére arrivant sur I’écran sera donc une succession de creux et
de bosses correspondants aux franges claires et foncées. Si maintenant, on obture
tour a tour la fente de gauche, puis celle de droite, on obtient deux courbes dont la
somme ne reproduit absolument pas la courbe précédente. Pour passer des courbes

relatives a ’ouverture des deux, on applique la relation suivante :

I =TI+ I +2y1hi (1.1)

I ¢ est l'intensité globale de I'onde monochromatique, alors que I et I 5 sont

respectivement les intensités relatives aux deux fentes (1) et (2).
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Pour Young, c’était le caractére ondulatoire de la lumiére qui expliquait les inter-
férences. Or les expériences réalisées au début de notre siécle, telles le rayonnement
du corps noir, I'effet photoélectrique et la diffusion des rayons X par les électrons
(effet Compton), ont clairement mis en évidence, la nature également corpusculaire
du rayonnement. Par ailleurs, les expériences de Davisson et Germer, montrérent
qu'un faisceau d’électrons réfléchi par la surface d’un cristal de Nickel, forme des
diagrammes de diffraction, tout a fait analogues a la diffraction de la lumiére par un
réseau. Ces résultats sont venus confirmer I’hypothése de De Broglie sur « les ondes
de matiére ». Cette dualité onde-corpuscule, illustrée par les expériences décrites
ci-dessus, a permis a Feynman de construire un formalisme géométrique basé sur le

principe de superposition.

1.2 L’idée de Feynman

Feynman a imaginé un dispositif expérimental identique a celui de Young, mais

dans lequel la lumiére monochromatique a été remplacée par un faisceau d’électrons :

(E)

B'.!

a.tif

Fia. 1-2 — Expérience de Young
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Un électron en C peut atteindre le point A sur ’écran, en prenant les chemins
CBA ou CB’A.

Nous avons I’habitude en mécanique quantique, d’associer & une particule, une
amplitude de probabilité complexe ¥(z,t) relative a sa position z(t). La densité
de probabilité de trouver a l'instant ¢, la particule & la position = est donnée par
|W(x,t)|?. Feynman a eu pour idée d’associer une amplitude de probabilité a tout
chemin suivi par la particule. Ainsi pour le chemin CBA, "'amplitude de probabilité

est donnée par :

®opa = Pop Ppa (1.2)

ol ®cp et P4 sont les amplitudes de probabilité relatives aux portions CB et
BA.
L’amplitude globale est donnée par ®¢ = ®cpa + Popra. La probabilité pour

que I’électron puisse atteindre le point A est alors donnée par :

P =|®cpa+ Popal’ (1.3)

Nous constatons qu’il existe une ressemblance entre la relation donnant P, et
celle donnant I (expérience de Young). D’autre part, la probabilité P n’est pas
la somme directe des probabilités correspondant aux deux chemins directs, comme

c’est le cas en mécanique classique,

P%PCBA—FPCB’A (14)

avec

Popa = |®cpal’ (1.5)



1.2. L’idée de Feynman

12

et

PCB’A - |CI)C’B’A‘2

Feynman a étendu ces résultats au cas d’une particule se déplagant d’un point

espace temps (#,1) & un autre point (%, t), figure 1-3, dans l'intervalle de temps|[t’, t].

(x.t) (x .t7)

3.tif

Fic. 1-3 -

L’amplitude de probabilité totale est alors la somme de toutes les amplitudes
partielles de probabilités relatives a tous les chemins possibles z(t) que peut suivre
la particule. Cette amplitude globale de probabilité, appelée « Propagateur », a

pour expression :

K& tat) = > ((t)) (1.6)
sur tous les chemins
possibles x(t)
La difficulté qui surgit maintenant, est le calcul de la fonction d’onde ®(x(t))
relative au chemin z(¢). Pour surmonter cette difficulté, Feynman a subdivisé 'in-

tervalle de temps [t’ , t] en N petits intervalles de temps de largeur ¢ .

Nous utiliserons désormais, la notation suivante :
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”

zj=x(t;),t;=t+jecon j=0,...,N; 2/ =z(f) et x=uz(t)

La fonctionnelle ®(z(t)) sera deés lors, remplacée par la fonction ® (£, 1, x2, 3, ...xN_1,X).
En exploitant le résultat de Dirac, selon lequel le propagateur K (%,t ; 2/, ¢) tend

vers le terme exp(iS/h) quand ' devient trés voisin de t , nous permet alors d’écrire :

M 1: (e[ M
0ol AT e b N2 ,
K&t +e;2t) = [inhe] exp{ - {—262 (X — 1) V(a:)]} (1.7)

avec t—t' = Ne :
ou l'exposant de ’exponentielle n’est autre que le lagrangien d’une particule de
masse m, se mouvant dans un potentiel unidimensionnel V'(x). De plus, nous savons

que I’équation intégrale.

+o0o
\Ij(l'Q,tQ) = / K(I'Q,tg ;$1,t1)q’($1,t1)d$1 (18)

donne la fonction d’onde a I'instant ¢, en termes de la fonction d’onde a 'instant

t1. Si linstant ¢y est voisin de ¢, équation (1.8) devient :

+00
\I/(.Tg,tl + E) = / K(l‘g,tl +e€ ;.Tl,tl)\ll(l‘l,tl)dl‘l (19)

La décomposition de l'intervalle de temps [t’ , t} en N intervalles de temps tous
égaux, nous permet a partir de ’équation (1.9) d’exprimer le propagateur global

sous la forme :

-1

1 N
" M |2
K&t 2, t) = lim[ ] /.../K(xN7a:N_1;5)HK(xk,xk_1;£)dxk (1.10)

e—0 | 2ihe P

Le remplacement de chaque propagateur K (xy, z5_1; €) par son expression conduit
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M ] = e i o
n . k
K& t5a',¢) = lim {Ziwha} //[Hﬁ] exply (e wiic)]
k=1 ( 2irhe ) k=1
(1.11)

S(zg, xp—1;€) étant Daction relative a lintervalle de temps [ty_1,tx]. Elle est

donnée par :

S(zp, Tp_1;€) = M(2), — 24-1)% /26 — €V (1) (1.12)

D’une maniére condensée, K (X,t ;2',t') s’écrit comme :

K4 1) = / eXp[%S(x(t))].D(a:(t)) (1.13)

S(x(t)) est Paction évaluée entre les deux extrémités communes a tous les chemins
possibles pour la particule. Le symbole D(z(t)) est la mesure différentielle relative
a tous les chemins x(t).

En résumé, la quantité physiquement importante dans la théorie de Feynman,
est le propagateur K représentant 'amplitude de probabilité pour une particule de
se mouvoir d’un point espace-temps & un autre. Classiquement, il n’y a qu'un seul
parcours ou une seule trajectoire suivie par la particule entre ces deux points; c’est
celle qui correspond & une action minimale. En mécanique quantique par contre,
tous les parcours contribuent de la méme facon a 'amplitude, seule la phase varie
en passant d’un chemin & un autre. Il est clair que les parcours qui contribuent le
plus sont ceux qui se trouvent dans le voisinage immédiat du parcours classique.

Pour les propagateurs relatifs aux lagrangiens de formes quadratiques en ¢ et ¢,
Paction du systéme se réduit a 'action classique, et les effets quantiques sont pris

en compte dans la constante de normalisation calculée & partir de la formule de Van

Vleck-Pauli-Morette [2].
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1.3 Intégrales de Feynman en coordonnées car-
tésiennes et dans I’espace des phases, par le

produit de Lie-Trotter

En partant du fait que le propagateur de Feynman n’est autre que I’élément de
matrice de 'opérateur d’évolution U (t, ty), entre deux états |z > et |2y > de l'espace

des configurations,
K(x,t;x0,to) = (x| exp(—iTH/h)|xo) (1.14)

avec I’ =1 — 1y

ou l'opérateur hamiltonien est donné dans sa forme standard par :

H =p*/2M + V() (1.15)

[to, t] est 'intervalle de temps dans lequel se produit le passage de Iétat | z (o))
a létat | x (t)).

Il est possible de mettre le propagateur (1.14) sous la forme d’une intégrale
multiple de Riemann de dimension N, en décomposant I'opérateur d’évolution en
un produit de N opérateurs infinitésimaux, via le produit de Lie-Trotter [21, 22].

et HT = lim exp| 0T p*] exp —EV(ZL‘) ) (1.16)
N—oo 2hM N hN '

L’équation (1.16) peut étre réécrite grace a ce produit comme :

K (z,t;z0t0) = A}im <x

{exp[zh_]\ZijZ] exp {—%V(@} }N x0> (1.17)

En injectant (N-1) fois la relation de fermeture [ |z;)dx;(z;] = 1 entre les N
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nouveaux opérateurs, I’équation (1.17) prendra deés lors la forme suivante :

K (z,t;30,to) = lim / /H(exp {——V( )} <g;j

Nous pouvons calculer aisément 1’élément de matrice de 'opérateur énergie ci-

—iT
2ARM N

p2] Lj—

exp|

(1.18)

nétique, en injectant la relation de fermeture de ’espace des impulsions :

(o) [

Connaissant ’expression des fonctions propres de 'opérateur P, I’équation (1.19)

-

2
SN

=i,
exp| eXp[%MNp ]

pj> (pj | zj-1)dp;.  (1.19)

devient :

—ir 1 i T
| Pl ) = g | O T [\aarw?i) R U )| g e
(1.20)
Apres intégration sur la variable p;, il vient :
i M ? iM )
(o osplgmat®) ) = [ e | o0 | @ =] )

Le propagateur K (z,t; x tp) aura donc comme expression :

} de]

(1.22)

K(a:txoto—hm/ /H{th{f}le {[i% z;—x;q) — eV (x

J=1

N
N
Nous prouvons exprimer en outre, le terme He“’j comme exp (ij) et le
=1

j=1
propagateur (1.22) prendra alors, la forme familiére ci-aprés :
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§ TN
. M 2 1 M 2
K (2,t;0t0) = lim. [2mh5] / /eXp {73 LZI% (zj — zj-1)" — €V (zy)

Nous retrouvons ainsi la forme lagrangienne du propagateur de Feynman.

Il s’avere parfois avantageux de travailler avec ’hamiltonien au lieu du lagran-
gien pour résoudre dés problémes faisant intervenir des contraintes (exemple : par-
ticule confinée dans un secteur, rotateur rigide etc...). Pour ce faire, on remplace

le terme(x; |exp[5-=p?®]| z;_1) par sa formulation intégrale (1.20) il vient alors :

K (2,8 m0to) = lim_ {%;her/'”/exp{%i i () = 25-0) _E(p?+v(xj))]}

Jj=1

N N-1
11w T]d=; (1.24)
j=1 j=1

Nous reconnaissons dans 'argument de 'exponentielle, le terme H; :
) J

P2

H; = ﬁ +V () (1.25)

Nous pouvons également réécrire I’équation (1.24) sous une forme condensée, en

utilisant les variables continues x(t) et p(t) . Il vient,

t

K (x,t;20.t0) :/.../exp %/(pj:—H(x,p))dt bz (t) Bp (t) (1.26)

to

C’est I’expression du propagateur de Feynman dans I’espace des phases.
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1.4 Application a ’oscillateur harmonique

Nous avons choisi comme exemple, le calcul de spectre des énergies et les fonctions
d’ondes correspondantes pour un oscillateur harmonique. Notre choix a été dicté
par le role que joue ce potentiel dans la modalisation mathématique de nombreux
phénomeénes de la physique. Le calcul quantique de son propagateur a été fait par

de nombreux auteurs.

M 2 M
v ] (2 + %) coswT —22'%)] (1.27)

Kom(%t;2,t) = | /——— —
oa(¥ bt {inhsian eXp[Zhsian

ol w est la pulsation de l'oscillateur, et T' était la largeur I'intervalle de temps
considéré (T =t—¢ ) .

Ce potentiel de forme quadratique en = et z . Il est alors possible de faire un calcul
classique pour retrouver ’expression du propagateur quantique. En effet, I’équation
de lagrange pour ce systéme physique s’écrit comme :

jﬁcl + w2a:d =0 (128)

sa solution est de la forme :

zq (t) = Asinwt + B coswt (1.29)

en tenant compte des conditions sur z (),

zq () =2 et x4 (t”) =" (1.30)
il vient :
¥coswt’ — ' coswt 2’ sinwt — ¥ sin wt’

= 1.31
T (1) p— sin wt + p—— cos wt (1.31)
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I’action classique correspondante est :

,t,
Sy = / L(x,4)dt (1.32)
tl

-2

ou L = %x — %J\/[w?:zc2

nous pouvons montrer aisément que cette action se réduit a :

S Mw |: S, -/ / :|
= = | Ty Xa-T T,
P 9sinwT LT T AT
nous obtenons aprés remplacement,
Muw . .
Scl = W((SUIQ + X2) coswli — 2$IX) (133)

la constante de normalisation du propagateur est donnée par la formule de Van-

Vleck-Pauli-Morette :

7 82585
A=1—
2mh 0x' 0%
ou encore,
Aey ) Mw
2imhsinwT

et le propagateur devient :

" Muw 1 Mw
Kt ;2,t) =/ 2 T —22'%) ) (1.34
(& ¢52¢) Sirhsinwl T <2h2 simwT((aj + %) cosw v ) (134)

Nous remarquons que les propagateurs classique et quantique sont identiques

dans le cas de l'oscillateur harmonique pur.
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1.4.1 Calcul du spectre des énergies

Partons de la définition du propagateur .

K (%t ;2',t) = (& exp(—iT H/h)la")

en injectant la relation des fermetures relatives aux états propres de ’hamiltonien

H du systéme .
Hln) = Ey|n) et Y |n)(n| =1 (1.35)

il vient

K12t Z¢ 2') exp(—iTE,/h) (1.36)

Si nous posons X=x' = x dans I’expression du propagateur, et nous intégrons sur

la variable x, il vient :

/ K(z,t;z,t)de = Zexp(—z‘TEn/h) (1.37)

En calculant une seconde fois, l'intégrale ci-dessus, avec K (X,t ;2’,t") donné par

I'équation (1.34), il vient,

> 1
> " exp(—iTE,/h) = —
o 21 sin (T)
Olu encore,
1

> " exp(—iTE,/h) = (1.38)

nous savons d’autre part, que :
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T~ oxp (—iwT) Z exp (—inwT) (1.39)

n=0

nous obtenons alors,

Zexp(—iTEn/ﬁ) = exp ( sz) Zexp (—inwT) (1.40)

n=0

d’ou,

(o) wan

C’est le résultat que nous obtenons habituellement par la mécanique quantique

ondulatoire.

1.4.2 Recherche des fonctions d’onde

Posons t= T et t' = 0, et remplacons sinwT et coswT par leur équivalent

exponentiel,

. [ Mw iwT , _1 Muw 1 —exp (—2iwT)
K& T;2',0)=1/— — | (1 — —29wT)) 2 —

exp (—2iwT)
(1 — exp (—2iwT))

(27 +52) + 20'%

1} (1.42)

en utilisant les développements suivants :
A-2)P=1+24.; 1—2) ' =1+a+...

nous obtenons :
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Mw Mw wT
u o _ _ /2 72 _
K&, T ;2',0) = ”_hw exp( ETE (x —|—X)>6Xp< 5 )
L Mw?2Mw ,, _Mw( n oy ,,2) _3in
1/ — r'Xexp o x X°) | exp 5
N 1 [Mw (2Mwi* . 2Mwa' .
222\ hr h h

Muw . SrwT
exp (—% (2" +X2)> exp <— 5 ) + ... (1.43)
sachant que
K&, T ;2',0) Zw z')exp(—iTE,/h)

nous pouvons tirer par identification,

Muw\ V4 M
- (M) ()
Muw\Y* oM M
@ =(5r) Ve (5)

Mw\ Y4 Muw 22 M
() (5 ) ()

Si nous tenons compte des ordres élevés de développement, nous obtiendrons

sans difficulté les fonctions d’onde pour n = 3,4, ....
Ces fonctions d’onde coincident avec celles qu’on obtient via la mécanique quan-

tique standard, et par d’autres techniques de calcul.

W, (%) = (%)”4 \/%Hn (@x) exp (_%ﬁ) (1.44)

ou les H, (x) sont les polynomes d’Hermite.



Chapitre 2

Calcul du spectre des énergies
d’un potentiel a trois corps, par la

méthode variationnelle de Kleinert

2.1 Introduction

Le formalisme de Feynman qui constitue une formulation intégrale de la mé-
canique quantique, connait pratiquement les mémes difficultés que connaissent les
autres formalismes de la M.Q. Ces difficultés résident dans la résolution de pro-
blémes ou interviennent des potentiels phénoménologiques de formes compliquées.
Une panoplie de méthodes d’approximation plus ou moins performantes ont été pro-
posées a cet effet. Nous appliquerons, ici, une méthode approchée développée par
Kleinert, pour calculer le spectre des énergies d’un systéme physique comportant

trois particules de méme masse.

2.2 Le choix du systéme de coordonnées dans I’étude

23
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d’un probléme a trois corps

Considérons le cas de trois particules de méme masse M en interaction. Le po-

tentiel les décrivant, est donné par :

V(a,@2,25) = 3 (Asi (1 = 22)" + Bai (22 = 25) + (21— 2g)])  (21)

i=1

Le passage aux coordonnées de Jacobi [19] :

R:%($1+$2+l‘3)
v = 75 (x1 — z2) (2.2)
Yy = \/Lé(a:1+x2—2x3)

nous permet de réécrire le potentiel précédent (2.1), sous la forme suivante :

3

Vi(x,y) = Z (0421' 2% + By y%) (2.3)

=1

ol gy = 2" Ag; et By, = 2'By;

2.3 Application de la méthode d’approximation
de Feynman-Kleinert au probléme a trois corps

Kleinert [23, 22] a proposé une méthode basée sur un principe variationnel pour
la détermination de tout le spectre d’énergie du systéme. Pour un potentiel de type
oscillateur anharmonique, il est possible de déterminer ’énergie de ses états excités,
par le calcul d’une valeur moyenne optimisée en utilisant comme fonctions d’essai
celles de l'oscillateur harmonique.

Soit A l’action du systéme considéré
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Alz] = / (—Ma? + iy (x,y)) dr (2.4)

oﬂﬁ:kBLT

séparons cette action en deux partiesAg ™’ et A7

g
1 , .
ou Ag‘ly?)y = /5 (Mx2 + My2 + Q2 (z — 330)2 + Qz (y — yo)2> dr
0
(2.5)

est l'action centrée autour de couple (xg, 3o),

h3

1 1
et At = / (-593 R 595 (y—v0)* +V (%y)) dr  (2.6)
0

L’énergie de n-éme état excité s’écrira comme :

Az | ) (e my LA ) (2.7

Enw,ny = (N Ty | Al g ny> = <nx Ty int

Parmi les valeurs des pulsations €2, et €, nous choisirons celles qui rendent
I'énergie E,, », optimale, soient 2, ,p; et 2, ¢ ces valeurs.

De plus, la forme analytique de la classe de potentiels donnée par (2.3) fait que
la plus grande contribution a la valeur d’énergie provient du terme correspondant

au couple (xg, yo) nul. Il vient alors,

1 1
By = W0 (14 5 ) 182 (14 5 ) 10y AT 0 ) (28)
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La contribution des termes non-couplés du potentiel, sont faciles a traiter. La
seule difficulté peut provenir des termes couplés. Nous avons pour surmonter cette
difficulté, utilisé un traitement perturbatif dont la validité exige que le terme couplé
soit petit devant les autres termes; ceci nous permet de 1’écrire comme le produit

de deux termes indépendants. Il en découle :

<nz My |x2y2‘ Ny ny> ~ <nm ‘1'2‘ nx> <ny }yz‘ ny> (2.9)

Les valeurs moyennes apparaissant dans I’expression précédente sont données par

[22] :
‘ B
g2V 2.10
et
2i\ (ny) n’
= —ny 9% 2.11

ou les coefficients no; ont été calculés jusqu’aux grandes valeurs de i [24].

L’équation (2.8) devient alors :

3 4 ,

1 1 IiX B
- ( 2) ( 2> ;<2<Mﬂx>l e,y )
(2.12)

Les valeurs de €2, ot €t €1, o s’obtiennent numériquement a partir de la résolu-

tion des équations :

OEn, n,
o 0 (2.13)
et
aEn n
= — ) (2.14)

o0,
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Quant a ’énergie libre approchée, & une température donnée T, elle sera donnée
par :

F=——1n(Zy,) (2.15)
ou
Zapp = Z €xXp (_6Enm7ny) (216)
n=0

est la fonction de partition approchée, 5 étant I'inverse de la température donné

a1
par.ﬁ—kB—T.

2.4 Résolution du probléme par la méthode des
potentiels quasi-exactements solubles (Q.E.S)

L’équation de Schrodinger qui gouverne la dynamique du systéme est ( pour

M=h=1):

10% 10%) 10%)
2022 2023 2013

+V ($1,$2,$3)¢ (3?1,33271’3) = Ey (371,552,333) (2-17)

en utilisant les coordonnées de Jacobi (R, x, y) relatives aux a xq, xs, x3, et en

travaillant dans le systéme du centre de masse, ’équation (2.17) devient :

2 2
—%%—%g—yf—k\/(ay)\ﬂ(m,y) = EV (x,y) (2.18)
ou le potentiel V' (z,y) a été défini précédemment.
Il est clair que 1’équation (2.18) n’admet pas toujours des solutions exactes. Il
est toutefois possible d’obtenir de bonnes estimations pour I’énergie F en utilisant

des méthodes d’approximation comme la méthode de Ritz pour ne citer que la plus

connue d’entre elles. La méthode de Ritz nous servira comme test pour apprécier la
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qualité des résultats que nous allons obtenir par la méthode des potentiels Q.E.S,
En effet, la technique des potentiels quasi-exactements solubles conduit & des fonc-
tions d’onde et a des énergies exactes pourvu que les parameétres aq; et by; vérifient
certaines contraintes.

Choisissons par 1’équation (2.18) une fonction d’onde d’essai de la forme :

W, n, = Nexp(f (z) + g (y)) (2.19)

ol
f(z) = —az' +B2* +n,Inx (2.20)
g(y) = —ay* + oy +n,lny (2.21)

et IV étant la constante de normalisation de ¥, ., .

11 est facile de voir que :

1PTn,n, 102V, n, 1

T2 a2 2 a2 2 (f')2+f”+(g’)2+g”] Uy, o, (2.22)

Le membre de droite de I'équation ci-dessus, s’identifie au terme [E — V' (2,9)] ¥y, n,

apparaissant dans I’équation (2.18), et s’écrit :

Y y_l 2 (Na — 1
_n (Zy2 ) _n (Zy2 )—¢(1+2ny)—ﬁ(1+2nx)

+ (4a1nx + 60; — 252) 22 4 8ay Szt — 8a’ " (2.23)

+ (4a2ny + 6y — 2¢2) y* 4 Sangy* — 8ady’

En comparant les équations (2.18) et (2.23), nous arrivons aux contraintes sui-

vantes :
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by + 8pay =0 as +8Ba; =0
b — 8a2 = 0; ag — 8a? =0 (2.24)
by + 6ay + dnyas — 2¢* = 0;  ag + 60y + 4nga; — 26° =0
Nous remarquons que les paramétres ay, by, ag et bg sont libres alors que les
deux parametres restants, a, et by dépendent des parametres libres et des nombres
quantiques n, et n,. Les parametres apparaissant dans I’expression de la fonction

d’essai ¥,,, ,, sont donneés par :

ag /bﬁ —ayq —by
a1 8 ) Qg ] ; ﬂ \/8—%7 ¢ \/8_b6 ( )

Les signes de 3 et ® assurent la normalisation de la fonction d’onde ¥y, ,, (7,%) .
L’étude de certaines grandeurs physiques comme la densité de particules, exige
la connaissance exacte de la fonction d’onde & basses températures; ainsi la déter-
mination de la constante de normalisation devient indispensable. Cette derniére est

donnée par :

1 (8s]\ " 3 ¢
N0,0_§(W2> K (@) Kin (@) (2.26)

ol K4 (2) est la fonction de Kummer

Nous pouvons également identifier I’expression de ’énergie a partir de ’équation

(2.23) :

Enyn, = =61+ 2n;) — ¢ (1+2n,) (2.27)

Cette forme pour I’énergie provient du fait que la forme du potentiel V' (z,y) est
symétrique en = et y .

Lorsque les parameétres ag; et by; sont quelconques et ne vérifient pas les conditions
des équations (2.24), I'énergie £, ,, peut étre obtenue & partir d'un traitement

perturbatif du probléme, en décomposant le potentiel V' (z,y) en une somme d’un
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potentiel Q.E.S et d’un terme qui sera considéré comme une perturbation.

V(zy) = ax’®+ (a4)gps ot 4 agz® + bay” + (b4) g s y* + bey®

+ ((a4)QES — a4> ot 4+ ((b4)QES — 64) y* (2.28)

ol (a4)q .5 €t (ba)g g g sont données par :

1
(a4)gps = \/ [az + a1 (6 + 4n,)]

(a1)ops = \/1 by + a2 (6 + 4ny)] (2.29)

L’énergie du systéme devient alors,

By = (Bniny) gps + ABn,n, (2.30)

ou AE,, », et E,, ,, représente respectivement la contribution des termes (a4 — (a4) Q.B. S) T4

.ny €St donnée par :

et <b4 - (b4)Q_E_S) y*. La correction AE,

(04— (@0)gms ) 72 2407, (2) ¢, () do
5 en @) ¢, () da

(bs = Bu)gis ) J72 %05, () P, () dy
I o5 W) pay, () dy

AE, ., = (2.31)

+

ou Wy, n, (7,y) = Py, (¥) p,,, (y) Vintégration de I'équation ci-dessus donne :

ABp, = (a1 = (@) qis) 117+ (bs = (b)gus ) K/L

avec
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[=(day) 5" (nm + g) exp (%) D, s < w%) (2.33)
J=(doy) T (n + %) exp (%) D, < Wé) (2.34)
K = (o) 5T (ny + g) exp (%22) D, ( \/O%) (2.35)
L=(day) 5T (ny + 2) exp (%22) S ( ) (2.36)

ou I'(z) est la fonction d’Euler. Les D, (z) sont quant a elles, les fonctions

paraboliques cylindriques de Weber.

2.5 Reésultats et discussions

Nous avons calculé par la méthode d’approximation de Feynman-Kleinert, et
pour différentes valeurs des parametres «; et (3, , ’énergie des états excités et celle
de Iétat fondamental pour le potentiel donné par I’équation (2.3). Ces résultats sont
consignés avec ceux donnés par littérature, dans le tableau ci-dessous. Nous consta-
tons que nos résultats sont en parfaite adéquation avec ceux publiés par d’autres
auteurs utilisant la méthode des potentiels QES [25]. Nous rappelons que cette tech-
nique donne des résultats trés satisfaisants dans le cas ot la contribution du terme

couplé xPy? est faible par rapport a celles des autres termes du potentiel V (z,y) .
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(05} ay Qg b2 b4 b6 Enr My (Enmmy )Ritz (EnT My )QES (nx, TLy)
1 1 01 05 1 01 1786  1.7837 1.7698 (0,0)
1 1 01 05 1 01 3.8069 3.8069 3.7749 (0,1)
1 1 01 05 1 01 39905 3.9905 3.9606 (1,0)
1 1 01 05 1 01 6.0137 6.0138 5.9657 (1,1)
1 25 05 1 35 08 24171 24171 2.3805 (0,0)
1 25 05 1 35 08 5.5035 5.5036 5.4314 (1,0)
1 25 05 1 35 08 52274 5.2275 5.1612 (0,1)
1 25 05 1 35 08 83139 8.3139 8.2122 (1,1)
05 32 1 04 36 12 23631 2.3631 2.3077 (0,0)
05 32 1 04 36 1.2 5.3980 5.3980 5.3093 (1,0)
05 32 1 04 36 12 5.3081 5.3031 5.2216 (0,1)
0.5 3.2 1 04 36 12 83430 8.3430 8.2232 (1,1)
05 02 01 04 06 0.2 1.4195 1.4195 1.4203 (0,0)
05 02 01 04 06 02 29776 2.9776 3.0342 (1,0)
05 02 01 04 06 0.2 4.8455 4.8455 4.9186 (0,1)
5 0.1 0.001 4 0.2 0.002 3.0212 3.0213 3.0212 (1,1)
5 0.1 0.001 4 0.2 0.002 5.9222 5.9222 9.9219 (0,0)
5 0.1 0.001 4 0.2 0.002 6.2133 6.2134 6.2134 (1,0)
5 0.1 0.001 4 0.2 0.002 9.1143 9.1143 9.1140 (0,1)

TAB. 2.1 — Energies F,,, ,, pour quelques valeurs des nombres quantiques n, et n,,.
Nous avons posé h = M = 1.



Chapitre 3

Etude par la méthode
variationnelle et perturbative de
Kleinert, d’un systéme de trois
corps soumis a un potentiel

complexe a symétrie PT

3.1 Introduction

De nombreuses méthodes de calcul ont été utilisées pour déterminer le spectre
des énergies de potentiels complexes [26, 35]. Zafar [36] a suggéré un ansatz pour
montrer que les énergies des états d’un potentiel complexe & symétrie PT, posséde
un spectre réel et positif. La méthode perturbative de Rayleigh-Schrodinger a été
utilisée [37] dans le calcul de I'énergie de 1’état fondamental d’un systéme physique
décrit par un Hamiltonien cubique et complexe de la forme H = p* + 22 + iga3.

Dans un autre travail, les niveaux d’énergie relatives aux potentiels complexes de

33
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Hénon-Heiles, ont été calculés & un ordre de perturbation élevé [38].

Dans le formalisme des intégrales de Feynman [1], Il existe une méthode varia-
tionnelle appelée méthode de Feynman-Kleinert [23], qui présente des ressemblances
formelles avec certaines méthodes de calcul appliquées dans le formalisme de Schro-
dinger. Kleinert [39, 22] a introduit dans cette méthode, des corrections afin de la
rendre plus performante. Cette technique qui s’appuie sur un développement de la
matrice densité sur la base des fonctions d’onde de 'oscillateur harmonique, conduit
a des résultats trés satisfaisants dans le cas des potentiels anharmoniques [22].

Nous voulons montrer dans cette étude, qu’il est possible d’utiliser la technique
de Feynman-Kleinert dans le but de calculer, avec une bonne précision, 1’énergie de
I’état fondamental relative a un systéme a trois particules, de méme masse, soumises

a un potentiel complexe & symétrie PT [24].

3.2 Méthode mathématique

Considérons la fonction de partition d’'une particule de masse M, se mouvant

dans un potentiel V' (z) a une température finie 7.

+00
7 = / &efﬁ‘/;ff,cz(x) (3.1)
V2mh?p /M
—00
ot le potentiel effectif classique Vsf rend compte de toutes les fluctuations

quantiques [22] autour de la position moyenne T dans l'intervalle de température

[0,4] -

hp
f:% / x(7)dr
0

avec T =it et § = kp étant la constante de Boltzmann.

_1
kT’
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Cette fonction de partition peut s’écrire, en outre, comme [22] :

+00
7 = / %/D(w)c?(f—xo)exp [—A;f]] (3.2)

ou A [z,y] est Paction euclidéenne de la particule.

hg
Al] = / {%zhwx (ﬂ]] dr (3.3)
0

En identifiant (3.1) a (3.3), nous obtenons :

Vg (0) = _% In ( / D ()6 (% — ) exp {— Aig“’]b (3.4)

Il est cependant, impossible de calculer exactement V. ¢ pour n’importe quelle
forme de V (x). Nous pouvons en revanche, trouver une approximation au N#©me
ordre, Wi (z¢), au potentiel V.t (x0). La fonction de partition correspondante

Zn est donnée par :

e PWileo) (3.5)

+0o0
Z o / dl’o
N V2rh23/M
—

La meilleure approximation pour Wy est obtenue en décomposant 1’action eu-

clidéenne A [z] en une somme de deux termes :

Alz] = A (1] 4+ Ag [7] (3.6)

A%@m (7] étant une action d’essai, et Ay, [7] sera considérée comme une interac-

tion. Elles sont données par :
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h
A% [g] = / [%f + %92 (z — xm)ﬂ dr (3.7)
0
et
hp
A [7] = / [v (z) — %92 (z — xmf} dr (3.8)
0

ou x,, dépend des extrémités x, et x;.

Considérons la matrice densité donnée par :

p (0 72) = 5 (21, ) (3.9)

avec

5 (1) = / D () exp {— Aigg]] (3.10)

(za,0)~ (zp,RB)

en remplacant A [z] par son expression (3.6), et en développant (3.10) en termes

de A;n [x], nous obtenons :

~ ~Q,xm ]' Qxm 1 Qzm
p (xlnxa) = Po ('Tlnxa) 1— ﬁ <Amt [x]>xb,za + ﬁ <A12nt ['T]>:Jcb,ma -

(3.11)
ol "™ (i, 4) est la densité relative a Paction d’essai A% [xz] .
Les différentes valeurs moyennes apparaissant dans I’équation ci-dessus, ont été

déja calculées par Kleinert et al [39], et sont données par :
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n hp +00

w 1
(Ap, [2])gom = P / dr / A2 Vint (214 ) | (3.12)
0 by La
I=1 0 —00
n
1 1 Y
(27)" " det a2 2 k=0

a? étant une matrice carrée symétrique d’ordre (n + 1). Ses éléments s’obtiennent

a partir des fonctions de Green G (T, 7") de Poscillateur harmonique [39, 22] :

5 N , N cosh (Q (|7 —7'| — hB/
¢ (T’T> - %GQ’ (T’T> - 2]\39 (si(n‘h (hﬂQ}/Q) 2) (3:13)

elle représente la largeur des fluctuations.

P (xp, x,) peut s’écrire comme une série tronquée d’ordre N, en termes des cu-

mulants (A”, [x]}?bx;zc
N n
) = o aen | S S e | (31a)
n=1
ou le cumulant (A?, [x])?bxxjc est donné par :
(An a2 = (A DS 0, = (i [D,,) (3.15)

L’expression ci-dessus dépend explicitement des deux parameétres €2 et z,,. En

utilisant I’analogie avec la physique statistique classique,

P (x) = 2n128/M) " exp [~ BV (2)] (3.16)
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nous pouvons écrire une expression similaire pour p (zy, x,)

D, 10) = (2023/M)"? exp [~ BVeppal ()]

(3.17)

nous pouvons ainsi obtenir pour le potentiel V¢, une approximation a ’ordre

N & partir des équations (3.14) et (3.17).

_1)”

Qxm

=

)

N
|

@

]

AP

MQ _ -
+2h@ sinh (ABQ) {(fg + wi) coth (A3Q) — Qxbxa}

avec

(1) =x(1) — o
L’optimisation de Wﬁ’xm (mp, ,) par rapport a Q2 et z,, ,

AW ™™ (2 ) _0 et
002

OW "™ (2. 4) _0
0T,

n'ﬁ” < int [x]>zb,:pa,c

(3.18)

(3.19)

conduit aux valeurs optimales Qgpt et Ty, opr qui nous donnent la meilleure ap-

proximation pour Vs (zo) et par conséquent, une bonne estimation de I’énergie

de I’état fondamental.
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3.3 L’énergie de I’état fondamental d’un systéme
a trois particules soumises 4 un potentiel com-

plexe a symétrie PT

Le probléeme a N corps apparait dans divers domaines de la physique, et le cas
le moins difficile a traiter analytiquement est celui de trois corps [40, 41, 19].

Considérons un systéme a trois particules soumises & un potentiel complexe a
symétrie PT. Il a été maintes fois vérifié numériquement, que le spectre des énergies
pour ce type de potentiels est réel et positif [26, 38].

Notons que l'opérateur de parité P , noté souvent 7, agit comme : 7|p) = | — p)
et m|z) = | — x) , alors que 'opérateur renversement du sens du temps agit quant a
lui, comme :

T:p— —pT:0— —xetT: i— —i.

Choisissons pour illustrer notre étude, un potentiel de la forme :

V(x1, 29,23) = Ay [(9 — 23) + (21 — 23)]> + Ag (29 — 331)2

A5 (fﬂg — $1)4m + ZA3 (332 — $1)2m—1 + ZA4 (33'2 — x1)2m+1 (320)

ol m est un parametre positif.

Le travail dans le centre de masse, et le choix des coordonnées de Jacobi,

R= %(l’l +SE’2+Z’3)

r = \%(9@1 )
y = \/Lg(xl + x9 — 2x3)

nous permettent de mettre le potentiel de départ sous une forme séparable :

V (2,y) = 641y% + 2452% + iB3x®™ ! + i Byt + Bya*™ (3.21)
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avec Bg = Ag 2m—1/2 N B4 = A4 2m+1/2 et B5 = A5 2m,

Ce dernier admet pour énergie de 1’état fondamental,

Ey = /3A; + Ep,

Le terme Ejy, est la contribution en énergie, du potentiel partiel :

V (2) = 2452% + iBsx®™ ! 4 i Bya®™ ™ + Bya*™ (3.22)

L’étude du cas m = 1, nous permettra de confirmer que 1’énergie relative & un
potentiel complexe a symétrie PT est effectivement réelle et positive. En effet, en
posant m = 1,

le potentiel V' (x) devient :

V (1) = 2A52% + iBsx + iByx® + Bsa* (3.23)

En posant h = M = 1, la méthode corrigée de Feynman-Kleinert nous permet de

calculer "approximant au second ordre du potentiel effectif classique Wﬁz (T, Ta)

Qzm 1 sinh (59) 0
Wy (g, xq) = 2 In ( 50 ) + simh (69)9&3 tanh (5Q/2) (3.24)
1 Q 1 Q
+B <A7,nt [‘r]>xa,xa - % <Az2nt [$]>1‘a,xa,c
ou
2
(A2 Ly = (A2, )~ (A D)D) (3.25)

et avec
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go + (1/2) Cig1Hy () 4 (1/8) C3g2Hs ()

(Aime [2])5 o, =
+ (1/48) C3gsHs () 4 (1/384) C394H, ()

(3.26)

H, (z) étant le polynome d’Hermite d’ordre n, et les g, sont des parameétres
donnés par :

go = 2Asag, + 24222 + I B3z, + 31 Bywyagy + I Byx?, + 3Bsal, + 6Bsx2,ad,
+Bszy, — (1/2) Q2ag,

g1 = 31V/2Byaly + 127/2BszmaS, + 4v/2Ax,ma2, + 1v/2Bsad,
+31V/2B,x% a3y + 4v/2B573 al,

g2 = 24Bsad, + 8Azal, + 121 Byxag, — 2Q%ad, + 24 Bsa2,a,

g3 = 121/2B,al, + 48V2Bsz,,a,

g1 = 96Bsad,

alors que les coefficients C s’écrivent comme :

N
" smh BQ (n/2 —k))
5 = 2”(:osh” (62/2) Z (n/2—-Fk)

(3.27)

aux basses températures (3 — 00), les C} deviennent :

n=>0
thﬁ—{

f—oo nﬁ% n>0

Le calcul des cumulants ( Ay, [2])%

2y, €St Telativement simple par rapport & celui

de (A2, [z })xb 2, - Les calculs nous donnent :
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(A2, [2))y .. = S dry [ dra{ A2 Iy (11, 72) — Lo (1) Iz (72))]
—BF[In (11,72) = L (11) L1 (72)] — BY [I33 (11, 72) — I3 (11) I3 (72)]
+BF [Lua (T1,72) = Lo (1) 14 (72)] = 2B3 By [T13 (71, 72) — L1 (T1) I3 (72)]
+2IABy [Iog (71, 72) — Io (11) I3 (72)] + 21 B3Bs [114 (71, 72) — 11 (71) I4 (T2)]
+2ABs [I54 (11, 72) — I (71) I3 (72)] + 21 B4y Bs [I34 (71, T2) — I3 (71) 14 (72)]

—|—2[B;3A [112 (Tl, 7—2) - [1 (Tl) I2 (7—2)]
(3.28)

Le coefficient A, les termes I, (1) et I, (T1,72) apparaissant dans I’équation

(3.28) sont donnés par :

A== (14, - ?),

1
2

8m

42 .
m J°+ 2z4a0)
I (11) = (ago — agy,) am exp [

- } Jk=1et?2 (3.29)
) j:O

2 1
2agy (agy — agy,

et
min 0" 0" F (j1,J2)
L (T1,72) = (—det (a?) )" o o exp{ (3.30)
( (%)) ajm 073 2agy det (a?) |, _, g
avec det (a®) = afy + 2a5,ag,a7, — agy (ag, + agy + aiy)

ou les fonctions génératrices F' (ji, jo) s’écrivent :

F(ji,j2) = aéo (Jf +]§) - QCLSO (agljl + a%zjz) Lq (3.31)
+2a(2)0 (a%ﬂlh + (agl + a(2)2 + a%) (a?njl + ag2j2) ffa)

- (agﬁl + a32j2) (agljl + a32j2 + 4“31‘132@%2%)
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La forme finale de W3 (z,) nous permet d’arriver successivement a la densité

P2 (x,), & la fonction de partition Z, et enfin a 'énergie de I'état fondamental Ej :

75 () = s exp [<OWF )] (3.32)
Z= [ s (). (3.33)
et By = lim (—%m Zg> (3.34)
3.4 Résultats et discussions

L’énergie de I’état fondamental relative au potentiel PT symétrique (3.20) a été
évaluée via la méthode corrigée de Feynman-Kleinert, pour différentes valeurs des
parameétres A; . Les résultats obtenus sont consignés dans le tableau 2, et comparés a
ceux obtenus exactement par la méthode des potentiels Q.E.S [42, 43, 44, 25]. Notons
que cette méthode nous permet d’évaluer exactement les énergies en imposant des
conditions aux parametres du potentiel étudié.

Nos résultats sont en bon accord avec les résultats exacts. Ceci s’explique par
le fait que les corrections introduites dans notre travail, ont une forte influence sur
le potentiel effectif classique ng\}’x’" et par conséquent, sur ’énergie F, de I’état du
fondamental, aux basses températures. Le fait que la variation A Ey soit proportion-
nelle & AW | les mémes effets seront plus prononcés sur la densité p(z) et sur la
fonction de partition Z , ou les variations Ap et AZ varient exponentiellement en
fonction de AWy,

Ap ~ exp(—BAWE) et AZ ~ exp(—BAWE).
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AQ Al AS A4 Emethod EQES
0.2 0.0 —0.031623 —0.00125 0.313122 0.31623
1 0.01 —0.01414 —0.00005 0.702614 0.70711

) 0.5 —1.58114 —0.125 1.568689 1.58114
10 3 —13.41641 —4.5 2.208198  2.23606
103 10 —447.2136 —50 22.34119  22.3606

10 30 —4242.6407  —450 70.69306 70.71068
10° 200 —89442.72  —2.10*  223.5310 223.6068

TAB. 3.1 — Energie de I'état fondamental du potentiel (3.20), pour différentes valeurs
des parametres A;



Chapitre 4

Calcul du propagateur relatif a4 un
lagrangien comportant un terme

accélération

4.1 Introduction

Le formalisme des intégrales fonctionnelles de Feynman constitue actuellement
un outil puissant dans la résolution de problémes posés dans divers domaines de
la physique. Depuis 1948, année qui a connu l'avénement de cette troisiéme for-
mulation de la mécanique quantique, de nombreuses techniques de calcul ont vu le
jour. Nous pouvons citer parmi les plus connues, les transformations espace temps
introduites pour la premiére fois en 1979 par Duru et Kleinert [3] dans la résolu-
tion du probléme de 'atome d’hydrogeéne, I'approche polygonale [45], les méthodes
faisant appel a la théorie des groupes [10], les méthodes variationnelles perturba-
tives, et non perturbatives [20], appliquées en physique statistique. Cette panoplie
de techniques a rendu possible, I’étude théorique de nombreux systémes quantiques
multidimensionnels [22] dans une large gamme de systémes de coordonnées [46].

Nous nous proposons dans ce chapitre, de calculer dans le cas unidimensionnel,

45
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le propagateur relatif & un Lagrangien comportant un terme accélération. Ce type de
probléme apparait dans I’étude du mouvement brownien et dans la modélisation de
certains phénomenes de la physique biomédicale [47]. Nous considérons dans cette
étude, un lagrangien relativement général par rapport & celui traité en 1993 par A.
Chouchaoui [9]; il est de la forme :

1 ..o 1

. . 1

Le propagateur relatif a ce lagrangien sera mis sous la forme suivante :

K (xp, Uy, Th; Tay Vo, Ta) = Cste exp(—¢) (4.2)

ou nous avons posé h = 1. Cste et  sont respectivement, la constante de nor-
malisation et la phase du propagateur.
Nous considérons dans notre étude que le temps est imaginaire pour que nos

résultats puissent avoir une application directe en statistique quantique.

4.2 Calcul de la phase ¢ du propagateur

Apres discrétisation de I'ntervalle de temps [r,,7;] en N intervalles de temps
infinitésimaux tous de largeur e, 'action partielle, Sy , relative au lagrangien L,

dans l'intervalle de temps 7, — 7, = N¢e aura pour expression :

N 2 N 2
K Tjt+1 —2ib'j—|—33] 1 M LTj—Tj-1 k 9
SN =& E 3 |: 52 E ? - — £ E EZL‘]- (43)

alors que le propagateur s’écrira comme :
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K (Tp, b, Tb ; Tay Vo » Ta ) = hmAN/ /Hdac] Sn

= lim (xb,vb,Tb/xa,Ua;Ta)
N—o0

ou Ay est une contante de normalisation, et x; = z(7;) est la position de
la particule a l'instant 7;. Les coordonnées des points de départ et d’arrivée sont
respectivement x, = x (7¢) et z, = z (Tn) .
Apres dévelopement de Sy, et réarrangement de ses termes, il vient :
M _,

K k
Sy = (25 + 2%) <35-3 +5e - 5) + X'PX —2X'Y (4.4)

ou X' est le vecteur transposé du vecteur X de composantes z;, (i = 1,..., N — 1),
et P est une matrice pentadiagonale d’ordre N — 1 dont les éléments sont donnés

par :

5K M k
Py = Py_in_- 4= _Z
11 N-LN-1 = 5o 5% 9
k
P = 3K5_3+M5‘1—§ 2<j<N-2
M
Pijs1 = Pipj= 2K ——<
K _
Pijrr = D2y = 5¢ ’

Les composantes du vecteur Y, sont :

M K
Y, = (Ke S+ 75_1) To , Y, = (—55 3:150)
K M
YN,Q = —56 3£EN, YN,1 = (K€ 3 + 7&“1) TN
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Il est facile de voir que le propagateur partiel Ky peut s’écrire comme :

N-1
. K 5 m | k
(4.5)

L’intégrale ci-dessus se calcule aisément via la relation de Montroll [9]

[ ](N—l)/2

/ / :i;[:dg;j exp (— [X'PX —2x'Y]) = &

Dar]” exp (Y'P'Y)  (4.6)

I'équation (4.5) devient :

(N-1)/2 K M k
KN = AN[[;;]tW exp (|:(.Ig + $?\;) <?€3 + 3571 - 5) + YtPIY:|) (47)
e

Définissons un vecteur U & (N — 1) composantes, tel que :

Y =PU (4.8)

avec U (19) = wg et U(Ty) = zy. Ainsi, Y!P71Y se transforme en Y'U et

I’argument de ’exponentielle en :

K M k
on = {(xg +z%y) <—£ S et 5) +u Y] +uaYs + un_oYn_o + uN_lYN_l}
%673 (U?V + UN_2UN — 2UN_1UN) + %571 (U?V — uN_luN)

+8e73 (ud + usug — 2urug) + Le™ (ud — uruo) — L (2 + 2%)

a la limite N — 0o ou € — 0, cet argument devient :
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o= ]\}ILI;O@N = {5 (Untiy — Uglly — unUn + Uglig) + 5 (uyuy — uouo)} (4.9)

Le calcul exact de cet argument passe par la détermination de u (1) et de ses

dérivées. Pour ce faire, écrivons la relation Y = P.U au k%™ ordre,

Upyo Prrop + U1 Pogr ke + UpPrg + Up—1 Po1p + Up—2Pr—2) = Y3 (4.10)

pour € tendant vers zéro, ’équation ci-dessus se réduit a :

Ku® - Mu® —ku=0 (4.11)

sa solution est de la forme :

u(T) = e 4 et 4 e + aye” (4.12)

ot wy = Y2\ /(K (M — VM?TAKE)) etwy = Y2, /(K (M + VM2 + 4K k)).

Les conditions sur la fonction u(7) ménent au systéme d’équations suivant :

are” T 4 el 4+ age?Te + aue” 2T = 1,

e T 4 et et £ e T = o,
—qwie T 4 w1 €T awqe?T — quuwee YT =,
_alwle—wﬂ'b + a2w1€w17b + a3w2€w27b _ Oé4w26_w27—b =

sa résolution nous donne les constantes aq, ao, a3 et ay.
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o] =

(%)

Q3 —

gy =

e“17a | e¥18 2wty — 21w ws — 2w, Ch + 2T qw1waCy — 27,w2Ss + 2w1v,Ss)

+ [2wava — 2Twiws — 2wapCy + 2Tpw1weClh + 2T,w3Se — 2wW114Ss)

e=w1a | 798 [2woup + 22pwiws — 2wa1,Cy — 22,w1weCo — 21,w3 Sy — 2w114 5]

@ + [2wavq + 2T qwiwe — 2wa,Co — 2xpw1weCo + 2Tpw3 Sy + 2w1vSs]

e—wWaTh e~w2B [2w1vp + 2Tpw1we — 2w 11,01 — 2x,w1weC — 22,wW3S] — 2wav, S]]

+ [2w1v4 + 2Tqwiwe — 2w10,C) — 2xpw1wWeCh + 21w ST + 2w vyS) |

ew2mo | €22 2011, — 22pwi1ws — 2w10,C01 + 27,wi1waCh — 23,w3 ST + 2wav, S]]

« + [2w1v, — 2w wiws — 2w1V,C + 2Tw1wa C + 27w ST — 2warSy]

avec S; = sinh (w13), Se = sinh (wyf), C; = cosh (w15), Cy = cosh (wyf),

B=Ty—Ta Ta=To, € Tp=Tn

et a=4 [(UJ% + (JJ%) 5152 — 2&)10}2 (0102 — 1)}

Ainsi, nous obtenons apreés remplacement de chaque terme par son expression

dans I’équation (4.9), une expression longue et compliquée pour la phase ¢. Nous

nous contentons ici, de la donner pour les deux cas spéciaux suivants :

Y1 =

a) wiet wy tendant vers la méme pulsation w,

w (SC — wp) (v +v2) — 2(S — CwP) vy, — w (5% + w?B?) (vpay — Vexa) +

S2 — w23 2wS (UpTy — Vap) + w? (SC + wpf) (22 + v2) — 2w? (S + CwP) vyz,
(4.13)
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b) w; — 0 et wy = w ce qui correspond a une énergie potentielle nulle (k = 0).

o= w ((2wSzy — pwBSuy) (S —wph) + (2wSx, — pwPBSv,) (S —wp)) —
T2507 (=) | (w2pBay — 20) (S — wB) (C — 1) + (2B, — 200) (S — wB) (C — 1))
(4.14)

4.3 Calcul classique de la phase ¢

Les résultats précédents peuvent étre retouvés via un traitement classique. En
effet, Il est possible de montrer que pour la forme quadratique du lagrangien étudié,
la phase ¢ est identique a ’action classique S,;.

Soit v le chemin physique décrit par les positions x et correspondant & 1’action S.
Considérons maintenant, un chemin + trés voisin de +, dont les positions s’écrivent :

r=x+¢ (4.15)

ol & est une variation infinitésimale de la position. La variation du lagrangien

entre ces deux chemins voisins, s’écrit dans notre cas comme :

0L = K D@ 4 0 2We® _ | ¢4 (4.16)

ceci correspond & la variation 0.5 de ’action,

08 = / (K «P¢® 4 M 2We® — | ex)dr (4.17)

Le principe de moindre action, S = 0 , conduit & ’équation :

Kaz®W—-Mz® _—kz=0 (4.18)

Notons que cette équation est identique a I’équation (4.11) donnant u (¢) . Si x4
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est solution de I’équation ci-dessus, ’action du systéme,

(L 1 1
Sa= [ (GEE+ G Mk - 5k s2)dr (1.19)

a

aura pour expression :

K
SCZZE

M
(2 2V — 2@ 2O 4 2® 2, — 2 2 + 5 (:cl(,l) zy — V) xa> (4.20)
nous pouvons remarquer que cette expression est identique a celle de 'action
© obtenue par un calcul quantique. Le calcul de la phase ¢, quantiquement, est
souvent difficile & réaliser. Ainsi, il est préférable dans le cas d’un lagrangien de

forme quadratique en z®, z(1) et z, de calculer ’action classiquement.

4.4 Calcul de la constante de normalisation du
propagateur

La détermination de la constante de normalisation, exige le calcul du déterminant
de la matrice pentadiagonale P. Cette tache qui est loin d’étre aisée, exige beaucoup
d’adresse et de dextérité. L’absence du terme " énergie potentielle" dans I’expression
du lagrangien, a permis a A. Chouchaoui et al [9] de passer par un changement
d’espace de configuration, d’une matrice pentadiagonale & une matrice tridiagonale
relativement facile & manier. Dans notre étude, le terme " énergie potentielle" existe
et le passage a une matrice tridiagonale est par conséquent, tres difficile a réaliser.

Ecrivons tout d’abord, une relation de récurence [48] entre les déterminants de

différents ordres de la matrice pentadiagonale P .
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H; = C(Hj_1 —2A’H; 35+ A'H;_5) + A> (H;_1 + 2A°H;_3 — A*H;_)4.21)

—B2 (Hj,Q - 214ij3 + A2Hj,4)

ot A=%e?, B=2Ke?—Yelet C=3Ke 3+ M ' - L

posons H; = A7 W5, Péquation (4.21) devient :

C B?
¢j+2 = 1 (¢j+1 - 2¢j—1 + ¢j—3) + (ﬂh + @Z)j—z - ¢j—4) Y'P) (¢] - 2¢j—1 + ¢j—2)

avec,

B? M?, 8M,
Vel CAR o
C 2M Kk
t = =6+ — — —¢
¢ A K K°

en réarrangeant les termes de 1’équation ci-dessus et en faisant tendre ¢ vers zéro,
il vient :
TO 122\ g@ 9@ =g (4.22)
2_ M _ (M2 k
avec \* = = et v = (——?>.

K2

Cette équation admet comme solution générale,

W(r) = C; + CéT + C’é exp (—wy 7) + C’:l exp(wy 7) + Csexp(—wy 7) + Cgexp(wy T)
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ol wy et wy sont données par :

wlzg (i (m - VP TAKE))

et .

vn = Y2 (K (m + Ve 1K)

en utilisant les conditions sur le déterminant H,

H[):H-,le,Q:O

la fonction v (7) doit vérifier alors, les conditions suivantes :

Vo=t =, =000 ¢; =1 (7))
Les relations ci-dessus nous permettent d’évaluer ¢ (1) , V(1) et @ (1) a

I’origine. Nous obtenons aprés calcul,

D’autre part, le calcul des déterminants H; aux ordres 1, 2, 3 et 4, nous permet

de montrer que :

P (0) = v (0) = ¥'¥(0) = 0 et ™ (0) £ 0.
Ces conditions nous permettent de calculer les constantes C; et d’arriver a la

forme suivante pour ¥ (7).

V(1) = (=2 w} (1 — cosh(wy 7)) + 2 w3 (1 — cosh(w; 7))/(w? w3(ws — w}))
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cette expression peut également s’écrire comme :

(w} + w3) sinh(w; 7) sinh(wy 7) — 2w; wy(cosh(wy 7) cosh(wy 7) — 1)

Wy MQ(UJ% - w%)Q

U(r) =

comme le déterminant de la matrice P s’écrit en fonction de 1) (1),

det P = ANty o

il vient,

(w} + w3) sinh(w; B) sinh(wy B) — 2wy wa(cosh(w; B) cosh(wy B) — 1)

det P = AN
Wy wz(“@ - w%)2

ol [, w; et wy ont été définis précédemment.

sachant que la constante de normalisation du propagateur est donnée par :

N—
P A SRVATOR T O et
N

me 4.23
N—oo ~ “[DetP)M? 27 Vu (423)

il vient finalement,

1 2 .,2)\2
K(fL‘b,Ub,Tb;ZEa7Ua,Ta) = %\/wl w2\</ug wl) eXp(_QD)

ot u = (w? + w3) sinh(w; B).sinh(wy B) — 2wy wy(cosh(w; B) cosh(wy B) — 1)

ou 'argument ¢ est donné par I’équation (4.9).
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4.5 Cas particuliers

4.5.1 Cas du lagrangien L = %ij? + %M:b%

Ceci correspond au cas ou la constante k est nulle (w; — 0 et wy = w) . L’argu-
ment p, du propagateur sera donné par I’équation (4.14),

alors que sa constante de normalisation s’obtient en calculant la limite de 'ex-
pression (4.23) lorsque w; — 0.

Il vient alors,

2
K (p, Uy, Tb; Ta, Va; Ta) = 2#\/1051;—_#(0_1) exp(—py)

cette expression est similaire a celle donnée dans la référence [9)].

4.5.2 Cas du lagrangien L = %KiQ

Dans ce cas, m = 0 et k = 0, le propagateur s’identifie & la fonction de distribu-

tion relative & un mouvement brownien [1, 49].

4.6 Conclusion

Le propagateur relatif & un lagrangien donné par ’équation (4.1), a été calculé
moyennant une méthode purement algébrique. L’expresion obtenue est exactement
identique a celle calculée par H. Kleinert [47]. Nous avons montré en outre, que pour
k = 0, la forme obtenue est identique a celle calculée par A. Chouchaoui [9]. Enfin,
pour m = 0, le propagateur s’identifie a la fonction de distribution décrivant un

mouvement brownien.



Conclusion générale

Cette thése comporte trois travaux sur I'application des intégrales de chemin de
Feynman, dans la résolution de problémes de la mécanique quantique non relativiste.

Le premier étant la généralisation de la méthode variationnelle de Feynman-
Kleinert au calcul du spectre des énergies d’un systéme physique & trois particules
de méme masse, en interaction. Nous avons tout d’abord ramené, en utilisant les
coordonnées de Jacobi, ce probléme & celui d’une particule se mouvant dans un
potentiel bidimensionnel. L’énergie du nieme état excité a été calculée a partir de la
valeur moyenne de ’action du systéme, optimisée par rapport aux composantes, €2,
et €2, de la fréquence d’essai d'un oscillateur harmonique & deux dimensions. Nous
avons obtenu pour quelques valeurs du couple (n,, n,), des résultats qui sont en bon
accord avec ceux donnés par la méthode variationnelle de Ritz et par la technique
des potentiels Q.E.S. Cette méthode ne donne toutefois, de trés bons résultats que
lorsque les termes non couplés du potentiel étudié, sont prédominants par rapport
aux termes couplés.

Le second travail, avait pour but le calcul de I’énergie de I’état fondamental
d’un systéme physique a trois corps, soumis & un potentiel complexe a symétrie
PT. La technique utilisée consiste tout d’abord, a mettre le potentiel de départ, via
les coordonnées de Jacobi, sous une forme maniable. Une fois cette étape franchie,
nous séparons ’action du systéme en deux parties : une premiére partie relative au
potentiel d’essai, et une seconde, considérée comme interaction. Le potentiel effectif,

Vet f, a correspondant sera approché par un potentiel effectif Wy, d’ordre N, obtenu

57
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par un développement de la matrice densité sur la base des fonctions d’onde d’un
oscillateur harmonique d’essai de fréquence 2. Nous nous sommes contentés dans
le développement de I'action, d’un nombre limité de termes & cause des difficultés
qui surgissent dans le calcul des cumulants d’ordres supérieurs. La détermination du
potentiel effectif approché nous a permis d’extraire plusieurs grandeurs physiques
notamment I’énergie de 1’état fondamental Ej.

Cette méthode introduit en effet, des corrections sous forme de cumulants, qui
nous permettent d’approcher au mieux, le potentiel effectif classique exact, et arriver
par voie de conséquence, a une estimation meilleure de I’énergie Fy. Ces mémes effets
améliorent sensiblement la qualité des résultats relatifs a la fonction de partition et
a la fonction densité, aux basses températures.

Quant au troisieme travail, il concerne la détermination de ’expression du propa-
gateur relatif & un lagrangien comportant un terme accélération. Nous rencontrons
ce type de lagrangien dans la modélisation mathématique de phénomeénes physiques
se produisant en biologie, et dans I’étude du mouvement brownien.

Nous avons développé 'action et rassemblé ses termes de maniére & faire appa-
raitre une matrice P , pentadiagonale et de dimension infinie. Le calcul de la phase
© du propagateur conduit a la résolution d’une équation différentielle du quatriéme
ordre, facile a réaliser. Cependant, la détermination de la constante de normalisation
exige le calcul du déterminant de la matrice P qui est loin d’étre une tache facile.
C’est en exploitant la relation de récurrence existant entre les déterminants de diffé-
rents ordres, établie par J. Monterde et H. Ugai, que nous avons, par un changement
de variable judicieux, pu ramener le calcul du déterminant de P a la résolution d’une
équation différentielle du sixiéme ordre. Les conditions sur les déterminants d’ordres
-2,-1,0, 1, 2, 3 et 4 nous ont permis d’arriver & I’expression du déterminant de P ,
et arriver enfin, & ’expression de la constante de normalisation.

La méthode polygonale appliquée a la détermination analytique de 1’expression
d’un propagateur, est une technique élégante qui exige beaucoup de patience et

de dextérité dans le développement des calculs. Cette méthode devient cependant,
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lourde et difficile & appliquer lorsque le lagrangien comporte des dérivées d’ordres
supérieurs de la variable position. Dans pareils cas, il est préférable de changer d’es-

pace de configuration ou de faire appel aux méthodes basées sur un calcul approché.
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